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Introduccion

En esta tesis discutiremos el concepto de cubierta celular en la categoria de
grupos. Una cubierta celular de un grupo M es un homomorfismo de grupos
¢: G — M tal que la funcién Hom(G, ¢) : Hom(G, G) — Hom(G, M) dada por
Hom(G, ¢)(¢) = c o1 es una biyeccién. El concepto de cubierta celular se ori-
gind en la topologia algebraica y el algebra homoldgica, donde esté relacionado
con el estudio de la localizacién de espacios y otros objetos. Como veremos
mas adelante, también estd relacionado con el concepto de cubierta A-celular
(su andlogo topoldgico es llamado aproximacién celular, el lector curioso de este
término puede referirse a [24]).

Antes de adentrarnos en el tema de las cubiertas celulares (dicho tema es
abordado en el capitulo 4), hablaremos un poco de las cubiertas A-celulares,
para lo cual es necesario mencionar primero lo que es una A-equivalencia y un
grupo A-celular (temas que intoducimos en el capitulo 2):

(1) Un homomorfismo f : X — Y es una A-equivalencia, si la funcién
Hom(A4, f) : Hom(A, X) — Hom(A,Y) es una biyeccién.

(2) Un grupo Z es A-celular, si toda A-equivalencia es una Z-equivalencia
(la nocién de objeto A-celular en la categoria de grupos fue introducida en [24]).

De esta forma decimos que c4 : G — M es una cubierta A-celular de M si
ca es una A-equivalencia y G es un grupo A-celular.

A partir de las definiciones anteriores podemos observar que toda cubierta
A-celular de un grupo M también es una cubierta celular de M, sin embar-
go veremos que si existe una cubierta A-celular de un grupo M entonces es
unica. De hecho, (en el capitulo 3) construiremos la cubierta A-celular de un
grupo G, para lo cual introduciremos los términos A-inyeccién, A-suprayeccion,
A-generado y A-construible.

A partir de una cubierta celular ¢ : G — M podemos ver que M le hereda a
G las propiedades de ser finito, abeliano o nilpotente segin las posea. También
veremos que el nicleo de ¢ estd contenido en el centro de G (por lo que es un
grupo abeliano) y que se ve afectado de cierta manera por las propiedades que
poseen tanto G como M.

Este trabajo estd basado en [7] y [4], y pretende ser una introduccién al
concepto de cubierta celular en la categoria de grupos. Mas anélisis y resultados
sobre cubiertas celulares de grupos particulares y de grupos con propiedades
especificas adicionales pueden verse, por ejemplo, en [5], [12], [13], [14], [8] ¥
[25].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo reunimos las definiciones y los resultados basicos que nos ayu-
daran a entender posteriormente parte del texto.

1.1 Categorias

En esta seccién introducimos hechos bésicos relativos a las categorias. Algunas
referencias son: [2] y [28].

Definicién 1.1 Una categoria C estd conformada por una coleccion de objetos
Co y una coleccion de flechas Cy1, esta ultima tiene la siguiente estructura:

(a) Cada flecha f € Cy tiene asociados dos objetos de C, llamados el do-
minio y el codominio que denotamos, respectivamente, por dom(f) y cod(f).
Escribiremos f : X =Y para indicar que X = dom(f) y que Y = cod(f).

(b) Dadas dos flechas f y g con cod(f) = dom(g), digamos f : X =Y y
g:Y — Z, hay una flecha go f : X — Z llamada la composicion de f y g, cuyo
dominio es el de f y cuyo codominio es el de g.

(¢) La composicion de flechas es asociativa, es decir, dadas tres flechas f :
X—=>Y, 9g:Y—>Zyh:Z— W tenemos que ho(go f) = (hog)o f.

(d) Para cada objeto X hay una flecha identidad 1x : X — X que satisface
lxoh=h, para cada h:Z — X y folx = f, para cada f: X — Y.

Definicién 1.2 Sean C y D dos categorias. Un funtor covariante F' : C — D
consiste de dos operaciones Fy : Cy — Dy y Fy : C; — D, tales que:

(a) Cada f: X =Y €Cy va a dar a Fi(f) : Fo(X) = Fo(Y) € D;.

(b) Para cualesquiera f: X —Y,g:Y — Z € C; se cumple que Fi(go f) =
Fi(g) o Fi(f).

(c) Fi(lx) = 1, (x), para cada X € Cy.

Para definir un funtor contravariante F' : C — D sélo cambiamos (a) y (b)
por los siguientes incisos, respectivamente:

(@) Cada f: X =Y €Cy vaadara Fi(f): Fo(Y) = Fy(X) € Ds.

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(b') Para cualesquiera f : X — Y, g:Y — Z € C; tenemos que Fi(go f) =
Fi(f) o Fi(g).

En adelante escribiremos F en vez de Fy y Fi, y C en lugar de Cy y C;.
También, utilizaremos el término morfismo en vez de flecha.

Notacién 1.3 Sean C una categoria y A, B € C. Denotamos por Hom(A, B),
al conjunto de morfismos en C que van de A a B y por End(A) al conjunto de
morfismos que van de A a A, es decir, End(A) = Hom(A4, A).

Observamos que cualquier morfismo f : B — B’ en C induce una funcién
Hom(A4, f) : Hom(A, B) — Hom(A, B’) tal que g — f o g. De hecho, el funtor
Hom(A, —) : C — Conj es un funtor covariante (donde Conj denota a la cate-
goria de conjuntos, cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son las
funciones entre ellos).

Definicién 1.4 Una transformacion natural entre dos funtores F,G : C — D
consiste de una familia de morfismos (uc : FC — GC)cec que satisface la
siguiente condicion.:

Para cada morfismo f: C — C’" en C, el diagrama

Fec -t qo

Ffl le

FC/ g GC/
conmuta en D.

Diremos que g = (pc)cec : F = G es una transformacién natural de F' en
G y que pc es la componente de p en C.

Definiciones 1.5 (1) Dado un funtor F' : C — D, un cono para F consiste de
un objeto D € D junto con una transformacion natural p : Ap = F (donde
Ap : C — D es el funtor constante con valor D en los objetos de C y 1p en
los morfismos de C). FEs decir, un cono para F es una familia de morfismos
(ne : D — FC)eec tal que para cada morfismo f: C — C' en C, el tridngulo

FC

‘\uc

Ff D

/iU‘C’

FC’

conmuta en D (con este diagrama se intenta explicar el nombre de cono).
Denotamos al cono anterior por (D, u) (a D se le llama el vértice del cono).
(2) Un morfismo de conos (D', ') — (D, u) es un morfismo g : D' — D tal
que pc © g = P, para todo C € C.
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De esta forma obtenemos una categoria, denotada Cono(F'), que tiene como
objetos a los conos para F' y cuyos morfismos son los morfismos entre conos.
Un cono limite para F es un objeto terminal en Cono(F') y como un objeto ter-
minal es Unico salvo isomorfismo, cualesquiera dos conos limites son isomorfos
en Cono(F) y, en particular, sus vértices son isomorfos en D. Denotamos por
@c»ec FC al vértice del cono limite.

Dualizando obtenemos la definicién de colimite.

Definiciones 1.6 (1) Dado un funtor G : C — D, un cocono para G consiste
de un objeto D € D junto con una transformacién natural n: G — Ap (donde
Ap : C — D es el funtor constante con valor D en los objetos de C y 1p en
los morfismos de C). Es decir, un cocono para G es una familia de morfismos
(nc : GC = D)cec, tal que para cada morfismo f: C — C' en C, el tridngulo

GC

N

Gf D

GC’

conmuta en D.

Denotamos al cocono anterior por (D,n) (donde D es llamado el vértice del
cocono).

(2) Un morfismo de coconos (D,n) — (D',n’) es un morfismo g : D — D’
tal que g o ne = 1, para todo C € C.

De esta forma obtenemos una categoria, denotada Cocono(G), que tiene
como objetos a los coconos para G y como morfismos a los morfismos entre
ellos. Un cocono colimite para G es un objeto inicial en Cocono(G) y como los
objetos iniciales son tnicos salvo isomorfismo, cualesquiera dos coconos colimi-
tes son isomorfos en Cocono(G) y, en particular, sus vértices son isomorfos en
D. Denotamos por hﬂ cec GC al vértice del cocono colimite.

Proposiciéon 1.7 Sean C una categoria y C € C. Entonces, el funtor con-
travariante Hom(—, C) : C — Conj manda colimites a limites.

Demostracién. Sea F': D — C un funtor cuyo colimite hﬂ . FI existe, de mane-
ra que el siguiente diagrama conmuta para todo morfismo f : I — J en D, es
decir, (A; : FI — li_I}nI FI)jep es el cocono colimite para F:

FI
\11
Ff ligj FI

A

FJ
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En particular, el diagrama

Hom(F1I,C)

‘HQ(ALC)

Hom(F f,C) Hom(ligl FI,C)

Hom(\;,C)
Hom(FJ,C)

conmuta.

Veamos que éste es un diagrama limite. Sea (7 : X — Hom(FI, (")) otro co-
no para Hom(—, C') o F. Luego, o0y = Hom(F' f,C) oo paratodo f: I — J € D
por lo que or(z) = Hom(Ff,C) o o5(x) = o5(x) o Ff, para todo z € X. En-
tonces, existe un 1nico morfismo 6, : lignl FI — C tal que or(x) = 6, 0 A para
cada I e Dy z € X.

Ahora, definimos el morfismo 6 : X — Hom(lL)nI FI,C) tal que x +— 0,.

Como o7(x) = 0, 0 A\ = 8(x) o A\ = Hom(Ar,C) o 8(x) para todo [ € Dy
x € X, oy =Hom(\;,C) o 6.

Supongamos que existe otro morfismo 7 : X — Hom(liml FI1,C) tal que
o; = Hom(\;,C) o, para todo I € D. Entonces oy(z) = Hom(A;, C) on(x) =
n(z) o A; para todo I € Dy, por la unicidad de 6,, n(x) = 6,. Por lo tanto,
n=20. O

Lema 1.8 Sean D una categoria pequena y F : D — Conj un funtor. Entonces,
fm FI = {zr)rep € [1jep FI | F(f)(21) = 25 para todo f: I — J € D}.

Demostracién. Sean A := {(x1)7ep € [[;cp FI | F(f)(21) = x; para todo f :
I —-JeD}y{A:A— FI}iep lafamilia de morfismos tal que A\;({xr)rep) =
xy para cualesquiera I € Dy (z1)jep € A.

Veamos que (A : A — FI)ep es el cono limite para el funtor F' en Conj.

Sea (zryrep € A. Entonces, F(f) o A\i({(z1)1ep) = F(f)(z1) = x5 =
As({zr)rep) para todo f : I — J en D, por lo que F(f) o A\; = Ay para
todo f : I — J en D. Por lo tanto, (A; : A = FI)rep es un cono para F en
Conj.

Sea (o7 : B — FI)rep otro cono para F en Conj y definamos U : B — A
tal que b — (o7(b))1ep. Como (o1(b))1ep € [[;ep F1 y para todo f: 1 — J
en D, F(f)oor(b) = o;(b) concluimos que U(b) € A. Ademds, A\; o U(b) =
Ar({o1(b))1ep) = o1(b) para cualesquiera b € B e I € D de donde A\jo U = oy,
para todo I € D. Por lo tanto, U es un morfismo de conos.

Sean V : B — A otro morfismo de conos y b € B. Luego, V(b) € A por
lo que V(b) = <y]>[€1) € HIED FI. Asi O’[(b) =)Ao V(b) = )\[(<y1>[€1)) =9Yr
para todo I € D, de donde V(b) = (yr)rep = (01(b))1ep = U(b). Por lo tanto,
V=U.
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Podemos ver lo hecho antes en el siguiente diagrama:

I

N
1 30

-
J

-~-=B

F
A
F(f)
A
/
FJ
[l

Definicién 1.9 Sean F' : C — D y U : D — C un par de funtores entre dos
categorias C y D. Decimos que F' es adjunto izquierdo de U o que U es adjunto
derecho de F', denotando ambos hechos por F' 4 U, si para cada C € C y D € D
existe un isomorfismo ¢ : Hom(FC, D) — Hom(C,UD) que es natural tanto en
C como en D.

Lema 1.10 Sean C, D dos categorias y F : C — D, U : D — C dos funtores.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) FAU.

(2) Existe una transformacion natural € : F oU — 1p con la siguiente pro-
piedad universal: Para cada C € C, D € D y g € Hom(FC, D), existe un tnico
f € Hom(C,UD) tal que g = ep o F(f).

Demostracién. Ver ([2], Corolario 9.5, pdg. 214).

1.2 Grupos

En esta seccién hablaremos del concepto de grupo y mencionaremos hechos ba-
sicos que utilizaremos a lo largo del texto. Como referencia se puede ver [3],
[19], [23] y [26].

Definicién 1.11 Un grupo es una pareja (G,-), donde G es un conjunto y
-1 G X G — G es una operacion binaria de G tal que se satisfacen los siguientes
azriomas:

(1) La operacidn binaria - es asociativa.

(2) Eziste un elemento e € G tal que e -x = x = x - e, para todo x € G.

(3) Para cada a € G, existe un elemento b € G tal que a-b=e=1b"a.

A e lo llamamos el elemento identidad de G y a b el elemento inverso de a,
los denotaremos por 1y a t, respectivamente.

Definicién 1.12 Un grupo (G,-) es abeliano si a-b =0b-a, para cualesquiera
a,beq.

Si (G, ) es un grupo abeliano, se acostumbra denotar por + a su operacién
binaria, por 0 a su elemento identidad y por —a al elemento inverso de a € G.
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Definiciones 1.13 (1) Sean (G,-) y (H, ) dos grupos. Una funcion f : G — H
es un homomorfismo de grupos si f(a-b) = f(a)of(b), para cualesquiera a,b € G.
(2) Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.
(3) Un epimorfismo es un homomorfismo suprayectivo.
(4) Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Cuando es clara la notacién de la operacién binaria, con frecuencia se o-
mite y escribimos G en vez de (G,-). Ademds, si  y y son elementos de G
denotaremos a x - y como xy para simplificar la notacién.

Definiciones 1.14 (1) Sean G y H dos grupos. Decimos que G es isomorfo a
H, hecho que denotamos por G =2 H, si existe un isomorfismo f: G — H.
(2) Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo ¢ : G — G.

Observacion 1.15 Si G es un grupo entonces el conjunto de todos los auto-
morfismos de G bajo la operacion de composicion es un grupo, que denotamos
por Aut(G) y lo llamamos el grupo de automorfismos de G.

Definicién 1.16 Sean G y M dos grupos. El homomorfismo que manda a todos
los elementos de G al elemento identidad de M es llamado homomorfismo cero
y lo denotamos por 0: G — M.

Observacién 1.17 Sea G un grupo. Para cada x € G, la funcion i, : G — G
dada por y v x~yx es un automorfismo de G, llamado automorfismo interior
determinado por x.

Definicién 1.18 Decimos que un subconjunto no vacio S de un grupo G es un
subgrupo de G, denotando este hecho por S < G, si:

(1) Para todo s € S, s7t € S.

(2) Para cualesquiera s,t € S, st € S.

Definicién 1.19 Sea G, H dos grupos y f : G — H un homomorfismo. Defi-
nimos el nicleo de f, denotado por ker f, como ker f :={a € G | f(a) =1}.

Observamos que nucf es un subgrupo de GG y que f es un monomorfismo si
y sélo si nucf = 1.

Observacién 1.20 Si G es un grupo y a € G entonces el conjunto de todas las
potencias de a, denotado por (a), es un subgrupo de G y lo llamamos el subgrupo
ciclico generado por a.

Definiciones 1.21 (1) Decimos que un grupo G ciclico si hay un'b € G tal que
G = (b).

(2) El orden de a es el nimero de elementos en {(a).

Observacion 1.22 Si G es un grupo y a € G tiene orden finito m, entonces
m es el minimo entero positivo tal que a™ = 1.
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Observacion 1.23 La interseccion de cualquier familia de subgrupos de un
grupo G es un subgrupo de G.

Definicién 1.24 Sea X un subconjunto no vacio de un grupo G. Definimos el
subgrupo generado por X, denotado por (X), como la interseccion de todos los
subgrupos de G que contienen a X .

Observamos que siempre hay por lo menos un subgrupo de G que contiene
a X (G, por ejemplo), que (X) es un subgrupo y que de hecho es el minimo
subgrupo de G que contiene a X.

Teorema 1.25 Sea X un subconjunto de un grupo G.

(1) Si X =0, entonces (X) = 1.

(2) Si X es no vacio, entonces (X) es el conjunto de todos los elementos
de la forma z{' ---x7" donde ¢, = +,—1, ; € X yk > 0 (cuando k = 0, el
producto se interpreta como 1).

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.7, pdg. 23).

Definiciones 1.26 (1) Sea n un entero positivo. Se dice que un grupo es n-
generado si puede ser generado por algin n-subconjunto {x1,xa, ..., Tn}.

(2) Un grupo es finitamente generado, si es un grupo n-generado para algin
entero positivo n.

(3) Sea {Xx}aea una familia de subgrupos de G. El subgrupo generado por
los X se define como ([Jyep Xn). Usualmente es escrito como (X | A € A).

Definicién 1.27 Sean S un subgrupo de G yt € G. Una clase lateral izquierda
de S en G es el subconjunto de G tS = {ts | s € S} (una clase lateral derecha

es St = {st | s € S}). Decimos que t es un representante de tS (igualmente lo
es de St).

Definicién 1.28 Sea S un subgrupo de G. El indice de S en G, denotado por
[G: S], es el nimero de clases laterales izquierdas de S en G.

Definicién 1.29 Sea G un grupo. El orden de G, denotado por |G|, es el
numero de elementos en G.

Teorema 1.30 Sea G un grupo finito y S un subgrupo de G. FEntonces, |S]|
divide a |G| y [G : S] = |G|/|S].

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.11, pdg. 26).

Corolario 1.31 Sean G un grupo finito y a € G. Entonces, el orden de a divide
al orden de G.

Corolario 1.32 Sean p un nimero primo y G un grupo finito cuyo orden es p.
Entonces G es un grupo ciclico.

Definicién 1.33 Un grupo G tiene exponente n si x™ =1, para todo x € G.
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A veces se utiliza el término exponente para denotar al minimo entero posi-
tivo n tal que ™ = 1, para todo = € G.

Observacion 1.34 Un grupo finito G de orden n tiene exponente n.

Definicién 1.35 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es
un subgrupo normal de G, denotando este hecho por H<G, si g 'Hg C H para
todo g € G.

Observacion 1.36 Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

Observacion 1.37 Si G es un grupo, entonces el conjunto de todos los a € G
que conmutan con todos con todos los elementos de G es un grupo, que denota-
mos por Z(G) y lo llamamos el centro de G. También observamos que Z(G) es
un subgrupo normal abeliano de G.

Teorema 1.38 Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Entonces las
clases laterales de N en G forman un grupo, denotado por G/N, cuyo orden es
[G: NJ.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.21, pdg. 32).

Corolario 1.39 Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Entonces el
homomorfismo cociente p : G — G /N definido por p(a) = aN es un homomor-
fismo suprayectivo o epimorfismo tal que kerp = N.

Teorema 1.40 (Primer teorema de isomorfismo). Sean G, H dos grupos y
f: G — H un homomorfismo. Entonces ker f es un subgrupo normal de G y
G/ker f =2 Imf.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.24, pdg. 35).

Teorema 1.41 (Segundo teorema de isomorfismo). Sean G un grupo, T un
subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces N N'T es un subgrupo
normal de T y T/(NNT) = NT/N.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.26, pdg. 36).

Teorema 1.42 (Tercer teorema de isomorfismo). Sean G, H y K tres grupos
tales que K < H < G y K y H son dos subgrupos normales de G. Entonces
H/K es un subgrupo normal de G/K y (G/K)/(H/K) =2 G/H.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.27, pdg. 37).

Definicién 1.43 Sean H y K dos grupos. Su producto directo, denotado por
H x K, es el grupo cuyos elementos son todas las parejas ordenadas (h, k), con
h € Hyk € K, y cuya operacidn binaria estd definida por (h,k)(h'.K') =
(hh!,kK'). El elemento identidad es (1,1) y el elemento inverso de (h,k) es
(h,k)=t = (=1 k71).
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Observamos que ni H ni K son subgrupos de H x K, pero H x K contiene
replicas isomorfas de cada uno, asaber, Hx1 = {(h,1) |h € H} y IxK = {(1,k)
| ke K}.

También observamos que (h,1) € H x 1y (1,k) € 1 x K conmutan, H x 1
y 1 x K son subgrupos normales de H x K, y que (Hx1)N(1xK) =1y
(Hx1)(1xK)=HxK.

Teorema 1.44 Sean G un grupo y H, K dos subgrupos normales de G. Si
HK=GyHNK=1 entonces G= H x K.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 2.29, pédg. 40).

Teorema 1.45 Sean A, B, H y K cuatro grupos. Si A<H y B<K, entonces
AxXxB<HxK y(HxK)/(AxB)=(H/A)x (K/B).

Corolario 1.46 Si G = H x K entonces G/(H x 1) 2 K.

Definicién 1.47 Sean G un grupo y p un numero primo. Decimos que G es
un p-grupo si el orden de cada uno de sus elementos es una potencia de p.

Observacion 1.48 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Si H y
G/H son p-grupos, entonces G también es un p-grupo.

Teorema 1.49 Si G es un grupo finito cuyo orden es divisible por un primo p,
entonces G contiene un elemento de orden p.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 4.2, pdg. 74).

Corolario 1.50 Un grupo finito G es un p-grupo si y sdlo si |G| es una potencia
de p.

Teorema 1.51 Sea G un grupo finito. Entonces, todo subgrupo mazimal de G
es normal y tiene indice p.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 4.6(i7), pag. 75).

Teorema 1.52 Sea G un grupo de orden pm donde p es un niumero primo
que no divide a m y n > 1. Entonces, G contiene un subgrupo de orden p’ para
cada i tal que 1 < i < n, y todo subgrupo H de G de orden p' es un subgrupo
normal de un subgrupo de orden p*t! para 1 <i < n.

Definicién 1.53 Sea p es un numero primo. Un p-subgrupo de Sylow P de un
grupo G es un p-subgrupo mazimal.

Teorema 1.54 (1) Si P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G, en-
tonces todo p-subgrupo de Sylow de G es conjugado con P.

(2) Si hay r p-subgrupos de Sylow, entonces r es un divisor de |G| yr =1
mod p.
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La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 4.12, pag. 79).

Corolario 1.55 Un grupo finito G tiene un unico p-subgrupo de Sylow P, para
algin primo p si y sélo st P JG.

Teorema 1.56 Si G es un grupo finito de orden p®m, donde (p,m) = 1, en-
tonces todo p-subgrupo de Sylow P de G tiene orden p°.

La demostracién se puede ver en ([26], Teorema 4.14, pag. 80).

Corolario 1.57 Sean G un grupo finito y p un nimero primo. Si p* divide a
|G|, entonces G contiene un subgrupo de orden p*.

Definicién 1.58 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es
un subgrupo caracteristico de G si f(H) C H, para todo f € Aut(G).

Observamos que Z(G) es un subgrupo caracteristico de G.

Proposicion 1.59 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Si H es un sub-
grupo caracteristico de G, entonces es un subgrupo normal de G.

Demostracién. Como para todo g € G, iy : G — G es un automorfismo de G
y H es un subgrupo caracteristico de G, concluimos que g~ 'Hg = ig(H) C H
para todo g € G. O

Teorema 1.60 Sean G un grupo y H, K dos subgrupos de G.

(1) Si H es un subgrupo caracteristico de K y K es un subgrupo caracteristico
de G, entonces H es un subgrupo caracteristico de G.

(2) Si H es un subgrupo caracteristico de K y K 4G, entonces H <G.

(3) Si H <G entonces f(H) <G, para todo f € Aut(G).

(4) Si H < K < G, H es un subgrupo caracteristico de G y K/H es un
subgrupo caracteristico de G/H, entonces K es un subgrupo caracteristico de

G.

Demostracién. (1) Sea ¢ € Aut(G). Entonces, ¢(K) = K por lo que su restric-
cién ¢ : K — K es un automorfismo de K. Luego, p(H) = ¢1(H) = H y, por
lo tanto, H es un subgrupo caracteristico de G.

(2) Sea g € G. Como i, € Aut(G) y K 4G, K = iy(K) por lo que su
restriccién (ig)1 : K — K es un automorfismo de K y como H es un subgrupo
caracteristico de K, H = i4(H). Por lo tanto, H < G.

(3) Sean f € Aut(G) y g € G. Entonces, existe h € G tal que g = f(h) y
como H 4G, H = i,(H) por lo que f(H) =i4(f(H)). Por lo tanto, f(H) <G
para todo f € Aut(G).

(4) Sea f € Aut(G). Como f(H) =H, f: G/H — G/H tal que f(gH) =
f(g)H es un automorfismo de G/H. Luego, K/H = f(K/H) = f(K)/H por lo
que K = f(K). Por lo tanto, K es un subgrupo caracteristico de G. O
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Definiciones 1.61 Sea G un grupo.

(1) Sean a,b € G. El conmutador de a y b, denotado por [a,b], se define
como [a,b] == a"1b~tab.

(2) Sean A, B < G. Definimos [A, B] := ([a,b] | a € A,b € B).

(3) A G' :=[G,G] se le llama subgrupo conmutador o subgrupo derivado de
G.

(4) Decimos que G es perfecto si G = G'.

Proposicién 1.62 (1) Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos entonces

o([z,y]) = [0(x), d(y)], para todo x,y € G.
(2) Si HHK < G y ¢ : G — L es un homomorfismo entonces ([H, K]) =

[Y(H), $(K)].

Demostracién. (1) Sean z,y € Gy ¢ € Hom(G, H). Entonces, ¢([z,y]) =
Pz~ y tey) = ¢(z) " 1o(y) o(2)d(y) = [0(2), o(y)]-

(2) Es consecuencia de (1). O

Observamos que [G, G] es un subgrupo normal de G, pues es un subgrupo
caracteristico de G.

Notacién 1.63 Para todo grupo G, Ab(G) := G/[G,G] es la abelianizacion de
G.

Teorema 1.64 Sean G un grupo y N IG. Entonces, G/N es abeliano siy sdlo
si G’ < N.

Demostracién. (1) Supongamos que G/N es abeliano y sean g, h € G. Entonces,
(gN)(hN) = (hN)(gN) por lo que [g,h] = g~ *h~'gh € N, para todo g,h € G.
Por lo tanto, G’ < N.

(2) Supongamos que G’ < N y sean gN, hN € G/N. Entonces, g~'h~1gh =
[g,h] € N por lo que (gN)(hN) = (hN)(gN). Por lo tanto, G/N es abeliano.
O

1.3 Grupos nilpotentes

Para esta parte el lector puede referirse a [18], [23], [26] v [29].

Definicién 1.65 Un grupo G es nilpotente si tiene una serie de subgrupos
1=GoCG1C...CG, =G

tal que G;—1 4G y G;/Gi—1 C Z(G/G;-1) para cada i € {1,...,n}.
Una serie de subgrupos como la anterior se llama serie central de G.

Definicién 1.66 Sea G un grupo. Definimos recursivamente una serie descen-
dente de subgrupos caracteristicos T';(G) de G como sigue:

I(G) =G
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I (G) = [I4(G), G

La serie anterior es llamada serie central inferior de G.

Definicién 1.67 Sea G un grupo. Definimos recursivamente una serie ascen-
dente de subgrupos caracteristicos Z;(G) de G como sigue:

Zi+1(G) :Pi_l[Z(G/Zi(G))]

donde p; : G — G/Z;(G) es el homomorfismo candnico.
A la serie central anterior la llamamos serie central superior de G.

Teorema 1.68 Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) G es nilpotente.
(2) Eziste un entero positivo m tal que Z,,(G) = G.
(3) Euziste un entero positivo n tal que T'p(G) = 1.

Demostracién. Ver ([21], Teorema 4.6, pdg. 79).
Al minimo entero positivo k tal que Zx(G) = G y T'y11(G) = 1, se le llama
la clase de nilpotencia de G.

Observacién 1.69 Todo grupo no trivial G es abeliano si y sélo si es un grupo
nilpotente de clase 1.

Teorema 1.70 (1) Si G es un grupo nilpotente y H es un subgrupo de G,
entonces H también es un grupo nilpotente.

(2) Si G es un grupo nilpotente y H es un subgrupo normal de G, entonces
G/H también es un grupo nilpotente.

(3) Si G y H son dos grupos nilpotentes, entonces G x H también es un
grupo nilpotente. En general, el producto directo finito de grupos nilpotentes es
nilpotente.

Demostracién. (1) Ver ([26], Teorema 5.35, pag. 115).
(2) Ver (]26], Teorema 5.36, pig. 116).
(3) Ver (]26], Teorema 5.37, pag. 116).

Teorema 1.71 Un grupo finito G es nilpotente si y sélo si es el producto directo
de sus subgrupos de Sylow.

Demostracién. Ver ([26], Teorema 5.39, pag. 116).
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Definiciones 1.72 Sea m un conjunto de primos.

(1) Un entero n es un w-nimero si todos sus primos divisores estdn en .

(2) Un grupo G es un grupo de m-torsion si el orden de cada uno de sus
elementos es un m-numero.

(3) Un grupo G es libre de m-torsidn si el inico elemento cuyo orden es un
m-numero es la identidad, o bien, si no tiene elementos de orden p para todo
pem.

(4) Sim sdlo tiene un elemento p, un grupo de w-torsion es llamado un grupo
de p-torsion y un w-numero es llamado un p-numero.

(5) n es un p-nimero si su tinico primo divisor es p, es decir, sin = p* para
algun k > 1.

(6) Un grupo G es libre de p-torsion si no tiene elementos de orden p.

(7) Un grupo G es un grupo de p-torsidn si el orden de todo elemento es un
p-nimero (es decir, una potencia de p). Es decir, los grupos de p-torsién son
los p-grupos.

Teorema 1.73 Sean G un grupo nilpotente, N un subgrupo y m un conjunto
de nimeros primos. Entonces, {x € G | 2™ € N para algin m-nimero m} es
un subgrupo de G.

La demostracién se puede ver en [[29], Teorema 3.25, pig. 14] o en [[18],
Teorema 2.5.8, pag. 50].

El subgrupo anterior es llamado el m-aislador de N, denotado I:(N). Si 7
es el conjunto de todos los primos, es llamado el aislador de N y es denotado
I(N). Si I.(N) = N, diremos que N es m-aislado en G.

Observamos que el m-aislador del subgrupo identidad I (1) es el subgrupo
que consiste de todos los elementos de w-torsién del grupo, y lo llamamos la
parte de m-torsién de G (es la torsién del grupo si 7 es el conjunto de todos los
primos). Escribiremos G, en vez de I;(1) para la parte de m-torsién de G. Si

T={p}, Gr =G, ={z € G| a?" =1 para algtin k > 1}.

1.4 C(p™)

En esta seccion hablaremos del grupo casi-ciclico y de algunas de las propiedades
que posee. Como referencias tenemos: [10], [11], [15], [17], [23] ¥ [26].

Definicién 1.74 Sip es un nimero primo, C(p*>) denota al grupo casi-ciclico.
Este es el grupo de las p*-ésimas raices complejas de la unidad, para todo entero
positivo k. FEscrito aditivamente, estd generado por los elementos c1,co,C3, . . .
tales que ¢c1 # 0, pc1 =0 y pc;41 = ¢; para todo i > 1.

Observamos que el orden de ¢, es p" y que todo elemento de C(p*°) es un
multiplo de algin ¢,.

Todos los subgrupos propios de C'(p™) son grupos ciclicos finitos de orden
p" (n=0,1,2,...). Estos forman una cadena con respecto a la inclusién:

0<{c1) <{ea) <...<{cp)<...
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Dado n existe uno y sélo un subgrupo de orden p™, a saber, el generado por ¢,
(es lo que mencionamos en la proposicién 1.76(1)).

Como los subgrupos de C(p™) son del tipo C(p*), los cocientes no triviales
de C(p*) son isomorfos a C(p>).

C(p) puede ser definido de diferentes maneras equivalentes:

(1) C(p>) es la componente p-primaria de Q/Z, cuyos elementos son de la
forma (m/p') +Z y estd generado por los elementos de la forma b; = (1/p?) +Z
cont=1,2,.... Estos satisfacen las relaciones pby =0y pb;41 = b; para i > 1.

(2) C(p™) es la cépsula inyectiva (ver ([10], cdp. 4, pag. 106)) de Z/pZ = Z,
(viendo a los grupos abelianos como Z-mddulos).

(3) C(p™>) es el limite directo de los grupos Z/p"Z = Zyn.

Proposicién 1.75 (1) Sea Q, el grupo de todos los nimeros racionales cuyos
denominadores son primos con p. Entonces, Q/Q, = C(p>).

(2) Sea Q) el grupo de todos los niimeros racionales cuyos denominadores
son potencias de p. Entonces, Q) /7 = C(p>).

Demostracién. Ver ([10], Ejercicio 7, pdg. 19).

Proposicién 1.76 (1) Para cada n > 1, C(p™) tiene un dnico subgrupo de
orden p™.

(2) El conjunto de todos los subgrupos de C'(p™) estd bien ordenado por la
inclusion.

Demostracién. Ver ([26], Ejercicios 10.5(¢) y 10.5(47), pag. 317).

1.5 Grupos divisibles

En esta seccién hablaremos de los grupos divisibles. Algunas referencias son:
[10], [15], [17] y [26].

Definicién 1.77 Sean A un grupo abeliano, a € A y n un entero positivo. De-
cimos que n divide a a, hecho que simbolizamos por nla, si existe b € A tal que
a =nb. Es decir, nla si a € nA.

Proposicion 1.78 Sean A un grupo abeliano, a € A, n un entero positivo y t
el orden de a. Si (n,t) =1 entonces n|a.

Demostracién. Como (n,t) = 1, existen enteros r y s tales que 1 = nr +ts, por
lo que a = nra + tsa = n(ra) € nA. Por lo tanto, n|a. O

Proposicién 1.79 Simla y n|a entonces [m,n]|a.

Demostracién. Sean r,s € Z tales que mr + ns = d = (m,n) y b,c € A
tales que mb = a, nc = a. Entonces [m,n](rc + sb) = mnd~(rc + sb) =
md~tra+nd~'sa = ay [m,n]|a. O
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Proposicién 1.80 Sean p y q dos primos distintos. Entonces pANqA = pgA.

Demostracién. Sea x € pgA. Entonces x = pga con a € A, lo cual implica que
x =p(qa) € pAy x = q(pa) € ¢gA. Por lo tanto, pgA C pA N qA.

Sea y € pANgA. Luego y = pby y = gc con b,c € A, por lo que ply y
qly, lo cual implica que pq = [p,q|ly. Entonces y = pga € pgA. Por lo tanto
pANgA C pgA.

Por lo tanto, pA N gA = pqA. O

Observamos que si n tiene una factorizacién en primos de la forma n =
Pyt - pt entonces nA =pilt AN...NpFA.

Definicién 1.81 Un grupo abeliano D es divisible si para todo a € D y todo
entero positivo n, nla. Es decir, D es divisible si y sdlo si nD = D para todo
entero positivo n.

Como siempre se cumple que nD C D para todo entero positivo n, podemos
decir que D es divisible si y s6lo si D C nD para todo entero positivo n.

Observamos que 0, (Q,+) y (R, +) son ejemplos de grupos divisibles y que
(Z,+) es un ejemplo de un grupo que no es divisible.

Definicién 1.82 Un grupo abeliano D es p-divisible si p*D = D para todo
entero positivo k.

Observacion 1.83 Un grupo abeliano D es p-divisible si y solo si pD = D.

Como siempre pasa que pD C D, podemos decir que D es p-divisible si y
sélo si D C pD.

Proposicién 1.84 (1) Un grupo abeliano D es divisible siy sdlo si es p-divisible,
para todo primo p.

(2) Un p-grupo abeliano D es divisible si y sélo si es p-divisible.

(3) Todo cociente de un grupo abeliano divisible es divisible, es decir, si D
es un grupo abeliano divisible y N <D entonces D/N es divisible.

(4) Todo grupo abeliano divisible no trivial es infinito.

(5) Sea D un grupo abeliano. Entonces D es divisible si y sdlo si todo cociente
no trivial de D es infinito.

Demostracién. (1) Supongamos que D es divisible y sea p un nimero primo.
Entonces D = pD y, por lo tanto, D es divisible para todo primo p.

Supongamos que D es p-divisible, para todo primo p y sea n un entero positi-
vo. Factorizando a n de la forma n = p'fl - ~p’,f" con p1,...,Pr primos, tenemos
que nD = p’fl ---pkrD = D. Por lo tanto, D es divisible.

(2) Supongamos que D es divisible. Entonces, por (1), D es p-divisible.

Supongamos que D es p-divisible y sean ¢ un primo distinto de p y a € D.
Como D es un p-grupo, el orden de a es una potencia de p por lo que, por la
proposicién 1.78, gla. Entonces, D es ¢-divisible para todo primo ¢ # p. Por lo
tanto, por (1), D es divisible.
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(3) Sea m un entero positivo. Como nD = D, n(D/N) = nD/N = D/N.
Por lo tanto, D/N es divisible.

(4) Supongamos lo contrario. Sea D un grupo abeliano divisible no trivial
y finito. Luego, existe un entero positivo n = |D| tal que 0 = nD, es decir, tal
que D # 0 = nD lo cual contradice el hecho de que D es divisible.

(5) Supongamos que D es divisible. Luego, por (3), todo cociente de D es
divisible y, por (4), todo cociente no trivial de D es infinito.

Ahora, supongamos que todo cociente no trivial de D es infinito y que pD C
D (con p un primo). Entonces D/pD es infinito y como todos los elementos de
D/pD tienen orden p, D/pD es un Zy,-espacio vectorial, por lo que D/pD =
@DZ, Luego ¢ := m 06ogq € Hom(D,Z,) (donde m : PZ, — Z, es la
proyeccién canénica, 6 : D/pD — @ Z, es el isomorfismo y ¢ : D — D/pD es
el homomorfismo cociente) es un epimorfismo y no es trivial. Entonces Z, =
D/ ker es infinito, lo cual es falso. Luego D = pD para todo primo p, lo cual
implica que D es divisible. O

Proposicién 1.85 (1) Sean A, B dos grupos abelianos. Si B es un subgrupo
p-divisible de A y A/B es p-divisible, entonces A es p-divisible.

(2) Un grupo ciclico no es divisible.

(3) Sean A, B y C tres grupos abelianos. Si A = B®C entonces njla =b+c
si y sdlo si nlb y nlc.

(4) Sean {A;}icr una familia de grupos abelianos. Si A = @@
nla =73 ,cra; (cona; € A;) siy solo sinla; para todo i € 1.

(5) Una suma directa de grupos es divisible si y sdlo si cada sumando es
divisible.

(6) C(p™>) es divisible.

ier Ai entonces

Demostracién. (1) Supongamos que B es un subgrupo p-divisible de A y que
A/B es p-divisible y sea a € A. Entonces, aB € A/B = p(A/B) por lo que
existe dB € A/B tal que aB = p(dB) = pdB. Luego, a — pd € B = pB de
donde existe b € B tal que a — pd = pb, por lo que a = pd+ pb = p(d+b) € pA.
Por lo tanto, A < pA y A es p-divisible.

(2) Si G es un grupo ciclico finito no trivial de orden n, entonces G # 0 = nG.

Si G es un grupo ciclico infinito, G 2 Z y como Z no es divisible (pues
Z ¢ nZ para todo entero positivo n), G no es divisible.

Por lo tanto, un grupo ciclico no es divisible.

(3) Supongamos que n|a. Entonces, a = na; con a; € A por lo que b+ ¢ =
a = n(b; + c¢1) = nby + ncy. Luego, nby —b=c—nc; € BNC = 0 de donde
b=mnby y ¢ =nc;. Por lo tanto, n|b y n|c.

Supongamos que nlb y que n|c. Entonces, b =nb; y ¢ =ney (con by € By
c1 € C) por lo que a = nby; + ney = n(by + ¢1). Por lo tanto, nla.

(4) Supongamos que n|a; para todo i € I. Entonces a; = nb; (con b; € A;)
para todo i € I, porloque a =), ;a; = Y ;. nb; =n) ;b Porlo tanto,
n|a.
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Supongamos que nja. Luego Y, ;a; =a=nb=n) ;b =, nb;. En-
tonces a;—nb; =3, e b= sicr @5 = D izjernbj—a; € ANy, icr Aj =
0, por lo que a; = nb; y n|a; para todo i € I.

(5) Es consecuencia de (4).

(6) Como Q es divisible, Q/Z es divisible y como Q/Z = @, C(p>), C(p™)
es divisible. g

Definicién 1.86 Sea H un grupo abeliano. Decimos que H es reducido si el
unico subgrupo divisible que tiene es el 0. Esto es equivalente a decir que H
no es reducido si tiene subgrupos isomorfos a Q o a C(p™) (ver ([10], Teorema

23.1, pdg. 104)).

1.6 Grupos puros

Al igual que en la seccién anterior, trataremos con grupos abelianos. Algunas
referencias son: [10], [15], [17] y [26].

Definicién 1.87 Un subgrupo G de A es puro en A sin|g en A implica que
nlg en G, para todo g € G y todo n € Z. Es decir, G es puro en A si y sdlo si
nG = G NnA para todo n € Z.

Una generalizacién natural de la pureza es la p-pureza.

Definicién 1.88 Un subgrupo G de A es p-puro (con p un nidmero primo) si
p*G = G Np*A para todo entero k > 1.

Proposicién 1.89 (1) Todo sumando directo es un subgrupo puro, es decir, si
G es un grupo y A es un sumando directo de G entonces A es un subgrupo puro
de G.

(2) Si S <G yG/S es libre de torsion entonces S es un subgrupo puro de
G.

(3) Si H es p-puro en G para todo primo p entonces H es un subgrupo puro
de G.

(4) Un p-subgrupo p-puro H de G es puro.

Demostracién. (1) Como A es un sumando directo de G, G = A®@ B con B < G.

Sea a € ANnG. Entonces,a € Ay a=ngcon g € G. Luego g = a’ +b' con
a e Ayb € B, porloquea=ng=na +nb ynb =a—na’ € ANB=0.
Entonces, a = ng = na’ € nAy ANnG < nA. Por lo tanto, A es un subgrupo
puro de G.

(2) Sea s € SNnG. Luego s € Sy s =ng con g € G, por lo que n(g+5) =
ng+ S =Sy como G/S es libre de torsién, g + S = S. Entonces, g € S’y
s =ng € nS. Por lo tanto, SN nG < nS y S es un subgrupo puro de G.

(3) Sea n € Z y supongamos que H es p-puro en G, para todo primo p. Co-

mo 7 tiene una factorizacién en primos de la forma n = pj* - - - p¥~ tenemos que
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nH = pP HN...0pkr H = (HNpM G)n. . .N(HNpkG) = HN(pM G, ..npk-G) =
H NnG. Por lo tanto, H es puro en G.

(4) Como H es un p-grupo, ¢°*H = H para todo primo ¢ # p por lo que
HNg¢"G = ¢*HN¢"*G = ¢*H y H es un subgrupo ¢-puro de G. Como H es
p-puro, por (3), H es un subgrupo puro de G. O

Definiciones 1.90 (1) SiG es un grupo abeliano su grupo de torsion es tor(G) =
{9 € G | nz =0 para algun entero n # 0}.

(2) Decimos que un grupo abeliano G es de torsion si tor(G) = G y que es
libre de torsion si tor(G) = 0.

Observaciones 1.91 (1) Para todo grupo G, G/tor(G) es libre de torsion.
(2) Para todo grupo G, tor(G) es un subgrupo puro de G.

1.7 Algunas propiedades destacadas

En esta seccion se enlistan algunas propiedades de grupos abelianos y nilpotentes
que se necesitaran mas adelante.

Definicién 1.92 Sea H un grupo abeliano. Un subgrupo A de H es un suman-
do directo absoluto si para cada subgrupo B de H mazimal con respecto a la
propiedad AN B =0 tenemos que H = A $® B.

Definicién 1.93 Sean H un grupo nilpotente, p un nimero primo y a € H. Al
mazimo entero no negativo k tal que z?" = a tiene solucion en H se le llama la
p-altura de a y se denota por hy p(a). Sino existe tal k, decimos que a tiene p-
altura infinita y denotamos este hecho por hy ,(a) = co. Cuando no hay peligro
de confusion, escribimos hyp(a) en lugar de hy p(a).

Teorema 1.94 Sean H un grupo abeliano, p un nimero primo y D un grupo
abeliano divisible.

(1) Si D es un subgrupo de H, entonces D es un sumando directo absoluto
de H.

(2) Para todo subgrupo U de H, cada o € Hom(U, D) se extiende a un
homomorfismo en Hom(H, D).

(3) Si A es un subgrupo ciclico puro de H cuyo orden es p', entonces A es
un sumando directo de H.

(4) Sea a € Hy. Luego, existe un sumando directo A < H con a € A tal que

(i) Sia=p*b (con k > 0) para algiin b € H con h,(b) = 0, podemos tomar
A= (b).

(i) Si no se cumple (i), sea a1 = a y definamos a;y1 tal que pa;y1 = a;,

~

entonces podemos tomar A = (ay,as,...) =2 C(p™>).

Demostracién. (1) Ver ([10], Teorema 21.2, pag. 100).
(2) Ver ([10], Teorema 21.1, pag. 99).
(3) Ver ([10], Teorema 27.1, pag. 117).
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(4)(i) Supongamos que a = p*b para algtin b € H tal que h,(b) = 0. Como
a € Hp, existe un entero positivo s tal que 0 = pa = p*(p*b) = p*T*b, por lo
que el ordende besp con1 <1<s+k y A = (b) es un grupo ciclico de orden
.

S6lo nos falta ver, por (3), que A es un subgrupo puro de H para lo cual
basta demostrar, por la proposiciéon 1.89(4), que A es un subgrupo p-puro de H
(pues A es un p-subgrupo de H).

Veamos que AN pH = pA.

Sea z € ANpH. Entonces z =tbcont € Zy z = ph con h € H. Como
hp(b) =0, t # 1.

Sea m = (p,t). Luego, existen «, 8 € Z tales que m = ap + St y como m|p,
m=1,p.

Supongamos que m = 1. Entonces b = apb+ 5tb = apb+ Sph = p(ab+ph) €
pH, lo cual contradice el hecho de que hy(b) = 0. Por lo tanto, m # 1.

Luego m = p y como m|t, t = pv con v € Z. Entonces z = tb = pvb € pA.

Veamos que A Np?H = p?A.

Sea z € ANp?H. Entonces z =tbcont € Zy z = p*h con h € H. Como
hy(b) =0, t # 1.

Sea m = (p%,t). Luego, existen a, 3 € Z tales que m = ap? + 3t y como
mlp?, m =1,p,p°.

Supongamos que m = 1. Entonces b = ap?b + 5tb = ap®b+ Bp*h = p?(ab+
Bh) € p*H, lo cual contradice el hecho de que hy,(b) = 0. Por lo tanto m # 1.

Supongamos que m = p. Como mlt, t = pv con v € Z. Luego p(ph) = p*h =
z = tb = pvb € pA, por lo que ph € A. Entonces ph € ANpH = pA, de donde
ph=pxconx € Ay z=p?h=p?xcp’A.

Supongamos que m = p?>. Como p? = mlt, t = p?w con w € Z. Luego
z = th = p*wb € p?A.

Supongamos que A N p?H = p?A para todo d € {1,2...,7 — 1} y veamos
que ANp"H =p"A.

Sea z € ANp"H. Entonces z =tbcont € Zy z=p"h con h € H. Como
hp(b) =0, t # 1.

Sea m = (p",t). Luego, existen «, 8 € Z tales que m = ap” + St y como
mlp", m=1,p,...,p" L.

Supongamos que m = 1. Entonces b = ap”b+ Stb = ap"b+ Sp"h = p"(ab+
Bh) € p"H.

Supongamos que m = p°® con ¢ € {1,2,...,r — 1}. Como mlt, t = p°v con
v € Z. Luego p°(p"~°h) = p"h = z = tb = p°vb € p°A, por lo que p" °h € A.
Entonces p"~¢h € ANp"~°H = p" °A, de donde p"“h =p "z conz € Ay
z=p'h=pxecp A

Supongamos que m = p”". Como mlt, t = p"w con w € Z. Luego z = tb =
prwb € p"A.

Por lo tanto, A es un subgrupo p-puro de H.

(4)(i7) Supongamos que no se cumple (7). Sea a; := a y definamos a;4; tal
que pa;+1 = a;. Luego A = (a1, as,...) =2 C(p™°) es divisible. Por lo tanto, por
(1), A es un sumando directo de H. O
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En el teorema anterior demostramos la siguiente:

Proposicién 1.95 Sean H un grupo abeliano y a € H,. Sia = p*b con k >0
y be H tal que hy(b) =0, entonces A := (b) es un subgrupo puro de H.

Notacioén 1.96 Para un entero positivo n, C(n) denota un grupo ciclico de
orden n.

Definicién 1.97 Decimos que un grupo H es de orden acotado si, en primera
instancia, es un grupo de torsidn (esto es, todo elemento tiene orden finito) y
si, ademds, existe una cota superior fija para los drdenes de los elementos. Es
decir, un grupo H es de orden acotado si existe un entero positivo n tal que
nx = 0, para todo v € H.

Observacion 1.98 Todo grupo finito es de orden acotado.

Proposicion 1.99 Sean G un grupo abeliano y S un subgrupo puro de orden
acotado. Entonces, S es un sumando directo de G.

Demostracién. Ver ([17], Teorema 7, pag. 18).

Proposicién 1.100 Para todo grupo G y todo n > 1, hay un epimorfismo
®" Ab(G) = T (G)/Ts (G).

Demostracién. Ver ([29],Teorema 3.1, pdg. 9) o ([18], Teorema 2.5.2, pdg 48).

Proposicién 1.101 Sean H un grupo nilpotente y p un nimero primo (escri-
biremos T'; es vez de T';(H) y H' en vez de [H, H]).
(1) Paran > 1, la funcion 0, : Ab(H)™ — T',,/T 41 tal que

(le/7x2H/7 e 71‘7LH/) = [CC171'2, . 'amn}rn-‘rl

(donde [x1,2,... 2, = [...[[z1,22], 23], ..., 2s]) es un homomorfismo en cada
variable. Ademds, la imagen de 0,, genera a I'y /Ty 1.

(2) Seann > 1, y1,...,yn € H y x = [y1,...,yn]. Entonces, existe un
homomorfismo o, : H — T, /T 11 tal que 2Ty 11 € . (H).

(3) Sin >1yV es un subgrupo propio de T',, /T, 11, entonces existe a €
Hom(H,T',,/Ty41) tal que a(H) € V.

(4) Si H, # 1 entonces H contiene un subgrupo normal K tal que H/K =
C(p*), donde k es un entero positivo o k = co.

Demostracién. (1) Primero definimos, para cada ¢ > 1, una funcién ; :
(Fi/ri+1) X Ab(H) — Fi+1/Fi+2 tal que ¢i(ari+1, hH/) = [CL, h]FH_Q.

Como Fi+1 = [FZ,H] y Fi+1/r1+2 S Z(H/FH_Q) tenemos que:

(a) i(ablip1, hH') = lab,hTive = [a,h]’[b,h]Tir2 = [a,A][b,A]Tiss =
Yi(aliy 1, hH' ); (bl 1, hH').

(0) vi(al'is1, hgH') = [a,hg]lir2 = [a,glla, h]Tiys = [a,h][a, g]lir2 =
Yi(alip1, hH')i(al'iq1, gH').
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Por lo tanto, para todo i > 1, 1; es un homomorfismo en cada variable.

Veamos que, para cada i > 1, ¢; esta bien definido:

Sean (zTi41,yH') € (T;/Tiy1) x Ab(H) y z € H’'. Entonces tenemos
que ¥;(xliq1,yzH') = [z,y2|]Tite = [z, 2][x, y]*Tir2 = [z,y)*[z, 2]Tit2, pues
Fi+1/Fi+2 es abeliano. Como [I,Z] S [F»L,FQ} S Fi+2, 1/}1(Iri+1,yZHl)
[2,y]"Tiy2 = 27 [z,y]2Tit2. Como [z,y] "2 [z, y]z = [[2,y], 2] € [Tit1, T
Liy3 < Ty tenemos que [z, y|Tipe = 27z, y]2Tio. Luego ¢ (i1, yzH')
[,y Tiyo = s (aliy1, yH').

Sea (xT's11,yH’) € (T;/Ti41) x Ab(H) y w € T';y1. Entonces tenemos que
Vi(zwlipr, yH') = [zw,y|Tive = [z,y]" [w, y]Tiye = [2,y]"Tiz2 = [z, y[Tiye =
Yi(xlig1,yH').

Sean (2I'i41,yH'), (#1041, 11 H') € (T;/Ti11) x Ab(H) tales que se cumple
(2Tiy1,yH’) = (210it1, 91 H'). Luego z1 'z € Tyy y y; 'y € H', por lo que
Gi(aTigr,yH') = ti(a1 (21 e) i, y1 (v 9) H') = i(@iTigr, y1 H').

Paran =1, 61 = 1 44(z) es un homomorfismo.

Para n = 2, 6, : Ab(H) x Ab(H) — T'3/T's5 tal que Os(x1H',20H') =
[x1,22]T'3 es un homomorfismo en cada variable, pues 0 = 9.

Supongamos que para n = k, 0 : Ab(H)* — T'y/T')41 es un homomor-
fismo en cada variable y sea u : Ab(H)**! — ([y/Txy1) x Ab(H) la funcién
tal que p(viH', ... vp1H') = (Op(viH' ;... ,0xH"),vp11H'). Luego Opp1 =
Yr o p pues Yy o p(orH', .. vp 1 HY) = Yp(Ok(vi H', ... upH'),vp 1 H') =
Ye([vrs . 0k Thg1, vepr HY) = [[vn, .- vk), vt Trge = (o1, -0 1) Thge =
Or1(v1H' ... 0541 H') para todo (viH',... vp1 H') € Ab(G)*+1. Como 6y,
v ¥ son homomorfismos en cada variable, 641 es un homomorfismo en cada
variable.

Por lo tanto, para todo n > 1, la funcién 6, : Ab(H)® — T',,/T41 es un
homomorfismo en cada variable.

(2) Como 6,, : Ab(H)" — I';,/T'p41 es un homomorfismo en cada variable,
la funcién g : Ab(H) — T, /T4 tal que B(yH') = [y,y2,- -, Yn|Tnt1 €8 un
homomorfismo. Luego a, := fon € Hom(H,T',,/T+1) (donde 7 : H — Ab(H)
es el homomorfismo cociente) cumple que 2Ty 11 = [y1,Y2, -+, Yn]Tne1 = Bo
(1) = au(y) € au(H).

(3) Como V C I',,/T41 y Iy estd generado por los conmutadores de la
forma [ay,as,...,a,] con aj,as,...,a, € H, existe z = [by,bs,...,b,] con
b1,ba,...,b, € H tal que 2,11 ¢ V. Por (2), existe un homomorfismo
a, : H = T,/Ty1 tal que 2,41 € «,(H). Por lo tanto, existe o, €
Hom(H,T,,/T+1) tal que a,(H) € V.

(4) Supongamos que H, # 1.

Supongamos que H es un grupo nilpotente de clase 1, es decir, que H es
abeliano. Luego, por el teorema 1.94(4), existe un subgrupo A de H tal que
H=A®Bcon B<HyA=C(p"), donde k es un entero positivo o k = oo.
Entonces C(p*) = A = H/kerm (donde 7y : H — A es la proyeccién canénica)
y, por lo tanto, H contiene un subgrupo normal ker 71 tal que H/ ker m; = C(p*),
donde k es un entero positivo o k = oo.

En general, sea n > 1 tal que I'), /T, 41 tiene p-torsién. Entonces, tenemos
que (T'y/Ty41)p # 1y como I',, /T, 41 es abeliano, por el teorema 1.94(4), existe

Al
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A<LT,/Thtalque T, /T =A®Bcon BT, /Thiy A= C(p'), donde
I es un entero positivo o I = co. Como B es un subgrupo propio de ', /T 41,
por (3), existe @ € Hom(H,T',,/T,,41) tal que a(H) € B.

Sea 8 := m o« (donde m : I',/Ty1 — A es la proyeccién candnica).
Luego, H/ker 8 = B(H) es un subgrupo no trivial de A = C(p') por lo que
H/ker 8= C(p*) con k un entero positivo o k = oc. O

Proposicion 1.102 Sean H un grupo nilpotente y p un nimero primo.

(1) Si Ab(H) es p-divisible entonces Ty (H)/Tp1(H) es p-divisible, para
todon > 1.

(2) H es p-divisible si y sdlo si Ab(H) es p-divisible.

(3) H tiene un tnico subgrupo p-divisible mazimal.

Demostracién. (1) Supongamos que Ab(H) es p-divisible. Luego, ®" Ab(H) es
p-divisible y como, por la proposicién 1.100, hay un epimorfismo ¢ : ®" Ab(H) —
I'(H)/Ty1(H) para todo n > 1, concluimos que I',,(H) /T, 1+1(H) es p-divisi-
ble para todo n > 1.

(2) Supongamos que H es p-divisible. Como Ab(H) es un cociente de H,
concluimos que Ab(H) es p-divisible.

Ahora, supongamos que Ab(H) es p-divisible. Veamos, por induccién, que
H/T\(H) es p-divisible para todo k > 1:

Primero observamos que para k =1y k=2, H/T'y(H) es p-divisible.

Ahora, supongamos que H/T'_1(H) es p-divisible.

Veremos que como I'y_1(H) /Ty (H) es p-divisible (esto es una consecuencia
de (1)) y H/Tx—1(H) = (H/Ty(H))/Tx-1(H)/Tx(H)) también es p-divisible,
H/T\(H) es p-divisible.

Sea hI'y(H) € H/T'\,(H). Como hI'y_1(H) € H/T_1(H)y H/T_1(H) es
p-divisible, existe gT'y_1(H) € H/T,_1(H) tal que hl'y_1(H) = [gTx—1(H)J?
gPTi_1(H). Luego, h = ¢Pm con m € T'y_1(H) y como I'y_1(H)/Tk(H) es
p-divisible, existe n['y(H) € T'y_1(H)/Tx(H) tal que mI'y(H) = [nT'x(H)]P =
nPT'y(H), por lo que m = nPl con | € T'y(H). Entonces, h = gPm = ¢gPnPl
v hTY(H) = gPbiTy(H) = gPnPTy(H) = [P ()P [T (HDP = [gnTy (H))?
pues I'y_1(H)/Tx(H) < Z(H/T\(H)). Por lo tanto, H/T(H) es p-divisible.

Por lo tanto, H/T,,(H) es p-divisible para todo n > 1.

Como H es nilpotente, existe un entero positivo ¢ tal que I'.y1(H) = 1. Por
lo tanto, H = H/T'.11(H) es p-divisible.

(3) Sean A y B dos subgrupos p-divisibles de H.

Veamos que (4, B) también es p-divisible.

Por (2), basta ver que Ab((4, B)) = (A, B)/[(A, B), (A, B)] es p-divisible.
Luego, podemos suponer que [(4,B),(A4,B)] = 1. Como A < (A,B) y B <
(A, B), [A,B] < [(A,B),(A, B)] = 1. Luego, [A, B] = 1 por lo que (4, B) = AB.

Veamos que AB es p-divisible:

Sea w € AB. Entonces, w = abcona € Ay b€ B. Como Ay B
son p-divisibles, existen © € Ay y € B tales que a = 2P y b = yP. Luego,
w = ab = a2Py? = (zy)? € (AB)P pues [A,B] = 1. Por lo tanto, AB es
p-divisible. O
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Lema 1.103 Sean x,y € G y supongamos que x y y conmutan con [z,y]. En-

tonces, [z, y|" = [z™,y] = [z,y"] para todo n € Z.
Demostracién. Para n = 0, se cumple que [z,y]° = 1 = [2,4°] = [2°, y].

Para n = 1, se cumple que [z,y]! = [z',y] = [z, 9]

Para n = 2, tenemos que [z,y]? = z 7y taylr,y] = 2~ [a:,y]y Loy =
e Yy eyy oy = a2y (v yy T loy = 22y ety = [2? ] También,
tenemos que [z, y)? = [z, ylz "ty oy = 27y tala, yly = 27ty 1LE£L' y loy? =
ety ey tay? = 2y lyy 2ay? = w‘ly‘2xy2 = [z,9%].

Ahora supongamos que para n = k, [:L‘ y*] = [z* y] [z,y*]. Entonces,
tenemos que [z,y]**! = [z,y][x,y)* = vy tay[z,y]* = 27z , ]ky_lmy =
e ek yly ey = a7 e Ry T tabyy ey = 2 m (0T )yflrck“y [2FF1, y).

k+1 —1 -1

También, [z,y** = [z, y]*z,y] = [z,y]Fz"y ey = a7y afz, gy =

ey ez, yhly = oty laa Ly Ryttt = gty D gkt =g R,

Por lo tanto, [z,y]" = [2",y] = [z,y"] para n > 0.

Como z[z,y] = [z,y]z, y‘lxy = ariyloy = o7y tayz y ylayaT! =
x~ty~tay, es decir, [z,y] = [y,271] por lo que [z,y] ! = [y, 27"t = [z~ 1, y].

Como ylz,y] = [z, yly, yz~ 'y tay = a7y tay? y ya~ly e = a7y ay,
es decir, [y~', 2] = [z,y] por lo que [z,y]™' = [y~ 2] = [z,y7"].

Por lo tanto, [z~ y] = [z,y] ! = [z,y~ ] por lo que para n > 0, [z7",y] =
[z,y] 7" = [z, y7"]. O

Proposicion 1.104 Sean p un numero primo y H un grupo nilpotente y p-di-
visible. Luego,
(1) H, < Z(H).
(2) ( ) es p-divisible.
(3) H/Z;(H) es libre de p-torsidn, para todo i > 1.
(4) Zix1(H)/Z;(H) es libre de p-torsion y p-divisible, para todo i > 1.
(5) Si H, # 1 entonces H contiene un subgrupo normal K tal que H/K =
)-

Cp™
Demostracién. (1) Si H es un grupo nilpotente de clase 1 entonces H = Z(H).
Por lo tanto, H, < H = Z(H).

Ahora, supongamos que H es un grupo nilpotente de clase 2 y sean h € H,
y g € H. Luego, existe s > 1 tal que h?" = 1 y como H es p-divisible, existe
g1 € H tal que g = ¢g7. De la misma forma, como g; € H y H es p-divisible,

existe go € H tal que g; = g5 de donde g = ggz. Continuando con este procedi-
miento llegamos a que existe g, € H tal que g = g?", por lo que [h, g] = [h, g7]
y como H = Zy(H), [h,g] = [h,g?"] = [W*",g95] = [1,9s] = 1. Por lo tanto,
heZ(H)y H,<Z(H).

Supongamos que H es un grupo mlpotente declase3yseanh € H,y g € H
Luego, como antes, existen s < 1 tal que h?" = 1y g, € H tal que g = gs .
Como H es un grupo nilpotente de clase 3, H /Z (H) es un grupo nilpotente de
clase 2 por lo que (H/Z(H)), < Z(H/Z(H)) = Zy(H )/Z( )y como hZ(H) €
(H/Z(H)),, h € Zy(H). Luego, [h,g] = [h, g% ] = [W*", gs] = [1,9s] = 1. Por lo
tanto, h € Z(H) y H, < Z(H).
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Ahora, supongamos que si H es un grupo nilpotente de clase k entonces
H, < Z(H). Sean H un grupo nilpotente de clase k+ 1, h € H, y g € H.
Luego, existen s > 1 tal que h?" =1y g, € H tal que g = g? . Como H es un
grupo nilpotente de clase k+1, H/Z(H) es un grupo nilpotente de clase k por lo
que (H/Z(H)), < Z(H/Z(H)) = Z,(H)/Z(H) y como hZ(H) € (H/Z(H)),,
h € Zy(H). Luego, [h,g] = [h,g? ] = [A* ,gs] = [1,95] = 1. Por lo tanto,
heZH)y H, < Z(H).

(2) Primero veamos que para todo h € H, si h? € Z(H) entonces h € Z(H):

Sean h € H talque h? € Z(H)y g € H. Como H es p-divisible, existe k € H
tal que g = kP. Como H es nilpotente y p-divisible, H/Z(H) es nilpotente y p-
divisible por lo que, por (1), (H/Z(H)), < Z(H/Z(H)) = Z2(H)/Z(H). Como
hZ(H) € (H/Z(H))p, h € Z2(H) de donde [h,g] = [h, kP] = [hP, k] = 1, pues
h? € Z(H). Por lo tanto, h € Z(H).

Finalmente, veamos que Z(H) es p-divisible:

Sea g € Z(H). Luego, g € H y como H es p-divisible, existe h € H tal que
h? =g e Z(H) por lo que h € Z(H). Por lo tanto, Z(H) es p-divisible.

(3) Ya vimos que para todo h € H, si h? € Z(H) entonces h € Z(H).

Ahora, sea hZ(H) € H/Z(H) tal que h?Z(H) = [hZ(H)|P = Z(H). Luego,
h? € Z(H) por lo que h € Z(H). Por lo tanto, hZ(H) = Z(H) y H/Z(H) es
libre de p-torsion.

Como H es p-divisible, H/Z;(H) es p-divisible para todo ¢ > 1 por lo
que, por lo antes mostrado, H/Z;1(H) = (H/Z;(H))/(Zix1(H)/Z;(H)) =
(H/Z;(H))/Z(H/Z;(H)) es libre de p-torsion.

(4) Como H es p-divisible, por (2), H/Z;(H) es libre de p-torsién para todo
i > 1. Luego, Z(H/Z;(H)) = Z;+1(H)/Z;(H) es libre de p-torsién para todo
1> 1.

Como H es p-divisible, H/Z;(H) es p-divisible y, por (1), Z(H/Z;(H)) =
Ziv1(H)/Z;(H) es p-divisible.

(5) Supongamos que H, # 1. Como H es nilpotente, por la proposicién
1.101(4), H contiene un subgrupo normal K tal que H/K = C(p*) donde k es
un entero positivo o k = oo.

Supongamos que k es un entero positivo. Como H es p-divisible, H/K &
C(p*) es p-divisible, lo cual es falso. Por lo tanto, k = co y H/K = C(p™>). O

1.8 El producto libre y el producto amalgamado

Como referencias para lo hecho a continuacién tenemos: [23], [26] y [27].
Un ejemplo interesante de grupo es el grupo libre en dos generadores: Sea
E el conjunto de las palabras finitas (incluida la palabra vacia) que se pueden
formar al yuxtaponer los simbolos a? y b9, con p,q € Z. Dada una palabra, estd
permitido efectuar las siguientes reducciones:
(a) Remplazar un grupo de simbolos consecutivos a?a? por el simbolo a?*4.
(b) Remplazar un grupo de simbolos consecutivos bb9 por el simbolo bPT4.
(c) Suprimir a® y b°.
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Una palabra para la que toda reduccién es imposible es una palabra reducida.
Una palabra reducida estd formada por una sucesién de simbolos alternados de
la forma a? y b?, con exponentes no nulos. Ademas, toda palabra admite una
Unica reduccion.

Se denota por L(a,b) o Z xZ, al conjunto de las palabras reducidas dotado
de la ley de composicién siguiente: El producto m - m’ de dos palabras, es la
palabra reducida asociada a la palabra (no necesariamente reducida) obtenida
al escribir m y m’ consecutivamente.

Para esta ley, L(a, b) es un grupo para el cual la palabra vacia es el elemento
neutroy a Pnb~In ... q7P1h™ 1 eg la inversa de la palabra b9 aP? - - - binaP~. Las
aplicaciones d,b : Z — L(a,b) definidas por a(p) = a? y b(q) = b? son mono-
morfismos. Ademads, si G es un grupo y ¢, : Z — G son dos homomorfismos,
existe un tnico homomorfismo 6 : L(a,b) — G tal que foa = @y G ob = 1,
dado por 6(baf* - - - bimaP) = ¥(q1)e(p1) - - - ¥ (qn)e(pn)-

Mas en general tenemos el grupo libre sobre un conjunto arbitrario: En vez
de formar palabras con la ayuda de letras a y b, se utilizan todos los elementos
de un conjunto S. En particular, si S es un conjunto finito de n elementos, se
obtiene el grupo libre de n generadores, denotado L(S).

Dados dos grupos podemos formar un nuevo grupo llamado el producto libre
de ellos: Es otra generalizacion de la primera nocién. Sean G y Ga dos grupos.
Se considera el conjunto de las palabras finitas constituidas por elementos de
G1 y Go. Se permite reemplazar dos letras consecutivas g1 y ¢ si estdn en el
mismo grupo G; por la tnica letra ¢; - ¢ € Gy, y lo mismo con letras en Gs.
Ademas, se suprimen los elementos neutros. Como antes, una palabra reducida
es una sucesiéon finita de elementos provenientes alternadamente de Gy y Go.
El conjunto de las palabras reducidas, dotado de la ley de composicién evidente
constituye el grupo G1 x Ga, producto libre de ambos grupos.

Para i € {1,2}, las aplicaciones 6; : G; — G1 x Go dadas por 0;(g;) = ¢i,
son homomorfismos inyectivos. Ademsds, si G es un grupo y tenemos los homo-
morfismos u; : G; — G, existe un Unico homomorfismo p : Gy x Go — G tal
que pob; = u;. A esta propiedad la llamamos propiedad universal del producto
libre de dos grupos.

Observamos de esta forma, que el producto libre de dos grupos es su copro-
ducto en la categoria de grupos.

De forma general:

Definicién 1.105 Un producto libre de una familia de grupos {A;}icr es un
grupo P y una familia de homomorfismos {j; : A; — P}icr de forma que, para
cada grupo G y toda familia de homomorfismos {¢; : A; — Glicr existe un
dnico homomorfismo ¢ : P — G tal que ¢ o j; = ¢y, para todo indice i € I.

La construccién explicita del producto libre puede verse en [23] o [26].

Proposicién 1.106 Si P es un producto libre de la familia {A;};c1, entonces
los homomorfismos j; : A; — P son inyectivos.

Demostracién. Sean i € I'y {fi : Ax — A; }rer la familia de homomorfismos tal
que fr, =14, sik =1y fr = 0si k # i. Entonces, existe un tinico homomorfismo
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p: P — A, tal que o ji = fi para todo k € I, por lo que poj;, = fi = 14,
para todo i € I. Por lo tanto, j; : A; = P es un homomorfismo inyectivo para
cada i € I. O

En vista de la proposicién anterior, los homomorfismos j; : A; — P a veces
son llamados encajes.

Teorema 1.107 Sea {A;}icr una familia de grupos. Si P y Q son productos
libres de la familia {A;}icr, entonces P = Q.

Demostracién. Sean j; : A; — Py k; : A; — @ los respectivos encajes. Como
P es un producto libre de la familia {A;};cs, existe un tnico homomorfismo
p: P — Q tal que po j; = k; para todo i € I. Andlogamente, como @ es un
producto libre de la familia {A;};cr, existe un tinico homomorfismo ¢ : Q — P
tal que ¥ o k; = j; para todo i € 1.

Como existe un unico homomorfismo 6 : P — P tal que 6 o j; = j;, para
todoie€ [ ywpopoj,=ji=1poj; paratodoi €I, pop=1p.

Como existe un dnico homomorfismo 7 : @ — @ tal que no k; = k;, para
todoi €Iy popok; =k;=1gok; paratodoi €I, por = 1q.

Por lo tanto, Q = P. O

Como consecuencia podemos hablar del producto libre P de la familia {A4; };¢;s
y denotarlo por P = ;1 A;.

Teorema 1.108 Si g € x;c;A; y g # 1, entonces g tiene una inica factoriza-
cion
g=ai--ay

donde ay, € A;,, ar # 1 € g # igt1-

Demostracién. Ver ([26], Teorema 11.52, pag. 390).

Otra construccién que podemos hacer es el producto amalgamado de dos
grupos: Sean Gg, G1 y Go tres grupos, @1 : Gog — G1 y w2 : Gy = G2 dos
homomorfismos, N el menor subgrupo normal en G; * Go que contiene todos
los elementos de la forma:

{(1(9)p2(9)™") : g € Go}

y it G1%Ga — (G1xG32)/N el epimorfismo canénico. Escribimos Gy xg, G2 :=
(G1 % G2)/N y lo llamamos el producto de Gy y G2 amalgamado por Gj.

Para i € {1,2}, los homomorfismos p; = po 6; (donde 01 : Gy = G1 xGa y
02 : Go — G1 * G4 son los encajes) satisfacen la relacién p3 o o1 = pg o po. En
efecto, para g € Gy los elementos 61(¢1(g)) v 02(p2(g)) difieren en un elemento
que esta en N = ker p.

Ademéds, si H es un grupo y para i € {1,2} los homomorfismos ¢; : G; = H
verifican la identidad 7 o o1 = 3 0 g, tenemos que existe un tinico homo-
morfismo ¢ : Gy xg, G2 — H tal que 1; = ¢ o ;. En efecto, por la propiedad
universal del producto libre, existe un tnico homomorfismo ' : G1 x Gy —
H tal que v¢; = 1 o 6;, pero la identidad w1 o ¢1 = 13 o 3 prueba que
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{(01(9)e2(9)71), (w2(9)p1(9)™") : g € Go} C kery y por lo tanto, también
N C ker)’, con lo que 1)/ pasa al cociente por N.

Observamos que G *g, G2 es el coproducto fibrado en la categoria de grupos
de P11y 2.

1.9 Extensiones centrales de grupos

En esta seccién daremos las definiciones y proposiciones necesarias para entender
la proposicién 4.23 y su demostracion. El lector que desee adentrarse en el tema
de extensiones centrales puede referirse a [1].

Definiciones 1.109 (1) Una extensidn central de un grupo G es una pareja
(H,m), donde H es un grupo y m : H — G es un epimorfismo tal que kerm <
Z(H).

(2) Un morfismo de extensiones centrales de G, o : (Gy,m1) — (Ga,m32), es
un homomorfismo de grupos o : G1 — Go tal que m, = w9 0 av.

(3) Una extension central (G,m) de G es universal si para cada extension
central (H, o) de G, existe un iinico morfismo o : (G, ) — (H,0) de extensiones

centrales.

Proposicion 1.110 Salvo isomorfismo hay a lo mds una extension central u-
niversal de un grupo G.

Demostracién. Ver ([1], (33.1), pag. 166).

Proposicién 1.111 Si (G, ) es una extension central universal de G entonces
G y G son perfectos.

Demostracién. Ver ([1], (33.2), pdg. 166).

Proposicién 1.112 Sean G un grupo perfecto y (H,7) una extension central
de G. Entonces, H = (kerm)[H, H] con [H, H] perfecto.

Demostracién. Ver ([1], (33.3), pdg. 167).

Proposicién 1.113 Para todo grupo G, G posee una extension central univer-
sal si y solo si G es perfecto.

Demostracién. Ver ([1], (33.4), pag. 167).

Definiciones 1.114 (1) Si G es un grupo perfecto y (é,ﬂ') es su exrtension
central universal entonces G es llamado el grupo cubriente universal de G y
ker m el multiplicador de Schur de G, denotado por Ho(G,Z). Observamos que,
por la proposicion 1.111, G es perfecto.

(2) Una extension central perfecta de un grupo perfecto G es una extension
central (H,«) de G tal que H es perfecto.
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Proposicién 1.115 Sean G el grupo cubriente universal de un grupo perfecto
G y (H, ) una extensidn central perfecta del grupo perfecto G. Entonces, « es
un isomorfismo.

Demostracién. Ver ([1], (33.7), pag. 168).
Por ultimo mencionaremos a la induccion transfinita, que serd necesaria para
algunas pruebas que desarrollaremos posteriormente.

1.10 Induccién transfinita
Como referencia tenemos: [16].

Teorema 1.116 (Induccidn transfinita). Sea C una clase de ordinales y su-
pongamos que:

(H)oeC

(2) Sia € C entoncesa+1€C

(3) Si v es un ordinal limite no trivial y 8 € C para todo 8 < «, entonces
acC.

Entonces C es la clase de todos los ordinales.



Capitulo 2

A-equivalencias y grupos
A-celulares

En este capitulo introducimos los conceptos de grupo A-celular y de A-equiva-
lencia. Damos ejemplos de grupos A-celulares y demostramos proposiciones y
lemas relacionados con estos dos conceptos. El lector puede referirse al articulo
[7].

Definiciones 2.1 Sean C una categoria y A € C.
(1) Un morfismo f: X =Y es una A-equivalencia si la funcidn

Hom(A4, f) : Hom(A, X) — Hom(A,Y)

definida por Hom(A, f)(¢) = f o4 es una biyeccion.
(2) Un objeto T € C es A-celular si toda A-equivalencia es una T -equivalen-
cia.

Observacion 2.2 La condicion de que [ sea una A-equivalencia quiere decir

que para todo ¢ € Hom(A,Y), existe un unico p € Hom(A, X) tal que p = fop.
Es decir, f: X —Y es una A-equivalencia si el siguiente diagrama conmuta:

Y<f;X

Al morfismo ¢ lo llamaremos el levantamiento de ¢ (a lo largo de f).
Las anteriores definiciones se aplicardn mas adelante a la categoria de grupos.

Lema 2.3 Sean D y C dos categorias, I' : D — C un funtor y f : X =Y un
morfismo en C. Si f es una I'I-equivalencia para todo I € D y li_r}nl I'I existe,
entonces [ es una lim T'I-equivalencia.

35
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Demostracién. Supongamos que f es una I'I-equivalencia, para todo I € D.
Sean G :=lim I'I, (fr : TT — G)rep el cocono colimite para I' (ver definicio-
nes 1.6) y ¢ € Hom(G,Y). Como gy := ¢ o f; € Hom(T'I,Y), existe un tinico
gr € Hom(T'I, X) tal que gy = f o gr y esto ultimo se cumple, por hipétesis,
para cada I € D.

Ahora, para cada morfismo « : I — J en D tenemos que fo gy = g5 =
pofr=pofrol(a) =gsjoTl(a) = fogsol(a)y, por la unicidad de gy,
gr = gy o'(). Entonces (§;r : T1 — X)rep es un cocono para I, por lo
que existe un unico homomorfismo ¢ : G — X tal que ¢ o fr = g;. Luego,
pofr=gr=fogr=fovofrycomoG:=lim I'l, p= foq.

Ahora, sea 1)1 € Hom(G, X) tal que ¢ = f o1;. Entonces f oy o fr =
po fr =gr = fogry, por la unicidad de gy, ¥1 o f; = gr = ¥ o fr. Por lo tanto,
por la unicidad de 1, 1 = 1. O

Proposicién 2.4 Sean C y D dos categorias, I' : D — C un funtor y A € C. Si
I'I es A-celular para todo I € Dy @1 T'I existe, entonces @I I'T es A-celular.

Demostracién. Sea f: X — Y una A-equivalencia. Como I'T es A-celular, para
todo I € D tenemos que f es una I'I-equivalencia, para todo I € D. Luego, por
el lema 2.3, f es una H_I}nl I'I-equivalencia. Por lo tanto, li_r)nl T'I es A-celular. O

O bien, otra forma de ver lo anterior es la siguiente:

Proposicién 2.5 Sean C una categoria y A € C. Consideremos un funtor
I' : D — A-cel que va de una categoria arbitraria D a la subcategoria plena
A-cel de C conformada por los objetos A-celulares. Supongamos que T' tiene
colimite en C, entonces h_r)nl I'T € A-cel.

Demostracién. Es consecuencia inmediata de la proposicién 2.4 g

Definicion 2.6 Sean C una categoria y R,G € C. Decimos que R es un retracto
de G st existen dos morfismosr: G — R ys: R— G tales que ros = 1g.

Proposicién 2.7 Sean C una categoria y A, R,G € C. Si G es A-celular y R
es un retracto de G, entonces R también es A-celular.

Demostracién. Supongamos que G es A-celular y que R es un retracto de G.
Sean f : X — Y una A-equivalencia y ¢ : R — Y un morfismo. Como R es
un retracto de G, existen dos morfismos 7 : G — Ry s : R — G tales que
ros = 1g. Luego, tenemos un morfismo por : G — Y y como f también es
una G-equivalencia (pues G es A-celular), existe un tnico morfismo ¢ : G — X
tal que ¢ or = f o. Por lo tanto, existe un morfismo ¥ o s : R — X tal que
foYos=poros=polr=0p.

Ahora, sea # : R — X un morfismo tal que ¢ = fof. Como for: G — X
es un morfismo tal que p or = fofor, por la unicidad de ¥, 8 or = . Por lo
tanto, Ypos=0oros=0olr=90.

Por lo tanto, f es una R-equivalencia y R es A-celular. O



37

A partir de ahora consideraremos las nociones de objeto A-celular y de A-
equivalencia en la categoria de grupos. La siguiente proposicién es un ejemplo
de un grupo A-celular.

Proposicién 2.8 Para todo grupo A, el grupo trivial es A-celular.

Demostracién. Como 1 es el colimite para el funtor I' : ) — Grp y T'I es A-
celular para todo I € (), por la proposicién 2.4, tenemos que 1 es A-celular.
O

Cualquier grupo A es un grupo A-celular, al igual que cualquier producto
libre xA de copias de A. En general,

Proposicion 2.9 Si M; es un grupo A-celular, para cada i € I entonces x;c;M;
es A-celular.

Demostracién. Supongamos que M; es A-celular, para cada i € I. Como
*ierM; = hﬂiel M;, por la proposicion 2.4, x;c;yM; es A-celular. O

Proposicién 2.10 Para cualesquiera tres grupos A-celulares G, H y T', y cua-
lesquiera dos homomorfismos @1 : I' = G, o : I' = H, el producto amalgamado
G xr H es un grupo A-celular.

Demostracién. Como G xr H es un coproducto fibrado y el coproducto fibrado

es un ejemplo de colimite, por la proposicién 2.4, G xr H es un grupo A-celular.
O

Lema 2.11 Sean G un grupo, f : X — Y una G-equivalencia, ¢ € Hom(G,Y)
y ¢ € Hom(G, X) su levantamiento. Entonces, f~1(Cy (pG)) = Cx(¢G).

Demostracién. Sea z € f~1(Cy(¢G)). Como f(x) € Cy(pG), tenemos que
e(g) = f(@) " p(g)f(x) = fa~'@(g)x) = f o iz 0 $(g) para todo g € G, por lo
que ¢ = foi;op. Por lo tanto, por la unicidad de ¢, i, o ¢ = ¢ para todo
v € f7H(Cy(¢G)).

Ahora, sea b € $G. Luego existe h € G tal que b = $(h) = i, o $(h) =
27 1p(h)x, de donde xb = bx. Por lo tanto, x € Cx(¢G) v f~HCy(0G)) <
Cx (¢G).

Sean y € Cx(pG) v z € pG. Luego, existe g € G tal que z = p(g) = fop(g)
¥ como y conmuta con $(g), f(y)z — f(y3(g)) = f(@(9)y) = 2f(y). Entonces,
fy) € Cy(¢G) y y € fH(Cy (¢G)). Por lo tanto Cx (¢G) < f~H(Cy (¢G)). O

Lema 2.12 Sean G y H dos grupos tales que H1G. Sim: G — G/H es el
homomorfismo cociente y K := 7w~ 1(Z(G/H)), entonces K 1 G.

Demostracién. Como Z(G/H) < G/H y m : G — G/H es un epimorfismo,
K :=7"1Z(G/H)) <G. O
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Lema 2.13 Sean G, N, X y Y cuatro grupos y ¢ € Hom(G,Y) tal que ¢ =
fop, donde f € Hom(X,Y) y ¢ € Hom(G, X).

(1) Si N<pG y M = f~}(N)N @G, entonces M < $G.

(2) Ademds, sip: pG — oG /N y q: $G — ¢G/M son los homomorfismos
cocientes, K := p~Y(Z(pG/N)) y L := ¢ Y (Z(pG/M)) entonces tenemos que
L=f"YK)NgG.

Demostracion. ( ) Sean ¢(g
lo que f(¢(g)"'md(g)) = |

€ pGym e M. Luego, m € G y f(m) € N por

)
fgségg) 1)] f(m )[ (@) = wlg)” Lf(m)e(g) € N,

pues N < pG. Entonces ¢(g) t*mp(g) € f~H(N)N@$G = M vy, por lo tanto,
M < ¢G.
(2) Seaa € L. Luegoae@G q(a)z aM € Z(pG /M) y f(a) € oG.
Para demostrar que a € f~1(K) N $G, sblo nos resta ver que f(a) € K:
Sea p(g)N € ¢G/N. Como [cp(g) MllaM] = [aM][¢(g)M], tenemos que

p(g)ap(g)~ta™t € M = f71(N) N @G, de donde ¢(g)f(a)p(g)" fla)™! =
f(@(g)ad(g )_1 ~!) € N, por lo que [p(g)N][f ( )N] = [f(a)N][¢(g)N]. Por lo
tanto, p(f(a) = f(a)N € Z(¢G/N) y f(a) €

Sea b € f~1(K) N @G. Entonces, b € <pG y f(b) € K de donde p(f(b)) =
BN € Z(5G/N).

Para ver que b € L, s6lo nos resta demostrar que ¢(b) = bM € Z(pG/M):

Sea ¢(g9)M € ¢G//M. Como [p(g)N][f(b)N] = [f(b)N][¢(g)N], tenemos que
F(@lg)bp(g)717h) = 0(9)f (b)p(g) " f(B) ™" € N, por lo que $(g)bp(g) ~'b7" €
F~HN)NGG = M. Luego [¢(g) M][bM] = [bM][@(g)M] y, por lo tanto, tenemos
que ¢q(b) € Z(pG/M). O

Recordemos que en la seccién 1.3 vimos, entre otras cosas, que un grupo G
es nilpotente de clase n si n es el minimo entero positivo k tal que Zx(G) = G.

Lema 2.14 Sean G un grupo, f : X — Y una G-equivalencia, p € Hom(G,Y)
y ¢ € Hom(G, X) su levantamiento. Entonces oG es nilpotente si y sdlo si oG
es nilpotente. Ademds, la clase de nilpotencia de pG es la misma que la de ¢G.

Demostracién. Primero demostraremos que f~1(Z,(0G))NGG = Z,($G), para
todo n > 1. Haremos la prueba por induccién sobre n.

Veamos que f~H(Z(pG))NGG = Z($Q), es decir, que la igualdad se cumple
paran = 1:

Sea a € f~HZ(¢G)) N $G. Entonces a € f~1H(Z(¢Q))
Cx (¢QG) (ver lema 2.11) y a € ¢G, por lo que a € pGNCx(
lo tanto, f~1(Z(¢G)) N¢G < Z(¢G).

Sean b € Z(¢G) y d € pG. Entonces b € G, f(b) € G y existe h € G tal
que d = p(h). Como b conmuta con los elementos de $G, f(b)d = f(b)p(h) =
FO)F(@(h) = F(bp(h)) = F(p(R)b) = @(h)f(b) = df (b). Luego, f(b) € Z(¢G)
ybe f7H{Z(pG)) N @G. Por lo tanto, Z(4G) < f~HZ(¢G)) N 4G.

Ahora, supongamos que f~1(Z (goG)) N @G = Zn(¢QG) y veamos que la
igualdad se cumple para n + 1, es decir, que f~1(Z,11(¢GQ))NPG = Z,11(4G):

Sean N := Z,(pG) y M := f~H(N) N ¢G = Zu(¢G). Si K = Zn1(9G)
y L := Z,+1($G) tenemos, por definicién, que K = p '[Z(¢G/N)| y L =

J; HCy (¢G)) =

<
$G) = Z($G). Por
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4, [Z(pG/M)] (donde p, : oG — ¢G/N y g, : $G — ¢G /M son los homo-
morfismos cocientes). Por lo tanto, por el lema 2.13, L = f~1(K)N@G, es decir,
Zn41(¢G) = [ H(Zn41(9G)) N @G,

Asi, concluimos que f~1(Z,(¢G)) N @G = Z,(¢G) para todo n > 1.

Veamos que Z,(pG) = pG siy sélo si Z,(pG) = ¢G:

Supongamos que Z,(¢G) = ¢G. Como Z,(¢G) = f~HZ.(¢G)) N @G,
tenemos que Z,(pG) = f~H(pG) N @G = $G.

Ahora, supongamos que Z,(pG) = $G. Entonces, 3G = f~H(Z,(0G)) NG
por lo que oG = f o $(G) < Z,(pG) < ¢G, es decir, Z,(pG) = ¢G.

Por lo tanto, Z,(¢G) = ¢G siy sblo si Z,(4G) = ¢G.

Entonces ¢G es nilpotente de clase n si y sélo si ¢G es nilpotente de clase
n. O

Proposicién 2.15 Sea G un grupo. Entonces, G/T's(G) es un grupo G-celular
para todo s > 1 (donde T's(G) es el s-ésimo término de la serie central inferior
de G).

Demostracién. Primero veamos que si ¢ € Hom(G, H), entonces ¢(I's(G)) =
I's(¢@) para todo s > 1. Haremos la prueba por induccién sobre s:

La igualdad se cumple para s = 1, pues ¢(I'1 (G)) = G =T'1(¢G).

Observamos que la igualdad también se cumple para s = 2, pues p(I'z(G)) =
¢([G, G]) = [¢G, oG] = I'2(G).

Supongamos que (T's(G)) = T's(¢G). Luego, p(T's11(G)) = ¢([T's(G),G]) =
[@(FS(G))’ QOG] = [FS(QDG)v QOG] = Fs-i-l((pG)'

Por lo tanto, p(T's(G)) = I's(¢G) para todo s > 1.

Ahora, sean f : X — Y una G-equivalencia y v € Hom(G/Ts(G),Y).
Como ¢ = ¢ om, € Hom(G,Y) (donde 75 : G — G/I's(G) es el homomor-
fismo cociente), existe un unico ¢ € Hom(G, X) tal que ¢ = f o ¢. Ademds,
IW(G) < kerg (pues 9(Ts(G)) = 1 o m4(T4(G)) = $(Ts(G)) = 1) por lo que
Is(pG) = o(T's(G)) = 1y ¢G es un grupo nilpotente de clase menor o igual
que s — 1. Por el lema 2.14, G también es un grupo nilpotente de clase menor
o igual que s — 1, de donde 1 = I's(¢G) = ¢(I's(G)). Entonces I';(G) < ker ¢ ,
por el primer teorema de isomorfismo, existe un tnico ¢ € Hom(G/I's(G), X)
tal queaﬁ:iﬁom. Luego, Yoy = ¢ = foc,b:foz[}ows y cOomo 7z €s un
epimorfismo, ¢ = f o 1[)

Veamos que ﬁ es el tnico homomorfismo que cumple con lo dltimo:

Sea 8 € Hom(G/T's(G), X) tal que ¢ = f o 8. Entonces ¢ = fot)om, =
Yomg = fofomsy, por la unicidad de ¢, 1&0775 = B oms por lo queiﬁ =p
(pues 7y es un epimorfismo).

Otra forma de ver lo anterior es la siguiente:

Sean f : X — Y una G-equivalencia y ¥ € Hom(G/T'4(G),Y). Como
p =1 om, € Hom(G,Y), existe un tnico ¢ € Hom(G, X) tal que ¢ = f o @.
Ademids, [I's_1(G),G] = I's(G) < kerg por lo que 1 = p([[5-1(G),G]) =
[p(Ts—1(G)), ¢G], lo cual implica que p(T's_1(G)) < Z(pG) y por consiguiente
que T's_1(G) < o 1 (Z(¢@)).
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Como @[p~1(Z(p@G))] < ]E YZ(e@Q)) N oG = Z(¢G), tenemos que 1 =

(2™ (Z(pG))), $G] = ple~ 2(pG)), G], de donde [0~ (Z(¢G)), G] < ker .
Luego I'y(G) = [[s-1(Q),G] < [p~! (Z(¢G)),G] < ker ¢ y, por el primer teore-
ma de isomorfismo, existe un tnico ¢ € Hom(G/T's(G), X) tal que ¢ = 1 o m,.
Entonces, Yory = p = fop = foq/}ows y como 7 es un epimorfismo, ) = foz/;.
Veamos que 1& es el inico homomorfismo que cumple con lo tltimo:
Sea 8 € Hom(G/T's(G), X) tal que ¥ = f o 8. Entonces ¢ = f o Yoms =
Yomg = fofPomy, por la unicidad de ¢, 1[)0719 = fomg por lo que 1]) =450

Ejemplo 2.16 El grupo diédrico Do, = (z,y | 2" =1, y? = 1, yay = 27 1)
es nilpotente si y sdlo si n es una potencia de 2 (ver ([26], ejercicio 5.41, pdyg.
118)). De hecho Dan es nilpotente de clase n (ver ([19], pdg. 91)), por lo que
tenemos la siguiente serie central inferior:

1=Th41(Dan) <Tp(Dan) < ... <To(D2n) <Ty(Dan) = Dan
Luego Don [Ts(Dan) es un grupo Dan-celular, para todo s € {1,...,n+ 1}.

Definicién 2.17 El producto directo restringido de una familia {G;};cr de gru-
pos es el subgrupo del producto directo [[;c; Gi que consiste de aquellos ele-
mentos con soporte finito. Es decir, si demotamos por P al producto directo
restringido de la familia {Gi}icr, P = {(gi)icr € [L;c;Gi | 9 = 1 para casi
todo i € I}.

Observamos que si la familia {G}; };¢ consiste tinicamente de grupos abelianos,
entonces su producto directo restringido coincide con su suma directa.

Lema 2.18 FEl producto directo restringido de una familia de grupos {G;}icr,
denotado por P, es un colimite de productos directos finitos de grupos de dicha
familia.

Demostracién. Sea A = {J C I'| J es finito}. Luego, D := (A, C) es un conjunto
parcialmente ordenado. Ademds, D también es un conjunto dirigido ya que es
no vacio y para cualesquiera J, K € A, existe JUK € Atal que J C JUK y
KCJUK.

Sea Grp la categoria de grupos. Definimos un funtor I' : D — Grp tal que
J e, Giy (f o d = L) = (D(f) : [1jes G = [liep Gi) donde I'(f) es el
homomorfismo inducido por la propiedad universal de [ ], Gi, explicitamente:

Sea {¢; : HjeJ G; — Gihier la familia de homomorfismos tal que ¢; = m; si
leJy¢=0sil¢ J. Entonces, por la propiedad universal de [],., G, existe
un tinico homomorfismo I'(f) : [[;c ; Gj — 11, Gi tal que ¢y = m o I'(f) para
todo [ € L.

Veamos que I' : D — Grp es un funtor.

(a) Sea J € D. Veamos que I'(15) = 1p(y.

Como {7; : [[;c; Gj = Gj}jes es una familia de homomorfismos, por la pro-
piedad universal de [ ] ; G;, existe un tinico homomorfismo I'(1;) : [[;c; G; —
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HjeJ G tal que 7; = m; o I'(1;) para todo j € J. Como m; = m; o 1p(y) para
todo j € J, por la unicidad de I'(1;), 1) = I'(1,).

(b) Sean f:J <= L,p: L K € D. Veamos que I'(p o f) =T'(p) o T'(f).

Sea {0k : [[;c;G; — Gilrex la familia de homomorfismos que induce
['(pof) a través de la propiedad universal de [ [, c x G, es decir, tal que 0}, =
sike JybO,=0sik¢ J. Asi, tenemos que 0 = mpoI'(po f) para cada k € K.

Sea {¢1 : [[;c; Gj — Gi}ier la familia de homomorfismos que induce I'(f)
a través de la propiedad universal de J],.; G, es decir, tal que ¢y = m sil € J
y ¢ =0sil ¢ J. De esta forma tenemos que ¢; = m o T'(f) para todo I € L.

Sea {Y : [[;c;, Gi = Gr}rex la familia de homomorfismos que induce I'(¢p)
a través de la propiedad universal de [],.x G, es decir, tal que ¢ = m si
ke Lyr=0sik¢ L. Deaqui tenemos que 1, = m,oI'(¢) para cada k € K.

Veamos que 0y, = 7, o I'(p) o T'(f) para todo k € K.

Sea k € K. Tenemos tres casos:

(1) Sike JCLC K entonces 1 o I'(¢p) oI'(f) = o o T(f) = 7 o T(f) =
O = Tk = O.

(2)Sike LC Kyk¢ Jentonces mpol'(¢)ol'(f) = o' (f) = mpol'(f) =
o =0 = 0.

(3) Sik ¢ L entonces k ¢ J. Luego, mol'()ol'(f) = ol (f) =00oT(f) =
0 = 0.

Por lo tanto, 8y = 7 o T'(p) o I'(f) para todo k € K y por la unicidad de
P(¢o f), D(po f) = D(p) o T(f).

Por lo tanto, I' es un funtor.

Sea {n; : HjeJ G; — G;}icr la familia de homomorfismos tal que 1; = m; si
icJymn;=0sii¢ J. Entonces, por la propiedad universal de [],.; G;, existe
un tnico homomorfismo S : HjeJ G; — [l;e; Gi tal que n; = m;0 3 para cada
iel.

Ahora, denotamos por P al producto directo restringido de la familia {G; };er
y observamos que para todo J € D, 3 se factoriza a través de P:

Para cada J € D, definimos un homomorfismo A : [[;c; G; — P tal que
Ai({gj)jer) = (xi)ier donde x; = g; sii € Jy x; =1sii ¢ J. Observamos que
para todo J € D, A; es inyectivo. Como 7; = mjoao); (donde a: P — [[,c; Gi
es la inclusién) para cada i € I, por la unicidad de S, a o Xy = 5.

Queremos demostrar que (A; : [[;c; Gj — P)jep es un cocono colimite.

Sea f:J < L € D. Veamos que Ay = A, oT'(f):

Sean {¢; : [[;c; G; = Gihier la familia de homomorfismos que induce y(f)
a través de la propiedad universal de [[,c; Gi, v {¢i : [[;c, Gi — Gi}ier tal
que ¥; = m sii € Ly, =0sii¢ L. Entonces, por la propiedad univer-
sal de [],.; G, existe un tinico homomorfismo v : [[,.; Gi = [],c; Gi tal que
¥; = m; o para todo ¢ € I.

Veamos que 85 = vo'(f), para lo cual basta ver que 1; = w oy o I'(f) para
cada i € I.

Sea i € I. Tenemos tres casos:

(1)Siie JCLCIentonces moyol'(f) =4 ol(f) =mol(f) =¢; =
T =1

(2)Sii € Lei¢ Jentonces m;oyol'(f) = p;ol'(f) = mol'(f) = ¢, =0 =n;.

icL i€l
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(3) Sii ¢ L entoncesi ¢ J. Luego, mjoyol'(f) = p;0'(f) = 0oI'(f) = 0 = ;.

Por lo tanto, n; = m; oy o I'(f) para cada ¢ € I y por la unicidad de 87,
Br=7oL(f).

Como v¢; = m;oao A, para todo i € I, por la unicidad de v, v = aoAp. Lue-
go, aoAy = By =~vol(f) = aoApol'(f) y como « es inyectivo, A\j = ApoT'(f).
Por lo tanto, (A : ]_[jej G; — P)jep es un cocono para I' en Grp.

Sea (o : HjeJ G; — H)jep otro cocono para I' en Grp. Observamos que
para cada z € P, existen J € Dy y € [[;c;G; tal que A;(y) = z. Luego,
definimos ¢ : P — H tal que x — o0;(y). De esta forma po A (y) = o;(y), para
todo J € Dy todo y € [[;c; G-

Veamos que ¢ estd bien definido:

Seax € P. Supongamos que existen J, K € Dy y € HjeJ Gy z€lper Gr
tales que Aj(y) =z = Ak (z). Veamos que 0;(y) = ¢(x) = ok (2):

Sean f1 : J — JUK, fo: K — JUK € D. Luego, Ay = Ajurol'(f1) y Ak
Asuk o I(f2) por 1o que Ayuk o I(f1)(y) = As(y) = Ak (2) = Ajuk o (f2)(2
y como Ajui es inyectivo, I'(f1)(y) = I'(f2)(2). Como o; = oyuk o I'(f1)
orx = ojuk oI'(f2), tenemos que o, (y) = oyux o T'(f1)(y) = o5uKx o T'(f2)(2)
ok (2).

Veamos que ¢ es un homomorfismo:

Sean z,y € P. Entonces, existen JJ K € Dy w € HjeJ Gj, 2 € [[pex G
tales que z = Aj(w) y y = Ag(2). Luego, = Ajux o T(f1)(w) y y = Ajuk ©
I'(f2)(z) de donde se tiene que zy = [Ajux o I'(fi)(w)][Ajuk o I'(f2)(2)] =
Aore[T(f) )T (f2)(2)]. s, tenemos que p(iy) = 010k [PU) )T (2)(2)] =
losuk o D(fi)(w)llosur o T(f2)(2)] = os(w)ok (2) = p(z)e(y).

Sea v : P — H otro homomorfismo tal que o0y = v o A\, para cada J € D
y x € P. Entonces, existen J € Dy y € HjeJ G; tal que Aj(y) = z. Luego,
p(z) =04(y) = o As(y) = ¢(x). Por lo tanto, ¢ = 1. O

~—

|~

Proposicion 2.19 Sea A un grupo.

(1) Si G y H son dos grupos A-celulares entonces G x H es A-celular. De
aqui se sigue que cualquier producto directo finito de grupos A-celulares es A-
celular.

(2) El producto directo restringido de cualquier familia de grupos A-celulares
es A-celular.

(3) Sea {A;}icr una familia de grupos abelianos. Si para toda i € I A; es
A-celular, entonces @, ; A; es A-celular.

(4) (3) SiV es un espacio vectorial sobre un campo K (de dimension cual-
quiera), entonces el grupo abeliano subyacente de V' es A-celular, donde A es el
grupo abeliano subyacente de K.

(ii) Si el grupo abeliano subyacente de un campo K es A-celular entonces
también lo es el grupo abeliano subyacente de cualquier K-espacio vectorial.

Demostracién. (1) Sean f: X — Y una A-equivalencia y ¢ € Hom(G x H,Y).
Como f es una G-equivalencia (pues G es A-celular) y ¢ o i¢ € Hom(G,Y)
(donde i : G — G x H es tal que g — (g,1)), existe un tinico p¢ € Hom(G, X)
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tal que f o pg = poig. Andlogamente, sustituyendo G por H, existe un tnico
o € Hom(H, X) tal que fodg =poig.

Como ig(G) = G x 1 conmuta con ig(H) =1x H en G x H, p 0ig(G)
conmuta con g oig(H) enY, es decir, p 0ig(G) < Cy(poig(H)) por lo que
¢c(G) < [~ (Cy(poin(H))) (pues fopg(G) = poic(G)). Pero, por el lema
211, £ (Cy (poin(H))) = Cx (pn(H)) de donde ¢a(G) < Cx (¢n(H)). Por
lo tanto, ¢¢(G) conmuta con ¢ (H) en X.

Ahora, definimos la funcién ¢ : G x H — X tal que (g,h) — ¢c(g9)@u(h).

Como consecuencia de que $¢(G) conmute con @y (H) en X, tenemos que
¢ es un homomorfismo:

Sean (g,h), (¢', /') € G x H. Entonces, ¢l(g,h)(g', W')] = $l(gg', hh')] =
c(99")bu(hl) = ba(9)¢a(g)pn(h)ou(h) = ba(9)@u(h)ba(d)ou(h) =
[8(g, W)][&(g", B')]-

Ahora, veamos que fo ¢ = ¢:

Sea (g,h) € G x H. Luego, tenemos que f o $(g,
[fopa(9)l[fobu(h)]=[poic(g)llpoin (h)] = [p(g, D][e(
(g, h). Por lo tanto, f o @ = .

Por dltimo, veamos la unicidad:

Sea k € Hom(G x H,X) tal que fok = ¢. Entonces, fop = ¢ = fok.
Luego fokoig =gpoig = fopoigy, por la unicidad de @G, koig = @ oig.
También, como fo poiyg = poig = fokoig tenemos, por la unicidad de
$H, que ¢oig = koiy. Entonces, k(g,1) = ¢(g,1) y k(1,h) = ¢(1, h). Por lo
tanto, ¢ = k.

(2) Sea {G;}ics una familia de grupos A-celulares. Por el lema 2.18, el pro-
ducto directo restringido P de la familia {G;};c; es un colimite de productos
directos finitos de grupos de {G;}icr, es decir, P = hﬂJep HjeJ G; donde
D = {J C I|J es finito}. Como G; es A-celular para cada i € I, por (1),
HjeJ G; es A-celular para cada J € D. Por lo tanto, por la proposicién 2.4, P
es A-celular.

(3) Como A; es un grupo A-celular para cada i € I 'y @,.; A; es el producto
directo restringido de la familia {A;}icr, por (2), @, Ai es A-celular.

O bien, como A; es un grupo A-celular para cadai € Iy hﬂ] A = Pjcr Ais

por la proposicién 2.4, @, ; A; es A-celular.

(4) (i) Sean V. el grupo abeliano subyacente de V' y K el grupo abeliano
subyacente de K. Como V. es un producto directo restringido de copias de K
y Ky es K -celular, por (2), Vi es K -celular.

(74) Sean V un K-espacio vectorial, V su grupo abeliano subyacente y K
el grupo abeliano subyacente de K. Como V, es un producto directo restringido
de copias de K y K es A-celular, por (2), V es A-celular. O

Proposicion 2.20 Sean G un grupo y A un grupo perfecto. Si G es un grupo
A-celular, entonces también es un grupo perfecto.

Demostracién. Supongamos que G es un grupo A-celular y sea e : 1 — Ab(G)
el homomorfismo definido por e(1) = I'y(G).
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Veamos que el tinico homomorfismo que hay de A a Ab(G) es el trivial.

Sea ¢ € Hom(A, Ab(G)). Como p(A) < Ab(G), ¢([4, 4]) = [p(A4),p(A4)] <
[Ab(G), Ab(GQ)] = T'2(G) por lo que ¢ = 0. Por lo tanto, el tinico homomorfismo
que hay de A a Ab(G) es el trivial.

Como el tinico homomorfismo que hay de A a 1 es el trivial, e es una A-equi-
valencia y, por consiguiente, e también es una G-equivalencia (pues G es A-celu-
lar). Por la proposicién 2.15, sabemos que Ab(G) es un grupo G-celular, lo cual
implica que e es una Ab(G)-equivalencia. Luego, 144y € Hom(Ab(G), Ab(G))
es igual a e o 0 = 0, por lo que I'y(G) = 0(Ab(G)) = 1 4p(c)(AD(G)) = Ab(G) =
G/T'2(G). Por lo tanto, G es perfecto. O

Corolario 2.21 Para todo grupo A, un producto directo infinito de A consigo
mismo puede no ser A-celular.

Demostracién. Sea A un grupo perfecto tal que el nimero de conmutadores que
se requieren para escribir un elemento de A como un producto de conmutadores
no estd acotado (ver [6] o [22] para la existencia de tal A). Luego, la potencia
directa infinita de A no es un grupo perfecto por lo que, por la proposicién
anterior, concluimos que la potencia directa infinita de A no es un grupo A-ce-
lular. O



Capitulo 3

Construccion de la cubierta
A-celular

En este capitulo estudiaremos los grupos y los homomorfismos de grupos des-
de la perspectiva de un grupo arbitrario A, esto quiere decir que todo lo aqui
mostrado es véalido para cualquier grupo A. El lector puede consultar el articulo
[4].

Motivados por los conceptos de celularidad establecidos en espacios topolo-
gicos, consideraremos conceptos similares en la categoria de grupos. En paralelo
con la nocién de un complejo CW (el cual es un espacio topolégico construido a
partir de bolas, es decir, las células basicas son bolas) consideraremos grupos en
los cuales las células bésicas serdn A y sus imagenes homomorficas, llamaremos
a tales grupos A-celulares (de forma méds precisa, un grupo G es A-celular si es
construido a partir de A, es decir, construido a partir de copias de A, usando el
colimite como herramienta bésica).

Como ocurre con los espacios topoldgicos, una vez que tenemos la nocién de
un grupo construido a partir de copias de A, una pregunta natural es si todo
grupo puede ser construido de esta manera, es decir, si todo grupo es A-celular
y si no es asi, establecer una medida razonable que nos permita saber que tan
lejos esta un grupo de ser A-celular. Esto nos conduce al concepto de cubierta
A-celular de un grupo G, la cual estd conformada por el unico grupo A-celular
més cercano (en cierto sentido) a G.

El motivo de trabajar con cubiertas A-celulares es claro (como en el caso
de las aproximaciones de espacios topoldégicos): Aproximéndonos a un grupo
complicado G por medio de un grupo sencillo A, podemos dar informacién til
sobre G (a pesar de perder otro tipo de informacién). Ademds, trabajar con
cubiertas A-celulares en la categoria de grupos, puede aclarar y dar intuicién
sobre el mismo concepto en la teoria homotdpica.
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3.1 A-propiedades de grupos

En esta secciéon hablamos, como introduccién, de algunas de las propiedades ba-
sicas que poseen los grupos A-celulares, A-generados, A-construibles y A-nulos
para lo cual también mencionaremos propiedades de las A-equivalencias y de
las A-inyecciones.

Definiciones 3.1 Sean X, Y dos grupos y f € Hom(X,Y).
(1) f es una A-equivalencia si la funcion

Hom(A4, f) : Hom(A, X) — Hom(A,Y)

tal que ¥ — f o es biyectiva.
(2) f es una A-inyeccion si la funcion

Hom(A4, f) : Hom(A, X) — Hom(A,Y)

es inyectiva.
(3) f es una A-suprayeccion si la funcién

Hom(A4, f) : Hom(A, X) — Hom(A,Y)

es suprayectiva.
(4) f es A-trivial si la imagen de la funcién

Hom(A4, f) : Hom(A, X) — Hom(A,Y)
consiste unicamente del homomorfismo trivial.

A estas A-nociones para homomorfismos les siguen las siguientes A-nociones
para grupos:

Definiciones 3.2 (1) Un grupo G es A-celular si toda A-equivalencia es una
G-equivalencia.
(2) Un grupo G es A-generado si todo homomorfismo A-trivial es G-trivial.
(3) Un grupo G es A-nulo si Hom(A, G) = 0.
(4) Un grupo G es A-construible si todo grupo A-nulo es G-nulo.

La razén por la cual llamamos a un grupo G A-generado es que, como
veremos mas adelante, dicho grupo es igual al subgrupo de G generado por
las imégenes de todos los homomorfismos que van de A a G, es decir, por las
imagenes homomorficas de A en G.

El motivo por el cual llamamos a un grupo G A-construible, es que dicho
grupo resultard ser construible a partir de A y de sus imagenes homomorficas.

Como consecuencia de las definiciones anteriores tenemos las siguientes

Observaciones 3.3 Sean G, H y K tres grupos.
(1) Si K es H-celular y H es G-celular, entonces K es G-celular.
(2) St K es H-generado y H es G-generado, entonces K es G-generado.
(3) Si K es H-construible y H es G-construible, entonces K es G-construi-
ble.
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Proposicién 3.4 Sean G y H dos grupos.
(1) Si G es A-celular y H = G, entonces H es A-celular.
(2) Si G es A-generado y H = G, entonces H es A-generado.
(3) Si G es A-construible y H = G, entonces H es A-construible.

Demostracién. (1) Supongamos que G es A-celular y sean 6 : G — H un
isomorfismo, f : X — Y una A-equivalencia y ¢ € Hom(H,Y'). Entonces, f es
una G-equivalencia y como g o6 € Hom(G,Y), existe un tnico ¢ € Hom(G, X)
tal que pof = for). Luego, of~! € Hom(H, X) satisface que ¢ = fo(pof~1).

Ahora, sea o € Hom(H, X) tal que ¢ = f o a. Entonces, pof = foaofy,
por la unicidad de %, a0 @ =1 por lo que o =1y 0 971,

Por lo tanto, f es una H-equivalencia y H es A-celular.

(2) Supongamos que G es A-generado y sean § : G — H un isomorfismo,
f: X — Y un homomorfismo A-trivial y ¢ € Hom(H, X). Luego, f es G-trivial
y como pof € Hom(G, X), fopof =0= foOof porloque fop= fol=0.
Por lo tanto, f es H-trivial y H es A-generado.

(3) Supongamos que G es A-construible y sean 6 : G — H un isomorfismo,
K un grupo A-nuloy ¢ € Hom(H, K). Entonces, K es un grupo G-nulo y como
pof) € Hom(G,K), pof =0 porloque p = poly =pofofl =000"1 =0.
Por lo tanto, K es H-nulo y H es A-construible. O

Proposicién 3.5 Sean X, Y dos grupos y f € Hom(X,Y).
(1) Si f es un monomorfismo entonces [ es una A-inyeccion.
(2) Si f es un isomorfismo entonces f es una A-equivalencia.

Demostracién. (1) Supongamos que f es un monomorfismo y sean i1, ps €
Hom(A, X) tales que f op; = fogy. Como f es un monomorfismo, ¢ = ¢s.
Por lo tanto, f es una A-inyeccion.

(2) Supongamos que f es un isomorfismo. Como f es un monomorfismo, por
(1), f es una A-inyeccién.

Ahora, sea ¢ € Hom(A,Y). Luego, 1 = f~! o ¢ € Hom(A, X) satisface que
f o1 = . Por lo tanto, f es una A-suprayeccion.

Por lo tanto, f es una A-equivalencia. O

Proposicién 3.6 Sean X, Y dos grupos y f € Hom(X,Y). Entonces f es una
Z-equivalencia si y solo si f es un isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que f es una Z-equivalencia.

Veamos que f es un isomorfismo.

Sea y € Y. Definimos un homomorfismo ¢, : Z — Y tal que ¢,(n) = y",
para todo n € Z. Como f es una Z-equivalencia, existe un inico homomorfismo
@y + L — X tal que ¢, = f o ¢, para todo y € Y. Definimos g : ¥ — X tal
que g(y) = $y(1). Luego fog(y) = fo@y(l) = ¢y(1) =y = 1y (y) para todo
y € Y, lo cual implica que fog=1y.

Sea z € X. Definimos un homomorfismo v, : Z — X tal que ¢,(n) = z",
para todo n € Z. Entonces fot,(n) = f(2") = f(2)" = @f@)(n) = fods@)(n)
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para cada n € Z, por lo que f o, = @) = f o Ps) v por la unicidad de
Pf)s Yz = Pf(z) Para todo z € X. Luego go f(z) = g(f(2)) = ¢y)(1) =
¥z (1) = 2 = 1x(x) para todo = € X, lo cual implica que go f = 1x.

Por lo tanto, f es un isomorfismo.

Ahora, supongamos que f es un isomorfismo. Entonces, por la proposicién
anterior, f es una Z-equivalencia. O

Corolario 3.7 Todo grupo es Z-celular.

Demostracién. Sean G un grupo y f : X — Y una Z-equivalencia. Entonces,
por la proposicién anterior, f es un isomorfismo por lo que, por la proposicién
3.5(2), f es una G-equivalencia. Por lo tanto, G es un grupo Z-celular. O

Observamos que, por la proposicién 3.18, todo grupo es Z-generado y Z-
construible.

Proposicién 3.8 Sean X, Y y Z tres grupos, f € Hom(X,Y) y g € Hom(Y, Z).
(1) Sigof € Hom(X, Z) es A-inyectivo, entonces f también es A-inyectivo.
(2) Sigof € Hom(X, Z) es A-suprayectivo, entonces g también es A-supra-
yectivo.

Demostracién. (1) Supongamos que g o f € Hom(X, Z) es A-inyectivo. Luego
Hom(A, go f) = Hom(A, g) o Hom(A4, f) es inyectiva, por lo que Hom(A, f) es
inyectiva. Por lo tanto f es A-inyectivo.

(2) Supongamos que g o f es A-suprayectivo. Entonces Hom(A4,g o f) =
Hom(A, g) o Hom(A4, f) es suprayectiva, lo cual implica que Hom(A4, g) es supra-
yectiva. Por lo tanto g es A-suprayectivo. O

Corolario 3.9 Sean X, Y dos grupos y f € Hom(X,Y).

(1) Si f es una A-inyeccion entonces su correstriccion '+ X — f(X) tam-
bién es una A-inyeccion.

(2) Si f es una A-suprayeccidn entonces la inclusion j : f(X) = Y es una
A-equivalencia.

Demostracién. (1) Supongamos que f es una A-inyeccién. Como f = jo f’, por
la proposicién anterior, f’ es una A-inyeccién.

(2) Supongamos que f es una A-suprayeccién. Como f = jo f') por la
proposicién anterior, j es una A-suprayeccién. Ademds, j es una A-inyeccién
(pues es un monomorfismo). Por lo tanto, j es una A-equivalencia. O

Proposicién 3.10 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Si G es A-nulo
entonces H es A-nulo.

Demostracién. Sea ¢ € Hom(A, H). Como G es A-nulo e i o ¢ € Hom(A4,G)
(donde i : H < G es la inclusién), i o = 0. Luego, iop =io0 y como i es un
monomorfismo, ¢ = 0. Por lo tanto, Hom(A, H) =0y H es A-nulo. O
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Proposicién 3.11 Sea G un grupo.
(1) G es A-nulo si, y sélo sie: 1 — G es una A-equivalencia.
(2) G es A-nulo si, y sdlo si 1g : G — G es un homomorfismo A-trivial.
(3) e: 1 = G es una A-equivalencia si, y sélo si 1g : G — G es un homo-
morfismo A-trivial.

Demostracién. (1) Supongamos que G es A-nulo. Entonces, Hom(A,G) =0y
como Hom(A,1) = 0, Hom(A4,e) : Hom(4, 1) — Hom(A, G) es una biyeccién.
Por lo tanto, e es una A-equivalencia.

Supongamos que e : 1 — G es una A-equivalencia y sea ¢ € Hom(A4, G).
Luego, existe un tnico ¢ € Hom(A4, 1) tal que ¢ = eo ¢y como Hom(A4,1) =0,
®» =0 de donde ¢ = eo0 = 0. Por lo tanto, Hom(A4,G) =0y G es A-nulo.

(2) Supongamos que G es A-nulo y sea ¢ € Hom(A4, G). Como Hom(A4,G) =
0, ¢ = 0 por lo que Hom(A4, 15)(¢) = lg o = 1g o0 = 0. Por lo tanto, 15 es
un homomorfismo A-trivial.

Ahora, supongamos que 1lg : G — G es A-trivial. Entonces, h = lg o h =
Hom(A4, 1¢)(h) = 0 para todo h € Hom(A, G). Por lo tanto, Hom(4,G) =0y
G es A-nulo.

(3) Es consecuencia de (1) y (2). O

Proposicion 3.12 Sdlo el grupo trivial puede ser A-nulo y A-celular.

Demostracién. Ya sabemos que 1 es A-nulo y A-celular. Ahora, sea G un grupo
A-nulo y A-celular. Como G es A-nulo, por la proposicién anterior, e : 1 — G
es una A-equivalencia por lo que también es una G-equivalencia, pues G es A-
celular. Luego, por la proposicién anterior, G es G-nulo y se sigue que 15 = 0.
Por lo tanto, G = 15(G) = 0(G) = 1. O

Corolario 3.13 Si Z es un grupo A-celular entonces no es A-nulo.

Observaciéon 3.14 FEs falso que para cualesquiera dos grupos G y A, si G es
A-celular entonces A es G-celular.

Un ejemplo que nos ayuda a comprobar nuestra observacién es la siguiente
Proposicion 3.15 El grupo Zs es Z-celular, pero Z no es Zo-celular.

Demostracién. Sabemos, por el corolario 3.7, que Zs es Z-celular. Sin embargo,
Z no es un grupo Zs-celular pues Z es Zs-nulo:

Sea € Hom(Zs, Z). Entonces, ¢([0]) = 0 y (1)) + ¢([1]) = o([1] + [1]) =
©([0]) = 0, por lo que ¢([1]) = —¢([1]) ¥ ¢([1]) = 0. Por lo tanto, Z es Zg-nulo.
O

Una forma mas clara de escribir la demostracién de la proposicién 2.20 es la
siguiente:

Proposicion 3.16 Sean G un grupo y A un grupo perfecto. Si G es un grupo
A-celular, entonces G es un grupo perfecto.
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Demostracién. Supongamos que G es un grupo A-celular. Recordemos que, por
la proposicién 2.15, Ab(G) es G-celular por lo que Ab(G) también es un grupo
A-celular. Ademés, como A es perfecto y Ab(G) es abeliano tenemos que Ab(G)
es A-nulo. Luego, por la proposicién 3.12, Ab(G) es trivial y por lo tanto, G es
perfecto. O

Lema 3.17 Sean X, Y dos grupos y f € Hom(X,Y).

(1) Si f es un monomorfismo, entonces f es una A-equivalencia si y sdlo si
w(A) < f(X), para todo ¢ € Hom(A,Y).

(2) f es A-trivial si y sdlo si p(A) < ker f, para todo p € Hom(A, X).

(3) f es A-trivial si y sdlo si la inclusion i : ker f — X es una A-equivalen-
cia.

(4) i : ker f — X es una A-equivalencia si y sdlo si o(A) < ker f, para todo
» € Hom(4, X).

Demostracién. (1) Supongamos que f es un monomorfismo.

Supongamos que f es una A-equivalencia y sea ¢ € Hom(A,Y). Luego,
existe un dnico ¢ € Hom(A, X) tal que ¢ = fo, por lo que p(A) = fop(A) =
f(@(A)) < f(X). Por lo tanto, ¢p(A) < f(X) para todo ¢ € Hom(A,Y).

Supongamos que @(A4) < f(X), para todo ¢ € Hom(4,Y) y sea o €
Hom(A,Y). Entonces, a(A) < f(X)y f~*(a(A)) < X. Definimos un ho-
momorfismo & : A — X tal que &(a) = x, donde z es el tnico elemento
de f~!(a(a)). Luego f o &(a) = f(xz) = a(a) para toda a € A, por lo que
fod=ay fesuna A-suprayeccién. Ademds, f es una A-inyeccién (pues f es
un monomorfismo). Por lo tanto, f es una A-equivalencia.

(2) Supongamos que f es A-trivial y sea ¢ € Hom(A, X). Entonces, fop =0
por lo que f(p(A4)) =0(A) =1y ¢(A) < ker f. Por lo tanto, ¢(A) < ker f para
todo ¢ € Hom(4, X).

Ahora, supongamos que ¢(A) < ker f para todo ¢ € Hom(A, X). Luego,
fow(a) =1=0(a) para todo a € A y todo ¢ € Hom(A4, X) lo cual implica que
f o1 =0 para cada ¢» € Hom(A, X). Por lo tanto, f es A-trivial.

(3) Supongamos que f es A-trivial. Entonces, por (2), p(A) < ker f =
i(ker f) para todo ¢ € Hom(A, X). Por lo tanto, por (1), i es una A-equivalencia.

Supongamos que la inclusién i : ker f < X es una A-equivalencia. Por
(1), p(A) < i(ker f) = ker f para todo ¢ € Hom(A, X). Por lo tanto, por (2),
f: X =Y es A-trivial.

(4) Es consecuencia de (2) y (3). O

Proposicion 3.18 Sea G un grupo.
(1) St G es un grupo A-celular entonces es un grupo A-generado.
(2) Si G es un grupo A-generado entonces es un grupo A-construible.

Demostracién. (1) Supongamos que G es un grupo A-celular y sea f: X — Y
un homomorfismo A-trivial. Por el lema 3.17(3), 4 : ker f < X es una A-equi-
valencia y como G es A-celular, i también es una G-equivalencia. Luego, por
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el lema 3.17(3), f es un homomorfismo G-trivial. Por lo tanto, G es un grupo
A-generado.

(2) Supongamos que G es un grupo A-generado y sea X un grupo A-nulo.
Por la proposicién 3.11(2), 1x : X — X es un homomorfismo A-trivial y como
G es A-generado, 1x también es G-trivial. Entonces, por la proposicién 3.11(2),
X es G-nulo. Por lo tanto, G es A-construible. O

Proposicion 3.19 Sean X y Y dos grupos. Si f : X — Y es una A-equivalen-
cia entonces también lo es su restriccion f1 : f~YH(Z) — Z, para todo subgrupo
Z<Y.

Demostracién. Sea ¢ € Hom(A, Z). Como iop € Hom(A4,Y) (dondei: Z — Y
es la inclusién) y f es una A-equivalencia, existe un tnico ¢ € Hom(A4, X)
tal que i o p = fo1. Luego, f(1(A)) = iop(A) = p(A) < Z por lo que
P(A) < f71(Z). Como la correstriccion ¥y : A — f~1(Z) cumple que j o tp; =
Y (donde j : f~Y(Z) — X es la inclusién) y i o fi = f o j, tenemos que
iop=fotp=fojorhyy =iofro; de donde ¢ = f; o)y (pues i es un
monomorfismo).

Veamos que 1 es el inico homomorfismo que satisface la ultima condiciéon:

Sea 6 € Hom(A, f~1(Z)) tal que f; o = ¢. Entonces, tenemos que i 0 ¢ =
iofiof = fojofy, porlaunicidad de ¢, jof# =1. Como joy; =1 =506
y j es un monomorfismo, ¥ = 6. O

3.2 El subgrupo A-generado de GG

Ahora definiremos un grupo que, posteriormente, nos permitird caracterizar a
los grupos A-generados. Empezaremos por observar dos propiedades bésicas de
los grupos A-generados.

Proposicién 3.20 (1) Sean D una categoria y F : D — Grp un funtor. Si
F1I es A-generado para cada I € D y hﬂ[ FI existe, entonces hﬂ[ FI es A-ge-
nerado. En particular, el producto libre (coproducto) de grupos A-generados es
A-generado.

(2) Sean G un grupo y H 1G. Si G es A-generado, entonces G/H también
es A-generado. FEs decir, un cociente de un grupo A-generado es A-generado.

(3) Sean G un grupo y {G;}icr un conjunto de subgrupos A-generados de G
tales que G = (G; | i € I), entonces G es A-generado.

Demostracién. (1) Supongamos que FI es A-generado para cada I € D. Sean
G = li_rr>1IFI7 (o7 + FI — G)iep el cocono colimite de F, f: X — Y un
homomorfismo A-trivial y ¢ € Hom(G, X). Luego, f es FI-trivial para todo
I € D (pues FI es A-generado para cada I € D) y como w ooy € Hom(FI, X),
fowoor = Hom(FI, f)(poor) = 0 para todo I € D. Pero, fopoo; =
fopooyoFgparacadag : I — J € D (pues oy = oy o Fg para todo
g: 1 — JeD)ycomoG= ligrll F1I, existe un unico ¢ € Hom(G,Y) tal que
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Yooy = foywooyr para cada I € D. Observamos que f o ¢ y 0 satisfacen la
condicién anterior por lo que, por la unicidad de ¢, Hom(FI, f)(¢) = fop = 0.
Por lo tanto, f es G-trivial y G es A-generado.

(2) Supongamos que G es un grupo A-generado y sean f : X — Y un ho-
momorfismo A-trivial y ¢ € Hom(G/H, X ). Entonces, f también es G-trivial
de donde, por el lema 3.17(2), ¢(G) < ker f para todo ¢ € Hom(G, X). Como
Y om € Hom(G, X) (donde p : G — G/H es el homomorfismo cociente), tene-
mos que Y(G/H) = ¢ ow(G) < ker f. Por lo tanto, por el lema 3.17(2), f es
G/H-trivial y G/H es A-generado.

(3) Sean f: X — Y un homomorfismo A-trivial y ¢ € Hom(G, X). Luego,
f es G-trivial para todo ¢ € I, por lo que ¢(G;) < ker f para todo ¢ €
Hom(G;, X). Como ¢ o k; € Hom(G;, X) para cada i € I (donde k; : G; — G
es la i-ésima inclusion), ¥(G;) = ¥ o k;(G;) < ker f para todo ¢ € I por lo
que ¥(G) < ker f. Por lo tanto, por el lema 3.17(2), f es G-trivial y G es
A-generado.

Otra forma:

Sabemos, por (1), que *;c;G; es A-generado. Para ver que G es A-generado,
por (2), basta hallar un epimorfismo 7 : x;c;G; — G. Definiremos 7 a través
de la propiedad universal de *;c;G;.

Sea {k; : G; = G}icr la familia de las inclusiones. Entonces, por la propie-
dad universal de x;c;G;, existe un inico homomorfismo 7 : x;c;G; — G tal que
k; = 7o j; para todo ¢ € I (donde j; : G; — *;c1G; es el i-ésimo encaje). Como
todo g € *;c7G; no trivial tiene una factorizacion tnica de la forma g = g1 - - - gy,
(donde g; € Gy, g1 # 1 € i1 # i141), €l homomorfismo 9 : x,c1G; — G tal que
(g) = o192+~ gn) = k1 (g1)ka(g2) -+ kn(gn) satisface que k; = 1 o j; para
cada ¢ € I. Por la unicidad de m, ¥ = 7.

Por dltimo, veamos que 7 es suprayectivo:

Sea g € G = (G; | i€ I). Luego, g = gy g5* - -- g2 con gs € J;c; Gi- Como
Im(m) < G, para ver que g € Im(7) basta demostrar que g1, ga, . .., gs € Im(m).

Como g1 € Gr, g1 = ki (g1) = m04jr(91) = 7(g1), g1 € Im(m). Andlogamente,
92, --,9s € Im(m). O

Definicién 3.21 Definimos genaG := (A | ¢ € Hom(A4, G)).
Dos caracteristicas del grupo definido son las siguientes:
Lema 3.22 Para todo grupo G, gen oG es un subgrupo A-generado de G.

Demostracién. Sea ¢ € Hom(A,G). Por el primer teorema de isomorfismo,
pA = A/kerp y como A es un grupo A-generado, por la proposicién 3.20(2),
A es un grupo A-generado. Por lo tanto, ¢ A es un grupo A-generado para todo
» € Hom(A, G) y, por la proposicién 3.20(3), gen 4G es un grupo A-generado.

Otra forma:

Ahora, buscamos definir un epimorfismo ¢ : x,ctom(a,q) Ay — genaG (don-
de A, es una copia de A para cada ¢ € Hom(A, G)). Primero observamos que
para cada ¢ € Hom(A, G), existe un epimorfismo 0, : A, — @A tal que 6,(a) =
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¢(a) paratodo a € Ay, por lo que tenemos un epimorfismo 6 : x,cHom(a,q) Ay —
*peHom(A,0)PA tal que O(araz---a,) = pi(ar)p2(az) - pn(a,) (donde a, €
Awna an 7é 1 ey 7& Lpk-i-l)'

Ahora, definiremos un homomorfismo 7 : *,ctom(a,q)PA — genaG a través
de la propiedad universal de *,ecnom(a,q)PA:

Sea {f, : ¢A = genaG}ocrom(a,c) la familia de las inclusiones. Luego,
por la propiedad universal de *,cHom(4a,q)PA, existe un tinico homomorfismo
1 : *peHom(A,G)PA — genaG tal que f, = 1o j, para todo ¢ € Hom(A,G)
(donde ji, : @A = *p,cHom(4,6)PA es el p-ésimo encaje).

Como € : xpcHom(A,c)PA — genaG tal que e(p1(ai)pz2(az) - on(an)) =
For(@1(00) oa(2(02)) -+ F, (n(an)) satisface que f, = € 0 j, para todo i €
Hom(A, @), por la unicidad de 7, € = 1.

Veamos que 7 es suprayectivo:

Sea z € genaG = (pA | ¢ € Hom(A,G)). Entonces, z = 7057 - - b con
bn € Upetom(a,q) PA Y Bn = +1,—1. Como Im(n) < genaG, para ver que
z € Im(n) basta ver que by, ba, ..., b, € Im(n).

Como b; € p,A, b1 = f,,(b1) =n0j,, (b1) =n(b1) € Im(n). Analégamente,
ba, ..., by € Im(n). Por lo tanto, z € Im(v).

Luego, 1 :=n 00 : *,cHom(A,6)Ap — genaG es un epimorfismo por lo que
9enAG = x,ctom(A,q)Ap/ ker ¢ es A-generado. O

Por el lema anterior, llamaremos a gen oG el subgrupo A-generado de G.
Proposicion 3.23 Para todo grupo G, genaG < G.

Demostracién. Sea g € G. Como g tp(A)g = i,(p(A4)) =iy 0 p(A) < genaG
para todo ¢ € Hom(A4,G), g1 (genaG)g < genaG para todo g € G. Por lo
tanto, genaG < G. O

Ahora observamos que como consecuencia del lema 3.17 tenemos la siguiente

Proposicion 3.24 Sean X y Y dos grupos.

(1) Para todo monomorfismo f € Hom(X,Y), f es una A-equivalencia si y
sdlo si genaY < f(X).

(2) Para todo f € Hom(X,Y), f es A-trivial si y sdlo si genaX < ker f.

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos el siguiente

Corolario 3.25 Sea G un grupo.
(1) La inclusion i : genaG — G es una A-equivalencia.
(2) El homomorfismo cociente p: G — G/genaG es A-trivial.

Demostracién. (1) Como ¢ es un monomorfismo y genaG < genaG = i(genaG),
por la proposicién anterior, i es una A-equivalencia.

(2) Como genaG < genaG = kerp, por la proposicién anterior, p es A-tri-
vial. O

La siguiente proposicién nos permite caracterizar a los grupos A-generados
vy a genaG, para todo grupo G.
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Proposicién 3.26 (1) Un grupo G es A-generado si y sdlo si G = genaG.

(2) genaG es el minimo subgrupo normal N de G tal que el homomorfismo
cociente G — G /N es A-trivial.

(3) genaG contiene a cualquier subgrupo A-generado de G.

Demostracién. (1) Supongamos que G es un grupo A-generado. Luego, el ho-
momorfismo cociente p : G — G/genaG es G-trivial (pues, por el corolario
anterior, sabemos que p es A-trivial) y como 1 € Hom(G, G), po 1g = 0 por
lo que genyG = 0(h) = polg(h) = p(h) = hgenaG. Entonces h € genG para
todo h € G y, por lo tanto, G = genG.

Supongamos que G = genaG. Como genaG es A-generado (lema 3.22), G
es A-generado.

(2) Ya sabemos que el homomorfismo cociente p : G — G/genaG es A-tri-
vial. Ahora, sea M < G tal que el homomorfismo cociente 7 : G — G/M es
A-trivial. Luego, genaG < kert = M.

(3) Sea H un subgrupo A-generado de G. Entonces, H = genaH < genaG
pues todo homomorfismo que va de A a H también va de A a G. g

Proposicion 3.27 Sean X, Y y G tres grupos.

(1) Para todo f € Hom(X,Y), f(genaX) es un subgrupo A-generado de Y
y f(genaX) C genaY.

(2) Para todo f € End(G), f(genaG) C genaG.

(3) genaG es un subgrupo caracteristico de G.

Demostracién. (1) Sean f € Hom(X,Y) y f1 : genaX — Y su restriccién.
Entonces, por el primer teorema de isomorfismo, f(genaX) = fi(genaX) =
genaX/ker fi y como gensX es un grupo A-generado, por la proposicién
3.20(2), f(genaX) es un subgrupo A-generado de Y. Ademds, por la pro-
posicién anterior, f(gensX) C genaY.

(2) Es consecuencia de (1).

(3) Se sigue de (2). O

Observamos que, si denotamos por A-gen a la subcategoria plena de Grp
conformada por los grupos A-generados y por genaf : genaX — genaY a la
restriccién de f, obtenemos un funtor gen s : Grp — A-gen tal que la familia
de inclusiones (ig : genaG — G)gearp €s una transformacién natural de gen
al funtor identidad 1gyp.

Proposicion 3.28 El funtor geny : Grp — A-gen es adjunto derecho del fun-
tor inclusion j : A-gen — Grp.

Demostracién. Sean G un grupo A-generado, H un grupo y ¢ € Hom(G, H).
Por la proposicién anterior, o(G) = p(genaG) C genaH por lo que genap €
Hom(G, genaH) tal que g — ©(g) satisface que ¢ = iy o genap. Entonces
ig es una G-suprayeccién y como iy es un monomorfismo, iy también es una
G-inyeccion. Por lo tanto iy es una G-equivalencia y genap : G — genaH es
el inico homomorfismo en Hom(G, gen 4 H) que satisface ¢ =iy o gena¢.
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Asi tenemos que existe una transformacion natural i : j o geng — lggp tal
que para cada G € A-gen, H € Grp y ¢ € Hom(j(G), H), existe un tnico
genap € Hom(G, gena H) tal que ¢ =i o j(genayp). O

Proposicién 3.29 Sean Y un grupo, (Zn,+) y f € Hom(Z,,Y). Entonces f
es una Ly-equivalencia si y solo si f es un monomorfismo y geng, Y < f(Zy).

Demostracién. Supongamos que f es una Z,-equivalencia.

Veamos que f es un monomorfismo.

Sean a,b € Z, tales que f(a) = f(b). Definimos los homomorfismos 6, :
Ly — 2Ly tal que © — z4+ay Oy : Z, — Z, tal que x — x + b. Luego
fobu(x) = f(x+a) = f(x)f(a) = F()f(b) = f(x+) = f o 0y(x) para todo
& € Zny, por lo que fofl, = fob, y como f es una Z,-inyeccién, 6, = 0 lo
cual implica que a = 0+ a = 0,(0) = 6,(0) = 0+ b = b. Por lo tanto, f es un
monomorfismo.

Sea ¢ € Hom(Z,,Y). Entonces, como f es una Z,-equivalencia, existe un
unico ¢ € Hom(Z,,, Z,,) tal que ¢ = fog, porlo que p(Z,) = fop(Zy,) < f(Zy)
para todo ¢ € Hom(Z,,Y). Por lo tanto genz, Y < f(Zy).

Ahora, supongamos que f es un monomorfismo y que genz, Y < f(Z,). Por
lo tanto, por la proposicién 3.24(1), f es una Z,-equivalencia. (]

Proposicion 3.30 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f: X =Y es una A-equivalencia.
(2) La restriccion f1: genaX =Y de f es una A-equivalencia.
(3) genaf : genaX — genaY es una A-equivalencia.

Demostracién. (1) = (2) Supongamos que f es una A-equivalencia. Como
i:gena X — X es una A-equivalencia, f; = f o es una A-equivalencia.

(2) = (1) Supongamos que f; es una A-equivalencia y sea ¢ € Hom(A,Y).
Entonces, existe un tnico ¢ € Hom(A, gen,X) tal que ¢ = fi o9 = foio.
Por lo tanto, existe i o ¢ € Hom(A, X) tal que ¢ = f o (i o).

Sea 0 € Hom(A, X) tal que ¢ = fof. Como 0(A) < gensX, 0 =iokot
(donde ¢ : A — 6(A) es la correstriccién de 6 y k : 0(A) — genaX es la
inclusién) por lo que p = fof = foioko® = fiokof y, por la unicidad de
Y, ko® =1). Por lo tanto, § =i 0.

(3) = (2) Supongamos que gen 4 f es una A-equivalencia. Como la inclusién
j:genaY — Y es una A-equivalencia, fi = j o gena f es una A-equivalencia.

(2) = (3) Supongamos que f; es una A-equivalencia.

Sea ¢ € Hom(A,genaY). Luego, j oy € Hom(A,Y) por lo que existe un
tinico ¥ € Hom(A, genaX) tal que jop = fi o1 = jogenafot. Como j es
un monomorfismo, ¢ = gena f o

Sea § € Hom(A,genaX) tal que ¢ = genaf o #. Entonces, tenemos que
jop=jogenafof= f;o0. Por lo tanto, por la unicidad de ¢, 8 = 1. O

Observamos que la proposicién anterior sigue siendo vélida, si al enunciarla
sustituimos el término A-equivalencia por A-inyeccién.
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Proposicion 3.31 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f: X =Y es una A-inyeccion.
(2) La restriccion f1 : genaX —'Y de f es una A-inyeccion.
(3) genaf : genaX — genaY es una A-inyeccion.

Demostracién. (1) = (2) Supongamos que f es una A-inyeccién. Como i es
una A-inyeccién, f; = f o1 es una A-inyeccidn.

(2) = (3) Supongamos que f; es una A-inyeccién. Como f; = j o genaf,
gena f es una A-inyeccién.

(3) = (1) Supongamos que genaf es una A-inyeccién y sean @i,ps €
Hom(A, X) tales que fow; = fops. Como p; = 10kyo@]y po =
i0koowh (donde ) : A — p1(A), s : A — wo(A) son las correstricciones
v k1 :p1(A) = gena X, ko : p2(A) — gena X son las inclusiones), tenemos que
fiokiop) = foiokiop| =foiokyoywy,=froksophycomo fi es una
A-inyeccién (pues j y genaf son A-inyecciones), ki o ¢} = ko o ¢} por lo que
1 = . Por lo tanto, f es una A-inyeccién. O

Proposicion 3.32 Sean G y Y dos grupos. Si G es A-generado entonces
gengY < genaY.

Demostracién. Como el homomorfismo cociente p : Y — Y/genY es A-trivial
y G es A-generado, p es G-trivial. Por lo tanto, por la proposicién 3.26(2),
gengY < genaY. O

Proposicién 3.33 Sean G, X y Y tres grupos, y f € Hom(X,Y'). Entonces,

(1) G es A-generado si y sélo si toda A-equivalencia inyectiva es una G-e-
quivalencia.

(2) Si f es A-suprayectivo entonces la inclusion j : f(X) = Y es una G-e-
quivalencia, para todo grupo A-generado G.

(3) Si f es A-suprayectivo y X es A-generado, entonces la inclusion j :

f(X) =Y esuna f(X)-equivalencia.

Demostracién. (1) Supongamos que G es A-generado y sea g : W — Z u-
na A-equivalencia inyectiva. Entonces, por la proposicién anterior, gengZ <
genaZ y como g es una A-equivalencia inyectiva, por la proposicién 3.24(1),
gengZ < genaZ < g(W). Por lo tanto, por la proposicién 3.24(1), g es una
G-equivalencia.

Ahora, supongamos que toda A-equivalencia inyectiva es una G-equivalen-
cia. Luego, i : genyG — G es una G-equivalencia (pues i es una A-equivalencia
inyectiva) y como 1¢ € Hom(G, G), existe un dnico ¢ € Hom(G, gensG) tal
que 1g = 101 por lo que g = 1g(g) = i o ¥(g) = ¥(g) € genaG, para todo
g € G. Por lo tanto, gensG = G y G es A-generado.

(2) Supongamos que f es A-suprayectivo y sea ¢ € Hom(A4,Y). Entonces
existe un 1 € Hom(A, X) tal que ¢ = foyp =jo f' o) (donde f': X — f(X)
es la correstriccién de f), lo cual implica que j es una A-suprayeccién. Ademds,
como j es un monomorfismo, j es una A-inyeccién. Por lo tanto, j es una
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A-equivalencia inyectiva y, por (1), j es una G-equivalencia para todo grupo
A-generado G.

(3) Como X es A-generado y f(X) = X/ker f, f(X) es A-generado. Por
(2), j: f(X) =Y es una f(X)-equivalencia. O

Corolario 3.34 Sean X y Y dos grupos y f € Hom(X,Y). Si f es A-supra-
yectivo entonces la inclusion j : f(X) <= Y es una G-equivalencia, para todo
grupo A-celular G.

3.3 El subgrupo A-construible de G
Primero veamos algunas propiedades de los grupos A-construibles.

Proposicién 3.35 Sean X un grupo y N < X.

(1) Si G es N-nulo y X/N-nulo, entonces también es X -nulo.

(2) Si N y X/N son A-construibles, entonces X es A-construible.

(3) Si X es A-construible, entonces X/N es A-construible.

(4) Sean D una categoria y F : D — Grp un funtor. Si FI es A-construible
para cada I € D y ligl FI existe, entonces liénl F1I es A-construible. En parti-
cular, el producto libre (coproducto) de grupos A-construibles es A-construible.

(5) Sea X =(X; | i€ I). Si X; es A-construible para cada i € I, entonces
X es A-construible.

Demostracion. (1) Sea ¢ € Hom(X,G). Como G es N-nulo y pok € Hom(N, G)
(donde k : N < X es la inclusién), ook = 0 por loque 1 = 0(N) = pok(N) =
©(N). Entonces N < ker ¢ y, por el primer teorema de isomorfismo, existe un
tnico ¢ € Hom(X/N, G) tal que ¢ = ¢op (donde p : X — X/N es el homomor-
fismo cociente). Pero G es X/N-nulo, lo cual implica que ©) =0y ¢ = 0op = 0.
Por lo tanto, G es X-nulo.

(2) Sea G un grupo A-nulo. Como N y X/N son A-construibles, G es N-nulo
y X/N-nulo. Luego, por (1), G es X-nulo. Por lo tanto, X es A-construible.

(3) Sean G un grupo A-nuloy ¢ € Hom(X/N,G). Como X es A-construible,
G es X-nulo por lo que p op = 0 (donde p : X — X/N es el homomorfismo
cociente). Entonces 1 = 0(z) = ¢ o p(x) = p(xN), lo cual implica que ¢ = 0.
Por lo tanto, G es X/N-nulo y X/N es A-construible.

(4) Sean G := lim, T, (o1 : FI — G)1ep €l cocono colimite, X un grupo
A-nulo y ¢ € Hom(G, X). Como FI es A-construible para cada I € D, X es
un grupo F'I-nulo para todo I € D por lo que ¢ o oy = 0 para todo I € D.

Como wooy =pooyoFg, paratodog: [ — JEDyG:thFI, existe
un tdnico ¢ € Hom(G, X) tal que ¢ o o7 = ¢ o o para cada I € D. Pero, ¢ y 0
satisfacen la condicién anterior de donde, por la unicidad de ¢, ¢ = 0. Por lo
tanto, X es un grupo G-nulo y G es un grupo A-construible.

(5) Supongamos que X; es A-construible, para cada ¢ € I y sean G un grupo
A-nulo y ¢ € Hom(X,G). Entonces G es X;-nulo para todo i € I, lo cual
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implica que ¢ 0 j; = 0 = 00 j; (donde j; : X; < X es la i-ésima inclusién) y
como j; es un monomorfismo, ¢ = 0. Por lo tanto, G es X-nulo. O

A continuacién definimos un grupo que nos ayudard a caracterizar a los
grupos A-construibles.

Definicién 3.36 Sea G un grupo. Definimos una sucesion ascendente de sub-
grupos caracteristicos (ver proposicion 3.38) A;(G) de G para todo ordinal i,
como Sigue:

(a) Ag(G) = genaG.

(b) Si B =a+1, Ag(G) es la preimagen en G de gena(G/A(G)), es decir,
As(G) = p3t(gena(G/AL(R))) (donde po : G — G/ AL(G) es el homomorfis-
mo cociente).

(c) Si B es un ordinal limite, Ag(G) = ;.5 Ai(G).

Observamos que el proceso que utilizamos para definir a los Ag(G) even-
tualmente se estaciona pues:
(1) Tenemos una sucesién ascendente de subgrupos de G

Ao(G) < A1(G) < A2(G) <

(2) Sélo hay un conjunto de subgrupos de G.
(3) Si An(G) = Aa41(G) entonces A, (G) = A,(G), para todo v > «.

Definicién 3.37 Definimos conaG =g As(G).

Proposicién 3.38 Para todo ordinal 8, Ag(G) es un subgrupo caracteristico

de G.

Demostracién. Ya sabemos que Ay (G) = gen4(G) es un subgrupo caracteristico
de G.

Ahora, supongamos que A, (G) es un subgrupo caracteristico de G. Como
Ao (G) € Au11(G) < Gy Apt1(G)/ Aa(G) = gena(G/A,(G)) es un subgrupo
caracteristico de G/ A, (G), concluimos que A,+1(G) es un subgrupo caracte-
ristico de G.

Sea 8 un ordinal limite y supongamos que A,(G) es un subgrupo carac-
teristico de G, para todo i < . Como Ag(G) = UK{,A( ), f(AB(Q)) =

fUicp Ai(@) = Uicp [(A(G)) < Ui Ai(G) = Ag(G) para todo f €
Aut(G). Por lo tanto, Ag(G) es un subgrupo caracteristico de G. O

Corolario 3.39 Para todo ordinal B, Ag(G) < G.
Demostracién. Como todo subgrupo caracteristico de GG es un subgrupo normal

de G y Ag(G) es un subgrupo caracteristico de G para todo ordinal 3, conclui-
mos que Ag(G) < G para todo ordinal 5. O

Proposicién 3.40 Para todo ordinal 3, Ag(G) es A-construible.
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Demostracién. Como Ag(G) = genaG es A-generado, por la proposicién 3.18,
Ag(G) es A-construible.

Supongamos que A, (G) es A-construible. Como A,4+1(G)/Ax(G) es un
grupo A-generado (pues Ay+1(G)/Ax(G) = gena(G/AL(G))), por la proposi-
ci6n 3.18, también es A-construible. Por lo tanto, por la proposicién 3.35(2),
Aa+1(G) es A-construible.

Sea 8 un ordinal limite y supongamos que para todo i < 3, A;(G) es A-
construible. Como Ag(G) = ;5 Ai(G), por la proposicién 3.35(5), As(G) es
A-construible. O

Corolario 3.41 El subgrupo con oG es A-construible.

Demostracién. Como Ag(G) es A-construible para todo ordinal 5y conaG =
UB Ag(G), por la proposicién 3.35(5), conaG es A-construible. O

Lema 3.42 Sean 8 un ordinal limite cuya cofinalidad es mayor que |A|, G un
grupo, M; un subgrupo normal de G para cada i < B tal que para i < j tenemos
que M; < M;, M := ;s M; yn € Hom(A,G/M). Entonces ezxisten o :=
ap < B yp:=p, € Hom(A,G/M,) tal que n =Topu, donde 7: G/My — G/M
proviene de la inclusion My, < M.

Demostracién. Para cada a € A elegimos un representante pg(a) € G de la clase
lateral de n(a), de manera que n(a) = po(a)M. Como para cualesquiera a,b € A,
n(ab) = n(a)n(b) tenemos que pg(ab)M = [ug(a)M][po(b)M] = po(a)po(b)M vy,
por consiguiente, que jo(b) "1po(a)"tuo(ab) € M para cualesquiera a,b € A.

Definimos la funcién f: Ax A — M tal que f(a,b) = po(b) " po(a) 1o (ab)
para cada (a,b) € A x A, es decir, po(ab) = po(a)po(b) f(a,b) para cada (a,b) €
Ax A. Como f(a,b) € M =J,_5 M; para todo (a,b) € Ax A, existe ) < B
tal que f(a,b) € M,,, ,, para todo (a,b) € A x A.

Sea a = sup{a(u) | (a,0) € A x A}. Luego, {a(ap | (a,b) € A x A}| <
|A x A] < ¢f(B) porque si A es finito, |[A x A| < ¢f(B8) y si A es infinito,
|A x A| < |A| < ¢f(B) por hipétesis. Entonces, a < 8y f(a,b) € M,, para
cada (a,b) € A x A.

Ahora, definamos una funcién pu: A — G/M,, tal que p(a) = po(a)M,.

Veamos que p es un homomorfismo:

Sean a,b € A. Luego, p(a)u(b) = [uo(a)Ma][po(b)Ma] = pro(a)po(b)Me =
to(a)pio(b) f(a, b) Mo = po(ab) Mo = p(ab). Por lo tanto, pu(a)u(b) = p(ab) para
cualesquiera a,b € A.

Ademds, [po(e)Ma]lpo(e)Ma] = po(e)po(e)Ma = pole)pole) f(e, )Mo =
pio(ee) Mo, = po(e) My por lo que p(e) = po(e) My = M.

Por lo tanto, p es un homomorfismo.

Finalmente, como Tou(a) = 7(uo(a)My) = po(e)M = n(a) para todo a € A,
Topu=m. 0

Proposicién 3.43 Sea 8 un ordinal limite cuya cofinalidad es mayor que |A|.
Entonces, G/ Az(G) es A-nulo.



60 CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LA CUBIERTA A-CELULAR

Demostracién. Sea ¢ € Hom(A, G/ Ag(G)). Luego, por el lema anterior, existen
a< fyue€ Hom(A G/AL(G)) tales que ¢ = 7o u, donde 7 : G/AL(G) —
G/Ap(G) proviene de la inclusién A, (G) < Ag(G). Como Ayt1(G) es igual a
pat(gena(G/AL(G))) (donde p, : G — G/ A(G) es el homomorfismo cocien-
te), tenemos que p(A) < gena(G/AL(G)) = Aat1(G)/Aa(G). Pero a+1 < 3,
pues @ < 3y B es un ordinal limite, por lo que A,+1(G) < Ag(G) y, por con-
siguiente, u(A4) < Ag(G)/A(G). Entonces, p(a) = 7o p(a) = 7(ngA.(G)) =
ngAg(G) = Ag(G) = 0(a) para todo a € A. Por lo tanto, ¢ =0y G/ Ag(G) es
A-nulo. O

Proposicién 3.44 Sea 8 un ordinal limite cuya cofinalidad es mayor que |A|.
Entonces, Ag(G) = A,(G) para todo v > .

Demostracién. Sabemos que si 8 es un ordinal limite cuya cofinalidad es mayor
que |A|, G/Ag(G) es A-nulo. Como Agy1(G) = pEl[genA(G/Ag(G))], tenemos
que Ap11(G)/Ag(G) = gena(G/Ap(G)) = 1. Por lo tanto, Ag+1(G) = As(G).

Por lo tanto, A,(G) = Ag(G) para todo v > . O

La siguiente proposicién caracteriza a los grupos A-construibles y a consG.

Proposicién 3.45 (1) G es A-construible si y solo si G = conaG.
(2) conaG es el minimo subgrupo normal N de G tal que G/N es A-nulo.
(3) conaG contiene a cualquier subgrupo A-construible de G.

Demostracién. (1) Supongamos que G = con4G. Como conaG es A-construi-
ble, concluimos que G es A-construible.

Supongamos que G es A-construible y sea S un ordinal limite cuya cofi-
nalidad es mayor que |A|. Sabemos, por la proposicién 3.43, que G/ Ag(G) es
A-nulo y como G es A-construible, G/ Ag(G) es G-nulo por lo que el homomor-
fismo cociente m : G — G/ Ag(G) es igual a 0. Luego, A3(G) = 0(G) =7(G) =
G/Ap(QG) y, por lo tanto, G = Ag(G).

S6lo nos resta ver que conaG = Ag(G) lo cual es inmediato de la proposicién
anterior y la definicién de conG.

(2) Ya vimos en (1) que G/conaG es A-nulo. Ahora, sea K < G tal que
G/K es A-nulo. Como consG es A-construible, G/K es conaG-nulo por lo
que poi = 0 (donde i : conaG — G es la inclusién y p : G — G/K es el
homomorfismo cociente). Por lo tanto, con,G < K.

(3) Sea H un subgrupo A-construible de G. Como G/conaG es A-nulo,
G/consG es H-nulo lo cual implica que moj = 0 (donde j : H < G es la
inclusién y m# : G — G/consG es el homomorfismo cociente). Por lo tanto,
H < conaG. O

Proposicién 3.46 Para todo f € Hom(X,Y), f(conaX) es un subgrupo A-
construible de Y y f(conaX) C conaY .
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Demostracién. (1) Sean f € Hom(X,Y) y f1 : conaX — Y su restriccion.
Entonces, por el primer teorema de isomorfismo, f(consX) = fi(conaX) =
conaX/ker fi y como consX es un grupo A-construible, por la proposicién
3.35(3), f(conaX) es un subgrupo A-construible de Y. Ademds, por la propo-
sicién anterior, f(conaX) C conaY. O

De esta forma, si denotamos por A-con a la subcategoria plena de Grp con-
formada por los grupos A-construibles y por conaf : cona X — conaY a la
restriccién de f, obtenemos un funtor con s : Grp — A-con tal que la familia de
inclusiones (ig : conaG — G)Geg,«p es una transformacién natural entre cony4
y el funtor identidad 1gyp.

Proposicion 3.47 El funtor con s : Grp — A-con es adjunto derecho del funtor
inclusion j : A-con — Grp.

Demostracién. Sean G un grupo A-construible, H un grupo y ¢ € Hom(G, H).
Por la proposicién anterior, o(G) = ¢(conaG) C conaH por lo que conap €
Hom(G,conaH) tal que g — ¢(g) satisface que ¢ = ig o conap. Entonces
iy es una G-suprayeccién y como iy es un monomorfismo, iy también es una
G-inyeccién. Por lo tanto iy es una G-equivalencia y conap : G — cona H es
el tinico homomorfismo en Hom(G, con 4 H) tal que ¢ =iy o cona¢.

Asf tenemos una transformacién natural ¢ : j o cona — lgpp tal que para
todo G € A-con, H € Grp y ¢ € Hom(j(G), H) existe un dnico conap €
Hom(G, cons H) tal que ¢ =g o j(conap). O

3.4 A-inyeccion y A-equivalencia

Proposicién 3.48 Sean X,Y dos grupos y f € Hom(X,Y). Entonces, [ es
una A-inyeccion si y sdlo si ker f es A-nulo y [gena X, ker f] = 1.

Demostracién. Supongamos que f es una A-inyeccién y sea ¢ € Hom(A, ker f).
Como j o ¢ € Hom(A, X) (donde j : ker f < X es la inclusién) y fojop =
0 = fojo0 tenemos que ¢ = 0, pues f o j es una A-inyeccién. Por lo tanto,
ker f es A-nulo.

Ahora, sean 1) € Hom(4, X) y k € ker f. Como foirotp(a) = f(k~ 1 (a)k) =
f(k)~ f((a) f(k) = f o(a) para todo a € A, foirotp = f o porlo que
ir 0 = 1, pues f es una A-inyeccién. Por lo tanto, [0 A, ker f] = 1 para todo
¥ € Hom(A, X) y [gena X, ker f] = 1.

Supongamos que ker f es A-nulo y que [gena X, ker f] = 1, y sean 91,15 €
Hom(A, X) tales que f oy = fo1y. Ahora, definimos una funcién ¢ : A — X
tal que (a) = 11 (a)b2(a)~!, para todo a € A.

Veamos que 1) € Hom(A, ker f):

Como f(1(a) = F(tr(a)a(a)Y) = [Fotbi(@)][f o vala V)] = [foua(@)][fo
Po(a™H)] = foa(aa™t) = foy(l) = 1 para todo a € A, ¥(a) € ker f para
todo a € A.
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Como 11 4,12 A < geny X y [gena X, ker f] = 1, tenemos que [ A, ker f] =
1y oA ker f] = 1. Luego, vemos que ¢ (a)y(b) = 1(a)ia(a)” 4 (b) =
P1(@b(O)a(a) " = Pr(@)dr () (b) " pa(a) " = Y1 (ab)a(ab) ! = y(ab) pa-
ra cualesquiera a,b € A (pues ¥(b) € ker f). Por lo tanto, ) € Hom(A, ker f).

Ahora, como ker f es A-nulo y ¥ € Hom(A4, ker f), tenemos que ¢ = 0 de
donde 1 = 0(a) = ¥(a) = ¥1(a)a2(a)~t y ¢1(a) = 12(a), para todo a € A. Por
lo tanto, ¥1 = 1 y f es una A-inyeccion. O

Corolario 3.49 Para todo f € Hom(X,Y), f es una A-equivalencia si y sélo
si f es A-suprayectivo, ker f es A-nulo y [gena X, ker f] = 1.

Proposicién 3.50 Para todo f € Hom(X,Y), si f es una A-inyeccidn enton-
ces [gena X, f~1(Cy (genaY))] =

Demostracién. Sean f € Hom(X,Y) una A-inyeccién, z € f~1(Cy(genaY))
vy ¥ € Hom(A, X). Como f(z ) € Cy(genaY)y foyp(A) < genaY, foi,o
Y(a) = f(z7(a)2) = f(2)7 f(W(a)f(2) = f(2)7'f(2)f(¥(a)) = [o(a)
para todo a € A. Luego, foi,ot® = fo1 y como f es una A-inyeccion,
i, 01 = 1 para todo 1 € Hom(A4,X) y todo z € f~1(Cy(genaY)). Por lo
tanto, 1 = [p(A), z] para cualesquiera ¢ € Hom(A, X) y z € f~1(Cy(genaY)),
de donde 1 = [gena X, f~1(Cy (genaY))). O

Proposicién 3.51 Para toda A-inyeccion f € Hom(X,Y), si X es A-generado
entonces f~H(Z(fX)) = Z(X) yker f < Z(X).

Demostracién. Sea f € Hom(X,Y) una A-inyeccién y supongamos que X es
A-generado. Luego, X = genaX y por la proposicién 3.48, [X, ker f] = 1. Por
lo tanto, ker f < Z(X).

Ahora veamos que f~Y(Z(fX)) = Z(X):

Sean a € Z(X) y y € fX. Entonces, existe z € X tal que y = f(x) y como
ar = za, f(a)y = f(a)f(z) = f(ax) = f(za) = f(z)f(a) = yf(a). Porlo tanto,
ae [HZ(X)) y 2(X) < fHZ(FX)).

Sean b€ f~HZ(fX))y x € X. Luego, f(b) € Z(fX) por lo que f(b)f(x) =
F(2)f(b), de donde f(z) = f(b) " f(2)f(B) = F(b 1ab) = f o ip(x). Enton-
ces, folx = f = foi, y como f es una A-inyeccién, 1x = i,. Luego,
r = 1x(z) = ip(z) = b~1ab por lo que bz = zb. Por lo tanto, b € Z(X) y
FHZ(FX)) < Z(X).

Otra forma de demostrar lo anterior es la siguiente:

Observamos que, por el corolario 3.9(1), podemos suponer que f es suprayec-
tivo. Ademds sabemos, por la proposicién 3.50, que [X, f~1(Cy(genaY))] =1
Como X es A-generado, f(X) = Y es A-generado por lo que genaY =Y
v 1= [X, [ YCy (V)] = [X, [ H(Z(V))] = [X, f(Z(fX))]. Por lo tanto,
FU2(fX) < 2(X). O

Proposicién 3.52 Sean f € Hom(X,Y) una A-equivalencia y N < A.
(1) Siker f es N-nulo, f es una A/N-equivalencia.
(2) Si N es A-construible, f es una A/N -equivalencia.
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Demostracién. (1) Supongamos que ker f es N-nulo.

Sean 1,2 € Hom(A/N, X) tales que f op; = f ows. Luego, fop;op=
fowoop (donde p: A — A/N es el homomorfismo cociente) y como f es una
A-inyeccién, @1 0p = @q0p por lo que 1 = o (pues p es un epimorfismo). Por
lo tanto, f es una A/N-inyeccién.

Sea ¢ € Hom(A/N,Y). Entonces, ¢ o p € Hom(A,Y) y como f es una
A-equivalencia, existe un unico 9 € Hom(A, X) tal que foy = pop.

Ahora, veamos que N < ker ¢:

Sean € N. Luego, fo(n) =popn)=p(N)=1 por lo que ¥(n) € ker f
para todo n € N, es decir, ¥(N) < ker f. Pero como Hom(N,ker f) = 0,
¥(n) = 1 para todo n € N. Por lo tanto, N < ker.

Por el primer teorema de isomorfismo, existe un tinico ¢ € Hom(A/N, X)
tal que ¢ = zﬁop, por lo que pop = foh = fovf;op y como p es un epimorfismo,
p=fo 1[) Por lo tanto, f es una A/N-suprayeccién.

(2) Supongamos que N es A-construible. Como f es A-inyectivo, por la
proposicién 3.48, ker f es A-nulo lo cual implica que ker f es N-nulo. Por lo
tanto, por (1), f es una A/N-equivalencia. O

Proposicién 3.53 Sea f € Hom(X,Y) una A-equivalencia.

(1) Si ¢ € Hom(A,Y) y ¢ € Hom(A, X) es su levantamiento, entonces
[~ (Z(pA)), A] < ker.

(2) Si N es un subgrupo normal de A, entonces f es una A/[A, N|-equiva-
lencia.

Demostracién. (1) Basta con demostrar que para todo a € =1 (Z(pA)), Yoi, =

P:

Sean a € 91 (Z(pA)) y b € A. Luego, ¢(a) € Z(pA) por lo que p(a)p(b) =
2(b)p(a), de donde p(b) = p(a) Lp(b)p(@) = p(a 'ba) = @ 0 ia(b). Por lo
tanto, o = poi, = fo oi, y, por la unicidad de ¥, ¥ =Y o i,.

(2) Supongamos que N <9 A. Sean ¢1,¢2 € Hom(A/[A, N], X) tales que
fopr =fowy Como fopyom=fopsom (donde w: A — A/[A, N] es el
homomorfismo cociente) y f es una A-inyeccién, ¢1 o™ = @9 o7 lo cual implica
que @1 = 3. Por lo tanto, f es una A/[A, N]-inyeccidn.

Ahora, veamos que f es una A/[A, N]-suprayeccion:

Sea a € Hom(A/[A,N],Y). Como ¢ := aonm € Hom(A4,Y) y f es una
A-equivalencia, existe un tnico ¢y € Hom(A4, X) tal que ¢ = f o). Ade-
més, [A, N] < ker ¢ por lo que 1 = p(a=*n"tan) = p(a 1 )e(n 1 )p(a)p(n) y
w(n)p(a) = p(a)e(n) para todo a € Ay todo n € N. Luego, p(N) < Z(pA) lo
cual implica que N < ¢~ 1(Z(pA)) y, por (1), [A, N] < kert. Entonces, por el
primer teorema de isomorfismo, existe un tnico 8 € Hom(A/[A, N], X) tal que
1) = Pom, dedonde aom = ¢ = fop = fofBomy, por consiguiente, « = fof3.
Por lo tanto, f es una A/[A, N]-suprayeccion. O

Corolario 3.54 Para todo f € Hom(X,Y), si f es una A-equivalencia en-
tonces es una A/Ty,(A)-equivalencia para todo n.
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Demostracién. Sea f € Hom(X,Y) una A-equivalencia.

Para n = 1, f es una A/T'1(A)-equivalencia pues A/T'1(A) = A/A = 1 es
A-celular.

Como T';(A) = A es un subgrupo normal de A, por la proposicién anterior,
f es una A/T'3(A)-equivalencia.

Sean > 2. ComoI';,_1(A) = [4,T,,_2(A)] es un subgrupo normal de A, por
la proposicién anterior, f es una A/T',,(A)-equivalencia.

Por lo tanto, f es una A/T',,(A)-equivalencia para todo n. O

Corolario 3.55 Para todo grupo G y todo n, G/T,(G) es un grupo G-celular.

3.5 La cubierta A-celular

Proposicién 3.56 Sean G un grupo A-celular y N un subgrupo normal de G.
(a) Si N es A-construible entonces G/N es A-celular.
(b) Si N = |G, M] para algin subgrupo normal M de G entonces G/N es
A-celular.

Demostracién. (a) Supongamos que N es A-construible y sea f : X — Y u-
na A-equivalencia. Entonces, f es una G-equivalencia (pues G es A-celular) y
como f es una A-inyeccién, por la proposicién 3.48, ker f es A-nulo. Luego,
ker f es N-nulo (pues N es A-construible) y, por la proposicién 3.52(1), f es
una G/N-equivalencia. Por lo tanto, G/N es A-celular.

(b) Supongamos que N = [G, M] para algin M <G y sea f : X — Y una
A-equivalencia. Entonces, f es una G-equivalencia y como M < G, por la pro-
posicién 3.53(2), f es una G/N = G/[G, M]-equivalencia. Por lo tanto, G/N es
A-celular. O

Definicién 3.57 Una cubierta A-celular de un grupo G es un homomorfismo
c: X = G tal que X es A-celular y ¢ es una A-equivalencia.

Proposicion 3.58 Si la cubierta A-celular de un grupo G existe entonces es
unica, es decir, si ¢y : X1 — G y co : Xo — G son dos cubiertas A-celulares de
G entonces existe un unico isomorfismo ¢ : X1 — Xo tal que ¢y = cp 0.

Demostracién. Como X; es A-celular y co es una A-equivalencia, co es una
Xi-equivalencia. Ademds, ¢; € Hom(X;,G) por lo que existe un tnico ¢ €
Hom (X7, X5) tal que ¢; = coop. De manera similar, tenemos que existe un inico
1 € Hom(X5, X1) tal que ca = ¢1 0, lo cual implica que ¢; = coop = c10thop.
Como ¢ es una A-equivalencia y X es A-celular, ¢; es una X;j-equivalencia y,
por consiguiente, existe un unico @ € Hom(X7, X7) tal que ¢; = ¢1 o a. Pero,
c1olx, =ci=ciopopporloquelx, =1oop.

Andlogamente, 1x, = @ o 1.

Por lo tanto, existe un unico isomorfismo ¢ € Hom(X;, X5) tal que ¢; =
C3 0 . g
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Proposicién 3.59 Sean H un grupo A-celular, ev : H — G un homomorfis-
mo A-suprayectivo, R = kerev, S := H/[H,R], e : S — G el homomorfismo
inducido por ev, N :=kere (porlo que N = R/[H,R]), X := 5/consN vy final-
mente, ¢ : X — G el homomorfismo inducido por e. Entonces, c es la cubierta
A-celular de G.

Demostracién. Como H es A-celular y [H, R] < H tal que R < H, por la propo-
sicién 3.56(b), S = H/[H, R] es A-celular y como cona N es A-construible, por
la proposicién 3.56(a), X = S/conaN es A-celular.

Sélo nos falta ver que ¢ es una A-equivalencia. Primero veamos que ¢ es una
A-suprayeccién:

Como ev = eomy (donde m € Hom(H, S) es el homomorfismo canénico) es
una A-suprayeccién, por la proposicién 3.8(2), e = comy (donde w3 € Hom(S, X)
es el homomorfismo canénico) es una A-suprayeccién por lo que, de nuevo por
la proposicién 3.8(2), ¢ es una A-suprayeccion.

Ahora veamos que ¢ es una A-inyeccién, lo cual es equivalente a ver que
[gena X, kerc] = 1y que kerc es A-nulo.

Primero observamos que ker ¢ = ker e/con 4 (ker e), pues w3 € Hom(S, X) nos
permite definir un epimorfismo 7 : kere — ker ¢ tal que a — w2 (a), para todo
a € kere.

Como consecuencia tenemos, por la proposicién 3.45(2), que ker ¢ es A-nulo.

También observamos, como antes, que N = kere = R/[H, R] pues m €
Hom(H,S) induce un epimorfismo ¢ : R = kerev — kere tal que b — m1(b),
para todo b € ker ev.

Ahora, como [kere, S| = [R/[H, R], H/[H, R]] = 1 tenemos que [kerc¢, X] =
[kere/cona(kere), S/cona(kere)] =1y como gena X < X, [kerc, gena X| = 1.

Por lo tanto, ¢ es una cubierta A-celular de G. O

Notacion 3.60 Sea G un grupo. Con base en la proposicion anterior defini-
mos:

(1) Ga = *peHom(a,c) Ay es el producto libre de la familia {A,} seHom(A,q)
donde A, es una copia de A para cada ¢ € Hom(A,G).

(2) ev : Ga — G es el homomorfismo evaluacion (el cual restringido a Ay,

)
(4) Sa:=Ga/|Ga, R4l

(5) e: Sa — G es el homomorfismo inducido por ev.

(6) Ny :=kere = RA/[GA7RA].

(7) celaG := Sy /cona(Na) yca : celaG — G es el homomorfismo inducido

El siguiente diagrama ilustra la situacion:

G — S4 2> celaG

N4

G
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Corolario 3.61 Para cualesquiera dos grupos A y G, el homomorfismo ca :
celaG — G es la cubierta A-celular de G.

Demostracién. Como A es A-celular, A, es A-celular para todo ¢ € Hom(A,G)
por lo que el grupo G4 de la notacién anterior es A-celular. Ademds, ev : G4 —
G es A-suprayectivo. Por lo tanto, por la proposicién 3.59, ca es la cubierta
A-celular de G. O

Proposicion 3.62 La cubierta A-celular de M, ca : celaM — M es un iso-
morfismo si y solo si M es A-celular.

Demostracién. Supongamos que c4 es un isomorfismo. Como celsM es un
grupo A-celular y M = cel4 M, M también es un grupo A-celular.
Supongamos que M es A-celular. Luego, 1;; es una cubierta A-celular de
M y, por la proposicién 3.58, existe un isomorfismo 6 : celaM — M tal que
ca =1y 00 =40. Por lo tanto, c4 es un isomorfismo. Il

Observamos que la cubierta A-celular de un grupo nos indica si dicho grupo
es A-celular.

Proposicion 3.63 La imagen de la cubierta A-celular ca : celaG — G es
genaG. Ademds, los grupos celaG y genaG son isomorfos si y sélo si ca es
myectivo.

Demostraciéon. Como ev = eom; y e = c4 omg (donde w1 : G4 — Sa y
7o : Sa — celaG son los homomorfismos cocientes), ev = c4 o 79 o 1 por lo
que ev(Ga) =caomaom(Ga) = caoma(Sa) = ca(celsaG), es decir, Im(ev) =
Im(ca) y como I'm(ev) = gensG (ver lema 3.22), Im(ca) = genaG.

Otra forma de ver lo anterior es la siguiente:

Como cel oG es A-celular, por la proposicién 3.18, también es A-generado
por lo que ca(celsaG) =2 celaG/ kercq es A-generado. Pero ca(celsaG) < G de
donde, por la proposicién 3.26(3), ca(celsaG) < genaG.

Como cy es A-suprayectivo, para cada ¢ € Hom(A,G) existe un ¢ €
Hom(A4, cel4G) tal que ¢ = cq 0. Luego, p(A) = ca 0 P(A) < ca(celaG)
para todo ¢ € Hom(A,G) por lo que genaG < ca(celaG).

Por lo tanto, ca(celaG) = genaG.

Ahora, veamos que cel4G y gen oG son isomorfos si y sélo si c4 es inyectivo.

Supongamos que c4 es inyectivo. Entonces, celaG = ca(celaG) = genaG.

Supongamos que celaG = genaG. Luego, genaG es A-celular y como i :
genaG — G es una A-equivalencia, por la unicidad de la cubierta A-celular, i
es la cubierta A-celular de G. Por lo tanto, c4 es inyectivo. 0

Asi, cq = joioc, donde ¢y : cel 4G — genaG es la correstriccién de c4 a su
imagen, i : gen oG < conAG es la inclusién del subgrupo A-generado de G en
el subgrupo A-construible de G y j : consG — G es la inclusién del subgrupo
A-construible de G en G.

Ya vimos que para todo grupo G, la cubierta A-celular existe y que es u-
nica salvo isomorfismo. La siguiente proposicién nos permite caracterizar a la
cubierta A-celular de G.
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Proposicién 3.64 Sean A, X y G tres grupos y ¢ € Hom(X, G). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(CA) ¢: X — G es una cubierta A-celular de G.

(CA-Inicial) ¢ es una A-equivalencia que es inicial entre todas las A-equi-
valencias que van de un grupo a G. Es decir, ¢ se factoriza de manera unica a
través de cualquier A-equivalencia f:Y — G

a<l vy

(CA-Terminal) X es un grupo A-celular y ¢ es terminal entre todos los ho-
momorfismos que van de un grupo A-celular a G. Es decir, todo f € Hom(Y, Q)
de un grupo A-celular'Y a G se factoriza de forma tnica a través de c.

G=<-—X

A
;f\ M

Y

Demostracién. (CA) = (CA-Terminal). Supongamos que (X,c) es una cu-
bierta A-celular de GG. Entonces, por definicién, X es A-celular.

Ahora, sean Y un grupo A-celular y f € Hom(Y,G). Como ¢ es una A-
equivalencia, también es una Y-equivalencia. Por lo tanto, existe un tnico
f € Hom(Y, X) tal que f = co f.

(CA-Terminal) = (CA). Supongamos que X es A-celular y que c es termi-
nal entre todos los homomorfismos que van de un grupo A-celular a G.

Sélo nos falta ver que ¢ es una A-equivalencia.

Sea f € Hom(A4,G). Como A es A-celular, por hipétesis, existe un tnico
f € Hom(A4, X) tal que f =co f. Por lo tanto, ¢ es una A-equivalencia.

(CA) = (CA-Inicial) Supongamos que (X, c) es una cubierta A-celular de
G. Entonces, por definicién, ¢ : X — G es una A-equivalencia.

Sean Y un grupoy f:Y — G una A-equivalencia. Como X es A-celular, f
es una X-equivalencia y como ¢ € Hom(X, G), existe un tnico ¢ € Hom(X,Y)
tal que ¢ = foé.

(CA-Inicial) = (CA) Primero veamos que si la pareja (X, ¢) cumple con
(CA-Inicial) entonces es tinica salvo isomorfismo.

Sean ¢: X - Gy d: X' — G dos A-equivalencias que son iniciales entre
todas las A-equivalencias que van de un grupo a G. Como c es una A-equivalen-
cia que va de un grupo a G, existen un tnico ¢ € Hom(X, X) tal que c =cop
y un unico ¢ € Hom(X, X’) tal que ¢ = d o ¢. Similarmente, como d es una
A-equivalencia que va de un grupo a G, existen un tunico o € Hom(X’, X’) tal
que d =d o« y un dnico f € Hom(X’, X) tal que d = co .

Como ¢ =dot) = coffor) y ¢ = colx, por la unicidad de ¢, 1x = ¢ = So1.
Similarmente, como d = cof =doy oy d= dolxs, por la unicidad de «,
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1y = a = 1 o 5. Entonces, 1 es un isomorfismo y X = X’. Por lo tanto, la
pareja (X, c) es unica salvo isomorfismo.

Sean f : celaG — G la cubierta A-celular de Gy g : W — G una A-equiva-
lencia. Como cel oG es un grupo A-celular, g es una cel 4 G-equivalencia. Luego,
existe un tinico f € Hom(cel4G, W) tal que f =go f.

Por lo tanto, f es una A-equivalencia que es inicial entre todas las A-equi-
valencias que van de un grupo a G. Por lo tanto, ¢ : X — G es isomorfo a
ficelaG — Gy X es A-celular. O

Asi, la cubiera A-celular c4 : cel 4G — G tiene dos propiedades universales:
El homomorfismo c4 : cel4G — G es inicial entre las A-equivalencias con codo-
minio G y también es terminal entre los homomorfismos con dominio A-celular
y codominio G.

Observamos que tenemos un funtor cely : Grp — A-cel tal que G — cel 4G
y(f:G— H)— (celaf : celaG — celaH) donde cel 4 f se obtiene como sigue:

Sean cg : celaG — G la cubierta A-celular de G y ¢y : celaH — H la
cubierta A-celular de H. Como f o cg € Hom(celaG, H) y celsG es A-celular,
por (CA-Terminal), existe un inico homomorfismo cel 4 f : celaG — cel s H tal
que focg=cgyocelaf.

Ademés, la familia de las cubiertas A-celulares (cg : celaG — G)gearp €8
una transformacion natural entre cel4 y el funtor identidad 1gyp.

Proposicion 3.65 El funtor cels : Grp — A-cel es adjunto derecho del funtor
inclusion j : A-cel — Grp.

Demostracién. Sean G un grupo A-celular, H un grupo y ¢ € Hom(G, H). Por
(CA-Terminal), existe un dnico celap € Hom(celsG, cel 4H) tal que g o cg =
cy ocelap. Como G es un grupo A-celular, por la proposicién 3.62, cg es un
isomorfismo, por lo que ¢ = cg o cel4p o cal.

Observamos que cel @ o c(_;1 es el unico elemento de Hom(G, celaH) que
cumple con lo anterior pues, si « € Hom(G, cel4 H) satisface que cyg o = ¢
entonces cg o ocg = pocg = cg ocelyp y, por la unicidad de cely,
aocg = celpp lo cual implica que a = celgp o cél.

Asi tenemos una transformaciéon natural ¢ : j o cel4 — 1lgyp tal que para
todo G € A-cel, H € Grp y ¢ € Hom(j(G), H) existe un tinico celap o cg;' €
Hom(G, cel s H) tal que ¢ = cgr o j(celap o cgl). O

He aqui un ejemplo de una cubierta A-celular, con A = Q.

Ejemplo 3.66 Sean M un grupo abeliano, (Q,+) y (Hom(Q, M), +). Entonces
ev : Hom(Q, M) — M tal que ev(r) = 7(1) para todo 7 € Hom(Q, M) es la
cubierta Q-celular de M.

Demostracién. Primero observamos que si para todo 7 € Hom(Q, M) y cua-
lesquiera r,s € Q definimos (r7)(s) := 7(rs), entonces (Hom(Q,M),+) es
un Q-espacio vectorial. Como (Q,+) es Q-celular, por la proposicién 2.19(4),
(Hom(Q, M), +) es un grupo Q-celular.
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Sélo nos resta ver que ev es una Q-equivalencia, es decir, que Hom(Q, ev) :
Hom(Q, Hom(Q, M)) — Hom(Q, M) es una biyeccién.

Primero veamos que Q @Q, Q = Q, para lo cual definimos los homomorfismos
p:QQ,Q - Qtalquer®s—rsyn:Q - QX,Q tal que ¢ — ¢® 1.
Como nop(r®s) =n(rs) =rs®@1l =rQ®s, paratodo r®s € QR,Q
(puessis = 2, rs®@1 =7r(H) @2 = S @2sy = ~ Q@85 =1r®s)y
pon(g) = pu(g®1) = ql = g, para todo ¢ € Q tenemos que nop = lgg, oy
pon=1lg. Porlo tanto, Q®, Q = Q.

Luego, Hom(Q, M) = Hom(Q @, Q, M) pues tenemos dos homomorfismos
B : Hom(Q, M) — Hom(Q Q, Q, M) tal que f +— fopy~y: Hom(QQ,Q, M) —
Hom(Q, M) tal que g + g on, que cumplen yo 8 = lgom@m) ¥ B0y =
lom(@ ®, .Mm)-

Ahora veamos que Hom(Q @, Q, M) = Hom(Q, Hom(Q, M)) para lo cual
definimos los siguientes dos homomorfismos:

(1) € : Hom(QQ®, Q, M) — Hom(Q,Hom(Q, M)) tal que ¢ — @, donde
@ : Q — Hom(Q, M) esta definido por @(r)(s) = ¢(r ® s) para cualesquiera
r,s €Q

(2) a : Hom(Q,Hom(Q, M)) — Hom(Q®, Q, M) tal que  — 6, donde
6 : Q&,;Q — M estd definido por O(r @ s) = 0(r)(s).

Como a o €(p) = a(@) = ¢, para todo ¢ € Hom(Q®, Q, M) y ¢(r @ s) =
o(r)(s) = ¢(r ® s), para todo r @ s € QQ, Q tenemos que oo €(p) = ¢, para
todo ¢ € Hom(Q &), Q, M). Por lo tanto, € 0 & = ltom(Q,Hom(Q,M))-

Como eoa(f) = 6, para todo 6 € Hom(Q, Hom(Q, M)) y 0(r)(s) = O(r®s) =
(r)(s), para cualesquiera r, s € Q tenemos que € © & = lgom(Q,Hom(Q,M))-

Por lo tanto, Hom(Q @, Q, M) = Hom(Q, Hom(Q, M)).

Luego, tenemos un isomorfismo v o o : Hom(Q, Hom(Q, M)) — Hom(Q, M)
tal que v o a(f) = (0) = 0 o, para todo # € Hom(Q,Hom(Q, M)). Co-
mo 6o n(g) = 6(g@1) = 0(g)(1) = ev(d(g)) = ev o b(g), para todo g € Q
tenemos que 0o 7 = ev o @ para todo 6 € Hom(Q, Hom(Q, M)). Entonces pa-
ra todo 7 € Hom(Q, M), existe un tnico 7/ € Hom(Q, Hom(Q, M)) tal que
T=7o0a(r") =evor’. Por lo tanto, ev es una Q-equivalencia.

Por lo tanto, ev es la cubierta Q-celular de M.

Adem4ds, podemos ver como esté definido el levantamiento 7'

Tenemos un isomorfismo eo3(f) = e(fou) = f o u, paratodo f € Hom(Q, M).
Como J o u(r)(s) = fou(res) = f(rs) = (rf)(s) paratodo s € Q, T o u(r) = rf
para todo r € Q.

Como 7" = eofoyoa(r’) = €oB(T) = To [, tenemos que 7/(r) = 7o fi(r)
r7 para todo r € Q.

o
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Capitulo 4

Cubiertas celulares

En este capitulo nos centraremos en el concepto de cubierta celular. Empezare-
mos por definir lo que es y observar algunas de las propiedades que posee.
Ademds, demostraremos lemas y proposiciones que se relacionan con una cu-
bierta celular de un grupo M y veremos los casos particulares en que M es un
grupo nilpotente o finito. El lector puede tomar como referencia el articulo [7].

4.1 Propiedades basicas de las cubiertas celu-
lares

En esta seccién daremos la definicién de cubierta celular, mencionaremos al-
gunos ejemplos y hablaremos de ciertas propiedades que posee.

Definicién 4.1 Una cubierta celular de un grupo M es una pareja (G, c), donde
G es un grupo y el homomorfismo c: G — M es una G-equivalencia.

Si ¢ es un homomorfismo suprayectivo o epimorfismo, diremos que (G, ¢) es
una cubierta celular suprayectiva de M y si ¢ es un homomorfismo inyectivo o
monomorfismo, diremos que (G, ¢) es una cubierta celular inyectiva de M.

Proposicién 4.2 Sean G y M dos grupos. Sic: G — M es un isomorfismo
entonces (G, c) es una cubierta celular de M.

Demostracién. Supongamos que ¢ : G — M es un isomorfismo. Entonces, ¢ es
una G-equivalencia y, por lo tanto, (G, ¢) es una cubierta celular de M. O

Ejemplos 4.3 (1) Si M es un grupo ciclico finito de orden n, por la proposi-
cion anterior, tenemos una cubierta celular (Z,,0) de M (donde 0 : Z,, — M
es un isomorfismo entre Ly, y M ).

(2) Si M es un grupo ciclico infinito, por la proposicién anterior, tenemos
una cubierta celular (Z,601) de M (donde 01 : Z — M es un isomorfismo entre
ZyM).

71
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(3) Sea 2% := {2" | n € Z} y ¢ € Hom(Z,2%) tal que n ~ 2". Entonces
(Z, ) es una cubierta celular de 2%, pues ¢ es un isomorfismo.

El siguiente ejemplo muestra que un grupo puede tener varias cubiertas
celulares.

Ejemplo 4.4 Sea G = Q® Zy. Entonces las inclusiones i : Q — G y j : Zo —
G son cubiertas celulares de G.

Demostracién. Veamos que la inclusién j : Zs — G es una cubierta celular de
G.

Sean 1 € Hom(Z2,G) y t € Zy. Luego ¥(t) € G por lo que ¢(t) = (r,x) con
reQyaxéeZs.

Sea ([0]) = (ro, o). Entonces (0,0) = 9 ([0]) = (ro, zo) de donde 1o =0y
w([0]) = (0, 20).

Sea ([1]) = (r1,21). Luego (0,0) = p([0]) = (1] + [1]) = w([1]) +([1]) =
(r1,21) 4+ (r1,21) = (2r1,221) de donde 0 = 277 con r1 € Q, lo cual implica que
r1 = 0. Entonces 9([1]) = (0, 21).

Luego ¥(Za) < 0® Zo = j(Zs) para todo ¥ € Hom(Zs,G), por lo que
genz, G < j(Z3). Por lo tanto, por la proposicién 3.24(1), j es una Zg-equiva-
lencia y (Za, j) es una cubierta celular de G.

Veamos que la inclusién i : Q < G es una cubierta celular de G.

Sean ¢ € Hom(Q,G) y r € Q. Entonces r = S— = 221 —2 Tl = 20,

Sea o(v) = (q,1). Luego o(r) = ¢(20) = 3p(v) = 2(q.1) = (24,0) i=
(¢1,0) € Q ® 0. Entonces ¢(Q) < Q @& 0 = i(Q) para todo ¢ € Hom(Q, G), lo
cual implica que gengG < i(Q). Por lo tanto, por la proposicién 3.24(1), ¢ es
una Q-equivalencia y (Q,7) es un cubierta celular de G. O

Ejemplo 4.5 La inclusion i : Zo — Zo @ Zs es una cubierta celular de Zo S Zs.

Demostracién. Primero veamos que geng,Zs @ Zs < i(Zs).

Sea ¢ € Hom(Zo,Zo ® Z3) y [z]2 € Za. Si ¢([z]2 ([y]2.

]3), tenemos

) = =
que ([0)z,[03) = @([0)2) = ¢([z]a + [z]2) = @([z]2) + ([ J2) = ([yl2, [2]s) +
([yl2: [21s) = ([l + [y]2: [2]s + [2]3) = ([O]2; [2]3 + [2]3). Luego [2]3 + [z]3 = [0]3
y, por consiguiente, [z]s = [0]3 lo cual implica que gp([x] ) = ([y]2,[0]3) =
i([yl2) € i(Z2) para todo [z]s € Zg. Por lo tanto, ¢(Zs2) < i(Z2) para todo

2SS Hom(Zg7Z2 D Zg) y genzzzg b Zs < Z(Zz)

Como i es un monomorfismo y genz,Zs @ Z3 < i(Zz), por la proposicién
3.24(1), ¢ es una Zs-equivalencia. Por lo tanto, (Zg,7) es una cubierta celular
de ZQ SY Zg. Il

Ejemplo 4.6 Sea ¢ € Hom(Zy, Zyx) tal que c([z],) = p* ] = PP ape.
Entonces (c,Zy) es una cubierta celular de Zyx con k > 2.
Demostracién. Sean [al,, [b], € Z, y supongamos que ¢([a],) = ¢([b],). Luego

[pk_la]pk = [pk_lb]pk, por lo que p*~'a = p*~'b mod p*, lo cual implica que
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p"ta = p*~1b+ p*t con t € Z. Entonces 0 = p*~1b+ pFt — pF~la = pF =1 (b +
pt —a), por lo que a = b+ pt y a =b mod p. Por lo tanto, [a], = [b], ¥
monomorfismo.

Como genz, Ly. = <[y]p" € ZLpk ‘ p[y]p"‘ = [O]pk> = <[Opk_1]p’“7 ka_l]pka
[2p" 1k, .. L[ — 1)p* k) = e(Zy) v ¢ es un monomorfismo, por la proposi-
cién 3.24(1), (Zy, c) es una cubierta celular de Z,x con k > 2. O

El siguiente lema establece la relacién que hay entre una cubierta A-celular
y una cubierta celular.

Proposicion 4.7 Sea M un grupo. Luego,

(1) La cubierta A-celular de M cy : celaM — M es una cubierta celular de
M.

(2) Si (G, c) es una cubierta celular de M, entonces ¢c: G — M es isomorfo
a la cubierta G-celular de M cg : celaM — M.

Demostracién. (1) Por definicién, cel4 M es un grupo A-celular y ¢4 es una
A-equivalencia. Luego c4 es una cel s M-equivalencia y, por lo tanto, c4 es una
cubierta celular de M.

(2) Supongamos que (G, ¢) es una cubierta celular del grupo M. Por defini-
cién, ¢ : G — M es una G-equivalencia y como G es G-celular, ¢ : G — M es una
cubierta G-celular de M. Pero, por la proposicion 3.58, existe un isomorfismo
0 : G — celgM lo cual implica que ¢ : G — M es isomorfo a cg : celgM — M.
O

Proposicién 4.8 Sea (G, c) una cubierta celular de M. Luego,
(1) c7H(Z(c(@))) = Z(G) y kerc < Z(G).
(2) Para todo 6 € Hom(c(G), M), 0(c(G)) < ¢(G). Es decir, gen,ayM <
c(Q).

(3) Para todo pn € End(M), pu(c(G)) < ¢(G).

(

4) ker ¢ es G-nulo.

Demostracién. (1) Como ¢ es una G-inyeccién y G es G-generado, por la pro-
posicién 3.51, ¢ (Z(c(G))) = Z(Q) y kerc < Z(G).

(2) Ya sabemos, por la proposicién 3.63, que cg(celaM) = gengM. Pero,
por la proposicién anterior, ¢ : G — M es isomorfo a cg : celgM — M de donde
¢(G) = gengM. Por lo tanto, 0(c(G)) < ¢(G) para todo § € Hom(¢(G), M) (ver
proposicién 3.27(1)).

(3) Como ¢(G) = geng M, por la proposicion 3.27(2), u(c(G)) < ¢(G) para
todo p € End(M).

(4) Como c¢ es una G-inyeccion, por la proposicién 3.48, ker ¢ es G-nulo. O

Proposicién 4.9 Sea d € Hom(G, M) tal que kerd < Z(G). Entonces son
equivalentes:

(1) d es una G-inyeccion.

(2) kerd es G-nulo.
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Demostracién. Es consecuencia de la proposicién 3.48.

(1) = (2) Supongamos que d es una G-inyeccién. Por la proposicién 3.48,
ker d es G-nulo.

(2) = (1) Supongamos que ker d es G-nulo. Como G es G-generado y ker d <
Z(G), 1 = [G,kerd] = [gengG, kerd]. Por la proposicién 3.48, d es una G-in-
yeccién. O

Corolario 4.10 Para todo d € Hom(G, M), (G,d) es una cubierta celular de
M siy solo sikerd < Z(G), kerd es G-nulo y d es una G-suprayeccion.

Definicién 4.11 Sea G un grupo. Un subgrupo U < G es un factor directo
(sumando directo, si G es abeliano) de G si G = U XV, para algin subgrupo V
de G.

Lema 4.12 Sea (G, c) una cubierta celular de M y supongamos que U < G es
un factor directo de G que contiene a kerc. Entonces (U,c1) es una cubierta
celular suprayectiva de ¢(U), donde ¢; : U — ¢(U) es la restriccion de ¢ a U.

Demostracién. Primero, observamos que ¢~ (c(U)) = U:

Sea a € U. Entonces c(a) € ¢(U) y, por lo tanto, a € ¢=1(c(U)).

Sea b € ¢~ !(c(U)). Luego, c(b) € ¢(U) por lo que ¢(b) = ¢(w) con w € U.
Como 1 = ¢(b)c(w)™t = c(bw™?), bw™! € kerc C U. Entonces bw™! = z con
z €Uy, por lo tanto, b = zw € U.

Como ¢ es una G-equivalencia y ¢(U) < ¢(G) < M, por la proposicién 3.19,
c1 : U =cHe(U)) — ¢(U) es una G-equivalencia. Ademas, U es un retracto
de G (pues es un factor directo suyo) por lo que, por la proposicién 2.7, U es
G-celular. Luego ¢; es una U-equivalencia y, por lo tanto, (U, ¢1) es una cubierta
celular suprayectiva de ¢(U). O

Proposicién 4.13 Sea (G, ¢) una cubierta celular de M. Entonces,

(1) (G, ) es una cubierta celular de ¢(G), donde ¢ : G — ¢(G) es la corres-
triccion de c.

(2) La inclusion i : ¢(G) — M también es una cubierta celular de M.

Demostracién. (1) Sea ¢ € Hom(G, ¢(G)). Como iop € Hom(G, M) y ¢ es una
G-equivalencia, existe un tnico 1 € End(G) tal que iop = cotp. Pero ¢ =ioc
por lo que iop =1io0c o). Como i es inyectivo, ¢ = ¢’ o1p. Por lo tanto, ¢’ es
G-suprayectivo.

Como ¢ es G-inyectivo, por el corolario 3.9(1), ¢’ es G-inyectivo.

Por lo tanto, ¢’ es una G-equivalencia y (G, ') es una cubierta celular de
c(G).

Otra forma de ver lo anterior es la siguiente:

Si consideramos G = G x 1 entonces G es un factor directo de G que con-
tiene a ker ¢ y por lo tanto, por el lema anterior, (G, ') es una cubierta celular
(suprayectiva) de ¢(G).
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(2) Por la proposicién 4.8(2), genqaM < ¢(G) = i(c(G)) y como i es un
monomorfismo, por la proposicién 3.24(1), i es una ¢(G)-equivalencia. Por lo
tanto, ¢ : ¢(G) — M es una cubierta celular de M.

O bien:
Como ¢ : G — M es G-suprayectivo y G es G-generado, por la proposicién
3.33(3), la inclusién ¢ : ¢(G) < M es una cubierta celular de M. O

La proposicién anterior nos dice que podemos ver a toda cubierta celular de
M, c¢: G — M como ¢ = ioc donde la correstriccién ¢ : G — ¢(G) es una

cubierta celular de ¢(G) y la inclusién i : ¢(G) — M es una cubierta celular de
M.

Lema 4.14 Para todo grupo G, si G/Z(G) es un grupo ciclico entonces G es
un grupo abeliano.

Demostracién. Supongamos que G/Z(G) es un grupo ciclico y sean g,h €
G. Entonces, existe aZ(G) € G/Z(Q) tal que G/Z(G) = (aZ(G)) y como
9Z(G),hZ(G) € G/Z(G) tenemos que gZ(G) = (aZ(G))" =a"Z(G) y hZ(G) =
(aZ(@))* = a*Z(G), donde r y s son enteros positivos. Entonces, (a")7lg €
Z(G)y (a®)"th € Z(G) por lo que g = a"x y h = a®y, con x,y € Z(G). Luego,
gh = (a"z)(a’y) = a”(za®)y = a"(a’z)y = (a"F*z)y = y(a"**z) = y(a™*"2) =
(ya®)(a"z) = (a®y)(a"x) = hg. Por lo tanto, G es abeliano. O

Proposicién 4.15 Sea (G,c) una cubierta celular de M. Entonces para to-
do ¢ € Hom(G, M) tal que oG es un grupo ciclico finito, su levantamiento
@ € End(G) satisface ker p = ker ¢ y ¢G = ©G.

Demostracién. Primero veamos que G = $G/(¢pG Nker ¢), para lo cual defi-
nimos un homomorfismo ¢ : G — @G tal que ¥ (a) = c(a), para todo a € ¢G.
Como v es un epimorfismo y kertyp = @G N kere, por el primer teorema de
isomorfismo, oG = ¢G /(PG Nkerc).

Ya sabemos que kerc < Z(G), por lo que $G Nkerc < Z(pG) < ¢G vy,
como PG Nkerc <G y Z(pG) <4 @G, por el tercer teorema de isomorfismo,
$G/Z(3G) = (3G/(3G Nker 0)/(Z(3G)($G Nker ¢)). Luego, $G/Z(3G) es
un grupo ciclico, pues G = $G /(PG Nkerc) es un grupo ciclico, por lo que,
por el lema anterior, G es un grupo abeliano.

Ahora, sea n = |pG|. Veamos que ker ¢ no tiene p-torsién para todo primo
p que divida a n, es decir, a? = 1 implica que a = 1 para todo a € ker ¢ y todo
primo p que divida a n:

Sean a € ker ¢ y p un nimero primo tal que p|n. Supongamos que a? =1y
sea € : Z, — (a) un epimorfismo.

Como ¢G es un grupo abeliano, ¢G es un grupo nilpotente (de clase 1) y
como @G es finito, G es la suma directa de sus subgrupos de Sylow, es decir,
pG = @q(goG)q. Como G es un grupo ciclico finito, (¢G), es un p-grupo
ciclico finito por lo que (pG), = Z,x, para algiin entero positivo k.

Luego joeconofom,op’ € Hom(G,kerc) (donde ¢' : G — ¢G es la co-
rrestriccién de ¢, 7, : ¢G — (pG), es la proyeccion canénica, 6 : (pG), — Zyr
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es el isomorfismo, 7 : Z,x — Z, es el epimorfismo definido por n([m],~) = [m],
y j: A < kerc es la inclusién) y como kerc es G-nulo, joeonofom,o¢ =
0=j00porloqueeonofom,oy =0 (pues j es un monomorfismo). Como
eonofom,oy € Hom(G, A) es un epimorfismo y a € A, existe b € G tal que
a=c¢eonofom,oy (b),locual implica que a = 0(b) = 1.

Por lo tanto, para todo a € kerc y todo primo p que divida a n, a? = 1
implica que a = 1.

Ahora, definimos una funcién 8 : G — kerc tal que g — ¢(g)".

Veamos que 8 € Hom(G, ker ¢):

Observamos que c(A(g)) = c(3(g)") = e(@(g") = p(g") = p(g)" = 1, para
todo g € G por lo que 5(g) € kere, para todo g € G. Ademads, 53(g)B(h) =
[2(9)"][¢(h)™] = @(gh)™ = B(gh) para cualesquiera g,h € G. Por lo tanto,
B € Hom(G, ker c).

Como ker ¢ es G-nulo, 8 = 0 de donde 1 = 0(g) = B(g) = ¢(g)™ para todo
g € G. Luego, ¢G es un grupo de torsién cuyo exponente divide a n por lo que
@G Nker ¢ es un subgrupo de torsién de ker ¢ cuyo exponente divide a n.

Como a? = 1 implica que a = 1 para cada a € kerc y todo primo p que
divida a n, se sigue que ¢G Nkerc = 1. Luego, oG = ¢G.

Finalmente, veamos que ker ¢ = ker :

Como @(ker p) < kercN @G = 1, tenemos que ker ¢ < ker .

Ahora, sea z € ker¢. Entonces, ¢(z) = c¢(¢(z)) = ¢(1) = 1 por lo que
z € ker ¢. Por lo tanto, ker ¢ < ker ¢.

Por lo tanto, ker ¢ = ker ¢. g

Proposicion 4.16 Sean (G; ¢) una cubierta celular de M y M un grupo que
contiene a M tal que gengM < M. Entonces (G,¢) es una cubierta celular de
M, donde ¢ =joc conj: M — M la inclusion de M en M.

Demostracién. Como j es un monomorfismo y gengM < M = j(M), por la
proposicién 3.24(1), j es una G-equivalencia y como ¢ es una G-equivalencia,
¢ = j o c es una G-equivalencia. Por lo tanto, (G,¢) es una cubierta celular de
M. O

Ahora, daremos algunos ejemplos que son consecuencias de la proposicién
anterior. Uno inmediato es el siguiente:

Corolario 4.17 Sean (G,c) una cubierta celular de M y N un grupo G-nulo.
Entonces (G,¢) es una cubierta celular de M x N, donde ¢ : G — M x N se
define como x — (c(x),1).

Demostracién. Primero observamos que M 2 M x1 < M x N yquec=1i0c
(donde i : M < M x N es la inclusidn, es decir, i es tal que m +— (m,1)).
Ahora, sea ¢ € Hom(G, M x N). Entonces 72 0 ¢ € Hom(G, N) = 0 (donde
7o : M x N — N es el homomorfismo cociente), por lo que 1 = 0(g) = m2 0 p(g)
para todo g € G. Como ¢(g) € M x N, ¢(g) = (m,n) de donde 1 = ma0p(g) =
n, de modo que ¢(g) = (m, 1) para todo g € G. Asi p(G) < M x 1= M, para
todo ¢ € Hom(G, M x N) lo que equivale a que geng(M x N) < M. Por lo
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antes visto y el hecho de que (G, ¢) es una cubierta celular de M, concluimos
que (G, ) es una cubierta celular de M x N. O

Otro ejemplo es el siguiente:

Corolario 4.18 Sean p un nimero primo, G un p-grupo, M un grupo nilpo-
tente, M = M, y (G,c) una cubierta celular de M. FEntonces (G,¢) es una

cubierta celular de M, donde ¢ = joc conj: M — M la inclusion de M en
M.

Demostracién. Como M es nilpotente, M < M y como (G,c) es una cu-
bierta celular de M, sélo nos falta ver que gengM < M para concluir, por
la proposicién 4.16, que (G, ¢) es una cubierta celular de M.

Sean ¢ € Hom(G,M) y h € oG. Luego, existe g € G tal que h = ¢(g).

Como G es un p-grupo, existe un entero k£ > 1 tal que gpk = 1 por lo que
1=¢(1) = go(gpk) = go(g)pk = m?". Entonces, h € M, =My oG < M para
todo ¢ € Hom(G, M). Por lo tanto, gengM < M. O

Ahora, unos ejemplos de cubiertas celulares de G.
Ejemplo 4.19 La inclusion i : genaG — G es una cubierta celular de G.

Demostracién. Como ¢ es un monomorfismo y ¢(genaG) < genaG = i(genaG)
para todo ¢ € Hom(genaG,G), por el lema 3.17(1), ¢ es una gen4G-equiva-
lencia. Por lo tanto, la inclusién i : gensG < G es una cubierta celular de G.
O

En particular, si A es un grupo ciclico de orden p™ con p un primo y n un
entero positivo, genaG = Q,,(G) := (g € G | g" = 1). Asi, (Qpn(G),i) es
una cubierta celular de G.

Ejemplo 4.20 La inclusion i : conaG — G es una cubierta celular de G.

Demostracién. Como i es un monomorfismo y ¢(conaG) < conaG = i(conaG)
para todo ¢ € Hom(conG,G), por el lema 3.17(1), i es una con 4G-equivalen-
cia. Por lo tanto, la inclusién ¢ : conaG < G es una cubierta celular de G.
O

Proposicién 4.21 Sean G1, Ga, M1 y My cuatro grupos y definimos G :=
Gy x Go y M = My x My. Supongamos que (Gi,c;) es una cubierta celu-
lar inyectiva de M;, para cada i € {1,2} y que para todo v € Hom(G, M),
(pOiGI(Gl) < iMl(Ml) Yy @ o iGz(Gg) < iMz(Mg) (donde iGl : Gl — G,
igy, : Ga = G, iy, My — M yipg, : My — M son las inclusiones). Entonces,
(G,c1 X ¢2) es una cubierta celular de M.

Demostracién. Sea ¢ € Hom(G, M). Definimos ¢; € Hom(G1, M) como ¢y :=
T opoig, ¥y w2 € Hom(Gs, M) como ¢y := Ty 0 poig, (donde m : M — M,
y w2 : M — M> son las proyecciones candnicas).
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Veamos que ¢ = @1 X ©3.

Sea (g,h) € G. Por hipétesis, p oig, (g) = in, (m1) = (m1,1) con my € My
y ¢o° ZGz(h) = iMz(mQ) = (17m2) con my € MQ- Luego, si 30(97}7’) = (a7b)
tenemos que:

(1) a = m(a,b) = m 0 (g,h) = [m10poig(g)lm opoig,(h)] =
[1(9)][m1(1,m2)] = ¢1(g).

(2) b = ma(a,b) = w2 0o0p(g,h) = [m2 0 ¢ oig,(g)]lr2 o ¢ oig,(h)] =
[ma(ma, D)][p2(h)] = p2(h).

Por lo tanto ¢(g,h) = (w1 X ¢2)(g,h) para todo (g,h) € Gy ¢ = ¢1 X pa.

Ahora, si ¢1 € Hom(G1,G1) v $2 € Hom(Ga, G3) son los levantamientos de
©1Y @2, tenemos que @1 X P2 € Hom(G, G) cumple que ¢ = (¢1 X c2)o(P1 X P2).
Por lo tanto ¢; X ¢2 es una G-suprayeccion.

Como ¢; y ¢z son monomorfismos, ¢; X ¢z es un monomorfismo. Por lo tanto
c1 X co es una G-inyeccién.

Por lo tanto ¢; X ¢g es una G-equivalencia y (G,¢; X ¢2) es una cubierta
celular de M. O

La siguiente proposicion también es un ejemplo de una cubierta celular, antes
de enunciarla observamos lo siguiente:

Observacién 4.22 Si (G, c) es una cubierta celular suprayectiva de M, tam-
bién es una extension central de M pues ¢ es suprayectivo y kerc < Z(QG).

Proposicién 4.23 Sean P un grupo perfecto y 0 — Ha(P,7Z) LESP 1
extension central universal (E,c) de P. Entonces, (F,c) es una cubierta celular
suprayectiva de P.

Demostracién. Como (F,c) es una extension central de P, ¢ es suprayectivo y
kerc < Z(F). Ademds, como (F,c) es la extensién central universal del grupo
perfecto P, E también es perfecto por lo que ker ¢ es E-nulo.

Sélo nos falta ver que ¢ es una E-suprayeccion.

Sea ¢ € Hom(F, P). Consideremos el siguiente diagrama

0—>kerc—>E—>p—>1

N
J

~ T2

0 ker ¢ E E 1

donde E = {(z,y) € E x E | ¢(z) = ¢(y)}, m y o son las proyecciones cané-
nicas, i es la inclusién y j : ker¢ < E es tal que a — (a, 1) para todo a € kerec.
Como kerc < Z(E), kermy = j(kerc) = kere x 1 < Z(E) y como my es
suprayectivo, (E,ms) es una extensién central del grupo perfecto E por lo que,
por la proposicién 1.112, E = (ker 7r2)[E E] con [E, E] perfecto.
Ahora, sea p = m o k € Hom([E, E],E) (donde k : [E,E] — FE es la
inclusién). Veamos que ([E, E], y1) es una extensién central perfecta de E.
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Como 7y es suprayectivo y E es perfecto, tenemos que u([E,E]) = T O
k([E, E)) = mo([E, E]) = [m2(E), m2(E)] = [E, E] = E por lo que p es suprayec-
tivo. Ademas, ker p = [E,E]ﬁkerw2 < [E,E}QZ(E) < Z([E,E]) Por lo tanto,
([E, E), 1) es una extensién central perfecta del grupo perfecto E.

Como F es el grupo cubriente universal del grupo perfecto P, por la propo-
sicién 1.115, p es un isomorfismo. Luego, m o ko u~! € Hom(E, E) satisface
que comokoput =pomokou t =gpopou~t = . Por lo tanto, c es una
G-suprayeccién. O

4.2 Cubiertas celulares de grupos nilpotentes

En esta seccién veremos el caso en el que (G, c) es una cubierta celular de un
grupo nilpotente M. Observaremos que M le herada a G, a través de la cubierta
(G, ¢), la propiedad de ser nilpotente. Ademds, si M en vez de ser nilpotente es
abeliano entonces G es abeliano.

Para la prueba del siguiente teorema utilizaremos el lema 2.14.

Teorema 4.24 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M. En-
tonces, G es nilpotente de clase de nilpotencia igual a la de ¢(G).

Demostracién. Como ¢ : G — M es una cubierta celular de M, por la proposicién
4.13, su correstriccién ¢’ : G — ¢(G) es una cubierta celular de ¢(G). Luego, ¢’ es
una G-equivalencia y como ¢ € Hom(G, ¢(G)), existe un tinico ¢/ € Hom(G, G)
tal que ¢ = ¢’ o . Pero, ¢ = ¢ o 1g por lo que ¢ = 1g. Ademds, como M es
nilpotente tenemos que ¢(G) = ¢/(G) también es nilpotente, digamos de clase n.
Por lo tanto, por el lema 2.14, 15(G) = G es un grupo nilpotente de clase n. O

Corolario 4.25 Sea (G,c) una cubierta celular de un grupo abeliano M. En-
tonces, G también es abeliano.

Demostracién. Primero observamos que ¢(G) es abeliano, pues M es abelia-
no. Ademds, como todo grupo no trivial es abeliano si y s6lo si es un grupo
nilpotente de clase 1, ¢(G) y M son grupos nilpotentes de clase 1. Como (G, ¢)
es una cubierta celular del grupo nilpotente M, por el teorema anterior, G es
un grupo nilpotente de clase 1. Por lo tanto, G es abeliano.

O bien, otra forma de ver lo anterior es la siguiente:

Como (G, c) es una cubierta celular de M y ¢(G) es abeliano, por la pro-
posicién 4.8(1), G < ¢ Hc(G)) = ¢ H(Z(e(@))) = Z(G) < G. Por lo tanto,
G =Z(G) y G es abeliano. O

(El corolario anterior nos dice que la cubierta A-celular de un Z-mdédulo es
un Z-médulo).
A partir de la proposicién 4.7(1) y el ejemplo 3.66, tenemos el siguiente:

Ejemplo 4.26 Sean M un grupo abeliano, G := (Hom(Q, M), +) y el homo-
morfismo ev : G — M tal que ev(T) = 7(1) para todo T € G. Entonces (G, ev)
es una cubierta celular de M.
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Lema 4.27 Un subgrupo de torsion de un grupo nilpotente finitamente genera-
do es finito.

Demostracién. Ver ([29], Ejercicio 3.10, pag. 11).

Lema 4.28 Si N es un grupo nilpotente y Ab(N) es un grupo de w-torsion,
entonces N es un grupo de w-torsion.

Demostracién. Ver ([29], Corolario 3.13, pg. 11).

Lema 4.29 Todo subgrupo de un grupo nilpotente finitamente generado es fi-
nitamente generado.

Demostracién. Ver ([21], Corolario 5.6, pag. 88) o ([18], pdg. 49).

Teorema 4.30 Sea (G,c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M. Si
M es finitamente generado, entonces c es inyectivo.

Demostracién. Primero observamos que si ¢ : G — M es una cubierta celular de
un grupo nilpotente M, entonces su correstriccién ¢’ : G — ¢(G) es una cubierta
celular del grupo nilpotente ¢(G).

Supongamos que M es finitamente generado. Como M es nilpotente, por
el lema 4.29, ¢(G) es finitamente generado. Luego, si (G,c) es una cubierta
celular de un grupo nilpotente y finitamente generado M entonces (G,c') es
una cubierta celular del grupo nilpotente y finitamente generado ¢(G), por lo
que podemos suponer que ¢ es suprayectivo.

A partir de ahora, escribimos A := Ab(M). Tenemos dos casos:

Caso 1: A no es un grupo de torsién.

Como M es finitamente generado, A es finitamente generado lo cual implica
que A/tor(A) también es finitamente generado. Luego, A/tor(A) es un grupo a-
beliano libre de torsién no trivial y finitamente generado, por lo que A/tor(A) =
@ Z. Entonces, Z es una imagen homomorfica de A/tor(A) y como A/tor(A) es
una imagen homomorfica de A, Z es una imagen homomérfica de A. Ademds, A
es una imagen homomérfica de M y M es una imagen homomorfica de G (pues
¢ es suprayectivo), lo cual implica que Z es una imagen homomorfica de G. Por
lo tanto, como todo grupo ciclico es una imagen homomorfica de Z, todo grupo
ciclico es una imagen homomoérfica de G.

Ahora, veamos que ker ¢ = 1:

Sea a € kere. Como D := (a) es un grupo ciclico, existe un epimorfismo
¥ : G — D, porlo que iot) € Hom(G, ker ¢) (donde i : D — ker c es la inclusién)
y como kerc es G-nulo, i o9 = 0. Luego, 1 = 0(G) = i o (G) = i(D) y, por
consiguiente, a = 1. Por lo tanto, kerc =1 y c es inyectivo.

Caso 2: A es un grupo de torsion.

Como M es nilpotente y A es un grupo de torsién, por el lema 4.28, M es
un grupo de torsién. Luego, por el lema 4.27, M es un grupo finito y como
(G, ¢) es una cubierta celular de M, por el teorema 4.44, G es un grupo finito.
Ademéds, sabemos que G es nilpotente (por el teorema 4.24) por lo que G es un
producto directo de sus subgrupos de Sylow, es decir, G = G, x -+ x Gp,.
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Supongamos que ¢ no es inyectivo, es decir, que ker ¢ # 1 y sea p un niimero
primo tal que p“ker c¢|. Por lo tanto existe a € kerc de orden p, por lo que
B := {a) es un subgrupo ciclico de ker ¢ cuyo orden es p. Ademds, p||G| (pues
|ker ¢|||G|) de donde p = p,, con n € {1,...,r}, digamos p = p;.

Sea V un subgrupo maximal de G,. Entonces, V' es normal y tiene indice
p por lo que G,/V = Z,. Luego, jo 6, 06oqom € Hom(G,kerc) (donde
m : G = G) es la proyeccién canédnica, g : G, — Gp/V es el homomorfismo
cociente, 0 : Gp,/V — Zy, y 01 : Z,, — B son los isomorfismos, y j : B — kerc es
la inclusién) y como kerc es G-nulo, 0 = jof; 00 ogom de donde 0 =6, 06.
Entonces 1 = 0(G,/V) = 01 0 0(G,/V) = B y se sigue que a = 1, lo cual es
falso, pues a es de orden p. Por lo tanto, ¢ es inyectivo. O

Corolario 4.31 Si (G, c) es una cubierta celular de un grupo nilpotente y fini-
tamente generado M, entonces G es nilpotente y finitamente generado.

Teorema 4.32 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo finito M. Si ¢(G)
es nilpotente entonces ¢ es inyectivo.

Demostracién. Supongamos que ¢(G) es nilpotente. Como M es finito, ¢(G)
es finito por lo que también es finitamente generado. Entonces (G, ) es una
cubierta celular del grupo nilpotente y finitamente generado ¢(G) (donde ¢ :
G — ¢(G) es la correstriccién de ¢) y, por el teorema 4.30, ¢’ es inyectivo. Por
lo tanto, ¢ es inyectivo. O

Corolario 4.33 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo abeliano finito M.
Entonces, G es un grupo abeliano finito y c es inyectivo.

Lema 4.34 Sean G un grupo y p un numero primo. Supongamos que G con-
tiene una cadena de subgrupos

GON2O2N,D ...

tal que N; <G y G/N; = C(p™) para todo i.
Si N := (2, N;, entonces
(1) G/N es abeliano.
(2) G/N es libre de torsidn.

Demostracién. (1) Como para todo i, G/N; = C(p>) es abeliano tenemos que
para cada ¢, [G,G] < N;. Por lo tanto, [G,G] < N y G/N es abeliano.

(2) Como G 2 N1 2 Ny 2 ... tenemos que G/N 2 N1/N D No/N D ...
Ademsds, (G/N)/(N;/N) = G/N; = C(p*>) para todo i. Luego podemos supo-
ner que N =)=, N; = 1.

Primero veamos que G es libre de p-torsién. Recordemos que C(p>°) con-
tiene un unico subgrupo de orden p y que dicho subgrupo estd contenido en
cualquier subgrupo no trivial de C(p™).

Sea a € G tal que a? = 1. Luego, aN; 1 € G/N;+1 y [aN;41]? = a? Ny =
N;t1. Entonces A := (aN;y1) es un subgrupo ciclico de G/N;11 =& C(p™)
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cuyo orden es 1 o p. Como N;/N;;1 es un subgrupo no trivial de G/N;;1,
A < N;/N;;1 de donde aN;41 € N;/Nijt1 y a € N; para cada i. Luego a €
Nie; Ni=N =1y a=1. Por lo tanto G es libre de p-torsion.

Veamos que C(p>) es libre de ¢-torsién, para todo primo g # p.

Sea p% +Z € C(p™) tal que q(p% +Z) = 0+ Z. Entonces, g—f €Zyp|qb.
Como (p,q) =1, p"|b por lo que p% ely p% +Z =0+ Z. Por lo tanto C(p*)
es libre de ¢-torsién.

Sea a € G tal que a? = 1 (con g # p). Entonces [aN;]? = a?N; = N; y como
G/N; = C(p™>) es libre de g-torsién, alN; = N; y a € N; para todo i. Luego,
a€NZ,N;=1ya=1. Porlo tanto G es libre de g-torsion.

Por lo tanto, G es libre de torsion. O

Proposicién 4.35 Sean (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M,
H :=¢(G) y p un ndmero primo. Supongamos que (kerc), # 1, entonces

(1) G y H son p-divisibles. Ademds, G contiene un subgrupo normal K tal
que G/K = C(p>).

(2) G, < Z(G) yH, < Z(H), G, y H, son grupos divisibles y Hy, # 1.

(3) G contiene un subgrupo A tal que A = C(p>®), ANkerc es un sub-
grupo ciclico puro no trivial de kerc. Ademds, existe ¢ € Hom(G, H) tal que
©(G) = ¢(A) y para todo homomorfismo ¢ que cumpla con lo anterior, existe
una cadena de subgrupos

GON 2N D...

tal que Ny =kerp y G/N; =2 C(p™) para todo i.
(4) Ab(G) es libre de p-torsion.

Demostracién. (1) Sea v € (kerc), no trivial. Luego, existe un entero [ > 1 tal

que P = 1, lo cual implica que el orden de v es p°® con s > 1.

Si s = 1 entonces (v) es un subgrupo ciclico de ker ¢ cuyo orden es p.

Si s > 1 entonces <v1’571> es un subgrupo ciclico de ker ¢ cuyo orden es p.

Por lo tanto ker ¢ contiene un subgrupo ciclico £ de orden p.

Veamos que Ab(G) no tiene subgrupos de indice p.

Sea I un subgrupo de Ab(G) cuyo indice es p. Entonces Ab(G)/I es un
grupo ciclico isomorfo a E, por lo que i o9 o gon € Hom(G,kerc) (donde
i: E < kerc es la inclusién, ¢ : Ab(G)/I — E es el isomorfismo y 7 : G —
Ab(G) y q : Ab(G) — Ab(G)/I son los homomorfismos cocientes). Como ker ¢
es G-nulo, 1o ogom =0 de donde ¥ = 0 (pues i es un monomorfismo y 7 y
g son epimorfismos), lo cual es falso (pues E # 1). Por lo tanto Ab(G) no tiene
subgrupos de indice p.

Veamos que Ab(G) = Ab(G)P, es decir, que Ab(G) es p-divisible.

Supongamos que Ab(G)? C Ab(G). Como todos los elementos no triviales de
Ab(G)/Ab(G)? tienen orden p, Ab(G)/Ab(G)P es un Z,-espacio vectorial. Luego
Ab(G)/Ab(G)P = @ Z,, por lo que 10601 om0 0g om € Hom(G, ker ¢) (donde
01:Z, — Ey6:Ab(G)/Ab(G)P — @ Z, son los isomorfismos, m1 : PZ, — Z,
es la proyeccién y g1 : Ab(G) — Ab(G)/Ab(G)?P es el homomorfismo cociente) y
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como ker ¢ es G-nulo, 106 om0 oq om = 0 de donde 0, = 0, lo cual es falso.
Por lo tanto, Ab(G)? = Ab(G) y Ab(G) es p-divisible.

Como G es nilpotente y Ab(G) es p-divisible, por la proposicién 1.102(2), G
es p-divisible. Luego H = ¢(G) = ¢(GP) = ¢(G)? = HP y H también es p-di-
visible. Ademds, como G, # 1 (pues (kerc), # 1) tenemos, por la proposicién
1.104(5), que G contiene un subgrupo normal K tal que G/K = C(p*).

(2) Como G es nilpotente y p-divisible, por la proposicién 1.104(1), G, <
Z(G). Andlogamente, H, < Z(H).

Veamos que G/, es divisible.

Sea h € G)p. Luego, existe t > 1 tal que R =1 y como h € G = GP,
existe g € G tal que h = gP. Observamos que g € G, (pues t + 1 cumple que
g = (gP)P" =" =1), por lo que h € (Gp)? vy Gp < (Gp)P. Entonces G, es
p-divisible y como G,, es un p-grupo, tenemos que G, es g-divisible para todo
primo g # p. Por lo tanto G, es divisible.

Analogamente, H), es divisible.

Solo nos falta ver que Hy, # 1.

Veamos que (ker ¢), es un grupo reducido.

Supongamos que (ker ¢), no es un grupo reducido. Entonces existe un sub-
grupo D de (kerc), tal que D = C(p>) o D = Q.

Supongamos que D = C'(p*). Luego ip,okoe; ocomg € Hom(G, ker ¢) (don-
de iy : (kerc), <> kercy k: D — (kerc), son las inclusiones, € : G/K — C(p™)
y €1 : C(p>°) — D son los isomorfismos y mx : G — G/K es el homomorfismo
cociente) y como kerc es G-nulo, i, 0k oe; oeomg = 0 de donde €; = 0, lo cual
es falso. Por lo tanto D no es isomorfo a C'(p*).

Supongamos que D =2 Q. Como D es un p-grupo (pues D < (kerc),), Q es
un p-grupo, lo cual es falso. Por lo tanto, D tampoco es isomorfo a Q.

Por lo tanto, (kerc), es un grupo reducido.

Como (kerc), es un p-grupo reducido entonces no es p-divisible, es decir,
(kerc), tiene elementos que no son divisibles por p. Sea a € (kerc), tal que
p no divide a a en (kerc), (hy(a) = 0). Como G, es abeliano y a € Gy,
por el teorema 1.94(4), existe un sumando directo A de G, tal que a € Ay
A = C(p*), donde k es un entero positivo o k = oo. Luego, G,/ kerm = A
(donde m : G, = A® F — A es la proyeccién canénica) y como G, es divisible,
A es divisible por lo que A = C(p™>).

Observamos que, como A < G, < Z(G) y kerc < Z(G), Akerc es un grupo
abeliano.

Veamos que A Nkerc = (a).

Comoa € Aya e (kere), <kere, (a) < ANnkere.

Sea x € ANkerc. Entonces z € kercy z € A= C(p™), lo cual implica que
el orden de z es una potencia de p. Luego x € (kerc),, por lo que (x) es un
subgrupo ciclico de A cuyo orden es p* para alguna w. Andlogamente, como
a € Ay a € (kerc)y, (a) es un subgrupo ciclico de A cuyo orden es p” para
alguna r. Como el conjunto de todos los subgrupos de A = C(p™) estd bien
ordenado por la inclusién, (z) C (a) o {a) C (x).

Supongamos que {(a) C (x). Entonces a € (x), por lo que existe un entero ¢
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tal que a = tz. Como p no divide a a en (kerc),, p no divide a t, lo cual implica
que 1 = (¢, p™) = at+ Bp*” con «, B € Z. Luego, © = atx + fp*z = otz = aa €
(a) y {z) C (a).

Por lo tanto, A Nkerc = {(a).

Como ker ¢ es abeliano, a € (kerc),, a = p’a con a € ker ¢ tal que hy(a) =0
entonces, por la proposicién 1.95, (a) es un subgrupo puro de ker c.

Como (a) es un subgrupo ciclico puro de kerc cuyo orden es p", por el
teorema 1.94(3), A Nkerc = (a) es un sumando directo de kerc. Es decir,
kerc = (a) @ B con B < kerc de donde kerc = (a)B y (a) N B = 1. Luego
Akerc = A{a)B = ABy 1= {(a)NB = AnNnkercN B = AN B, por lo que
Akerc= A x B con B < kerc.

Como ANker c es finito, ¢(A) = A/(ANkerc) 2 A= C(p>) y H, # 1 (pues,
c¢(A) < H).

(3) Ya vimos, en (2), que G contiene un subgrupo A tal que A = C(p*>)
vy que A Nkerc es un subgrupo ciclico puro no trivial de ker c. Entonces ¢ :=
igodocomg € Hom(G,H) (donde 4, : C(p*°) — ¢(A) es el isomorfismo e
im : c(A) — ¢(G) = H es la inclusién) satisface o(G) = ¢(A).

Ahora, sea ¢ € Hom(G, H) tal que p(G) = ¢(A4). Como la correstriccién
¢ : G — H es una cubierta celular de H (pues ¢ : G — M es una cubierta
celular de M), existe un dnico ¢ € End(G) tal que ¢ = ¢ o ¢. Luego c(A) =
P(G) = ¢ 0 ¢(G) = c(p(G)).

Veamos que ¢(G) < Akere.

Sea h € $(G). Entonces c(h) € ¢(¢(G)) = ¢(A), por lo que ¢(h) = ¢(b) con
be A Luego 1 = c(h)e(b)™! = ¢(hb™1), lo cual implica que hb~! € kerc, de
donde h = bz con x € kerc. Por lo tanto, h = bz € Akercy ¢(G) < Akerc =
A x B.

Entonces ip o T2 0 igq) 0 ¢ € Hom(G, kerc) (donde @' : G — H(G) es
la correstriccién de ¢, mp : Akerc — B es la proyecciéon candnica, ig(q) :
@(G) < Akerc e ip : B — kerc son las inclusiones) y como ker ¢ es G-nulo,
ip om0l 0@ = 0locual implica que 73 0iy(g) = 0. Luego, 1 = 0(4(G)) =
T2 0i5(c) (P(G)) = m2(@(G)) de donde $(G) < A. Como @(G)/(P(G) Nkerc) =
c(@(G)) = d o p(G) = p(G) = c¢(4) = C(p™), $(G) es infinito por lo que
¢(G) = A= C(p™) = c(4) = ¢(G).

Veamos que ¢(ker p) = A Nkerec.

Como ker p < G, ¢(ker p) < $(G) = Ay como @p(ker p) < kere, @(ker ) <
ANkerec.

Sea y € ANkerc. Entonces y € kercy y € A = $(G), de donde y = ¢(g)
con g € G. Luego 1 = ¢(y) = cop(g9) = v(g) y, por consiguiente, g € ker .
Entonces, y = ¢(g) € ¢(ker ¢) por lo que ANkerc < @(ker ).

Por lo tanto, @(ker p) = ANkere.

Como A Nkerc# 1, ker o ¢ ker ¢ lo cual implica que ker ¢ # ker ¢.

Veamos que ker ¢ < ker .

Sea z € ker ¢. Luego, p(z) =c o p(z) =/ (1) =1y z € ker p. Por lo tanto,
ker ¢ < ker .

Observamos que G/ ker ¢ = ¢(G) = A.
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Por lo tanto, para todo ¢ € Hom(G, H) tal que ¢(G) = ¢(A) tenemos que
kerp C kerp y ¢(G) = A.

Ahora, sean @1 := ¢ € Hom(G, H) y ¢;+1 € Hom(G, H) tal que ker p; 1 =
ker ¢; v ¢0i+1(G) = ¢(A). Si N; := ker ¢; para cada i, tenemos una cadena de
subgrupos

GDONi DN D ...

tal que para todo i, N; <Gy G/N; = C(p™>):

Por definicién, N; C G y N; <G para cada i. Ademds, G/N; = G/ ker @; =
vi(G) = ¢(A) = C(p™) para todo i.

Ahora, si kerp; = N1 = G entonces 1 = ¢1(G) = ¢(G) = ¢(4), lo cual
es falso pues A ¢ kerc (si A C kerc entonces (a) = ANkerc = Ay A es un
p-grupo ciclico finito, lo cual es falso pues A = C'(p™)). Por lo tanto N; C G.

Ya vimos que Na = ker ¢ = ker ¢ C ker ¢ = ker¢; = Nj.

Como ;41 € Hom(G, H) satisface que ¢;+1(G) = ¢(A), N;j12 = kerp; 2 =
ker @i_}rl g_ ker Yi+1 = Ni+1 para cada 1.

(4) Supongamos que Ab(G) no es libre de p-torsién. Entonces Ab(G), # 1y,
por el teorema 1.94(4), existe un sumando directo U de Ab(G) tal que U = C(p*)
con k un entero positivo o k = oo, pero como Ab(G) es p-divisible (hecho que
vimos en (1)), U = C(p™). Queda asi establecido, que Ab(G) contiene un
subgrupo U tal que U = C(p™) = ¢(A).

Sea 11 : U — ¢(A) un isomorfismo. Por el teorema 1.94(2), ¢ se extiende
a un homomorfismo 7 : Ab(G) — ¢(A), es decir, 1 = noiy (donde iy : U —
Ab(G) es la inclusién). Luego, o := ig onon € Hom(G, H) satisface que
a(G) = ¢(A) (pues como 11 es un epimorfismo, 1 es un epimorfismo por lo que
a(G) =igonon(G) =ig on(Ab(G)) = ig(c(A)) = c¢(A)) vy, por (3), tenemos
una cadena de subgrupos

GON DN, D ...

tal que Ny = kera, N; <Gy G/N; = C(p™).

Sea N := (N2, N;. Por el lema anterior, G/N es abeliano lo cual implica
que [G,G] < Ny, por el tercer teorema de isomorfismo, Ab(G)/(N/[G,G]) =
G/N. Entonces, tenemos un epimorfismo 8 := 0 o g3 € Hom(Ab(G),G/N)
(donde g3 : Ab(G) — Ab(G)/(N/[G,G]) es el homomorfismo cociente y § :
Ab(G)/(N/|G,G]) = G/N es el isomorfismo).

Como el homomorfismo cociente 7y, : G — G/N; cumple que [G,G] < N <
N; = ker 7y, , existe un dnico gy, € Hom(Ab(G), G/N1) tal que my, = qn, o 7.
Luego qn, (9|G, G]) = qn, o 7(9) = 7, (9) = gN1 para todo g[G, G] € Ab(G) y
observamos que ker gy, = N1/[G,G]. Ademas, gy, es un epimorfismo pues 7y,
es un epimorfismo.

Veamos que gn, (U) no es trivial.

Sea u = ¢g|G,G] € U no trivial. Como kery; = 1, u ¢ kere; por lo que
n(u) = noiy(u) = ¥1(u) # 1. Entonces a(g) = igonon(g) = igon(u) =
n(u) # 1, lo cual implica que g ¢ kera = N;. Luego u = ¢[G,G] ¢ N1/[G,G],
por lo que U € N1/[G,G]. Por lo tanto gy, (U) no es trivial.

Veamos que S(U) no es trivial.
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Como gy, = m3 0 5 (donde 73 : G/N — G/Nj es el homomorfismo tal que
gN — gN1) v gn, (U) no es trivial, (U) no es trivial.

Como U = C(p™), U es un p-subgrupo de Ab(G) lo cual implica que 5(U)
es un p-subgrupo no trivial de G/N, por lo que G/N no es libre de torsion,
contradiciendo el lema anterior. Por lo tanto, Ab(G) es libre de p-torsién. O

Corolario 4.36 Sea (G,c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M.
Luego,

(1) Sikerc # 1 entonces G y Ab(G) no son grupos de torsion.

(2) ker ¢ es un grupo reducido.

Demostracién. (1) Supongamos que kerc # 1 y que Ab(G) es un grupo de
torsién. Como (G, ¢) es una cubierta celular de un grupo nilpotente M, por el
teorema 4.24, G es un grupo nilpotente y como Ab(G) es un grupo de torsion,
por el lema 4.28, G es un grupo de torsién. Luego ker ¢ es un grupo de torsién,
por lo que (kerc), # 1 para algin primo p. Por la proposicién 4.35(3), existe
una cadena de subgrupos

GON DN D ...

Sea N :=(;2; N;. Por el lema 4.34(1), G/N es abeliano, lo cual implica que
[G,G] < N. Entonces G/N = Ab(G)/(N/|G,G]) y como Ab(G) es un grupo de
torsién, G/N es un grupo de torsién. Pero, por el lema 4.34(2), G/N también
es un grupo libre de torsién por lo que G/N es trivial. Luego G = N lo cual
es falso pues, como N; C G para todo i tenemos que N C G. Por lo tanto,
Ab(G) no es un grupo de torsién y, por consiguiente, G tampoco es un grupo
de torsién (si G es un grupo de torsién entonces Ab(G) es un grupo de torsion,
lo cual contradice lo ya probado).

(2) Supongamos que ker ¢ no es reducido. Entonces existe D < kerc tal
que D = C(p>®) o D =2 Q. Luego kerc # 1 por lo que, por (1), Ab(G) no
es un grupo de torsién. Como Ab(G) no es trivial (pues si Ab(G) es trivial
entonces es un grupo de torsién), existe [G,G] # g|G,G] € Ab(G) tal que
9"[G, G] = (9[G,G))™ # |G, G] para todo n, es decir, g" ¢ |G, G] para todo n.
Luego U := {g]|G, G]) es un subgrupo ciclico de Ab(G) con orden infinito, por lo
que U 2 Z.

Sea a € ker ¢ no trivial. Definimos el homomorfismo S : Z — kerc tal que
B(m) = ma. Como D es un subgrupo divisible de ker ¢, por el teorema 1.94(1),
kerc = D®B con B < ker ¢. Luego 108060, € Hom(U, D) (donde 6, : U — Z es
el isomorfismo y 71 : kerc = D® B — D es la proyeccién canénica) no es trivial.
Como U < Ab(G) y D es divisible, por el teorema 1.94(2), 1 0 S06; se extiende
a un homomorfismo no trivial ¢ : Ab(G) — D, es decir, 1y 0 fof; = o
(donde j : U — Ab(G) es la inclusién). Entonces k o ¢ o m € Hom(G, ker ¢)
(donde 7 : G — Ab(G) es el homomorfismo cociente y k : D < kerc es la
inclusién) no es trivial, lo cual contradice el hecho de que ker ¢ es G-nulo. Por
lo tanto, ker ¢ es reducido. O
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Corolario 4.37 Sea (G,c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M. Si
G es un grupo de torsion entonces ¢ es inyectivo.

Demostracién. Supongamos que G es un grupo de torsion y que ¢ no es inyecti-
vo, es decir, que ker ¢ # 1. Entonces, por el corolario anterior, G no es un grupo
de torsién lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ¢ es inyectivo. O

Teorema 4.38 Sea (G,c) una cubierta celular de un grupo abeliano M. FEn-
tonces, ker c es un grupo reducido y libre de torsion.

Demostracién. Como M es un grupo nilpotente de clase 1 (pues es abeliano),
por el corolario 4.36(2), ker ¢ es un grupo reducido.

Ahora, supongamos que ker ¢ no es un grupo de libre de torsién. Entonces,
existe un ndmero primo p tal que (kerc), # 1 por lo que, por la proposicién
4.35(4), Ab(G) es un grupo libre de p-torsion. Como M es abeliano, por el
corolario 4.25, G es abeliano lo cual implica que G 2 Ab(G). Por lo tanto, G es
grupo libre de p-torsiéon de donde ker ¢ también es un grupo libre de p-torsion,
lo cual contradice el hecho de que (kerc), # 1. O

4.3 Cubiertas celulares de grupos finitos

En esta seccién veremos el caso en el que (G, c) es una cubierta celular de un
grupo finito M. Los resultados principales son que si M es finito entonces G es
finito, y que si ¢(G) es perfecto entonces G es perfecto.

Proposicién 4.39 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo ciclico finito M.
Entonces, ¢ es inyectivo y G es un grupo ciclico finito.

Demostracién. Como ¢(G) es un grupo ciclico finito y ¢ € Hom(G, M), por la
proposicién 4.15, su levantamiento 1 € End(G) satisface 1 = ker 1g = kerc y
G = 1¢(G) = ¢(G). Por lo tanto, ¢ es inyectivo y G es un grupo ciclico finito.
O

Lema 4.40 Sea G un grupo tal que G/Z(G) es finito, entonces [G,G] es finito.

La demostracién se puede ver en ([1],(33.9), pdg. 169) o también en ([26],
Teorema 5.32, pdg. 114).

Lema 4.41 Sean H un grupo abeliano y X un subgrupo finito de H. Si H/ X
contiene un subgrupo isomorfo a Q o a C(p™) entonces H también (es decir, si
H/X no es reducido entonces H tampoco es reducido).

Demostracién. Sea n el orden de X y supongamos que H/X no es un grupo
reducido. Entonces existe un subgrupo D de H/X tal que D =2 Q o D = C'(p™).
Definimos D := 7= 1(D) (donde 7 : H — H/X es el homomorfismo cociente)
y el homomorfismo ¢ : D — D tal que ¢(d) = nd para todo d € D. Como
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D/X = D es divisible, nD = (D) # 0 Ademds, por el primer teorema de
isomorfismo, nD = (D) = D/kertp. También observamos que X < ker),
pues ¢ (z) = nx = 0 para todo = € X.

Supongamos que D = Q y sea a € kert. Entonces 0 = t(a) = na, por lo
que 0+ X =na+X =n(a+X). ComoD/X =7(D)=D=2Q,0+X =a+X,
lo cual implica que a € X. Luego kerv) < X y, por consiguiente, kery = X.
Por lo tanto Q 2 D =D/X =D/ kervy 2nD < H.

Supongamos que D = C(p®). Observamos que tenemos un epimorfimo
6 :D/X — D/kery tal que (d + X) = d + kert. Entonces nD = 1)(D) =
D/keryp = (D/X) =2 (D/X)/ker0 = (D/X)/(keryp/X) y como nD # 0,
keryy/X < D/X = D = C(p*>), lo cual implica que kert/X es finito. Por lo
tanto C(p>*) =2 D =D/X = (D/X)/(kery/X) = nD < H. O

Proposicién 4.42 Sea (G,c) una cubierta celular de un grupo finito M. En-
tonces,

(1) Ab(G) es un grupo reducido.

(2) tor(kerc) = [G,G] Nkerc y ker ¢ se escinde sobre [G, G] Nker c.

(3) G es finito y kere < [G, G].

Demostracién. (1) Sea K :=kerc. Como M es finito, G/K 2 ¢(G) es finito por
lo que G/(K|G,G]) 2 (G/K)/(K[G,G]/K) también es finito.

Observamos que como un grupo abeliano divisible no tiene imagenes homo-
morficas finitas (es decir, todo cociente no trivial de un grupo abeliano divisible
es infinito), todo subgrupo divisible de Ab(G) esta contenido en K[G, G]/[G, G| =
K/(K 1[G, G)):

Sea B un subgrupo divisible de Ab(G). Definimos un homomorfismo o : B —
Ab(G)/(K|[G,G]/|G,G]) tal que a(b) = b(K[G,G]/|G,G]). Como tenemos que
Ab(G)/(K[G,Gl/[G,G]) = (G/[G,G])/(KIG,G]/[G,G]) = G/(K[G, G]) es fini-
to y que kerae = BN (K|[G,G]/|G,G]), B/(BN(K|G,G]/|G,G])) = B/ ker a =
a(B) < Ab(G)/(K|G,G]/|G, G]) es finito. Por lo tanto, BN (K[G,G]/[G,G]) =
By B C K|[G,G]/|G,G].

Ahora, supongamos que Ab(G) no es un grupo reducido. Entonces existe un
subgrupo D de Ab(G) tal que D 2 Q o D = C(p°). En cualquiera de los dos ca-
sos D es divisible por lo que D C K[G,G]/[|G,G] = K/(KN[G,G]). Como G/K
es finito y K < Z(G) tenemos que G/Z(G) = (G/K)/(Z(G)/K) es finito de don-
de, por el lema 4.40, [G, G] es finito. De esta forma tenemos un subgrupo finito
K N[G,G] de un grupo abeliano K tal que K/(K N[G,G]) = K[G,G]/|G,G]
contiene un subgrupo D isomorfo a Q o a C(p>°). Entonces, por el lema 4.41,
K también contiene un subgrupo U isomorfo a Q o a C(p>). Luego, existe
un isomorfismo 9 : D — U y como U es divisible, por el teorema 1.94(2), v
se extiende a un homomorfismo ¢ : Ab(G) — U, es decir, ¢ = @ o ¢ (donde
i : D — Ab(G) es la inclusién). Entonces, j o p o € Hom(G, K) (donde
m : G — Ab(G) es el homomorfismo cociente y j : U — K es la inclusién) y
como K es G-nulo, jopom = 0. Luego, ¢ = 0 por lo que 1) = 0 lo cual es falso.
Por lo tanto, Ab(G) es un grupo reducido.
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(2) Sea a € [G,G]Nker c. Entonces, a € ker ¢ y como [G, G] es finito, a™ =1
(donde n = |[G, G]|). Por lo tanto, a € tor(kerc) y [G,G] Nkerc C tor(kerc).

Ahora, supongamos que [G, G]Nker ¢ C tor(ker ¢). Luego existe v € tor(ker c)
tal que v ¢ [G, G, de donde v € ker ¢ y existe un entero [ # 0 tal que v! = 1.

Sea | = plfl ---pPr la factorizacién de [ en primos y definamos I; := l/pfi.
Luego, v' tiene orden pf y como (I1,1a,...,ls) = 1, existen enteros r1,ra, ..., s
tales que 1 = r1ly + - - + rgls, por lo que v = vmhittrsls — gyrils . gyrsls

Si vt € [G,G] para todo i € {1,...,s} entonces v € [G,G], lo cual es
una contradiccion. Luego existe j € {1,...,s} tal que v ¢ [G,G] y, por
consiguiente, existe x := v/ € kerc cuyo orden es p* (donde p := p; y k =
k;) tal que = ¢ [G,G]|. Como ' =1 € [G,Gyax ¢ [GG] existe s €
{1,p,...,p*1} tal que 2° ¢ [G,G] pero (z°)P € [G,G], es decir, existe y :=
x® € kerc (con s € {1,p,...,p"*"1}) tal que y ¢ [G,G] pero y? € [G,G].

Observamos que el orden de y[G, G| es p, es decir, que y[G,G] € Ab(G),.
Como Ab(G) es abeliano y reducido, por el teorema 1.94(4), existe un sumando
directo A < Ab(G) tal que y[G,G] € Ay A = C(p') con t un entero positivo. En-
tonces 1 := fyonofiobfomr; € Hom(Ab(G), C(p)) (donde w1 : Ab(G) = A@B — A
es la proyeccién canénica, 6 : A — C(p'), 01 : C(p') = Zpe y 02 : Z, — C(p)
son los isomorfismos, y 0 : Z,t — Z,, es un epimorfismo tal que [m],: — [m],)
es un epimorfismo, por lo que Ab(G)/ker = ¢(Ab(G)) = C(p).

Como 2"~ € kerc tiene orden p, B = (mpk%) es un subgrupo ciclico de
ker ¢ cuyo orden es p, de donde E = C(p). Luego, € o83 01 o € Hom(G, ker ¢)
(donde 7 : G — Ab(G) es el homomorfismo cociente, 05 : C(p) — E es el iso-
morfismo y € : E' < ker ¢ es la inclusién) y como ker ¢ es G-nulo, eofzo0tpom =0
por lo que ¥ = 0 lo cual es falso. Por lo tanto, tor(kerc) = [G,G] Nkerc.

Como [G, G] es un grupo finito, tor(ker ¢) es un subgrupo puro finito y, por
la proposicién 1.99, tor(ker ¢) es un sumando directo de ker c.

(3) Como tor(kerc) es un factor directo de kerc, kerc = tor(kerc) x V =
([G,G]Nker ¢)xV con V < ker e. Recordemos que Ab(G)/(|G, G| kerc¢/[G,G]) =
G/(|G, G ker ¢) es finito.

Sea m := |Ab(G)/(|G,G]ker¢/|G,G])|. Definimos un homomorfismo 6 :
Ab(G) — [G,G]ker ¢/[G, G] tal que g[G, G| — (g|G,G])™, por lo que tenemos
un homomorfismo ¢ := fow : G — [G,G|kerc¢/[G,G] (donde 7 : G — Ab(G)
es el homomorfismo cociente). Ademds, como V = kerc/([G,G] Nkerc) =
[G, G| ker ¢/[G, G], existe un isomorfismo § : [G, Gl ker¢/[G,G] — V por lo que
iofB o1 € Hom(G,kerc) (donde i : V < kerc es la inclusién). Como kerc
es G-nulo, 1o B o1 = 0 de donde § = 0 (pues ¢ es un monomorfismo, 3 es
un isomorfismo y 7 es un epimorfismo). Entonces 1 = 0(g) = 0(g9[G,G]) =
(9]G,G))™ = ¢g™|G, G] para todo g € G, lo cual implica que Ab(G) es un grupo
de torsion.

Como kerc/(|G,G] Nkerc) = [G,Glkerc/[G,G] < Ab(G), tenemos que
kerc/([G,G] Nkerc) es un grupo de torsién. Ademas, ker ¢/(|G,G] Nkerc) =
ker ¢/tor(ker ¢) también es libre de torsién por lo que kerc/([G, G] Nkerc) es
trivial. Entonces, kerc = [G, G] Nker ¢ = tor(kerc) < [G,G] y como [G, G| es
finito, ker ¢ es finito.
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Como G es una extensién de un grupo finito (kerc) por un grupo finito
(c(G)/kerc), G es finito. O

Lema 4.43 Sea G un grupo finito y H <G. Supongamos que (|H|,|G/H|) =1
y que H o G/H son grupos solubles. Entonces, G se escinde sobre H.

Demostracién. Ver ([1], (18.1), pag. 70).

Teorema 4.44 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo finito M. Entonces,
(1) G es finito tal que para todo primo p, si p||G| entonces p||M|
(2) Sic(G) es perfecto entonces G es perfecto.

Demostracién. (1) Ya sabemos, por la proposicién 4.42(3), que G es finito.

Supongamos que existe un primo p tal que p divide al orden de G, pero p no
divide al orden de M y sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces ¢(S) = 1,
por lo que S <kerc < Z(G)y S<G. Ademds, (|S],|G/S|) =1y S es soluble
(pues S es un p-grupo finito) de donde, por el lema anterior, G se escinde sobre
S. Luego tenemos un epimorfismo ¢ : G — S, por lo que i o ¢ € Hom(G, ker ¢)
(donde i : S < ker ¢ es la inclusién) y como ker ¢ es G-nulo, ¢ 0 ¢ = 0 de donde
se sigue que ¥ = 0, lo cual es falso. Por lo tanto, para todo primo p, si p||G|
entonces p||M|.

(2) Supongamos que ¢(G) es perfecto. Entonces, ¢(G) = [¢(G), c(G)]
¢([G,G]). Como (G,c) es una cubierta celular del grupo finito M, por
proposicién 4.42(3), kerc < [G, G| por lo que G/kerc = ¢(G) = ¢([G,G])
[G,G]/(|G,G] Nkerc) = [G,G]/kere. Luego, 1 = (G/kerc)/(|G,G]/ ker )
G/[G,G]. Por lo tanto G = [G,G] y G es perfecto.

ORI sl

Corolario 4.45 Sea (G, c) una cubierta celular suprayectiva de un grupo finito
M. Si M es un grupo perfecto entonces G también es un grupo perfecto.
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