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para escribir esta tesis.

A los sinodales, por leer el texto y sus sugerencias.
Finalmente, a las personas que han contribuido a mi formación matemática
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Introducción

En esta tesis discutiremos el concepto de cubierta celular en la categoŕıa de
grupos. Una cubierta celular de un grupo M es un homomorfismo de grupos
c : G→ M tal que la función Hom(G, c) : Hom(G,G)→ Hom(G,M) dada por
Hom(G, c)(ψ) = c ◦ ψ es una biyección. El concepto de cubierta celular se ori-
ginó en la topoloǵıa algebraica y el álgebra homológica, donde está relacionado
con el estudio de la localización de espacios y otros objetos. Como veremos
más adelante, también está relacionado con el concepto de cubierta A-celular
(su análogo topológico es llamado aproximación celular, el lector curioso de este
término puede referirse a [24]).

Antes de adentrarnos en el tema de las cubiertas celulares (dicho tema es
abordado en el caṕıtulo 4), hablaremos un poco de las cubiertas A-celulares,
para lo cual es necesario mencionar primero lo que es una A-equivalencia y un
grupo A-celular (temas que intoducimos en el caṕıtulo 2):

(1) Un homomorfismo f : X → Y es una A-equivalencia, si la función
Hom(A, f) : Hom(A,X)→ Hom(A, Y ) es una biyección.

(2) Un grupo Z es A-celular, si toda A-equivalencia es una Z-equivalencia
(la noción de objeto A-celular en la categoŕıa de grupos fue introducida en [24]).

De esta forma decimos que cA : G → M es una cubierta A-celular de M si
cA es una A-equivalencia y G es un grupo A-celular.

A partir de las definiciones anteriores podemos observar que toda cubierta
A-celular de un grupo M también es una cubierta celular de M , sin embar-
go veremos que si existe una cubierta A-celular de un grupo M entonces es
única. De hecho, (en el caṕıtulo 3) construiremos la cubierta A-celular de un
grupo G, para lo cual introduciremos los términos A-inyección, A-suprayección,
A-generado y A-construible.

A partir de una cubierta celular c : G→M podemos ver que M le hereda a
G las propiedades de ser finito, abeliano o nilpotente según las posea. También
veremos que el núcleo de c está contenido en el centro de G (por lo que es un
grupo abeliano) y que se ve afectado de cierta manera por las propiedades que
poseen tanto G como M .

Este trabajo está basado en [7] y [4], y pretende ser una introducción al
concepto de cubierta celular en la categoŕıa de grupos. Más análisis y resultados
sobre cubiertas celulares de grupos part́ıculares y de grupos con propiedades
espećıficas adicionales pueden verse, por ejemplo, en [5], [12], [13], [14], [8] y
[25].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo reunimos las definiciones y los resultados básicos que nos ayu-
darán a entender posteriormente parte del texto.

1.1 Categoŕıas

En esta sección introducimos hechos básicos relativos a las categoŕıas. Algunas
referencias son: [2] y [28].

Definición 1.1 Una categoŕıa C está conformada por una colección de objetos
C0 y una colección de flechas C1, esta última tiene la siguiente estructura:

(a) Cada flecha f ∈ C1 tiene asociados dos objetos de C, llamados el do-
minio y el codominio que denotamos, respectivamente, por dom(f) y cod(f).
Escribiremos f : X → Y para indicar que X = dom(f) y que Y = cod(f).

(b) Dadas dos flechas f y g con cod(f) = dom(g), digamos f : X → Y y
g : Y → Z, hay una flecha g ◦f : X → Z llamada la composición de f y g, cuyo
dominio es el de f y cuyo codominio es el de g.

(c) La composición de flechas es asociativa, es decir, dadas tres flechas f :
X → Y , g : Y → Z y h : Z →W tenemos que h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

(d) Para cada objeto X hay una flecha identidad 1X : X → X que satisface
1X ◦ h = h, para cada h : Z → X y f ◦ 1X = f , para cada f : X → Y .

Definición 1.2 Sean C y D dos categoŕıas. Un funtor covariante F : C → D
consiste de dos operaciones F0 : C0 → D0 y F1 : C1 → D1 tales que:

(a) Cada f : X → Y ∈ C1 va a dar a F1(f) : F0(X)→ F0(Y ) ∈ D1.
(b) Para cualesquiera f : X → Y, g : Y → Z ∈ C1 se cumple que F1(g ◦ f) =

F1(g) ◦ F1(f).
(c) F1(1X) = 1F0(X), para cada X ∈ C0.

Para definir un funtor contravariante F : C → D sólo cambiamos (a) y (b)
por los siguientes incisos, respectivamente:

(a′) Cada f : X → Y ∈ C1 va a dar a F1(f) : F0(Y )→ F0(X) ∈ D1.

7
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(b′) Para cualesquiera f : X → Y, g : Y → Z ∈ C1 tenemos que F1(g ◦ f) =
F1(f) ◦ F1(g).

En adelante escribiremos F en vez de F0 y F1, y C en lugar de C0 y C1.
También, utilizaremos el término morfismo en vez de flecha.

Notación 1.3 Sean C una categoŕıa y A,B ∈ C. Denotamos por Hom(A,B),
al conjunto de morfismos en C que van de A a B y por End(A) al conjunto de
morfismos que van de A a A, es decir, End(A) = Hom(A,A).

Observamos que cualquier morfismo f : B → B′ en C induce una función
Hom(A, f) : Hom(A,B) → Hom(A,B′) tal que g 7→ f ◦ g. De hecho, el funtor
Hom(A,−) : C → Conj es un funtor covariante (donde Conj denota a la cate-
goŕıa de conjuntos, cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son las
funciones entre ellos).

Definición 1.4 Una transformación natural entre dos funtores F,G : C → D
consiste de una familia de morfismos (µC : FC → GC)C∈C que satisface la
siguiente condición:

Para cada morfismo f : C → C ′ en C, el diagrama

FC GC

FC ′ GC ′

µC //

µC′ //

Ff
��

Gf
��

conmuta en D.

Diremos que µ = (µC)C∈C : F ⇒ G es una transformación natural de F en
G y que µC es la componente de µ en C.

Definiciones 1.5 (1) Dado un funtor F : C → D, un cono para F consiste de
un objeto D ∈ D junto con una transformación natural µ : ∆D ⇒ F (donde
∆D : C → D es el funtor constante con valor D en los objetos de C y 1D en
los morfismos de C). Es decir, un cono para F es una familia de morfismos
(µC : D → FC)C∈C tal que para cada morfismo f : C → C ′ en C, el triángulo

D

FC

FC ′

µC

__???????
Ff

�� µC′��������

conmuta en D (con este diagrama se intenta explicar el nombre de cono).
Denotamos al cono anterior por (D,µ) (a D se le llama el vértice del cono).
(2) Un morfismo de conos (D′, µ′)→ (D,µ) es un morfismo g : D′ → D tal

que µC ◦ g = µ′C , para todo C ∈ C.
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De esta forma obtenemos una categoŕıa, denotada Cono(F ), que tiene como
objetos a los conos para F y cuyos morfismos son los morfismos entre conos.
Un cono ĺımite para F es un objeto terminal en Cono(F ) y como un objeto ter-
minal es único salvo isomorfismo, cualesquiera dos conos ĺımites son isomorfos
en Cono(F ) y, en particular, sus vértices son isomorfos en D. Denotamos por
lim←−C∈C FC al vértice del cono ĺımite.

Dualizando obtenemos la definición de coĺımite.

Definiciones 1.6 (1) Dado un funtor G : C → D, un cocono para G consiste
de un objeto D ∈ D junto con una transformación natural η : G→ ∆D (donde
∆D : C → D es el funtor constante con valor D en los objetos de C y 1D en
los morfismos de C). Es decir, un cocono para G es una familia de morfismos
(ηC : GC → D)C∈C, tal que para cada morfismo f : C → C ′ en C, el triángulo

GC

D

GC ′

ηC

��???????

Gf

�� ηC′

??������

conmuta en D.
Denotamos al cocono anterior por (D, η) (donde D es llamado el vértice del

cocono).
(2) Un morfismo de coconos (D, η) → (D′, η′) es un morfismo g : D → D′

tal que g ◦ ηC = η′C , para todo C ∈ C.

De esta forma obtenemos una categoŕıa, denotada Cocono(G), que tiene
como objetos a los coconos para G y como morfismos a los morfismos entre
ellos. Un cocono coĺımite para G es un objeto inicial en Cocono(G) y como los
objetos iniciales son únicos salvo isomorfismo, cualesquiera dos coconos coĺımi-
tes son isomorfos en Cocono(G) y, en particular, sus vértices son isomorfos en
D. Denotamos por lim−→C∈C GC al vértice del cocono coĺımite.

Proposición 1.7 Sean C una categoŕıa y C ∈ C. Entonces, el funtor con-
travariante Hom(−, C) : C → Conj manda coĺımites a ĺımites.

Demostración. Sea F : D → C un funtor cuyo coĺımite lim−→I
FI existe, de mane-

ra que el siguiente diagrama conmuta para todo morfismo f : I → J en D, es
decir, (λI : FI → lim−→I

FI)I∈D es el cocono coĺımite para F :

lim−→I
FI

FI

FJ

λI

��??????

λJ

??������

Ff

��
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En particular, el diagrama

Hom(lim−→I
FI,C)

Hom(FI,C)

Hom(FJ,C)

Hom(λI ,C)
ddJJJJJJJ

Hom(λJ ,C)zzttttttt
Hom(Ff,C)

OO

conmuta.

Veamos que éste es un diagrama ĺımite. Sea (σI : X → Hom(FI,C)) otro co-
no para Hom(−, C)◦F . Luego, σI = Hom(Ff,C)◦σJ para todo f : I → J ∈ D
por lo que σI(x) = Hom(Ff,C) ◦ σJ(x) = σJ(x) ◦ Ff , para todo x ∈ X. En-
tonces, existe un único morfismo θx : lim−→I

FI → C tal que σI(x) = θx ◦ λI para
cada I ∈ D y x ∈ X.

Ahora, definimos el morfismo θ : X → Hom(lim−→I
FI,C) tal que x 7→ θx.

Como σI(x) = θx ◦ λI = θ(x) ◦ λI = Hom(λI , C) ◦ θ(x) para todo I ∈ D y
x ∈ X, σI = Hom(λI , C) ◦ θ.

Supongamos que existe otro morfismo η : X → Hom(lim−→I
FI,C) tal que

σI = Hom(λI , C) ◦ η, para todo I ∈ D. Entonces σI(x) = Hom(λI , C) ◦ η(x) =
η(x) ◦ λI para todo I ∈ D y, por la unicidad de θx, η(x) = θx. Por lo tanto,
η = θ. �

Lema 1.8 Sean D una categoŕıa pequeña y F : D → Conj un funtor. Entonces,
lim←−I FI = {〈xI〉I∈D ∈

∏
I∈D FI | F (f)(xI) = xJ para todo f : I → J ∈ D}.

Demostración. Sean A := {〈xI〉I∈D ∈
∏
I∈D FI | F (f)(xI) = xJ para todo f :

I → J ∈ D} y {λI : A→ FI}I∈D la familia de morfismos tal que λI(〈xI〉I∈D) =
xI para cualesquiera I ∈ D y 〈xI〉I∈D ∈ A.

Veamos que (λI : A→ FI)I∈D es el cono ĺımite para el funtor F en Conj.

Sea 〈xI〉I∈D ∈ A. Entonces, F (f) ◦ λI(〈xI〉I∈D) = F (f)(xI) = xJ =
λJ(〈xI〉I∈D) para todo f : I → J en D, por lo que F (f) ◦ λI = λJ para
todo f : I → J en D. Por lo tanto, (λI : A → FI)I∈D es un cono para F en
Conj.

Sea (σI : B → FI)I∈D otro cono para F en Conj y definamos U : B → A
tal que b 7→ 〈σI(b)〉I∈D. Como 〈σI(b)〉I∈D ∈

∏
I∈D FI y para todo f : I → J

en D, F (f) ◦ σI(b) = σJ(b) concluimos que U(b) ∈ A. Además, λI ◦ U(b) =
λI(〈σI(b)〉I∈D) = σI(b) para cualesquiera b ∈ B e I ∈ D de donde λI ◦ U = σI ,
para todo I ∈ D. Por lo tanto, U es un morfismo de conos.

Sean V : B → A otro morfismo de conos y b ∈ B. Luego, V (b) ∈ A por
lo que V (b) = 〈yI〉I∈D ∈

∏
I∈D FI. Aśı σI(b) = λI ◦ V (b) = λI(〈yI〉I∈D) = yI

para todo I ∈ D, de donde V (b) = 〈yI〉I∈D = 〈σI(b)〉I∈D = U(b). Por lo tanto,
V = U .
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Podemos ver lo hecho antes en el siguiente diagrama:

A

FI

FJ

B
λI

__???????

λJ

���������
F (f)

��

σI

iiRRRRRRRRRRRRRRR

σJ

uulllllllllllllll
∃!Uoo_ _ _ _ _

�

Definición 1.9 Sean F : C → D y U : D → C un par de funtores entre dos
categoŕıas C y D. Decimos que F es adjunto izquierdo de U o que U es adjunto
derecho de F , denotando ambos hechos por F a U , si para cada C ∈ C y D ∈ D
existe un isomorfismo φ : Hom(FC,D)→ Hom(C,UD) que es natural tanto en
C como en D.

Lema 1.10 Sean C, D dos categoŕıas y F : C → D, U : D → C dos funtores.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) F a U .
(2) Existe una transformación natural ε : F ◦ U → 1D con la siguiente pro-

piedad universal: Para cada C ∈ C, D ∈ D y g ∈ Hom(FC,D), existe un único
f ∈ Hom(C,UD) tal que g = εD ◦ F (f).

Demostración. Ver ([2], Corolario 9.5, pág. 214).

1.2 Grupos

En esta sección hablaremos del concepto de grupo y mencionaremos hechos bá-
sicos que utilizaremos a lo largo del texto. Como referencia se puede ver [3],
[19], [23] y [26].

Definición 1.11 Un grupo es una pareja (G, ·), donde G es un conjunto y
· : G×G→ G es una operación binaria de G tal que se satisfacen los siguientes
axiomas:

(1) La operación binaria · es asociativa.
(2) Existe un elemento e ∈ G tal que e · x = x = x · e, para todo x ∈ G.
(3) Para cada a ∈ G, existe un elemento b ∈ G tal que a · b = e = b · a.

A e lo llamamos el elemento identidad de G y a b el elemento inverso de a,
los denotaremos por 1 y a−1, respectivamente.

Definición 1.12 Un grupo (G, ·) es abeliano si a · b = b · a, para cualesquiera
a, b ∈ G.

Si (G, ·) es un grupo abeliano, se acostumbra denotar por + a su operación
binaria, por 0 a su elemento identidad y por −a al elemento inverso de a ∈ G.
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Definiciones 1.13 (1) Sean (G, ·) y (H, �) dos grupos. Una función f : G→ H
es un homomorfismo de grupos si f(a·b) = f(a)�f(b), para cualesquiera a, b ∈ G.

(2) Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.
(3) Un epimorfismo es un homomorfismo suprayectivo.
(4) Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Cuando es clara la notación de la operación binaria, con frecuencia se o-
mite y escribimos G en vez de (G, ·). Además, si x y y son elementos de G
denotaremos a x · y como xy para simplificar la notación.

Definiciones 1.14 (1) Sean G y H dos grupos. Decimos que G es isomorfo a
H, hecho que denotamos por G ∼= H, si existe un isomorfismo f : G→ H.

(2) Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo ϕ : G→ G.

Observación 1.15 Si G es un grupo entonces el conjunto de todos los auto-
morfismos de G bajo la operación de composición es un grupo, que denotamos
por Aut(G) y lo llamamos el grupo de automorfismos de G.

Definición 1.16 Sean G y M dos grupos. El homomorfismo que manda a todos
los elementos de G al elemento identidad de M es llamado homomorfismo cero
y lo denotamos por 0 : G→M .

Observación 1.17 Sea G un grupo. Para cada x ∈ G, la función ix : G → G
dada por y 7→ x−1yx es un automorfismo de G, llamado automorfismo interior
determinado por x.

Definición 1.18 Decimos que un subconjunto no vaćıo S de un grupo G es un
subgrupo de G, denotando este hecho por S ≤ G, si:

(1) Para todo s ∈ S, s−1 ∈ S.
(2) Para cualesquiera s, t ∈ S, st ∈ S.

Definición 1.19 Sea G, H dos grupos y f : G → H un homomorfismo. Defi-
nimos el núcleo de f , denotado por ker f , como ker f := {a ∈ G | f(a) = 1}.

Observamos que nucf es un subgrupo de G y que f es un monomorfismo si
y sólo si nucf = 1.

Observación 1.20 Si G es un grupo y a ∈ G entonces el conjunto de todas las
potencias de a, denotado por 〈a〉, es un subgrupo de G y lo llamamos el subgrupo
ćıclico generado por a.

Definiciones 1.21 (1) Decimos que un grupo G ćıclico si hay un b ∈ G tal que
G = 〈b〉.

(2) El orden de a es el número de elementos en 〈a〉.

Observación 1.22 Si G es un grupo y a ∈ G tiene orden finito m, entonces
m es el mı́nimo entero positivo tal que am = 1.
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Observación 1.23 La intersección de cualquier familia de subgrupos de un
grupo G es un subgrupo de G.

Definición 1.24 Sea X un subconjunto no vaćıo de un grupo G. Definimos el
subgrupo generado por X, denotado por 〈X〉, como la intersección de todos los
subgrupos de G que contienen a X.

Observamos que siempre hay por lo menos un subgrupo de G que contiene
a X (G, por ejemplo), que 〈X〉 es un subgrupo y que de hecho es el mı́nimo
subgrupo de G que contiene a X.

Teorema 1.25 Sea X un subconjunto de un grupo G.
(1) Si X = ∅, entonces 〈X〉 = 1.
(2) Si X es no vaćıo, entonces 〈X〉 es el conjunto de todos los elementos

de la forma xε11 · · ·x
εk
k donde εi = +,−1, xi ∈ X y k ≥ 0 (cuando k = 0, el

producto se interpreta como 1).

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.7, pág. 23).

Definiciones 1.26 (1) Sea n un entero positivo. Se dice que un grupo es n-
generado si puede ser generado por algún n-subconjunto {x1, x2, . . . , xn}.

(2) Un grupo es finitamente generado, si es un grupo n-generado para algún
entero positivo n.

(3) Sea {Xλ}λ∈Λ una familia de subgrupos de G. El subgrupo generado por
los Xλ se define como 〈

⋃
λ∈ΛXλ〉. Usualmente es escrito como 〈Xλ | λ ∈ Λ〉.

Definición 1.27 Sean S un subgrupo de G y t ∈ G. Una clase lateral izquierda
de S en G es el subconjunto de G tS = {ts | s ∈ S} (una clase lateral derecha
es St = {st | s ∈ S}). Decimos que t es un representante de tS (igualmente lo
es de St).

Definición 1.28 Sea S un subgrupo de G. El ı́ndice de S en G, denotado por
[G : S], es el número de clases laterales izquierdas de S en G.

Definición 1.29 Sea G un grupo. El orden de G, denotado por |G|, es el
número de elementos en G.

Teorema 1.30 Sea G un grupo finito y S un subgrupo de G. Entonces, |S|
divide a |G| y [G : S] = |G|/|S|.

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.11, pág. 26).

Corolario 1.31 Sean G un grupo finito y a ∈ G. Entonces, el orden de a divide
al orden de G.

Corolario 1.32 Sean p un número primo y G un grupo finito cuyo orden es p.
Entonces G es un grupo ćıclico.

Definición 1.33 Un grupo G tiene exponente n si xn = 1, para todo x ∈ G.
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A veces se utiliza el término exponente para denotar al mı́nimo entero posi-
tivo n tal que xn = 1, para todo x ∈ G.

Observación 1.34 Un grupo finito G de orden n tiene exponente n.

Definición 1.35 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es
un subgrupo normal de G, denotando este hecho por HEG, si g−1Hg ⊆ H para
todo g ∈ G.

Observación 1.36 Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

Observación 1.37 Si G es un grupo, entonces el conjunto de todos los a ∈ G
que conmutan con todos con todos los elementos de G es un grupo, que denota-
mos por Z(G) y lo llamamos el centro de G. También observamos que Z(G) es
un subgrupo normal abeliano de G.

Teorema 1.38 Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Entonces las
clases laterales de N en G forman un grupo, denotado por G/N , cuyo orden es
[G : N ].

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.21, pág. 32).

Corolario 1.39 Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Entonces el
homomorfismo cociente p : G→ G/N definido por p(a) = aN es un homomor-
fismo suprayectivo o epimorfismo tal que ker p = N .

Teorema 1.40 (Primer teorema de isomorfismo). Sean G, H dos grupos y
f : G → H un homomorfismo. Entonces ker f es un subgrupo normal de G y
G/ ker f ∼= Imf .

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.24, pág. 35).

Teorema 1.41 (Segundo teorema de isomorfismo). Sean G un grupo, T un
subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces N ∩ T es un subgrupo
normal de T y T/(N ∩ T ) ∼= NT/N .

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.26, pág. 36).

Teorema 1.42 (Tercer teorema de isomorfismo). Sean G, H y K tres grupos
tales que K ≤ H ≤ G y K y H son dos subgrupos normales de G. Entonces
H/K es un subgrupo normal de G/K y (G/K)/(H/K) ∼= G/H.

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.27, pág. 37).

Definición 1.43 Sean H y K dos grupos. Su producto directo, denotado por
H ×K, es el grupo cuyos elementos son todas las parejas ordenadas (h, k), con
h ∈ H y k ∈ K, y cuya operación binaria está definida por (h, k)(h′.k′) =
(hh′, kk′). El elemento identidad es (1, 1) y el elemento inverso de (h, k) es
(h, k)−1 = (h−1, k−1).
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Observamos que ni H ni K son subgrupos de H ×K, pero H ×K contiene
replicas isomorfas de cada uno, a saber, H×1 = {(h, 1) | h ∈ H} y 1×K = {(1, k)
| k ∈ K}.

También observamos que (h, 1) ∈ H × 1 y (1, k) ∈ 1 ×K conmutan, H × 1
y 1 × K son subgrupos normales de H × K, y que (H × 1) ∩ (1 × K) = 1 y
(H × 1)(1×K) = H ×K.

Teorema 1.44 Sean G un grupo y H, K dos subgrupos normales de G. Si
HK = G y H ∩K = 1 entonces G ∼= H ×K.

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 2.29, pág. 40).

Teorema 1.45 Sean A, B, H y K cuatro grupos. Si AEH y BEK, entonces
A×B EH ×K y (H ×K)/(A×B) ∼= (H/A)× (K/B).

Corolario 1.46 Si G = H ×K entonces G/(H × 1) ∼= K.

Definición 1.47 Sean G un grupo y p un número primo. Decimos que G es
un p-grupo si el orden de cada uno de sus elementos es una potencia de p.

Observación 1.48 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Si H y
G/H son p-grupos, entonces G también es un p-grupo.

Teorema 1.49 Si G es un grupo finito cuyo orden es divisible por un primo p,
entonces G contiene un elemento de orden p.

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 4.2, pág. 74).

Corolario 1.50 Un grupo finito G es un p-grupo si y sólo si |G| es una potencia
de p.

Teorema 1.51 Sea G un grupo finito. Entonces, todo subgrupo maximal de G
es normal y tiene ı́ndice p.

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 4.6(ii), pág. 75).

Teorema 1.52 Sea G un grupo de orden pnm donde p es un número primo
que no divide a m y n ≥ 1. Entonces, G contiene un subgrupo de orden pi para
cada i tal que 1 ≤ i ≤ n, y todo subgrupo H de G de orden pi es un subgrupo
normal de un subgrupo de orden pi+1 para 1 ≤ i ≤ n.

Definición 1.53 Sea p es un número primo. Un p-subgrupo de Sylow P de un
grupo G es un p-subgrupo maximal.

Teorema 1.54 (1) Si P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G, en-
tonces todo p-subgrupo de Sylow de G es conjugado con P .

(2) Si hay r p-subgrupos de Sylow, entonces r es un divisor de |G| y r ≡ 1
mod p.
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La demostración se puede ver en ([26], Teorema 4.12, pág. 79).

Corolario 1.55 Un grupo finito G tiene un único p-subgrupo de Sylow P , para
algún primo p si y sólo si P EG.

Teorema 1.56 Si G es un grupo finito de orden pem, donde (p,m) = 1, en-
tonces todo p-subgrupo de Sylow P de G tiene orden pe.

La demostración se puede ver en ([26], Teorema 4.14, pág. 80).

Corolario 1.57 Sean G un grupo finito y p un número primo. Si pk divide a
|G|, entonces G contiene un subgrupo de orden pk.

Definición 1.58 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es
un subgrupo caracteŕıstico de G si f(H) ⊆ H, para todo f ∈ Aut(G).

Observamos que Z(G) es un subgrupo caracteŕıstico de G.

Proposición 1.59 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Si H es un sub-
grupo caracteŕıstico de G, entonces es un subgrupo normal de G.

Demostración. Como para todo g ∈ G, ig : G → G es un automorfismo de G
y H es un subgrupo caracteŕıstico de G, concluimos que g−1Hg = ig(H) ⊆ H
para todo g ∈ G. �

Teorema 1.60 Sean G un grupo y H, K dos subgrupos de G.
(1) Si H es un subgrupo caracteŕıstico de K y K es un subgrupo caracteŕıstico

de G, entonces H es un subgrupo caracteŕıstico de G.
(2) Si H es un subgrupo caracteŕıstico de K y K EG, entonces H EG.
(3) Si H EG entonces f(H)EG, para todo f ∈ Aut(G).
(4) Si H ≤ K ≤ G, H es un subgrupo caracteŕıstico de G y K/H es un

subgrupo caracteŕıstico de G/H, entonces K es un subgrupo caracteŕıstico de
G.

Demostración. (1) Sea ϕ ∈ Aut(G). Entonces, ϕ(K) = K por lo que su restric-
ción ϕ1 : K → K es un automorfismo de K. Luego, ϕ(H) = ϕ1(H) = H y, por
lo tanto, H es un subgrupo caracteŕıstico de G.

(2) Sea g ∈ G. Como ig ∈ Aut(G) y K E G, K = ig(K) por lo que su
restricción (ig)1 : K → K es un automorfismo de K y como H es un subgrupo
caracteŕıstico de K, H = ig(H). Por lo tanto, H EG.

(3) Sean f ∈ Aut(G) y g ∈ G. Entonces, existe h ∈ G tal que g = f(h) y
como H EG, H = ih(H) por lo que f(H) = ig(f(H)). Por lo tanto, f(H)EG
para todo f ∈ Aut(G).

(4) Sea f ∈ Aut(G). Como f(H) = H, f̄ : G/H → G/H tal que f̄(gH) =
f(g)H es un automorfismo de G/H. Luego, K/H = f̄(K/H) = f(K)/H por lo
que K = f(K). Por lo tanto, K es un subgrupo caracteŕıstico de G. �



1.3. GRUPOS NILPOTENTES 17

Definiciones 1.61 Sea G un grupo.
(1) Sean a, b ∈ G. El conmutador de a y b, denotado por [a, b], se define

como [a, b] := a−1b−1ab.
(2) Sean A,B ≤ G. Definimos [A,B] := 〈[a, b] | a ∈ A, b ∈ B〉.
(3) A G′ := [G,G] se le llama subgrupo conmutador o subgrupo derivado de

G.
(4) Decimos que G es perfecto si G = G′.

Proposición 1.62 (1) Si φ : G→ H es un homomorfismo de grupos entonces
φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)], para todo x, y ∈ G.

(2) Si H,K ≤ G y ψ : G → L es un homomorfismo entonces ψ([H,K]) =
[ψ(H), ψ(K)].

Demostración. (1) Sean x, y ∈ G y φ ∈ Hom(G,H). Entonces, φ([x, y]) =
φ(x−1y−1xy) = φ(x)−1φ(y)−1φ(x)φ(y) = [φ(x), φ(y)].

(2) Es consecuencia de (1). �

Observamos que [G,G] es un subgrupo normal de G, pues es un subgrupo
caracteŕıstico de G.

Notación 1.63 Para todo grupo G, Ab(G) := G/[G,G] es la abelianización de
G.

Teorema 1.64 Sean G un grupo y NEG. Entonces, G/N es abeliano si y sólo
si G′ ≤ N .

Demostración. (1) Supongamos que G/N es abeliano y sean g, h ∈ G. Entonces,
(gN)(hN) = (hN)(gN) por lo que [g, h] = g−1h−1gh ∈ N , para todo g, h ∈ G.
Por lo tanto, G′ ≤ N .

(2) Supongamos que G′ ≤ N y sean gN, hN ∈ G/N . Entonces, g−1h−1gh =
[g, h] ∈ N por lo que (gN)(hN) = (hN)(gN). Por lo tanto, G/N es abeliano.
�

1.3 Grupos nilpotentes

Para esta parte el lector puede referirse a [18], [23], [26] y [29].

Definición 1.65 Un grupo G es nilpotente si tiene una serie de subgrupos

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ . . . ⊆ Gn = G

tal que Gi−1 EG y Gi/Gi−1 ⊆ Z(G/Gi−1) para cada i ∈ {1, . . . , n}.
Una serie de subgrupos como la anterior se llama serie central de G.

Definición 1.66 Sea G un grupo. Definimos recursivamente una serie descen-
dente de subgrupos caracteŕısticos Γi(G) de G como sigue:

Γ1(G) = G
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y

Γi+1(G) = [Γi(G), G]

La serie anterior es llamada serie central inferior de G.

Definición 1.67 Sea G un grupo. Definimos recursivamente una serie ascen-
dente de subgrupos caracteŕısticos Zi(G) de G como sigue:

Z0(G) = 1,

Z1(G) = Z(G)

y

Zi+1(G) = p−1
i [Z(G/Zi(G))]

donde pi : G→ G/Zi(G) es el homomorfismo canónico.

A la serie central anterior la llamamos serie central superior de G.

Teorema 1.68 Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es nilpotente.

(2) Existe un entero positivo m tal que Zm(G) = G.

(3) Existe un entero positivo n tal que Γn(G) = 1.

Demostración. Ver ([21], Teorema 4.6, pág. 79).

Al mı́nimo entero positivo k tal que Zk(G) = G y Γk+1(G) = 1, se le llama
la clase de nilpotencia de G.

Observación 1.69 Todo grupo no trivial G es abeliano si y sólo si es un grupo
nilpotente de clase 1.

Teorema 1.70 (1) Si G es un grupo nilpotente y H es un subgrupo de G,
entonces H también es un grupo nilpotente.

(2) Si G es un grupo nilpotente y H es un subgrupo normal de G, entonces
G/H también es un grupo nilpotente.

(3) Si G y H son dos grupos nilpotentes, entonces G × H también es un
grupo nilpotente. En general, el producto directo finito de grupos nilpotentes es
nilpotente.

Demostración. (1) Ver ([26], Teorema 5.35, pág. 115).

(2) Ver ([26], Teorema 5.36, pág. 116).

(3) Ver ([26], Teorema 5.37, pág. 116).

Teorema 1.71 Un grupo finito G es nilpotente si y sólo si es el producto directo
de sus subgrupos de Sylow.

Demostración. Ver ([26], Teorema 5.39, pág. 116).
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Definiciones 1.72 Sea π un conjunto de primos.
(1) Un entero n es un π-número si todos sus primos divisores están en π.
(2) Un grupo G es un grupo de π-torsión si el orden de cada uno de sus

elementos es un π-número.
(3) Un grupo G es libre de π-torsión si el único elemento cuyo orden es un

π-número es la identidad, o bien, si no tiene elementos de orden p para todo
p ∈ π.

(4) Si π sólo tiene un elemento p, un grupo de π-torsión es llamado un grupo
de p-torsión y un π-número es llamado un p-número.

(5) n es un p-número si su único primo divisor es p, es decir, si n = pk para
algún k ≥ 1.

(6) Un grupo G es libre de p-torsión si no tiene elementos de orden p.
(7) Un grupo G es un grupo de p-torsión si el orden de todo elemento es un

p-número (es decir, una potencia de p). Es decir, los grupos de p-torsión son
los p-grupos.

Teorema 1.73 Sean G un grupo nilpotente, N un subgrupo y π un conjunto
de números primos. Entonces, {x ∈ G | xm ∈ N para algún π-número m} es
un subgrupo de G.

La demostración se puede ver en [[29], Teorema 3.25, pág. 14] o en [[18],
Teorema 2.5.8, pág. 50].

El subgrupo anterior es llamado el π-aislador de N , denotado Iπ(N). Si π
es el conjunto de todos los primos, es llamado el aislador de N y es denotado
I(N). Si Iπ(N) = N , diremos que N es π-aislado en G.

Observamos que el π-aislador del subgrupo identidad Iπ(1) es el subgrupo
que consiste de todos los elementos de π-torsión del grupo, y lo llamamos la
parte de π-torsión de G (es la torsión del grupo si π es el conjunto de todos los
primos). Escribiremos Gπ en vez de Iπ(1) para la parte de π-torsión de G. Si

π = {p}, Gπ := Gp = {x ∈ G | xpk = 1 para algún k ≥ 1}.

1.4 C(p∞)

En esta sección hablaremos del grupo casi-ćıclico y de algunas de las propiedades
que posee. Como referencias tenemos: [10], [11], [15], [17], [23] y [26].

Definición 1.74 Si p es un número primo, C(p∞) denota al grupo casi-ćıclico.
Éste es el grupo de las pk-ésimas ráıces complejas de la unidad, para todo entero
positivo k. Escrito aditivamente, está generado por los elementos c1, c2, c3, . . .
tales que c1 6= 0, pc1 = 0 y pci+1 = ci para todo i ≥ 1.

Observamos que el orden de cn es pn y que todo elemento de C(p∞) es un
múltiplo de algún cn.

Todos los subgrupos propios de C(p∞) son grupos ćıclicos finitos de orden
pn (n = 0, 1, 2, . . .). Éstos forman una cadena con respecto a la inclusión:

0 < 〈c1〉 < 〈c2〉 < . . . < 〈cn〉 < . . .
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Dado n existe uno y sólo un subgrupo de orden pn, a saber, el generado por cn
(es lo que mencionamos en la proposición 1.76(1)).

Como los subgrupos de C(p∞) son del tipo C(pk), los cocientes no triviales
de C(p∞) son isomorfos a C(p∞).

C(p∞) puede ser definido de diferentes maneras equivalentes:
(1) C(p∞) es la componente p-primaria de Q/Z, cuyos elementos son de la

forma (m/pi) +Z y está generado por los elementos de la forma bi = (1/pi) +Z
con i = 1, 2, . . .. Éstos satisfacen las relaciones pb1 = 0 y pbi+1 = bi para i ≥ 1.

(2) C(p∞) es la cápsula inyectiva (ver ([10], cáp. 4, pág. 106)) de Z/pZ = Zp
(viendo a los grupos abelianos como Z-módulos).

(3) C(p∞) es el ĺımite directo de los grupos Z/pnZ = Zpn .

Proposición 1.75 (1) Sea Qp el grupo de todos los números racionales cuyos
denominadores son primos con p. Entonces, Q/Qp ∼= C(p∞).

(2) Sea Q(p) el grupo de todos los números racionales cuyos denominadores
son potencias de p. Entonces, Q(p)/Z ∼= C(p∞).

Demostración. Ver ([10], Ejercicio 7, pág. 19).

Proposición 1.76 (1) Para cada n ≥ 1, C(p∞) tiene un único subgrupo de
orden pn.

(2) El conjunto de todos los subgrupos de C(p∞) está bien ordenado por la
inclusión.

Demostración. Ver ([26], Ejercicios 10.5(i) y 10.5(ii), pág. 317).

1.5 Grupos divisibles

En esta sección hablaremos de los grupos divisibles. Algunas referencias son:
[10], [15], [17] y [26].

Definición 1.77 Sean A un grupo abeliano, a ∈ A y n un entero positivo. De-
cimos que n divide a a, hecho que simbolizamos por n|a, si existe b ∈ A tal que
a = nb. Es decir, n|a si a ∈ nA.

Proposición 1.78 Sean A un grupo abeliano, a ∈ A, n un entero positivo y t
el orden de a. Si (n, t) = 1 entonces n|a.

Demostración. Como (n, t) = 1, existen enteros r y s tales que 1 = nr+ ts, por
lo que a = nra+ tsa = n(ra) ∈ nA. Por lo tanto, n|a. �

Proposición 1.79 Si m|a y n|a entonces [m,n]|a.

Demostración. Sean r, s ∈ Z tales que mr + ns = d = (m,n) y b, c ∈ A
tales que mb = a, nc = a. Entonces [m,n](rc + sb) = mnd−1(rc + sb) =
md−1ra+ nd−1sa = a y [m,n]|a. �
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Proposición 1.80 Sean p y q dos primos distintos. Entonces pA ∩ qA = pqA.

Demostración. Sea x ∈ pqA. Entonces x = pqa con a ∈ A, lo cual implica que
x = p(qa) ∈ pA y x = q(pa) ∈ qA. Por lo tanto, pqA ⊆ pA ∩ qA.

Sea y ∈ pA ∩ qA. Luego y = pb y y = qc con b, c ∈ A, por lo que p|y y
q|y, lo cual implica que pq = [p, q]|y. Entonces y = pqa ∈ pqA. Por lo tanto
pA ∩ qA ⊆ pqA.

Por lo tanto, pA ∩ qA = pqA. �

Observamos que si n tiene una factorización en primos de la forma n =
pr11 · · · p

rk
k entonces nA = pr11 A ∩ . . . ∩ p

rk
k A.

Definición 1.81 Un grupo abeliano D es divisible si para todo a ∈ D y todo
entero positivo n, n|a. Es decir, D es divisible si y sólo si nD = D para todo
entero positivo n.

Como siempre se cumple que nD ⊆ D para todo entero positivo n, podemos
decir que D es divisible si y sólo si D ⊆ nD para todo entero positivo n.

Observamos que 0, (Q,+) y (R,+) son ejemplos de grupos divisibles y que
(Z,+) es un ejemplo de un grupo que no es divisible.

Definición 1.82 Un grupo abeliano D es p-divisible si pkD = D para todo
entero positivo k.

Observación 1.83 Un grupo abeliano D es p-divisible si y sólo si pD = D.

Como siempre pasa que pD ⊆ D, podemos decir que D es p-divisible si y
sólo si D ⊆ pD.

Proposición 1.84 (1) Un grupo abeliano D es divisible si y sólo si es p-divisible,
para todo primo p.

(2) Un p-grupo abeliano D es divisible si y sólo si es p-divisible.
(3) Todo cociente de un grupo abeliano divisible es divisible, es decir, si D

es un grupo abeliano divisible y N ED entonces D/N es divisible.
(4) Todo grupo abeliano divisible no trivial es infinito.
(5) Sea D un grupo abeliano. Entonces D es divisible si y sólo si todo cociente

no trivial de D es infinito.

Demostración. (1) Supongamos que D es divisible y sea p un número primo.
Entonces D = pD y, por lo tanto, D es divisible para todo primo p.

Supongamos que D es p-divisible, para todo primo p y sea n un entero positi-
vo. Factorizando a n de la forma n = pk11 · · · pkrr con p1, . . . , pk primos, tenemos
que nD = pk11 · · · pkrr D = D. Por lo tanto, D es divisible.

(2) Supongamos que D es divisible. Entonces, por (1), D es p-divisible.
Supongamos que D es p-divisible y sean q un primo distinto de p y a ∈ D.

Como D es un p-grupo, el orden de a es una potencia de p por lo que, por la
proposición 1.78, q|a. Entonces, D es q-divisible para todo primo q 6= p. Por lo
tanto, por (1), D es divisible.
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(3) Sea n un entero positivo. Como nD = D, n(D/N) = nD/N = D/N .
Por lo tanto, D/N es divisible.

(4) Supongamos lo contrario. Sea D un grupo abeliano divisible no trivial
y finito. Luego, existe un entero positivo n = |D| tal que 0 = nD, es decir, tal
que D 6= 0 = nD lo cual contradice el hecho de que D es divisible.

(5) Supongamos que D es divisible. Luego, por (3), todo cociente de D es
divisible y, por (4), todo cociente no trivial de D es infinito.

Ahora, supongamos que todo cociente no trivial de D es infinito y que pD (
D (con p un primo). Entonces D/pD es infinito y como todos los elementos de
D/pD tienen orden p, D/pD es un Zp-espacio vectorial, por lo que D/pD ∼=⊕
Zp. Luego ψ := π1 ◦ θ ◦ q ∈ Hom(D,Zp) (donde π1 :

⊕
Zp → Zp es la

proyección canónica, θ : D/pD →
⊕
Zp es el isomorfismo y q : D → D/pD es

el homomorfismo cociente) es un epimorfismo y no es trivial. Entonces Zp ∼=
D/ kerψ es infinito, lo cual es falso. Luego D = pD para todo primo p, lo cual
implica que D es divisible. �

Proposición 1.85 (1) Sean A, B dos grupos abelianos. Si B es un subgrupo
p-divisible de A y A/B es p-divisible, entonces A es p-divisible.

(2) Un grupo ćıclico no es divisible.

(3) Sean A, B y C tres grupos abelianos. Si A = B⊕C entonces n|a = b+ c
si y sólo si n|b y n|c.

(4) Sean {Ai}i∈I una familia de grupos abelianos. Si A =
⊕

i∈I Ai entonces
n|a =

∑
i∈I ai (con ai ∈ Ai) si y sólo si n|ai para todo i ∈ I.

(5) Una suma directa de grupos es divisible si y sólo si cada sumando es
divisible.

(6) C(p∞) es divisible.

Demostración. (1) Supongamos que B es un subgrupo p-divisible de A y que
A/B es p-divisible y sea a ∈ A. Entonces, aB ∈ A/B = p(A/B) por lo que
existe dB ∈ A/B tal que aB = p(dB) = pdB. Luego, a − pd ∈ B = pB de
donde existe b ∈ B tal que a− pd = pb, por lo que a = pd+ pb = p(d+ b) ∈ pA.
Por lo tanto, A ≤ pA y A es p-divisible.

(2) Si G es un grupo ćıclico finito no trivial de orden n, entonces G 6= 0 = nG.

Si G es un grupo ćıclico infinito, G ∼= Z y como Z no es divisible (pues
Z * nZ para todo entero positivo n), G no es divisible.

Por lo tanto, un grupo ćıclico no es divisible.

(3) Supongamos que n|a. Entonces, a = na1 con a1 ∈ A por lo que b+ c =
a = n(b1 + c1) = nb1 + nc1. Luego, nb1 − b = c − nc1 ∈ B ∩ C = 0 de donde
b = nb1 y c = nc1. Por lo tanto, n|b y n|c.

Supongamos que n|b y que n|c. Entonces, b = nb1 y c = nc1 (con b1 ∈ B y
c1 ∈ C) por lo que a = nb1 + nc1 = n(b1 + c1). Por lo tanto, n|a.

(4) Supongamos que n|ai para todo i ∈ I. Entonces ai = nbi (con bi ∈ Ai)
para todo i ∈ I, por lo que a =

∑
i∈I ai =

∑
i∈I nbi = n

∑
i∈I bi. Por lo tanto,

n|a.
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Supongamos que n|a. Luego
∑
i∈I ai = a = nb = n

∑
i∈I bi =

∑
i∈I nbi. En-

tonces ai−nbi =
∑
i6=j∈I nbj−

∑
i6=j∈I aj =

∑
i6=j∈I nbj−aj ∈ Ai∩

∑
i6=j∈I Aj =

0, por lo que ai = nbi y n|ai para todo i ∈ I.
(5) Es consecuencia de (4).
(6) Como Q es divisible, Q/Z es divisible y como Q/Z ∼=

⊕
p C(p∞), C(p∞)

es divisible. �

Definición 1.86 Sea H un grupo abeliano. Decimos que H es reducido si el
único subgrupo divisible que tiene es el 0. Esto es equivalente a decir que H
no es reducido si tiene subgrupos isomorfos a Q o a C(p∞) (ver ([10], Teorema
23.1, pág. 104)).

1.6 Grupos puros

Al igual que en la sección anterior, trataremos con grupos abelianos. Algunas
referencias son: [10], [15], [17] y [26].

Definición 1.87 Un subgrupo G de A es puro en A si n|g en A implica que
n|g en G, para todo g ∈ G y todo n ∈ Z. Es decir, G es puro en A si y sólo si
nG = G ∩ nA para todo n ∈ Z.

Una generalización natural de la pureza es la p-pureza.

Definición 1.88 Un subgrupo G de A es p-puro (con p un número primo) si
pkG = G ∩ pkA para todo entero k ≥ 1.

Proposición 1.89 (1) Todo sumando directo es un subgrupo puro, es decir, si
G es un grupo y A es un sumando directo de G entonces A es un subgrupo puro
de G.

(2) Si S ≤ G y G/S es libre de torsión entonces S es un subgrupo puro de
G.

(3) Si H es p-puro en G para todo primo p entonces H es un subgrupo puro
de G.

(4) Un p-subgrupo p-puro H de G es puro.

Demostración. (1) Como A es un sumando directo de G, G = A⊕B con B ≤ G.
Sea a ∈ A∩nG. Entonces, a ∈ A y a = ng con g ∈ G. Luego g = a′+ b′ con

a′ ∈ A y b′ ∈ B, por lo que a = ng = na′ + nb′ y nb′ = a − na′ ∈ A ∩ B = 0.
Entonces, a = ng = na′ ∈ nA y A ∩ nG ≤ nA. Por lo tanto, A es un subgrupo
puro de G.

(2) Sea s ∈ S ∩ nG. Luego s ∈ S y s = ng con g ∈ G, por lo que n(g+S) =
ng + S = S y como G/S es libre de torsión, g + S = S. Entonces, g ∈ S y
s = ng ∈ nS. Por lo tanto, S ∩ nG ≤ nS y S es un subgrupo puro de G.

(3) Sea n ∈ Z y supongamos que H es p-puro en G, para todo primo p. Co-
mo n tiene una factorización en primos de la forma n = pk11 · · · pkrr , tenemos que



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

nH = pk11 H∩. . .∩pkrr H = (H∩pk11 G)∩. . .∩(H∩pkrr G) = H∩(pk11 G∩. . .∩pkrr G) =
H ∩ nG. Por lo tanto, H es puro en G.

(4) Como H es un p-grupo, qkH = H para todo primo q 6= p por lo que
H ∩ qkG = qkH ∩ qkG = qkH y H es un subgrupo q-puro de G. Como H es
p-puro, por (3), H es un subgrupo puro de G. �

Definiciones 1.90 (1) Si G es un grupo abeliano su grupo de torsión es tor(G) =
{g ∈ G | nx = 0 para algun entero n 6= 0}.

(2) Decimos que un grupo abeliano G es de torsión si tor(G) = G y que es
libre de torsión si tor(G) = 0.

Observaciones 1.91 (1) Para todo grupo G, G/tor(G) es libre de torsión.
(2) Para todo grupo G, tor(G) es un subgrupo puro de G.

1.7 Algunas propiedades destacadas

En esta sección se enlistan algunas propiedades de grupos abelianos y nilpotentes
que se necesitarán más adelante.

Definición 1.92 Sea H un grupo abeliano. Un subgrupo A de H es un suman-
do directo absoluto si para cada subgrupo B de H maximal con respecto a la
propiedad A ∩B = 0 tenemos que H = A⊕B.

Definición 1.93 Sean H un grupo nilpotente, p un número primo y a ∈ H. Al

máximo entero no negativo k tal que xp
k

= a tiene solución en H se le llama la
p-altura de a y se denota por hH,p(a). Si no existe tal k, decimos que a tiene p-
altura infinita y denotamos este hecho por hH,p(a) =∞. Cuando no hay peligro
de confusión, escribimos hp(a) en lugar de hH,p(a).

Teorema 1.94 Sean H un grupo abeliano, p un número primo y D un grupo
abeliano divisible.

(1) Si D es un subgrupo de H, entonces D es un sumando directo absoluto
de H.

(2) Para todo subgrupo U de H, cada α ∈ Hom(U,D) se extiende a un
homomorfismo en Hom(H,D).

(3) Si A es un subgrupo ćıclico puro de H cuyo orden es pl, entonces A es
un sumando directo de H.

(4) Sea a ∈ Hp. Luego, existe un sumando directo A ≤ H con a ∈ A tal que
(i) Si a = pkb (con k ≥ 0) para algún b ∈ H con hp(b) = 0, podemos tomar

A = 〈b〉.
(ii) Si no se cumple (i), sea a1 = a y definamos ai+1 tal que pai+1 = ai,

entonces podemos tomar A = 〈a1, a2, . . .〉 ∼= C(p∞).

Demostración. (1) Ver ([10], Teorema 21.2, pág. 100).
(2) Ver ([10], Teorema 21.1, pág. 99).
(3) Ver ([10], Teorema 27.1, pág. 117).
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(4)(i) Supongamos que a = pkb para algún b ∈ H tal que hp(b) = 0. Como
a ∈ Hp, existe un entero positivo s tal que 0 = psa = ps(pkb) = ps+kb, por lo
que el orden de b es pl con 1 ≤ l ≤ s+ k y A = 〈b〉 es un grupo ćıclico de orden
pl.

Sólo nos falta ver, por (3), que A es un subgrupo puro de H para lo cual
basta demostrar, por la proposición 1.89(4), que A es un subgrupo p-puro de H
(pues A es un p-subgrupo de H).

Veamos que A ∩ pH = pA.

Sea z ∈ A ∩ pH. Entonces z = tb con t ∈ Z y z = ph con h ∈ H. Como
hp(b) = 0, t 6= 1.

Sea m = (p, t). Luego, existen α, β ∈ Z tales que m = αp+ βt y como m|p,
m = 1, p.

Supongamos que m = 1. Entonces b = αpb+βtb = αpb+βph = p(αb+βh) ∈
pH, lo cual contradice el hecho de que hp(b) = 0. Por lo tanto, m 6= 1.

Luego m = p y como m|t, t = pv con v ∈ Z. Entonces z = tb = pvb ∈ pA.

Veamos que A ∩ p2H = p2A.

Sea z ∈ A ∩ p2H. Entonces z = tb con t ∈ Z y z = p2h con h ∈ H. Como
hp(b) = 0, t 6= 1.

Sea m = (p2, t). Luego, existen α, β ∈ Z tales que m = αp2 + βt y como
m|p2, m = 1, p, p2.

Supongamos que m = 1. Entonces b = αp2b+ βtb = αp2b+ βp2h = p2(αb+
βh) ∈ p2H, lo cual contradice el hecho de que hp(b) = 0. Por lo tanto m 6= 1.

Supongamos que m = p. Como m|t, t = pv con v ∈ Z. Luego p(ph) = p2h =
z = tb = pvb ∈ pA, por lo que ph ∈ A. Entonces ph ∈ A ∩ pH = pA, de donde
ph = px con x ∈ A y z = p2h = p2x ∈ p2A.

Supongamos que m = p2. Como p2 = m|t, t = p2w con w ∈ Z. Luego
z = tb = p2wb ∈ p2A.

Supongamos que A ∩ pdH = pdA para todo d ∈ {1, 2 . . . , r − 1} y veamos
que A ∩ prH = prA.

Sea z ∈ A ∩ prH. Entonces z = tb con t ∈ Z y z = prh con h ∈ H. Como
hp(b) = 0, t 6= 1.

Sea m = (pr, t). Luego, existen α, β ∈ Z tales que m = αpr + βt y como
m|pr, m = 1, p, . . . , pr−1.

Supongamos que m = 1. Entonces b = αprb+ βtb = αprb+ βprh = pr(αb+
βh) ∈ prH.

Supongamos que m = pc con c ∈ {1, 2, . . . , r − 1}. Como m|t, t = pcv con
v ∈ Z. Luego pc(pr−ch) = prh = z = tb = pcvb ∈ pcA, por lo que pr−ch ∈ A.
Entonces pr−ch ∈ A ∩ pr−cH = pr−cA, de donde pr−ch = pr−cx con x ∈ A y
z = prh = prx ∈ prA.

Supongamos que m = pr. Como m|t, t = prw con w ∈ Z. Luego z = tb =
prwb ∈ prA.

Por lo tanto, A es un subgrupo p-puro de H.

(4)(ii) Supongamos que no se cumple (i). Sea a1 := a y definamos ai+1 tal
que pai+1 = ai. Luego A = 〈a1, a2, . . .〉 ∼= C(p∞) es divisible. Por lo tanto, por
(1), A es un sumando directo de H. �
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En el teorema anterior demostramos la siguiente:

Proposición 1.95 Sean H un grupo abeliano y a ∈ Hp. Si a = pkb con k ≥ 0
y b ∈ H tal que hp(b) = 0, entonces A := 〈b〉 es un subgrupo puro de H.

Notación 1.96 Para un entero positivo n, C(n) denota un grupo ćıclico de
orden n.

Definición 1.97 Decimos que un grupo H es de orden acotado si, en primera
instancia, es un grupo de torsión (esto es, todo elemento tiene orden finito) y
si, además, existe una cota superior fija para los órdenes de los elementos. Es
decir, un grupo H es de orden acotado si existe un entero positivo n tal que
nx = 0, para todo x ∈ H.

Observación 1.98 Todo grupo finito es de orden acotado.

Proposición 1.99 Sean G un grupo abeliano y S un subgrupo puro de orden
acotado. Entonces, S es un sumando directo de G.

Demostración. Ver ([17], Teorema 7, pág. 18).

Proposición 1.100 Para todo grupo G y todo n ≥ 1, hay un epimorfismo⊗n
Ab(G)→ Γn(G)/Γn+1(G).

Demostración. Ver ([29],Teorema 3.1, pág. 9) o ([18], Teorema 2.5.2, pág 48).

Proposición 1.101 Sean H un grupo nilpotente y p un número primo (escri-
biremos Γi es vez de Γi(H) y H ′ en vez de [H,H]).

(1) Para n ≥ 1, la función θn : Ab(H)n → Γn/Γn+1 tal que

(x1H
′, x2H

′, . . . , xnH
′) 7→ [x1, x2, . . . , xn]Γn+1

(donde [x1, x2, . . . , xn] = [. . . [[x1, x2], x3], . . . , xn]) es un homomorfismo en cada
variable. Además, la imagen de θn genera a Γn/Γn+1.

(2) Sean n ≥ 1, y1, . . . , yn ∈ H y x = [y1, . . . , yn]. Entonces, existe un
homomorfismo αx : H → Γn/Γn+1 tal que xΓn+1 ∈ αx(H).

(3) Si n ≥ 1 y V es un subgrupo propio de Γn/Γn+1, entonces existe α ∈
Hom(H,Γn/Γn+1) tal que α(H) * V .

(4) Si Hp 6= 1 entonces H contiene un subgrupo normal K tal que H/K ∼=
C(pk), donde k es un entero positivo o k =∞.

Demostración. (1) Primero definimos, para cada i ≥ 1, una función ψi :
(Γi/Γi+1)×Ab(H)→ Γi+1/Γi+2 tal que ψi(aΓi+1, hH

′) = [a, h]Γi+2.
Como Γi+1 = [Γi, H] y Γi+1/Γi+2 ≤ Z(H/Γi+2) tenemos que:
(a) ψi(abΓi+1, hH

′) = [ab, h]Γi+2 = [a, h]b[b, h]Γi+2 = [a, h][b, h]Γi+2 =
ψi(aΓi+1, hH

′)ψi(bΓi+1, hH
′).

(b) ψi(aΓi+1, hgH
′) = [a, hg]Γi+2 = [a, g][a, h]gΓi+2 = [a, h][a, g]Γi+2 =

ψi(aΓi+1, hH
′)ψi(aΓi+1, gH

′).
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Por lo tanto, para todo i ≥ 1, ψi es un homomorfismo en cada variable.
Veamos que, para cada i ≥ 1, ψi está bien definido:
Sean (xΓi+1, yH

′) ∈ (Γi/Γi+1) × Ab(H) y z ∈ H ′. Entonces tenemos
que ψi(xΓi+1, yzH

′) = [x, yz]Γi+2 = [x, z][x, y]zΓi+2 = [x, y]z[x, z]Γi+2, pues
Γi+1/Γi+2 es abeliano. Como [x, z] ∈ [Γi,Γ2] ≤ Γi+2, ψi(xΓi+1, yzH

′) =
[x, y]zΓi+2 = z−1[x, y]zΓi+2. Como [x, y]−1z−1[x, y]z = [[x, y], z] ∈ [Γi+1,Γ2] ≤
Γi+3 ≤ Γi+2 tenemos que [x, y]Γi+2 = z−1[x, y]zΓi+2. Luego ψi(xΓi+1, yzH

′) =
[x, y]Γi+2 = ψi(xΓi+1, yH

′).
Sea (xΓi+1, yH

′) ∈ (Γi/Γi+1) × Ab(H) y w ∈ Γi+1. Entonces tenemos que
ψi(xwΓi+1, yH

′) = [xw, y]Γi+2 = [x, y]w[w, y]Γi+2 = [x, y]wΓi+2 = [x, y]Γi+2 =
ψi(xΓi+1, yH

′).
Sean (xΓi+1, yH

′), (x1Γi+1, y1H
′) ∈ (Γi/Γi+1)×Ab(H) tales que se cumple

(xΓi+1, yH
′) = (x1Γi+1, y1H

′). Luego x−1
1 x ∈ Γi+1 y y−1

1 y ∈ H ′, por lo que
ψi(xΓi+1, yH

′) = ψi(x1(x−1
1 x)Γi+1, y1(y−1

1 y)H ′) = ψi(x1Γi+1, y1H
′).

Para n = 1, θ1 = 1Ab(H) es un homomorfismo.
Para n = 2, θ2 : Ab(H) × Ab(H) → Γ2/Γ3 tal que θ2(x1H

′, x2H
′) =

[x1, x2]Γ3 es un homomorfismo en cada variable, pues θ2 = ψ1.
Supongamos que para n = k, θk : Ab(H)k → Γk/Γk+1 es un homomor-

fismo en cada variable y sea µ : Ab(H)k+1 → (Γk/Γk+1) × Ab(H) la función
tal que µ(v1H

′, . . . , vk+1H
′) = (θk(v1H

′, . . . , vkH
′), vk+1H

′). Luego θk+1 =
ψk ◦ µ pues ψk ◦ µ(v1H

′, . . . , vk+1H
′) = ψk(θk(v1H

′, . . . , vkH
′), vk+1H

′) =
ψk([v1, . . . , vk]Γk+1, vk+1H

′) = [[v1, . . . , vk], vk+1]Γk+2 = [v1, . . . , vk+1]Γk+2 =
θk+1(v1H

′, . . . , vk+1H
′) para todo (v1H

′, . . . , vk+1H
′) ∈ Ab(G)k+1. Como θk

y ψk son homomorfismos en cada variable, θk+1 es un homomorfismo en cada
variable.

Por lo tanto, para todo n ≥ 1, la función θn : Ab(H)n → Γn/Γn+1 es un
homomorfismo en cada variable.

(2) Como θn : Ab(H)n → Γn/Γn+1 es un homomorfismo en cada variable,
la función β : Ab(H) → Γn/Γn+1 tal que β(yH ′) = [y, y2, . . . , yn]Γn+1 es un
homomorfismo. Luego αx := β ◦ π ∈ Hom(H,Γn/Γn+1) (donde π : H → Ab(H)
es el homomorfismo cociente) cumple que xΓn+1 = [y1, y2, . . . , yn]Γn+1 = β ◦
π(y1) = αx(y1) ∈ αx(H).

(3) Como V ( Γn/Γn+1 y Γn está generado por los conmutadores de la
forma [a1, a2, . . . , an] con a1, a2, . . . , an ∈ H, existe z = [b1, b2, . . . , bn] con
b1, b2, . . . , bn ∈ H tal que zΓn+1 /∈ V . Por (2), existe un homomorfismo
αz : H → Γn/Γn+1 tal que zΓn+1 ∈ αz(H). Por lo tanto, existe αz ∈
Hom(H,Γn/Γn+1) tal que αz(H) * V .

(4) Supongamos que Hp 6= 1.
Supongamos que H es un grupo nilpotente de clase 1, es decir, que H es

abeliano. Luego, por el teorema 1.94(4), existe un subgrupo A de H tal que
H = A ⊕ B con B ≤ H y A ∼= C(pk), donde k es un entero positivo o k = ∞.
Entonces C(pk) ∼= A ∼= H/ kerπ1 (donde π1 : H → A es la proyección canónica)
y, por lo tanto, H contiene un subgrupo normal kerπ1 tal queH/ kerπ1

∼= C(pk),
donde k es un entero positivo o k =∞.

En general, sea n ≥ 1 tal que Γn/Γn+1 tiene p-torsión. Entonces, tenemos
que (Γn/Γn+1)p 6= 1 y como Γn/Γn+1 es abeliano, por el teorema 1.94(4), existe
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A ≤ Γn/Γn+1 tal que Γn/Γn+1 = A⊕B con B ≤ Γn/Γn+1 y A ∼= C(pl), donde
l es un entero positivo o l = ∞. Como B es un subgrupo propio de Γn/Γn+1,
por (3), existe α ∈ Hom(H,Γn/Γn+1) tal que α(H) * B.

Sea β := π1 ◦ α (donde π1 : Γn/Γn+1 → A es la proyección canónica).
Luego, H/ kerβ ∼= β(H) es un subgrupo no trivial de A ∼= C(pl) por lo que
H/ kerβ ∼= C(pk) con k un entero positivo o k =∞. �

Proposición 1.102 Sean H un grupo nilpotente y p un número primo.
(1) Si Ab(H) es p-divisible entonces Γn(H)/Γn+1(H) es p-divisible, para

todo n ≥ 1.
(2) H es p-divisible si y sólo si Ab(H) es p-divisible.
(3) H tiene un único subgrupo p-divisible maximal.

Demostración. (1) Supongamos que Ab(H) es p-divisible. Luego,
⊗n

Ab(H) es
p-divisible y como, por la proposición 1.100, hay un epimorfismo ϕ :

⊗n
Ab(H)→

Γn(H)/Γn+1(H) para todo n ≥ 1, concluimos que Γn(H)/Γn+1(H) es p-divisi-
ble para todo n ≥ 1.

(2) Supongamos que H es p-divisible. Como Ab(H) es un cociente de H,
concluimos que Ab(H) es p-divisible.

Ahora, supongamos que Ab(H) es p-divisible. Veamos, por inducción, que
H/Γk(H) es p-divisible para todo k ≥ 1:

Primero observamos que para k = 1 y k = 2, H/Γk(H) es p-divisible.
Ahora, supongamos que H/Γk−1(H) es p-divisible.
Veremos que como Γk−1(H)/Γk(H) es p-divisible (esto es una consecuencia

de (1)) y H/Γk−1(H) ∼= (H/Γk(H))/(Γk−1(H)/Γk(H)) también es p-divisible,
H/Γk(H) es p-divisible.

Sea hΓk(H) ∈ H/Γk(H). Como hΓk−1(H) ∈ H/Γk−1(H) y H/Γk−1(H) es
p-divisible, existe gΓk−1(H) ∈ H/Γk−1(H) tal que hΓk−1(H) = [gΓk−1(H)]p =
gpΓk−1(H). Luego, h = gpm con m ∈ Γk−1(H) y como Γk−1(H)/Γk(H) es
p-divisible, existe nΓk(H) ∈ Γk−1(H)/Γk(H) tal que mΓk(H) = [nΓk(H)]p =
npΓk(H), por lo que m = npl con l ∈ Γk(H). Entonces, h = gpm = gpnpl
y hΓk(H) = gpnplΓk(H) = gpnpΓk(H) = [gΓk(H)]p[nΓk(H)]p = [gnΓk(H)]p

pues Γk−1(H)/Γk(H) ≤ Z(H/Γk(H)). Por lo tanto, H/Γk(H) es p-divisible.
Por lo tanto, H/Γn(H) es p-divisible para todo n ≥ 1.
Como H es nilpotente, existe un entero positivo c tal que Γc+1(H) = 1. Por

lo tanto, H ∼= H/Γc+1(H) es p-divisible.
(3) Sean A y B dos subgrupos p-divisibles de H.
Veamos que 〈A,B〉 también es p-divisible.
Por (2), basta ver que Ab(〈A,B〉) = 〈A,B〉/[〈A,B〉, 〈A,B〉] es p-divisible.

Luego, podemos suponer que [〈A,B〉, 〈A,B〉] = 1. Como A ≤ 〈A,B〉 y B ≤
〈A,B〉, [A,B] ≤ [〈A,B〉, 〈A,B〉] = 1. Luego, [A,B] = 1 por lo que 〈A,B〉 = AB.

Veamos que AB es p-divisible:
Sea w ∈ AB. Entonces, w = ab con a ∈ A y b ∈ B. Como A y B

son p-divisibles, existen x ∈ A y y ∈ B tales que a = xp y b = yp. Luego,
w = ab = xpyp = (xy)p ∈ (AB)p pues [A,B] = 1. Por lo tanto, AB es
p-divisible. �
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Lema 1.103 Sean x, y ∈ G y supongamos que x y y conmutan con [x, y]. En-
tonces, [x, y]n = [xn, y] = [x, yn] para todo n ∈ Z.

Demostración. Para n = 0, se cumple que [x, y]0 = 1 = [x, y0] = [x0, y].
Para n = 1, se cumple que [x, y]1 = [x1, y] = [x, y1].
Para n = 2, tenemos que [x, y]2 = x−1y−1xy[x, y] = x−1[x, y]y−1xy =

x−1x−1y−1xyy−1xy = x−2y−1x(xx−1)yy−1xy = x−2y−1x2y = [x2, y]. También,
tenemos que [x, y]2 = [x, y]x−1y−1xy = x−1y−1x[x, y]y = x−1y−1xx−1y−1xy2 =
x−1y−1xx−1yy−1xy2 = x−1y−1yy−2xy2 = x−1y−2xy2 = [x, y2].

Ahora supongamos que para n = k, [x, yk] = [xk, y] = [x, yk]. Entonces,
tenemos que [x, y]k+1 = [x, y][x, y]k = x−1y−1xy[x, y]k = x−1[x, y]ky−1xy =
x−1[xk, y]y−1xy = x−1x−ky−1xkyy−1xy = x−(k+1)y−1xk+1y = [xk+1, y].

También, [x, y]k+1 = [x, y]k[x, y] = [x, y]kx−1y−1xy = x−1y−1x[x, y]ky =
x−1y−1x[x, yk]y = x−1y−1xx−1y−kxyk+1 = x−1y−(k+1)xyk+1 = [x, yk+1].

Por lo tanto, [x, y]n = [xn, y] = [x, yn] para n ≥ 0.
Como x[x, y] = [x, y]x, y−1xy = xx1y1xy = x−1y−1xyx y y−1xyx−1 =

x−1y−1xy, es decir, [x, y] = [y, x−1] por lo que [x, y]−1 = [y, x−1]−1 = [x−1, y].
Como y[x, y] = [x, y]y, yx−1y−1xy = x−1y−1xy2 y yx−1y−1x = x−1y−1xy,

es decir, [y−1, x] = [x, y] por lo que [x, y]−1 = [y−1, x]−1 = [x, y−1].
Por lo tanto, [x−1, y] = [x, y]−1 = [x, y−1] por lo que para n ≥ 0, [x−n, y] =

[x, y]−n = [x, y−n]. �

Proposición 1.104 Sean p un número primo y H un grupo nilpotente y p-di-
visible. Luego,

(1) Hp ≤ Z(H).
(2) Z(H) es p-divisible.
(3) H/Zi(H) es libre de p-torsión, para todo i ≥ 1.
(4) Zi+1(H)/Zi(H) es libre de p-torsión y p-divisible, para todo i ≥ 1.
(5) Si Hp 6= 1 entonces H contiene un subgrupo normal K tal que H/K ∼=

C(p∞).

Demostración. (1) Si H es un grupo nilpotente de clase 1 entonces H = Z(H).
Por lo tanto, Hp ≤ H = Z(H).

Ahora, supongamos que H es un grupo nilpotente de clase 2 y sean h ∈ Hp

y g ∈ H. Luego, existe s ≥ 1 tal que hp
s

= 1 y como H es p-divisible, existe
g1 ∈ H tal que g = gp1 . De la misma forma, como g1 ∈ H y H es p-divisible,

existe g2 ∈ H tal que g1 = gp2 de donde g = gp
2

2 . Continuando con este procedi-
miento llegamos a que existe gs ∈ H tal que g = gp

s

s , por lo que [h, g] = [h, gp
s

s ]
y como H = Z2(H), [h, g] = [h, gp

s

s ] = [hp
s

, gs] = [1, gs] = 1. Por lo tanto,
h ∈ Z(H) y Hp ≤ Z(H).

Supongamos que H es un grupo nilpotente de clase 3 y sean h ∈ Hp y g ∈ H.
Luego, como antes, existen s ≤ 1 tal que hp

s

= 1 y gs ∈ H tal que g = gp
s

s .
Como H es un grupo nilpotente de clase 3, H/Z(H) es un grupo nilpotente de
clase 2 por lo que (H/Z(H))p ≤ Z(H/Z(H)) = Z2(H)/Z(H) y como hZ(H) ∈
(H/Z(H))p, h ∈ Z2(H). Luego, [h, g] = [h, gp

s

s ] = [hp
s

, gs] = [1, gs] = 1. Por lo
tanto, h ∈ Z(H) y Hp ≤ Z(H).
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Ahora, supongamos que si H es un grupo nilpotente de clase k entonces
Hp ≤ Z(H). Sean H un grupo nilpotente de clase k + 1, h ∈ Hp y g ∈ H.
Luego, existen s ≥ 1 tal que hp

s

= 1 y gs ∈ H tal que g = gp
s

s . Como H es un
grupo nilpotente de clase k+1, H/Z(H) es un grupo nilpotente de clase k por lo
que (H/Z(H))p ≤ Z(H/Z(H)) = Z2(H)/Z(H) y como hZ(H) ∈ (H/Z(H))p,
h ∈ Z2(H). Luego, [h, g] = [h, gp

s

s ] = [hp
s

, gs] = [1, gs] = 1. Por lo tanto,
h ∈ Z(H) y Hp ≤ Z(H).

(2) Primero veamos que para todo h ∈ H, si hp ∈ Z(H) entonces h ∈ Z(H):
Sean h ∈ H tal que hp ∈ Z(H) y g ∈ H. Como H es p-divisible, existe k ∈ H

tal que g = kp. Como H es nilpotente y p-divisible, H/Z(H) es nilpotente y p-
divisible por lo que, por (1), (H/Z(H))p ≤ Z(H/Z(H)) = Z2(H)/Z(H). Como
hZ(H) ∈ (H/Z(H))p, h ∈ Z2(H) de donde [h, g] = [h, kp] = [hp, k] = 1, pues
hp ∈ Z(H). Por lo tanto, h ∈ Z(H).

Finalmente, veamos que Z(H) es p-divisible:
Sea g ∈ Z(H). Luego, g ∈ H y como H es p-divisible, existe h ∈ H tal que

hp = g ∈ Z(H) por lo que h ∈ Z(H). Por lo tanto, Z(H) es p-divisible.
(3) Ya vimos que para todo h ∈ H, si hp ∈ Z(H) entonces h ∈ Z(H).
Ahora, sea hZ(H) ∈ H/Z(H) tal que hpZ(H) = [hZ(H)]p = Z(H). Luego,

hp ∈ Z(H) por lo que h ∈ Z(H). Por lo tanto, hZ(H) = Z(H) y H/Z(H) es
libre de p-torsión.

Como H es p-divisible, H/Zi(H) es p-divisible para todo i ≥ 1 por lo
que, por lo antes mostrado, H/Zi+1(H) ∼= (H/Zi(H))/(Zi+1(H)/Zi(H)) =
(H/Zi(H))/Z(H/Zi(H)) es libre de p-torsión.

(4) Como H es p-divisible, por (2), H/Zi(H) es libre de p-torsión para todo
i ≥ 1. Luego, Z(H/Zi(H)) = Zi+1(H)/Zi(H) es libre de p-torsión para todo
i ≥ 1.

Como H es p-divisible, H/Zi(H) es p-divisible y, por (1), Z(H/Zi(H)) =
Zi+1(H)/Zi(H) es p-divisible.

(5) Supongamos que Hp 6= 1. Como H es nilpotente, por la proposición
1.101(4), H contiene un subgrupo normal K tal que H/K ∼= C(pk) donde k es
un entero positivo o k =∞.

Supongamos que k es un entero positivo. Como H es p-divisible, H/K ∼=
C(pk) es p-divisible, lo cual es falso. Por lo tanto, k =∞ y H/K ∼= C(p∞). �

1.8 El producto libre y el producto amalgamado

Como referencias para lo hecho a continuación tenemos: [23], [26] y [27].
Un ejemplo interesante de grupo es el grupo libre en dos generadores: Sea

E el conjunto de las palabras finitas (incluida la palabra vaćıa) que se pueden
formar al yuxtaponer los śımbolos ap y bq, con p, q ∈ Z. Dada una palabra, está
permitido efectuar las siguientes reducciones:

(a) Remplazar un grupo de śımbolos consecutivos apaq por el śımbolo ap+q.
(b) Remplazar un grupo de śımbolos consecutivos bpbq por el śımbolo bp+q.
(c) Suprimir a0 y b0.
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Una palabra para la que toda reducción es imposible es una palabra reducida.
Una palabra reducida está formada por una sucesión de śımbolos alternados de
la forma ap y bq, con exponentes no nulos. Además, toda palabra admite una
única reducción.

Se denota por L(a, b) o Z ? Z, al conjunto de las palabras reducidas dotado
de la ley de composición siguiente: El producto m · m′ de dos palabras, es la
palabra reducida asociada a la palabra (no necesariamente reducida) obtenida
al escribir m y m′ consecutivamente.

Para esta ley, L(a, b) es un grupo para el cual la palabra vaćıa es el elemento
neutro y a−pnb−qn · · · a−p1b−q1 es la inversa de la palabra bq1ap1 · · · bqnapn . Las
aplicaciones â, b̂ : Z → L(a, b) definidas por â(p) = ap y b̂(q) = bq son mono-
morfismos. Además, si G es un grupo y ϕ,ψ : Z→ G son dos homomorfismos,
existe un único homomorfismo θ : L(a, b) → G tal que θ ◦ â = ϕ y θ ◦ b̂ = ψ,
dado por θ(bq1ap1 · · · bqnapn) = ψ(q1)ϕ(p1) · · ·ψ(qn)ϕ(pn).

Más en general tenemos el grupo libre sobre un conjunto arbitrario: En vez
de formar palabras con la ayuda de letras a y b, se utilizan todos los elementos
de un conjunto S. En particular, si S es un conjunto finito de n elementos, se
obtiene el grupo libre de n generadores, denotado L(S).

Dados dos grupos podemos formar un nuevo grupo llamado el producto libre
de ellos: Es otra generalización de la primera noción. Sean G1 y G2 dos grupos.
Se considera el conjunto de las palabras finitas constituidas por elementos de
G1 y G2. Se permite reemplazar dos letras consecutivas g1 y g′1 si están en el
mismo grupo G1 por la única letra g1 · g′1 ∈ G1, y lo mismo con letras en G2.
Además, se suprimen los elementos neutros. Como antes, una palabra reducida
es una sucesión finita de elementos provenientes alternadamente de G1 y G2.
El conjunto de las palabras reducidas, dotado de la ley de composición evidente
constituye el grupo G1 ? G2, producto libre de ambos grupos.

Para i ∈ {1, 2}, las aplicaciones θi : Gi → G1 ? G2 dadas por θi(gi) = gi,
son homomorfismos inyectivos. Además, si G es un grupo y tenemos los homo-
morfismos µi : Gi → G, existe un único homomorfismo µ : G1 ? G2 → G tal
que µ ◦ θi = µi. A esta propiedad la llamamos propiedad universal del producto
libre de dos grupos.

Observamos de esta forma, que el producto libre de dos grupos es su copro-
ducto en la categoŕıa de grupos.

De forma general:

Definición 1.105 Un producto libre de una familia de grupos {Ai}i∈I es un
grupo P y una familia de homomorfismos {ji : Ai → P}i∈I de forma que, para
cada grupo G y toda familia de homomorfismos {φi : Ai → G}i∈I existe un
único homomorfismo φ : P → G tal que φ ◦ ji = φi, para todo ı́ndice i ∈ I.

La construcción expĺıcita del producto libre puede verse en [23] o [26].

Proposición 1.106 Si P es un producto libre de la familia {Ai}i∈I , entonces
los homomorfismos ji : Ai → P son inyectivos.

Demostración. Sean i ∈ I y {fk : Ak → Ai}k∈I la familia de homomorfismos tal
que fk = 1Ai si k = i y fk = 0 si k 6= i. Entonces, existe un único homomorfismo
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ϕ : P → Ai tal que ϕ ◦ jk = fk para todo k ∈ I, por lo que ϕ ◦ ji = fi = 1Ai

para todo i ∈ I. Por lo tanto, ji : Ai → P es un homomorfismo inyectivo para
cada i ∈ I. �

En vista de la proposición anterior, los homomorfismos ji : Ai → P a veces
son llamados encajes.

Teorema 1.107 Sea {Ai}i∈I una familia de grupos. Si P y Q son productos
libres de la familia {Ai}i∈I , entonces P ∼= Q.

Demostración. Sean ji : Ai → P y ki : Ai → Q los respectivos encajes. Como
P es un producto libre de la familia {Ai}i∈I , existe un único homomorfismo
ϕ : P → Q tal que ϕ ◦ ji = ki para todo i ∈ I. Análogamente, como Q es un
producto libre de la familia {Ai}i∈I , existe un único homomorfismo ψ : Q→ P
tal que ψ ◦ ki = ji para todo i ∈ I.

Como existe un único homomorfismo θ : P → P tal que θ ◦ ji = ji, para
todo i ∈ I y ψ ◦ ϕ ◦ ji = ji = 1P ◦ ji para todo i ∈ I, ψ ◦ ϕ = 1P .

Como existe un único homomorfismo η : Q → Q tal que η ◦ ki = ki, para
todo i ∈ I y ϕ ◦ ψ ◦ ki = ki = 1Q ◦ ki para todo i ∈ I, ϕ ◦ ψ = 1Q.

Por lo tanto, Q ∼= P . �

Como consecuencia podemos hablar del producto libre P de la familia {Ai}i∈I
y denotarlo por P = ?i∈IAi.

Teorema 1.108 Si g ∈ ?i∈IAi y g 6= 1, entonces g tiene una única factoriza-
ción

g = a1 · · · an
donde ak ∈ Aik , ak 6= 1 e ik 6= ik+1.

Demostración. Ver ([26], Teorema 11.52, pág. 390).
Otra construcción que podemos hacer es el producto amalgamado de dos

grupos: Sean G0, G1 y G2 tres grupos, ϕ1 : G0 → G1 y ϕ2 : G0 → G2 dos
homomorfismos, N el menor subgrupo normal en G1 ? G2 que contiene todos
los elementos de la forma:

{(ϕ1(g)ϕ2(g)−1) : g ∈ G0}

y µ : G1 ?G2 → (G1 ?G2)/N el epimorfismo canónico. Escribimos G1 ?G0 G2 :=
(G1 ? G2)/N y lo llamamos el producto de G1 y G2 amalgamado por G0.

Para i ∈ {1, 2}, los homomorfismos µi = µ ◦ θi (donde θ1 : G1 → G1 ? G2 y
θ2 : G2 → G1 ? G2 son los encajes) satisfacen la relación µ1 ◦ ϕ1 = µ2 ◦ ϕ2. En
efecto, para g ∈ G0 los elementos θ1(ϕ1(g)) y θ2(ϕ2(g)) difieren en un elemento
que está en N = kerµ.

Además, si H es un grupo y para i ∈ {1, 2} los homomorfismos ψi : Gi → H
verifican la identidad ψ1 ◦ ϕ1 = ψ2 ◦ ϕ2, tenemos que existe un único homo-
morfismo ψ : G1 ?G0

G2 → H tal que ψi = ψ ◦ µi. En efecto, por la propiedad
universal del producto libre, existe un único homomorfismo ψ′ : G1 ? G2 →
H tal que ψi = ψ′ ◦ θi, pero la identidad ψ1 ◦ ϕ1 = ψ2 ◦ ϕ2 prueba que
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{(ϕ1(g)ϕ2(g)−1), (ϕ2(g)ϕ1(g)−1) : g ∈ G0} ⊆ kerψ′ y por lo tanto, también
N ⊆ kerψ′, con lo que ψ′ pasa al cociente por N .

Observamos que G1?G0
G2 es el coproducto fibrado en la categoŕıa de grupos

de ϕ1 y ϕ2.

1.9 Extensiones centrales de grupos

En esta sección daremos las definiciones y proposiciones necesarias para entender
la proposición 4.23 y su demostración. El lector que desee adentrarse en el tema
de extensiones centrales puede referirse a [1].

Definiciones 1.109 (1) Una extensión central de un grupo G es una pareja
(H,π), donde H es un grupo y π : H → G es un epimorfismo tal que kerπ ≤
Z(H).

(2) Un morfismo de extensiones centrales de G, α : (G1, π1) → (G2, π2), es
un homomorfismo de grupos α : G1 → G2 tal que π1 = π2 ◦ α.

(3) Una extensión central (G̃, π) de G es universal si para cada extensión
central (H,σ) de G, existe un único morfismo α : (G̃, π)→ (H,σ) de extensiones
centrales.

Proposición 1.110 Salvo isomorfismo hay a lo más una extensión central u-
niversal de un grupo G.

Demostración. Ver ([1], (33.1), pág. 166).

Proposición 1.111 Si (G̃, π) es una extensión central universal de G entonces
G̃ y G son perfectos.

Demostración. Ver ([1], (33.2), pág. 166).

Proposición 1.112 Sean G un grupo perfecto y (H,π) una extensión central
de G. Entonces, H = (kerπ)[H,H] con [H,H] perfecto.

Demostración. Ver ([1], (33.3), pág. 167).

Proposición 1.113 Para todo grupo G, G posee una extensión central univer-
sal si y sólo si G es perfecto.

Demostración. Ver ([1], (33.4), pág. 167).

Definiciones 1.114 (1) Si G es un grupo perfecto y (G̃, π) es su extensión
central universal entonces G̃ es llamado el grupo cubriente universal de G y
kerπ el multiplicador de Schur de G, denotado por H2(G,Z). Observamos que,
por la proposición 1.111, G̃ es perfecto.

(2) Una extensión central perfecta de un grupo perfecto G es una extensión
central (H,α) de G tal que H es perfecto.



34 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposición 1.115 Sean G̃ el grupo cubriente universal de un grupo perfecto
G y (H,α) una extensión central perfecta del grupo perfecto G̃. Entonces, α es
un isomorfismo.

Demostración. Ver ([1], (33.7), pág. 168).
Por último mencionaremos a la inducción transfinita, que será necesaria para

algunas pruebas que desarrollaremos posteriormente.

1.10 Inducción transfinita

Como referencia tenemos: [16].

Teorema 1.116 (Inducción transfinita). Sea C una clase de ordinales y su-
pongamos que:

(1) 0 ∈ C
(2) Si α ∈ C entonces α+ 1 ∈ C
(3) Si α es un ordinal ĺımite no trivial y β ∈ C para todo β < α, entonces

α ∈ C.
Entonces C es la clase de todos los ordinales.



Caṕıtulo 2

A-equivalencias y grupos
A-celulares

En este caṕıtulo introducimos los conceptos de grupo A-celular y de A-equiva-
lencia. Damos ejemplos de grupos A-celulares y demostramos proposiciones y
lemas relacionados con estos dos conceptos. El lector puede referirse al art́ıculo
[7].

Definiciones 2.1 Sean C una categoŕıa y A ∈ C.
(1) Un morfismo f : X → Y es una A-equivalencia si la función

Hom(A, f) : Hom(A,X)→ Hom(A, Y )

definida por Hom(A, f)(ψ) = f ◦ ψ es una biyección.
(2) Un objeto T ∈ C es A-celular si toda A-equivalencia es una T -equivalen-

cia.

Observación 2.2 La condición de que f sea una A-equivalencia quiere decir
que para todo ϕ ∈ Hom(A, Y ), existe un único ϕ̂ ∈ Hom(A,X) tal que ϕ = f ◦ϕ̂.
Es decir, f : X → Y es una A-equivalencia si el siguiente diagrama conmuta:

Y X

A

oo f

∃!ϕ̂

OO�
�
�∀ϕ

__????????

Al morfismo ϕ̂ lo llamaremos el levantamiento de ϕ (a lo largo de f).

Las anteriores definiciones se aplicarán más adelante a la categoŕıa de grupos.

Lema 2.3 Sean D y C dos categoŕıas, Γ : D → C un funtor y f : X → Y un
morfismo en C. Si f es una ΓI-equivalencia para todo I ∈ D y lim−→I

ΓI existe,
entonces f es una lim−→I

ΓI-equivalencia.

35
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Demostración. Supongamos que f es una ΓI-equivalencia, para todo I ∈ D.
Sean G := lim−→I

ΓI, (fI : ΓI → G)I∈D el cocono coĺımite para Γ (ver definicio-

nes 1.6) y ϕ ∈ Hom(G, Y ). Como gI := ϕ ◦ fI ∈ Hom(ΓI, Y ), existe un único
ĝI ∈ Hom(ΓI,X) tal que gI = f ◦ ĝI y esto último se cumple, por hipótesis,
para cada I ∈ D.

Ahora, para cada morfismo α : I → J en D tenemos que f ◦ ĝI = gI =
ϕ ◦ fI = ϕ ◦ fJ ◦ Γ(α) = gJ ◦ Γ(α) = f ◦ ĝJ ◦ Γ(α) y, por la unicidad de ĝI ,
ĝI = ĝJ ◦ Γ(α). Entonces (ĝI : ΓI → X)I∈D es un cocono para Γ, por lo
que existe un único homomorfismo ψ : G → X tal que ψ ◦ fI = ĝI . Luego,
ϕ ◦ fI = gI = f ◦ ĝI = f ◦ ψ ◦ fI y como G := lim−→I

ΓI, ϕ = f ◦ ψ.

Ahora, sea ψ1 ∈ Hom(G,X) tal que ϕ = f ◦ ψ1. Entonces f ◦ ψ1 ◦ fI =
ϕ ◦ fI = gI = f ◦ ĝI y, por la unicidad de ĝI , ψ1 ◦ fI = ĝI = ψ ◦ fI . Por lo tanto,
por la unicidad de ψ, ψ1 = ψ. �

Proposición 2.4 Sean C y D dos categoŕıas, Γ : D → C un funtor y A ∈ C. Si
ΓI es A-celular para todo I ∈ D y lim−→I

ΓI existe, entonces lim−→I
ΓI es A-celular.

Demostración. Sea f : X → Y una A-equivalencia. Como ΓI es A-celular, para
todo I ∈ D tenemos que f es una ΓI-equivalencia, para todo I ∈ D. Luego, por
el lema 2.3, f es una lim−→I

ΓI-equivalencia. Por lo tanto, lim−→I
ΓI es A-celular. �

O bien, otra forma de ver lo anterior es la siguiente:

Proposición 2.5 Sean C una categoŕıa y A ∈ C. Consideremos un funtor
Γ : D → A-cel que va de una categoŕıa arbitraria D a la subcategoŕıa plena
A-cel de C conformada por los objetos A-celulares. Supongamos que Γ tiene
coĺımite en C, entonces lim−→I

ΓI ∈ A-cel.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la proposición 2.4 �

Definición 2.6 Sean C una categoŕıa y R,G ∈ C. Decimos que R es un retracto
de G si existen dos morfismos r : G→ R y s : R→ G tales que r ◦ s = 1R.

Proposición 2.7 Sean C una categoŕıa y A,R,G ∈ C. Si G es A-celular y R
es un retracto de G, entonces R también es A-celular.

Demostración. Supongamos que G es A-celular y que R es un retracto de G.
Sean f : X → Y una A-equivalencia y ϕ : R → Y un morfismo. Como R es
un retracto de G, existen dos morfismos r : G → R y s : R → G tales que
r ◦ s = 1R. Luego, tenemos un morfismo ϕ ◦ r : G → Y y como f también es
una G-equivalencia (pues G es A-celular), existe un único morfismo ψ : G→ X
tal que ϕ ◦ r = f ◦ ψ. Por lo tanto, existe un morfismo ψ ◦ s : R → X tal que
f ◦ ψ ◦ s = ϕ ◦ r ◦ s = ϕ ◦ 1R = ϕ.

Ahora, sea θ : R → X un morfismo tal que ϕ = f ◦ θ. Como θ ◦ r : G→ X
es un morfismo tal que ϕ ◦ r = f ◦ θ ◦ r, por la unicidad de ψ, θ ◦ r = ψ. Por lo
tanto, ψ ◦ s = θ ◦ r ◦ s = θ ◦ 1R = θ.

Por lo tanto, f es una R-equivalencia y R es A-celular. �
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A partir de ahora consideraremos las nociones de objeto A-celular y de A-
equivalencia en la categoŕıa de grupos. La siguiente proposición es un ejemplo
de un grupo A-celular.

Proposición 2.8 Para todo grupo A, el grupo trivial es A-celular.

Demostración. Como 1 es el coĺımite para el funtor Γ : ∅ → Grp y ΓI es A-
celular para todo I ∈ ∅, por la proposición 2.4, tenemos que 1 es A-celular.
�

Cualquier grupo A es un grupo A-celular, al igual que cualquier producto
libre ?A de copias de A. En general,

Proposición 2.9 Si Mi es un grupo A-celular, para cada i ∈ I entonces ?i∈IMi

es A-celular.

Demostración. Supongamos que Mi es A-celular, para cada i ∈ I. Como
?i∈IMi = lim−→i∈IMi, por la proposición 2.4, ?i∈IMi es A-celular. �

Proposición 2.10 Para cualesquiera tres grupos A-celulares G, H y Γ, y cua-
lesquiera dos homomorfismos ϕ1 : Γ→ G, ϕ2 : Γ→ H, el producto amalgamado
G ?Γ H es un grupo A-celular.

Demostración. Como G ?Γ H es un coproducto fibrado y el coproducto fibrado
es un ejemplo de coĺımite, por la proposición 2.4, G?ΓH es un grupo A-celular.
�

Lema 2.11 Sean G un grupo, f : X → Y una G-equivalencia, ϕ ∈ Hom(G, Y )
y ϕ̂ ∈ Hom(G,X) su levantamiento. Entonces, f−1(CY (ϕG)) = CX(ϕ̂G).

Demostración. Sea x ∈ f−1(CY (ϕG)). Como f(x) ∈ CY (ϕG), tenemos que
ϕ(g) = f(x)−1ϕ(g)f(x) = f(x−1ϕ̂(g)x) = f ◦ ix ◦ ϕ̂(g) para todo g ∈ G, por lo
que ϕ = f ◦ ix ◦ ϕ̂. Por lo tanto, por la unicidad de ϕ̂, ix ◦ ϕ̂ = ϕ̂ para todo
x ∈ f−1(CY (ϕG)).

Ahora, sea b ∈ ϕ̂G. Luego existe h ∈ G tal que b = ϕ̂(h) = ix ◦ ϕ̂(h) =
x−1ϕ̂(h)x, de donde xb = bx. Por lo tanto, x ∈ CX(ϕ̂G) y f−1(CY (ϕG)) ≤
CX(ϕ̂G).

Sean y ∈ CX(ϕ̂G) y z ∈ ϕG. Luego, existe g ∈ G tal que z = ϕ(g) = f ◦ϕ̂(g)
y como y conmuta con ϕ̂(g), f(y)z = f(yϕ̂(g)) = f(ϕ̂(g)y) = zf(y). Entonces,
f(y) ∈ CY (ϕG) y y ∈ f−1(CY (ϕG)). Por lo tanto CX(ϕ̂G) ≤ f−1(CY (ϕG)). �

Lema 2.12 Sean G y H dos grupos tales que H E G. Si π : G → G/H es el
homomorfismo cociente y K := π−1(Z(G/H)), entonces K EG.

Demostración. Como Z(G/H) E G/H y π : G → G/H es un epimorfismo,
K := π−1(Z(G/H))EG. �
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Lema 2.13 Sean G, N , X y Y cuatro grupos y ϕ ∈ Hom(G, Y ) tal que ϕ =
f ◦ ϕ̂, donde f ∈ Hom(X,Y ) y ϕ̂ ∈ Hom(G,X).

(1) Si N E ϕG y M := f−1(N) ∩ ϕ̂G, entonces M E ϕ̂G.
(2) Además, si p : ϕG→ ϕG/N y q : ϕ̂G→ ϕ̂G/M son los homomorfismos

cocientes, K := p−1(Z(ϕG/N)) y L := q−1(Z(ϕ̂G/M)) entonces tenemos que
L = f−1(K) ∩ ϕ̂G.

Demostración. (1) Sean ϕ̂(g) ∈ ϕ̂G y m ∈M . Luego, m ∈ ϕ̂G y f(m) ∈ N por
lo que f(ϕ̂(g)−1mϕ̂(g)) = [f(ϕ̂(g)−1)]f(m)[f(ϕ̂(g))] = ϕ(g)−1f(m)ϕ(g) ∈ N ,
pues N E ϕG. Entonces ϕ̂(g)−1mϕ̂(g) ∈ f−1(N) ∩ ϕ̂G = M y, por lo tanto,
M E ϕ̂G.

(2) Sea a ∈ L. Luego a ∈ ϕ̂G, q(a) = aM ∈ Z(ϕ̂G/M) y f(a) ∈ ϕG.
Para demostrar que a ∈ f−1(K) ∩ ϕ̂G, sólo nos resta ver que f(a) ∈ K:
Sea ϕ(g)N ∈ ϕG/N . Como [ϕ̂(g)M ][aM ] = [aM ][ϕ̂(g)M ], tenemos que

ϕ̂(g)aϕ̂(g)−1a−1 ∈ M = f−1(N) ∩ ϕ̂G, de donde ϕ(g)f(a)ϕ(g)−1f(a)−1 =
f(ϕ̂(g)aϕ̂(g)−1a−1) ∈ N , por lo que [ϕ(g)N ][f(a)N ] = [f(a)N ][ϕ(g)N ]. Por lo
tanto, p(f(a)) = f(a)N ∈ Z(ϕG/N) y f(a) ∈ K.

Sea b ∈ f−1(K) ∩ ϕ̂G. Entonces, b ∈ ϕ̂G y f(b) ∈ K de donde p(f(b)) =
f(b)N ∈ Z(ϕG/N).

Para ver que b ∈ L, sólo nos resta demostrar que q(b) = bM ∈ Z(ϕ̂G/M):
Sea ϕ̂(g)M ∈ ϕ̂G/M . Como [ϕ(g)N ][f(b)N ] = [f(b)N ][ϕ(g)N ], tenemos que

f(ϕ̂(g)bϕ̂(g)−1b−1) = ϕ(g)f(b)ϕ(g)−1f(b)−1 ∈ N , por lo que ϕ̂(g)bϕ̂(g)−1b−1 ∈
f−1(N)∩ϕ̂G = M . Luego [ϕ̂(g)M ][bM ] = [bM ][ϕ̂(g)M ] y, por lo tanto, tenemos
que q(b) ∈ Z(ϕ̂G/M). �

Recordemos que en la sección 1.3 vimos, entre otras cosas, que un grupo G
es nilpotente de clase n si n es el mı́nimo entero positivo k tal que Zk(G) = G.

Lema 2.14 Sean G un grupo, f : X → Y una G-equivalencia, ϕ ∈ Hom(G, Y )
y ϕ̂ ∈ Hom(G,X) su levantamiento. Entonces ϕG es nilpotente si y sólo si ϕ̂G
es nilpotente. Además, la clase de nilpotencia de ϕG es la misma que la de ϕ̂G.

Demostración. Primero demostraremos que f−1(Zn(ϕG))∩ϕ̂G = Zn(ϕ̂G), para
todo n ≥ 1. Haremos la prueba por inducción sobre n.

Veamos que f−1(Z(ϕG))∩ ϕ̂G = Z(ϕ̂G), es decir, que la igualdad se cumple
para n = 1:

Sea a ∈ f−1(Z(ϕG)) ∩ ϕ̂G. Entonces a ∈ f−1(Z(ϕG)) ≤ f−1(CY (ϕG)) =
CX(ϕ̂G) (ver lema 2.11) y a ∈ ϕ̂G, por lo que a ∈ ϕ̂G∩CX(ϕ̂G) = Z(ϕ̂G). Por
lo tanto, f−1(Z(ϕG)) ∩ ϕ̂G ≤ Z(ϕ̂G).

Sean b ∈ Z(ϕ̂G) y d ∈ ϕG. Entonces b ∈ ϕ̂G, f(b) ∈ ϕG y existe h ∈ G tal
que d = ϕ(h). Como b conmuta con los elementos de ϕ̂G, f(b)d = f(b)ϕ(h) =
f(b)f(ϕ̂(h)) = f(bϕ̂(h)) = f(ϕ̂(h)b) = ϕ(h)f(b) = df(b). Luego, f(b) ∈ Z(ϕG)
y b ∈ f−1(Z(ϕG)) ∩ ϕ̂G. Por lo tanto, Z(ϕ̂G) ≤ f−1(Z(ϕG)) ∩ ϕ̂G.

Ahora, supongamos que f−1(Zn(ϕG)) ∩ ϕ̂G = Zn(ϕ̂G) y veamos que la
igualdad se cumple para n+1, es decir, que f−1(Zn+1(ϕG))∩ ϕ̂G = Zn+1(ϕ̂G):

Sean N := Zn(ϕG) y M := f−1(N) ∩ ϕ̂G = Zn(ϕ̂G). Si K := Zn+1(ϕG)
y L := Zn+1(ϕ̂G) tenemos, por definición, que K = p−1

n [Z(ϕG/N)] y L =
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q−1
n [Z(ϕ̂G/M)] (donde pn : ϕG → ϕG/N y qn : ϕ̂G → ϕ̂G/M son los homo-

morfismos cocientes). Por lo tanto, por el lema 2.13, L = f−1(K)∩ϕ̂G, es decir,
Zn+1(ϕ̂G) = f−1(Zn+1(ϕG)) ∩ ϕ̂G.

Aśı, concluimos que f−1(Zn(ϕG)) ∩ ϕ̂G = Zn(ϕ̂G) para todo n ≥ 1.
Veamos que Zn(ϕG) = ϕG si y sólo si Zn(ϕ̂G) = ϕ̂G:
Supongamos que Zn(ϕG) = ϕG. Como Zn(ϕ̂G) = f−1(Zn(ϕG)) ∩ ϕ̂G,

tenemos que Zn(ϕ̂G) = f−1(ϕG) ∩ ϕ̂G = ϕ̂G.
Ahora, supongamos que Zn(ϕ̂G) = ϕ̂G. Entonces, ϕ̂G = f−1(Zn(ϕG))∩ϕ̂G

por lo que ϕG = f ◦ ϕ̂(G) ≤ Zn(ϕG) ≤ ϕG, es decir, Zn(ϕG) = ϕG.
Por lo tanto, Zn(ϕG) = ϕG si y sólo si Zn(ϕ̂G) = ϕ̂G.
Entonces ϕG es nilpotente de clase n si y sólo si ϕ̂G es nilpotente de clase

n. �

Proposición 2.15 Sea G un grupo. Entonces, G/Γs(G) es un grupo G-celular
para todo s ≥ 1 (donde Γs(G) es el s-ésimo término de la serie central inferior
de G).

Demostración. Primero veamos que si ϕ ∈ Hom(G,H), entonces ϕ(Γs(G)) =
Γs(ϕG) para todo s ≥ 1. Haremos la prueba por inducción sobre s:

La igualdad se cumple para s = 1, pues ϕ(Γ1(G)) = ϕG = Γ1(ϕG).
Observamos que la igualdad también se cumple para s = 2, pues ϕ(Γ2(G)) =

ϕ([G,G]) = [ϕG,ϕG] = Γ2(ϕG).
Supongamos que ϕ(Γs(G)) = Γs(ϕG). Luego, ϕ(Γs+1(G)) = ϕ([Γs(G), G]) =

[ϕ(Γs(G)), ϕG] = [Γs(ϕG), ϕG] = Γs+1(ϕG).
Por lo tanto, ϕ(Γs(G)) = Γs(ϕG) para todo s ≥ 1.
Ahora, sean f : X → Y una G-equivalencia y ψ ∈ Hom(G/Γs(G), Y ).

Como ϕ := ψ ◦ πs ∈ Hom(G, Y ) (donde πs : G → G/Γs(G) es el homomor-
fismo cociente), existe un único ϕ̂ ∈ Hom(G,X) tal que ϕ = f ◦ ϕ̂. Además,
Γs(G) ≤ kerϕ (pues ϕ(Γs(G)) = ψ ◦ πs(Γs(G)) = ψ(Γs(G)) = 1) por lo que
Γs(ϕG) = ϕ(Γs(G)) = 1 y ϕG es un grupo nilpotente de clase menor o igual
que s− 1. Por el lema 2.14, ϕ̂G también es un grupo nilpotente de clase menor
o igual que s− 1, de donde 1 = Γs(ϕ̂G) = ϕ̂(Γs(G)). Entonces Γs(G) ≤ ker ϕ̂ y,

por el primer teorema de isomorfismo, existe un único ψ̂ ∈ Hom(G/Γs(G), X)

tal que ϕ̂ = ψ̂ ◦ πs. Luego, ψ ◦ πs = ϕ = f ◦ ϕ̂ = f ◦ ψ̂ ◦ πs y como πs es un
epimorfismo, ψ = f ◦ ψ̂.

Veamos que ψ̂ es el único homomorfismo que cumple con lo último:
Sea β ∈ Hom(G/Γs(G), X) tal que ψ = f ◦ β. Entonces ϕ = f ◦ ψ̂ ◦ πs =

ψ ◦ πs = f ◦ β ◦ πs y, por la unicidad de ϕ̂, ψ̂ ◦ πs = β ◦ πs por lo que ψ̂ = β
(pues πs es un epimorfismo).

Otra forma de ver lo anterior es la siguiente:
Sean f : X → Y una G-equivalencia y ψ ∈ Hom(G/Γs(G), Y ). Como

ϕ := ψ ◦ πs ∈ Hom(G, Y ), existe un único ϕ̂ ∈ Hom(G,X) tal que ϕ = f ◦ ϕ̂.
Además, [Γs−1(G), G] = Γs(G) ≤ kerϕ por lo que 1 = ϕ([Γs−1(G), G]) =
[ϕ(Γs−1(G)), ϕG], lo cual implica que ϕ(Γs−1(G)) ≤ Z(ϕG) y por consiguiente
que Γs−1(G) ≤ ϕ−1(Z(ϕG)).
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Como ϕ̂[ϕ−1(Z(ϕG))] ≤ f−1(Z(ϕG)) ∩ ϕ̂G = Z(ϕ̂G), tenemos que 1 =
[ϕ̂[ϕ−1(Z(ϕG))], ϕ̂G] = ϕ̂[ϕ−1(Z(ϕG)), G], de donde [ϕ−1(Z(ϕG)), G] ≤ ker ϕ̂.
Luego Γs(G) = [Γs−1(G), G] ≤ [ϕ−1(Z(ϕG)), G] ≤ ker ϕ̂ y, por el primer teore-

ma de isomorfismo, existe un único ψ̂ ∈ Hom(G/Γs(G), X) tal que ϕ̂ = ψ̂ ◦ πs.
Entonces, ψ◦πs = ϕ = f ◦ϕ̂ = f ◦ψ̂◦πs y como πs es un epimorfismo, ψ = f ◦ψ̂.

Veamos que ψ̂ es el único homomorfismo que cumple con lo último:
Sea β ∈ Hom(G/Γs(G), X) tal que ψ = f ◦ β. Entonces ϕ = f ◦ ψ̂ ◦ πs =

ψ ◦ πs = f ◦ β ◦ πs y, por la unicidad de ϕ̂, ψ̂ ◦ πs = β ◦ πs por lo que ψ̂ = β. �

Ejemplo 2.16 El grupo diédrico D2n = (x, y | xn = 1, y2 = 1, yxy = x−1)
es nilpotente si y sólo si n es una potencia de 2 (ver ([26], ejercicio 5.41, pág.
118)). De hecho D2n es nilpotente de clase n (ver ([19], pág. 91)), por lo que
tenemos la siguiente serie central inferior:

1 = Γn+1(D2n) ≤ Γn(D2n) ≤ . . . ≤ Γ2(D2n) ≤ Γ1(D2n) = D2n

Luego D2n/Γs(D2n) es un grupo D2n-celular, para todo s ∈ {1, . . . , n+ 1}.

Definición 2.17 El producto directo restringido de una familia {Gi}i∈I de gru-
pos es el subgrupo del producto directo

∏
i∈I Gi que consiste de aquellos ele-

mentos con soporte finito. Es decir, si denotamos por P al producto directo
restringido de la familia {Gi}i∈I , P = {〈gi〉i∈I ∈

∏
i∈I Gi | gi = 1 para casi

todo i ∈ I}.

Observamos que si la familia {Gi}i∈I consiste únicamente de grupos abelianos,
entonces su producto directo restringido coincide con su suma directa.

Lema 2.18 El producto directo restringido de una familia de grupos {Gi}i∈I ,
denotado por P , es un coĺımite de productos directos finitos de grupos de dicha
familia.

Demostración. Sea A = {J ⊆ I | J es finito}. Luego, D := (A,⊆) es un conjunto
parcialmente ordenado. Además, D también es un conjunto dirigido ya que es
no vaćıo y para cualesquiera J,K ∈ A, existe J ∪K ∈ A tal que J ⊆ J ∪K y
K ⊆ J ∪K.

Sea Grp la categoŕıa de grupos. Definimos un funtor Γ : D → Grp tal que
J 7→

∏
j∈J Gj y (f : J ↪→ L) 7→ (Γ(f) :

∏
j∈J Gj →

∏
l∈LGl) donde Γ(f) es el

homomorfismo inducido por la propiedad universal de
∏
l∈LGl, expĺıcitamente:

Sea {φl :
∏
j∈J Gj → Gl}l∈L la familia de homomorfismos tal que φl = πl si

l ∈ J y φl = 0 si l /∈ J . Entonces, por la propiedad universal de
∏
l∈LGl, existe

un único homomorfismo Γ(f) :
∏
j∈J Gj →

∏
l∈LGl tal que φl = πl ◦ Γ(f) para

todo l ∈ L.
Veamos que Γ : D → Grp es un funtor.
(a) Sea J ∈ D. Veamos que Γ(1J) = 1Γ(J).
Como {πj :

∏
j∈J Gj → Gj}j∈J es una familia de homomorfismos, por la pro-

piedad universal de
∏
j∈J Gj , existe un único homomorfismo Γ(1J) :

∏
j∈J Gj →



41

∏
j∈J Gj tal que πj = πj ◦ Γ(1J) para todo j ∈ J . Como πj = πj ◦ 1Γ(J) para

todo j ∈ J , por la unicidad de Γ(1J), 1Γ(J) = Γ(1J).
(b) Sean f : J ↪→ L,ϕ : L ↪→ K ∈ D. Veamos que Γ(ϕ ◦ f) = Γ(ϕ) ◦ Γ(f).
Sea {θk :

∏
j∈J Gj → Gk}k∈K la familia de homomorfismos que induce

Γ(ϕ◦f) a través de la propiedad universal de
∏
k∈K Gk, es decir, tal que θk = πk

si k ∈ J y θk = 0 si k /∈ J . Aśı, tenemos que θk = πk ◦Γ(ϕ◦f) para cada k ∈ K.
Sea {φl :

∏
j∈J Gj → Gl}l∈L la familia de homomorfismos que induce Γ(f)

a través de la propiedad universal de
∏
l∈LGl, es decir, tal que φl = πl si l ∈ J

y φl = 0 si l /∈ J . De esta forma tenemos que φl = πl ◦ Γ(f) para todo l ∈ L.
Sea {ψk :

∏
l∈LGl → Gk}k∈K la familia de homomorfismos que induce Γ(ϕ)

a través de la propiedad universal de
∏
k∈K Gk, es decir, tal que ψk = πk si

k ∈ L y ψk = 0 si k /∈ L. De aqúı tenemos que ψk = πk ◦Γ(ϕ) para cada k ∈ K.
Veamos que θk = πk ◦ Γ(ϕ) ◦ Γ(f) para todo k ∈ K.
Sea k ∈ K. Tenemos tres casos:
(1) Si k ∈ J ⊆ L ⊆ K entonces πk ◦ Γ(ϕ) ◦ Γ(f) = ψk ◦ Γ(f) = πk ◦ Γ(f) =

φk = πk = θk.
(2) Si k ∈ L ⊆ K y k /∈ J entonces πk ◦Γ(ϕ)◦Γ(f) = ψk ◦Γ(f) = πk ◦Γ(f) =

φk = 0 = θk.
(3) Si k /∈ L entonces k /∈ J . Luego, πk ◦Γ(ϕ)◦Γ(f) = ψk ◦Γ(f) = 0◦Γ(f) =

0 = θk.
Por lo tanto, θk = πk ◦ Γ(ϕ) ◦ Γ(f) para todo k ∈ K y por la unicidad de

Γ(ϕ ◦ f), Γ(ϕ ◦ f) = Γ(ϕ) ◦ Γ(f).
Por lo tanto, Γ es un funtor.
Sea {ηi :

∏
j∈J Gj → Gi}i∈I la familia de homomorfismos tal que ηi = πi si

i ∈ J y ηi = 0 si i /∈ J . Entonces, por la propiedad universal de
∏
i∈I Gi, existe

un único homomorfismo βJ :
∏
j∈J Gj →

∏
i∈I Gi tal que ηi = πi ◦βJ para cada

i ∈ I.
Ahora, denotamos por P al producto directo restringido de la familia {Gi}i∈I

y observamos que para todo J ∈ D, βJ se factoriza a través de P :
Para cada J ∈ D, definimos un homomorfismo λJ :

∏
j∈J Gj → P tal que

λJ(〈gj〉j∈J) = 〈xi〉i∈I donde xi = gi si i ∈ J y xi = 1 si i /∈ J . Observamos que
para todo J ∈ D, λJ es inyectivo. Como ηi = πi◦α◦λJ (donde α : P ↪→

∏
i∈I Gi

es la inclusión) para cada i ∈ I, por la unicidad de βJ , α ◦ λJ = βJ .
Queremos demostrar que (λJ :

∏
j∈J Gj → P )J∈D es un cocono coĺımite.

Sea f : J ↪→ L ∈ D. Veamos que λJ = λL ◦ Γ(f):
Sean {φl :

∏
j∈J Gj → Gl}l∈L la familia de homomorfismos que induce γ(f)

a través de la propiedad universal de
∏
l∈LGl, y {ψi :

∏
l∈LGl → Gi}i∈I tal

que ψi = πi si i ∈ L y ψi = 0 si i /∈ L. Entonces, por la propiedad univer-
sal de

∏
i∈I Gi, existe un único homomorfismo γ :

∏
i∈LGi →

∏
i∈I Gi tal que

ψi = πi ◦ γ para todo i ∈ I.
Veamos que βJ = γ ◦ Γ(f), para lo cual basta ver que ηi = π ◦ γ ◦ Γ(f) para

cada i ∈ I.
Sea i ∈ I. Tenemos tres casos:
(1) Si i ∈ J ⊆ L ⊆ I entonces πi ◦ γ ◦ Γ(f) = ψi ◦ Γ(f) = πi ◦ Γ(f) = φi =

πi = ηi.
(2) Si i ∈ L e i /∈ J entonces πi◦γ◦Γ(f) = ψi◦Γ(f) = πi◦Γ(f) = φi = 0 = ηi.
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(3) Si i /∈ L entonces i /∈ J . Luego, πi◦γ◦Γ(f) = ψi◦Γ(f) = 0◦Γ(f) = 0 = ηi.
Por lo tanto, ηi = πi ◦ γ ◦ Γ(f) para cada i ∈ I y por la unicidad de βJ ,

βJ = γ ◦ Γ(f).
Como ψi = πi ◦α◦λL para todo i ∈ I, por la unicidad de γ, γ = α◦λL. Lue-

go, α◦λJ = βJ = γ ◦Γ(f) = α◦λL ◦Γ(f) y como α es inyectivo, λJ = λL ◦Γ(f).
Por lo tanto, (λJ :

∏
j∈J Gj → P )J∈D es un cocono para Γ en Grp.

Sea (σJ :
∏
j∈J Gj → H)J∈D otro cocono para Γ en Grp. Observamos que

para cada x ∈ P , existen J ∈ D y y ∈
∏
j∈J Gj tal que λJ(y) = x. Luego,

definimos ϕ : P → H tal que x 7→ σJ(y). De esta forma ϕ◦λJ(y) = σJ(y), para
todo J ∈ D y todo y ∈

∏
j∈J Gj .

Veamos que ϕ está bien definido:
Sea x ∈ P . Supongamos que existen J,K ∈ D y y ∈

∏
j∈J Gj y z ∈

∏
k∈K Gk

tales que λJ(y) = x = λK(z). Veamos que σJ(y) = ϕ(x) = σK(z):
Sean f1 : J ↪→ J∪K, f2 : K ↪→ J∪K ∈ D. Luego, λJ = λJ∪K ◦Γ(f1) y λK =

λJ∪K ◦ Γ(f2) por lo que λJ∪K ◦ Γ(f1)(y) = λJ(y) = λK(z) = λJ∪K ◦ Γ(f2)(z)
y como λJ∪K es inyectivo, Γ(f1)(y) = Γ(f2)(z). Como σJ = σJ∪K ◦ Γ(f1) y
σK = σJ∪K ◦Γ(f2), tenemos que σJ(y) = σJ∪K ◦Γ(f1)(y) = σJ∪K ◦Γ(f2)(z) =
σK(z).

Veamos que ϕ es un homomorfismo:
Sean x, y ∈ P . Entonces, existen J,K ∈ D y w ∈

∏
j∈J Gj , z ∈

∏
k∈K Gk

tales que x = λJ(w) y y = λK(z). Luego, x = λJ∪K ◦ Γ(f1)(w) y y = λJ∪K ◦
Γ(f2)(z) de donde se tiene que xy = [λJ∪K ◦ Γ(f1)(w)][λJ∪K ◦ Γ(f2)(z)] =
λJ∪K [Γ(f1)(w)Γ(f2)(z)]. Aśı, tenemos que ϕ(xy) = σJ∪K [Γ(f1)(w)Γ(f2)(z)] =
[σJ∪K ◦ Γ(f1)(w)][σJ∪K ◦ Γ(f2)(z)] = σJ(w)σK(z) = ϕ(x)ϕ(y).

Sea ψ : P → H otro homomorfismo tal que σJ = ψ ◦ λJ , para cada J ∈ D
y x ∈ P . Entonces, existen J ∈ D y y ∈

∏
j∈J Gj tal que λJ(y) = x. Luego,

ϕ(x) = σJ(y) = ψ ◦ λJ(y) = ψ(x). Por lo tanto, ϕ = ψ. �

Proposición 2.19 Sea A un grupo.
(1) Si G y H son dos grupos A-celulares entonces G ×H es A-celular. De

aqúı se sigue que cualquier producto directo finito de grupos A-celulares es A-
celular.

(2) El producto directo restringido de cualquier familia de grupos A-celulares
es A-celular.

(3) Sea {Ai}i∈I una familia de grupos abelianos. Si para toda i ∈ I Ai es
A-celular, entonces

⊕
i∈I Ai es A-celular.

(4) (i) Si V es un espacio vectorial sobre un campo K (de dimensión cual-
quiera), entonces el grupo abeliano subyacente de V es A-celular, donde A es el
grupo abeliano subyacente de K.

(ii) Si el grupo abeliano subyacente de un campo K es A-celular entonces
también lo es el grupo abeliano subyacente de cualquier K-espacio vectorial.

Demostración. (1) Sean f : X → Y una A-equivalencia y ϕ ∈ Hom(G×H,Y ).
Como f es una G-equivalencia (pues G es A-celular) y ϕ ◦ iG ∈ Hom(G, Y )
(donde iG : G→ G×H es tal que g 7→ (g, 1)), existe un único ϕ̂G ∈ Hom(G,X)
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tal que f ◦ ϕ̂G = ϕ ◦ iG. Análogamente, sustituyendo G por H, existe un único
ϕ̂H ∈ Hom(H,X) tal que f ◦ ϕ̂H = ϕ ◦ iH .

Como iG(G) = G × 1 conmuta con iH(H) = 1 × H en G × H, ϕ ◦ iG(G)
conmuta con ϕ ◦ iH(H) en Y , es decir, ϕ ◦ iG(G) ≤ CY (ϕ ◦ iH(H)) por lo que
ϕ̂G(G) ≤ f−1(CY (ϕ ◦ iH(H))) (pues f ◦ ϕ̂G(G) = ϕ ◦ iG(G)). Pero, por el lema
2.11, f−1(CY (ϕ ◦ iH(H))) = CX(ϕ̂H(H)) de donde ϕ̂G(G) ≤ CX(ϕ̂H(H)). Por
lo tanto, ϕ̂G(G) conmuta con ϕ̂H(H) en X.

Ahora, definimos la función ϕ̂ : G×H → X tal que (g, h) 7→ ϕ̂G(g)ϕ̂H(h).
Como consecuencia de que ϕ̂G(G) conmute con ϕ̂H(H) en X, tenemos que

ϕ̂ es un homomorfismo:
Sean (g, h), (g′, h′) ∈ G × H. Entonces, ϕ̂[(g, h)(g′, h′)] = ϕ̂[(gg′, hh′)] =

ϕ̂G(gg′)ϕ̂H(hh′) = ϕ̂G(g)ϕ̂G(g′)ϕ̂H(h)ϕ̂H(h′) = ϕ̂G(g)ϕ̂H(h)ϕ̂G(g′)ϕ̂H(h′) =
[ϕ̂(g, h)][ϕ̂(g′, h′)].

Ahora, veamos que f ◦ ϕ̂ = ϕ:
Sea (g, h) ∈ G × H. Luego, tenemos que f ◦ ϕ̂(g, h) = f [ϕ̂G(g)ϕ̂H(h)] =

[f◦ϕ̂G(g)][f◦ϕ̂H(h)]= [ϕ◦iG(g)][ϕ◦iH(h)] = [ϕ(g, 1)][ϕ(1, h)] = ϕ[(g, 1)(1, h)] =
ϕ(g, h). Por lo tanto, f ◦ ϕ̂ = ϕ.

Por último, veamos la unicidad:
Sea k ∈ Hom(G × H,X) tal que f ◦ k = ϕ. Entonces, f ◦ ϕ̂ = ϕ = f ◦ k.

Luego f ◦ k ◦ iG = ϕ ◦ iG = f ◦ ϕ̂ ◦ iG y, por la unicidad de ϕ̂G, k ◦ iG = ϕ̂ ◦ iG.
También, como f ◦ ϕ̂ ◦ iH = ϕ ◦ iH = f ◦ k ◦ iH tenemos, por la unicidad de
ϕ̂H , que ϕ̂ ◦ iH = k ◦ iH . Entonces, k(g, 1) = ϕ̂(g, 1) y k(1, h) = ϕ̂(1, h). Por lo
tanto, ϕ̂ = k.

(2) Sea {Gi}i∈I una familia de grupos A-celulares. Por el lema 2.18, el pro-
ducto directo restringido P de la familia {Gi}i∈I es un coĺımite de productos
directos finitos de grupos de {Gi}i∈I , es decir, P = lim−→J∈D

∏
j∈J Gj donde

D = {J ⊂ I|J es finito}. Como Gi es A-celular para cada i ∈ I, por (1),∏
j∈J Gj es A-celular para cada J ∈ D. Por lo tanto, por la proposición 2.4, P

es A-celular.
(3) Como Ai es un grupo A-celular para cada i ∈ I y

⊕
i∈I Ai es el producto

directo restringido de la familia {Ai}i∈I , por (2),
⊕

i∈I Ai es A-celular.
O bien, como Ai es un grupo A-celular para cada i ∈ I y lim−→I

Ai =
⊕

i∈I Ai,

por la proposición 2.4,
⊕

i∈I Ai es A-celular.
(4) (i) Sean V+ el grupo abeliano subyacente de V y K+ el grupo abeliano

subyacente de K. Como V+ es un producto directo restringido de copias de K+

y K+ es K+-celular, por (2), V+ es K+-celular.
(ii) Sean V un K-espacio vectorial, V+ su grupo abeliano subyacente y K+

el grupo abeliano subyacente de K. Como V+ es un producto directo restringido
de copias de K+ y K+ es A-celular, por (2), V+ es A-celular. �

Proposición 2.20 Sean G un grupo y A un grupo perfecto. Si G es un grupo
A-celular, entonces también es un grupo perfecto.

Demostración. Supongamos que G es un grupo A-celular y sea e : 1 → Ab(G)
el homomorfismo definido por e(1) = Γ2(G).
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Veamos que el único homomorfismo que hay de A a Ab(G) es el trivial.
Sea ϕ ∈ Hom(A,Ab(G)). Como ϕ(A) ≤ Ab(G), ϕ([A,A]) = [ϕ(A), ϕ(A)] ≤

[Ab(G), Ab(G)] = Γ2(G) por lo que ϕ = 0. Por lo tanto, el único homomorfismo
que hay de A a Ab(G) es el trivial.

Como el único homomorfismo que hay de A a 1 es el trivial, e es una A-equi-
valencia y, por consiguiente, e también es una G-equivalencia (pues G es A-celu-
lar). Por la proposición 2.15, sabemos que Ab(G) es un grupo G-celular, lo cual
implica que e es una Ab(G)-equivalencia. Luego, 1Ab(G) ∈ Hom(Ab(G), Ab(G))
es igual a e ◦ 0 = 0, por lo que Γ2(G) = 0(Ab(G)) = 1Ab(G)(Ab(G)) = Ab(G) =
G/Γ2(G). Por lo tanto, G es perfecto. �

Corolario 2.21 Para todo grupo A, un producto directo infinito de A consigo
mismo puede no ser A-celular.

Demostración. Sea A un grupo perfecto tal que el número de conmutadores que
se requieren para escribir un elemento de A como un producto de conmutadores
no está acotado (ver [6] o [22] para la existencia de tal A). Luego, la potencia
directa infinita de A no es un grupo perfecto por lo que, por la proposición
anterior, concluimos que la potencia directa infinita de A no es un grupo A-ce-
lular. �



Caṕıtulo 3

Construcción de la cubierta
A-celular

En este caṕıtulo estudiaremos los grupos y los homomorfismos de grupos des-
de la perspectiva de un grupo arbitrario A, esto quiere decir que todo lo aqúı
mostrado es válido para cualquier grupo A. El lector puede consultar el art́ıculo
[4].

Motivados por los conceptos de celularidad establecidos en espacios topoló-
gicos, consideraremos conceptos similares en la categoŕıa de grupos. En paralelo
con la noción de un complejo CW (el cual es un espacio topológico construido a
partir de bolas, es decir, las células básicas son bolas) consideraremos grupos en
los cuales las células básicas serán A y sus imágenes homomórficas, llamaremos
a tales grupos A-celulares (de forma más precisa, un grupo G es A-celular si es
construido a partir de A, es decir, construido a partir de copias de A, usando el
coĺımite como herramienta básica).

Como ocurre con los espacios topológicos, una vez que tenemos la noción de
un grupo construido a partir de copias de A, una pregunta natural es si todo
grupo puede ser construido de esta manera, es decir, si todo grupo es A-celular
y si no es aśı, establecer una medida razonable que nos permita saber que tan
lejos está un grupo de ser A-celular. Esto nos conduce al concepto de cubierta
A-celular de un grupo G, la cual está conformada por el único grupo A-celular
más cercano (en cierto sentido) a G.

El motivo de trabajar con cubiertas A-celulares es claro (como en el caso
de las aproximaciones de espacios topológicos): Aproximándonos a un grupo
complicado G por medio de un grupo sencillo A, podemos dar información útil
sobre G (a pesar de perder otro tipo de información). Además, trabajar con
cubiertas A-celulares en la categoŕıa de grupos, puede aclarar y dar intuición
sobre el mismo concepto en la teoŕıa homotópica.
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3.1 A-propiedades de grupos

En esta sección hablamos, como introducción, de algunas de las propiedades bá-
sicas que poseen los grupos A-celulares, A-generados, A-construibles y A-nulos
para lo cual también mencionaremos propiedades de las A-equivalencias y de
las A-inyecciones.

Definiciones 3.1 Sean X, Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ).
(1) f es una A-equivalencia si la función

Hom(A, f) : Hom(A,X)→ Hom(A, Y )

tal que ψ 7→ f ◦ ψ es biyectiva.
(2) f es una A-inyección si la función

Hom(A, f) : Hom(A,X)→ Hom(A, Y )

es inyectiva.
(3) f es una A-suprayección si la función

Hom(A, f) : Hom(A,X)→ Hom(A, Y )

es suprayectiva.
(4) f es A-trivial si la imagen de la función

Hom(A, f) : Hom(A,X)→ Hom(A, Y )

consiste únicamente del homomorfismo trivial.

A estas A-nociones para homomorfismos les siguen las siguientes A-nociones
para grupos:

Definiciones 3.2 (1) Un grupo G es A-celular si toda A-equivalencia es una
G-equivalencia.

(2) Un grupo G es A-generado si todo homomorfismo A-trivial es G-trivial.
(3) Un grupo G es A-nulo si Hom(A,G) = 0.
(4) Un grupo G es A-construible si todo grupo A-nulo es G-nulo.

La razón por la cual llamamos a un grupo G A-generado es que, como
veremos más adelante, dicho grupo es igual al subgrupo de G generado por
las imágenes de todos los homomorfismos que van de A a G, es decir, por las
imágenes homomorficas de A en G.

El motivo por el cual llamamos a un grupo G A-construible, es que dicho
grupo resultará ser construible a partir de A y de sus imágenes homomórficas.

Como consecuencia de las definiciones anteriores tenemos las siguientes

Observaciones 3.3 Sean G, H y K tres grupos.
(1) Si K es H-celular y H es G-celular, entonces K es G-celular.
(2) Si K es H-generado y H es G-generado, entonces K es G-generado.
(3) Si K es H-construible y H es G-construible, entonces K es G-construi-

ble.
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Proposición 3.4 Sean G y H dos grupos.
(1) Si G es A-celular y H ∼= G, entonces H es A-celular.
(2) Si G es A-generado y H ∼= G, entonces H es A-generado.
(3) Si G es A-construible y H ∼= G, entonces H es A-construible.

Demostración. (1) Supongamos que G es A-celular y sean θ : G → H un
isomorfismo, f : X → Y una A-equivalencia y ϕ ∈ Hom(H,Y ). Entonces, f es
una G-equivalencia y como ϕ ◦ θ ∈ Hom(G, Y ), existe un único ψ ∈ Hom(G,X)
tal que ϕ◦θ = f ◦ψ. Luego, ψ◦θ−1 ∈ Hom(H,X) satisface que ϕ = f ◦(ψ◦θ−1).

Ahora, sea α ∈ Hom(H,X) tal que ϕ = f ◦ α. Entonces, ϕ ◦ θ = f ◦ α ◦ θ y,
por la unicidad de ψ, α ◦ θ = ψ por lo que α = ψ ◦ θ−1.

Por lo tanto, f es una H-equivalencia y H es A-celular.
(2) Supongamos que G es A-generado y sean θ : G → H un isomorfismo,

f : X → Y un homomorfismo A-trivial y ϕ ∈ Hom(H,X). Luego, f es G-trivial
y como ϕ ◦ θ ∈ Hom(G,X), f ◦ϕ ◦ θ = 0 = f ◦ 0 ◦ θ por lo que f ◦ϕ = f ◦ 0 = 0.
Por lo tanto, f es H-trivial y H es A-generado.

(3) Supongamos que G es A-construible y sean θ : G → H un isomorfismo,
K un grupo A-nulo y ϕ ∈ Hom(H,K). Entonces, K es un grupo G-nulo y como
ϕ ◦ θ ∈ Hom(G,K), ϕ ◦ θ = 0 por lo que ϕ = ϕ ◦ 1H = ϕ ◦ θ ◦ θ−1 = 0 ◦ θ−1 = 0.
Por lo tanto, K es H-nulo y H es A-construible. �

Proposición 3.5 Sean X, Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ).
(1) Si f es un monomorfismo entonces f es una A-inyección.
(2) Si f es un isomorfismo entonces f es una A-equivalencia.

Demostración. (1) Supongamos que f es un monomorfismo y sean ϕ1, ϕ2 ∈
Hom(A,X) tales que f ◦ ϕ1 = f ◦ ϕ2. Como f es un monomorfismo, ϕ1 = ϕ2.
Por lo tanto, f es una A-inyección.

(2) Supongamos que f es un isomorfismo. Como f es un monomorfismo, por
(1), f es una A-inyección.

Ahora, sea ϕ ∈ Hom(A, Y ). Luego, ψ = f−1 ◦ ϕ ∈ Hom(A,X) satisface que
f ◦ ψ = ϕ. Por lo tanto, f es una A-suprayección.

Por lo tanto, f es una A-equivalencia. �

Proposición 3.6 Sean X, Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ). Entonces f es una
Z-equivalencia si y sólo si f es un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que f es una Z-equivalencia.
Veamos que f es un isomorfismo.
Sea y ∈ Y . Definimos un homomorfismo ϕy : Z → Y tal que ϕy(n) = yn,

para todo n ∈ Z. Como f es una Z-equivalencia, existe un único homomorfismo
ϕ̂y : Z → X tal que ϕy = f ◦ ϕ̂y para todo y ∈ Y . Definimos g : Y → X tal
que g(y) = ϕ̂y(1). Luego f ◦ g(y) = f ◦ ϕ̂y(1) = ϕy(1) = y = 1Y (y) para todo
y ∈ Y , lo cual implica que f ◦ g = 1Y .

Sea x ∈ X. Definimos un homomorfismo ψx : Z → X tal que ψx(n) = xn,
para todo n ∈ Z. Entonces f ◦ψx(n) = f(xn) = f(x)n = ϕf(x)(n) = f ◦ϕ̂f(x)(n)
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para cada n ∈ Z, por lo que f ◦ ψx = ϕf(x) = f ◦ ϕ̂f(x) y por la unicidad de
ϕ̂f(x), ψx = ϕ̂f(x) para todo x ∈ X. Luego g ◦ f(x) = g(f(x)) = ϕ̂f(x)(1) =
ψx(1) = x = 1X(x) para todo x ∈ X, lo cual implica que g ◦ f = 1X .

Por lo tanto, f es un isomorfismo.
Ahora, supongamos que f es un isomorfismo. Entonces, por la proposición

anterior, f es una Z-equivalencia. �

Corolario 3.7 Todo grupo es Z-celular.

Demostración. Sean G un grupo y f : X → Y una Z-equivalencia. Entonces,
por la proposición anterior, f es un isomorfismo por lo que, por la proposición
3.5(2), f es una G-equivalencia. Por lo tanto, G es un grupo Z-celular. �

Observamos que, por la proposición 3.18, todo grupo es Z-generado y Z-
construible.

Proposición 3.8 Sean X, Y y Z tres grupos, f ∈ Hom(X,Y ) y g ∈ Hom(Y,Z).
(1) Si g ◦f ∈ Hom(X,Z) es A-inyectivo, entonces f también es A-inyectivo.
(2) Si g ◦f ∈ Hom(X,Z) es A-suprayectivo, entonces g también es A-supra-

yectivo.

Demostración. (1) Supongamos que g ◦ f ∈ Hom(X,Z) es A-inyectivo. Luego
Hom(A, g ◦ f) = Hom(A, g) ◦ Hom(A, f) es inyectiva, por lo que Hom(A, f) es
inyectiva. Por lo tanto f es A-inyectivo.

(2) Supongamos que g ◦ f es A-suprayectivo. Entonces Hom(A, g ◦ f) =
Hom(A, g)◦Hom(A, f) es suprayectiva, lo cual implica que Hom(A, g) es supra-
yectiva. Por lo tanto g es A-suprayectivo. �

Corolario 3.9 Sean X, Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ).
(1) Si f es una A-inyección entonces su correstricción f ′ : X → f(X) tam-

bién es una A-inyección.
(2) Si f es una A-suprayección entonces la inclusión j : f(X) ↪→ Y es una

A-equivalencia.

Demostración. (1) Supongamos que f es una A-inyección. Como f = j ◦f ′, por
la proposición anterior, f ′ es una A-inyección.

(2) Supongamos que f es una A-suprayección. Como f = j ◦ f ′, por la
proposición anterior, j es una A-suprayección. Además, j es una A-inyección
(pues es un monomorfismo). Por lo tanto, j es una A-equivalencia. �

Proposición 3.10 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Si G es A-nulo
entonces H es A-nulo.

Demostración. Sea ϕ ∈ Hom(A,H). Como G es A-nulo e i ◦ ϕ ∈ Hom(A,G)
(donde i : H ↪→ G es la inclusión), i ◦ϕ = 0. Luego, i ◦ϕ = i ◦ 0 y como i es un
monomorfismo, ϕ = 0. Por lo tanto, Hom(A,H) = 0 y H es A-nulo. �
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Proposición 3.11 Sea G un grupo.
(1) G es A-nulo si, y sólo si e : 1→ G es una A-equivalencia.
(2) G es A-nulo si, y sólo si 1G : G→ G es un homomorfismo A-trivial.
(3) e : 1 → G es una A-equivalencia si, y sólo si 1G : G → G es un homo-

morfismo A-trivial.

Demostración. (1) Supongamos que G es A-nulo. Entonces, Hom(A,G) = 0 y
como Hom(A, 1) = 0, Hom(A, e) : Hom(A, 1) → Hom(A,G) es una biyección.
Por lo tanto, e es una A-equivalencia.

Supongamos que e : 1 → G es una A-equivalencia y sea ϕ ∈ Hom(A,G).
Luego, existe un único ϕ̂ ∈ Hom(A, 1) tal que ϕ = e ◦ ϕ̂ y como Hom(A, 1) = 0,
ϕ̂ = 0 de donde ϕ = e ◦ 0 = 0. Por lo tanto, Hom(A,G) = 0 y G es A-nulo.

(2) Supongamos que G es A-nulo y sea ϕ ∈ Hom(A,G). Como Hom(A,G) =
0, ϕ = 0 por lo que Hom(A, 1G)(ϕ) = 1G ◦ ϕ = 1G ◦ 0 = 0. Por lo tanto, 1G es
un homomorfismo A-trivial.

Ahora, supongamos que 1G : G → G es A-trivial. Entonces, h = 1G ◦ h =
Hom(A, 1G)(h) = 0 para todo h ∈ Hom(A,G). Por lo tanto, Hom(A,G) = 0 y
G es A-nulo.

(3) Es consecuencia de (1) y (2). �

Proposición 3.12 Sólo el grupo trivial puede ser A-nulo y A-celular.

Demostración. Ya sabemos que 1 es A-nulo y A-celular. Ahora, sea G un grupo
A-nulo y A-celular. Como G es A-nulo, por la proposición anterior, e : 1 → G
es una A-equivalencia por lo que también es una G-equivalencia, pues G es A-
celular. Luego, por la proposición anterior, G es G-nulo y se sigue que 1G = 0.
Por lo tanto, G = 1G(G) = 0(G) = 1. �

Corolario 3.13 Si Z es un grupo A-celular entonces no es A-nulo.

Observación 3.14 Es falso que para cualesquiera dos grupos G y A, si G es
A-celular entonces A es G-celular.

Un ejemplo que nos ayuda a comprobar nuestra observación es la siguiente

Proposición 3.15 El grupo Z2 es Z-celular, pero Z no es Z2-celular.

Demostración. Sabemos, por el corolario 3.7, que Z2 es Z-celular. Sin embargo,
Z no es un grupo Z2-celular pues Z es Z2-nulo:

Sea ϕ ∈ Hom(Z2,Z). Entonces, ϕ([0]) = 0 y ϕ([1]) + ϕ([1]) = ϕ([1] + [1]) =
ϕ([0]) = 0, por lo que ϕ([1]) = −ϕ([1]) y ϕ([1]) = 0. Por lo tanto, Z es Z2-nulo.
�

Una forma más clara de escribir la demostración de la proposición 2.20 es la
siguiente:

Proposición 3.16 Sean G un grupo y A un grupo perfecto. Si G es un grupo
A-celular, entonces G es un grupo perfecto.



50 CAPÍTULO 3. CONSTRUCCIÓN DE LA CUBIERTA A-CELULAR

Demostración. Supongamos que G es un grupo A-celular. Recordemos que, por
la proposición 2.15, Ab(G) es G-celular por lo que Ab(G) también es un grupo
A-celular. Además, como A es perfecto y Ab(G) es abeliano tenemos que Ab(G)
es A-nulo. Luego, por la proposición 3.12, Ab(G) es trivial y por lo tanto, G es
perfecto. �

Lema 3.17 Sean X, Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ).
(1) Si f es un monomorfismo, entonces f es una A-equivalencia si y sólo si

ϕ(A) ≤ f(X), para todo ϕ ∈ Hom(A, Y ).
(2) f es A-trivial si y sólo si ϕ(A) ≤ ker f , para todo ϕ ∈ Hom(A,X).
(3) f es A-trivial si y sólo si la inclusión i : ker f ↪→ X es una A-equivalen-

cia.
(4) i : ker f ↪→ X es una A-equivalencia si y sólo si ϕ(A) ≤ ker f , para todo

ϕ ∈ Hom(A,X).

Demostración. (1) Supongamos que f es un monomorfismo.
Supongamos que f es una A-equivalencia y sea ϕ ∈ Hom(A, Y ). Luego,

existe un único ϕ̂ ∈ Hom(A,X) tal que ϕ = f ◦ ϕ̂, por lo que ϕ(A) = f ◦ ϕ̂(A) =
f(ϕ̂(A)) ≤ f(X). Por lo tanto, ϕ(A) ≤ f(X) para todo ϕ ∈ Hom(A, Y ).

Supongamos que ϕ(A) ≤ f(X), para todo ϕ ∈ Hom(A, Y ) y sea α ∈
Hom(A, Y ). Entonces, α(A) ≤ f(X) y f−1(α(A)) ≤ X. Definimos un ho-
momorfismo α̂ : A → X tal que α̂(a) = x, donde x es el único elemento
de f−1(α(a)). Luego f ◦ α̂(a) = f(x) = α(a) para toda a ∈ A, por lo que
f ◦ α̂ = α y f es una A-suprayección. Además, f es una A-inyección (pues f es
un monomorfismo). Por lo tanto, f es una A-equivalencia.

(2) Supongamos que f es A-trivial y sea ϕ ∈ Hom(A,X). Entonces, f ◦ϕ = 0
por lo que f(ϕ(A)) = 0(A) = 1 y ϕ(A) ≤ ker f . Por lo tanto, ϕ(A) ≤ ker f para
todo ϕ ∈ Hom(A,X).

Ahora, supongamos que ϕ(A) ≤ ker f para todo ϕ ∈ Hom(A,X). Luego,
f ◦ϕ(a) = 1 = 0(a) para todo a ∈ A y todo ψ ∈ Hom(A,X) lo cual implica que
f ◦ ψ = 0 para cada ψ ∈ Hom(A,X). Por lo tanto, f es A-trivial.

(3) Supongamos que f es A-trivial. Entonces, por (2), ϕ(A) ≤ ker f =
i(ker f) para todo ϕ ∈ Hom(A,X). Por lo tanto, por (1), i es unaA-equivalencia.

Supongamos que la inclusión i : ker f ↪→ X es una A-equivalencia. Por
(1), ϕ(A) ≤ i(ker f) = ker f para todo ϕ ∈ Hom(A,X). Por lo tanto, por (2),
f : X → Y es A-trivial.

(4) Es consecuencia de (2) y (3). �

Proposición 3.18 Sea G un grupo.
(1) Si G es un grupo A-celular entonces es un grupo A-generado.
(2) Si G es un grupo A-generado entonces es un grupo A-construible.

Demostración. (1) Supongamos que G es un grupo A-celular y sea f : X → Y
un homomorfismo A-trivial. Por el lema 3.17(3), i : ker f ↪→ X es una A-equi-
valencia y como G es A-celular, i también es una G-equivalencia. Luego, por
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el lema 3.17(3), f es un homomorfismo G-trivial. Por lo tanto, G es un grupo
A-generado.

(2) Supongamos que G es un grupo A-generado y sea X un grupo A-nulo.
Por la proposición 3.11(2), 1X : X → X es un homomorfismo A-trivial y como
G es A-generado, 1X también es G-trivial. Entonces, por la proposición 3.11(2),
X es G-nulo. Por lo tanto, G es A-construible. �

Proposición 3.19 Sean X y Y dos grupos. Si f : X → Y es una A-equivalen-
cia entonces también lo es su restricción f1 : f−1(Z) → Z, para todo subgrupo
Z ≤ Y .

Demostración. Sea ϕ ∈ Hom(A,Z). Como i◦ϕ ∈ Hom(A, Y ) (donde i : Z ↪→ Y
es la inclusión) y f es una A-equivalencia, existe un único ψ ∈ Hom(A,X)
tal que i ◦ ϕ = f ◦ ψ. Luego, f(ψ(A)) = i ◦ ϕ(A) = ϕ(A) ≤ Z por lo que
ψ(A) ≤ f−1(Z). Como la correstricción ψ1 : A→ f−1(Z) cumple que j ◦ ψ1 =
ψ (donde j : f−1(Z) ↪→ X es la inclusión) y i ◦ f1 = f ◦ j, tenemos que
i ◦ ϕ = f ◦ ψ = f ◦ j ◦ ψ1 = i ◦ f1 ◦ ψ1 de donde ϕ = f1 ◦ ψ1 (pues i es un
monomorfismo).

Veamos que ψ1 es el único homomorfismo que satisface la última condición:
Sea θ ∈ Hom(A, f−1(Z)) tal que f1 ◦ θ = ϕ. Entonces, tenemos que i ◦ ϕ =

i ◦ f1 ◦ θ = f ◦ j ◦ θ y, por la unicidad de ψ, j ◦ θ = ψ. Como j ◦ ψ1 = ψ = j ◦ θ
y j es un monomorfismo, ψ1 = θ. �

3.2 El subgrupo A-generado de G

Ahora definiremos un grupo que, posteriormente, nos permitirá caracterizar a
los grupos A-generados. Empezaremos por observar dos propiedades básicas de
los grupos A-generados.

Proposición 3.20 (1) Sean D una categoŕıa y F : D → Grp un funtor. Si
FI es A-generado para cada I ∈ D y lim−→I

FI existe, entonces lim−→I
FI es A-ge-

nerado. En particular, el producto libre (coproducto) de grupos A-generados es
A-generado.

(2) Sean G un grupo y H EG. Si G es A-generado, entonces G/H también
es A-generado. Es decir, un cociente de un grupo A-generado es A-generado.

(3) Sean G un grupo y {Gi}i∈I un conjunto de subgrupos A-generados de G
tales que G = 〈Gi | i ∈ I〉, entonces G es A-generado.

Demostración. (1) Supongamos que FI es A-generado para cada I ∈ D. Sean
G := lim−→I

FI, (σI : FI → G)I∈D el cocono coĺımite de F , f : X → Y un

homomorfismo A-trivial y ϕ ∈ Hom(G,X). Luego, f es FI-trivial para todo
I ∈ D (pues FI es A-generado para cada I ∈ D) y como ϕ ◦ σI ∈ Hom(FI,X),
f ◦ ϕ ◦ σI = Hom(FI, f)(ϕ ◦ σI) = 0 para todo I ∈ D. Pero, f ◦ ϕ ◦ σI =
f ◦ ϕ ◦ σJ ◦ Fg para cada g : I → J ∈ D (pues σI = σJ ◦ Fg para todo
g : I → J ∈ D) y como G = lim−→I

FI, existe un único ψ ∈ Hom(G, Y ) tal que
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ψ ◦ σI = f ◦ ϕ ◦ σI para cada I ∈ D. Observamos que f ◦ ϕ y 0 satisfacen la
condición anterior por lo que, por la unicidad de ψ, Hom(FI, f)(ϕ) = f ◦ϕ = 0.
Por lo tanto, f es G-trivial y G es A-generado.

(2) Supongamos que G es un grupo A-generado y sean f : X → Y un ho-
momorfismo A-trivial y ψ ∈ Hom(G/H,X). Entonces, f también es G-trivial
de donde, por el lema 3.17(2), ϕ(G) ≤ ker f para todo ϕ ∈ Hom(G,X). Como
ψ ◦ π ∈ Hom(G,X) (donde p : G → G/H es el homomorfismo cociente), tene-
mos que ψ(G/H) = ψ ◦ π(G) ≤ ker f . Por lo tanto, por el lema 3.17(2), f es
G/H-trivial y G/H es A-generado.

(3) Sean f : X → Y un homomorfismo A-trivial y ψ ∈ Hom(G,X). Luego,
f es Gi-trivial para todo i ∈ I, por lo que ϕ(Gi) ≤ ker f para todo ϕ ∈
Hom(Gi, X). Como ψ ◦ ki ∈ Hom(Gi, X) para cada i ∈ I (donde ki : Gi ↪→ G
es la i-ésima inclusión), ψ(Gi) = ψ ◦ ki(Gi) ≤ ker f para todo i ∈ I por lo
que ψ(G) ≤ ker f . Por lo tanto, por el lema 3.17(2), f es G-trivial y G es
A-generado.

Otra forma:
Sabemos, por (1), que ?i∈IGi es A-generado. Para ver que G es A-generado,

por (2), basta hallar un epimorfismo π : ?i∈IGi → G. Definiremos π a través
de la propiedad universal de ?i∈IGi.

Sea {ki : Gi → G}i∈I la familia de las inclusiones. Entonces, por la propie-
dad universal de ?i∈IGi, existe un único homomorfismo π : ?i∈IGi → G tal que
ki = π ◦ ji para todo i ∈ I (donde ji : Gi → ?i∈IGi es el i-ésimo encaje). Como
todo g ∈ ?i∈IGi no trivial tiene una factorización única de la forma g = g1 · · · gn
(donde gl ∈ Gil , gl 6= 1 e il 6= il+1), el homomorfismo ψ : ?i∈IGi → G tal que
ψ(g) = ψ(g1g2 · · · gn) = k1(g1)k2(g2) · · · kn(gn) satisface que ki = ψ ◦ ji para
cada i ∈ I. Por la unicidad de π, ψ = π.

Por último, veamos que π es suprayectivo:
Sea g ∈ G = 〈Gi | i ∈ I〉. Luego, g = gα1

1 gα2
2 · · · gαs

s con gs ∈
⋃
i∈I Gi. Como

Im(π) ≤ G, para ver que g ∈ Im(π) basta demostrar que g1, g2, . . . , gs ∈ Im(π).
Como g1 ∈ Gr, g1 = kr(g1) = π◦jr(g1) = π(g1), g1 ∈ Im(π). Análogamente,

g2, . . . , gs ∈ Im(π). �

Definición 3.21 Definimos genAG := 〈ϕA | ϕ ∈ Hom(A,G)〉.

Dos caracteŕısticas del grupo definido son las siguientes:

Lema 3.22 Para todo grupo G, genAG es un subgrupo A-generado de G.

Demostración. Sea ϕ ∈ Hom(A,G). Por el primer teorema de isomorfismo,
ϕA ∼= A/ kerϕ y como A es un grupo A-generado, por la proposición 3.20(2),
ϕA es un grupo A-generado. Por lo tanto, ϕA es un grupo A-generado para todo
ϕ ∈ Hom(A,G) y, por la proposición 3.20(3), genAG es un grupo A-generado.

Otra forma:
Ahora, buscamos definir un epimorfismo ψ : ?ϕ∈Hom(A,G)Aϕ → genAG (don-

de Aϕ es una copia de A para cada ϕ ∈ Hom(A,G)). Primero observamos que
para cada ϕ ∈ Hom(A,G), existe un epimorfismo θϕ : Aϕ → ϕA tal que θϕ(a) =
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ϕ(a) para todo a ∈ Aϕ, por lo que tenemos un epimorfismo θ : ?ϕ∈Hom(A,G)Aϕ →
?ϕ∈Hom(A,G)ϕA tal que θ(a1a2 · · · an) = ϕ1(a1)ϕ2(a2) · · ·ϕn(an) (donde an ∈
Aϕn

, an 6= 1 e ϕk 6= ϕk+1).
Ahora, definiremos un homomorfismo η : ?ϕ∈Hom(A,G)ϕA→ genAG a través

de la propiedad universal de ?ϕ∈Hom(A,G)ϕA:
Sea {fϕ : ϕA → genAG}ϕ∈Hom(A,G) la familia de las inclusiones. Luego,

por la propiedad universal de ?ϕ∈Hom(A,G)ϕA, existe un único homomorfismo
η : ?ϕ∈Hom(A,G)ϕA → genAG tal que fϕ = η ◦ jϕ para todo ϕ ∈ Hom(A,G)
(donde jϕ : ϕA→ ?ϕ∈Hom(A,G)ϕA es el ϕ-ésimo encaje).

Como ε : ?ϕ∈Hom(A,G)ϕA → genAG tal que ε(ϕ1(a1)ϕ2(a2) · · ·ϕn(an)) =
fϕ1(ϕ1(a1))fϕ2(ϕ2(a2)) · · · fϕn(ϕn(an)) satisface que fϕ = ε ◦ jϕ para todo ϕ ∈
Hom(A,G), por la unicidad de η, ε = η.

Veamos que η es suprayectivo:
Sea z ∈ genAG = 〈ϕA | ϕ ∈ Hom(A,G)〉. Entonces, z = bβ1

1 bβ2

2 · · · bβn
n con

bn ∈
⋃
ϕ∈Hom(A,G) ϕA y βn = +1,−1. Como Im(η) ≤ genAG, para ver que

z ∈ Im(η) basta ver que b1, b2, . . . , bn ∈ Im(η).
Como bi ∈ ϕrA, b1 = fϕr

(b1) = η ◦ jϕr
(b1) = η(b1) ∈ Im(η). Analógamente,

b2, . . . , bn ∈ Im(η). Por lo tanto, z ∈ Im(ψ).
Luego, ψ := η ◦ θ : ?ϕ∈Hom(A,G)Aϕ → genAG es un epimorfismo por lo que

genAG ∼= ?ϕ∈Hom(A,G)Aϕ/ kerψ es A-generado. �

Por el lema anterior, llamaremos a genAG el subgrupo A-generado de G.

Proposición 3.23 Para todo grupo G, genAGEG.

Demostración. Sea g ∈ G. Como g−1ϕ(A)g = ig(ϕ(A)) = ig ◦ ϕ(A) ≤ genAG
para todo ϕ ∈ Hom(A,G), g−1(genAG)g ≤ genAG para todo g ∈ G. Por lo
tanto, genAGEG. �

Ahora observamos que como consecuencia del lema 3.17 tenemos la siguiente

Proposición 3.24 Sean X y Y dos grupos.
(1) Para todo monomorfismo f ∈ Hom(X,Y ), f es una A-equivalencia si y

sólo si genAY ≤ f(X).
(2) Para todo f ∈ Hom(X,Y ), f es A-trivial si y sólo si genAX ≤ ker f .

Como consecuencia de la proposición anterior tenemos el siguiente

Corolario 3.25 Sea G un grupo.
(1) La inclusión i : genAG ↪→ G es una A-equivalencia.
(2) El homomorfismo cociente p : G→ G/genAG es A-trivial.

Demostración. (1) Como i es un monomorfismo y genAG ≤ genAG = i(genAG),
por la proposición anterior, i es una A-equivalencia.

(2) Como genAG ≤ genAG = ker p, por la proposición anterior, p es A-tri-
vial. �

La siguiente proposición nos permite caracterizar a los grupos A-generados
y a genAG, para todo grupo G.
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Proposición 3.26 (1) Un grupo G es A-generado si y sólo si G = genAG.
(2) genAG es el mı́nimo subgrupo normal N de G tal que el homomorfismo

cociente G→ G/N es A-trivial.
(3) genAG contiene a cualquier subgrupo A-generado de G.

Demostración. (1) Supongamos que G es un grupo A-generado. Luego, el ho-
momorfismo cociente p : G → G/genAG es G-trivial (pues, por el corolario
anterior, sabemos que p es A-trivial) y como 1G ∈ Hom(G,G), p ◦ 1G = 0 por
lo que genAG = 0(h) = p ◦ 1G(h) = p(h) = hgenAG. Entonces h ∈ genAG para
todo h ∈ G y, por lo tanto, G = genAG.

Supongamos que G = genAG. Como genAG es A-generado (lema 3.22), G
es A-generado.

(2) Ya sabemos que el homomorfismo cociente p : G → G/genAG es A-tri-
vial. Ahora, sea M E G tal que el homomorfismo cociente τ : G → G/M es
A-trivial. Luego, genAG ≤ ker τ = M .

(3) Sea H un subgrupo A-generado de G. Entonces, H = genAH ≤ genAG
pues todo homomorfismo que va de A a H también va de A a G. �

Proposición 3.27 Sean X, Y y G tres grupos.
(1) Para todo f ∈ Hom(X,Y ), f(genAX) es un subgrupo A-generado de Y

y f(genAX) ⊆ genAY .
(2) Para todo f ∈ End(G), f(genAG) ⊆ genAG.
(3) genAG es un subgrupo caracteŕıstico de G.

Demostración. (1) Sean f ∈ Hom(X,Y ) y f1 : genAX → Y su restricción.
Entonces, por el primer teorema de isomorfismo, f(genAX) = f1(genAX) ∼=
genAX/ ker f1 y como genAX es un grupo A-generado, por la proposición
3.20(2), f(genAX) es un subgrupo A-generado de Y . Además, por la pro-
posición anterior, f(genAX) ⊆ genAY .

(2) Es consecuencia de (1).
(3) Se sigue de (2). �

Observamos que, si denotamos por A-gen a la subcategoŕıa plena de Grp
conformada por los grupos A-generados y por genAf : genAX → genAY a la
restricción de f , obtenemos un funtor genA : Grp → A-gen tal que la familia
de inclusiones (iG : genAG ↪→ G)G∈Grp es una transformación natural de genA
al funtor identidad 1Grp.

Proposición 3.28 El funtor genA : Grp→ A-gen es adjunto derecho del fun-
tor inclusión j : A-gen→ Grp.

Demostración. Sean G un grupo A-generado, H un grupo y ϕ ∈ Hom(G,H).
Por la proposición anterior, ϕ(G) = ϕ(genAG) ⊆ genAH por lo que genAϕ ∈
Hom(G, genAH) tal que g 7→ ϕ(g) satisface que ϕ = iH ◦ genAϕ. Entonces
iH es una G-suprayección y como iH es un monomorfismo, iH también es una
G-inyección. Por lo tanto iH es una G-equivalencia y genAϕ : G → genAH es
el único homomorfismo en Hom(G, genAH) que satisface ϕ = iH ◦ genAϕ.
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Aśı tenemos que existe una transformación natural i : j ◦ genA → 1Grp tal
que para cada G ∈ A-gen, H ∈ Grp y ϕ ∈ Hom(j(G), H), existe un único
genAϕ ∈ Hom(G, genAH) tal que ϕ = iH ◦ j(genAϕ). �

Proposición 3.29 Sean Y un grupo, (Zn,+) y f ∈ Hom(Zn, Y ). Entonces f
es una Zn-equivalencia si y sólo si f es un monomorfismo y genZnY ≤ f(Zn).

Demostración. Supongamos que f es una Zn-equivalencia.
Veamos que f es un monomorfismo.
Sean a, b ∈ Zn tales que f(a) = f(b). Definimos los homomorfismos θa :

Zn → Zn tal que x 7→ x + a y θb : Zn → Zn tal que x 7→ x + b. Luego
f ◦ θa(x) = f(x + a) = f(x)f(a) = f(x)f(b) = f(x + b) = f ◦ θb(x) para todo
x ∈ Zn, por lo que f ◦ θa = f ◦ θb y como f es una Zn-inyección, θa = θb lo
cual implica que a = 0 + a = θa(0) = θb(0) = 0 + b = b. Por lo tanto, f es un
monomorfismo.

Sea ϕ ∈ Hom(Zn, Y ). Entonces, como f es una Zn-equivalencia, existe un
único ϕ̂ ∈ Hom(Zn,Zn) tal que ϕ = f ◦ϕ̂, por lo que ϕ(Zn) = f ◦ϕ̂(Zn) ≤ f(Zn)
para todo ϕ ∈ Hom(Zn, Y ). Por lo tanto genZn

Y ≤ f(Zn).
Ahora, supongamos que f es un monomorfismo y que genZn

Y ≤ f(Zn). Por
lo tanto, por la proposición 3.24(1), f es una Zn-equivalencia. �

Proposición 3.30 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f : X → Y es una A-equivalencia.
(2) La restricción f1 : genAX → Y de f es una A-equivalencia.
(3) genAf : genAX → genAY es una A-equivalencia.

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos que f es una A-equivalencia. Como
i : genAX ↪→ X es una A-equivalencia, f1 = f ◦ i es una A-equivalencia.

(2) ⇒ (1) Supongamos que f1 es una A-equivalencia y sea ϕ ∈ Hom(A, Y ).
Entonces, existe un único ψ ∈ Hom(A, genAX) tal que ϕ = f1 ◦ ψ = f ◦ i ◦ ψ.
Por lo tanto, existe i ◦ ψ ∈ Hom(A,X) tal que ϕ = f ◦ (i ◦ ψ).

Sea θ ∈ Hom(A,X) tal que ϕ = f ◦ θ. Como θ(A) ≤ genAX, θ = i ◦ k ◦ θ′
(donde θ′ : A → θ(A) es la correstricción de θ y k : θ(A) ↪→ genAX es la
inclusión) por lo que ϕ = f ◦ θ = f ◦ i ◦ k ◦ θ′ = f1 ◦ k ◦ θ′ y, por la unicidad de
ψ, k ◦ θ′ = ψ. Por lo tanto, θ = i ◦ ψ.

(3)⇒ (2) Supongamos que genAf es una A-equivalencia. Como la inclusión
j : genAY ↪→ Y es una A-equivalencia, f1 = j ◦ genAf es una A-equivalencia.

(2)⇒ (3) Supongamos que f1 es una A-equivalencia.
Sea ϕ ∈ Hom(A, genAY ). Luego, j ◦ ϕ ∈ Hom(A, Y ) por lo que existe un

único ψ ∈ Hom(A, genAX) tal que j ◦ ϕ = f1 ◦ ψ = j ◦ genAf ◦ ψ. Como j es
un monomorfismo, ϕ = genAf ◦ ψ

Sea θ ∈ Hom(A, genAX) tal que ϕ = genAf ◦ θ. Entonces, tenemos que
j ◦ ϕ = j ◦ genAf ◦ θ = f1 ◦ θ. Por lo tanto, por la unicidad de ψ, θ = ψ. �

Observamos que la proposición anterior sigue siendo válida, si al enunciarla
sustituimos el término A-equivalencia por A-inyección.
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Proposición 3.31 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) f : X → Y es una A-inyección.
(2) La restricción f1 : genAX → Y de f es una A-inyección.
(3) genAf : genAX → genAY es una A-inyección.

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos que f es una A-inyección. Como i es
una A-inyección, f1 = f ◦ i es una A-inyección.

(2) ⇒ (3) Supongamos que f1 es una A-inyección. Como f1 = j ◦ genAf ,
genAf es una A-inyección.

(3) ⇒ (1) Supongamos que genAf es una A-inyección y sean ϕ1, ϕ2 ∈
Hom(A,X) tales que f ◦ ϕ1 = f ◦ ϕ2. Como ϕ1 = i ◦ k1 ◦ ϕ′1 y ϕ2 =
i ◦ k2 ◦ ϕ′2 (donde ϕ′1 : A → ϕ1(A), ϕ′2 : A → ϕ2(A) son las correstricciones
y k1 : ϕ1(A) ↪→ genAX, k2 : ϕ2(A) ↪→ genAX son las inclusiones), tenemos que
f1 ◦ k1 ◦ ϕ′1 = f ◦ i ◦ k1 ◦ ϕ′1 = f ◦ i ◦ k2 ◦ ϕ′2 = f1 ◦ k2 ◦ ϕ′2 y como f1 es una
A-inyección (pues j y genAf son A-inyecciones), k1 ◦ ϕ′1 = k2 ◦ ϕ′2 por lo que
ϕ1 = ϕ2. Por lo tanto, f es una A-inyección. �

Proposición 3.32 Sean G y Y dos grupos. Si G es A-generado entonces
genGY ≤ genAY .

Demostración. Como el homomorfismo cociente p : Y → Y/genAY es A-trivial
y G es A-generado, p es G-trivial. Por lo tanto, por la proposición 3.26(2),
genGY ≤ genAY . �

Proposición 3.33 Sean G, X y Y tres grupos, y f ∈ Hom(X,Y ). Entonces,
(1) G es A-generado si y sólo si toda A-equivalencia inyectiva es una G-e-

quivalencia.
(2) Si f es A-suprayectivo entonces la inclusión j : f(X) ↪→ Y es una G-e-

quivalencia, para todo grupo A-generado G.
(3) Si f es A-suprayectivo y X es A-generado, entonces la inclusión j :

f(X) ↪→ Y es una f(X)-equivalencia.

Demostración. (1) Supongamos que G es A-generado y sea g : W → Z u-
na A-equivalencia inyectiva. Entonces, por la proposición anterior, genGZ ≤
genAZ y como g es una A-equivalencia inyectiva, por la proposición 3.24(1),
genGZ ≤ genAZ ≤ g(W ). Por lo tanto, por la proposición 3.24(1), g es una
G-equivalencia.

Ahora, supongamos que toda A-equivalencia inyectiva es una G-equivalen-
cia. Luego, i : genAG ↪→ G es una G-equivalencia (pues i es una A-equivalencia
inyectiva) y como 1G ∈ Hom(G,G), existe un único ψ ∈ Hom(G, genAG) tal
que 1G = i ◦ ψ por lo que g = 1G(g) = i ◦ ψ(g) = ψ(g) ∈ genAG, para todo
g ∈ G. Por lo tanto, genAG = G y G es A-generado.

(2) Supongamos que f es A-suprayectivo y sea ϕ ∈ Hom(A, Y ). Entonces
existe un ψ ∈ Hom(A,X) tal que ϕ = f ◦ ψ = j ◦ f ′ ◦ ψ (donde f ′ : X → f(X)
es la correstricción de f), lo cual implica que j es una A-suprayección. Además,
como j es un monomorfismo, j es una A-inyección. Por lo tanto, j es una
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A-equivalencia inyectiva y, por (1), j es una G-equivalencia para todo grupo
A-generado G.

(3) Como X es A-generado y f(X) ∼= X/ ker f , f(X) es A-generado. Por
(2), j : f(X) ↪→ Y es una f(X)-equivalencia. �

Corolario 3.34 Sean X y Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ). Si f es A-supra-
yectivo entonces la inclusión j : f(X) ↪→ Y es una G-equivalencia, para todo
grupo A-celular G.

3.3 El subgrupo A-construible de G

Primero veamos algunas propiedades de los grupos A-construibles.

Proposición 3.35 Sean X un grupo y N EX.
(1) Si G es N -nulo y X/N -nulo, entonces también es X-nulo.
(2) Si N y X/N son A-construibles, entonces X es A-construible.
(3) Si X es A-construible, entonces X/N es A-construible.
(4) Sean D una categoŕıa y F : D → Grp un funtor. Si FI es A-construible

para cada I ∈ D y lim−→I
FI existe, entonces lim−→I

FI es A-construible. En parti-

cular, el producto libre (coproducto) de grupos A-construibles es A-construible.
(5) Sea X = 〈Xi | i ∈ I〉. Si Xi es A-construible para cada i ∈ I, entonces

X es A-construible.

Demostración. (1) Sea ϕ ∈ Hom(X,G). Como G es N -nulo y ϕ◦k ∈ Hom(N,G)
(donde k : N ↪→ X es la inclusión), ϕ ◦ k = 0 por lo que 1 = 0(N) = ϕ ◦ k(N) =
ϕ(N). Entonces N ≤ kerϕ y, por el primer teorema de isomorfismo, existe un
único ψ ∈ Hom(X/N,G) tal que ϕ = ψ◦p (donde p : X → X/N es el homomor-
fismo cociente). Pero G es X/N -nulo, lo cual implica que ψ = 0 y ϕ = 0◦p = 0.
Por lo tanto, G es X-nulo.

(2) Sea G un grupo A-nulo. Como N y X/N son A-construibles, G es N -nulo
y X/N -nulo. Luego, por (1), G es X-nulo. Por lo tanto, X es A-construible.

(3) Sean G un grupo A-nulo y ϕ ∈ Hom(X/N,G). Como X es A-construible,
G es X-nulo por lo que ϕ ◦ p = 0 (donde p : X → X/N es el homomorfismo
cociente). Entonces 1 = 0(x) = ϕ ◦ p(x) = ϕ(xN), lo cual implica que ϕ = 0.
Por lo tanto, G es X/N -nulo y X/N es A-construible.

(4) Sean G := lim−→I
FI, (σI : FI → G)I∈D el cocono coĺımite, X un grupo

A-nulo y ϕ ∈ Hom(G,X). Como FI es A-construible para cada I ∈ D, X es
un grupo FI-nulo para todo I ∈ D por lo que ϕ ◦ σI = 0 para todo I ∈ D.

Como ϕ ◦ σI = ϕ ◦ σJ ◦ Fg, para todo g : I → J ∈ D y G = lim−→I
FI, existe

un único ψ ∈ Hom(G,X) tal que ψ ◦ σI = ϕ ◦ σI para cada I ∈ D. Pero, ϕ y 0
satisfacen la condición anterior de donde, por la unicidad de ψ, ϕ = 0. Por lo
tanto, X es un grupo G-nulo y G es un grupo A-construible.

(5) Supongamos que Xi es A-construible, para cada i ∈ I y sean G un grupo
A-nulo y ϕ ∈ Hom(X,G). Entonces G es Xi-nulo para todo i ∈ I, lo cual
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implica que ϕ ◦ ji = 0 = 0 ◦ ji (donde ji : Xi ↪→ X es la i-ésima inclusión) y
como ji es un monomorfismo, ϕ = 0. Por lo tanto, G es X-nulo. �

A continuación definimos un grupo que nos ayudará a caracterizar a los
grupos A-construibles.

Definición 3.36 Sea G un grupo. Definimos una sucesión ascendente de sub-
grupos caracteŕısticos (ver proposición 3.38) Ai(G) de G para todo ordinal i,
como sigue:

(a) A0(G) = genAG.
(b) Si β = α+ 1, Aβ(G) es la preimagen en G de genA(G/Aα(G)), es decir,

Aβ(G) = p−1
α (genA(G/Aα(G))) (donde pα : G → G/Aα(G) es el homomorfis-

mo cociente).
(c) Si β es un ordinal ĺımite, Aβ(G) :=

⋃
i<β Ai(G).

Observamos que el proceso que utilizamos para definir a los Aβ(G) even-
tualmente se estaciona pues:

(1) Tenemos una sucesión ascendente de subgrupos de G

A0(G) ≤ A1(G) ≤ A2(G) ≤ . . .

(2) Sólo hay un conjunto de subgrupos de G.
(3) Si Aα(G) = Aα+1(G) entonces Aα(G) = Aγ(G), para todo γ > α.

Definición 3.37 Definimos conAG :=
⋃
β Aβ(G).

Proposición 3.38 Para todo ordinal β, Aβ(G) es un subgrupo caracteŕıstico
de G.

Demostración. Ya sabemos que A0(G) = genA(G) es un subgrupo caracteŕıstico
de G.

Ahora, supongamos que Aα(G) es un subgrupo caracteŕıstico de G. Como
Aα(G) ≤ Aα+1(G) ≤ G y Aα+1(G)/Aα(G) = genA(G/Aα(G)) es un subgrupo
caracteŕıstico de G/Aα(G), concluimos que Aα+1(G) es un subgrupo caracte-
ŕıstico de G.

Sea β un ordinal ĺımite y supongamos que Aα(G) es un subgrupo carac-
teŕıstico de G, para todo i < β. Como Aβ(G) =

⋃
i<β Ai(G), f(Aβ(G)) =

f(
⋃
i<β Ai(G)) =

⋃
i<β f(Ai(G)) ≤

⋃
i<β Ai(G) = Aβ(G) para todo f ∈

Aut(G). Por lo tanto, Aβ(G) es un subgrupo caracteŕıstico de G. �

Corolario 3.39 Para todo ordinal β, Aβ(G)EG.

Demostración. Como todo subgrupo caracteŕıstico de G es un subgrupo normal
de G y Aβ(G) es un subgrupo caracteŕıstico de G para todo ordinal β, conclui-
mos que Aβ(G)EG para todo ordinal β. �

Proposición 3.40 Para todo ordinal β, Aβ(G) es A-construible.
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Demostración. Como A0(G) = genAG es A-generado, por la proposición 3.18,
A0(G) es A-construible.

Supongamos que Aα(G) es A-construible. Como Aα+1(G)/Aα(G) es un
grupo A-generado (pues Aα+1(G)/Aα(G) = genA(G/Aα(G))), por la proposi-
ción 3.18, también es A-construible. Por lo tanto, por la proposición 3.35(2),
Aα+1(G) es A-construible.

Sea β un ordinal ĺımite y supongamos que para todo i < β, Ai(G) es A-
construible. Como Aβ(G) =

⋃
i<β Ai(G), por la proposición 3.35(5), Aβ(G) es

A-construible. �

Corolario 3.41 El subgrupo conAG es A-construible.

Demostración. Como Aβ(G) es A-construible para todo ordinal β y conAG =⋃
β Aβ(G), por la proposición 3.35(5), conAG es A-construible. �

Lema 3.42 Sean β un ordinal ĺımite cuya cofinalidad es mayor que |A|, G un
grupo, Mi un subgrupo normal de G para cada i < β tal que para i < j tenemos
que Mi ≤ Mj, M :=

⋃
i<βMi y η ∈ Hom(A,G/M). Entonces existen α :=

αη < β y µ := µη ∈ Hom(A,G/Mα) tal que η = τ ◦µ, donde τ : G/Mα → G/M
proviene de la inclusión Mα ≤M .

Demostración. Para cada a ∈ A elegimos un representante µ0(a) ∈ G de la clase
lateral de η(a), de manera que η(a) = µ0(a)M . Como para cualesquiera a, b ∈ A,
η(ab) = η(a)η(b) tenemos que µ0(ab)M = [µ0(a)M ][µ0(b)M ] = µ0(a)µ0(b)M y,
por consiguiente, que µ0(b)−1µ0(a)−1µ0(ab) ∈M para cualesquiera a, b ∈ A.

Definimos la función f : A×A→M tal que f(a, b) = µ0(b)−1µ0(a)−1µ0(ab)
para cada (a, b) ∈ A×A, es decir, µ0(ab) = µ0(a)µ0(b)f(a, b) para cada (a, b) ∈
A×A. Como f(a, b) ∈M =

⋃
i<βMi para todo (a, b) ∈ A×A, existe α(a,b) < β

tal que f(a, b) ∈Mα(a,b)
para todo (a, b) ∈ A×A.

Sea α = sup{α(a,b) | (a, b) ∈ A × A}. Luego, |{α(a,b) | (a, b) ∈ A × A}| ≤
|A × A| < cf(β) porque si A es finito, |A × A| < cf(β) y si A es infinito,
|A × A| ≤ |A| < cf(β) por hipótesis. Entonces, α < β y f(a, b) ∈ Mα, para
cada (a, b) ∈ A×A.

Ahora, definamos una función µ : A→ G/Mα tal que µ(a) = µ0(a)Mα.
Veamos que µ es un homomorfismo:
Sean a, b ∈ A. Luego, µ(a)µ(b) = [µ0(a)Mα][µ0(b)Mα] = µ0(a)µ0(b)Mα =

µ0(a)µ0(b)f(a, b)Mα = µ0(ab)Mα = µ(ab). Por lo tanto, µ(a)µ(b) = µ(ab) para
cualesquiera a, b ∈ A.

Además, [µ0(e)Mα][µ0(e)Mα] = µ0(e)µ0(e)Mα = µ0(e)µ0(e)f(e, e)Mα =
µ0(ee)Mα = µ0(e)Mα por lo que µ(e) = µ0(e)Mα = Mα.

Por lo tanto, µ es un homomorfismo.
Finalmente, como τ ◦µ(a) = τ(µ0(a)Mα) = µ0(e)M = η(a) para todo a ∈ A,

τ ◦ µ = η. �

Proposición 3.43 Sea β un ordinal ĺımite cuya cofinalidad es mayor que |A|.
Entonces, G/Aβ(G) es A-nulo.
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Demostración. Sea ϕ ∈ Hom(A,G/Aβ(G)). Luego, por el lema anterior, existen
α < β y µ ∈ Hom(A,G/Aα(G)) tales que ϕ = τ ◦ µ, donde τ : G/Aα(G) →
G/Aβ(G) proviene de la inclusión Aα(G) < Aβ(G). Como Aα+1(G) es igual a
p−1
α (genA(G/Aα(G))) (donde pα : G → G/Aα(G) es el homomorfismo cocien-

te), tenemos que µ(A) ≤ genA(G/Aα(G)) = Aα+1(G)/Aα(G). Pero α+ 1 < β,
pues α < β y β es un ordinal ĺımite, por lo que Aα+1(G) ≤ Aβ(G) y, por con-
siguiente, µ(A) ≤ Aβ(G)/Aα(G). Entonces, ϕ(a) = τ ◦ µ(a) = τ(nβAα(G)) =
nβAβ(G) = Aβ(G) = 0(a) para todo a ∈ A. Por lo tanto, ϕ = 0 y G/Aβ(G) es
A-nulo. �

Proposición 3.44 Sea β un ordinal ĺımite cuya cofinalidad es mayor que |A|.
Entonces, Aβ(G) = Aγ(G) para todo γ > β.

Demostración. Sabemos que si β es un ordinal ĺımite cuya cofinalidad es mayor
que |A|, G/Aβ(G) es A-nulo. Como Aβ+1(G) = p−1

β [genA(G/Aβ(G))], tenemos
que Aβ+1(G)/Aβ(G) = genA(G/Aβ(G)) = 1. Por lo tanto, Aβ+1(G) = Aβ(G).

Por lo tanto, Aγ(G) = Aβ(G) para todo γ > β. �

La siguiente proposición caracteriza a los grupos A-construibles y a conAG.

Proposición 3.45 (1) G es A-construible si y sólo si G = conAG.

(2) conAG es el mı́nimo subgrupo normal N de G tal que G/N es A-nulo.

(3) conAG contiene a cualquier subgrupo A-construible de G.

Demostración. (1) Supongamos que G = conAG. Como conAG es A-construi-
ble, concluimos que G es A-construible.

Supongamos que G es A-construible y sea β un ordinal ĺımite cuya cofi-
nalidad es mayor que |A|. Sabemos, por la proposición 3.43, que G/Aβ(G) es
A-nulo y como G es A-construible, G/Aβ(G) es G-nulo por lo que el homomor-
fismo cociente π : G→ G/Aβ(G) es igual a 0. Luego, Aβ(G) = 0(G) = π(G) =
G/Aβ(G) y, por lo tanto, G = Aβ(G).

Sólo nos resta ver que conAG = Aβ(G) lo cual es inmediato de la proposición
anterior y la definición de conAG.

(2) Ya vimos en (1) que G/conAG es A-nulo. Ahora, sea K E G tal que
G/K es A-nulo. Como conAG es A-construible, G/K es conAG-nulo por lo
que p ◦ i = 0 (donde i : conAG ↪→ G es la inclusión y p : G → G/K es el
homomorfismo cociente). Por lo tanto, conAG ≤ K.

(3) Sea H un subgrupo A-construible de G. Como G/conAG es A-nulo,
G/conAG es H-nulo lo cual implica que π ◦ j = 0 (donde j : H ↪→ G es la
inclusión y π : G → G/conAG es el homomorfismo cociente). Por lo tanto,
H ≤ conAG. �

Proposición 3.46 Para todo f ∈ Hom(X,Y ), f(conAX) es un subgrupo A-
construible de Y y f(conAX) ⊆ conAY .
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Demostración. (1) Sean f ∈ Hom(X,Y ) y f1 : conAX → Y su restricción.
Entonces, por el primer teorema de isomorfismo, f(conAX) = f1(conAX) ∼=
conAX/ ker f1 y como conAX es un grupo A-construible, por la proposición
3.35(3), f(conAX) es un subgrupo A-construible de Y . Además, por la propo-
sición anterior, f(conAX) ⊆ conAY . �

De esta forma, si denotamos por A-con a la subcategoŕıa plena de Grp con-
formada por los grupos A-construibles y por conAf : conAX → conAY a la
restricción de f , obtenemos un funtor conA : Grp→ A-con tal que la familia de
inclusiones (iG : conAG ↪→ G)G∈Grp es una transformación natural entre conA
y el funtor identidad 1Grp.

Proposición 3.47 El funtor conA : Grp→ A-con es adjunto derecho del funtor
inclusión j : A-con→ Grp.

Demostración. Sean G un grupo A-construible, H un grupo y ϕ ∈ Hom(G,H).
Por la proposición anterior, ϕ(G) = ϕ(conAG) ⊆ conAH por lo que conAϕ ∈
Hom(G, conAH) tal que g 7→ ϕ(g) satisface que ϕ = iH ◦ conAϕ. Entonces
iH es una G-suprayección y como iH es un monomorfismo, iH también es una
G-inyección. Por lo tanto iH es una G-equivalencia y conAϕ : G → conAH es
el único homomorfismo en Hom(G, conAH) tal que ϕ = iH ◦ conAϕ.

Aśı tenemos una transformación natural i : j ◦ conA → 1Grp tal que para
todo G ∈ A-con, H ∈ Grp y ϕ ∈ Hom(j(G), H) existe un único conAϕ ∈
Hom(G, conAH) tal que ϕ = iH ◦ j(conAϕ). �

3.4 A-inyección y A-equivalencia

Proposición 3.48 Sean X,Y dos grupos y f ∈ Hom(X,Y ). Entonces, f es
una A-inyección si y sólo si ker f es A-nulo y [genAX, ker f ] = 1.

Demostración. Supongamos que f es una A-inyección y sea ϕ ∈ Hom(A, ker f).
Como j ◦ ϕ ∈ Hom(A,X) (donde j : ker f ↪→ X es la inclusión) y f ◦ j ◦ ϕ =
0 = f ◦ j ◦ 0 tenemos que ϕ = 0, pues f ◦ j es una A-inyección. Por lo tanto,
ker f es A-nulo.

Ahora, sean ψ ∈ Hom(A,X) y k ∈ ker f . Como f◦ik◦ψ(a) = f(k−1ψ(a)k) =
f(k)−1f(ψ(a))f(k) = f ◦ ψ(a) para todo a ∈ A, f ◦ ik ◦ ψ = f ◦ ψ por lo que
ik ◦ ψ = ψ, pues f es una A-inyección. Por lo tanto, [ψA, ker f ] = 1 para todo
ψ ∈ Hom(A,X) y [genAX, ker f ] = 1.

Supongamos que ker f es A-nulo y que [genAX, ker f ] = 1, y sean ψ1, ψ2 ∈
Hom(A,X) tales que f ◦ψ1 = f ◦ψ2. Ahora, definimos una función ψ : A→ X
tal que ψ(a) = ψ1(a)ψ2(a)−1, para todo a ∈ A.

Veamos que ψ ∈ Hom(A, ker f):
Como f(ψ(a)) = f(ψ1(a)ψ2(a)−1) = [f ◦ψ1(a)][f ◦ψ2(a−1)] = [f ◦ψ2(a)][f ◦

ψ2(a−1)] = f ◦ ψ2(aa−1) = f ◦ ψ2(1) = 1 para todo a ∈ A, ψ(a) ∈ ker f para
todo a ∈ A.
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Como ψ1A,ψ2A ≤ genAX y [genAX, ker f ] = 1, tenemos que [ψ1A, ker f ] =
1 y [ψ2A, ker f ] = 1. Luego, vemos que ψ(a)ψ(b) = ψ1(a)ψ2(a)−1ψ(b) =
ψ1(a)ψ(b)ψ2(a)−1 = ψ1(a)ψ1(b)ψ2(b)−1ψ2(a)−1 = ψ1(ab)ψ2(ab)−1 = ψ(ab) pa-
ra cualesquiera a, b ∈ A (pues ψ(b) ∈ ker f). Por lo tanto, ψ ∈ Hom(A, ker f).

Ahora, como ker f es A-nulo y ψ ∈ Hom(A, ker f), tenemos que ψ = 0 de
donde 1 = 0(a) = ψ(a) = ψ1(a)ψ2(a)−1 y ψ1(a) = ψ2(a), para todo a ∈ A. Por
lo tanto, ψ1 = ψ2 y f es una A-inyección. �

Corolario 3.49 Para todo f ∈ Hom(X,Y ), f es una A-equivalencia si y sólo
si f es A-suprayectivo, ker f es A-nulo y [genAX, ker f ] = 1.

Proposición 3.50 Para todo f ∈ Hom(X,Y ), si f es una A-inyección enton-
ces [genAX, f

−1(CY (genAY ))] = 1

Demostración. Sean f ∈ Hom(X,Y ) una A-inyección, z ∈ f−1(CY (genAY ))
y ψ ∈ Hom(A,X). Como f(z) ∈ CY (genAY ) y f ◦ ψ(A) ≤ genAY , f ◦ iz ◦
ψ(a) = f(z−1ψ(a)z) = f(z)−1f(ψ(a))f(z) = f(z)−1f(z)f(ψ(a)) = f ◦ ψ(a)
para todo a ∈ A. Luego, f ◦ iz ◦ ψ = f ◦ ψ y como f es una A-inyección,
iz ◦ ψ = ψ para todo ψ ∈ Hom(A,X) y todo z ∈ f−1(CY (genAY )). Por lo
tanto, 1 = [ψ(A), z] para cualesquiera ψ ∈ Hom(A,X) y z ∈ f−1(CY (genAY )),
de donde 1 = [genAX, f

−1(CY (genAY ))]. �

Proposición 3.51 Para toda A-inyección f ∈ Hom(X,Y ), si X es A-generado
entonces f−1(Z(fX)) = Z(X) y ker f ≤ Z(X).

Demostración. Sea f ∈ Hom(X,Y ) una A-inyección y supongamos que X es
A-generado. Luego, X = genAX y por la proposición 3.48, [X, ker f ] = 1. Por
lo tanto, ker f ≤ Z(X).

Ahora veamos que f−1(Z(fX)) = Z(X):
Sean a ∈ Z(X) y y ∈ fX. Entonces, existe x ∈ X tal que y = f(x) y como

ax = xa, f(a)y = f(a)f(x) = f(ax) = f(xa) = f(x)f(a) = yf(a). Por lo tanto,
a ∈ f−1(Z(fX)) y Z(X) ≤ f−1(Z(fX)).

Sean b ∈ f−1(Z(fX)) y x ∈ X. Luego, f(b) ∈ Z(fX) por lo que f(b)f(x) =
f(x)f(b), de donde f(x) = f(b)−1f(x)f(b) = f(b−1xb) = f ◦ ib(x). Enton-
ces, f ◦ 1X = f = f ◦ ib y como f es una A-inyección, 1X = ib. Luego,
x = 1X(x) = ib(x) = b−1xb por lo que bx = xb. Por lo tanto, b ∈ Z(X) y
f−1(Z(fX)) ≤ Z(X).

Otra forma de demostrar lo anterior es la siguiente:
Observamos que, por el corolario 3.9(1), podemos suponer que f es suprayec-

tivo. Además sabemos, por la proposición 3.50, que [X, f−1(CY (genAY ))] = 1.
Como X es A-generado, f(X) = Y es A-generado por lo que genAY = Y
y 1 = [X, f−1(CY (Y ))] = [X, f−1(Z(Y ))] = [X, f−1(Z(fX))]. Por lo tanto,
f−1(Z(fX)) ≤ Z(X). �

Proposición 3.52 Sean f ∈ Hom(X,Y ) una A-equivalencia y N EA.
(1) Si ker f es N -nulo, f es una A/N -equivalencia.
(2) Si N es A-construible, f es una A/N -equivalencia.
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Demostración. (1) Supongamos que ker f es N -nulo.
Sean ϕ1, ϕ2 ∈ Hom(A/N,X) tales que f ◦ ϕ1 = f ◦ ϕ2. Luego, f ◦ ϕ1 ◦ p =

f ◦ ϕ2 ◦ p (donde p : A → A/N es el homomorfismo cociente) y como f es una
A-inyección, ϕ1 ◦p = ϕ2 ◦p por lo que ϕ1 = ϕ2 (pues p es un epimorfismo). Por
lo tanto, f es una A/N -inyección.

Sea ϕ ∈ Hom(A/N, Y ). Entonces, ϕ ◦ p ∈ Hom(A, Y ) y como f es una
A-equivalencia, existe un único ψ ∈ Hom(A,X) tal que f ◦ ψ = ϕ ◦ p.

Ahora, veamos que N ≤ kerψ:
Sea n ∈ N . Luego, f ◦ ψ(n) = ϕ ◦ p(n) = ϕ(N) = 1 por lo que ψ(n) ∈ ker f

para todo n ∈ N , es decir, ψ(N) ≤ ker f . Pero como Hom(N, ker f) = 0,
ψ(n) = 1 para todo n ∈ N . Por lo tanto, N ≤ kerψ.

Por el primer teorema de isomorfismo, existe un único ψ̂ ∈ Hom(A/N,X)

tal que ψ = ψ̂◦p, por lo que ϕ◦p = f ◦ψ = f ◦ ψ̂◦p y como p es un epimorfismo,
ϕ = f ◦ ψ̂. Por lo tanto, f es una A/N -suprayección.

(2) Supongamos que N es A-construible. Como f es A-inyectivo, por la
proposición 3.48, ker f es A-nulo lo cual implica que ker f es N -nulo. Por lo
tanto, por (1), f es una A/N -equivalencia. �

Proposición 3.53 Sea f ∈ Hom(X,Y ) una A-equivalencia.
(1) Si ϕ ∈ Hom(A, Y ) y ψ ∈ Hom(A,X) es su levantamiento, entonces

[ϕ−1(Z(ϕA)), A] ≤ kerψ.
(2) Si N es un subgrupo normal de A, entonces f es una A/[A,N ]-equiva-

lencia.

Demostración. (1) Basta con demostrar que para todo a ∈ ϕ−1(Z(ϕA)), ψ◦ia =
ψ:

Sean a ∈ ϕ−1(Z(ϕA)) y b ∈ A. Luego, ϕ(a) ∈ Z(ϕA) por lo que ϕ(a)ϕ(b) =
ϕ(b)ϕ(a), de donde ϕ(b) = ϕ(a)−1ϕ(b)ϕ(a) = ϕ(a−1ba) = ϕ ◦ ia(b). Por lo
tanto, ϕ = ϕ ◦ ia = f ◦ ψ ◦ ia y, por la unicidad de ψ, ψ = ψ ◦ ia.

(2) Supongamos que N E A. Sean ϕ1, ϕ2 ∈ Hom(A/[A,N ], X) tales que
f ◦ ϕ1 = f ◦ ϕ2. Como f ◦ ϕ1 ◦ π = f ◦ ϕ2 ◦ π (donde π : A → A/[A,N ] es el
homomorfismo cociente) y f es una A-inyección, ϕ1 ◦ π = ϕ2 ◦ π lo cual implica
que ϕ1 = ϕ2. Por lo tanto, f es una A/[A,N ]-inyección.

Ahora, veamos que f es una A/[A,N ]-suprayección:
Sea α ∈ Hom(A/[A,N ], Y ). Como ϕ := α ◦ π ∈ Hom(A, Y ) y f es una

A-equivalencia, existe un único ψ ∈ Hom(A,X) tal que ϕ = f ◦ ψ. Ade-
más, [A,N ] ≤ kerϕ por lo que 1 = ϕ(a−1n−1an) = ϕ(a−1)ϕ(n−1)ϕ(a)ϕ(n) y
ϕ(n)ϕ(a) = ϕ(a)ϕ(n) para todo a ∈ A y todo n ∈ N . Luego, ϕ(N) ≤ Z(ϕA) lo
cual implica que N ≤ ϕ−1(Z(ϕA)) y, por (1), [A,N ] ≤ kerψ. Entonces, por el
primer teorema de isomorfismo, existe un único β ∈ Hom(A/[A,N ], X) tal que
ψ = β ◦π, de donde α ◦π = ϕ = f ◦ψ = f ◦β ◦π y, por consiguiente, α = f ◦β.
Por lo tanto, f es una A/[A,N ]-suprayección. �

Corolario 3.54 Para todo f ∈ Hom(X,Y ), si f es una A-equivalencia en-
tonces es una A/Γn(A)-equivalencia para todo n.
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Demostración. Sea f ∈ Hom(X,Y ) una A-equivalencia.
Para n = 1, f es una A/Γ1(A)-equivalencia pues A/Γ1(A) = A/A ∼= 1 es

A-celular.
Como Γ1(A) = A es un subgrupo normal de A, por la proposición anterior,

f es una A/Γ2(A)-equivalencia.
Sea n > 2. Como Γn−1(A) = [A,Γn−2(A)] es un subgrupo normal de A, por

la proposición anterior, f es una A/Γn(A)-equivalencia.
Por lo tanto, f es una A/Γn(A)-equivalencia para todo n. �

Corolario 3.55 Para todo grupo G y todo n, G/Γn(G) es un grupo G-celular.

3.5 La cubierta A-celular

Proposición 3.56 Sean G un grupo A-celular y N un subgrupo normal de G.
(a) Si N es A-construible entonces G/N es A-celular.
(b) Si N = [G,M ] para algún subgrupo normal M de G entonces G/N es

A-celular.

Demostración. (a) Supongamos que N es A-construible y sea f : X → Y u-
na A-equivalencia. Entonces, f es una G-equivalencia (pues G es A-celular) y
como f es una A-inyección, por la proposición 3.48, ker f es A-nulo. Luego,
ker f es N -nulo (pues N es A-construible) y, por la proposición 3.52(1), f es
una G/N -equivalencia. Por lo tanto, G/N es A-celular.

(b) Supongamos que N = [G,M ] para algún M E G y sea f : X → Y una
A-equivalencia. Entonces, f es una G-equivalencia y como M EG, por la pro-
posición 3.53(2), f es una G/N = G/[G,M ]-equivalencia. Por lo tanto, G/N es
A-celular. �

Definición 3.57 Una cubierta A-celular de un grupo G es un homomorfismo
c : X → G tal que X es A-celular y c es una A-equivalencia.

Proposición 3.58 Si la cubierta A-celular de un grupo G existe entonces es
única, es decir, si c1 : X1 → G y c2 : X2 → G son dos cubiertas A-celulares de
G entonces existe un único isomorfismo ϕ : X1 → X2 tal que c1 = c2 ◦ η.

Demostración. Como X1 es A-celular y c2 es una A-equivalencia, c2 es una
X1-equivalencia. Además, c1 ∈ Hom(X1, G) por lo que existe un único ϕ ∈
Hom(X1, X2) tal que c1 = c2◦ϕ. De manera similar, tenemos que existe un único
ψ ∈ Hom(X2, X1) tal que c2 = c1 ◦ψ, lo cual implica que c1 = c2 ◦ϕ = c1 ◦ψ◦ϕ.
Como c1 es una A-equivalencia y X1 es A-celular, c1 es una X1-equivalencia y,
por consiguiente, existe un único α ∈ Hom(X1, X1) tal que c1 = c1 ◦ α. Pero,
c1 ◦ 1X1 = c1 = c1 ◦ ψ ◦ ϕ por lo que 1X1 = ψ ◦ ϕ.

Análogamente, 1X2
= ϕ ◦ ψ.

Por lo tanto, existe un único isomorfismo ϕ ∈ Hom(X1, X2) tal que c1 =
c2 ◦ ϕ. �
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Proposición 3.59 Sean H un grupo A-celular, ev : H → G un homomorfis-
mo A-suprayectivo, R = ker ev, S := H/[H,R], e : S → G el homomorfismo
inducido por ev, N := ker e (por lo que N = R/[H,R]), X := S/conAN y final-
mente, c : X → G el homomorfismo inducido por e. Entonces, c es la cubierta
A-celular de G.

Demostración. Como H es A-celular y [H,R]EH tal que REH, por la propo-
sición 3.56(b), S = H/[H,R] es A-celular y como conAN es A-construible, por
la proposición 3.56(a), X = S/conAN es A-celular.

Sólo nos falta ver que c es una A-equivalencia. Primero veamos que c es una
A-suprayección:

Como ev = e ◦ π1 (donde π1 ∈ Hom(H,S) es el homomorfismo canónico) es
una A-suprayección, por la proposición 3.8(2), e = c◦π2 (donde π2 ∈ Hom(S,X)
es el homomorfismo canónico) es una A-suprayección por lo que, de nuevo por
la proposición 3.8(2), c es una A-suprayección.

Ahora veamos que c es una A-inyección, lo cual es equivalente a ver que
[genAX, ker c] = 1 y que ker c es A-nulo.

Primero observamos que ker c = ker e/conA(ker e), pues π2 ∈ Hom(S,X) nos
permite definir un epimorfismo γ : ker e → ker c tal que a 7→ π2(a), para todo
a ∈ ker e.

Como consecuencia tenemos, por la proposición 3.45(2), que ker c es A-nulo.
También observamos, como antes, que N = ker e = R/[H,R] pues π1 ∈

Hom(H,S) induce un epimorfismo δ : R = ker ev → ker e tal que b 7→ π1(b),
para todo b ∈ ker ev.

Ahora, como [ker e, S] = [R/[H,R], H/[H,R]] = 1 tenemos que [ker c,X] =
[ker e/conA(ker e), S/conA(ker e)] = 1 y como genAX ≤ X, [ker c, genAX] = 1.

Por lo tanto, c es una cubierta A-celular de G. �

Notación 3.60 Sea G un grupo. Con base en la proposición anterior defini-
mos:

(1) GA = ?ϕ∈Hom(A,G)Aϕ es el producto libre de la familia {Aϕ}ϕ∈Hom(A,G),
donde Aϕ es una copia de A para cada ϕ ∈ Hom(A,G).

(2) ev : GA → G es el homomorfismo evaluación (el cual restringido a Aϕ
es ϕ).

(3) RA = ker ev.
(4) SA := GA/[GA, RA].
(5) e : SA → G es el homomorfismo inducido por ev.
(6) NA := ker e = RA/[GA, RA].
(7) celAG := SA/conA(NA) y cA : celAG→ G es el homomorfismo inducido

por e.

El siguiente diagrama ilustra la situación:

GA SA

G

celAG
π1 //

��
e

��
ev

????????

π2 //

cA
}}{{{{{{{{{
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Corolario 3.61 Para cualesquiera dos grupos A y G, el homomorfismo cA :
celAG→ G es la cubierta A-celular de G.

Demostración. Como A es A-celular, Aϕ es A-celular para todo ϕ ∈ Hom(A,G)
por lo que el grupo GA de la notación anterior es A-celular. Además, ev : GA →
G es A-suprayectivo. Por lo tanto, por la proposición 3.59, cA es la cubierta
A-celular de G. �

Proposición 3.62 La cubierta A-celular de M , cA : celAM → M es un iso-
morfismo si y sólo si M es A-celular.

Demostración. Supongamos que cA es un isomorfismo. Como celAM es un
grupo A-celular y M ∼= celAM , M también es un grupo A-celular.

Supongamos que M es A-celular. Luego, 1M es una cubierta A-celular de
M y, por la proposición 3.58, existe un isomorfismo θ : celAM → M tal que
cA = 1M ◦ θ = θ. Por lo tanto, cA es un isomorfismo. �

Observamos que la cubierta A-celular de un grupo nos indica si dicho grupo
es A-celular.

Proposición 3.63 La imagen de la cubierta A-celular cA : celAG → G es
genAG. Además, los grupos celAG y genAG son isomorfos si y sólo si cA es
inyectivo.

Demostración. Como ev = e ◦ π1 y e = cA ◦ π2 (donde π1 : GA → SA y
π2 : SA → celAG son los homomorfismos cocientes), ev = cA ◦ π2 ◦ π1 por lo
que ev(GA) = cA ◦ π2 ◦ π1(GA) = cA ◦ π2(SA) = cA(celAG), es decir, Im(ev) =
Im(cA) y como Im(ev) = genAG (ver lema 3.22), Im(cA) = genAG.

Otra forma de ver lo anterior es la siguiente:
Como celAG es A-celular, por la proposición 3.18, también es A-generado

por lo que cA(celAG) ∼= celAG/ ker cA es A-generado. Pero cA(celAG) ≤ G de
donde, por la proposición 3.26(3), cA(celAG) ≤ genAG.

Como cA es A-suprayectivo, para cada ϕ ∈ Hom(A,G) existe un ψ ∈
Hom(A, celAG) tal que ϕ = cA ◦ ψ. Luego, ϕ(A) = cA ◦ ψ(A) ≤ cA(celAG)
para todo ϕ ∈ Hom(A,G) por lo que genAG ≤ cA(celAG).

Por lo tanto, cA(celAG) = genAG.
Ahora, veamos que celAG y genAG son isomorfos si y sólo si cA es inyectivo.
Supongamos que cA es inyectivo. Entonces, celAG ∼= cA(celAG) = genAG.
Supongamos que celAG ∼= genAG. Luego, genAG es A-celular y como i :

genAG ↪→ G es una A-equivalencia, por la unicidad de la cubierta A-celular, i
es la cubierta A-celular de G. Por lo tanto, cA es inyectivo. �

Aśı, cA = j ◦ i◦c′A donde c′A : celAG→ genAG es la correstricción de cA a su
imagen, i : genAG ↪→ conAG es la inclusión del subgrupo A-generado de G en
el subgrupo A-construible de G y j : conAG ↪→ G es la inclusión del subgrupo
A-construible de G en G.

Ya vimos que para todo grupo G, la cubierta A-celular existe y que es ú-
nica salvo isomorfismo. La siguiente proposición nos permite caracterizar a la
cubierta A-celular de G.
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Proposición 3.64 Sean A, X y G tres grupos y c ∈ Hom(X,G). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(CA) c : X → G es una cubierta A-celular de G.
(CA-Inicial) c es una A-equivalencia que es inicial entre todas las A-equi-

valencias que van de un grupo a G. Es decir, c se factoriza de manera única a
través de cualquier A-equivalencia f : Y → G

G Y

X

oo f

∃!ĉ

OO�
�
�c

__????????

(CA-Terminal) X es un grupo A-celular y c es terminal entre todos los ho-
momorfismos que van de un grupo A-celular a G. Es decir, todo f ∈ Hom(Y,G)
de un grupo A-celular Y a G se factoriza de forma única a través de c.

G X

Y

oo c

∃!f̂

OO�
�
�∀f

__????????

Demostración. (CA) ⇒ (CA-Terminal). Supongamos que (X, c) es una cu-
bierta A-celular de G. Entonces, por definición, X es A-celular.

Ahora, sean Y un grupo A-celular y f ∈ Hom(Y,G). Como c es una A-
equivalencia, también es una Y -equivalencia. Por lo tanto, existe un único
f̂ ∈ Hom(Y,X) tal que f = c ◦ f̂ .

(CA-Terminal)⇒ (CA). Supongamos que X es A-celular y que c es termi-
nal entre todos los homomorfismos que van de un grupo A-celular a G.

Sólo nos falta ver que c es una A-equivalencia.
Sea f ∈ Hom(A,G). Como A es A-celular, por hipótesis, existe un único

f̂ ∈ Hom(A,X) tal que f = c ◦ f̂ . Por lo tanto, c es una A-equivalencia.
(CA) ⇒ (CA-Inicial) Supongamos que (X, c) es una cubierta A-celular de

G. Entonces, por definición, c : X → G es una A-equivalencia.
Sean Y un grupo y f : Y → G una A-equivalencia. Como X es A-celular, f

es una X-equivalencia y como c ∈ Hom(X,G), existe un único ĉ ∈ Hom(X,Y )
tal que c = f ◦ ĉ.

(CA-Inicial) ⇒ (CA) Primero veamos que si la pareja (X, c) cumple con
(CA-Inicial) entonces es única salvo isomorfismo.

Sean c : X → G y d : X ′ → G dos A-equivalencias que son iniciales entre
todas las A-equivalencias que van de un grupo a G. Como c es una A-equivalen-
cia que va de un grupo a G, existen un único ϕ ∈ Hom(X,X) tal que c = c ◦ ϕ
y un único ψ ∈ Hom(X,X ′) tal que c = d ◦ ψ. Similarmente, como d es una
A-equivalencia que va de un grupo a G, existen un único α ∈ Hom(X ′, X ′) tal
que d = d ◦ α y un único β ∈ Hom(X ′, X) tal que d = c ◦ β.

Como c = d◦ψ = c◦β ◦ψ y c = c◦1X , por la unicidad de ϕ, 1X = ϕ = β ◦ψ.
Similarmente, como d = c ◦ β = d ◦ ψ ◦ β y d = d ◦ 1X′ , por la unicidad de α,
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1X′ = α = ψ ◦ β. Entonces, ψ es un isomorfismo y X ∼= X ′. Por lo tanto, la
pareja (X, c) es única salvo isomorfismo.

Sean f : celAG→ G la cubierta A-celular de G y g : W → G una A-equiva-
lencia. Como celAG es un grupo A-celular, g es una celAG-equivalencia. Luego,
existe un único f̂ ∈ Hom(celAG,W ) tal que f = g ◦ f̂ .

Por lo tanto, f es una A-equivalencia que es inicial entre todas las A-equi-
valencias que van de un grupo a G. Por lo tanto, c : X → G es isomorfo a
f : celAG→ G y X es A-celular. �

Aśı, la cubiera A-celular cA : celAG→ G tiene dos propiedades universales:
El homomorfismo cA : celAG→ G es inicial entre las A-equivalencias con codo-
minio G y también es terminal entre los homomorfismos con dominio A-celular
y codominio G.

Observamos que tenemos un funtor celA : Grp→ A-cel tal que G 7→ celAG
y (f : G→ H) 7→ (celAf : celAG→ celAH) donde celAf se obtiene como sigue:

Sean cG : celAG → G la cubierta A-celular de G y cH : celAH → H la
cubierta A-celular de H. Como f ◦ cG ∈ Hom(celAG,H) y celAG es A-celular,
por (CA-Terminal), existe un único homomorfismo celAf : celAG→ celAH tal
que f ◦ cG = cH ◦ celAf .

Además, la familia de las cubiertas A-celulares (cG : celAG → G)G∈Grp es
una transformación natural entre celA y el funtor identidad 1Grp.

Proposición 3.65 El funtor celA : Grp→ A-cel es adjunto derecho del funtor
inclusión j : A-cel→ Grp.

Demostración. Sean G un grupo A-celular, H un grupo y ϕ ∈ Hom(G,H). Por
(CA-Terminal), existe un único celAϕ ∈ Hom(celAG, celAH) tal que ϕ ◦ cG =
cH ◦ celAϕ. Como G es un grupo A-celular, por la proposición 3.62, cG es un
isomorfismo, por lo que ϕ = cH ◦ celAϕ ◦ c−1

G .
Observamos que celAϕ ◦ c−1

G es el único elemento de Hom(G, celAH) que
cumple con lo anterior pues, si α ∈ Hom(G, celAH) satisface que cH ◦ α = ϕ
entonces cH ◦ α ◦ cG = ϕ ◦ cG = cH ◦ celAϕ y, por la unicidad de celAϕ,
α ◦ cG = celAϕ lo cual implica que α = celAϕ ◦ c−1

G .
Asi tenemos una transformación natural c : j ◦ celA → 1Grp tal que para

todo G ∈ A-cel, H ∈ Grp y ϕ ∈ Hom(j(G), H) existe un único celAϕ ◦ c−1
G ∈

Hom(G, celAH) tal que ϕ = cH ◦ j(celAϕ ◦ c−1
G ). �

He aqúı un ejemplo de una cubierta A-celular, con A = Q.

Ejemplo 3.66 Sean M un grupo abeliano, (Q,+) y (Hom(Q,M),+). Entonces
ev : Hom(Q,M) → M tal que ev(τ) = τ(1) para todo τ ∈ Hom(Q,M) es la
cubierta Q-celular de M .

Demostración. Primero observamos que si para todo τ ∈ Hom(Q,M) y cua-
lesquiera r, s ∈ Q definimos (rτ)(s) := τ(rs), entonces (Hom(Q,M),+) es
un Q-espacio vectorial. Como (Q,+) es Q-celular, por la proposición 2.19(4),
(Hom(Q,M),+) es un grupo Q-celular.
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Sólo nos resta ver que ev es una Q-equivalencia, es decir, que Hom(Q, ev) :
Hom(Q,Hom(Q,M))→ Hom(Q,M) es una biyección.

Primero veamos que Q
⊗

ZQ ∼= Q, para lo cual definimos los homomorfismos
µ : Q

⊗
ZQ → Q tal que r ⊗ s 7→ rs y η : Q → Q

⊗
ZQ tal que q 7→ q ⊗ 1.

Como η ◦ µ(r ⊗ s) = η(rs) = rs ⊗ 1 = r ⊗ s, para todo r ⊗ s ∈ Q
⊗

ZQ
(pues si s = s1

s2
, rs ⊗ 1 = r( s1s2 ) ⊗ s2

s2
= r

s2
⊗ s1

s2
s2 = r

s2
⊗ s2s = r ⊗ s) y

µ ◦ η(q) = µ(q ⊗ 1) = q1 = q, para todo q ∈ Q tenemos que η ◦ µ = 1Q
⊗

Z Q y
µ ◦ η = 1Q. Por lo tanto, Q

⊗
ZQ ∼= Q.

Luego, Hom(Q,M) ∼= Hom(Q
⊗

ZQ,M) pues tenemos dos homomorfismos
β : Hom(Q,M)→ Hom(Q

⊗
ZQ,M) tal que f 7→ f◦µ y γ : Hom(Q

⊗
ZQ,M)→

Hom(Q,M) tal que g 7→ g ◦ η, que cumplen γ ◦ β = 1Hom(Q,M) y β ◦ γ =
1Hom(Q

⊗
Z Q,M).

Ahora veamos que Hom(Q
⊗

ZQ,M) ∼= Hom(Q,Hom(Q,M)) para lo cual
definimos los siguientes dos homomorfismos:

(1) ε : Hom(Q
⊗

ZQ,M) → Hom(Q,Hom(Q,M)) tal que ϕ 7→ ϕ̄, donde
ϕ̄ : Q → Hom(Q,M) está definido por ϕ̄(r)(s) = ϕ(r ⊗ s) para cualesquiera
r, s ∈ Q

(2) α : Hom(Q,Hom(Q,M)) → Hom(Q
⊗

ZQ,M) tal que θ 7→ θ̂, donde

θ̂ : Q
⊗

ZQ→M está definido por θ̂(r ⊗ s) = θ(r)(s).
Como α ◦ ε(ϕ) = α(ϕ̄) = ˆ̄ϕ, para todo ϕ ∈ Hom(Q

⊗
ZQ,M) y ˆ̄ϕ(r ⊗ s) =

ϕ̄(r)(s) = ϕ(r ⊗ s), para todo r ⊗ s ∈ Q
⊗

ZQ tenemos que α ◦ ε(ϕ) = ϕ, para
todo ϕ ∈ Hom(Q

⊗
ZQ,M). Por lo tanto, ε ◦ α = 1Hom(Q,Hom(Q,M)).

Como ε◦α(θ) =
¯̂
θ, para todo θ ∈ Hom(Q,Hom(Q,M)) y

¯̂
θ(r)(s) = θ̂(r⊗s) =

θ(r)(s), para cualesquiera r, s ∈ Q tenemos que ε ◦ α = 1Hom(Q,Hom(Q,M)).
Por lo tanto, Hom(Q

⊗
ZQ,M) ∼= Hom(Q,Hom(Q,M)).

Luego, tenemos un isomorfismo γ ◦ α : Hom(Q,Hom(Q,M))→ Hom(Q,M)

tal que γ ◦ α(θ) = γ(θ̂) = θ̂ ◦ η, para todo θ ∈ Hom(Q,Hom(Q,M)). Co-

mo θ̂ ◦ η(q) = θ̂(q ⊗ 1) = θ(q)(1) = ev(θ(q)) = ev ◦ θ(q), para todo q ∈ Q
tenemos que θ̂ ◦ η = ev ◦ θ para todo θ ∈ Hom(Q,Hom(Q,M)). Entonces pa-
ra todo τ ∈ Hom(Q,M), existe un único τ ′ ∈ Hom(Q,Hom(Q,M)) tal que
τ = γ ◦ α(τ ′) = ev ◦ τ ′. Por lo tanto, ev es una Q-equivalencia.

Por lo tanto, ev es la cubierta Q-celular de M .
Además, podemos ver como está definido el levantamiento τ ′:
Tenemos un isomorfismo ε◦β(f) = ε(f◦µ) = f ◦ µ, para todo f ∈ Hom(Q,M).

Como f ◦ µ(r)(s) = f◦µ(r⊗s) = f(rs) = (rf)(s) para todo s ∈ Q, f ◦ µ(r) = rf
para todo r ∈ Q.

Como τ ′ = ε◦β ◦γ ◦α(τ ′) = ε◦β(τ) = τ ◦ µ, tenemos que τ ′(r) = τ ◦ µ(r) =
rτ para todo r ∈ Q. �



70 CAPÍTULO 3. CONSTRUCCIÓN DE LA CUBIERTA A-CELULAR



Caṕıtulo 4

Cubiertas celulares

En este caṕıtulo nos centraremos en el concepto de cubierta celular. Empezare-
mos por definir lo que es y observar algunas de las propiedades que posee.
Además, demostraremos lemas y proposiciones que se relacionan con una cu-
bierta celular de un grupo M y veremos los casos particulares en que M es un
grupo nilpotente o finito. El lector puede tomar como referencia el art́ıculo [7].

4.1 Propiedades básicas de las cubiertas celu-
lares

En esta sección daremos la definición de cubierta celular, mencionaremos al-
gunos ejemplos y hablaremos de ciertas propiedades que posee.

Definición 4.1 Una cubierta celular de un grupo M es una pareja (G, c), donde
G es un grupo y el homomorfismo c : G→M es una G-equivalencia.

Si c es un homomorfismo suprayectivo o epimorfismo, diremos que (G, c) es
una cubierta celular suprayectiva de M y si c es un homomorfismo inyectivo o
monomorfismo, diremos que (G, c) es una cubierta celular inyectiva de M .

Proposición 4.2 Sean G y M dos grupos. Si c : G → M es un isomorfismo
entonces (G, c) es una cubierta celular de M .

Demostración. Supongamos que c : G → M es un isomorfismo. Entonces, c es
una G-equivalencia y, por lo tanto, (G, c) es una cubierta celular de M . �

Ejemplos 4.3 (1) Si M es un grupo ćıclico finito de orden n, por la proposi-
ción anterior, tenemos una cubierta celular (Zn, θ) de M (donde θ : Zn → M
es un isomorfismo entre Zn y M).

(2) Si M es un grupo ćıclico infinito, por la proposición anterior, tenemos
una cubierta celular (Z, θ1) de M (donde θ1 : Z → M es un isomorfismo entre
Z y M).

71
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(3) Sea 2Z := {2n | n ∈ Z} y ϕ ∈ Hom(Z, 2Z) tal que n 7→ 2n. Entonces
(Z, ϕ) es una cubierta celular de 2Z, pues ϕ es un isomorfismo.

El siguiente ejemplo muestra que un grupo puede tener varias cubiertas
celulares.

Ejemplo 4.4 Sea G = Q⊕Z2. Entonces las inclusiones i : Q ↪→ G y j : Z2 ↪→
G son cubiertas celulares de G.

Demostración. Veamos que la inclusión j : Z2 ↪→ G es una cubierta celular de
G.

Sean ψ ∈ Hom(Z2, G) y t ∈ Z2. Luego ψ(t) ∈ G por lo que ψ(t) = (r, x) con
r ∈ Q y x ∈ Z2.

Sea ψ([0]) = (r0, x0). Entonces (0, 0) = ψ([0]) = (r0, x0) de donde r0 = 0 y
ψ([0]) = (0, x0).

Sea ψ([1]) = (r1, x1). Luego (0, 0) = ψ([0]) = ψ([1] + [1]) = ψ([1]) +ψ([1]) =
(r1, x1) + (r1, x1) = (2r1, 2x1) de donde 0 = 2r1 con r1 ∈ Q, lo cual implica que
r1 = 0. Entonces ψ([1]) = (0, x1).

Luego ψ(Z2) ≤ 0 ⊕ Z2 = j(Z2) para todo ψ ∈ Hom(Z2, G), por lo que
genZ2

G ≤ j(Z2). Por lo tanto, por la proposición 3.24(1), j es una Z2-equiva-
lencia y (Z2, j) es una cubierta celular de G.

Veamos que la inclusión i : Q ↪→ G es una cubierta celular de G.
Sean ϕ ∈ Hom(Q, G) y r ∈ Q. Entonces r = r1

s1
= 2

2
r1
s1

= 2 r1
2s1

:= 2v.
Sea ϕ(v) = (q, t). Luego ϕ(r) = ϕ(2v) = 2ϕ(v) = 2(q, t) = (2q, 0) :=

(q1, 0) ∈ Q ⊕ 0. Entonces ϕ(Q) ≤ Q ⊕ 0 = i(Q) para todo ϕ ∈ Hom(Q, G), lo
cual implica que genQG ≤ i(Q). Por lo tanto, por la proposición 3.24(1), i es
una Q-equivalencia y (Q, i) es un cubierta celular de G. �

Ejemplo 4.5 La inclusión i : Z2 ↪→ Z2⊕Z3 es una cubierta celular de Z2⊕Z3.

Demostración. Primero veamos que genZ2Z2 ⊕ Z3 ≤ i(Z2).
Sea ϕ ∈ Hom(Z2,Z2 ⊕ Z3) y [x]2 ∈ Z2. Si ϕ([x]2) := ([y]2, [z]3), tenemos

que ([0]2, [0]3) = ϕ([0]2) = ϕ([x]2 + [x]2) = ϕ([x]2) + ϕ([x]2) = ([y]2, [z]3) +
([y]2, [z]3) = ([y]2 + [y]2, [z]3 + [z]3) = ([0]2, [z]3 + [z]3). Luego [z]3 + [z]3 = [0]3
y, por consiguiente, [z]3 = [0]3 lo cual implica que ϕ([x]2) = ([y]2, [0]3) =
i([y]2) ∈ i(Z2) para todo [x]2 ∈ Z2. Por lo tanto, ϕ(Z2) ≤ i(Z2) para todo
ϕ ∈ Hom(Z2,Z2 ⊕ Z3) y genZ2

Z2 ⊕ Z3 ≤ i(Z2).
Como i es un monomorfismo y genZ2

Z2 ⊕ Z3 ≤ i(Z2), por la proposición
3.24(1), i es una Z2-equivalencia. Por lo tanto, (Z2, i) es una cubierta celular
de Z2 ⊕ Z3. �

Ejemplo 4.6 Sea c ∈ Hom(Zp,Zpk) tal que c([x]p) = pk−1[x]pk = [pk−1x]pk .
Entonces (c,Zp) es una cubierta celular de Zpk con k ≥ 2.

Demostración. Sean [a]p, [b]p ∈ Zp y supongamos que c([a]p) = c([b]p). Luego
[pk−1a]pk = [pk−1b]pk , por lo que pk−1a ≡ pk−1b mod pk, lo cual implica que
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pk−1a = pk−1b + pkt con t ∈ Z. Entonces 0 = pk−1b + pkt− pk−1a = pk−1(b +
pt− a), por lo que a = b+ pt y a ≡ b mod p. Por lo tanto, [a]p = [b]p y c es un
monomorfismo.

Como genZp
Zpk = 〈[y]pk ∈ Zpk | p[y]pk = [0]pk〉 = 〈[0pk−1]pk , [pk−1]pk ,

[2pk−1]pk , . . . ,[(p− 1)pk−1]pk〉 = c(Zp) y c es un monomorfismo, por la proposi-
ción 3.24(1), (Zp, c) es una cubierta celular de Zpk con k ≥ 2. �

El siguiente lema establece la relación que hay entre una cubierta A-celular
y una cubierta celular.

Proposición 4.7 Sea M un grupo. Luego,
(1) La cubierta A-celular de M cA : celAM →M es una cubierta celular de

M .
(2) Si (G, c) es una cubierta celular de M , entonces c : G→M es isomorfo

a la cubierta G-celular de M cG : celGM →M .

Demostración. (1) Por definición, celAM es un grupo A-celular y cA es una
A-equivalencia. Luego cA es una celAM -equivalencia y, por lo tanto, cA es una
cubierta celular de M .

(2) Supongamos que (G, c) es una cubierta celular del grupo M . Por defini-
ción, c : G→M es una G-equivalencia y como G es G-celular, c : G→M es una
cubierta G-celular de M . Pero, por la proposición 3.58, existe un isomorfismo
θ : G→ celGM lo cual implica que c : G→M es isomorfo a cG : celGM →M .
�

Proposición 4.8 Sea (G, c) una cubierta celular de M . Luego,
(1) c−1(Z(c(G))) = Z(G) y ker c ≤ Z(G).
(2) Para todo θ ∈ Hom(c(G),M), θ(c(G)) ≤ c(G). Es decir, genc(G)M ≤

c(G).
(3) Para todo µ ∈ End(M), µ(c(G)) ≤ c(G).
(4) ker c es G-nulo.

Demostración. (1) Como c es una G-inyección y G es G-generado, por la pro-
posición 3.51, c−1(Z(c(G))) = Z(G) y ker c ≤ Z(G).

(2) Ya sabemos, por la proposición 3.63, que cG(celGM) = genGM . Pero,
por la proposición anterior, c : G→M es isomorfo a cG : celGM →M de donde
c(G) = genGM . Por lo tanto, θ(c(G)) ≤ c(G) para todo θ ∈ Hom(c(G),M) (ver
proposición 3.27(1)).

(3) Como c(G) = genGM , por la proposición 3.27(2), µ(c(G)) ≤ c(G) para
todo µ ∈ End(M).

(4) Como c es una G-inyección, por la proposición 3.48, ker c es G-nulo. �

Proposición 4.9 Sea d ∈ Hom(G,M) tal que ker d ≤ Z(G). Entonces son
equivalentes:

(1) d es una G-inyección.
(2) ker d es G-nulo.
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Demostración. Es consecuencia de la proposición 3.48.
(1) ⇒ (2) Supongamos que d es una G-inyección. Por la proposición 3.48,

ker d es G-nulo.
(2)⇒ (1) Supongamos que ker d es G-nulo. Como G es G-generado y ker d ≤

Z(G), 1 = [G, ker d] = [genGG, ker d]. Por la proposición 3.48, d es una G-in-
yección. �

Corolario 4.10 Para todo d ∈ Hom(G,M), (G, d) es una cubierta celular de
M si y sólo si ker d ≤ Z(G), ker d es G-nulo y d es una G-suprayección.

Definición 4.11 Sea G un grupo. Un subgrupo U ≤ G es un factor directo
(sumando directo, si G es abeliano) de G si G = U ×V , para algún subgrupo V
de G.

Lema 4.12 Sea (G, c) una cubierta celular de M y supongamos que U ≤ G es
un factor directo de G que contiene a ker c. Entonces (U, c1) es una cubierta
celular suprayectiva de c(U), donde c1 : U → c(U) es la restricción de c a U .

Demostración. Primero, observamos que c−1(c(U)) = U :
Sea a ∈ U . Entonces c(a) ∈ c(U) y, por lo tanto, a ∈ c−1(c(U)).
Sea b ∈ c−1(c(U)). Luego, c(b) ∈ c(U) por lo que c(b) = c(w) con w ∈ U .

Como 1 = c(b)c(w)−1 = c(bw−1), bw−1 ∈ ker c ⊆ U . Entonces bw−1 = z con
z ∈ U y, por lo tanto, b = zw ∈ U .

Como c es una G-equivalencia y c(U) ≤ c(G) ≤M , por la proposición 3.19,
c1 : U = c−1(c(U)) → c(U) es una G-equivalencia. Además, U es un retracto
de G (pues es un factor directo suyo) por lo que, por la proposición 2.7, U es
G-celular. Luego c1 es una U -equivalencia y, por lo tanto, (U, c1) es una cubierta
celular suprayectiva de c(U). �

Proposición 4.13 Sea (G, c) una cubierta celular de M . Entonces,
(1) (G, c′) es una cubierta celular de c(G), donde c′ : G→ c(G) es la corres-

tricción de c.
(2) La inclusión i : c(G) ↪→M también es una cubierta celular de M .

Demostración. (1) Sea ϕ ∈ Hom(G, c(G)). Como i ◦ϕ ∈ Hom(G,M) y c es una
G-equivalencia, existe un único ψ ∈ End(G) tal que i ◦ϕ = c ◦ψ. Pero c = i ◦ c′
por lo que i ◦ ϕ = i ◦ c′ ◦ ψ. Como i es inyectivo, ϕ = c′ ◦ ψ. Por lo tanto, c′ es
G-suprayectivo.

Como c es G-inyectivo, por el corolario 3.9(1), c′ es G-inyectivo.
Por lo tanto, c′ es una G-equivalencia y (G, c′) es una cubierta celular de

c(G).
Otra forma de ver lo anterior es la siguiente:
Si consideramos G = G × 1 entonces G es un factor directo de G que con-

tiene a ker c y por lo tanto, por el lema anterior, (G, c′) es una cubierta celular
(suprayectiva) de c(G).
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(2) Por la proposición 4.8(2), genc(G)M ≤ c(G) = i(c(G)) y como i es un
monomorfismo, por la proposición 3.24(1), i es una c(G)-equivalencia. Por lo
tanto, i : c(G) ↪→M es una cubierta celular de M .

O bien:
Como c : G → M es G-suprayectivo y G es G-generado, por la proposición

3.33(3), la inclusión i : c(G) ↪→M es una cubierta celular de M . �

La proposición anterior nos dice que podemos ver a toda cubierta celular de
M , c : G → M como c = i ◦ c′ donde la correstricción c′ : G → c(G) es una
cubierta celular de c(G) y la inclusión i : c(G) ↪→M es una cubierta celular de
M .

Lema 4.14 Para todo grupo G, si G/Z(G) es un grupo ćıclico entonces G es
un grupo abeliano.

Demostración. Supongamos que G/Z(G) es un grupo ćıclico y sean g, h ∈
G. Entonces, existe aZ(G) ∈ G/Z(G) tal que G/Z(G) = 〈aZ(G)〉 y como
gZ(G), hZ(G) ∈ G/Z(G) tenemos que gZ(G) = (aZ(G))r = arZ(G) y hZ(G) =
(aZ(G))s = asZ(G), donde r y s son enteros positivos. Entonces, (ar)−1g ∈
Z(G) y (as)−1h ∈ Z(G) por lo que g = arx y h = asy, con x, y ∈ Z(G). Luego,
gh = (arx)(asy) = ar(xas)y = ar(asx)y = (ar+sx)y = y(ar+sx) = y(as+rx) =
(yas)(arx) = (asy)(arx) = hg. Por lo tanto, G es abeliano. �

Proposición 4.15 Sea (G, c) una cubierta celular de M . Entonces para to-
do ϕ ∈ Hom(G,M) tal que ϕG es un grupo ćıclico finito, su levantamiento
ϕ̂ ∈ End(G) satisface ker ϕ̂ = kerϕ y ϕ̂G ∼= ϕG.

Demostración. Primero veamos que ϕG ∼= ϕ̂G/(ϕ̂G ∩ ker c), para lo cual defi-
nimos un homomorfismo ψ : ϕ̂G→ ϕG tal que ψ(a) = c(a), para todo a ∈ ϕ̂G.
Como ψ es un epimorfismo y kerψ = ϕ̂G ∩ ker c, por el primer teorema de
isomorfismo, ϕG ∼= ϕ̂G/(ϕ̂G ∩ ker c).

Ya sabemos que ker c ≤ Z(G), por lo que ϕ̂G ∩ ker c ≤ Z(ϕ̂G) ≤ ϕ̂G y,
como ϕ̂G ∩ ker c E ϕ̂G y Z(ϕ̂G) E ϕ̂G, por el tercer teorema de isomorfismo,
ϕ̂G/Z(ϕ̂G) ∼= (ϕ̂G/(ϕ̂G ∩ ker c))/(Z(ϕ̂G)/(ϕ̂G ∩ ker c)). Luego, ϕ̂G/Z(ϕ̂G) es
un grupo ćıclico, pues ϕG ∼= ϕ̂G/(ϕ̂G ∩ ker c) es un grupo ćıclico, por lo que,
por el lema anterior, ϕ̂G es un grupo abeliano.

Ahora, sea n = |ϕG|. Veamos que ker c no tiene p-torsión para todo primo
p que divida a n, es decir, ap = 1 implica que a = 1 para todo a ∈ ker c y todo
primo p que divida a n:

Sean a ∈ ker c y p un número primo tal que p|n. Supongamos que ap = 1 y
sea ε : Zp → 〈a〉 un epimorfismo.

Como ϕG es un grupo abeliano, ϕG es un grupo nilpotente (de clase 1) y
como ϕG es finito, ϕG es la suma directa de sus subgrupos de Sylow, es decir,
ϕG =

⊕
q(ϕG)q. Como ϕG es un grupo ćıclico finito, (ϕG)p es un p-grupo

ćıclico finito por lo que (ϕG)p ∼= Zpk , para algún entero positivo k.
Luego j ◦ ε ◦ η ◦ θ ◦ πp ◦ ϕ′ ∈ Hom(G, ker c) (donde ϕ′ : G → ϕG es la co-

rrestricción de ϕ, πp : ϕG→ (ϕG)p es la proyección canónica, θ : (ϕG)p → Zpk
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es el isomorfismo, η : Zpk → Zp es el epimorfismo definido por η([m]pk) = [m]p
y j : A ↪→ ker c es la inclusión) y como ker c es G-nulo, j ◦ ε ◦ η ◦ θ ◦ πp ◦ ϕ′ =
0 = j ◦ 0 por lo que ε ◦ η ◦ θ ◦ πp ◦ ϕ′ = 0 (pues j es un monomorfismo). Como
ε ◦ η ◦ θ ◦ πp ◦ ϕ′ ∈ Hom(G,A) es un epimorfismo y a ∈ A, existe b ∈ G tal que
a = ε ◦ η ◦ θ ◦ πp ◦ ϕ′(b), lo cual implica que a = 0(b) = 1.

Por lo tanto, para todo a ∈ ker c y todo primo p que divida a n, ap = 1
implica que a = 1.

Ahora, definimos una función β : G→ ker c tal que g 7→ ϕ̂(g)n.
Veamos que β ∈ Hom(G, ker c):
Observamos que c(β(g)) = c(ϕ̂(g)n) = c(ϕ̂(gn)) = ϕ(gn) = ϕ(g)n = 1, para

todo g ∈ G por lo que β(g) ∈ ker c, para todo g ∈ G. Además, β(g)β(h) =
[ϕ̂(g)n][ϕ̂(h)n] = ϕ̂(gh)n = β(gh) para cualesquiera g, h ∈ G. Por lo tanto,
β ∈ Hom(G, ker c).

Como ker c es G-nulo, β = 0 de donde 1 = 0(g) = β(g) = ϕ̂(g)n para todo
g ∈ G. Luego, ϕ̂G es un grupo de torsión cuyo exponente divide a n por lo que
ϕ̂G ∩ ker c es un subgrupo de torsión de ker c cuyo exponente divide a n.

Como ap = 1 implica que a = 1 para cada a ∈ ker c y todo primo p que
divida a n, se sigue que ϕ̂G ∩ ker c = 1. Luego, ϕG ∼= ϕ̂G.

Finalmente, veamos que ker ϕ̂ = kerϕ:
Como ϕ̂(kerϕ) ≤ ker c ∩ ϕ̂G = 1, tenemos que kerϕ ≤ ker ϕ̂.
Ahora, sea z ∈ ker ϕ̂. Entonces, ϕ(z) = c(ϕ̂(z)) = c(1) = 1 por lo que

z ∈ kerϕ. Por lo tanto, ker ϕ̂ ≤ kerϕ.
Por lo tanto, ker ϕ̂ = kerϕ. �

Proposición 4.16 Sean (G, c) una cubierta celular de M y M̂ un grupo que
contiene a M tal que genGM̂ ≤ M . Entonces (G, ĉ) es una cubierta celular de
M̂ , donde ĉ = j ◦ c con j : M ↪→ M̂ la inclusión de M en M̂ .

Demostración. Como j es un monomorfismo y genGM̂ ≤ M = j(M), por la
proposición 3.24(1), j es una G-equivalencia y como c es una G-equivalencia,
ĉ = j ◦ c es una G-equivalencia. Por lo tanto, (G, ĉ) es una cubierta celular de
M̂ . �

Ahora, daremos algunos ejemplos que son consecuencias de la proposición
anterior. Uno inmediato es el siguiente:

Corolario 4.17 Sean (G, c) una cubierta celular de M y N un grupo G-nulo.
Entonces (G, c̄) es una cubierta celular de M × N , donde c̄ : G → M × N se
define como x 7→ (c(x), 1).

Demostración. Primero observamos que M ∼= M × 1 ≤ M ×N y que c̄ = i ◦ c
(donde i : M ↪→M ×N es la inclusión, es decir, i es tal que m 7→ (m, 1)).

Ahora, sea ϕ ∈ Hom(G,M ×N). Entonces π2 ◦ϕ ∈ Hom(G,N) = 0 (donde
π2 : M ×N → N es el homomorfismo cociente), por lo que 1 = 0(g) = π2 ◦ϕ(g)
para todo g ∈ G. Como ϕ(g) ∈M ×N , ϕ(g) = (m,n) de donde 1 = π2 ◦ϕ(g) =
n, de modo que ϕ(g) = (m, 1) para todo g ∈ G. Aśı ϕ(G) ≤ M × 1 ∼= M , para
todo ϕ ∈ Hom(G,M × N) lo que equivale a que genG(M × N) ≤ M . Por lo
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antes visto y el hecho de que (G, c) es una cubierta celular de M , concluimos
que (G, c̄) es una cubierta celular de M ×N . �

Otro ejemplo es el siguiente:

Corolario 4.18 Sean p un número primo, G un p-grupo, M̂ un grupo nilpo-
tente, M = M̂p y (G, c) una cubierta celular de M . Entonces (G, ĉ) es una

cubierta celular de M̂ , donde ĉ = j ◦ c con j : M ↪→ M̂ la inclusión de M en
M̂ .

Demostración. Como M̂ es nilpotente, M ≤ M̂ y como (G, c) es una cu-
bierta celular de M , sólo nos falta ver que genGM̂ ≤ M para concluir, por
la proposición 4.16, que (G, ĉ) es una cubierta celular de M̂ .

Sean ϕ ∈ Hom(G, M̂) y h ∈ ϕG. Luego, existe g ∈ G tal que h = ϕ(g).

Como G es un p-grupo, existe un entero k ≥ 1 tal que gp
k

= 1 por lo que

1 = ϕ(1) = ϕ(gp
k

) = ϕ(g)p
k

= hp
k

. Entonces, h ∈ M̂p = M y ϕG ≤ M para

todo ϕ ∈ Hom(G, M̂). Por lo tanto, genGM̂ ≤M . �

Ahora, unos ejemplos de cubiertas celulares de G.

Ejemplo 4.19 La inclusion i : genAG ↪→ G es una cubierta celular de G.

Demostración. Como i es un monomorfismo y ϕ(genAG) ≤ genAG = i(genAG)
para todo ϕ ∈ Hom(genAG,G), por el lema 3.17(1), i es una genAG-equiva-
lencia. Por lo tanto, la inclusión i : genAG ↪→ G es una cubierta celular de G.
�

En particular, si A es un grupo ćıclico de orden pn con p un primo y n un
entero positivo, genAG = Ωp,n(G) := 〈g ∈ G | gpn = 1〉. Aśı, (Ωp,n(G), i) es
una cubierta celular de G.

Ejemplo 4.20 La inclusion i : conAG ↪→ G es una cubierta celular de G.

Demostración. Como i es un monomorfismo y ϕ(conAG) ≤ conAG = i(conAG)
para todo ϕ ∈ Hom(conAG,G), por el lema 3.17(1), i es una conAG-equivalen-
cia. Por lo tanto, la inclusión i : conAG ↪→ G es una cubierta celular de G.
�

Proposición 4.21 Sean G1, G2, M1 y M2 cuatro grupos y definimos G :=
G1 × G2 y M := M1 × M2. Supongamos que (Gi, ci) es una cubierta celu-
lar inyectiva de Mi, para cada i ∈ {1, 2} y que para todo ϕ ∈ Hom(G,M),
ϕ ◦ iG1

(G1) ≤ iM1
(M1) y ϕ ◦ iG2

(G2) ≤ iM2
(M2) (donde iG1

: G1 ↪→ G,
iG2

: G2 ↪→ G, iM1
: M1 ↪→M y iM2

: M2 ↪→M son las inclusiones). Entonces,
(G, c1 × c2) es una cubierta celular de M .

Demostración. Sea ϕ ∈ Hom(G,M). Definimos ϕ1 ∈ Hom(G1,M1) como ϕ1 :=
π1 ◦ ϕ ◦ iG1 y ϕ2 ∈ Hom(G2,M2) como ϕ2 := π2 ◦ ϕ ◦ iG2 (donde π1 : M →M1

y π2 : M →M2 son las proyecciones canónicas).
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Veamos que ϕ = ϕ1 × ϕ2.

Sea (g, h) ∈ G. Por hipótesis, ϕ ◦ iG1
(g) = iM1

(m1) = (m1, 1) con m1 ∈M1

y ϕ ◦ iG2
(h) = iM2

(m2) = (1,m2) con m2 ∈ M2. Luego, si ϕ(g, h) = (a, b)
tenemos que:

(1) a = π1(a, b) = π1 ◦ ϕ(g, h) = [π1 ◦ ϕ ◦ iG1
(g)][π1 ◦ ϕ ◦ iG2

(h)] =
[ϕ1(g)][π1(1,m2)] = ϕ1(g).

(2) b = π2(a, b) = π2 ◦ ◦ϕ(g, h) = [π2 ◦ ϕ ◦ iG1(g)][π2 ◦ ϕ ◦ iG2(h)] =
[π2(m1, 1)][ϕ2(h)] = ϕ2(h).

Por lo tanto ϕ(g, h) = (ϕ1 × ϕ2)(g, h) para todo (g, h) ∈ G y ϕ = ϕ1 × ϕ2.

Ahora, si ϕ̂1 ∈ Hom(G1, G1) y ϕ̂2 ∈ Hom(G2, G2) son los levantamientos de
ϕ1 y ϕ2, tenemos que ϕ̂1×ϕ̂2 ∈ Hom(G,G) cumple que ϕ = (c1×c2)◦(ϕ̂1×ϕ̂2).
Por lo tanto c1 × c2 es una G-suprayección.

Como c1 y c2 son monomorfismos, c1×c2 es un monomorfismo. Por lo tanto
c1 × c2 es una G-inyección.

Por lo tanto c1 × c2 es una G-equivalencia y (G, c1 × c2) es una cubierta
celular de M . �

La siguiente proposición también es un ejemplo de una cubierta celular, antes
de enunciarla observamos lo siguiente:

Observación 4.22 Si (G, c) es una cubierta celular suprayectiva de M , tam-
bién es una extensión central de M pues c es suprayectivo y ker c ≤ Z(G).

Proposición 4.23 Sean P un grupo perfecto y 0→ H2(P,Z)
i→ E

c→ P → 1 la
extensión central universal (E, c) de P . Entonces, (E, c) es una cubierta celular
suprayectiva de P .

Demostración. Como (E, c) es una extensión central de P , c es suprayectivo y
ker c ≤ Z(E). Además, como (E, c) es la extensión central universal del grupo
perfecto P , E también es perfecto por lo que ker c es E-nulo.

Sólo nos falta ver que c es una E-suprayección.

Sea ϕ ∈ Hom(E,P ). Consideremos el siguiente diagrama

E P

Ẽ E

ker c

ker c

10

0 1

c //

π2 //

OO
π1

OO
ϕ

i //

j //

1ker c

OO
////

// //

donde Ẽ = {(x, y) ∈ E × E | c(x) = ϕ(y)}, π1 y π2 son las proyecciones canó-
nicas, i es la inclusión y j : ker c ↪→ Ẽ es tal que a 7→ (a, 1) para todo a ∈ ker c.

Como ker c ≤ Z(E), kerπ2 = j(ker c) = ker c × 1 ≤ Z(Ẽ) y como π2 es
suprayectivo, (Ẽ, π2) es una extensión central del grupo perfecto E por lo que,
por la proposición 1.112, Ẽ = (kerπ2)[Ẽ, Ẽ] con [Ẽ, Ẽ] perfecto.

Ahora, sea µ := π2 ◦ k ∈ Hom([Ẽ, Ẽ], E) (donde k : [Ẽ, Ẽ] ↪→ Ẽ es la
inclusión). Veamos que ([Ẽ, Ẽ], µ) es una extensión central perfecta de E.
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Como π2 es suprayectivo y E es perfecto, tenemos que µ([Ẽ, Ẽ]) = π2 ◦
k([Ẽ, Ẽ]) = π2([Ẽ, Ẽ]) = [π2(Ẽ), π2(Ẽ)] = [E,E] = E por lo que µ es suprayec-
tivo. Además, kerµ = [Ẽ, Ẽ]∩kerπ2 ≤ [Ẽ, Ẽ]∩Z(Ẽ) ≤ Z([Ẽ, Ẽ]). Por lo tanto,
([Ẽ, Ẽ], µ) es una extensión central perfecta del grupo perfecto E.

Como E es el grupo cubriente universal del grupo perfecto P , por la propo-
sición 1.115, µ es un isomorfismo. Luego, π1 ◦ k ◦ µ−1 ∈ Hom(E,E) satisface
que c ◦ π1 ◦ k ◦ µ−1 = ϕ ◦ π2 ◦ k ◦ µ−1 = ϕ ◦ µ ◦ µ−1 = ϕ. Por lo tanto, c es una
G-suprayección. �

4.2 Cubiertas celulares de grupos nilpotentes

En esta sección veremos el caso en el que (G, c) es una cubierta celular de un
grupo nilpotente M . Observaremos que M le herada a G, a través de la cubierta
(G, c), la propiedad de ser nilpotente. Además, si M en vez de ser nilpotente es
abeliano entonces G es abeliano.

Para la prueba del siguiente teorema utilizaremos el lema 2.14.

Teorema 4.24 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M . En-
tonces, G es nilpotente de clase de nilpotencia igual a la de c(G).

Demostración. Como c : G→M es una cubierta celular deM , por la proposición
4.13, su correstricción c′ : G→ c(G) es una cubierta celular de c(G). Luego, c′ es

una G-equivalencia y como c′ ∈ Hom(G, c(G)), existe un único ĉ′ ∈ Hom(G,G)

tal que c′ = c′ ◦ ĉ′. Pero, c′ = c′ ◦ 1G por lo que ĉ′ = 1G. Además, como M es
nilpotente tenemos que c(G) = c′(G) también es nilpotente, digamos de clase n.
Por lo tanto, por el lema 2.14, 1G(G) = G es un grupo nilpotente de clase n. �

Corolario 4.25 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo abeliano M . En-
tonces, G también es abeliano.

Demostración. Primero observamos que c(G) es abeliano, pues M es abelia-
no. Además, como todo grupo no trivial es abeliano si y sólo si es un grupo
nilpotente de clase 1, c(G) y M son grupos nilpotentes de clase 1. Como (G, c)
es una cubierta celular del grupo nilpotente M , por el teorema anterior, G es
un grupo nilpotente de clase 1. Por lo tanto, G es abeliano.

O bien, otra forma de ver lo anterior es la siguiente:
Como (G, c) es una cubierta celular de M y c(G) es abeliano, por la pro-

posición 4.8(1), G ≤ c−1(c(G)) = c−1(Z(c(G))) = Z(G) ≤ G. Por lo tanto,
G = Z(G) y G es abeliano. �

(El corolario anterior nos dice que la cubierta A-celular de un Z-módulo es
un Z-módulo).

A partir de la proposición 4.7(1) y el ejemplo 3.66, tenemos el siguiente:

Ejemplo 4.26 Sean M un grupo abeliano, G := (Hom(Q,M),+) y el homo-
morfismo ev : G → M tal que ev(τ) = τ(1) para todo τ ∈ G. Entonces (G, ev)
es una cubierta celular de M .
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Lema 4.27 Un subgrupo de torsión de un grupo nilpotente finitamente genera-
do es finito.

Demostración. Ver ([29], Ejercicio 3.10, pág. 11).

Lema 4.28 Si N es un grupo nilpotente y Ab(N) es un grupo de π-torsión,
entonces N es un grupo de π-torsión.

Demostración. Ver ([29], Corolario 3.13, pág. 11).

Lema 4.29 Todo subgrupo de un grupo nilpotente finitamente generado es fi-
nitamente generado.

Demostración. Ver ([21], Corolario 5.6, pág. 88) o ([18], pág. 49).

Teorema 4.30 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M . Si
M es finitamente generado, entonces c es inyectivo.

Demostración. Primero observamos que si c : G→M es una cubierta celular de
un grupo nilpotente M , entonces su correstricción c′ : G→ c(G) es una cubierta
celular del grupo nilpotente c(G).

Supongamos que M es finitamente generado. Como M es nilpotente, por
el lema 4.29, c(G) es finitamente generado. Luego, si (G, c) es una cubierta
celular de un grupo nilpotente y finitamente generado M entonces (G, c′) es
una cubierta celular del grupo nilpotente y finitamente generado c(G), por lo
que podemos suponer que c es suprayectivo.

A partir de ahora, escribimos A := Ab(M). Tenemos dos casos:
Caso 1: A no es un grupo de torsión.
Como M es finitamente generado, A es finitamente generado lo cual implica

que A/tor(A) también es finitamente generado. Luego, A/tor(A) es un grupo a-
beliano libre de torsión no trivial y finitamente generado, por lo que A/tor(A) =⊕
Z. Entonces, Z es una imagen homomórfica de A/tor(A) y como A/tor(A) es

una imagen homomórfica de A, Z es una imagen homomórfica de A. Además, A
es una imagen homomórfica de M y M es una imagen homomórfica de G (pues
c es suprayectivo), lo cual implica que Z es una imagen homomórfica de G. Por
lo tanto, como todo grupo ćıclico es una imagen homomórfica de Z, todo grupo
ćıclico es una imagen homomórfica de G.

Ahora, veamos que ker c = 1:
Sea a ∈ ker c. Como D := 〈a〉 es un grupo ćıclico, existe un epimorfismo

ψ : G→ D, por lo que i◦ψ ∈ Hom(G, ker c) (donde i : D ↪→ ker c es la inclusión)
y como ker c es G-nulo, i ◦ ψ = 0. Luego, 1 = 0(G) = i ◦ ψ(G) = i(D) y, por
consiguiente, a = 1. Por lo tanto, ker c = 1 y c es inyectivo.

Caso 2: A es un grupo de torsión.
Como M es nilpotente y A es un grupo de torsión, por el lema 4.28, M es

un grupo de torsión. Luego, por el lema 4.27, M es un grupo finito y como
(G, c) es una cubierta celular de M , por el teorema 4.44, G es un grupo finito.
Además, sabemos que G es nilpotente (por el teorema 4.24) por lo que G es un
producto directo de sus subgrupos de Sylow, es decir, G = Gp1 × · · · ×Gpr .
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Supongamos que c no es inyectivo, es decir, que ker c 6= 1 y sea p un número
primo tal que p

∣∣| ker c|. Por lo tanto existe a ∈ ker c de orden p, por lo que

B := 〈a〉 es un subgrupo ćıclico de ker c cuyo orden es p. Además, p
∣∣|G| (pues

| ker c|
∣∣|G|) de donde p = pn con n ∈ {1, . . . , r}, digamos p = p1.

Sea V un subgrupo maximal de Gp. Entonces, V es normal y tiene ı́ndice
p por lo que Gp/V ∼= Zp. Luego, j ◦ θ1 ◦ θ ◦ q ◦ π1 ∈ Hom(G, ker c) (donde
π1 : G → Gp es la proyección canónica, q : Gp → Gp/V es el homomorfismo
cociente, θ : Gp/V → Zp y θ1 : Zp → B son los isomorfismos, y j : B ↪→ ker c es
la inclusión) y como ker c es G-nulo, 0 = j ◦ θ1 ◦ θ ◦ q ◦ π1 de donde 0 = θ1 ◦ θ.
Entonces 1 = 0(Gp/V ) = θ1 ◦ θ(Gp/V ) = B y se sigue que a = 1, lo cual es
falso, pues a es de orden p. Por lo tanto, c es inyectivo. �

Corolario 4.31 Si (G, c) es una cubierta celular de un grupo nilpotente y fini-
tamente generado M , entonces G es nilpotente y finitamente generado.

Teorema 4.32 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo finito M . Si c(G)
es nilpotente entonces c es inyectivo.

Demostración. Supongamos que c(G) es nilpotente. Como M es finito, c(G)
es finito por lo que también es finitamente generado. Entonces (G, c′) es una
cubierta celular del grupo nilpotente y finitamente generado c(G) (donde c′ :
G → c(G) es la correstricción de c) y, por el teorema 4.30, c′ es inyectivo. Por
lo tanto, c es inyectivo. �

Corolario 4.33 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo abeliano finito M .
Entonces, G es un grupo abeliano finito y c es inyectivo.

Lema 4.34 Sean G un grupo y p un número primo. Supongamos que G con-
tiene una cadena de subgrupos

G ) N1 ) N2 ) . . .

tal que Ni CG y G/Ni ∼= C(p∞) para todo i.
Si N :=

⋂∞
i=1Ni, entonces

(1) G/N es abeliano.
(2) G/N es libre de torsión.

Demostración. (1) Como para todo i, G/Ni ∼= C(p∞) es abeliano tenemos que
para cada i, [G,G] ≤ Ni. Por lo tanto, [G,G] ≤ N y G/N es abeliano.

(2) Como G ) N1 ) N2 ) . . . tenemos que G/N ) N1/N ) N2/N ) . . ..
Además, (G/N)/(Ni/N) ∼= G/Ni ∼= C(p∞) para todo i. Luego podemos supo-
ner que N =

⋂∞
i=1Ni = 1.

Primero veamos que G es libre de p-torsión. Recordemos que C(p∞) con-
tiene un único subgrupo de orden p y que dicho subgrupo está contenido en
cualquier subgrupo no trivial de C(p∞).

Sea a ∈ G tal que ap = 1. Luego, aNi+1 ∈ G/Ni+1 y [aNi+1]p = apNi+1 =
Ni+1. Entonces A := 〈aNi+1〉 es un subgrupo ćıclico de G/Ni+1

∼= C(p∞)



82 CAPÍTULO 4. CUBIERTAS CELULARES

cuyo orden es 1 o p. Como Ni/Ni+1 es un subgrupo no trivial de G/Ni+1,
A ≤ Ni/Ni+1 de donde aNi+1 ∈ Ni/Ni+1 y a ∈ Ni para cada i. Luego a ∈⋂∞
i=1Ni = N = 1 y a = 1. Por lo tanto G es libre de p-torsión.

Veamos que C(p∞) es libre de q-torsión, para todo primo q 6= p.
Sea b

pr + Z ∈ C(p∞) tal que q( b
pr + Z) = 0 + Z. Entonces, qb

pr ∈ Z y pr|qb.
Como (p, q) = 1, pr|b por lo que b

pr ∈ Z y b
pr + Z = 0 + Z. Por lo tanto C(p∞)

es libre de q-torsión.
Sea a ∈ G tal que aq = 1 (con q 6= p). Entonces [aNi]

q = aqNi = Ni y como
G/Ni ∼= C(p∞) es libre de q-torsión, aNi = Ni y a ∈ Ni para todo i. Luego,
a ∈

⋂∞
i=1Ni = 1 y a = 1. Por lo tanto G es libre de q-torsión.

Por lo tanto, G es libre de torsión. �

Proposición 4.35 Sean (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M ,
H := c(G) y p un número primo. Supongamos que (ker c)p 6= 1, entonces

(1) G y H son p-divisibles. Además, G contiene un subgrupo normal K tal
que G/K ∼= C(p∞).

(2) Gp ≤ Z(G) y Hp ≤ Z(H), Gp y Hp son grupos divisibles y Hp 6= 1.
(3) G contiene un subgrupo A tal que A ∼= C(p∞), A ∩ ker c es un sub-

grupo ćıclico puro no trivial de ker c. Además, existe ϕ ∈ Hom(G,H) tal que
ϕ(G) = c(A) y para todo homomorfismo ϕ que cumpla con lo anterior, existe
una cadena de subgrupos

G ) N1 ) N2 ) . . .

tal que N1 = kerϕ y G/Ni ∼= C(p∞) para todo i.
(4) Ab(G) es libre de p-torsión.

Demostración. (1) Sea v ∈ (ker c)p no trivial. Luego, existe un entero l ≥ 1 tal

que vp
l

= 1, lo cual implica que el orden de v es ps con s ≥ 1.
Si s = 1 entonces 〈v〉 es un subgrupo ćıclico de ker c cuyo orden es p.

Si s > 1 entonces 〈vps−1〉 es un subgrupo ćıclico de ker c cuyo orden es p.
Por lo tanto ker c contiene un subgrupo ćıclico E de orden p.
Veamos que Ab(G) no tiene subgrupos de ı́ndice p.
Sea I un subgrupo de Ab(G) cuyo ı́ndice es p. Entonces Ab(G)/I es un

grupo ćıclico isomorfo a E, por lo que i ◦ ψ ◦ q ◦ π ∈ Hom(G, ker c) (donde
i : E ↪→ ker c es la inclusión, ψ : Ab(G)/I → E es el isomorfismo y π : G →
Ab(G) y q : Ab(G) → Ab(G)/I son los homomorfismos cocientes). Como ker c
es G-nulo, i ◦ ψ ◦ q ◦ π = 0 de donde ψ = 0 (pues i es un monomorfismo y π y
q son epimorfismos), lo cual es falso (pues E 6= 1). Por lo tanto Ab(G) no tiene
subgrupos de ı́ndice p.

Veamos que Ab(G) = Ab(G)p, es decir, que Ab(G) es p-divisible.
Supongamos que Ab(G)p ( Ab(G). Como todos los elementos no triviales de

Ab(G)/Ab(G)p tienen orden p, Ab(G)/Ab(G)p es un Zp-espacio vectorial. Luego
Ab(G)/Ab(G)p ∼=

⊕
Zp por lo que i ◦ θ1 ◦ π1 ◦ θ ◦ q1 ◦ π ∈ Hom(G, ker c) (donde

θ1 : Zp → E y θ : Ab(G)/Ab(G)p →
⊕
Zp son los isomorfismos, π1 :

⊕
Zp → Zp

es la proyección y q1 : Ab(G)→ Ab(G)/Ab(G)p es el homomorfismo cociente) y
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como ker c es G-nulo, i ◦ θ1 ◦ π1 ◦ θ ◦ q1 ◦ π = 0 de donde θ1 = 0, lo cual es falso.
Por lo tanto, Ab(G)p = Ab(G) y Ab(G) es p-divisible.

Como G es nilpotente y Ab(G) es p-divisible, por la proposición 1.102(2), G
es p-divisible. Luego H = c(G) = c(Gp) = c(G)p = Hp y H también es p-di-
visible. Además, como Gp 6= 1 (pues (ker c)p 6= 1) tenemos, por la proposición
1.104(5), que G contiene un subgrupo normal K tal que G/K ∼= C(p∞).

(2) Como G es nilpotente y p-divisible, por la proposición 1.104(1), Gp ≤
Z(G). Análogamente, Hp ≤ Z(H).

Veamos que Gp es divisible.

Sea h ∈ Gp. Luego, existe t ≥ 1 tal que hp
t

= 1 y como h ∈ G = Gp,
existe g ∈ G tal que h = gp. Observamos que g ∈ Gp (pues t + 1 cumple que

gp
t+1

= (gp)p
t

= hp
t

= 1), por lo que h ∈ (Gp)
p y Gp ≤ (Gp)

p. Entonces Gp es
p-divisible y como Gp es un p-grupo, tenemos que Gp es q-divisible para todo
primo q 6= p. Por lo tanto Gp es divisible.

Análogamente, Hp es divisible.

Sólo nos falta ver que Hp 6= 1.

Veamos que (ker c)p es un grupo reducido.

Supongamos que (ker c)p no es un grupo reducido. Entonces existe un sub-
grupo D de (ker c)p tal que D ∼= C(p∞) o D ∼= Q.

Supongamos que D ∼= C(p∞). Luego ip ◦k◦ε1 ◦ε◦πK ∈ Hom(G, ker c) (don-
de ip : (ker c)p ↪→ ker c y k : D ↪→ (ker c)p son las inclusiones, ε : G/K → C(p∞)
y ε1 : C(p∞) → D son los isomorfismos y πK : G → G/K es el homomorfismo
cociente) y como ker c es G-nulo, ip ◦ k ◦ ε1 ◦ ε ◦ πK = 0 de donde ε1 = 0, lo cual
es falso. Por lo tanto D no es isomorfo a C(p∞).

Supongamos que D ∼= Q. Como D es un p-grupo (pues D ≤ (ker c)p), Q es
un p-grupo, lo cual es falso. Por lo tanto, D tampoco es isomorfo a Q.

Por lo tanto, (ker c)p es un grupo reducido.

Como (ker c)p es un p-grupo reducido entonces no es p-divisible, es decir,
(ker c)p tiene elementos que no son divisibles por p. Sea a ∈ (ker c)p tal que
p no divide a a en (ker c)p (hp(a) = 0). Como Gp es abeliano y a ∈ Gp,
por el teorema 1.94(4), existe un sumando directo A de Gp tal que a ∈ A y
A ∼= C(pk), donde k es un entero positivo o k = ∞. Luego, Gp/ kerπ1

∼= A
(donde π1 : Gp = A⊕F → A es la proyección canónica) y como Gp es divisible,
A es divisible por lo que A ∼= C(p∞).

Observamos que, como A ≤ Gp ≤ Z(G) y ker c ≤ Z(G), A ker c es un grupo
abeliano.

Veamos que A ∩ ker c = 〈a〉.
Como a ∈ A y a ∈ (ker c)p ≤ ker c, 〈a〉 ≤ A ∩ ker c.

Sea x ∈ A ∩ ker c. Entonces x ∈ ker c y x ∈ A ∼= C(p∞), lo cual implica que
el orden de x es una potencia de p. Luego x ∈ (ker c)p, por lo que 〈x〉 es un
subgrupo ćıclico de A cuyo orden es pw para alguna w. Análogamente, como
a ∈ A y a ∈ (ker c)p, 〈a〉 es un subgrupo ćıclico de A cuyo orden es pr para
alguna r. Como el conjunto de todos los subgrupos de A ∼= C(p∞) está bien
ordenado por la inclusión, 〈x〉 ⊆ 〈a〉 o 〈a〉 ⊆ 〈x〉.

Supongamos que 〈a〉 ⊆ 〈x〉. Entonces a ∈ 〈x〉, por lo que existe un entero t
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tal que a = tx. Como p no divide a a en (ker c)p, p no divide a t, lo cual implica
que 1 = (t, pw) = αt+βpw con α, β ∈ Z. Luego, x = αtx+βpwx = αtx = αa ∈
〈a〉 y 〈x〉 ⊆ 〈a〉.

Por lo tanto, A ∩ ker c = 〈a〉.
Como ker c es abeliano, a ∈ (ker c)p, a = p0a con a ∈ ker c tal que hp(a) = 0

entonces, por la proposición 1.95, 〈a〉 es un subgrupo puro de ker c.

Como 〈a〉 es un subgrupo ćıclico puro de ker c cuyo orden es pr, por el
teorema 1.94(3), A ∩ ker c = 〈a〉 es un sumando directo de ker c. Es decir,
ker c = 〈a〉 ⊕ B con B ≤ ker c de donde ker c = 〈a〉B y 〈a〉 ∩ B = 1. Luego
A ker c = A〈a〉B = AB y 1 = 〈a〉 ∩ B = A ∩ ker c ∩ B = A ∩ B, por lo que
A ker c = A×B con B ≤ ker c.

Como A∩ker c es finito, c(A) ∼= A/(A∩ker c) ∼= A ∼= C(p∞) y Hp 6= 1 (pues,
c(A) ≤ H).

(3) Ya vimos, en (2), que G contiene un subgrupo A tal que A ∼= C(p∞)
y que A ∩ ker c es un subgrupo ćıclico puro no trivial de ker c. Entonces ϕ :=
iH ◦ δ1 ◦ ε ◦ πK ∈ Hom(G,H) (donde δ1 : C(p∞) → c(A) es el isomorfismo e
iH : c(A) ↪→ c(G) = H es la inclusión) satisface ϕ(G) = c(A).

Ahora, sea ϕ ∈ Hom(G,H) tal que ϕ(G) = c(A). Como la correstricción
c′ : G → H es una cubierta celular de H (pues c : G → M es una cubierta
celular de M), existe un único ϕ̂ ∈ End(G) tal que ϕ = c′ ◦ ϕ̂. Luego c(A) =
ϕ(G) = c′ ◦ ϕ̂(G) = c(ϕ̂(G)).

Veamos que ϕ̂(G) ≤ A ker c.

Sea h ∈ ϕ̂(G). Entonces c(h) ∈ c(ϕ̂(G)) = c(A), por lo que c(h) = c(b) con
b ∈ A. Luego 1 = c(h)c(b)−1 = c(hb−1), lo cual implica que hb−1 ∈ ker c, de
donde h = bx con x ∈ ker c. Por lo tanto, h = bx ∈ A ker c y ϕ̂(G) ≤ A ker c =
A×B.

Entonces iB ◦ π2 ◦ iϕ̂(G) ◦ ϕ̂′ ∈ Hom(G, ker c) (donde ϕ̂′ : G → ϕ̂(G) es
la correstricción de ϕ̂, π2 : A ker c → B es la proyección canónica, iϕ̂(G) :
ϕ̂(G) ↪→ A ker c e iB : B ↪→ ker c son las inclusiones) y como ker c es G-nulo,
iB ◦ π2 ◦ iϕ̂(G) ◦ ϕ̂′ = 0 lo cual implica que π2 ◦ iϕ̂(G) = 0. Luego, 1 = 0(ϕ̂(G)) =
π2 ◦ iϕ̂(G)(ϕ̂(G)) = π2(ϕ̂(G)) de donde ϕ̂(G) ≤ A. Como ϕ̂(G)/(ϕ̂(G)∩ ker c) ∼=
c(ϕ̂(G)) = c′ ◦ ϕ̂(G) = ϕ(G) = c(A) ∼= C(p∞), ϕ̂(G) es infinito por lo que
ϕ̂(G) = A ∼= C(p∞) ∼= c(A) = ϕ(G).

Veamos que ϕ̂(kerϕ) = A ∩ ker c.

Como kerϕ ≤ G, ϕ̂(kerϕ) ≤ ϕ̂(G) = A y como ϕ̂(kerϕ) ≤ ker c, ϕ̂(kerϕ) ≤
A ∩ ker c.

Sea y ∈ A ∩ ker c. Entonces y ∈ ker c y y ∈ A = ϕ̂(G), de donde y = ϕ̂(g)
con g ∈ G. Luego 1 = c(y) = c ◦ ϕ̂(g) = ϕ(g) y, por consiguiente, g ∈ kerϕ.
Entonces, y = ϕ̂(g) ∈ ϕ̂(kerϕ) por lo que A ∩ ker c ≤ ϕ̂(kerϕ).

Por lo tanto, ϕ̂(kerϕ) = A ∩ ker c.

Como A ∩ ker c 6= 1, kerϕ * ker ϕ̂ lo cual implica que kerϕ 6= ker ϕ̂.

Veamos que ker ϕ̂ ≤ kerϕ.

Sea z ∈ ker ϕ̂. Luego, ϕ(z) = c′ ◦ ϕ̂(z) = c′(1) = 1 y z ∈ kerϕ. Por lo tanto,
ker ϕ̂ ≤ kerϕ.

Observamos que G/ ker ϕ̂ ∼= ϕ̂(G) = A.
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Por lo tanto, para todo ϕ ∈ Hom(G,H) tal que ϕ(G) = c(A) tenemos que
ker ϕ̂ ( kerϕ y ϕ̂(G) = A.

Ahora, sean ϕ1 := ϕ ∈ Hom(G,H) y ϕi+1 ∈ Hom(G,H) tal que kerϕi+1 =
ker ϕ̂i y ϕi+1(G) = c(A). Si Ni := ker ϕ̂i para cada i, tenemos una cadena de
subgrupos

G ) N1 ) N2 ) . . .

tal que para todo i, Ni CG y G/Ni ∼= C(p∞):
Por definición, Ni ⊆ G y Ni EG para cada i. Además, G/Ni = G/ kerϕi ∼=

ϕi(G) = c(A) ∼= C(p∞) para todo i.
Ahora, si kerϕ1 = N1 = G entonces 1 = ϕ1(G) = ϕ(G) = c(A), lo cual

es falso pues A * ker c (si A ⊆ ker c entonces 〈a〉 = A ∩ ker c = A y A es un
p-grupo ćıclico finito, lo cual es falso pues A ∼= C(p∞)). Por lo tanto N1 ( G.

Ya vimos que N2 = ker ϕ̂1 = ker ϕ̂ ( kerϕ = kerϕ1 = N1.
Como ϕi+1 ∈ Hom(G,H) satisface que ϕi+1(G) = c(A), Ni+2 = kerϕi+2 =

ker ϕ̂i+1 ( kerϕi+1 = Ni+1 para cada i.
(4) Supongamos que Ab(G) no es libre de p-torsión. Entonces Ab(G)p 6= 1 y,

por el teorema 1.94(4), existe un sumando directo U de Ab(G) tal que U ∼= C(pk)
con k un entero positivo o k = ∞, pero como Ab(G) es p-divisible (hecho que
vimos en (1)), U ∼= C(p∞). Queda aśı establecido, que Ab(G) contiene un
subgrupo U tal que U ∼= C(p∞) ∼= c(A).

Sea ψ1 : U → c(A) un isomorfismo. Por el teorema 1.94(2), ψ1 se extiende
a un homomorfismo η : Ab(G) → c(A), es decir, ψ1 = η ◦ iU (donde iU : U ↪→
Ab(G) es la inclusión). Luego, α := iH ◦ η ◦ π ∈ Hom(G,H) satisface que
α(G) = c(A) (pues como ψ1 es un epimorfismo, η es un epimorfismo por lo que
α(G) = iH ◦ η ◦ π(G) = iH ◦ η(Ab(G)) = iH(c(A)) = c(A)) y, por (3), tenemos
una cadena de subgrupos

G ) N1 ) N2 ) . . .

tal que N1 = kerα, Ni CG y G/Ni ∼= C(p∞).
Sea N :=

⋂∞
i=1Ni. Por el lema anterior, G/N es abeliano lo cual implica

que [G,G] ≤ N y, por el tercer teorema de isomorfismo, Ab(G)/(N/[G,G]) ∼=
G/N . Entonces, tenemos un epimorfismo β := δ ◦ q3 ∈ Hom(Ab(G), G/N)
(donde q3 : Ab(G) → Ab(G)/(N/[G,G]) es el homomorfismo cociente y δ :
Ab(G)/(N/[G,G])→ G/N es el isomorfismo).

Como el homomorfismo cociente πN1 : G→ G/N1 cumple que [G,G] ≤ N ≤
N1 = kerπN1

, existe un único qN1
∈ Hom(Ab(G), G/N1) tal que πN1

= qN1
◦ π.

Luego qN1
(g[G,G]) = qN1

◦ π(g) = πN1
(g) = gN1 para todo g[G,G] ∈ Ab(G) y

observamos que ker qN1
= N1/[G,G]. Además, qN1

es un epimorfismo pues πN1

es un epimorfismo.
Veamos que qN1(U) no es trivial.
Sea u = g[G,G] ∈ U no trivial. Como kerψ1 = 1, u /∈ kerψ1 por lo que

η(u) = η ◦ iU (u) = ψ1(u) 6= 1. Entonces α(g) = iH ◦ η ◦ π(g) = iH ◦ η(u) =
η(u) 6= 1, lo cual implica que g /∈ kerα = N1. Luego u = g[G,G] /∈ N1/[G,G],
por lo que U * N1/[G,G]. Por lo tanto qN1

(U) no es trivial.
Veamos que β(U) no es trivial.
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Como qN1 = π3 ◦ β (donde π3 : G/N → G/N1 es el homomorfismo tal que
gN 7→ gN1) y qN1

(U) no es trivial, β(U) no es trivial.
Como U ∼= C(p∞), U es un p-subgrupo de Ab(G) lo cual implica que β(U)

es un p-subgrupo no trivial de G/N , por lo que G/N no es libre de torsión,
contradiciendo el lema anterior. Por lo tanto, Ab(G) es libre de p-torsión. �

Corolario 4.36 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M .
Luego,

(1) Si ker c 6= 1 entonces G y Ab(G) no son grupos de torsión.
(2) ker c es un grupo reducido.

Demostración. (1) Supongamos que ker c 6= 1 y que Ab(G) es un grupo de
torsión. Como (G, c) es una cubierta celular de un grupo nilpotente M , por el
teorema 4.24, G es un grupo nilpotente y como Ab(G) es un grupo de torsión,
por el lema 4.28, G es un grupo de torsión. Luego ker c es un grupo de torsión,
por lo que (ker c)p 6= 1 para algún primo p. Por la proposición 4.35(3), existe
una cadena de subgrupos

G ) N1 ) N2 ) . . .

Sea N :=
⋂∞
i=1Ni. Por el lema 4.34(1), G/N es abeliano, lo cual implica que

[G,G] ≤ N . Entonces G/N ∼= Ab(G)/(N/[G,G]) y como Ab(G) es un grupo de
torsión, G/N es un grupo de torsión. Pero, por el lema 4.34(2), G/N también
es un grupo libre de torsión por lo que G/N es trivial. Luego G = N lo cual
es falso pues, como Ni ( G para todo i tenemos que N ( G. Por lo tanto,
Ab(G) no es un grupo de torsión y, por consiguiente, G tampoco es un grupo
de torsión (si G es un grupo de torsión entonces Ab(G) es un grupo de torsión,
lo cual contradice lo ya probado).

(2) Supongamos que ker c no es reducido. Entonces existe D ≤ ker c tal
que D ∼= C(p∞) o D ∼= Q. Luego ker c 6= 1 por lo que, por (1), Ab(G) no
es un grupo de torsión. Como Ab(G) no es trivial (pues si Ab(G) es trivial
entonces es un grupo de torsión), existe [G,G] 6= g[G,G] ∈ Ab(G) tal que
gn[G,G] = (g[G,G])n 6= [G,G] para todo n, es decir, gn /∈ [G,G] para todo n.
Luego U := 〈g[G,G]〉 es un subgrupo ćıclico de Ab(G) con orden infinito, por lo
que U ∼= Z.

Sea a ∈ ker c no trivial. Definimos el homomorfismo β : Z → ker c tal que
β(m) = ma. Como D es un subgrupo divisible de ker c, por el teorema 1.94(1),
ker c = D⊕B con B ≤ ker c. Luego π1◦β◦θ1 ∈ Hom(U,D) (donde θ1 : U → Z es
el isomorfismo y π1 : ker c = D⊕B → D es la proyección canónica) no es trivial.
Como U ≤ Ab(G) y D es divisible, por el teorema 1.94(2), π1 ◦β ◦θ1 se extiende
a un homomorfismo no trivial ψ : Ab(G) → D, es decir, π1 ◦ β ◦ θ1 = ψ ◦ j
(donde j : U ↪→ Ab(G) es la inclusión). Entonces k ◦ ψ ◦ π ∈ Hom(G, ker c)
(donde π : G → Ab(G) es el homomorfismo cociente y k : D ↪→ ker c es la
inclusión) no es trivial, lo cual contradice el hecho de que ker c es G-nulo. Por
lo tanto, ker c es reducido. �
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Corolario 4.37 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo nilpotente M . Si
G es un grupo de torsión entonces c es inyectivo.

Demostración. Supongamos que G es un grupo de torsión y que c no es inyecti-
vo, es decir, que ker c 6= 1. Entonces, por el corolario anterior, G no es un grupo
de torsión lo cual es una contradicción. Por lo tanto, c es inyectivo. �

Teorema 4.38 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo abeliano M . En-
tonces, ker c es un grupo reducido y libre de torsión.

Demostración. Como M es un grupo nilpotente de clase 1 (pues es abeliano),
por el corolario 4.36(2), ker c es un grupo reducido.

Ahora, supongamos que ker c no es un grupo de libre de torsión. Entonces,
existe un número primo p tal que (ker c)p 6= 1 por lo que, por la proposición
4.35(4), Ab(G) es un grupo libre de p-torsión. Como M es abeliano, por el
corolario 4.25, G es abeliano lo cual implica que G ∼= Ab(G). Por lo tanto, G es
grupo libre de p-torsión de donde ker c también es un grupo libre de p-torsión,
lo cual contradice el hecho de que (ker c)p 6= 1. �

4.3 Cubiertas celulares de grupos finitos

En esta sección veremos el caso en el que (G, c) es una cubierta celular de un
grupo finito M . Los resultados principales son que si M es finito entonces G es
finito, y que si c(G) es perfecto entonces G es perfecto.

Proposición 4.39 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo ćıclico finito M .
Entonces, c es inyectivo y G es un grupo ćıclico finito.

Demostración. Como c(G) es un grupo ćıclico finito y c ∈ Hom(G,M), por la
proposición 4.15, su levantamiento 1G ∈ End(G) satisface 1 = ker 1G = ker c y
G = 1G(G) ∼= c(G). Por lo tanto, c es inyectivo y G es un grupo ćıclico finito.
�

Lema 4.40 Sea G un grupo tal que G/Z(G) es finito, entonces [G,G] es finito.

La demostración se puede ver en ([1],(33.9), pág. 169) o también en ([26],
Teorema 5.32, pág. 114).

Lema 4.41 Sean H un grupo abeliano y X un subgrupo finito de H. Si H/X
contiene un subgrupo isomorfo a Q o a C(p∞) entonces H también (es decir, si
H/X no es reducido entonces H tampoco es reducido).

Demostración. Sea n el orden de X y supongamos que H/X no es un grupo
reducido. Entonces existe un subgrupo D de H/X tal que D ∼= Q o D ∼= C(p∞).
Definimos D := π−1(D) (donde π : H → H/X es el homomorfismo cociente)
y el homomorfismo ψ : D → D tal que ψ(d) = nd para todo d ∈ D. Como
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D/X = D es divisible, nD = ψ(D) 6= 0 Además, por el primer teorema de
isomorfismo, nD = ψ(D) ∼= D/ kerψ. También observamos que X ≤ kerψ,
pues ψ(x) = nx = 0 para todo x ∈ X.

Supongamos que D ∼= Q y sea a ∈ kerψ. Entonces 0 = ψ(a) = na, por lo
que 0+X = na+X = n(a+X). Como D/X = π(D) = D ∼= Q, 0+X = a+X,
lo cual implica que a ∈ X. Luego kerψ ≤ X y, por consiguiente, kerψ = X.
Por lo tanto Q ∼= D = D/X = D/ kerψ ∼= nD ≤ H.

Supongamos que D ∼= C(p∞). Observamos que tenemos un epimorfimo
θ : D/X → D/ kerψ tal que θ(d + X) = d + kerψ. Entonces nD = ψ(D) ∼=
D/ kerψ = θ(D/X) ∼= (D/X)/ ker θ = (D/X)/(kerψ/X) y como nD 6= 0,
kerψ/X � D/X = D ∼= C(p∞), lo cual implica que kerψ/X es finito. Por lo
tanto C(p∞) ∼= D = D/X ∼= (D/X)/(kerψ/X) ∼= nD ≤ H. �

Proposición 4.42 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo finito M . En-
tonces,

(1) Ab(G) es un grupo reducido.

(2) tor(ker c) = [G,G] ∩ ker c y ker c se escinde sobre [G,G] ∩ ker c.

(3) G es finito y ker c ≤ [G,G].

Demostración. (1) Sea K := ker c. Como M es finito, G/K ∼= c(G) es finito por
lo que G/(K[G,G]) ∼= (G/K)/(K[G,G]/K) también es finito.

Observamos que como un grupo abeliano divisible no tiene imágenes homo-
mórficas finitas (es decir, todo cociente no trivial de un grupo abeliano divisible
es infinito), todo subgrupo divisible deAb(G) está contenido enK[G,G]/[G,G] ∼=
K/(K ∩ [G,G]):

Sea B un subgrupo divisible de Ab(G). Definimos un homomorfismo α : B →
Ab(G)/(K[G,G]/[G,G]) tal que α(b) = b(K[G,G]/[G,G]). Como tenemos que
Ab(G)/(K[G,G]/[G,G]) = (G/[G,G])/(K[G,G]/[G,G]) ∼= G/(K[G,G]) es fini-
to y que kerα = B ∩ (K[G,G]/[G,G]), B/(B ∩ (K[G,G]/[G,G])) = B/ kerα ∼=
α(B) ≤ Ab(G)/(K[G,G]/[G,G]) es finito. Por lo tanto, B∩ (K[G,G]/[G,G]) =
B y B ⊆ K[G,G]/[G,G].

Ahora, supongamos que Ab(G) no es un grupo reducido. Entonces existe un
subgrupo D de Ab(G) tal que D ∼= Q o D ∼= C(p∞). En cualquiera de los dos ca-
sos D es divisible por lo que D ⊆ K[G,G]/[G,G] ∼= K/(K∩ [G,G]). Como G/K
es finito yK ≤ Z(G) tenemos queG/Z(G) ∼= (G/K)/(Z(G)/K) es finito de don-
de, por el lema 4.40, [G,G] es finito. De esta forma tenemos un subgrupo finito
K ∩ [G,G] de un grupo abeliano K tal que K/(K ∩ [G,G]) ∼= K[G,G]/[G,G]
contiene un subgrupo D isomorfo a Q o a C(p∞). Entonces, por el lema 4.41,
K también contiene un subgrupo U isomorfo a Q o a C(p∞). Luego, existe
un isomorfismo ψ : D → U y como U es divisible, por el teorema 1.94(2), ψ
se extiende a un homomorfismo ϕ : Ab(G) → U , es decir, ψ = ϕ ◦ i (donde
i : D ↪→ Ab(G) es la inclusión). Entonces, j ◦ ϕ ◦ π ∈ Hom(G,K) (donde
π : G → Ab(G) es el homomorfismo cociente y j : U ↪→ K es la inclusión) y
como K es G-nulo, j ◦ϕ ◦π = 0. Luego, ϕ = 0 por lo que ψ = 0 lo cual es falso.
Por lo tanto, Ab(G) es un grupo reducido.
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(2) Sea a ∈ [G,G]∩ker c. Entonces, a ∈ ker c y como [G,G] es finito, an = 1
(donde n = |[G,G]|). Por lo tanto, a ∈ tor(ker c) y [G,G] ∩ ker c ⊆ tor(ker c).

Ahora, supongamos que [G,G]∩ker c ( tor(ker c). Luego existe v ∈ tor(ker c)
tal que v /∈ [G,G], de donde v ∈ ker c y existe un entero l 6= 0 tal que vl = 1.

Sea l = pk11 · · · pkrr la factorización de l en primos y definamos li := l/pkii .

Luego, vli tiene orden pkii y como (l1, l2, . . . , ls) = 1, existen enteros r1, r2, . . . , rs
tales que 1 = r1l1 + · · ·+ rsls, por lo que v = vr1l1+···+rsls = vr1l1 · · · vrsls .

Si vli ∈ [G,G] para todo i ∈ {1, . . . , s} entonces v ∈ [G,G], lo cual es
una contradicción. Luego existe j ∈ {1, . . . , s} tal que vlj /∈ [G,G] y, por
consiguiente, existe x := vlj ∈ ker c cuyo orden es pk (donde p := pj y k :=

kj) tal que x /∈ [G,G]. Como xp
k

= 1 ∈ [G,G] y x /∈ [G,G], existe s ∈
{1, p, . . . , pk−1} tal que xs /∈ [G,G] pero (xs)p ∈ [G,G], es decir, existe y :=
xs ∈ ker c (con s ∈ {1, p, . . . , pk−1}) tal que y /∈ [G,G] pero yp ∈ [G,G].

Observamos que el orden de y[G,G] es p, es decir, que y[G,G] ∈ Ab(G)p.
Como Ab(G) es abeliano y reducido, por el teorema 1.94(4), existe un sumando
directo A ≤ Ab(G) tal que y[G,G] ∈ A y A ∼= C(pt) con t un entero positivo. En-
tonces ψ := θ2◦η◦θ1◦θ◦π1 ∈ Hom(Ab(G), C(p)) (donde π1 : Ab(G) = A⊕B → A
es la proyección canónica, θ : A → C(pt), θ1 : C(pt) → Zpt y θ2 : Zp → C(p)
son los isomorfismos, y η : Zpt → Zp es un epimorfismo tal que [m]pt 7→ [m]p)
es un epimorfismo, por lo que Ab(G)/ kerψ ∼= ψ(Ab(G)) = C(p).

Como xp
k−1 ∈ ker c tiene orden p, E := 〈xpk−1〉 es un subgrupo ćıclico de

ker c cuyo orden es p, de donde E ∼= C(p). Luego, ε ◦ θ3 ◦ψ ◦ π ∈ Hom(G, ker c)
(donde π : G → Ab(G) es el homomorfismo cociente, θ3 : C(p) → E es el iso-
morfismo y ε : E ↪→ ker c es la inclusión) y como ker c es G-nulo, ε◦θ3 ◦ψ◦π = 0
por lo que ψ = 0 lo cual es falso. Por lo tanto, tor(ker c) = [G,G] ∩ ker c.

Como [G,G] es un grupo finito, tor(ker c) es un subgrupo puro finito y, por
la proposición 1.99, tor(ker c) es un sumando directo de ker c.

(3) Como tor(ker c) es un factor directo de ker c, ker c = tor(ker c) × V =
([G,G]∩ker c)×V con V ≤ ker c. Recordemos que Ab(G)/([G,G] ker c/[G,G]) ∼=
G/([G,G] ker c) es finito.

Sea m := |Ab(G)/([G,G] ker c/[G,G])|. Definimos un homomorfismo θ :
Ab(G) → [G,G] ker c/[G,G] tal que g[G,G] 7→ (g[G,G])m, por lo que tenemos
un homomorfismo ψ := θ ◦ π : G → [G,G] ker c/[G,G] (donde π : G → Ab(G)
es el homomorfismo cociente). Además, como V ∼= ker c/([G,G] ∩ ker c) ∼=
[G,G] ker c/[G,G], existe un isomorfismo β : [G,G] ker c/[G,G]→ V por lo que
i ◦ β ◦ ψ ∈ Hom(G, ker c) (donde i : V ↪→ ker c es la inclusión). Como ker c
es G-nulo, i ◦ β ◦ ψ = 0 de donde θ = 0 (pues i es un monomorfismo, β es
un isomorfismo y π es un epimorfismo). Entonces 1 = 0(g) = θ(g[G,G]) =
(g[G,G])m = gm[G,G] para todo g ∈ G, lo cual implica que Ab(G) es un grupo
de torsión.

Como ker c/([G,G] ∩ ker c) ∼= [G,G] ker c/[G,G] ≤ Ab(G), tenemos que
ker c/([G,G] ∩ ker c) es un grupo de torsión. Además, ker c/([G,G] ∩ ker c) =
ker c/tor(ker c) también es libre de torsión por lo que ker c/([G,G] ∩ ker c) es
trivial. Entonces, ker c = [G,G] ∩ ker c = tor(ker c) ≤ [G,G] y como [G,G] es
finito, ker c es finito.
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Como G es una extensión de un grupo finito (ker c) por un grupo finito
(c(G)/ ker c), G es finito. �

Lema 4.43 Sea G un grupo finito y H EG. Supongamos que (|H|, |G/H|) = 1
y que H o G/H son grupos solubles. Entonces, G se escinde sobre H.

Demostración. Ver ([1], (18.1), pág. 70).

Teorema 4.44 Sea (G, c) una cubierta celular de un grupo finito M . Entonces,
(1) G es finito tal que para todo primo p, si p

∣∣|G| entonces p
∣∣|M |.

(2) Si c(G) es perfecto entonces G es perfecto.

Demostración. (1) Ya sabemos, por la proposición 4.42(3), que G es finito.
Supongamos que existe un primo p tal que p divide al orden de G, pero p no

divide al orden de M y sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces c(S) = 1,
por lo que S ≤ ker c ≤ Z(G) y S EG. Además, (|S|, |G/S|) = 1 y S es soluble
(pues S es un p-grupo finito) de donde, por el lema anterior, G se escinde sobre
S. Luego tenemos un epimorfismo ψ : G→ S, por lo que i ◦ ψ ∈ Hom(G, ker c)
(donde i : S ↪→ ker c es la inclusión) y como ker c es G-nulo, i ◦ ψ = 0 de donde
se sigue que ψ = 0, lo cual es falso. Por lo tanto, para todo primo p, si p

∣∣|G|
entonces p

∣∣|M |.
(2) Supongamos que c(G) es perfecto. Entonces, c(G) = [c(G), c(G)] =

c([G,G]). Como (G, c) es una cubierta celular del grupo finito M , por la
proposición 4.42(3), ker c ≤ [G,G] por lo que G/ ker c ∼= c(G) = c([G,G]) ∼=
[G,G]/([G,G] ∩ ker c) = [G,G]/ ker c. Luego, 1 ∼= (G/ ker c)/([G,G]/ ker c) ∼=
G/[G,G]. Por lo tanto G = [G,G] y G es perfecto. �

Corolario 4.45 Sea (G, c) una cubierta celular suprayectiva de un grupo finito
M . Si M es un grupo perfecto entonces G también es un grupo perfecto.
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