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Introduccion

Este trabajo consta de seis capitulos en los que se desarrolla el articulo Essentially
compressible modules and rings de P. F. Smith y M. R Vedads, el cual se encuentra en
Journal of Algebra 304 (2006) 812-831. El trabajo estd organizado de la siguiente ma-
nera: en el capitulo 1 se encuentran los conceptos y resultados bésicos que utilizaremos
en los capitulos siguientes. En el capitulo 2 se define un médulo M como esencialmente
comprimible si M se sumerge en cada submodulo esencial de M y se prueba que cada
moédulo M esencialmente comprimible y nosingular es isomorfo a un submédulo de un
modulo libre. Posteriormente, en el capitulo 3 se estudian los médulos esencialmente
comprimibles sobre ciertos anillos y se muestra que la afirmacién reciproca del enuncia-
do anterior se tiene cuando R es un anillo goldiano derecho y semiprimo. En el capitulo
4 se estudia la propiedad de ser esencialmente comprimible en las clases de R-modu-
los ciclicos, co-ciclicos e inyectivos. Se define una clase de médulos como esencialmente
comprimible cuando cada uno de sus miembros es esencialmente comprimible y se carac-
terizan los anillos R para los cuales la clase Mod-R de todos los R-mdédulos derechos es
esencialmente comprimible. En el capitulo 5 se estudia la clase de anillos esencialmente

comprimibles derechos y se demuestra que R es esencialmente comprimible derecho si y
n

s6lo si existen un entero positivo n e ideales primos P; con 1 < ¢ < n tales que ﬂ P,=0
i=1
y el anillo primo — es esencialmente comprimible para cada 1 < ¢ < n. Finalmente,
i
en el capitulo 6 se citan algunos anillos que son extensiones de anillos esencialmente
comprimiblesn y se prueba que un anillo R es semiprimo y artiniano si y sélo si es

directamente finito y su capsula inyectiva es un R-moédulo esencialmente comprimible
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se veran los conceptos y resultados bdsicos que utilizaremos en los
capitulos siguientes. La mayoria de ellos no se demuestran, el lector interesado podra

encontrar las demostraciones en alguna de las siguientes referencias [1, 6, 5, 7, 11].

Todos los anillos que aparecen en este trabajo tienen elemento unitario y los modulos

son derechos y unitarios, a menos que se indique otra cosa.

Anuladores

Definicién 1.1 El anulador derecho de un R-mddulo M es el conjunto ang (M) =
{r € R | mr =0 para todo m € M} y el anulador derecho de un elemen-
to meM es el conjunto ang(m) = {r € R | mr = 0}. Definimos respectivamente
los anuladores izquierdos an; (M) = {r € R | rm = 0 para todo m € M} y

an; (m) ={r € R | rm = 0}.
Notemos que ang (m) es un ideal derecho de R, en tanto que ang (M) es un ideal de R.

Definicién 1.2 Un elemento ¢ € R se llama regular derecho siang (c) = 0 y regular
izquierdo si an; (c¢) = 0. Un elemento ¢ € R se llama regular si es reqular derecho e

1zquierdo.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.3 Un R-mddulo M es fiel si ang (M) = 0.

Observemos que M es un moédulo fiel sobre ————.
ang (M)

Ideales primos

Definicién 1.4 Un ideal primo en un anillo R es un ideal propio P de R tal que
para cualesquiera dos ideales I y J de R que cumplen que IJ < P se tiene que I < P

0 J < P. Un anillo primo es un anillo en el cual 0 es un ideal primo.

Proposicion 1.1 Para un ideal propio P en un anillo R, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
a) P es un ideal primo.
R _ .
b) B €S un anillo primo.
c) Sil yJ son ideales derechos de R tales que IJ < P, entonces < P ¢ J < P.
d) Sil y J son ideales izquierdos de R tales que 1J < P, entonces [ < P ¢ J < P.

e) Six,y € R son tales que xRy C P, entonces x € P ¢y € P.

Definicién 1.5 Un ideal primo minimo en un anillo R es cualquier ideal primo de

R que no contiene propiamente a ningun otro ideal primo.

Notemos que si R es un anillo primo, entonces 0 es el tinico ideal primo minimo de R.

Proposicion 1.2 Cualquier ideal primo en un anillo R contiene un ideal primo mini-

mo.
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Ideales semiprimos

Definicién 1.6 Un ideal semiprimo en un anillo R es un ideal que es una intersec-
cion de ideales primos. Un antllo semiprimo es un anillo en el cual 0 es un ideal

SEMIPTIMO.

Notemos que un ideal P en un anillo R es semiprimo si y sélo si Iz es un anillo

semiprimo.

Proposicion 1.3 Para un ideal I en un anillo R, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) I es un ideal semiprimo.

b) Si J es cualquier ideal de R tal que J* < I, entonces J < I.

c) SiJ es cualquier ideal derecho de R tal que J*> < I, entonces J < I.
d) Si J es cualquier ideal izquierdo de R tal que J* < I, entonces J < I.

e) Six € R es tal que xRx C I, entonces x € I.

Definicién 1.7 Un ideal derecho ¢ izquierdo en un anillo R es nilpotente si J* =0

para algiun entero positivo n.

Proposiciéon 1.4 Sea R un anillo. Entonces R es semiprimo si y solo si el unico ideal

derecho (izquierdo) nilpotente es 0.

Demostracion
Sea R un anillo semiprimo y supongamos que U es un ideal derecho (izquierdo) de R
tal que U™ = 0 para algin n € N. Probaremos por induccién sobre n que U es igual a

cero.

= Sin =1, no hay nada que probar.
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s Sean > 1. Como n > 2, entonces 2n — 2 > n y por lo tanto (U”_l)2 = U2 C
U" = 0. Como R es semiprimo, se tiene que U™ ! = 0 y por la hipétesis de

induccion, se tiene que U = 0.

Ahora supongamos que R no tiene ningun ideal derecho (izquierdo) nilpotente distinto
de cero, se sigue de la Proposicion 1.3 que cero es un ideal semiprimo y por lo tanto R

es un anillo semiprimo. W

Definicién 1.8 El radical primo de un anillo R es la interseccion de todos los ideales

PTiMmos.

Notemos que si R es distinto de cero, entonces R tiene al menos un ideal maximo, el

cual es primo. Asi el radical primo de un anillo distinto de cero es un ideal propio.
Proposicién 1.5 Sea R un anillo. Entonces:

a) El radical primo de R es la interseccion de los ideales primos minimos de R.
b) R es semiprimo si y sdlo si su radical primo es cero.

Demostracién

a) Por la Proposicidn 1.2, cada ideal primo contiene un ideal primo minimo. Asi la
interseccién de todos los ideales primos contiene a la interseccion de todos los

ideales primos minimos. La otra contencion es clara.

b) Supongamos que R es un anillo semiprimo. Entonces 0 es un ideal semiprimo, luego

0 es una interseccién de ideales primos por lo que contiene al radical primo.

Ahora supongamos que el radical primo de R es 0. Entonces 0 es la interseccién
de todos los ideales primos. Asi 0 es un ideal semiprimo y por lo tanto R es un

anillo semiprimo. W
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Submoddulos esenciales

Definiciéon 1.9 Sea M un R-mddulo. Un submddulo N de M se llama esencial en
M, lo que se denota por N I M, si NN K # 0 para cada submddulo distinto de cero
K de M.

Proposicion 1.6 Sean K y N submaodulos de M. Entonces se cumplen las siquientes

afirmaciones:
a) N <M siysdlosi NNmR # 0 para todo 0 #m € M.
b) Si K es un submddulo de N, entonces K I M siy sdlo si K AN y N M.
c) Si N4 M, entonces NN K <K.
d) Si N y K son esenciales en M, entonces NN K <M.
. , N M
e) Si K es un submddulo de N y e < i entonces N < M.

f) Si NI M ym € M, entonces Nm™ = {r € R | mr € N} es un ideal derecho

esencial de R.

g) Si M = @ M, es una suma directa de mddulos My con A € A y Ny <M, para cada
AEA

A €A, entonces @& Ny <M.
AEA

h) Sean K, L y M R-mddulos. Si f : K — M es un homomorfismo y LM , entonces
LK.

Definicién 1.10 Un monomorfismo f: L — M se llama esencial si Im f <M.

Lema 1.1 Un monomorfismo f : L — M es esencial si y solo si para cada ho-
momorfismo g : M — N tal que g o f es un monomorfismo se tiene que g es un

monomorfismo.
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Seudocomplementos

Definicién 1.11 Sea M un R-mddulo. Un submodulo K de M es cerrado en M si
K no tiene extensiones esenciales propias en M, es decir, st L es un submoddulo de M

tal que K es esencial en L, entonces K = L.

Definicién 1.12 Sea N un submddulo de M. Un submddulo N' de M es un seudo-
complemento de N en M si N' es mdximo en la coleccion de submddulos K de M

tales que K NN = 0.

Proposicion 1.7 Sea M un R-mddulo. Entonces cada submddulo N de M tiene un
seudocomplemento. Si N’ es un seudocomplemento de N en M, entonces se cumple lo

siquiente:

a) NN <M.

!
N@NqM

b) —— 95

Proposicién 1.8 Sea K un submoddulo de un mddulo M. Entonces K es cerrado en

M sty solo si K es un seudocomplemento de uno de sus seudocomplementos.

Moédulos semisimples

Definicién 1.13 Sea M un R-mddulo. Definimos el zoclo de M como
Zoc(M) => {K < M| Kessimple}.

Se sabe que que Zoc(M)=nN{L <M |L<IM}

Proposicion 1.9 Sean M, K y N R-modulos. Entonces se cumplen las sigquientes

afirmaciones:

a) Si f: M — N es un homomorfismo, entonces f (Zoc(M)) < Zoc(N).
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b) Si K es un submddulo de M, entonces Zoc(K) = K N Zoc(M). En particular,
Zoc(Zoc(M)) = Zoc(M).

c) Si K es un submddulo esencial de M, entonces Zoc (K) = Zoc (M).

d) Si{M,}rea es una familia de R-mddulos, entonces Zoc ( @AMA) = EBAZOC (M,y).
A€ XS

Definicién 1.14 Un R-modulo M es semisimple si es una suma de submddulos sim-

ples.

Proposiciéon 1.10 Sea M un R-mddulo. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) M es semisimple.

b) Cada submddulo de M es un sumando directo de M.
c) M no contiene ideales propios esenciales.

d) Zoc(M)= M.

Proposicion 1.11 Un anillo R es semisimple si es una suma directa de ideales mini-

mos.

Moébdulos y anillos artinianos

Definicién 1.15 Un mddulo M es artintano si M satisface la condicion de cadena
descendente sobre sus submddulos. Un anillo R es artiniano derecho si el mddulo

derecho Rg es artiniano.
En capitulos posteriores utilizaremos el siguiente resultado de E. Noether.
Proposicion 1.12 Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

a) R es artiniano derecho y semiprimo.
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b) R es artiniano izquierdo y semiprimo.

c) R es semisimple.

Dimension uniforme

Definicién 1.16 Un R-mddulo M # 0 se llama uniforme si cualesquiera dos submddu-
los distintos de cero de M se intersecan no trivialmente, equivalentemente, si cualquier

submadulo distinto de cero de M es esencial en M.

Por ejemplo, para cualquier anillo R, un R-moédulo simple es uniforme y si R es con-
R

mutativo, el R-moédulo 5 uniforme para cualquier ideal primo P. Ademds, todo

submédulo no nulo y toda extensién esencial de un moédulo uniforme son también uni-

formes.

Definicién 1.17 Un R-mddulo M tiene dimension uniforme n (dimu (M) =n)
si tiene un submaodulo esencial V' que es una suma directa de n submaodulos uniformes.

De lo contrario, M tiene dimension uniforme infinita (dimu (M) = c0).

Proposicién 1.13 Un R-mddulo M tiene dimension uniforme finita si y solo si no

contiene sumas directas infinitas de submdodulos distintos de cero.

Proposicion 1.14 Sea K un submddulo de un R-mddulo M vy supongamos que M
M

tiene dimension uniforme finita. Entonces K es cerrado en M si y sdlo si K vy Ve

M
tienen dimension uniforme finita y dimu (M) = dimu (K) 4+ dimu <?>

Moédulos singulares y nosingulares

Definicién 1.18 FEl submodulo singular de M estd definido por
Z(M)={xeM|any(x) <R} ={m e M |mA =0 para algin A J R}

Se dice que M es singular si Z (M) = M y nosingular si Z (M) = 0.
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L
Proposicion 1.15 Un mddulo es singular si y solo st M = ~ Para algiun modulo L y

algun submaodulo esencial N de L.

Proposicion 1.16 Se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Todos los submddulos, mddulos cocientes y sumas directas de mddulos singulares

son singulares.

b) Todos los submddulos, productos directos y extensiones esenciales de mddulos no-

singulares son nosingulares.

M
c) Sea N un submddulo de un mddulo M. Si N y N son ambos nosingulares entonces

M es nosingular.

Definicién 1.19 Un anillo R es nosingular derecho si el mdédulo derecho Ry es

nosingular.

Proposicion 1.17 Sea R un anillo nosingular derecho. Entonces se cumplen las si-

guientes afirmaciones:

a) Para todo R-mddulo M, el médulo cociente es nosingular.

Z (M)

M
b) Si N es un submddulo del R-mddulo M tal que N y v son singulares, entonces M

es singular.

c) Todas las extensiones esenciales de R-mddulos singulares son singulares.

Anillos goldianos

Definicién 1.20 Un anillo R es goldiano derecho si R tiene dimension uniforme

derecha finita y R cumple la condicion de cadena ascendente en anuladores derechos.

Lema 1.2 Si R es un anillo semiprimo con condicion de cadena ascendente en anula-

dores derechos, entonces R es un anillo nosingular derecho.
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Demostraciéon

Sea Z = Z (Rg). Queremos demostrar que Z = 0. Como R es semiprimo, basta de-
mostrar que Z es nilpotente. Observemos que ang (Z) < ang (Z?) < .... Como R tiene
condicién de cadena ascendente sobre anuladores derechos, ang (Z k) = ang (Z k“) para
algin k € N. Afirmamos que Z* = 0.

En caso contrario, podemos tomar z € R\ anq (Z*) tal que ang (z) sea méximo. Si
a € Z, entonces ang (a) N xR # 0 ya que ang (a) < R. Luego existe s € R tal que
axs = 0 pero xs # 0. Entonces ang (v) < ang (az) y por la maximidad de ang (x), se
tiene que ax € any (Zk), de donde Z*¥ax = 0. Como esto vale para todo a € Z, se tiene

que x € any (Z’““) = ang (Zk), lo que contradice la eleccién de x. Luego Z*¥ = 0. B

Lema 1.3 [6, Lema 5.8] Si R es un anillo semiprimo y goldiano derecho, entonces R

tiene condicion de cadena descendente en anuladores derechos.

Proposicién 1.18 [6, Proposicién 5.9] Sean R un anillo semiprimo y goldiano derecho
e I un ideal derecho de R. Entonces I es un ideal esencial derecho de R si y solo si I

contiene un elemento reqular.

Teorema 1.1 [7, Teorema 11.13] Para un anillo R los siguientes enunciados son equi-

valentes:
a) R es semiprimo y goldiano derecho.

b) R es semiprimo, nosingular derecho y tiene dimension uniforme derecha finita.

Moédulos y anillos neterianos
Proposicion 1.19 Para un modulo M, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) M cumple la condicion de cadena ascendente sobre sus submddulos.

b) Cada familia distinta del vacio de submddulos de M tiene un elemento mdzimo.
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c) Cada submdédulo de M es finitamente generado.

Definicién 1.21 Un mddulo M es neteriano si cumple alguna de las condiciones
equivalentes de la proposicion anterior. Un anillo R es neteriano derecho si el modulo

derecho Rp es neteriano.

Proposicion 1.20 Sea N un submodulo de un R-mddulo M. Entonces M es neteriano

sty solo si N y N Son ambos neterianos.

Proposicion 1.21 Si R es un anillo neteriano derecho, entonces cada R-mddulo de-

recho finitamente generado es neteriano.
Proposiciéon 1.22 Todo anillo neteriano derecho es un anillo goldiano derecho.

Demostraciéon

Sea R un anillo neteriano derecho. Basta probar que dimu (Rg) < oo. Supongamos lo
contrario. Entonces R contiene una suma directa infinita de ideales derechos no nulos.
Luego R contiene una familia independiente numerable {4, },  de ideales derechos no
nulos. Pero entonces A; < A1 ® Ay < A1 © Ay @ A3 < ... es una cadena estrictamente

ascendente de ideales derechos no nulos de R, lo cual es una contradiccion. Wl

La categoria o [M]

Definicién 1.22 Sea M un R-mdédulo. Un R-mddulo N es M-generado si existe
un epimorfismo desde una suma directa de copias de M a N. Se denota como o [M]
la subcategoria plena de Mod-R cuyos objetos son todos los R-mddulos isomorfos a

submaodulos de modulos M -generados.

Definicién 1.23 Un R-mddulo U se llama M-inyectivo si para cada monomorfismo
f: K — M y cada homomorfismo v : K — U hay un homomorfismo 7 : M — U

tal que el siguiente diagrama conmuta.
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K 1 M

e
U

Un médulo U en o [M] se llama inyectivo en o [M] si U es N-inyectivo para cada

N € o [M]. El médulo U es inyectivo en o [M] siy sélo si es M-inyectivo.

Proposicion 1.23 Sean M un R-mddulo y A un submdédulo de M el cual es M-

inyectivo. Entonces A es un sumando directo de M.

Demostracion
Sea ¢t : A — M la inclusion. Entonces el siguiente diagrama con renglén exacto

conmuta.
0 — A 5 M
NS
A
Por lo tanto M = Imt & Nuy =A@ B, donde B = Nuy. B
Definicién 1.24 St N es un submddulo esencial de un mddulo M-inyectivo E en

o [M], entonces E es la cdpsula M-inyectiva de N y usualmente se denota como

N. La cdpsula inyectiva de N en Mod-R es la R-cdpsula inyectiva y se denota por

E(N).
Proposicion 1.24 Sea M un R-mddulo. Entonces se cumple lo siguiente.

a) Cada mddulo N en o[M] tiene una cdpsula inyectiva N en o[M].

b) Cada mddulo N en Mod-R tiene una cdpsula inyectiva E (M) en Mod-R. Si N €
o[M] entonces N = tr (M, E (N)) = S {f (M) | f € Hom (M, E (N))}.

¢) La cdpsula inyectiva de un mddulo en o[M] 6 Mod-R es unica salvo isomorfismo.



Capitulo 2

Modulos esencialmente

comprimibles

Sea R un anillo. Recordemos que un R-médulo M se llama comprimible si para todo

submodulo distinto de cero N de M existe un monomorfismo 6 : M — N.

Definicién 2.1 Un R-moddulo M se llama esencialmente comprimible si para

cada submaodulo esencial N de M existe un monomorfismo 6 : M — N.
Claramente cada moédulo comprimible es esencialmente comprimible.

Definicién 2.2 Un R-mddulo M es subisomorfo a un R-mddulo M' si existen mo-
nomorfismos o : M — M’ y 3 : M' — M. En este caso diremos que los R-mddulos

M y M'" son subisomorfos.
Se comenzara este trabajo caracterizando los médulos esencialmente comprimibles.
Proposicion 2.1 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-modulo M.

a) M es esencialmente comprimible.

b) M es subisomorfo a un mddulo esencialmente comprimible.

23
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c) M contiene un submddulo esencialmente comprimible N tal que existe un mono-

morfismo @ : M — N.

d) Hay un monomorfismo esencial i : M — M’, para algin mddulo esencialmente

comprimible M.
Demostracién
a) = b) M es esencialmente comprimible y subisomorfo a si mismo.
a) = d) 1, es un monomorfismo esencial.

b) = ¢) Sean M’ un R-mddulo esencialmente comprimible subisomorfo a M y « :
M — My : M — M monomorfismos. Entonces 5(M') C M y (M)
es isomorfo a M'. Si N = [ (M’) entonces N es un submédulo esencialmente

comprimible de M y 8 |y a: M — N es un monomorfismo.

c) = a) Sea L un submdédulo esencial de M. Por hipdtesis, existe un submdédulo
esencialmente comprimible N de M y un monomorfismo ¢ : M — N. Entonces
L N N es un submédulo esencial de N, por lo que existe un monomorfismo 6 :
N — LN N.Seat: LN N — L la inclusiéon. Entonces t0p : M — L es un

monomorfismo y por lo tanto M es esencialmente comprimible.

d) = b) Sea M’ un R-mdédulo esencialmente comprimible tal que ¢ : M — M’ es
un monomorfismo esencial. Entonces N = 1 (M) es un submédulo esencial de M’
por lo que existe un monomorfismo 6 : M’ —s N. Luego (¢ |x) "0 : M — M

es un monomorfismo y por lo tanto M es subisomorfo a M'. B

Proposicién 2.2 Cada suma directa de modulos esencialmente comprimibles es esen-

cialmente comprimible.

Demostracion
Sean [ un conjunto de indices distinto del vacio y {M,};c; una familia de médulos esen-

cialmente comprimibles. Si M = @ M; y L es un submodulo esencial de M, entonces
iel
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para cada i € I, LN M; es un submédulo esencial de M;, por lo que existen monomorfis-
mos 0; : M; — LN M;. Definimos 6 : M — L como 6 (x) = >0, (x;), donde x = > ;.
Notemos que 6 (x) = >0; (z;) € @L N M;, asi que si 6 (x)le:l 0 entonces 0; (xi)lei 0
para todo i € I. Luegolexli =0 parzietlodo 1 € I, es decir, # es un monomorfismo y por lo

tanto M es esencialmente comprimible. B

Recordemos que dos anillos R y S son equivalentes de Morita si sus categorias de
modulos Mod Ry Mod S son equivalentes. Si ' : Mod R — Mod S es una equivalencia
y f: M — M’ es un homomorfismo de R-mdédulos, entonces f es un monomorfismo
si y sélo si F'(f) es un monomorfismo. Mas atin, f es un monomorfismo esencial si y

sélo si F'(f) es un monomorfismo esencial [1, Proposiciones 21.6 y 21.7].

Proposicién 2.3 Ser esencialmente comprimible es una propiedad invariante de Mo-

rita.

Demostracion
Como un médulo M es esencialmente comprimible si y sélo si para cualquier N € Mod R
con un monomorfismo esencial de N en M, hay un monomorfismo de M en N, el

resultado se sigue de lo dicho en el parrafo anterior. B

Definicién 2.3 Se dice que un modulo M es co-hopfiano si cada endomorfismo in-

yectivo de M es un isomorfismo.

La siguiente proposicién contiene mas propiedades de los modulos esencialmente com-

primibles.

Proposicion 2.4 Sea M un R-mddulo no nulo esencialmente comprimible. Entonces

se cumplen las siguientes afirmaciones.

a) Si N esun submddulo esencial de M ¢ N es un submddulo invariante bajo endomor-

fismos inyectivos de M, entonces N es un submodulo esencialmente comprimible.
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b) Si N es un submddulo de M tal que 6 (N)+ 60~ (N) C N para cada monomorfismo

M
0: M — M, entonces N es un modulo esencialmente comprimaible.

c) M es semisimple y co-hopfiano si y sdlo si M tiene un submddulo esencialmente

comprimable y co-hopfiano que es esencial en M.
d) ang (M) es un ideal semiprimo de R.

e) La cdpsula M-inyectiva M de M no contiene submddulos esenciales totalmente

muariantes.

£) Si M es finitamente generado, entonces M no contiene sumas directas infinitas de

submaodulos totalmente invariantes distintos de cero.

Demostracién

a) Supongamos primero que N es un submédulo esencial de M. Se demostrara que N
es esencialmente comprimible. Sea L un submodulo esencial de N, entonces L es
un submoédulo esencial de M. Por hipdtesis, existe un monomorfismo 6 : M — L.
Sea t : N — M la inclusién. Entonces 61 : N — L es un monomorfismo y por

lo tanto N es esencialmente comprimible.

Supongamos ahora que NN es invariante bajo endomorfismos inyectivos de M. Se
demostrara que N es esencialmente comprimible. Sean K un submédulo esencial
de N y N' un seudocomplemento de N en M. Entonces N & N’ es un submodulo
esencial de M y KN N’ =0. Como K es un submédulo esencial de N y N’ es un
submddulo esencial de N/, entonces K @ N’ es esencial en N @ N'. Asi K @ N’ es
esencial en M y existe un monomorfismo 6 : M — K@®N'. Seatr: KGN — M
la inclusién, entonces tf : M — M es un endomorfismo inyectivo. Por hipétesis,
(N)=10(N)C N, dedonde §(N)NN"=0.

K& N’
N/
que pf |y es un monomorfismo. Sea x € N tal que pf () = 0. Entonces 0 (z) € N’

. Se demostrara

Por otro lado, consideremos la proyeccién p : K & N' —

y asi (z) € 6(N)NN'" = 0. Luego x € Nu#, por lo que z = 0. Asi pf |y es
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KeN , K K S Ko N’
= = K. Sea p: ———

N T KNN TN
isomorfismo anterior. Entonces ppf |y: N — K es un monomorfismo y por lo

un monomorfismo. Ademas, — K el

tanto IV es esencialmente comprimible.

L M
b) Sean N C L C M y supongamos que N es un submodulo esencial de N Por
la Proposicion 1. 6 €), L es esencial en M por lo que existe un monomorfismo

0: M — L. Ademds, por hipétesis € (N) C N. Luego existe un homomorfismo

~ M L - .
0 : N — N tal que el siguiente diagrama con renglones exactos conmuta.
0O — N 5 M 5 ¥ 9
\1/9\ N ~l/6 \Lé
0o — N S . 4 L — 0

Como #~ (N) C N se tiene que § es un monomorfismo, demostrando asf que —

es un modulo esencialmente comprimible.

c) La condicién necesaria se cumple porque M es un submédulo esencial de si mismo

y por hipétesis, M es esencialmente comprimible y co-hopfiano.

Supongamos que N es un submdédulo esencialmente comprimible de M, co-hopfiano
y esencial en M. Primero se demostrara que N es semisimple. Sea L un submodu-
lo esencial de N, entonces existe un monomorfismo 6 : N — L. Si consideramos
la inclusion ¢ : L — N se tiene que 0 : N — N es un monomorfismo que
por hipétesis, es un isomorfismo. Luego ¢ es suprayectivo y por lo tanto N = L,
esto es, N no contiene submodulos esenciales propios. Consecuentemente N es

semisimple y N = Zoc (N).

Por otro lado, como N es un submédulo esencial de M, por la Proposicién 1.9 ¢),
Zoc(M) = Zoc(N) = N. Luego Zoc (M) es un submédulo esencial en M, por
lo que existe un monomorfismo 6§ : M — Zoc (M). Considerando la inclusién
L: Zoc(M) — M, se tiene que 0v : Zoc(M) — Zoc (M) es un monomorfismo

y por hipétesis, 8¢ es un isomorfismo. Sea z € M, entonces 0 (x) € Zoc (M), por
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lo que existe un tinico m € Zoc (M) tal que 6t (m) = 6 (x). Luego 0 (m) = 0 (x)
y por lo tanto x = m € Zoc (M). Esto implica que M C Zoc (M) y por lo tanto

M es semisimple y co-hopfiano.

d) Sea A = ang(M). Como M # 0 entonces A es un ideal propio de R. Sea B un
ideal de R tal que B? C A y consideremos el submédulo L de M definido por

L={me M |mB =0}.5i0%#m e M entonces se tienen dos casos.

1. Sim € L entonces mB =0y mR # 0.

2. Sim & L entonces mB # 0y mB? C mA = 0.

Si hacemos B? = R, entonces existe n € {0,1} tal que mB™ # 0 y mB"™ = (.
Luego 0 # mB™ C mR N L, lo que implica que existe r € R tal que 0 # mr € L.
Esto demuestra que L es un submoddulo esencial de M. Por hipétesis, existe un
monomorfismo 6 : M — L. 0 es tal que 6 (M B) =60 (M) B C LB = 0. Entonces
MB =0y asi B C A. Por la Proposicion 1.3, A es un ideal semiprimo de R.

e) Sea N un submdédulo totalmente invariante y esencial de M. Entonces N N M es
un submodulo esencial de M, por lo que existe un monomorfismo 6 : M —
NNM. Sea L =6 (M). Entonces L es un submddulo de N que es isomorfo a M.
Consideremos (0 |y)™' : L — M. Como M es M-inyectivo entonces existe un
homomorfismo ¢ : M —s M tal que el siguiente diagrama con renglén superior
exacto conmuta.

v ~

0o — L — M
P 1
M X M

Asf 61 se puede extender a un endomorfismo ¢ : M — M. Entonces M =
01 (L) = ¢ (L) C (N) C N. Se sigue que Endp (M) M C Endp <M> NCN.
Por otro lado, M = tr (M, E (M)) = S {f (M) | f € Hom (M, E (M))}. Demos-
traremos que M C End (M) M. Sea g € Hom (M, E (M)), entonces g (M) C
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S{f(M)| fe Hom (M,E(M))} = M. Como M es M-inyectivo, M es inyec-
tivo en o [M], por lo que existe h : M —s M tal que el siguiente diagrama con

rengléon superior exacto conmuta.

0 — g(M) = M
\l/L /h

~

M

Asi g(M) = h(M) = h- M con h € End <M> Se tiene entonces que M C
Endg (M) M C Endp (M) N C N. Luego N = M.

f) Sea N = Ny@ Ny@. .. una suma de submédulos totalmente invariantes de M. Sea K
un seudocomplemento de N en M. Entonces NNK =0y N& K es un subméodulo
esencial de M. Luego hay un monomorfismo 6 : M — N & K. Como M es
finitamente generado entonces 6 (M) C N1 ®...® N;@® K para algin t > 0. Por la
hipétesis 6 (Npp1 @ Nypo @ ...) € Nyy1 B Niyo® .. luego 0 (Nyy1 & Nyyo @ ...) C
OM)N(Ny1 @ Npo®...) CTINB...ONBK)N (Vg1 @ N2 ®...) = 0.
Asi Nyp1 @ Nyyo @ ... € Nuf =0y por lo tanto la suma es finita. B

Corolario 2.1 Sea M un mddulo finitamente generado y esencialmente comprimible
sobre un anillo conmutativo R. Si S = Endgr (M), entonces la dimension uniforme de

sM es finita.

Demostracién

Sean N un S-submédulo de M y r € R. Definimos 6, : M — M como 6, (m) = mr.
Como R es conmutativo #, es un homomorfismo y por lo tanto 6, € S. Como N es un
S-submddulo de M entonces 6, (N) C N; esto implica que Nr = 6, (N) C N para todo
r € R. Entonces N es un R-submédulo de M y ademés es totalmente invariante. Asi
todo S-submoddulo de gM es un R-submoddulo totalmente invariante de Mg.

Si (Vi @ V2@ ...) es un submdédulo esencial de M, donde cada V; es uniforme, entonces

(Vi@ Va@...) € Mg es una suma directa de R-submédulos totalmente invariantes.
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Como M es finitamente generado, por la Proposicion 2.4 (f), la suma directa es finita

y por lo tanto dimu (sM) =n < co. B

Definicién 2.4 Se dice que un R-mddulo M distinto de cero es primo si ang (M) =

ang (N) para todo submédulo N distinto de cero de M.

La siguiente proposicién da informacién de los médulos finitamente generados y esen-

cialmente comprimibles.

Proposicién 2.5 Sean My un modulo esencialmente comprimible y finitamente gene-
rado y S = Endr (M). Si sM es un médulo primo, entonces para cada submddulo

U distinto de cero de Mg, existen un entero positivo n y f; € Homg (U, M), para
n

1 <@ < n, tales que M se puede sumergir dentro de ZfZ (U). Ademds, si Mg es
i=1

nosingular, entonces Mg tiene dimension uniforme finita si y solo si Mg tiene un

submaodulo uniforme.

Demostracién

Sean U un submédulo distinto de cero de M y N = Y {f(U) | f € Homg (U, M)}.
Consideremos el homomorfismo inclusién ¢ : U — M que es distinto de cero. En-
tonces ¢ (U) € N y por lo tanto N # 0. Se demostrard que N es un submddu-

lo totalmente invariante de M. Sea g : Mr — Mpr un homomorfismo, entonces

g(N) = g( ZUM)f(U)) = > gf(U). Como gf € Hom (U, M) enton-

feHom( feHom(U,M)
ces los sumandos de g (V) son algunos de los sumandos de N, esto es, g (N) C N y por

lo tanto N es totalmente invariante.

Sea K un seudocomplemento de N en M. Entonces N ¢ K es un submoédulo esencial
de M, por lo que existe un monomorfismo 6 : M — N@® K. Seanw: N K — K
la proyeccion e ¢ : K — M la inclusién. Entonces ¢ = (w6 es un endomorfismo de
M y como N es un submédulo totalmente invariante de M se tiene que ¢ (N) C N.
También ¢ (N) = (N) Cun(N® K) =1(K) =K yasip(N) C NNK =0. De

aqui se sigue que ¢ € an; (sN) = an; (sM) ya que ¢M es primo. Luego ¢ (M) = 0, lo
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que implica que 7 (6 (M)) = tmd (M) = ¢ (M) = 0. Entonces 6 (M) C N => {f(U) |
f € Homg (U, M)}. Por hipétesis M es finitamente generado, asi que existen n € Z*t y
fi € Homgr (U, M) con 1 <i <n tales que 6 (M) C f1 (U)+---+ fn (U). Por lo tanto
M puede sumergirse en f1 (U) + -+ f, (U).

Ahora, sea My nosingular y supongamos que U es un submoédulo uniforme de M.
Definamos ¢ : U™ — f1 (U)+-- -4 f,, (U) como ¢ (uy, -+ ,up) = f1 (u1)+--+ fo (u)

para todo u; € U con 1 < ¢ < n. Claramente ¢ es un homomorfismo. Notemos que

U®)
¢ es un epimorfismo y que U™ tiene dimensién uniforme n. Asi es isomorfo
u
n U
a Z fi (U) € M, lo que implica que es nosingular. Ahora demostraremos que
i=1 Nud

N u_gb es cerrado en U™, Sea B un submdédulo de U™ tal que Nu ¢ es un submédulo

es un submodulo

esencial de B. Por la Proposicion 1.15, es singular. Como
U

¢ Nug’

u

d

B
5 es nosingular. Por lo tanto B = Nu¢ y Nu ¢

®)
Nu ¢

por la Proposicion 1.16,

es cerrado en U™ . Entonces, por la Proposicion 1.14, la dimensién uniforme de
n
es finita. Luego la dimensién uniforme de Z fi (U) y en consecuencia la de M también

i=1
son finitas.

La afirmacién reciproca es clara. B

Lema 2.1 Sean M un R-mddulo e I un conjunto de indices distinto del vacio tales

que M = @ M;, donde M; es un modulo uniforme para todo i € I. Sea 0 # N C M.

iel
Entonces existen I' C I y un monomorfismo esencial 0 : N — & M;.
iel’
Demostracion

1. Supongamos que N N M; # 0 para todo ¢ € [. Se demostrard que N es un
submédulo esencial de M. Por hipdétesis, M; es un modulo uniforme para todo
i € I, lo que implica que 0 # N N M; es un submédulo esencial de M;. Asi
i@gj (N N M;) es un submdédulo esencial de IGSIMZ Sea 0 #£ T € zGEBIMZ Entonces

existe r € R tal que 0 # zr € & (N N M;). Luego Zr = > a;r con x;r € N N M;
iel i€l
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para todo i € [ y z;v = 0 para casi todo ¢ € I. En particular, x;7 € N para todo

i €I, porloque0#zr=> x;r € N.Por lo tanto N es un submédulo esencial
iel
de @ M; y la inclusién ¢ : N — & M; es un monomorfismo esencial.
iel iel

. Supongamos ahora que N N M; = 0 para algin j € I. Sea F = {J C [ |

N & M; = 0}. Entonces {j} € F y F # ¢. Con la relacion de orden ” C 7,

Jj€J

F es un conjunto parcialmente ordenado. Sean C C F una cadenay K = |J J.
Jec
Entonces K es una cota superior de C. Se demostrarda que K € F. Sea T €

NﬂjgaKMj, luegoz € Nyzr = j;(xj con x; € M; y x; = 0 para casi todo j € K.
Como sélo hay un nimero finito de subindices j para los cuales z; # 0y C es
una cadena entonces existe J' € C tal que J' contiene a todos estos subindices.
Luego = € .S?I,MJHN = 0. Por lo tanto £ = 0 y asi N[ SBKMj = 0, lo que
implica que]K € F. Por el Lema de Zorn, F tiene un elémento méaximo [”

tal que N @ M; = 0. Como N (| @M; = N # 0 entonces I” & I. Sea I' =

iel” i€l
I\I" # ¢. Consideremos la proyeccion 7 : & M; — @ M;. Sea 7 |y la restriccién
iel il
sobre N, esto es, m |y: N — @ M;. Entonces Nu (7 |y) = (Num)(\N =
il

@ M;(\N = 0, por lo que 7 |y es un monomorfismo. Sea k € [I’, entonces
i€l

NN {Mk@ ( @ Mz)} # 0 por la maximidad de I”; luego 7 (N) N My # 0.

ier”
Se sigue que 7 (N) N M; # 0 para todo ¢ € I'. Por una demostraciéon andloga a

la realizada en el caso anterior se tiene que m (N) es un submddulo esencial de

@ M;. Asi se concluye que 7 |y: N — @ M; es un monomorfismo esencial. B
iel’ iel’

Proposicion 2.6 Sea M = @& M;, donde M; es un R-modulo uniforme y comprimaible

i€l

para todo 1 € 1. Entonces cualquier submodulo N distinto de cero de M es un R-modulo

esencialmente comprimible.

Demostracién

Por el lema anterior, existen I’ C I y un monomorfismo esencial § : N — & M.

icl’

Como cada M; es comprimible entonces M; es esencialmente comprimible para todo

i € I'. Por la Proposicion 2.2, @& M; es esencialmente comprimible. Ya que 6 (N)

iel’
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es un submddulo esencial de & M;, por la Proposicion 2.4 a), 0 (N) es esencialmente
i€l
comprimible. Finalmente, como N es isomorfo a # (N), N es esencialmente comprimible.

Lema 2.2 Sean M un R-mddulo esencialmente comprimible, Z = Z (M) el submodulo
singular de M y S = Zoc(M) el zoclo de M. Entonces se cumplen las siguientes

ProposiCIONeEs:
a) Z es esencialmente comprimible.
b) S es esencialmente comprimible.

M
c) — € esencialmente comprimible.

M
d) 5 esencialmente comprimible.

Demostracién

a) Sabemos que f (Z) C Z para cualquier homomorfismo f : M — M, en particular
para los endomorfismos inyectivos. Por la Proposicion 2.4 a), Z es esencialmente

comprimible.

b) Sabemos que f(S) C S para cualquier homomorfismo f : M — M, en particular
para los endomorfismos inyectivos. Por la Proposicion 2.4 a), S es esencialmente

comprimible.

c) Sabemos que si 6 : M — M es un monomorfismo se cumple que 6 (Z) C Z.
Ademss, 7' (Z) ={m e M | 0(m) € Z} = {m € M | ang (0 (m)) es un ideal
esencial de R}. Como 6 es un monomorfismo se tiene que ang (m) = ang (6 (m)).
De aqui 671 (Z) = {m € M | ang (m) es un ideal esencial de R} = Z. Por lo tanto

M
0(Z)+0-1(Z) C Z. Por la Proposicion 2.4 b), — esencialmente comprimible.

d) Sea § : M — M un monomorfismo, entonces M = 60 (M). Luego S = 6(95)
y 071 (S) = S, lo que implica que 67! (S) es un submédulo semisimple de M.

Adem3s
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01 (S) =0~ (N{L|LAMY) =n{6~' (L) | L <M}

Por la Proposicién 1.6 h), 67 (L) es un submédulo esencial de M. Entonces

S C O (S)y como S es el submddulo semisimple mds grande de M se tiene que
M

S = 671(S). Por lo tanto 0 (S) + 6~ (S) C S. Por la Proposicién 2.4 b) = o

esencialmente comprimible. B

Proposicion 2.7 Supongamos que la capsula M -inyectiva M de M es esencialmente

comprimible. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

a) M es un mddulo semisimple 6 M tiene una cadena descendente infinita By D A; D
By D Ay D -+ tal que cada A; es un submddulo esencial de B; y cada B; es un

submddulo de M isomorfo a M.

b) Si M cumple la condicién de cadena descendente sobre sumandos directos, entonces

M es un modulo semisimple.

c) M=12Z (M) @ L para algin submaodulo esencialmente comprimible L.

Demostracién

a) Supongamos que M no es semisimple. Entonces M contiene un submdédulo esen-
cial propio N. Como M es un submédulo esencial de M se tiene que N es un
submodulo esencial propio de M y por lo tanto M 1o es semisimple. Ademas,
existe un monomorfismo 6 : M —s N. Sea B, =46 (M) C N C M. Entonces
By es isomorfo a M y por lo tanto B; es M-inyectivo y no es semisimple. Asi By

contiene un submodulo esencial propio A;.

Como B es isomorfo a M entonces es esencialmente comprimible y existe un
monomorfismo 0y : By — A;j. Sea By = 0, (By) C A;. Entonces By es isomorfo
a By, asi que By es M-inyectivo y no es semisimple. Por otro lado, se demostrara
que A; no es M-inyectivo. Supongamos que si lo es, entonces A; = Ay. Ademés,

A; es un submédulo esencial de By, lo que implica que A =B y por lo tanto
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A = fll = Bl = B;. Esto contradice el que A; sea un submédulo propio de Bj.
Luego A; no es M-inyectivo y asi By es un submodulo propio de A; isomorfo a
M. Continuando este procedimiento obtenemos una cadena descendente infinita

B1 D Ay D By D Ay D --- con las propiedades requeridas.

b) Si M cumple la condicién de cadena descendente sobre sumandos directos, entonces
por a), M debe ser semisimple pues en caso contrario existe la cadena descendente

infinita en la que cada B; es un sumando directo de M ya que B; es M-inyectivo.

c) Sean 7' = 7 (M) y K un seudocomplemento de Z’ en M. Entonces N = Z' & K es
un submédulo esencial de M. Por hipétesis, existe un monomorfismo 6 : M —s N.
Sea A =6 <M ), entonces A es un submédulo de N isomorfo a M, de donde A
es M-inyectivo. Por la Proposicion 1.23, N = A & B para algin submédulo B
de N. Ademés, Z (Z') = Z (Z (M)) y <M> — 7'y Z(K)=KnZ <M> -
KNZ =0.Asi Z(N)=Z(Z®oK)=Z(Z)Y®oZ(K)=2Z'®0= 2 por lo
que Z' =Z(N)=Z(A®B)=2(A)® Z(B) y por lo tanto N = 2/ @ K =
Z(A)@ Z(B)® K. Sea C = Z(B)® K. Entonces A C N = Z(A) & C, de
donde A = Z (A) & (C'N A). Como A es isomorfo a M se tiene que Z (A) =7
Entonces M = Z' & L para algin submodulo L de M. Por otro lado, % =
Z'eL L

Z7 T LnZ
por lo tanto L también lo es. l

~

M
>~ L. Por el Lema 2.2 c), 7 es esencialmente comprimible y

El siguiente teorema muestra que el estudio de médulos esencialmente comprimibles se

reduce al estudio de tales modulos cuando éstos son singulares o nosingulares.

Teorema 2.1 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-moddulo M.
a) M es esencialmente comprimible.

b) M = My®M,, donde M, es un mddulo semisimple y My es un mddulo esencialmente

comprimible con zoclo cero.
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c) M es subisomorfo a My & Ms, donde My es un mddulo nosingular esencialmente

comprimible y My es un modulo singular esencialmente comprimaible.

Demostracion

b) = a) Si M; es semisimple, entonces M; es esencialmente comprimible. Por la
Proposicion 2.2, M, @ M, es esencialmente comprimible y por lo tanto M también

lo es.

c¢) = a) La Proposicion 2.2 implica que M; @ M, es esencialmente comprimible. Por

la. Proposicion 2.1 b), M es esencialmente comprimible.

a) = b) Sean M un mdédulo esencialmente comprimible, S = Zoc (M) y K un seu-
docomplemento de S en M. Entonces N = S @ K es un submédulo esencial de
M y por hipétesis, existe un monomorfismo 6 : M — N. Sea U = Zoc (6 (M)),
entonces U C Zoc(N) = S. Como S es semisimple entonces S = U & L para
algin submédulo L de S. Luego U CO(M)C N=SeK=U® L& K, por lo
que U es un sumando directo de 6 (M).
Como M es isomorfo a (M) se tiene que U = 6 (S) = S. Luego M = S & N’

M SN N’

i = =~ N’. Por el

S S NNS one

M
Lema 2.2 d), < es esencialmente comprimible y por lo tanto N’ es esencialmente

para algun submédulo N’ de M. Ademas,

comprimible.

a) = c¢) Sean Z = Z (M) el submédulo singular de M y L un seudocomplemen-
to de Z en M. Entonces Z & L es un submoddulo esencial de M. Como M es
esencialmente comprimible, la Proposicion 2.4 a) implica que Z @ L es esencial-
mente comprimible. Ademds, existe un monomorfismo 6 : M — Z @ L. Como
la inclusion ¢ : Z & L — M también es un monomorfismo se tiene que M es

subisomorfo a Z & L. M4s atin, por el Lema 2.2 a) y c), se tiene que tanto Z como
ZelL , L
Z  ZNL

= L son esencialmente comprimibles. B
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El siguiente teorema da informacion sobre modulos nosingulares esencialmente compri-

mibles.

Teorema 2.2 Para cualquier anillo R, cada R-modulo nosingular, esencialmente com-

primible es isomorfo a un submodulo de un R-mddulo libre.

Demostracién

Sean M # 0 un médulo nosingular y esencialmente comprimible y F = {{m;R};c; |
m; € M paracada j € Jy {m;R},c; es independiente }. Claramente, F es un conjunto
no vacio que esta parcialmente ordenado con la inclusion.

Como la familia F es de carédcter finito por el Lema de Tukey, tiene un elemento maximo
{m;R};cr. Entonces ZmZR es directa y es esencial en M. De no ser asi, 1621 m; R tiene
un SeudocomplementZgIN en M, el cual contiene un submodulo ciclico distinto de cero
de M. Esto contradice la maximidad de {m;R};c;.

Sean i € [ y A; = ang(m;). Entonces A; es un ideal derecho de R que no es esencial
pues M es nosingular. Sea B; un seudocomplemento de A; en R, entonces A; ® B; es un
ideal derecho esencial de R. Sea r € R tal que 0 # m;r. Por la Proposicidn 1.6 f), existe
un ideal derecho esencial E' de R tal que rE C A; @& B;. Como M es nosingular, el iinico
elemento m € M tal que mA = 0 para algin ideal derecho esencial A de R es m = 0.
Esto implica que 0 # m;rE C m; (A; ® B;) = m;B;. Asi m;B; es un submédulo esencial
de m; R, por lo que @ImiBi es un submodulo esencial de 4@ImiR y por lo tanto de M.
Como M es esencialzélente comprimible hay un monomorfliémo 0: M — 65] m; B;.
Consideremos ahora la funcién ¢; : B; — m;B; definida como ¢; (b) = Tr;eb para todo
b € B;. Claramente ; es un isomorfismo. Sea ¢ = 'EB[%‘ : @IBZ- — @ImiBi la funcién
dada por ¢ ({b; }icr) = {@i (b;) }ier- Entonces ¢ es ulne isomzoerﬁsmo N I;Eor lo tanto

—1
el iel

es un monomorfismo. W

Definicién 2.5 Sea M # 0 un R-modulo. Se dice que M tiene suficientes unifor-

mes si cada submodulo distinto de cero de M contiene un submddulo uniforme.
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Teorema 2.3 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-mdédulo M # 0.

a) M es nosingular, esencialmente comprimible y tiene suficientes uniformes.

b) M es subisomorfo a & A;, donde para cada i € I, A; es un ideal derecho de R,
i€l

nosingular, uniforme y tal que no contiene ningun ideal derecho nilpotente distinto

de cero.

c) M es nosingular y se sumerge en una suma directa de R-mddulos uniformes y com-

primaibles.

Demostracién

a) = b) Sea F = {{U,}jes | U; es un submodulo ciclico y uniforme de M y {U;};cs

es independiente}. Como M tiene suficientes uniformes, M tiene un submddulo
uniforme U. Sea 0 # = € U. Entonces xR es un submoddulo ciclico uniforme de
My 0 # {zR} € F. Por lo tanto F es distinto del vacio. Con la relacién de
orden 7 C 7 F es un conjunto parcialmente ordenado. Sean C C F una cadena

y K = |JC = {U,};es. Entonces K es una cota superior de C. Se demostrara

cec
que K esta en F. Seay € U;() >. U,. Entonces y = z; para algin z; € U; y
JEJ j#i
y= >, z;, donde z; € U; y para casi todo j € J, salvo una cantidad finita,
JEJ j#i
z; = 0. Como C es una cadena, existe ' = {U,};er en C que contiene a x; y

a los x;’s y como C’ es independiente, se tiene que y = 0. Luego K = {U,};es
es independiente, lo que implica que K € F. Por el Lema de Zorn, F tiene un

elemento maximo {U; }ie;.

Notemos que @ U; es un submddulo esencial de M, pues en caso contrario podemos
iel
tomar un seudocomplemento N de @ U; en M, el cual contiene un submoddulo
iel
ciclico uniforme. Esto contradice la maximidad de {U, }ier.

Sea U = U; para algin ¢ € [ y sea 0 # x € U tal que xR = U. Por hipotesis, M
es nosingular, luego U es nosingular. Esto implica que C' = ang () no es un ideal

derecho esencial de R, por lo que existe un ideal derecho A distinto de cero de R
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tal que AN C = 0. Consideremos la funcién f : A — xA dada por f(r) = ar
para todo r € A, que es claramente un isomorfismo. Como A = x A, A es un ideal
derecho de R, nosingular y uniforme. Sea B un ideal derecho de R tal que B? = 0
y B C A. Notemos que M B? = 0, de donde B? C ang (M). Por la Proposicién 2.4
d), ang (M) es semiprimo, entonces B C ang (M). Asi MB = 0, lo cual implica
que B = 0y por lo tanto B C ANC = 0. Concluimos que A no contiene ideales

derechos, nilpotentes, distintos de cero de R.

Consecuentemente, para todo i € I existe un ideal derecho A; de R, uniforme,
nosingular y tal que no contiene ideales derechos, nilpotentes, distintos de cero de
R. Mas aun, A; es isomorfo a x;A; para algin 0 # z; € U;. De aqui se concluye

que @ A;, es isomorfo a @ x;A; que es un submoddulo esencial de ®U;. Ya que

iel iel iel
@ U; es un submddulo esencial de M y M es esencialmente comprimible se sigue
el
que existe un monomorfismo 6 : M — & A,.
iel

b) = ¢) Sea I un conjunto de indices distinto del vacio y para cada i € I sea A;
un ideal derecho de R, nosingular y uniforme tal que no contiene ningun ideal
derecho, nilpotente, distinto de cero de R. Supongamos que M es subisomorfo
a @IAi. Entonces existe un monomorfismo 6 : M — '@IAZ'. Luego 6 (M) es un
Suzkfmédulo de @IAZ- isomorfo a M. Como cada A; es nosirelgular, se tiene que @IAZ-
es nosingular. Zffor lo tanto 6 (M) y M son nosingulares. N
Se demostrara que A; es un R-mddulo comprimible para cada i € I. Sea A = A;
para algin ¢ € [ y sea B # 0 un submédulo de A. Por hipétesis, 0 # BB C BA,
por lo que existe b € B tal que bA # 0. Consideremos la funcién 6, : A — B

definida por ), (a) = ba para todo a € A. Entonces 6}, es un homomorfismo distinto

= Im@b

de cero. Como A es nosingular, B es nosingular y por lo tanto
u bt

es también nosingular. Supongamos que Nu 6, es un submodulo de A distinto de

cero. Entonces Nu @, es un submddulo esencial de A pues A es uniforme. Luego

es singular, lo que implica que es singular y nosingular. Por lo tanto

Nu Hb Nu ‘9b
Nu 6, =0y asi 0, es un monomorfismo, lo que prueba que A es comprimible.
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c) = a) Por hipdtesis, M es nosingular y por la Proposicion 2.6, M es isomorfo a
un modulo esencialmente comprimible; luego M es esencialmente comprimible.
Ahora se demostrarda que M tiene suficientes uniformes. Sea 0 # = € M, entonces
xR es un submoddulo distinto de cero de M. Sabemos que existe un monomorfismo
0: M — @IUi, donde U; es un R-mddulo uniforme y comprimible para todo
iel Noten;eos que 0 (zR) es un submddulo distinto de cero de una suma directa
finita de mddulos uniformes. Por [5, 5.7 y 5.1], 6 (zR) contiene un submdédulo

uniforme. Como lo mismo le ocurre a xR, hemos probado que M tiene suficientes

uniformes.

Definicién 2.6 Se dice que un R-mddulo M distinto de cero es criticamente com-

primzible si es comprimible y no se puede sumergir en ningin modulo cociente propio.

Proposicion 2.8 Los modulos comprimibles, uniformes y nosingulares son criticamen-

te comprimibles.

Demostracion
Sean M un moédulo comprimible, uniforme y nosingular y N un submédulo distinto de

M
cero de M. Entonces NV es un submodulo esencial de M y asi N es singular. Supongamos
M
que hay un monomorfismo g : M — N Entonces Img = M, por lo que Img es

M
nosingular. Ademas Im g < N implica que I'm g es singular. Por lo tanto Im g = 0,
esto es, g es el homomorfismo cero, con lo que concluimos que M es criticamente

comprimible. B



Capitulo 3

Modulos esencialmente

comprimibles sobre ciertos anillos

En este capitulo estudiaremos los médulos esencialmente comprimibles sobre anillos
hereditarios derechos y anillos totalmente acotados, neterianos derechos. Ademés ca-
racterizaremos los modulos esencialmente comprimibles, nosingulares sobre anillos se-

miprimos y goldianos derechos.

Definicién 3.1 Un anillo R es semiartiniano derecho si 1 tiene un zoclo distinto

de cero para cada ideal derecho propio A de R.

Proposicion 3.1 Sobre un anillo semiartiniano derecho cada moddulo esencialmente

comprimible es semisimple.

Demostracién

Sean R un anillo semiartiniano derecho y M un R-mdédulo esencialmente comprimible.
Por el Teorema 2.1, existe un isomorfismo ¢ : M — M; & M,, donde M; es un modulo
semisimple y Mj es un médulo esencialmente comprimible tal que Zoc (M) = 0. Sea
0 # x € M, entonces existen y € My y z € My tinicos tales que ¢ () =y + 2. Asi zR
es un submddulo de Ms, lo que implica que Zoc (zR) = Zoc (M) () 2R = 0. Por otro

lado, zR = ———, asi que Zoc(
ang (2)

= 0. Como R es semiartiniano derecho,
ang (2)

41
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ang (z) = R; luego z = 0 y por lo tanto ¢ () = y. Asi M = M,;, de donde M es

semisimple. H

Definicién 3.2 El anillo R es hereditario derecho si cada ideal derecho de R es

proyectivo.

Se sabe que un anillo R es hereditario derecho si y sélo si cada cociente de un R-
modulo inyectivo es inyectivo si y sélo si cada submoédulo de un R-mdédulo proyectivo

es proyectivo [2, Teorema 5.4].

Proposicion 3.2 Los anillos hereditarios derechos son anillos nosingulares derechos.

Demostraciéon
Sean R un anillo hereditario derecho y r € Z (Rg). Entonces rR = o) Por hipote-
ang (r
sis, 7R es proyectivo. Entonces ") también lo es y por lo tanto existe un homo-
ang \r
morfismo ¢ tal que el siguiente diagrama con rengléon exacto conmuta.
R
ang (1)
VA
R
R X — 0
ang (1)

Asi R = ang (1) @ Im ¢, lo que implica que ang (r) N Im ¢ = 0. Ahora, como ang (1) es
un ideal esencial de R entonces Im ¢ = 0. Esto implica que R = angy (r), de donde se

deduce que r = 0. Por lo tanto Z (Rg) = 0 y R es nosingular derecho. Bl

Proposicion 3.3 Sobre un anillo hereditario derecho R, un R-mddulo M es esencial-
mente comprimible si y solo st M = M@ Ms, donde My es un submddulo esencialmente

comprimible, singular y Ms es un submodulo esencialmente comprimible, proyectivo.

Demostraciéon
Supongamos que M = M; & M, y que M; es esencialmente comprimible para i = 1,2.

Por la Proposicion 2.2, M = M, @& Ms es esencialmente comprimible.
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Supongamos ahora que M es esencialmente comprimible y denotemos por Z = Z (M)
el submédulo singular de M. Por hipétesis, R es hereditario derecho y por la Proposi-

M
cion 3.2, R es nosingular derecho. Entonces, por la Proposicion 1.17 - es nosingular.
Ademas, el Lema 2.2 implica que - es esencialmente comprimible. Asi, por el Teorema

M
2.2, — se sumerge en un modulo libre. Como R es hereditario derecho y cada R-mddulo

Z

libre es proyectivo, se tiene que - es proyectivo. Entonces existe un homomorfismo ¢

tal que el siguiente diagrama con renglén exacto conmuta.

4

M 2 — 0

N| =2 NI E

Luego M = Z@®im ¢. Ya que @ es un monomorfismo, im ¢ es isomorfo a - Asiim p es
proyectivo y esencialmente comprimible. Ademas, por el Lema 2.2, Z es esencialmente

comprimible y claramente es singular. B

Proposicion 3.4 Sea R un anillo con dimension uniforme derecha finita. Entonces se

cumplen los siguientes enunciados.

a) Un R-mddulo nosingular M es esencialmente comprimible si y sdlo si M se sumerge

en una suma directa de R-mddulos uniformes, comprimibles.

b) Cada submddulo de un R-mddulo esencialmente comprimible, nosingular es esen-

cialmente comprimible.

c) Si M es un R-mdédulo esencialmente comprimible, nosingular entonces W es
ang

un anillo semiprimo, goldiano derecho.

Demostracién

a) Supongamos que M es un R-moédulo nosingular y esencialmente comprimible. De-
mostraremos que M se sumerge en una suma directa de R-modulos comprimibles

y uniformes. Por el Teorema 2.3 , basta probar que M tiene suficientes uniformes.
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R
Sean 0 #m € M y A = ang (m), entonces mR = 1 Como M es nosingular, mR

también lo es. Por lo tanto % es nosingular. Probaremos que A es esencialmente
cerrado en R. Supongamos que B es un ideal derecho de R en el que A es esencial.
Entonces g es singular y como también es nosingular, g = 0. Porlo tanto B = A
y A es esencialmente cerrado. Por la Proposicion 1.13, la dimensién uniforme
derecha de % es finita y por lo tanto la de mR también lo es. Asi mR tiene un

submodulo uniforme y consecuentemente M tiene suficientes uniformes.

La afirmacién reciproca se sigue del Teorema 2.3, ¢) implica a).

b) Sean M un mdédulo esencialmente comprimible, nosingular y N un submédulo de
M distinto de cero. Entonces N es nosingular. Por a), existen un conjunto de
indices I distinto del vacio y médulos comprimibles, uniformes {U;};c; tales que
existe un monomorfismo ¢ : M —» @[Ui. Consideremos la inclusion ¢ : N — M,
entonces se tiene el monomorfismo ZpGL N — 4691Ui. Por a), N es esencialmente
comprimible. N

c) Sea A = any (M) y supongamos que B es un ideal derecho de R en el cual A es
esencial. Entonces g es singular, por lo que si tomamos z + A € g se tiene que
existe un ideal esencial derecho F de R tal que vFE C A. Entonces MaxE C MA =
0, lo que implica que Mx C Z (M) = 0. Asi x € A y por lo tanto B = A, esto es,

A es esencialmente cerrado en R. Por la Proposicion 1.14 y [1, Corolario 2.12],

. R ) R )
dimu (ZR) =dimu (ZR) es finita.

A

R
Ahora mostraremos que ~ esun anillo nosingular derecho. Sea z+A € Z qn )
A

Entonces, por la Proposicion 1.6 f), existe un ideal esencial derecho E de R tal

que zFE C A. Luego MazE C MA =0, de donde Mx C Z (M) = 0. Por lo tanto

R

A

R
Por la Proposicion 2.4 d), A es un ideal semiprimo de R, asi que 1 es un anillo

semiprimo. Finalmente, por el Teorema 1.1, 1 es un anillo semiprimo, goldiano
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derecho. B

Teorema 3.1 Sea R un anillo semiprimo, goldiano derecho. Entonces un R-modulo M
es nosingular y esencialmente comprimible si y solo si M se sumerge en un R-modulo

libre.

Demostracion

La condicién necesaria se cumple por el Teorema 2.2.

Supongamos que M se puede sumergir en un R-mdédulo libre F. Por hipdtesis, R es un
anillo goldiano derecho, asi que cumple la condiciéon de cadena ascendente en anuladores
derechos. Ademas R es semiprimo, asi que por el Lema 1.2, R es un anillo nosingular
derecho. Entonces el producto directo de copias de R es no singular. Como R C R4
para cualquier conjunto A, se sigue que cualquier suma directa de copias de R es
nosingular. En particular, F' es nosingular y por lo tanto M también lo es.

Ya que R es un anillo goldiano derecho, R tiene dimension uniforme derecha finita,

e decir, existen m € N e ideales derechos uniformes U; (1 <i < m) de R tales que

@ U; es un ideal esencial de R. Por la Proposicion 1.18, se cumple que @ U; contiene
=1 i=1

un elemento regular ¢ de R. Ademas, R ~ cR C @ U;. Asi F, y por lo tanto M, se
i=1
sumergen en una suma directa @ A; de ideales derechos uniformes A; con i € I de R.
iel
Por el Teorema 2.3, M es esencialmente comprimible. H

Corolario 3.1 Se cumplen las siguientes proposiciones:

a) Sobre un anillo semiprimo y goldiano derecho cada mddulo proyectivo es esencial-

mente comprimible.

b) Sobre un anillo semiprimo y goldiano derecho e izquierdo cada mddulo nosingular,

finitamente generado es esencialmente comprimible.
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Demostracién

a) Sea R un anillo semiprimo, goldiano derecho y P un R-mdédulo proyectivo. Entonces
P es isomorfo a un sumando directo de un médulo libre F. Asi existe un mono-

morfismo de P en F'. Por el teorema anterior, P es esencialmente comprimible.

b) Sea M un R-médulo nosingular, finitamente generado. Por [6, Proposiciénes 6.9 y
6.19], M se sumerge en un R-médulo libre, finitamente generado. Finalmente, por

el teorema anterior, M es esencialmente comprimible. B

Definicién 3.3 Definimos la dimension de Krull de un mddulo M sobre un anillo

R por induccion transfinita y la denotamos por dim K (M).
1. La dimension de Krull de M es —1 para M = 0.

2. Consideremos un ordinal o > 0 y supongamos que hemos definido cudles modu-
los tienen dimension de Krull igual a B para ordinales 5 < «. Diremos que

dim K (M) = « si:

a) no hemos definido dim K (M) = B para algin B < a y

b) para cada cadena descendente numerable My > My > My > ... de submddu-
los de M, tenemos que dim K (

: ) < « para todos, salvo una cantidad
i+l
finita de indices 1.

En caso de que dim K (M) = a no valga para ningin ordinal o, diremos que dim K (M)

no estd definida o que M no tiene dimension de Krull.

Lema 3.1 Sea M un R-mddulo. Entonces dim K (M) =0 si y sdlo si M es artiniano,

distinto de cero.

Demostracién

Si M es un R-mdédulo, entonces dimK (M) = 0 si y s6lo si M # 0 y para cada cadena

descendente My > M; > ... de submodulos de M, tenemos que = 0 para todos,

i+1
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salvo una cantidad finita de indices 7, esto es, M satisface la condicién de cadena des-
cendente sobre sus submédulos. Entonces dim K (M) = 0 si y sélosi M # 0y M es

artiniano.l

En [6, Lema 13.1] se prueba que si M es un médulo con dimensién de Krull y N es un

M
submédulo de M, entonces dim K (N) y dim K (W) existen. Ademas,

dim K (M) = maz {dz’mK (N), dim K (%) } | (3.1)

Lema 3.2 Si M es un maodulo neteriano, entonces tiene dimension de Krull.

Demostraciéon

Supongamos que la dimensién de Krull de M no esta definida. Por induccién neteriana
[6, Pdgina 26], podemos suponer que todos los cocientes propios de M tienen dimensién
de Krull. Sea o = sup{dim K (%) | 0 # N < M}. Enseguida demostraremos que
dim K (M) < a+ 1, con lo cual obtendremos una contradiccion.

M;
Sea My > M; > ... una cadena de submddulos de M. Probaremos que dim K ( > <
i+1

M; .
« para casi todo i. Si algun M,, = 0, entonces dim K ( ) = —1paratodoi>ny
i+1

M.
asi la condicién se cumple para este caso. Si todo M; # 0, entonces dim K <M : ) <
i+1

M
dz’mK(

i1
dimK(M)<a+1. 1

> < « para todo i. De la definicion de dimensién de Krull se sigue que

Definicién 3.4 Sea o un ordinal, o > 0. Un mddulo M se llama o- critico si
M
dimK (M) = a y dim K <N) < «a para todo submddulo N # 0 de M. Un médu-

lo M se llama critico si éste es a-critico para algiun ordinal o.

Notemos que los médulos O-criticos son los médulos simples, mientras que un moédulo
M con dimensién de Krull es 1-critico si y sélo si M no es artiniano, pero todos sus

modulos cocientes propios son artinianos.

Lema 3.3 Si M es un modulo critico, entonces M es uniforme.
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Demostracion

Supongamos que M es a-critico para algin ordinal a@ > 0. Probaremos primero que
todo submédulo N # 0 de M es a-critico. Sea 0 # N < M. Como dim K <%> < a,
por la ecuacion 3.1, dim K (N) = a. Ademas, si L es un submédulo distinto de cero de
N, entonces dim K (%) < dmK (%) < a. Luego N es a-critico.

Probaremos ahora que M es uniforme. Supongamos lo contrario. Entonces existen V;
y Ny submoddulos distintos de cero de M tales que Ny N Ny = 0. Asi Ny & Ny es un

submédulo no nulo de M. Por el parrafo anterior, Ny, No v N1 & Ny son a-criticos.

N1 ® N,
Luego dim K (N;) = dim K (Ns) = dim K (N1 & N3) = a. Por otro lado, % ~
1
B\ N @ N
Ny 02N2 = Ny, por lo que dim K (N2) = dim K (%) < «. La contradiccion

anterior muestra que M es uniforme. W

Lema 3.4 Si M # 0 es un mddulo con dimension de Krull, entonces M tiene un

submodulo critico, distinto de cero.

Demostracién

Escojamos un submédulo Ny de M con dimensién de Krull minima (esto se puede hacer
porque los ordinales satisfacen la condicién de cadena descendente). Sea dim K (Ny) =
a. Si Ny no es a-critico, entonces Ny contiene un submodulo distinto de cero N; tal que
dim K <%) = «a. Notemos que dim K (N7) < dim K (Ny) y como « es la dimensién
de Krull més pequena para cualquier submédulo distinto de cero de M, se tiene que
dim K (N1) = «. Asi podemos construir una cadena de submdédulos de M distintos
de cero Ny > Ny > ... > Ny tales que dim K (N;) = dim K <N]i;1> = « para
t=1,..., k. Supongamos que Nj no es critico. Entonces hay un subméglulo distinto de

N
cero Npi1 < Ny tal que dim K (Nyy1) = dim K ( b ) = a. Como dim K (Ny) = a,

k+1
este proceso no puede continuar indefinidamente. Por lo tanto existe un submédulo Ny,

de M que es critico. B

Lema 3.5 Un mddulo comprimible M con dimension de Krull es critico.
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Demostracion

Sea M un moédulo comprimible con dimension de Krull. Como M # 0, por el Lema 3.4,
M tiene un submodulo critico y distinto de cero N. Entonces N es a-critico para algin
ordinal @ > 0. Ya que M es comprimible, existe un monomorfismo 6 : M — N. Asi

M =60 (M) C N y por lo tanto M es a-critico. B

Los lemas anteriores y el siguiente (que no tiene que ver con los médulos criticos) nos

seran de utilidad en la demostracion del iltimo resultado de este capitulo.

Lema 3.6 Sea U un ideal derecho uniforme de un anillo primo, goldiano derecho R.

Entonces U es comprimible.

Demostracion
Sea V' # 0 un ideal derecho de U. Por [8, 3.3.3], V' contiene una copia isomorfa de U, es
decir, existe un ideal derecho U’ de R tal que U = U’ C V. Llamemos ¢ al isomorfismo

de U en U'. Entonces U - U’ — V, donde ¢ : U’ — V es la inclusién, es un

monomorfismo. Por lo tanto U es comprimible. B

R
En particular, 2 es comprimible para cualquier ideal primo P de un anillo conmutativo

y neteriano R.

Definicién 3.5 Un anillo primo R se llama acotado derecho si cada ideal derecho

esencial de R contiene un ideal bilateral distinto de cero.

R
Definicién 3.6 Un anillo R es totalmente acotado derecho si 2 es acotado dere-

cho para cada ideal primo P de R.
Notemos que cada anillo conmutativo es totalmente acotado.

Teorema 3.2 Sea R un anillo totalmente acotado y neteriano derecho. Entonces un
R-mddulo no nulo M es esencialmente comprimible si y solo st M se sumerge en una

suma directa de R-modulos comprimibles y criticos.
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Demostracién

Primero supongamos que M es un R-moédulo no nulo tal que existe un monomorfismo de
M en @IMi, donde M; es un moédulo comprimible y critico para todo ¢ € I. Por el Lema
3.3, cafla M; es comprimible y uniforme y por la Proposicion 2.6, M es esencialmente
comprimible.

Ahora supongamos que M es esencialmente comprimible. Consideremos 0 # = € M.
El submodulo ciclico xR es finitamente generado, luego es neteriano y tiene dimensién
de Krull por el Lema 3.2. El Lema 3.4 implica que xR tiene un submoédulo critico

U distinto de cero. Consecuentemente, cada submédulo no nulo de M contiene un

submoddulo critico no nulo.

Sea F = {{U,}jes | U; es un submodulo critico de M y {U;};c; es independiente}. Por
el parrafo anterior, M tiene un submodulo critico no nulo U. Claramente {U} € F,
lo que implica que F es distinto del vacio. Con la relacién de orden ” C 7, F es un
conjunto parcialmente ordenado. Como la familia F es de caracter finito, por el Lema

de Tukey, existe un conjunto méaximo {U; };c; con U; critico para todo i € I.

Notemos que @ U; es un submédulo esencial de M, pues en caso contrario existiria un
icl
submodulo N de M tal que @ U; & N es esencial en M; pero N contiene un submodulo
iel
critico, lo que contradice la maximidad de {U;};e;.

Sean i € [ y U = U;. Definamos P = {r € R | Vr = 0 para algin submédulo distinto
de cero V' de U}. Del hecho de que U es uniforme se sigue que P es un ideal de R. Por

otro lado, como R es neteriano derecho, P es un ideal derecho finitamente generado.

Sea {1, ...,x,} un conjunto de generadores. Entonces existen submédulos distintos de

cero Vy,...,V, de U tales que V;z; = 0 para todo ¢+ = 1,...,n. Como U es uniforme
n

entonces U’ = ﬂ V; es un submédulo distinto de cero de U. Ahora probaremos que

=1

n
P = ang (U'). Sea r € P, entonces existen ry,...,r, € R tales que r = me Asi
i=1

Ur=0U (Z xiri> Cy " (Ux)r; =0; luego r € any (U'). Ahora sea s € ang (U'),
i=1

entonces U's = 0. Por la definicién de P se tiene que s € P, mostrando asi que
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P =any (U'").
Enseguida demostraremos que P es un ideal primo de R. Sean I y J ideales derechos

de R tales que IJ C P.

» Supongamos que I ¢ P. Entonces 0 # U'I C U’ C U. Luego U'I es un submédulo
distinto de cero de U tal que (U'I) J C U'P = 0. Por la definicién de P se tiene
que J C P.

» Supongamos que J ¢ Py que U'IJ = 0. Entonces U'I = 0, de lo contrario U'I es
un submodulo distinto de cero de U tal que U'IJ = 0, lo que implica que J C P.
Por lo tanto U'I =0y asi I C anyg (U') = P.

De aqui concluimos que P es un ideal primo de R, asi que % es un anillo primo. Por
hipétesis, % es un anillo acotado derecho. Ya que R es neteriano derecho, % también
lo es y por lo tanto % es un anillo goldiano derecho. Como ang (U') = P entonces
U’ tiene estructura de %—m(’)dulo y cumple que ann (U') = 0, luego U’ es fiel como
%—médulo. Por [6, 8.3], U’ es un %—médulo nosingular. Ademas, U’ # 0 implica que
Z(U") # U, por lo que U’ no es singular. Por [6, 6.17], U’ tiene un g—submédulo
uniforme Y isomorfo a un ideal derecho distinto de cero L de % Asi L es uniforme. Por

el Lema 3.6, L es comprimible. Por otro lado, como % es neteriano derecho, L también
lo es y por el Lema 3.2, L tiene dimensién de Krull. Finalmente, por el Lema 3.5, L
es critico. Esto implica que Y es un %—submédulo comprimible y critico de U’. Por [1,
Corolario 2.12 y 4.3], Y es un R-médulo comprimible y critico.

Asi para todo i € I, U; contiene un submédulo comprimible, critico y distinto de cero

Y;. Como @ U; es uniforme y @Y, es un submédulo distinto de cero de & U;, entonces
iel iel iel

@Y; es un submodulo esencial de @ U;, que a su vez es un submodulo esencial de M.
iel iel

Por lo tanto @Y; es un submoddulo esencial de M y como M es esencialmente compri-

iel
mible existe un monomorfismo 6 : M — @Y;. B
iel

El teorema anterior aplica para anillos neterianos, conmutativos.
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Teorema 3.3 Sea R un anillo conmutativo y neteriano. Entonces un R-maodulo M es
esencialmente comprimible si y solo si M se sumerge en una suma directa de R-modulos

de la forma %, donde P es un ideal primo de R.

Demostracion

Primero supongamos que M se sumerge en una suma directa de R-moédulos de la forma
%, donde P es un ideal primo de R. Por hipotesis, R es conmutativo y neteriano, asi
que 2 es comprimible. Ademas como 2 es neteriano, tiene dimensién de Krull. Por el
Lema 3.5, B €S critico. Asi M se sumerge en una suma directa de R-mdédulos criticos
comprimibles. Por el teorema anterior, M es esencialmente comprimible.

Ahora supongamos que M es esencialmente comprimible. Por hipétesis, R es conmu-
tativo y neteriano, luego R es un anillo neteriano, totalmente acotado. Como en la
demostracion del teorema anterior, existe un monomorfismo 6 : M — @IY;, donde

1€
Y; es un submédulo critico comprimible de M que es isomorfo al ideal derecho L; del

- R -
dominio entero —. Asi se tiene el siguiente monomorfismo
i

L R
M-S ev2oL -5 e,
icl iel icl P;

R . .,
donde ¢t : & L; — P — es la inclusion. B
icl iel P



Capitulo 4

Clases esencialmente comprimibles

En este capitulo estudiaremos la propiedad de ser esencialmente comprimible en las
clases de R-mdédulos ciclicos, co-ciclicos e inyectivos. Ademads, caracterizaremos los ani-
llos R para los cuales la clase Mod-R de todos los R-moédulos derechos es esencialmente

comprimible.

Definicién 4.1 Una clase C de modulos se llama esencialmente comprimable si

todos sus miembros son esencialmente comprimibles.

Definicién 4.2 Un R-mddulo M distinto de cero se llama co-semisimple ¢ V-
mddulo si cada mddulo simple en o [M] es M-inyectivo. Un anillo R es un V-anillo

derecho si el modulo derecho Rr es co-semisimple.

Definicion 4.3 Un anillo R en el cual cada elemento a € R puede ser escrito en la

forma axa, para algin x € R, se llama regular de von Neumann.

Se sabe que un anillo conmutativo R es un V-anillo derecho si y sélo si R es un anillo

regular de von Neumann [7, Corolario 3.73] y [11, Propiedades 23.5].

Definicién 4.4 Un R-mddulo se llama co-ciclico si éste contiene un submddulo sim-

ple esencial.

23
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Proposicion 4.1 Sea R cualquier anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

para un R-modulo M.
a) M es co-semisimple.
b) En o [M] cada R-mddulo co-ciclico es esencialmente comprimible.

c) En o [M] cada R-mddulo ciclico y co-ciclico es esencialmente comprimible.

Demostracion

a) = b) Sean M un R-mddulo co-semisimple y N € ¢ [M] un R-médulo co-ciclico.
Entonces N tiene un submddulo simple esencial S que pertenece a o [M]. Por
hipétesis, S es M-inyectivo, lo que implica que S es N-inyectivo. Asi el siguiente

diagrama con renglén exacto conmuta.

0o — S - N
(NG
S

Por lo tanto N = S & Nuf. Como SN Nuf = 0 implica que Nuf = 0 entonces

N es simple. Luego N es esencialmente comprimible.

b) = ¢) Por hipétesis, todo R-mdédulo co-ciclico en o [M] es esencialmente compri-
mible. En particular, los R-mddulos co-ciclicos y ciclicos son esencialmente com-

primibles.

c) = a) Sea S un R-médulo simple en o [M]. Demostraremos que S es M-inyectivo.
Consideremos la cdpsula M-inyectiva S de S. Sea 0 #x € S entonces 0 # R
es un moédulo ciclico. Probaremos que xR es un moédulo co-ciclico. Ya que S es
un submédulo esencial de S, entonces existe r € R tal que 0 # xr € S. Asi
0#xzre SNaxR C S. Como S es simple, SNxzR = S y por lo tanto S C zR.
Ademas, S = S N xR es un submodulo esencial de SNzR = xR, probando

asi que xR es un modulo ciclico y co-ciclico. Por hipdtesis, xR es esencialmente



95

comprimible, luego existe un monomorfismo 6 : R — S. Como 6 (zR) es un
submddulo no nulo de S y S es simple, 6 (xR) = S. Ademads, xR es isomorfo a
0 (zR), por lo que xR es simple. Luego S = zR y entonces x € S. Por lo tanto
S=5.1

Definicién 4.5 Una serie de composicion para un modulo M es una cadena de

submddulos

O=My< My <---<M,=M

tal que cada uno de los cocientes es un modulo simple. Se dice que la longitud de

i—1

la serie es n, mientras que los cocientes se llaman factores de composicion

i1
de M. Un mdodulo de longitud finita es cualquier modulo que tiene una serie de
CcOmMPOSICION.
Proposicion 4.2 Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo R.
a) R es un V-anillo derecho.

b) Cada R-mddulo co-ciclico es esencialmente comprimible.

c) Cada R-mddulo ciclico y co-ciclico es esencialmente comprimible.

Ademds, si R es un anillo hereditario y neteriano, a)-c) son equivalentes a

d) Cada R-mddulo finitamente generado y distinto de cero es esencialmente compri-

mauble.

Demostraciéon
a) <= b) <= c¢) Se siguen de la proposicién anterior tomando M = R.

d) = ¢) Sea M un R-médulo ciclico y co-ciclico. Entonces M es finitamente generado

y por d), M es esencialmente comprimible.

Ahora sea R un anillo hereditario y neteriano.
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a) = d) Supongamos que M # 0 es finitamente generado. Sean Z = Z (M) y 0 #

R
x € Z. Entonces ang (x) es un ideal esencial de R. Por [8; 5.4.5], ana (2) tiene
ang (x

R
ang ()

= zR:

longitud finita. Consideremos la siguiente serie de composicién de

0= < < < -
ang (x) ~ ang () ang (x) ~ ang(z)  ang(x)

I

zR.

J1
ang () ang (x)
Asiexiste r € Rtal que 0 # xr € S C xR C Z. Ya que S es un submédulo simple

Como es simple, x R contiene un submodulo simple S isomorfo a
de Z se tiene que 0 # or € S C @{L | L es un submdédulo simple de Z} = Zoc (Z).
Por lo tanto Zoc (Z) es un submédulo esencial de Z. Ahora, por hipétesis, R es un
V-anillo, luego por [5, 2.13], cada submddulo simple de Z es inyectivo y como la
suma directa de inyectivos es inyectivo se concluye que Zoc (Z) es inyectivo. Asi
Z = Zoc(Z) @ T para algin submoédulo T de Z. Pero Zoc (Z) es un submédulo
esencial de Z, lo cual implica que T = 0. Luego Z = Zoc(Z) y por lo tanto
M = Z @ L para algiin submoédulo L de M. Ademés, L = L . L+2 = %

LNnZ  Z Z"
Ya que R es hereditario, por la Proposicion 3.2, R es nosingular y entonces por la

Proposicion 1.17, % es nosingular. Luego L es nosingular y finitamente generado.
Ahora demostraremos que R es un anillo semiprimo. Ya que R es un V-anillo,
por [5, 2.13], cada ideal derecho de R es idempotente. Por induccién matemética
probaremos que R no contiene ideales derechos nilpotentes. Sea J un ideal derecho

de R tal que J" = 0.
= Sin =1, entonces J = 0.
» Sin =2, entonces 0 = J% = J.
» Supongamos que para k > 3, si J¥ = 0, entonces J = 0. Si 0 = JF! =

J2JF1 = JJk=1 = J* por hipétesis de induccién, J = 0.

Por lo tanto el tnico ideal derecho nilpotente de R es cero. Por la Proposicion 1.5,

R es semiprimo. Mas ain, por la Proposicion 1.21, R es un anillo goldiano. Asi



o7

por el Corolario 3.1 b), L es esencialmente comprimible. Ademds, Z = Zoc (Z) es
un submoédulo semisimple, luego es esencialmente comprimible. Por la Proposicion

2.2, M es esencialmente comprimible. l

Definicién 4.6 Un R-mddulo M se llama localmente neteriano si cada submddulo

finitamente generado de M es neteriano.

Proposicién 4.3 Sea M un R-mddulo. Si cada R-mddulo ciclico X € o [M] es esen-

cialmente comprimible entonces M es localmente neteriano y co-semisimple.

Demostracién

Por hipétesis, cada R-mdédulo ciclico en o [M] es esencialmente comprimible. Entonces
por la Proposicion 4.1, M es co-semisimple.

Sean N cualquier médulo semisimple en o [M], N la cépsula M -inyectiva de N y 0 #
z € N. Entonces zR es un médulo ciclico en o [M] y por hipétesis, R es esencialmente
comprimible. Sea S = Zoc (zR) = Zoc (N) NzR. Como N es esencial en N, entonces
N = Zoc(N) = Zoc (]V) y asi S = NNxR. Ademds, S = N NxR es un submédulo
esencial de xR; luego existe un monomorfismo 6 : tR — S. Como xR # 0 entonces
0+# 60 (zR) C S, lo que implica que 0 (zR) es un médulo semisimple. Ademés, R es
isomorfo a # (xR), por lo que xR también es semisimple y consecuentemente xR =
Zoc(xR) = N NzR. Entonces x € N y por lo tanto N = N. Concluimos que cada
modulo semisimple en o [M] es M-inyectivo.

Sean I un conjunto numerable de indices y {5, }ic; una familia de médulos simples tales
que S; € o [M] para todo i € I. Si Sl es la capsula M-inyectiva de S; entonces S'Z =5,
ya que M es co-semisimple. Asi @ISA’Z' = @ISZ- es un moédulo semisimple. Por el parrafo
anterior, '@Igi es M- inyectivo. che)r lo talrfto cada suma directa numerable de capsulas
M —inyectiz\efas de médulos simples en ¢ [M] es un médulo M-inyectivo. Por [5, 2.5], M

es localmente neteriano.l

Corolario 4.1 Un anillo conmutativo R es semiprimo y artiniano si y solo si cada

R-maddulo ciclico es esencialmente comprimible.
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Demostracion
Primero supongamos que R es semiprimo y artiniano. Por la Proposicion 1.12, R es

semisimple. Sabemos que para cualquier ideal I de R se cumple que T es semisimple.

entonces xR es semisimple.

Sea xR un R-mdédulo ciclico. Como xR es isomorfo a
ang ()

Asi zR es esencialmente comprimible.

Ahora supongamos que cada R-mdédulo ciclico es esencialmente comprimible. Entonces

por la Proposicion 4.3, R es un V-anillo localmente neteriano. Por [7, Corolario 3.73],

R es regular de von Neumann y localmente neteriano y por [11, 37.5], R es semisimple.

Luego, por la Proposicion 1.12, R es semiprimo artiniano. ll

Lema 4.1 Sean U un R-mddulo uniforme y U su cdpsula M -inyectiva. Entonces U es

uniforme.

Demostraciéon

Sean K y L submoddulos distintos de cero de U. Demostraremos que KNL # 0. Como U
es un submédulo esencial de U entonces U N K y U N L son submoédulos de U distintos
de cero. Ya que U es uniforme, (UNK)N(UNL) # 0. Pero UNK)N(UNL) =
Un(KNL). Luego K N L # 0, lo que implica que U es uniforme. M

Proposicion 4.4 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-mddulo M.
a) M es semisimple.

b) La clase o [M] es esencialmente comprimible.

c) En o [M] cada mddulo inyectivo es esencialmente comprimible.

d) Para todo K € o [M], la cdpsula M -inyectiva K puede sumergirse en K.

e) Para todo My, M, € o [M], si M, es isomorfo a M,y entonces M es subisomorfo a

M.

f) En o [M] cada R-mddulo ciclico y cada R-mddulo uniforme es esencialmente com-

primable.
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Demostracién

a) = b) Sea N € o[M], entonces N es M-generado. Asi existen un conjunto de
indices I y un epimorfismo ¢ : M) — N. Luego N = ¢ (M(])). Por hipdtesis,
M es semisimple, lo que implica que M) también lo es. Entonces N es semisimple

y por lo tanto N es esencialmente comprimible.

b) = c¢) Por hipétesis, cada médulo en o [M] es esencialmente comprimible. En par-

ticular, cada modulo inyectivo es esencialmente comprimible.

c) = d) Sea K € o[M]. Si K es su cdpsula M-inyectiva, entonces por hipétesis, K
es esencialmente comprimible. Como K es un submédulo esencial de K entonces

existe un monomorfismo 6 : K — K.

d) = e) Sean M, My € o [M] tales que M, y M, son isomorfos. Sea @ M, — M,
el isomorfismo. Consideremos la inclusién ¢ : M; —s M. Por hipétesis, hay
un monomorfismo 6 : M2 — My. Asi Opr : My — Ms es un monomorfismo.

Similarmente se construye un monomorfismo ¢ : My — M.

e) = f) Sea U € o [M] un R-médulo uniforme. Demostraremos que U es esencial-
mente comprimible. Sea K un submoddulo esencial de U, entonces U es isomorfo a
K. Por hipdtesis, K es subisomorfo a U. Asi existe un monomorfismo 6 : U — K.

Por lo tanto U es esencialmente comprimible.

Procedemos de manera andloga si R es un R-mddulo ciclico en o [M].

f) = a) Por la Proposicion 4.3, M es localmente neteriano. Supongamos ahora que U
es un R-médulo uniforme en o [M]. Probaremos que U es M-inyectivo. Por el lema
anterior, U también es uniforme y por hipotesis, U es esencialmente comprimible.
Como U es un submdédulo esencial de U , entonces existe un monomorfismo 6 :
U — U. Luego 0 # 6 (U) es isomorfo a U. Esto implica que 6 (U) es un
submédulo M- inyectivo de U, por lo que U = ¢ (U ) @ A para algiun submédulo
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AdeU. Pero 0 <U) NA = 0 implica que A = 0 ya que U es uniforme. Por lo tanto

U=20 (ﬁ ) Concluimos que en o [M] cada médulo uniforme es M-inyectivo.

Ahora demostraremos que U es un modulo simple. Sea K # 0 un submoddulo
de U. Entonces K es un submoddulo esencial de U y como por hipétesis U es
esencialmente comprimible, existe un monomorfismo ¢ : U — K. Luego 0 #
¢ (U) es isomorfo a U, lo que implica que ¢ (U) es un submédulo M- inyectivo
de K. Entonces K = ¢ (U) & B para algin submédulo B de K. Como ¢ (U) es
esencial en K pues K es uniforme, se tiene que B = 0. Por lo tanto K = ¢ (U).
Asi K es un submoddulo M-inyectivo de U, de donde U = K & C para algin
submodulo C' de U. Pero K N C' = 0 implica que C' = 0 ya que U es uniforme.
Por lo tanto U = K. Concluimos que en o [M] cada médulo uniforme es simple y

M-inyectivo.

Ya que M es localmente neteriano, por [5, Corolario 5.4], cada médulo distinto de
cero en o [M] contiene un submdédulo esencial que es suma directa de submdédulos
uniformes. En particular, para M existe una familia de submddulos uniformes
{Ui}ier tales que @;erU; es un submédulo esencial de M. Sabemos que U; es M-
inyectivo para todo i € I, luego por [5, 2.5], iGgBIUZ- también es M-inyectivo. Asi
M = iGQIUi@A para algin submédulo A de M. Como iGGBIUi es un submoédulo

esencial de M se tiene que A = 0. Por lo tanto M = & U, que es semisimple. Bl
iel

Corolario 4.2 Para un anillo R los siguientes enunciados son equivalentes.

a) R es semiprimo y artiniano.

b) Cada R-mddulo es esencialmente comprimible.

c) Cada R-mddulo inyectivo es esencialmente comprimible.

d) Cada R-mddulo ciclico y cada R-mddulo uniforme es esencialmente comprimible
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Demostraciéon
Se sigue de la equivalencia entre (a), (b), (¢) y (f) de la proposicién anterior tomando
M = R ya que, por la Proposicion 1.12, el que R sea semisimple es equivalente a que

R sea artiniano y semiprimo. H
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Capitulo 5

Anillos esencialmente comprimibles

En este capitulo estudiaremos la clase de anillos esencialmente comprimibles derechos

cuya definiciéon daremos a continuacion.

Definicién 5.1 Sea R un anillo. Decimos que R es un antllo esencialmente com-

primible derecho si R como R-mddulo derecho es esencialmente comprimaible.

Claramente, cualquier dominio es un anillo esencialmente comprimible derecho.
Recordemos que un elemento ¢ € R se llama regular derecho si ang (¢) = 0 y regular
izquierdo si an; (¢) = 0. Un elemento ¢ € R se llama regular si es regular derecho e

izquierdo.

Lema 5.1 Un anillo R es esencialmente comprimible derecho si y solo si cada ideal

derecho esencial contiene un elemento reqular derecho de R.

Demostracion

Supongamos que R es esencialmente comprimible derecho y sea I un ideal derecho
esencial de R. Entonces existe un monomorfismo f : R — I. Notemos que f (1) € I.
Ademas, f(1)s =0siy solosi f(s) =0siysélosisée Nufsiysélosis=0.Porlo
tanto ang (f (1)) = 0. Asi f (1) es un elemento regular derecho de R.

Ahora supongamos que cada ideal derecho esencial de R contiene un elemento regular

derecho. Sea I un ideal esencial derecho de R y x € I un elemento regular derecho

63
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[a¥)

de R. Como ang(z) = 0, entonces R = xzR. Llamemos ¢ al isomorfismo anterior y
consideremos la inclusién ¢ : ©tR — I. Entonces tp : R — [ es un monomorfismo y

por lo tanto R es esencialmente comprimible. Il

Proposicion 5.1 Cualquier anillo semiprimo y goldiano derecho es esencialmente com-

primible derecho.

Demostracion
Sean R un anillo goldiano derecho y semiprimo e I un ideal derecho esencial de R. Por
la Proposicion 1.18, existe un elemento regular derecho z en I. Por el Lema 5.1, R es

esencialmente comprimible derecho. B
Lema 5.2 Sean R un anillo semiprimo y U un ideal de R. Entonces ang (U) = an; (U)

Demostracién

Sabemos que ang (U) y an; (U) son ideales de R. Notemos que [Uan; (U)]* = [Uan; (U)]
[Uan; (U)] = Ulan; (U)Ul]an; (U) = 0. Por la Proposicién 1.4, Uan; (U) = 0. Esto
implica que an; (U) C ang (U). Similarmente, ang (U) C an; (U). Por lo tanto ang (U) =
an; (U). &

Corolario 5.1 Sea R un anillo semiprimo que satisface las condiciones de cadena as-
cendente y descendente en anuladores derechos. Entonces cada R-mddulo derecho (iz-

quierdo) libre es esencialmente comprimible.

Demostraciéon

Sea I un ideal derecho (izquierdo) esencial de R. Por el Lema 5.2 y [4, Teorema 1.19],
para cada x € R se cumple que x + I contiene un elemento regular de R. En particular,
si x € I, entonces I = x + I contiene un elemento regular de R. Por el Lema 5.1, R es
esencialmente comprimible derecho (izquierdo). Por la Proposicion 2.2, cada R-médulo

derecho (izquierdo) libre es esencialmente comprimible. H

Corolario 5.2 Sea R un anillo semiprimo y goldiano izquierdo. Entonces cada R-

modulo derecho libre es esencialmente comprimaible.
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Demostracién

Se sigue del Lema 1.3 y el Corolario 5.1. B

Proposicién 5.2 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones.
a) Cada ideal de R es un R-mddulo derecho esencialmente comprimible.
b) Cada submddulo esencial de un R-mddulo libre es esencialmente comprimible.

R
c) Si A es un ideal propio de R tal que A* # A, entonces 2 M0 €s un R-madulo

esencialmente comprimible.
Demostracion

a) Sea [ un ideal de R. Demostraremos que I es invariante bajo endomorfismos inyec-
tivos de R. Sean f: R — R un monomorfismo y y € f (I), entonces existe x € [
tal que y = f(z). Asiy = f(x) = f(1)x € I ya que I es un ideal de R. Por
lo tanto f(I) C I. Por la Proposicion 2.4 a), I es un R-mddulo esencialmente

comprimible.

b) Sea F' un R-mddulo libre, entonces F' es una suma directa de copias del anillo. Por
la Proposicion 2.2, F' es esencialmente comprimible. Sea I un submddulo esencial

de F. Por la Proposicion 2.4 a), I es un R-médulo esencialmente comprimible.

c) Sea A un ideal propio de R tal que A? # A. Supongamos que % es un R-moédulo

R
esencialmente comprimible. Por la Proposicion 2.4 d), ang (F) es un ideal
R _
semiprimo de R. Notemos que A? C ang (F) ={reR| (x+ A*r =0 para

R R R
todo x + A% € ﬁ} Luego A C ang (ﬁ) Seana € Ay 1+ A? € e Entonces
a+A*=(1+ A?)a =0, de donde a € A%. Como A? C A, entonces A = A?, lo que
R
contradice la hipétesis A # A2. Por lo tanto Sz hoesun R-médulo esencialmente
comprimible. H
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Proposicién 5.3 Cada anillo esencialmente comprimible derecho es un anillo semi-

primo y nosingular derecho.

Demostraciéon

Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Por la Proposicion 2.4 d), ang (R) =
0 es un ideal semiprimo de R. Entonces R es un anillo semiprimo. Por el Teorema 2.1,
existe un monomorfismo ¢ : R — Z @ A, donde Z es un R-médulo singular y A es un
R-médulo nosingular. Sea 6 (1) = ¢, entonces existen x € Z y a € A tnicos tales que
¢ =z + a. Notemos que cr = 0 si y s6lo si 0 (1)r = 0 siy sélosi@(r) =0siy sdlo
si 7 = 0. Por lo tanto ang (¢) = 0. Ademads, ang (¢) = ang () N ang (a). Como x € Z
entonces ang (x) es un ideal derecho esencial de R, lo que implica que ang (a) = 0. Asi
R = aR C A. Sabemos que A es un R-médulo no singular, luego su submédulo aR

también es nosingular. Por lo tanto R es nosingular derecho. B

Proposicion 5.4 Cada anillo esencialmente comprimible derecho no contiene sumas

directas infinitas de ideales distintos de cero.

Demostracién

Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Demostraremos que cada ideal
distinto de cero de R es un ideal derecho totalmente invariante. Sean I un ideal de R
distinto de cero y f : R — R un homomorfismo. Tomemos un elemento y € f (1),
entonces existe z € [ tal quey = f (z) = f (1) x € I. Por lo tanto f (I) C I. Luego cada
ideal distinto de cero de R es un ideal derecho totalmente invariante. Ya que R como
R-médulo derecho es finitamente generado, por la Proposicion 2.4 f), R no contiene

ninguna suma directa infinita de ideales distintos de cero. l

Corolario 5.3 Un anillo conmutativo R es esencialmete comprimible si y sélo si R es

un anillo goldiano y semiprimo.

Demostracion
Primero supongamos que R es un anillo semiprimo y goldiano. Por la Proposicion 5.1,

R es esencialmente comprimible.
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Ahora supongamos que R es esencialmente comprimible. Por la Proposicion 5.3, R es
semiprimo y nosingular y por la Proposicion 5.4, R no contiene ninguna suma directa
infinita de ideales distintos de cero. Luego la dimensién uniforme de R es finita. Por el

Teorema 1.1, R es semiprimo y goldiano. W
Definicién 5.2 Sea R un anillo. Un elemento e € R es idempotente si e? = e.
Observemos que un anillo tiene al menos dos elementos idempotentes, el 0 y el 1.

Definicién 5.3 Sea R un anillo. Un elemento ¢ € R es central si cx = xc para todo

re R.

Notemos que si R es un anillo esencialmente comprimible derecho, entonces por la
Proposicion 5.3, R es un anillo semiprimo. Recordemos que en anillos semiprimos el
zoclo derecho coincide con el zoclo izquierdo, por eso simplemente nos referiremos a él

como el zoclo.

Teorema 5.1 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces Zoc (R) =
eR para algun idempotente central e € R. Consecuentemente, R es suma directa de un
anillo semiprimo y artiniano y un anillo esencialmente comprimible derecho con zoclo

derecho cero.

Demostraciéon

Sean R un anillo esencialmente comprimible derecho y S = Zoc (R). Por el Teorema 2.1
b), S es un sumando directo de R. Por [1, Proposicién 7.1], S = eR para algun elemento
idempotente e € Ry R=eR @ (1 —e) R. Como e € S y S es un ideal entonces Re C
S = eR, lo que implica que (1 —e) Re C (1 —e)eR = 0. Asi re = ere para todo r € R.
Ademés, [eR(1—e)R]> = [eR(1 —e)R][eR(1 —e)R] = eR[(1—e)Re] R(1 —e) R =
0. Probaremos que eR (1 —¢e) R = 0. Supongamos que eR (1 —e) R # 0, entonces
eR(1—e)R # [eR(1 —e) R]>. Por la Proposicion 5.2 c), R R =~ R no

eR(1—e)R> O
es esencialmente comprimible, lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto eR (1 — e) R =

0. Luego eR (1 —e) Can; (R) = 0. Asi eR (1 — e) = 0, lo que implica que er = ere = re
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para todo r € R. Concluimos que e es un elemento central. Como eR es un anillo
semisimple, por la Proposicion 1.12, eR es un anillo artiniano y semiprimo.

R
Ahora, por el Lema 2.2 d), 3 es esenciamente comprimible como R-moédulo dere-

R
cho y por lo tanto es esencialmente comprimible como —-moddulo derecho. Luego
R  Re+R(l1-e)

R
— es un anillo esencialmente comprimible derecho. Ademas, 5= i

Re
R(1— 1—
o ﬂ(R(le—) 3 - R( 5 ¢) >~ R(1—e). Por lo tanto R (1 —e) es un anillo esencial-

mente comprimible derecho. B

Lema 5.3 Sean I un ideal de un anillo semiprimo R y .S el conjunto de ideales primos

minimos de R que no contienen I. Entonces an (1) =N{P | P € S}.

Demostraciéon

Sea B=nN{P | P € S}. Notemos que I N B estd contenido en la interseccién de todos
los ideales primos minimos de R, que es el radical primo de R. Como R es semiprimo
entonces I N B = 0. Ademas, IB C [ e IB C B porque I y B son ideales de R. Asi
IBCINB=0,loqueimplica que B C an (I).

Por otro lado, Ian (I) = 0 C P para cualquier P € S. Como P es primo entonces I C P
6 an (I) C P. Sabemos que I ¢ P porque P € S, luego an (I) C P para todo P € S.
Esto implica que an (I) € B. Por lo tanto an (/) = B. &

Definicién 5.4 Sean R un anillo e I un ideal de R. Definimos al conjunto
/ . R
C'(I) = 4qc € R|c+ 1 esun elemento regular derecho del anillo T

El siguiente resultado muestra que el estudio de anillos esencialmente comprimibles

derechos se reduce al estudio de tales anillos cuando éstos son primos.

Teorema 5.2 Un anillo R es esencialmente comprimible derecho si y solo si existen
un entero positivo n e ideales primos P; de R con 1 < 1 < n tales que ﬂR- =0yel
i=1

R
anillo — es esencialmente comprimible derecho, para todo i € {1,...,n}.
i
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Demostracién

Supongamos que R es esencialmente comprimible derecho. Entonces, por la Proposicion

5.3, R es semiprimo. La Proposicion 5.4 implica que la dimensién uniforme de rRg es

finita. Por [7, Teorema 11.43], el niimero de ideales primos minimos de R es finito. Sean
j

j=1 i
Asi cada P; (1 < i <n) es un ideal primo minimo y un anulador. Por [7, 11.41], P, =

Py, ..., P, los ideales primos minimos de R. Por el lema anterior P; = an ( ﬂ P-) .

an (U;), donde U; es un ideal uniforme de R para i = 1,...,n. Como R es semiprimo

entonces el radical primo de R es cero, esto es, m P, =0.

i=1

Sean i € {1,...,n}, P = P; y U = U,;. Consideremos un ideal derecho E de R tal que
R

Iz sea un ideal derecho esencial de B Entonces E es un ideal derecho esencial de R.

Por la proposicion 5.1, E contiene un elemento regular derecho ¢ € R. Demostraremos

R
que ¢+ P es un elemento regular derecho de 2 Notemos que ang(c+ P)={r+ P €

% | (¢+ P)(r+ P)= P}. Ahora cr + P = P siysblosi cr € PsiysolosicrlU =0
siy s6lo si rU € ang(c) = 0siy sélosirU =0 siy sélosir € an; (U). Como R es
semiprimo, an; (U) = ang (U) = P. Luego ¢r + P = P si y sélosi r + P = P. Por lo
tanto ¢+ P es un elemento regular derecho de g Por el Lema 5.1, % es esencialmente

comprimible.

n
Reciprocamente, supongamos que m P; = 0 para algtin entero positivo n y para ideales
R i=1
primos P; tales que 2 es un anillo esencialmente comprimible para 1 < ¢ < n. Sin
i

pérdida de generalidad, podemos suponer que F; SZ P paral < i # j < n. Sea F

o)

=2

+ P

es un ideal

un ideal derecho esencial de R. Queremos demostrar que

derecho esencial de ﬁ Sea A un ideal derecho de R tal que—nN
Py Py Py

iy

1=2

n
Entonces ANF ﬂﬂ P, C P,. Consecuentemente F'N
i=2

C ﬂ P, =0, de donde
i=1
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AN ﬂ P, =0 C P, yaque F es esencial en R. Pero P; es un ideal primo, lo que implica
=2

que AC P 6 ﬂH C P;. Supongamos que ﬂ P, C P,. Como P; es primo, entonces
=2 1=2

P; C P, para algin 2 < j < n, lo que contradice el hecho de que P; € P, para
| Fr()B| + A
1 <i#j<n. Porlotanto A C P,y Fl = (. Concluimos que i:;l es
un ideal derecho esencial de 51 Por el lema 5.1, existe un elemento regular derecho
Fn ﬁ P+ P n
d+ P € iz;l .AsidleC’(Pl)ﬂFﬂQR-.

De manera similar, para 2 < i < n existe d; € C'(P;) N F N ﬂ P;. Entonces
=1 i#j
d=d +---+d, € F. Probaremos que d es un elemento regular derecho de R. Sea

se€ Rtal que 0 =ds =d;s+---+d,s. Entonces dys = —dys — - - - — d,,s. Notemos que
para 2 <1 < n se tiene que d;s € F'N m P; C Py. Por lo tanto —dys—---—d,s € P,
j=1j#i

lo que implica que dys € P;. Entonces P, = dys+ P, = (dy + Py) (s + P;). Como dy + Py

es regular derecho, se tiene que s + P, = Py, esto es, s € P;. De manera similar, s € P,

para 2 < i < n. Concluimos que s € ﬂPi = 0. Por lo tanto ang (d) = 0, lo que
i=1

demuestra que d € F' es un elemento regular derecho de R. Por el Lema 5.1, R es

esencialmente comprimible derecho. H
Teorema 5.3 Para un anillo R los siguientes enunciados son equivalentes.
a) R es un anillo primo y goldiano derecho.

b) R es un anillo primo y esencialmente comprimible derecho con al menos un ideal

derecho uniforme.
Demostracion

a) = b) Supongamos que R es un anillo primo y goldiano derecho. Entonces,R es un

anillo semiprimo y goldiano derecho. Luego por la Proposicion 5.1, R es esencial-
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mente comprimible derecho. Ademas, por ser R goldiano derecho, tiene dimensién

uniforme derecha finita; luego contiene al menos un ideal derecho uniforme

b) = a) Ahora supongamos que R es un anillo primo y esencialmente comprimible
derecho con al menos un ideal derecho uniforme. Como R es esencialmente com-
primible, por la Proposicion 5.3, R es un anillo semiprimo y nosingular derecho.
Probaremos primero que Rp es un médulo primo(ver definicién 2.4). Sea U # 0
un ideal derecho de R y sea I = ang (U). Entonces Ul = 0 y como R es un
anillo primo, I = 0. Entonces por la Proposicion 2.5, R tiene dimensién uniforme

derecha finita. Asi R es un anillo semiprimo y goldiano derecho. B
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Capitulo 6

Anillos extensiones de anillos

esencialmente comprimibles

En este capitulo estudiaremos algunos anillos que son extensiones de anillos esencial-

mente comprimibles.

Proposicién 6.1 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces el ani-

llo de polinomios R [x] también es un anillo esencialmente comprimible derecho.

Demostraciéon

Sea A un ideal derecho esencial de R [z]. Definimos [ (A) = {{(f) | f € A} donde [ (f)
es el coeficiente principal de f. Demostraremos que [ (A) es un ideal derecho esencial
de R.

Primero veamos que [ (A) es un ideal derecho de R. Convenimos en que [ (0) = 0.
Sean [ (f),l(g) € L(A) y r € R. Supongamos que f (z) = a,z" +---+agy g(x) =
bx™ + - -+ 4 by, donde a,,, b,, # 0.

s Si n = m entonces

l(f_g) s1 an%bm

0 si a, =b,

L) —1(g) =

En cualquier caso [ (f) —1(g) € [ (A).

73
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= Sin > m, sea h(x) = z"™. Entonces l(gh) = [(g9) y hg € A, por lo que
L(f)—1(g) € [(A) como en el caso anterior. Procedemos de manera andloga si

m > n. Por lo tanto [ (f) — [ (g) € [ (A).

w [(f)r=1(fr)€l(A).

Sea 0 # a € R C R[z]. Como A es un ideal derecho esencial de R [z], existe h € R [z] tal
que 0 # ah € A. Si h(z) = ¢,a™+- - -+ co, entonces debe haber un ¢, con 0 < k < n tal
que ac # 0. Luego 0 # [ (ah) € aR. Asi 0 # [ (ah) € [ (A)NaR, lo que prueba que [ (A)
es un ideal derecho esencial de R. Por el Lema 5.1, [ (A) contiene un elemento regular
derecho de R, [ (f) con f € A. Probaremos que f es un elemento regular derecho en
R[z]. Sea h € R[x] tal que fh = 0. Entonces [ (f)[(h) = 0, de donde I (h) = 0 ya que
[ (f) es regular derecho. Por lo tanto h = 0, lo que prueba que f € A es un elemento
regular derecho de R [z]. Por el Lema 5.1, se tiene que R [z] es un anillo esencialmente

comprimible derecho. l

Proposicién 6.2 Sea R un anillo conmutativo tal que R [x] es esencialmente compri-

mable. Entonces R es esencialmente comprimible.

Demostracion

Por hipétesis, R [z] es un anillo conmutativo y esencialmente comprimible. Luego, por
el Corolario 5.3, R[z] es un anillo semiprimo y goldiano y por [7, Corolario 11.19], R
también lo es. Aplicando el Corolario 5.3 nuevamente, se tiene que R es esencialmente

comprimible. H

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [3, Proposicién 5.1].

Proposicion 6.3 Supongamos que R es un dlgebra sobre un campo no numerable K
con dimg R < |K|. Entonces f (x) € R[z] es reqular derecho si y sélo si existe A € K

tal que f (\) es un elemento reqular derecho de R.
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Proposicion 6.4 Supongamos que R es un dlgebra sobre un campo no numerable K
con dimg R < |K|. St R|x] es un anillo esencialmente comprimible derecho entonces R

también lo es.

Demostracién

Sea I un ideal derecho esencial de R. Demostraremos que I [z] es un ideal derecho
esencial de R[z]. Sea 0 # Zal = f(x R[z]. Como I™ es un R-submddulo
derecho esencial de R" para n > 1, dado 0 # (ag,...,an) € R™! existe r € R
tal que 0 # (ag,...,ay,)r € I™™. Asi ar € T y a;r # 0 para algin 1 < 7 < m.
Entonces 0 # f (z)r € I[z]. Por lo tanto I [x] es un ideal derecho esencial de R |[x].
Por el Lema 5.1, existe un elemento regular derecho f (x Z a;x' € I[x] y por la
Proposicion 6.3, existe A € K tal que f (\) es un elemento regular derecho de R. Como
f\) = zm: a; N € I, el Lema 5.1 implica que R es un anillo esencialmente comprimible

i=0
derecho. B

Definicién 6.1 Un R-mddulo P se llama cast proyectivo si es P-proyectivo, es decir,
st para cada epimorfismo p : P — N y cada homomorfismo ¢ : P — N existe

v € Endg (P) tal que el siguiente diagrama conmuta.

P
’Y\/\L‘P
P 2 N

Lema 6.1 Sea M un R-mddulo distinto de cero tal que Homp (M, N) # 0 para todo
submddulo distinto de cero N de M y sea S = Endg (M).

a) SiJ es un ideal derecho esencial de S, entonces JM es un submddulo esencial de

M.

b) Si M es casi proyectivo y N es un submddulo esencial de M, entonces Hompg (M, N)

es un ideal derecho esencial de S.
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Demostracién

a) Supongamos que J M no es un submddulo esencial de M. Entonces existe un submédu-
lo distinto de cero N de M tal que JM N N = 0. Por hipétesis, existe 0 #£ f €
Hompg (M, N) para el cual ocurre que JM N f (M) C JM NN =0.

Ahora supongamos que J N fS # 0. Entonces existe g € S tal que 0 # fg € J.
Luego, para algin 0 # m € M se tiene que fg(m) # 0. Entonces fg-m =
fg(m) = f(g(m)) € f(M) yaquegeS=Endg(M). Como ademés fg-m €
JM, se tiene que 0 # fg-m € JM N f (M), lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto J N f.S = 0, lo que contradice la hipotesis de que J es un ideal derecho

esencial de S. Concluimos con esto que JM es un submdédulo esencial de M.

b) Sean N un submodulo esencial de M, 0# g€ S eI = Homg (M, N). Como g (M)
es un submodulo distinto de cero de M y N es un submédulo esencial de M,
entonces N N g (M) # 0. Luego, por la hipétesis, 0 # Homg (M, N Ng(M)) C
INnHomg(M,g(M)) € InN Homg(M,(gS)M). Como M es casi proyectivo
y ¢S es un ideal derecho finitamente generado de S, por [5, 3.4], se tiene que
Hompg (M, (gS) M) = gS. Por lo tanto I N ¢gS # 0, lo que implica que I es un

ideal derecho esencial de S. B

Proposicién 6.5 Supongamos que M es casi proyectivo y Hompg (M, N) # 0 para
todo submddulo distinto de cero N de M y sea S = Endgr (M). Entonces se cumplen

las siguientes afirmaciones.

a) Si M es finitamente generado y esencialmente comprimible entonces S es un anillo

esencialmente comprimible derecho.

b) Si S es un anillo esencialmente comprimible derecho entonces M es esencialmente

comprimible.
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Demostracién

a) Sea [ un ideal derecho esencial de S. Por el Lema 6.1 a), IM es un submddulo
esencial de M. Como M es esencialmente comprimible, existe un monomorfismo
f:M — IM y como M es finitamente generado, por [5, 3.4], Homg (M, IM) =
I. Ya que f € I es un monomorfismo, ang (f) = 0, esto es, f es un elemento
regular derecho de S. Por el Lema 5.1, S es un anillo esencialmente comprimible

derecho.

b) Sea N un submédulo esencial de M. Por el Lema 6.1 b), I = Hompg (M, N) es un
ideal derecho esencial de S. Como S es esencialmente comprimible, por el Lema
5.1, I contiene un elemento regular derecho f de S. Entonces 0 = any (f) =
Hompg (M, Nu f). Luego Nu f = 0, esto es, f es un monomorfismo y por lo tanto

M es esencialmente comprimible. ll

Corolario 6.1 Sean > 1. St R es un anillo esencialmente comprimible derecho, en-

tonces también lo es el anillo de matrices Mat,., (R).

Demostracién

Aplicando la Proposicion 6.5 a) para M = R};,. B

Teorema 6.1 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho que es subanillo de
un anillo S y tal que R es un submddulo esencial del R-mddulo derecho S. Entonces S

es un anillo esencialmente comprimible derecho.

Demostracién

Sea A un ideal derecho esencial del anillo S. Demostraremos que A N R es un ideal
derecho esencial de R. Sea B un ideal derecho de R tal que (AN R)NB = AN(RN B) =
ANB = 0. Ahora consideremos a € ANBS. Entonces a = bys;+- - -+ b, s, para algunos
neN b eBys € Sconl <i<n. Como Rgres un submddulo esencial de Sk,
existen ideales esenciales derechos E; de R tales que s;F; C R paral <i <n. Sea F =

Elﬂ’ : ﬂEn Entonces aF = (b131 + 4 bnSn) E g B pues bZSZE g bZSzEZ g bZR Q B.
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Ademas, aE C A, por lo que aE C AN B = 0; luego a € Z (Sg). Por hipétesis, R es
esencialmente comprimible y por la Proposicion 5.3, R es nosingular derecho. Luego,
por la Proposicion 1.17 ¢), S es un R-médulo nosingular derecho, mostrando asi que
a = 0. Entonces AN BS =0y como A es un ideal derecho esencial de S, se tiene que
BS = 0. Por lo tanto B = 0, lo que prueba que AN R es un ideal derecho esencial de
R. Como R es esencialmente comprimible, por el Lema 5.1, existe un elemento regular
derecho ¢ de R tal que ¢ € A. Entonces se tiene que 0 = ang(c) = {r € R | cr =
0}. Por otro lado, ang(c) = {s € S | ¢s = 0} es un R-submddulo de Sk tal que
RrNang(c) ={r € R|cr =0} = 0. Como Rg es un submdédulo esencial de Sk, se
tiene que ang (¢) = 0, mostrando asi que ¢ es un elemento regular de S. Por el Lema

5.1, S es un anillo esencialmente comprimible derecho. B

Definicién 6.2 Sean R un anillo y E un R-mddulo que contiene a Rgr como submaddulo
de Er. Una estructura de anillo sobre E es compatible con su estructura de R-

modulo si:
1. La suma en el anillo E es la misma que la suma en el R-modulo E.

2. Para cualesquier x € E yr € R, su producto en el anillo E es igual a su producto

en el R-mdodulo de E.

Corolario 6.2 Si R es un anillo nosingular derecho y esencialmente comprimible dere-
cho entonces la cdpsula inyectiva E (Rg) de R es un anillo esencialmente comprimible

derecho.

Demostracion
Como R es nosingular derecho, por [6, Proposicién 4.26], se tiene que F (Rg) tiene una
unica estructura de anillo compatible con su estructura de R-moédulo. Por el teorema

anterior, se tiene que F (Rg) es un anillo esencialmente comprimible derecho. B

Definicién 6.3 Un R-mddulo M se llama finito de Dedekind si la condicion M =
M & N en Mod-R implica que N = 0. Un anillo R es directamente finito si el R-
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modulo Ry es finito de Dedekind. Equivalentemente, si para cualesquier x,y € R tales

que xy = 1, se tiene que yx =1 [7, pdgina 5].
Lema 6.2 Sea R un anillo neteriano. Entonces R es directamente finito.

Demostraciéon
Sean z,y € R tales que zy = 1. Definimos el endomorfismo ¢ : R — R por ¢ (r) = ry

para todo r € R. Notemos que si r € R entonces

r=rl=r(zy) = (re)y = ¢ (rz).

Por lo tanto ¢ es un epimorfismo.
Por otro lado, Nuy¢" = {r e R| 9" (r) =0} = {r € R| pp" ! (r) =0} para n € N.

Asi se tiene una cadena ascendente infinita
Nup C Nug?C ...

Por hipétesis, R es neteriano, lo que implica que existe m € N tal que Nup™ =
Nu S0m+1‘
Ya que ¢ es un epimorfismo, entonces ¢™ también lo es y como yr — 1 € R, existe

s € R tal que yr — 1 = ¢™ (s). Luego

"t (s) =™ (s) =z —1)=(yr -y =y(zy) —y=y—y=0.

Asi s € Nup™ = Nu ™, lo que implica que 0 = ¢™ (s) = yz — 1. Por lo tanto yzr = 1

y R es directamente finito. l

Definicién 6.4 Un anillo R es autoinyectivo si el R-mddulo Rg es inyectivo.

Teorema 6.2 Sea R un anillo. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
a) R es un anillo artiniano y semiprimo.

b) R es un anillo directamente finito tal que E (Rg) es un R-mddulo esencialmente

comprimible.
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Demostracién

a) = b) Sea R un anillo artiniano y semiprimo. Por la Proposicion 1.12, R es semi-
simple, lo que implica que R es un anillo esencialmente comprimible derecho. Por
la Proposicion 5.3, R es nosingular derecho y por el Corolario 6.2, E (Rg) es un

anillo esencialmente comprimible derecho.

Por otro lado, como R es artiniano, por [6, Teorema 3.15|, R es neteriano. Por el

lema anterior, R es directamente finito.

b) = a) Sea Q = E (Rg). Como Qr es esencialmente comprimible, por la Proposi-
cion 2.4 a), R es un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces, por la
Proposicion 5.3, R es un anillo semiprimo y nosingular derecho. Por [6, Proposi-
ci6én 4.26], Q adquiere una estructura de anillo que es compatible con su estructura
de R-médulo. De hecho, la funcién f — f (1) da un isomorfismo de Endg (Q)
sobre @ y asi Q = Qnas €l anillo de cocientes derecho maximo del anillo nosin-
gular derecho R [10, Capitulo XII Corolario 2.3]. Luego, por el Corolario 6.1, Q
es un anillo esencialmente comprimible derecho. Por otro lado, por la Proposicion
1.14 b), Qg es nosingular y por [7, Proposicién 13.1] @ es un anillo autoinyectivo

derecho.

Probaremos ahora que @) es un anillo directamente finito. Ya que Qg es esencial-
mente comprimible e inyectivo hay un monomorfismo escindible 6 : Qr — R
pues Qi es inyectivo. Asi () es isomorfo a un sumando directo de R, esto es,
@ = eR para algin idempotente e € R. Supongamos que () = X @Y para algu-
nos Q-moédulos X y Y con @ = X. Como R-médulos, Q = X &Y con Q = X
y por lo tanto eR 2 eR® Y, de donde R=eR® (1—e)R= R®Y. Como R
es directamente finito se tiene que Y = 0, probando asi que @) es directamente

finito.
Notemos que Qg es cohopfiano. En efecto, si ¢ : Q — @) es un monomorfismo,
este se escinde pues ()¢ es inyectivo. Luego @) = @) @ L para algiin ()-médulo L

y como @ es directamente finito, L = 0, esto es, ¢ es un isomorfismo.
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Ahora, ya que Q)¢ es cohopfiano y esencialmente comprimible, por la Proposicion
2.4 ¢), Qg es semisimple. Entonces, por [10, Capitulo XII Teorema 2.5], R tiene
dimensiéon uniforme derecha finita y por lo tanto es un anillo goldiano derecho.
Luego, por el Lema 1.3, R tiene condicién de cadena descendente en anuladores
derechos. Como cada sumando directo de R es de la forma eR = an, (1 — e) para
algin idempotente e € R, se tiene que R tiene condiciéon de cadena descendente
en sumandos directos. Asi, por la Proposicion 2.7 b), R es un anillo semisimple y

por lo tanto es semiprimo y artiniano. ll
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