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Introduccion

Parece algo muy natural en el hombre formar relaciones sobre los objetos que observa en su
entorno. Alguien camina por la calle, mira una sombra moverse por el suelo y, al voltear
hacia arriba ve un pajaro volando, de tal manera que dicha persona puede formar una relacion
entre el pajaro volando y la proyeccion de su sombra. Si los seres humanos hacemos
relaciones entre objetos, lo cual me parece verdadero, seria provechoso tener un lenguaje lo
bastante rico que nos permitiera hablar sobre dichas relaciones; de alguna forma nos gustaria
poder expresar oraciones como: /) Existe una relacion tal que todos los objetos mantienen
consigo mismos, 2) Todas las relaciones que se satisfacen entre a y b son satisfechas por
cualesquiera dos objetos, etc. Es un hecho innegable que estas oraciones las podemos
expresar en nuestro lenguaje natural, prueba de ello es que las pude escribir y comunicar a
alguien mas. En este sentido, ;/no seria igual de natural querer expresar en nuestros lenguajes
formales proposiciones que refieran a las relaciones que hay entre objetos? Supongamos que
estamos en un momento de la historia donde nadie ha realizado tal formalizacion. En este
escenario si alguien nos preguntara: ;por qué queremos formalizar un lenguaje que nos
permita expresar relaciones de relaciones? La respuesta seria inmediata: ;y por qué no? Si
en nuestro lenguaje natural podemos realizar tal proyecto, ;por qué no podemos hacerlo en

nuestros lenguajes formales?

Cuando tenemos un lenguaje formal cuyas variables ligadas a los cuantificadores (universal
"V" y particular "3") son individuos u objetos concretos de nuestro dominio de discurso,
decimos que nuestro lenguaje es de primer orden; por ejemplo, la formula Vx(Px — Qx) es
de primer orden. En cambio, cuando las variables ligadas a los cuantificadores "V" y "3"
pueden ser tanto individuos concretos como las relaciones y funciones que ellos mantienen
entre si, decimos que nuestro lenguaje es de segundo orden. Expresiones como 1) y 2) pueden
ser expresadas en un lenguaje de segundo orden (y no por formulas de primer orden), pues
los cuantificadores tienen como variables las relaciones; por ejemplo, 1) puede ser

formalizada como IPVx(Pxx).

Los lenguajes formales son empleados por matemdticos con el fin de clarificar las

demostraciones de sus teoremas, evitar paradojas o contradicciones, presentar los axiomas



de sus teorias, etc. Es en esta ultima donde se necesita con mayor apremio el empleo de los
lenguajes formales, puesto que los axiomas de nuestras teorias matematicas describen los
objetos de estudio de éstas mismas, y de alglin modo sefialan nuestros compromisos' a través
de los teoremas que podemos deducir de ellos; por ejemplo, la axiomatica de Peano describe
los nimeros naturales y nos compromete con ciertas propiedades o caracteristicas que deben
tener dichos niimeros. Asi ninguna persona sostendria que los niimeros naturales son densos?,
pues no es algo que se deduzca de los axiomas de Peano, ademads intuitivamente nadie piensa
que entre el 1 y el 2 existe un nimero natural; en este sentido la axiomatica de Peano no nos
compromete con que los nimeros naturales sean densos. Si lo que buscamos es axiomatizar
nuestras teorias a través de lenguajes formales, entonces ;debemos formalizar dichos
axiomas en un lenguaje de primer orden o en el lenguaje de la l6gica de segundo orden? La
resolucion de este problema es el objetivo central de este trabajo. Me referiré a ella como “el

problema de la eleccion de un lenguaje formal”.

La discusion principal en este trabajo versa pues, en general, sobre el problema de emplear
un lenguaje de segundo orden (S.0.) para formalizar los axiomas de una teoria matematica.
Como dichos axiomas, en algin sentido, son los que describen los objetos de la teoria a través
de los teoremas que se pueden deducir de éstos, se requiere una teoria filosofica que nos
explique la naturaleza de dichos objetos. Esta clarificacion de la naturaleza ontoldgica de los
objetos convergera en una filosofia de las matematicas que tomaré como base para resolver
el problema de la eleccion de un lenguaje formal. Al considerar las propiedades de dichas
entidades explicadas por una teoria filosofica se puede elegir el lenguaje formal con el cual
presentaremos los axiomas de las teorias que capturen dicha naturaleza de los objetos. Por
ejemplo, si consideramos que las entidades matematicas como los nimeros tienen una
referencia determinada, entonces se tendria que optar por un lenguaje formal que sea
consistente con esta postura; de igual manera, si consideramos que dichas entidades no tienen
referencia definida y que todo depende del modelo de interpretacion, esperariamos que

nuestra eleccion de un determinado lenguaje formal sea igualmente consistente con ello.

! No me estoy refiriendo aqui a compromisos ontologicos

2 Decimos que cierto conjunto de nimeros es denso si y s6lo si para cualesquiera dos de ellos, tal que uno es
menor con respecto al orden que el otro, existe un nimero que pertenece a ese mismo conjunto que se encuentra
en medio de ellos dos con respecto al orden.



Desde esta perspectiva, deben desarrollarse simultaneamente estos tres temas: 1) elegir un
determinado lenguaje formal para axiomatizar las teorias; 2) sostener una determinada
postura filosofica que nos explique el conocimiento matematico, tales como el realismo,
intuicionismo, formalismo, estructuralismo, etc., y; 3) clarificar la nocion de consecuencia
logica. La adopcion de una determinada postura filoséfica permeara nuestra eleccion de un
determinado lenguaje formal, asimismo tener una determinada nocién de consecuencia
logica afectara dicha eleccion, pues si se considera que la nocion de consecuencia logica no
es adecuada en la logica de segundo orden, ya sea por la falta de algunos teoremas como el
de compacidad y completud, o bien por la interferencia de la teoria de conjuntos en la nocién
de consecuencia logica. Estas podrian ser razones de peso para elegir los lenguajes de primer
orden en vez de los de segundo orden para formalizar nuestras teorias matematicas. De
manera reciproca, presentar los axiomas de una teoria en un determinado lenguaje afectaré

nuestra postura filosofica y nuestra nocidon de consecuencia logica.

Tomando en cuenta esta relacion indisoluble para poder responder a la pregunta, ;qué
lenguaje formal es el mas adecuado para formalizar los axiomas de nuestras teorias? Es
igualmente importante responder las siguientes cuestiones: ;qué postura filoséfica
adoptaremos?; y, ;con qué nocion de consecuencia logica nos comprometeremos? En el
presente trabajo defenderé la tesis de que los lenguajes de segundo orden son mas adecuados
que los lenguajes de primer orden para formalizar los axiomas de nuestras teorias
matemadticas. Para lo cual me apoyaré en el estructuralismo Ante Rem de Shapiro, y me
comprometeré con la nocidon de consecuencia logica de los lenguajes de segundo orden que

presupone el empleo de los principios de reflexion.

En 1973 Paul Benacerraf escribe un articulo titulado “Mathematical Truth” que fue el parte
aguas de muchas discusiones en filosofia de las matematicas. Paul Benacerraf sefiala que “el
concepto de verdad matemdtica [...] debe encajar en una explicacion global del
conocimiento, de manera que haga inteligible como poseemos el conocimiento matematico
que poseemos. Una semdantica aceptable para la matematica debe encajar en una
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epistemologia aceptable”. Por una parte, cualquier postura filosoéfica que pretenda

explicarnos el conocimiento matematico debe reposar en una epistemologia razonable. Y,

3 Paul Benacerraf, La verdad Matemdtica, p.240.



por otra parte, debe disponer de una semantica homogénea que abarque tanto las

proposiciones matematicas como las oraciones del lenguaje natural.

El estructuralismo es una postura filos6fica que pretende dar respuesta al reto de Benacerraf.
De manera muy sintetizada y general, podemos decir que el estructuralismo (no
necesariamente el Ante Rem, sino cualquier tipo de estructuralismo) considera que la
matematica es una ciencia que estudia diversas estructuras como la estructura de los nimeros
naturales, de los racionales, de los reales etc. Estas estructuras son una especie de
abstracciones generales de los modelos que satisfacen las teorias. En este sentido, a las
estructuras no le son relevantes los objetos que pertenecen al dominio del modelo, sino las
relaciones que hay entre ellos; por ejemplo, los nimeros naturales no es el conjunto que tiene
como miembros a @,{0}, {(D {(D}}, ... sino la abstraccion de las relaciones que mantienen

dichos objetos.

La exposicion detallada sobre el estructuralismo y sus distintas ramificaciones, asi como la
relacién que tiene esta postura filosofica con la adopcion de un lenguaje de segundo orden

para formalizar los axiomas de las teorias matematicas seran expuestas en el capitulo I.

En el capitulo segundo nos enfocaremos precisamente en ahondar en las propiedades que
tienen estos lenguajes de orden superior, asi como de los argumentos a favor y en contra del
empleo de estos lenguajes para axiomatizar las teorias matematicas. Por lo que en este
capitulo se expondran las distintas semanticas que existen para los lenguajes de segundo
orden, concluyéndose que las semanticas estdndar son las indicadas para desembarazarnos
de los lenguajes de primer orden, pues, con estas se pueden caracterizar de manera adecuada
las estructuras de los niimeros naturales, reales, racionales y sobre todo logran capturar
nuestras intuiciones con respecto a nuestra pretension de referirnos a la totalidad de

relaciones que se pueden dar en un dominio de objetos.

Ahora bien, desde la perspectiva de Quine, una teoria esta obligada a admitir como parte de
su ontologia aquellos objetos que pertenecen al dominio del modelo. Las variables de
relacién en un modelo estandar se interpretan como subconjuntos que pertenecen al dominio;
por consiguiente, una teoria en segundo orden estaria comprometida ontoldégicamente con

entidades que son conjuntos. Este supuesto compromiso de la l6gica de segundo orden con



el realismo ontologico ha llevado al mismo Quine a tomar una postura en contra de la ldgica

de segundo orden. Este problema igualmente sera tratado en el capitulo II.

Por otro lado, Ignasi Jane, en su articulo “Higher-order Logic Reconsidered”, hace una serie
de criticas a la l6gica de segundo orden. La primera tiene que ver con el presupuesto realista
en valor de verdad en la nocion de consecuencia logica. La segunda con la indeterminaciéon
del contenido del conjunto potencia del dominio de las variables individuales donde van a
ser mapeadas las variables de relacion. Y la tercera con la necesidad de la complecion en la
logica para caracterizar las teorias matematicas. Estas tres criticas seran replicadas y

expuestas a detalle igualmente en el capitulo segundo.

Finalmente, en el mismo capitulo, se presentara un “puzzle” para el estructuralismo
desarrollado por Agustin Rayo y Gabriel Uzquiano. Para que el estructuralismo pueda
explicarnos cémo es que un matemadtico elige una determinada estructura de una teoria no
algebraica, por ejemplo, la de los nimeros naturales, en vez de las estructuras ejemplificadas
por sus modelos no estandar se deben cumplir tres cosas: 1) la teoria debe ser categorica 2)
satisfacible y 3) finitamente axiomatizable. Estas tres caracteristicas deben de satisfacerse en
todas las teorias no algebraicas, sin embargo, la teoria de conjuntos en un lenguaje de segundo
orden no cumple con categoricidad. En primer lugar se pide que la teoria de conjuntos sea
categorica por dos razones 1) si la teoria de conjuntos no es categérica, entonces no estamos
en condiciones para asegurar la unicidad de las estructuras de las teorias no algebraicas; y i1)
si la teoria de conjuntos no es categorica, no podriamos determinar cudl es la estructura de la
teoria de conjuntos, lo que provocaria a su vez un problema epistemologico, pues al mismo
tiempo en que sostenemos que las matematica es la ciencia de las estructuras no podemos
determinar cudl es la estructura de la teoria de conjuntos. Asi este pequefio “Puzzle”

representa un verdadero problema para el estructuralismo.

Algunos filésofos, como Lucas Rosenblatt, Ignasi Jane, Agustin Rayo y Gabriel Uzquiano,
que se oponen a la l6gica de segundo orden con seméanticas estandar han dirigido sus criticas
apuntando hacia su concepto de consecuencia logica relacionado con este lenguaje. Estas
criticas van dirigidas a dos puntos “débiles” del empleo de las semanticas estandar, a saber:
1) la incompletud semantica, 2) la interferencia de la teoria de conjuntos en el concepto de

consecuencia logica y, 3) el empleo de principios de reflexion. Temas que seran estudiados

10



en el capitulo tercero de esta tesis. En torno a los principios de reflexion se examinard el
problema de la coextencionalidad del concepto de “verdad logica tarskiana” con el de verdad

logica en su sentido intuitivo.
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Capitulo 0: Conocimientos Preliminares y Simbologia*

A lo largo de la presente tesis voy a hacer uso de algunos conceptos basicos empleados en la
logica y en teoria de conjuntos, por lo cual parece prudente y necesario que todas estas
nociones sean desarrolladas antes de comenzar para no dejar lugar a ambigiiedades y

confusiones de algun tipo.

0.1. Lenguajes de Primer Orden

Al igual que los lenguajes naturales, como el espafiol, las expresiones de los lenguajes
formales son ristras o sucesiones de simbolos. En el lenguaje de la 16gica de primer orden los

simbolos empleados son los siguientes:

» Simbolos l6gicos:
1. Paréntesis: (,)
2. Conectivos logicos: A conjuncion, V disyuncion, — implicacion, ~ negacion.
3. Simbolo de igualdad = (opcional)
4. Variables individuales: x4, x5, ...
» Parametros:
5. Variables constantes: ¢4, Cy, ...
6. Simbolo del cuantificador universal V, simbolo del cuantificador existencial o

particular 3

7. Simbolos de predicados de la forma Pij con I,j € w que denota la i-ésima letra

predicativa de j-€simos argumentos.

4 Como este capitulo no pretende dar un desarrollo matematico de la logica sino Unicamente brindarle al lector
los requisitos basicos para poder entender los problemas desarrollados en los capitulos siguientes, si el lector
necesita de un conocimiento mas minucioso sobre estos temas puede consultar el libro: “Una Introduccion
matematica a la 16gica” de Herbert Enderton.
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8. Simbolos de funciones de la forma fij con i,j € w que denota la i-ésima letra de

funcion de j-ésimos argumentos.

Con estos simbolos se pueden formar cualquier expresion (una secuencia finita de simbolos)
como V3 AV xPf, sin embargo, este tipo de expresiones carecen de completo sentido o, en
otras palabras, no son formulas bien formadas. Antes de pasar directamente a la definicién
de formulas bien formadas hay que abordar la nocion de términos misma que nos ayudara a

definir las férmulas.

Un término es aquella expresion que puede construirse a partir de los simbolos de constantes
y variables prefijandoles una o mas veces letras de funcion. Por ejemplo, f2(xq,¢3) y

f2(xs, f#(x1,c3)) son términos. Formalmente decimos que t es un término si y sélo si t es
un simbolo de constante o una variable, o bien existen i,j € w tales que t = fij (dq, -, dj)

donde para cada k€ {1, ..., j} dj es un término.

Asimismo, decimos que una formula atomica es una férmula de la forma P/*(ty, ..., t,,) donde
tj con j € {1, ...,n} es un término y en caso de que el simbolo “=" forme parte de nuestro
lenguaje también t; = t; serd una formula atomica. De igual manera construimos las demas

formulas del lenguaje por medio de las siguientes operaciones:

1. Si A esuna formula, entonces ~A es una féormula.
2. Si Ay B son formulas, entonces AAB, AVB y A— B son formulas

3. Si A es una formula, entonces Vx;A y 3x;A son formulas

De esta manera tenemos que el conjunto de formulas (o formulas bien formadas) es el
conjunto de expresiones que pueden construirse a partir de las formulas atomicas al aplicar

(cero o mas veces) las operaciones 1, 2 y 3.

Asi una formula en nuestro lenguaje podria ser i)Vx;(Pi(x;) — Pi(x;)) o bien
ii) Vxq (PL(x1) — P;(x3)), sin embargo, hay una importante diferencia entre estas dos
formulas. Supongamos que a los simbolos Pi y P} los interpretamos® como “ser hombre” y
“ser Mortal” y consideremos como dominio de discurso al conjunto de los fildsofos, Asi 1)

u uci , ) ’ ) e ii
ede ser traducida como “Todo fildésofo si es hombre, entonces es mortal” mientras que ii

5 En la siguiente seccién se definird de manera formal el concepto de interpretacién en un modelo.
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se interpretaria como “Todo filosofo si es hombre, entonces  es mortal”’; es decir, para poder
terminar el enunciado tenemos que determinar el valor que estd tomando la variable x,. De
manera intuitiva, en este tipo de casos (ii) decimos que la variable x, es libre mientras que

X, esté ligada por el cuantificador universal.

Consideremos cualquier variable x. Decimos que x ocurre libre en a® si ocurre una de las

siguientes cuatro condiciones:

A. Para a atdmica, x ocurre libre en a sii x ocurre en (i.e. es simbolo de) a
B. x ocurre libre en ~a sii x ocurre libre en a.

C. xocurre libreena A, aV y a — [ sii x ocurre libre en a 0 en .
D.

x ocurre libre en Vx; & o en 3x; sii x ocurre libre en @ y x; # X.

Y denotaremos por a(x) cuando la variable x se encuentre libre en a.

0.2.Estructuras y Modelos de los Lenguajes de Primer Orden

De manera intuitiva una estructura es una funcion que interpreta las formulas bien formadas
de nuestro lenguaje formal. Una estructura nos proporciona el conjunto de objetos a los cuales
se refiere el parametro V y las denotaciones de los simbolos de constante, funciones y

predicados.

De manera formal “una estructura E para nuestro lenguaje dado de primer orden es una

funcion cuyo dominio es el conjunto de paradmetros y tal que:

1. E asigna al simbolo de cuantificador V un conjunto no vacio |E|, llamado el universo
de E o universo de discurso.

2. E asigna a cada simbolo de predicado P de n argumentos una relacién n-aria P¥ €
|E|™; es decir, E le asigna a P un conjunto de n-adas de elementos del universo.

3. E asigna a cada simbolo de constante ¢ un elemento cf del universo de discurso.

% Notemos que el simbolo a no pertenece a nuestro lenguaje sino es mas bien una meta-variable que denota a
cualquier formula de nuestro lenguaje
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4. E asigna a cada simbolo de funcion f de n argumentos una operacion n-aria f£ sobre

|E|; es decir, fE:|E|™ — |E|”7

De manera intuitiva decimos que una estructura E satisface a una formula (EkEg @) si su

interpretacion en la estructura es verdadera para esa estructura. Formalmente decimos que

una estructura E satisface la formula ¢ con s tal que s:V — |E| donde V es el conjunto de

las variables.

Para dar la definicion formal consideremos una extension de s que denotaremos como § tal

que $:T — |E| con T el conjunto de términos definida como sigue:

1. §(x) = s(x) con x una variable

2. 8(c) = cF con c una constante

3. 8(f(ty, - ty)) = fE(3(t), ... 8 ()

Por otra parte definimos s(xj/a) como una funcién igual a s pero que a la variable x;, le

asigna el elemento a del dominio de la estructura; es decir, s(x; /a): V — |E| tal que si x; #

y entonces s(x/a)(y) = s(y) y si x, =y entonces s(xi/a)(y) = a. A s(xi/a) se le

conoce como la sustitucion de x;, por a.

De esta manera se tienen las siguientes condiciones de satisfaccion para formulas:

Sean a y B férmulas del lenguaje de primer orden y E una estructura

1.
2.

EEg (t; = t3) sii 8 (t1) = 3 (¢2)

EE, P(ty, ... t,) sii § (t1),...,8 (t,) € PE

EegsaAp sit EEga y EEg f Una estructura satisface una conjuncion sii
satisface a cada conyunto.

Eeg a Vv p sii EEg @ o EEg f Una estructura satisface a una disyuncion sii
satisface al menos un disyunto.

EEg ~a sit E¥; a Una estructura satisface a una negacion sii no satisface a la
férmula negada.

EE; a = fsii E¥g a 0 EE;  Una estructura satisface una implicacion sii o bien

no satisface al antecedente o satisface al consecuente.

" Herbert B. Enderton, Una Introduccién matematica a la légica, p.122
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7. BEg Vx, asiiVa € |E| ocurre que E Egy, /q) @ Una estructura satisface a un
“para todo x;, en a” sii para todo elemento a del dominio de la estructura la
sustitucion de x;, por a satisface la formula a.

8. EFg 3xy asii a € |E| ocurre que E Fy(y, /q) @ Una estructura satisface a un
“existe un x, en @’ sii para algin elemento a del dominio de la estructura la

sustitucion de x;, por a satisface la formula a.

De manera general decimos que una estructura es modelo de un conjunto de formulas si la
estructura las satisface. Asimismo, decimos que ¢ es consecuencia semanticamente de I' (I' &

@) siy so6lo si todos los modelos de I' son también modelos de ¢.

0.3.Sistema Deductivo para la logica de Primer Orden.

Un sistema deductivo para la logica de primer orden estd conformado por reglas de inferencia

y axiomas logicos los cuales son:
Sean a, f férmulas cualesquiera

» Regla de inferencia:
1. Modus Ponens: ¢, — [ +
» Axiomas logicos:
2. Instancias de Tautologias de la Logica Proposicional o de Enunciados
3. Vxa — a(x\t) donde a(x\t) significa sustituir toda variable x dondequiera
que ocurra libre en la férmula a por el término t.
4. Vx(a — ) — (Vxa — Vxf)
5. a — Vxa, donde x no ocurre libre en
» Axiomas logicos con respecto a la identidad
1. x=x
2. x=y— (a — a'), donde «a es atomica y a’ se obtiene de a al reemplazar

X por y en cero o mas lugares (aunque no necesariamente en todos)
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Dado un sistema deductivo decimos que ¢ es consecuencia sintactica de I' (I' + ¢) si y s6lo
si existe una ristra finita de formulas que son axiomas 16gicos o se justifican por la regla de

inferencia modus ponens tal que ¢ es la ultima féormula en esta sucesion.

0.4.Teoremas Importantes en la Légica de Primer Orden

Teorema de Correctud: Sea I' un conjunto de férmulas en un lenguaje de primer orden y ¢
una formula. SiT' @, entonces I' = ¢ i.e. si una férmula ¢ se sigue deductivamente de un
conjunto de formulas I', entonces todo modelo que satisfaga a I' también hard verdadera a ¢.
Otra forma de decirlo es que nuestro sistema deductivo saca conclusiones verdaderas de

premisas verdaderas para un modelo.

Teorema de Completud: Si [’ E ¢, entonces I'  ¢; es decir, si semanticamente de I se sigue
@, entonces existe una deduccion de I' a ¢. Este teorema nos permite saber que todas las

verdades de la 16gica son derivables a nuestro sistema deductivo.

Teorema de Compacidad: Si cada subconjunto finito Iy € I' es satisfacible, entonces I’

también es satisfacible.

Teorema de Lowenheim-Skolem®: Sea I' un conjunto de enunciados, en un lenguaje de

cardinalidad A, si I' tiene modelo, entonces tiene modelo de cardinalidad < A.

Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski: Sea I' un conjunto de formulas, en un lenguaje de
cardinalidad A, si I' admite modelo M con un dominio con cardinalidad a-infinito, entonces
para todo cardinal f > a existe una estructura M’ que es modelo de I' con un dominio |M’|

con cardinalidad igual a 3.

Al combinar estos dos ultimos teoremas tenemos que si una teoria Thl (con un lenguaje
infinito) es consistente y admite modelo infinito, entonces admite modelos de cualquier

cardinalidad infinita.

8 La definicion de un conjunto cardinal puede verse en la seccion 9 de este capitulo.
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0.5.Modelos no Estandar en logica de Primer Orden

En la presente seccion desarrollaré la idea formal de modelos no estandar para la aritmética
de Peano, pues en algunas partes de la tesis hablaré de éstos y seran un tema importante en

la discusion, en particular en la problematica referente al teorema de Lowenheim Skolem.

Se pueden construir modelos no estdndar para los nimeros enteros, los racionales y los reales;
sin embargo, Unicamente desarrollaré la construccion de los modelos no estdndar de los
numeros naturales, pues lo Gnico que necesito es la idea intuitiva de lo que significa ser un

modelo no estandar.
Como bien sabemos la aritmética de Peano estd dada por los siguientes axiomas:

1. 0 es numero natural (en notacion conjuntista 0 € N)

2. Si n es un numero natural, entonces el sucesor de n es numero natural
(Vn(n € N — s(n) € N))

3. 0no es sucesor de ningun numero natural (Vn(s(n) # 0))

4. Si el sucesor de n es igual al sucesor de m entonces n=m (Vn, m(s(n) = s(m) —
n=m)

5. Si P es una propiedad acerca de nimeros naturales tal que O cumple P y para todo
nimero natural n, si n cumple P entonces el sucesor de n cumple P, implica que todos

los nimeros naturales cumplen P. (0 € P A Vn(P(n) — P(s(n))) — vn(p(n))

Dados los axiomas de Peano decimos que una estructura (N, 0, s) es un modelo para la teoria
de los numeros naturales si satisface a los axiomas de Peano. De manera particular el
conjunto N = {0,1, ... } es modelo de dicha teoria y es considerado el modelo estandar de la
aritmética. Sin embargo, existen otros modelos de la axiomadtica de Peano que no son
isomorfos a N (es decir, tienen una estructura distinta) a dichos modelos les llamamos

modelos no estandar.

De manera formal decimos que E y E’ estructuras son isomorfas E = E’ si y s6lo si existe

una funcion h: |E| — |E'| biyectiva tal que:

1. Para cada parametro de predicado P de n argumentos y para cada n-ada {a,, ... a,,) de

elementos de |E| se tiene que: {(ay, ... a,) € PE siysélosi (h(a,),...h(a,)) € P¥'
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2. Para cada simbolo de funcion f de n argumentos y para cada n-ada (a4, ...a,) de

elementos de |E| se tiene que: h(fE(ay, ... an))=fE (h(ay), ... h(ay))

3. Y para cada simbolo de constante ¢, h(CE) = cF’

De manera intuitiva, como lo mencioné anteriormente, dos modelos son isomorfos si tienen
la misma estructura o equivalentemente si ambas estructuras satisfacen las mismas

propiedades (y solamente esas) salvo un isomorfismo.

Ahora bien, para poder construir un modelo no estandar de la aritmética tenemos que
demostrar que existe un modelo de la teoria de nimeros que no es isomorfo a N, en particular

que nuestro candidato a modelo no estdndar cumpla con mas propiedades que N.

Sea Ly el lenguaje de primer orden para la teoria de nimeros naturales y consideremos un
elemento c tal que ¢ € N. Ahora consideremos la teoria T = TN U {¢ > n/Vn € N} donde
TN ={¢p € Ly/AP + @}. Como paratoda T, = TN U {c > n/Vn(k > n)} tiene modelo (en
particular considérese el modelo (N,k) tal que ¢V® =k y en todas las demas
interpretaciones es igual a N) por el teorema de compacidad T admite modelo M,.. Ademas,
comoTN € T =TN U {c > n/Vn € N} entonces M, es modelo de TN. Por otra parte, como
¢ & N entonces ¢ & Ly; sin embargo, para arreglar este pequeio detalle consideremos la
reduccion’ de M, al lenguaje Ly que denotaremos como M, i.e. 3a(a ENAcM =a)AM =
M, de tal manera que el lenguaje de M es Ly. Por consiguiente, M es modelo de TN pero
M = Vn(a>n)yN E ~Vn(a > n),esdecir M % N. Por tanto, M es un modelo no estandar
de TN.

Teniendo en cuenta la existencia de los modelos no estandar de la aritmética la pregunta que

inmediatamente surge es ;Cudntos modelos no estandar de la aritmética hay?

Para responder esta pregunta primero hay que demostrar el siguiente teorema: “un elemento
no estandar a con a € N codifica un subconjunto S € N, i.e. podemos expresara S como S =

{n e N/M E ¢(n,a)} donde M es un modelo no estandar de N y ¢ una propiedad”!°

% No es necesario considerar una reduccion pues la prueba serfa valida sin ella, sin embargo, el empleo de
reducciones nos facilitara la demostracion de que la cardinalidad de todos los modelos no estandar es igual a
2%o

10Vid. Richard Kaye, Models of Peano Arithmetic, p. 10
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Demostracion. Sea S € N y ¢ una constante tal que ¢ € Ly. Consideramos la teoria T tal que
T=TNU{c>n/Vne€N}U{Vx~(pr-x=c)/k & S}U{3x(pr-x =c)/k € S} donde
P es el k-esimo primo. De esta forma se tiene que para toda T; = TN U {c > n/Vn(n <

DIUu{vx~(pr-x=¢c)/k & SAk <I}U{3x(pr-x=c)/k €SNk <!} tiene modelo

(N,7) conr = q * [Tr<s, px 11 donde q es un primo mayor que 1 tal que ¢!V = r y todas las
q p q p yor q q y
kes

demas formulas se interpretan igual que N. Por consiguiente, por el teorema de compacidad
T admite modelo M_; esto implica que M. es modelo de TN. Consideremos M una reduccioén
de M, al lenguaje de los nimeros naturales tal que 3a(a € N A c™ = a). De esta forma se
tiene que M es un modelo no estdndar de TN tal quea codifica a S, ie. S=
{n € N/M & 3x(p,, - x = a)} esto ultimo es consecuencia del tercer conjunto de axiomas de
T. Obsérvese que este teorema nos permite asignar a cada subconjunto de ntimeros naturales

un elemento de un modelo no estandar.

Con el teorema anterior se puede demostrar facilmente que la cardinalidad de modelos no

estandar contables para la aritmética es igual a 20,

Demostracion: Sea M cualquier modelo contable de TN y supongamos que la cardinalidad
de modelos no estandar contables para la aritmética es k < 2% (y sea I un conjunto de indices
de cardinalidad k). Sabemos que todo subconjunto de los nimeros naturales es codificado
por algin miembro del modelo, entonces el numero de subconjuntos es a lo mas
Yiercard(M;) 12 = k- Ry = max{k,Ry} < 2% y esto es una contradiccion pues la
cardinalidad de los subconjuntos es 2¥0. Por lo tanto, el nimero de modelos no estandar

numerables es 2%0,

'1'Si j € S se tiene que Pi| q-Ilk<tpx | = q - [lk<,px = 7 con lo cual se satisface que Ix(p;-x =c)/j €
kes kes
k#j

SAj<IACNT =7

12 Como cada subconjunto es codificado por al menos un elemento del modelo en el caso extremo donde todos
los elementos de M codifican algiin subconjunto, entonces hay a lo mas k veces el nimero de elementos del
modelo; es decir, k veces la cardinalidad del modelo.
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0.6.Lenguajes de Segundo Orden

Los lenguajes de segundo orden son una extension de los lenguajes de primer orden. Esto
quiere decir que todas las formulas del lenguaje de primer orden también son formulas del
lenguaje de segundo orden. Sin embargo, hay formulas del lenguaje de segundo orden que
no son de primer orden. Para construir las nuevas formulas tenemos que anadir los siguientes

simbolos:

1. Variables de Predicado: Xll,Xlz, ...,le, le (la i-esima variable de predicado de
aridad j).
2. Variables de letras de funcion: f, fZ, ..., f, ... fij (la i-esima variable de funcién de
aridad j).
Para construir las nuevas formulas afiadimos las siguientes operaciones de construccion:

Sea ¢ una formula, entonces

1. VXijgo y EIXl-j(p son formulas

2. Vfl.jgo y Elfl.jgo son formulas.

De esta manera tenemos que las formulas VX2VfIVx(XZ(fl(x),x)) y

Af2VXEAx(XE (x, 2 (x, x))) pertenecen a nuestro lenguaje de segundo orden.

> Sistema deductivo D2 para lenguajes de segundo Orden'’

1. VX*"®(X™) — ®(T™) donde T es una letra de relacion que no es libre para
X"en ®

2. Vf*P(f*) — d(g") donde g es una letra de funcion que no es libre para
ften®

3. De & — ¥Y(X™) se infiere ® — VX"W(X™) siempre y cuando X™ no ocurre

libre para @ o en cualquier premisa de la deduccion

13 Vid. Shapiro, Stewart, Foundation Without Foundationalism: A Case for Second Order Logic, p. 66-67
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4. De ® — Y(f") seinfiere ® — V"W (f") siempre y cuando f™ no ocurre libre

para @ o en cualquier premisa de la deduccion
5. AX™"V(x), (X™(x), = P(x),) siempre y cuando X" no ocurre libre para @ y (x),
es la abreviatura de x4, x5, ... x,, (este es el esquema de comprension)

6. VXTTH(V(x), IyX" T Hx)ny — 3V X f " (0)n)

0.7.Axiomas de la Teoria de Conjuntos ZFC en un Lenguaje de Primer Orden

Es altamente conocida la enorme relacion entre la teoria de conjuntos y la légica, por ende,

no es de extrafiarse que en la presente tesis la mencione frecuentemente. Por este motivo en

esta seccion mencionaré los axiomas de la teorfa de conjuntos ZFC'* (Zermelo Fraenkel con

eleccion) en un lenguaje de primer orden y estos son'”:

A.

Axioma del vacio: “existe un conjunto que no tiene ningin elemento”
Ax(Vy(y € x)) que denotaremos como Q.
Axioma de Extensionalidad: “Dos conjuntos que tienen los mismos elementos son
iguales”

VxVy(Vz(zEx <> zEY) > x=Y)
Axioma del Par: “Para cualesquiera dos conjuntos hay un conjunto que tiene
exactamente a esos dos como sus elementos”

VxVydzVvw(w €z — (W =xVw =Y))

. Axioma de Union: “para todo conjunto existe otro cuyos elementos son elementos de

los elementos del primero”

Vx3AyVz(z €y <= Iw(w EX Az EW))
Axioma del conjunto potencia: “para cualquier conjunto existe un conjunto cuyos
elementos son subconjuntos del primero”

Vx3yVz(z €y <> VYw(w €z —> w € x))

14 Hay otros sistemas axiométicos de la teoria de conjuntos diferentes a los de ZFC como la de “Bernays-Godel”,

sin embargo, usar¢ la axiomatica de ZFC pues es la mas usual.
15 Vid. Amor Montafio, J.A., Campero Arena, G., & Miranda Perea, Teoria de conjuntos: Curso Intermedio,

p.171.
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F. Esquema de Comprension o Separacion: “para cualquier propiedad P y un conjunto
existe un conjunto cuyos elementos son aquellos que cumplen con la propiedad P y
pertenecen al primer conjunto”

Vx3yVz(z €y « (Z ExA (p(z))) donde ¢ es una formula escrita en un lenguaje
de primer orden. Noétese que este axioma es en realidad un esquema de axiomas que
es generado para cada formula en el lenguaje de la teoria de conjuntos.

G. Axioma de Infinito: “existe un conjunto que tiene al conjunto vacio como elemento
y que para cada uno de sus elementos X, tiene como elemento al conjunto cuyos
elementos son exactamente x y los elementos de x”.

Ix(PExAVYy(y €Ex — yU{y} € x))

H. Esquema de Reemplazo o Sustitucion: “la imagen de un conjunto bajo un funcional
@ es un conjunto”

VavyVz((p(x, y) A p(x,z) =y = z) — Yudvvz(z € v & 3x(x € u A p(x,2)))
Notese que este axioma es en realidad un esquema de axiomas que es generado para
cada formula en el lenguaje. Lo cual implica que la axiomatica de ZFC no es
finitamente axiomatizable; es decir, el conjunto de los axiomas de ZFC no es finito
pues por cada formula en el lenguaje el axioma de reemplazo nos arrojard un axioma.

I. Axioma de regularidad o buena fundacion: “todo conjunto no vacio tiene un elemento
cuyos elementos no pertenecen al primero”

Vx(3z(z € x) — Ely(y ExXAVWWEY D> w¢ x)))

J. Axioma de Eleccion: “si x es un conjunto de conjuntos no vacios y ajenos dos a dos,

entonces existe un conjunto que tiene exactamente un elemento en comun con cada

elemento de x”
Va((a;t@AweaAVxVy((an/\yEanqty)—>xny=®))
— 3c(Yw(w € a — 3z(w n ¢ = {z}))
AVu(uec— Iv(veEanue v)))).

Una formulacion un poco mas entendible, intuitivamente hablando, del axioma de
eleccion es: “para todo conjunto no vacio de conjuntos no vacios, existe una funcién

de eleccion que elige un elemento de cada uno de los conjuntos no vacios” o de
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manera mas precisa “para todo conjunto A existe una funcién f tal que f: 4 —U A

tal que Vx(f(x) € x).

0.8.Axiomas de la Teoria de Conjuntos ZFC2 en un Lenguaje de Segundo Orden

La axiomatica de la teoria de conjuntos en un lenguaje de segundo orden consta de los
axiomas A, B, C, D, E, G, I, J que se pueden formular de manera finita en un lenguaje de
primer orden mas la unién de los siguientes dos axiomas que como puede observarse son las

reformulaciones del axioma de comprension y reemplazo respectivamente:
F’. Vx3yVvzVR (Z Ey (Z ExA R(z)))

H’.VRVxVyVz((R(x,y) AR(x,z) >y =z) — Vudvvz(z € v & Ix(x EuA
R(x, Z))) con la introduccion de estos dos axiomas presentados en un lenguaje de segundo

orden conseguimos que la axiomatica de la teoria de conjuntos sea finitamente axiomatizable,

es decir, que puede escribirse con una coleccion finita de axiomas.

0.9 Conjuntos y Cardinales Infinitos

Supongamos que tenemos dos bolsas negras llenas de canicas y queremos determinar cual de
estas dos tiene el mayor niimero de canicas o si ambas poseen la misma cantidad. Lo primero
que a alguien se le ocurriria seria contar las canicas de una bolsa y luego contar las de la otra
bolsa, y posteriormente comparar las dos cantidades para saber cual de las dos tiene la mayor
cantidad de canicas. Sin embargo, para poder usar este método se necesita que de ante mano
“sepamos contar”; pero si fuera el caso que no sabemos contar ;cémo resolveriamos el
problema? Una forma seria sacando una canica de cada una de las bolsas simultaneamente e
ir repitiendo este paso hasta que en alguna de las bolsas ya no se puedan sacar més canicas.
De esta manera si en la primera bolsa todavia quedan canicas mientras que en la segunda ya
no se pueden sacar mas canicas diremos que la primera bolsa tiene mas canicas que la
segunda o si en ambas ya no se pueden sacar mas canicas resultara que las dos bolsas tienen

la misma cantidad de canicas.
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Inspirandose en el segundo método antes descrito podemos definir cuando un conjunto tiene
la misma cantidad de elementos. Dados dos conjuntos A y B decimos que tienen la misma
cantidad de elementos o que son equipotentes (A~B), siy solo si, existe una funciéon f: A —
B biyectiva i.e. una funcion que es inyectiva (Vx,y € A(f(x) =f(y) = x=y)) vy
suprayectiva (Vx € B3y € A(f(y) = x). Intuitivamente, la inyectividad nos garantiza que
estamos sacando exactamente una canica de cada una de las bolsas y que no las estamos
volviendo a meter, mientras que la suprayectividad garantiza que en un determinado
momento (simultineamente) las dos bolsas se han quedado vacias. Por otro lado, decimos
que A tiene menos elementos que B o que A es dominado por B (4 < B), siy s6lo si, existe
una funcién f: A — B inyectiva y no existe ninguna funcion de A a B que sea suprayectiva.
Ahora dado A un conjunto podemos considerar: C4 := {B: A~B} que generalmente no es un
conjunto sino una clase propia. Pero olviddndonos del formalismo o rigor matematico,
supongamos que tenemos una forma de elegir un conjunto B, € C41° para todo conjunto A
al que llamaremos numero cardinal y que denotaremos como |A|. Formalmente no podemos
construir a los nimeros cardinales de esta manera pues C4 es una clase y ademas no contamos
con un mecanismo con el que podamos elegir conjuntos de clases para cada clase contenida
en el universo conjuntista. Sin embargo, verlo de esta manera nos brinda una imagen intuitiva
de lo que es un cardinal de un conjunto A determinado, a saber, como un conjunto que

representa la cantidad de elementos que tiene A.

Por otro lado, inspirandose en el primer método para saber cuél de las dos bolsas tiene mas
canicas podriamos resolver el problema “aprendiendo a contar” que, por lo dicho en el
parrafo anterior seria construyendo a los nlimeros cardinales. Parece claro que, si el conjunto
es finito podemos elegir como su cardinal al nimero natural al que es equipotente. Lo que
genera la idea de que los niumeros cardinales para conjuntos “infinitos” se podrian formar

generalizando nuestra definicion de nimero natural.

Dentro de la teoria de conjuntos es posible definir a los numeros naturales de la siguiente

manera. Decimos que n es un nimero natural, si y s6lo si:

1. nesun conjunto transitivo (Vz(z €En — z S n)

16 Esta expresion es una formula que no pertenece a nuestro lenguaje de la teoria de conjuntos pues C4 es una
clase propia.

25



2. (n, €) es un buen orden

3. ntiene maximo (Im € nVk € n(k < m))

Una forma de generalizar un concepto es hacerlo lo menos especifico posible o, dicho de otra
forma, se generaliza un concepto quitindole caracteristicas. Pero ;Cual de estas tres
propiedades tenemos que quitar para generalizar la idea de nimero natural? Después de un
analisis minucioso podemos observar que la condicion 3, la de tener maximo, garantiza que
el nimero natural sea finito por lo que parece razonable quitar la condicidon 3 para poder

generalizar el concepto de nimero natural y poder considerar conjuntos infinitos.
Asi las cosas, decimos que a es un ordinal si y s6lo si

1. «a esun conjunto transitivo (Vz(z €E ¢ — z € @)

2. {(a, €) es un buen orden

Con esta definicion podemos notar que w = {n:n es un nimero natural} y o U {w} son

ordinales, sin embargo, si consideramos f: w U {w} — w definida como:

0, x=w c. . ,
flx) = {n 411 x=npcSUNA funcion biyectiva con lo que se demostraria que w U {w} y w

tienen la misma cantidad de elementos. Por lo que los ordinales no nos sirven como

representantes. Sin embargo, podemos construir a los cardinales por medio de los ordinales.

Formalmente decimos que k es un cardinal, si y so6lo si, k es un ordinal inicial, es decir, un
ordinal no biyectable con ninglin ordinal menor. Con esta definicion podemos observar que
todos los numeros naturales y w son cardinales, lo cual no deberia sorprendernos pues en un
inicio queriamos que los nimeros naturales fueran representantes de los conjuntos finitos.
También cabe mencionar que w es un cardinal infinito y que ademas es el primero de ellos,
no obstante, todavia nos falta determinar quiénes son los demds cardinales infinitos no

numerables (i.e. no equipotentes con w).

Una mente brillante podria preguntarnos ;por qué los cardinales no terminan en w? La
respuesta a esta pregunta se puede develar en uno de los teoremas de Cantor que afirma lo
siguiente: “Todo conjunto es dominado por su conjunto potencia VA(A < §(A))” lo que
implicaria que VA(|A| < |§(A)|), en particular |w| < |o(w)| lo que quiere decir que hay

conjuntos que tienen mas elementos que w, por lo que necesitamos todavia mas cardinales.
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Por recursion podemos definir la siguiente sucesion de ordinales {w,: @ es un ordinal}

COmo.:

l. wog=w
2. Sia = + 1, entonces w, = min{6: 8 esunordinal y VC(C € wg — C + 6)}

3. Sia es limite, w, = U{a)/;:ﬁ < a}

Se puede demostrar que esta sucesion de {w,: a es un ordinal} son todos los cardinales
infinitos. En algunos textos esta sucesion puede denotarse como {X,: @ es un ordinal} para
hacer explicito que nos estamos refiriendo a ellos como cardinales y no como ordinales, en

el presente trabajo utilizare las dos notaciones de manera indistinta.

Ya hemos construido a los cardinales infinitos, sin embargo, todavia queda un pequeio
hueco. Todavia no estamos del todo seguros que para cualquier conjunto A exista un w,, tal
que |A| = w,, Gnicamente podemos garantizarlo cuando A puede bien ordenarse. Este
problema se soluciona haciendo uso del Axioma de Eleccion AE. Una de las equivalencias
del AE es el “teorema del buen orden” que afirma precisamente que todo conjunto puede
bien ordenarse. Lo que implicaria que ha todo conjunto le podemos asignar un ntimero
cardinal. Los detalles formales son un poco largos y rebasaria las pretensiones de esta
seccion, lo Unico importante de esto es resaltar el hecho de que se necesita el Axioma de

eleccion para poder garantizar que VAIa(|4] = w,).
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Capitulo I: Estructuralismo

“Hay un unico valor de verdad: la verdad”
Luciano Biichler

En general, la discusion principal de este trabajo versa sobre la pertinencia de usar un
lenguaje de segundo orden (S.0O.) para formalizar los axiomas de una teoria matematica.
Como dichos axiomas, en alglin sentido, son los que describen los objetos de la teoria a través
de los teoremas deducidos de éstos, se requiere de una teoria filosofica que nos explique la
naturaleza de los mismos. Unicamente considerando las propiedades de dichas entidades
explicadas por una teoria filosofica se puede elegir el lenguaje formal, con el cual
presentaremos los axiomas de las teorias, que capturen dicha naturaleza de los objetos. Hay
muchas posturas filosoficas que nos pueden dar cuenta de la naturaleza de los objetos
matematicos, sin embargo, serd el estructuralismo Ante Rem la postura que tomaré como
base; por lo que en el presente capitulo daré algunas razones por las cuales elegi esta postura

en vez de las otras.

La eleccion del estructuralismo Ante Rem no es casual, sino que tiene que ver con la
resolucion de un problema filoséfico presentado por Benacerraf, mismo que se desarrollara
en la primera seccion. Veremos que el estructuralismo es una teoria que responde al famoso
“reto de Benacerraf”. Es cierto que hay otras posturas filosoficas que pueden resolver el
problema de Benacerraf, sin embargo, considero que el estructuralismo Ante Rem ofrece una
respuesta adecuada; no obstante, no entraré en detalle sobre esta cuestion pues no es el

objetivo de este trabajo.

Puesto que el estructuralismo tiene una gama de ramificaciones, otro de los objetivos de este
capitulo sera esbozar la distincion que hay entre ellos. Por consiguiente, seran expuestos: el

estructuralismo metodoldgico, relativista, universalista, modal y el Ante Rem.

1.1 Reto de Benacerraf
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En 1973 Paul Benacerraf escribe un articulo titulado “Mathematical Truth” que fue el parte
aguas de muchas discusiones en filosofia de las matematicas. Benacerraf observa que hay
dos clases de preocupaciones que han motivado las explicaciones sobre la naturaleza de la

verdad matematica, a saber:

“l) la preocupacion por disponer de una semdantica homogénea en la cual la
semantica para las proposiciones de la matematica sea analoga a la semantica para

el resto del lenguaje, y 2) la preocupacion porque la explicacion de la verdad

matematica se combine con una epistemologia razonable™!”

Esto sugiere que una postura satisfactoria sobre la verdad matemadtica debe disponer de una
semantica que pueda aplicarse tanto al lenguaje formal de las matematicas como al lenguaje
natural y, al mismo tiempo tener una epistemologia razonable. Paul Benacerraf sefiala que
“el concepto de verdad matemética [...] debe encajar en una explicacion global del
conocimiento, de manera que haga inteligible como poseemos el conocimiento matematico
que poseemos. Una semantica aceptable para la matemadatica debe encajar en una
epistemologia aceptable”!®. Es decir, el reto para cualquier postura filoséfica que pretenda
explicarnos el conocimiento matematico debe reposar en una epistemologia razonable. Y,
por otra parte, debe disponer de una semantica homogénea que abarque tanto las

proposiciones matematicas como las oraciones del lenguaje natural.

La tesis principal de Benacerraf en su articulo La verdad matematica es que las posturas que
se habian brindado hasta ese momento sobre la verdad matematica, o resuelven el problema
semantico dejando sin resolver la dificultad epistémica o bien dan solucidon al problema
epistémico, pero dejan de lado la dificultad semantica. El dilema de Benacerraf radica
precisamente en que solamente se puede dar solucién a uno de los dos problemas, o se

resuelve el problema seméantico o el epistémico.
Consideremos los siguientes dos enunciados

1) Existen al menos dos ciudades con un mayor indice de poblacion que el Distrito

Federal.

17 Paul Benacerraf, La verdad Matemdtica, p.233, 234.
18 Paul Benacerraf, La verdad Matematica, p.240.
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2) Existen al menos dos nimeros primos mayores que siete.

Inmediatamente podemos darnos cuenta de que ambas oraciones inician con la misma
palabra “existen” y mds ain si cambiamos la palabra “ciudades” en el enunciado 1 por
“nimeros primos”, la relacion “tener un mayor indice de poblacion que” por “ser mayor que”
y por ultimo en el enunciado 1 modificamos “distrito federal” por “siete” habremos
transformado la oracion 1 en la afirmacion 2. Aun sin saber nada de 16gica sospechariamos
que ambas oraciones son muy semejantes, en particular podriamos pensar que ambos

enunciados tienen la misma forma logica y que pueden ser traducidos como:
3) 3x3y(x # y APx APy ARxd ARyd)

Si interpretamos 1) como la férmula logica 3) y empleamos una semantica de tipo Tarskiana
estariamos afirmando que existen dos cosas distintas que tienen la propiedad de ser ciudades
y que mantienen una relacion de “tener un mayor indice de poblacién” con el Distrito Federal.
Esta interpretacion es de tipo referencial por lo que si interpretamos 1) como 3) nos estamos
comprometiendo con la existencia de al menos dos objetos. De igual forma si interpretamos
2) como 3) nos estariamos comprometiendo ontologicamente con la existencia de al menos
dos numeros (entidades abstractas). De esta forma, si interpretamos oraciones semejantes a
1) y 2) como 3) empleando una semantica de tipo Tarskiana, habremos conseguido una
semantica homogénea, tanto para las proposiciones de la matematica como para las del
lenguaje natural. A costa de aceptar la existencia de entidades abstractas, con lo que surge

ahora un problema epistemolodgico: qué tipo de acceso tenemos para los objetos abstractos.

Teorias como la platonista, que postula que las entidades matematicas son entidades reales,
debe explicarnos la manera como tenemos acceso a dichas entidades. Godel, partidario de la
teoria platonica, consideraba que era por medio de nuestra “intuiciéon matematica” la forma

en la que podemos adquirir conocimiento de los objetos matematicos. En palabras de Godel:

“...los objetos de la teoria de conjuntos transfinita...esta claro que no pertenecen
al mundo fisico e incluso que su conexion indirecta con la experiencia fisica es
muy remota... Pero, a pesar de su lejania de la experiencia sensible, tenemos
algo parecido a una percepcion de los objetos de la teoria de conjuntos, como se
puede ver por el hecho de que los axiomas mismos nos fuerzan a aceptarlos como

verdaderos. No veo ninguna razon por la cual debamos tener menos confianza
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en este tipo de percepcion, es decir, en la intuicidbn matematica, que, en la
percepcion sensible, que nos induce a construir teorias fisicas y a esperar que
futuras percepciones sensibles concuerden con ellas y, ademas, a creer que
cuestiones no decidibles por el momento tengan significado y puedan ser

decididas en el futuro.” °

No obstante, este acceso epistémico por medio de la “intuicién matematica” parece un tanto
ad hoc. Podemos tener intuiciones sobre qué propiedades deben cumplir dichos objetos, pero
de ahi no se sigue que dichos objetos existan. Por otra parte, Benacerraf en su articulo
“Mathematical Truth” senala que es “partidario de una explicacion causal del conocimiento
en la que, para que X sepa que S es verdadero, se requiere que alguna relacion causal se dé
entre X y los referentes de los nombres, predicados y cuantificadores de S”2°. Asi, dado que
parece que los objetos abstractos no se encuentran localizados en el espacio tiempo, entonces
no existe un nexo causal entre S y dichos objetos abstractos; por lo que se abre la cuestion
sobre el acceso epistémico que tiene el sujeto y los objetos abstractos. Si queremos rescatar
el realismo matematico tendremos que hacer explicita la epistemologia que utilizaremos. Por
consiguiente, el reto para el realista ontologico serd proporcionar el acceso epistémico que

tiene el sujeto con los objetos abstractos.

Una estrategia seguida por el realista seria criticar la “epistemologia causal”, a la que hace
alusion Benacerraf, pero siendo caritativos lo que muestra el articulo de este filosofo es que
el realismo se enfrenta con un problema epistemoldgico que tiene que resolver. Shapiro nos
dice que “la teoria causal del conocimiento es una instancia de un género muy extendido
llamado epistemologia naturalizada, cuya tesis es que el sujeto humano es un ser
completamente natural situado en el universo fisico. Por lo que cualquier facultad del
»21

cognoscente debe incluir procesos naturales susceptibles de escrutinio cientifico ordinario

Siguiendo con la argumentacion de Shapiro, aun cuando la epistemologia causal es altamente

19 Godel, K., Obras completas, p. 359.

20 Paul Benacerraf, La verdad Matemdtica, p.244.

2! La traduccion es mia. “That the causal theory of knowledge is an instance of a widely held genre called
naturalized epistemology, whose thesis is that the human subject is a thoroughly natural being situated in the
physical universe. Any faculty that the knower has and can invoke in pursuit of knowledge must involve only
natural processes amenable to ordinary scientific scrutiny” Stewart Shapiro, Philosophy of mathematics:
Structure and Ontology, p. 110.
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cuestionable el realista todavia sigue teniendo problemas frente a una postura naturalizada
de la epistemologia. Por lo que el reto para el realista serd mostrar que el realismo es

compatible con una epistemologia naturalizada.

El estructuralismo Ante Rem??, considerando inicamente el cuerno epistemologico del reto
de Benacerraf, es una modificacion del realismo platonico con el fin de que la epistemologia
naturalizada nos sirva para esclarecer el acceso epistémico a dichas entidades. Y, por otra
parte, considerando el cuerno semantico del reto, el estructuralismo Ante Rem considera que
las semanticas de tipo tarskeanas pueden abarcar tanto las proposiciones matematicas como
las oraciones del lenguaje natural. De esta manera, el estructuralismo se puede ver como una

respuesta al reto de Benacerraf tanto del cuerno epistemoldgico como del semantico.

1.2. El Estructuralismo y sus diversificaciones

Una de las razones por las cuales es muy complicado dar una definiciéon exhaustiva y
clarificadora del estructuralismo es por su gran diversificacion. Hay distintos tipos de
estructuralismo tales como: el estructuralismo metodoldgico, relativista, universalista,
modal, formalista, /n Re y el Ante Rem. En esta seccion pretenderé, en la medida de lo posible,

dar una definicion general e ir sefialando sus diferencias.

El estructuralismo considera, de manera general, que la matematica es la ciencia de las
estructuras. Los nimeros naturales, los racionales, reales, etc. son estructuras que estudian
las matematicas. He aqui la interrogante ;qué son las estructuras? Shapiro nos dice que “una
estructura es la forma abstracta de un sistema, destacando las interrelaciones entre los objetos,

y haciendo caso omiso de aquellas caracteristicas que no afectan a su relacion con otros

9923

objetos en el sistema”””. Asimismo “un sistema es una coleccion de objetos con una cierta

9924

relaciéon™" y més especificamente decimos que “un sistema es un par ordenado que consiste

22 Existen distintos tipos de estructuralismo y no todos se comprometen con el realismo.

2 La traduccion es mia. “A structure is the abstract form of a system, highlighting the interrelationships among
the objects, and ignoring any features of them that do not affect how they relate to other objects in the system”.
Stewart Shapiro, Philosophy of mathematics: Structure and Ontology, p. 74

24 La traduccion es mia. “a system to be a collection of objects with certain relations” Ibid. p. 73.
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de un dominio y un conjunto de relaciones y funciones sobre é1”%°. Es decir, un sistema es lo
que en teoria de modelos conocemos como modelo, y la estructura es la abstraccion de dicho
modelo, considerando tinicamente las relaciones que hay entre los objetos, dejando de lado
las caracteristicas accidentales o peculiares que tienen los objetos del dominio. Visto de otra
forma, una estructura es un modelo sin objetos que Unicamente conserva las relaciones que
hay entre dichos objetos; utilizando terminologia de filosofia del lenguaje, podemos afirmar

que una estructura es el fype de un modelo determinado.

Sin embargo, ;cudl es la naturaleza de las estructuras?; y, ;cudl es la relaciéon que mantienen
con la referencia y la verdad de las expresiones matematicas? La respuesta a estas preguntas

genera la diversificacion del estructuralismo como lo veremos a continuacion.

1.2.1. El Estructuralismo Metodologico y el Formalista.

El estructuralismo metodoldgico acepta que la matematica es la ciencia de las estructuras
pero no se compromete con responder preguntas de caracter filosofico, como las citadas
anteriormente. Esta neutralidad es para algunos matematicos y cientificos de gran utilidad
pues les permite hacer su trabajo sin tener que lidiar con posturas de corte filosofico. En
pocas palabras la metodologia a desarrollar en este estructuralismo es muy simple, a saber,
que el matemdtico Unicamente debe preocuparse por las relaciones que satisface un
determinado objeto, o coleccion de estos, dejando a un lado sus caracteristicas intrinsecas.

De esta manera

“los matematicos con una metodologia estructuralista siguen los siguientes dos
principios 1) lo que mayormente hacemos en matematicas (0, en cualquier caso, que
deberiamos hacer) es estudiar las caracteristicas estructurales de dichas entidades. En
otras palabras, nosotros las estudiamos como estructuras en medida de que son

estructuras. 2) Al mismo tiempo, es (o deberia ser) que en las matematicas no tiene

25 La traduccion es mia. “A system is an ordered pair that consists of a domain and a set of relations and functions
on it”. Ibid. p.92.
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importancia real la naturaleza intrinseca de dichas entidades mas alla de sus

caracteristicas estructurales”.

Es decir, al matematico lo tinico que le debe preocupar son las propiedades estructurales que
cumplen determinados objetos, por ejemplo, que tal coleccion cumpla con los axiomas de
Peano, que satisfagan las propiedades de grupo o de espacio vectorial, que formen un anillo
conmutativo con unidad, que tal conjunto de objetos y una determinada relacion formen una
métrica, etc. Sin embargo, cabe recalcar, nuevamente, que esta postura no responde a las
preguntas semanticas y metafisicas que mencioné anteriormente con respecto a la verdad y

referencia de las expresiones matematicas y naturaleza de las estructuras.

Una forma de responder a estas preguntas filosoficas de forma negativa y sin comprometerse

demasiado es por medio de estas tres opciones:

1) Negarse a proporcionar una respuesta filos6fica ya sea por considerar que carecen de
completo sentido o se encuentran en cierto sentido equivocadas, y por ende deben
evitarse tanto en el quehacer matematico como filoséfico. Esta opcion es un poco
inadecuada desde el punto de vista filosofico, ya que podemos observar en los
desarrollos de las teorias matematicas el empleo de una metodologia estructuralista,
que incita a cuestionarnos sobre la relacion existente entre las referencias de las
expresiones matematicas y la estructura que describen.

2) Considerar que las formulas matematicas son expresiones que no se encuentran
interpretadas o en otras palabras sostener que las expresiones matematicas no tienen
referencia. Desde esta Optica los matematicos Unicamente trabajan con simbolos
vacios y hacen uso de reglas de inferencia como si fueran las normas que debe de
seguir una persona si quiere hacer matematicas. Uno de los problemas de esta postura

es que no nos explica el conocimiento matematico que de hecho tenemos. Parece que

26 La traduccion es mia. “Mathematicians with a structuralist methodology stress the following two principles
in connection with them: (i) What we usually do in mathematics (or, in any case, what we should do) is to study
the structural features of such entities. In other words, we study them as structures, or insofar as they are
structures. (ii) At the same time, it is (or should be) of no real concern in mathematics what the intrinsic nature
of these entities is, beyond their structural features”. Reck, E. H., y Price, M. P. Structures and structuralism in
contemporary philosophy of mathematics, p. 345.
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el conocimiento matematico, con esta posicion, es el resultado de haber elegido
correctamente las reglas del juego.

3) Sostener que las matematicas Unicamente se preocupan por las relaciones
inferenciales o patrones de inferencia. Sin embargo, al hablar de “relaciones
inferenciales” surgen las siguientes preguntas: ;Qué es aquello que se relaciona? Y
(Cudl es su naturaleza? Si bien con esta postura se respondieron las preguntas

iniciales, en el fondo origina nuevas cuestiones como las mencionadas anteriormente.

Segun el andlisis que realizan Reck, E. H., y Price, M. P. en su “articulo Structures and
structuralism in contemporary philosophy of mathematics”, sobre los diversos
estructuralismos, se llama estructuralismo formalista a la postura que acepta una metodologia
estructuralista y que responde las preguntas semanticas y metafisicas por medio de alguna de
las tres opciones antes mencionadas. En sentido estricto, el estructuralismo formalista
solamente es considerado como tal porque emplea una metodologia estructuralista, aunque
no sostenga propiamente una postura filoséfica estructuralista, donde se asevere que la
referencia de las expresiones matematicas esté de algin modo relacionada con la estructura.
Reck, E. H., y Price lo nombran como estructuralismo formalista para poder hacer un
contraste con las demas posturas, considero que esto es muy util, en particular porque esta
postura formalista le brinda al matematico una metodologia estructuralista y responde a las
preguntas filosoficas de forma tal que éste no tiene que preocuparse por su resolucion ya sea
porque 1) carecen de sentido, 2) las expresiones matematicas no tienen referencia alguna, 3)

unicamente se tiene que preocupar por “patrones de inferencia”.

1.2.2. Estructuralismo Relativista.

El estructuralismo relativista, como su nombre lo indica, asevera que no existe una unica
referencia determinada para las expresiones matematicas, sino que la referencia depende del
modelo de interpretacion de la teoria. Para poner un ejemplo o profundizar en el asunto
consideremos cualquier proposicion de la aritmética como p: 2+2=4 o VxVy(x +y =y +

x) y los simbolos no logicos “0” y “s”, como bien sabemos los simbolos “+, 1, 2,...,” pueden
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traducirse en términos del “0” y “s”?, de esta forma podemos considerar la traduccion p1(0,s)
para p. Notemos que para esta traduccion la referencia queda determinada Unicamente

[P
S

considerando los referentes para los simbolos “0” y “s” de un determinado modelo. Y dado
que la teoria tiene una cantidad infinita de modelos, al escoger uno de éstos la referencia se

vuelve relativa al modelo que se ha elegido (de ahi su nombre).

Asimismo, se debe notar que para que la referencia no sea vacua, se debe asumir la existencia
de al menos un modelo para la teoria o bien asumir la existencia de conjuntos infinitos. Esto
ultimo se puede obtener facilmente teniendo como teoria de fondo a la teoria de conjuntos,
pues con el axioma de infinito y potencia se asegura la existencia de conjuntos infinitos con
distintas cardinalidades, sin embargo, se podria cuestionar el hecho de que en este caso los

conjuntos reciben una especie de categoria superior frente a los demas objetos?®.

Sintéticamente, el estructuralismo relativista acepta igualmente que la matematica es la
ciencia de las estructuras (en el sentido del estructuralismo metodologico), pero la referencia
de los términos queda determinada por sus instancias; es decir por sus modelos. En sentido
estricto, no hay un compromiso con un realismo, ni en valor de verdad ni ontoldgico; sin
embargo, es compatible con ellos. Su compatibilidad depende de la adopcion de un lenguaje
de primer orden o de segundo orden. Si se escoge el primero no habrd un compromiso con el
realismo en valor de verdad ni con el ontoldgico, en cambio, si se escoge el de segundo orden
existiran dichos compromisos. En cambio, en caso de optar por un lenguaje de segundo orden
se tendrd la ventaja de contar con modelos isomorfos y con ello poder justificar, en cierto
sentido, que aunque la referencia es relativa a un modelo el valor de verdad siempre serd el

mismo.

Al igual que el estructuralismo formalista, tampoco éste sostiene propiamente una postura
filosofica estructuralista, pues, no ratifica que la referencia de los términos matematicos
quede determinada estructuralmente; sin embargo, este estructuralismo es considerado como

tal, igualmente por emplear una metodologia estructuralista. En este sentido se podria afirmar

27 El 1 lo podriamos traducir como s(0), €l 2 como s(s(0)) y asi sucesivamente. Asimismo, el simbolo + se puede
definir por recursion de la siguiente manera 1) x+0=x y 2) x+s(y)=s(xty).

28 No obstante, pueden existir cierto tipo de teorias (categoricas) para las cuales la teoria de conjuntos en el caso
en que no sea categorica no podra garantizar la existencia de un modelo para esa teoria. Esta discusion se hara
con mas detalle en la seccion 6 del capitulo II “Cuasi-categoricidad de la teoria de conjuntos”
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que tanto el estructuralismo formalista como el relativista son variaciones del estructuralismo

metodologico que no se comprometen con una postura filosofica propiamente estructuralista.

Uno de los problemas del estructuralismo relativista es la ambigiiedad de la referencia.
Considero que una postura relativista con respecto a la referencia va en contra de nuestras
intuiciones, que puede develarse considerando la siguiente pregunta: ;qué fue primero la idea
de niimero natural o la axiomatizacién de esta? Por sentido comun diriamos que primero se
necesita tener la idea de nimero natural para que posteriormente se pueda axiomatizar la
teoria. Viéndolo en esta perspectiva parece claro pensar que, independientemente de los
axiomas, nosotros tenemos ciertas nociones de lo que es un nimero natural y que objetos no
son numeros naturales; por lo que no es del todo claro que tengamos que considerar que la
referencia es relativa al modelo, si en un principio ya teniamos un modelo pretendido y
nociones claras de los que es un nimero natural. Cuando un matematico hace uso de un
modelo no estandar le especifica a sus receptores la referencia de los términos que va a
emplear (a qué modelo no estandar se va a referir) pues de otra manera nadie podria
entenderle, pues de ante mano tenemos un modelo pretendido al que queremos referirnos.

Hasta en el uso de los modelos no estandar se presupone la existencia del modelo pretendido.

1.2.3. Estructuralismo Universalista

El estructuralismo universalista sostiene que las expresiones matematicas refieren a todos los
objetos que satisfacen dicha expresion para algin modelo determinado. En el caso de las
expresiones numeéricas €stas denotaran a todos los objetos que satisfacen dicha féormula
interpretada en algiin modelo. Por ejemplo, la expresion x < 7 refiere a todos los objetos y
que satisfacen la formula y <,, 7™ donde “<,,” y “7M” son las interpretaciones de <y 7
bajo el modelo M. Si bien en el estructuralismo relativista el término “0” refiere al elemento
base de algun modelo elegido de la aritmética de Peano, en el estructuralismo universalista
se pretende que el término “0” refiera a todos los elementos base de los modelos de la

aritmética de Peano.
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Para conseguir esto tltimo cada formula ¢ en el lenguaje de los niimeros naturales® sera
transformada a una formula ¢ (o, s, N), es decir, la formula ¢ se transforma a una que tenga
explicito el elemento distinguido de los nimeros naturales, la funcion sucesor y se afiade una
nueva letra de predicado N(x) que se lee como “x es un nimero natural” tal que todas las
variables libres se ligan a un cuantificador universal y se restringen a N; por ejemplo la
expresion x < 2 se transforma a Vx(N(x) — x < S(S(O))). Del mismo modo todos los
axiomas de Peano se relativizan al predicado N y se unen en conjuncién (llamemos APy a

dicha conjuncion). Asi APy es la conjuncion de los siguientes axiomas de Peano:

1) N(0) el cero es un nimero natural.

2) Vx(N(x) — N(s(x))) six es un nimero natural, entonces su sucesor también lo es.
3) Vx(N(x) — s(x) # 0) el cero no es sucesor de ningin nimero natural.

4) VxVy((N(x) ANWY) A (x # y)) — s(x) # s(y)) si dos numeros naturales son

distintos, entonces sus sucesores también lo son.
5) VY (Y(0) A Vx ((N(x) AY(x) — Y(s(x))) — vx(N(x) — Y(x)) si el cero

cumple la propiedad Y y sucede que para cualquier natural que cumpla Y su sucesor

también la cumple, entonces todos los naturales cumplen la propiedad Y.

Considerando lo anterior, podemos construir una nueva féormula a saber APy(0,s,N) —
¢(o0,s,N), y, por ultimo, anadirle cuantificadores universales irrestrictos obteniendo la
expresion ¢': = VxVfVX(APy(x, f,X) — ¢(x, f,X)) que de manera intuitiva dice que ¢
es verdadera en todas las estructuras que satisfacen los axiomas de Peano gracias a que los
cuantificadores universales son irrestrictos. En sintesis, nuestra formula inicial ¢ es
transformada a ¢’ y con esto se logra que ¢ refiera a todos los objetos que satisfacen la
féormula de algin modelo. Esto es de nuevo una tesis semantica, es decir, el estructuralismo
universalista sostiene, que cada vez que utilizamos una expresion aritmética ¢ lo que
realmente queremos afirmar es una expresion universal-implicativa ¢’ que es una afirmacion
sobre todos los objetos, funciones de un argumento, relaciones o conjuntos precisamente

porque los cuantificadores universales son irrestrictos. Notese de lo anterior que este caracter

29 Restringiré el andlisis al lenguaje de los nimeros para que la explicacion sea mas clara, aunque el proceso a
seguir también es valido para formulas en otros lenguajes numéricos.
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universalista elimina toda referencia a modelos pretendidos, no requiere comprometerse con
la existencia de estos ultimos y, sobre todo, no necesita de la postulacion de objetos

abstractos, o, dicho en otras palabras, no sostiene un realismo ontologico.

Segun el estructuralismo universalista la referencia de una proposicion ¢ queda determinada
por su transformacion ¢’. Del mismo modo, la verdad de ¢ quedara determinada por ella.
Decimos que ¢ es verdadera si y solo si su transformacion es verdadera, i.e. si existe un
modelo de su transformacién. Es en este punto donde surge un problema para este tipo de

estructuralismo, conocido como el problema de no vacuidad.

Como la transformacion de ¢ es una implicacion, entonces un modelo M hara verdadera la
transformacion si y solo si no satisface el antecedente o se satisface el consecuente. Ahora
supongamos que APy(0, s, N) no admite modelo, entonces cualquier modelo va a satisfacer
la transformacion ¢’ pues el antecedente nunca sera satisfecho. Esto representa un grave
problema, pues considerando proposiciones falsas, como 2+3=3, seran verdaderas porque el
antecedente no puede ser satisfecho. Este problema puede verse mdas claramente
considerando que la expresion ¢@': = VxVfVX (APN o, X)) — olx, f,X )) de manera
intuitiva dice que ¢ es verdadera en todas las estructuras que satisfacen los axiomas de Peano,
es decir, que para que ¢’ sea falsa debe existir al menos una estructura que satisfaga los
axiomas de Peano y, al mismo tiempo, esa misma estructura no debe satisfacer ¢. Por tanto,
en el caso que los axiomas de Peano no admitan modelo (i.e. ninguna estructura los satisfaga)
la proposicion ¢’ sera vacuamente verdadera, sin importar cual sea el contenido de ¢ (puede

ser algo falso como 2+3=3)

La resolucion a este problema puede ser mediante las siguientes dos opciones 1) asumir una
teoria de fondo como ZFC para garantizar la existencia de modelos o 2) optar por un
estructuralismo modal. Elegir la primera opcion eliminaria por completo el atractivo de este
estructuralismo pues se estaria asumiendo la existencia de objetos abstractos para su

funcionamiento. La segunda opcion serd expuesta en la siguiente seccion.

1.2.4. Estructuralismo Modal
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El estructuralismo modal intenta rescatar, en cierto sentido, las ideas del estructuralismo
universalista con respecto a la referencia sin caer en el problema de vacuidad. De manera
general el estructuralismo modal sostiene que las expresiones matematicas refieren a todos
los objetos que satisfacen dicha expresion para algin modelo posible determinado.

Para lograr esto, la transformacién de una proposicion ¢ en el lenguaje de los nimeros

!

naturales®® se va a dar en términos de operadores modales, a saber, ¢@':=
OvVxVfVYX(APy(x, f,X) — ¢(x,f,X)) donde “O" es el operador de necesidad’!, los
cuantificadores “Vx,Vf" quedan restringidos al conjunto X y el cuantificador "VX” es
irrestricto. De esta forma se tiene que la expresion ¢’ refiere a todos los objetos que satisfacen
@ para algiin modelo posible. Nuevamente de manera intuitiva ¢ afirma que ¢ es verdadera

en todas las estructuras posibles que satisfacen los axiomas de Peano.

Al igual que el estructuralismo universalista, el modal también sostiene una tesis semantica,
a saber, que cada vez que utilizamos una expresion aritmética ¢ lo que realmente queremos
afirmar es una expresion modal-universal-implicativa ¢'. Noétese de lo anterior que este
caracter modal-universalista elimina toda referencia a modelos pretendidos, no requiere
comprometerse con la existencia de estos ultimos y sobre todo no necesita de la postulacion

de objetos abstractos, o dicho en otras palabras, no sostiene un realismo ontologico.

Esta transformacion modal parece resolver el problema de vacuidad. Si consideramos la
expresion ¢': = OVxVfVX(APy(x, f,X) — @(x, f,X)) que de manera intuitiva dice que ¢
es verdadera en todas las estructuras posibles que satisfacen los axiomas de Peano, esto
implicaria, que para que ¢’ sea falsa debe de ser posible que exista al menos una estructura
que satisfaga los axiomas de Peano y, al mismo tiempo, esa misma estructura no debe de
satisfacer ¢. Por tanto, en el caso de que sea imposible la existencia de una estructura que
satisfaga los axiomas de Peano la proposicion ¢’ sera vacuamente verdadera, sin importar

cudl sea el contenido de ¢ (puede ser algo falso como 2+3=3). Pese a que podria repetirse el

30 Nuevamente el andlisis serd unicamente para la teoria de nimeros naturales con el fin de quitar complejidad
y que la exposicion se torne mas comprensible. Cabe recordar que el proceso puede generalizarse a cualquier
teoria numérica.

31 Cabe sefialar que en el estructuralismo modal las nociones modales son conceptos basicos y no son definidos
por medio de semanticas de mundos posibles.
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problema de vacuidad, al menos éste es mas débil, a causa del operador posibilidad que se

ha agregado obteniéndose, en vez de un supuesto de existencia, un supuesto de posibilidad.

Si aceptamos ¢l supuesto de posibilidad ¢ 3x, f, X (APy(x, f, X) estamos postulando que es
posible que los axiomas de Peano admitan modelo. De esta forma al ser el antecedente de ¢’
siempre satisfecho la falsedad o la verdad de la transformacion recaerd en la verdad o la
falsedad del consecuente. En el estructuralismo universalista, proposiciones falsas como
“2+2=5" eran verdaderas al ser transformadas por la vacuidad del antecedente. Este problema
se resuelve en el estructuralismo modal, dado que el valor de verdad de la transformacién
depende del consecuente, ya que el antecedente siempre se satisface con el supuesto de

posibilidad que es mas facil de aceptar que el de existencia.

Sin embargo, todavia hay algunas cuestiones que el estructuralista modal e incluso el
universalista tiene que responder. En primer lugar, como el estructuralismo modal sostiene
una tesis semantica, a saber, que cada vez que utilizamos una expresion aritmética ¢, lo que
realmente queremos afirmar es una expresion modal ¢'; surge la siguiente pregunta:
Jnuestras proposiciones aritméticas realmente tienen una forma semantica tan complicada
escondida debajo de su forma sintactica habitual que hasta incluye un componente modal?*?

(Cuando decimos que 2 + 2 = 4 queremos decir que es necesario?

Por otra parte, si el estructuralista modal justifica la posibilidad de la existencia de estructuras
que satisfagan los axiomas de Peano, es decir, si justifica el supuesto modal ¢
Ax, f, X(APy(x, f,X) con el cual se libra del problema de vacuidad, entonces me parece
plausible considerar que esta misma justificacion podria utilizarse para garantizar la
existencia de estructuras abstractas o minimamente nos proveeria de una epistemologia
adecuada, con la cual podriamos garantizar el conocimiento de las estructuras®>. En ambos
casos esto resultaria ser un beneficio para el estructuralismo Ante Rem que sera expuesto en

la seccién 1.2.5.

82 Cfr. Erick Reck y Michel Price, Structures and Structuralism in contemporary philosophy of
mathematics, p. 360
33 Como lo veremos en la siguiente seccion este argumento no afecta al estructuralismo modal de Chihara
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1.2.4.1 La teoria de la Constructibilidad de Charles S. Chihara

Un tipo particular de estructuralismo modal lo podemos observar en el trabajo realizado por
Charles S. Chihara, que, como buen nominalista, niega la existencia de objetos abstractos.
Chihara observa un cardcter modal en los postulados de la Geometria de Euclides,

interpretandolos de la siguiente manera:

“Postulado 1: Una linea recta puede ser construida desde un punto hasta cualquier

otro punto.

Postulado 2: Un segmento de recta puede extenderse indefinidamente en una linea

recta

Postulado 3: Un circulo puede ser construido con su centro en cualquier punto y con

cualquier radio™**

Como puede observarse, los tres postulados de Euclides interpretados de esta manera no
afirman la existencia de ningin objeto abstracto (puntos en el espacio, lineas rectas o
circulos) sino simplemente afirman la posibilidad de hacer una construcciéon geométrica
(construir una linea recta, alargar un segmento, formar un circulo). Precisamente aqui se
puede ver la idea de fondo que esta presente en la “teoria de la constructibilidad” de Chihara,
la cual consiste en pensar a las proposiciones matematicas como oraciones posibles o
constructibles. “La idea basica -nos dice Chihara- [...] es desarrollar un sistema matematico
en el que los teoremas existenciales de las matematicas tradicionales sean remplazados por

9535

teoremas constructibles™, es decir, las afirmaciones existenciales seran reemplazadas por

oraciones que afirman que tal objeto puede ser construido.

Chihara nos dice que “la Teoria de la constructibilidad es una teoria sobre las oraciones-
abiertas: esta nos dice que oraciones-abiertas (de cierto tipo) son construibles y como estas

oraciones-abiertas construibles estarian relacionadas entre si por la relacion de

34 La traduccion es mia: “Postulate 1: A straight line can be constructed from any point to any point. Postulate
2: A straight line can be extended indefinitely in a straight line. Postulate 3: A circle can be constructed with its
center at any point and with any radius.” Charles S. Chihara, 4 Structural Account of Mathematics, p. 23

35 Charles S. Chihara, Constructibility and Mathematical Existence, p. 25
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satisfaccion®. Para lograr esto Chihara introduce los cuantificadores de constructibilidad®’

(Cp) y (Ap) que se interpretan de la siguiente manera:

» (Cp)¥e se interpreta como “‘es posible construir una oracion-abierta ¢ tal que ¢
satisface W
» (A@)¥Po se interpreta como “toda oracion-abierta ¢ que es posible construir satisface

lp?’

El tipo de posibilidad al que Chihara se esta refiriendo es, en sus propias palabras, a una
posibilidad conceptual, 1ogica o un tipo de posibilidad metafisica*®. Ademas, hay que notar
que del hecho de que “es posible construir una oracidon-abierta ¢’ no se sigue que se tenga

un algoritmo para construirla.

Para ejemplificar lo anterior consideremos L(X) := “x es una linea” y T(x,y,z) = “X pasa
por los puntos y y z”. De esta forma podemos simbolizar el primer postulado de Euclides
como (Cx)VyVz(L(x) A T(X,y,z)) el cual afirmaria que: “Es posible construir una x tal que

x es una linea y pasa por cualesquiera dos puntos”.

Lo interesante de esta postura modal es que, a diferencia del estructuralismo de Hellman, no
se tiene que asumir un supuesto modal como ¢ 3Ix, f, X(APy(x, f,X). Por lo que mi
argumento de que la justificacion a la posibilidad de la existencia de dicha estructura (en este
caso la estructura que satisface los axiomas de Peano) podria utilizarse para garantizar el
conocimiento de las estructuras abstractas, no aplicaria al estructuralismo de Chihara. No
obstante, la postura de Chihara no se libra de la cuestion formulada anteriormente: ;realmente
nuestras proposiciones matematicas tienen una forma semantica tan complicada escondida

debajo de su forma sintactica habitual que hasta incluye un componente modal?

36 Charles S. Chihara, 4 Structural Account of Mathematics, p. 185

37 Para Chihara estos cuantificadores deben de ser tomados como primitivos y no deben de interpretarse por
medio de semanticas de tipo Tarskiano. Chihara desarrolla una semantica de mundos posibles de tipo Tarskiano
con un motivo pedagdgico para hacer las ideas comprensibles. Vid. Charles S. Chihara, Constructibility and
Mathematical Existence, p. 42

38 Vid. Charles S. Chihara, 4 Structural Account of Mathematics, p. 186
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1.2.5. Estructuralismo Ante Rem

Como lo dije anteriormente una estructura es la abstraccion de un modelo considerando
unicamente las relaciones que hay entre los objetos y dejando de lado las caracteristicas
accidentales o peculiares que tienen los objetos del dominio. Pero, ;cudl es la naturaleza de
las estructuras?; ;cudl es la relacién que mantienen con sus ejemplificaciones o modelos?; y,

¢cual es la relacion que mantiene con la referencia?*

El estructuralismo Ante Rem, propuesto por Stewart Shapiro, se compromete con un realismo
en valor de verdad y con un realismo ontolégico. El primero sostiene que toda proposicion
matematica (de una teoria con un modelo pretendido, a las que nos referiremos como teorias
no-algebraicas) tiene valor de verdad atn en el caso de enunciados indecidibles donde no se
conoce epistémicamente cudl es el valor de verdad. Sin embargo, esto no implica que dicho
enunciado indecidible no tenga valor de verdad. A su vez, el realismo ontologico sostiene

que las entidades matematicas existen independientemente de la mente humana.

De esta manera el estructuralismo Ante Rem, de acuerdo con el realismo ontoldgico, sostiene
que las estructuras existen independientemente de la mente humana. Por otra parte, como su
nombre lo indica, también sostiene que existen las estructuras independientemente de la
existencia de sus ejemplificaciones o sus instancias (los modelos), e incluso puede que
anteriores a estos. Al contrario del estructuralismo In Re, que sostiene que las estructuras no
pueden existir con independencia de sus ejemplificaciones*’. En el caso del estructuralismo
in re el valor semantico de las proposiciones dependen del sistema que ejemplifica a la
estructura o bien del sistema posible en el caso del estructuralismo modal. El estructuralismo
In Re también es conocido como eliminativo pues de alguna forma no se necesita presuponer
la existencia ontologica de estructuras abstractas para darle un valor semantico a las

proposiciones matematicas.

Por otra parte, el estructuralismo Ante Rem propone que las expresiones numéricas denotan

a los lugares de la estructura. Asi pues, la referencia no depende del modelo de interpretacion,

39 Como puede observarse tanto en la definicion de estructura y el tipo de preguntas que se generan existe un
paralelismo o semejanza a las discusiones filosoficas sobre lo universales.
40 El estructuralismo relativista y modal son casos de estructuralismo In Re
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sino que hay un modelo abstracto llamado estructura que determina la referencia. Por
ejemplo, las expresiones que pertenecen al lenguaje de los numeros naturales tienen una
referencia muy determinada dada por la estructura a la que pertenecen; la expresion “0”
refiere al primer lugar de la estructura de los numeros naturales, s(0) refiere a la segunda
posicion y asi consecutivamente. Sin embargo, ;qué seria un lugar en la posicion i sin los
demas lugares? No podriamos determinar la posicion de un lugar sin los demas espacios vy,
por ende, no conseguiriamos determinar la referencia; es decir, que la referencia
de s;(s(...s(0)) ...) no solamente depende del lugar i, sino también de los demas lugares en
la estructura con los cuales se puede fijar dicha posicion i. En este sentido, la esencia de los
numeros esta dada por sus relaciones con el resto de los niumeros, es decir, su esencia es
estructural. El nimero 7 no es un objeto abstracto que exista en si mismo, sino que este existe
dentro de una estructura; es decir en relacion con el resto de los numeros naturales. Asi el
estructuralismo Ante Rem no defiende la existencia ontoldgica de objetos abstractos aislados

de su estructura*!, sino unicamente se compromete con la existencia de las estructuras.

1.2.5.1.  Epistemologia del Estructuralismo Ante Rem y el reto de Benacerraf

Como lo mencioné en la seccion 1.1 de este capitulo, el reto de Benacerraf para cualquier
postura filosofica que pretenda explicarnos el conocimiento matematico consiste en que
dicha explicacidon debe reposar en una epistemologia aceptable, en especial posturas que se
comprometan con el realismo ontologico. Esto implicaria que, si el estructuralismo pretende
explicar el conocimiento matematico comprometiéndose tanto con el realismo en valor de

verdad como el ontoldgico, debe de estar sustentado por una epistemologia aceptable.

Shapiro nos dice que “la teoria causal del conocimiento es una instancia de un género muy
extendido llamado epistemologia naturalizada, cuya tesis es que el sujeto humano es un ser

completamente natural situado en el universo fisico. Por lo que cualquier facultad del

41 En este punto el estructuralismo Ante Rem se diferencia del simple realismo pues en este (iltimo la esencia
de los objetos abstractos puede no depender de la estructura a la que pertenecen y por ende pueden existir
independientemente de esta.
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cognoscente debe incluir procesos naturales susceptibles de escrutinio cientifico ordinario”*?.

Siguiendo con la argumentacion de Shapiro, aun cuando la epistemologia causal es altamente
cuestionable, el realista todavia sigue teniendo problemas frente a una postura naturalizada
de la epistemologia. Por lo que el reto para el realista serd mostrar que el realismo es

compatible con una epistemologia naturalizada.

Segtn Stewart Shapiro, es a través de 1) la abstraccion de patrones, 2) definicion implicita y
3) abstraccion lingiiistica por las cuales se puede tener conocimiento de las estructuras. Antes
de empezar a describir cada uno de ellos me gustaria ofrecer una especie de “hipotesis de
lectura” sobre el texto de Stewart Shapiro titulado Philosophy of mathematics: Structure and
Ontology, ya que es en este texto donde esclarece con un poco mas de detalle los tres métodos

antes citados. Stewart Shapiro nos dice:

“No pretendo comprender los mecanismos psicolégicos implicados, pero el
reconocimiento de patrones es una facultad que los humanos claramente tienen.
Mi modesto proposito es ilustrar algunos casos del procedimiento llevado a
cabo, mostrando como se puede llegar a una aprehension de independientes

estructuras Ante Rem”*.

Mi “hipotesis de lectura” de la precedente cita que tomo como base para poder interpretar
el trabajo de Stewart Shapiro es que este autor no nos esta proporcionando el medio preciso
por el cual llegamos a obtener un conocimiento de las estructuras, porque de hecho este es
el trabajo que le corresponde a la ciencia contestar (¢1 no pretende comprender los
mecanismos psicoldgicos), sino en realidad lo que Shapiro estd mostrandonos es que es
posible llegar a tener conocimiento de la estructuras por medio de los tres métodos ya

mencionados. Asi pues, la abstraccion de patrones, lingiiistica y la definicion implicita son

42 La traduccion es mia. “That the causal theory of knowledge is an instance of a widely held genre called
naturalized epistemology, whose thesis is that the human subject is a thoroughly natural being situated in the
physical universe. Any faculty that the knower has and can invoke in pursuit of knowledge must involve only
natural processes amenable to ordinary scientific scrutiny” Stewart Shapiro, Philosophy of mathematics:
Structure and Ontology, p. 110.

4 La traduccion es mia. 1 do not claim to understand the psychological mechanisms involved, but pattern
recognition is a faculty that humans clearly do have. My modest purpose is to illustrate a few instances of the
procedure at work, showing how it can lead to an apprehension of freestanding, ante rem structures. Stewart
Shapiro, Philosophy of Mathematics: Structure and Ontology, p.113.
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maneras por las cuales podemos llegar a tener conocimiento de las estructuras, pero esto
no quiere decir que (de hecho) asi obtenemos conocimiento de ellas. Teniendo en cuenta
lo anterior procedo con la explicacion de cada una de las tres formas en que es posible

obtener conocimiento de las estructuras.

1.2.5.1.1. Abstraccion de Patrones

El primer mecanismo, con el cual es posible obtener conocimiento de las estructuras, es la
abstraccion basada en reconocimiento de patrones. Este consiste en la percepcion de las
instancias de una estructura para después abstraer los rasgos comunes que tienen cada una de
estas. Shapiro pone de ejemplo el aprendizaje que tienen los nifios con respecto a las letras,
el nifio observa distintas instancias de la letra “E” como: e, E, e, E, etc., seguido del sonido
“eeee” y eventualmente el nifio llega a entender que cada uno de los simbolos “e, E, e, E,”
son instancias de la letra “E”; de hecho decimos que el nifio aprendio la letra E cuando se le
muestra al nifio nuevas instancias y €l puede decirnos que se trata de la letra “E”, es decir, el
nifio aprende la letra cuando puede distinguirla de sus instancias. Este mismo mecanismo
sirve para poder aprender cardinales finitos como el nimero “7” percibimos sus instancias
»

como “siete patos”, “siete conejos”, etc. Para posteriormente abstraer el nimero “siete” y asi

sucesivamente con los distintos cardinales finitos.

Como se requiere de la percepcion de la ejemplificacion de una estructura este mecanismo
solamente es util para aprender estructuras finitas. Entonces, ;Como podemos obtener
conocimiento de estructuras infinitas? Shapiro responde que es por medio de la definicion

implicita y abstraccion lingiiistica las cuales seran presentadas a continuacion.

1.2.5.1.2. Abstraccion Lingiiistica

La abstraccion lingliistica como su nombre lo indica es un mecanismo que opera sobre el

lenguaje mediante una abstraccion de este tltimo. Esta inspirada en el principio de identidad
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de los indiscernibles de Leibniz: “si dos objetos no pueden distinguirse entre si, i.e. tienen
las mismas propiedades, entonces los objetos son idénticos” y de la sutil observacion de que
la discernibilidad depende del conjunto de propiedades que se tenga para diferenciar a los

objetos en cuestion.

En un primer momento consideremos un lenguaje, por ejemplo, el espaiiol junto con su
ontologia y ahora consideremos un sub-lenguaje de éste que conste Unicamente de la
propiedad “ser matematico”, por consiguiente, en este sub-lenguaje la unica propiedad que
tenemos para distinguir objetos es la propiedad de “ser matematico”, pues como lo habia
mencionado anteriormente la discernibilidad depende del conjunto de propiedades que se
tenga para diferenciar a los objetos en cuestion y en este caso solamente se tiene la propiedad
de “ser matematico”. De esta manera se obtiene que con este sub-lenguaje que consta de una
propiedad es imposible diferenciar a Gédel de Cantor pues ambos son matematicos; y, por
consiguiente, aplicando el principio de Leibniz (como ambos tienen las mismas propiedades)

se tendria que identificar como el mismo individuo a Cantor y a Godel.

Ahora bien, si suponemos que en nuestro sub-lenguaje tenemos a todas las profesiones
podriamos de algiin modo agrupar a todas las personas de acuerdo a su ocupacion. De esta
forma podriamos considerar a las agrupaciones como objetos de la ontologia para nuestro
sub-lenguaje, es decir, nuestra nueva ontologia sera la ontologia inicial modulo la relacion

de equivalencia “tener la misma profesion”**

cuyos elementos seran las clases de
equivalencia de la relacion o dicho de otra manera la nueva ontologia identifica a aquellos
individuos que tienen la misma profesion y los considera un solo objeto que pertenecera a

esta nueva ontologia.

En sintesis, primero consideramos un lenguaje junto con su ontologia y un sub-lenguaje que
sirve para generar clases de equivalencia sobre el lenguaje de fondo. La idea segiin Shapiro
es que “el lenguaje y el sub-lenguaje juntos caracterizan una estructura, la estructura
ejemplificada por las clases de equivalencia y las relaciones entre ellas formuladas en el sub-

lenguaje™®

4 Una relacion de equivalencia es una relacion que es 1) reflexiva, 2) transitiva y 3) simétrica. Podemos
observar que la relacion “tener la misma profesion” es de euivalencia.
45 Stewart Shapiro, Philosophy of mathematics: structure and ontology, p. 123.
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Se podria acusar de que este mecanismo es un tanto artificial ya que el tipo de estructuras
generadas no se parecen del todo a estructuras con las que trabajan los matematicos y
asimismo no parece ser un mecanismo que sea empleado cotidianamente por los humanos
para adquirir conocimiento de estructuras, sin embargo, no hay que olvidar nuestra “hipdtesis
de lectura” sobre el trabajo de Shapiro. No estamos explicando como de hecho adquirimos
conocimiento de las estructuras sino unicamente que es posible adquirirlo. Por tanto, las
criticas de anti-naturalidad de los mecanismos no son relevantes. No obstante, Shapiro
menciona un tercer medio por el cual se podria adquirir conocimiento de las estructuras

infinitas, a saber, la definicion implicita misma que sera expuesta a continuacion.

1.2.5.1.3. Definicion Implicita

La primera observacion que se debe notar es que hay distintas maneras en el que se puede
conocer un objeto, por ejemplo, en el caso de personajes historicos a los cuales no tuvimos
una percepcion sensible logramos conocerlos mediante descripciones que leiamos en libros,
enciclopedias o que otras personas nos ensefiaban. Para poner un ejemplo tenemos
conocimiento de Platon mediante descripciones como: “Platon fue discipulo de Socrates,
autor del didlogo de la Republica, maestro de Aristoteles, fundador de la academia, etc... El
conocimiento por descripcion es la idea de fondo de la definicion implicita. Desde la optica
de este mecanismo los axiomas de una teoria, por ejemplo, la axiomatica de Peano, fungen
como descripciones que definen a una estructura. Ademas, hay que recalcar que este
mecanismo parece brindarle al sujeto un acceso epistémico a las estructuras sin pasar por sus
ejemplificaciones que beneficia a una postura estructuralista Ante Rem frente a un
estructuralismo In Re. Es en este ultimo punto donde radica la verdadera importancia de la

definicién implicita.

A simple vista la definicion implicita parece ser un excelente mecanismo con el cual
obtenemos conocimiento de las estructuras ya que esto se puede corroborar en la practica
matematica, por ejemplo, los estudiantes de matematicas aprenden a distinguir lo nimeros
racionales de los reales mediante el axioma del supremo como un criterio de completud para

la recta; en cierto sentido se conoce la estructura mediante descripciones que nos brindan el
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significado de sus propiedades. No obstante, de manera intuitiva y retomando el ejemplo de
Platon, en el caso en que las descripciones empleadas tuvieran dos referentes parece intuitivo
pensar que en realidad todavia no se conoce a Platon porque podria confundirse con otro
individuo. Por este motivo se pide que las descripciones tengan iinicamente un solo referente
y en el caso de las definiciones implicitas se requerird que los axiomas definan a una unica

estructura.

Es en este ultimo punto donde parece surgir un problema pues en el caso de que los axiomas
de la teoria se presenten en un lenguaje de primer orden estos podran satisfacerse por modelos
no isomorfos (con distinta estructura), lo que implicaria que no se esta definiendo a una tnica
estructura y con ello que el sujeto en realidad no esta conociendo la estructura. Este problema
podria solucionarse facilmente adoptando un lenguaje de segundo orden que nos garantizaria
que los modelos de los axiomas son categdricos, i.e. preservan la misma estructura. La
discusion sobre esta cuestion sera tratada en la seccion 1.4. Antes de entrar directo al
problema es menester precisar con mas cuidado que axiomas de las teorias matematicas nos
podrian brindar descripciones de estructuras, este pequefio detalle sera resuelto en la siguiente

seccion.

1.3. Teorias Algebraicas y No Algebraicas

Si aceptamos que las matematicas es la ciencia de las estructuras, pareceria casi inmediato
pensar que cada teoria matematica tiene como objeto de estudio una y sélo una estructura.
No obstante, esto no es del todo correcto, pues la teoria de grupos estudia las estructuras
conocidas como grupos, que son conjuntos no vacios provistos de una operacioén binaria
asociativa, tal que para cada elemento del conjunto existe un elemento neutro y tiene inverso;
por ejemplo, los nimeros enteros con la suma usual forman un grupo. Sin embargo, también
hay teorias donde parece claro que hay una estructura pretendida como la teoria de los

numeros naturales o axiomatica de Peano.

Shapiro clasifica las teorias matemadticas en dos grupos dependiendo de si su objeto de
estudio tiene una estructura pretendida o es toda una coleccion de estructuras las que pretende

estudiar. A las primeras las llamo “no algebraicas”, y a las segundas “algebraicas”. Dentro
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de las no algebraicas encontramos la teoria de los numeros naturales, los enteros, los
racionales, la teoria de los ntimeros reales y la teoria de conjuntos; mientras que en las
algebraicas se encuentran teorias como la topologia, teoria de grupos y la teoria de campos.
Con esta clasificacion de las teorias matematicas se puede notar que el requisito de

categoricidad es inicamente para las teorias no algebraicas.

1.4. El Estructuralismo y los Lenguajes de Segundo Orden

El giro estructuralista se caracteriza por dejar de tomar en cuenta los objetos del dominio, y
se enfoca en las relaciones que mantienen entre si. Este vuelco a las relaciones necesita de
un lenguaje lo suficientemente rico para poder hablar de ellas, y en especial de un lenguaje
formal, pues las teorias estudiadas son matematicas. Este lenguaje no puede ser otro que uno

de segundo orden, pues este nos permite cuantificar sobre relaciones.

En el estructuralismo universalista se utilizaba un lenguaje en segundo orden para hacer las
transformaciones dada una proposicion, pues se cuantificaba sobre las relaciones, las
funciones y el conjunto dominio. Sin embargo, hay una necesidad ain mas basica de necesitar

un lenguaje de segundo orden para lograr cualquier proyecto estructuralista.

Supdngase que tenemos una teoria no algebraica en un lenguaje numerable de primer orden

tal que admite modelo M cuya cardinalidad de su dominio es X. Entonces por el teorema de

Lowenheim-Skolem admite modelo M’ con cardinalidad X , > X . En el capitulo 2 ahondar¢
mas sobre el teorema de Lowenheim-Skolem, por lo que aqui s6lo quisiera rescatar la idea
de que hay una teoria con dos modelos de interpretacion cuyas cardinalidades son distintas.
Si abstraemos dichos modelos nos quedarian dos estructuras E y E’ de cardinalidades
distintas y que, por ende, no son isomorfas. Habiamos quedado que las teorias no algebraicas
unicamente tenian una estructura que era su objeto de estudio. Entonces jcomo decidiremos
cual de las dos estructuras sera la indicada? Este parece ser un grave problema para el

estructuralismo en general.

Ahora supongase que la interpretacion del modelo M de x; es a; un objeto del dominio que

se encuentra en la j-esima posicion, mientras que la interpretacion M’ de x; es b, un objeto
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que se encuentra en la k-esima posicion del modelo M’ tal que a; # by . Si aceptamos el

estructuralismo Ante Rem que sostiene que la referencia de x; es el hueco de la estructura,
(cudl serd la referencia de x;?, ;el hueco en la j-esima posicion de la estructura E, o el hueco
de la k-esima posicion de E’? Este seria el segundo problema al que se enfrenta el

estructuralismo Ante Rem con respecto a la referencia de los términos.

La aceptacion del estructuralismo en general parece que depende de la adopcion de un
lenguaje de segundo orden donde se pueda demostrar la categoricidad de las teorias
algebraicas; es decir, que para cualesquiera dos modelos de la teoria son isomorfos. De
manera general, decimos que dos estructuras son isomorfas si y solo si satisfacen los mismos
enunciados, en especial los correspondientes al tipo de orden. Como lo mencione
anteriormente el problema para el estructuralista Ante Rem es de acceso epistémico por lo
que se requiere de un lenguaje que nos permita tener acceso a la Uinica estructura correcta lo

que se logra cuando los modelos son isomorfos.

Adoptando los lenguajes de segundo orden tenemos que los modelos de la teoria son
isomorfos y por tanto se puede acceder a una unica estructura con lo que el problema de la

referencia queda resuelto.

Asimismo, como se sefiald en una seccion precedente adoptando un lenguaje de segundo
orden, que implica que todos los modelos de los axiomas de las teorias matematicas preservan
la misma estructura, se podria utilizar este hecho para sostener que un mecanismo por el cual
podemos adquirir conocimiento epistémico de las estructuras es por medio de la definicion
implicita. De esta manera los axiomas de las teorias funcionarian como descripciones que
nos brindarian las propiedades de las estructuras sin tener el problema de que dichas

definiciones refirieran a estructuras distintas.

Como podemos observar de lo mencionado anteriormente el estructuralismo Ante Rem

requiere de la adopcion de los lenguajes de segundo orden.
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Conclusiones del Capitulo

A modo de conclusion para este capitulo sobre las cuestiones que se desarrollaron quiero

resaltar los siguientes puntos

» Tomando en cuenta el dilema de Benacerraf el reto para cualquier postura filoséfica
que pretenda explicarnos el conocimiento matematico debe de reposar en una
epistemologia razonable. Y por otra parte debe de disponer de una semadantica
homogénea que abarque tanto las proposiciones matematicas como oraciones en el
lenguaje natural. Asi el estructuralismo Ante Rem aceptando el reto nos proporciona

una epistemologia de tipo naturalista y una seméntica homogénea de tipo Tarskiana.

» De los tres métodos que Stewart Shapiro nos menciona para poder tener acceso
epistémico a las estructuras, a saber, la abstraccion de patrones, abstraccion
lingliistica y la definicion implicita es este Gltimo medio el mas importante; puesto
que este mecanismo parece brindarle al sujeto un acceso epistémico a las estructuras
sin pasar por sus ejemplificaciones que beneficia a una postura estructuralista Ante

Rem frente a un estructuralismo In Re.

» Como el problema para el estructuralista Ante Rem es de acceso epistémico se
requiere de un lenguaje que nos permita tener acceso a la Uinica estructura correcta
(s6lo para las teorias no algebraicas pues estas son las que tienen un modelo
pretendido) lo que se logra cuando los modelos de las teorias no algebraicas son
isomorfos. Por lo que esta postura filosofica requiere que el lenguaje con el que se
axiomatizan las teorias no algebraicas sea de segundo orden donde se satisface la

categoricidad en los modelos.
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Capitulo II: Légica de Segundo Orden

En el capitulo precedente mostramos la necesidad del proyecto estructuralista por utilizar un
lenguaje de segundo orden (S.0.) para axiomatizar las teorias. En el presente capitulo nos
enfocaremos precisamente en ahondar en las propiedades que tienen estos lenguajes de orden
superior, asi como de los argumentos a favor y en contra del empleo de estos lenguajes para
axiomatizar las teorias matematicas. Para esta ultima cuestion, no hay que olvidar que el uso
de un lenguaje formal debe ir acompanado con un proyecto filoso6fico que nos explique la

naturaleza de los objetos matematicos, como el estructuralismo.

Elegir entre un lenguaje de primer orden (P.O.) y uno de segundo orden debe de tomar en
cuenta la naturaleza de las entidades matematicas, pues es a través de los axiomas de una
teoria donde se describen tales objetos. Si Unicamente queremos determinar qué
proposiciones se siguen de nuestros axiomas, nos conformariamos con un lenguaje de primer
orden. En cambio, si queremos buscar el significado de los enunciados matematicos
tendremos que elegir un lenguaje de segundo orden donde no se pueda demostrar el teorema
de Lowenheim-Skolem, pues este nos impide determinar la referencia. Es por esto que en

este capitulo profundizaremos en este teorema.

Antes que nada, es imprescindible en un primer momento exponer las distintas semanticas
que existen para los lenguajes de segundo orden, concluyéndose que las semanticas estandar
son las indicadas para desembarazarnos de los lenguajes de primer orden mismas que se
abordaran en la primera seccion de este capitulo. Asimismo, expondré el poder expresivo que
tienen estos lenguajes en comparacion con los de primer orden, se ahondara sobre las
complicaciones que genera el teorema de Lowenheim-Skolem, la necesidad de los teoremas
de categoricidad, se analizarén las criticas de Quine sobre el presupuesto realista en la 16gica
de segundo orden y por tltimo se abordaran los argumentos de Jane en contra de los lenguajes

de segundo orden.

2.1 Semanticas para los lenguajes de Segundo Orden
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En esta seccion analizaremos tres distintos tipos de semanticas para los lenguajes de segundo
orden que son: semanticas Estandar, de Henkin y de Primer Orden con Dos Funciones de
Interpretacion. Las caracteristicas principales de estas semdanticas seran expuestas a

continuacion.

Recordemos que de manera intuitiva una estructura es una funcion que interpreta las formulas
bien formadas de nuestro lenguaje formal. Una estructura nos proporciona el conjunto de
objetos a los cuales se refiere el parametro V y las denotaciones de los simbolos de constante,

funciones y predicados.

De manera formal una estructura-estandar E para nuestro lenguaje de segundo orden es una

funcién cuyo dominio es el conjunto de parametros y tal que:

I.  E asigna al simbolo de cuantificador "Vx" un conjunto no vacio |E|, al cuantificador
"VR™" un conjunto no vacio #|E|™ y como toda funcion n-aria puede verse como una
relacién n+1-aria al cuantificador "V f™" se le asigna el conjunto | E|™*? (restringido
a las relaciones que son funciones) asi para cada n € w. Con esto se logra que el
cuantificador universal realmente signifique “para todo elemento del dominio”, “para

toda relacion n-aria” y “para toda funcion n-aria”.

II. E asigna a cada simbolo de constante ¢ un elemento ¢ del universo de discurso.

De manera intuitiva decimos que una estructura E satisface a una formula (EEg @) si su
interpretacion en la estructura es verdadera para esa estructura. Formalmente decimos que
una estructura E satisface la formula ¢ con s tal que s:V — U,en#|E|™ donde V es el
conjunto de las variables. Hay que tomar en cuenta que para el caso de los lenguajes de
segundo orden el conjunto de variables posee tanto variables individuales como variables de
relacion y funcion. Asi s(x;) es un elemento del universo, s(R}") es una relacion n-aria sobre

el universo y s(f{") es una operacion n-aria (i.e. s(f{*): |[E| ™ — |E|).

Para dar la definicion formal de satisfaccion consideremos una extension de s que

denotaremos como § tal que §: T — |E| con T el conjunto de términos definida como sigue:

1) 8(x) = s(x) con x una variable
2) 3(c) = c% con c una constante

3) S(f"(te, - tn)) = S8 (t1), ..., 3 (t5))
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Por otra parte, definimos la sustitucién s(wy /&) como una funcion igual a s pero que a la

variable wy, le asigna & que puede ser tanto un elemento a del dominio de la estructura, como

una relacion o una operacion n-aria sobre la estructura segun sea el caso. De manera formal

definimos la sustitucion de la siguiente manera:

a)

b)

Si wy es una variable individual, es decir wy = xj, definimos s(x;/a):V —
Unen®|EI™ tal que si  k #ientoncess(xg/a)(x;) =s(x;) y si k=
i entonces s(x;/a)(x;) = a donde a es un elemento del dominio |E|.

Si wy es una variable de relacion, es decir wy = R}}, definimos s(R};/P):V —
Unen@I|E|™ tal que si k #ientonces s(R}/P)(R) =s(R) y si k=
i entonces s(R}t/P)(R}") = P donde P es una relacion en |E|™.

Si wy es una variable de funcion, es decir wy = fi*, definimos s(fg'/g9):V —
Unen@I|EI™ tal que si k #ientoncess(ft/9)(f") =s(f) y si k=

i entonces s(fit/9)(fi*) = g donde g es una funcioén en |E|™*1,

De esta manera se tiene que las condiciones de satisfaccion para formulas resultan de afiadirle

las siguientes clausulas de satisfaccion a las condiciones que ya se tenian para los lenguajes

de primer orden expuestas en el capitulo cero.

Sean a una férmula del lenguaje de segundo orden y E una estructura

L.
II.

I1I.

IV.

EEg RIY(tq, ... ty) sii § (ty), ..., § (t,) € s(RY)

Eg VRE a sii VP™ € p(|E|") ocurre que E Eypn/pny @ Una  estructura
satisface a un “para toda relacion R} en a” sii para toda relacion P™ € g (|E|™)
la sustitucion de R}} por P™ satisface la formula a.

Eg 3R a sii 3P™ € p(|E|™) ocurre que E Eggn/pny @ Una  estructura
satisface a un “existe una relacion R} en a” sii para alguna relacion P™ € g (|E|™)
la sustitucion de Ry por P™ satisface la formula a.

EE, Vit a sii Vg" € o(JE|"Yocurre que E Fsrmgmy @ Una estructura
satisface a un “para toda funcioén fi* en @ sii para toda funcion g™ € @ (|E|"*?)

la sustitucion de f* por g™ satisface la formula a.
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V.  E kg 3fa sii 3g" € p(IEI™Y) ocurre que E Fgm)gny @ Una estructura

satisface a un “existe una funcion f;' en a” sii para alguna funcion g" €

#(|E|™*1) la sustitucion de f* por g™ satisface la formula a.

Del mismo modo que en los lenguajes de primer orden, decimos que una estructura estandar
es modelo de un conjunto de férmulas si la estructura las satisface. Asi una formula @ del
lenguaje de segundo orden es una “verdad l6gica estandar” sii todas las “estructuras estandar”
que interpretan el lenguaje de segundo orden satisface a ®. Asimismo, definimos
consecuencia loégica como sigue: Sea I' un conjunto de formulas y & una formula en un
lenguaje de segundo orden decimos que I" es “consecuencia ldgica estandar” de & sii todos

las “estructuras estandar” de I' son modelos de ®.

Analogamente una estructura-Henkin E¥ para nuestro lenguaje de segundo orden es una

funcién cuyo dominio es el conjunto de parametros y tal que:

1. E™ asigna al simbolo de cuantificador "Vx" un conjunto no vacio |d|, al cuantificador
"VR™" un conjunto no vacio D™ tal que D™ € |d|™ y como toda funcion n-aria puede
verse como una relacion n+1-aria al cuantificador "Vf™" se le asigna el conjunto
F™ € p|d|™*? asi para cadan € N.

2. E" asigna a cada simbolo de constante ¢ un elemento ¢ del universo de discurso.

Como puede observarse la gran diferencia que hay entre una semantica estdndar y una de
Henkin es que en esta tltima el conjunto donde son mapeadas los simbolos de relacion y
funcion es un subconjunto del conjunto potencia del dominio de discurso para las variables
individuales, que en principio puede ser un subconjunto propio. Més adelante haré énfasis en

esta enorme diferencia.

Asimismo, las condiciones de satisfaccion se definen de una manera muy similar a las
estructuras estandar. Sean a una férmula del lenguaje de segundo orden y E¥ una estructura
de Henkin
1. Ef &4 R (ty, ... ty) sii 8 (£y), ..., § (t,) € s(R])
2. E" EgVRRa sii VP™ € D™ ocurre que E" Eypn/pny @ Una  estructura
satisface a un “para toda relacion R} en a” sii para toda relacion P™ € D™ la

sustitucion de Ry por P™ satisface la formula a.
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3. E"Eg3REa sii AP™ € D™ ocurre que EM Eygn/pny @ Una  estructura
satisface a un “existe una relacién R} en a” sii para alguna relacion P™ € D" la
sustitucion de Ry por P™ satisface la férmula a.

4. EF e, Vfila sii Vg" € F" ocurre que EH Fs(r/gmy @ Una  estructura

satisface a un “para toda funciéon f' en a” sii para toda funcion g™ € F" la
sustitucion de f' por g™ satisface la formula a.

5. EM ks 3f asiiagh € F* ocurre que E™ gpn ) ony @ Una estructura satisface

a un “existe una funcion f* en a” sii para alguna funciéon g™ € F™ la sustitucion

de fi* por g™ satisface la formula a.

Asi una estructura de Henkin es modelo de un conjunto de formulas si la estructura las
satisface. Una formula @ del lenguaje de segundo orden es una “verdad l6gica de Henkin”
sii todas las “estructuras de Henkin” que interpretan el lenguaje de segundo orden satisface
a ®. Asimismo, definimos consecuencia logica como sigue: Sea I un conjunto de férmulas
y ® una féormula en un lenguaje de segundo orden decimos que I' es “consecuencia logica de

Henkin” de & sii todos las “estructuras de Henkin” de I' son modelos de &.

Finalmente, una estructura de primer orden con dos funciones de interpretacion E! para
nuestro lenguaje de segundo orden es una funcion cuyo dominio es el conjunto de pardmetros

y tal que:

I.  E! asigna al simbolo de cuantificador "Vx" un conjunto no vacio |d,|, para cada n €
N al cuantificador "VR™" un subconjunto E'F(n) € d} x d,(n) no vacio vy al
cuantificador "V f™" un subconjunto E'F (n) € d?*! x d5(n) no vacio donde d,(n)
y d3(n) también son conjuntos no vacios. Notese que los conjuntos dq,d, y ds
pueden no estar relacionados de alguna manera. Aqui la idea es que E*(n) es la

b

interpretacion de la relacion “_se predica de ”; es decir, la relacion entre una n-ada
de elementos de d; y una “relacién” que pertenece a d,(n) que es verdadera sobre
esta n-ada. Del mismo modo EF (n) es la interpretacion de la relacion “_ser aplicable
a_”; es decir, la relacion entre una n-ada de elementos de d; y una “funcién” que

pertenece a d3(n) que es aplicable a esta n-ada.

. , 1 . .
II. E? asigna a cada simbolo de constante ¢ un elemento c£" del universo de discurso.
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Formalmente decimos que una estructura E' satisface la férmula ¢ con s tal que s:V —
d,Ud, Ud; donde V es el conjunto de las variables. Asi s(x;) € dy, s(R]')) €d,(n) y
s(fi") € ds(n). Para dar la definicion formal de satisfaccion consideremos una extension de

s que denotaremos como $ tal que como sigue:

1) $(x) = s(x) con x una variable

2) $(c) = ¢E" con ¢ una constante
3) S(f"(ty, - t)) = EYF () ((3 (t), -, 8 (tn), s(fM)

De esta manera se tiene que las condiciones de satisfaccion son: Sea « una féormula del

lenguaje de segundo orden y E' una estructura

1. E' 55 R (tq, ... ty) sii (8 (ty), ..., § (tn), s(RM)) € EP(n)
2. E' B¢ VRR asii VP™ € dy(n) ocurre que E* Fggpn pny @
3. E' Fg 3RY asii 3P € |E|" ocurre que E* Fygn pny @
4. E' & Vi asiivg®h € |EI* ocurre que EY Egm gny @

5. EY g 3ff asiiagh € [E[* ocurre que EY o) @

La verdad logica y consecuencia logica quedan definidas del mismo modo que las semanticas
anteriores. Cabe sefialar que lo interesante de esta semantica es que las relaciones “ ser

2 13

predicable a ' y “ ser aplicable a_

b

’no quedan determinadas por la contencién como en las

estructuras anteriores sino que dependen de la interpretacion en la estructura.

A pesar de que estas semanticas, expuestas anteriormente, se emplean para los lenguajes de
segundo orden, tienen propiedades que las hacen radicalmente diferentes. En particular,
podemos resaltar que las semanticas de Henkin y las de primer orden con dos funciones de
interpretacion resultan ser completas, cumplen el teorema de compacidad y ademaés
satisfacen los teoremas de Lowenheim-Skolem*®. Contrariamente, las semanticas estandar
resultan ser incompletas, no admiten compacidad y no satisfacen los teoremas de

Lowenheim-Skolem*’. Gracias a esta discrepancia de propiedades entre estas semaénticas,

46 Vid. Shapiro, Stewart, Foundation Without Foundationalism: A Case for Second Order Logic, p. 89-95.

47 Vid. Herbert B. Enderton, “Una Introduccién matematica a la logica”, p. 409-410
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algunos filésofos, como Putnam*®, han desvalorado su utilidad argumentando que se necesita
un criterio para determinar cual de las dos semanticas se debe de emplear; puesto que
dependiendo de la eleccion de la seméantica se tendran propiedades distintas. A continuacion,
brindaré argumentos por los cuales considero que debemos aceptar las semanticas estandar

frente a las otras dos opciones.

De manera intuitiva la diferencia que hay entre las semanticas estandar con las de Henkin y
las de primer orden con dos funciones de interpretacion es que, en la primera, las relaciones
y las funciones estan mapeadas sobre todo al conjunto potencia del dominio de los individuos,
mientras que en las de Henkin y las de primer orden con dos funciones de interpretacion se
puede restringir el dominio bajo el cual van a estar mapeadas, de tal manera que puede
tomarse un subconjunto propio del conjunto potencia. Es aqui donde radica la razén de
nuestra preferencia por los modelos estandar, pues intuitivamente, cuando axiomatizamos
una teoria en un lenguaje de segundo orden queremos que el cuantificador universal que liga
a las relaciones y funciones no esté restringido. De manera natural, cuando decimos “todas
las relaciones”, queremos referirnos a todas ellas y no a un subconjunto propio. En pocas
palabras, las semanticas estandar, a diferencia de las otras, rescata nuestras intuiciones sobre

el cuantificador universal ligado a las relaciones y funciones.

Por otro lado, como en las semanticas estandar y las de primer orden con dos funciones de
interpretacion se toma un subconjunto propio de la potencia del dominio donde van a estar
mapeadas las relaciones, entonces puede ser el caso que en algunas estructuras no se satisfaga
el axioma de comprension X"V (x),, (X" (x),, = ®(x),); pues tal relacion X™ puede no estar
en la estructura. Lo que implica que las semanticas estandar no cumplen el teorema de
correctud, que es una propiedad basica que debe cumplir un sistema ldgico con su respectiva
semantica (pues siempre queremos que nuestro sistema deductivo deduzca formulas
verdaderas). No obstante, para arreglar este problema los defensores de las semanticas de
Henkin y de las semanticas de primer orden dividen las estructuras en dos tipos: 1) fieles y
2) no fieles, donde las estructuras fieles son aquellas que satisfacen el axioma de
comprension; de esta forma considerando Unicamente las estructuras fieles se satisface el

teorema de correctud en las semanticas de Henkin. No obstante, pedir inicamente estructuras

48 Vid. Putnam, H. “Models and Reality”, p. 481.
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fieles es un requisito demasiado ad hoc. Lo cual es otro punto a favor del empleo de las

semanticas estandar para los lenguajes de segundo orden.

De aqui en adelante, al referirme a la 16gica de segundo orden, debe pensarse acompafiada

de una semantica estandar.

2.2 Poder Expresivo de los Lenguajes de Segundo Orden

Uno de los conceptos mas utilizados por los matematicos es el de “cierre minimal” o
“conjunto minimal cerrado bajo una funcion, una relacion o una operacion etc.”. Por ejemplo,
el conjunto de los nlimeros naturales es un conjunto cerrado bajo la funcion sucesor, i.e. si x
pertenece al conjunto de los nimeros naturales, entonces el sucesor de x, “S(x)”, pertenece
también a dicho conjunto. Este concepto también es utilizado por los logicos para definir
distintos conjuntos claves como: el conjunto de las formulas bien formadas, que es definido
como el conjunto cerrado bajo las operaciones de construccion de formulas; el conjunto de
todas las consecuencias logicas, que es definido como el conjunto cerrado bajo la relacion de
consecuencia logica, etc. Ademas, se utiliza en la definicion de espacio vectorial para afirmar
que el espacio vectorial es cerrado por la suma y la multiplicaciéon. También se utiliza en la

definicion de campo y anillo.

El “cierre minimal” puede expresarse por medio de una féormula de segundo orden (S.0.), a
saber, MC(x,Y,R): VX[(Vy(Yy - Xy)A Vsz((Xy ARyz) - Xz)) - Xx], ie. x
pertenece al cierre minimal de Y bajo R sii x pertenece a todos los conjuntos que tienen
contenido a Yy es cerrado por la relacion R. Se pide que x pertenezca a todos los conjuntos
X para garantizar que es la minimal. La existencia del cierre minimal estd dado por el
esquema de comprension IX™V(x),(X™ = ®(x),) del sistema deductivo D2* aplicado a

MC(x,Y,R),i.e.3ZVx(Zx = Mc(x,Y,R)). Este Z es el cierre minimal Y bajo R>’. Obsérvese

4 El sistema deductivo D2 puede verse en el capitulo cero
50 Si se quiere definir cierre minimal bajo una funcién o una operacion simplemente cambie la relacién R por
una funcion F o por una operacion O.
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que dicha féormula no puede ser expresada en primer orden (P.O.) por la cuantificacion sobre

las relaciones. La demostracion formal se da a continuacion.

Sea T una teoria en un lenguaje de primer orden, M modelo de T, y I" un conjunto de férmulas
que contienen un predicado P (que no ocurre en T) que caracteriza el cierre minimal de la
extension de una formula ¢ bajo una funcidon f unaria. Supongamos que M también es
modelo de T UT. Sea b una constante que no ocurre en T U I'. Consideremos el siguiente
conjunto de formulas: T':= TUTU {Pb, ~p(b),Vx(p(x) — f(x) # b),Vx(¢(x) —
f(f(x)) #b), ...} Por el teorema de compacidad en la légica de primer orden T admite
modelo, digamos M’; entonces se tiene una interpretacion del cierre minimal donde b es parte
del cierre minimal (Pb), pero al mismo tiempo no fue el resultado de aplicar f a los elementos
de la extension de ¢; i.e. b no pertenece al cierre minimal (contradiccion). Por lo tanto P no

caracteriza el cierre minimal.

Otro de los conceptos utilizados por los matematicos es el de Infinitud, que puede expresarse
por la siguiente formula en S.O.: INF(X): 3f (VxVy(f(x) = f(y) = x =y) AVx(Xx —
Xf () A3y(Xy AVx(Xx — f(x) # y))), i.e. existe una funcién inyectiva de X en X que
no es suprayectiva; es decir, existe una funcion biyectiva de X a un subconjunto propio suyo.
Como puede observarse, esta formula expresa la definicion de Dedekind-infinito. Dada la
formula INF(X), puede expresarse la relacion de finitud como: FIN(X):~INF(X). En los
lenguajes de P.O. se pueden expresar oraciones como “hay a lo mas n individuo” y “hay
exactamente n objetos”, pero no puede expresarse oraciones como “esto o aquello es finito”,
ni “esto o aquello es infinito”, que, como lo hemos visto, pueden ser expresados en S.O. La
prueba formal de que en la l6gica de primer orden no se puede expresar el concepto de finitud

se da a continuacion.

Sea S un conjunto de oraciones de primer orden, y ¢(x) una formula con x libre.
Supongamos que para cada n € w hay un modelo en que la extension de ¢p(x) tiene al menos
n elementos (¢p(x) tiene una extension finita). Sean cy, ¢4, ... ¢, ... cOnstantes nuevas que no
ocurren en S ni en ¢p. Consideremos el conjunto S’ := S U {¢(c,,) / n € w}. Por hipotesis,
cada subconjunto finito es satisfacible. Por teorema de compacidad, S’ admite modelo M’,

el cual es infinito, pues agregamos a la extension de ¢ una cantidad numerable de c,,. Como
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S c S', entonces M’ es modelo de S; esto implica que S admite modelo donde la extension

de ¢ es infinita. Por lo tanto, ¢ no puede caracterizar el concepto de finitud.

Igualmente, en los lenguajes de S.O. puede ser expresado el concepto de tener la misma

cardinalidad o la misma cantidad de elementos como:
|X] = 1YI:

af (Vx‘v’y ((Xx AXy A f(x) = f(y)) — X = y) A VX(XX - Yf(x))

A Vy(Yy — IXXx A f(x) = y)))

i.e. existe una funcion biyectiva de X a Y. Con FIN(X) y |X| = |Y| pueden ser expresadas

29 ¢e 29 ¢¢

relaciones como: “ser contable”, “tener cardinalidad aleph alfa”, “ser cofinal con”, etc.

Ademas, en los lenguajes de S.O. pueden ser expresados axiomas que en P.O, solamente son
presentados como esquemas de axiomas; por ejemplo, el axioma de induccidn para naturales.

En S.0. puede ser expresado como:
Vo {[cp(O) Avn[Nn — (@) — CD(S(n)))” — (vn(Nn — o))}
En cambio, en P.0. es presentado como un esquema de axioma a saber:
{@(0) Avn [Nn — (CD(n) — cb(S(n)))]} — (Vn(Nn — cb(n)))

para toda formula ® que pertenezca al lenguaje (en este caso, nuestro lenguaje es numerable
por lo que habria una cantidad numerable de axiomas). Por tanto, si buscamos que nuestras

teorias sean finitamente axiomatizables tendremos que elegir un lenguaje de segundo orden.

Como lo hemos observado expresiones utilizadas por los matematicos como: cierre minimal,
infinitud, finitud, tener la misma cardinalidad, ser contable, tener cardinalidad aleph alfa y el
axioma de induccion pueden ser expresadas por formulas en segundo orden. Tomando en
cuenta que dichos conceptos no pueden ser expresados por formulas en primer orden, podria
considerarse plausible que la l6gica de segundo orden es mas eficaz para fundamentar las
matematicas que la de primer orden; puesto que conceptos relevantes para el quehacer

matematico pueden ser expresados en estos lenguajes.
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2.3 Teorema de Lowenheim Skolem y La Busqueda por la Discernibilidad de la

Referencia

W.V.O. Quine en su articulo “Ontological Relativity” enuncia una tesis relativista, la cual
puede glosarse de la siguiente manera: a través de los axiomas de las teorias no se pueden
describir “la nocién intuitiva de los objetos” a los que pretende referir una teoria, sino que
las teorias pueden satisfacerse en diferentes modelos con universos o dominios ajenos; es
decir, la ontologia a la que estd comprometida una teoria es relativa al modelo de
interpretacion. Esta tesis relativista no solamente aplica a teorias cuyos axiomas estan escritos
en un lenguaje de primer orden, sino también para las teorias con axiomas presentados en
segundo orden. Si queremos rescatar la discernibilidad de la referencia, tendremos que optar
por un proyecto que, a la par de un lenguaje de segundo orden, nos sea posible determinar
cudl es la referencia de nuestros términos. Como lo vimos en el capitulo precedente, el
estructuralismo Ante Rem requiere de un lenguaje de segundo orden y es una postura que

nos permite explicar la objetividad de las matematicas.

Parece ser un hecho innegable que los seres humanos tenemos conocimiento matematico. Si
alguien afirma que "2 + 2 = 4", inmediatamente diremos que esa persona esta diciendo una
proposicion verdadera, mientras que si afirmara que "2 + 2 = 5" inmediatamente diriamos
que esta diciendo algo falso. Parece claro y evidente que tenemos conocimiento matematico;
sin embargo, si nuestras teorias no son objetivas, es decir, si no refieren a nada, ;como
podriamos garantizar que dicha proposicion es verdadera? Por ejemplo, si el nimero “2” no

tiene ninguna referencia, ;en qué sentido podemos afirmar que "2 + 2 = 4" es verdadero?

Cuando nosotros decimos en el lenguaje natural que “los chinos tienen los ojos rasgados”,
nos referimos a ciertos individuos que viven en Asia o cuyos ancestros provienen de esa zona
, , . . : . « . :
geografica, y seria un sinsentido que cuando a alguien se le dijera que “los chinos tienen los
ojos rasgados”, esté pensando en los rusos, argumentandonos que todo depende del modelo
de interpretacion. Igualmente, tenemos ciertas intuiciones sobre los niimeros naturales.
Cuando alguien afirma algo sobre ellos, nadie se estd imaginando un modelo no estandar,
sino que hay un modelo pretendido. Parece que la tesis relativista de Quine va en contra de

nuestras intuiciones. Sin embargo, ;cémo rescataremos la discernibilidad de la referencia?
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En un lenguaje de segundo orden podemos demostrar los teoremas de categoricidad para las
teorias no algebraicas®'; es decir, se puede demostrar que para cualesquiera dos modelos de
una teoria no algebraica (por ejemplo, los axiomas de Peano para los numeros naturales), son
isomorfos. De acuerdo al capitulo anterior, esto garantizaba la unicidad de las estructuras. Es
decir, si aceptamos que los axiomas de nuestras teorias se presenten en un lenguaje de
segundo orden, y sostenemos el estructuralismo Ante Rem, podemos rescatar nuestras
intuiciones sobre la discernibilidad de la referencia y explicar la objetividad de las

matematicas.

En primera instancia, alguien podria objetar que se estd cometiendo peticion de principio,
pues pareceria que para sostener el estructuralismo se necesita aceptar los lenguajes de
segundo orden, y uno de los argumentos para estar a favor de aceptar un lenguaje de S.O es
que con éste se puede demostrar los teoremas de categoricidad que le permite al

estructuralista concluir la unicidad de las estructuras.

Nosotros queremos que nuestros axiomas de las teorias puedan describir los objetos de las
teorias, y para esto necesitamos de una postura filoséfica que nos indique cual es la naturaleza
de dichos objetos, con el fin de que elijamos el mejor lenguaje que sea consistente con ello.
Mi punto de vista es muy simple: elegir entre un lenguaje formal y otro no se puede
desprender de la aceptacion de una postura filosofica; aceptar el estructuralismo y elegir un

lenguaje de segundo orden son las partes de un mismo paquete.

Ahora solamente nos falta explicar con mas detalle porque los lenguajes de primer orden no
son compatibles con el estructuralismo Ante Rem y porqué, a través de éste, no se puede

rescatar la discernibilidad de la referencia.

En la teoria de modelos de primer orden no existe un tnico modelo que haga verdaderos a
todos los miembros de Th1°2. Por un lado, tenemos que el teorema de Lowenheim-Skolem
(LS) dice: “Sea I' un conjunto de enunciados, en un lenguaje de cardinalidad A, si I tiene
modelo, entonces tiene modelo de cardinalidad < A”. Sustituyamos I' por Th1 y A por No.

Entonces el teorema LS diria “Sea una teoria de primer orden Th1, en un lenguaje numerable,

51 En la seccidn 2.6 discutiré sobre la cuasi-categoricidad de la teoria de conjuntos como teoria no algebraica.
52 Llamaré Th1 a una teoria de primer orden
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si Th1 tiene modelo infinito entonces Th1l admite modelo numerable”. Por otro lado, tenemos
que el teorema ascendente Lowenheim-Skolem-Tarski (LST) afirma que: “Sea I un conjunto
de formulas, en un lenguaje de cardinalidad A, Si I' admite modelo M con un dominio con
cardinalidad a-infinito, entonces para todo cardinal f = « existe una estructura M’ que es
modelo de T' con un dominio |M'| con cardinalidad igual a B”. Al combinar estos dos
teoremas, LS y LST, tenemos que, si una teoria Thl es consistente y admite modelo infinito,
entonces admite modelos de cualquier cardinalidad infinita. Por tal motivo, no existe un tnico
modelo que haga verdaderos a todos los miembros de Thl. Por consiguiente, los lenguajes
de primer orden son inadecuados para capturar el modelo pretendido por los axiomas de una
teoria, pues jcomo fijar la referencia si hay muchos modelos que satisfacen la teoria?
Asimismo, al tener modelos de distintas cardinalidades se tendrian estructuras distintas de

diferente cardinalidad, y esto no es compatible con el estructuralismo Ante Rem.

De manera mas concreta, tenemos que si Th1 admite modelo M cuyo dominio |M| tiene una
cardinalidad A >, entonces por el teorema LS admite modelo M’ cuyo dominio |M’| tiene
una cardinalidad de No y por el teorema LST Th1 admite modelos 8 > Como M # M’,
sus ontologias seran diferentes, pues sus cuantificadores corren por diferentes objetos. Cabe
sefialar que los objetos que pertenecen a |M| no pueden distinguirse de los miembros de |M'|
por medio de los axiomas propios de Thl, puesto que M y M’ son modelos de Thl. Para
poner un ejemplo de lo que esto significa, definamos Thl como la teoria de Conjuntos ZF;
entonces, a través de los axiomas de ZF no se puede describir “la nocion intuitiva de lo que
es un conjunto”, puesto que ZF tiene diferentes modelos no isomorfos. Esto es precisamente
lo que expresa la tesis relativista de la que habla Quine, a saber, “no tiene sentido decir lo

que los objetos de la teoria son, mas alla de decir como interpreta o reinterpretar la teoria™”.

Cuando un matematico intenta inventar un sistema axiomatico para una teoria no algebraica,
tiene una estructura determinada que pretende axiomatizar con su sistema, es decir, tiene un
modelo pretendido. Nunca observaremos en la practica matemadtica que alguien pretenda

axiomatizar una estructura junto con todos sus modelos no estdndar. Estos tltimos son los

53 La traduccion es mia. “it makes no sense to say what the objects of a theory are, beyond saying how to
interpret or reinterpret that theory in another” W.V.O Quine, The Journal of Philosophy, “ontological
Relativity”, p. 202.
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fantasmas o epifenémenos que produce la l6gica de primer orden por su incapacidad de
modelar el razonamiento matematico. En cambio, la 16gica de segundo orden, gracias a la
categoricidad y en apoyo con el estructuralismo, nos permite modelar el razonamiento

matematico que se lleva a cabo en el proceso de axiomatizacion de una estructura.

2.4 Ontologia de los lenguajes de segundo orden

Desde el punto de vista de Quine “una teoria estd obligada a admitir aquellas entidades, y
solo aquéllas, a las cuales tienen que referirse las variables ligadas de la teoria para que las
afirmaciones hechas en ésta sean verdaderas”*. Es en este punto donde Quine cree que
existe un problema con la légica de segundo orden, pues los simbolos de relacion en un
modelo estandar se interpretan como subconjuntos que pertenecen al dominio del modelo de
las wvariables individuales. Por consiguiente, una teoria en segundo orden estaria
comprometida ontoldégicamente con objetos que son conjuntos. Para ilustrar esto con un
ejemplo, tomemos a la teoria de los nimeros naturales con axiomas en segundo orden. El
dominio del modelo estandar estaria compuesto de la unidon del conjunto de los nimeros

naturales y el conjunto potencia de los nimeros naturales; por consiguiente, la cantidad de

elementos que pertenecen a dicha ontologia es igual a 2%, donde algunas entidades del

dominio no son niimeros sino conjuntos.

En pocas palabras la logica de segundo orden, con semantica estdndar, presupone la
existencia de conjuntos. Y si se acepta la tesis de que la 16gica no debe de presuponer ninguna
ontologia sobre lo que hay en el mundo o en las teorias, entonces la 16gica de segundo orden
no seria realmente una verdadera logica. Ademas, es la teoria de conjuntos ingenua’® la que

esta oculta en el metalenguaje de la logica de segundo orden.

Sin embargo, como bien lo argumenta Shapiro, la nociéon de conjunto es completamente
clara, puesto que, una vez que se ha determinado el dominio del modelo y con ello se ha

fijado el rango donde van a ser mapeadas las variables de primer orden, se tiene una idea

3 W.V.0. Quine, Desde un punto de vista Logico, p. 40
55 La teoria de conjuntos ingenua es aquella que afirma que cualquier propiedad caracteriza a un conjunto
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clara de cuales van a ser los subconjuntos que van a ser asignados a las variables de relacion.
Es decir, la teoria de conjuntos ingenua no esta oculta en el metalenguaje, pues no es el caso
que cualquier subconjunto de la jerarquia conjuntista va a pertenecer al dominio del modelo,
sino solo los subconjuntos del rango de las variables de primer orden. En pocas palabras, la
interpretacion de la € es clara una vez definido el contexto en el que se esté utilizando; la €

es, pues, una especie de indéxico.

Asimismo, al utilizar las semanticas estandar no nos estamos comprometiendo con la teoria
de conjuntos simpliciter, sino Unicamente con los conjuntos que pertenecen al conjunto
potencia del dominio. En el caso de la teoria de los nimeros naturales, nos estamos
comprometiendo con conjuntos de nUmeros naturales; no obstante, ;como no
comprometernos con estos conjuntos de nimeros?, si pretendemos hablar de las relaciones y
funciones que hay entre los nimeros. Por tal motivo, me comprometo con tales conjuntos de
niimeros porque esa era mi pretension lingiiistica. Los conjuntos son una forma de representar
matematicamente las propiedades y las funciones. Por ende, me comprometo con ellos, pues

mis intenciones eran referirme a las propiedades y funciones de los nimeros.

Por otra parte, considero que el hecho de que se emplee la teoria de conjuntos en la teoria de
modelos dentro de la semantica de la logica de segundo orden para interpretar las relaciones
es algo que deberia de ser deseable y que proporciona el éxito de la teoria de modelos, pues,
dado que toda oracion de la matematica clasica puede interpretarse en el lenguaje de la teoria
de conjuntos, nos garantiza que la interpretacion de las relaciones como subconjuntos del
dominio de las variables individuales estd bien definida en cualquier lenguaje de la
matematica clésica; es decir, si queremos un lenguaje que interprete las variables de
relaciones necesitamos garantizar que la interpretacion propuesta sea aplicable a los
lenguajes matematicos. Asi, como toda relacion se puede definir en términos conjuntistas, no

hay mejor concepto que el de “conjunto” para interpretar las variables de relacion.

Ademéds, la neutralidad de la que supuestamente goza la légica de primer orden es
completamente falsa, pues algunos teoremas de la logica de primer orden requieren de
axiomas y resultados conjuntistas; por ejemplo, el teorema de Lowenheim necesita del
axioma de infinito para garantizar modelos de cardinalidad infinita y en su demostracion se

emplea el axioma de eleccion.
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Existen mas criticas a la l6gica de segundo orden en relacion al realismo en valor de verdad
que, segun autores como Jane, se presupone en la utilizacion de la 16gica de segundo orden,

las cuales seran analizadas en la seccidn 2.5.

2.4.1. Semanticas Plurales

Otra alternativa para eliminar el incremento ontologico en la l6gica de segundo orden seria
adoptando cuantificadores plurales que restrinjan nuestra ontologia inicial de primer orden
con la que en primera instancia estibamos comprometidos. Esta postura se le debe al trabajo

desarrollado por Boolos*.

La idea fundamental puede ilustrarse del modo siguiente. Considérese la oracion “algunos
criticos se admiran solo entre si” que puede formalizarse de la siguiente forma: 3X3x(Xx A
VyVz(Xy A Ayz —» y # z A Xz)). Bajo la semantica usual, este enunciado expresa la idea de
que existe un subconjunto X no vacio del dominio tal que sus elementos cumplen cierta
relacion que en el lenguaje natural corresponderia a admirarse entre ellos mismo. Como lo
he sefalado anteriormente al emplear las semanticas estdndar de segundo orden hay una
inflacién de nuestra ontologia inicial de primer orden, pues ahora tendriamos que afadir
subconjuntos a nuestro dominio. Lo que Boolos observo es que hay una forma alternativa de
traducir los cuantificadores de segundo orden haciendo una interpretacion plural. En el
ejemplo anterior podriamos interpretar el enunciado como: “hay algunos elementos del
dominio para los cuales ellos cumplen cierta relacion (la de admirarse Uinicamente entre
ellos)”. La idea de fondo de Boolos es que en lugar de cuantificar singularmente sobre un
nuevo objeto conjuntista se cuantifica pluralmente sobre los viejos objetos del dominio

correspondiente al lenguaje de primer orden restringiendo con ello la inflacion ontologica.

Formalmente esta idea de cuantificacion plural se puede desarrollar de la siguiente manera.
Construyamos un nuevo lenguaje L” (lenguaje plural) que conste de los simbolos de primer

orden mas la adhesion de nuevos simbolos de wvariables xx;,xXx,, ..., simbolos de

56 Vid. George Boolos, “To Be is to be a value of a variable (or to some values of variables)”, The Journal of
Phiosophy, pp. 430-449
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cuantificadores para estas variables Vxx,, y 3xx, ademds afiadiremos un nuevo simbolo de
relacion binario x < xx que representa la relacion “ser uno de estos”. Con este nuevo
lenguaje plural podemos formalizar la oracion “algunos criticos se admiran solo entre si”
como: IxxIx(x K xx AVyVz(y LK xx NAxy = x # y A z K xx)) que puede leerse como
“hay algunos objetos del dominio para los cuales ellos cumplen cierta relacion (la de
admirarse unos a otros)”.

757 es que se puede interpretar las

Lo que Boolos notd en su articulo “Nominalist Platonism
expresiones del lenguaje de segundo orden al lenguaje plural L” que interpreta las variables
de segundo orden como plurales y no como conjuntos. Definimos la traducciéon Tr: L — LF

Ccomo:
1. TT(XJXL) = Xi K XX]
Tr(~ @) =~ Tr(p)

Tr(p AY) =Tr(p) ATr(y)
Tr(3x;p) = Ix;Tr(p)

A I O

T r(EIX j(p) = Axx;Tr(p) VTr(p') donde ¢’ es el resultado de substituir
Xjx; por x; # x;. La segunda disyuncion es necesaria en el caso de que "X;" es
interpretada como “no hay objetos que satisfacen esta propiedad”. En pocas palabras
este segundo disyunto es necesario por el hecho de que existen conjuntos vacios, pero

no existen pluralidades vacias.

Considero inadecuado el empleo de los lenguajes plurales por dos razones: 1) el concepto de
pluralidad me parece todavia mas oscuro que el de conjunto®® y, mas aun, considero que
nuestra nocion de pluralidad se sostiene de nuestra nocidon de conjunto; esto me parece claro
al existir la traduccién Tr que puede verse como la interpretacion de un concepto a otro.
Ademas, 2) si bien los lenguajes plurales representan adecuadamente algunas oraciones del
lenguaje natural, no me parece del todo claro que el concepto de “pluralidad” pueda sustituir
al concepto de “conjunto” para interpretar las relaciones de los lenguajes matematicos, pues

parece inadecuado frente al gran desarrollo de la teoria conjuntista. El éxito de esta teoria

57 George Boolos, Nominalist Platonism, p.330.
58 El concepto de “conjunto” se me hace mas claro que el “pluralidad” gracias a todo el trabajo matematico que
se ha realizado en la teoria de conjuntos.
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matematica y la capacidad para formalizar el concepto de “relacion” en cualquier lenguaje
matematico en términos conjuntistas la hacen adecuada para interpretar las variables de

relacion.

2.5 Replica a las criticas de Jane

Jane, en su articulo “Higher-order Logic Reconsidered”, hace una serie de criticas a la logica
de segundo orden, de las cuales en esta seccion voy a analizar tres de ellas. La primera tiene
que ver con el presupuesto realista en valor de verdad en la nocién de consecuencia logica.
La segunda con la indeterminacién del contenido del conjunto potencia del dominio de las
variables individuales donde van a ser mapeadas las variables de relacion. Y la tercera con la

necesidad de la complecion en la ldgica para caracterizar las teorias matematicas.

Para poder exponer la primera critica de Jane, hay que tomar en cuenta las siguientes

formulas que son expresables en un lenguaje de segundo orden:

Sea @1 (X) = 3f (Vavy(f(x) = f(¥) — x = ¥) AVx(Xx — Xf(x)) A3y(Xy A

Vx(Xx — f(x) #¥))), i.e. X es infinito.

Sea @, (X,Y) :=VWVz(Wz — Xz) <> Y(W)); i.e. Y es la potencia de X

Sea ¢3(Z,Y) = VYw(Zw — Yw); i.e. Z es subconjunto de Y

Sea ¢,(X,Y,2) = {3f(vxvy((Xx AXy A f(x) = f(y)) — x =y) AVx(Xx = Zf(x)) A

vy(Zy — IxXx A f(x) = ) D}V {3F(vavy((Zx AZy A f(x) = f(y)) = x=y) A
Vx(Zx = Yf(x)) A Vy(Yy — Ix(Xx A f(x) =y)))}; ie. X ~Z6Z ~Y, X es equipotente

con Z o Z es equipotente con Y

Con estas cuatro férmulas podemos construir otras dos nuevas formulas o, y 0,
Sea gy = VX, Y, Z((01(X) A 02 (X, Y) A p3(Z,Y)) — @u(X,Y,Z)

Y sea 0y = VX, YIZ((p1(X) A (X, Y)) — (93(Z,Y) A~ 9u(X, Y, 2))

De tal manera que o; serd universalmente valida (en sentido estdndar) sii la hipotesis

generalizada del continuo es verdadera, o o, serd universalmente valida sii la hipotesis
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generalizada del continuo es falsa. Como una de las dos formulas tiene que ser
universalmente valida, Jane argumenta que la 16gica de segundo orden presupone un realismo
en valor de verdad. “En otras palabras, alegando que la consecuencia ldgica de segundo orden
estandar estd determinada [por la teoria de conjuntos], requiere tomar una fuerte vision
realista de la teoria de conjuntos. Esto es un punto en contra del empleo de consecuencia
logica en segundo orden como consecuencia ldgica, ya que el uso de la 1égica, como tal, no

debe depender de la adopcion de una posicion filosofica en disputa™’.

A lo largo de este trabajo he sefalado que elegir entre un lenguaje formal depende de la
aceptacion de una postura filosofica. El hecho de que la hipdtesis generalizada del continuo
tiene valor de verdad en la 16gica de segundo orden es algo favorable para el estructuralismo,
pues éste estd comprometido con un realismo en valor de verdad. Jane parece considerar
justamente lo opuesto a mi postura; es decir, ¢l considera que la eleccion entre un lenguaje
formal y otro no debe depender de la adopcion de una postura filosofica. Sin embargo, esto
no es del todo correcto, pues los axiomas de una teoria pretenden describir los objetos de la
teoria. La eleccion entre un lenguaje formal y otro dependera de una postura filoséfica que
nos explique la naturaleza de estos objetos, de tal manera que elegiremos el lenguaje formal
que sea consistente con esta postura. Asi las cosas, no se debe de descartar la logica de
segundo orden por tener un compromiso con el realismo en valor de verdad, pues
precisamente nuestra postura filosofica (en este caso el estructuralismo) de la cual se tomd
como base para la eleccion de nuestro lenguaje formal se compromete con un realismo en

valor de verdad.

Por otro parte, cuando Jane afirma que la nocion de consecuencia logica no debe de depender
de la adopcion de una postura filosofica en disputa parece presuponer que la misma nocidén
de consecuencia logica per se no esta en disputa, o, dicho de otra forma, que existe una nocion
clara de aquello que debe contar como consecuencia ldgica; no obstante, es precisamente

nuestra nocion de consecuencia ldgica lo que en el fondo estd en juego y depende sobre todo

%9 La traduccion es mia. “In other words, claiming that canonical second-order consequence is determinate
requires taking a strong realist view of set theory. This counts against second-order consequence as being usable
as logical consequence, since the use of logic as such should not depend on adopting a disputed philosophical
position”. Ignasi Jane, “Higher-order Logic Reconsidered”, The Oxford Handbook of philosophy of
Mathematics and Logic, p.798.
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de nuestra postura filosofica. Si bien la nocion de consecuencia logica de segundo orden
presupone un realismo en verdad, la 16gica de primer orden depende de algunos resultados y
axiomas de la teoria de conjuntos como el axioma de infinito que nos garantiza la existencia
de un conjunto infinito, ya que sin este axioma el teorema de Lowenheim-Skolem no tendria
sentido alguno. Asimismo, se puede demostrar que el axioma de completud fuerte es

equivalente al axioma de eleccion®.

Como podemos observar, la nocién de consecuencia ldgica de primer orden no es del todo
pura sino también depende de ciertos supuestos conjuntistas. Se puede objetar que estos
supuestos en la l6gica de primer orden son meramente matematicos y no dependen de alguna
postura de corte filos6fico, sin embargo, esto no es del todo cierto pues en el caso del axioma
de eleccidn su aceptacion depende de nuestra postura filosofica, pues en el fondo este axioma
repercute en nuestra nocion de funcidn, en nuestro concepto de lo que es una propiedad y

formula matematica.
La segunda critica que hace Jane es la siguiente:

“Tanto la teoria de conjuntos y la 16gica de segundo orden tienen que dar cuenta
del conjunto potencia, pero no con la misma urgencia. Conjuntos (y sus
conjuntos de potencia) son el objeto de la teoria de conjuntos, que de este modo
se puede describir en términos generales a la teoria de conjuntos como una teoria
que tiene como finalidad obtener conocimiento de los conjuntos. La falta de una
explicacion clara de la operacion del conjunto potencia no es un defecto en la
teoria de conjuntos, ya que tal explicacion es, por el contrario, uno de los
objetivos a alcanzar no un punto de partida. La Logica de segundo orden, por su
parte, hace uso de la operacion de conjunto potencia, y un uso esencial, dado que
en ella se apoya la determinacion de la relacion de consecuencia. Como
comentamos anteriormente, cualquier divergencia en los contenidos del
conjunto potencia va a perturbar la relacion de consecuencia logica en segundo
orden; en otras palabras, diferentes cuentas de su contenido daradn lugar a

diferentes relaciones de consecuencia. En consecuencia, el uso autonomo en la

60 Vid. J.L. Bell & A.B. Slomson, Models and Ultraproducts, p. 103
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relacion de consecuencia en segundo orden [...] requiere de una explicacion de
(1) lo que es un conjunto de objetos de un dominio y, mas importante, de (2) cual
es el contenido exacto del conjunto potencia de un conjunto en términos del

contenido del conjunto”®!

En resumen, Jane sostiene que la logica de segundo orden debe de explicar el contenido
exacto del conjunto potencia, pues de esto depende la relacion de consecuencia logica. Jane
asevera que la relacion de consecuencia logica depende del contenido del conjunto potencia
porque la diferencia que hay entre las semanticas estandar y las de Henkin radica en que la
primera mapea las relaciones y las funciones sobre todo el conjunto potencia, mientras que
las de Henkin unicamente lo hacen sobre un subconjunto propio de éste. Para esta discusion
hay que recordar que las semanticas de Henkin son en el fondo equivalentes a las de primer
orden (pues satisface los teoremas de completud, compacidad, y Lowenheim Skolem), de
este modo parece clara la importancia de que las relaciones y funciones se mapeen sobre
todo el conjunto potencia del dominio de los objetos de primer orden y no tan s6lo sobre un

subconjunto propio.

Si bien es cierto que la relacion de consecuencia logica depende del contenido del conjunto
potencia, no es del todo claro porque la lo6gica de segundo orden tenga que especificarnos el
contenido exacto del conjunto potencia, asi como su cardinalidad. Elegimos las semanticas
estandar porque son ¢éstas las que rescatan nuestras intuiciones sobre el cuantificador
universal ligado a las relaciones y funciones, pues cuando decimos “todas las relaciones tales

que...”, nos estamos refiriendo a todas las relaciones sin importar que las podamos expresar

61 La traduccion es mia. “Both set theory and second-order logic have to give some account of power sets, but
not with the same urgency. Sets (and their power sets) are the subject matter of set theory, which thus can be
loosely described as a theory pursued to gain knowledge of sets. Lacking a clear explanation of the power set
operation is not a defect in set theory, since getting such an explanation is, rather, one of the aims it has to
reach—mnot a starting point. Second-order logic, for its part, makes use of the power set operation, and an
essential use at that, since on it rests the determinacy of the consequence relation. As we remarked above, any
divergence in accounting for the content of power sets is bound to disturb canonical second-order consequence;
in other words, different accounts of their content will give rise to different consequence relations. Accordingly,
the autonomous use of second-order consequence (as opposed to its internal use in set theory, that is, to what
we have described as its use in a set-theoretical setting) requires an explanation of (1) what is a set of objects
of a domain and, most important, of (2) what is the exact content of the power set of a set—in terms of the
content of the set”. Ignasi Jane, “Higher-order Logic Reconsidered”, The Oxford Handbook of philosophy of
Mathematics and Logic, p.800.
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en el lenguaje o tengamos conocimiento de ellas y por ello necesitamos mapear las relaciones
a todo el conjunto potencia para garantizar que cuando empleamos un cuantificador
universal sobre las relaciones nos estamos refiriendo exactamente a todas las relaciones que

podemos formar.

Como lo sefiale anteriormente la 16gica de primer orden depende de algunos resultados y
axiomas de la teoria de conjuntos, en este sentido la teoria de conjuntos no es del todo ajena
a logica de primer orden sino es, en buena medida, un sostén tedrico para esta. No estoy
concibiendo a la teoria de conjuntos como la teoria de fondo para la logica sino simplemente
muestro que dichas disciplinas no son del todo ajenas y que, en este sentido, es plausible
pensar a ambas desarrollandose conjuntamente. Por consiguiente, el uso auténomo de la
relacion de consecuencia en segundo orden no requiere de una explicacion del contenido
exacto del conjunto potencia de un conjunto, pues esta sigue siendo una tarea conjunta entre

la 16gica y la teoria de conjuntos.

Asimismo, considero que el hecho de que se emplee la teoria de conjuntos en la teoria de
modelos dentro de la semantica de la logica de segundo orden (y en general de la teoria de
modelos) es algo que deberia de ser deseable y que proporciona el éxito de la teoria de
modelos, pues, dado que toda oracién de la matematica clasica puede interpretarse en el
lenguaje de la teoria de conjuntos nos garantiza que exista al menos una estructura (la
estructura conjuntista) en la cual se puede interpretar el lenguaje de cualquier teoria

matematica.

2.6. Cuasi-Categoricidad de la Teoria de Conjuntos

Para que el estructuralismo pueda explicarnos como es que un matematico elige una
determinada estructura de una teoria no algebraica, por ejemplo, la de los nimeros naturales,
en vez de las estructuras ejemplificadas por sus modelos no estdndar se deben de cumplir tres

cosas: 1) la teoria debe ser categorica 2) satisfacible y 3) finitamente axiomatizable.

Como se mencion6 en el capitulo anterior el problema para el estructuralista Ante Rem es

sobre su acceso epistémico por lo que se requiere de un lenguaje que nos permita tener acceso
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a la unica estructura correcta (solo para las teorias no algebraicas, pues estas son las que
tienen un modelo pretendido) lo que se logra cuando los modelos de las teorias no algebraicas
son isomorfos. Por lo que esta postura filosofica requiere que el lenguaje con el que se
axiomatizan las teorias no algebraicas sea de segundo orden donde se satisface la
categoricidad en los modelos. Por otro lado, se pide que dicha teoria sea satisfacible para
garantizar que por lo menos exista una estructura que sea ejemplificada por los modelos. Y
por ultimo se pide que la teoria sea finitamente axiomatizable para asegurarse de que una
persona (con capacidades limitadas) pueda establecerlos. Esto se relaciona con la “definicion
implicita”® pues dado que la teoria tiene una cantidad finita de axiomas el sujeto, por medio

de estos, puede tener acceso a la estructura.

Es aqui donde surge un problema pues la teoria de conjuntos no cumple con ser categorica,
es decir, no todos sus modelos son isomorfos®®. De manera inmediata esto pareceria ser un
gran reto para el estructuralismo, pues si consideramos que la teoria de conjuntos es una
teoria no algebraica y ademas que ésta sirve como teoria de fondo para representar algunas
estructuras matematicas, al no ser categdérica puede ocurrir que las representaciones
conjuntistas de las teorias no algebraicas no sean isomorfas generando con ello que no haya
una unicidad en las estructuras de las teorias no algebraicas. Por ejemplo, si tenemos dos
modelos M y M’ no isomorfos de la teoria de conjuntos y ejemplificamos con los elementos
de sus respectivos dominios a los nimeros naturales (llamaremos a dichas ejemplificaciones
E y E’ que se inducen en M y M’ respectivamente), puede ser el caso que E y E’ no sean
isomorfos; y, por consiguiente, que ejemplifiquen a estructuras distintas de los numeros
naturales. De manera mas directa, podemos afirmar que, si la teoria de conjuntos no es
categorica, entonces no estamos en condiciones para asegurar la unicidad de las estructuras

de las teorias no algebraicas.

Si bien la teoria de conjuntos no es categorica en segundo orden, hay un sentido en el que
casi lo es, Ernest Zermelo logréo demostrar que la teoria de conjuntos en un lenguaje de

segundo orden es cuasi-categorica; es decir que para cualesquiera dos modelos uno es

62 Uno de los métodos que Shapiro menciona con el cual tenemos acceso epistémico a las estructuras
63 Para el resto de las teorfas no algebraicas si se logra la categoricidad en sus modelos.
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1somorfo a un segmento inicial del otro o viceversa. A continuacion se hard un analisis mas

detallado al respecto.

2.6.1 Teoremas de Cuasi-Categoricidad de Zermelo

En 1930 Ernest Zermelo publica un articulo titulado “On Boundary Numbers and Domains
of Sets: New Investigations in the Foundations of Set Theory” da una nueva axiomatizacioén
para la teoria de conjuntos a la que llama ZF' distinta a la que propuso en 1908 pues los
axiomas estan escritos en un lenguaje de segundo® orden (por lo que el axioma de separacion
y reemplazo dejan de ser esquemas de axiomas y se convierten en axiomas con
cuantificadores en segundo orden), el axioma de infinito es omitido y ademas se permite la
existencia de urelementos®. Para recalcar que estamos trabajando en un lenguaje de segundo
orden con urelementos a ZF' la denotaré como ZFC2U%5. Denotemos por UA al conjunto de

urelementos que pertenecen a A un Dominio Normal al que llamaremos base de A.

Zermelo en su articulo define “Dominio Normal” como los dominios que estdn formados
tanto por conjuntos como urelementos, que interpretan la “€” como la pertenencia y
satisfacen los axiomas ZF', es decir, en nuestro lenguaje moderno, los dominios normales
son modelos de ZFC2U que estan contenidos en la jerarquia acumulativa de conjuntos con
urelementos. Asimismo, dado que contamos con urelementos podemos definir “secuencias
basicas” (asi las llama Zermelo) que seran isomorfas a los ordinales, las definimos por

recursion como sigue:
Dado u un urelemento

l. g =u,

2. ga+1 = ga Ygal

3. Sia es limite, entonces gg = Ug<q 9p

%4 La axiomatica de la teoria de conjuntos en un lenguaje de segundo orden se puede ver en el capitulo 0 de esta
tesis.

65 Vid. Zermelo, E.F.F. “On Boudary Numbers and Domains of sets: New investigations in the Foundations of
Set Theory”, From Kant to Hilbert: A source Book in the Foundations of Mathematics. P. 1222

% Agustin Rayo en su articulo 4 Puzzle for Estructuralism la denota simplemente como ZFC2
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Notemos que si definimos F: @ — g, tal que para cada § < a tenemos que F(f) = gz es
un isomorfismo. Asi podemos pensar a las “secuencias basicas” como los representantes de
los ordinales en nuestro Dominio Normal que se construyen a partir de un urelemento. Sin
embargo, como nuestros Dominios Normales son conjuntos este no puede contener a todos
las “secuencias basicas”; pues de ser asi el Dominio tendria tantos elementos como ordinales
y por tanto seria una clase propia (no un conjunto), por lo que hay una “secuencia basica”
que no pertenece al Dominio Normal y a la minima de estas la llamaremos su caracteristica®’.
Formalmente definimos la “caracteristica” del Dominio Normal A como m, = U{g¥ €
A:a € OR ANu € UA}. Si no tuviéramos urelementos podemos pensar a la caracteristica
como My = 0(A) = ANOR. Con estas definiciones podemos entender los siguientes

teoremas de isomorfismo a los que llego Zermelo en su articulo.

“Primer Teorema de Isomorfismo: Dos dominios normales con la misma caracteristica

y con bases equivalentes son isomorfos.”

“Segundo Teorema de Isomorfismo: Dados dos dominios normales con bases

equivalentes y diferentes caracteristicas, es siempre el caso que uno es isomorfo a un

segmento canonico del otro”®

“Tercer Teorema de Isomorfismo: Dados dos dominios normales con la misma

caracteristica, uno siempre es isomorfo a un subdominio del otro””°

Asi con los teoremas de Zermelo lo tnico que podemos garantizar es la cuasi-categoricidad
de la teoria de conjuntos: dados dos modelos de ZFC2U, M y M’, o bien son isomorfos o M
es isomorfo a un segmento inicial de M’ (o viceversa). Cabe sefalar que, si se restringe las
bases de los dominios normales a un tnico urelemento, estos dominios normales serian

isomorfos a la jerarquia acumulativa pura; es decir, a la jerarquia acumulativa sin

67 Zermelo también se refiere a la caracteristica de un dominio como “Boundary number”

% La traduccion es mia: “First isomorphism theorem. Two normal domains with the same characteristic and
with equivalent bases are isomorphic” Zermelo, E.F.F. “On Boudary Numbers and Domains of sets: New
investigations in the Foundations of Set Theory”, From Kant to Hilbert: A source Book in the Foundations of
Mathematics. P. 1228-1229

% La traduccion es mia. “Second isomorphism theorem. Given two normal domains with equivalent bases and
different boundary numbers 7 and 7', it is always the case that one is isomorphic to a canonical segment of the
other” Ibid. 1229

70 La traduccion es mia. “Third isomorphism theorem. Given two normal domains with the same characteristic,
one is always isomorphic to a (proper or improper) sub-domain of the other” Ibid. 1229
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urelementos. Con lo que tendriamos el teorema de cuasi-categoricidad para dominios
normales de ZFC2 sin urelementos. No obstante, aunque tenemos el teorema de cuasi-
categoricidad para ZFC2 no hemos conseguido la categoricidad de sus modelos por lo que la
teoria de conjuntos no cumple con la condicion primera para las teorias no algebraicas

expuestas al inicio de esta seccion.

En principio se podria argiiir que la teoria de conjuntos en realidad no es una teoria no
algebraica, es decir, no se tiene un modelo pretendido de esta teoria; por lo que las tres
condiciones para teorias no algebraicas no se aplicarian a la teoria de conjuntos. Sin embargo,
me parece que hay buenas razones para considerar que si tenemos un modelo pretendido para

la teoria de conjuntos. A continuacion, profundizaremos sobre esto.

2.6.2 La Jerarquia Acumulativa como Modelo Pretendido

George Kreisel en 1965 publica un articulo titulado “Informal Rigour and Completeness
Proofs” donde argumenta que el papel de las teorias formales no es el de ofrecer una
justificacion ultima de los axiomas, ni de la eleccion de estos, pues la justificacion de los
axiomas estd dada por las nociones basicas de una teoria. Asi “uno obtiene reglas y
definiciones al analizar las nociones intuitivas y capturando sus propiedades™’!. En particular
Kreisel argumenta a favor de que los axiomas de la teoria de conjuntos se deben de justificar

por medio de las nociones basicas de lo que es un conjunto.

Los detractores de este punto de vista pueden argiiir que las paradojas y las proposiciones
indecidibles, como la hip6tesis del continuo, dan cuenta de que nuestro concepto de conjunto
es vago, y por ende no podemos justificar nuestros axiomas en nuestras nociones basicas ni
mucho menos podemos afirmar que contamos con un modelo pretendido para la teoria de

conjuntos’?,

Kreisel sefiala que cuando se empezo a desarrollar la teoria de conjuntos con George Cantor
los reaccionarios de la teoria de conjuntos se encontraban justificados en no aceptar dicha

teoria, puesto que la nocidon de conjunto o clase “se presentaba como una nocioén vaga, o,

"l George Kreisel, Informal Rigour and Completeness Proofs, p. 138
72 Con lo que podemos deducir que la teorfa de conjuntos es una teoria algebraica.
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especificamente, una mezcla de nociones que incluyen (i) conjuntos finitos de cosas (es decir,
objetos sin miembros), (ii) conjuntos de algo (como en matematicas, conjuntos de nimeros,
conjuntos de puntos ), pero también (iii) propiedades o intensiones, donde uno no tiene, a
priori, acotada la extension (que son muy comunes en el pensamiento ordinario, pero no en

matematicas)”’>.

Sin embargo, lo que los reaccionarios de la teoria de conjuntos no contaban es que al menos
una de estas nociones de dicha mescla, la de “conjunto de”, resulto ser una nocién clara de
tal suerte que se puede ver reflejada en la axiomatizacion de la teoria de conjuntos, por
ejemplo, en el axioma de comprension restringido VoVAIBYwW(W € B <= w € A A ¢p(x))
donde se construye un nuevo conjunto separando los elementos de un conjunto ya dado
mediante una formula. Asimismo, esta nocion de “conjunto de” también se puede ver
reflejada en la construccion de la jerarquia acumulativa donde los niveles superiores se
construyen de los precedentes. Formalmente se construye la jerarquia acumulativa por

recursion de la siguiente manera 1) Vo =@, 2) V.1 = (V,), 3) y si a es limite V, =
Up<a Vg-

Ahora bien, considerando los teoremas de cuasi-categoricidad de la teoria de conjuntos para
ZFC2 podemos tener una imagen clara de como se comportan los dominios normales
(modelos de ZFC2 contenidos en la jerarquia), a saber, concatendndose unos a otros a
segmentos iniciales mediante isomorfismos y como siempre podemos tomar modelos con
caracteristicas cada vez mas grandes podemos pensar que los dominios normales de la teoria
de conjuntos “tienden” a la jerarquia acumulativa completa y este serd nuestro modelo

pretendido. Asi podemos considerar que la teoria de conjuntos es una teoria no-algebraica.

Ahora bien si consideramos que la teoria de conjuntos es no-algebraica, como lo hemos
hecho, entonces, como lo he sefialado al inicio de esta seccion, la teoria de conjuntos debe de
cumplir con las tres condiciones para teorias no algebraicas a saber: 1) la teoria debe ser

categorica 2) satisfacible y 3) finitamente axiomatizable. Las condiciones 2) y 3) en los

73 La traduccion es mia. “class presented itself as a vague notion, or, specifically, a mixture of notions including
(1) finite sets of individuals (i.e. objects without members), or (ii) sets of something (as in mathematics, sets of
numbers, sets of points), but also (iii) properties or intensions where one has no a priori bound on the extension
(which are very common in ordinary thought but not in mathematics)” George Kreisel, Informal Rigour and
Completeness Proofs, p. 143.
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lenguajes de segundo orden se satisfacen, sin embargo, no se tiene la categoricidad completa
sino unicamente la cuasi-categoricidad entre sus modelos. A continuacion se discutira este

problema.

2.6.3. Un Puzzle para el Estructuralismo

Regresando nuevamente al problema que nos compete en esta seccion tenemos que la teoria
de conjuntos no se libra completamente del desideratum pues ésta, en un lenguaje de segundo
orden, inicamente cumple con:1) cuasi-categoricidad, 2) ser satisfacible y 3) ser finitamente
axiomatizable’™. Asi que, como podemos observar el problema radica en que la teoria de
conjuntos no satisface categoricidad. En primer lugar se pide que la teoria de conjuntos sea
categorica por dos razones 1) si la teoria de conjuntos no es categdrica, entonces no estamos
en condiciones para asegurar la unicidad de las estructuras de las teorias no algebraicas, pues
en la teoria de conjuntos se pueden representar dichas estructuras; y ii) si la teoria de
conjuntos no es categorica, no podriamos determinar cudl es la estructura de la teoria de
conjuntos, lo que provocaria a su vez un problema epistemologico pues al mismo tiempo en
que sostenemos que las matematicas es la ciencia de las estructuras no podemos determinar
cudl es la estructura de la teoria de conjuntos. Para este ultimo problema (II) podemos argiiir
que, si consideramos a la jerarquia acumulativa como nuestro modelo pretendido, entonces
la estructura de la teoria de conjuntos seria aquella que ejemplificada por la jerarquia misma.

Asi tinicamente tenemos que resolver el problema I).

Un intento para demostrar categoricidad para ZFC2 se la debemos a McGee quien
permitiendo la cuantificacion irrestricta a los cuantificadores de primer orden logro
demostrar que para cualesquiera dos modelos de ZFC2U tienen isomorfa la parte pura de
conjuntos. No obstante, como bien lo sefiala Rayo y Uzquiano en su articulo “A puzzle for

estructuralism” el resultado de McGee es un tanto artificial pues no le permite al

74 La teoria de conjuntos en segundo orden cumple con ser finitamente axiomatizables, pues como lo vimos en
el capitulo cero la teoria en este lenguaje se puede presentar con una cantidad finita de axiomas. Por otro lado,
a causa de los teoremas de incompletud de la Aritmética de Godel no puede demostrar desde ZFC que ella
misma es satisfacible, pero en la practica matematica siempre se asume que existe un modelo para la teoria.
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estructuralista tener una teoria satisfacible y categorica al mismo tiempo. La razén de esto

ultimo puede esbozarse de la siguiente manera.

Primero que nada, hay que tomar en cuenta que la cardinalidad de un modelo para ZFC debe
de ser igual a la de un cardinal fuertemente inaccesible, i.e. un cardinal k limite (no es el cero
ni algin cardinal sucesor) cuya cofinalidad es el mismo’ y que V3,1 < k(8% < k) esto
ultimo quiere decir que un cardinal k fuertemente inaccesible tiene la caracteristica de no ser
alcanzado por potencias de elementos menores que ¢l. De manera intuitiva se requiere que el
modelo de ZFC2 tenga una cardinalidad igual a la de un inaccesible para poder satisfacer el
axioma de potencia, pues este nos dice que dado un conjunto A existe un conjunto B cuyos
elementos son subconjuntos de A; en particular, el conjunto B tendré una cardinalidad igual
24. Si el modelo de ZFC2 no fuera igual a un inaccesible habria un conjunto cuya potencia
necesitaria tener mas elementos de los que hay en el modelo. La condicion de que V4,4 <
k(8% < k) nos garantiza que siempre podemos sacar potencia a los conjuntos que estén por

debajo de k.

Por otra parte, al meter los urelementos a la teoria y dejar los cuantificadores de primer orden
irrestrictos, el teorema de McGee demostraria que la cardinalidad de “todo lo que hay” es
igual a la de un inaccesible, pues puede ser biyectada con la parte pura de conjuntos. De esta
forma tenemos que la teoria de conjuntos ZFCU?2 es satisfacible sii la cardinalidad de “todo
lo que hay” es igual a un cardinal fuertemente inaccesible. Rayo y Uzquiano critican este
compromiso, pues si fuese el caso que la cardinalidad de todo lo que hay no es igual a la de

un cardinal fuertemente inaccesible resultaria que ZFCU2 no seria satisfacible.

Por otro lado, en el articulo “A puzzle for estructuralism” Rayo y Uzquiano definen una
propiedad para las teorias matematicas que es la de “ser estable”. Decimos que “una teoria T
es estable si y solo si hay algun cardinal k tal que T es satisfacible por un modelo de
cardinalidad k y, para todo A >k T es satisfacible por algiin modelo de cardinalidad 2”7°. Bajo

esta definicion es claro que ZFCU2 no seria una teoria estable pues en primer lugar no

75 Intuitivamente el hecho de que c¢f (k) = k quiere decir que se necesitan al menos k-pasos para alcanzar a k.
"La traduccion es mia. A theory T'is stable if and only if there is some cardinal x such that T is satisfied by a
model of cardinality x and, for all 1 > «, T is satisfied in a model of cardinality 4. Agustin Rayo y Gabriel
Uzquiano, A Puzzle for Estructuralism, p.9.
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podemos saber si es satisfacible y en caso de serlo no es posible encontrar un modelo con
alguna cardinalidad superior pues inicialmente se cuantifico irrestrictamente sobre todo lo
que hay con lo cual si existieran distintos modelos con cardinalidades distintas estariamos
afirmando que la cardinalidad de todo lo que hay no es fija. En palabras de Agustin Rayo y

Uzquiano:

“Los sistemas de axiomas inestables son problematicos porque imponen
limitaciones en el tamafio del universo a saber que el universo sea al menos de un
cierto tamafio. Por ejemplo, una teoria inestable podria imponer una restriccion en
el sentido de que el universo contiene tantos objetos como la potencia de un cardinal
inaccesible. Esto significa que diferentes teorias inestables pueden imponer
limitaciones incompatibles en el tamafio del universo. Y es dificil ver como uno
podria estar justificado en creer que las restricciones impuestas por una teoria dada

sean verdaderas, en lugar de las restricciones incompatibles de sus rivales””’

En resumen, si tenemos categoricidad para la teoria de conjuntos (con el teorema de
McGee) puede ser el caso que ZFCU?2 no sea satisfacible y por otro lado tendriamos que
comprometernos con que la cardinalidad de todo lo que hay es igual a la de un cardinal
inaccesiblemente fuerte, lo que provocaria que nuestra teoria no es estable. De tal manera
que no se podria tener simultdneamente la categoricidad y la satisfaccion que son
caracteristicas que el estructuralista requiere para poder explicar como es que un

matematico elige una estructura de todas las demas.

El problema de la no categoricidad puede ser resuelto observando que la teoria de
conjuntos juega dos papeles importantes en la actividad matemética 1) como teoria de

fondo, es decir, se utiliza a la teoria de conjuntos para ejemplificar otras teorias, y 2) como

7 La traduccion es mia. “Unstable axiom-systems are problematic because they impose constraints on the size
of the universe other than the requirement that the universe be at least of a certain size. For instance, an unstable
theory might impose a constraint to the effect that the universe contains power-of-an-inaccessible many objects.
This means that different unstable theories might impose incompatible constraints on the size of the universe.
And it is difficult to see how one could ever be justified in believing that the constraints imposed by a given
theory obtain, rather than the incompatible constraints of its rivals”. Agustin Rayo y Gabriel Uzquiano, 4 Puzzle
for Estructuralism, p.10.
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una teoria matematica mas. De esta manera parece razonable pensar, como bien lo sugiere

Cristian Gutiérrez en su tesis de maestria, que:

“por sumismo origen y funcion esperamos de la teoria de conjuntos que sea
tan poderosa que pueda reconstruir a todas (o casi todas) las teorias
matematicas, pero esto parece implicar que debe ser lo suficientemente
flexible como para poder capturar la estructura de cualquier otra teoria
matematica. Esta flexibilidad parece imponernos también un requisito que
permita que la teoria de conjuntos, por lo menos en principio, no tenga una
estructura completamente determinada, pues de ser asi no tendriamos la

certeza de poder analizar otras teorias.””

Si aceptamos, en vista de lo anterior, que se necesita que la teoria de conjuntos sea flexible,
es decir, no sea categorica, para que pueda modelar las estructuras de otras teorias. Pues en
el caso de que fuera categorica todos sus modelos tendrian la misma cardinalidad 4 y si
quisiéramos modelar en la teoria de conjuntos una estructura mayor que A nos resultaria
imposible. Por consiguiente, parece plausible pensar que no es necesario pedir que la teoria
de conjuntos sea categodrica, sino unicamente pedir la cuasi-categoricidad de Zermelo para
poder garantizar que los modelos de las teorias no algebraicas como la axiomatica de Peano
sean categoricas, pues los modelos para estas teorias se pueden construir a niveles “muy

bajos” de la jerarquia de los conjuntos.

Un poco de formalidad podria aclararnos este Gltimo punto. Dada la construccion de la
jerarquia acumulativa de la teoria de conjuntos podemos definir el funcional rango p:V —
OR como p(x) = N{a € OR:x € V,,1}79, intuitivamente este funcional nos relaciona un
conjunto con el primer nivel de la jerarquia acumulativa donde dicho conjunto se encuentra
contenido; es decir, la funcion rango nos especifica el nivel de la jerarquia donde el conjunto

aparece por primera vez.

78 Cristian Gutiérrez, Estructuralismo, Teoria de Conjuntos y Teoremas de Categoricidad, p. 102
" Vid. Amor Montafio, J.A., Campero Arena, G., & Miranda Perea, Teoria de conjuntos: Curso Intermedio,
p.90.
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Con esta herramienta podemos demostrar que para todo ordinal a tenemos que p(a) = a, en
particular p(w) = w donde w es el conjunto de los niimeros naturales®, es decir w se puede
construir en el nivel V,; y como conjunto en V,,, ;. A esto me referia con que las teorias no

algebraicas se construyen a niveles muy bajos de la jerarquia.

Ahora bien, dado que los modelos de ZFC2 tienen como caracteristica un cardinal
fuertemente inaccesible, en particular el modelo minimo (o de caracteristica minima) también
tendria como caracteristica un cardinal fuertemente inaccesible; por lo que todos los niveles
“bajos” de la jerarquia, donde se construyen las representaciones conjuntistas de las teorias
no algebraicas, pertenecerian a este modelo minimo y por ello a todos los modelos de ZFC2
(pues estos contendrian al modelo minimo). En este sentido podemos afirmar que es
suficiente con el teorema de cuasi-categoricidad para asegurarnos que las teorias no
algebraicas se pueden representar en la teoria de conjuntos de forma adecuada sin perder su

categoricidad.

Como lo mencioné anteriormente uno de los problemas que resulta de la no-categoricidad de
la teoria de conjuntos es que podria ocurrir que las representaciones conjuntistas de las teorias
no algebraicas no sean isomorfas. No obstante, como se argumentd anteriormente este

problema se soluciona si unicamente le pedimos cuasi-categoricidad a la teoria de conjuntos.

80 Seguin la construccion conjuntista de los nimeros naturales
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Conclusiones del Capitulo

A modo de conclusidon para este capitulo sobre las cuestiones que se desarrollaron quiero

resaltar los siguientes puntos

» Como semantica para nuestros lenguajes de segundo orden se eligio la semantica
estandar frente a la de Henkin y las de primer orden con dos funciones de
interpretacion puesto que en la semantica estandar las relaciones y las funciones estan
mapeadas sobre todo el conjunto potencia del dominio de los individuos, mientras
que las otras se pueden restringir a un subconjunto propio del conjunto potencia. Las
semanticas estandar, a diferencia de las otras, rescata nuestras intuiciones sobre el
cuantificador universal pues cuando axiomatizamos una teoria en un lenguaje de
segundo orden queremos que el cuantificador universal que liga a las relaciones y
funciones no esté restringido. De manera natural, cuando decimos ‘“todas las

relaciones”, queremos referirnos a todas ellas y no a un subconjunto propio.

» Como lo hemos observado conceptos relevantes para el quehacer matematico como:
cierre minimal, infinitud, finitud, tener la misma cardinalidad, ser contable, tener
cardinalidad aleph alfa y el axioma de induccidn pueden ser expresadas por formulas
en segundo orden y tomando en cuenta que dichos conceptos no pueden ser
expresados por formulas en primer orden, representa un punto a favor a los lenguajes

de segundo orden frente a los de primer orden.

» Considerando que en los lenguajes de segundo orden no son validos los teoremas de
Lowenheim-Skolem y que las teorias no algebraicas (salvo la teoria de conjuntos) son

categoricas se tiene que este lenguaje es compatible con el estructuralismo Ante Rem.

» Como la eleccion entre un lenguaje formal y otro depende de una postura filosofica
que nos explique la naturaleza de estos objetos, no se debe de descartar la ldgica de
segundo orden por tener un compromiso con el realismo en valor de verdad, pues

precisamente nuestra postura filoséfica (en este caso el estructuralismo) de la cual se
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tomo como base para la eleccion de nuestro lenguaje formal se compromete con un

realismo en valor de verdad.

El uso auténomo de la relacion de consecuencia en segundo orden no requiere de una
explicacion del contenido exacto del conjunto potencia de un conjunto pues esta

sigue siendo una tarea conjunta entre la logica y la teoria de conjuntos.

Si bien la teoria de conjuntos como teoria “no algebraica” no cumple con el requisito
de categoricidad, si satisface cuasi-categoricidad. Y, ademas, es suficiente con esta
caracteristica para eliminar algunos problemas que podrian suscitarse por la pérdida

de categoricidad.
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Capitulo III: Consecuencia Logica

Algunos filosofos, como Lucas Rosenblatt®! y Ignasi Jane®, que se oponen a la 16gica de
segundo orden con semanticas estandar han dirigido sus criticas apuntando hacia su concepto
de consecuencia logica relacionado con este lenguaje. Estas criticas van dirigidas a dos
puntos “débiles” del empleo de las semanticas estandar, a saber, 1) la incompletud semantica,
2) la interferencia de la teoria de conjuntos en el concepto de consecuencia logica y 3) el
empleo de principios de reflexion. Este capitulo tiene como objetivo responder a estas

criticas.

3.1 Incompletud de las Semanticas Estandar para la Légica de Segundo Orden

Los conceptos de correccion y completud sirven de puentes para relacionar un sistema
deductivo con una semantica determinada. Por una parte, decimos que un sistema deductivo
es correcto si dado un conjunto I' y ¢ una féormula bien formada en el lenguaje tal que I' + ¢
entonces I' = ¢ (i.e. si una formula es una consecuencia deductiva de un conjunto® de
premisas, entonces también serd una consecuencia semantica de estas). Y por otro lado
decimos que un sistema logico es completo semanticamente si sucede la conversa, esto es, si
I' = ¢ entonces I' - ¢ (i.e. si una férmula es una consecuencia semantica de un conjunto de
premisas, entonces también serd una consecuencia deductiva de estas). El rasgo de correctud
nos permite saber que nuestro sistema logico es consistente, i.e. nunca vamos a poder inferir
una contradiccidon, mientras que la caracteristica de completud nos permite garantizar que
todas las verdades de la logica (cuando I' = @) y las consecuencias logicas (cuando I' # @)

en un determinado lenguaje pueden ser capturadas por nuestro sistema deductivo.

81 Vid. Rosenblatt, Lucas, Dependencia e indeterminacion en la logica de segundo orden en Cuadernos de
filosofia, 2012

82 Vid. Jane, Ignasi, “Higher-order Logic Reconsidered”, 2007.
8 T puede ser el conjunto vacio.
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Como bien sabemos, en la ldgica de primer orden se puede demostrar tanto correccion como
completud. Sin embargo, en el caso de la l6gica de segundo orden con seméanticas estandar
unicamente se puede demostrar correccion pero no completud. La razén es muy sencilla,
como los lenguajes de segundo orden son lo suficientemente expresivos para axiomatizar la
teoria de numeros naturales, por el primer teorema de Gddel existiran proposiciones
verdaderas acerca de los numeros naturales que no podran derivarse de ningun sistema de

axiomas.

Este resultado de incompletud de la l6gica de segundo orden es utilizado por algunos criticos
para concluir que la logica de S.O. no es adecuada para axiomatizar una teoria matematica.
Frente a estas afirmaciones Shapiro ha argumentado en varios de sus textos®* que una vez
que se han olvidado las pretensiones fundacionistas no se requiere de la completud, pues esta
solo nos garantiza que todas las verdades de la 16gica en un determinado lenguaje pueden ser
capturadas por nuestro sistema deductivo. Si no se pretende encontrar principios indubitables
en los cuales apoyar la teoria matematica parece que la completud es una caracteristica que

no es necesaria.

No obstante, dejando de lado la discusion del fundacionismo ;Existirdn razones para
defender la caracteristica de completud mas alld de suministrar una base axiomatica segura
con la cual fundamentar las teorias matematicas? Los detractores de la logica de segundo
orden consideran que si. Tanto Ignasi Jane como Lucas Rosenblatt consideran que el rasgo
de completud es necesario para poder tener un concepto de consecuencia l6gica adecuado.

En la siguiente subseccion haré una presentacion concisa de sus argumentos

3.1.1. Incompletud e Interferencias Conjuntistas en el Concepto de Consecuencia Logica

Como lo he mencionado anteriormente definimos una teoria matematica como un conjunto
cerrado bajo consecuencia logica. Asi una teoria es el conjunto de las consecuencias logicas

de sus propios axiomas, es decir, T = {o: Ax; E g}. Por otra parte, también podemos

84 Vid. Shapiro, Stewart, Foundation Without Foundationalism: A Case for Second Order Logic, Oxford
University Press, p. 47.
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considerar a los axiomas de una teoria como definiciones implicitas, es decir, como un
conjunto de proposiciones que proveen de significado a un término que estd contenido en
dichas proposiciones; por lo que todas las caracteristicas que se presuponen en lo objetos de
la teoria deben estar explicitamente mencionados en los axiomas de la teoria. Por ejemplo, la
axiomatica de la teoria de conjuntos visto como definiciones implicitas provee de significado

al concepto de pertenencia y con éste al de conjunto.

Ahora consideremos al conjunto de axiomas de la 16gica de segundo orden®®, siguiendo el
razonamiento anterior, si concebimos los axiomas logicos como definiciones implicitas éstos
proveerdn el significado al concepto de consecuencia logica. Tanto Jane como Lucas
Rosenblatt consideran que es aqui donde surge un problema, pues sostienen que existe una

interferencia conjuntista en el concepto de consecuencia logica.

Consideremos la formula o; en un lenguaje de segundo orden tal que es valida, si y s6lo si,
la hipétesis del continuo es verdadera®® HC, o, la formula que es verdadera, si y soélo si, HC
es falsa y sea ZFC2 el conjunto de axiomas de la teoria de conjuntos en un lenguaje de
segundo orden. Como ambas férmulas g, y g, son enunciados que no tienen parametros no-
logicos, entonces cada una debe ser verdadera o falsa sin importar el modelo de
interpretacion; es decir, o bien son verdades logicas o falsas en cualquier interpretacion. Sin
embargo, no pueden ser ambas verdaderas o ambas falsas pues son enunciados contrarios
cuya verdad depende del valor de verdad de la hipdtesis del continuo. De esta forma existen
dos oraciones en un lenguaje de segundo orden tal que no podremos determinar cudl de ellas
es una verdad logica a causa de que no conocemos el valor de verdad de la hipotesis del
continuo. Por lo cual, una indeterminacioén de una hipdtesis conjuntista se convierte en una

indeterminacion en el concepto de consecuencia logica.

Esta indeterminacion en el calculo deductivo provoca que el concepto de consecuencia logica
de segun orden quede indeterminado. Como lo habia sefialado con anterioridad, segin estos
autores, son los axiomas logicos vistos como definiciones implicitas los que proveen de
significado al concepto de consecuencia logica, de esta manera como existen proposiciones

que no podemos determinar si son o no verdades logicas (como a; y g3), el concepto de

85 El sistema axiomatico de la logica de segundo orden puede verse en el capitulo cero.
8 La construccion de esta formula queda establecida en el capitulo 2 seccion 2.5
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consecuencia logica de segundo orden no puede caracterizarse de manera adecuada. Y, por
si fuera poco, esta indeterminacion del concepto de consecuencia ldgica es resultado de una

interferencia de la teoria de conjuntos.

Cabe hacer notar que este tipo de argumento no afecta a la ldgica de primer orden pues ésta
no es lo suficientemente expresiva para poder formular un enunciado indecidible como la
hipdtesis del continuo. Ademas, segin Jane, si tenemos un sistema deductivo completo,
correcto y las consecuencias deductivas se pueden derivar de forma recursiva, entonces dado
cualquier enunciado se puede determinar si es 0 no una consecuencia logica de dicho sistema

deductivo®’.

Por otra parte, desde el punto de vista de Lucas Rosenblatt, “tener un célculo deductivo
completo sirve para explicitar qué reglas y axiomas estan en juego a la hora de realizar una
demostracion. Esto, por otra parte, es una manera de tener a la vista los compromisos
ontoldgicos que a veces quedan implicitos en el lado seméntico”®®; por ejemplo, si vemos
que en una deduccién aparecen como hipoétesis los enunciados oy y g, sabremos que dicha
consecuencia deductiva depende de la hipotesis del continuo. De esta manera si queremos
determinar que la l6gica de segundo orden opera con supuestos conjuntistas es necesario

explicitar la demostracion.

Seglin este autor una demostracion semdantica de una formula no puede revelarnos si
unicamente se estan utilizando supuestos 16gicos o hipdtesis conjuntistas, pues cuando se
hacen pruebas a nivel semantico en teoria de modelos se utilizan principios conjuntistas.
Aunque Lucas Rosenblatt no lo exprese literalmente con esto parece decir que existe una
interferencia semantica en la logica de segundo orden por parte de la teoria de conjuntos,
pues la teoria de modelos emplea principios conjuntistas e impide que semanticamente se

observe si hay presupuestos conjuntistas.

Para los lenguajes de segundo orden, concluye Lucas Rosenblatt, el problema planteado

carece de solucion y de manera general “las teorias incompletas no pueden ayudarnos a

87 Vid. Jane, Ignasi, “Higher-order Logic Reconsidered”, p. 807.
8 Lucas Rosenblatt, Dependencia e Indeterminacion en la Logica de Segundo Orden, p. 43.
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distinguir cuando la validez de una demostracion depende del contenido matematico y

cuando no”®.

Si bien Shapiro afirma que, si dejamos a un lado el proyecto fundacionista no es necesaria la
cualidad de completud; tanto Jane como Lucas Rosenblatt intentan argiiir de que existen
buenas razones para defender la cualidad de completud mas alla de suministrar una base

axiomatica segura con la cual fundamentar las teorias matematica.

Primero que nada, el argumento de Lucas Rosenblat parece suponer que hay una distincion
clara entre logica y matematicas, pues nos argumenta que la complecion sirve para detectar
cuando la validez de una demostracion depende del contenido matematico y cuando no. La
logica y la teoria de conjuntos se han caracterizado por su estrecha relacion, por ejemplo, la
logica de primer orden depende de algunos resultados y axiomas de la teoria de conjuntos
como el axioma de infinito que nos garantiza la existencia de un conjunto infinito, ya que sin
este axioma el teorema de Lowenheim-Skolem no tendria sentido alguno. Ademas,
argumentar que se necesita el rasgo de completud para poder determinar cuando se estan
empleando supuestos matematicos (no logicos) es una postura en el fondo fundacionista; y
siguiendo a Shapiro, dejando a un lado las pretensiones fundacionistas no parece necesario

el rasgo de completud para que una logica sea tal.

Por otro lado, no es del todo claro que se necesite del rasgo de completud para determinar si
un enunciado es 0 no una consecuencia loégica de un sistema deductivo, como lo sefiala Jane,
mas bien esto depende Unicamente del teorema de correctud y del supuesto de que existe un
algoritmo para determinar si un enunciado es o no consecuencia deductiva. El mecanismo es
el siguiente: si resulta que un enunciado o es deducible de ciertos axiomas, mediante un
algoritmo, aplicando el teorema de correctud se tendria que el enunciado es una formula
universalmente valida, por tanto, es una consecuencia ldgica; y asi el enunciado o queda

determinado como una consecuencia logica.

8 Lucas Rosenblatt, Interferencia e Indeterminacion en la Logica de Segundo Orden, p. 10.
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3.1.2 Contra la necesidad de una logica completa

Como ya se ha mencionado el resultado de incompletud de la logica de segundo orden es
utilizado por algunos criticos para concluir que la légica de S.O. no es adecuada para
axiomatizar una teoria matematica. En la presente seccion se hara un analisis detallado sobre
lo que afirma el teorema de completud y se argumentara que dicho teorema depende de tres
factores importantes: un sistema deductivo, una semantica y de la expresividad del lenguaje.
Con lo que se podra argumentar en contra de la necesidad de que una légica necesita ser

completa.

Primero que nada analicemos nuevamente lo que dice el teorema de completud analizando
detalladamente sus dependencias: Dado un conjunto I' de formulas y ¢ una férmula bien
formada en el lenguaje £ decimos que un sistema ldgico § es completo para una determinada
semantica M sisucede que I' E @ entonces I' - ¢; es decir, si tenemos que todos los modelos
de I" seglin la semantica M también son modelos de la formula ¢ del lenguaje L, entonces
existe una prueba deductiva en el sistema § tomando como premisas el conjunto I' y cuya

conclusion serd ¢.

Desarrollado de esta forma podemos notar claramente que el teorema de completud es una
propiedad metaldgica que relaciona un sistema formal §, una semantica M y un lenguaje L.

Asi podemos decir que dada una tripleta (S, M, L) ésta cumple o no completud.

Denotemos por (S;, My, L) a la tripleta formada por S; un sistema deductivo para los
lenguajes de primer orden, M; denota a las semanticas de estandar para los lenguajes de
primer orden y donde L; refiere precisamente al lenguaje de primer orden. Asimismo
(D2, M,, L,) refiere a la tripleta formada por D2 el sistema deductivo para los lenguajes de
segundo orden®, M, las semdnticas estandar para los lenguajes de segundo orden y L,

denota al lenguaje de segundo orden.

Utilizando la notacion anterior podemos formular la siguiente pregunta ;cudl es la diferencia

entre (S;, My, L1) y (D2, M,, L,) para que el primero sea completo y el segundo no?

% Se puede ver el sistema D2 en el capitulo 0.
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Otavio Bueno en su articulo “A Defense of Second Order Logic” nos dice que “si la logica
de primer orden es completa, esto es, en parte, debido a su escaso poder expresivo. Varias
sentencias no son (y no pueden ser) validas en la l6gica de primer orden, simplemente porque
no son expresables en ella. Este es el caso, por ejemplo, de 3XVx(Xx) que es valida en la

291

logica de segundo orden™" pero que ni siquiera es expresable en un lenguaje de primer orden.

En sintesis, la postura de Otavio Bueno es que la diferencia que existe entre (S;, My, L)y
(D2, M, L,) por la cual el primero es completo y el segundo no lo es radica en que £; S £,
es decir el lenguaje de segundo orden tiene un mayor poder expresivo que el lenguaje de
primer orden. Si este es el caso parece plausible pensar que el teorema de completud no es
una condicién necesaria que caracteriza a una verdadera logica pues la validez de este
teorema depende de la expresividad de nuestro lenguaje, por lo que si alguien esta tentado en
preferir una logica de primer orden en vez de una de segundo orden argumentando que la
logica de segundo orden es incompleta el defensor de segundo orden podra argumentar que

tener completud implica tener un lenguaje limitado.

Denotemos ahora por (D2, M/, L,) a la tripleta formada por D2 el sistema deductivo para
los lenguajes de segundo orden, M} las semdnticas de Henkin para los lenguajes de segundo
orden y L, denota al lenguaje de segundo orden. Como es conocido esta tripleta resulta ser
completa. Andlogamente que en el caso anterior nos preguntamos /cual es la diferencia entre
(D2, M, L,) y (D2, M5, L,) para que el primero sea completo y el segundo no? Parece que
en este caso no podemos responder simplemente que es a causa de la expresividad del
lenguaje pues €ste es el mismo en ambas tripletas y en realidad lo tinico que cambia es el tipo

de semantica.

Desde el punto de vista de Marcus Rossberg en su articulo “First-Order Logic, Second-Order
Logic, and Completeness” menciona que “se podria pensar que las semanticas estdndar (en

oposicion a las de Henkin) no proporcionan suficientes modelos para invalidar todas las

! La traduccion es mia. “The problem with this argument is that it disregards an important point. If first order
logic is complete, this is in part due to its weak expressive power. Several sentences are not (and cannot be)
valid in first-order logic simply because they are not expressible in it. This is the case, for example, of
AXVx(Xx), which is valid in second-order logic, but not expressible in a first-order language” Otavio Bueno,
“A Defense of Second Order Logic”, Axiomathes, p. 369.
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oraciones del lenguaje de SOL [lenguaje de segundo orden] que no son teoremas”®’.

Siguiendo esta idea tendriamos que la razén por la cual en (D2, MF,L,) se logra la
completud mientras que en (D2, M,, L,) falla es porque M, & M, es decir, hay mas

estructuras de tipo Henkin que invalidan las oraciones de £, que no son teoremas.

A simple vista, considerando este caso, parece que la opinion de Otavio Bueno no es del todo
cierta pues tenemos dos tripletas (D2, MJ, L,) y (D2, M,, L, ) que tienen el mismo lenguaje,
pero la primera es completa mientras que la segunda no lo es. Y siguiendo a Rossberg la
razon por la que una es completa y la otra no se debe a que M, € M. Asi el defensor de
segundo orden no podré argumentar que tener completud implica tener un lenguaje limitado.
Pero tal vez estamos entendiendo erroneamente la caracteristica de tener “un lenguaje mas

expresivo” como explicaré a continuacion.

Aun cuando (D2, M/, L,) y (D2, M,, L,) posean el mismo lenguaje £, hay un sentido en el
que se puede argumentar que (D2, M,, L,) tiene un mayor poder expresivo, pues empleando
(D2, M,, L,) se puede demostrar todos los modelos de la aritmética de Peano y del Andlisis
resultan ser isomorfos®®. En otras palabras, con (D2, M, L,) se puede caracterizar, salvo
isomorfismo, la estructura de los nimeros naturales y reales; mientras que en (D2, M}, L)
no se puede caracterizar ninguna de estas dos estructuras, pues en esta tripleta es valido el
teorema de Lowenheim-Skolem que afirma, intuitivamente, que si tenemos una teoria que
tiene un modelo infinito entonces tiene modelos de cualquier cardinalidad infinita. De esta
manera, si dicha teoria tiene modelos con distintas cardinalidades, entonces no podran se

isomorfos.

De lo anterior podemos observar que aun cuando M y M, son seménticas sobre el mismo
lenguaje £, podemos decir que con M, se alcanza un mayor poder expresivo que con M7,
pues se pueden caracterizar estructuras como la de los nimeros naturales y reales. De esta
manera el defensor de la logica de segundo orden podra seguir afirmando que el teorema de

completud se satisface s6lo en lenguajes con un poder expresivo muy limitado.

92 La traduccidn es mia. “one might think that standard (as opposed to Henkin) semantics does not provide
enough models to invalidate all sentences of the language of SOL that are not theorems” Marcus Rossberg,
“First-Order Logic, Second-Order Logic, and Completeness”, p. 307

93 Vid. Shapiro, Stewart, Foundation Without Foundationalism: A Case for Second Order Logic, p. 82-84.
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Por otro lado, esta conclusion se puede notar mas claramente observando que en el lenguaje
de segundo orden la teoria de nimeros naturales es finitamente axiomatizable, es decir, existe
una cantidad finita de axiomas que caracteriza, salvo isomorfismo, a dicha estructura. De lo
anterior se puede considerar a 7 como la conjuncidon de estos axiomas que al ser una
conjuncidn finita resulta que 7 también es una formula de segundo orden y como los modelos
para esta estructura son isomorfos, entonces a € Th(N) = {a € L§:(N,0,+,") Fa} si y
solo si 7 — «a es universalmente valida. Por lo que aplicando los mismos métodos para la
demostracion del teorema de Godel se tendria que existe una formula universalmente valida
que no es derivable desde D2, de esta forma resulta que D2 no es completo. De lo anterior
podemos observar, nuevamente, que la incompletud de los lenguajes de segundo es el
resultado de su poder expresivo; pues este argumento se basa fuertemente en que los axiomas

de la teoria de nimeros en un lenguaje de segundo orden es finitamente axiomatizables®.

En vista de lo anterior, podemos concluir que es plausible que la completud no sea una

condicion necesaria que deba cumplir una logica para ser considerada como tal.

3.2. Sobre el Esquema de Comprension y la paradoja de Russell

Algunos de los detractores de la logica de segundo orden con semanticas estandar, como
Agustin Rayo®, han cuestionado el punto de que se pueda axiomatizar la teoria de conjuntos
con este lenguaje. En particular, ellos consideran que la semantica estdndar falla a la hora de
aplicar el esquema de comprension del sistema deductivo D2, a saber,
AX™W(x), (X (x),, = P(x),) siempre y cuando X" no ocurre libre para @ y (x), es la
abreviatura de x4, x5, ... Xx,,. De manera intuitiva lo que nos dice este axioma es que dada una

propiedad ®(x4, x5, ... X,;) existe una relacion X™(xq, x,, ... X,,); es decir, para cada formula

94 Cabe hacer la aclaracion, que en los lenguajes de primer orden los axiomas de Peano (los axiomas para la
teoria de nimeros) no son finitamente axiomatizables pues el principio de induccion resulta ser un esquema de
axioma, es decir, se tiene un axioma por cada formula de nuestro lenguaje. Por lo que en primer orden la
aritmética de Peano tiene una cantidad numerable de axiomas.

95 Vid. Agustin Rayo, “Toward a theory of second order consequence”.
% D2 es el sistema deductivo para los lenguajes de segundo orden. El resto de los axiomas 16gicos puede verse

en el Capitulo cero.
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hay una relacioén con la misma extension. Es aqui donde parece haber un problema a la hora
de axiomatizar la teoria de conjuntos pues consideremos P(x;,x,) = x; € x;, entonces el
axioma de comprension para esta formula seria IX1Vx; (X1x; = x; € x;) que leido con una
semantica estandar afirmaria que hay un conjunto cuyos elementos son aquellos que no se
pertenecen a si mismos. A primera vista pareceria que hemos encontrado una contradiccion
pues sabemos, por la paradoja de Russell que no existe un conjunto con tales caracteristicas
sino es mas bien una clase. Por consiguiente, podriamos concluir con ello que la seméantica
estandar para los lenguajes de S.O. no puede utilizarse para modelar la teoria de conjuntos
de segundo orden, pues, producen contradicciones. La presente seccion tiene como objetivo
defender el hecho de que la semantica estdndar es Optima para modelar la teoria de conjuntos

sin producir paradojas.

En un primer momento pareciera que hay dos opciones a escoger: o bien nos olvidamos de
las semanticas estandar o construimos una semantica que acepte relaciones que sean clases
propias. Filésofos como Agustin Rayo y Uzquiano han decido optar por la opcién uno y

utilizar semdnticas plurales para modelar la teoria de conjuntos”’.

Desde mi perspectiva este problema radica en una confusion que en la medida de lo posible
intentaré resolver. Antes que nada, recordemos que en una estructura E estandar las variables
de relacion son mapeadas al conjunto potencia de las variables individuales. Llamemos d; al
dominio de las variables individuales y d, al conjunto potencia de d;, que por definicion d;
y d, son conjuntos distintos. Tomando en cuenta lo anterior desarrollaremos nuevamente el
problema suscitado a modo de una prueba formal en la cual se concluya una contradiccion,

que desde mi punto de vista manifiesta la forma en que razoné Agustin Rayo:

1. 3X'Wx (X*(x,) = x; € x;) por axioma de comprension
2. Vx;(R(x1) = x; & x;) sustituyendo X! por R. Nétese que X! es una variable de relacion
3. (R(R) =R ¢ R) ecliminacion del cuantificador universal(contradicciéon). Notese que

x;es una variable de relacion

Asi podemos concluir que el axioma de comprension es falso al aplicarse al lenguaje de la

teoria de conjuntos. Sin embargo, lo que refleja la prueba es una confusion a la hora de ir

97 Véase el articulo de Agustin Rayo “Toward a theory of second order consequence”
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sustituyendo las variables. En la premisa 2 la sustitucion se tiene que hacer por una constante
de relacion, mientras que en la premisa 3 la sustitucion se tiene que hacer por una variable

de relacion. Por lo cual no es del todo claro que en (3) se pueda volver a sustituir por R.

En logica de primer orden la paradoja de Russell si implica una contradiccion porque no hay
una distincion entre variables de relacion e individuales, puesto que, en primer orden todas
son variables individuales; y por ello la sustitucion era valida. Sin embargo, la sustitucion
por el mismo término R para una variable individual como una de relaciéon no es correcto.
Esto quiere decir que el argumento (formal) no es del todo correcto y que es plausible afirmar

que nuestro axioma de comprension sigue siendo valido.

¢(Esto quiere decir que hay un modelo de la teorfa de conjuntos donde 3X1Vux; (X1(x;) =
X, & x1) se satisface? la respuesta es afirmativa. Si el problema radica en las sustituciones
solamente tenemos que garantizar que la relacion R no pertenezca al dominio de las variables
individuales y ese serd nuestro modelo. Consideremos una estructura donde d; = k un
cardinal inaccesible, asi k € o(d,) =d, ANk & d;. De esta manera si interpretamos
X! como k se satisfaceria IX1Vx; (X1(x;) = x; € x;) pues todos los elementos de k (que
son todos los elementos de d;) no se pertenecen a si mismos. A mi modo de ver esto
implicaria que la paradoja de Russel, en cierto sentido, se resolveria en un lenguaje de

segundo orden donde hay una distincion entre variables individuales y de segundo orden.

3.3 Principios de Reflexion

En el capitulo 0 hemos definido verdad loégica para los lenguajes de primer orden de la

siguiente manera:

“Dada una féormula @ del lenguaje de primer orden decimos ® que es una “verdad
logica” sii todas las “estructuras” que interpretan el lenguaje de primer orden

satisfacen a ®”

Andlogamente en el capitulo II hemos definido verdad l6gica para los lenguajes de segundo

orden de la siguiente manera:
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“Dada una formula & del lenguaje de segundo orden decimos @ que es una “verdad
logica estandar” sii todas las “estructuras estandar” que interpretan el lenguaje de

segundo orden satisfacen a &.

Estas dos definiciones de verdad logica para un determinado lenguaje se las debemos al

trabajo de Tarski. Podemos generalizar este concepto de verdad 16gica Tarskiana como:

“(TLT) Para todo lenguaje L y toda oracion S de L, S es (I6gicamente verdadero)r si

y solo si S es verdadera en todas las interpretaciones (teorético-conjuntista) de L%

La generalizacion (TLT) anterior fue presentada por Mario Gémez Torrente en su articulo
“Logical Truth and Tarskian Logical Truth”. En dicha definicién emplea el subindice T para
recalcar o hacer énfasis en que se esta refiriendo al concepto de verdad logica Tarskiana para
diferenciarlo del concepto de “logicamente verdadero” (en algin sentido intuitivo). Uno de
los problemas que Dr. Mario Gomez aborda en dicho articulo es si los conceptos de
(I6gicamente verdadero)r y logicamente verdadero son coextensionales. Otra forma de
abordar la cuestion seria preguntandonos si la proposicion:

“Para cada lenguaje L y toda oracion S de L, S es (logicamente verdadero)r, si y solo

si, S es logicamente verdadero™®’

En la presente seccion se abordaréd este problema de la coextensionalidad entre (la verdad

légica)ry el concepto verdad'®’. En particular la discusion girara en torno a los lenguajes de

segundo orden.

En 1967, Kreisel present6 un principio informal de consecuencia 16gica. Dada una férmula
5101

® en el lenguaje, un predicado V(®) que significa “® es valida en toda estructura””" y un

predicado VC(®) que significa “®P es valida en toda estructura cuyo dominio es un

% La traduccion es mia. “For every language L and all sentences S of L, S is (logic ally true)r if and only if S
is true in all the (set-theoretic) interpretations of L.” Mario Gomez, Logical Truth and Tarskian Logical Truth.
376.

% La traduccidn es mia. “For every language L and all sentences S of L, S is (logically true)r if and only if S is
logically true” Mario Gomez, Logical Truth and Tarskian Logical Truth. 377.

10 Denotare como (l6gicamente verdadero);al concepto de l6gicamente verdadero en su sentido intuitivo.

191 Tanto para modelos cuyo dominio es un conjunto (estructura-conjunto) como para modelos que tiene como
dominio a una clase (estructura-clase).
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conjunto”, podemos formular el principio de Kreisel como V®(VC(P) — V(P))102, je. si
@ es valida en toda estructura cuyo dominio es un conjunto, entonces es valida en toda
estructura. A este tipo de principio se les conoce como principio de reflexion precisamente
porque reflejan las propiedades satisfechas por una estructura cualquiera a una estructura
cuyo dominio es un conjunto. De esta manera si consideramos que el concepto de “verdadero
en toda estructura” es coextencional con el de (I6gicamente verdadero);, entonces el principio
de Kreisel estaria afirmando que: si algo es (logicamente verdadero)r, entonces es

(l6gicamente verdadero)r.

Por otro lado, en la teoria de conjuntos existe un interesante principio llamado principio de
reflexion el cual afirma que: “Dada ¢(x4, ..., Xx,) una formula. Para cada M, existe un

conjunto M 2 M, tal que @M (xq,...,x,) < @(xq, .., x,)10

, que podriamos parafrasear
de la siguiente forma, para toda propiedad si el universo de la teoria de conjuntos la tiene,
también hay un conjunto que la tiene”. En pocas palabras el universo que es una clase

“refleja” la propiedad a un conjunto.

Muy probablemente el empleo de este principio de reflexion en los lenguajes de segundo
orden parece algo artificial y ad hoc en el caso de los lenguajes de segundo orden, puesto que

este principio es derivable en la l6gica de primer orden y no en la de segundo orden

La prueba intuitiva del principio de reflexion en primer orden es la siguiente: si una féormula
@ en el lenguaje de primer orden se satisface en el universo conjuntista, entonces ha de ser
consistente; y por el teorema de complecion @ serd satisfecha por un modelo conjuntista.
Como es claro esta prueba no puede ser utilizada para la l6gica de segundo orden a causa de
la incompletud de este lenguaje. Sin embargo, existen buenas razones para aceptar el

principio de reflexion para los lenguajes de segundo orden.

La principal razon por la cual se acepta dicho principio de reflexion es porque rescata una de
nuestras intuiciones bdasicas con respecto al universo conjuntista, a saber, que el universo

conjuntista es tan grande que no puede ser caracterizado por medio de una formula'®. Al

192 Note que el regreso es obvio dado que toda estructura-conjunto es una estructura-clase
103 La traduccion es mia. “Let @(xq,...,x,) be a formula. For each M, there exists M 2 M, such that
oM (xq, o, %) < @©(Xyq, ..., %,)” Thomas Jeck, Set Theory, p.168

104 \/id. Penelope Maddy, “Believing the axioms I”, The Journal of Symbolic Logic, p. 503
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aceptar dicho principio de reflexion se garantiza que dada una formula @ no podemos
caracterizar al universo conjuntista como los x’s que cumplen @, pues si aceptamos el
principio de reflexion, existira un conjunto cuyos miembros seran aquellos que cumplen @,
por lo cual no podremos caracterizar a todo el universo conjuntista mediante @ por unicidad,
pues existird un conjunto cuyos elementos también cumplen ®. En particular, Maddy en su
articulo “Believing the axioms I”, emplea los principios de reflexion como un medio para

justificar algunos axiomas sobre cardinales grandes en la teoria de conjuntos.

Si aceptamos como valido el principio de reflexion podemos demostrar el principio de
Kreisel (asumiendo algunas otras premisas como verdaderas) de la siguiente manera: (La
prueba serd por transposicion o contrapositiva) supongamos que P es falsa en alguna
estructura. Si es falsa en una estructura-conjunto hemos terminado pues eso era lo que
buscabamos, asi podemos suponer que es falsa en alguna estructura-clase. Entonces si
suponemos que toda clase es isomorfa a una clase de tipo conjuntista, entonces @ es falsa en
alguna estructura-clase de tipo conjuntista; por consiguiente también serd falsa en todo el
universo. Asi por el principio de reflexion es falsa en alguna estructura-conjunto. Por lo tanto,
por contrapositiva tenemos que el principio de kreisel es verdadero y asi podemos garantizar

que: si algo es (l6gicamente verdadero)t, entonces es (l6gicamente verdadero)r.

Si bien tenemos un lado del bicondicional (aceptando como ciertas algunas premisas), la otra
implicacion me resulta intuitivamente cierta; pues si algo es (16gicamente verdadero); el éxito
de la teoria de modelos refuerza nuestra intuicion de que tiene que ser (logicamente

verdadero)r.

Asi si suponemos el principio de reflexion y que toda estructura-clase es isomorfa a una
estructura-clase sobre el universo conjuntista, podemos garantizar que: ‘“Para cada lenguaje
L y toda oraciéon S de L, S es (l6gicamente verdadero)r, si y so6lo si, S es logicamente

verdadero”. O, dicho en otras palabras, que tales conceptos son coextencionales.
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Conclusiones del Capitulo

A modo de conclusidn para este capitulo sobre las cuestiones que se desarrollaron quiero

resaltar los siguientes puntos

» Una vez que sea ha abandonado un proyecto fundacionista de las matematicas la
exigencia de tener una logica completa no resulta del todo importante. Si bien algunos
autores argumentan que se necesita complecion para detectar cuando la validez de
una demostracion depende del contenido matematico y cuando no, se esta
presuponiendo que existe una distincion clara entre 16gica y teoria de conjuntos.

» La completud no puede ser considerada una condicion necesaria para que un sistema
logico, con su respectiva semantica, sea considerado como una verdadera logica;
pues, en el caso de la l6gica de segundo esto se debe, en parte, por el poder expresivo
que tiene. Si la logica de primer orden es completa se debe a su escaso poder
expresivo, pues algunas férmulas validas no son expresables en un lenguaje de primer
orden.

» Si suponemos el principio de reflexion y que toda estructura-clase es isomorfa a una
estructura-clase sobre el universo conjuntista, podemos garantizar que: “Para cada
lenguaje L y toda oracion S de L, S es (légicamente verdadero)r, si y solo si, S es
logicamente verdadero”. O, dicho en otras palabras, que tales conceptos son

coextencionales.
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