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1. Antecedentes

En la naturaleza existen aleaciones metálicas con distintas propiedades mecánicas y termodinámi-
cas interesantes que son la base de los materiales inteligentes. Un ejemplo de este tipo de materiales
es el InTl, una aleación metálica que presenta estructura cristalina del tipo cúbica centrada en
la cara (FCC) para temperaturas mayores a cierta temperatura cŕıtica (✓

c

). Esta fase cristalina
simétrica se conoce como el estado Austeńıtico. Si el material es enfriado por debajo de la tempera-
tura cŕıtica ocurre una transformación no difusiva y reversible conocida como la fase Martenśıtica,
donde la estructura cristalina cambia a tetragonal centrada en la cara. Esta fase final resulta ser
menos simétrica que la austenita y por lo tanto tendremos varias variantes martenśıticas. El núme-
ro de estas depende de la nueva simetŕıa de la red cristalina (nuestro ejemplo tiene tres variantes
martenśıticas). Una consecuencia de la existencia de varias variantes martenśıticas es la formación
de un gran número de patrones que son observables experimentalmente. Explicar dichos patrones
es un reto interesante tanto desde el punto de vista de la ciencia de materiales, como del punto de
vista matemático.
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2 TRANSICIONES DE FASE EN TEORÍA GEOMÉTRICA LINEAL DE PELÍCULA DELGADA.

1.1. El modelo variacional.

Este tipo de sistemas cristalinos se pueden estudiar por medio de un modelo variacional, donde
se tiene un funcional de enerǵıa positivo (o acotado por abajo) no convexo, el cual se anula en los
estados que corresponden a la austenita y a las variantes martenśıticas. De forma más precisa, sea
⌦ ⇢ R3 abierto acotado y conexo un dominio de referencia que describe a una muestra del material,
sea y 2 W 1,2(⌦,R3) la función que modela la deformación de la muestra y F = ry(x) su gradiente.
La enerǵıa de deformación a una temperatura ✓ está dada por el siguiente funcional de enerǵıa

�(F,✓ ) =

Z

⌦

f(ry,✓ )dx, F 2 F ⌘ {F 2 M3⇥3(R)| DetF > 0}.

Donde f satisface la siguiente condición de crecimiento

(1) c1(|F |2 � 1)  f(F,✓ )  c2(|F |q � 1), 2 < q < 6

Dado que la enerǵıa no depende del sistema de referencia de laboratorio, � debe tener una
simetŕıa rotacional (la simetŕıa traslacional esta impĺıcita al tomar derivadas de y), es decir

(2) �(RF,✓ ) = �(F,✓ ) para toda R 2 SO(3).

Por el teorema de descomposición polar de Cauchy, podemos escribir a F = R̃A donde R̃ 2 SO(3)
y A = (FTF )(1/2)† entonces

(3) �(F,✓ ) = �((FTF )1/2, ✓) para toda F admisible.

Por otro lado, debido a la simetŕıa en la red cristalina existe un grupo finito de rotaciones D̃ en
el cual ocurre que

�(FP,✓) = �(F,✓ ) para todo P 2 D̃ ⇢ SO(3).

Es inmediato que 1 representa al estado austeńıtico. Si U0 es un estado martenśıtico, los demás
quedan determinados por transformaciones de similitud v́ıa los elementos de D̃, es decir

U
i

= PT

i

U
o

P
i

para todo P
i

2 D̃.

Entonces podemos definir el conjunto de estados martenśıticos como

⇤ = {U
i

2 F | existe P
i

2 D̃ tal que U
i

= PT

i

U
o

P
i

}.

Dado que el estado austeńıtico y los estados martenśıticos son fases estables, se debe satisfacer que
� se minimiza localmente en dichos estados; en términos del modelo

(4) �(F,✓ ) � �(U,✓ ) para toda F 2 F y U 2 K
✓

donde

(5) K
✓

=

8
<

:

SO(3)1 si ✓ > ✓
c

SO(3)⇤ [ SO(3)1 si ✓ = ✓
c

SO(3)⇤ si ✓ < ✓
c

†Dado que FTF es simétrica y positiva definida (pues DetF > 0) todos sus valores propios son positivos, entonces

existe P 2 SO(3) tal que PTFTFP = D donde D diagonal de valores propios. Decimos que (FTF )1/2 = PD1/2PT

con D1/2 la matriz diagonal de la ráız cuadrada de los valores propios.
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es el espacio de todos los posibles estados que minimizan la enerǵıa a una temperatura ✓. Por ello es
claro que el funcional de enerǵıa es no convexo y por (2) resulta tener una no linealidad geométrica.
De lo anterior, el problema genérico de cálculo de variaciones que queremos estudiar es

mı́n
ry2K✓

�(ry,✓ ),

donde � satisface las propiedades anteriores y K
✓

es el espacio de matrices mencionado en (5).

Este modelo es complejo y su estudio requiere considerar de forma separada distintos aspectos
del mismo. Una forma para reducir dicha complejidad es quedarnos con la esencia no convexa
del problema dada por los diferentes pozos, elementos de⇤ [ {1} y eliminar la invariancia bajo
rotaciones descrita por (2). Para esto consideraremos la linealización del problema respecto a las
rotaciones cercanas a la identidad. En este caso, la simetŕıa rotacional queda reemplazada por la
invarianza del funcional de enerǵıa ante sumas de matrices antisimétricas, mientras que el gradiente
de deformación ry se remplaza por su parte simétrica E(ry) = (ry +rT y)/2. Esta reducción se
conoce como el modelo de elasticidad geométrica lineal (ver [10]) y será detallada ĺıneas abajo .

1.2. Rigidez a enerǵıa elástica nula.

El problema más simple a estudiar consiste en caracterizar al conjunto K
✓

en (5). Evidentemente
los estados U

i

y sus rotaciones son soluciones admisibles, sin embargo estos no son los únicos estados
posibles, Ball y James probaron en [1] el siguiente resultado

Proposición 1. Sea ⌦ abierto y conexo. Si y 2 W 1,1(⌦, Rm) satisface que

(6) ry(x) =

(
A c.d. en ⌦

A

B c.d. en ⌦
B

donde A,B 2 M
m⇥n

(R) y ⌦
A

, ⌦
B

son conjuntos disjuntos medibles tal que ⌦ = ⌦
A

[ ⌦
B

con

meas ⌦
A

> 0 y meas ⌦
B

> 0. Entonces

(7) A�B = a⌦ n

Para algún a 2 Rn

, |n| = 1. Además

(8) y(x) = y0 +Bx+ �(x)a, x 2 ⌦

donde y0 2 Rm

, y0 · a = 0, � 2 W 1,1(⌦,R) y � satisface r�(x) = �
A

n c.d. (�
A

es la función

indicadora de ⌦
A

). Si además ⌦ es convexo entonces �(x) = �
E

(x ·n) con �
E

lipschitz con derivada

0 o 1 c.d. en ⌦.

Esta proposición sugiere la existencia de estructuras mixtas, por ejemplo las juntas dobles‡ o
simples que resultan ser el caso más simple.

Corolario 1. Sean A,B 2 M
n⇥m

, ⌦ abierto y conexo tal que existen ⌦
A

,⌦
B

⇢ ⌦ disjuntos de

medida positiva que satisfacen que @⌦
A

\ @⌦
B

es un segmento de recta perpendicular a n 2 S2
y

⌦ = ⌦
A

[ ⌦
B

. Si estos conjuntos, matrices y vector satisfacen (6) y (7), entonces

ry(x) =

(
A si x · n > 0

B si x · n < 0
para toda x 2 ⌦
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Figura 1. a) Región teórica ⌦. b) Twin en InTl. c) Laminado cruzado

Por la propiedad (2) para n = m = 3, A = Q1Ui

y B = Q2Uj

dos estados minimizantes del
funcional, este resultado es aplicable. Iterando estas estructuras, esto es tomado copias periódicas
en la dirección n es posible formar los laminados simples o “twins”, que han sido ampliamente
observados en los experimentos. En el caso no lineal para transiciones cúbico tetragonal, las U

i

son
bien conocidas [11] y han sido ampliamente revisadas por Ball y James en [1] donde encontraron
que existen ciertas estructuras (en el sentido de curvas generalizadas) que también son soluciones
a enerǵıa elástica cero.

Existen tipos de transiciones de fase (cúbico-tetragonal) donde se puede demostrar que (local-
mente) los twins son el único tipo de patrones que existe (vease Dolzmann y Müller [4]), mientras
que en otro tipo de transiciones (ej. cúbico-ortorómbico) existen estructuras más complejas que
involucran juntas cuádruples, estas generalizan a las juntas simples y también son únicas (ver [6]).
A este tipo de resultados de “unicidad” (en el tipo de estructuras admisibles) es lo que se conoce
como un resultado de rigidez.

1.3. Perturbaciones de la enerǵıa y la eneǵıa de superficie.

Los resultados descritos hasta ahora tratan sobre la existencia y clasificación de los estados (o
patrones) con enerǵıa elástica cero. En el caso de las sucesiones minimizantes, o estados de baja
enerǵıa elástica es bien sabido que los resultados de rigidez no son válidos y existen muchos estados
con estructuras muy complejas. Esto se debe a que la enerǵıa elástica no es débilmente semiconti-
nua inferiormente de modo que sucesiones de deformaciones cuyos gradientes oscilan rápidamente
pueden bajar la enerǵıa. Para arreglar esto se introduce un término de enerǵıa de superficie el cual
penaliza las oscilaciones y permite recuperar la compacidad. El problema prototipo es en este caso

(9) mı́n
y2W

2,2(⌦,R3)
ry2K✓

e[ry,✓ ], e[ry,✓ ] ⌘
⇢
⌘

Z

⌦

|Dry|+ �(ry,✓ )

�

donde el primer término representa la norma de variación acotada de ry que esencialmente mide
el área o la superficie de las transiciones entre los pozos de enerǵıa, y ⌘ > 0 es un parámetro que
mide el peso relativo entre la enerǵıa elástica y la de superficie.

Esta estrategia más la hipótesis de elasticidad lineal fue usada en [2, 3] para un modelo con
transiciones cúbico a tetragonal y en [6, 7] para un modelo reducido con transiciones de fase cúbico
a ortorómbico. En el primer caso se demostró la rigidez de los laminados simples (es decir soluciones

‡En este caso las juntas dobles se conocen también como conexión de rango uno (ver (7))
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uno dimensionales), en tanto que en el segundo se demostraron resultados similares para patrones
más complejos como son los laminados cruzados ó “crossing twins” (ver Figura 1c).

1.4. Peĺıculas delgadas.

Dado que esta teoŕıa ha resultado ser fruct́ıfera, se han usado herramientas de cálculo de varia-
ciones (��convergencia) para estudiar casos ĺımites en los parámetros de la teoŕıa. Un ejemplo de
mucho interés para nosotros resulta ser el caso de peĺıcula delgada, donde a partir de la teoŕıa de
cuerpo descrita anteriormente se toma el� -ĺımite cuando el espesor tiende a cero (ver [5] y [11]).
La teoŕıa resultante es una relajación de la teoŕıa de cuerpo y por lo tanto sus estados de enerǵıa
cero cambian. Dicho resultado se enuncia a continuación:

Proposición 2. Sea {e1, e2, e3} base ortonormal de R3
y ⌦

h

= ⌦ ⇥ [0, h], con ⌦ ⇢< e1, e2 >, si f
satisface (1) y yh 2 W 2,2(⌦1,R3) un mı́nimo de (9) para ⌦

h

con condiciones de frontera y(x) = Ax
sobre @⌦⇥(0, h) y A = (a1|a2|a3), entonces existe una subsucesión de minimizantes de (9) (llamada

igual) tal que si h ! 0
D2

p

yh ! D2
p

ȳ
1
h

D2
p

yh
,3 ! D

p

b̄
1
h

2 yh
,33 ! 0

9
=

; en L2(⌦).

Donde D
p

yh = (yh
,1, y

h

,2, 0) (análogo para los demás). (ȳ, b̄) no dependen de x3 y minimizan la

siguiente enerǵıa ĺımite

e[y,✓ ] =

Z

⌦

⌘(|D2
p

y|2+2|D
p

b|2)+f(y1|y2|b) dx1dx2,
(y, b) 2 W 2,2(⌦,R3)⇥W 1,2(⌦,R3)
y(x1, x2) = a1x1 + a2x2 (x1, x2) 2 @⌦
b(x1, x2) = a3

Al despreciar la enerǵıa superficial en peĺıcula delgada, el funcional a resolver es

�
t

[[y
,1|y,2|b], ✓] =

Z

⌦

f(y
,1|y,2|b) dx1dx2.

Este funcional ĺımite sigue minimizandose por los elementos de K
✓

, ya que estos minimizan el
problema con dominio⌦

h

para todo h > 0. Por ello (y, b) es mı́nimo de �
t

si D
p

y + b ⌦ e3 2 K
✓

.
De este modo, si A,B 2 K

✓

por la proposición 1 el siguiente resultado es inmediato.

Proposición 3. Sea ⌦ ⇢ R2
abierto, conexo. Si (y, b) 2 W 1,1(⌦, R3)⇥ L1(⌦, R3) satisface que

[ry(x)|b] =
(
A ⌦

A

c.d.

B ⌦
B

c.d.

donde A,B 2 M3⇥3(R) y ⌦
A

, ⌦
B

son conjuntos disjuntos medibles tal que ⌦ = ⌦
A

[ ⌦
B

con

meas ⌦
A

> 0 y meas ⌦
B

> 0. Entonces

(10) A�B = a⌦ n+ c⌦ e3

Para algunos a, c 2 R3
, n 2 S2 \ {e3}?, además

(11) y(x) = y0 + [B1|B2]x+ �(x)a, x 2 ⌦

(12) b = (B3 + c�
A

)⌦ e3

donde y0 2 R3
, y0 · a = 0, � 2 W 1,1(⌦,R) tal que r�(x) = �

A

n, casi donde sea en ⌦.
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Con esto resulta claro que las juntas dobles y los laminados simples siguen existiendo, pero al ser
(10) menos restrictiva que (7), pueden existir extructuras más complejas en peĺıcula delgada que
en la teoŕıa de cuerpo ya que la tercera fila de los elementos de K

✓

no tiene relación con la primera
y segunda como pasaba en la teoŕıa de cuerpo, esto es evidente en la condición (12).

2. Modelo

Partiendo de las ideas anteriores proponemos ahora el modelo concreto a estudiar. Primero supon-
dremos que estamos en el régimen de elasticidad lineal en peĺıcula delgada, es decir propondremos
deformaciones pequeñas†† y rotaciones infinitesimales

F = 1+H, |H| << 1(13)

Para toda Q 2 SO(3), Q ⇠ 1+W, con W matriz antisimétrica y , |W | << 1(14)

Aśı, los funcionales para la densidad de enerǵıa que se usarán en el caso lineal deben satisfacer

�
tl

(H +W,✓ ) = �
tl

(H,✓ ) para toda W antisimétrica,

(15) Por lo tanto �
tl

(H,✓ ) = �
tl

(E(H), ✓) , E(H) =
Hi +Hi T

2
.

El papel del conjunto de los estados martenśıticos ⇤ se reemplaza por

⇤
l

= {A 2 M3⇥3(R)| existe U
i

2 ⇤ t.q. A = E(U
i

)� 1}
El estado Austeńıtico se representa ahora por la matriz nula y K

✓

se sustituye por

(16) K
✓l

= {A 2 M3⇥3(R)| exista C 2  L
✓

y W antisimétrica t.q. A = C +W}
con

 L
✓

=

8
><

>:

0 si ✓ > ✓
c

⇤
l

[ {0} si ✓ = ✓
c

⇤
l

si ✓ < ✓
c

Definición 1. Llamemos B al conjunto de estados minimizantes contenido en  L

✓

tal que para todo

M 2 B existe N 2 B con el que forman una transición en peĺıcula delgada.

B tiene un número finito de elementos. Además se identificará la región ocupada por el estado
U
i

2 B dentro de ⌦ por una función indicadora, es decir

�
i

(x) =

⇢
1 si E(ry(x)) = U

i

0 si E(ry(x)) 6= U
i

, x 2 ⌦, U
i

2 B.

††Al referirnos el valor absoluto de una matriz o un vector, estamos pensando en la norma de Frobenius es decir,
la ráız cuadrada de la suma de los cuadrados de cada una de las entradas.
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Por (15) y (16) proponemos el funcional de enerǵıa elástica (ver [2] y [3]) como

(17) �
tl

(F,� ) = 2µ

Z

⌦

�����E(F )�
X

U

i
2B

�
i

U i

�����

2

dy para todo F 2 F .

Donde µ es una constante del material (módulo de corte). Por consistencia con la teoŕıa de la
elasticidad geométrica lineal pediremos que

(18) F =

⇢
F 2 M3⇥3

����
DetF > 0, y E(F ) satisface (en sentido distribucional)

@2
1E(F )22 + @2

2E(F )11 � 2@1@2E(F )12 = 0

�
.

Es fácil ver que esta propuesta satisface la condición de crecimiento (1), la propiedad de simetŕıa
(15) y además se minimiza en B ⇢ K

✓l

. Para estudiar las perturbaciones de la enerǵıa proponemos
a la enerǵıa superficial como

E
surf

(�) = 
X

U

i
2B

Z

⌦

|r�
i

|

donde cada sumando es la norma de variación acotada de la función caracteŕıstica, o el peŕımetro de
@{�

i

= 1} para U
i

2 B y  es la enerǵıa por unidad de longitud interfacial. Aśı, nuestro problema se
reduce a estudiar la existencia y propiedades de los estados (y,� ) 2 W 1,1(⌦,R3)⇥ [BV (⌦,R)]#B

tal que ry 2 F y minimizan al funcional

(19) e[y,�,✓ ] = �
tl

(E(ry),�) + E
surf

(�)

donde E(ry) es la parte simétrica de ry.

3. Juntas dobles en pel

´

ıcula delgada

En los resultados anteriores se muestran las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de juntas dobles en la teoŕıa de cuerpo. Ahora se estudiará el caso de peĺıcula delgada (elasticidad
lineal) para obtener resultados análogos.

Si consideramos una base ortonormal {e1, e2, e3} de R3 donde e3 es perpendicular al plano de la
peĺıcula delgada, dadas U1, U2 2 M3⇥3(R) tal que DetU i > 0, decimos que forman una transición
en peĺıcula delgada si existe Q 2 SO(3), a, b 2 R3 y n 2 S2\ < e1, e2 > tal que

(20) QU1 � U2 = a⌦ n+ b⌦ e3

Se puede probar que esta condición es equivalente a encontrar Q 2 SO(3) y e 2 S2\ < e1, e2 >
tal que

(21) (QU1 � U2)e = 0, e · e3 = 0, e · n = 0

Entonces si existen (Q, e) como antes tal que (21) es satisfecha decimos que existe una junta simple
en peĺıcula delgada bajo el régimen de elasticidad geométrica no lineal. La solución a este problema
se encuentra con gran detalle en el libro de Battacharya [11].
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3.1. Condiciones necesarias y suficientes para la existencia de juntas simples.

Usando las restricciones (13) y (14) en (20) llegamos a que si H1, H2 2 B y forman una junta
simple§ entonces

(22) H1 �H2 +W = a⌦ n+ b⌦ e3

Por estar en el régimen de elasticidad geométrica lineal resulta importante la parte simétrica de los
tensores, por ello de manera equivalente

(23) E1 � E2 =
a⌦ n+ n⌦ a

2
+

b⌦ e3 + e3 ⌦ b

2

(24) S1 � S2 +W =
a⌦ n� n⌦ a

2
+

b⌦ e3 � e3 ⌦ b

2

Donde Ei = (Hi +Hi T )/2 y Si = (Hi �Hi T )/2,

Proposición 4. Sean E1, E2 2 M3⇥3(R) simétricas y �E = E1 � E2
, entonces E1

y E2
forman

una transición en peĺıcula delgada (elasticidad geométrica lineal) si y sólo si

Det2�E ⌘ (e1T �E e1)(e2T �E e2)� (e1T �E e2)2  0.

Demostración. Supongamos a =
P3

i=1 aie
i, b =

P3
i=1 bie

i y e = ↵e1 + �e2 y que las matrices Ei

están dadas respecto a la base {e1, e2, e3}). Con esto (23) se escribe como

E1 � E2 =


↵a+ a1n+ b1e3

2

����
�a+ a2n+ b2e3

2

����
a3n+ b3e3 + b

2

�

donde cada uno de los tres términos dentro de los corchetes cuadrados es el vector columna corres-
pondiente y en conjunto forman la matriz respectiva. Aśı el sistema de ecuaciones será

(25)

8
<

:

↵a1 = �E11

�a2 = �E22

b3 = �E33

(26)

8
<

:

�a1 + a2↵ = 2�E12

↵a3 + b1 = 2�E13

�a3 + b2 = 2�E23.

Donde (�E)
ij

= (E1 � E2)
ij

.

Multiplicando por ↵� la primera ecuación de (26) y usando las primeras dos ecuaciones de (25)
tendremos

(27) �2�E11 � 2�↵�E12 + ↵2�E22 = 0, ↵2 + �2 = 1.

Por ser ↵,� soluciones reales de las ecuaciones (271) y (272) se sigue que el discriminante (Det2�E)
de (271) necesita ser menor o igual a cero.

Ahora bien, si el discriminante de (271) se anula es por que� E11 = 0 ó �E22 = 0; sin pérdida
de generalidad supongamos que� E22 se anula, en este caso se tiene que

§Las juntas simples en peĺıcula delgada se conocen conexiones de rango dos (ver (22))
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�E22 = 0 )

8
>>>>>><

>>>>>>:

a = a1e1 + a3e3, n = 1
a1

0

@
�E11

2�E12

0

1

A , a1 =
p
4�E2

12 + �E2
11

a =

0

@
�E11

2�E12

0

1

A+ a3e3, n = e1.

Cuando el discrimimante es estrictamente menor a cero podemos usar (27) junto con (25) para
determinar los valores de a y n, de donde

�E22 6= 0 )

8
><

>:
a =

0

@
�E11

↵

a2
0

1

A+ a3e
3, n =

0

@
↵

�E22
a2

0

1

A ,

a2 =
p
(�E22)2 + k2

↵a2 = k,

k =
⇣

�E12 ±
p
�Det2(�E)

⌘ .

En cualquiera de los casos anteriores

b = (2�E13, 2�E23,�E33)
T � a3n

T

⇤
Notemos que Det2(�E) es el determinante de la submatriz de 2 ⇥ 2 generada al quitar la ter-

cera fila y columna de la matriz� E. Por lo tanto en el pegado de peĺıcula delgada en elasticidad
geométrica lineal es conveniente trabajar con las respectivas submatrices de 2⇥ 2 de E

i

.¶

Notemos de la demostración anterior que a, b y W se pueden reescribir como

b = (2�E13, 2�E23,�E33)T � a3nT ⌘ b̃T � a3n
T(28)

a = (a1, a2, 0)T + a3e3T ⌘ ãT + a3e
3T(29)

(30) W = W̃ � a3(n⌦ e3 � e3 ⌦ n), W̃ =
ã⌦ n� n⌦ ã

2
+

b̃⌦ e3 � e3 ⌦ b̃

2
+ S2 � S1

y que
a⌦ n+ b⌦ e3 = ã⌦ n+ b̃⌦ e3 � a3(n⌦ e3 � e3 ⌦ n)

Una solución admisible se obtiene al escoger a = ã, b = b̃ y W = W̃ como en (28), (29) y (30). No-
temos que el término eliminado (�a3(n⌦e3�e3⌦n)) es la versión lineal (rotación infinitesimal) de
una matriz de rotación por un ángulo a3 con eje e (recordemos que n, e, e3 es base ortonormal de R3).

4. Determinaci

´

on de estados martens

´

ıticos dada una direcci

´

on de corte

En esta sección se determinarán las matrices que representan a los estados martenśıticos (y
austeńıtico) desde otro sistema de coordenadas determinado parcialmente por la dirección en la que
se “cortará” el material para obtener la peĺıcula delgada. Posteriormente se encontrará que fases
que pueden formar juntas simples y a partir de esto determinar al conjunto B.

¶Esto no puede extenderse al caso de elasticidad geométrica no lineal pues la relación que determina la existencia
de juntas simples es una expresión cuadrática de los tensores Ui y aunque sólo nos interese una submatriz de dicha
expresión cuadrática, los elementos de las tercera fila de Ui si están involucrados en la submatriz.
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4.1. Representantes martenśıticos y austeńıticos 2-D.

Lo primero por hacer es suponer que dado un material podemos cortarlo (o desbastarlo) en
alguna dirección predeterminada para obtener una peĺıcula delgada. Para ello considere {ex, ey, ez}
base ortonormal de R3 “paralela” a los vectores de la red cristalina del material†† y e3 2 S2 vector
normal al plano de corte. Con este vector es posible construir una matriz de rotación Q tal que
mande ez en e3; note que ez ⇥ e3 es paralelo al eje de rotación de la matriz Q, y que la base

�
e1, e2, e3

 
con e1 =

ez ⇥ e3

kez ⇥ e3k y e2 = e3 ⇥ e1

es ortonormal derecha (en el sentido estandar de álgebra lineal). Aśı una‡‡ de las matrices buscadas
es Q =

⇥
e1|e2|e3

⇤
.

Usando coordenadas polares esféricas con eje polar y azimutal iguales a ez y ex respectivamente,
e3 se expresa como

e3 =

0

@
sin! cos'
sin! sin'

cos!

1

A ) Q =

0

@
� sin' � cos! cos' sin! cos'
cos' � cos! sin' sin! sin'
0 sin! cos!

1

A , (!,' ) 2 (0,⇡]⇥ [0, 2⇡)

Los estados martenśıticos en la transformación cúbico a tetragonal están dados por

(31) U i = (1 + ✏)I � 3ei ⌦ ei ) Hi = ✏(I � 3ei ⌦ ei)

donde ei son los elementos de la base canónica. Observemos que Hx +Hy +Hz = 0. Además el
estado austeńıtico se representa por

UA = I ) HA = 0.

La transformación de similitud de Hi generada por Q es

H̄i = QT Hi Q = ✏ (I � 3QT ei ⌦QT ei).

Por ser una transformación de similitud de matrices simétricas se sigue cumpliendo que

H̄x + H̄y + H̄z = 0, & H̄i T = H̄i para toda i 2 {x, y, z, A}.
Con esto las ecuaciones (23) y (24) se reducen a

(32) H̄i � H̄j =
aij ⌦ nij + nij ⌦ aij

2
+

bij ⌦ e3 + e3 ⌦ bij

2

(33) W ij =
aij ⌦ nij � nij ⌦ aij

2
+

bij ⌦ e3 � e3 ⌦ bij

2
para i 6= j e i, j 2 G ⌘ {x, y, z, A}.

Si tomamos la submatriz de 2⇥ 2 adecuada (por la proposición 4) de cada H̄i tendremos que los
representantes†††† de las fases martenśıticas y austeńıtica para la dirección de corte e3 son

††Esta base será llamada base canónica.
‡‡Q no es única pues cualquier rotación con eje de giro e3 aplicada a esta matriz sigue teniendo la misma función.
††††Para facilitar la escritura dichas submatrices se llamarán Hi.
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Hx = ✏

✓
1� 3 sin2 ' �3 cos! sin' cos'

�3 cos! sin' cos' 1� 3 cos2 ! cos2 '

◆
, Hy = ✏

✓
1� 3 cos2 ' 3 cos! sin' cos'

3 cos! sin' cos' 1� 3 cos2 ! sin2 '

◆
,

Hz = ✏

✓
1 0
0 1� 3 sin2 !

◆
, HA =

✓
0 0
0 0

◆

4.2. Determinación de juntas dobles y el conjunto B.

Resulta claro que los estados martenśıticos tienen conexión en peĺıcula delgada con el estado
austeńıtico cuando el determinante de los representantes martenśıticos es menor a cero puesHA = 0,
i.e. existe conexión entre la fase martenśıtica Hi con la austeńıtica HA si

ke3 · eik 
r

2

3
.

Figura 2. a) La región sombreada representa los valores de los ángulos !,' donde
las tres fases martenśıticas tienen conexión con la fase austeńıtica. b) Cada punto
en esta región representa la dirección de corte dada por los ángulos !,' de la
imagen a).

Es fácil probar que todos los estados martenśıticos tienen conexión de rango uno entre ellos para
cualquier dirección de corte. Con ello concluimos que el conjunto de estados que pueden formar
transiciones en peĺıcula delgada es

B =

8
><

>:

{H̄A} si ✓ > ✓
c

{H̄x, H̄y, H̄z, H̄A} si ✓ = ✓
c

{H̄x, H̄y, H̄z} si ✓ < ✓
c

Por ello a partir de ahora en todo el análisis posterior se considerará ✓  ✓
c

pues en el caso
✓ > ✓

c

sólo tenemos una fase que al menos en teoŕıa geométrica lineal no da más estructuras que
las triviales.
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4.3. Ecuación para soluciones elásticas.

Por la forma en que se propuso al funcional �
tl

en (17) la enerǵıa elástica puede desacoplarse en
dos contribuciones, una debida a la tercera columna de F que esta asocida al vector de Cosserat§§

y otra asociada a la deformación 2D de modo que

�
tl

(F,� ) = 2µ

Z

⌦

�����L(F )�
X

U

i
2B

�
i

L(U i)

�����

2

dy+4µ

Z

⌦

�����E(F )3· �
X

U

i
2B

�
i

U i

3·

�����

2

dy para todo F 2 F

Con L : M3⇥3(R) ! M2⇥2(R) dado por L(M)
ij

= (M
ij

+ M
ji

)/2 para i, j 2 {1, 2} y M 2
M3⇥3(R). Mientras que la notación M

k·

representa al k-ésimo vector columna de M . De este modo
los minimizantes de la enerǵıa elástica son aquellos donde

L(F ) =
X

U

i
2B

�
i

L(U i),(34)

E(F )3· =
X

U

i
2B

�
i

U i

3·(35)

Por la proposición 4 sabemos que la condición de pegado depende únicamente de las matrices
L(U i) y no de la tercera columna de U i, entonces resolver el problema a enerǵıa elástica cero es
determinar las funciones indicadoras �

i

para cada estado U i 2 B de la ecuación (34), y con ellas
E(F )3· queda completamente determinado. Para transiciones cúbico tetragonal las matrices L(U i)
son las matrices Hi; además

�
✓c(✓)�A

+ �
x

+ �
y

+ �
z

= 1(36)

Hx +Hy +Hz = 0(37)

donde �
✓c(✓c) = 1 y �

✓c(✓) = 0 para ✓ < ✓
c

. Con esto resulta que

L(F ) = (2Hx +Hy)�
x

+ (2Hy +Hx)�
y

+ (Hx +Hy)�
A

�
✓c(✓)� (Hx +Hy).

Dado que F 2 F (ver (18)), a una temperatura ✓  ✓
c

las soluciones al problema de enerǵıa
elástica nula satisfacen en sentido de distribuciones

@2
11L(F )22 + @2

22L(F )11 � 2@1@2L(F )12 = 0.

Al sustituir las expresiones de Hi tenemos

(38)
(sin'@2 � cos! cos'@1)2�x

+ (cos'@2 + cos! sin'@1)2�y

� sin2 !@2
11(�x

+ �
y

)

� 1
3�✓c(✓)

⇥
(2� 3 cos2 !)@2

11 � @2
22

⇤
�
A

= 0.

Las soluciones a la ecuación (38) determinan todos los posibles patrones admisibles al proble-
ma para las distintas direcciones de corte determinadas por ! y '. A pesar de que (38) es una
ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden, el problema es altamente no lineal pues las
funciones incógnitas son funciones indicadoras, de modo que la suma de dos soluciones al problema
no necesariamente es una solución.

§§Ver [14] para una definición precisa de este concepto.
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4.4. Resultado de rigidez parcial.

Algunas direcciones de corte “fáciles” de analizar es la familia {110} ⌘ {[110], [101], [011], [11̄0],
[101̄], [011̄]}¶¶ Notemos que en esta familia, las fases martenśıticas se unen con la austeńıtica. Se-
parando en casos tenemos

•[011], [011̄]. En estas direcciones ' = ⇡

2 y ! = ⇡

4 o 3⇡
4 , esto implica que H2 = H3 = �2H1, es

decir los estados martenśıticos 2 y 3 son “indistinguibles” (a este nivel) y con ello

(38) !

@2
22 �

1

2
@2
11

�✓
�
x

+
1

3
�
✓c(✓)�A

◆
= 0.

•[101], [101̄]. En este caso ' = 0 y ! = ⇡

4 o 3⇡
4 , esto implica que H1 = H3 = �2H2, es decir los

estados martenśıticos 1 y 3 son “indistinguibles”, entonces

(38) !

@2
22 �

1

2
@2
11

�✓
�
y

+
1

3
�
✓c(✓)�A

◆
= 0.

•[110], [11̄0]. Aqúı ' = ⇡

4 o 7⇡
4 y ! = ⇡

2 ; usando esto y el hecho que �
z

= 1��
x

��
y

��
✓c(✓)�A

se tiene

(38) !

@2
11 �

1

2
@2
22

�✓
�
z

+
1

3
�
✓c(✓)�A

◆
= 0.

En este caso sucede algo análogo pues H1 = H2 = �2H3, i.e. los estados martenśıticos 1 y 2 son
“indistinguibles”.

En cualquiera de los tres casos tenemos ecuaciones de onda en sentido distribucional. Con la
proposición 4 es inmediato ver que las caracteŕısticas en cada ecuación son perpendiculares a las
transiciones (el vector n de las transiciones es paralelo a las caracteŕısticas) entre la fase martenśıti-
ca distinguible i y cualquiera de las otras dos fases martenśıticas indistinguibles. El hecho de que
haya a lo más dos caracteŕısticas justifica el que existan a lo más dos direcciones normales en las
cuales se pueden formar juntas simples entre dos fases.

Sobre esta familia de direcciones de corte se pueden determinar resultados de rigidez parcial.
Como ejemplo analicemos el tercer caso, para esto probaremos un resultado que nos será de utilidad.

Lema 1. Sea f : ⌦ ⇢ R2 ! R función no constante, g1, g2 : R ! R y P
⇠

, P
⌘

las proyecciones en las

coordendas ⇠ y ⌘ tales que f�1[{0}][ f�1[{1}] = ⌦ y f(⇠,⌘ ) = g1 �P⇠

(⇠,⌘ ) + g2 �P⌘

(⇠,⌘ ) entonces
g1 ó g2 son constantes.

Demostración. Supongamos que la conclusión es falsa, es decir g1 y g2 no son constantes, entonces
cada una de ellas toma al menos dos valores i.e. existen c+, c�, d+, d� 2 R tal que

⌦ \
⇥
(g�1

1 [c+] [ g�1
1 [c

�

])⇥ R
�
= ⌦, ⌦ \

⇥
(g�1

2 [d+] [ g�1
2 [d

�

])⇥ R
�
= ⌦

Entonces

g1 � P⇠

(⇠,⌘ ) = c+�⌦\(g�1
1 [c+]⇥R)(⇠,⌘ ) + c

�

�⌦\(g�1
1 [c

�

]⇥R)(⇠,⌘ )(39)

g2 � P⌘

(⇠,⌘ ) = d+�⌦\(R⇥g

�1
2 [d+])(⇠,⌘ ) + d

�

�⌦\(R⇥g

�1
2 [d

�

])(⇠,⌘ )(40)

¶¶Esta clase de equivalencia se hereda de la simetŕıa cúbica del problema. Para facilitar la notación se usará
1̄ = �1, además de que se considera que la dirección [110] = [1̄1̄0] pues son paralelos, algo análogo sucede en los
demás casos.
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De este modo

f(⇠,⌘ ) = (c+ + d+)�⌦\(g�1
1 [c+]⇥R)\(R⇥g

�1
2 [d+]) + (c+ + d

�

)�⌦\(g�1
1 [c+]⇥R)\(R⇥g

�1
2 [d

�

])

+ (c
�

+ d+)�⌦\(g�1
1 [c

�

]⇥R)\(R⇥g

�1
2 [d+]) + (c

�

+ d
�

)�⌦\(g�1
1 [c

�

]⇥R)\(R⇥g

�1
2 [d

�

])

Como f toma los valores 0 y 1, al menos uno de los factores de las funciones indicadoras debe
ser 0 pero al anularse sólo una, la función puede tomar cuatro valores. Para reducir el número es
necesario que dos factores de las indicadoras se anulen, además como g1 y g2 no son constantes
tenemos que {c+ = �d+, c

�

= �d
�

} o {c+ = �d
�

, c
�

= �d+}, en ambos casos, es inmediato ver
que los valores que toma f son 0, d+ � d

�

y d
�

� d+ i.e. f es idénticamente cero o toma 3 valores
que en cualquier caso es una contradicción. ⇤
Proposición 5. Sean ⌦ ⇢ R2

abierto y conexo y e3 (dirección de corte) paralela al vector [110]. Si
existen conjuntos disjuntos ⌦

xy

,⌦
z

⇢ ⌦ de medida positiva y ⌦
A

⇢ ⌦ (disjunto a los dos conjuntos

anteriores) con ⌦
A

6= ; sólo si ✓ = ✓
c

tal que satisfacen ⌦
xy

[ ⌦
z

[ ⌦
A

= ⌦. Entonces los patrones

de enerǵıa elástica nula son localmente laminados simples múltiples.

Con laminados simples múltiples nos referimos a que las soluciones son estructuras que dependen
únicamente de una dirección y que pueden tomar (en este caso) a lo más cuatro valores.

Figura 3. Posibles configuraciones mı́nimas sugeridas por la proposición anterior.

Demostración. Sea (x0
1, x

0
2) 2 ⌦ y defina el cambio de variables dado por ⇠ = x1 +

p
2x2 y ⌘ =

x1 �
p
2x2, con este cambio la ecuación (38) se ve como

@
⇠

@
⌘

✓
�
z

+
1

3
�
✓c(✓)�A

◆
(⇠,⌘ ) = 0.

Si (⇠0, ⌘0) = (⇠(x0
1, x

0
2), ⌘(x

0
1, x

0
2)) por ser ⌦ abierto exite � > 0 tal que B

�

(⇠0, ⌘0) ⇢ ⌦, entonces
podemos escoger h

⇠

y h
⌘

mayores a cero tal que h2
⇠

+ h2
⌘

< h2. Integrando sobre la dirección ⇠ una

longitud h
⇠

y sobre ⌘ una cantidad h
⌘

desde el punto (⇠0, ⌘0) encontramos:

(41) @
h⇠

⇠

@h⌘
⌘

✓
�
z

+
1

3
�
✓c(✓)�A

◆
(⇠0, ⌘0) = 0

donde la diferencia finita @
h⇠

⇠

f(⇠,⌘ ) = f(⇠+h
⇠

, ⌘)�f(⇠,⌘ ) para toda f medible. Es decir �
z

(⇠,⌘ )+
1
3�✓c(✓)�A

(⇠,⌘ ) satisface (localmente) la igualdad del paralelogramo para la ecuación de onda (ver
[12]). Por ser (x0

1, x
0
2) arbitrario esta propiedad se satisface para todo punto en ⌦. Por otra parte

(41) se puede escribir como

(42) @
h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�
z

= �1

3
�
✓c(✓)@

h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�
A

.
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Dado que

�
z

, �
A

2 {0, 1} ) @
h⌘
⌘

�
A

, @
h⌘
⌘

�
z

2{� 1, 0, 1} ) @
h⇠

⇠

@
h⌘
⌘

�
z

, @
h⇠

⇠

@
h⌘
⌘

�
A

2{� 2,�1, 0, 1, 2}
y el factor 1/3 del segundo miembro de (42) implican que la única solución admisible es que por
separado �

z

y �
A

sean soluciones de la ecuación de onda homogénea. Más aún, dado que �
z

se
escribe en términos de �

x

,�
y

y �
A

concluimos que

@
h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�
z

= 0, �
✓c(✓)@

h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�
A

= 0, @
h⇠

⇠

@h⌘
⌘

(�
x

+ �
y

) = @
h⇠

⇠

@h⌘
⌘

(�
x+y

) = 0

Donde �
x+y

es la indicadora de la fase x y y que son indistinguibles (a este nivel)†††. Por ser �
z

,�
xy

y �
✓c(✓)�A

soluciones a la ecuación de onda en sentido distribucional, es bien sabido que cada una
de ellas satisface la fórmula de d’Alambert es decir

�
z

(⇠,⌘ ) = f
z

(⇠) + g
z

(⌘)(43)

�
xy

(⇠,⌘ ) = f
xy

(⇠) + g
xy

(⌘)(44)

�
A

(⇠,⌘ ) = f
A

(⇠) + g
A

(⌘)(45)

Por el lema 1
�
z

(⇠,⌘ ) = f
z

(⇠) o �
z

(⇠,⌘ ) = g
z

(⌘)
�
xy

(⇠,⌘ ) = f
xy

(⇠) o �
xy

(⇠,⌘ ) = g
xy

(⌘)
�
A

(⇠,⌘ ) = f
A

(⇠) o �
A

(⇠,⌘ ) = g
A

(⌘)

El tipo de conjuntos donde cualquier indicadora toma el valor 1 ó 0 (i.e. juntas admisibles) se
obtienen a partir de las caracteŕısticas ⇠ = ⇠0 y ⌘ = ⌘0 y sus cruces, pero debido al lema 1 ó la
igualdad del paralelogramo el único tipo de juntas admisibles son las simples

Aśı queda determinada la forma de las funciones indicadoras; con ello y las ecuaciones (34) y (35)
se puede determinar la parte simétrica de las estructuras mı́nimas de �

tl

. ⇤
4.5. Estabilidad de laminados simples ante perturbaciones pequeñas de la enerǵıa.

Hasta este momento hemos estudiado la enerǵıa elástica para la familia de corte {110} y se en-
contró el tipo de estructuras que la anulan (recordemos que �

tl

no es semicontinuo inferiormente).
En esta sección mostraremos que este tipo de estructuras son estables ante perturbaciones pequeñas
de la enerǵıa siempre y cuando consideramos el término de enerǵıa superficial. Esta demostración
es una adaptación de las ideas utilizadas en [3] y [6].

Lo primero por hacer será adimensionalizar la expresión para la enerǵıa. Por ser ⌦ acotado
llamaremos l al diámetro de la muestra ⌦. Además notemos que la deformación está dada en
términos de ✏ i.e. lo usaremos como unidad de medida de la deformación. Con esto es claro que

2µ✏2 tiene unidades de enerǵıa por unidad de área.
 tiene unidades de enerǵıa por unidad de longitud.

†††En este caso la suma de dos indicadoras es una indicadora pues son sobre conjuntos disjuntos.
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Por tanto

� =
l

2µ✏2l2
=



2µ✏2l
es adimensional.

Kohn y Müller [13] mostraron que si � << 1‡‡‡ las estructuras admisibles para pequeñas enerǵıas
son aquellas donde existen ramificaciones (un ejemplo de estas estructuras puede verse en [2] [6]).
En este caso la enerǵıa escala como e[y,�,✓ ] ⇠ (l2)2/3(2✏2l3µ) para la teoŕıa de cuerpo, por ello
proponemos el siguiente re-escalamiento en las variables de (19).

x = lx̃ E(F ) = ✏Ẽ(F ) e[y,�,✓ ] = �2/32µ✏2l2 ẽ[y,�,✓ ]
�
tl

= 2µ✏2l2�̃
tl

E
surf

= lẼ
surf

De lo anterior es claro que e[y,�,✓ ] << 1 pues la enerǵıa del sistema ẽ[y,�,✓ ] es acotada, � << 1,
✏ << 1 y µL2 son fijos para una muestra del material a analizar.

Si omitimos las tildes en cada término (19) se reescribe como

(46) e[y,�,✓ ] = �1/3E
surf

+ ��2/3�
tl

Donde

E
surf

=
X

U

i
2B0

Z

⌦

|r�
i

|dx,�
tl

(F,� ) =

Z

⌦

�����E(F )�
X

U

i
2B0

�
i

U i

�����

2

dx, B0 = {✏�1M : M 2 B}.

Al igual que en la subsección 4.3, el funcional de enerǵıa elástica se puede dividir en dos contri-
buciones, una debida al vector de Cosserat y otra asociada a la deformación 2D; esta separación
no afecta a la enerǵıa de superficie pues ella sólo depende las funciones indicadoras.

e[y,�,✓ ] = �1/3
X

U

i
2B0

Z

⌦

|r�
i

|dx+��2/3

Z

⌦

�����L(ry)�
X

U

i
2B0

�
i

L(U i)

�����

2

dx+��2/3

Z

⌦

�����E(ry)3· �
X

U

i
2B0

�
i

U i

3·

�����

2

dx

Observe que los primeros dos sumandos representan al problema 2D y que una vez que se
determine la estructura y estabilidad de dicho problema, el término debido al vector de Cosserat
queda completamente determinado. En base a esto llamaremos

e
elast

= ��2/3

Z

⌦

�����L(ry)�
X

U

i
2B0

�
i

L(U i)

�����

2

dx

Para empezar el análisis probaremos una serie de resultados que nos aseguran que en enerǵıas
pequeñas las soluciones tipo onda (es decir laminados simples), prevalecen a primer orden para
perturbaciones de la enerǵıa.

Lema 2. Para todo (x1, x2) 2 ⌦ existen h > 0, h
⇠

, h
⌘

> 0 con h2
⇠

+ h2
⌘

 h2
((⇠,⌘ ) dadas como en

la proposición 5) y funciones ⇢11, ⇢12, ⇢22 : B
h

(⇠,⌘ ) ! R tal que

✓
@2
11 �

1

2
@2
22

◆
�̃ = @2

11⇢22+@2
22⇢11+@1@2⇢12 en D0(B

h

(⇠,⌘ )) y

Z

Bh(⇠,⌘)

⇢222+⇢211+⇢212 dx . e
elast

‡‡‡� << 1 es el régimen donde la enerǵıa por unidad de longitud contribuye mucho menos que la enerǵıa elástica.
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Demostración. Observemos que en la dirección de corte [110] se cumple

X

Ui2B0

�
i

L(U
i

) =

✓
�̃ 0
0 �2�̃

◆
, con �̃ =

1

2
(3�

z

+ �
A

� 1) = �
z

� 1

2
(�

x

+ �
y

)

Por la ecuación de consistencia (ry 2 F ) tenemos
✓
@2
11 �

1

2
@2
22

◆
�̃ = @2

11

✓
L(ry)22 + 2�̃

2

◆
+ @2

22

✓
L(ry)11 � �̃

2

◆
� @1@2L(ry)12

Al escoger 2⇢22 = L(ry)22 + 2�̃, 2⇢11 = L(ry)11 � �̃ y ⇢12 = �L(ry)12 la afirmación se sigue
trivialmente pues e[y,�,✓ ] << 1. ⇤

Con esto tenemos un control H�2 sobre la función �̃. Podemos mejorar este control hasta H�1

en términos de diferencias finitas de la función indicadora.

Lema 3. Para todo (x1, x2) 2 ⌦ existen h > 0, h
⇠

, h
⌘

> 0 con h2
⇠

+ h2
⌘

 h2
((⇠,⌘ ) dadas como en

la proposición 5) y funciones j11, j22, j : Br

(⇠,⌘ ) ! R tal que

@
h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�̃ = @
⇠

j11 + @
⌘

j22 + j en D0(B
h

(⇠,⌘ )) y

Z

Bh(⇠,⌘)

j211 + j222 + j2dx . e
elast

Demostración. Sea (x0
1, x

0
2) 2 ⌦, al usar el cambio de variables (⇠,⌘ ) descrita en la proposición 5,

el punto se transforma en (⇠0, ⌘0). En una vecindad del punto suficientemente pequeña tendremos

@
⇠

@
⌘

⇣
�̃+ ⇢11 �

⇢22
2

⌘
(⇠0 + ⇠,⌘ 0 + ⌘) =

 
@2
⇠⇠

 
⇢22 + 2⇢11 �

p
2⇢12

4

!
+ @2

⌘⌘

 
⇢22 + 2⇢11 +

p
2⇢12

4

!!
(⇠0 + ⇠,⌘ 0 + ⌘)

Por la proposición 5 podemos integrar sobre una distancia h
⇠

en la dirección ⇠ y una cantidad h
⌘

en la dirección ⌘ de donde

@
h⇠

⇠

@
h⌘
⌘

�
�̃+ ⇢11 � ⇢22

2

�
= @

⇠

R
h⌘

0
@
h⇠

⇠

0

⇣
⇢22+2⇢11�

p

2⇢12

4

⌘
(·, ⌘0 + ⌘)d⌘

+@
⌘

R
h⇠

0
@
h⌘

⌘

0

⇣
⇢22+2⇢11+

p

2⇢12

4

⌘
(⇠0 + ⇠, ·)d⇠.

Terminamos la demostración al definir

j11 =

Z
h⌘

0

@
h⇠

⇠

0

 
⇢22 + 2⇢11 �

p
2⇢12

4

!
(·, ⌘0 + ⌘)d⌘, j = @

h⇠

⇠

@h⌘
⌘

⇣⇢22
2

� ⇢11
⌘
,

j22 =

Z
h⇠

0

@
h⌘

⌘

0

 
⇢22 + 2⇢11 +

p
2⇢12

4

!
(⇠0 + ⇠, ·)d⇠

pues el que kj11k22 + kj22k22 + kjk22 . e
elast

se sigue de la desigualdad de Jensen (renormalizando
la integral de ĺınea en las expresiones de j11 y j22) y el hecho de que k⇢11k22 + k⇢22k22 + k⇢12k22 .
e
elast

. ⇤

El siguiente paso es usar una desigualdad de interpolación para acotar la norma k@h⇠

⇠

@
h⌘
⌘

�̃k
L

1(Br)

con 0 < r  h donde h < 1; esto se logra con el lema 4 de [6] (probada previamente en [3]), la
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prueba no se realizará pues en ambos trabajos está hecha con detalle, únicamente hacemos notar
que la prueba se basa en la siguiente desigualdad de interpolación

Z

Bh

f4/3 
Z

B1

|rf | dx sup
B1

|f |+
Z

B1

|r�1f | dx

mostrada [15].

Lema 4. Sea �  1. Existe un radio h > 0 tal que

sup
|h⇠|,|h⌘|h

Z

Br

|@h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�̃| d⇠d⌘ . ��2/3e
elast

+ �1/3E
surf

Lo siguiente por hacer es notar que este tipo de control por medio de la enerǵıa se hereda para
las funciones indicadoras �

z

y �
A

, el siguiente resultado lo hace más evidente

Lema 5. Para cada (x1, x2) 2 ⌦ existe un radio h > 0 tal que si |h
⇠

|, |h
⌘

| < h se tiene

Z

Bh

|@h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�
z

| d⇠d⌘ +

Z

Bh

|@h⇠

⇠

@h⌘
⌘

�
A

| d⇠d⌘ . ��2/3e
elast

+ �1/3E
surf

La demostración de este lema es idéntica a la de la proposición 5 de este trabajo††††††.

El siguiente lema es la demostración de que una función f que cumple la igualdad del paralelo-
gramo se puede expresar como la suma de dos funciones donde cada una depende de una dirección
caracteŕıstica. Más aún, si f no satisface la igualdad del paralelogramo pero las segundas diferencias
cruzadas son pequeñas entonces f se aproxima por dos funciones que dependen de una sóla variable.
De manera precisa

Definición 2. Sea {a, b} ⇢ R3
una base y {a⇤, b⇤} la base dual. Para cada f : R ! R definimos

f
a

⇤ = f(a⇤ · x).
Lema 6. Sean {a, b} ⇢ R2

. Para toda función f : B2(0) ⇢ R2 ! R, existe h > 0 y funciones

g
a

⇤ , g
b

⇤

tal que

Z

Bh

|f � g
a

⇤ � g
b

⇤ | dx  C(a, b, r) sup
|ha|,|hb|1

Z

B1

|@ha
a

@hb
b

f | dx

La demostración de este lema se encuentra en detalle en [3] y [6].

Con los lemas anteriores es claro que para enerǵıa pequeña tanto �
A

como �
z

se pueden aproxi-
mar por la suma de dos funciones donde cada una dependen de una de las direcciones caracteŕısticas
y esta aproximación se controla en L1 por la enerǵıa.

La siguiente colección de resultados son con el fin de mostrar que los laminados simples siguen
persistiendo a enerǵıas pequeñas. Por simplicidad denotaremos nuevamente al simbolo d⇠d⌘ = dx
dentro de cada integral.

Lema 7. Existen funciones g̃
a

⇤ , g̃
b

⇤ : B1(0) ⇢ R2 ! R tales que g̃
a

⇤ 2 {a1, a1+1}, g̃
b

⇤ 2 {a2, a2+1}
para algunas a1, a2 2 R y

Z

Bh

|g
a

⇤ � g̃
a

⇤ | dx . E,

Z

Bh

|g
b

⇤ � g̃
b

⇤ | dx . E,

††††††Si se desea más detalle remitimos al lector a la referencia [3].
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La demostración es análoga a la presentada en [3]§§§. Este teorema se puede interpretar como el
hecho de que las funciones g

a

⇤ y g
b

⇤ se pueden aproximar por otras dos que toman dos valores.

El siguiente resultado hace clara la dicotomı́a que presentan el estado martenśıtico �
z

y el
austeńıtico �

A

, pues menciona que alguna de las dos funciones bivaludas encontradas en el lema
anterior es casi constante, lo cual implica que los laminados simples existen sobre la dirección
determinada por la función restante.

Lema 8. Para g
a

⇤

y g
b

⇤

podemos encontrar ã 2 R tal que:

mı́n

⇢Z

Bh

|g̃
a

⇤ � ã| dx,
Z

Bh

|g̃
b

⇤ � ã| dx
�

.
✓Z

Bh

|�� g̃
b

⇤ � g̃
a

⇤ |
◆1/2

. E1/2

La demostración de este lema es básicamente la misma que la presentada en [3] y [6], con la
diferencia que � 2 {0, 1}¶¶¶. Con estos últimos resultados podemos concluir lo siguiente

Proposición 6. Sea � = �
z

(ó � = �
A

). Entonces existe un radio h > 0 y funciones f
a

, f
b

2 {0, 1}
tal que Z

Bh

|�� f
a

| dx . E1/2
ó

Z

Bh

|�� f
b

| dx . E1/2

Demostración. Por los lemas 2, 3, 4, 5 y 6 tenemos que
Z

Bh

|�� g
a

⇤ � g
b

⇤ | dx . E con � = �
A

ó � = �
z

Por el lema 1 alguna de las dos funciones g
a

⇤ o g
b

⇤ es cero, supongamos sin pérdida de generalidad
g
b

⇤ = 0 y que a, b 2 R2 (ver lema 6) son los vectores e1, e2 (respectivamente), de manera que
ei · x = x

i

. Con esto y los lemas 7 y 8 tenemos
Z

Bh

|�(x1, x2)� g
e

1(x1)| dx . E1/2

Si cambiamos la región de integración B
h

por (�h, h)2†††† y usamos que |g
e

1 | . 1 (por lema 7)
tendremos Z

(�h,h)2
|�(x1, x2)� g

e

1(x1)|2 dx . E1/2

De análisis funcional sabemos que dada f 2 L2((�h, h)) la mejor aproximación que le podemos
dar en el subespacio de funciones constantes es el promedio. Usando este hecho y el que la función
g
e

1(x1) (constante como función de x2) aproxima a �(x1, x2) en L2((�h, h)) en dicho subespacio
implica
Z

(�h,h)2

������(x1, x2)�
1

2h

Z

(�h,h)

�(x1, x
0

2) dx
0

2

�����

2

dx 
Z

(�h,h)2
|�(x1, x2)� g

e

1(x1)|2 dx . E1/2.

Definiendo

�⇤ =

(
1 si 1

2h

R
(�h,h)

�(x1, x0

2) dx
0

2 � 1
2

0 otro caso

§§§Se basa en que si f 2 L1 existe un punto x 2 ⌦ tal que f(x) es menor que el promedio de la función sobre ⌦ .
¶¶¶En [6] �̃3 2 { �1, 1} pero la prueba de este lema se basa en que la función toma dos valores i.e. puede aplicarse

a este caso.
††††{B�(x) : � > 0, x 2 R2} y {(�� + x, x+ �)2 : � > 0, x 2 R2} generan la misma topoloǵıa en R2.
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y notando que
����(x1, x2)� 1

2h

R
(�h,h)

�(x1, x0

2) dx
0

2

��� � 1/2 sobre {� 6= �⇤} tenemos

1

2
L2({� 6= �⇤} \ (�h, h)2) 

Z

{� 6=�

⇤

}\(�h,h)2

������(x1, x2)�
1

2h

Z

(�h,h)

�(x1, x
0

2) dx
0

2

����� dx . E1/2.

Con esto es inmediato que
Z

(�h,h)2
|�� �⇤|2 dx =

Z

{� 6=�

⇤

}\(�h,h)2

|�(x1, x2)� �⇤(x1)|2 dx  L2({� 6= �⇤} \ (�h, h)2) . E1/2

Al escoger f
a

= �⇤ y notar que la estimación en L1 se sigue de que el dominio es acotado, la
afirmación es inmediata. ⇤

Hemos probado que en la dirección de corte [110] existe un resultado de rigidez parcial (un
resultado análogo se tiene para la familia de direcciones {110}), pues para enerǵıas pequeñas, a
primera aproximación siguen siendo laminados simples.

5. Juntas Triples

Un resultado importante en esta teoŕıa es la existencia de las juntas triple pues en la teoŕıa de
cuerpo dos dimensional se sabe que si las deformaciones (pequeñas) U0, U1, U2 preservan volumen
a primer orden‡‡‡‡ no existe este tipo de juntas. Aqúı probamos un resultado más general.

Proposición 7. Sea ⌦0 ⇢ R2
abierto y conexo. Si U0, U1, U2 2 M2⇥2(R) son tres deformaciones

tal que dos a dos están conectadas por rango uno i.e.

(47) U i � U i+1 = ai+2 ⌦ ni+2, con ak 2 R2 \ {0}, nk 2 S1, i 2 N mod 3

con {n1, n2, n3} linealmente independientes dos a dos y ai+2 = Qni+2
para i = 0, 1, 2 y Q 2

M2⇥2(R) invertible, entonces no existen juntas triples.

Demostración. Procedamos por contradicción y supongamos que existen las juntas triples, entonces
podemos sumar (47) para i 2 {0, 1, 2}, de donde

a3 ⌦ n3 + a2 ⌦ n2 + a1 ⌦ n1 = 0, ) n3 ⌦ n3 + n2 ⌦ n2 + n1 ⌦ n1 = 0

La última igualdad se tiene por hipótesis pues Q es invertible. Por ser n1, n2 linealmente indepen-
dientes, podemos escribir n3 = ↵e1 + �e2 de modo que

(48) (1 + ↵2)n1 ⌦ n1 + (1 + �2)n2 ⌦ n2 + ↵�(n1 ⌦ n2 + n2 ⌦ n1) = 0

Esto es una contradicción, pues al ser n1, n2 linealmente independientes, los productos n1 ⌦ n1,
n1⌦n2, n2⌦n1 y n2⌦n2 son linealmente independientes, por tanto los coeficientes que acompañan
a estos términos en (48) deben ser cero, pero esto no sucede para ↵,� 2 R. ⇤

Como se comentó, la situación en peĺıcula delgada es distinta pues la proposición 8 nos dará
condiciones necesarias y suficientes para que haya este tipo de juntas.

‡‡‡‡Si la deformación es pequeña entonces el gradiente de deformación a primer orden se escribe como ry = 1+✏H
y el cambio de volumen se determina a travéz de Det(ry) = 1 + ✏Tr(H) + O(✏2), por ello si las deformaciones
U0, U1, U2 preservan volumen a primer orden su traza es cero, y dado que la traza es lineal Tr(ai+2 ⌦ ni+2) =
ai+2 · ni+2 = 0.
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Definición 3. Decimos que en peĺıcula delgada (elasticidad geométrica lineal) existe junta triple

si dadas H1, H2, H3 2 M3⇥3(R), W 12,W 32
matrices antisimétricas, a12, b12, a32, b32 2 R3 \ {0} y

n12, n32 2 S2
, existen a, b 2 R3 \ {0} y n 2 S2

tal que las siguientes relaciones son satisfechas:

H1 �H2 +W 12 = a12 ⌦ n12 + b12 ⌦ e3(49)

H3 �H2 +W 32 = a32 ⌦ n32 + b32 ⌦ e3(50)

H3 �H1 +W 32 �W 12 = a⌦ n+ b⌦ e3(51)

y los vectores n12, n32
y n son linealmente independientes dos a dos y dependientes entre los tres.

Proposición 8. Existen juntas triples si y sólo si los vectores a12 y a32 son linealmente dependien-

tes.

Demostración. Por hipótesis las ecuaciones (49) y (50) son satisfechas.

() Restando (49) a (50) y usando que a32 = ka12 para algún k 2 R \ {0} tenemos

H3 �H1 +W 32 �W 12 = kkn32 � n12ka12 ⌦ kn32 � n12

kkn32 � n12k + (b32 � b12)⌦ e3

)) Se sigue de la ortogonalidad de e3 con {n, n12, n32}, la independencia lineal (2 a 2) de los
elementos de dicho conjunto y de restar (50) a la suma de (49) y (51).

⇤
Notemos que si en peĺıcula delgada, existe Q 2 M3⇥3(R) invertible tal que aij = Qnij entonces

no existen juntas triples entre las fases H1, H2 y H3, pues por hipótesis los vectores unitarios nij

son independientes dos a dos pero los vectores aij son todos paralelos.

Con un poco de esfuerzo esta proposición puede generalizarse para la teoŕıa de cuerpo en dos
dimensiones pero no se incluirá pues no será de utilidad.

5.1. Juntas triples en peĺıcula delgada entre estados martenśıticos.

Usando las ideas de la subsección anterior, las expresiones de n y ã (determinada por la propo-
sición 4 y la ecuación (28)) y las de Hx, Hy y Hz, se puede determinar por un cálculo directo pero
extenso que los ángulos de corte donde existen juntas triples formadas por estas tres fases están
determinadas por alguna de las siguientes tres ecuaciones

cos2 ✓ =
cos2 2'

cos2 2'+ (sin 3'⌥ cos')2
, cos2 ✓ =

cos2 2'

cos2 2'+ (cos 3'± sin')2
, cot2 ! = (cos'±sin')2.

Notemos que la familia {110} usada en la subsección 4.4 satisface las tres ecuaciones y eso se debe
a que dos fases martenśıticas en esa dirección de corte resultan ser indistinguibles. Una dirección
de corte donde podemos determinar fácilmente las juntas triples es cuando e3 es paralelo al vector
[1̄12]T . Sobre esta dirección los estados martenśıticos se ven como

H1 =

0

@� 1
2

q
3
2q

3
2 0

1

A , H2 =

0

@ � 1
2 �

q
3
2

�
q

3
2 0

1

A , H3 =

✓
1 0
0 0

◆
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Figura 4. Esquema sobre la esfera unitaria de las direcciones en las cuales existen
juntas triples.

Para este caso tenemos

a31 = a32 =
±
p
33

2

✓
1
0

◆
, a = ±2

p
6

✓
1
0

◆
, n31 =

±1p
11

✓ p
3

�
p
8

◆
, n32 =

±1p
11

✓p
3p
8

◆
, n =

✓
0
1

◆

Figura 5. Posibles juntas triples que podemos formar al cortar en la dirección [1̄12].

Note que a partir de estas juntas es posible formar patrones más complejos que los laminados
simples.

6. L

´

ıneas futuras de investigaci

´

on.

Como hemos notado en las páginas anteriores, este es un problema muy extenso, rico y complejo.
A continuación enunciamos algunas ĺıneas futuras de investigación.

Un proyecto de investigación muy interesante emerge en las primeras secciones y consiste
en probar rigurosamente la condición sobre el conjunto admisible F (ver (18)). Como es
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bien sabido, una solución a un problema de elasticidad lineal 3D debe satisfacer en sentido
distribucional las ecuaciónes de compatibilidad de Saint-Venant

r⇥r⇥ E(ry) = 0

Notemos que una de esas seis ecuaciones es justo

@2
11E(ry)22 + @2

22E(ry)11 � 2@1@2E(ry)12 = 0

y es esta la condición que determina al conjunto F . El objetivo de este proyecto es determi-
nar rigurosamente v́ıa� �ĺımites que estas seis ecuaciones para el problema 3D se reducen
en el caso 2D a la ecuación anterior más algunas otras restricciones.

Como se vió en la parte de los antecedentes, nuestro modelo de peĺıcula delgada en elastici-
dad geométrica lineal se obtuvo primeramente de un� �ĺımite de elasticidad geométrica no
lineal 3D a peĺıcula delgada en el régimen no lineal y posteriormente con respaldo en las refe-
rencias [9] y [10] se linealizó el problema; aqúı es donde surge otra rama de investigación pues
resultaŕıa interesante determinar v́ıa un� �ĺımite el régimen de parámetros donde el modelo
de elasticidad geométrica lineal en peĺıcula delgada se deriva de la elasticidad geométrica no
lineal 3D.

Notemos que la maquinaria desarrollada en las proposiciones 4 y 8 y subsección 4.1 es
fácilmente aplicable a cualquier otro tipo de transformaciones de fase (por ejemplo las tras-
formaciones cúbico-ortorómbico) sólo necesitamos escribir los estados martenśıticos en una
forma similar a (31). Esto es interesante pues en base a los resultados de [6] es posible obtener
estructuras más complejas.

Otra posibilidad es estudiar la ecuación (38) con el fin de encontrar más direcciones de corte
donde exista algún otro tipo de rigidez, un posible candidato es la dirección [111] por su alta
simetŕıa.

El resultado de rigidez parcial (sección 4.4) resulta ser muy interesante pues de la estructura
interna entre las fases indistiguibles no se tiene información. Por lo tanto, un reto matemático
interesante es determinar las posibles “ estructuras internas” que se pueden presentar en las
regiones donde se localizan los estados indistinguibles (regiones H12 en la Figura 3). Cabe
notar que la información de la estructura interna se perdió al evaluar la ecuación (38) en
los ángulos cŕıticos (!,' ) = (⇡/2,⇡ /4). Por ello resulta factible analizar este problema por
medio de un� �ĺımite a la enerǵıa adecuadamente renormalizada cuando (!,' ) ! (⇡/2,⇡ /4).

Como se notó en la última sección, nuestro estudio acerca de juntas triples es aún incipiente,
pues tenemos antecedentes de que al menos en el ejemplo visto para la dirección de corte
[1̄12] existen estructuras más complejas como juntas sextuples y nos gustaŕıa saber si son las
únicas estructuras posibles o existen más. Otra posible idea es tratar de caracterizar depen-
diendo la dirección de corte si existen o no juntas sextuples o estructuras tipo panal de abejas.

En vista de los resultados de [6] resulta factible estudiar direcciones de corte donde puedan
formarse juntas cuadruples y estructuras iteradas tipo laminados cruzados buscando los
correspondientes resultados de rigidez para estas estructuras.
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