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Introduccion

Las sucesiones espectrales, inventadas en los 40’s independientemente por J.
Leray y R. C. Lyndon, han sido una herramienta para hallar o aproximar los
grupos de homologia y cohomologia. Un ejemplo importante es la sucesiéon
espectral de Hochschild-Serre, la cual da aproximaciones sucesivas a los grupos
de homologia y cohomologia de una extensién de grupos, es decir, dada una
sucesién exacta de grupos 1 - H — G — @ — 1, calcula los grupos H, (G, M)
y H*(G, M) en términos de la homologia y cohomologia de H y Q). Aunque en
teoria la idea es simple, en la préactica no siempre es una tarea facil, incluso a
veces solo podemos obtener una aproximacién de la homologia que buscamos.

La idea central de este trabajo es llevar a algunas extensiones comunes la
aplicacién de esta sucesién espectral para hallar grupos de homologia. Veremos
cuan util es, pero también las dificultades que presenta. Entre estas dificul-
tades se encuentra el hecho de que para el uso del Teorema de Hochschild-Serre
es necesaria una resolucién de Z sobre ZG para hallar la accién de @) sobre
H,.(H,M). Tal resolucién no siempre es ficil de econtrar pero veremos que es
posible usar en su lugar sélo resoluciones sobre ZH y ZQ.

Para esto, en el Capitulo 3 daremos la definicién de la sucesion espectral de
Hochschild-Serre, y haremos los calculos para obtener las homologias de grupos
como Z X Zy, Z X Z, y el grupo dihedrico. En los capitulos 1 y 2, daremos
definiciones y propiedades basicas de los grupos de homologia y cohomologia y
de las sucesiones espectrales respectivamente.
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Capitulo 1

Homologia y cohomologia
de grupos

1.1 Coinvariantes

Empecemos por dar la definiciéon del grupo de coinvariantes y algunas de sus
propiedades ([1]).

Definicién 1.1.1. Sea G un grupo y M un G-médulo. El grupo de coinvariantes
de M, denotado por Mg, es el cociente de M con su subgrupo generado por los
elementos de la forma gm —m, con ¢ € G y m € M. Por lo tanto, Mg puede
verse como el cociente mas grande en el que G actiia trivialmente (mientras que
ME es el submédulo méas grande donde G actia trivialmente).

Teorema 1.1.2. Eziste un isomorfismo Mg = 7 Rz M, con Z considerado
como G-mddulo derecho con accidn trivial.

Demostracion. Sean m € My g € G. Consideremos 1® (gm —m) € Z Qza M.
Entonces 1 ®@ (gm —m) = 1@ gm —1®@m = lg@m — 1 ® m = 0 pues
la accion sobre Z es trivial. Tenemos asi un homomorfismo de grupos bien
definido Mg — Z ®z¢ M dado por m — 1 ®@ m. Usando la propiedad universal
del producto tensorial tenemos otro homomorfismo Z ®zc M — Mg dado por
l@m—m O

Definicién 1.1.3. Definimos el ideal aumentaciéon I de ZG como I = kere,
donde € : ZG — Z, con €(g) = 1. Notemos que como {1} U{g—1|g € G} es una
base de ZG como Z-médulo libre, I es un Z-mddulo libre con base {g—1|g € G}
y ZG/I = Z. Ademds, dado M un G-médulo, los coinvariantes se pueden ver
como Mg = M/IM.

Lema 1.1.4. Si M es un G-mddulo y H < G, entonces G induce una accion
de G/H sobre My y ademds (Mu)c/m = Mg

Demostracion. Consideremos la accién

GXMH — My
(g,m) — gm.
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Para ver que esta accion estd bien definida observemos que si m = hn —n para
algin n € M, h € H, entonces gm = ghn — gn. Como H < G, W' € H
tal que gh = h'g, luego gm = h/(gn) — (gn), es decir, gm = 0 € My, por
lo tanto la accién estd bien definida. Como H actda trivialmente sobre My,
tenemos entonces una accién inducida de G/H sobre Mpy. Esto prueba la
primera afirmacién. Sea ¢ : Mg — Mg el homomorfismo de grupos tal que
p(m) = m, el cual estd bien definido. Verifiquemos que

kero ={gm —ml|g € G, m € M}.

Sim € ker ¢ entonces m = ) c 4 gaMa —Ma, con A un conjunto finito, g, € G
y mo € M. Pero gm, = g, y se tiene entonces que M = Y goMa — My =
> JaTg — My € {gm —m|g € G, m € M}. Esto prueba que kerp C {gm —
m|g € G, m € M}. La otra inclusién es clara y tenemos entonces la igualdad.
Por el primer Teorema de isomorfismo de grupos tenemos entonces que

(ME)G/m = Mg.
O

Lema 1.1.5. Sean M, G y H como en el lema anterior. FExiste un isomor-
fismo de G/H-mddulos My = Z|G/H] Qua M, donde la accion de Z|G/H]
sobre Z|G/H| @z M estd inducida por la traslacion izquierda de Z|G/H| sobre
Z|G/H).

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de grupos
¢: Mg — Z|G/H] @z¢ M

dado por ¢(m) = 1 ® m. Puesto que la accién de H sobre Z[G/H] es trivial,
o(hm —m) =1®(hm—m) = Th@m—1@m = 0y entonces ¢ estd bien definido.
Ademds, como gp(m) =g(1®@m) =g@m = 1® gm = ¢(gm), se sigue que
¢ es Z[G/H] invariante, por lo tanto es un homomorfismo de Z[G/H]-médulos.
Se prueba de forma andloga que el homomorfismo

’(/J : Z[G/H] Rza M — My

dado por (1 ® m) = m es homomorfismo de Z[G/H]-mddulos y es el inverso
de 1. O

Consideremos dos R-médulos M y N con R un anillo arbitrario. Para que el
producto M ®pr N esté bien definido necesitamos que M sea un mddulo derecho
y N un médulo izquierdo. Pero cuando el anillo R es un anillo de grupo, es decir,
R = ZG para algun grupo G, podemos quitar esta restricciéon de la siguiente
manera. Supongamos que M y N son ambos ZG-médulos izquierdos. Podemos
darle a M estructura de ZG-moédulo derecho mediante la siguiente accion:

MxG — M
1

(m,g) = g-'m.’
Entonces tenemos definido el producto M ®zc N de G-médulos izquierdos, el
cual denotaremos por M ®c N. Notemos que en tal caso, M ®q N se obtiene de
M ® N introduciendo las relaciones g " 'm ®n =m®@gn conn € Ny m € M.
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Como g € G determina un automorfismo en M, sin pérdida de generalidad
podemos sustituir en la igualdad anterior a m por gm. Entonces vemos asi que
M ®a N se obtiene de M ® N introduciendo las relaciones m®n = gm ® gn. Si
consideramos a M @ N como G-mddulo con accién diagonal, es decir g(m®n) =
gm ® gn, tenemos el isomorfismo

M®GN:(M®N)G.

1.2 Homologia y cohomologia de grupos

Sean G un grupo, M un G-mdédulo y F' una resolucién proyectiva de Z sobre ZG,
donde Z lo consideramos como un G-médulo con accién trivial. Consideremos
el complejo de cadenas F'®@¢g M y el complejo de cocadenas (diferencial de grado
1) Homg(F, M) . Definimos la homologia de G con coeficientes en M como la
homologia de F ®¢ M:

H.(G,M) = H,(F ¢ M)

y la cohomologia de G con coeficientes en M como la cohomologia del complejo
Homg(F, M):
H*(G,M) = H"(Homg(F,M))

En particular, si M es el grupo ciclico infinito Z y G actia de forma trivial
sobre él, denotamos simplemente por H,(G) y H*(G) a los grupos H,.(G,Z) y
H*(G,Z) respectivamente.

Como las resoluciones proyectivas son tnicas salvo homotopia y los funtores
— ®c M y Homg(—, M) preservan homotopias, estos grupos de homologia y
cohomologia estdn bien definidos.

Veamos algunas propiedades de los grupos de homologia.

Teorema 1.2.1. Dada una sucesién eracta 0 — M — M’ — M" — 0 de
G-mddulos, existe una sucesion exacta larga

<= Hy(G,M") = H{(G,M") — Ho(G,M) — Ho(G,M") — Ho(G,M") = 0
([1, TIL6)).

Demostracion. Sea F una resolucién proyectiva de Z sobre ZG. Como cada
F; es proyectivo, se tiene que cada sucesion 0 — F; g M — F; g M’ —
F;, ®a M" — 0 es exacta, por lo cual tenemos definida la sucesién exacta de G-
cadenas 0 =+ F@a M — F@acM' — F®g M" — 0 la cual induce una sucesién
exacta larga en homologia, la cual es precisamente la sucesiéon dada. O

Teorema 1.2.2. Sea G un grupo y M un G-mddulo. Entonces Ho(G, M) =
Mg.

Demostracion. Consideremos una resolucién proyectiva F' de Z sobre ZG de la
forma --- — F d Fy 5 7Z — 0. Puesto que el funtor — ®¢ M es exacto por
la derecha, F} ® M gl Fo®a M @l ®c M — 0 es exacta, y por lo tanto
Im(di®1) = ker (e®1) y como e®1 es sobre, F, @ M/ker (e®1) X Z®@cM =
Mg donde Mg denota los coinvariantes. De Ho(G, M) = Fy @ M/Imd; ® 1
se tiene el isomorfismo buscado. O]
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Veamos ahora cémo estd dado el grupo Hi(G, M) ([3, VI.1]). Haremos uso
del siguiente lema.

Lema 1.2.3. Sea G un grupo e I el ideal aumentacion. Entonces G/|G, G| =
I/1? donde [G,G] es el subgrupo de G generado por los conmutadores, es decir,
por los elementos de G de la forma ghg=*h™1, con g,h € G.

Demostracion. Usaremos notacién aditiva para el grupo I y multiplicativa para
G. Sea ¢ : G — I/I? dada por ¢(g) = g — 1. Entonces

¢(gh) —¢(g) —p(h) = gh—1-g—1-h-1
= gh—-1-g+1-h+1
= gh—g—h+1
= (9-D(h-1)
= 0.

Por lo tanto ¢ es homomorfismo de grupos. Es claro que [G,G] C kerp, y
entonces tenemos un homomorfismo inducido 3 : G/[G,G] — I/I? tal que
©(g) = g — 1. Por otra parte consideremos 1 : I — G/|G, G] dado por 1)(g—1) =
g. Esta funcién es un homomorfismo de grupos tal que I? C ker 1, por lo tanto
induce un homomorfismo de grupos ¥ : I/I? — G /|G, G] tal que ¥(g— 1) = g
Es claro que 1 y % son inversos uno del otro, y de aqui se tiene el isomorfismo
que queriamos probar.

O

Teorema 1.2.4. Sea G un grupo, entonces H1(G) = G/[G, G|

Demostracion. Consideremos 0 — I — ZG — Z — 0 una sucesion exacta corta
de G-mdédulos, entonces tenemos una sucesion exacta larga

Hl(G,ZG) — Hl(G,Z) — Ho(G7I) — Ho(G, ZG) — Ho(G,Z) —0
Como H;(G,ZG) = 0 pues ZG es plano, la sucesién anterior queda como
0— Hi(G) = Ig —» (ZG)g¢ — Z — 0.

El homomorfismo (ZG)g — Z es el isomorfismo (ZG)g = ZG/I = Z, por lo
tanto H1(G) = Ig = I/I? y por el lema anterior H,(G) = G/[G, G]. O

Corolario 1.2.5. Sean G un grupo y M un G-maédulo con accion trivial. En-
tonces existe un ismomorfismo Hi(G,M) = G/|G,G] ® M.

Demostracion. Dada una resoluciéon proyectiva de Z sobre ZG, como la accién
es trivial sobre M, tenemos un isomorfismo F ¢ M = (F ®¢ Z) @ M, y al
aplicar el teorema de los coeficientes universales obtenemos

Hl(Gv M) = (Hl(GvZ) ® M) & TOT%(HO(Zv G)a M)
pero Tor?(Ho(Z,G), M) = Tor%(Z, M) = 0 y se sigue el corolario. O

Una resolucién libre de Z sobre ZG, con G un grupo arbitrario, que nos
serd de utilidad mas adelante es la resolucién estdndar ([1,1.5]). Estd dada de
la siguiente manera. Sea F,, el grupo abeliano libre generado por las (n + 1)-
adas (90,91, ..., gn) con cada g; € G. Consideremos una accién de G sobre este
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conjunto dada por g(go, g1, -+ gn) = (990,991, ---» 9gn) con g, g; € G y extendida
linealmente a todo F),, entonces F, es un G-médulo. Sea d : F,4 1 — F, el
diferencial de este complejo dado por

n

d(g(), 7gn) = Z(_l)z(goa "'7g7l7 gn)

=0

donde el ”gorro” denota que ese elemento ha sido omitido. Definimos la au-
mentacién € : Fy — Z como ¢(g) = 1. Es claro que tanto el diferencial como
la aumentacién son homomorfismos de G-mdédulos. Para ver que cada F), es un
G-modulo libre basta notar que F,, tiene una base sobre ZG dada por todas las
(n+1)-adas tales que su primer elemento es un uno. Veamos que d? = 0, denote-
mos por (g;) la (n + 1)-ada donde se ha omitido g; y por (gi, d;) la (n + 1)-ada
donde se ha omitido g; y g; (en ese orden):

(g0, - gn) = > (—1)d(d:)

(=12 (1) (g3, i) + 2 (=1)7 (g, 65)]

0 j<i i<j

Il
e ﬁM: i

Tenemos entonces un complejo de cadenas, sélo falta ver que es aciclico.
Para ver esto, podemos verificar que el complejo que construimos es contraible,
o equivalentemente, que la identidad en F' es homotépica al homomorfismo
de cadenas cero, idp =~ 0, incluso sélo como Z-médulos (pues la aciclicidad
no depende de la estructura de G-médulo). Sea entonces h : F,, — F,41 el
homomorfismo de Z-mdédulos dado por h(go, ..., g.) = h(g:) = (1,90, ., gn) =
(1,g;) paran > 0y h(l) = (1) para n = —1 y veamos que es la homotopia
buscada. Sin >0

(dh + hd)(g:) = dh(g:) + hd(gi)
(1,0 + b 3 (-1)i(G)

1=0
= (9i) + ;(—1)”1(1,@) + 2 (=D)L, 41)
= (9:)
Sin=0
(dh + he)(go) = dh(go) + he(go)
= d<1’90) + h(l)
= (90) — (1) + (1)
= (90)

lo cual muestra que h es una homotopia entre idp y 0.
Notemos que los elementos de la base de F;, pueden ser escritos como

(907°"7gn) = g(](lvgaiglv"°vlgalgn1) ) L L
=90(1,90 91:90 9191 92,90 9191 ***9n_19n)

donde ¢} = gi__llgi, 1 =1,2,...,n. Vemos entonces que F), tiene una base de la
forma (1, 91,9192, .-, g1 - - gn) la cual denotaremos por [g1|g2|- - |gn]. Se tiene
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entonces con esta notacién barra que d = Y., (—1)d; donde cada d; estd dado
por

g1lg2] - 1gn] si i=0
dilgilgz| -~ lgn] = [91] -+ - |gi-119igiv1lgival -~ |gn] si 0<i<mn
[91lg2] - - - [gn—1] st 1=n

Podemos normalizar esta resolucién tomando el cociente F, = F, /D, donde D,
es el subcomplejo de F, dado por los elementos (go, g1, --., gn) tales que g; = gi+1
para algin ¢, o en la notaciéon barra, D, es el subcomplejo generado por los
elementos [g1]- - |gn] tales que g; = 1 para algtn i. Es claro que hD, C D,
donde h es la homotopia de contraccién de F, la cual induce entonces una
homotopia de contraccién en F, y por lo tanto F' también es resolucién libre de
Z sobre ZG.
Sea M un G-médulo. Con esta resolucién barra tenemos que el complejo
F ®c M, al que denotaremos por C.(G, M), son sumas finitas de la forma
m® [g1],- - |gn] v €l operador frontera d : C,,(G, M) — C,,_1(G, M) estd dado
por
d(m ® [g1] -+ |gn]) = mg1 ® [g2] -+ [gn]+
n—1
S Dm @[]+ |gi-1il -+ lgal + (=1)"m @ [g1] -+ [gn—1].
i=2
Analogamente, un elemento en Homg(F, M) = C*(G,M) se puede con-
siderar como una funcién de n variables f : G® — M pues a cada elemento

[91]- - |gn] le podemos asociar (g1,...,9n) € G™. El operador cofrontera ¢ :
C" (G, M) = C"(G, M) es de la forma

0f(g1,-s9n) = 91f (g2, -, 9n)

n—1
+ Z(—l)lf(gl, s Gi-1Gis -gn) + (=1)" f (915 s gn—1)-
=2
Podemos usar la resolucién barra normalizada y en tal caso obtenemos el com-
plejo Cx (G, M) C C*(G, M) donde f(g1,...,9,) = 0 si g; = 1 para algin 3.

1.3 Moébdulos Inducidos y Co-inducidos

Daremos ahora la definicién de médulos inducidos y coinducidos como en [1,
I1L.5).

Sean Ry S anillos y o : R — S homomorfismo de anillos. A un S-médulo M
podemos darle estructura de R-médulo con la accién dada por r - m = a(r)m.
Se dice que éste médulo se obtiene por restriccién de escalares.

Supongamos ahora que tenemos un R-médulo M. Consideremos el producto
tensorial S ®pr M, donde la accién de R sobre S es la inducida por el homomor-
fismo «. Como la estructura natural de S como S-médulo izquierdo conmuta
con la estructura de R-mddulo derecho, podemos darle a S ® g M estructura de
S-médulo izquierdo. Se dice entonces que S®pr M se obtiene mediante extension
de escalares de R a S. Consideremos el homomorfismo natural i : M — S®@r M
dado por m — 1 ® m. Puesto que 1® rm = a(r) @ m = a(r)(1 ® M), se
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tiene que i(rm) = «(r)i(m), es decir, ¢ es un homomorfismo de R-mddulos.
Maés aun, tenemos la siguiente propiedad universal: Dado un S-médulo N y un
homomorfismo de f : M — N de R-mdédulos, hay un tinico homomorfismo de
S-médulos g : S®r — N tal que gi = f, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

SQr M
N
T ~ 9
K2 N
N
>
M—L 3N
Tenemos entonces

Homg(S ®@r M,N) = Homgr(M,N). (1.3.1)

Podemos hacer una construccién analoga a la anterior, pero en lugar de usar
® usaremos Hom. Para esto consideremos ahora R-mddulos derechos M y S,
S con la accién inducida por «. Puesto que la accién natural (izquierda) de S
sobre S conmuta con la accién derecha de R sobre S, podemos darle estructura
de S-médulo izquierdo al grupo Hompg(S, M), con la accién dada por (sf)(s') =
f(ss"). Este S-mdédulo se dice que se obtiene de M mediante co-extensién de es-
calares de R a S. Tenemos un homomorfismo natural 7 : Hompg(S, M) —
M dado por 7(f) = f(1). Notemos esta vez que w(a(r)f) = a(r)f(l) =
fla(r)) =rf(1) = rr(f) y por lo tanto 7w es un homomorfismo de R-médulos
(aqui Hompg(S, M)) es considerado R-mdédulo mediante restriccién de escalares).
Ademsds tenemos la siguiente propiedad universal: Dado un S-médulo N y
un homomorfismo f : N — M de R-mddulos, existe un tinico homomorfismo
g: N — Hompg(S, M) tal que mg = f, es decir, el siguiente diagrama conmuta

Hompg(S, M)

2
9 - l
- ™
e
-
- f
— M
Tenemos entonces

Homg(N,Homp(S,M)) = Hompr(N, M). (1.3.2)

Consideremos ahora las construcciones anteriores pero con el homomorfismo
de anillos ZH — ZG donde G es un grupo y H es un subgrupo de G. En este
caso la extension y co-extension de escalares es llamada induccién y co-induccion
respectivamente de H a G. En tales casos denotaremos los médulos obtenidos
como

Ind$ M = Z.G @z M
CoindGM = Homgy (ZG, M)

Teorema 1.3.3 (Lema de Shapiro). Sean G, H grupos con H < G, M un
H-mddulo. Se tienen los isomorfismos

H.(H,M) = H,(G, Ind$ M)

H*(H,M) = H*(G,Coind%M).
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Demostracion. Sea F' una resolucién de Z sobre ZG. El primer isomorfismo se
sigue de los isomorfismos F ®zy M = F ®z¢ (LG Qzuy M) = F ®z¢ Ind%M.
Para demostrar el segundo isomorfismo notemos que de la propiedad universal
de co-induccién (1.3.2) se sigue que Homp (F, M) = Homg(F, Coind§M). O

Definicién 1.3.4. Un G-médulo P se dice que es H,-aciclico si H, (G, P) =0
Vn > 0. Un médulo @ se dice H*-aciclico si H"(G, Q) =0 Vn > 0.

Corolario 1.3.5. Sea M un grupo abeliano. Los mddulos inducidos ZG & M
son H-aciclicos y los mddulos coinducidos Hom(ZG, M) son H*-aciclicos.

Demostracion. Consideremos el subgrupo trivial H de G. En tal caso, ZH = Z,
e=idy

por lo tanto una resolucion de Z sobre ZH es 0 — Z — "~ Z — 0. De esto y del
Lema de Shapiro se sigue la proposicién. O

Teorema 1.3.6. Sea M un G-mddulo y sea My el grupo abeliano obtenido
de M olvidando su estructura de G-mddulo. Eziste entonces un isomorfismo
de ZG-mdédulos ZG @ M = Ind?l}MO, donde ZG actua diagonalmente sobre
272G @ M.

Demostracion. Por la propiedad universal del producto tensorial, estd definido
el homomorfismo ¢ : ZG ® M — ZG ® My definido en los generadores por
o(g®@m) = g® g 'm. Se tiene entonces que ¢(g'(g @ m)) = ©(g'g ® g¢'m) =
d9g2g'm =g (g®g tm) = g¢(g®m), es decir, ¢ es un homomorfismo de
G-modulos. Analogamente se prueba que el homomorfismo ZG® My — ZG® M
dado por g ® m — g ® gm es de G-mddulos, y es claro que es el inverso del
homomorfismo anterior, por lo tanto ¢ es el isomorfismo buscado. O

1.4 Acciones sobre la homologia

Consideremos la categoria C cuyos objetos son pares (G, M), donde G es un
grupo y M un G-mdédulo, y los morfismos son pares (o, f) : (G, M) — (G', M)
con & : G — G’ un homomorfismo de grupos y f : M — M’ un homomor-
fismo de grupos abelianos tal que f(gm) = a(g)f(m) con g € G, m € M
(es decir f es un homomorfismo de G-mdédulos si consideramos a M’ un G-
médulo mediante o). Consideremos un morfismo («, f) : (G,M) — (G',M') y
resoluciones proyectivas F'y F’ de Z sobre ZG y ZG' respectivamente. La res-
olucién F’ puede verse como una resolucién de G-médulos mediante o (aunque
no necesariamente formada de G’-mddulos proyectivos), y entonces existe un ho-
momorfismo 7 de G-cadenas, inico salvo homotopia, que preserva aumentacion
([1] Lema 1.7.4), donde la condicién de ser homomorfismo de G-cadenas quiere
decir que 7(gx) = a(g)7(z), x € F, g € G. Tenemos asi un homomorfismo de
cadenas T ® f : F g M — F' g M’ el cual induce un homomorfismo en ho-
mologia (o, f)s : H (G, M) — H.(G', M'). De este modo hemos construido una
familia de funtores covariantes (—, —). : C — Ab donde Ab denota la categoria
de los grupos abelianos.

Sean H y G grupos con H < G, M un G-médulo y g € G, y consideremos
el caso particular en el que o : H — gHg~ ! estd dado por a(h) = ghg™!y
f:M — M por f(m)=gm,y denotemos por

c(g) : (H, M) — (gHg™", M) (1.4.1)
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el isomorfismo (¢, f). Tenemos asi un isomorfismo inducido en homologia ¢(g). :
H.(H,M) — H,(gHg~', M). Para ver cémo esta dado c(g). a nivel de cadenas,
usamos una sola resolucién F' de Z sobre ZG para calcular tanto H,.(H, M)
como H,(gHg™',M). Sea 7 : F — F dado por 7(z) = gx, g € G, x € F.
Como F' es resolucién sobre ZG, 7 es un homomorfismo de cadenas que preserva
aumentacién, y puesto que 7(¢'z) = gg'z = 99’9 tgr = gg’g '7(x), ¢’ € G,
es decir, 7 es compatible con «, c(g). estd inducido a nivel de cadenas por
Fog M — F ®ypg— M dado por z @ m — gr ® gm.

Teorema 1.4.2. Si h € H entonces c(h).(z) = z Vz € H.(H, M)

Demostracion. Esto se sigue de que ¢(h) : F@g M — F @z M es la identidad,
pues en este caso, usando la descripcién anterior a nivel de cadenas, hx ® hm =
xh™! ® hm = x @ m. Por lo tanto c(h). también es la identidad. O

Corolario 1.4.3. Si H < G y M es un G-mddulo, la conjugacion de G sobre
H induce una accion de G/H sobre H.(H, M), dada por gz = c(g).«(z). O

Se pueden hacer construcciones duales en cohomologia ([1, II1.8]) pero no
seran usadas mas adelante.
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Capitulo 2

Sucesiones Espectrales

2.1 Definiciéon de sucesion espectral

En esta seccién daremos la terminologia y definiciones basicas de sucesiones
espectrales. Usaremos la notacién de [2,XI.1].

Definicién 2.1.1. Un médulo Z-bigraduado es una familia E = {E, ,}, p,q €
Z, de médulos. Un diferencial d : E — E de grado (—r,7 — 1) es una familia
de homomorfismos {dy, 4 : Epq — Ep_yqir—1} tal que d* = 0. La homologfa
de éste médulo Z-bigraduado, H(E), bajo un diferencial d, es otro médulo Z-
bigraduado dado por

Hy,4(E) = Kerdyq/Imdpirg—ri1.

Definicién 2.1.2. Una sucesién espectral E = {E",d"} es una sucesién de
médulos Z-bigraduados E2, E3..., tales que cada E" posee un diferencial d” :
By, = E) 1, 7 = 2,3,... de grado (—r,r — 1) y tal que se cumple el
isomorfismo H(E",d") = E"1. Observemos entonces que cada pareja (E”,d")
determina a E™t! pero no a d"*'. El médulo bigraduado E? es llamado término
inicial.

Sean E y E’ sucesiones espectrales con términos iniciales E* y E'® respec-
tivamente. Un homomorfismo f : E — E’ es una familia de homomorfismos

frE" = E", reZ,r>a

de médulos bigraduados, es decir, de grado (0,0) tales que d"f = fd" y ™1 es
el inducido por f" en homologfia.

Sea E una sucesién espectral con término inicial (E%, d*). Definimos los
submddulos bigraduados C* y B* de E* como C* = kerd® y B* = Imd".
Podemos ver entonces al siguiente término de la sucesién como E*t! = C/B®
y d*tl . C?/B* — C%/B®. Definimos ahora C**! y B**! como los submédulos
bigraduados de E* tales que

kerd®™ = cet'/B* e Imd*** = B""'/B°. (2.1.3)

Se tiene entonces que B® C Betl C Cot! C C% y por lo tanto Et2 =
(Co*t1/B2)/(B**t/B*) = C*t1/B*!, Tterando este proceso, podemos encon-
trar submédulos bigraduados de E¢, C" y B", tales que kerd” = C"/B" ! e

13
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Imd" = B"/B"!. Se va a cumplir entonces
BeC Bl C. .. B CcCr...ccittcoe

y E™1 = C"/B". Definimos los médulos bigraduados C* y B*> como C* =
Ny>oC" y B® = U,>»,B". Tenemos entonces que B C C* (de lo contrario
existirfa un elemento = € B* para algiin k, tal que = ¢ C! para algiin [, lo cual
no puede ser pues si k <! B¥ C B' C C! ysi k> 1 B¥ C CF C C'). Definimos

E*® = (/B> (2.1.4)

Considerando lo anterior, tener un homomorfismo f : F — E’ entre dos
sucesiones espectrales con términos iniciales E* y E'®  es equivalente a tener
un homomorfismo f : E* — E'* de médulos bigraduados tal que f(C") C C'",
f(B") C B'" y tal que todos los diagramas

Cr—l/Br—l d” Cr—l/Br—l

lf* Jf*
C/rfl/B/rfl d" Clrfl/B/rfl

son conmutativos. Es claro asf que f : E — E’ induce un homomorfismo

Definiciéon 2.1.5. Sea E una sucesién espectral con término inicial E*. La
sucesion se llama de primer cuadrante si Ej , = 0 parap <00 ¢ <0. Se llama
acotada por abajo si para cada n € Z existe un entero s(n) tal que si p < s(n)
entonces Ej . =0 Vq € Z tal que p+q =n.

Teorema 2.1.6. Sea f : E — E' un homomorfismo de sucesiones espectrales
con términos iniciales E* y E'®. Si existe r € Z tal que " : E" — E'™ es un
isomorfismo, entonces f* : E* — E'* es un isomorfismo Vs > r. Mds atn, si las
sucesiones son acotadas por abajo, f : E® — E'* es también un isomorfismo.

Demostracién. La primera afirmacién es clara puesto que E™ = H(E",d") y
Ft1 estd inducido por f7. Para probar la segunda afirmacién, consideremos
enteros p y ¢ fijos. Como las sucesiones son acotadas por abajo, la imagen de los

T . T T ]
homomorfismos dj, , : ) , — E_,. .., es cero para r suficientemente grande,

ro r+1 _ .. _ (o) oo m+l L = 100
por lo tanto C) = CJ 10 = =C,yCl,=CJ = Cpq- Veamos
que f* es un epimorfismo. Sea 2’ € E% = C,% /B, entonces x' € CY =

I T : : T (7 —
Cy 4 y como f" es un epimorfismo, existe z € C)  tal que f (Z) = 2/, en

particular, f¢(x) = 2’ y por lo tanto f(Z) = 2/, luego f> es un epimorfismo.
Para verificar que es un monomorfismo consideremos un elemento = € E5, tal
que f*(Z) = 0. Esto implica que f*(x) € B> = U;>oBj,. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que f%(x) € B, y, como f" es monomorfismo,
T € B;q - Bgf’q. Por lo tanto f* es monomorfismo. O

2.2 Filtraciones

Sea M un R—mddulo. Una filtracién de M es una familia de submédulos F, M
de M, p € Z, tales que

- CF, M CF,MCF,y ;MC---.
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Decimos que una filtracion es finita si F,M = 0 para un p € Z lo suficien-
temente pequeiio y F,M = M para un p € Z suficientemente grande. Una
filtracién induce un médulo graduado al que llamaremos médulo graduado aso-
ciado, denotado por Gr M, y que estd dado por Gr, M = F,M/F, M. Si
el médulo M es un médulo graduado, una filtracion de M es una filtraciéon
{FpM,}pez para cada n € Z. Tenemos asi un médulo bigraduado, Gry, ,M,
dado por
GrpqM = GryMyq = FyMpiq/Fp—1Mpiq

Diremos que un elemento en Gr, ,M tiene grado de filtracién p, grado com-
plementario ¢ y grado total p + ¢q. Para simplificar la notacién es costumbre
suprimir el subindice ¢ y escribir Gr,M = F,M/F,_1M Diremos que la fil-
tracién anterior es acotada si para cada n € Z la filtracién {F, M, }pez es finita.

Teorema 2.2.1. Sea F,M una filtracion finita del modulo M. Si existe g € Z
tal que Grp,M = 0 para todo p # q, entonces Gr M = M.

Demostracion. Como la filtracién es finita y Grp,M = 0 para p # g, tenemos
que FbM = Fgy oM =--- =My Fp_1M =F,_oM = --- =0, por lo tanto
GrM =GrgM =F,M/F,_ M =M O

Definicién 2.2.2. Sean M y M’ R-mdédulos con filtraciones F,M y F,M’.
Diremos que un homomorfismo f : M — M’ preserva filtraciones si f(F,M) C
F,M'. En tal caso hay un homomorfismo inducido Gr f : Gr M — Gr M’
definido por componentes Gr, f : Gr,M — Gr,M' donde Gr,f(T) = f(z)

Teorema 2.2.3. Sean M y M' mddulos con filtraciones finitas FyM y F, M’
respectivamente, y sea f : M — M’ un homomorfismo que preserva estas filtra-
ciones. Si Gr f es un isomorfismo entonces [ es un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que FoM =0y F,M =
M, n € N. Como Gr f es un isomorfismo también tenemos que FoM’' = 0y
F,M =M.

Sea x € M tal que f(x) = 0. Supongamos que x € F; M para algin i € N.
Como Gr; fes un isomorfismo y Gr; f(x) =0, T =0 € F;M/F;_1 M, por lo tanto
x € F;_1M. Argumentando de la misma manera tenemos que x € F;_ oM, y
de manera sucesiva, que z € FyM, lo cual implica que £ = 0 y entonces f es
monomorfismo.

Verifiquemos que f es epimorfismo. Seay € M’ y supongamos que y € F; M’
para algin i € N. Como Gr;f es un ismorfismo, existe 1 € F;M tal que
Grif(T1) = 7, es decir, tal que y — f(z1) € F;_1M’'. Como Gr;_1f es un
isomorfismo, existe xo € F;_1 M tal que y — f(x1) — f(x2) € Fi_oM'. De esta

manera existen zp € Fy_p41 M, k € {1,2,--- i}, tales que y — >, _, f(zx) €
FoM', es decir, y — >, _; f(zr) = 0y por lo tanto y = f(>_;_; zx). Luego, f
es epimorfismo y entonces isomorfismo. O

Sea C' un complejo de cadenas con filtracién F,C acotada. Tenemos entonces
una filtracién inducida F, H(C) del médulo graduado H(C) dada por

FH(C) = Im{H(F,C)— H(C)}
{Z|zr € ZN F,C}
(ZNF,C)+B

B
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donde Z es el subcomplejo de los ciclos de C'y B el subcomplejo de las fronteras.
Nétese que en la tltima igualdad es necesario tomar la suma de los mdédulos
Z N F,C y B pues este tltimo no necesariamente es un submdédulo de Z N F,C.
Tenemos asi entonces

Gr,H(C) = FH(C)/F,o1H(C)

ZNF,C+B
ZNF, 1C+B

_ ZNF,C+(ZNF,_1C+B)
- ZNF,_1C+B Pues F,_1C C F,C

ZNF,C

(ZNE,C)N(ZNF,_1C+B)
ZNF,C

ZNF, 1C+BNF,C

Por el 20 Teo. de isomorfismo

es decir,
ZNEFE,C

T ZNF, .C+BNE,C

Grp,H(C) (2.2.4)

Definicién 2.2.5. Una sucesién espectral {E",d"} se dice que converge a un
modulo graduado H si existe una filtraciéon acotada F' de H tal que para cada
p € Z se tienen isomorfismos FEp° = F,H/F, 1H de médulos graduados, es
decir, Gr H, = @, ,,, E;%,- Denotaremos esto por E? = H.

Teorema 2.2.6. [2, XI.3.1] Una filtracién F' de un complejo de cadenas (C,d)
induce una sucesién espectral E = {E",d" },.en tal que

EY = F,C/Fy1C y EL= H(F,C/F, C)
es decir,
Ez(iq 2 FpCpiq/Fp-1Cpiq E;q & Hpy(F,C/F,_1C).
Demostracion. Definimos Z = F,C' N d='F,_,C, es decir,
Zpq = FpCpiq N A7 Fy 1 Cprg1 = { € F,Cpyqgldr € Fy Cpyy 1}

y B, = F,CNdFp,—1C, es decir,
—1
By g = FpCprqNdFyr 1Cpygrr =dZy00 4 i

Sea Z,)° = F,CNZy By = F,CN B, donde Z y B son los submédulos de
los ciclos y las fronteras del complejo (C,d) respectivamente. Observemos que
B)CB,C---CBXCZ*C---CZ)C Z). Definimos entonces los términos
Ey;, r € N, como:
I
p r r—1"°
By +7Z,"4

Consideremos el diferencial d” : E™ — E" de médulos bigraduados de grado
(=r,r — 1) dado por

zZ zZ

T p.q N p—r,g+r—1
P,q Br T Zr—l BT + Zr—l
P,q p—1,q+1 p—r,g+r—1 p—r—1l,q+r

T — dr
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Notemos que este homomorfismo estd bien definido ya que d(B,, ,+ Z;:ll’ g+1) =
dZ;:iq_H =B} _, ,+r—1- Para ver que {E",d"} es una sucesion espectral falta
ver que E™t' = H(E"), o de manera mas precisa, E;*! = kerd;/Imd;,_,.

Consideremos entonces el diferencial dj, : £, — Ej_,.. Tenemos que

kerdy, ={z € Ejldz € By, + 7" |}
={T€E)ldvcdZ)_{}+{z € Ejldr € F,_,_1}
Analicemos el primer conjunto del lado derecho de esta tltima igualdad. Si
dr € dZ;:i entonces Jy € Z;:% tal que dr = dy. Tenemos entonces que
r—y € ZF pues d(x — y) = 0, y como z = (z — y) + y, esto implica que
{x € Z)|dx € dZ;j} =ZX + Z;:} Por lo tanto

ker dy = {z € Eb|dx € dZ,~{} + {T € E}|dx € Fp_,_1C}
T e x € +Z _it+1iT € T € or def. de
E! Z2+ 704 E! Zrt Por def. de Z+1
=(ZX+Z)2) + Z5Y) (B + Z021)
=(Z) -1+ Zy™) /(B + Z) 7)) Pues Z° C Zr+!

Por otra parte

imdy, = {dx € Ej_, |xv € Z7}
={yeEy_.lye B,

= (B;ti + Z;j—l)/(B;—r + Z;j—l)

Es decir,
imdy ., = Byt + 20~ 1) /(B + Z)-1),
y al hacer el cociente obtenemos

kerdy,  Z)7 1+ Zpt!

H,(E") = =
»(E7) imdy,_, Byt 4+ 70~}

Reescribiendo este cociente y por el segundo teorema de isomorfismo de grupos
tenemos:

H(E") Zy+ 2yt Bt T + 4t Zy+
! Byttt +z2r7) Byt + 20~ By + 2z )Nzt
Puesto que B! C Z7+! y Z;:% NZ;+! = Z7 tenemos
Zr—i—l
HP(ET) _ p — ET-‘rl

- B}T)-‘rl +Z;_1 p

Por lo tanto hemos probado que E™T = H(E"), de lo cual se sigue que {E",d"}
es una sucesién espectral.

Observemos que en el caslo particular 7 = 0 tenemos que Z) , = F,Cpig N
A7 FyCpig—1 = FpCpiq, Zp-1q+1 = Fp-1Cpig N A FyCpig—1 = Fp1Cpiq ¥
Bqu = F,Cpyq NdFy_1Cpigr1 € Fp—1Cptq, de lo cual se sigue

0

E0=_"2 _ _F C/F _1C
B 71 P P
g z()) p—1

E, = H(F,C/F,_,C).
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Teorema 2.2.7. Si en el Teorema 2.2.6 la filtracion F es acotada, la sucesion
inducida converge a H(C), E* = H(C), es decir, E° = Gr,H(C).

Demostracion. Hemos visto ya (ecuacién 2.2.4) que la filtracién F' de C induce

una filtracién en H(C') tal que Gr,H(C) = ZOFZFC%.
rP— P

Para definir el término E°° de la sucesién hay que encontrar los submédulos
de los ciclos y las fronteras en el sentido de la ecuacién 2.1.3. Usando la notacién
del Teorema 2.2.6 definimos submddulos de Eg, C, vy D, como

. F,1C+ Z;Jrl . F,1C+ B;Jrl
P~ T F,_,C Ot S TRYe

Tenemos entonces que C’g = ker dg, Dg =Im dg y ademas

F,_1C+ Z;+1

cr Drfl —_ &~ Ler d”
b/ Dy F,.C+B; %
y 1
F, .C+ B!
DT D’r‘—l — p p ~ T d'r‘
:D/ P Fp,1C+B; map
Tenemos entonces que
o N F A C+FCNZ
CP - n CP - Fp_lc

r>0

Esta ultima igualdad la obtenemos gracias a que, para un grado fijo n, existe
p € Z tal que F;C,, = 0Vl < p. Como para cada grado n existe ¢ € Z tal que
F,C, = C, VIl > q también se tiene que

F, .C+F,CNnB
Doo: Dr: p p
r=Un; F, .C
r>0

Asi tenemos
oo
oo p
Ep ~ Dge
F,_1C+F,CNZ
F,_1C+F,CNB
F,CNZ
F,CNZN(F,_1C+F,CNB)
F,CNZ
F,CNB+F,_CnZ

Gr,H(C).

O

Definicién 2.2.8. [3, V.5.2.7] Una sucesién espectral con término inicial E se
dice que colapsa en E", r > 2, si en Ej , hay exactamente una columna o un
renglén distinto de cero. Notemos que en tal caso E” = E™Hl = ... = F>,

Teorema 2.2.9. Sea {E",d"} una sucesion espectral que converge a un mdédulo
graduado H, E = H. Si la sucesion colapsa en E*, entonces H, = Ep  donde
E; , es el inico mdédulo distinto de cero con p+q =n.
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Demostracion. El Teorema se sigue de la definicién de convergencia y del Teo-
rema 2.2.1. O

Teorema 2.2.10. Sea {E",d"} una sucesion espectral que converge a un mddulo
graduado H, E = H. Si Ef,yq = 0 excepto para ¢q =0 y g =1, entonces existe
una sucesion exacta larga

2 42 2 2 d? o
= Hppn =2 E o2 By > Hy =2 E o> E, = Hyp =

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama

0 0 0 0
Ep 21 Ep-11 Epa Ept11
d? d?
Ep—20 Ep—1,0 Epo Ept10

Sea Fj,H una filtracién acotada tal que EpS, = Fy,Hp\ o/ Fp—1Hp14. Notemos

primero que F, H,, = H,, pues E75, 1 = E;%, o =---=0 implica que
F.H, =F,1H, =F,2H,=---=H,.
Andlogamente, puesto que Ep® 45 = E5° 53 3 =+ =0 se tiene que
F,_oH,=F,_3sH,=---=0.

4 00 — 3 — 2 2 oo _ 3 2
Ademéds E° 1, =E, 1, =E; 1,/Imd®y E)% = E,) o= kerd®.

2
i 2 2 4 2 2 2
Tenemos la sucesién exacta E; 1o — E5 11 — E;_; 1 /Imd* — 0, que en
vista de las observaciones anteriores la podemos escribir como

2
B2 0B B2 5 EX —0. (2.2.11)

Por otra parte 0 — F,_1H, — F,H, — F,H,/F,_1H, — 0 es exacta, y como
oo1q = Fp1Hy/Fy oH, = F, 1H, y F,H, = H, la podemos escribir como

0= E32,, = H, = ES —0. (2.2.12)
2
Por tltimo 0 — ker d? — Efw 4 E;2;72,1 es exacta, y puede ser escrita como

2
0= B = Eng & By, (2.2.13)

Al pegar en una sola las sucesiones (2.2.11), (2.2.12) y (2.2.13), se obtiene la
sucesion exacta larga buscada.
O
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2.3 Bicomplejos

Llamaremos bicomplejo ([1, VIL3]) a un médulo Z-bigraduado C' = {C,, ,} con
dos diferenciales, uno horizontal d’ de grado (-1,0) y otro vertical d” de grado
(0,-1) tal que d'd” = d"d’

dl
Cp—l,q ¢ Cp,q

d//l d//l
/

d
Cpfl,qfl < Cp,qfl

Podemos convertir un bicomplejo C' en un complejo de cadenas usual T'C' al
que llamaremos complejo total y que estd dado por (T'C), = P Cp 4 con
diferencial d de grado -1 dado por d|c, , = d' + (=1)Pd".

Definimos una filtraciéon de T'C' a la que llamaremos primera filtracién dada
por F,(TC), = ®i<P Ci n—i- Si el bicomplejo C' es tal que para cada grado n
s6lo un numero finito de médulos C, 4, p + ¢ = n, es distinto de cero, entonces
la filtracién es finita y se tiene una sucesién espectral inducida {E"} la cual
converge a H,(TC) por el Teorema 2.2.7. En esta sucesién espectral se tiene
que

ptg=n

F,(TCO)py
By — p rte
P prl (Tc)p+q e

El diferencial d : E) — E est4 dado por dj(z) = d'(x) + (—1)?d"(x) para
x € Cp 4. En vista del isomorfismo anterior, y puesto que d'x € Cj,_1 4, podemos
considerar al diferencial como dj = (=1)?d”. Por lo tanto E} , = Hy(Cp.),
la homologia vertical del bicomplejo C. Consideremos z € Cp, 4 = Egﬂ un
ciclo del complejo Cy, .. Al aplicarle el diferencial total tenemos que dx =
d'z + (—1)Pd"x = d'z. Por lo tanto, el diferencial d), : E} — E}_; estd dado
por dzl,T = dx = d'z. Asi, podemos ver que el término Ef) de la sucesién espectral
es la homologia horizontal de la homologia vertical del bicomplejo C.

Andlogamente, podemos considerar la filtracién del bicomplejo C' dada por
Fp(TC)n = D,<, Cn—j,j, ala cual llamaremos segunda filtracién. En este caso
también tenemos una sucesion espectral asociada, la cual converge a H(TC)
y tal que E) = Cqp, d) = d', E} = Hy(C.p) y dyT = (=1)2d"x. Hay
que observar que, aunque estas dos filtraciones inducen sucesiones espectrales
convergentes al mismo mddulo, estas en general no tienen el mismo término
By = GryH(TC) ya que las filtraciones no son las mismas.

2.4 Homologia con coeficientes en un complejo
de cadenas

En esta seccion definiremos los grupos de homologia con coeficientes en un
complejo de cadenas como en [1,VIL5].

Definicién 2.4.1. Sean G un grupo, F' una resolucién de Z de ZG-modulos y
C = (Cp)n>0 un complejo de cadenas no negativo. Definimos la homologia de
G con coeficientes en C' como

H.(G,C) = H.(F &¢ C).
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Esta homologia estda bien definida salvo isomorfismos. En el caso que el
complejo es cero salvo en dimension cero, con Cy = M, la homologia H,.(G,C)
se reduce a H,.(G, M), la homologia usual con coeficientes.

Puesto que el complejo F ®¢ C es el complejo total del bicomplejo de grupos
abelianos (F,®¢Cy), y para cada grado n sélo un nimero finito de estos médulos
es distinto de cero, tenemos dos sucesiones espectrales que convergen a H, (G, C).
Analicemos cada una de estas.

Con la primera filtracién tenemos que E) . = Hy(F, ®¢ C,) = F, ®q Hy(C)
pues Fj, ®c — es un funtor exacto ya que F}, es proyectivo. Y tomando ahora
la homologfa con respecto a p tenemos E2 = H,(F, ®q H,C) = H,(G, H,O).
Por lo tanto esta sucesién espectral tiene la forma

Eiq = Hy(G, H,C) = Hpy4(G,C)
De esto se sigue el siguiente:

Teorema 2.4.2. Si T : C — C' es una equivalencia débil de G-complejos de
cadenas, entonces T induce un isomorfismo H,(G,C) = H.(G,C").

Demostracion. Puesto que F,, = C,, = C) = 0 para n < 0, las sucesiones
espectrales inducidas por los bicomplejos F}, ®c Cq ¥ F) ®c Cclz son de primer
cuadrante (en particular acotadas por abajo) y por lo tanto, por el Teorema
2.1.6, se tiene un isomorfismo GrH(G,C) = GrH(G,C"). Como la primera
filtracién es finita, se sigue por el Teorema 2.2.3 que H(G,C) 2 H(G,C"). O

Con la segunda filtracién tenemos que E, , = Hy(F. ®¢ Cp) = Hy(G,Cp),
es decir
Ezln,q = Hq(Ga Cp) = Hp+q(G7 C)

Tenemos asi un par de sucesiones espectrales que pueden considerarse como

aproximaciones de H. (G, C) en términos de la homologia ”ordinaria” de grupos
H.(G,M).

Teorema 2.4.3. Sea C un complejo de cadenas no negativo de G-mdédulos tal
que cada C, es H.-aciclico. Entonces hay una sucesion espectral de la forma

Eg,q = Hy(G, HyC) = Hp14(Ca)-
Demostracion. Lasucesion inducida por la segunda filtracion E} , = Hp,14(G, C)
cumple que

0 st q#0

1 _ —
Ep,q - H‘I(G’CP) - { HO(G’ Op) = (Cp)G st q= 0

pues cada C, es H,-aciclico. Esto implica

B2 0 si q#0
P = H(Ca) si =0

es decir, la sucesion colapsa en E2. Por el Teorema 2.2.9 se tiene que H., (G, C) =
H,(Cg). Por otra parte, hemos visto que la primera filtracién del bicomplejo
F ®¢ C induce una sucesién espectral de la forma

E.,=H,(G,H,C) = H,4(G,C).

De esto y del isomorfismo anterior se sigue el Teorema. O
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Capitulo 3

La sucesién espectral de
Hochschild-Serre

3.1 Extensiones de grupos

Definicién 3.1.1. Sean A y G grupos. Una extensiéon de A por G es una
sucesién exacta corta de grupos

1-A—-F—>G—1

Una segunda extensién 1 —+ A — E' — G — 1 se dice equivalente a la anterior
si existe un un homomorfismo de grupos E — E’ tal que el siguiente diagrama
conmuta:

L7

E/

El problema consiste entonces en encontrar todas las posibles extensiones de
A por G salvo equivalencia. Puesto que nuestro caso de aplicacion serd aquel
en el que los grupos implicados serdn grupos de homologia (y entonces grupos
abelianos), s6lo estudiaremos el caso de las extensiones con niicleo abeliano, es
decir, en el que el grupo A es abeliano. En tal caso denotaremos al grupo A de
forma aditiva y representaremos la extensiéon por

0ALESG 1

Una caracteristica de las extensiones con nicleo abeliano es que hay una
accion de G sobre A dada de la siguiente manera. Como A = keri, E actia
sobre A por conjugacién, y esta accién restringida a A (o estrictamente hablando
a i(A)) es trivial, por lo tanto hay una accién bien definida de E/A = G sobre
A inducida por la accién de E, la cual estd dada por i(ga) = ei(a)e™!, donde
m(e) = g. Podemos reescribir esta accién como ei(a) = i(ga)e.

Con esta estructura sobre A de G-mdédulo, podemos refinar un poco mas el
problema de hallar las extensiones de A por G, considerando sélo aquellas que
den lugar a la accién fijada de G sobre A.

23
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Teorema 3.1.2. Sea A un G-mddulo, y sea E(G, A) el conjunto de clases de
equivalencia de extensiones de A por G que dan lugar a la estructura dada de
A como G-mddulo. Entonces hay una biyeccion entre £(G, A) y H*(G, A) ([1,
1V.3.12)).

Demostracion. Consideremos la extension
02A5ESG 1 (3.1.3)

tal que la accién inducida de G sobre A coincide con la estructura dada de G-
médulo. Sea s : G — E una seccién, es decir, una funcién (de conjuntos) tal
que s = idg. Supongamos que s estd normalizada, es decir, s(1) = 1. Dados
g,h € G, w[s(g)s(h)] = ws(g)ws(h) = gh = 7ws(gh), por lo tanto, existe un
elemento f(g,h) € A tal que

s(g)s(h) = i(f(g,h))s(gh). (3.1.4)

Esto define entonces una funcién f : G x G — A que ademads estd normalizada,
es decir,

flg;1)=f(1,9) =0 Vg € G. (3.1.5)

Maés atin, puesto que

[s(g)s(M]s(k) = i

y por otro lado

s(@)[s(h)s(k)] = s(g)i(f(h,k))s(hk
= i(gf(h,k))s(g)s(h )
= i(gf(h, k) + f(

k
k) + f(g,hk))s(ghk)
h h,

de la asociatividad de E se sigue que f(g,h) + f(gh,k) = gf(h,k) + f(g, hk).

Reescribiendo esto como

9f(h. k) — fgh, k) + f(g, hk) — f(g,h) =0, (3.1.6)

podemos ver que f es un cociclo del complejo estandar C?(G, A), de hecho, por
(3.1.5), f es una cociclo del complejo normalizado C% (G, A) (ver Seccién 1.2).

Reciprocamente, consideremos un cociclo normalizado f € C%(G, A). Pode-
mos asociarle a este cociclo una extensién de la siguiente manera: Construimos
el grupo Ef que como conjunto es A X G'y cuya estructura de grupo estd dada
por la operacién

(a,9)(b,h) = (a+gb+ f(g,h), gh).

Gracias a (3.1.6) esta operacion es asociativa. De (3.1.5) se sigue que el elemento
neutro es (0,1) pues (0,1)(a,g9) = (0+ la + f(1,9),9) = (a,9) = (a + g0 +
f(g,1),9) = (a,9)(0,1). El elemento (a,g) tiene inverso izquierdo (—g~ta —
flg71,9),971) e inverso derecho (—g~ta — g 1f(g,971),9 ') los cuales son el

mismo elemento pues

g g9 )= flg g9 )+ flghgg™) — flgh9)
g flg,97") = flgh9).

0
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Tenemos asi que E es un grupo. Consideremos los homomorfismos i’ : A — Ef
dado por i(a) = (a,1) y ' : Ey — G dado por 7’(a,g) = g. Por lo tanto la
siguiente sucesion es exacta y entonces una extensién de A por G

02 AL B 56 —1 (3.1.7)

que ademds induce la estructura ya dada de A como G-médulo.
Se cumple ademds que dada una extension 0 — A 5 E 5 G — 1 (3.1.3),

el cociclo f definido por (3.1.4) induce una extensién 0 — A LR E; G 1
(3.1.7) que es equivalente con la que empezamos, e inversamente, dado un cociclo
f € C%(G, A), el cociclo definido por (3.1.4) pero de la extensién (3.1.7) con
seccién dada por g — (0, g) es igual al cociclo f con el que empezamos. Hemos
definido asi hasta ahora, una biyeccién entre las extensiones (3.1.3) con una
seccién normalizada y C% (G, A).

Veamos que sucede si cambiamos la seccién normalizada s. Sea s’ otra
seccién normalizada. Como 7s'(g) = ws(g), g € G, existe un elemento c(g) € A
tal que s'(g) = i(c(g))s(g). Esto nos define una funcién ¢ : G — A tal que
¢(1) = 0. Calculamos el 2-cociclo f' dado por (3.1.4) asociado a esta seccién

i(c(g))s(g)i(c(h))s(h) i(c(g) + ge(h))s(g)s(h)
i(c(g) + ge(h) + f(g,h))s(gh)
= i(c(g) + ge(h) + f(g,h) — c(gh))i(c(gh))s(gh)

Por lo tanto f'(g, h) = ge(h) —c(gh) +c(g9) + f(g, h), es decir, f' = f+ dc donde
d es la cofrontera de C% (G, M) y esto prueba el teorema,

O

3.2 La sucesién espectral de Hochschild-Serre

Supongamos que tenemos una extensién de grupos 1 - H - G — Q — 1. En
esta seccion analizamos cémo podemos calcular la homologia del grupo G en
término de las homologfas del subgrupo H y el cociente @ ([1,VII.6]). Para esto
consideremos una resolucién F' de Z sobre ZG y un G-médulo M.

Por el Lema 1.1.4 tenemos que

FeocM=FeM)e=(FeMu)g=UF s M)q

donde la accién de @ sobre F @y M es diagonal. Sea C = F @y M. Podemos
entonces escribir la homologia de G con coeficientes en M como H,(G, M) =
H,(F®g M) = H,(Cq) Ademds, como F también es una resolucién proyectiva
de Z sobre ZH, tenemos H,(H,M) = H,(C), donde éste es un isomorfismo
de @Q-mdédulos, donde la estructura de @Q-médulo de H.(H, M) es la dada en el
Corolario (1.4.3).

Lema 3.2.1. Los Q-mddulos F,, ® g M son H,-aciclicos

Demostracion. Puesto que la homologia de un grupo con coeficientes en una
suma directa es la suma directa de las homologias, basta probar que los médulos
ZG @y M son H,-aciclicos. Por el Corolario 1.3.5 sélo es necesario demostrar
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que ZG @y M es un médulo inducido de la forma Z@Q ® A, con A un grupo
abeliano, pero esto se sigue de los siguientes isomorfismos

Gy M =(ZG M)y con accién diagonal de H sobre
7ZG ® M.
= (ZG® M)y con accién de H sobre ZG como

en el Teorema 1.3.6
>~ 7Z[G/H] ®z¢ (ZG @ M) Por el Lema 1.1.5
=Z|G/H @M
27Q M

O

Teorema 3.2.2 (Hochschild-Serre). Para cualquier extension de grupos 1 —
H — G — Q — 1y cualquier G-mddulo M, hay una sucesion espectral de la
forma

E? = H,(Q,Hy(H,M)) = Hp: (G, M)

Demostracion. Sean F''y C' como se definié6 mas arriba. Por el Teorema 2.4.3
existe una sucesién espectral de la forma

E;q = H,(Q, H,C) = Hp14(Cq).

Pero ya habfamos observado que H.C = H,(H, M) y H.(Cg) = H.(G, M), por
lo tanto la sucesién espectral toma la forma

B2, = Hy(Q, Hy(H,M)) = H,.((G, M).

O

Corolario 3.2.3. Sean 1 - H —- G — Q — 1 una extension de grupos y M
un G-mddulo. Sean F' una resolucién de 7. sobre Z.QQ y F" resolucién de 7
sobre Z.H tal que hay una accién de Q sobre F"" @y M de tal manera que la
accion inducida sobre H.(H, M) coincide con la accion dada en el Corolario
1.4.3. Entonces hay una sucesion espectral de la forma

E;:Sq = F1; ®qQ (Fé/ ®@u M) = Hpiq(G, M)

Demostracion. Si consideramos el complejo total del bicomplejo

d'®1
Fy®q (Fly @n M) «—— Fj 1 ®q (Fyy @ M)

1®d”J/ 1®d//l
d'®1

F®q (F) ®u M) «——F},, ®q (F/ @5 M)
y lo filtramos con la primera filtracién, tenemos el término E'° dado, y ademaés
hay un isomorfismo E'? = E? con E? del Teorema anterior, pues El’fq =
H,(Q,H,(H,M)) (ver Seccién 2.3). El corolario se sigue entonces del Teorema
2.1.6.
O
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3.3 Ejemplos

Ejemplo 1. Calculemos H,.(Z X Z,, M) donde M es un Z X Z,-médulo con
accién trivial y sin elementos de orden n, es decir, nm = 0 sélo si m = 0,
m e M.

Para simplificar un poco la notacién denotaremos los grupos Z, Z X Z, y
Z, por H, G y @ respectivamente. Asi, tenemos una sucesién exacta corta
1—- H — G — @ — 1. Para usar la sucesién espectral de Hochschild-Serre,
calculemos primero los grupos H,(H, M), donde la accién del subgrupo H de
G sobre M estd inducida por la accién de @, y como ésta es trivial, M es un
H-médulo con accién trivial. Como el subgrupo H es un grupo ciclico infinito,
digamos con generador ¢, tenemos que

F': 05 7ZH'S 72H S 7 -0

es una resolucion libre de Z sobre ZH, donde t — 1 denota el homomorfismo
multiplicacién por ¢t — 1. Entonces

FlogM: 0—ZHeog M "S5 2H @5 M.

Puesto que tenemos el isomorfismo ZH @y M — M donde h ® m +— hm, el
complejo puede escribirse como

F'ogM: 0— M= M

donde el homomorfismo ¢ — 1 es multiplicaciéon por ¢ — 1. Como la accién de H
sobre M es trivial, Im (t — 1) =0y ker (t — 1) = M. De aqui tenemos que

M/Im(t—-1)=M ¢=0
H,(H,M)=14 ker(t—1)/0=M g¢=1
0 q>1

Para calcular los grupos H,(Q, H,(H, M)) debemos de determinar la accién
de @ sobre Hy(H,M) (dada en el Corolario 1.4.3). Para evitar el uso de una
resolucion de Z sobre ZG, vemos que la accién esta inducida por el isomorfismo
(1.4.1), e(g9) : (H,M) — (H,M), dado por c(h,m) = (ghg=t,gm) = (h,m),
g€ GheHme M, el cual es la identidad en (H, M), y entonces la accién
inducida de @ sobre H,.(H,M) es la trivial. Podemos calcular entonces los
grupos H,(Q, Hy(H, M)). Sea s un generador de (). Una resolucién de Z sobre
7.Q esta dada por

Frooo=2Q 220520 220520 S 7 -0

donde N es el operador norma, que es multiplicar por 1 + s + s2 + --- "L,

Luego
F@qgH(HM): - — M5 M= M5 M5 M
con g =0,1. Como la accién de @ sobre H,(H, M) es trivial, el operador s—1 es

ceroy N es multiplicacién por n. Ademaés ker N = 0 pues M no tiene elementos
de orden n. Tenemos entonces, para ¢ = 0, 1

M/Im(s—1)=M p=0
H,(Q,Hy(H,M)) =< ker(s—1)/ImN = M/nM pimpar
ker N/Im(s—1)=0 p par,p >0
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Resumiendo, hemos obtenido

M q=0,1yp=0
Eiq: M/nM ¢q=0,1y pimpar
0 en otro caso
0 0 0 0 0 0

Al aplicar el Teorema, 2.2. 10 obtenemos una sucesion exacta larga de la forma

d? d?
S EX = Hp1(G,M) = E2 L E2 = Hy(G,M) = E % -

Puesto que Ez ¢ = 0sip>1ypes par, esta sucesion da lugar a sucesiones
exactas cortas de la forma

d2
0— Hyp1(G,M) = E2 o "3 EX_| | — Hy(G,M)—0

con p > 1 par, es decir,

2
0 — Hyi (G, M) = M/nM % M/nM — H,(G, M) — 0.

De esto se sigue que H,(G, M) = cokerd, | oy Hyp1(G,M) = kerd,, ; con
p par, p > 1. Anahcemos el diferencial d?. Consideremos a la resoluc1on F" con
una accién trivial de Q, y a F”/ ® gy M con accién diagonal de ). En tal caso se
tiene una accién inducida de @ sobre H,(H, M) la cual es trivial, y, por lo tanto,
coincidente con la accién ya encontrada al inicio del ejemplo. Entonces, para
conocer el diferencial d?, por el Corolario 3.2.3, basta analizar el bicomplejo

d'®1
F)@q (Fih @ M) «—— Fy iy @q (F'yy @ M)

1®d//l 1®d//l
d'®1

FL &g (Fy ©n M)« 22 FL,, @ (FY & M)
donde F’ y F” son las resoluciones ya dadas de Z sobre Z(Q y ZH, respectiva-

mente. Denotemos por Cp, ;4 los grupos F) ®q (F,' @ g M). Al sustituir F' y F"
y seguir algunos isomorfismos, el bicomplejo queda como:

00 g0 0 0 0
bk J ok
M X Sy VS Vi
[ |- J ey b=
s—1 N M s— B
El diferencial d2 estd 1ndu01do por d\c =d' + (—1)Pd", el diferencial del

complejo total de este bicomplejo filtrado con la prlmera filtracién, tal como se
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definié en el Teorema 2.2.6. Pero d\cp+1 o, =8 — 1 para p > 0 par, y como la
accién sobre M es trivial, d|c 11, = 0. Esto implica que d? p+1,0 = 0y como

H,(G,M) = cokerd2 ., o y Hy11(G, M) = kerdZ,  ; hemos calculado entonces
que

Hy(G, M) = M/nM = H,.1(G, M)
para p > 1 par.
Por otra parte, por el Corolario 1.2.5 se tiene que Hy(G, M) = G/|G,G] ®

M = (ZxZ,)®M,y por el Teorema 1.2.4 Hy(G, M) = Mg = M. Resumiendo
todo lo anterior concluimos que

M m =20
H,(ZxZy,) = (ZxZp)@M m=1
M/nM m > 1

Ejemplo 2. Calculemos H.(Z x Z,, M) donde n es par, el generador de Z,
acttiia como multiplicacién por -1 sobre Z y M es un Z % Z,,-mo6dulo con accién
trivial y sin elementos de orden n, es decir, nm = 0 sé6lo si m = 0.

Para simplificar la notacién, denotaremos por H, G y @ a los grupos Z,
Z X Ly v Ly, respectivamente. Tenemos asi la extension 1 - H - G — Q — 1.
Para calcular Hy(H, M) con accién de H sobre M trivial podemos usar, como
en el Ejemplo 1, la resolucion libre de Z sobre ZH

F': 0 ZH' S 72H S 7 -0

y tenemos entonces que

MH:M q:O
H,(H M)=q ker(t—1)/0=M g=1
0 q>1

Calculemos ahora la accién de @ sobre H,(H, M). Para esto, fijemos g € G,
g # 1 y veamos como estd dado el isomorfismo ¢(g) dado en (1.4.1), donde
a : H — H estéd dado por a(h) = ghg~' y f : M — M dado por f(m) =
gm = m. Para ver cémo esta dada la conjugacién por g, consideremos a g como
(u,v) e G=ZxZnyahe H<G como (h,1) y calculemos
(u,0) (b ), 0) " = (ulv- ), o) (w0 )
= (uh~ Y v)(u,v71)
= (uh™(v-u),1)

= (uh~tu11)
= (h711)
por lo tanto, a(h) = h~!. Definamos ahora el homomorfismo de H-cadenas
T : F” — F” definido en el generador como 7o(1) = 1y 7(1) = —t~L:
0 ZH L7 <7,
lﬁ J{TO Jidz
0 ZH L7 <17,
donde la condicién de ser de H-cadenas significa que 7(hz) = a(h)r(z) =

t~17(z). Estos homomorfismos cumplen:
ero(l) =¢(1) =1
T(](t — 1)(1) = T()(t — 1) = T()(t) — To( ) =t 17'()( ) 1=¢t"1-1
t—1n()=@¢t-1)(-tH)=-14+t"t=t1-1
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lo cual verifica que 7 es homomorfismo de cadenas que preserva aumentacion.
Por lo tanto tenemos bien definido

TR1:F'y M — F'®oy M

dado por
nel1lem)=1am
nellem) =-ttem=-1®t'm)=—-(1@m)

Ast, e (g) - Hy(H, M) — Hy(H, M) es laidentidad en Hyo(G, M) y es la mul-
tiplicacién por -1 en Hy(H, M), y de acuerdo al Corolario 1.4.3, Q actiia trivial-
mente sobre Ho(H, M) = M y como multiplicacién por -1 sobre Hy (H, M) = M.

Ahora si podemos calcular los términos EZ, = H,(Q, Hy(H,M)) de la
sucesion espectral de Hochschild-Serre. De los célculos hechos en el Ejemplo
1 tenemos que los grupos EIQJ’O, donde la accién de ) sobre M es trivial, estan
dados por

MQ:M p=O
E;O =H,(Q,M)=( ker(s—1)/ImN=M/nM p impar
ker N/Im(s—1)=0 p par ,p > 0.

Para Ef)’l la accién de @ sobre M es multiplicacién por -1 y entonces

MQ:M/QM p:()
B2, = Hy(Q,M) =1 ker(s—1)/ImN =0 p impar
ker N/Im(s—1) = M/2M p par,p > 0.

Aqui ker (s—1) = 0 pues M no tiene elementos de orden dos, y ker N = M pues
n es par y entonces (1+s+---+s""H(m)=m—-—m+m-—m+---m—m=0.
Por dltimo, Eg,q =0 para ¢ > 1. La sucesién en E? queda como

0 0 0 0 0
M/2M 0 M/2M 0 M/2M
M M/nM 0 M /nM 0

Por el Teorema 2.2.10 tenemos una sucesién exacta larga

BE2 L H (G M) — B2, 5 B2 H.(G. M) — B2, 4
= By = Hp(GOM) » By g = B gy = Hy(GLM) = Ejg = -+

que en nuestro caso toma la forma
o= 0—> M/2M - H,(1 (G, M) - M/nM - 0— Hy(G,M) - 0— ---

donde p es un entero par. Noétese que la sucesion espectral sélo nos per-
mite conocer H,.1(G,M) salvo extensién. Resumiendo lo anterior tenemos
M p=20
H,(G,M)=< 0—=M/2M — H,(Z % Zn,M) = M/nM — 0 p impar
0 p par,p > 1
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Ejemplo 3. Calculemos H,(Z, X Z2,Z) = H.(Zy,, X Z3) con n impar y donde
la accién de Zs sobre Z,, es multiplicacién por -1.

Denotemos a los grupos Z,,, Z, X Zs v Zo por H, G y @ respectivamente.
Tenemos entonces la extensién 1 - H — G — Q — 1. Calculemos H,(H, M).
Una resolucién libre de Z sobre ZH es

F'e . szH 20D za Nz 'S g S 70

y como en los ejemplos anteriores se tiene que

Ty =17 g=0
Hy(H,Z)={ ker(t—1)/ImN =Z/nZ =7, qimpar
ker N/Im(t—1)=0 p par ,q >0

Calculemos ahora la accién de @ sobre H,(H,Z). Fijemos g € G, g # 1
Anélogamente al Ejemplo 2, tenemos que el homomorfismo « : H — H dado por
la conjugacién por g es a(h) = h™', h € H. Entonces c(g) : (H,Z) — (H,Z)
estd dado por c(g)(h,m) = (h=t,m), m € Z. Sea 7 : F” — F” dado en el
generador de ZH por

1 i = 0mod4
—t=1 i=1mod4
(1) = -1 i =2mod4
t—1 i =3mod4
AN/} SNy S BN SNy - SR BN - SN/ - SN
[ T S O LU
AN} ) S N Ny - PR SN SN

Tenemos que €79(1) =€(1) =1 por lo que T preserva aumentacién. Ademas,
para cualquier entero k > 0 se cumple
’7'4k(t—1)(1) = T4k(t—].)
= t_1’7'4k(1) — T4]€(1)
= t1-1
= (t=1)(-t7)
= (t = D7ap4a1(1)
Tak+1N(1) = Tapy1(N)
T4k+1(]. +t4 - 'tnil)
= (]. +t 14+ "'t_(n_l))’7'4k+1(1)

= N(-t
= —N
= NT4k+2(1)
Taps2(t = 1)(1) = Tapy2(t —1)
= t ' Tupga(l) — Tapg2(1)
= t71(-1) - (-1)
= (-1t
= (t—D7aps3(1)
TaptsN(1) = Tapgs(L+t4---t"71)
= A+t 4+t D)y 5(0)
= N@
= N

= Nrapqa(1).
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Todo esto nos dice que 7 es un homomorfismo de H-cadenas que preserva
aumentacion, y entonces tenemos bien definido 7 ®y 1: F" @y Z — F" Qpy Z,
y puesto que la acciéon de H sobre Z es trivial, tenemos que

T ®1(1@m)=1®@m

1 ®1(1@m)=—t"'em=—-1t"'m)=—(1®m)
T4k+2®1(1®m) = —1®m: —(1®m)

Tak+3 @ L1 @m) =t leom=10tIm=19m

Ast, c.(g) : Hy(H,Z) — H,(H,Z) es laidentidad en Hy(H,Z) y Hay+3(H,Z)
y multiplicacién por -1 en Hy1(H,Z), y de acuerdo al Corolario 1.4.3, @ actia
precisamente de esta manera sobre estos grupos.

Calculemos ahora si los grupos Eg’q = H,(Q,Hy(H,Z)) de la sucesién es-
pectral de Hochschild-Serre. Consideremos la resolucién libre F” de Z sobre ZQ
dada por

Flooo52Q372Q 5720520520 5720

donde s es el generador de (). Notemos que en este caso el operado norma es
N=s5+1.

Para calcular EiO consideramos una accién trivial de @) sobre Z, y por los
calculos hechos en el Ejemplo 1 sobre la homologia de un grupo ciclico finito se
tiene

Zo=1 p=0
H,(Q,Z) =X ker(s—1)/Im(s+1)=7Z/2Z =7Zy p impar
ker(s+1)/Im(s—1)=0 p par,p > 1

2 . . . .7
Para calcular E ;, ., consideramos a ) actuando como multiplicacién por
-1 sobre Z,,

(Zn)g =Zy/22y, =Z,]Zy, =0 p=20
H,(Q,Z,) = ker(s—1)/Im(s+1)=0/0=0 p impar
ker(s+1)/Im(s—1) =Z,/2Z, =0 p par,p>1

Aqui, el hecho de que 2Z,, = Z,, y ker (s — 1) = 0 se debe a que n es impar.
Para calcular Eﬁ) k43 consideramos a @ actuando trivialmente sobre Zj,

(Zn)q = Zn p=0
H,(Q,Z,) =< ker(s—1)/Im(s+1)=2Z,/2Z, =0 p impar
ker(s+1)/Im(s—1)=0/0=0 p par,p > 1

Resumiendo lo obtenido obtenemos

Z q=0yp=0

Zs q =07y pimpar
Zn q=3moddyp=20
0 en otro caso

2 _
Epyq -

Vemos entonces que Eﬁ’q = E;5, pues todos los diferenciales d", r > 2, que

salen o llegan a un grupo Eg,q son cero, ya que Ez,q = 0 si p 4 q es par mayor
que cero, y todo diferencial va de un término £, con p + ¢ par a uno con
p + ¢ impar o viceversa. Sélo E3, es distinto de cero, pero en este caso los

diferenciales se salen del primer cuadrante y entonces todos son cero. Entonces,
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como E? = H,(G), existe una filtracién acotada F,H.(G) de H,(G) tal que
Gr H,(G) = ®p+q:n Ef)yq.

Si n es par mayor que cero, como la filtracién es acotada y Equ = 0 con
p+q=n, H,(G)=0.

Si n = 1mod4, sélo E,Ql,O = Zo # 0 y por el Teorema 2.2.1 se tiene que
H,(G) =Zs.

Y por dltimo, si n = 3mod4, Gr H,(G) = E. (& E§,, = Zn ® Zy. Esto
implica que la filtracién F,H,(G) cumple que H,(G)/F,_1H,(G) = E%, =
ZQ y FoHn(G)/Flen(g) = nlen(G)/Flen(G) = E(%,n = Zn Como
F_1H,(G) = 0 se tiene que F,,_1H,(G) = Z,. Esto da lugar a una sucesién
exacta corta 0 — F,,_1H,(G) — H,(G) — H,(G)/F,-1H,(G) — 0, es de-
cir, 0 = Z, —» H,(G) = Zy — 0 la cual es una extensién de Z,, por Zs, en
la que la accién inducida de Zgy sobre Z, es trivial pues el grupo H,(G) es
abeliano. Para ver cudntas extensiones de este tipo hay, por el Teorema 3.1.2
basta calcular H?(Zg,Z,). Para esto usamos la resolucién F’ y aplicamos el
funtor Homg, (—, Zy,) para obtener

(s—1) (s+1)*

Homy, (ZIZs), Za) “=" Homs, (2(22), Z,,) 5" Homy, (2(22),2,,) ©=3 -

y puesto que Homg,(Z2,Z,) = Z, con el isomorfismo dado por f — f(1)
(usando notacién multiplicativa) podemos reescribir este complejo como

5—1 41 s—1
Zp = TN 7S Ty -

De aqui que H*(Zy, Zy,) = ker (s —1)/Im (s +1) = Zy, /2Ly, = L, Ly, = 0, luego,
solo hay una extensién de Z,, por Zs, salvo equivalencia, la cual es 0 — Z,, —
Ly ® Lo — Lo — 0, y entonces H,(G) = Zy, ® Loy = Loy,
Resumiendo todo lo anterior tenemos:
7 n=20
Zo n=1lmod4
Zon 1 = 3modd
0 n par,n > 0.

H,(Zy X Zs) =

Ejemplo 4. Calculemos H,(Z x Z, M) donde el generador de Z acttia sobre
Z como multiplicaciéon por -1 y M es un Z x Z-mddulo con accién trivial. Como
en los ejemplos anteriores denotemos por H, Gy Q a los grupos Z, Z X Z y Z
respectivamente, donde el generador del grupo ciclico infinito @) actia sobre H
como multiplicacién por -1. Calculemos primero los grupos H,(H, M). Como
la accién de G sobre M es trivial, lo es la accién de H sobre M, y entonces,
como en el Ejemplo 1, tenemos que

M ¢q=0
H,(HM)=¢ M q¢g=1
0 g¢g>1.

De manera andloga al Ejemplo 2 vemos que la accién de @ sobre Ho(H, M) = M
es trivial y sobre Hi(H, M) actia como multiplicacién por -1. Calculemos
entonces los grupos Egﬁq = H,(Q,H,(H,M)). De los cdlculos ya hechos para
un grupo ciclico infinito tenemos

Mg =M p=0
B2, =Hy(Q.M)=1 ker(s—1)=M p=1
0 p>1
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pues @ actia trivialmente sobre M, y

Mg = M/2M p=0
E]il =H,(Q,M) =< ker(s—1) p=1
0 p>1

pues @ actia como multiplicacién por -1 sobre M. Aqui s denota al generador
del grupo @ y s — 1 el homomorfismo M — M dado por la multiplicacién por
s—1. En este segundo caso denotemos por M’ al grupo ker (s—1). Resumiendo
lo anterior, los grupos Eiq estan dados por

M ¢g=0yp=0,1
52 M/?2M q=1yp=0
Pa M’ g=lyp=1

0 en otro caso.

Tenemos entonces que E;q = E;%, v, de manera andloga a la 1ltima parte
del Ejemplo 3, se cumple

M n=0
0— M — Hy(ZxZ,M) = M/2M -0 n=1
Hy(ZxZ,M) =14 0o ( )= M/ S

0 n > 2.
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