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Resumen

Se disend un algoritmo numérico para emular la difusién mediada por una superficie
esférica. Esto se hizo con la intencion de estudiar el movimiento browniano del fosfatidil
inositol PIP(3,4)2 a lo largo de la membrana celular, que localmente se expresa con dos
coeficientes efectivos de difusién: en escalas de 230nm, Dy = 5,4 um?/s, mientras que en
escalas de 750 nm, D.; ~ 1 ym?/s. Esto ha sugerido (y reconocido mayoritariamente), que en
la membrana celular subyace una red de obstéculos (otras proteinas) que limitan la difusién.
Nos dimos a la tarea de encontrar escenarios numéricos (usando la ecuacién multivariada de
Langevin), en los que la difusién emulara la que se da en estos sistemas bioldgicos; volvimos
cuantitativa la busqueda de la relacién que hay entre propiedades fisicas de los obstaculos, su
densidad o(n, a), como funcién del nimero total de obstaculos n y su area a, y el coeficiente
efectivo de difusiéon D.;. Encontramos la densidad caracteristica (o ~ 0,441523) de estos
obstéculos (distribuidos uniformemente) que disminuyen el coeficiente de difusién efectivo
en el rango de valores medido.
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Abstract

We designed a numeric algorithm to simulate diffusion when is restricted to the surface of
a sphere. We did that with the intention of studying the brownian motion of PIP2 through
the cell membrane. This motion has different diffusion coefficient depending on the scale of
resolution: in neighborhoods of size around 230 nm the diffusion coefficient is D = 5,4 um?/s,
while in neighborhoods of around 750 nm the diffusion coefficient is D ~ 1 ym?/s. We know
that this is due to certain obstacles which PIP2 finds in its way. We addressed the question of
what obstacles density might decrease the rate of diffusion in this range. We used multivariate
Langevin and Fokker-Planck equations. We found one particular value for this density (o ~
0,441523), when the obstacles have an uniform distribution.
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Introduccion

En este trabajo nos centramos en el movimiento browniano restringido a la superficie de la
esfera y consideramos este movimiento en presencia de obstaculos. La motivacion del trabajo
se encuentra en ciertos sistemas biolégicos. En esta introduccién respondemos esencialmente
a tres preguntas: qué vamos a estudiar, acotamos el problema; por qué es importante, lo
ponemos en contexto; y cémo nos aproximamos al problema, la metodologia. Para ello, en
la primera parte explicamos por qué es importante estudiar el movimiento browniano en
general y por qué nos restringimos en particular a la superficie de una esfera y, ademads, en
qué contextos biolégicos especificos encuentra aplicacién. En la segunda parte explicamos
someramente como nos aproximamos al problema y cémo estd estructurada la tesis.

Motivacion

PIP2 t=1.770465136s

Y (107! zm)

0 20 40 60 80 100
X (107! um)

Figura 1: Imégen de un macréfago tomada de [9] y una simulacién reportada en [19] de lo que
pasa en su membrana celular durante el “senso direccional” de la quimiotaxis. En los anillos que
se muestran, PIP2 ha sido consumido mas debido a un estimulo externo amplificado. Es en estas
regiones que se producen protuberancias como la de la imagen del lado izquierdo, las cuales la
célula utiliza para moverse.
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Figura 2: Imagen tomada de [2I] en la que aparecen células Dictyostelium Discoideum sensando
el gradiente externo de cAMP, generado por la pipeta que se encuentra en el punto rojo. Estas
células han sido inmovilizadas usando una hormona especifica para ello. En las regiones donde el
verde es mas claro, que claramente apuntan en su mayor parte hacia la pipeta, se caracterizan por
ser regiones donde se ha consumido més PIP2. En estas mismas se formarfan protuberancias como

la de la figura[I] si no se hubieran inhibido.

Quimiotaxis

Algunos organismos unicelulares pueden deformar su membrana celular y utilizar este
recurso para moverse (ver figura |1| o el enlace para el material complementarioE[). A este
movimiento celular dirigido se le denomina quimziotaxis.

La quimiotaxis también es fundamental para la conformacion de estructuras celulares méas
complejas o pluricelulares. Por ejemplo, es indispensable cuando nos formamos en el ttero,
ya que permite la migracion y organizacion de los diferentes componentes unicelulares. Esta
facultad de moverse, ademas, permite a algunos organismos realizar multiples tareas que
van desde la fecundacién del évulo por el espermatozoide, hasta la neutralizacién de virus y
bacterias por los macrofagos y neutréfilos de nuestro sistema inmunologico.

A pesar de haber sido reconocida esta facultad en organismos unicelulares hace mas de
30 anos, y de reconocer su importancia en la salud humana: hasta el momento no sabemos de
manera completamente satisfactoria como ocurre esto a nivel molecular. Este trabajo forma
parte de un esfuerzo; en ese contexto, por entender mejor estos mecanismos moleculares, que
coordinados permiten a la célula moverse y “colonizar” el espacio.

Se suele entender a la quimiotaxis como la coordinacién de esencialmente tres mecanismos
independientes pero relacionados:

INew microscopy technique lets you watch single-cell wiggles


https://www.youtube.com/watch?v=HPi6unqMbYA&index=2&list=UUv0aU2eKry3kdSTnFa8QAWA
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Figura 3: Imdgenes publicadas en [28] que representan geometrias que podria tener PIP2 (pro-
tefna en verde), integrado al citoplasma de la parte interna de la membrana celular (representada
como una bicapa de lipidos en blanco), en el que puede moverse como una particula realizando
movimiento browniano. La parte superior corresponderia al medio intracelular. El coeficiente de
difusién para este fosfolipido es 1um?/s [32]. En [31] se describe minuciosamente acerca de las
técnicas experimentales utilizadas para el registro de esta difusién en el plano de la membrana
celular.

e Senso direccional: mecanismos en los que se mide el gradiente de concentracién ex-

terno de algin componente de senalizacion, por ejemplo cAMP para Dictyostelium
discoideum (figura [2)).

e Polarizacion: mecanismos en los que se amplifica el gradiente externo debido a acoplar
(no linealmente) ciertas reacciones quimicas de ciertas enzimas, por ejemplo PI3K y
PTEN, con procesos de difusiéon para ciertos mensajeros como PIPQH (figura , lo
que se traduce en una sensibilizacion local para la polimerizacion o transiciones de fase.

e Formacién de seudépodos: mecanismos en los que se forman subestructuras dindmicas
de actina y miosina (figura|d)), pero que guardan cierto grado de independencia, porque
se les considera como cierto tipo de osciladores.

Las deformaciones en la membrana se deben a tensiones y esfuerzos que se generan al unir dos
regiones distintas con polimeros o estructuras de actina-F y moléculas transmembranales. Se
ha observado que los lugares donde se desencadenan estos procesos de polimerizaciéon de la
actina; en algunos organismos, estan enriquecidos con PIP3, producto de PIP2 después de un
proceso de fosforilacion en el que interviene la enzima PI13k. Ademaés, PIP2 se puede mover en
el plano de la membrana celular. Debido a que PIP2 juega de algiin modo un papel relevante
en el contexto de la quimiotaxis, y éste tiene la facultad de moverse: algunas investigaciones se

2PIP2 es la abreviatura para el fosfatidil inositol (4,5) bifosfato, que en inglés se suele abreviar
PtdIns(4,5)Ps.
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Merge Merge

= GFP-TipAct + GFP-TipAct

Figura 4: Imégenes publicadas en [27], en las que se puede observar la dindmica en la que los
monoémeros de actina-F forman estructuras complejas de las cuales la célula se aprovecha para
moverse en el medio extracelular. Al parecer los vértices de estas estructuras se forman, en algunos
contextos, desencadenadas o senalizadas por el fosfolipido PIP3 que es un producto de PIP2 des-
pués de un proceso de fosforilacion. Este se comporta, ver figura [5, como una particula realizando
movimiento browniano en dos dimensiones.

han centrado precisamente en su movimiento, por ejemplo [10] es un elemento representativo,
del cual partimos, y es la razoén por la cual nosotros investigamos acerca del movimiento
browniano como el mecanismo de la difusién de PIP2.

Difusion en el contexto de la quimiotaxis

La difusion de PIP2 se da en la membrana celular. Se sabe que la membrana celular
es una bicapa de lipidos [37], en la cual se encuentran proteinas que se pueden mover en
este plano, y que el movimiento es, segun lo reportado en [10], de tipo browniano para Cy3-
DOPEﬂ y una familia de fosfolipidos, dentro de los cuales se encuentra PIP2. Sin embargo,
curiosamente, el desplazamiento medio cuadratico depende de la escala en la que se “resuelva”
este movimiento. En una escala de 230 nm, el movimiento se manifiesta con un coecifiente de
difusién de Dy = 5,4 yum?/s. Mientras que, en una escala de una micra (1 um), se manifiesta
con un coeficiente efectivo de D,y ~ 1 um?/s, esta diferencia a sugerido insoslayablemente
que existen obstaculos que limitan la difusién de estos fosfolipidos (ver figura [5)).

Los numeros que reportaron fueron generados a través del analisis de imagenes para
cierta secuencia de tiempos. Lo que se tiene para inferir el desplazamiento medio cuadratico
después de un intervalo de tiempo At,, = ndt

3De sus siglas en inglés para “1,2-dioleoyl-sn-glycero-3-phosphoethanolamine”. El comportamiento, en lo
que respecta a la difusién, es muy similar entre fosfolipidos. Los valores en escalas del orden de una micra
para PIP2 son los mismos.
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Figura 5: Imagen tomada de [I0] en la que se muestra la evolucién de la trayectoria de los lugares
visitados por un fosfolipido con una resolucién temporal del orden de los microsegundos us. La
resolucion es a nivel macromolécula individual. Los diferentes colores representan regiones en donde
se comporta como una particula browniana restringida a dos dimensiones; la membrana celular. En
este caso, dentro de estas regiones tendria un coeficiente de difusién de 5.4pm?/s; sin embargo, en
escalas de las micras, en realidad tiene un coeficiente efectivo de difusién de ~ 1,0 um?/s.

N—-1-n

L S {laG6t + nbt) — 2O + [y(iot +nt) — y(is)P}

En donde N es el total de instancias que se analizaron, en este caso, entre lapsos de 0t = 25 us,
y posicion inicial jét.
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Por qué la esfera S?

Utilizamos la superficie de una esfera por dos razones. La primera es que los organismos
unicelulares que pueden realizar quimiotaxis, bajo ciertas circunstancias particulares, adquie-
ren precisamente esta forma [21]. La segunda razén, es que aunque no siempre la adquieran
de manera natural o espontanea, podemos cancelar las deformaciones que presentan utili-
zando una hormona especifica para esto [24]. Esto es, conocemos una hormona especifica que
las inhibe. Por otro lado, aunque la difusiéon no fuese realmente en una esfera, contemplar la
difusion en espacios con estructura intrinseca o curvos, en el que la esfera es uno de los dosf_f]
casos mas “simples” en dos dimensiones, es intrinsecamente interesante. El caso mas general
serfa considerar el movimiento browniano, como mecanismo microscépico de la difusion, en
variedades diferenciales para poder describir todos los escenarios o deformaciones de una
membrana celular, en los que se difunden estos mensajeros. En las referencias [34] y [36] se
tratan de abordar éste y otros problemas relacionados. En [39] se aborda de manera més
formal y abstracta el caso de la difusion en la 3-esfera.

Por dltimo, elegimos el radio de la esfera como unitario, R = 1, porque esto simplifica
mucho las operaciones algebraicas y los calculos numéricos. Sin embargo, en algunos con-
textos es necesario reescalar las unidades de tiempo, de tal manera que los desplazamientos
sobre esta esfera unitaria S? sean equivalentes a los fisicos.

Plan de tesis

El objetivo principal de la tesis es encontrar la relacion que existe entre la densidad
de cierto tipo de obstaculos y el coeficiente de difusion efectivo. Para ello, el trabajo esta
dividido en cuatro partes.

La parte [I] esta constituida por dos capitulos. En el capitulo [I| se aborda el lenguaje
matematico en el que se describe al movimiento browniano. Consideramos que éste es el
mecanismo microscopico de la difusién. En este capitulo se deducen una serie de ecuaciones
dindmicas para las funciones que describen las variables fisicas relevantes; naturalmente,
la velocidad y la posicion de la particula browniana. Desde la perspectiva de los procesos
markovianos continuos: la aproximacion es la mas general posible y en ella se definen todos
los conceptos que tocamos en la tesis. En el capitulo [2| consideramos el escenario mas simple:
la difusién sobre la superficie de una esfera sin obstaculos y encontramos la solucién analitica
para la ecuacion dinamica que describe este fenémeno.

La parte[[]|del trabajo contiene el desarrollo de los algortimos numéricos, y la presentacién
de los resultados obtenidos en nuestras simulaciones para diferentes contextos. En el capitulo
proponemos un algoritmo para la simulacién del movimiento browniano en la superficie
de una esfera y sin obstaculos. En el subsecuente mostramos los resultados de un ntmero
representativo de simulaciones en ausencia de campos externos para posteriormente hacer un
analisis estadistico de los resultados y compararlos con las predicciones tedricas del capitulo
2l En el capitulo [ se incorporan obstdculos en la esfera. Todos estos se definen con una
forma universal de discoE], aunque en algunas circunstancias cuando se traslapan producen

4El Toro T? = S! x St es el otro
5Esta forma puede ser definida como el conjunto Q = {(6,¢) € S?|(6 — 0p)? + sin® 0 (¢ — ¢o)? < a?}, en
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estructuras o fronteras mas diversas. Para contemplarlos, se definieron una serie de regiones
“prohibidas” o inaccesibles para las particulas. Las colisiones se consideraron de dos tipos:
elasticas, de tal suerte que el sistema no sea disipativo como si el sistema fuera un billar en la
esfera e inelasticas, las particulas quedan congeladas en la frontera cuando intentan penetrar
un obstaculo. En este contexto se busco analizar cual era la relacién entre la densidad de
estos obstaculos, y el coeficiente de difusién efectivo. Para ello se calcul6 el promedio del
coseno del angulo polar de la posicién de las particulas en el ensamble. Realizamos diferentes
simulaciones para diferentes densidades de obstaculos, y se midieron las diferentes maneras
de aproximarse al estado estacionario, de donde deducimos el coeficiente de difusion efectivo.

En el capitulo 9| se generaliza el movimiento browniano en la esfera a escenarios en los
que existe un campo externo. Partimos del caso mas sencillo en el que el campo exterior
es homogéneo en R? y constante; después consideramos campos que pueden variar més
irregularmente en el espacio, tener méas puntos singulares, y, un caso en el que variaba en
el tiempo. El analisis es cualitativo o geométrico, pero bien pudo haber sido como el de
los capitulos anteriores. En el tltimo capitulo de esta seccién, capitulo [6] estimamos los
errores (sistemdticos) que se cometen en las simulaciones al evolucionar al sistema usando
una ecuacién discreta de Langevin. Esta parte es “un poco técnica”, empero relevante, debido
a que este tipo de estimaciones no son tan comunes en la mayor parte de la bibliografia y
sin embargo son muy importantes.

La ultima parte del trabajo, parte esta constituida por una serie de secciones cortas,
en forma de apéndices. Nos parecen indispensables para una apreciacién completa de las
ideas desarrolladas en este trabajo, y se dan con la finalidad de hacerlo autocontenido. La
mayoria de lo que ahi habita son argumentos mas técnicos pero indispensables para entender
el contexto en que se da cada aproximacion y se deduce cada ecuacién dinamica. Son un
resumen por lo que se omiten la mayoria de las demostraciones; éstas pueden encontrarse en
las referencias citadas a lo largo de todo el trabajo. Todos los resultados que ahi se enuncian
son para el caso unidimensional de los procesos markovianos continuos. Ellos guiaron todo
lo que hicimos y esto es porque las soluciones globales deberian converger localmente a sus
generalizaciones en dos dimensiones, ya que localmente S? “se ve” como R? y el movimiento
local en la esfera deberia verse como el que se da localmente en el plano.

donde (6, ¢) son las coordenadas del centro del obstdculo y a un tamarfio caracteristico de estas estructuras
en la membrana celular.
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Capitulo 1

Preludio: Formalismo matematico
para el movimiento browniano

En este capitulo vamos a desarrollar algunos conceptos matematicos necesarios para des-
cribir procesos que presentan una evolucién “erratica”’ o aleatoria con ciertas caracteristicas
particulares. Tenemos como finalidad encontrar los ejes medulares en los que se pueda pre-
decir; probabilisticamente hablando, el comportamiento de estos sistemas en el que algunos
de sus componentes se asemejan a particulas con movimiento browniano. Debido a que el
movimiento browniano juega un papel central en este trabajo vale la pena hablar un poco
de los primeros intentos por describirlo y de las matematicas que se han desarrollado para
esto.

El movimiento browniano fue descrito independientemente por Albert Einstein [8], Smo-
luchowski [38] y Paul Langevin [26] iniciando el siglo XX, no obstante se aproximaron de
diferente manera. Hoy podemos entender que Einstein, en lenguaje contemporaneo, acabd
resolviendo esencialmente una ecuacion de tipo Fokker-Planck para la funciéon de densidad
de probabilidad, que en este contexto describia la posicion de la particula browniana. La
constante D en su aproximacién representaba la varianza de esta variable aleatoria X(t),
dividida entre dos veces este intervalo de tiempo D := 0% /20t. Esta ecuacién de Fokker-
Planck es a una ecuacién de tipo difusiéon 9, P(x, t|xo, tq) = —D V2P(x, t|x0, ty), que sujeta
a la condicién inicial P(x,t = ty|xq,ty) = §(x — Xg), tiene solucid

1 —|x—xg|? —
PO theosto) = o e A, (L1)
— b0

Implicito en la ecuacion anteriror estaba que la varianza en la posicion de la particula era
proporcional al tiempo transcurrido

Este resultado coincidia con las observaciones empiricas, y es uno de los primeros resultados
que soportan de manera directa la existencia de entes con dimensiones y propiedades de los
atomos y moléculas.

LAqui m es niimero de grados de libertad que tiene la particula browniana y estamos suponiendo que el
dominio no esta acotado o que las fronteras de éste no tienen influencia sobre el movimiento.
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Langevin en cambio, se concentré en la velocidad de la particula browniana V(t) y
planteé el problema “a la Newton” usando una ecuacién (aquella que lleva su nombre), que
relacionaba el cambio en la velocidad, la aceleracién, con “fuerzas externas”

d

M V(t) =~y V(E) + S T(0) (1.3)
en donde I'(t) es el ruido blanco o fuerza estocéstica y f era una constante que debia de
determinarse empiricamente. Una versiéon “moderna” de este trabajo llega a la conclusiéon de
que la varianza de la integral de este esta variable aleatoria V'(t), definida por dX (¢)/dt :=
V(t); esto es X(t), evoluciona como ((A.13))

var[X ()] = cr?[(t —to) — 27(1 — exp [~ (t — to)/7]) +

+ 5 (L —exp[=2(t — o) /7]) | ;

-
2
por lo que, para tiempos largoﬁt —to > O(1),

lim var[X (t)] = er?(t — to). (1.4)

to——o0

La constante ¢ = f/m y 7 = 7/m. Sin embargo, no quedaba claro de manera inmediata,
debido a que se usé como premisa, porqué la fuerza; resultado de la interaccién con todas las
moléculas del fluido, podia descomponerse precisamente de esa manera: un término disipativo
que modela la viscosidad del fluido, y otro término asociado a la fuerza fluctuante I'(¢),
no correlacionada en el tiempo. Por otro lado, en el trabajo de Einstein se habia evadido
escrupulosamente la velocidad de la particula browniana, por lo que su trabajo no arrojaba
luz en esta direccién Pl

Es posible, utilizando el formalismo de los procesos de Markov, demostrar que estas dos
aproximaciones son equivalentes cuando se satisfacen ciertas condiciones; ademas, se puede
entender de manera mas orgdnica, por qué ambos llegaron a la misma conclusiéon de que la
varianza en la posicién de la particula era proporcional al intervalo de tiempo “andado”.
Como quiza se sale de los objetivos principales de este trabajo justificar todos estos puntos,
hemos relegado una parte del material a los apéndices [A]

En esta primera seccion definimos algunos conceptos del formalismo de los procesos
de Markov o markovianos y deducimos algunos resultados cldsicos “elementales”. En la
siguiente seccién [1.3] utilizamos las definiciones y los resultados de la primera, para deducir
ecuaciones dinamicas para la funcién mas importante asociada a los procesos markovianos
continuos. Estas ecuaciones se denominan de Fokker-Planck, y para un escenario simple se
pueden resolver de forma explicita, lo cudl hacemos en el siguiente capitulo.

2Para intervalos de tiempo muy cortos (comparados con 7), puede demostrarse que var[X (t)] o (t —tg)3,
lo cual difiere considerablemente del resultado de Einstein ecuacién (1.2)).
3En discutimos un poco acerca de la estructura de la ecuaciéon Langevin.
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1.1. Proceso continuo de Markov

Definicién 1.1.1. Decimos que X(¢) es un proceso estocéstico real multivariado de dimen-
sion m, si existe una funcién conjunta de densidad de probabilidad P tal que

P(x,t)d"x = Prob{X;(t) € [z;,x; + dz;),i =1,...,m},

) = (I17...,J]m)j = X(tj) = Xj, y t() S tl S S tn
X(t) es una variable aleatoria real parametrizada por el

Donde X(t]) = (Xl(tj), ce ,Xm(t]>
Esto es, cada componente X;(t) de
conjunto de los niimeros reales.

Como es costumbre, ademéds suponemos que se cumple que la funciéon de densidad nunca
es negativa y que “sumadaﬁ’ sobre todo el conjunto de valores da la unidad (condicién de
normalizacion)

0 < PU(x,txp, tns .3 %0, 1), (1.5)

/ P(n)<X,t|Xn7tn;_,,;xl’t1>dmx: 1. (16)

Deduciremos la ecuacion multivariada de Langevin estandar y la ecuacién multivariada
de Fokker-Planck, ambas sirven para generar ecuaciones dindmicas para los momentos del
proceso multivariado X(t), con los cuales en la mayoria se situaciones “ordinarias”, son
suficientes para darse una idea de la evolucion del proceso.

Se puede pensar que los procesos de Markov son la primera extensién “natural” de los sis-
temas dinamicos, y aunque existe una ecuacion de Langevin y una ecuacién de Fokker-Planck
asociadas al mismo procesos markoviano continuo, en el caso de mas de una dimension, la
correspondencia no es uno a uno. Sobre esto comentaremos mas adelante.

“La notacién [p,, f(x)d™x = lima_,e fQA f(x)d™x, en donde Q4 = {x € R™ : |z;| < A/2 para i =
1,2,...,m}, y d"x = dridxs - - - dzp,.
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1.2. Ecuacién de Langevin

Para poder deducir las ecuaciones que rigen la evolucién de nuestro sistema de interés;
las ecuaciones dindmicag’] serd conveniente introducir cierta terminologfa estdndar asociada
a los procesos estocdsticos.

Definicién 1.2.1 (Proceso Markoviano continuo multivariado). Un proceso estocastico mul-
tivariado X(t) = (X1(t),..., X;u(t)) en el que

1. Los incrementos condicionados en cada componente =;(dt;x,t) = X;(t + dt) — X;(t),
dado que el proceso X tomé el valor x = (z1,...,2,) € R™, en el tiempo t, sdlo
depende de dt, x y t.

2. La dependencia de =; en sus argumentos es suave; esto es, las funciones de probabilidad
que describen a esta variable aleatoria, tienen una dependencia continua diferenciable
con respecto a estos parametros.

3. Para todas las parejas posibles de valores de x € R" y de t € R

lim =Z;(dt; x,t) =0,
dt—0

4. Z; tiene primer y segundo momento bien definidos (son finitos),

se denomina proceso de Markov continuo multivariado.

Podemos demostrar que la ley de evolucién que rige a un fenémeno con estas caracteristi-
cas es la ecuacion de Langevin estdndar, y como esta ecuacion sera uno de los pilares para
motivar nuestras simulaciones numéricas, lo enunciaremos formalmente como un teorema y
lo demostraremos sin demasiado rigor matemaético.

Teorema 1.2.1 (Langevin). Si X; es la componente de un proceso multivariado que satisface
las cuatro condiciones enunciadas arriba, entonces cada componente satisface la ecuacién
multivariada estandar de Langevin

Xi(t+dt) = X;(t) + A[X(t), t] dt + ibij[X(t), tIN; () (dt)V? i =1,...,m. (1.7)

En donde dt € (0,¢€), € > 0, las m funciones N;(t) son funciones normales unitarias N(0, 1),
estadisticamente independientes y no correlacionadas en el tiempo; esto es, (N;(t) Ni(t') =
di0(t—t'), y A; y b;j son funciones diferenciables de sus argumentos, para cadai = 1,...,m.
Mas arin, las funciones definidas através del conjunto {b;;}7"_,, de m? funciones

DiX(t), ] = > bLX(t),t]; i=1,...,m, (1.8)

Lo que sigue a continuacién es material estdndar y puede encontrarse por ejemplo en [16].
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y
Clj [X(t)vt] = Zbik[X<t)?t]bjk[X(t)vt]v i < .7 = 17 , M, (1 9)
satisfacen :
0 < D;[X(t),t]; i=1,....m, (1.10)
' C’%[X(t),t] < Di[X(t),t] - D;[X(t),t]; i<j=1,...,m. (1.11)

Demostracion. Dividamos al intervalo de tiempo [¢, t+dt] en n subintervalos de igual longitud
dt/n definidos por la particién

dt
ty=t+k—, k=0,...,n. (1.12)
n

Entonces, podemos escribir a los incrementos condicionados en cada componente como

= ZXi(tk) — Xi(tr—1)

= Y Xilthos +dt/n) — Xi(te)
k=1

= Z Ei [dt/n;xx_1, te—1]
=1

Zildt;x,t] = Eik [dt/n;x,t] + o(dt)
k=1

La ultima igualdad se denomina condicion de auto consistencia. En esencia, expresa el hecho
de que debiese ser lo mismo, estadisticamente y al menor orden en dt, aplicar la forma
de actualizacién una vez de t a t + dt, que aplicarla n veces en los n subintervalos de
forma iterativa con un “impulso” de tamano dt/n. La dltima igualdad es consecuencia de
que el proceso es continuo para todos los valores de (x,t), por lo que podemos aproximar,
tanto como queramos, X(;) ~ X(t) = x, si hacemos suficientemente pequeno el parametro
dt € [0,€); 0 < e. Entonces las Z;; son n copias de la misma variable aleatoria, y estas n
copias son estadisticamente independientes debido a que ocurren en diferentes intervalos de
tiempo y el proceso, por definicién, no tiene memoria.

La siguiente fase de la demostracion consiste en invocar a la conclusién del teorema del
limite central, para concluir que =;[dt; x, ] tiende; de manera asintética, a una distribucién
normal. Subsecuentemente, sabemos que el primer momento de esta distribucién normal es n
veces el promedio que tienen las n copias Z;.[dt /n; x, t], al igual que, por ser estadisticamente
independiente, la varianza de esta distribucién normal, es n veces la varianza de esta misma
variable aleatoria, esto es
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n n

(Eildt;x 1) = OO Zaldt/msx,t]) = (Suldt/n;x,t]) = n- (Eidt/nix,1]),  (1.14)

k=1 k=1

Var (Z;[dt; x, t]) = Var (Z Eikldt/n; x, t]> = Z Var (Ei;[dt/n; x, t]) = n-Var (Z;[dt/n; x, t]) .
k=1 k=1

(1.15)

Al ser =Z; diferenciable con respecto a sus parametros, en particular con respecto a dt, esto

sOlo puede ocurrir si estas funciones dependen linealmente; esto es, si son proporcionalesﬁ a
dt

(Zi]dt; x, t]) = Ai[x,t] dt, (1.16)

Var (=;[dt; x,t]) = D;[x, ] dt. (1.17)

Para calcular las correlaciones entre los incrementos en diferentes componentes del proceso
multivariado, necesitamos senalar que los incrementos que ocurren en diferentes intervalos
de tiempo (k # 1); 2 y =i, son estadisticamente independientes. Si un par de sumas de
variables aleatorias X = ), X, y Y = ), Y], en el que las variables son estadisticamente
independientes si k # [, se cumple que

Cov(X,Y) = Cov (Z&Z%) (1.18)
- () - () ()
LYY Y Y
= ifjum—&k;w
S Cor( i
S o

Lo cual implica en nuestro contexto

Cov(Z;[dt; x, t], Z;[dt; x,t]) = Z Cov(Z[dt/n;x, t], Zjk[dt /n; x, t]) (1.19)
k=1
= n-Cov(Z;[dt/n;x,t],E;[dt/n; x,t]),

SEl argumento tiene que ver con una serie de lemas “elementales” de anélisis matematico.
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por lo que las covarianzas entre los incrementos condicionados (Z;), de las componentes del
proceso (X;(t)), también son proporcionales a dt

Cov(Z;[dt; x, t], Z;]dt; x,t]) = Cy(x,t)dt i <j=1,...,m. (1.20)

Las funciones D; ([1.17) siendo una varianza, y C;; (1.20)) siendo una covarianza; ademas,
tienen que satisfacer, debido al teorema del rango de la covarianza

0 < Di(x,t) parai=1,...,m, (1.21)

Ch(x,t) < Di(x,t) - Dj(x,t) parai < j=1,...,m. (1.22)

Lo tnico que falta es demostrar que estas m(m + 1)/2 funciones D; y C;; pueden ser expre-
sadas como en (1.8]) y (1.9), sélo queda demostrar que; en efecto, las funciones b;; satisfacen

Z birbjy - Z bubji < Z by Z b
k=1 =1 k=1 =1

Pero esto se consigue de manera casi inmediata si se observa que

m m
0< Z [bis bjr — bjs bir]”.
s=1 r=1
Esto en palabras implica que todas las funciones continuas diferenciables con respecto a x
y a t, que satisfagan las condiciones (|1.10| ) y (1.11)), pueden ser escritas como sumas de
productos del conjunto {b;;(x,%)}. Entonce los incrementos condicionados tienen la forma
analitica

Sildt;x, t] = Aylx 1] dt + > bi[x, ] Ny(t) dt'/?, (1.23)

j=1

Como x es el valor que tomé el proceso X(t) al tiempo ¢ se induce una dependencia funcional
explicita en el propagador = en el proceso X(t). Si usamos la definicién de los incrementos
condicionados o propagadores del proceso, llegamos a la ecuacion estandar de Langevin, por
lo que queda demostrado el teorema.

m

El conjunto {b;;(x,t)} tiene m? funciones, y el conjunto de las funciones D;[x, t] y C;;[x, t]
sélo tiene m(m + 1)/2 funciones, existen m(m — 1)/2 més funciones de las necesarias, por lo
que este conjunto no es unico, y habra conjuntos diferentes de funciones b;;[x, t] que generen
los mismos incrementos condicionados para el proceso; generen estadisticamente la misma
evolucion, o, dicho en otras palabras, representen el mismo proceso continuo de Markov. Sin
embargo, esto quiere decir que cuando m > 1 existen “diferentes” ecuaciones de Langevin
asociadas al mismo proceso, por otro lado, para cada conjunto de funciones Ag[x,t], Dy[x, t]
y Ci;[x, t], que satisfagan y , s6lo existe una ecuaciéon de Fokker-Planck asociada
al mismo proceso, por lo que la correspondecia entre ellas en més de una dimensién; a pesar
de describir el mismo proceso, no es uno a uno.
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La estructura de la ecuacion de Langevin, escrita de esa forma estandar es una receta
de actualizacion para las componentes del proceso X(t), por lo que se puede utilizar como
algoritmo numérico para simular; computacionalmente, la evolucién de un proceso con las
caracteristicas particulares definidas mediante sus funciones Ay[x,t], Di[x,t] y Cyj[x, t].

1.3. Ecuacion de Fokker-Planck

A la funcién Z;[dt; x,t] en (1.2.1), el incremento condicionado en cada componente del
proceso, se le suele denominar el propagador de la componente X;(t) [12]. Estos propagadores
estdn descritos por una funcién conjunta de densidad de probabilidad

[[[ldt: x, 1] d™¢ = Prob {Ei[dt; x, 1] € [, & + d&) i = 1,...,m} (1.24)
dado que X(t) = x.

Todo el esfuerzo del formalismo de los procesos estocasticos se centra en la siguiente
cuestion: si sabemos cudl es el estado o configuracién de un sistema de interés, y cual ha
sido la historia de estos estados o configuraciones; esto es, su pasado: cuél es el espectro de
posibles evoluciones que el sistema puede seguir, y con qué probabilidad se darda cada una

de ellad’ .

En este contexto nos gustaria saber como se va a comportar en el tiempo la funcion
que relaciona las probabilidades de estar en cierta configuracién en algtin tiempo especifico
(x,t), dado que en un tiempo anterior se tenia una cierta configuracién particular (xg,tp).
Esta cuestion es un poco menos ambiciosa que caracterizar todas las maneras de llegar de una
configuracion a otra. Debiese estar claro que la propiedad de Markov simplifica enormemente
la cantidad de funciones que necesitamos para describir al proceso. Para saber cémo es esta
funcion, nos gustaria saber qué ecuacién de evolucion satisface

P(x,t|xo,tg) = Prob{X(t) € [x,x + dx) dado que X(ty) = Xo}, (1.25)

en donde
[x, X + dx) = [x1, 21 + dx1) X [29, 29 + dz3) X -+ X [Ty, Ty + dpy).

Para responder esta pregunta, necesitamos desarrollar un poco mas el formalismo de los
procesos de Markov. Primero necesitamos sefialar que existe una relacién fundamentalf| entre
la funcién conjunta de densidad de probabilidad para el propagador [[(£|dt; x, ), y la funcién
conjunta de densidad de probabilidad condicionada para el proceso X(t); P(x, t|xo,to), que
dice

[Tldt; o, t0) = P(x + &, + dt[xo, to). (1.26)

"Para una discusién muy clara en relacién al problema mateméatico general que se presenta en los procesos
estocdsticos vedse [17].

8Se sigue simplemente de la definicién de ambas funciones, ya que si Z[dt;x,t] € [&,& + d€;), dado
que X(t) = x, como tenemos E;[dt; x,t] = X;(t + dt) — X;(¢) (es su definicién), se sigue que X;(t + dt) €
[ + &, i + & 4 d&;).
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Ademads, una manera alternativa de definir a los procesos markovianos es decir que satisfacen
la denominada propiedad de Markov. La independencia estadistica de X(¢) en su pasado,
implica que la propiedad de Markov se enuncie a veces como

PO(X X, ;o5 %1, 1) = PO (X, %0, tn) = P(X, t|Xn, tn) (1.27)

En palabras dice que la probabilidad de observar alguna configuracion en particular, dado
haber registrado toda una serie de observaciones; n observaciones, es igual a la probabilidad
de solo haberla observado en la anterior inmediata. Esto es, no podemos optimizar nuestras
predicciones del sistema, atin conociendo algo de su pasado ademés del estado actual. Esta
propiedad es el andlogo de los sistemas dindmicos en el que la ley de evolucion es local;
s6lo necesitamos conocer el estado del sistema alrededor de una vecindad del presente, para
saber como evolucionara. La diferencia aqui es que estos sistemas no cumplen la propiedad
determinista [2].

Usando la ley de multiplicacion y la condicién de normalizacion , podemos calcular la
probabilidad de que el proceso esté en una vecindad del estado (x3, t3), dado haber estado en
el estado (x1,t1), como la suma o integral de pasar por todos los posibles estados intermedios
en un tiempo t, figura , con t; <ty < i3

m

P(x3,t3|x1,t1) = / P (x9, ta]x1,t1) - PP (%3, t3]%2, a3 X1, t1) A% (1.28)

Si ademds usamos la propiedad de Markov (|1.27)), se deduce la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov

P(xs,t3]x1,t1) = / PW(xy, tafxy, t1) - PY (x5, t3[%s, t2) d"xs
= / P(X37t3|X2,t2) . P(Xg,t2|X1,t1)de2. (129)

Esta ecuacion puede ser reescrita de dos maneras de las cuales se pueden generar ecuaciones

dindmicas para P(x, t|Xg,ty). Ahora, para este fin tenemos dos opciones: variar las condicio-
nes finales (x, t), manteniendo la condicién inicial fija (xg, to), o dejar fija la condicién final y
variar las condiciones iniciales. Para el primer caso; figura (a) en , la ecuacién especial
multivariada de Chapman-Kolmogorov dice

P(x,t + dt|xq, tg) = / P(x,t+dt|lx — &, t) - P(x — &, t]x0,t0) d"E. (1.30)

m

Para el segundo caso; figura (b) en (1.2), la ecuacién especial multivariada de Chapman-
Kolmogorov dice

P(X,t|X0,to) = / P(X,t‘Xo + g,to + dto) . P(Xo + 5,250 + dto‘Xo,tQ) dmf (131)

m
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Figura 1.1: Diagrama en el que se descompone la probabilidad de ir de la configuracién (x1,¢1), a la
configuracién (z3, t3), pasando una configuracién intermedia (x2, t2), para todos las posibilidades del
estado intermedio. Se presenta el caso de un espacio uno dimensional; sin embargo, la generalizacién
a espacios euclidianos de dimensiéon m, es inmediata. A esta relacién que se sigue de la ley de
multiplicacion para las probabilidades, la condicién de sumabilidad o normalizacion, y la condicién
de Markov, se le denomina ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov.

Si definimos la funcién f(x) de la siguiente manera
f(x) = P(x+&,t+ dt|x, t) P(x,t|xo, to), (1.32)
el integrando en , es igual a esta funcién evaluada en x — &; esto es
f(x—=¢&)=P(x,t+dt|x —&,t) - P(x— &, t|xo, o).

Si suponemos que podemos expandir a esta funcién en su serie de Taylor alrededor de x; y
ademas, que esta serie converge de manera uniforme

P(x,t + dt|xo,t)) = / Px+ &t + dt|x, £) P(x, t|x0, to) d™¢ + - -
o™

o0 n 1
"'+/mz Z k;l...kmlg)klxl...akmxm["'

n=1 ki,km=0 L
ki++km=n

e P<X + 67 t+ dt|X7 t)P(X, t’XQ, tO)] (—fl)kl . (_gm)km dmé-

Uno de los dos términos de la primera integral del lado derecho no depende de &, asi que,
como una constante, lo podemos sacar de la integral, ademés debido a las condiciones de

normalizacion; ecuacién (|1.6)), esa integral integra a uno; esto es
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(b) Dindmica del limite inferior “Backward”

(a) Dindmica del limite superior “Forward”
Figura 1.2: En estas figuras se muestran las variables de estado para las condiciones iniciales (g, to);
intermedias (x — £, t) para un caso, (xg+ &, to + dtg) para el otro caso; y finales (x,t + At) para un
caso, (x,t) para el otro, en los dos casos especiales de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

1
Plx.t+ dtfxo. o) — P(x,t|x0,t0)/ P(x + . 1) d™¢ + - -
a 1 o™

_+_/R Z Z kllkm‘aklxlak"Lxm[

" n=1 ki,...,kmn=0

o P(x 6t dEx, 1) P(X, tx0, to)] (=€) -+ (=€) d™E

Restando P(x,t|x,ty) de ambos lados de la igualdad y dividiendo entre dt
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P(x,t 4 dt|[xo,to) — P(x,t|xo, ) Z Z 4 , )
dt = . _ akll»l...akmxm dtkl'km'
kli li-]:an_n

x /m(—&)’“ o (&) P(x A+ &t + difx, t) dTE -

P(X, t’XO, to)] .

Ahora, si tomamos el limite cuando dt tiende a 0; suponiendo que existe, y definimos las
funciones B,S:)ka (x,t) como los limites de las integrales

1 1
(n) k1 ... km m
Bkh_“’km(x, t) = C}gmo Gl Jen & EmP(x+ &t + dt|x,t) d7E, (1.33)

podemos reescribir la dltima igualdad de las ecuaciones anteriores como

OP(x, t[x0, to) o
Ore et 3 z - B, O OPOc o 10)] (134

n
( ) k'lx “ e kml' LA
n=1 kq,..k 9 1 9 m
k14 +k
Este conjunto infinito de ecuaciones parciales se denomina las ecuactones de Kramers y
Moyal hacia adelantﬁ. A las funciones BIET)“__km (x,%), se les suele denominar la enésima
funcion conjunta de los momentos del propagador

Bldt; x, t] = (E1[dt; x,t], ..., Ep[dt; x, t]). (1.35)

Como mencionamos antes, podemos encontrar ecuaciones dinamicas para la funcién con-
dicionada P(x,t|xg, to), pero ahora para la dindmica que tiene el limite inferior; manteniendo
el superior fijo. Para ello definimos a h(xg) como

h(xg) = P(x, t|xq, to + dto) (1.36)

Entonces, el primer factor del integrando en (1.31)) es igual a h(x¢ + &). Expandiendo en su
serie de Taylor (haciendo las mismas suposiciones para esta serie que las que se hicieron para
f) llegamos a la siguiente secuencias de expresiones

P(x,t|x0,t9) = / P(xo + &, to + dto|xo, to) P(X, t[x0,to + dto) d™& + - - - (1.37)
> = P(XO + é, t() + dtolXO, tg) 8(71)

n=1 ki,....km=0

.P(X7 t|X0, t() + dto)] fl e qum dmg

9El nombre fue acufiado en Inglés forward Kramers-Moyal equations, y “hacia adelante” hace alusién a
que la evolucién temporal es hacia el futuro a partir de una cierta condicién inicial.
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La primera integral, integra a uno debido a la condicién de normalizacién; ecuacién (1.6]),
en la funcién P(xo + &, to + dto|xo, to)

1
P(X, thO, to) = P(X, t|X0, to + dto) / P(XO + t0|X0, to) dmf + - (138)
..+/ N i P(xo + &, to + dto|xo, to) o [
R™ 721 ke 0 kil .. km' 8k1x0k1 . 3km$0km o
n=1 ki,..km=

kit +km=n
P(x, X, to + dtg)] & - - - €Fm d™e.

Restando de ambos lados P(x, t|xq, to+dty), dividiendo entre dt, y tomando el limite cuando
éste tiende a cero, llegamos a lo que se conoce como las ecuaciones de Kramers y Moyal hacia
atrds

OP(x, tX ,to) o™
- | - Z Z By 1, (xo, to) [P(x,t|x0,to + dto)] ,

O agy, ... 0km
=1 k1, =0 01 OFm
ki+-+km=n

(1.39)
en donde; analogamente al caso anterior, las funciones B I(;:)km (x0,t0) estan definidas por
1 1

Bg) &, (X0, T0) = d10—>0 diokrl - ol Jeem Eh gk P(xg + € o + dto|xo, to) d™E. (1.40)

Ahora nos viene muy bien el esfuerzo de abstraccién realizado en la seccién anterior, puesto
que podemos expresar “explicitamente” las funciones B( n) o (x,t) y B,(ﬂ) o (xo,to) para
un proceso de Markov continuo multivariado. Esto se 81gue directamente de la relacién ([1.26) -

1 1

(n) B 1 . i
By ok, (x1) = lm — T 5 R P(x €t + dt|x, t) d™E
= ! 1 ki Em . m
T Tl Jen LTS [1€lat;x,t) am¢ (1.41)
1 1
= lim ——«— E’fl[dt;x,t]---E’fnm[dt;x,t]>

dt—0 dt kl km !

(n) SR P ki ghm m
By ko (x0,t0) = dl(lglo dto Tl ol Jeem $) & P(x0 + &, to + dto|xo, to) d™E
1 1
—  lim — ki, .. ghm . m 1.42
A T Tl ol Jen &1 [[(ldtsxo. to) e (1.42)
o1 1 —k -
= lim T R <:]f [dto; o, to] - - - Z5m[dty; xo, t0]>

dtog—0 dto kl' .o km
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Echandole un “ojaio” a la ecuaciéon de Langevin , podemos deducir que para cuales-
quiera funciones diferenciables, las integrales en las funciones B,(C?)km (x,1), seran al menos
del orden O(dt*?), por lo que al ser divididas por dt y tomar el limite cuando éste tiende a
cero se anularan, en resumen

------

By (k) = q 0k ’ (1.43)
e B((),.)..,l, ..,I,O(Xv t) - Cw X, ]a
B]EZT) km(Xat) =0 3<n
andlogamente
B(,l) j=1,. 0<X07t0) :Aj[X(),t()],
BY to) = Dy(x0,t
BIE:?) . (XO’ tO) — (2),...,k:2,...,0(x07 0) k(x()v 0)7 (1‘44)
o Bo,...,i:1,_..,j:1,...,o(XOatO) = Cjj[x0, to),
BIE:T)km (x0,t0) =0 n > 3.

Naturalmente se tiene que cumplir que k; + ko + - -+ + k,, = n. Entonces las ecuaciones
de Kramers y Moyal hacia adelante se reducen a las ecuaciones de Fokker-Planck hacia

adelantd™

aP<X,t‘X0,t0) m 0 1 m
T = - ; a—xk [Ak[x, t]P(X, t|X0,t0 :| 5 kz:: i |:Dk; X, t P(X7 t|XO)t0) +
m 82
—}—Z; M |:CZ] [X, t]P(X, t|X0, to)i| , (145)
1<j

y las ecuaciones de Kramers-Moyal hacia atras se reducen a las ecuaciones de Fokker-Planck
hacia atrds

aP(X thQ,tO 1 m o2
= ZAk xa,to [P(X,t\Xo,to)] +3 ;Dk[xﬁato]aTgk [P(x,t\xo,to)} +
82
- ”2::1 Cij[xo, fo]m [P(X, t]xo, to)} : (1.46)
i<j

1.4. Procesos temporalmente homogéneos

Usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (1.29), y la relacién fundamental entre
II(&|dt; x,t) v P(x,t|x0, %), podemos deducir que P debe de satisfacer para cualquier Aty
cualquier valor de o € (0,1)

0En [I1, cap.5] puede encontrarse una discusién més extensa al respecto de las ecuaciones de Fokker-
Planck y de su deduccién a partir de las ecuaciones de Kramers y Moyal, al igual que sus aplicaciones a las
ciencias naturales.
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Px+&t+ Atfx,t) = / P(x + &t + Atfx + &1, + aAt) P(x + &, + altfx, t) d"&

= / P(X+€1+f—§1,t+OCAi+(1—0&)At|X+fl,t+OéAt)-
P(x+ &, + alt]x, t) d"&. (1.47)

Ahora, si tomamos el limite cuando At tiende a cero, y usamos la dicha relacién fundamental

(1.26)), llegamos a

T1(¢|dt; x, 1) = / TI(€ — & (1 — a)dt; x + &1, + adt) TI(& |adt; x, ) A€, (1.48)

A esta ultima expresién (1.48) se le denomina la condicidn de Chapman-Kolmogorov en la
funcion de densidad del propagador. Podemos hacer ain maés si reescribimos esta tltima
expresion usando la delta de Dirac

eldtixt) = [ [ Teadtx,t) WG| - a)dtix-+ €t + ad)o(¢ - & - ) d"6ad"6
(1.49)

y miramos este resultado desde el punto de vista del teorema de transformacién de variables
aleatorias (RVTE[); ya que, esto implica la siguiente relacién entre las siguientes 3 variables
aleatorias

E[dt; X (1), 1] = Eladt; X(t), 1] + E[(1 — a)dt; X(t) + E[adt; X(1), 8], +adt].  (1.50)

Esta relacion dice que el cambio del proceso X entre t y t+dt, es igual al cambio sufrido entre
en el intervalo [t,t + adt], més el subsecuente cambio sufrido en el intervalo [t + adt,t + dt],
partiendo de cierta configuracién intermedia X(t) + ZE[adt; X(t),t]. Esta relacién entre las
variables aleatorias debe satisfacerse al menor orden en dt, para todo a € (0,1) y serd una

piedra angular en la estimacién del tamano del error cometido al aproximar dt en la ecuacion
de Langevin ((1.7) por At finito.

Existe una generalizacién de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov ((1.29), que nos sera
de utilidad para lo que desarrollaremos posteriormente. Simplemente es componer la misma
premisa que se utilizé para deducirla. Esta dice lo siguiente

1 Este teorema dice que si el proceso X € R™ est4 definido de manera canénica a través de una funcién de
densidad de probabilidad P(x) d"x, y el campo Y € R™ estd definido por las relaciones y; = f;(x), entonces
la funmon de densidad de probablhdad conjunta para estas nuevas variables aleatorias estd dada por Q(y) =
fRn 5(") (y — f(x)) d"x. Nétese que este resultado contiene como caso particular el teorema del limite
Central y es mas general que los cambios de coordenadas en donde es indispensable que la transformacion
sea una biyeccion diferenciable en los dos sentidos.
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P(thnlxmto) = / / P(Xn,tmxnfl,tn—l;---;X1>t1\Xo,t0)den71“‘del

n—1
" "™ i=0

La primera igualdad se sigue simplemente de la definicién de funciones conjuntas de den-
sidad, junto con la ley de multiplicacién de probabilidades, o en otras palabras el método
de condicionamiento total; y la segunda se sigue de aplicar iterativamente la propiedad de

Markov ((1.27)).

A pesar de no ser evidente a partir de la relacién , que un conocimiento de funcién
de densidad del propagador II, implica, en principio, que podemos conocer o computar P,
a partir de la cual, todo lo que es prudente preguntarse acerca del proceso X(t), puede
ser contestado. Para justificar esta aseveracion, en la ecuacion compuesta de Chapman-
Kolmogorov (1.51)), sea t,, = t cualquier valor mayor a ¢y, y dividamos el intervalo [ty,,] en
n pedazos de igual tamano (t — ty)/n, definidos por los puntos P = {to,t1,t2, ..., tn_1,tn}-
También necesitamos hacer el cambio de variable definido por

=X —Xioq; i=1,...,n—1. (1.52)

No es dificil ver que el determinante del jacobiano de esta transformacién es unitario

‘ 3(51,...,§n_1) —1

, (1.53)

3(){1, ... 7Xn71)

por lo que los respectivos elementos de volumen coinciden d™&; - - - d™&,—1 = d™xy -+ - d"Xp_1.
Ademas se cumple la siguiente relacion entre las variables “nuevas” y las “viejas”

Xi=X1+&=Xo+&al+o==x+&+ -+ & (1.54)

Ahora, si renombramos x,, = x, y definimos £, = x —x,,_1, estas modificaciones transforman
a la ecuacién compuesta de Chapman-Kolmogorov ((1.51)) en

P(x,t[xo,t) = / o / H P(xi—1 4+ & tior + (t —to) /nlxi—1, tica) d™& - d™ 6
" "=l
(1.55)

Mas aun, si suponemos que n es suficientemente grande para que podamos considerar a
(t — to)/n como un infinitésimo dt

P(X,t|Xo,t0) :/

R

s / H H(§1|dt, Xi—1, ti—l) dmfl L dmfn_l, (156)

en donde estan tomando lugar todas las siguientes consideraciones y definiciones
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ti=tia+(t—to)/n  (i=1,...,n—1) (1.57)
h=x—Xg—& = — &, (1.59)

junto con que dt = (t — tg)/n es infinitesimal. Este resultado (1.56]), implica que si especifi-
camos IT como una funcién de £ para toda x', todo ¢’ € [tg,t), y todos los infinitesimales dt,
entonces P queda determinada univocamente para todo x.

Ahora pasemos a ver qué podemos inferir de esta 1ltima relacion cuando el proceso es
temporalmente homogéneo. Decimos que un procesos markoviano continuo es temporalmente
homogéneo si la funcién de densidad del propagador IT (y por lo tanto el propagador mismo =)
no depende explicitamente del tiempo. Esto no implica que X(t) y P(x,t|xo, to), no puedan
depender explicitamente del tiempdﬂ.

No es raro encontrarse algin fenémeno en la naturaleza que sea temporalmente ho-
mogéneo, y si esta homogeneidad no elimina por completo la dependencia explicita en el
tiempo, si simplifica las cosas; ya que, si II no depende explicitamente del tiempo, la relacion

(1.56)) se reduce a
P(x, t]xo0, to) — / / [0t xi ) dmér o dme, . (1.60)

i=1
Esta ecuacién, junto con las definiciones (|1.57)), sélo involucran al tiempo a través de la
diferencia t — ty, por lo que podemos concluir que cuando X es temporalmente homogéneo,
P(x,t|x0,to) tiene la propiedad

l (:(7t|:(07t0> -Z (:(71: 750|:[070)7 (161)
y, como consecuencia, no es dificil ver que
— P(x,t|x0,tg) = ——P(x, t|xXq, to) (1.62)
X, t|X X, t|x . .
9t ) 07 0 ato ) 0? 0

Para ellos sélo basta tomar s = t — 1, tal que P(x,t|xo,ty) = P(x,s|Xo,0) y usar la regla
de la cadena.

9, 0 0 ds 0
aP(x,ﬂxo,to) = aP(x,sb{O,O) = @P@(’ s|xo, O)a = £P(X,S’XO,O), (1.63)
y de forma similar,
— P(x, t|xo, tg) = =— P(x, s|x0,0) = gP(x |x O)ﬁ = —QP(X %0, 0) (1.64)
3750 ) 0,%0) — (7750 » 51X0, - Os » 51X0, ato - Os y 51X0, .

razén por la cual, si se cumple ([1.61]), se sigue ((1.62)).

1215 situacién es similar a la que se encuentra en mecanica clasica, en donde una fuerza que no depende
explicitamente del tiempo (mX = F(x,t) = mg), puede inducir una dependencia explicita en la posicién
(x(t) = xo + vt + 1/2g(t — t0)?), o en la velocidad (v(t) = vo + gt) .






Capitulo 2

Adagio: Aproximacion analitica a la
difusiéon en la esfera

En este capitulo revisaremos de manera somera la solucién a la ecuacién de difusién
cuando ésta estd restringida a la superficie de la esfera. Aqui vale la pena mencionar que
ciertos fendmenos moleculares estan gobernado por un comportamiento que no se traduce
a la descripcién macroscépica usual para la difusion donde la concentracién que se difunde,
satisface una ecuacién de este tipo. Einstein supuso que la posiciéon de la particula podia
ser considerado como un proceso markoviano continuo, cuando las escalas de tiempo que
consideramos son grandes en comparacion a las escalas en las que colisionan las moléculas.
Es obvio que en escalas de tiempo muy cortas las moléculas, consideradas como particulas
clasicas, siguen trayectorias balisticas, y no son estadisticamente independientes dos posi-
ciones, pues en este régimen, una posicién determina la mayor parte de las subsecuentes
mientras no colisiona con ninguna otra particula o molécula.

En la siguiente seccién argumentamos un poco acerca del criterio para saber que es un
tiempo grande en relacion a esta escala, esto es, qué es un tiempo caracterictico 7 para
nuestro sistema.

2.1. Movimiento browniano en la esfera: enfoque ma-
croscopico

Para saber cuando la aproximacion al movimiento browniano a través de una ecuacion de
Langevin, es equivalente a la de Smoluchowski referimos al lector a [14], y aqui sélo comen-
tamos los argumentos principales. Estos se encuentran discutidos de manera més extensa
en los apéndices de la seccién [A] para el caso en una dimensién; esto es, para el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck en R. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck estd descrito por una ecuacién
de Lanegevin, que toma cualquiera de las siguientes formas equivalentes

e Estdndar: £[t + €] = =2 £[t] e + ¢/2N10, 1;¢] (e) /2.
e Férmula de Itto: &[t + €] = —L [t e + cM/2dW 1.

e Ruido blanco: {[t] = —L¢[t] + V2 T[t).

21
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Matematicamente hablando, Langevin resolvié una aproximacion en el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck £(t), cuando £ es la velocidad de la particula browniana, cuando el tiempo de
relajacién de éste estd dado por 7 = m/7y y la constante de difusién estd dada por ¢ =

(2KT~/m?)'/2. La solucién sin ninguna aproximacién dice (A.1.1)
cT
V(t) = N[Voexp [=(t —to) /7], - [1 — exp [=2(t — to) /7]]],

cuyo estado estacionario es

lim V() = V*(t) = N[0, .

to——o0 2

Como ademas, la mecénica estadistica demanda que en el equilibrio termodinamico, ésta dis-
tribucion debera ser la distribucién de Maxwell-Boltzman, por lo tanto se tiene que cumplir

CT_KT

2 m

Si de define la posicion X (¢) de la particula browniana como la integral de este proceso, su
varianza estd dada por

Var(X (t)) = cr? [(t —tg) —27(1 —exp [—(t — to)/7]) + %(1 —exp[—2(t —t9)/7])

entonces, para intervalos de tiempo ¢ — to > 7, se tiene Var(X (t)) = cr2 (t — to), y esto a su
vez implica que

cr? =2D.

Si 7 es muy pequefio en comparacion a la escala macroscépica pero Tc/?2 = O(1), en-
tonces V(t) = 7c'/2T(t). En ese caso su integral queda definida por el proceso de Wiener
dX(t)/dt = 7c¢'/>T(t), con funcién constante de difusién 72c. Si X (ty) = xo, podemos escri-
bir esta condicién inicial zg = N[zg, 0], y usando el hecho de que N[my,0?] + N[my, 03] =
N[my 4+ mg, 0% + 03], cuando son estadisticamente independientes, lo cual en los procesos
markovianos continuos se cumple por definiciéon para tiempos diferentes, entonces

X(t) = Nlxg,2D(t — to)].
Esta funcion de probabilidad satisface

2P (x,t|x t)—Da—QP (z,t|xg, to)
atXJ 0,t0) — 3x2X’ 0,0/,

sujeta a la condicién inicial P(xz,t = to|zg, o) = 6(x —x0). Es en este contexto que la posicion
X(t) de la particula puede ser descrita como un proceso markoviano continuo.
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2.2. La ecuacion de difusion sobre la esfera

Cuando las condiciones fisica lo permiten, las ecuaciones de Fokker-Planck de la seccion
anterior se pueden escribir de manera explicita en coordenadas esféricas [33] como

8P<7n7 97 (ba t’?"o, 607 (bO, tO)
ot

10 0
- D {ﬁ@ [7‘25 [P(r,0, ¢,t|ro,90,¢0>t0)]} +

1 ol. 0
m% {Slne— [P(ra97¢7t‘7n07907¢0at0)]:| +
1 0?

+7"2 sin? 4 8752

[P(r,9,¢,t\r0,90,¢0,t0)]}

Si ademas, nos restringimos a la superficie de la esfera de radio R

aP(T = Ra 07 ¢7t|7n0 = Ra HOa ¢07t0)
ot

1 ol. 0
- D{Rz sin 0 960 {Sme_ [P0, ¢7t’907¢0;t0)]]

N 1 o?
R2?sin% f 0¢?

[P(0, . t|0o, ¢o,to)]} :

sujeta a la condicién inicial

P(0,¢,t = to|0o, go, o) = (6 — 00)3(¢ — o). (2.1)
Analogamente para la ecuacién hacia atras de Fokker-Planck

8P<67¢7t‘607¢07t0) _ D{ 1 8 |:

sin eoi [P(9>¢at|007 ¢07t0)]:| +

Ot R2 sin 6, 00, 00,
O (0,6, 160, 6o, 1)
RQSiHQ 90 3¢(2) s s 0, ¥0,5 Lo )

fijando la posicién en algin tiempo t, mayor que tg

P(0, ¢,t|60, ¢o, to = 1) = (0 — 0) (¢ — o). (2.2)
Si no existe una direccion preferencial para difundirse, el sistema es isotropico, y utilizamos
un sistema de coordenadas en donde el punto inicial esta en el “polo norte”, esto implica que

P(0, ¢,t|00, ¢o, to) no puede depender de manera explicita en ¢, por lo que las ecuaciones de
Fokker-Planck hacia adelante y hacia atras, se reducen todavia mas

OP(0,t|00,t0) 1 9[. d
g = D ot 50 sm@ae [P(6,t60,10)]] ¢, (2.3)
OP(0, tl60,t)) 1 9. 0
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Figura 2.1: Evolucién en el tiempo de la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck (2.3)). Las
imagenes yuxtapuestas en la figura del lado izquierdo representan el area delimitada por esta
solucién, para diferentes intervalos de tiempo de tamano 28At, en donde en este caso tomamos
At = 1073, En el lado derecho presentamos la distribucién limite ¢ — oo, la linea roja marca el
valor constante 1/4m, al que se aproxima paulatinamente. Se aproximé esta solucién por la suma
parcial que contiene los primeros 500 términos.

2.3. Solucion analitica

Se puede demostrar [6, 34, [4, 22] 1], que la solucién a esta ecuacién de difusién, para
la condicion inicial de tener certeza de que la particula browniana se encontraba en el polo
norte al tiempo cero P(6,t = 0]|0,0) = §(0), estda dada por

=2 +1 nn+1)-Dt
P(6,t]0,0) = Z oD P,(cosB) exp {—%} (2.5)
n=0

En la demostracion juega un papel importante el teorema de la suma de arménicos esféricosﬂ
Naturalmente, P,(cos) en (2.18)), es el polinomio de Lengendre de orden n

1 , .
—_— -1 2.
2nn! d(cos O)" [cos*0 —1] (2:6)

La ecuacién (2.6) es la formula de Rodriguez para los polinomios de Legendre. De (12.6))
podemos obtener casi inmediatamente que el polinomio de Legendre de orden uno es la
identidad (en su argumento cos€)

P,(cosf) =

Pi(cosf) = cos@. (2.7)

Entonces, como el polinomio depende de 6, y esta es una variable aleatoria: podemos inves-
tigar sobre el comportamiendo de sus momentos, en particular sobre el promedio sujeto a la

'El teorema de la suma de arménicos esféricos [I], en este contexto, implica que P, (cos6;) P, (cosfs) =
22:1Pn(cos 7). En donde v es el d4ngulo que se forma entre los vectores con coordenadas (61, ¢1) y (62, ¢2),
respectivamente; sin embargo, aqui uno de los angulos estd asociado como coordenada del polo norte, por lo

que v puede ser considerado como el angulo polar mismo 6.
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Figura 2.2: Evolucién en el tiempo de la funcién marginal de la solucién de la ecuacién de Fokker-
Planck P(6) = OQWP(9,¢|0,0) sinf d¢. Las imdgenes yuxtapuestas en la figura del lado iz-
quierdo representan el area delimitada por esta solucién, para diferentes intervalos de tiempo de
tamano 28At. En el lado derecho presentamos la distribucion estacionaria ¢ — oo, la linea roja
marca la gréfica de la distribucién estacionaria 1/2sin 6, al que se aproxima paulatinamente.

condién inicial de estar en el polo norte § = 0 al tienpo t = 0
2m ™
(P1(6(t))|0,0) = (cos#(t)|0,0) :/ / cos @ P(6,t|0,0) R?sin 0 df d¢. (2.8)
o Jo

Sustituyendo ([2.18]) en la expresién anterior y usando la ortogonalidad de los polinomios de
Legendre obtenemos

2

——Onm, 2.9
2n+1 7 ( )

/ P,(cos®) P,,(cos ) sinf df =
0

y entonces ([2.8]) puede calcularse de forma cerrada

2w ™ o ) 1
(cos0(t)]|0,0) = / / cos 0 [Z nt P,(cosf)exp [—n(n+1)Dt/R?| | R*sin6 dfdg
o Jo

— 47 R?
= 2n+1 o [T .
= Z 5 OXP [—n(n+ 1)Dt/R?] Pi(cos )P, (cosf)sinf db
n=0 0
= 2n+1 )
— nz:% 5 eXP [—n(n +1)Dt/R ] ST 157171,
de donde se sigue inmediatamente que
(cos6(t)]0,0) = exp [-2Dt/R?]. (2.10)

Si en lugar de relacionar el promedio del angulo polar 6 como funcion del tiempo, relacio-
namos el logaritmo de éste con lo que resulta de tomar el logaritmo del otro lado de la
igualdad
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2D
log (cos 0(t)]0,0) = T t, (2.11)
obtenemos en principio una relacién lineal y entonces podremos inferir la pendiente m = —%—8

de esta recta utilizando el método de los minimos cuadrados usando los promedios de nuestro
ensamble y esta; aunque inocente, sera la clave de la manera de calcular numéricamente el
coeficiente de difusén efectivo Dy, inclusive en los caso en los que hay obstdculos. Sistemati-
camente usaremos los datos generados por un ensamble de N particulas evolucionando en
el tiempo, partiendo de la misma condicién inicial (generalmente partiendo del polo norte
en el sistema de coordenadas local), registrando el valor de 6 (y ¢) de cada una de estas
particulas y con esta informacion podremos construir el histograma de # como funcién del
tiempo (para cierta sucesién de tiempos predeterminda).

En este momento vale la pena senalar por qué no intentamos calcular (6(t)), (6%(t)), y
con estas valores la varianza. Estos valores estan dados por

2w T
(0(1)]0,0) = /ﬁu/ 0(t) P(0,t]0,0) R*sin 6 d do (2.12)
0 0
= 2nt 1 exp [—n(n + 1)Dt/R?] /7T 0(t) Py(cos@)sin b do,
n=0 2 0
y oo
(62(1)]0,0) = 2"; L exp [—n(n + 1)Dt/R?] / 02(t) Py(cos 0)sin0d.  (2.13)
n=0 0

Como no existen formas cerradas para estas dos sumas, no se puede calcular directamente o3
de forma cerrada o “exacta”. Sin embargo, esto no quiere decir que no las podamos aproximar,
pero como podemos estimar D del comportamiento de {cos #(¢)|0,0), no nos molestamos con
intentarlo; nos parece mucho mas prudente y creativo hacerlo de esta manera.

Estado estacionario de la solucion

En este momento vale la pena preguntarse acerca del comportamiento para tiempos
largos, para ello es instructivo definir la distribucién uniforme sobre la esfera unitaria como

1 ogres?
USﬂE{M Rkl (2.14)

0  otro caso.

Podemos ver que esta funcién de densidad de probabilidad satisface la dos condiciones (|1.5])
y (1.6)). El promedio o primer momento del dngulo polar calculado con esta funcién conjunta
de densidad de probabilidad <9>U[SQ], esta dado por

1 2w s .
0y = E/o /Oﬁsm@dedqﬁ
1

= —[—0Ocosf +sind|;

(2.15)

NN



2.4. Solucién aproximada parat <1y 0 ~0 27

y el segundo momento por
1 21 s
0% = — / 62 sin 6 df d¢
A Jo  Jo

1 s
= 3 [—920089+298in0+2c080}0

_ %W —4q]. (2.16)

Con estos dos valores, naturalmente, podemos calcular la varianza

7T2

o = (%) — (0)* = 7 2 (2.17)

Ahora veamos qué le pasa a la solucién aislando el primer término de la suma infinita

1 2n+1 nin+1)-Dt
P(@,t|0,0) = 47TR2 + Z W.Pn<COSQ) exp [—T] . (218)
n=1

De esta manera es facil ver que para tiempos largos, el decaimiento exponencial eliminara
las oscilaciones de P,(cosf) y

P*(6]0,0) = lim P(6,1/0,0) = (2.19)

4T R?
2.4. Solucién aproximada parat <1y 6 =0

En esta seccion encontraremos una solucion aproximada a la ecuacién en EI El pro-
blema con esa ecuacion es que tiene una singularidad en 8 = 0. Lo primero que tenemos que
hacer es entender qué pasa cuando nos acercamos a este valor. Para ello, consideremos una
ecuacion alternativa para p(,t) = 2r P(6,t) sinf

op [0 op 1
E—D {w—coteﬁ—i——step s (220)

con p(6,t = 0) = §(#). Ahora remplacemos en la ecuacién anterior las funciones por sus
primeros términos en su expansiéon de Laurent

2
@—D[ﬁp Lop 1 } (2.21)

ot~ " loer a0 "

con p(f,t = 0) = §(F). Esta ecuacién admite el siguiente grupo de transformaciones de
escalamiento

t'=p%, 0-=p0, pr=p". (2.22)
Por lo tanto, se sigue la siguiente relacién para la solucién p de (2.21])
871 p(0,1) = p(B 9, B*1). (2.23)

2El material a continuacién puede encontrarse en [35]
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1/2

En particular podemos tomar 5 = t~"/* y esta relaciéon se transforma a

p(0,t) =t~ p(t/%6,1). (2.24)
Si denotamos p(6, 1) = G(0), entonces

p(0,t) =t V2G(t7120). (2.25)
Ahora podemos obtener una ecuacién para GG usando la ecuacién ([2.21))

1

1
G" + [9 — 5} G+ {1 + ﬁ} G =0, (2.26)

con [ G(0)df = 1. Esta ecuacién tiene solucién tnica G(0) = 6 exp —[0?/2], y por lo tanto
la solucién a (2.21]) estd dada por

exp —[0?/4Dt]. (2.27)

0
P(6,40,0) = 47 Dt sin 0

Si recordamos que s = R 6, y como en nuestro contexto R = 1, ademds de lim,_,gsin s/s = 1,
entonces

P(0,t]0,0) ~ exp —[s*/4Dt), (2.28)

A7 Dt

que es la solucién a la ecuacién de difusién en R2.
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Capitulo 3

Allegretto I: Caminantes aleatorios en
la esfera sin obstaculos

3.1. Movimiento browniano en la esfera: enfoque Lan-
gevin

Como mencionamos en la introduccion, en esta seccion proponemos un algortimo numéri-
co para simular estas caminatas aleatorias que son el mecanismo microscépico de la difu-
sion de nuestro sistema bioldgico de interés. Estos algortimos estdan basados en la ecuacién
estandar de Langevin ecuacién [I.7] En esta forma es claramente una receta de actualizacién
para el proceso. Bajo ciertas circunstancias, se puede pensar que la velocidad de la particula
browniana es un procesos de Wiener en la esfera, por lo que las posiciones de una particula
cuya velocidad puede ser descrita por este ente matematico, tendra una distribucion igual-
mente de Wiener en la esfera, que evolucionara en el tiempo hacia un estado estable y con
distribucion uniforme sobre la esfera. Primero desarrollamos de manera sucinta los métodos
numeéricos; después mostramos algunos resultados representativos.

3.1.1. Desarrollo del algoritmo

Ecuacién discreta de Langevin

Para disefiar el algoritmo numéricd] necesitamos construir la ecuacién de Langevin aso-
ciada a este proceso para la velocidad de la particula browniana V(t), en el plano tangente
a la esfera S?. La ecuacién multivariada estdndar de Langevin es valida cuando dt es
“suficientemente pequeno, lo cual vuelve “delicada” su aplicacion como algoritmo numérico.
No se nos escapara, dentro de los objetivos de esta tesis, tratar de encontrar un criterio para
el tamano adecuado de At, que genere realizaciones del proceso viables. Lo que tendremos
serd una version de la ecuacion estandar de Langevin para At “pequeno”, pero finito

Ot + At) = O(t) + A [V (1), t] At + i b, [V (1), L1N; () (A1), (3.1)

!Para un contexto més general de difusién en la esfera sélida (S?): véase [29], u otro trabajo atin més
general para difusién de coloides en variedades diferenciales: véase [7].

31
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Ot + At) m (1) + Ay [V (), ] AL+ ) by [V(£), LN, (¢) (A1), (3.2)

En el capitulo [0] estimamos el error que se comete al discretizar la ecuacién de Langevin.
Veremos que en el caso en el que las funciones que definen al proceso markoviano continuo
Ai[x,t], Di[x,t] v Cyi[x,t], no dependen explicitamente del tiempo y de la posicién (o
configuracion); procesos complentamente homogéneos, este error es del mismo orden de At,
y la ecuacién discreta estandar de Langevin es exacta, mientras que cuando estas funciones
si dependen de estas variables, el error sera proporcional al cociente entre las derivadas o
cambios del campo y las magnitudes de los campos mismos. Sobre esto discutiremos mas
adelante.

Ahora, definamos las variables aleatorias © y ®; asociadas a © y ®, como sus respectivas
integrales a través de las relaciones

do(t)
' dd (1)
t

— = () (3.4)

para un At finito, podemos reescribirlas de la siguiente manera

Ot + At) =~ O(t) + O(t) At, (3.5)

Dt + At) = D(t) + D(t) At. (3.6)

Aumentando las dimensiones del espacio de configuracion o de estadosEL podemos pensar que
son componentes del proceso de Markov continuo multivariado ¢ () = |O(t), ®(t), O(t), fﬁ(t)] €

R* definido en funcién de la ley de evolucién

o(t) (1)
d|o)| b1 57
dt | O(t) Aé[C(t)ytHZzzl b C(8), 115(2) | 7 '
(I)(t) A¢[<(t)7 t] + Zj:l b¢] [C(t), t]FJ (t)

En esta expresiorn]

D)= lm N;(0,1/A0), (3.8)

2Existe una situacién similar en mecanica clésica, en donde estd claro que x, en la segunda ley de Newton
% = F(x,v,t), no satisface una ecuacién del tipo £ = F(&,t); sin embargo, aumentando el nimero de
dimensiones de nuestro espacio de estados; ( = (x, v), si satisface una ecuacién del tipo (= F(¢,t)

3Esta es la otra forma que toma la ecuacién de Langevin.
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recibe el nombre de ruido blanco gaussiano y tiene las siguientes propiedades [13], que se
derivan directamente de las propiedades de N(0,1)

() = 0, (3.9)
(r2(t) = 1, (3.10)
(L)) = ik, (3.11)
(LTt +)) = 6(t), 0<t. (3.12)

Arquitectura

Por cuestiones de Simplicidadﬁ en esta primera parte vamos a suponer que 7dV (t)/dt ~ 0
y que A[V (t),t] = —1/7 V(t), lo cual implica que la evolucién de O(t) y ®(t) estd totalmente
gobernada por las “sacudidas” de I'(t), encontrada frecuentemente en la literatura como
fuerza estocdstica.

] gétg Zgzl%j[C(t)J] i)

)| Zj:1a'j[<(t)>t]rj(t)

pr @(t) ~ ¢ ) ) (3.13)
(1) 0

Existen un teorema [15], que dice que la evolucién de este sistema serd la del proceso de
Wiener sin arrastre con constante de difusion 7¢'/2, cuando 7 = m /7 tiende a cero; teorema
(A.3.1)), de tal suerte que 7c'/2 = O(1). Como el tiempo de relajacién en nuestro contexto
(biol6gico de PIP2), es extremadamente pequeno (O(7) ~ 107'%s) Por esta razén partimos
desde el estado estacionario del proceso de Ornstein-Ulenbeck en S?, el cual basta como
mecanismo microscépico para la difusion macroscopica.

En este model simplificado, o de dinamica simplificada, la arquitectura del algoritmo
numérico consiste en

1. Especificar una condicién inicial X(0) = [@(O), (ID(O)} = [@0, @0]

2. Actualizar la posicién X(t) = [@(t), q)(t)] para un tiempo posterior ¢ + At de acuerdo
a sus respectivas ecuaciones (discretizadas) aproximadas de Langevin (3.5) y (3.6)).

3. Repetir este paso hasta un tiempo maximo de simulacién.

Espacio T;,S?

En esta seccion vamos a deducir los métodos que permitiran encontrar el espacio tagente
y trabajar en él. Para ello, vamos a utilizar un vector de posicién inicial, que denotamos
como ry; consistentes con la notacién utilizada en las ecuaciones de Fokker-Planck y
, para construir una base para el espacio tangente a la esfera en ese punto rg, Ty, S*.
En el lenguaje de los operadores lineales esto es equivalente a encontrar una base para el
nicleo o kernel N, de la transformacion lineal T\, = (ro, ); esto es, del espacio formado con
todos los vectores v tal que mapeados con esta funcién 75, : V — R, dan cero

4Todos los argumentos que justifican este modelo simplificado se encuentran en los apéndices
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2
S .

=
]

(a) Plano tangente a S? (b) Plano que intersecta a la geodésica

Figura 3.1: La terna (£1,&,83) es una base ortonormal ((£,, &) = Sap) en R3) y (€2,€3) una en
el espacio tangente Ty, S? a la esfera 2-dimensional S?; en el punto rp € S%. En la imagen r 7 es
el vector de la posicién final después del desplazamiento sobre una geodésica. La direccién del
nuevo desplazamiento dr estd dada por el vector dr = cos ¥ él +sin ¥ 52, en donde ¥ es la variable
aleatoria uniforme en el intervalo [0, 27). Ademads, dr define al vector tangente a la geodésica v que
pasa por ro y ry, o dicho en otras palabras la geodésica v esta definida por este vector tangente y

por el vector 1y (6 &;).

Np={veV: Ty(v)=0}.

Los paréntesis angulosos ( , ); en este caso, denotan el producto interno definido en este
espacio, que en este caso coincide con el producto escalar ordinario (a, b) = a;b' +asb? +azb?.

Como existe una infinidad de soluciones que satisfagan dicha condicion, debemos imponer
otra condicién, (que puede ser un tanto arbitraria), que nosotros elegimos de tal suerte que
simplifique el dlgebra. Los detalles estan en el apéndice (C]).

El siguiente paso consiste en elegir la direccién del desplazamiento. Esta direccién esta
definida en nuestro diagrama como dr. El vector dr tendrd una distribucién uniforme en
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todas las posibles direcciones; ¥ = UJ0, 27]. Lo tomamos asi, ya que esto implica que no
habrd una direccién preferencial en cada T,,S? para cada punto rq € S? la Entonces, este
vector de desplazamiento estda dado por

dr = costh & + sin ) & (3.14)

Queda ahora por determinar qué distancia habra de recorrer sobre esta curva que tiene
dr con vector tangente a S? en ry. Este es un punto delicado, ya que las distancias en el
plano tangente Ty, S?, no se traducen en la misma longitud de arco al ser proyectadas de
regreso sobre la esfera. Para que esto ocurra hay que asignarle una magnitud particular a la
norma de dr.

Ansatz Geométrico

Existe una manera alternativa de generar desplazamientos en la esfera que es equivalente
a realizar la rotacién de la seccién anterior. La alternativa consiste en trabajar en R3, con sus
debidas restriscciones al plano tangente a la esfera T,,S?; esto es, a sumar vectores que viven
en este plano o subespacio de R?, de tal suerte que vectorialmente se elija a algtin candidato
que al ser proyectado (o renormalizado adecuadamente) sobre la superficie de la esfera, éste
dé el correspondiente desplazamiento que resultaria de aplicar la rotacién en , que a
su vez, seria el resultado de realizar las dos integrales en y . A este vector se le
ha denotado como v, tanto en la figura como en la figura ; en esta ultima se da
una expresion analitica de sus componentes. Como se puede apreciar, esencialmente esta
constituido por dos partes: el vector cos ¥ 52 + sin W fg de norma o magnitud unitaria y con
distribucién uniforme en todas las posibles direcciones en el plano tangente a S? en ry. La
otra parte la constituye una especie de norma también aleatoria, pero ademas, reescalada
con un término que contiene la tangente de esta magnitud. El argumento de la tangente es la
variable normal centrada en cero, con varianza 4DAt, dividida entre el radio R de la esfera.ﬂ

El Vector definido como vec_q (3.15)), en las figuras(3.1) y (3.2), es aquel que tiene la
norma adecuada ||v,|| para que al ser proyectado de regreso a la esfera I1(s) : Ty, S? — {O}ng :

el arco de circulo méximo que contiene la posicién incial ry y final r; de la particula, sea
congruente con la distancia fisz'caﬂ recorrida s sobre la superficie de la esfera en el intervalo
de tiempo At. Para poder calcular numéricamente este vector, necesitamos que una funcién,
que designaremos como var(D, At) tome como argumentos el coeficiente de difusién D y el
intervalo de tiempo At, y regrese la varianza de una distribucién binormal. Esta funcion,
serd compuesta con la funcién ese(D, At), que regresa un numéro seudoaleatorio de una
distribucién normal, centrada en cero y con varianza var(D, At). Entonces, esta claro que s,
el desplazamiento sobre la esfera en , serd generado por el método ese(D, At).

Vv, = Aﬁt - tan {%} . [cos\llég +sin W& . (3.15)

®Este siempre puede ser considerado como unitario R = 1, tal como se hizo en las simulaciones, reescalando
el coeficiente de difusiéon si fuese necesario.
GE d. . ’ 1 . ’ ’ 1 . 7 . d . d d 1
sta distancia seria la que registaria una particula con una cinta metrica que va dejando pegada a la
superficie.
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Ts? vl

||[vy|| = Rtan 6

= Rtan [%]

O

vy = Ait - tan [w] - [cos‘lfég +Sin\I/r§3i|

Figura 3.2: En esta figura se muestra el plano que contiene a la geodésica v que contiene las dos
instancias ro y ry, S = N(0,4DAt) denota la variable normal centrada en 0, con varianza 4DAt.

Aqui se ha sustituido al valor s que toma la variable aleatoria N(0,4DAt) (al ser “interroga-
da”), por la variable misma, s6lo para ser mas especifica la relacién que tiene con el vector v,
y poder hacer un “crosstalk” entre funciones y hacer vinculos entre los métodos disenados.

S = N(0,4DAt) (3.16)

La actualizaciéon del sistema se llevara acabo una vez definido el vector v,, ya que éste
serd sumado al vetor de la posicién inicial ry, y el vector resultante, que se sale de la esfera
para todos los posibles vectores, excepto para el vector cero, serd proyectado a la superficie
de la esfera

o+ Vth

= ———+ R 3.17
||ro + v At (3:17)

Ty

Ahora concatenemos las ideas y rutinas disenadas en las secciones anteriores y hagamos
una funcién que actualice al sistema con una rutina en la que las particulas de un ensamble
recorran geodésicas, definidas por vectores tangentes con una distribucion de tipo Maxwell-
Bolztman en el espacio tangente a la superficie a la que estdn restringidas.

3.2. Resultados

En esta seccién presentaremos una pequena muestra de lo que observamos en nuestras
simulaciones. Los parametros que definen a nuestro sistema, una particula browniana o un
ensamble de particulas brownianas, son el coeficiente de difusién D, el radio del cascarén
esférico R, y el intervalo de tiempo entre dos instancias del sistema At. En una primera
aproximacién, con la finalidad de sélo observar la robustez del algoritmo numérico, elegimos
de forma arbitraria 7 adimensional con D = 1, R = 1, 7 = 1072log 10, de tal suerte que
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después de aproximadamente 1000 pasos hayamos visto al sistema “semirelajarse”. Esto lo
inferimos de la relacién de la figura 2.2

3.2.1. Caminantes aleatorios en la esfera

A continuacién damos una lista de lo que simulamos.

Qué superficie de la esfera recorre la particula.
e Como se comportan los ensambles de particulas idénticas.

1. El promedio del coseno del angulo polar: cémo se comporta en el tiempo. Figura
(13.12)).

2. Como se comportan el primer y segundo momentos del angulo polar 6 en el

ensamble; figura(3.7)).

Determinar D para varios valores y para diferentes niimeros de particulas en el ensam-

ble.

Determinar la varianza y desviacion estandar de D.

Valores asintéticos de los primeros dos momentos del &ngulo polar y funcién de densidad
del estado estacionario figura (/3.8]).

Lo primero que quisimos observar era que los lugares de la esfera visitados por la particula,
cuando pasaba un tiempo suficientemente largo, era la misma para todos estos. Ya que si
el algoritmo estuviese fatal. Aqui verfamos alguna direcciéon predomina sobre las demads al
momento de difundirse. Esto es, esperamos que en algiin momento la particula ya hubiese
visité al menos una vez cada uno de los lugares de la esfera, o pasado arbitrariamente cerca
de éste. Para ello se eligio una secuencia de instancias en las que se puede observar la forma
de “colonizacion” del espacio por la particula browniana. Estas se presentan en la figura
(.1} Sélo usamos esta imagen para ser més transparentes en lo que simulamos. De ella en
particular no obtuvimos informacion cuantitativa. La informacién cuantitativa la obtuvimos
de considerar un ensamble de particulas idénticas.

3.2.2. Analisis tiempos largos

Ahora consideremos un esamble de particulas idénticas para hacer nuestro andlisis es-
tadistico

Observando el comportamiento asintético figura de los valores del promedio y la
varianza de 6 y la evolucién de la solucién analitica podemos suponer que al menos se cumple

3 _ 2

En donde Py(0,t) es el histograma que se va formando de analizar el comportamiento de
ensambles en el tiempo.

Comparando con el valor obtenido de las simulaciones figura (|3.8)), nos damos cuenta que
el error es del orden de las milésimas de la unidad, en este sistema arbitrario.
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. (T2 S

Ly e

Figura 3.3: Una simulacién representativa del movimiento browniano sobre la superficie de una
esfera. Las esferas pequenas representan las posiciones visitadas por la particula en una serie de
intervalos idénticos de tamafio At = 10~3log 10. Los valores de los pardmetros que definieron al
sistema dicen: D=1y R = 1.

3.2.3. Solucion analitica vs resultados numéricos

En esta parte analizamos con mas cuidado céomo es el comportamiento de los ensambles.
Realizamos varias mediciones sobre estos, dentro de las cuales destacan, la evolucién en el
tiempo del histograma de el angulo polar # figura . Este debiese ser el que queda por
debajo de la curva en [2.2]

Los ensambles utilizados en esta seccién estan constituidos por 10000 particulas; N =
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(a) Vista 0° (b) Vista 90° (c) Vista 180°

Figura 3.4: Estado después de haber andado 6975 pasos de tamano dt = 10~3log 10. Podemos
observar que aunque no se ha recorrido con un minimo de densidad la superficie de la esfera, parece
natural que lo hara eventualmente y que lo hara de forma uniforme; esto es, no se formaran patrones
de ningun tipo en las intersecciones de las trayectorias o recorrido de la particula browniana. La
intencién de mostrar varios angulos es precisamente apreciar que no existen patrones de ningin
tipo en las regiones que aun no ha recorrido la particula.

10000.

Tenemos un comportamiento “bizarro” conforme nos vamos aproximando a cero; confor-
me se va “relajando” el sistema. Esto se debe a que el logaritmo no esta definido; explota, en
cero figura , y como en nuestras simulaciones tenemos un ntmero finito de particulas,
existiran momentos de las simulaciones en los que habrd mayor nimero de particulas en el
“hemisferio sur”, por lo que el promedio de 6 serd mayor que 7/2 en esos momentos, y esto
a su vez implica que 0 > (cos#), entonces “quiebra” el asunto cuando tratamos de calcular
el logaritmo de este promedio en el ensamble. Esto puede ser amainado si contemplamos la
dinamica lejos de este punto; por lo menos, en la determinacion de D.;.
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Figura 3.5: Evolucién en el tiempo de un ensamble de 1000 particulas idénticas. Esto quiere decir
que fueron simuladas de la misma manera o con el mismo algortimo que el de una particula (figura
5.1]); empero, con semillas independientes.
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Figura 3.6: Promedio y varianza de 6 como funcién del tiempo calculados en el ensamble de 10000
particulas, evolucionados en el tiempo 2500 pasos de tamaifio dt = 1073,

0.03 T T 0.9 T T T T
08 WWWW
0.02 R
0.7} B
0.01 0.6 B
—
= = 051 i
=000 0 =
s = 04} ]
< o
| >
—0.01 0.3 i
| |
—0.02 B
0.1} R
_0.03 . . . . 0.0 L . . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t t

Figura 3.7: Promedio y varianza de ¢ como funcién del tiempo calculados en el ensamble de 10000
particulas, evolucionados en el tiempo 2500 pasos de tamaifio dt = 1073,
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Figura 3.8: Comportamiento asintético del promedio; en azul, y la varianza; en verde, de # como
funcién del tiempo, calculados en el ensamble de 100 particulas, evolucionados en el tiempo con
100000 pasos de tamaifio dt = 102 log 10.
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Figura 3.9: Evolucién del histograma normalizado de 6 en el tiempo junto con la solucién analitica
a la ecuacion de Fokker-Planck e imagen , como la solucién es una serie infinita, hemos
contemplado s6lo los pimeros 5000 términos. Para generar las imagenes usamos un ensamble de
1000 particulas, ya que el anélisis més cuidadoso utiliza un resulatado “exacto”.
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Figura 3.10: Solucién analitica en verde, comparada con los datos generados con la simulacién;
en azul. En la gréafica del lado derecho tomamos los valores de los logaritmos de los promedios, para
poder hacer un ajuste lineal. El coeficiente de difusién D.; es deducido de este ajuste; resulté ser
(Def) = 0,098114. El valor exacto es Dy = 0,100000
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Figura 3.11: Solucién analitica (2.3]) en verde, comparada con los datos generados con la simulacién;
en azul. El coeficiente de difusion D, es deducido de este ajuste; resulté ser (D.r) = 0,531180. El
valor exacto es Dy = 0,500000
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Figura 3.12: Solucién analitica (2.3]) en verde, comparada con los datos generados con la simulacién;
en azul. El coeficiente de difusién D,y deducido de este ajuste; resulté ser (D.s) = 1,129825. El
valor exacto es Dy = 1,0000
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Figura 3.13: Solucién analitica (2.3]) en verde, comparada con los datos generados con la simulacién;
en azul. El coeficiente de difusién D,y deducido de este ajuste; resulté ser (D.f) = 1,903933. El
error es del orden (O(error) = 1072 en este caso);l valor “real” es Dy = 2,000000



Capitulo 4

Allegretto II: Caminantes aleatorios
en la esfera con obstaculos

Ene este capitulo nos enfocamos al movimiento browniano en la esfera en presencia de
obstéaculos. Como hemos mencionado anteriormente, estos tienen la forma simple de un disco
sobre la esfera; esto es, tienen una simetria axial que corresponde a su centro. En la mayoria
de los casos, para diferentes densidades, los distribuimos de forma uniforme en la esfera y ob-
servamos como esto influia en la difusion global; no local. En la primera seccién los definimos
y discutimos un poco acerca de los métodos numéricos que usamos para distribuirlos en la
esfera. Posteriormente definimos dos maneras para las particulas brownianas del ensamble,
de interactuar con ellos: una en la que se quedan congelados en la frontera, y otra en la que
colisionan de manera elastica.

4.1. Definicion de los obstaculos

En esta seccién vamos a disenar algoritmos numéricos que contemplen la difusién en
la superficie de la esfera cuando hay obstaculos o regiones inaccesibles. La primera parte
consiste en definir cémo colorcar; mejor dicho, en dénde los obstaculos. Para ello escribimos
dos rutinas, la primera estd basada en un discretizacion de la esfera en secciones de igual
area. La otra consiste en distribuir los obsticulos de manera uniformemente. La primera
tiene la ventaja de que podemos controlar las intersecciones que se dan entre los obstéaculos,
descartando la conformacién de fronteras con geometrias méas complejas, que demandan un
analisis dindmico mayor. Sin embargo, tiene la desventaja de que no puede ser considerada
verdaderamente uniforme a menos de que el drea que define la particion de los angulos 6 y
¢, tienda a cero, y pongamos el mismo nimero dentro de cada una de estas celdas.

4.2. Desarrollo del algoritmo

Para el desarrollo de los algoritmos numéricos damos un preludio de ideas del cual se
inspire confianza en estos; los haga parecer al menos plausibles.

Es importante tener presente que todos los desplazamientos son por un lado discretos y
por otro estaan restringidos a la superficie de la esfera. Todos estos acaban siendo rotaciones
discretas en el sentido numérico u operacional. Las fronteras de los obtaculos introducen
complicaciones geométricas que se traducen a un costo alto en el tiempo de computo. Ademas,

45
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como hacemos estadstica con las coordenadas esféricas, necesitamos después de trabajar con
rotaciones en R?, invertir estas coordenadas a esféricas, y como estas no son locales, y las
funciones de transsformacién no son globales, hay que tener extrema precauciéon en el diseno
de las rutinas.

4.2.1. Discretizacion de la esfera

Deberia estar claro que si al momento de distribuir los obstéculos, los distribuimos de
una manera no uniforme, entonces, el coeficiente de difusién no sera el mismo en todas las
direcciones, ya sea que pensemos en las direcciones tangentes a la esfera o en los posibles
valores de los angulos polar 6 y azimutal ¢. Por esta razon es importante, dada la naturaleza
del problema, que distribuyamos los obstaculos de manera uniforme sobre la superficie de
la esfera. Para este fin, podemos pensar en un problema auxiliar que es el de discretizar la

esferall

Si pensamos en que los puntos de la esfera (casi todos), podemos caracterizarlos con
la pareja (0, ¢), discretizar la esfera implica en la practica, discretizar a 6§ € (0,7) y a
¢ € (0,27). La discretizacién de ¢, no presenta mayor problema; es uniforme en (0, 27), por
lo que ¢, =noy, conn=0,1,2,..., Ny — 1, y en donde o, = 27/Ny.

Para saber cémo discretizar 6, supongamos por un momento que ya lo hemos hecho;

. No—1 . .., v , ,
supongamos que el conjunto {0,,},,", es dicha particién. No es dificil calcular cudl es el drea
de cada una de estas celdas. Un pedazo de cascardn esférico de apertura 6, tiene area

27 0
S(0) = / / R?sinndnd¢ = 2 R*(1 — cos ). (4.1)
o Jo
Entonces cada area de cada celda esta dada por
Com = g—¢ [S(Orir) — S(0)] = 04(cO8 By — COS Orsr), (4.2)
s

independiente del indice n del angul ¢. Si demandamos que todos los ¢, tengan la misma
area cp, esto conduce de manera natural a la elecciéon 6ptima de puntos 6,, para discretizar

6

cos b1 = cos b, — “ (4.3)
¢

Asumimos que el primer valor es cero #y = 0. Si, como hemos mencionado, asignamos un
valor a ¢g/04, y contemplando que Oy, = 7, entonces podemos deducir cudnto vale esta Ny

'La siguiente discretizacién se puede encontrar en [5].
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Figura 4.1: Reticulas para distribucién de obstaculos en S? con cierta “uniformidad” o periodicidad,
vista desde un dngulo superior.

costy = 1— “
06
¢
cosfy = cosb; — Al
O¢
— 1-2%
O¢
cosly, = 1— Ngﬁ;
O¢
pero, Oy, = 7, por lo que
2
Ny = 222, (4.4)
Co

Tenemos que garantizar que cos 6, sea muestreado uniformemente en (—1,1).

Como se puede apreciar en , para areas grandes de ¢y, la particién de la esfera con
relativamente pocos puntos es mala para distribuir de manera uniforme los obstaculos en el
centro de estos, no obstante, para areas muy pequenas; muchos puntos en la particiéon en 6,
la reticula consigue ir cubriendo de manera uniforme la superficie de la esfera de tal manera
que si colocasemos un obstaculo en su centro, la distribucién seria mas o menos uniforme.

4.2.2. Distribucion uniforme

En este apartado vamos a explicar en qué consiste el método para distribuir de mane-
ra estadisticamente uniforme sobre la superficie de la esfera una determinada cantidad de
obstaculos. Esta es una de las posibles manera para hacer esto. También se puede encontrar
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Figura 4.2: Proceso mediante el cual se obtiene una distribucién uniforme de puntos sobre la
superficie de la esfera.

una manera equivalente usando tres nimeros guassianos normalizados con el radio de la
esfera.

En la figura , podemos apreciar que estos puntos son las semillas para determinar
los centros ro, y fronteras 0€2; de los obstdculos.

El método consiste en lo siguiente: Empezamos con n vectores con coordenadas distribui-
das uniformemente en [—1, 1] x [—1, 1] x [—1, 1] (dentro del cubo sélido de lado 2), primera
imagen del lado izquierdo; posteriormente escogemos los que tienen una norma menor o
igual al radio de la esfera unitaria, imagen del centro; y a estos vectores los proyectamos a
la superficie de la esfera, imagen del lado derecho. En las imagenes se empieza con 2000 de
estos vectores, de los cuales resulté que 1019 quedaron dentro y sobre la esfera unitaria. La
rutina se condiciona con un while en python para iterar este procedimiento hasta generar el
nimero deseado de vectores

4.2.3. El generador de desplazamientos

Como los desplazamientos pueden verse como rotaciones, en esta seccién nos enfocamos
brevemente en como generar numéricamente estas rotaciones.

Nuestra experiencia sugirié usar la formula vectorial para rotaciones por un angulo arbi-
trario [18§]

r'=rcos®+n(n-r)(l—cos®)+ (r xn)sind. (4.5)

Esto se debe a que es mejor evaluar productos y operaciones aritméticas estandares de puntos
flotantes, en lugar de evaluar funciones trigonométricas de estos, las cuales estan implicitas
en la evaluacién de esta matriz de rotacion.

La ecuacién (4.5) puede ser deducida de manera sencilla a partir de la figura (4.3),

si descomponemos al vetor r’ como el vector que resulta de sumar los tres vectores r' =
— — —
ON + NV +VQ
r=nmn-r)+[r—nn-r)] cos®+ (r xn) sinP, (4.6)
que bajo un reacomodo de términos se llega a (4.5)).
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Vi

Figura 4.3: La relacién que existe entre dos vectores el cual uno de ellos es la rotacién por un
angulo @, alrededor del vector unitario n, del primero; puede ser deducida del diagrama del lado
izquierdo, analizando ciertos elementos claves en el plano normal a n, imagen del lado derecho, que
contiene ar y r’.

Estamos suponiendo que las rotaciones son los generadores de los desplazamientos fisicos
que sufren las particulas, esto es, como rotaciones activas.

4.3. Resultados

En este apartado mostramos y discutimos un poco los resultados de nuestras simulaciones
numéricas. Existen muchas maneras de aproximarse a este problema. Nosotros elegimos
empezar fijando el area caracteristica que tienen los obstaculos, y fuimos variando el nimero
que estaba presente. Los distribuimos de manera uniforme en la superficie y estimamos el
coeficiente de difusién efectivo viendo cémo se relajaba el sistema. El tamantio que elegimos
depende de otros componentes de la membrana celular que limitan la difusion de PIP2.

4.3.1. Simulaciones representativas

Como ya mencionamos antes, los obstaculos son parches circulares en la esfera, estos
parches pueden ser obtenidos de fijar el centro del obstaculo, rotar este punto en cualquier
direccién un angulo g, y este segundo punto rotarlo 27 alrededor del vector de su centro,
define la frontera OS2 del obstaculo €2. La densidad de obstaculos caracteristica o serd funcién
de este angulo y del niimero n de obstaculos

o =n2m(l —cosbq)/4r (4.7)
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en donde nosotros usamos, un poco arbitrariamiente usando intuicién fisicaEL el valor
fq = 0,05. (4.8)

Nos centramos en ver como colonizaba, el ensamble de particulas idénticas, el espacio
al que tenifan acceso. Si este espacio no es disconexo, esperamos que el ensamble cubra
densamente ese espacio, y esperamos que la velociada con que lo colonice dependera de la
geometria impuesta por los obstaculos.

Para inferir el coeficiente de difusion efectivo, suponemos que los obstaculos en promedio
lo reducen de tal suerte que es posible hablar de una que cumpla la relacién [2.10]

2m g
(cos6(t)0,0) :/ / P(6,t]0,0) cosfsinf df dp = exp —[2D. st/ R?], (4.9)
o Jo

por lo que acabamos midiendo el promedio del coseno del angulo polar en el ensamble,
calculamos su logaritmo y le ajustamos una linea recta, usando el método de los minimos
cuadrados o regresion lineal

2D
R?
de ahi inferimos los valores que reportamos en la tabla

log (cos 0()]0,0) = ——t, (4.10)

4.3.2. Analisis de resultados

En esta seccion presentamos los resultado obtenidos de variar la densidad superficial
de obstédculos (figura e inferir el coeficiente de difusién efectivo D.r. Estos valores los
presentamos en el cuadro

Como se puede apreciar en ellos, este coeficiente de difusién efectivo va disminuyéndose,
y parece que lo hace exponencialmente en funcién de la densidad. Por ello, hicimos un ajuste
lineal en escala semilogaritmica

Dy = Dy exp [-Aa]. (4.11)

Encontramos que el valor caracteristico para este decaimiento, segiin nuestros resultados
numeéricos es

A = 3,819508. (4.12)

De ahi podrimos inferir cudl es la densidad de estructuras que limitan el movimiento de PIP2

1
oprpy = 3 log5.4 ~ 0,441523. (4.13)

[e]
2Podemos pensar en dos cotas, una inferior de @ = 1A (el tamafio de los d4tomos) y una superior de
8 = 10 pm (radio de la membrana celular), tal que o < rfq < j, e irlas ajustando conforme hagan més
sentido. Estd claro que (3 estd exagerada en la desigualdad anterior.
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Figura 4.4: Secuencia de una dindmica que contempla obstaculos distribucién periédica; con el
algoritmo que discretiza la esfera en areas iguales. Presentamos una vista lateral. Sélo se muestra
un intervalo de tiempo representativo, para la evolucién completa véase el material complementario
donde se encuentra la animacion.
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Figura 4.5: Secuencia de una dindmica que contempla obstéculos distribucién periédica pero una
que encierra a las particulas. Vista superior. Sélo se muestra un intervalo de tiempo representativo,
para la evoluciéon completa véase el material complementario donde se encuentra la animacion.
Como se puede apreciar desde esta perspectiva, el tamano del paso para esta versién es el mismo
para todas las particulas del ensamble, aunque en direcciones diferentes, con distribuciones uniforme
en [0,27]. Sin embargo, este es diferente en cada intervalo de tiempo. También se puede apreciar
que la colocacién de los objetos ha encerrado completamente una region. Es obvio que este sistema
no evolucionard a un estado de equilibrio en el que el promedio de la coordenada polar sea /2.
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Figura 4.6: Secuencia de obstaculos (monoténica creciente); varios multiplos de 50. Mostramos
esta serie con la finalidad de apreciar cualitativamente cudles son las topologias estaditicamente
equivalentes o escenarios que se va encontrar el fosfolipido PIP2 en su camino, conforme se varia el
ntimero de obsticulos.
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Figura 4.7: Secuencia de una dindmica del ensamble de 2000 particulas que contempla la presencia
de N = 1000 obstaculos €; con distribucién uniforme en la esfera unitaria. Es una vista superior.
Sélo se muestra un intervalo de tiempo representativo, para la evoluciéon completa véase el material
complementario donde se encuentra el video de la simulacion.
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Figura 4.8: Secuencia de una dindmica que contempla N = 1000 obstaculos distribucién uni-
formemente en la esfera unitaria. Es una vista superior. Sélo se muestra un intervalo de tiempo
representativo, para la evolucién completa véase el material complementario donde se encuentra la
animacioén.
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n o D.¢/Dy

0  0.000000 1.000000
20  0.031243 0.719578
100 0.062487 0.943572
150 0.093730 0.639320
200 0.124974 0.727761
250  0.156217 0.560032
300 0.187461 0.589184
400  0.249948 0.467274
500  0.312435 0.365108
600 0.374922 0.270966
700 0.437409 0.277933
800  0.499896 0.176113
900  0.562383 0.149278
1000 0.624870 0.103226
1100  0.687357 0.125432
1200 0.749844 0.023718
1400 0.874818 0.041488

Cuadro 4.1: En esta tabla presentamos los valores obtenidos para el coeficiente de difusién efectivo
en funcién del nimero de obstdculos distribuidos de manera uniforme. Utilizamos ensambles de
500 particulas para sondear el comportamiento. Si éste hubiese sido muy desordenado, hubiésemos
aumentado el tamano de los ensambles utilizados.

0.5

T T T 0.0 e—e Ensambles
e—e Ensambles ’ — m=3.819508 ||
PIP2 -05}

—  exp[-A o]
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Figura 4.9: En esta gréfica presentamos la relacién que hay entre el coeficiente de difusiion efectivo
D.y, y la densidad superficial de obstaculos o. Debido a que el comportamiento en (4.3.2)) parece
tipo exponecial, hemos hecho un ajuste lineal.
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Figura 4.10: La estructura de la densidad superficial oppy ~ 0,441523 (una estadisticamente
equivalente) que caracteriza el movimiento de PIP2. Podriamos decir que es una imagen virtual de
la densidad de obsticulos que este sistema biolélogico PIP2 encuentra en su movimiento y quiza
uno de los resultados mas representativos de este trabajo.
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Capitulo 5

Allegro: MB en el contexto MFET y
MB con un campo externo

5.1. Tiempo promedio de primer escape

Ahora vamos a tratar de poner en contexto nuestros métodos numéricos en el contexto
de los tiempos de primer acontecimiento. Supongamos primero que X es la posicién con
coordenadas (6, ¢) de la particula brawniana sobre la superficie de la esfera. Supongamos
que  C S? es un subconjunto de la esfera donde tenemos certeza de que se encuentra la
particula browniana en algin tiempo de referencia ty. En algunos contextos es pertinente
preguntar cudl es el tiempo promedio en el que la particula se escapa de dicha regién. Para
plantear en términos cuantitativos esta cuestion, definamos la siguiente variable aleatoria
T(x0;2) como

T(x0;€2) = Primer tiempo en el cual X(t) se sale de
dado que X(0) = x € €, (5.1)

y a T,,(X0; ) como el momento enésimo de esta variable aleatoria,
T, (%0; £2) = momento enésimo de T'(xo; 2). (5.2)

Uno de los caminos para deducir la forma especifica que toma la funciéon de densidad de pro-
babilidad de esta variable aleatoria 7', en el contexto de los procesos markovianos continuos,
utiliza una funcién auxiliar definida como

G(xo, t; Q)E/P(x,t|xo,0) d"x, (5.3)
Q

que es equivalente a la probabilidad de que X esté en 2 al tiempo ¢ dado que estaba en
xg = (6o, ¢o) cuando ty = 0.

Supongamos més ain que el proceso definido por las funciones Ag[x,t] y Di[x,t] es
temporalmente homogéneo; esto es, que Ay y Dy no dependen explicitamente del tiempo.

61
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Ahora sustituyamos en la ecuaciéon hacia atras de Fokker-Planck (|1.46)), —B%JP (x, t|x0, to)

por %P(X, t|xo, o), como estd permitido debido a la homegeneidad temporal (|1.62)), e inte-
gremos esta ecuacién sobre toda la regién 2.

0 m 0
a[/g P(x,t]|x0, to) dQ} XgAk Xo, to] =—— o, [/QP<X7t|X07tO) dQ} +

1 9?
+5 ZDk XOvtO [ P(x,t|xo,to) dQ} +
2 — ox3,
Cii[x0, to|=———— | [ P(x.t|x0,t0)dQ|. (5.4
+ 3 Gl Vgroge | [ Poctho 0] G
1<J

De donde se puede apreciar inmediatamente que G debiese satisfacer la ecuacion en derivadas
parciales

— 0
k=1
m 2
+% Z Dk [XO] 882 |:G(X07 ta Q)i| -+
k=1 0k
+ Zl v [G(XO, t Q)} . (5.5)
i,j=
1<j

En nuestro escenario no tenemos (ain) un campo externo, por lo que Ag[xg] = 0 para toda
k. También, estamos suponiendo que P(0,,t|0q, ¢o,t0), no depende explicitamente de ¢,
por la simetria particular del problema, por lo tanto, el tltimo término de la ecuacién de
Fokker-Planck; el que contiene los términinos de asociados a las covarianzas del proceso,
Cij[xo, to], es cero. Con estas consideraciones la ecuacién en derivadas parciales para G se
simplifica

2

Q[G(Xoat;g)} -] 3 Di[xo] 55~

G(x0,t;9)]. (5.6)
ot 2 — oxg,, [ 0 ]

Este es nuevamente un problema de difusion que tiene que ser complementado, en orden de
estar bien definido, con una condicién inicial, y una condiciéon de contorno. En coordenadas
esféricas se expresara como

0 1 o | . 0
&G(GO,%%Q) = D {—R251n906_00 {Slngoa—go

L1
R2sin’ 0, 0¢2

[G<eo,¢o,t;m1] n

[G(0o, ¢, t; Q)]} : (5.7)
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Entonces G satisface la ecuacién de Fokker-Planck hacia atrds y ahora debemos imponer
una condicién inicial y una de contorno. Naturalmente, si la particula se encontraba en €2 al
tiempo tg, entonces se debe cumplir G(fy, ¢o,0;2) = 1. La condicién de contorno debe de
evaluarse en 0f).

Las posibles condiciones de contorno relevantes para este trabajo son

G(007¢07t; Q)|6Q = 07 (58)

lo cual fisicamente puede interpretarse como una frontera 92 “absorbente”; G(p,t,2) =
0 para todo t si p € 02, por lo que una vez que toca la frontera, nunca mas regresa a

Q.

vxoG(QOa ¢0> t; Q)|(9,¢)68Q =0, (59)

lo cual implicaria fisicamente una frontera 02 “reflejante”, ya que si se cumple ,
entonces |G(xg + hg, t,Q) — G(x¢,t,)||/he| ™! & 0, por lo que la probabilidad no se ve
afectada si nos movemos un poco mas alla de la frontera 02, por lo tanto la frontera
refleja las particulas.

Cuando consideramos G (6o, ¢o,t,§2)],q = 0, esto es 02 es una frontera absorbente, entonces
en esos casos ((xg,t,2) da la probabilidad de que el proceso X no se haya salido de € al
tiempo t dado que estaba en €2 al tiempo tg, por lo tanto, 1 —G(6y, ¢, t; 2) es la probabilidad
de que el proceso X se salga de €2 antes del tiempo ¢, esto es

1-— G(eo, ¢07 t; Q) = PI‘Ob{T(Qo, gb(], Q) < t}, (510)

que a su vez es la funcion de distribucion o acumulacion de T. Para que esta funcion esté
bien definida, sea monotonica creciente de cero a uno, se tiene que cumplir que

—00

Ahora, si utilizamos la relacion que hay entre la funciéon de densidad y la funcion de distri-
bucién, podemos concluir que

0 0
T (0, 60; ) = 5 [1 = GlBo, 60,6:2)| = —5.G (00, 60, 1: ). (5.12)
Por lo tanto, lo momentos de T" vienen dados por
o n a
T, (60, 60; Q) = / [ = G0, 60,:2)] dt. (5.13)
0

En este trabajo calcularemos numéricamente T a partir del histograma de T', que en el limite
de N (en el ensamble) tendiendo a infinito deberfa “converger” al drea bajo la curva de T
en (5.1)).
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5.1.1. Aplicacién a nuestro contexto biofisico

En esta seccion vamos a simular la evolucién de un ensamble de particulas, constrenidas
a una regién especifica Q de la esfera S? con simetria axial, y evolucionaremos al sistema, en
el tiempo, preguntando en cada paso si estas particulas siguen estando dentro de la regién;
en caso de ya no encontrarse, prodecedemos a registrar el primer tiempo en el que se escapd,
y hacemos estadistica con la distribucion de estos tiempos.

Por simplicidad, supongamos que esta region {2 sobre la que se estd integrando en (5.3]),
es de la siguiente forma

Qa = {(0,9) € S?|(6 — 00)* +sin” 0(¢ — do)”* < a”}; (5.14)

esto es, es un “parche circular” sobre la superficie de la esfera. Dirfamos que es un disco; sin
embargo, en este disco no es totalmente valido el teorema de pitagoras y la violacion sera
mayor, entre mayor sea la relacion de areas del parche y la esfera.

Analisis dimensional

Como en nuestras simulaciones consideramos que el radio de la esfera era unitario R = 1,
si queremos poner nuestros métodos en el contexto de la difusion de PIP2, D tiene que tener
otra magnitud. Si R = 1, y éste representa el radio de una célula y éste es del orden de
10 micras &~ 10 um, entonces, en este caso 1 micra equivale a 10 micras, por lo tanto el
coeficiente de difusion equivalente D de este problema, en micras cuadradas por segundo es
5,4 X 1072um? /s.

5.1.2. Resultados

En esta seccién presentamos los resultado de simular la evolucion de un ensamble de
particulas idénticas, con diferentes coeficientes de difusiéon, y restringidas a secciones de
diferente tamano, y observamos los tiempos que permanecen dentro de dicha regién. Esto
es, estamos haciendo el experimento virtual de lo que hicieron en el trabajo [10]

En la figura las unidades del coeficiente de difusion D, son tales que se reescala el
problema de forma adecuada. Para el caso en el que el radio de la célula esta considerado de
una unidad longitudinal; en este caso seria una micra en lugar de 10 micras, el coeficiente de
difusién equivalente de este problema, en micras cuadradas por segundo es 5,4 x 1072um?/s.

Se eligieron estas magnitudes debido a que como manifiestan en [10], los fosfolipidos
tienen un coeficiente de difusion efectivo diferente en diferentes escalas. En escalas de los
230 nm, permanecen alrededor de 11 ms, sin embargo en escalas de 750 nm, permanecen
alrededor de 0.33 s. El promedio del tiempo de primer escape, en nuestras simulaciones
numéricas fue de (T') = 0,002839 s, con una desviacién estandar de o = 0,001941 s; por lo
tanto, 11ms ¢ [(T) — o,(T') + o|; sin embargo, ((T') + o) ~ 11ms/3, por lo que el algoritmo
no se vuelve totalmente despreciable en la aplicacién a estos fendémenos bioldgicos.

Andlogamente, en la figura (5.3)), las unidades del coeficiente de difusién D, son tales
que se reescala el problema de forma adecuada. En este caso el coeficiente de Difusién
equivalente de este problema, en micras cuadradas por segundo es 1,0 x 10~2m?/s. PIP2 en

escalas de 750 nm, permanece alrededor de 0.33 s, y se le adjudica un coeficiente de difusién
de D =1 pm?/s.
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Figura 5.1: Una simulacién representativa del primer tiempo de salida. Los valores de los pardme-
tros que definieron al sistema dicen: D = 5,4 x 1072, R =1y dt = 10~3log 10, N = 1000. Se eligi6
un numero tan pequeno, porque nuestro objetivo fue sélo el de mostrar como se veria una ventana
que da hacia esta region, en las que hay un ensamble de 1000 particulas o fosfolipidos, partiendo de
la misma condicién inicial, y observar por qué regién de la frontera 0€) se escapan. Naturalmente,
esperariamos que se escaparan uniforme en toda ésta.

El promedio del tiempo de primer escape, en nuestras simulaciones numéricas resulté
ser de (T) = 0,143359s, con una desviacién estandar de o = 0,101255s; por lo tanto,
0,33s ¢ [(T) — 0, (T) + o]; sin embargo, ((T') + o) =~ 20,33 ms, por lo que el algoritmo no se
vuelve totalmente despreciable en la aplicacion a estos fendmenos biologicos.
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Figura 5.2: Histograma normalizado del primer tiempo de salida. Caso D = 5,4 um?/s para un

ensamble de N = 100,000 en una regién de tamano 230 nm..
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Figura 5.3: Histograma normalizado del primer tiempo de salida. Caso D = 1,0 um?/s para un

ensamble de N = 100,000 en una regién de tamano 750 nm.
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5.2. Movimiento browniano en presencia de un campo
externo

En esta seccion vamos a encontrar las ecuaciones de Langevin para el movimiento brow-
niano constrenido a la superficie de una esfera. Esencialmente lo que hacemos es llevar la
estructura de la ecuacion de Langevin

dg

moy = —v&(t) + (1), (5.15)

a la superficie de la esfera. El uso de coordenadas generalizadas, para contemplar las restric-
ciones se ha estudiado ampliamente cuando las interacciones no son estocasticas. Aqui con
ese mismo método llevamos las fuerzas fluctuantes al espacio de configuracién. Sélo es un
método geométrico para considerar las restricciones del movimiento. El uso de coordenadas
generalizadas estd basado en el principio de D’Alembert [3], cuando las constricciones son
holonémicas, o en un principio de minima accién generalizado [23]

to
A = Ala +6a] — Ala] = / (6L + W] at, (5.16)

t1

en donde W@ se considera como el trabajo disipado por las fuerzas que no provienen de
un potencial y & representa el conjunto de parametros geométricos necesarios para describir
una curva en el espacio de configuracién. De estos principios podemos deducir las ecuaciones

de Euler-Lagrange

d OL 0L

= = (. 1

En donde ) son las fuerzas generalizadas. En resumen, en las siguientes secciones vamos
hacer es mapear la fisica que se captura en los dos términos de la ecuacion de Langevin en
, a la esfera S?, esto es, los vamos a subir a los planos tangentes T,S?. Estas ecuaciones
se deben reducir a la ecuacién geodésica si dejan de haber interacciones. Las coordenadas
(0, ¢) son locales.

5.2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange para la particula libre

En el caso de una particula libre restringida o constrenida a la superficie de la esfera,
podemos usar a 6 y ¢ como coordenadas generalizadas (locales), y escribir la lagrangiana L
en estas coordenadas [25]

L= %m(r292 + r2sin? 0¢?). (5.18)

Entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange dicen
mr20 — mr? sin 0 cos ¢ = 0, (5.19)

para la coordenada 6, y

% [mr2 sin? 9(;5] =0, (5.20)
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para la coordenada ¢. Estas son exactamente las ecuaciones geodésicas

d?x® dx® dx¢

=17, —— (5.21)
ds? “ds ds
en la superficie de la esfera, cuando el elemento de arco estd dado por la métrica ds?> =
r2df* + r? sin® 0 d¢?. Esta equivalencia se debe a que, aunque no es necesario, podemos
interpretar al tensor de inercia, en las ecuaciones de Euler-Lagrange, como tensor métrico
y dotar al espacio de configuracién M de una métrica, convirtiéndolo en espacio métrico.
De ahi que estos dos resultados coincidan cuando hacemos esto. En la ecuacion se
puede apreciar més claro que esta relacion implica la conservacién del momento generalizado
P, = g—g . La superficie > no tiene efectos en el plano tangente a ésta, en el subespacio

descrito por la base (&2, &3) figura (3.1); ésta no realiza trabajo sobre el sistema a lo largo de
los desplazamientos (pensando que no hay friccién).

5.2.2. Ecuaciones de Langevin y de Kramers

En este apartado vamos a “subir”, usando coordenadas generalizadas, las fuerzas disipa-
tivas y estocésticas a la esfera. Una vez hecho esto, inferiremos la ecuaciéon multivariada de
Langevin asociada, y la generalizaremos al caso en el que hay un campo externo. Con ella
podremos poner esto en contexto y construir la ecuacion en derivadas parciales de Kramers
que rige la evolucion de este sistema. Cuando existe, el estado estacionario sera congruente
con la mecanica estadistica.

Fuerza disipativa

Ahora consideremos que el entorno también introduce (en promedio) otro tipo de inter-
accién que se captura en el concepto de una fuerza viscoza (disipativa) que depende de la
velocidad

F,=—@x+yy+22). (5.22)
Como la velocidad en coordenadas esféricas, esta dada por
i = cosfsingf —sinfsing ¢ (5.23)
— cosfsingf + sinfcosf ¢ (5.24)
5 = —sinfé, (5.25)
se sigue que la fuerza generalizada asociada a la coordenada 6 estda dada por
O . .
Qyy = <F7, 8_2> = —v [(cos2 0{cos® ¢ + sin® ¢}) § — (sin 6 cos § sin ¢ cos ¢) P+
+ (sin @ cos @ sin ¢ cos @) ¢ +sin® 06|
por lo tanto .
Qy, = —0. (5.26)
Para la fuerza generalizada asociada a la coordenada generalizada ¢
O . .
Qy, = <F77 8_;> = —v [—(sin@cos@simbcos ¢) 0 + sin® fsin® ¢ ¢

+ (sin 0 cos 0 sin ¢ cos ¢) 6 + sin? 0 cos® ¢ |
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por lo tanto
Q., = —7sin*6 ¢. (5.27)
Ruido Blanco
El ruido blanco en 3 dimensiones puede ser considerado como un ruido blanco en cada
dimensiéon
[ = N [0,2KT~/m*] *+ N [0,2KT~/m?] § 4+ N [0,2KT~/m?] 2. (5.28)

Entonces tenemos que llevar esta informacién al espacio de configuracién con las recetas
enunciadas alla arriba, esto es

Qr, = <F,%> = cosfcosp N [O,QKTW/mQ] + cosfsingp N [O, 2KT7/m2} —

—sind N [0,2KT~/m”]
= N[0, (cos® 0 cos® ) 2KT~/m?] + N [0, (cos® O sin® ¢) 2KTy/m?] +
+N [0, (sin* 0) 2K T /m?]
= N[0, {cos® 0(sin® ¢ + cos® ¢) + sin” 0} 2K T /m?]
por lo tanto
Qr, = N[0,2KT~/m?* = (2KT~/m*)"* N[0, 1]. (5.29)

De la misma forma

Qr, = <I‘, g—;> = —sinfsing N [O, 2KT7/m2} +sinf cosp N [O,QKTv/mQ}
= N0, sin? f(sin® ¢ + cos? ¢)2KT7/m2}
Qr, = N|[0,sin®02KT/m?] =sin0(2KTv/m*)"/* N[0, 1]. (5.30)

De los resultados de las dos secciones anteriores sabemos que la ecuacién multivariada de
Langevin para el movimiento browniano en S? en coordenadas locales (6, ¢) toma la forma

O =sinOcosOd2— L&+ [2KT~/m?? e, (5.31)
m

para la coordenada ©, y

®:—2cot@®<i>—l<i>—|—[2KTfy/m2]%sin*1@F@, (5.32)
m

para la coordenada ®. Podriamos ahora reescribir estas ecuaciones diferenciales de segundo
orden como cuatro ecuaciones de primer orden

© S

d |® )

dt @ N —2 O +5sinOcosO© P2 + [—2557]% e |- (5.33)
® —%@—QCot@G)(i)%—[—Qig”]% sin"'OT
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Ecuacién de Kramers en S?

En esta seccion deduciremos la forma especifica que toma la ecuacién de Kramers para el
caso de una particula browniana difundiéndose en la superficie de una esfera (que representa
la membrana bidimensional) con friccién (campo disipativo) y un campo externo. No tenemos
la intension de intentar resolverla por métodos analiticos. Nosotros abordamos el problema
con nuestros métodos numéricos; senalamos el vinculo con ese campo de investigacién activo
y la relacion simbidtica que existe con éste. Creemos que esta es una contribucion sutil, ya
que damos una forma explicita de cudl es el “bicho” que deberiamos encontrarnos y resolver
cuando el movimiento esta restringido a la esfera.

Lo primero que hay que hacer es aumentar el nimero de dimensiones ya que cuando
hay un campo externo que dependen de manera explicita de las coordenadas (locales), como
mencionamos en los apéndices, la posicion de la particula y la velocidad no seran procesos
markovianos continuos. Esto implica que no podamos usar exclusivamente la informacion
de los valores que tomaron estos objetos, para determinar su evolucién. Sin embargo, con-
templados como componentes de procesos en espacios de mas dimensiones, podemos usar la
informacién combinada de ellos para evolucionar al sistema. Entonces, sea ((¢) un proceso
en definido por

C(t) = [6(), 6(1), 6(¢), 6(1)] € TS, (5.34)

De la seccion anterior podemos inferir una de las posibles estructuras para la matriz de
difusién

200[[<7t]] 29¢[[g7t]] 299[[<7t]] ze(ﬁ%g?t]]
Gt Gt 1(8% )Gt
BIGH =Bl = bulG A= |, 100 ) gl ] byolc (5:35)

A través de esta matriz podemos construir Di[¢, ] = S21_, b2,[¢, 1], v las covarianzas Cy;[¢, 1] =

Zizl bis[C,t] bjs[C, t]. En nuestro caso particular, de las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.31)

y (5.32) podemos escribir

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 [2KT~/m?"? sin™! 0

Podemos hacer lo mismo para inferir qué forma toman los campos externos, tenemos de la
definicion

A[, 1] = [AlG t]le = (5.37)

que en nuestro caso particular depende de las coordenadas 6, ¢, 0 y q§
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AO[C? t] 0
_ Al ¢
AlGH = AglC,t] |~ |sinfcosf ¢ — - 0+ Fe(o) sin Qg0 sin (wt + 1) (5.38)
Ajl¢, 1] —2C01:99¢3—%¢5+F¢(>0) sin Q¢

Vale la pena recordar que las coordenadas generalizadas son independientes de las velocidades
generalizadas. Entonces pensamos que la ecuacion de Kramers para nuestro desarrollo seria

OP(C,HCorte) O B

™ =~ [QP(C,t|C07t0)] - a—¢ [QZBP(CJKO;?&O)}

—% [(sin@cos@ $* — %0 + F(,(O) sin Qg0 sin (wt + 1)) P(C, t[Co, to)] +

0 - : '
_8_g5 [(—2 cot0¢p — % o+ Fd()o) sin Q40) P(C, t|C0,t0)] +

KT~ 0?
mE og2 [P(C, t[Cos to)] +

KTy 1 &
m2 sin’d 8@2

[P(C, tIGos to)] (5.39)

5.2.3. Tiempo de relajacion de PIP2

En esta seccion estimaremos el tiempo de relajacion de PIP2 en este contexto, para saber
en qué régimen estamos trabajando. Para ello necesitamos su masa molar M

M = 886,56 g/mol, (5.40)
de donde podemos calcular su masa
m = 1,47216738 x 10" ** Kg. (5.41)
PIP2 o “Mr. Chop” tiene férmula quimica
CarHg3015P. (5.42)
Entonces v esta dado por

(1,3806488 x 10-2% JK~1)(300 K) 9
_ =4,1419464 x 107K 4
y 10 Zm2/s ,1419464 x 1077 Kg/s (5.43)

por lo que 7 tiene el valor de
7 =" — 35542888 x 107165, (5.44)
8

o de manera sucinta es del orden

O(r) ~ 107" s. (5.45)
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5.2.4. Resultados

En esta seccion abordamos el problema del movimiento browniano confinado a la esfera
cuando esta presente un campo externo. Lo primero que hacemos es motivar la importancia
del campo homogéneo en la fisica en general, para posteriormente deducir la ecuacion de
Langevin para este problema. En ella se captura la esencia del fenémeno, y con el princi-
pio de D’Alembert o un principio de minima accién generalizado, podemos contemplar las
restricciones junto las fuerzas que no se derivan de un potencial; fuerzas que no son con-
servativas. Una vez hecho esto, proponemos una ecuacion de tipo Kramers para describir al
sistema.

Campo externo homogéneo

Cuando hacemos alusién a un campo externo homogéneo, nos referimos a una interaccion
descrita de forma general por

Alx, 1] = Fy¢, (5.46)

en donde é es un vector constante. Ejemplos de campos, tal como el que aparece en (|5.46f), no
son idealizaciones tan alejadas de algunos escenarios fisicos en concreto; no son absurdas, vy,
por ejemplo, juegan un papel crucial en los experimentos de altas energias. Algunos elementos
representativos son

e Campo de Induccién Magnética (en el centro de un Solenoide largo en relacién al radio
del embobinado) A
B[x,t] = By €. (5.47)

e Campo de Induccién Magnética (en el centro de unas bobinas de Helmholtz)

-~

Blx, ] = By . (5.48)

e Campo Eléctroestatico (en medio homogéneo, alrededor del centro de placas paralelas
de un capacitor de dimensiones grandes en comparacién a la separacién de las placas)

E[x,t] = Egh = — . (5.49)

o9

e Campo Gravitacional cerca de la superficie terrestre (y en un area pequena de ésta)

G[x, 1] = —mgé. (5.50)

Podriamos elegir las coordenadas para “sumergir” a S? en R3, de tal manera que, £ en 1}
coincida con el eje z de este sistema de coordenadas. Entonces, todos los campos vectoriales
en la lista podran ser expresados de manera general como F(© 2.

La evolucion dinamica de este sistema estara dada por la ecuacion de Langevin particulaifl]
para el proceso markoviano continuo en 4 dimensiones [0, ®, 0, ®] = (q,q) € TS?, que dice

'En las que se han usado las ecuaciones de Lagrange para deducir las ecuaciones dindmicas en coordenadas

locales y
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© S

d |® &

at e ~ —%@—l—sin@cos@(i)ZjLF( 51n@+[2KTv] 2Tl (5.51)
@ —2$ —2cot OO + K1)} sin~ O T

En los apéndices de este trabajo, en particular en (A.3.1)) y en (B.1.2)) se puede encontrar
algunos de los argumentos que ayudan a entender bajo qué circunstancias podemos reducir

el sistema de ecuaciones en ([5.51)) a

© 7 FO sin® + [2D]z I
d |® 2D]2 sin"' O Ty
— | 4| = .52
dt |© 0 (5.52)
P 0

En donde 7 = m/v. En nuestro contexto biolégico; el de PIP2, O(7) ~ 107165 (5.44)), v la
resolucion temporal que tenemos sobre la dindmica de PIP2 es del orden de los microsegundos
O(dt) =~ 107%s [10], por lo que la aproximacién en es bastante buena, y es por eso que
nuestros resultados no distan mucho de las observaciones empiricas.

Para ver la presencia de ambos entes en las simulaciones necesitamos que la magni-
tud del campo externo y la magnitud de las fluctuaciones térmicas o ruido términco sean
del mismo orden y esto se consigue comparando la norma ||[F(©]|| contra la norma de

mitx (|1 /5750 62 (6 (). 111,11/ 325 2,16 1), 411

Podemos extender las ideas de los casos anteriores a situaciones que presenten campos mas
irregulares. Para no perder su esencia geométrica. Los vamos a considerar como armoénicos
en el espacio y en el tiempo. Esto no necesariamente es una restriccion ya que en algunos
casos podemos sobreponer estos campos arménico para producir campos ma generales, tal
como pasa en el analisis de Fourier. Ahora no es dificil ver que estos pueden ser descritos
por una ecuacion de Langevin en coordenadas locales con la siguiente estructura

S) T F sin Qe© cos (wt + T) [QD]% I'e
d | T F( sin (Q,®) 4 [2D]2 sin ' OT
— . ~ ¢ ¢ ¢ .
7|6 ; (5.53)
) 0

Los campos externos podrian ser identificados mediante el “cuarteto” de ntmeros
(QG), Q<1>7 W, T)

Por ejemplo, el campo homogéneo en la ecuacion podria ser identificado con el cuarteto
(1,0,0,0). En las figura de esta seccién y la que sigue, damos ejemplos de qué le hacen estos
campos al estado estacionario, cuando existe, si partimos de la distribucién uniforme a la
que siempre llegabamos cuando no habian campos externos.
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Figura 5.4: En esta imagen se muestra el potencial que genera al campo, yuxtapuesto con la esfera
y las particulas. El lado izquierdo corresponde a la condicién inicial con distribucién uniforme
generado con el método de la seccion y la distribucién de equilibrio en nuestro ensamble de
particulas brownianas inmersas en el campo “gravitacional” (del algin lugar del universo donde g
en , satisfaga O(mgOr cosf) ~ O(KT)), imagen del lado derecho), o de forma equivalente
en nuestras aproximaciones O(7¢(?)) ~ O([2D]"/?). También puede ser descrito de manera sucinta
como (e, Ny, w, T) = (1,0,0,0) como se explica méas adelante en esta seccién.

Campo externo arménico en el tiempo

Ahora generalizamos a un caso en el que el campo externo es armonico en el tiempo.
Esto es, de la forma

Alx,t] = Fycoswyt €. (5.54)

Podemos pensar ademas, que la forma para cada tiempo, tiene una cierta simetria en el
angulo polar
H[x, ] = Fysin Q0 cos wot €. (5.55)

Y para ser didacticos tomemos como ejemplo el caso sencillo en el que 2g = 8 figura
Este campo externo armonico en el tiempo que tiene estructura, induce que el estado al
que tiende conforme avanza el tiempo nuestro sistema, se ponga a oscilar en lugar de volverse

independiente del tiempo, figura [5.8]y
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Figura 5.5: En esta imagen presentamos nuevamente, condicién inicial con distribucién uniforme
y estado estacionario visto desde lado o perfil y su estado estacionario cuando (Qg,Qs,w,T) =
(8,0,0,0).

222

3=

Figura 5.6: En esta imagen presentamos nuevamente, condicién inicial; distribucién uniforme, y
estado estacionario; desde lado o perfil. Aqui no hay una simetria continua en la coordenada azimutal
¢, como en el caso anterior; imagen (5.5)). Podemos describirlo (g, Q¢,w,YT) = (8,5,0,0).
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Figura 5.8: En esta imagen presentamos el comportamiento del ensamble de particulas brownianas
sujetas potencial arménico en el tiempo que genera el campo en ([5.55)), para el caso particular en
el que (g, s, w,Y) = (8,0,1,0) es la versién que oscila en el tiempo del campo en la figura (5.5)).
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Figura 5.9: En esta imagen presentamos la continuacién de la figura del comportamiento del
ensamble de particulas brownianas sujetas potencial armonico en el tiempo que genera el campo en
(5-55)), para el caso particular en el que (e, Qs,w,YT) = (8,0,1,0). Nueve instancias del proceso
que dieferen en 7At.



Capitulo 6

Réquiem: Error asociado a la ecuacion
discreta de Langevin

Gillespie en su libro [12] dedica una seccién en indagar en la posibiladad de optimizar de
alguna manera la ecuacion de Langevin como algortimo numérico. En este capitulo vamos
analizar el error que se comete al considera un tamano de paso finito At. Nos parece relevante
debido a que a veces, pudiese pensarse que podriamos aproximar a nuestros campos usando
informacion en mas puntos en el espacio, obteniendo un algortimo con mejor grado de apro-
ximacion, como en el caso de los métodos de Runge-Kutta de segundo o cuarto orden. Sin
embargo, en el caso de la ecuacion de Langevin, no es posible tratar de implementar esto si
los campos varian en el espacio, ya que se viola la propiedad de Markov porque se induce un
tipo de memoria o error sistematico al cambiar la regla de acutualizacién para los procesos
markovianos continuos. La razén de esta incogruencia se debe a que la utilizaciéon de mas
puntos para aproximar al campo y al ruido blanco, supone la existencia de la derivada en
esos puntos, lo cual precisamente no esta definido para los procesos markovianos continuos;
son continuos en todo punto, diferenciables en ninguno.

6.1. Evaluacion de la formula de actualizacion

A lo largo de estas secciones iremos argumentando acerca de las aproximaciones que
hicimos en el trabajo. Primero encontramos dénde se induce el error por discretizar el tiempo,
después aislamos de ciertas expansiones de los propagadores, el algortimo de Langevin por
orden en el tamano del paso. Posteriormente deducimos cuél es el tamao minimo para truncar
los dos términos que siguen, y, por ultimo, ponemos este andlisis en el contexto de nuestros
campos externos.

6.2. Violacion de la condiciéon de Chapman-Kolmogorov

Para evaluar el cédigo que estd basado en la ecuacion discreta estandar de Langevin,
necesitamos la relacién (1.48)), que dice

fdtixt) = [ TE- Gl - a)itx+ &t + ad) M(@ladsx. O "G, (6.)

m
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Esta a su vez reescrita con la delta de Dirac y vista desde el teorema RVT ‘D

eldtixt) = [ [ Meiladtx, o) TEI1 - a)dtix-+ 6.1+ adtdl - & - ) "™,

(6.2)
implica
Eldt; x, t] = E[adt; x, t] + E[(1 — a)dt; x + E|adt; x, t], t + adt]. (6.3)
Ahora recordemos que
Bldt;x, t| = (21[dt; x, t], Za[dt; x, ], ..., Ep|dt; x t]) (6.4)

Entonces, la condicion de Chapman-Kolmogorov en el propagador (6 , implica simultanea-
mente en cada componente

Ek[dt; x, t] = Egladt; x,t] + Z¢[(1 — a)dt; x + Eladt; x, t], t + adt], (6.5)

parak =1,2,...,m. El teorema de la ecuacién de Langevin (|1.2.1)) pone una forma explicita,
por cierto muy restrictiva, al propagador E[dt; x, t], ergo a sus componentes, que estd dada
por

m
Eilesx, t] = Aplx, tle + > by [x, t)N;(0,1) () /2. (6.6)
j=1
Para quitarle el aura esotérica al diferencial dt en las ecuaciones anteriores y subsecuen-
tes; para que podamos hacer estimaciones mas formales, propias del cédlculo o el analisis
matematico: hemos remplazado el dt por €, en donde € € RT.

De acuerdo a la ecuacion multivariada de Langevin, escribamos explicitamente los dos
propagadores del lado derecho en la relacién (6.5))

Erfae; x, 1] = Ag[x, t](ce) + Zbkj[x, t]N;(0, 1) (ae)*/?, (6.7)
j=1
y
Zk[(1 — a)e;x + Elae; x, t),t +ae] = Ag[x+ Elae; x, t], ¢ + ae](1 — a)e+ (6.8)

+ 3 byl + Elae; x, 1], ¢+ acN;(0,1)[(1 — a)e] V2.
j=1

Para estimar el error o violacién en la condicién de Chapman-Kolmogorov ((1.48) que se
comete al considerar sélo los términos de la ecuacién de Langevin ([1.7]), cuando € o dt son
“finitos”, es necesario expandir Ag[x,t| y by;[x,t], en sus respectivas series de Taylor, éstas
dicen

Aplx + Elae; x, b, t + ae)(1 —a)e = {Akx t] +Z

—i—T’ae + 0(63/2)} (1 — e, (6.9)
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Zbkj[x—l—E[ae;x,t],t+ae]Nj(O,l)[(l —a)'? = Z [bk] x, t] + Z 6193: { CEnaex,t] 4+

j=1 j=1
8bk]a[tx, t]ae i
82bkj X, t -
= Z o0 Enlaex,t] - Zfae x, t] +
¥ o<e5/2>} NOD(1-a)"  (6.10)

y sustituimos estas expresiones en (/6.3)) agrupamos los términos por orden en epsilon O(e)

Sifex,t] = Aglxt]et + Xm: bij[%, t]N; (0, 1) /2 4 (6.11)
+ { i bnr[%, 1] ab’gT[x’ﬂj\cﬂ(o, 1)N;(0,1) [a(1 — a)]W} e+

7,n,r=1

’I'L

{ > bulx ‘9’4’“ bx, ¢ 2B INL(0,1)a?[1 — a]+

n,r=1

Oby;|x, t L Obgilx, t
+Z ’” 50, Dafl —a] 2+ > %n]fln[x, t]N;(0, D[l — a]'/?
7,n=1

1 “ 0°by;|x,t
2 Z w by [%, i, [%, 1] N, (0, 1) N, (0, 1)L — a]l/Q} e? +

, 0x,,0x;
Jin,lyri,re=1
OAL[x, ] = OAL[x, ]
+ { i all —a] + ngl Anlx, t] i all —a]+

S 02by;[x, 1] 3/2 1/2 | 2 5/2
Z T A, b [x, 8] NL(0, 1?21 — oY }e + 0(e%?)
Jyn,l,r=1 axnaxl

De esta tltima relacién]] es inmediato ver que la férmula de actualizacién basada en la
ecuacion estandar de Langevin sera “exacta” para todo € cuando se trate de procesos com-
pletamente homogéneos; esto es, cuando Ay[x, t| y bx;[x, ] no dependan explicitamente de x
y t. Por otro lado, si queremos saber el tamafio minimo necesario de €', para que la diferencia
entre los primeros dos términos en (6.11]) y los dos subsecuentes entre corchetes ({--- }e! y
{---}€%/?), sea menor que alguna tolerancia § < 1, empecemos por definir

|Ar| = [Ax[x, t][; (6.12)

IPara obtenerla se ha usado, una vez maés, el teorema RVT, para el caso particular en el que la variable
aleatoria es N(0,1).
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Bl = ) bij[x, tIN;(0, 1) ; (6.13)
j=1
- c%k '[X, t]
x| = jnzm burle, ) =5 == N, (0, 1)N;(0,1) [a(1 — a)l'?|; (6.14)
= 0AL[x, t] 1
| = bnr[X, 1] ——— N,.(0,1)a/?[1 — 1
bk | H;I Do tl =5 V(0. D[l —al+ (6.15)
S Oby;[x, 1] 1/2 S Oy [x, 1] 1/2
+ le 5N (0. Dal — o]t 4 jnzl e Al 1N (0, 1)all — ]
1 - 62bk~[x, t]
5 ' Z m bnrl [X, t]blrg [X, t]er (O, 1)Nr2 (O7 1)0[[1 — 06]1/2 .
jml,ry,re=1
Nos gustaria encontrar el tamano de ¢, minimo necesario para que se cumpliera
Jaxle + [biley”
72 (6.16)

| Axlej, 4 | Bile,

Pensando en general que § < 1, lo cual a su vez implicaria que el tamano de los primeros
dos términos en “pesan” mucho més que los dos subsecuentes, por lo que el error
que se cometerd al descartarlos en el algortimo, es del orden de estos dos primeros términos
multiplicada por ¢, el cual siendo mucho menor que la unidad, hard que el producto esté
disminuido; en general, varios érdenes de magnitud.

6.3. Resultados

6.3.1. Adriano’s € size estimation theorem

Proposicién 6.3.1 (“Size do matter”). Si

. (| Bklo | Bi,|?6* )
€ < min , 6.17
¢ (2\bk| 1] — 1 Ad])? (6.17)
entonces se cumpld?]
3/2
st Iule (6.18)

| Axlel + | Bile,”?

2Est4 claro que si | Bi| = 0 es necesario hacer un analisis més rigurozo; contemplar los términos de orden
mayor O(€?). En ese caso los denominadores en la condicién (6.17)), tendrian mas términos que habrfa que
considerar; los asociados a las derivadas de Ag[€,t] y de b;;[€, t] mismo.
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Demostracion. si se cumple (6.17)), entonces se cumple
!ak!—fﬂAk!) 12, Jbe]

B — + —€, <. 6.19

(5 B (019

Eliminando |By| del denominador del lado izquierdo

(Jar| — 0| Axl)ey + |bilel < 8| By,

1/2

multiplicando por €,'” y reagrupando términos

|aglek + |bileX? < 8| Aglek + 8| Bile)/”.

Si ahora factorizamos la “neurosis” §
3 1/2
Jarlel + [brle* < 6(|Axlel + [Bile,),
de donde se sigue automaticamente (6.18]), que es lo que se queria demostrar. O

Esta implicito en este contexto que estamos descartando los términos de orden superior
O(€?), y que esto tiene sus asegunes si el campo no es “regular”’. Sin embargo, como los
unicos campos que tratamos en este trabajo son suficientemente regulares; suficientemente
diferenciables, no nos preocuparemos por las contribuciones de esos términos.

6.3.2. Evaluacion de nuestras aproximaciones

Nosotros consideramos principalmente campos de la forma

A, t] = sin Q0 &y, (6.20)

para diferentes valores de . En el caso del campo homogéneo en R3 Qy = 1, figura ,
y a manera de ejemplo representativo, tratamos el caso €}y = 8, figura [5.5l Posteriormente
generalizamos a un caso especifico en el que el campo podia depender explitamente del
tiempo

Al(, t] = sin Qo0 sinwt &y, (6.21)

cuya oscilacién aparece en la figura Ademads, en todos los casos consideramos que la
funcién de difusién era constante o una constante veces csc? 0

4 m2
= by[c.1 [2ET5] csc? 9, (6.22)
=1 0.

Las coordenadas son locales y podemos ver que los polos representan ciertas singularidades;
pero éstas no son producto de fenémenos fisicos, y pueden ser soslayadas con otra carta de
un atlas. Siendo A[(, t] una funcién arménica o un producto de estas, también acontece que
A € 0=(S?) y ademas |A™[¢,t]| < 1 para todo n € N, por lo que no es tan complicado
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hacer las estimaciones de (6.3.1)). Para ello, primero observemos que en nuestros escenarios
las derivadas de las funciones b;; son nulas en excepto una

% _ {—[—21;?}1/2 csclcotl sii=¢, j=¢, k=20, (6.23)
oxy, 0 otro caso.
Entonces podemos dar una forma explicita para |a|
4
0b
|a’k’ = Z bnr i N N
7,n,r=1
_ Z bur WN N840
7,n,r=1
lap| = Z b 5 ““JN N 150,5000 (6.24)
De la forma especifica que toma la matriz b;; en
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 [2KT~/m?"? sin™ 0
y usando ((6.23)) es facil concluir que
lag| = 0, VEk. (6.26)
Entonces nuestra condicién en ¢, se reduce a
- (|Bxlo | Byl?
< . 6.27
€k m1n(2|bk| FIENE (6.27)
Para estimar |b;| necesitamos las componentes del campo Ay, (5.38))
’ 0
¢

sin 6 cos 0 ¢ — %0+ FH(O) sin Qg0 sin (wt + Y1) |’
—2cotfl¢ — %gﬁ%—FqEO) sin Q¢

LS

G
Al = | v -
G

para un cuarteto de pardmetros (£, 24, w, T) particular, que definen uno de los campos en
concreto que consideramos. Por ejemplo, el cuarteto (1,0,0,0) define al campo homogéneo
cuyo potencial es U(f) = F® cosf. De la definicién de |by|

|bk| - bGG%N 1/2(1 —Oé)+b —_— q'bOél/2(1 — ) 89 A@
2KT~]"? 0A 1o
[ — } o5 Noe'2(1—a)+ (6.28)
2KT~]"?

2KTy]"? A /
+[ Py} CSCQaa—(;Nd)Oél/Q(l—a/)—[ ] csct cot§ Ag Ny

m2
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Siempre podemos elegir un sistema de coordenadas en el que # = 7/2, entonces en ese caso

podemos estimar una cota superior para |by|

0A,
%

o0

m2

1/2
i [20]" ([2

)

Si definimos a M como

M = max ( % , % ),
90 || 9
entonces 12
2KT
Ibi| < 2 [ 7} M

(6.29)

(6.30)

(6.31)






Capitulo 7

Conclusiones y nuevos horizontes

7.1. Conclusiones generales

En este trabajo intentamos contestar algunas preguntas relevantes en relacion al movi-
miento browniano, cuando éste estd restringido a la superficie de una esfera, y, aunque no
las contestamos todas, podemos afirmar que las abordamos con enfoques creativos y herra-
mientas nuevas. A continuacién, damos una lista de las mas importantes

e Todos los algoritmos numérico los hicimos nosotros; lo compartimos en nuestra cuenta
de GitHub. Se disenaron algoritmos para esencialmente dos casos:

e Caminantes aleatorios sin obstaculos generados a través de una ecuacion discreta
de Langevin, como un proceso de Wiener en la esfera. Lo cual no es tan extensa-
mente conocido.

e Caminates aleatorios con obstaculos

o Tipo “Billar” en el cual seguimos teniendo un “Bug”. Necesitamos trabajar
mas en él.

o Tipo “Disipativo” Aqui es muy importante senalar que cuando eliminamos el
movimiento en las fronteras U;0€2;, colisiones ineldsticas, estamos implicita-
mente drenando “energia”, déficit que se refleja en un aletargamiento de los
procesos de difusion o de manera equivalente, en la velocidad de colonizacién
del espacio. Lo cual sugiere que, de converger nuestros métodos numéricos a
la solucion exacta, en este caso, esta convergencia debiese darse por abajo

]\}l_r}(l)o ™ =" T (7.1)
De la misma forma, el tiempo 7 de relajacion asi inferido, debiese en prome-
dio quedar por debajo del valor real e irse aproximando a éste por debajo
conforme el ensamble crece N — oc.

e Aplicacion de nuestros métodos a la biofisica: Encontramos una densidad o ~ 0,44 ca-
racteristica de subestructuras (Ogq = 0,05) en la superficie de la esfera, que aletargan el
proceso de ralajacion 5.4 veces, por lo que pudiese representar algo de estos organismos
biolégicos como el de PIP2.
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7.2.

e “More is different”: Migrar a Julia. Python no es el mas rapido. Lo primero que pode-

e Pusimos los métodos en el contexto del primer tiempo de escape de acuerdo a las

observaciones empiricas de nuestro sistema bioldgico.

Podriamos ajustar nuestros métodos a un escenario experimental, donde se puede con-
trolar con finura un campo externo, como los considerados en este trabajo. A esto
le hemos denominado “Cucharén pozolero”, puesto que en este discurso bien podria
sonar a que queremos que los nimeros hagan sentido a fuerzas, y estos, en el caso de
un campo externo, lo haran, si el campo sélo existe en una vecindad del tiempo en que
nosotros actualizamos a nuestro sistema, ya que, si en los otros tiempos no existe; las
particulas estaran libres en ellos, y no se cometeran errores a la hora de “integrar”.
Esto es, si el campo externo tuviera la siguiente estructura

Fy sin€p 0 sinwt - Z or(t — nAt). (7.2)
neN

Ya que esto comprime el campo en una serie de impulsos, de tal suerte que elimine las
variaciones de éste en el espacio. En la ecuacién anterior podemos definir a ¢, como

: 1 1
bu(C —a) = k osiCe(a—g,a+5), (7.3)

0 otro caso.

Damos un criterio explicito para el dt de la ecuacién de Langevin discreta, en presencia
de campos externos en la aproximacion de Smoluchowski para la esfera.

Otras posibles extensiones

mos pensar es poner mas particulas y mas obstaculos.

Paralelizable: En la misma linea de pensamiento, pensariamos en algtin lenguaje como
CUDA especifico para ello.

Pensar o incorporar dinamicas mas complicadas o realistas, como por ejemplo obstacu-
los que se muevan.

Usar los billares para entender la influencia geométrica de las fronteras sobre las rutas
a los estados estacionarios.

Aplicacion en la determinacién de cargas efectivas en contextos biofisicos: General-
mente podemos controlar algin paramtro externo con mucho control y usar esto para
determinar de manera indirecta las propiedades de algiin ente suceptible a la interac-
cion. De hecho, esta es una manera de medir la fuerza o tamano de la interaccion.

Usar todos los recursos que generamos en el mismo contexto: Tiempos de escape cuando
hay campos externos presentes

D’Alembert Pedagégico: Un campo como alternativa de considerar obstaculos.
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Apéndice A

Dos arquetipos de procesos
markovianos continuos

A.1. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Todos los procesos markovianos continuos £(t) evolucionan en el tiempo de acuerdo a
una ecuacién de tipo Langevin

e Langevin estandar

E(t+ At) = £(t) + AJE, 1] At + DV2[E N[0, 1] (At)Y2 + O(At), (A1)

en donde lima;_ %Att) = 0.

e Langevin ruido blanco

£(t) = Al¢. 8] + D2[¢, T (2). (A.2)

A.1.1. Definicién

Un proceso de Markov continuo con funcién de arrastre A[¢,t] v funcion de difusion
DI¢, t] definidas por la pareja de ecuaciones

Algt] = -1
1] T (A.3)
D¢, t] = ¢,

en donde 7 y ¢ son constantes positivas, se denomina proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

A.1.2. Solucién analitica cerrada

La ecuacién de Langevin (con ruido blanco) asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck
es

E(6) = ——€(t) + 7T(1) (A4

Existen diferentes maneras de econtrar ecuaciones diferenciales para los momentos de este
proceso; al resolverlas, los resultados son los mismos:
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e Primer momento

(§(t)) = &oexp [~ (t — o) /7]. (A.5)
e Segundo Momento
€(0) = 50— exp[-20t — t)/r)) + Gexp -2 —)/r]. (A6)
e Varianza or
varl§(t)] = (1 — exp[=2(t — ) /7])- (A.7)
e Covarianza
cov[§(t1), §(t2)] = %T (1 —exp [=2(ty —to)/7]) - exp [ (t2 — t1) /7], (A.8)

con t() S tl S tQ.

Integral del proceso Ornstein-Uhlenbeck

Si definimos la integral ((t) del proceso de Ornstein-Uhlenbeck a través de la relacién

d¢(t)
o £(0), (A.9)

sus respectivos primeros momentos y varianza podran calcularse de forma similar a los de
&(t), y estan dados por

e Primer momento
(C(t) =& (L —exp[—(t —1o)/7]), (A.10)
to <t.

e Segundo momento

(@) = er’[(t—to) = 27(1 — exp [ (t — to) /7])+ (A11)
+ 21— exp [=2(t = 1) /7)) + & (1 = exp[—(t = to) /7)) (A12)

e Varianza

var[((t)] = er?[(t —to) —27(1 —exp [—(t — to)/7]) + (A.13)
+ 51— exp [-2(t — 10)/7])| (A.14)

Cabe senalar que no es necesario conocer £(t) para calcular sus momentos; sin embargo,
en el caso particular del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, éste admite una solucién analitica
cerrada; esto es, en términos de funciones elementales. En este caso en particular, se trata
de una variable normal para todo tiempo en el que el promedio y su varianza son funciones
diferenciables del tiempo.
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Teorema A.1.1 (Proceso Ornstein-Uhlenbeck). La soluciénE] para el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck (A.4) estd dada por

€(t) = Nloexp [—(t — to) /), 5.1 = exp[-2(t — t0)/7])] (A.15)

Demostracion. Nétese primero que & = N|[&, 0] y que

Glto+ ke = N |[& (1—

- va(i-

Si ahora tomamos €(k) = (t — to)/k,

&(t) =N [50 (1 _G ;Tto))k,% (1 - l1 - @} k)] . (A.16)

De donde se puede apreciar, que al tomar el limite

o - fo(1-G52) 5 (1-[i- 25

) (t—t0)\* er ) 2t — o) 1"
N[fm}:r&(l— = ) 5 (“JL%[“T} )]

= N[§exp[—(t —to)/7], %(1 —exp [=2(t — to)/7])]-

[]

La demostracién esta basada en el teorema de transformacién de variables aleatorias
(RVT) y aplicando induccién matematica, podemos resolver el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
para un tiempo finito arbitrario ¢ (no tan solo suficientemente pequeno At, como en la ecua-

cién de Langevin |A.1)).
Estado estacionario

Decimos que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un proceso estable ya que el limite

&)= lim £(t) = N[0, <, (A.17)

to——o0 2

existe y es independiente de &y y t. Debido a la existencia de este estado estacionario, también
podemos aludir a la funciéon de autocorrelcion del estado estacionario

LA pesar de ser “clemental”: esta demostracién particular pertenece al autor de este trabajo.
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CT

Cé(t,ta) = lim cov[€(t1),§(t2)] = — exp[—(ta — t1)/7]. (A.18)

to——o0 2

Esta funcion sélo depende de la diferencia t' = t5 — t; y, naturalmente, es independiente de
t. La constante positiva 7 recibe el nombre de tiempo de decorrelacion o relajacién; ya que,
como se puede apreciar en , T caracteriza el tiempo en el que la variables aleatorias
E(t1) v &(t2) estdn o no efectivamente correlacionadas. Cuando (t2 — t1) < 7, entonces
Cg(tl, ty) &~ c7/2, mientras que si (ty — t1) > 7, entonces Cg(tl, ts) =~ 0.

Los valores asintéticos para los dos primeros momentos de la integral del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck son

im_(C() = o (A19)
y
t—%ﬁig var[((t)] = em?(t — ty), (A.20)

respectivamente. La integral del proceso de Ornstein-Uhlenbeck no es un proceso estable
cuando las posiciones y velocidades viven en R; esto es, cuando ((,£) € R x R. Cuando
viven en S?%; esto es, cuando ((,€) € S? x T;S?, escenario de este trabajo, la situacién es
cualitativamente diferente. Esto se debe a la diferencia topoldgica entre estos dos espacios:
S? es compacto; cerrado y acotado, por lo que deberfa parecernos natural que se sature, a
diferencia de R? que no esta acotadd?]

A.2. Proceso de Wiener

Definiciéon

{ Alw,1] =0, (A.21)

Diw,t] =
W(t) = c’T(t) (A.22)
Solucién analitica
W (t) = N[Wy, c(t — to)] (A.23)

Sujeto a la distribucién inicial W (ty) = Wy
A.3. Dos teoremas para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck

A.3.1. Teorema tiempo de relajaciéon 7 — 0

Teorema A.3.1 (tau cero). Si 7, en la ecuacién asociada de Langevin para el procesos de
Ornstein-Uhlenbeck, tiende a cero, tal que 7¢'/? = O(1), entonces el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck tiende al proceso de Wiener con constante 7¢'/2

2No existe r € RT tal que R? C B,.(0) = {(z,y) € R? | (2% +y?) < r?}
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lim £ (1) — N[0, er( — t)], (A.24)
T—0 Tcl/2=0(1)

por lo que la integral del proceso de Ornstein-Uhlenbeck en este limite se convierte en el

proceso de Wiener con funcién constante de difusién cr2.

C(t) = 7 ’T(¢). (A.25)

A.3.2. Teorema de Wiener-Khintchine

Una ventaja de la aproximacién al movimiento browniano desde el formalismo de los
procesos markovianos continuos, sobre la tradicional mecanica estadistica, es la descripcion
del espéctro de frecuencias de las fluctuaciones.

Funciones de densidad espectral

Si todos los momentos de una variable estocéstica X () (con primer momento nulo), son

independientes del pardmetro ¢, se le suele denominar al segundo momento (X2(t)) = o2,

la intensidad de X (t). Debido a la existencia de este estado estacionario, la funcién de
autocovarianza o autocorrelaciéon Cx(t') serd independiente de ¢ y tendrd una amplitud
positiva de Fourier tal que

Cx(t) :/ Sx(v) cos 2mvt’ dv, (A.26)
R+

en donde
Sx(v) = 4/ Cx (t) cos 2mut’ dt’. (A.27)
R+

Teorema A.3.2 (Teorema de Wiener-Khintchine). La porcién de intensidad de (X2(¢)),
que resulta de frecuencias positivas entre v y v + dv esta dada por la funcién espectral de
densidad (de frecuencia) Sx(v)dv en (A.26]).

S6lo necesitamos tomar ¢ = 0 en ((A.26)) y en la definicién (X (¢)X (¢t +t')) = Cx(t') con

0 < ¢, para demostrar que
(X2(t)) = / Sx(v)dv. (A.28)
R+
Dos elementos representativos para los conceptos relevantes a este trabajo son

e El proceso una constante (a) veces el ruido blanco gaussiano; aI'(¢), de media nula,
intensidad infinita y estacionario el cual tiene autocovarianza asociada

Cor(t) = (al(t)al(t +1t)) (A.29)
= ATt +1)) =a?5(t).

Sor(v) =2a% 0< v (A.30)
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e El proceso totalmente relajado de Ornstein-Uhlenbeck ((A.17)) £*(¢), cuya autocovarian-

za (AI8) s

CT

Cee(t') = 5 exp [—t"/7]. (A.31)
See(v) = % 0<w. (A.32)

Teorema A.3.3 (Limite tau cero). El proceso de Ornstein-Uhlenbeck totalmente relajado;
su estado estacionario, converge en el limite 7 — 0 con O(c'/27) = ¢, al proceso de ruido
blanco gaussiano con constante epsilon e I'(t)

Demostracion.

2c7?
lim S~ =lim —— =22 =8, . A.33
lim Se- (v) O(e/iry—e | 701+ (2171)?2 oo € r(v) (A.33)

]

Langevin supuso que la ecuacién dindmica que regia la particula browniana estaba dada
por

dv(t)
dt
en donde v es una constante positiva denominada el coeficiente de arrastre, y f es una

constante que debia determinarse empiricamente.

m

= V(1) + fT(D), (A.34)

Proposicién A.3.1 (Equivalencia Ornstein-Uhlenbeck y Langevin). La ecuacién (A.34))
utilizada por Langevin para modelar la V(¢) en el movimiento browniano es equivalente
a la ecuacion asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck , con tiempo de relajacion
T =m/v y constante de difusién ¢ = f/m, que describe la evolucién de £(t).

Corolario A.3.1 (Equivalencia Einstein-Langevin). La aproximacién al movimiento brow-
niano por Alber Einstein es equivalente a la de Paul Langevin para O(1) < (t —tg) si y s6lo

S1
KT

T=5 (A.35)

A.4. La estructura de la ecuaciéon de Langevin

A.4.1. Teorema de Fluctuacién-Disipacion
Teorema A.4.1 (Teorema Fluctuacién Disipacién). La constante f en (A.34) estd por

f=(2KT)Y2 (A.36)
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Esta relaciéon monotoénica entre el coeficiente de arrastre v y el coeficiente f de la fuerza
fluctuante I'(¢), implica que la fluctuacién y la disipacién estdn intimamente relacionadas;
una no esta presente sin la otra. Una de las demostraciones se basa en la necesidad de
satisfacer el teorema de equiparticion de energia de la termodinémicaﬂ

.1 n
t1i>r£> hm(V(t) . V(t)>1 = §KT, (A.37)
en donde n es el nimero de dimensiones a los que esta restringido el movimiento, o grados de
libertad del sistema. La ecuacién de Langevin (A.34)) quedaria explicitamente caracterizada
fisicamente

m%it) = —V(t) + (2KT~)Y?I(t). (A.38)
A.4.2. Proceso de Markov de Salto

En esta seccién usaremos un modelo molecular simplificado que aparece en [13], para
justificar la estructura de la ecuacion de Langevin que se utiliza en el estudio del movimiento
browniano.

Supongamos que V' (t) representa la velocidad de la particula browniana, y considerémosla
como un proceso markoviano de salto, que se puede manifestar en 2N + 1 estados discretos

©
e = [%] k= R[Nk, k=0,+£142 ... £N. (A.39)

En principio tenemos una cantidad finita de estados discretos, pero tenemos en mente el
limite de tal forma que h[N] - 0y v](\(,)) — 00, haciendo progresivamente que la restriccion

(A.39)) sobre los valores que pueda asumir vy, desaparezca; v, — v € R.

Ahora supongamos que esta variable aleatoria V() visita sus posibles estados con una
dindmica simplificada: contempla sélo la posbilidad de visitar estados contiguos, que difieren
en +h[N], y que estos saltos o brincos entre estados se dan en tiempos de forma totalmente
aleatoria y de forma markoviana; sin memoria. Tal comportamiento puede ser capturado por
dos funciones W, (v) y W_(v) definidas como

W (vg)dt = Prob{V (t 4+ dt) = vy+1, dado que V(t) = vy }. (A.40)
Nuestros conceptos dindmicos tienen una implicacién en la estructura de esta funcion
W_(—v) = Wi (v) (A.41)

y podremos enfocarnos sélo en alguna de las dos; después automaticamente inferir la estruc-
tura de la otra. Centrémonos antes en una funcién menos “ambiciosa” definida como

G[N]dt = Prob{V (t + dt) = h[N], dado que V(t) = 0} (A.42)

3130, cap.5] 6 [20, cap.1]
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Esté claro que G[N] coincide con W, (v) en 0

También debe ocurrir
W, () =0, (A.44)

puesto que si una particula posee la velocidad méaxima en la direcciéon positiva de algin
eje coordenado, la probabilidad de que alguna otra particula la colisionase por detras, para
aumentar su velocidad en h[N] debe ser cero. La funcién més simple que satisface simulténe-
mente las condiciones (A.43) y (A.44), es una funcién lineaf’] que pasa por los dos puntos, y
en este modelo simplificado W, y W_ tendrian la siguiente forma analitica

W, (v) =G[N] |1 - % - v](\(,)) <wv< ’ug?) (A.45)
L Un

W_(v) = G[N] |1+ % 0 <y <0 (A.46)
L N

Ahora definamos un ente representativo en este contexto
P(vg,t) := Prob{V (t) = v, dado que V(0) = vo} (A.4T7)

Esta funcién de densidad de probabilidad condicionada deberd satisfacer, en nuestro
modelo simpificado

P(’Uk, t+ dt) = P(Uk_l, t) . W+(Uk_1) dt +
+P<Uk+17 t) -W_ (Uk+1) dt + (A48)
+P(og, ) - {1 — W (v) + W_(v) di]}

Ya que cualquier estado sélo puede ser accesado a través de los estados contiguos, y en este
caso se descompone el cambio en la probabilidad de un suceso como la suma de probabilidades
de estar en ciertas configuraciones y tomar ciertas “actitudes”. El primer término del lado
derecho corresponde a el estado que esta h[N| unidades de velocidad a la izquierda de vy, al
tiempo t, y salta a la derecha (ganando h[N] de velocidad); el que estd a la derecha de vy
al tiempo ¢, y salta a la izquierda (perdiendo h[N] unidades de velocidad); y, por tultimo, la
probabilidad de que esté en la configuracion caracterizada por la velocidad vy al tiempo ¢ y
no “salte” hacia ningun lugar.
Usando las definiciones y reordenando términos

%P(’l}k, t) = % [kaP(ka, t) — kalp(kala t)] —+ (A49)
+G[N] [P(vks1,t) — 2P(vg, t) — P(vg_1,t)] (A.50)

4Fisicamente pudiésemos esperar que mas funciones satisfagan las condiciones mencionadas, en realidad
s6lo necesitamos un comportamiento monoténico que se garantiza con que el signo de la derivada no varie
(dWy /dv < 0) en el intervalo de interés (—v(©,v()).
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con —N < k < N. Si usamos la definiciéon de h[N] (A.39) podemos escribir la ecuacion

anterior en una forma mas “reveladora”

0 2G[N] (% 1P(U +1,t)—’U_1P(U _1,t)
ap(vlwt) - = [k—l— k Qh[N]k k }
p'0y2 Vps1, ) — 2P (v, 1) — P(vp_1,
V(Y [Pl = 2Pl0cd =Plecsd] (g

con —N < k < N. Ahora supogamos que podemos tomar el limite N — oo de tal suerte que
hIN] =0y v](\(,)) — 00 y que los limites

Cr = Jim = (A4.52)
i CIMIERY
existan. Entonces ((A.51]) se convierte en una ecuacién en derivadas parciales
aP( t)y="=C_ 0 [vP(v,t)] + C o [P(v,1)] (A.54)
—P(v,t) = C; — [vP(v — : :
ot "o ’ ‘o2

Puede demostrarse (por sustitucién directa), que la solucién sujeta a la condicién inicial
P(v,0) = 6(v — Vp) esta dada por

(v — Vyexp [-Cht])?
(C1/Cy)(1 — exp [—2C4t])

P(v,t) = [2%(01/02)(1—exp[—ZClt])]_l/Zexp ~3

— N[Voexp[—Cutl, (C1/Co) (1 — exp [-2C11))]. (A.55)

Para que los limites en (A.52)) y (A.53]) existan y tengan sentido fisico, se debe cumplir que

los 6rdenes de G[N] y v](\?) deben ser

G[N] = O(N), (A.56)
o = o2 (A.57)

respectivamente. De ahi que
h[N] = O(N~1/?). (A.58)

Podriamos suponer que la estructura de G'y de v tienen las siguientes formas generales

G[N] = gN, (A.59)
oW = aNY2, (A.60)

En donde g y a se convierten en nuestros nuevos pardametros. Sustituyéndolos en (A.52) y
(A.53) C, =2g vy Cy = ga?, por lo tanto
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CL2

V(t) = N[Voexp [-2gt], (1 — exp [~4gt]))] (A.61)

Esta es la solucién al modelo simplificado para la dinamica de V(¢) en (A.39)), y coincidird

con la de Langevin, asociada al movimiento browniano ((A.34)), si se cumple
v CL2 B f2

2= —; — = .
I=m 2 2ym

(A.62)

Resolviendo simultaneamente este “sistemita”, podemos llegar a la conclusio’nﬂ de que nues-
tro modelo; en el limite del continuo, predice la existencia de un término asociado a una
fuerza de arrastre disipativa —yV/(¢), y de un término asociado a una fuerza fluctuante con
media nula fI'(¢), y en donde v y f estan dados en funcién de los pardmetros de “nuestro”
modelo g y a, por

v = 2mg (A.63)

f =ma(29)">. (A.64)

Hasta el momento no se ha impuesto el limite termodinmico (A.37)). Antes de hacerlo, es
conveniente notar cudl es el limite de la solucién (A.61]) cuando ¢t — oo

lim V(t) = N0, %2]. (A.65)

t—o00

Por lo que a?/2 = KT /m, despejando a

a= (ﬂ>/ (A.66)

m

Y sustituyendo este resultado en (A.63) y (A.64)

v =2mg (A.67)

f = (4mgKT)"2. (A.68)

Ahora sélo queda un pardmetro g = G[N]/N libre para nuestro modelo. Como puede apre-
ciarse de (A.67) vy (A.68) vy f incrementan con g, y sélo se anulan cuando g = 0. Esto una
manifestacion del teorema fluctuacion-disipacion: la fuerza de arrastre disipativa y la fuerza
fluctuante de media nula son concomitantes.

—/m
0 3] |a f2/2vym
determinante del sistema es no nulo y por lo tanto existe solucén.

. 2 . .
5El par de ecuaciones puede verse como { 9] |:92:| = { } de donde es inmediato ver que el



Apéndice B

Ecuacion de Kramers y Smoluchowski

B.1. Campo externo

Si ademas de los efectos del fluido sobre la particula browniana, que se sintetizan en
la fuerza disipativa —yV'(t) y la fuerza estocéstica fI'(t), la particula browniana estuviese
inmersa en un campo externo, que (matematicamente hablando), bajo ciertas circunstancias
pudiese ser descrito como menos la derivada de una funcion de las coordenadas

o !
FeXt =-U (.f), (Bl)
pareceria natural considerar su ecuacion canénica multivariada de Langevin bivariada con
la siguiente estructura

(B.2)

{ WO _ 2y (p) — Ly(z) + (2KT)12p(e),

para describir su evolucién dindmica. Cabe senialar que tanto X (¢), como V(¢) en (B.2)), no
son en si procesos markovianos continuos; sin embargo, si son componentes de un proceso
markoviano continuo multivariado (X (t), V (¢)).

B.1.1. Ecuacion de Kramers

La ecuacion asociada de Fokker-Planck asociada al proceso markoviano continuo bivaria-
do definido por el par de ecuaciones (B.2)) es

0 v+ U'(x
aPCU,U,t'[BO,UQ,to) = % {WT() : P($,U7t‘$0,vo,t0)} — (BB)
0 KT~ 02
—v %P(x, v, t|xo, vo, to) + —mj —(%2P(x, v, t|xo, vo, to)

y segun [16], ha sido acufiada con el nombre de “ecuacién de Kramers” por Gardiner [I1].
Solucién estacionaria

La solucién estacionaria asociada a esta ecuacion (B.3)) es

1
lim  P(x,v,t|xg,vo, tg) =: P*(x,v|xo,v0,t0) = C exp [—(ﬁmlﬁ +U(x))/KT]. (B.4)

to——o0
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Lo cual puede ser verificado por sustitucion directa, y corresponde al limite de la mecanica
estadistica. La ecuacion de Kramers rige cémo es la evolucion hacia esta distribucion o estado
de méxima probabilidad (de equilibrio).

B.1.2. Ecuacién de Smoluchowski

En los casos en los que el cambio de velocidad puede ser despreciable dV'(t)/dt ~ 0,
debido a que lo es en la escala de tiempo relevante para el problema, entonces X (¢) evoluciona
aproximadamente regido por una ecuacién (aproximada) de Langevin

d J 1/2
X0~ = U'@) + (2D) 21(1), (B.5)

que a su vez tendra asociada una ecuacion de Fokker-Planck

B 10, 8?
EPX(.T,?S‘.CE(),ZS()) ~ ;%[U (l’)Px(x,tll'Q,to)] + D@P)((l’,tll'g,to). (BG)

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion de Smoluchowski y generlamente se olvida su
caracter aproximado.



Apéndice C
Caddigo

C.1. Python

import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt

#Funcion que toma un vector y regresa otro ortogonal a este.
def orto(x):

if np.dot(x,x) = 0:
return 'No se puede: ese es el vector cero!’
else:
if 0 not in x:
vl =1
v2 = —(x[0]/x[1])
v3d =0
#return np.array ([vl,v2,v3])
else:
if x[0] = 0:
if x[1] = 0:
vl =1
v2 =0
v3d =0
else:
vl =0
v2 =0
vd =1
elif x[1] = 0:
vl =0
v2 =1
v3d =0
else:
vl =0
v2 =0
vd =1

return np.array ([vl,v2,v3])
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#Funcion que regresa dos vectores; numpy arrays de 3D, ortogonales al
vector de input x.
#Esto es, devuelven la base al espacio ortogonal definido por el vector
x de entrada.
def base_ort_nor(x):
y = orto(x)
vl = y/np.linalg .norm(y)
z = np.cross(x,vl)
v2 = z/np.linalg .norm(z)
return vl, v2

#Esta funcion genera un vector con distrubucion uniforme en las
direcciones sobre un plano tangente a la esfera de radio R.
def vector_des(vl,v2):
na = 2*np. piknp.random.rand ()
vn = vlsnp.cos(na) + v2x*np.sin(na)
return vn/np.linalg .norm(vn)

R=1

#Normalizamos al vector de desplazamiento para que intersecte al vector
de la nueva posicion de acuerdo con que el

#desplazamiento (s) sobre la esfera, sobre este arco de circulo maximo,
sea el determinado por el movimiento browniano particular.

def vector_q(x,s):
q = (R)#np.tan(s/(R))

return g*x

#Dados todos los datos anteriores, esta funcion actualiza la posicion
de la particula.

#Lo que hace es que la mueve sobre el plano tangente a la esfera en la
direccion predeterminada de tal suerte que el desplazamiento
efectivo

#s sobre una geodesica de la esfera, se el deseado, y posteriormente la
proyecta sobre la superficie de la esfera.

def nuevo_r(r, vector_q):
y =1 + vector_q

y = y/np.linalg .norm(y)
return (R)x*y

#Esta funcion ensambla todo lo anterior: como imput necesita una
posicion inicial y un arco de desplazamiento

#Como output da un vector de posicion nuevo dada un tipo de
desplazamiento .
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def actualiza(r,s):
vl, v2 = base_ort_nor(r)
pre_.q = vector_des(vl,v2)

q = vector_q(pre_q, s)
return nuevo_r(r, q)

#Esta funcion cuando es llamada grafia la posicion de la particula
browniana
#sobre la superficie de una esfera sobre la que se esta difundiendo.
def plot_particle(r,i):
from mpl_toolkits.mplot3dd import axes3d
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import cm

#import matplotlib.pyplot as plt

#import numpy as np

from itertools import product, combinations
fig = plt.figure(figsize=(20,10))

ax = fig.gca(projection="3d")
ax.set_aspect (" equal”)

#draw a point
ax.scatter ([r[0]] ,[r[1]],[r[2]], color="h",s=100)

#draw sphere

u, v = np.mgrid[0:2*np.pi:50j, (np.pi/7):np.pi:50j]

x=Rsnp. cos(u)*np.sin (v)

y=Rs#np.sin (u)*np.sin(v)

z=Rxnp. cos (V)

#ax.plot_surface(x, y, z, color="r", alpha = 0.15)
ax.plot_surface(x, y, z, cmap=cm.YlGnBu.r,rstride=1, cstride=1,
alpha = 0.55, linewidth = 0.15)

#draw patch

u, v = np.mgrid[0:2*np.pi:50j, O0:(np.pi/7):50j]
x=Rsnp. cos (u)*np.sin (v)

y=Rs#np.sin (u)*np.sin(v)

z=Rxnp. cos (v)

ax.plot_surface(x, y, z, color="r”, alpha = 0.25)
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ax.view_init (80, 30)
#fig .savefig ("BS_Rand_01.{}.png’.format(i))

plt .show ()

#Esta funcion Genera n posiciones aleatorias sobre la superficie de la
esfera de radio R.
#El proposito de tener esta funcion es el de generar de manera
automatizada
#Una condicion inicial con distribucion uniforme sobre la esfera para
varaias particulas Brownianas.
def P_INS(n,R):
1= ]
for i in range(n):
al = 2xnp.pixnp.random.rand ()
a2 = np.pi*np.random.rand ()
l.append (np.array ([R«np.sin (a2)*np.cos(al) ,Rxnp.sin(a2)*np.sin (
al) ,R«np.cos(a2)]))
return 1

#Esta funcion cuando es llamada grafia la posicion de las partoculas
brownianas .
#sobre la superficie de una esfera sobre la que se esta difundiendo.
def plot_particles(lista , vpolar, vazim, numero):
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from mpl_toolkits.mplot3dd import Axes3D
from matplotlib import cm

#import matplotlib.pyplot as plt

#import numpy as np

from itertools import product, combinations
fig = plt.figure(figsize=(20,10))

ax = fig.gca(projection="3d")

ax.set_aspect (”equal”)

#draw sphere

R=1

u, v = np.mgrid [0:2*np.pi:50j, O:np.pi:50j]
x=Rs#np. cos(u)*np.sin(v)

y=Rxnp.sin (u)*np.sin(v)
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z=Rxnp. cos (V)
#ax.plot_surface(x, y, z, color="r", alpha = 0.15)

ax.plot_surface(x, y, z, cmap=cm.YlGnBu.r,rstride=1, cstride=1,
alpha = 0.55, linewidth = 0.15)

ax.view_init (vpolar, vazim)

#draw patch

#u, v = np.mgrid [0:2*np.pi:50j, 0:(np.pi/7):50j]
#x=R#np. cos (u)*np.sin (v)

#y=R#np.sin (u)*np.sin (v)

#z=Rxnp. cos (V)

#ax.plot_surface(x, y, z, color="r", alpha = 0.25)

#draw points
for p in lista:
ax.scatter ([p[0]],[p[1]],[p[2]],color="bh",s=150)

fig .savefig(’BS_Obs_01.{}.png’.format (nombre(numero)))
#ax.view_init (80, 30)
plt .show ()

#Esta funci n actualiza la posicion de todos los elementos de una
lista; part cula brownianas.
def act_n(lista ,s):
1= ]
for v in lista:
l.append(actualiza(v,s))
return 1

#Esta funcion simula la evolucion de n particulas brownianas
difundiendose sobre la superficie de una esfera.
#Grafica cada paso o instantanea del sistema completo.
def sim_n_pb(lista , m):
plot_particles(lista)
sigma = lista
for 1 in range(m):
eta = act_n(sigma)
plot_particles (eta)
sigma = eta

#Funcion que pone n particulas en el polo norte de una esfera
def polo_n(n, R):
I =]
for i in range(n):
l.append (np.array ([0,0,R]))
return 1
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#0Operador de Rotacion

#Depende de los parametros r, el vector o punto que queremos rotar;
theta el angulo de rotacion; n el vector que define el eje de
rotacion y el signo de rotacion.

def rot_theta(r, theta, u):

x = np.array ([np.cos(theta) + (u[0]*u[0])*(1 — np.cos(theta)), u[0]
«u[l]*(1 — np.cos(theta)) — u[2]*np.sin(theta), u[0]*u[2]*(1 — np.
cos(theta)) + u[l]*np.sin(theta)])

y = np.array ([u[l]*u][0]*(1 — np.cos(theta)) + u[2]*np.sin(theta),
np.cos(theta) + u[l]*u[l]*(1 — np.cos(theta)), u[l]*u[2]*(1 — np.cos
(theta)) — u[0]*np.sin(theta)])

z = np.array ([u[2]*u[0]*(1 — np.cos(theta)) — u[l]*np.sin(theta), u
[2]*u[l]*(1 — np.cos(theta)) + u[0]=*np.sin(theta), np.cos(theta) + u
[2]*u[2]%(1 — np.cos(theta))])

R = np.array ([x,y,z])

return np.dot (R, 1)

#Huella de la trayectoria

#La siguiente funcion hace una particion de la trayectoria sobre s en n
pedazos y regresa

#una lista de los vectores de esas posiciones sobre la esfera.

#Usa al operador de rotacion.

def b_steps(ri,rf,n):
1 = [ri]
r0 = ri
theta = np.arccos((np.dot(ri,rf))/((np.linalg .norm(ri))*(np.linalg.
norm(rf))))
normal = np.cross(ri, rf)/ np.linalg .norm(np.cross(ri,rf))
for i in range(l,n + 1):
vi = rot_theta(r0, theta/n, normal)
l.append(vi)
r0 = vi
return 1

#Transformacion de coordenada de esfericas a cartesianas.

def trans_s_c(r,theta, phi):
x = r*np.sin (theta)*np.cos(phi)
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y = rx*np.sin(theta)* np.sin(phi)
z = rxnp.cos(theta)
return x, y, z

#Transformacion de coordenadas de cartesianas a esfericas.

def trans_c_s(x,y,z):
r = np.sqrt (x*x*2 4+ y**2 + zxx2)
theta = np.arccos(z/r)
phi = np.arctan(y/z)
return r, theta, phi

def r_uni(theta, phi):
x = np.sin(theta)s*np.cos(phi)
y = np.cos(theta)*np.cos(phi)
z = np.cos(theta)
return np.array ([x,y,z])

def theta_uni(theta, phi):
x = np.cos(theta)s*np.cos(phi)
y = np.cos(theta)s*np.sin (phi)
z = —np.sin(theta)
return np.array ([x,y,z])

def phi_uni(theta, phi):
X = —np.sin (theta)
y = np.cos(phi)
z =0
return np.array ([x,y,z])

def collision_update (lista_vect , r.omega, theta_omega):
for v in lista_vect:
#angulo = np.arccos(np.dot(v,r_omega)/(np.linalg .norm(v)#*np.
linalg .norm(r_omega)))
#print angulo, theta_omega
tamanho = (R#%2)xnp.cos(theta_omega)
if np.dot(v,r_.omega) >= tamanho:
print ’'Choco el mother fucker’

r'p =V
np_prima = np.cross(np.cross(r_omega, rp), rp)

nor_p = np_prima/np.linalg .norm(np_prima)

up_prima = np.cross(np.cross(lista_vect [0], lista_vect[—1])

, IP)
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up = up_prima/np.linalg.norm(up_prima)

tp-prima = np.cross(rp, nor_p)

tp = tp_prima/np.linalg .norm(tp_prima)

x = (np.dot(up,tp))*tp — (np.dot(up, nor_p))=xnor_p

v_rot_prima = np.cross(rp, x)

v_rot = v_rot_prima/np.linalg .norm(v_rot_prima)

ang_dif = np.arccos(np.dot(v,lista_vect|[—1])/(np.linalg.
norm(v)*np.linalg .norm(lista_vect[—1])))

posicion_final = rot_theta(rp, ang_dif, v_rot)
return v, posicion_final

else:
continue

)

print ’no choco el mother fucker
return lista_vect [0], lista_vect[—1]
def nombre(s):

diferencia = 4 — len(str(s))

ceros = '’

for i in range(diferencia):
ceros = ceros + 0’

variable = ceros + str(s)

return variable
#Varianza para una distribucion bigaussiana; difusion en 2D

def var(D, delta_t):
return 4xDxdelta_t

#Arco de circulo maximo con distribucion normal alrededor de cero y una
varianza dada por
def ese(D,delta_t):

return abs(np.random.normal(loc = 0., scale = np.sqrt(var (D, delta_t
)),size = None))

#Definimos las condiciones inciales

# R es el radio de la esfera

R=1

def exit_time (R):
t0 = 0
x0 = np.array ([0,0,R])
x = x0

t = t0
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for i in range(550):
t =t + 25e—6
x = actualiza(x,ese())
#plot_particle (x,1)
theta_x = np.arccos(x[2]/R)
if theta R < theta_x:
return t
else:
continue
return 'no salio de la region’

MR = 1
uD = 1
#dt = (np.pixx2)/4

origen = polo_-n(10000,R)
promedio_theta_en_t = [0]
promedio_phi_en_t = [0]
promedio_cos_theta = [np.cos(0)]
var_theta_en_t = [0]
var_phi_en_t = [0]

posicion_vec = origen

t_final = 1000

for i in range(t_final):

nuevos_vec = act_n(posicion_vec, ese(D,dt))
thetas = []

phis = []

thetas_al_2 = []

phis_al_ 2 = []

for v in nuevos_vec:
theta = np.arccos(v[2]/R)
phi = np.arctan(v[1l]/v[2])
thetas.append(theta)
phis.append(phi)
thetas_al_2 .append(theta*x2)
phis_al_2 .append(phixx2)

#Aqui vamos a salvar una instantanea de cada uno de los histogramas
#de theta

#plt . hist (thetas, 100, color = ’'g’, normed=True)

#plt . xlabel (r”$\theta$”, fontsize = 15)

#plt . xlim (0 ,np. pi)

#plt . ylabel (" Frecuencia”, fontsize = 15)

#plt . ylim (0,1)

#plt . title ("Paso = {}”.format(i), fontsize = 15)

#plt .savefig (’Histograma_theta_{}’.format (nombre(i)))
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#plt . close ()

mean_cos_theta = np.mean(np.cos(thetas))

mean_theta = np.mean(thetas)

mean_phi = np.mean(phis)

mean_theta_cuad = np.mean(thetas_al_2)

mean_phi_cuad = np.mean(phis_al_2)
var_theta_en_t.append(mean_theta_.cuad — mean_thetaxx2)
var_phi_en_t .append (mean_phi_cuad — mean _phixx2)

promedio_theta_en_t.append(mean_theta)
promedio_phi_en_t.append (mean_phi)
posicion_vec = nuevos_vec
promedio_cos_theta.append(mean_cos_theta)

#Funcion de rotacion finita

def rot_finita (r_ini, N, Phi):
n = N/np.linalg .norm(N)
r_fin = np.cos(Phi)xr_ini + (np.dot(n,r_ini))*(1 — np.cos(Phi))*n +
(np.sin(Phi) )« (np.cross(r_ini ,n))
return r_fin

#Funcion que hace una particion de los intervalos [0,2pi] y [0,pi] de
phi y theta

#en funcion de un numero de intervalos en la coordenada phi, y de un
tama o comun

#de area ccero

def particion_esfera(ccero, Nphi):
Ntheta = int (4*np.pi/(ccero*Nphi))
print ’Ntheta’, Ntheta, 'Nphi’, Nphi, ’NthetaxNphi’, NthetaxNphi
sigmaPhi = 2%np. pi/Nphi
deltaphi = 2xnp.pi/Nphi

thetas = []
phis = [0]
cociente = ccero/sigmaPhi
for i in range(Ntheta + 1):
theta = np.arccos (1l — (i)*cociente)

thetas.append(theta)
for j in range(Nphi):
phis.append(phis[j] + deltaphi)
return thetas, phis

#funcion que grafica la particion generada con un tama o tamini
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#y un numero de intervalos Nfi; numero es solo para graficar y salvar

#condeterminada secuencia.
def secuencia_part(tamini, Nfi, numero):
11, 12 = particion_esfera (4*np.pi/tamini, Nfi)
particion = []
for i in range(len(12)):
for j in range(len(11)):
X, y, z = trans_s_c (1, 11[j
particion .append (np.array (]

]
X, 7Z]))

return plot_particles (particion, 45, 45, numero)

#Funcion que dadas dos lista , de thetas y phis, las que se
#generan en la particion_esfera , que regresa los puntos medios
#de esos intervalos.
def coordenadas_centro(11,12):
thetas_centro = []
phis_centro = []
for i in range(len(l1) — 1):
theta_media = 11[i] + (11[i + 1] — 11[i]) /2.
thetas_centro.append(theta_media)
for j in range(len(12) — 1):
phi_media = 12[j] + (12[j + 1] — 12[j]) /2.
phis_centro.append(phi_media)
return thetas_centro, phis_centro

#Funcion que regresa o grafica una secuencia de obstaculos
#generada con un determinada particion de la esfera, colocados
#en el centro de dicha particion.
def secuencia_obs(tamini, Nfi, numero):
11 _prima, 12_prima = partition (4np.pi/tamini, Nfi)
11, 12 = coordenadas_centro(ll_prima, 12_prima)
particion = []
for i in range(len(12)):
for j in range(len(11)):
X, vy, z = trans_s_c (1, 11[j]
particion.append(np.array([x, , z]))

print len(particion)

return plot_particles(particion, 0, 0, numero)
#return particion
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