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Introduccion

Sir Francis Galton definié el concepto tedrico de la correlaciéon bivariada en
1885, una década después Karl Pearson publicé la formula para el coeficiente
de correlacion muestral, también conocida como la p de Pearson. El coeficiente
de correlacién muestral es ain la medida méas comuin de correlacién ya que no
asume informacién sobre las medias y las varianzas y es el estimador de méaxima
verosimilitud para el coeficiente de correlacién de la distribuciéon normal biva-
riada.

El coeficiente de correlacién muestral de Pearson que hasta ahora se usa tiene
varios inconvenientes, uno de ellos es que no es un estimador robusto.

En el presente trabajo se usa la definicién de d-copula muestral propuesta por
José M. Gonzalez y Maria M. Hernandez en el articulo The sample d-copula of
order m [7] para definir un estimador de la correlacién que resulta ser robusto.

El trabajo estd compuesto por tres capitulos, en el primero se revisan los con-
ceptos basicos de copulas, la definicién de d—cdpula muestral y los principales
teoremas y resultados relacionados con estos temas.

En el segundo capitulo se estudian las propiedades de la distribuciéon normal vy,
mediante la d-cépula muestral, se propone un estimador de la p.

En el tercer capitulo se hace un analisis del estimador y sus propiedades, se
demuestra que es asintoticamente insesgado y también se demuestra que es un
estimador robusto, finalmente se propone una correccién para que sea insesgado
en un intervalo alrededor del cero. En este tltimo capitulo se muestran ejemplos
de simulaciéon comparando las estimaciones obtenidas con las usuales de corre-
lacién muestral de Pearson.

En el ultimo capitulo se dan algunas conclusiones y posibles extensiones para
dimension tres proponiendo un par de métodos de estimacion de los parametros.



1. Preliminares

1.1. Copulas

Sean X1, Xs,---,Xy4, d > 2, variables aleatorias continuas con funciones de
distribucién Fi, - - - , Fy, respectivamente. La funcién

H($17x2,"' ?md) :P(Xl S Ty, aXd S xd)v L1y, T4 S ]R
es la distribucién conjunta de las variables aleatorias X1, Xs,---, Xy, la carac-

terizacion de la estructura de dependencia de sus marginales estd dada por la
funcién C' del vector (Uy,--- ,Ug), llamada cépula, con U; = F;(X;) ~ U(0,1)
para j=1,2,...,d.

Definicién 1.1.1 Una d—cépula es una funcién € : [0,1]* — [0,1] para un
entero d > 2 que satisface:

a) C(uq,...,uq) = 0 si existe al menos un entero i € {1,...,d} tal que u; =0
b) C(1,...,1,u;1,...,1) = u; paratodo i € {1,...,d} y para todau; € [0,1]

¢) C es una funcién d—creciente, es decir, para cualquier d—caja, definida
como R = Hle [u;, v;] tal que R C [0, 1}‘1, se cumple que

Vo(R) = > sgn(c)C(c) > 0, (1)
{cel0,1]?|ce Vert(r)}

donde

1 si ¢ =wu; para un nimero par de i’s

sgn(c) =
—1 si ¢ =wu; para un numero impar de i’s.

y Vert(R) es el conjunto de vértices de R.

Por lo tanto, C' es una d—cépula si y solo si C es la restriccién en [0, 1]d de
una funcién de distribucién de un vector d—dimensional, U = (Uy,...,Uy) con
funciones de distribucién marginales uniformes U(0,1). En particular, si d = 2
es comun decir que C' es cépula, en lugar de decir que es una 2—cépula.



Definicién 1.1.2 Se definen W y M, dos cépulas, llamadas cotas inferior y
superior de Fréchet-Hoeffding, respectivamente

W(u,v) = mix{u+v—1,0}y
M(u,v) = min{u,v} Y(u,v) € [0,1]2,

que satisfacen W (u,v) < C(u,v) < M(u,v) para todo (u,v) € [0, 1}2.

Para dimensiones mayores, d > 2, también se pueden definir las cotas de Fréchet-
Hoeffding W y M9 como

Weuy,...,ug) = méx{u;+---+ug—d+1,0}
Md(ul,...,ud) = min{uy,...,uq}.

Que, de manera anéloga, satisfacen
Whuy, ... ug) < Clu,... ug) < M (ug, ... ug) Yug,... ug) € [0,1]".

Es importante notar que cuando d > 2, W< no es una d—cépula, a diferencia
de M?, que es siempre una d—cépula, ver [10].

Un resultado importante que relaciona una funcién de distribucién continua H
con sus marginales es el Teorema de Sklar.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Sklar) Sea H una d-funcién de distribucién
con marginales Iy, Fy, ..., F;. Entonces existe una d—cépula C tal que para

toda x = (1,...,24) Eﬁd

H(.Tl,xg, [N ,J}d) = C(Fl(l‘l),Fg(l‘g), PN ,Fd(l‘d)),

si Fy, Fs, ..., F; son continuas, entonces C' es Unica; de lo contrario, C' es tnica
solo en RanF; X RanFs X ... X RanFy. De igual forma, si C' es una cépula
y F, Fs, ..., F; son funciones de distribucién, entonces la funcién H, defini-
da como H(x1,xa9,...,24) = C(Fi(x1), Fa(z2),..., Fi(zg)) es una funcién de
distribucién conjunta con marginales Fy, F5, ..., Fy.

Definicion 1.1.4 Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F'x
y sea (21,...,T,) una muestra aleatoria de X . La funcién de distribucién empiri-
ca se define como



n
1
F,(z) = Z EH(,OOJ] (x:),
i=1

es decir, F},(z) cuenta el niimero de observaciones z; tales que x; < z y lo divide
entre el tamano de muestra.

La funcién de distribucién empirica tiene la siguientes propiedades:

1. Es una funcién escalonada, la magnitud de los saltos es mayor o igual a %
en cada x;.

2. Siwp g < @ppn <0 < T, son los estadisticos de orden de la muestra

aleatoria (x1,...,2,), es decir, la muestra ordenada, entonces F,, es una
funcién de distribucién discreta que tiene saltos de magnitud % en cada
T[ ), con i € {1,2,...,n}, si Fx es continua.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Glivenko-Cantelli) Sea X una variable alea-
toria con funcién de distribucién F'y sea F,(x) la funcién de distribucién empiri-
ca de una muestra aleatoria {(x1,...,2,) de tamafo n de la variable aleatoria
X. Entonces

lim sup |F,(x) — F(z)| =0 c.s. con respecto a P,

n—oo z€ER

donde P es la medida de probabilidad en (R, B(R)) inducida por F'.

Definicién 1.1.6 Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de distribucién
conjunta H y sea {(z;,y;)},_, una muestra aleatoria de H. La funcién de dis-
tribucién empirica bivariada H,, se define como

1 n
.2 _
Hy:R® 5 R talque  Hn(,y) = — > Toca]x(—o0u) (@i 41)-

i=1

Definicién 1.1.7 (Funcién de Rango) Sean Xi,...X,, variables aleatorias
y X@),--+,X(n) sus estadisticas de orden. Se define la funcién de rango R :
{1,2,...,n} x R* — {1,2,...,n} como

R, X1,.... Xn) =k, si X;=Xg (ike{l,2,...,n},Xi,...,X, €R).
Definicién 1.1.8 (Estadisticas de Rango) Sean {Xj,..., X, } una muestra

aleatoria con X; = (X;1,...,Xiq) € RY, i =1,...,n. Sea i € {1,...,n}, se
define la i—ésima estadistica de rango Y; = (Yi1, ..., Yiq4), como

1 ,
Y;J = ER(Z7X1]77XHJ) (] = ].,7d)



Al conjunto {Y3,...,Y,}, donde Y; = (Y;1,...,Y:q) € [0,1]%, se le conoce como
la muestra modificada.

Definicién 1.1.9 (Cépula empirica) Se define la cépula empirica asociada
a la muestra X1,..., X, en R% como

1
(Cn(x) = ﬁ ZH{YnSIlpu,Yidﬁld}(x) (Z‘ = (371, s ’xd) € [07 1}(1)' (2)
=1

La cépula empirica es la funcién de distribuciéon empirica de la muestra modi-
ficada.

Definicién 1.1.10 (Cépula Empirica Modificada)

n d
1
Cn(U17 e 5Ud) = E Z H ]I[Fj,n(Xij)Suj]’

i=1 j=1
donde F}j , es 25 veces la funcién empirica de X; basada en la muestra aleatoria
(11, ,Z1d), " (Tn1,- -, Tpq) de la distribucién H, C, es, de hecho, una

funcién de los rangos de estas distribuciones, pues

(n+ 1) EFjn(Xi;) = Rij = ZH[XUSXU]’
=1
conl<i<nyl<j<dytalqueC,(1,...,1)=1

Observacion 1.1.11 Se debe notar que al hacer la modificacién propuesta por
Genest [6] los saltos coinciden con los valores esperados, es decir, si (Ui, ..., Uy,)
son variables aleatorias tales que U; ~ U(0,1) para toda i € {1,...,n} y si

Uny < ... < Uy, denota las estadisticas de orden, entonces E(U};)) = o

Ejemplo 1.1.12 Transformacién de Rango y Cépula empirica modificada. Sea
{(-1,2),(-2,0),(0,4),(1,3),(—3,1)} una muestra aleatoria.

)

P (Rui, Ra;) | (
(3,3)

B
&

O =D | T O [N W
— —

P




Muestra Aleatoria Transformacién de Rango
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Figura 1: Transformacién de Rango

Definicién 1.1.13 (Matriz de Transformacién) Una matriz de transforma-
cién es una matriz real no negativa Tpxm = (tij)(ijyer,x1,, » donde I, =
{1,...,n}, tal que méx{n,m} > 2, Z” tij =1, 3 iep tij >0 Vj€Lyy
Zje 1, tij >0 Vi € I, es decir, la suma de cualquier renglon o cualquier
columna es positiva.

Se definen dos particiones de [0,1], {po,p1,---,Pn} ¥ {q0,91,---,qm}, donde
po=qo =0, yvparai € I,, sea p;, = > ._, Zjelm tij, y para j € I, sea

qi = Z;”:l Zieln Lijr-

Sea,

RZ] = (pi—lapi] X (%—1,%] V<7’a]> S In X Im;

donde si i =1 0 j = 1 se toman intervalos cerrados en lugar de intervalos abier-
tos por la derecha. Se observa que {Rij}@,j)elnxlm es una particién de I2.

Sea C' una cépula, se define la transformacién T'(C') usando la particién de I? y
la matriz de transformacién T, donde para cada (i, j) € I, X I,,, T(C) reparte
la masa t;; en R;; reescalando toda la masa de C, esto es, si (u,v) € R;; sea

TOwe) = 3 ey B kg S

i1<i,j <5 i T Pim1 5 4G = G-1 55

U—PpPi-1 V—gj—1
tijc( —, . ) ;
Pi =Pi-1 45 —qj-1




Cépula Empirica

s/
20
112
2/5
113
w 5
o
o Y 13 12 23 Sk 1

Figura 2: Cépula Empirica

donde la sumas vacfas se definen como cero. Entonces T(C) es siempre una
cépula. Se define iterativamente

T2(C) =T(T(C)) y T"™Y(C)=T(T"(C)) Vn > 2.

De hecho T™(C) = (®"T)(C), donde ®@™ es el producto tensorial [2] de T con
el mismo n veces. Se puede verificar, mediante induccién, que si T' es una ma-
triz de transformacién de orden n x m entonces ®*T también lo es pero de
orden nF x m* para toda k > 2. Entonces se tiene que para cualquier matriz
de transformacién T existe una tnica cépula Cr, tal que T(Cr) = Cr. Més
atn, Cr = lim, . T™(C) para cualquier cépula C. Como Cr no depende de la
cépula C se puede restringir al limite de la sucesion {77 (II)}, -, de hecho se
dice que C' es invariante si C' = C'y para alguna matriz de transformacion T'.

También se puede observar que si 1 = {po,P1,---,Pn} ¥ ™2 = {q0, @15+, qm }
son particiones cualesquiera del intervalo [0,1] y se define ¢;; = (p; — pi—1)(g; —
¢j—1) para todo (i,j) € I, x I, entonces T = (ti;) (i j)er, x1,, € una matriz
de transformacién que genera las particiones 7, y 75 y se cumple Cp = I12, la
coépula producto. Estos resultados estdn dados en Fredericks y Nelsen [5].

Se dice que una matriz real cuadrada P = (P;;)* k > 2, es una matriz

1,j=17
doblemente estocastica siy solo si p;; > 0y E?Zl Dij = Zle p;; = 1 para toda
i,jef{1,2,... k)

Los siguientes resultados aparecen en Gonzélez-Barrios y Herndndez-Cedillo [7].

Sea m.t. la notacién para matriz de transformacion, se define



T =A{Tnxm|Tnxm esunamt. n,m > 2, t;; € Q V(i,j) € I, X I, }.

Lema 1.1.14 Sea T, xm € T entonces existe k > 2 v Piyi = (p”)” 1, una

matriz doblemente estocastica tal que si defnimos Spyp = (52 )f =

T(I1%) = S(I1%) .

; entonces

Ejemplo 1.1.15 Como un ejemplo sencillo del lema anterior, se considera la
matriz de transformacion
T (

S:

O Wl
N—

Entonces, si se define

oo~ O
oo = O
O Owl=

se tiene que P = 3 - S es una matriz doblemente estocdstica y T'(I1?) = S(II?).

Una matriz cuadrada d—dimensional P, para d > 2 es un arreglo de nimeros
reales de la forma P = (pi,i,...i0)}, 4. i,—1 Para alguna k > 2. Se dice que P
es una matriz estocastica de dimensién d si y solo si 0 < p;,4,..5, <1
para todo iq,49,...,iqg € {1,2,...,k} yparatodo 1 < j; < jo < -+ < ja—1 < d
sucede que

pOB SRR SRR

j1=11%5,=1 sz 1=

donde el indice faltante es fijo y tomado en {1,...,k}. Se tiene que

> me -

ij=1ij,=1 ;

Y, para este caso, se cumple que una matriz estocastica de dimensién 2 es una

matriz doblemente estocastica. Sea Czl1 imrria = ‘)”“"7” paratodo iy, is,...,iq €
{1,...,k}, y para toda A € B([0, 1] ) y para toda n > 1 se define
Nn(A) (3)
_ pdn X i1—1 i@ tg—1 g nA
- Z a1 ] Bk ’

11,..,8g=1



para todo i1,%2,...,iq € {1,...,k} para todo i},45,...,1;, € {1,...,k} y para
todan > 1,

Diy.i/
Cn+1 =" omn )
k(in—1)+i5,.. k(ia—1)+ig —  fd—1 L1ye50d "

Proposicién 1.1.16 Sea d > 2, sea P una matriz cuadrada de dimensién d
de orden k > 2, la cual es una matriz estocéstica de dimensién d. Sean > 1y se

define p,, como en la ecuacién 3, entonces ([0, 1), B([0,1]%), ,un) es un espacio

de probabilidad. Ademas, si se define

Cn(ut, ... uq) = pn([0,u1] X -+ X [0,uq]) para todo ug,...,uq € [0,1].

Entonces C), es una d—cépula para toda n > 1. Si se define up = lim,,_, oo fin,
entonces up existe respecto a la convergencia débil y es una medida de probabi-

lidad en ([0, 1), B([o, 1]d)). Atn més, la medida pp induce una d—cépula Cp

definida como

Cp = up([0,u1] x -+ X [0,uq]) para todo uy,...,uq € [0,1], (4)
si P incluye ceros entonces up es una medida singular.

Enelcasoded=2con0<a<1

a l1—a
P == 12(1 g .
2 2

Entonces 2P es una matriz doblemente estocédstica y Cp es una copula singular
si a # %, ver Cuculescu and Theodorescu [3].

Teorema 1.1.17 Sea C una d—cépula para alguna d > 2, entonces para toda
€ > 0 existe P, una matriz estocastica de dimension d tal que si se construye la
cépula Cp definida como en la ecuacién (4), entonces

dsup(C,Cp) = sup |C(u1y. .., ug) — Cp(ug,...,uq)| <e
u1,...,uqg€[0,1]

A continuacién se dard una generalizacién de matrices de transformacién en
dimensién d encontrado en Trutschnig y Ferndndez-Sdnchez [11].

Sea I, = {1,2,...,n} para n > 1. Para d > 2 sean mq,...,mgq € N, se de-
fine Z¢ = H?Zl I,,,. Sea 7 una medida de probabilidad en (Z¢, 2Id), entonces
llamamos a 7 una matriz de transformacién generalizada si para todo
je{l,...,d} yparatoda k € {1,...,m;}



> @) >0, (5)

i€Td i =k

donde i = (i1,...,4;_1,4; = k,ij41,...,0q) € %

Observe que la ecuacién (5) es una extensién natural de las condiciones de
transformacién de matrices en Fredricks [5] y que 7 puede ser escrita como una
matriz T de dimensién d, usando que

T(i) :til,iz,.“,id si i<i1,i2,...,id> EId. (6)

En lo que resta de esta seccién solo se usard m; = mo = --- = mg = m > 2.
En cuyo caso, si todos los valores 7(i) son racionales, se observa que la ecuacién
(5) es equivalente a decir que 7 induce la existencia de una mg > m y una
matriz cuadrada de dimensién d, Ty tal que mg - T es una matriz estocéstica
de dimensién d. Esto es una consecuencia de la extensiéon multivariada del Le-
ma 1.1.14 para cualquier medida de probabilidad 7 con valores racionales en
(z4, 2Id) como en la ecuacién (6).

Sea m > 2y para toda i = (i1,...,iq) € L, := H?Zl I,,, se define

Ri:<“_1,“]x<12_1,22}x x(ld_l,ld}, (7)
- m m m m m m

donde si para alguna j € {1,...,d}, i; = 1, entonces se toman intervalos cerra-

dos en lugar de los intervalos abiertos por la izquierda. Entonces {Ri }i ez, ©

una particién de [0,1]? llamada particién uniforme de orden m de [0, 1]%.

Sea C' una d—cépula y se define para toda i = (i1, ...,iq) € I, una m—particién

C
tiysin,ia = Vo(Ba) ¥y T = (tiyin,..ia)iysin,...ig=1- (8)

Entonces TC es una matriz cuadrada de dimensién d con entradas no negativas
que genera la aproximacién de tablero (checkerboard approzimation) [9], ademds
es una matriz de transformacion generalizada, pues en la Ecuacién (6), si se toma
cualquier j € {1,...,d} y cualquier k € {1,...,m} por la definicién de d-cépula
se tiene



m

SIS

o Z VC(R<i1,-~~7ij—17k7ij+1,<~~,id>) (9)

iEIm,ij:k? i1=1 5—1 1ij+1:1 ig=1
k-1 k
= VC<[O,1]><~-><[O,1]><{ ,}X[O,l}xmx[0,1]>
m m
k k-1
- o, 1,5, -ca,... 1,520
(7 77m77 7) ( m )
1
= — >0
m

Se observa que en la ecuacién anterior para toda d—cépula C', para toda j €
{1,....d} yparatoda k € {1,...,m}, > 7 " 7(i) = L solo depende de m.

)

También se observa que m-TC es una matriz estocdstica cuadrada de dimensién
d.

Ahora, si T'= (ti,,...,ti,){" ;,—1 s una matriz de transformacién generaliza-
da cuadrada de dimensién d, definimos p; o = p2,0 = -+ = pg,0 = 0 y para cada
je{l,...,d} y paratoda k € {1,...,m} se define

k m m m m
pj»k:ZZ'” Z Z "'Ztil ,,,,, iy (10)
ij=lir=1  d;_1=lijp1=1  ig=1

Entonces 0 = pjo < pj1 < -+ < Pjm—1 < Pjm = 1 es la particién con m + 1
puntos de [0, 1] inducida por T, la cual corresponde a la j—ésima coordenada.
Sea C una d—cépula, se define T(C)(uy, . .., uq) para (ui, ..., uq) € [0,1]¢ usan-
do una férmula similar a la usada para dos dimensiones en la Ecuacién (3),
entonces T(C) es siempre una d—cépula. En paticular si C' = I1¢ la d—cépula
producto, T'(IT)(u1, ..., uq) tiene una expresién mucho mds simple. Por ejem-
plo, si d =3y (u1,u2,u3) € Rsy in,is) = Ri = (P11, P1,61) X (P2,60—1,P2,i0] X
(P3,is—1,P3.i5) Para alguna i € Z,,, entonces
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T (1) (w1, uz,u3) = Z ti gk

1<iy,j<iz,k<isz

—P1,i;—1
+ ( l1;] k
pl i1 pl = J<ia, k<23
U2 — P2iis—1

p2 22 p2 22 1

< — P2in—1
P1i; — P1yii—1 P2iis — P2is—1

— P3 1
:ta= ) th 2753

Ul — P1,i;—1
pl 21 pl 2171

pS 13 pS 1,3 1

U2 — P2,is—1

P2iy — P2jin—1

L 112,13

( U3 — P3,i5—1 )

’313
p3 i3 7p3 ig—1 i<in,j<is
T < U — Pi1,ig—1 )

D3,iz — P3iz—1

<.
/\
l\J

2
U — Pi1,ig—1 U2 — P2is—1 U3 — P3,iz—1
+ti1,i27i3 :
P1iy —Prii—1 D2,is — P2,is—1 P3,is — P3,iz—1
Se observa que T'(II*) es una 3—cépula que asigna masa uniforme ¢;, ;, ;, a cada
caja R, 4, Para todo (iy,iz,i3) € {1,...,m}. Por lo tanto, la matriz de
transformacién generalizada T se puede ver como la densidad ponderada de la

cépula T(I1%), dada por t;/A\4(R;) para todo i € Z,, inducido por las particiones
de las 3—cajas que genera.

(5.
( U3 — P3jig—1
(

1.2. d-cépula muestral de orden m

Ahora se usardn las ideas de la seccién anterior para definir la d—cépula muestral
de orden m.

Definicién 1.2.1 ( d—Cépula muestral de orden m) Seam > 2yseaU, =
{ﬁ, e 7ﬁ} una muestra independiente de tamano n, n > m, de una d—cépula
Ctal que X = ()1 Tk,q) € [0,1]¢ para toda k € {1,...,n}.

Se define, para toda i = (i1, ...,4q) € I, usando la ecuacién (7)
‘Ri n Un|
noo == 11
gy = 0G0, (1)
donde | - | denota la cardinalidad del conjunto.
Se define
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S = (% i) (12

11,82, 0s8d /11,82,0,8a=1"

Entonces S}, es una matriz cuadrada de dimensién d tal que

m

Z (s;ll,iz,m,id) =1 (13)

11,82,..,0a=1

Ahora se define
ST = {S"|S" es una matriz de transformacién generalizada } . (14)

Bajo el supuesto que S" € ST se define para todo j € {1,...,d}, las parti-
ciones de [0, 1], 77 := {p}ﬁo, e ,p;{m} dadas en la Ecuacién (10) y se define la
d—cé6pula muestral de orden m, denotada por C}}, por

St (M) (ug,...,uq) si S* eST
C’:fl(ul,...,ud): 5
O%(uy, ... ,uq) si S" ¢S+t
(15)
para todo (u1,...,uq) € [0,1]%.

Ejemplo 1.2.2 Se genera una muestra de tamaifio cuatro de la cépula I12, m =
2, (0.13587,0.78362) , (0.29310,0.21312) , (0.66104, 0.73981) y (0.88332, 0.43167),
entonces st | = s5, = 5], = s34 = 1. Asi, claramente S es una matriz de
transformacién que genera una particién uniforme dada en la ecuacién (7) y C4
es simplemente II?, es decir, se recupera la 2—cépula original.

A continuacién se analizan las propiedades de S7}.

Proposicion 1.2.3 Sea m > 2, sea C' una d—Copula y sea U,, = {ﬁ, e ,Xin}
una muestra independiente de tamafno n > m de C, se define ¢ = Vo (R;)
para toda i € Z,,. Entonces la matriz cuadrada de dimensién d, n - S}, tiene
asociada una distribucién multinomial con parametros n y {qi}i ezo donde
¢ = {i €Zlg > ()}. Ademas, se tiene que 0 < ¢; < % v Ziezm,ij:k ¢ = %
para toda j € {1,...,d} y para toda k € {1,...,m}.

Corolario 1.2.4 Si C =1II? en la proposicién anterior, entonces

P (SZ;; = (SZ,...@d)Z,,,_,id:l) = (W) (%)n (16)

ysi C =M% donde M%(uy,...,uq) = min {uy,...,uq}, entonces

P(si=tt)ln) - (i) () 00

12



Lema 1.2.5 Sea m > 2 y sea C' = II%, la d—cé6pula producto, y si se supone
que el tamano de la muestra U,, satisface que n = m. Entonces

(mh)?

P(sh e ST) = )

(18)
Teorema 1.2.6 Sea m > 2, n > m y sea U, una muestra independiente de
tamano n de una d—cépula C' para alguna d > 2 fija. Se define C}, como en
la ecuacién (15). Sea SI? una matriz cuadrada de dimensién d inducida por la

muestra U,,. Entonces para toda i = (i1, ...,iq) € Z,, con m fija,
lim s}, = Vo(R;),casi seguramente. (19)
n—00 e -

Los elementos en la particién {p7o,p},...,p},,} dada en la ecuacién (10),

satisfacen que para toda j € {1,...,d} y para toda k € {1,...,m},

k
lim pi, = —, casi seguramente. (20)
n—o00 ’ m
. _ d ,
Por tanto, si se define el mallado K,, = {0,%,...,7"71,1} , la d— cépula
muestral C}), es tal que

lim C) (u1,...,uq) = Cu,...,uq) para todo (ui,...,uq) € Ky, cs. (21)

n—oo

. . 1
Finalmente, si m — oo con valores de m =~ n2d entonces
Cf’ﬁ/

. converge uniformemente y casi seguramente a C. (22)

entonces C), coin-

donde

Se observa que de la ecuacién (21), si Cy, = lim, 00 C7,

cide con py en la ecuacién ( 3 ), para k = m y P = (pi, _i))i' i1
Piy,...ig = M- Vo (R, .i,y) para todo (i1, ..., iq) € Ip.

En la definicién de C}}, es muy importante verificar que la matriz cuadrada de
dimensién d, ST pertenezca a S+.

Otra forma de obtener una cota superior para P(S? € S) es usar la aproxima-
cién de Polya. Se consideran k cajas y n > k bolas, por cada bola se selecciona
una caja de manera uniforme y colocamos esa bola en esa caja, se repite ese pro-
cedimiento de forma independiente hasta que las n bolas se terminen. Se quiere
encontrar la probabilidad de que no se tengan cajas vacia, este evento se deno-
tard como E}. Esta probabilidad es conocida como el problema de ocupacién
de Maxwell-Boltzmann cuya férmula estda dada por
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P(E}) = Ek:(—nj (’;) (1 — ])n

j=0 J

Observe que si se tiene una muestra de tamano n de la cépula producto I y se
toma 2 < m < n, entonces las m¢ cajas usadas en la construccién de la cépula
empirica de tamano m tienen la misma probabilidad # Si se asume que n > m¢
y k =m?, en el problema de ocupacién anterior es claro que la matriz S7 € S*
si cada caja tiene cuando menos una bola. Entonces P(E}) < P(SP, € S*). Asi
que si se encuentra un valor n, dependiendo de k, tal que P(E}') =~ 1, entones
S) es una matriz de transformacién generalizada con una probabilidad bastante
alta.

Cépula Muestral de orden m para una funcién de distribucién contiua

Sea m,d > 2 enteros fijos y sea H una funcién de distribucién contiua en R%. Sea
V, = {ﬂ yeooyZn } una muestra aleatoria de tamano n > m proveniente de H.
Sea U, = {ﬁ, e ,ﬁ} la muestra modificada usual. Esto es, si j € {1,2,...,n}
v 25 = (2j1,...,2j.4) € RY se define para k € {1,2,...,d}

n
RjJC = Z 1{Zz,k,SZ_;‘,k}7
=1

donde R, es el rango de la observacién z;; para [ variando desde 1 hasta n.

Ahora definimos para cada j € {1,2,...,n}, x; = (z;1,...,%jq), donde
Rjk
:17]71C = n .
Por lo tanto U,, = {ﬁ, ... vﬁ} C {%, R "771, 1}d C [0,1]%. Como se est4 asu-

miendo que H es continua, los rangos en la definicién de x; son todos distintos
para toda j € {1,2,...,n}, casi seguramente.

Recordemos que la d-cépula empirica para la muestra modificada U,, esta de-
finida para toda (us,...,uq) € [0,1]¢ por

1 n
n _ E
C (ula"'vun) = ﬁ 1{Ij,1Su1,-~7$1,dSUd}‘
j=1

Se observa que C™, la cépula empirica, no es una d—cépula. De hecho solo po-
. . .. _ d
demos decir que C™ es una d—subcépula con dominio {0,+,..., 2= 117,
n n

En este caso la estructura de la muestra modificada U,, facilita enormemente

la estructura de la d— cépula muestral de orden m, como se puede observar a
continuacion.
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Teorema 1.2.7 Sea U, una muestra aleatoria modificada obtenida de una

muestra aleatoria original V,, de una funcién de distribucién continua, H en R?.
n n n Q 3 S 3 3 ‘

Sea si® ;.,Sn v Cy, como en las ecuaciones anteriores. Entonces, para toda

2<m <n,

Sm e St

Es decir, S}, es siempre una matriz de transformacién generalizada. Ademas,
si 2 < m < ny definimos para toda j € {1,2,...,d} las particiones 7} =

;=
{0 = pj,Ovpj,h cee 7pj,m717pj,m = 1}7 entonces

kn
Dik = L) para todo j € {1,2,...,d} yparatodo ke€{l,2,...,m}.
n
En particular, cuando n = m, 7' = {0,%,...7”;1,1} para j € {1,2,...,d}.

De hecho, cuando n = m > 2 la cépula muestral C es

d
1 -1
Crug,...,uq) = C™(uy, ..., ug)¥{uy, ..., uq) € {O,n,...nn ,1} )

Es decir, se recupera la cépula empirica definida en el mallado {0, 1,... =11 }d.
Cabe senalar que en este ultimo teorema, si n es un miltiplo de m, entonces
Dik = % para todo j € {1,2,...,d} y para toda k € {1,2,...,m}, es decir,
recuperamos la particién original de [0,1]?. En el caso en que n no es un muilti-
plo de m la particién dada sigue siendo una buena aproximacion de la particién
original dada por {R;};_, ~en la ecuacién (7).

Observacion 1.2.8 Como ya se menciond, la cépula empirica C™ es una
d—subcoépula, entonces si se usa la extension multivariada del lema 2.3.5 (ver
Nelsen [10]), usada en la prueba del Teorema de Sklar, se puede extender la cépu-
la empirica C™ a una d—Coépula C}' usando interpolacién multilinear estdndar.
En este caso C7 = C}}, la d—cépula muestral de orden n.

A partir de la Observacién 1.2.8 se tiene que la densidad de la 2—Cépula C2 =
C{ del Ejemplo 1.2.2 estd dada por

cl=

4 si <u, 1)> S R174 U R271 U R3,3 U R472
0 En otro caso ’

Entonces el supremo de las distancias entre C4 y II2, la real, es 1—36. Si se emplea
cualquier otra distancia se tiene que la diferencia entre la cépula muestral de
orden 2 y la coépula real serd de cero.

Observacién 1.2.9 Cuando se toma una muestra de una d—Cépula C' y S},
no es una matriz de transformacion generalizada para el valor de m requerido en
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un proceso estadistico, se recomienda obtener la muestra modificada y, usando
el Teorema 1.2.7, la matriz S}, modificada siempre serd una matriz de transfor-
macién generalizada, incluso en el caso n = m.

Ejemplo 1.2.10 (Prueba de independencia) Se tienen observaciones de una
normal multivariada de dimensiéon cuatro con media y = 0 y varianzas o1 =
09 = 03 = 04 = 1 y matriz de covarianza

1 pr2 p13 pra
pr2 1 pa3 paa
P13 P23 1 p3a
P14 P24 P34 1

Para realizar la siguiente prueba de hipétesis (prueba de independencia)
Hy : p;j =0 Para todo ,jvs Hy: Existe 4,j tal que p;; # 0

Se deben obtener las muestras modificadas de la normal tetravariada, si se toma
m = 2 se deben obtener las 4—cépulas muestrales de orden 2. Se observa que
Hj se cumple si y solo si las coordenadas son independientes. Asi que la cépula
asociada a las observaciones es la cépula producto IT#, en este caso podemos
probar, alternativamente, lo siguiente

1 1
Hy:V(R;) = 21 Para todo i € Z, VS H; : Existe i € Z, tal que V(R;) # 21

Para encontrar la potencia de esta prueba se toman p12 # 0y p;; = 0 para el
resto. Se utiliza la x? de Pearson para probar esta hipétesis.

La cépula empirica tiene grandes restricciones en términos de evaluaciones
computacionales, pues los arreglos necesarios crecen muy réapido y superan la
capacidad de cémputo, la copula muestral, en cambio, solo requiere arreglos de
orden m? que resulta mucho més manejable para valores pequefios de m.

Aplicaciones de la Copula muestral

Una de las aplicaciones de la cépula muestral es la estimacion de parametros
cuando se tienen muestras de una familia paramétrica {Cy|0 € ©} con © € R.

Para algunas familias paramétricas de dimensién d es posible hacer una buena
estimacién del pardmetro con el uso de la d-cépula muestral de orden m, incluso
cuando m = 2.

Por ejemplo, en el caso de algunas cépulas Arquimedianas multivariadas, se ob-

serva que Vg, ([0, %]d) es una funcién continua estrictamente monétona f del
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pardmetro § € © C R para cualquier d > 2. Este es el caso para la familias
Clayton con 8 € (0,00), Frank, Ali-Mikhali-Haq, Gumbler-Hougard, etcétera.

Entonces, la estimar el volumen Vg, ([0, 1]¢) usando st1,.1 en la matriz de
transformacién generalizada s, como la definimos en la ecuacién (12) se puede
encontrar un valor tnico para 6 tal que f(f) = st; ;. En general se debe en-

contrar f~! para poder dar 6 pero f~! no siempre tiene una expresién analitica
pero puede ser aproximanda mediante procesos numéricos.

Cuando m = 2 se trata de estimar el valor de § € © tal que f(0) = V¢, (R;,) =
Di tal que p;, = C@(%, ol %), donde i9 = (1,1,...1), con base en una muestra
de Cy de tamano n. Se sabe, por las propiedades bésicas de las distribucion
multinomial, que el ntimero de las observaciones que caen en la d— caja R

digamos X;, se distribuye como una binomial con pardmetros n,p;,. Por lo

00
n Xig . . .

tanto sy ; = —— se distribuye como una binomial rescalada con valores
1 n—1 : n

en {0, S T,l} y para n lo suficientemente grande st ; es un buen

estimador de f(0), por lo tanto 6= S (st1..1) es un buen estimador de 6.
El proceso a seguir es el siguiente:

1. Encontrar la imagen directa f[0] = {f(0) = Cp(3,...,2)|6 € ©} C I para
la familia {Cy|0 € ©}.

2. Dada una muestra U,, encontrar el valor de s ; en la construccién de
la d—cépula muestral de orden m = 2. Si s7; ; € intf[©] proceder con
el siguiente paso.

3. Si f~! tiene una expresién analitica, definir = S7H(st 1) v termina-
mos. En otro caso, si © estd acotado, dé un mallado adecuado de © para
aproximar f[©].

Otra aplicacion es una prueba de bondad de ajuste. Si se toma una muestra de
una d—cépula de tamafo n y un entero fijo 2 < m < n. Sea R, para ¢ € Z,, una
particién de I% en la construccién de la muestra de la d—cépula y supongamos
que Sp, = (sit ;) ;-1 es una matriz de transformacién generalizada, se

sabe que 57 tiene una distribucién multinomial con parametros n y {qi }Z czc

donde Z¢ = {; € Im|ql->0}. Por lo tanto se quiere probar la siguiente hipétesis
Hy:n-S;, ~ Mult (n, {qi}iezc) .

Para ello se usa una X2 de Pearson que asintéticamente se distribuye como una

x-cuadrada con k — 1 grados de libertad, donde k denota la cardinalidad de ZS.

Observe que la hipétesis nula propuesta no caracteriza a una tnica cépula, solo
nos da el volumen de las d—cajas necesarias para la construccién de la d—cépula
muestral de orden m, sin embargo cuando m es lo suficientemente grande la
hipétesis nula se aproxima bastante a la copula subyacente C'.
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Otra aplicacién importante es una propuesta para probar dos sencillas hipdtesis:

Hy: X~ Cy vs Hi : X ~ (1,

donde Cy y C son dos d—cépulas totalmente determinadas que son diferentes.
Sea m > 2 fijo y denotemos por Vplo(R;) ¥y Voli(R;) el volumen de la parti-
cién uniforme dada en la ecuacién (7) de [0,1]¢ bajo Hy y Hi, respectivamente.
Como se trata de dos copulas distintas, se tiene que Volo(R; ) # Voli(Ry,)
y Volo(Ry,) # Voli(Ry,). Sea U,, = {ﬂ, ... ,xl} una muestra aleatoria de la
d—cépula Cy y se obtiene la matriz S}, si es una matriz de transformacién gene-
ralizada, usando la proposicién 1.2.3 y el teorema de Neyman-Pearson, se puede

encontrar %, donde 6y = {Volo(Ry)},., v 61 = {Vol(Ri)}, ., , el

cual estd dado por

Volo(Rz) ngz
T = —_— .
e zg (VOll(Rl)

Entonces la regién critica ideal para probar Hy vs H; estd dada por

D = {Un|Unes una muestra de tamafio n de Cj tal que T;fm < Ka} .

Donde P(T¢, ,, < Ku|Hges cierta) = a y « es la probabilidad del error Tipo 1.

Como la distribucién de 7% ,, no es conocida, se puede estimar K, simulando
muestras de Cp un numero de veces L que sea grande, se estiman los cuantiles
requeridos de la distribucién de T2 , , se recomienda usar L > 50000 para esti-

mar los valores de K.

7n’
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2. Estimacién de la correlacion de la distribu-
cion normal

2.1. Distribucion normal

Distribucién Normal Univariada

La densidad de una variable aleatoria que sigue una distribucién normal con
media p y desviacién estandar o estd dada por

1 —(e=w)?
*27706 202, (23)

La funcién de distribucién de una normal N (z,0,1) no tiene forma analitica
cerrada, usualmente se denota por ¢

N (z,p,0) =

B(t) = /_t N (2,0,1) da. (24)

En el caso general, si se hace el cambio de variable 2’ = *>£ en la integral

F(t)= fjoo N (z, u,0) dz, la funcién de distribucién de N (z, i, o) se puede ver
como

F(z) = ®((x —p) /o).

Notemos que F(x) es invertible, con inversa igual a

F7Hy) = 0@ (y) + .

Definicién 2.1.1 Se define la distancia Mahalanobis de un punto x a la Gaus-
siana que compone la densidad de la Normal como

=yl
r=—.
g

(25)

Esta distancia indica cuantas desviaciones estandar hay entre el punto = y la
Gaussiana. De modo que si ¢ = 4 y 4 = 2 entonces para x = 6 la distancia
Mahalanobis resulta ser » = 1 pues esta a una desviacion estdandar de la media,
analogamente, para x = 10, r = 2.

Dado R > 0, se calcula la probabilidad de que un punto caiga a una distancia
Mahalanobis < R de la Gaussiana. Esta probabilidad es igual a

u+oR
/ N (z,p,0) dz,
pu—oR

va que la Gaussiana es simétrica alrededor de su media, la probabilidad de este
evento es
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pu+oR p+oR
/ N (z,p,0) de = 2/ N (z,p,0) dz
F Iz

u—oR
= 2[F(p+0oR) — F(p)]
= 2F(u+oR)—1.

De manera inversa, si la probabilidad de un punto de caer a cierta distancia
Mahalanobis R de la Gaussiana es conocida, es posible calcular R de forma
explicita

p = 2F(u+oR)-1

1
= F(/J—i-(TR):Ii

Distribucién Normal Bivariada

Sea z = (z,y), la densidad de una normal bivariada con media g = (u1, 12) y
matriz de varianza, covarianza > es

1 1 . }
p(r,y) = ———exp|—=(z— )X (2 — , 26
(2.9) = s e | <5 = (26)
donde ¥ es una matriz simetrica y definida positiva
2
N 07 pPo 1202

pPO109 05 ’

con o1 y oy distintos de 0 y |p| < 1. Su matriz inversa X! es

=l 1)

=1
La distanca Mahalanobis r de un punto z = (z,y) a la Gaussiana bivariada es

P2 = (2= )= (= - ), (27)

o de forma explicita

1 _ 2 _ _ _ 2
2 T g, (T (Y2 (v
1—p2 o1 o1 o9 o)
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Dado que |p| < 1, la regién de puntos para los cuales la distancia r es constante
son elipses. La parametrizacién para una curva de nivel con 72 fija estd dada
por

x = rojpcos(0)+ (28)
Yy = 7109 (p cos (0) + /1 — p?sin (9)) + pa. (29)

Sea M la descomposicién de Cholesky de X, es decir, M es una matriz triangular
superior tal que M*M = ¥, entonces la parametrizacién anterior puede ser
escrita como

(1'7 y) = T(COS(G)a Sln(a))M + (Nllv N2)a
donde M es

M= o1 pPo2
0 oo/1—p% )°
Esta forma de parametrizacién de Cholesky también es vélida para dimensiones

mayores y se pueden obtener de forma eficiente mediante algoritmos compu-
tacionales.

Definicién 2.1.2 Se dice que M es una matriz definida positiva si para todo
x # 0 se tiene que x’Mx > 0. Equivalentemente, M es definida positiva si
todos sus valores propios son positivos.

Definicién 2.1.3 Se dice que M es definida semipositva si todos sus valores
propios son mayores o iguales que cero.

Toda matriz de covarianza es definida semipositiva, es decir, que para todo
vector y € R? se satisface que 'Sy > 0. Sin embargo, para poder realizar la
descomposicién de Cholesky, es necesario que la matriz sea definida positiva,
es decir, que sea una matriz no singular, esto restringe los posibles valores que
puede tomar la correlacién, como se verd a continuacion.

Sea Z = (X,Y) un vector aleatorio en R? que se distribuye Normal con funcién
de densidad definida como en la ecuacién (26) con p =0y o3 = o9 = 0, para
el caso de dimensién dos se observa que p puede tomar cualquier valor en el
intervalo (—1,1) pues

Det

<[1) f)’zl—p2>051ysolosi —-1<p<l

Sin embargo para el caso de tres dimensiones se tienen mas restricciones y por
. 3
lo tanto el espacio en donde pueden tomar valores p; 2,013y p2,3 noes (—1,1)7,
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como se verd a continuacion:

1 pi2 pi3
Det|| pra 1 paz ||=1—(plo+pis+nss)+2012013023,
P13 p23 1

para dar una descripcién de la regién en donde pq 2,p1,3 y p2,3 pueden tomar
valores, a fin de que |X| > 0, se renombra a las variables y se analiza la superficie
que describen.

1— (1'/2 4 y/2 4 2/2) 4 Qx'y'z’ — 0,
donde p12=2',p135=9"y p23=72".
Sea 2’ = a una constante tal que —1 < a < 1.
Entonces se tiene la ecuacién 22 + 32 — 2ax'y’ + (a®> — 1) = 0 y mediante la
transformacién

¥ = wxcos(f) — ysin(0)
= xsin(f) + ycos(6)

se tiene que

0 = (xcos(d) —ysin(h))? + (zsin(f) + ycos(h))?
—2a(x cos(0) — ysin(0))(zsin() + ycos(6)) + (a* — 1)

si y solo si

22(1 — 2acos(0) sin(6)) + 3 (1 + 2a cos(f) sin(f)) = 1 — a?

2zya(sin(0)? — cos()?) =0
y si a # 0 entonces sin(#)? = cos(6)? es decir, 6 = 45'.

De manera que la ecuacién bajo esta tranformacion seria

x2(1—a)+y2(1+a) = 1-d?
2 2
T n Yy _ 1
l1+a 1—a

Que son elipses rotadas 45 grados. Esto indica que el espacio en donde p1 2, p1.3
y p2,3 pueden tomar valores es el interior de la regién descrita en la figura (3). Es
importante notar que el espacio posible de las p; ;’s se reduce conforme aumenta
la dimensién pues se tienen mas restricciones.

Sea p(z,y) la densidad de la normal bivariada general. En el articulo de Michaél
Bensimhoun “N-Dimensional Comulative Function, and other useful facts about
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Gaussians and Normal Densities” [1] dan la funcién de distribucién de la normal
bivariada en términos de r, la distancia de Mahalanobis (ecuacién 27), es decir,
calculan la probabilidad de que un punto caiga dentro de la elipse dada por la
parametrizacién de la ecuacién (28), para una distancia de Mahalanobis dada
r=R.

Para ello se requiere el célculo del Jacobiano de la transformacién

oz Oz

or 00
J =

9y 9y

or 00

o1 cosf —oqrsinf

oa(pcos(0) + /1 — p2)sin(0)) oor(—psin(f) + /1 — p?) cos(h))
= /11— ploioor
= VI|Zr
Sin pérdida de generalidad supongamos que p = 0 (pues las integrales son

invariantes bajo traslaciones). La integral para obtener entonces la distribucién
es

Figura 3: espacio de rhos posibles
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1 27 rR 2
— Ylre 2 drdf
21/ |X| /0 /0 |

[
/R

= e =+ dr?/2
0
R?/2
= e "dr
0
— 1_ R/
Por lo tanto la funcién de distribucién estda dada por
Firy=1—e"7/2 (30)

2.2. Propuesta del estimador

Proposicién 2.2.1 p = fi)m fi)oo fxy(x,y)drdy tiene forma cerrada dada

arc cos(—p)

porp = """z

Demostracion

Para la demostracién se usaran los principales resutados del articulo de Mi-
chagél Bensimhoun. Se quiere calcular la integral de la densidad sobre la region
(—00,0] X (—00,0].

Usando la parametrizacién dada en (28) y suponiendo, sin pérdida de gene-
ralidad, que 4 = 0y 01 = 02 = 1 se tiene la transformacién denotada por

o.

rcos (6) (31)
y = r (p cos (0) + /1 — p?sin (9)) . (32)

T

Por la simetria de la distribucién Normal resulta indiferente si se integra sobre
(—00,0] x (—00,0] 0 sobre B = [0,00) x [0,00). Se realizard la integral sobre
la region B, para ello se requiere cambiar los limites de integraciéon y después
tomar el limite cuando R — oo.

Siy = 0 entonces /1 — p?sin(f) = —pcos(f)

lo cual implica que (1 — p?)sin(6)? = p? cos(6)?
por lo tanto 6 = — arcsin(p)
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Andlogamente, cuando = = 0 se tiene que cos(f) = 0 de manera que 6 = /2.

Entonces

R s . R e
/ S[re™ drdd = —”/2+;msm(p)/ dr

( arcsm )
0
2
arcsm R /2 o
dr
o
( arcsin(p )

La expresién anterior es la distribucion de la porcién de la elipse que se encuentra,
en la region B, para obtener la expresién final se toma el limite cuando R — oo,

entonces
0 0
p = / / fxy(z,y)dedy
— 00 — 00

= / / fXY(zay)dxdy
0 0
L[ e
R N
R—o00 QW\/E — arcsin(p) 40
= lim 1+M (1—€_R2/2)
R—oco \ 4 2m

1  arcsin(p)

4 2

Utilizando las identidades siguientes

1 /
277\/|E| — arcsin(p)
R

e + dr?/2

R /2

arccos(x) = g — arcsin(x)
arc cos(p) + arccos(—p) =

podemos concluir que

p = /_Ow/_ooofm:c,y)da:dy

arcsin(p)
2T
2 — arccos
7 (0)

1
4
1
4 2w
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1 n w/2 — (m — arccos(—p))

4 27

1 n —m/2 + arc cos(—p)

4 21

~arccos(—p)

B 27

|

Tenemos una muestra aleatoria de tamafo n, {x1,z2,...,2,} que proviene de

una Normal bivariada con media = 0, 01 = 09 = 1 y correlacién conocida p.
Con base en el resultado de la Proposicién 2.2.1 se propone un estimador para
p dado por

p = —cos(2mY), (33)

donde Y = £ y X sigue una distribucion binomial con pardmetros (m,p) con

. . . 2
m = 5y p representa la probabilidad de caer en la pimera caja [O, %} de las
observaciones transformadas a la copula empirica.
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3. Resultados

3.1. Propiedades del estimador

Usando el resultado 2.2.1 se sabe que la probabilidad de caer en la caja [O, %]2

arc cos(—p)

esp= =

Proposicién 3.1.1 E (p) = —Re{(pz + 1 —p)", z = cos (Z) +i-sin (X) € C.

Demostracion

E(p) = E(—cos (%f))

donde z = cos (ﬂ' . %) 4 ¢ - sin (7r . %) € C y por las propiedades de los niimeros

complejos se tiene que 27 = cos (m - L) + - sin (7 - %) tal que 27 € C.

De aqui se sigue que la esperanza del estimador propuesto tiene forma cerrada
y que es la parte real del nimero complejo (pz +1 — p)™.

Proposicién 3.1.2 (pz+1—p) = w con w = r(cos(f) +i-sin(f)) € C tal
que

r=1/20(p—1) (1 - cos (%)) +1
0 = arctan ( 2p-tan( ;) )

866(%)2721)-15(171(%)2

27



Demostraciéon Primero

6.

pz+1—p

De modo que

se obtiene la expresion del médulo r y el argumento

poe (2) +i-sm(3)) 41
poe (2) 1) 15 ().

ﬁ
|

ol () ) ) ()

\/2p2 — 2p2 cos (f) + 2p cos (I) +1-2p
n n

\/Qpcos (%) [1—p]—2p[l—p]+1

\/[1 — 7] (Qpcos (%) — 2p) +1

\/Zp(p 1) (1 cos (%)) 41

Ahora, para el argumento 6 se tiene que

p~sin(%)
() —p+1

)

= arctan <2psin (21”) COS§2L”) >
—2p (sin (5))" +1
7 \2 o
= arctan 2P - cos (%) tzan (2") 5
1—2p-tan (%) cos %)
= arctan 2p - tan (%)
L —2p tan(2 )
COS(%) n
= arctan 2p - tan (%) 5 |-
sec (%) —2p-tan (QL)

Entonces w esta dado por
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w = <\/2p(p ~1) (1 — cos (%)) T 1) :
(cos <arctan ( 2p - tan (%) ))
sec (%)2 —2p-tan (%)2
+i - sin (arctan ( 2])2- tan (%) 2))) .
see ()7~ 20-tan (%)

De modo que

E (p)

—Re (w")

—<\/2p(p—l) (1 cos (Z))H)n (34)

<cos <n - arctan < 2p - tan (%) ))) .
sec (%)2 —2p-tan (%)2

Proposicién 3.1.3 El estimador p es insesgado para p € {—1,0,1}.

Demostracion

" p= 1
Cuando p = 1, la probabilidad es p = 1 ya que las realizaciones caerian
solo en la caja C7. Bajo estas hipdtesis

E() = —Wz(l_l)(l_cos(z))ﬂ)”.

— 1 (cos(n- =

= —(cos(m))

= 1.
= p=0
En este caso es claro que p = %, es decir, las cajas son equiprobables,
entonces
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E(p) = - <\/1 (—i) (1 —COS(%)) +1>n-
D)
(1 [1005 (D) (con (- arctan (san ()

Ews( )) - (e=(3))

w(2))

= 0.
| | p = —]_
Cuando p = —1, la probabilidad es p = 0, entonces

- (Vo + 1)n - (cos (n - arctan (0)))
= —1-(cos(n-0))
= -1

E ()

Para los casos de p = {—1,0,1} el estimador es insesgado, sin embargo para
otros valores de p el estimador es asintéticamente insesgado, ver Figura (4).

Proposicién 3.1.4 El estimador p es asintéticamente insesgado, es decir que
limy, o0 E (5) = p.

Demostracion

- limgoo (/20 (0~ 1) (1 - cos () + 1)n =1

i (oo (s (7)) 41) =
= lim In (<\/2p(p—1) (1= cos (%)) +1>n> — 0.

Entonces
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nh%ngo In ((\/Qp (p—1) (1 — cos (%)) + 1)”)
lim %Jn 2p(p—1) (1—cos (%)) —l—l)
In(2p(p—1) (1 —cos (Z)) +1)

3

—2p(p—1)wsin(w/n)

, 2

lim )

n—00 ;2
n

lim p(p — )msin (7/n)
0

lim. (\/Qp(p— 1) (1= cos (%)) + 1)n ~1.

. 2p-tan(Z
= lim,,_,,,n - arctan (Sec(;n; jg;fiag(;n)?) = arccos(—p)
2p - tan (=~
lim n - arctan p2 (2n) .
nee sec (£)" —2p-tan (£)
arctan 2p2'ta"(%) .
’ 360(%) —2;1)-tan(ﬁ)
lim
2p-tan(ﬁ) ))
d| arctan
< <550(ﬁ)272p.m(%)2
i dn
nh—{%o _1/n2
por(2psin(£5)” ~2sin(£5)" +1)
ol £
lim —
n— oo

lim 2; “

nree (4p2sin(%) — 4psin (L) —|—1)
(2psin(%)27281n(2 +

p-m- lim 3 5

"= (4p2sin (£)° — apsin (35)” +1)

2p0-2.0+1

4p2 - 0—4p-0+1

p-7
p-m
arccos (—p) .
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por lo tanto

lim (w)n _ _e—i-arccos(P)’ (35)

n—oo

que es la notacién de Euler para los complejos, finalmente

lim E(p) = — lim Re(w")

n-r00 n—so0
— _Re <_67i-arccos(p)>

Re (cos (—arccos (p)) + isin (— arccos (p)))

cos (— arccos (p))

L 1 L
-1 -0.5 a 0.5 i

Figura 4: Asintoticamente insesgado
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3.2. Robustez

Se dice que las medidas que caracterizan a una distribucién, por ejemplo la me-
dia o la varianza muestral, son robustas si cambios ligeros en la distribucién
tienen cambios relativamente ligeros en su valor. En este sentido la media mues-
tral y la varianza muestral no son estimadores robustos.

Las observaciones atipicas (outliers) han resultado ser un problema préctico
serio pues estas observaciones pueden aumentar el error estandar de la media
muestral. Los métodos modernos de robustez proporcionan un camino efectivo
para lidiar con este problema.

Sea A, una distribucién tal que el valor x ocurre con probabilidad 1, es de-
cir, una funcién de distribucién cuya masa se concentra en el punto x. Ahora
consideremos una mezcla de dos distribuciones donde una observacion es alea-
toriamente seleccionada de la distribucién F' con probabilidad 1 — € y de la
distribucién A, con probabilidad e. La distribucién resultante es

Fre=(1—€¢F +eA,.

Esta nueva distribucién representa la “contaminacién”de la distribucién F' en
un grado e. Se observa que cuando € es pequena, F . es similar a F', tomando
como medida la distancia de Kolmogorov.

Si ahora se define un funcional T que mapea cualquier distribucién a un nimero
real (por ejemplo la media, T'(X) = E(X)), entonces se puede definir la curva
de influencia.

Definicién 3.2.1 Dada la distribucion F'y A,, se define la curva de influen-
cia del operador T en F' como

IF(z) = Hﬁ} M
€ €

Decimos que T'(F) es infinitesimalmente robusto si IF(z) es acotada.

La curva de influencia, también conocida como la funcién de influencia, nos da
una idea precisa de como responde nuestro estimador ante una contaminacion
pequena en cualquier punto. La funcién de influencia en un punto x puede verse
como una aproximacion del cambio relativo del estimador causada por agregar
una pequena proporcién de observaciones adulteradas en x.

La funcién mixta F, . = (1 — ¢)F 4 €A, es un modelo apropiado para contami-
nacién pues al muestrear de F, . se incurre en el riesgo de obtener una “mala”
observacién en x con una probabilidad pequena e.

La funcién de influencia IF(x) es una derivada direccional de T en F en la
direccién de A, — F.

Proposicion 3.2.2 La correlacién de Pearson no es infinitesimalmente robus-
ta.
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Demostracion Sea F' una distribuciéon normal bivariada N (0, ( ; /1) )) y

sea

1 siz>azyw>y
A(x,y)(zaw) = 5

0 en otro caso
ysea H = (1—¢€)F + el y T(F)=corr(F).

Se denota como pZ 1 a la correlacién inherente a la distribucién H que est4 dada

por
o _ Eg(ZW)—Egn(Z)Eq (W)

Pzw = \/VarH \/VarH(W) .

Para cualquier funcién g(Z) se cumple que

Er(9(Z2)) = (1 - €)Er(9(Z)) + eg(),

pues

En(e(z)) = /OO " G()dH (2, w)

o0 J =00

_ /oo ':g dew+/ /:og )dH (5 w) +
/oo/:g dew+/ Oog VAH (2, w)

_ 176// szw+1—e// 2)dF(z,w) +
1—6// 2)dF (2, w) 1—6// (2)dF (2, w) +
e// (2)dA (2, w)

= (1=-9Er(9(2)) + eg().

Para el caso particular donde g(Z) = Z tenemos que

Eu(z) = (1-¢Ep(z)+ex

= €.

Anélogamente, cuando g(Z) = Z?2 tenemos que

Eg(Z%) = (1-€)Ep(Z2?) + ex?
= (1—¢) +er’
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Por otro lado

Varg(Z) = Ey(Z%) —E%4(2)
= (1—¢)+ex? — (ex)?
(1—e€)(1 + ex?).

De forma anéloga tenemos que

Ex(9(Z,W)) = (1 = e)Ep(g(Z,W)) + eg(x, y).

Ahora bien, por la definicién de la distribucién F' sucede que Corrp(Z, W) =
p =E (ZW). Finalmente, la curva de influencia estd dada por

T(F<w,y>7€) - T(F)

IF(z,y) = tim ;
i P, —pE.,
= lim ————

el0 €

(1—¢)(ptery)

gy VAP o) P
€l0 €
p+exy—p (\/(1 +ex?)(1+ ey2)>
= lim
elo e/ (1 + ex?)(1 + ey?)
p(1- VI +a?)1+a) vy

16%1 e/ (1 +ex?)(1 + ey?) +1€1&)1 V(A +ex?)(1+ ey?)
()
e/ (1 + ex?)(1 + ey?)

o (1T )
e\/(1+5w2)(1+6y2)
(tanto el limite del denominador como el del numerador son cero),por lo que,

usando L’Hopital se tiene que

= 1i .
6lf(r)l + 2y

Pero el limite de la expresién , cuando € | 0, se indetermina

(1= Ve a)
Pt ey/(1+ex?)(1 + ey?)

= lim d/de (p (1 - \/(1 +ex?)(1+ eyQ)))
€l0 /e (5\/(1—|—6$2)(1+6y2))
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_ 2?4y’ 4 2exy’
(14ex2)(14ey?)

= lim

G [ zrryrroerny? 2 >
€ (2 (1+€m2)(1+ey2)> +v/(0+e?)(1+ey?)

_ 1172+y2

Entonces

p(1- VT a1 +a)
e\/(l + ex?)(1 + ey?)

a:2+y2
XYy —p 5 .

Proposicion 3.2.3 El estimador propuesto p es infinitesimalmente robusto.

IF(z,y) = ay+ IEIE)I

Demostracion

Sea F' la distribucién Normal bivariada, F' ~ N (0, ( ; f >) Y sea A yo)

con (xg,yo) € R? fijos, definida como

1 siz>z0yYy >0
A(ﬂﬂmyo)(m’y)_{ 0 siz<axgdbdby<yo

Se define la distribucién de contaminacién como Fy . = (1 —€)F + €A, y el
operador serd el estimador propuesto, de modo que T(F) = p = — cos(nPr),

donde Pr = fooo fooc dF (z,y) + fi)oo f_ooo dF(x,y).
Si se define a la regién A como A = (—o0,0]> U[0,00)?, entonces

| —cos(m)=1 si (xo,y0) € A
T(A<Z07y0)) - { — cos (O) =_1 si <x07y0> gA .

Para el caso donde (xg,yo) € A, la curva de influencia estd dada por

—cos (| [f (1= €)dF + [[ €dAyyq) | | = (= cos(mPp))
(- o))

IF = lim A
el0 €
— cos (77 <(1 —e)Pp+eff dA@D)yw)) + cos(mPr)
= lim A
el0 €
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—cos(m((1 —€)Pp +¢€)) + cos(nPr)

= lim
el0 €
_ g =S8 (mPp + en(1 — Pg)) + cos(m Pr)
el0 €
— Ym = (cos(mPp) cos(em(1 — Pg)) — sin(nPr) sin(em (1 — Pg))) + cos(mPp)
el0 €
— m cos(mPp) (1 — cos(em(1 — Pp))) + sin(w Pp) sin(en(1 — Pr))
el0 €
—  cos(nPp) 1611%1 (1- COS(€TL(1 — Pr))) + sin(m Pp) 161}8 M

usando L’Hopital tenemos que

(sin(em (1 — Pp))m(1 — Pr)) +
1
) . cos(em(l — Pp))m(1 — Pr)
sin(mPr) 161%1 f F
= sin(nPr)r(l — Pr),

= cos(mPr)lim
el0

que es una constante no negativa.

Ahora, para el caso en donde (xg,yo) € A la curva de influencia es

— cos (7r <£f (1 - €)dF + £fedA<$o,yo>>) — (— cos(mPr))

IF = U
€l0 €
— cos (77 ((1 —e)Pp+eff dA<zO,y0>>> + cos(mPr)
= lim 4
el0 €
_ gy —CO8 (7w ((1 — €)Pg)) + cos(nPp)
el0 €
— g 08 (mPp — em Pr) + cos(mPr)
el0 €
— lim —(cos (7 Pg) cos (em Pr) + sin (7 Pg) sin (en Pr)) + cos(m Pr)
el0 €
_ g & (mPr) (1 — cos (emPr)) + sin (7 Pp) sin (e Pr))
el0 €

(1 = cos (erPr))

in (enP
+ sin (nPr) lim sin (enPr))

= cos(mPr)lim
el0 €
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usando L’Hopital tenemos que

i P, P, s (e P P
= cos (7w Pr)lim (sin (em Pr))mPr + sin (7 Pp) lim cos (en Pr))mPr
el0 1 €0 1
= sin(7Pp)7Pp.
Entonces
_ [ sin(wPp)n(1—Pr) si(xo,y0) € A
IFTF(x07y0) - { SiIl(ﬂ'PF)TFPF si <$07y0> Q/A )

por lo tanto p es infinitesimalmente robusto.

Los siguientes resultados pueden encontrarse en [10].

Teorema 3.2.4 Sea X y Y dos variables aleatorias continuas cuya cépula es
C. Entonces la versién poblacional de la rho de Spearman para X y Y, denotada
como pc, esta dada por

3Q(C, 1)
12 wvdC(u,v) — 3
12/

12 // C(u,v)dudv — 3.
72

Definicién 3.2.5 Una medida de asociacién numérica k entre dos variables
aleatorias continuas X y Y cuya cépula es C es una medida de concordancia
si satisface las siguientes propiedades:

pc

1. k estd definido para todo par X,Y de variables aleatorias continuas.
2. —1<ke <1l kxx=1ykx_x=-1.

kxy = ky,x.

Si X y Y son independientes entonces kx,y = ki = 0.

kx,—y = k_xyv = —kxy.

Si C1 y C4 son copulas tales que C; < Cq, entonces ko, < ko, .

N ook w

Si {(Xy,Y,)} es una sucesién de variables aleatorias continuas con cépulas
Chp, v si {C,} converge puntualmente a C, entonces lim,, . ko, = kc.
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Teorema 3.2.6 Si X y Y son variables aleatorias continuas cuya copula aso-
ciada es C, entonces la rho de Spearman, definida como en el Teorema 3.2.4, es
una medida de concordancia.

La rho de Spearman es usualmente llamada el coeficiente de correlacion de
“grado”. Los grados son los andlogos poblacionales para rangos, es decir, si
x y y son observaciones de dos variables aleatorias X y Y con funciones de
distribucién F' y G, respectivamente, entonces los grados de x y y estdn dados
por u = F(z) y v = G(y). Notemos que los grados u y v son observaciones de las
variables aleatorias uniformes (0,1) U = F(X) y V = G(Y) cuya distribucién
conjunta es C. Como U y V tienen media % y varianza %, la expresién para pc
puede ser reescrita como

PXY =pc = 12//uvd0(u,v) -3
e
= 12E(UV) -3
E(UV) -1
1/12
E(UV)-EU)E(V)
VVar(O)\/Var(V)
Como consecuencia, la rho de Spearman para un par de variables aleatorias

continuas X y Y es idéntica al coeficiente de correlacién de Pearson para los
grados de X y Y, es decir, las variables aleatorias U = F(X) y V = G(Y).

Simulacion

Ya se demostré que el estimador que se propone en el presente trabajo es robusto,
esto se refleja en las simulaciones, se ralizaron con una contaminacién € = 0.05,
los éxitos son casi siempre cercanos al 100 por ciento, veamos a continuacién un
ejemplo.

Ejemplo 3.2.7 Se toma una muestra de la distribucién Normal Bivariada con
media u = 0 y desviacién estandar oy = o2 = 1, con una probabilidad de
€ = 0.05 la muestra se contamina con observaciones provenientes de una normal
bivariada con media gy =4y puy =6y o1 = 2 yoy =4y p. = —0.9. Los
resultados de las simulaciones se muestran en la tabla siguiente.

Aunque el ejemplo anterior parece extremo se observa que variando solo las
medias de la funcién que contamina obtenemos ya una mejor estimacién, esto
es evidente si vemos un grafico de una muestra contaminada.
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p  Porcentaje de éxitos(*)

0 100
0.1 100
0.2 100
0.3 100
0.4 93
0.5 74
0.6 53
0.7 78
0.8 98
0.9 100

1 100

Cuadro 1: Resultados simulacién bajo contaminacién
(*)Se considera éxito si la diferencia entre el estimador propuesto y la p real es
menor que la diferencia entre la p de Pearson y la p real.

Figura 5: muestra n=500 contaminada

3.3. Correccion por Von Misses

Los funcionales estadisticos fueron introducidos por von Mises en 1936 y son
empleados en la teoria de estimacion. Von Mises propuso que una expansion
de Taylor puede ser utilizada para aproximar funcionales estadisticos por fun-
cionales de una forma més simple y utilizar esta aproximancién para obtener
resultados sobre las distribuciones asintéticas.

En la seccién 2.1. se demostro que el estimador p es asintéticamente insesgado, es
decir, para un tamano de muestra n fijo se comete un error cuando p ¢ {—1,0,1}.

Sea f(p,n) = E(p) — p la funcién que denota el error esperado que se comete.
Este error se comporta como una funcién senoidal (Figura 6).

En esta seccion se utiliza el calculo de von Mises para hacer un ajuste al esti-
mador p y asi minimizar el error f(p,n).

La funcién de influencia de T en F', como en la Definicién 3.2.1,esta intimamente
ligada a la normalidad asintética de la secuencia asociada {T'(F),)}. Se puede
decir que existe una forma fuerte de la derivada de T" en F', la sucesién {T'(F},)}
es asintéticamente normal. Més ain, esta forma de la derivada coincide con la
funcioén de influencia de F' en T'. Esto nos lleva a la conclusién de que la “Funcién
de influencia” estima los errores estdndar de T'(F},).

Definicién 3.3.1 Sea Xi,---,X, una muestra de una poblacién con funcién
de distribucién F' y sea T, = T,,(X1,- -+, X,,) una estadistica. Si T}, puede ser
escrito como un funcional T de la distribucién empirca F,, T,, = T(F},), donde
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Figura 6: Error f(p,n)

T no depende de n, entonces T es llamado funcional estadistico. Se asume que
el dominio de T contiene a la funcién de distribucién empirica F), para toda
n > 1y a la funcién de distribucién poblacional F.

Ejemplo 3.3.2 Sea ¢ una funcién que toma valores reales y sea
1

Entonces, para una funcion de distribuciéon G, el funcional definido por

ey / () dG(z)

satisface T, (X1, -+, X,) = T(F,).

Definicién 3.3.3 Sea X;,---,X,, una muestra y sea T un funcional definido
en un conjunto convexo de funciones de distribucion el cual contiene a la funcién
de distribucién empirica F;, y a la funcién de distribucién poblacional F'. Sea G
un elemento de este conjunto convexo. Entonces la derivada de von Mises 17
de T en F' estd definida por

THG — F) = %T(F +H(G - F))
t=0

si existe una funcién que toma valores reales ¢ (independiente de G) tal que
THG = F) = [ pr()d(G - F)(o).
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La funcién ¢p se define de manera tnica exceptuando funciones que difieren
por una constante debido a que d(G — F') tiene medida total igual a cero. Se
normaliza considerando

/cpp(x) dF(z)=0.

La funcién ¢p es llamada la curva de influencia o funcién de influencia de 7" en
F'. Se define por la siguiente expresion:

d
F\T) = — Aa: - )
pr(a) = T +18 - F)|

donde A, es la funcién de distribucién de masa puntual en x. La notacion
utilizada para indicar la curva de influencia es la siguiente:

IC(z; F,T) = pp(x).

Para valores grandes de n la curva de influencia mide el efecto que genera en
T, el incluir una nueva observacién con valor z. La curva de influencia también
proporciona la varianza asintética cuando T;, se distribuye asintéticamente como
una normal.

Definicién 3.3.4 (Expansién de von Mises.) Sea T un estadistico funcio-
nal, F' una funcién de distribuciéon y G un elemento del dominio de T'. Usando
el hecho que una funcién A, k veces diferenciable, definida por

A(t) =T(F ++(G—F)), te[0,1]

puede ser representada con base en su expansién de Taylor de orden k alrededor
de t =0 como

AR (0)¢F
A(t) = A(0) + A'(0)t + - - + % + Remy,,

donde Remy es el residuo de k-ésimo orden, se establece la correspondencia para
la siguiente expansion de primer orden del funcional estadistico T’

T(G)=T(F)+Tp(G—F)+ Rem(G — F),
(se considera t = 1). Para G = F,, se tiene la siguiente expansion:
T(F,) = T(F)+Tp(F,—F)+Rem(F, —F)
T(F) + [ or(@)d(F, ~ F)(@) + Rem(F, - F)

T(F)+ /(pp(x) dF,(z) + Rem(F,, — F)

debido a que [¢p(z)dF(z) = 0. Esta dltima igualdad recibe el nombre de
expansion de von Mises de T en F.

42



Observacién 3.3.5 (Método Delta.) El término lineal de la expansién de von
Mises es

[er@) b = 13" er(xo)

por lo que se cumple
VAT(E) = T(F) = 7Y~ @r(X)) + Vi Rem(F, ).
Si
0 < E[p%(X)] = 02 < 0

y si
VnRem(F, — F) 250

entonces, por el Teorema Central del Limite y el Teorema de Slutsky se cumple
Vi (T(Fy) = T(F)) = N(0,0%)

sin — 00.

Proposicién 3.3.6 La expresion de primer orden para modelar el error esta da-
da por

Ajuste = wsin (7 Pr) (p — Pp), (36)

donde p = fi)oo f_ooo fxv (z,y) dedy y Pr denota el estimado de p.
Demostracion

Sea A(t) =T(F +1t-(G—F))con F =F, yG=F, utilizando la expansién

de von Mises de la Definicion 3.3.4, para la aproximacién de orden uno tenemos
que A(t) = A(0) + A’(0). Entonces

d
T(F) = T(Fn) + %T(Fn + t(F - Fn))lt:O-
Entonces
Error = T(F)-T(F,) = %T(Fn + t(F — Fy))l|t=o,

con T(H) = —cos (7 [[,. dH), en nuestro caso Q* = (—00,0] x (—00,0]. En-
tonces
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F, +tF) combinacién convexa

_cos< //* —ar e [[ car),

T(F, +t(F —F,))

Entonces

SR 1(F ~F) = sin<7r//*(1—t)an+7r//*tdF)~
<—7T//*an+7r//*dF).

Evaluando en ¢t =0

LB 4 1(F ~ F)mo = ( //*dF) (//dF //dF>

wsin(nPr) - (p — Pr).

De manera que podemos hacer una correccién a nuestro estimador

—cos(2rY) + Ajuste
= —cos(2rY) + wsin (7Pr) (p — Pr).

)
|

Se puede ver en la figura 7 que con el primer término ya se comporta bastante
parecido a f(n, p). Esta gréfica se hizo con una muestra de la normal bivariada
de tamano 200. Seguimos cometiendo un error pero es bastante mas pequeno
que antes, si vemos ahora la figura 8 observamos que para el mismo tamano
de muestra n = 200 el error maximo cometido es del orden de 0.0000025. Una
observacion importante es que el nuevo grafico para el error que se comete
muestra que en el cero y en un intervalo alrededor de él nuestro estimador
comete un error de cero, lo cual lo hace insesgado ya no solo en el cero si no en
una vecindad que lo contenga.

Simulacion

Se realizaron simulaciones con el fin de comparar ambas estimaciones, la usual
p de pearson y el estimador que se propone con la correccién de von Mises.
Las simulaciones se hicieron con tamanos de muestra que van desde 30 hasta
1000. En la tabla siguiente podemos observar que cuando tenemos una muestra
de tamafio 30 el estimador propuesto es mejor en el intervalo [0,0.4), dicho
intervalo se incrementa a medida que el tamano de muestra aumenta, podemos
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Figura 8: Error bajo el nuevo ajuste

ver que para el tamano de muestra n = 1000 el estimador es mas eficaz que la p
de Pearson en el intervalo [0,0.8), véase cuadro 2. Este efecto se puede observar
en la figura 9, pues para el tamafno de muestra 1,000 (T1000) vemos que la linea
queda siempre por encima de 0.5, lo que significa que cuando la muestra crece
el estimador que se propone es mas cercano al valor real de la p que la p de
Pearson.
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Figura 9: Porcentaje de éxitos

p m=30 n=50 n=100 n=200 n=>500 n=1000

0 91 88 98 99 99 100
0.1 90 87 88 93 96 99
0.2 74 68 86 79 88 91
0.3 55 69 64 81 89 89
0.4 46 52 57 71 76 81
0.5 33 33 47 65 81 78
0.6 25 20 36 50 70 73
0.7 8 9 31 34 54 73
0.8 4 4 15 24 41 58
0.9 1 0 1 9 22 39

Cuadro 2: Resultados simulacién bajo correcciéon von Mises

4. Conclusiones y posibles extensiones

En este trabajo se propuso un estimador para la correlacién de una muestra que
proviene de una distribucion Normal Bivariada, este estimador tiene algunas
ventajas respecto a la Rho de Pearson que suele usarse, como el hecho de ser un
estimador Robusto. Si bien nuestro estimador no es insesgado se propone una
correccién ( la de primer orden de Von Mises) que logra ser insesgado en un
intervalo alrededor del cero, este intervalo es mayor a medida que el tamano de
muestra crece y la varianza del estimador es mucho menor en este intervalo.

Todo el desarrollo que se muestra es para una Normal Bivariada, sin embargo
el proceso se puede extender a dimensiones mayores tomando pares de las mar-

ginales y repitiendo el proceso aqui descrito.

Como ejemplo, sea (X,Y, Z) un vector normal multivariado con media (0,0, 0)
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y matriz de varianza covarianza

1 pry Pasz
p:c,y 1 py,z
Px,z Py,z 1

Para estimar las tres correlaciones primero se realizan simulaciones de la normal
multivariada, asegurandonos que los valores de las correlaciones cumplen con es-
tar dentro de la regién descrita en el capitulo 2, posteriormente se toman los
vectores de la muestra en parejas, como si de una normal bivariada se tratara,
y se estima la correlacién correspondiente.

Se realiz6 una prueba con un tamafio de muestra n = 1,000 y 200 iteraciones
para pg, = —0.01, py . = 0.02 y py . = 0.13, es decir, un punto de la regién
cercana al cero y se obtuvieron los siguientes resultados.

p Pearson Estimador  Exito
Pzy -0.01 -0.008990054 -0.009987653 1
Pz 0.02  0.023591647  0.019980360 1
py.- 0.13  0.128669083  0.130229299 1

Cuadro 3: Resultados simulacién en R3

También se realizaron mil corridas para analizar la eficacia del estimador, con
tamanos de muestra ¢ = 100,250 y 500 y siempre con 200 iteraciones en cada
corrida. A continuacién se presentan los resultados de algunos valores.
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p  t=100 t=250 =500
Pry 01 877 91.1 92.7
Pe. 02 722 82.4 88.1
py. 08 23 13 29.1

Cuadro 4: Corrida 1

p  t=100 t=250 ¢t="500
pry O 97 99 99.5
pe. 05 358 54.1 63.5
py. 034 525 70.6 773

Cuadro 5: Corrida 2

p t=100 t=250 =500

Pzy 0.2 73.3 84 86.4
Pz, 0.7 11.3 27 41.8
py,. 0.5 35.3 54.1 66

Cuadro 6: Corrida 3

p t=100 t=250 =500

Pey 07 149 26 134
pe. 0.7 123 26 40.4
Py 05 36 52.3 65.3

Cuadro 7: Corrida 4

p  t=100 t=250 ¢t=500
pey 0.7 135 27.2 423
o 0.85 1 7.2 175
py. 05 376 51 64.9

Cuadro 8: Corrida 5

Esto indica que, como en el caso bivariado, se logra mejorar la estimacién en una
vecindad del cero, vecindad que aumenta a medida que el tamano de muestra
crece, quedaria como tarea pendiente de este trabajo la caracterizacion de dicha
region y cémo varfa cuando el tamano de muestra cambia.

Otra manera de realizar la estimacién de los pardmetros es usar una expresion
cuya deduccion es anédloga a la de la Proposicién 2.2.1

1
Fxy,z(0,0,0) = ] + o (arcsin(py,) + arcsin(p,, ) + arcsin(p, ;).  (37)

En este caso se usaran las dos estimaciones mas cercanas a los valores reales de
las correlacion y con la expresion anterior se despejara la tercera.

Para este segundo método se deben contemplar dos etapas, en una primera etapa
se estima correctamente el volumen de la caja [0, %]37 lo que equivale a estimar
Fxy,z(0,0,0), posteriormente se estiman las dos p’s mas pequenas, se escogen
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las més pequenas porque ya hemos visto que es en donde mejor estimamos los
coeficientes de correlacion. Estas dos p’s se estiman usando el método bivariado
y para la tercera p simplemente hacemos el despeje de la Ecuacién 37.

Veamos un ejemplo, se toma un tamafio de muestra ¢t = 50 y p,, = 0.06,
Pz, = 0.2y py . = 0.9 con 100 iteraciones, se espera que la peor estimacion sea
la de py . pues es la mds alejada del cero.

p Pearson Estimador  Exito
pPzy  0.06  0.06836937 0.06098201 1
Pz 0.2 0.21010171  0.20330565 1
Py 0.9  0.89698803 0.91093044 0

Cuadro 9: Resultados simulacién en R®

Como se observa en el cuadro anterior, nuestro estimador de p, . es el tinico en
donde no se tiene una mejora respecto al estimador de Pearson. Se estima que
el valor de Fx vy z(0,0,0) y ahora despejamos p,.

sin ((Fx,y,z(o, 0,0) 213) (47) — (aresin(7) + arcsin(p;;z))>

sin ((0.10990 - 47) — (arcsin(0.06098201) + arcsin(0.20330565)))
= 0.8980915

Pyz

Obtenemos asi un mejor estimador también para el caso de valores alejados del
cero, aunque se debe aclarar que en el caso de este sencillo ejemplo resulté ser
asi pues los valores de p;, y ps,. estdn muy cercanas al cero y por tanto su
estimacién es mejor.

Finalmente, este trabajo puede también extenderse mediante la comparacion
del estimador propuesto con algunos otros que tienen amplio uso practico, por
ejemplo el estimador bayesiano que asume como distribucién a priori la unifor-
me o arcoseno,el estimador de méxima verosimilitud (MLE), etcétera.
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