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Preambulo

El objetivo principal del corazén es bombear sangre a todo el cuerpo por
medio de la contraccién coordinada de millones de células cardiacas que forman
un circuito de conduccion (Figura 1). La cadena de senializacién que da lugar a
dicha contraccién se origina, en condiciones normales, cuando un impulso exci-
tatorio eléctrico recorre la membrana de las células de nodo sinoatrial (NSA) ™)
ubicado en la parte superior de la auricula derecha, del corazén mamifero, pro-
pagandose en ambos atrios y de ahi hacia los ventriculos por medio de las fibras
de Purkinje (Figura 1).
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Figura 1: Circuito de conduccién y potenciales de accién en las distintas células que
lo forman. Figura tomada de Mohrman y Heller

En general, las células del corazén tienen la capacidad de producir pulsos
en el potencial transmembranal (v) llamados potenciales de accién, de mane-
ra endégena. Los potenciales de acciéon de mayor amplitud, mayor duracién, y
posiblemente periodos mayores de oscilacién son producidos por las células que
aparecen después en la cadena activada por el sistema de conduccién (Figura
1). Las células del corazén mamifero estdn conectadas por juntas comunicantes,
proteinas que permiten la transmisién de corriente entre células vecinas. Es po-
sible entonces pensar en el corazén como un sistema de osciladores fuertemente
acoplados en el que la forma de éstos cambia conforme el potencial se propaga,
por ejemplo: la pendiente del potencial de despegue se hace més pronunciada,
la duracién del potencial es més grande, y se tiene un minimo menor. ;Cémo
y por qué es que este fenémeno surge? Para contestar la pregunta anterior, nos
enfocaremos en la geometria detrds de la excitabilidad de las células del NSA
que presentan un comportamiento similar al ya descrito y se tiene, ademas un
cambio en el perfodo de las oscilaciones para células in vitro (Figura 3) (2.



El NSA estd formado por las células centrales (NSAc), células marcapaso, y las
células periferales (NSAp), células de conduccién (1i%4:5),

El potencial de accién de una célula se inicia cuando hay un intercambio
de iones entre el interior de ésta y su medio externo. Este intercambio se da
por medio de proteinas en la membrana de la célula conocidas como canales y
acarreadores. En las células cardiacas el potencial de accién se inicia cuando los
canales de sodio (Na™) y calcio (Ca?T) se abren y permiten el paso de estos
iones al interior de la célula, iniciando la fase de depolarizacién. Después los
canales de potasio (K+) se activan permitiendo el flujo de potasio intracelular
hacia el exterior de la célula, creando una corriente de signo opuesto a la creada
por el Ca®t y el Nat. Los canales de Ca?T y Na™T se cierran eventualmente,
lo que permite que el K+ restituya la polarizacién en la célula. Finalmente,
los canales de KT tienden a cerrarse cuando el potencial transmembranal baja
(~ 60 mV) 1) (Figura 2).
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Figura 2: Secuencia de eventos durante la produccién de un potencial de accién.

Fl perfil electrofisidlogico de los distintos tipos de células cardiacas depende



de cambios en las contribuciones relativas de las corrientes que generan cam-
bios en v que a su vez dependen de cambios en la expresién relativa de canales
de Ca®t y de Kt en cada una de ellas. La corriente de Nat aporta canti-
dades infimas al despegue del potencial de las células en el NSA, por lo cual
no sera considerada (3%). Asumiendo que una célula cardiaca es una familia de
sistemas dindmicos, dichos cambios de expresién de canales deben de estar aso-
ciados a cambios en la geometria del espacio fase.

Experimentalmente es posible estimar la contribucién relativa de carga, en
estado estable, para algunos canales que influyen al cambio en v, por medio
del patch-clamp. Sin embargo, es imposible cuantificar y modificar, de manera
precisa, la proporcion de canales que hay en una célula por lo que no es facil
cuantificar los cambios electrofisiolégicos que hay de una célula a otra. El objeti-
vo de este trabajo es presentar, de manera breve, un modelo en tres dimensiones
capaz de reproducir el comportamiento eléctrico de las células centrales (NSAc)
y periferales (NSAp) del NSA. Dicho modelo explica las diferencias entre los
perfiles electrofisioléficos de las células del NSAc y NSAp en términos de la
expresién relativa en los canales de Ca?t y K, explicando en particular las di-
ferencias de amplitud, frecuencia y periodo observadas experimentalmente. Este
estudio se basa en un analisis de estabilidad local y un anélisis de bifurcacién
sobre el cociente que representa el niimero de canales de K+ sobre el niimero de
canales de C'a®T para ver la influencia que éste tiene en la dindmica de disparo
en las células modeladas (7 10)

Los resultados de este modelo permiten establecer explicaciones cuantitati-
vas sobre las diferencias en los perfiles electrofisiolégicos en células de NSA y
explicar, mediante la teoria de bifurcacion, la relacién entre los patrones de ex-
presion de canales y el comportamiento de una célula excitable en un contexto
funcional.

1. Introduccion

1.1. Fisiologia Cardiovascular

La homeostasis es la capacidad que tienen los organismos vivos para mante-
ner una condicién interna estable compensando los cambios en su entorno por
medio de un mecanismo de intercambio regulado de materia y energia con el
exterior. Ejemplos de homeostasis son la regulacién de temperatura y el control
del pH. Para cumplir esta tarea existe una sofisticada red de transporte: el sis-
tema cardiovascular, cuyo principal motor es el corazén (1),

El corazén mamifero se encuentra en el centro de la cavidad toracica y se
mueve libremente durante la contraccién y la relajacién gracias a una pequena
cantidad de fluido que lo mantiene lubricado (%),



Una accién de bombeo eficiente del corazén requiere de una coordinacion
precisa en la contracciéon de millones de células musculares cardiacas. El co-
razén es un musculo miogénico, es decir, se excita a si mismo. La contraccién
de cada célula comienza cuando un impulso excitatorio eléctrico (potencial de
accién) recorre su membrana (1), La secuencia de las contracciones es producida
por cambios en el potencial transmembranal (v), debido al paso de iones® del
nodo sinoatrial (NSA) situado en la parte superior de la auricula derecha del
corazén mamifero. El impulso eléctrico se transmite a lo largo de las auriculas
pasando a los ventriculos por medio del nodo atrioventricular, siguiendo su flujo
por las fibras de Purkinje, células de rapida conduccion, que permiten una con-
traccion casi simultdnea de las células ventriculares (Figura 1). Este sistema de
conduccién permite la regularidad del ritmo cardiaco y asegura la coordinacion
de las contracciones atrioventriculares (1%,

Aunque el corazon sea capaz de latir por s{ mismo existen otros sistemas que
influyen de manera profunda en la funcién cardiaca. Por ejemplo, las entradas
neuronales de ambas divisiones del sistema nervioso auténomo (SNA); simpética
y parasimpética (1.

1.1.1. Nodo sinoatrial

El potencial de accién que genera las contracciones en el musculo cardiaco
en mamiferos es iniciado en el NSA. Especificamente en las células centrales
(NSAc). El impulso se propaga hacfa las células periferales (NSAp) y después
sobre el musculo atrial (3%, La periferia del NSA es considerada por algunos
autores como tejido de transicion cuyo objetivo principal es el de conducir el
potencial de accién de las células lider marcapaso (las centrales) hacia el miscu-
lo auricular (?).

Existen diferencias morfolégicas importantes entre las células del NSAc y
NSAp, por ejemplo: en el centro las células son méas pequenas y tiene menos
miofilamentos, fibras que proporcionan a la célula capacidad de contraccion,
con una organizacién mas pobre que en la periferia. Existen, también, dife-
rencias electrofisiolégicas; en la periferia el potencial de despegue es menor, el
potencial de accién tiene un ascenso mas rapido, un valor de pico mayor, mayor
amplitud, menor duracién y un potencial didstolico maximo menor que el po-
tencial de accidn generado en las células NSAc (Figura 3(a)). Estos cambios se
deben principalmente a las contribuciones relativas de las corrientes que contri-
buyen al cambio en v que dependen, a su vez, del niimero y tipos de proteinas
transmembranales que facilitan el transporte iénico. Paraddjicamente, en las
células NSAp, observadas in witro, la actividad marcapaso es més rdapida que
en el centro (Figura 3(b)). Por otro lado, el bloqueo de ciertos canales iénicos
tiene efectos distintos en regiones diferentes, ya sea la central o la periferal (2:6:11)



Periphery

20 Center
20 4
[
[
> -20 -
E 40 enter E -20
40
-60 4
60
-80 3 Experiment Periphery 80 J
50 ms Experiment
100 ms

(a) (b)

Figura 3: Datos experimentales del perfil electrofisiolégico de las células NSAc y NSAp
recolectados de tejido de corazén de conejo. Figura tomada de Zhang y Boyett @

Cabe mencionar que no existe evidencia experimental que explique las dife-
rencias entre las células NSAc y NSAp en cuanto a su forma y sus propiedades
farmacoldgicas, pero si para las electrofisioldgicas tal como lo muestran Zhang
y Boyett (%) Honjo y Toyama (®) e Irisawa y Giles®). Ademds la capacitancia
celular (C,,), asociada indirectamente al drea de la superficie de las células,
varia entre la periferia y el centro, por lo que las caracteristicas del potencial de
accién cambian con C,, (3:6).

Considerando todas las diferencias ya citadas, se repasaran los distintos mo-
delos que han sido construidos para reproducir los potenciales de accién de estas
células. Después nos enfocaremos en un modelo dos dimensional que explica los
patrones de actividad de las células en el NSA, formado tanto por las células pe-
riferales como las centrales, y que permite establecer una diferencia cuantitativa
entre ambos tipos de células, pudiendo clasificarlas en términos de sus perfiles
electrofisiologicos y de patrones especificos en la expresion de los canales.

1.2. Modelo en 2-D para la excitabilidad de las células del
corazon mamifero

En 1990 Rasmusson publicé un modelo de catorce ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales para explicar las diferencias electrofisiolégicas entre las
células centrales y periferales del seno venoso, el equivalente al NSA en mamife-
ros, de la rana toro'?). En 2011, Herrera Valdez y Lega propusieron reducciones
del modelo de Rasmusson a tres y dos dimensiones. La reduccion a tres dimen-
siones se basd, primero, en pruebas numéricas que muestran que algunas de las
variables del sistema tienen una dindmica muy rapida en comparacion a otras,
lo que hace posible reemplazarlas por su estado estable, tal como lo hace Rin-
zel ). Por otro lado, bajo condiciones normales, los potenciales de accién no
estan asociados con los cambios significativos de las concentraciones transmem-
branales del Na™ y del KT, asf como a la concentracién extracelular del Ca®*,



lo que permite hacer todas las concentraciones moleculares del modelo igual a
su valor promedio. Lo anterior resulta en una ecuacién en la que dos corrientes
contribuyen mayoritariamente al cambio del potencial transmembranal v, otra
ecuacién para la activacién de los canales de KT y una més para la inactivacién
de los canales de Ca*t (12), La reduccién a dos dimensiones se hizo consideran-
do que el crecimiento en la activacién de los canales de KT ocurre en la misma
direccién que la inactivacién de los canales de C'a®>t como funcién de v. La idea
es capturar la dindmica de ambas variables y reemplazarlas por una sola que
juegue el papel de una variable de recuperacién 12).

Centrandose en el sistema de dos dimensiones expuesto por Herrera Valdez
y Lega (') Herrera Valdez'®) desarrolla un analisis de bifurcacién que relacio-
na de manera explicita la presencia relativa de canales iénicos en las neuronas
motoras de Drosophila Melanogaster con los perfiles electrofisiolégicos que éstas
presentan. La cinética de los canales en el modelo esta definida al considerar
tipos especificos de canales iénicos con niveles significativos de expresién (13).
Asi, si consideramos ax como el cociente entre el nimero de canales de KT
entre el nimero de canales de Nat, Herrera Valdez ('3 trabaja con una familia
de sistemas, un sistema para cada valor de ax.

Como evidencia preliminar de un fenémeno similar pero en el corazén mamife-
ro, Herrera Valdez (1%) explica los patrones de actividad en la regién marcapaso
y propone que existe una relacién explicita entre los diferentes tipos de células y
la proporcion de canales que hay en la membrana de éstas. Como consecuencia,
éstas pueden ser clasificadas en términos de sus perfiles electrofisiologicos y de
patrones especificos de la expresién relativa de los canales i6nicos

La construccién de este modelo ) asume que el potencial de membrana en
el NSA depende sélo de dos corrientes iénicas; la de Kt y la de Ca®T que son
mediadas, respectivamente, por los canales del tipo rectificador tardio y por los
canales del tipo L1512 No se considera una corriente de fuga. Asi, la ecuacién
que gobierna el cambio en el potencial de membrana asume que la suma de los
movimientos de carga, al rededor, y a través de la membrana, es cero!*. Como
consecuencia,

Crnv = —I(z,v;kg) — Ioa (2,05 ka) (1)

Donde la variable v representa el potencial transmembranal y la variable x
es la activacién de los canales de K. La ecuacién que modela el cambio en x

es representada por:

Too(V) —
Oy = % (2)
72 (V)

donde z y 7, son funciones de v que representan el estado estable de (2) y
la constante de tiempo para z, respectivamente 9. Los modelos para NSAc y
NSAp difieren en dos aspectos, en la capacitancia de la membrana C,, y en
sus niveles relativos de expresién en los canales, representados por el cociente



ar = aK/aCa (2;3;6;10).

Las soluciones del sistema (1)-(2) reproducen muchas de las principales pro-
piedades de las oscilaciones marcapaso en las células centrales y periferales del
NSA expuestas por Zhang (). Principalmente, las oscilaciones en las NSAc son
mas largas, con amplitudes mas pequenas y maximos menores en el cambio del
voltaje a comparacién con las células periferales (10).

Herrera Valdez y Lega('?) mostraron que al hacer la concentracién intrace-
lular del Ca®* igual a su valor promedio en el modelo en tres dimensiones, los
periodos de oscilacién del régimen marcapaso se ven afectadas(!?). Por tanto,
este trabajo se enfoca en desarrollar y estudiar una extensiéon del modelo en dos
dimensiones, ya descrito, que considera una ecuacién extra para el cambio de la
concentracién intracelular del Ca?t con el fin de estudiar los efectos especificos
de las oscilaciones del Ca?t durante la dindmica marcapaso.

Pasemos, ahora, a una breve resena de los trabajos, tanto experimentales
como matematicos, que han sido fundamentales para el desarrollo de la teoria
que aqui se expone. Iremos desde el trabajo pionero dado por Hodking y Huxley
en 1952, el cual les valié el premio nobel, hasta otros recientemente expuestos
que modelan el comportamiento de las células del NSA.

1.3. Trabajo relacionado

El estudio tedrico de la excitabilidad celular empezé con el trabajo pione-
ro de Hodgkin y Huxley en 1952, donde hay una discusién detallada sobre la
hipétesis de como fluyen las corrientes a través de la membrana celular. A partir
de los datos que obtuvieron, Hodking y Huxley propusieron una teoria biofisica
y fueron capaces de construir un modelo de cuatro ecuaciones diferenciales no
lineales acopladas que explicé y reprodujo los resultados experimentales cono-
cidos hasta ese entonces en referencia a la excitabilidad del axén gigante de
calamar. Este modelo describe el cambio del potencial de membrana como fun-
cién de tres corrientes iénicas: la de Na™, la de K+ y una corriente de fuga, y
considera la variable del voltaje v y tres variables mas, m, h y n, que describen

el comportamiento de los canales de Nat y de KT en la membrana (9.

A partir del trabajo seminal de Hodking y Huxley ¥ el estudio de la ex-
citabilidad celular ha tomado dos vertientes distintas: Una direccién consiste
en establecer modelos simplificados y la otra en desarrollar modelos multi-
dimensionales que den una descripcion tan detallada de las células como sea
posible. Herrera Valdez y Lega(!?) presentaron un listado de los trabajos desa-
rrollados en ambas ramas. Nosotros nos enfocamos principalmente en el modelo
propuesto por Rinzel | el cual es una reduccién del propuesto por Hodking
y Huxley ™) en el modelo generalizado de Av-Ron® y en el modelo multi-
dimensional expuesto por Zhang y Boyett(?) para el potencial de accién en el
centro y la periferia del NSA del conejo.



En 1985, John Rinzel propone una reduccién al modelo expuesto por Hod-
king y Huxley ™ compuesta por dos ecuaciones diferenciales ordinarias. La
mayor simplificacién empleada por Rinzel se basa en la observacién hecha por
Fitz-Hugh de que la suma de las variables n y h, durante el potencial de accion,
es aproximadamente constante. Esto permite combinar estas dos variables en
una nueva variable de recuperacién W (%15 Una reduccién adicional consiste
en asumir que la variable m, que representa la activacién rapida del canal de
Na™, es igual a su estado estable ma. (9. Por lo tanto, Rinzel logra capturar la
excitabilidad celular utilizando un sistema continuo en dos dimensiones con una
variable rdpida de amplificacién V' (potencial de membrana) y una variable len-
ta de recuperacién W. Maés atn, dicho sistema puede reporducir respuestas de
un sélo pico, disparos repetitivos y un comportamiento biestable al incrementar
la concentracién extracelular de K+ (7916 que también producen el sistema
original de Hodking y Huxley.

En 1991 E. Av-Ron et al. presentan un modelo minimal de excitabilidad
neuronal basado en los trabajos de Hodking y Huxley ' y Rinzel ® que exhi-
be tanto el comportamiento excitable de un sélo pico como el oscilatorio (7:8:16)
El modelo en dos dimensiones de Av-Ron, et al.(!) es una reduccién de las
ecuaciones de Hodking y Huxley M) y una extensién para el sistema presentado
por Rinzel® dando algunas simplificaciones de las dependencias del voltaje y
reemplazando constantes por pardmetros (!®). Los diversos comportamientos de
la célula excitable se encuentran al modificar la capacitancia méxima del KT o
del Na™.

En el area de cardiofisiologia el primer modelo de potencial de membrana fue
publicado por Noble en 1962 (17) basandose en el trabajo realizado por Hodking
y Huxley ") y dando lugar a otros como el de Nygren et al. (1998) 1®) para las
células de atrio humano al igual que el trabajo de Courtemanche et al. (1998) (*9)
y los modelos para las células ventriculares humanas de Priebe y Beuckelmann
(1998) (20) y Ten Tusscher et al. (2004) V). Dichos modelos se han caracterizado
por contener un gran numero de ecuaciones y parametros, lo que hace dificil y
costoso su calculo computacional. Otro ejemplo interesante de estos modelos fue
el propuesto por Zhang y Boyett (?), en el cual se maneja un sistema de catorce
dimensiones cuyo objetivo es el de reproducir los potenciales de acciéon de las
células del NSAp y del NSAc del conejo. La principal hipdtesis que se utilizé fue
que el NSA es no homogéneo, tanto electrofisiolégicamente, como anatémica y
funcionalmente, y a partir de estas diferencias se variaron diversos pardmetros
en el sistema; tales como la capacitancia celular C), y la conductancia de las
distintas corrientes iénicas involucradas (%), En este trabajo se encontré que las
principales diferencias electrofisélogicas entre las células periferales y centrales
del NSA se deben, principalmente, a que en el NSAp se tiene una mayor densidad
de las corrientes de Nat y K+ (346:11) Estos dltimos trabajos junto con lo hecho
por Herrera Valdez, et al. (1322) serdn la base para el modelo que se presentard a
continuacion.
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2. Modelo y resultados

Herrera Valdez (1%13) hace un anélisis de bifurcacién sobre (1)-(2) para obte-
ner una idea de como algunos de los parametros influyen en el comportamiento
del sistema. El andlisis se centra en el comportamiento local de los puntos fijos y
del mecanismo bajo el cual surgen ciclos limite, los cuales dan lugar a sucesiones
de potenciales de accién (7:%1016) En particular, el andlisis se concentra en el
pardmetro ag, antes descrito, que es un indicador de las diferencias entre las
células periferales y centrales del NSA (3:10),

Ambos modelos (NSAc, NSAp) muestran oscilaciones que aparecen y des-
aparecen cerca de una bifurcacién de Hopf("i#16) El modelo NSAc produce
estas oscilaciones para rangos pequenos de ax en comparaciéon a las del modelo
NSA (19 lo cual sugiere que los patrones de expresién relativa de los canales
de Kt y Ca®* que resultan en estas oscilaciones en NSAc son més restrictivos,
pero no menos robustos, que aquellos en el NSAp (10)

El rol de la concentracién intracelular de Ca®t en la regulacién del ritmo
cardiaco no ha sido del todo caracterizado, en parte debido a las limitaciones
experimentales. Una forma de entender mejor los efectos que tiene es mediante
la modelacién matematica. Asi, en este trabajo se presenta una extensién del
modelo en dos dimensiones presentado por Herrera Valdez (!?) incluyendo una
ecuacién para el cambio de la concentracién intracelular del Ca?*, con el fin de
estudiar los efectos que ésta tiene sobre las oscilaciones del pulso en el régimen
marcapaso. Se consideraran cinco corrientes principales: la de Ca?t mediada
por un canal tipo L, la de KT por un canal de tipo rectificador lento, los inter-
cambiadores de Nat — Ca?*t y Nat — KT y una corriente de Na™t transiente
NaT. Asi, utilizando la derivacién termodindmica propuesta por Herrera Val-
dez(?? obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales:

CnOw = —Ica(v,w,c) — Ix(v,w,c) — INaT(v,w) — INak (V) — INaca(v,c) (3)
Ow = w[Fy() —w]Cy(v) (4)
e = 7Te(Coo — ) — ke[lca(v,w, ¢) — INaca(v, €)] (5)

Donde la ecuacién (3) modela el cambio del voltaje en la membrana, la
ecuacién (4) describe la dindmica de la activacién de los canales de K y la
ecuacién (5) especifica la evolucién del cambio de la concentracién intracelular
la cual converge hacia su estado estable ¢, con un incremento proporcional al
transporte total de iones de Ca?* via los canales tipo L y el intercambiador
NatCa?*. Las formas explicitas para las corrientes se pueden encontrar en el
Cuadro 1. La idea general es que si se considera la funcién

Su(v) =714 {ewp <suguv;f“) — exp <gu(su ) e U“)] (6)
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las corrientes pueden verse, simplemente, como la multiplicaciéon de un factor
de amplitud por una fuerza de conduccién dada por Sy (v).

Las funciones Fy,(v) y Cy(v) se derivan de la formulacién general propuesta
por Herrera Valdez(??). La idea general se basa en que Hudking y Huxley (14
notaron que el perfil de activacién de las corrientes registradas por medio de
voltage-clamp siguen una forma sigmoidal que empieza con un intervalo de cam-
bio lento y es seguido por un cambio rapido que converge exponencialmente a su
estado estable, por lo que dichos perfiles pueden ser descritos por las soluciones
de la familia de ecuaciones:

{0 = u*(F,(v) —u)Cu(v), k=0,1,..} (7)
R = RO ®

1+ exp(gu*5)

Culv) = 14 {exp <5uguv UTU“) + exp (gu(su - 1)UU">} (9)

vr

donde, para el caso lineal (k = 0), el pardmetro s, controla la simetria de la
constante de tiempo 1/C, como funcién de v, y las soluciones de la ecuacién (6)
convergen siempre hacia su estado estable dado por F,(v), en otras palabras,
existe un tnico punto fijo asintéticamente estable (23725 con una constante de
tiempo dada por 1/C,,. Para el caso logistico (k = 1) hay dos puntos fijos, un
repulsor en u, = 0 y un atractor asintdticamente estable en u, = F,(v). La
constante de tiempo para la convergencia hacia F,(v) es (Cy(v)F,(v))~* (32,

Ademds, si el pardmetro s, es igual a 1/2 tenemos que las funciones C, (v) y
Sy (v) tienen un comportamiento similar al de las funciones cosh(v) y senh(v),
respectivamente.

Corriente Amplitud Fuerza de conduccién
Ingr (1 — w)anaF (gmr==T) S(*2e, SNa)
Ik WaK S(%, SK)
Icw acaLcl—scaF(gm%) S(2 (%) ,Sca)
Inak ANaK Sk sNak)
Inaca aNaCaclisNam S(W%Ca7 SN(ICCL)

Cuadro 1: Corrientes transmembranales usadas en el modelo (3)-(5). Se consideran
las funciones auxiliares S(y,s) = e’ (1 —e™?), C(y,s) = e’ (1+e7 ),y F(y) =

¥
1+eY

Asi, considerar la formulacién general para las corrientes dada por Herrera
Valdez (??) y la inclusién de la dindmica del Ca®t en el sistema (3)-(5) permite
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apreciar detalles importantes acerca de la contribucién de las distintas corrien-
tes en el cambio de v, nos enfocaremos especialmente en las corrientes mediadas
por los canales tipo L y los canales de tipo rectificador lento (Ca?* y K7).

2.1. Dinamica del potencial de membrana en NSAcy NSAp

Para reproducir la dindmica de las células del centro del NSA se fij6 la capa-
citancia de éstas en 20 pF, se consideré una amplitud maxima de corriente de
Ca®t de 12.5 pA y una amplitud maxima de corriente de K+ de 375 pA. Asi,
considerando los datos experimentales dados por Zhang y Boyett (), la dindmica
para NSAp se obtuvo al tomar la capacitancia en 65 pF lo que hizo crecer las
amplitudes maximas normalizadas para el Ca?t y K+ por un factor de 40 con
respecto a las del NSAc, lo cual puede pensarse como un incremento proporcio-
nal en la cantidad de canales en la membrana. Cabe notar que la diferencia entre
las amplitudes maximas de corriente del NSAc y NSAp es mucho mas grande
que la diferencia entre sus capacitancias (1012).

Se consideran, para el analisis, s6lo las corrientes de Ca?t y de K+ ya que
se ha demostrado, experimentalmente, que las corrientes dadas por el Na™, me-
diadas por canales y transportadores (Nat —Ca?*,Nat — K+ y NaT), aportan

cantidades muy pequenas al despegue del potencial de accion en las células del
NSA (3:4;6)
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Figura 4: Soluciones al sistema (3)-(5). (a) (resp. (d)): Solucion al sistema (3)-(5) para
NSAc (resp. NSAp) con pardametros dados en Tabla 1. (b) (resp (e)): Gréficas de dyv
contra el voltaje v (negro) y las corrientes de Ca®* (rojo) y K1 (azul) para el NSAc
(resp NSAp). (c) (resp. (f)): Activacién de Icq (rojo), Ik (azul) y Icq + Ik (negro) en
NSAc (resp NSAp)

En la Figura 4 se puede observar que el modelo dado por (3)-(5) es capaz de
reproducir muchas de las caracteristicas principales de la dindmica de la mem-
brana observadas en el NSA del conejo, incluyendo el periodo, la amplitud y
la velocidad maxima de los potenciales de accién para NSAc y NSAp (). Por
ejemplo, dados los resultados obtenidos en la simulacion, se puede notar que
para las células centrales se tiene un cambio en v menor que para las células
periferales, ademds NSAp tienen un periodo diastélico méaximo mucho menor
(-80 mv aprox.) que las NSAc (-60 mv aprox.). Por otro lado, el valor méximo de
pico en las células de la periferia del NSA es maés elevado que para las células del
centro, con un valor aproximado de 20 mv y 10 mv, respectivamente. Ademas, el
potencial de accién para NSAp tiene una duracién menor y un periodo también
menor que los que presentan las NSAc (Figura 4(a) y 4(d)).
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Pardmetro | Unidades | Central | Periferal
Chn pF 20 65
A PA 375 15000
aca PA 12.5 250

UNaKa PA 12.5 25
ANaCa pA 12.5 25
ANaT PA 12.5 25
UNaT mV -20 -20
Voa mV -22 -22
VK mV -10 -10
9ImCa mV 4 4
GmNat mV 4 4
ImK mV 4 4
Te u 3e-2 3e-2
ke u 2e-9 2e-9
max 0yv mV /ms 3 12
min v mV -60 -79.6
max v mV 12.7 21.3

Cuadro 2: Pardmetros para los modelos NSAc y NSAp

La dindmica de cada una de las corrientes revela una doble activacién de la
corriente de Ca?* durante cada potencial de accién (Figura 4(b), 4(c), 4(e) y
4(f)). La primera activacién ocurre durante el despegue del potencial, y la segun-
da activacién se da un poco después del descenso inicial del potencial de accion.
En contraste, la corriente de KT se activa sélo una vez y, como consecuencia,
la suma de estas dos corrientes muestra miiltiples picos. Las dos activaciones
correspondientes a la corriente del Ca?* han sido reportadas en varios estudios
de la dindmica cardfaca(1%12:22) Esta doble fluctuacién se ve reflejada en el
potencial de Nernst para el Ca?t, el cual presenta dos fases de decaimiento,
donde la primera y la mas grande se da durante la activacién de los canales de
Ca?T y la segunda sobre el doble pico de la corriente de Ca?* (Figura 5).
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Figura 5: Dindmica del potencial de Nerst del Ca®". (a): Modelo NSAc. (b): Modelo
NSAp

Ademss, los potenciales de Nernst para las corrientes de Ca® (Figura 5)
exponen un comportamiento periédico con amplitud y frecuencia constantes, lo
cual nos sugiere que podriamos considerar un valor constante del potencial de
Nernst igual a su promedio (o a alguno de los extremos) y por lo tanto fijar la
concentracién intracelular del Ca?* sin alterar la dindmica del modelo.

Pasemos, ahora, a un andlisis de estabilidad local para el modelo (3)-(5)

2.2. Anadlisis de estabilidad local y bifurcacién

La cantidad relativa de canales de K+ y Ca?* (ak) es un parametro que
podemos controlar y nos gustaria ver qué influencia tiene sobre la dinamica de
nuestro sistema. Para esto presentaremos un andlisis de bifurcacion el cual se
centrard en las trayectorias locales alrededor de los puntos de equilibrio y en el
mecanismo bajo el cual ciclos limite (régimen marcapaso) emergen (7).

Las coordenadas ¢ y w para los puntos fijos son funciones de v (que a su vez
depende de ag) c.(v w, (V) 1, respectivamente. Asi pues, para encontrar los
P y s p p y P
puntos fijos del sistema, bastara con encontrar la solucién a:

L(v) = Ica (v, ws (v), cx (v)+ 1k (v, W (V), e (V) + INaT (V) + INak (V) + INaca (v, c*((v);
10

Con lo que para cada valor de v que satisfaga (9), tenemos un punto de
equilibrio del sistema (v, wy(vs), cx(v4)). Cada valor de v varfa con respecto a

Lc,(v) depende, estrictamente, también de w, que a su vez depede de v, por lo tanto w
puede ser sustituida en ¢« (v, w) por una funcién de v, o bien por una funcién de vy en el caso
de la terna que define un punto fijo
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nuestro pardmetro ax, por lo que tenemos una familia de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias no lineales. Para obtener la dindmica del NSAc y
NSAp se fij6 la capacitancia en 20 pF y 65 pF, respectivamente. En ausencia
del cambio de otros pardametros, ambos modelos tienen un tnico punto fijo a lo
largo de un intervalo grande para valores de ax

El anélisis de estabilidad local se hizo considerando la matriz jacobiana aso-
ciada al sistema (3)-(5) y evaludndola en una familia de puntos fijos definida
para un rango de valores de v (82%426:27) " As{ pues, pudimos obtener los dia-
gramas de bifurcacién para los modelos NSAc y NSAp al variar solamente el
pardmetro ax (Figura 6).

20| 20
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Figura 6: Diagramas de bifurcacién para el sisema (3)-(5) con respecto a ak. (a):
Modelo NSAc. (b): Modelo NSAp. Los nodos asintéticamente estables son represen-
tados por los triangulos azules, los focos asintéticamente estables por circulos negros,
los silla-nodo por circulos verdes vacios y los silla-foco por cruces verdes.

Podemos observar, también, que los puntos fijos de cada uno de los sistemas
varian entre nodos, focos, silla-nodo y silla-foco al incrementar ax . El modelo de
NSAc empieza con una sucesién de nodos asintéticamente estables, después fo-
cos asintéticamente estables hasta que una bifurcacién de Hopf ocurre (7:8:16:25)
Después, aparece un silla-nodo que es seguido por una sucesién de puntos tipo
silla-foco y otro punto silla-nodo. El régimen de marcapaso inicia cerca de esta
bifurcacién de Hopf(7:®. Al crecer ax otra bifurcacién de Hopf ocurre (24-26)
terminando el régimen marcapaso y otra sucesiéon de focos y nodos asintética-
mente estables aparece. Ambos modelos presentan oscilaciones marcapaso que
aparecen y desaparecen cerca de una bifurcacién de Hopf(1?). El modelo NSAc
produce oscilaciones para un rango significativamente mas pequeno del parame-
tro ax en comparacién al modelo NSAp, lo cual sugiere que los patrones de
la expresién relativa de los canales de Kt y Ca®t que resultan en un compor-
tamiento de marcapaso es mucho mas restrictivo para las células centrales que
para las periferales (19).
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Una misma célula tiene comportamientos distintos dependiendo del régimen
en el que se encuentre (Figura 6). Lo que rompe con el dogma prevalente en el
que se pensaba a una célula como un sélo sistema de ecuaciones y no como una
familia de ellos.

Se encontrd también que el parametro ax induce cambios en el periodo de
oscilacion en el régimen marcapaso. Al incrementar ax las trayectorias decrecen
en su periodo de oscilacién (Figura 7). Esto es, un aumento en ax resulta en un
decrecimiento en la longitud del ciclo limite y en un crecimiento en el periodo
del ciclo.
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Figura 7: Cambio de los potenciales de accién para NSAc (a) y NSAp (b) al variar
aK

Una manera de entender cémo es que este cambio ocurre es ver que el ciclo
limite es la unién de cuatro trayectorias que empiezan y terminan donde el ciclo
l{mite se intersecta con las ceroclinas del sistema?). Aumentar ax acorta la
longitud de la curva en las fases del despegue e inicio del descenso del potencial
de accién y hace crecer la longitud de la curva de las fases de repolarizacion
y potencial diastélico. El aumento en las fases de repolarizacién y potencial
diastélico es mayor respecto al cambio de las fases de despegue e inicio del
descenso del potencial. Esta nocién es consistente con el hecho de que estas
ultimas fases corresponden al tiempo donde la activacién de las corrientes de
K incrementa (%10:15)

3. Conclusiones
Hemos propuesto un modelo de ecuaciones diferenciales no lineales en tres di-

mensiones que logra explicar, de manera directa, las diferencias electrofisiologi-
cas que hay entre las células centrales y periferales del nodo sinoatrial en el
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corazén mamifero, pudiendo clasificarlas mateméaticamente en términos de su
perfil eléctrico mediante una variacion sistematica de patrones especificos en la
expresién relativa de sus canales de Ca?t y K™, lo cual es imposible lograr
experimentalmente de una forma exacta y certera. Este modelo es, ademaés, pre-
dictivo ya que dado el cociente entre los canales de K+ y Ca?t en una célula
cardiaca se puede reproducir su perfil electrofisiolégico. Por otro lado, por medio
del diagrama de bifurcacion, hemos demostrado que es posible que una célula no
sea un sélo sistema dindmico sino que es una familia de éstos y que, por lo tanto,
puede presentar comportamientos distintos (diparos de un sélo pico, con una y
varias fases de repolarizacion, o un régimen oscilatorio) dependiendo de la can-
tidad relativa de canales que ésta tenga, lo que rompe con un dogma prevalente
en la literatura de la neurociencia computacional y matematica (10:12:28-30) E]
modelo expuesto logra ligar diferentes niveles de organizacién, ya que por medio
de los genes de expresion de una célula pudimos reproducir, explicar y predecir,
el potencial de accién (o perfil electrofisiolégico) que esta presenta.

Ademis, logramos mostrar que el pardmetro ax no sélo influye en el cambio
cualitativo de los puntos fijos de nuestro sistema, sino que afecta el periodo y
la pendiente del potencial de accién de ambos tipos de células (NSAc y NSAp).
Para valores més grandes de ax se tiene un periodo mayor, una pendiente de
despegue menos pronunciada y una duracién del potencial menor.

Finalmente, por medio de las gréaficas del cambio del potencial de Nernst del
Ca®t para ambos modelos, tanto el periferal como el central, logramos concluir
que, debido a que el modelo converge hacia una trayectoria oscilatoria de perio-
do, frecuencia y amplitud constantes, es posible considerar un valor promedio
para el potencial de Nernst, lo que fija la concentracién intracelular del Ca?* sin
alterar la dindmica del sistema. Asi, se hace factible considerar una reduccién
del modelo a dos dimensiones(1%12) con el fin de facilitar, ain més, los célculos
computacionales y analiticos y dejando inalterable el objetivo del sistema.
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