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Resumen

En esta tesis se discute, usando la ecuacién relativista de Klein-Gordon, la solucién exacta
del problema cuantico del obturador. La funcién de onda que resulta no se asemeja a la
expresion matematica que aparece en la teoria 6ptica de la difraccién de Fresnel. Sin embargo,
la densidad exacta de carga relativista, cuando se grafica contra la variable tiempo, muestra
oscilaciones transitorias, las cuales, ademas de presentar fenémenos relativistas, claramente se
asemejan al patrén de difraccion optica de Fresnel. Se muestra de esta forma que la difraccion

en el tiempo es véalida para el caso relativista.
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Capitulo 1
Introduccion

Similitudes entre las teorfas de Optica y Mecdnica Cudntica son bien conocidas [1]. Un
ejemplo de esta semejanza fue obtenida por M. Moshinsky [2], quien analiz6 el problema del
obturador cuantico en 1D, para lo cual consideré un haz monoenergético de particulas libres,
w = hk?/2m, moviéndose en direccién paralela al eje-x. Para t < 0, el haz es interrumpido en
x = 0, por un obturador de pared perfectamente absorbente (onda no reflejada) perpendicular
al haz. Repentinamente, al tiempo ¢ = 0 el obturador se abre, permitiendo para t > 0, la
evolucion libre del haz de particulas. ;Cuédl es la densidad de probabilidad a una distancia
x > 0 a la derecha del obturador? Este problema implica resolver, como un problema de
valores a la frontera, la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo con valores iniciales
dados por:

Y(z,0) = e*O(—1) (1.1)

donde O(z) denota la funcién escalén de Heaviside, definida como:

O(z) = { (1) ii(o) (1.2)

En t > 0, Moshinsky mostré que para la propagacién libre del haz, la funciéon de onda de

Schrodinger tiene una solucién exacta dada por:

(x,t) = expli(kx — wt)]

{1 2y F[f(:c,t)]} (1.3)

9~
~.



2 Capitulo 1. Introduccion

donde F (&) denota la integral compleja de Fresnel:

¢ imu?
F) = /0 exp — du = C(&) +1iS(€) (1.4)
donde: ¢ .
S(€) = /sen(%)du y C(§ = /cos(%)du (1.5)

y £ estd dada por:

£(z,t) = \/% (%t . x> . (1.6)

Para un haz de particulas, la densidad de probabilidad p es entonces:

pa) = v e =} o + 3] + 3 s+ 3] (17)

La expresién matematica en el lado derecho de la ecuacién (7), es idéntica a la expresién
que se obtiene en ()ptica para la intensidad de la luz en la difraccion de Fresnel por una orilla
recta [6]. Dada una posicién fija x > 0, la gréafica de la densidad de probabilidad p(z,t) es una

funcion del tiempo, como lo muestra la Figura 1. A este comportamiento cuantico transitorio,

P.0)

1| PR A "

caso
clasico

\ cuantico

1/4

v

Figura 1.1: Densidad de probabilidad para difraccién en el tiempo no relativista.



Moshinsky lo llamé difraccion en el tiempo. Una medida del medio periodo de las oscilaciones,
se puede obtener por la diferencia, T' = ¢, — t;, entre dos tiempos en que p toma un valor
asintético (p(z,t) = 1) que coincide con el valor cldsico. Se obtiene T' = (wmz/hk?). Por
ejemplo, para neutrones térmicos (con una energia de 0.025¢V a 0.1eV, y se encuentran en
equilibrio térmico con el medio en que se hallan) y a una distancia de x = 1m, el intervalo seria
T ~ 10 %sec. Una evidencia experimental de estas predicciones cudnticas fueron confirmadas
hasta el afio 1996 por Szriftigiser, Guéry-Odelin, Arndt, and Dalibard [7].

Notese que la densidad transitoria en la Figura 1, se incrementa monétonamente desde
el instante en que se abre el obturador, ¢t = 0, y por lo tanto, un observador situado a una
distancia x > 0, podria detectar particulas a un tiempo previo a t = x/c. Esto implica
que algunas de las particulas del haz viajan con velocidades mayores que la velocidad de
la luz. En consecuencia, para tiempos muy cortos todas las predicciones de la ecuacién de
Schrodinger deben ser descartadas, el caracter no relativista de esta ecuacién, es el origen de

esta prediccion erronea.

La analogia entre la densidad transitoria de probabilidad y la difraccion éptica de Fresnel,
sugiere preguntar si otras densidades, para otros tipos de ecuaciénes de onda, muestran esta
analogia. El profesor Moshinsky fue el primero en hacer notar esta cuestiéon y responderla
[2]. Trabajando con la ecuacién de onda ordinaria y la ecuacién de Klein-Gordon, Moshinsky
llega a la conclusién de que sélo para la ecuacién de onda de Schrodinger (caso no relativista)
la funcién de onda v muestra semejanza a la expresion que aparece en la teoria de difraccion
de Sommerfeld. Para el caso de fotones esto es claro, la solucion de d’Alambert no permite
tales oscilaciones. Sin embargo, para particulas con masa diferente de cero existen serias

dudas referentes a sus concluisones.

El propédsito de esta tesis es revisar el problema del obturador en el marco tedrico de
la ecuacién de Klein-Gordon. Se obtiene la solucién andlitica exacta para dicho problema
usando condiciones iniciales similares a las usadas en el caso de Schrodinger. Esta solucion se
ve diferente a la reportada por Moshinsky. Sin embargo, en concordancia con sus conclusiones,
también se encuentra que la funciéon de onda de Klein-Gordon no se asemeja a la expresion
analitica que aparece en la teoria de difraccion de Sommerfeld. Atn asi, cuando la densidad
exacta relativista de carga se grafica contra el tiempo, dicha grafica muestra oscilaciones
transitorias que, aparte de presentar caracteristicas relativistas, claramente se asemejan al
patron que aparece en la difraccion optica. Por esto, en esta tesis se demuestra que, la
difraccion en el tiempo si existe para expresiones de densidad de carga en el caso de un haz

de particulas relativistas.
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Capitulo 2
Difraccion en el tiempo no relativista

En este capitulo se muestra en un problema no relativista simple y bien conocido, la
técnica matematica que se utilizard en el capitulo siguiente en el caso relativista. Se revisa el
problema cuantico no relativista del obturador, donde la soluciéon de Moshinsky de difraccion
en el tiempo es ampliamente conocida. Haciendo uso del método de transformada de Laplace
para encontrar las soluciones de la ecuacién de Schrodinger, se obtiene un resultado que
muestra graficamente las densidades transitorias en el problema del obturador cuantico no

relativista.
Consideremos la funcién ¢ (x, t) definida por el siguiente problema de valores a la frontera:

1) La ecuacién de Schrodinger:

Lo R

donde ¥(x,t) estd definida para ¢t > 0 y es finita en el intervalo —oco < x < +00.

2) Condicién inicial:

{ ‘ PAEE =T 2 ke g(_y) (2.2)

0 para z > 0

3) Condiciones a la frontera, para un M € R arbitrario, dadas por:

lim  |¢(z,t)] < M, es decir, 9 estd acotada en =+ oo. (2.3)

r— *+



6 Capitulo 2. Difraccion en el tiempo no relativista

Como es conocido, este problema de valores a la frontera define la funcion de Moshinsky para
difraccion en el tiempo no relativista, la cual se mostro en la ecuacion (3) en la Introduccién.

Obtengamos dicha solucién, haciendo uso de la transformada de Laplace, denotada por:
L) = [ e o) dt = 6(w,). (24)
0

Debido a la necesidad de una comparaciéon de la presente solucién con la posterior so-
lucién del caso relativista y por simplicidad matemaética, se escribe primero la ecuacién de
Schrodinger en variables adimensionales. Por conveniencia, se usan las mismas escalas que
en el caso relativista, esto es: utilizamos la longitud de Compton, A\. = h/mc, para definir

variables adimensionales y y 7, para posiciéon y tiempo, definidas respectivamente como:

ct
Ao

T

X (2.5)

x
Ao’
Entonces, la ecuacién de Schrodinger (2.1), en variables adimensionales, se puede reescribir

COImMo:

gi;ﬁ + 2@—? = 0. (2.6)

La condicién inicial (2.2) para el problema del obturador también se puede escribir en forma
adimensional:

U, 0) = expli(kA) (IO ) = €7 B(=), (27)

donde se ha definido un ‘nimero de onda’ adimensional: Kk = k..

Empecemos tomando la transformada de Laplace de la Ec.(2.6); de donde obtenemos:

(X )

dXQ + 2Z<5¢ - ¢(X7 O)) - 07 (28)

esto nos proporciona una ecuacién diferencial ordinaria para ¢(z, s):

&o + 2is¢ = 2ie™X §(—x) (2.9)
dx? a X '

Debido a la presencia de la funcién escalén 6(—y), el origen x = 0 es un punto singular de
la ecuacién (2.9). Es condicién necesaria, sin embargo, que la funcién de onda y su primera

derivada sean continuas en el origen. Esta circunstancia sugiere separar el dominio infinito,

—00 < X < 400, en dos dominios: el positivo, x > 0, y el negativo x < 0. Ahora cada



dominio tiene su correspondiente (y diferente) ecuacién diferencial.

Para el dominio negativo, x < 0, definimos la funcién ¢-(x,s) como la solucién de la

ecuacion: )
d”p<
dx?

+ 2isp. = 2ie™X, (2.10)
y para el dominio positivo, x > 0, definimos ¢~ (x, s) como la solucién de:

-

G 205 =0, (2.11)

Lo anterior implica, que la funcién de onda de Schrodinger, ¢(x, s), estd expresada por:

) ¢-(x,s) parax >0
o(z,s) = { bolx.s) paraz<0 (2.12)

Ambas funciones ¢ y ¢~ deben estar acotadas: (¢~ en —o0) y (¢~ en +00). Lo importante es
la condicién de frontera, donde el par de funciones ¢. y ¢~ y sus correspondientes derivadas

do-/dx y do~ /dx deben ser continuas en la interfaz y = 0.

Las ecuaciones (2.10) y (2.11) son ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales y con coe-
ficientes constantes, por tanto su solucién es inmediata. Tomando en cuenta las condiciones

de acotamiento en £ oo, tenemos:

Para el dominio positivo, x > 0, la soluciéon estd dada por la soluciéon general de la

ecuacion homogenea:

o~ (x,s) = Bexp(—xV—2is), (2.13)

y para el dominio negativo, x < 0, la solucién estd dada por la soluciéon general de la ecuacion

homogénea y una solucién particular de la inhomogénea:
. 2 .
O<(x, 8) = Aexp(+x v —2is) — ———— exp(irx), (2.14)

Notese que en estas soluciones, el simbolo v/—i denota la raiz con parte real positiva, esto es:

; +1 1
Voimemio I L
V2 V2
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Las constantes A y B se determinan de las dos condiciones de continuidad en la interfaz:

9<(0,s) = ¢-(0, ),
dp(0,s) _ dg=(0, s)
dx N dx

Tenemos entonces el sistema de ecuaciones algebraicas:

27

/s 2.1
K2 — 2is ’ (2.15)
2
AV=2is + ——— = —By/=2is, (2.16)
K% — 218
cuyas soluciones son:
| 1
A=~ 2.17
2/s(\/s + Kk/V2i) (2:17)
_1 ! (2.18)
2V/s(V/s — K/V2i) '

Sustituyendo el valor de las constantes A y B, en las funciones (2.13) y (2.14) se obtiene la
solucién exacta, en las variables (, s), del problema de difraccién en el tiempo no relativista.

Para (x < 0) tenemos una solucién:

1 exp(+xv/—=2iv/5) n exp(irx) (2.19)

¢<(X75):§\/§(\/§+K/\/2—2.> s+ iK2)2’

y para (y > 0) se tiene otra solucién:

1 1
2/5(v/5 — 1/V/20)

o= (X, 8) = exp(—xV—2iv/s) (2.20)

El paso final es obtener la solucién en la variable temporal, 7. Ase se debe invertir la

tranformada de Laplace. Denotando

Lo 9))(7) = (X, 7),



y consultando tablas de transformadas de Laplace [12], se encuentra el siguiente resultado:

e—aVs

NEWCES)

Por lo tanto, sustituyendo o — x/2/i y 8 — —k/v/2i tenemos:

o r) = £ RV 20 5)
205 (X, 7) [f(\/g—n/\/_]()

AN
\/;(m—x)” (2.22)

Se puede reescribir esta solucién en términos mds familiares, usando las funciones S(z) y

L7 [(7) = e %7 erfc [ BT + (2.21)

|

= il =r1/2) {1 + erf

C(z), seno y coseno de Fresnel respectivamente. Para esto, utilicemos la identidad [12]:

F(2) = /0 Ty — O(2) +iS(2) = \/g orf {z %}

y entonces tenemos en variables adimensionales el resultado de Moshinsky:

i(kx—r2T 1 1 +Z .
N { ;O +is <§)} (2.23)
donde el argumento £(x, 7) estd dado por:
1
E06T) =) — (k7 —Xx). (2.24)
T

Esta es la solucion exacta, para x > 0, de difraccién en el tiempo no relativista.

En la Figura 1.1 se grafica la densidad de probabilidad |¢~ |2 en términos de variables adi-
mensionales. Notese que en esta figura la escala de tiempos: es tal que una unidad corresponde
a 7 x 10°. Para un mesén-m con x = 103, lo cual implica, z = 10 x I/mc ~ 103 radios nuclea-
res ~ 10712 m, el periodo de oscilacién es del orden de magnitud de T' =~ 10° x i/mc? ~ 10718

sec.
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p(%,T;K) %X=103
147

B

0.6

02

, , 5
: F Tx10

Figura 2.1: Difracciéon no relativista en el tiempo.



Capitulo 3

Difraccion en el tiempo relativista

3.1. Introduccion

El problema relativista de difraccién en el tiempo tiene su origen en el trabajo de M.
Moshinsky en 1952 [3]. Dado que la relacién entre el espin y la estadistica de particula
libre es irrelevante en el analisis del problema relativista del obturador, Moshinsky toma por
simplicidad, en lugar de la ecuaciéon de Dirac a la ecuacién de Klein-Gordon y la ecuaciéon de
onda ordinaria. Moshinsky encuentra que tnicamente para la ecuaciéon de Schrédinger (caso
no-relativista) la funcién de onda 1) se asemeja a la expresion de Sommerfeld en la teoria de
difraccién. Por esta razén, Moshinsky niega la existencia de difraccién en el tiempo en el caso

relativista.

En esta tesis, se revisa la ecuacién de Klein-Gordon para el problema del obturador, se
encuentra que, efectivamente, la funcion de onda relativista ) no se asemeja a la expresion
de Sommerfeld en la teoria de difraccion. Sin embargo, y aqui a diferencia del trabajo de
Moshinsky, se establece que el hecho de que la funcion de onda relativista 1) no tenga la misma
estructura matematica que la expresiéon de Sommerfeld, no impide que existan oscilaciones

transitorias semejantes a las de difraccién.

El propdsito de este capitulo es resolver el problema del obturador usando la ecuacién de
Klein-Gordon. Se utilizaran métodos matematicos diferentes a los utilizados por Moshinsky;,
para obtener la solucién exacta para la funcién de onda relativista. En completa concordancia
con Moshinsky, se encuentra que, efectivamente la solucion de la funcion de onda relativista,

no se asemeja a la expresion de Sommerfeld. Sin embargo, cuando se grafica la densidad de

11



12 Capitulo 3. Difraccion en el tiempo relativista

carga contra el tiempo, la grafica muestra oscilaciones transitorias que claramente se asemejan
a un patron de difraccién éptico. Por esta razén, se reporta que un inherente fenémeno de

difraccion en el tiempo si existe en la teoria relativista.

3.2. El problema del obturador relativista de Klein-
Gordon

Es bien conocido que la ecuacién de Klein-Gordon describe particulas escalares (espin
cero), como es el caso de piones, cuando su energia cinética resulta comparable a su energia

en reposo (moc? ~ 140Mev), y entonces los efectos relativistas deben ser tomados en cuenta.

En resumen, el problema relativista de difraccién en el tiempo para una particula libre
con estados de energia positivos y negativos disponibles, se define por el siguiente problema

de valores a la frontera:

1) Una funcién de onda escalar W(z,t) que satisface la ecuacién de Klein-Gordon para

una particula libre, es decir:
0PU 1 0%V 9

—_— e —— 3-1
oz 2oz 1 (3:1)

Esta ecuacién esta definida en la region del espacio infinito: —oo < z < 00, y

moC 1
=0 _ - 3.2
M h )\C ? ( )
donde A, = longitud de onda de Compton.
2) Condiciones iniciales:
. o .

U(x,0) = ™ §(—x), E(Z‘,O) = —iw e f(—x) (3.3)

donde
w(k) = eV k2 + 12 = pey/ 1+ (k/p)? (3.4)

3) Condiciones a la frontera: La funcién de onda W(x,t) estd acotada en todo el espacio:
|V (z,t)] < M, para toda z. (3.5)

Este problema de valores a la frontera define a la funcién de onda relativista W(z,t).
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En el trabajo de Moshinsky [3], usando transformadas de Fourier, la solucién reportada

€es:

, 1
wuiy:md—x){ﬂMwﬂ+§%m (ct)? — 22)
_i /ct—i—xi
—~ ct —xiz

donde () es la funcién escalén unitario de Heaviside y z = (k + /k? + pu?) /. La presencia

de la serie infinita impide graficar una solucién exacta del problema. Esto es claro, porque

n

In(p/(ct)? —a?) }, (3.6)

para que la serie sea convergente, las bases de las potencias sucesivas deben ser menor a la

unidad. Por lo tanto, la serie sélo se puede aproximar numéricamente con la condicion:

ct+x

1 .
ct—x < (3.7)

In(p/ (ct)? — a?)

1
z

Es de notar que en su articulo, Moshinsky no intenté graficar el resultado de su solucion.

El objetivo de esta tesis es revisar el mismo problema relativista del obturador con la
ecuaciéon de Klein-Gordon. Haciendo uso de transformadas de Laplace para obtener una

solucién ezxacta al problema relativista que nos graficar dicha solucion.

Se hard ver que esta solucion algebraica se puede obtener de forma exacta hasta cuadra-
turas. Las integrales que se obtienen se pueden resolver facilmente en forma numérica, cuyos

valores para la funcién de onda, nos permitira graficar la densidad de carga.

3.3. Variables adimensionales

Para empezar, nétese que la ecuacién de Klein-Gordon se puede reescribir de la siguiente

manera:

rv v
O(ux)?  Apct)?

lo cual hace ver que la ecuacion de Klein-Gordon tiene, en forma natural, las variables

(3.8)

adimensionales:

T = pct, X = px. (3.9)
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Por otro lado, para el caso especifico del problema del obturador, la primera condicion inicial

se pueden reescribir como:
¥(,0) = (=z) explika) = 6(—pux) xplicaa) = H(—) explimy), (310

donde el nimero de onda adimensional se define por: kK = k/u. La segunda condicion inicial

se puede reescribir como:

oV(z,0) W ek
Dct) Zuce O(—px)
= —iQ "X f(—x) (3.11)

donde 2 es la frecuencia angular adimensional, definida por:

w(k)
e

0= =1+ (k/u)? = V1+ kK2 (3.12)

Todas las variables (x, 7, k, €2) son adimensionales y por lo tanto el problema de difraccién

en el tiempo queda expersado totalmente en términos de ellas.

En resumen, el caso relativista de difraccién en el tiempo queda definido por el siguientes

problema de valores a la frontera:

1) La ecuacion de Klein-Gordon en variables adimensionales:

227\121 — 86’27\12] =U(x,7) (3.13)
2) Condiciones iniciales:
U(x,0) = ™ 0(—y), % = —iQ) "X f(—x) (3.14)
3) Condiciones a la frontera:
\W(x,7)] < M para toda x. (3.15)

Estas tres condiciones definen perfectamente a la funcién de onda relativista ¥ en variables

adimensionales.
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Debe notarse que de las cantidades y, 7, son variables adimensionales independientes, y

en cambio &, {2, son parametros adimensionales, pero dependientes uno del otro:

Q=V1+k? (3.16)

Por lo tanto, se denota:
U =U(x,7;K) (3.17)

A continuacion se procede a resolver este problema.

3.4. Solucién de difraccion en el tiempo

Tomemos la transformada de Laplace de la Ec. (3.13). Denotando esta transformada como
en la Ec. (1.4),donde el pardmetro s puede ser real o complejo. La ecuacién de Klein-Gordon

para W(x, 7) se convierte en una ecuacion diferencial ordinaria, es decir:

d%;(;, D) [29(x.5) — s €™X0(—x) + 12 X 0(—)] = 6. 9), (3.18)

Por lo tanto, se tiene que resolver la ecuacién diferencial inhomogenea:
— — [s* + 1]p = —(s — i) "X O(—x) (3.19)

definida en el intervalo (—oo < x < 00) y acotada en todos los puntos de dicho intervalo.

En la ecuacion anterior vemos que la segunda derivada con respecto a y genera una
funcién escalén 6(—yx). Esto implica que el origen y = 0 es un punto singular del problema,
donde 0¢/0dx debe ser continua, con diferentes pendientes en ambos lados del punto singular,

y la funcién misma ¢(y, s) también debe ser continua en y = 0.

Este razonamiento sugiere separar el problema en dos regiones semi-infinitas, esto es para,

x < 0y x > 0. Especificamente:

1) Para el intervalo positivo x > 0 definimos la funcién ¢~ (x,7) como solucién de la

ecuacion: )
d*¢~

T (s + )¢ =0 (3.20)

acotada en y — +o0.
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2) Para el intervalo negativo (xy < 0) definimos la funcién ¢-(x,7) como solucién de la

ecuacion:

¢

e (2 4+ 1) ¢ = —(s —i)e™ (3.21)

acotada en y — —o0.

Ambas funciones ¢-(x, s), ¢=(x,s) y sus primeras derivadas deben ser continuas en la
interfaz x = 0. Las anteriores ecuaciones son simples ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales con coeficientes constantes, sus soluciones son triviales, y estan dadas por:

= (X, 8) = Be XV

1KY
— AoV € 3.22
¢<(X78) e +S+ZQ’ ( )
donde ya se han incluidos las condiciones en las fronteras (|x| = oo) y donde A y B son

constantes (independientes de x, pero pueden ser funciones de s). Para su uso posterior

escribimos las primeras derivadas:

d¢<(X> S) — A2 I 1€+X\/82+1 + Z'_’ﬁemx

dy s + 1§}
dd>(68) _ _ p /o] eV (3.23)
dx

En estas ecuaciones, las constantes A y B se determinan de las condiciones de continuidad

en la interfaz y = 0:

¢>(07 S) = ¢<(O’ 3)
do~(0, s) _ dp(0, s)

3.24
I ax (3.24)

lo cual nos lleva a un sistema de ecuaciones algebraicas simultaneas para A y B:

1
s+ Q)

—BvVs2+1=4+AVs?2+1+ —T—R'Q' (3.25)
S 1

B=A+
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La solucion de este sistema algebraico esta dada por:

s+ 180 241
1 1 K
B(s) = = 1— 3.26
(5) 23+iQ{ 32+1] ( )

Sustituyendo estos valores de A y B en las ecuaciones (2.15) y (2.16) se obtiene:

1 1 K 3
— 1— | gxVs?iHl 3.27
¢><X78) 28—|—lQ [ $2+1:|€ ) ( )
1 1 iR o evX
= —— 1 XV + . 2

Estas dos ecuaciones definidas en el espacio (x,s) son la soluciénes ezactas del problema
relativista de difraccion en el tiempo. Estas soluciones proveen informacion valiosa respecto
del problema, como es el hecho de que el comportamiento asintético de las funciones ¢(x;, s)
cerca del origen s = 0 nos dan informacién del comportamiento asintético de la funcién
U(z,t) a tiempos grandes. El inverso es cierto, es decir, ¢(x, s) para s grandes (|s| — o0)
nos da inofrmacién de la funcién W(zx,t) a tiempos cortos. Nétese que los puntos simgulares
de la solucién estan localizados en el eje imaginario (s = —if2, polo simple y s = %+, puntos

ramales) esto garantiza que nuestra solucién es convergente y oscilatoria en el tiempo.

3.5. La transformada inversa de Laplace

En la seccién anterior se obtuvo en el espacio (x,s) la solucién exacta del problema
relativista de difraccién en el tiempo en las regiones positiva ¢~ (, $) y negativa ¢~ (x, s). En
la presente seccién se calcula “exclusivamente” para z > 0 la solucién en el espacio (x,7),

tomando el inverso de la transformada de Laplace:

L)1 ik XV
V. (x,7) = 2£ L vy <1 = 1) e (7). (3.29)

Esta operacién se realiza formalmente en el plano complejo s, sobre el llamado contorno
de Bromwich. En el presente caso, esto puede resultar muy laborioso, debido a la presencia
de los puntos ramales (s = £i). Afortunadamente hay un atajo a este problema y es tener

acceso a tablas de transformadas de Laplace, donde encontramos la transformada inversa de
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cada una de las funciones que necesitamos. De las tablas del Abramowitz [12], encontramos:

1

—1 __—iQT
Lol =, (3.30)
e
E_ SQ—H (7') = Jo( 7'2 — X2) 9(7' — X), (331)

£ ) = bt =)~ P o) (332

Sustituyendo las anteriores expresiones en la ecuacién (3.29) y utilizando el Teorema de

Convolucién:

T

L1 (s) 9(s))() = / Fr — u)Glu)du, (3.33)

[e=]

se obtiene la solucién hasta cuadraturas:
1 iQ(x—7)
Y0 7im) = 5007 = x) { €9

T , J 2 _ 42
— / du e u=7) [Xl(u—?) + ik Jo(s /u2 — )|}, (3.34)
X

u? —x

que es la solucion ezacta relativista para la regién x > 0.

Nétese que en esta solucién aparece la funcién 6(r — x) la cual muestra la propiedad
distintintiva de una solucién relativista. Esto es, la solucién es cero para tiempos t < z/c , lo
cual es la condicion matematica que impide la propagacién de senales a una velocidad mayor
que la velocidad de la luz. Esta condicién no aparece en la teoria de Schrodinger, la cual es

no relativista.
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3.6. Soluciones equivalentes

En la seccién anterior se obtuvo la solucién de Klein-Gordon para el problema de difrac-

cion en el tiempo en el intervalo positivo dada por:

Y du Jl( V u? — XZ) eiQ(ufT)
/UZ _ X2

20 (x,7) =1 0T

- z'/f/du Jo(Vu2 — x2) =Y (1 — x). (3.35)

En esta seccién se va a reescribir esta solucion en formas equivalentes, usando relaciones

que son bien conocidas.

De las formulas de recurrencia para funciones Bessel, se conoce la identidad:

Jl(x)

= (&) + o) (3.36)

Sustituyendo esta relacién en (3.35) obtenemos:

T

20 (. 7) = {0 = (i) [ du 0 (=)

X
r

_X / du ) J(u2 = )} (7 — X). (3.37)

2

X

La virtud de esta expresion radica en que, para propésitos de cdlculo numérico, podemos

definir por medio de integrales, las siguientes funciones G, definidas por:

T

Gu(x, T3 k) = /du 2 (u=T) Jn(Vu? —x?) (3.38)

X

donde © = v/1+ k2. En términos de estas funciones complejas G, se puede reescribir la

solucién (3.35) en forma compacta como:

20 (.7 0) = 0(r =)0 = (5 + iRl TiR) — 5G(n TR} (339)
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Las funciones G,, reemplazan en el presente problema a las funciones de Fresnel
F(z) = /eig“2du, (3.40)
0

que aparecen en el problema no relativista (Schrodinger) de difraccién en el tiempo.

Otra posible expresion equivalente, se puede obtener haciendo uso de la relacién:

= —Ji(z), (3.41)

lo que permite obtener:

A=) L T (3.42)

u2 —X2 udu

Esta relacion permite hacer una integracién por partes donde se obtiene:

J /02 2 ) iQu
au AL g €2 ()
u® — X T

T

. , r 1
eZQ“—{—/du JO( /Uz_XQ)QZQu(—E‘FZQ_) (343)

+

~
Il
< | = X\\‘

u
X

Usando esta relacion y después de simplificaciones evidentes, se obtiene una expresion

hasta cuadraturas como lo es la solucién de Moshinsky [3]:

20-(x,7) = 0(r =) {2 h(V/7 =)

+/mé%H%Mwm—¢H%—A%—mn. (3.44)
X
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3.7. Comprobacién para el caso particular: =0

Consideremos, en la ecuacion de Klein-Gordon (3.1), el caso particular: ; = 0. La ecuacién

de Klein-Gordon se transforma entonces en una ecuacion ordinaria de onda;

Pv P U

donde, dadas las condiciones iniciales, ¥(z,0) = f(z) y 0¥(z,0)/0t = g(x), conocemos la

solucién general de D’Alembert:

2U(z,t) = f(x+ct) + f(z —ct) + E /Hdg(u)du. (3.46)

c —ct

Comprobemos que la presente solucién relativista para difraccion en el tiempo posee este

limite.

Para difraccién en el tiempo tenemos:
fla) =e™0(=z),  gla) = —iwe™0(—x), (3.47)

donde w = cy/k? + p?. La solucién exacta para x > 0 estd dada por la Ec. (3.34), que en

variables normales (z,t) se escribe como:
2V (z,t) = O(ct — x) { e¥/cl@=D

ct ] J 2 _ 2
—/ dy /=) [um 1lp 2y f ) + ik Jo(puN/y? — x2)] 1 (3.48)
T Yy -

En el limite: 4 — 0, y para x > 0, tenemos: w — ck,
. w ct .
lir% 2 (z,t) — O(ct — x)[e*l@=t) — i—/ dy e*=eb], (3.49)
p— -

C

En la integral hacemos un cambio de variable: ©w = y — ¢t y obtenemos para z > 0:
: 1 [0 .
lim 20 (z,t) = (ct — z)e* =) 4 —/ du [—iwe™0(—u)], (3.50)
n—0 C Jr—ct

la comprobacién, en el limite y — 0, es correcta.
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Capitulo 4

Densidad de carga relativista

4.1. Ecuacion de Continuidad

Una de las propiedades de la ecuacién de Klein-Gordon es dar origen a la Ecuacion de
Continuidad:

. Op
donde : " - 50
plr.t) = 2imc? (\I] ot v E) ’ (42)
y h
j(r,t) = %o (U*'VU — VU™, (4.3)

La expresiéon para j obtenida de la ecuacion de Klein-Gordon, es idéntica al vector densi-
dad de corriente de probabilidad obtenido para el caso no relativista de Schrdodinger. Esta
analogia nos induce a pensar que p(r,t), dada por la ecuacién (4.2), se le puede dar la misma
interpretacién que en el caso no relativista, es decir, p(r,t)d®z es la probabilidad de que la
particula se ecuentre en el instante dado ¢ en el elemento de volumen dz localizado en la
vecindad del punto r. Sin embargo, esta interpretacién tropieza con una dificultad: p, dada
por la ecuacién (4.2), no es una cantidad positiva definida. La razén de esto es que en una
ecuacién de segundo orden, como lo es la ecuaciéon de Klein-Gordon, a la funcion de onda ¥
y a su derivada W /0t se les puede dar valores arbitrarios en un instante cualquiera, y por lo
que podria suceder que con estos valores arbitrarios, la expresién (4.2) resulte negativa. De

acuerdo con la reinterpretacién de la teoria presentada por Pauli y Weisskopf [5], la cantidad

23
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ej(r,t) denota el vector densidad de corriente eléctrica y la cantidad ep(r,t) representa una
densidad de carga eléctrica. La ecuacion (4.1) es por lo tanto una ecuacién para la conser-
vacién de la carga y no para la conservacién de la masa (particulas). En cualquier teoria
cuantica relativista, el nimero de particulas no se conserva; esto se explica por la posibilidad
de creacién y aniquilacion de pares de carga opuesta. Cuando estos fenémenos se toman en
cuenta, la teoria de Klein-Gordon es una teoria de una particula cargada y no una teoria de

una particula masiva.

Dada la funcién de onda relativista,¥(x,t), se tiene (con e = 1) la densidad de carga, en

variables adimensionales, p(x, 7), dada por:

v, ., ov ov*
P Tik) =5 (¥ duct)  dluct) )
= —Im( V" ?3_\71-] ). (4.4)

Escribiendo ¥ = Re W + 7 Im W se llega a una expresion cerrada para la densidad de carga:

oV OV
p(x,T;Kk) = Im ¥ Re—— —Re¥ Im——. (4.5)

4.2. Densidad Transitoria de Carga

Como se vid en la seccion anterior, para la region positiva x > 0 la densidad de carga se

calcula como:

ov ov
p=(x,7;k) =ImU. Re 5 Z —ReW. Im—= (4.6)

T or
Necesitamos entonces, separar en sus partes real e imaginaria tanto de la funciéon de onda,
V. (x,7), como de su derivada 0¥, /0. El célculo es largo pero directo. Para propdsitos de

calculo numérico, con 2 = v/1 + k2, se repotan los valores exactos de dichas cantidades.

Para la funcién dada en (3.44) tenemos:

ov ov
p>(x,7;6) =Im¥U, Re—= — Re ¥, Im—=.
or or

(4.7)

Necesitamos entonces, separar en sus partes real e imaginaria tanto la funciéon de onda
V. (x,7) como su derivada 0V /07. El céculo es largo pero directo. Para propdsitos de

calculo numérico, con 2 = v/1 + k2, reportamos los valores exactos de dichas cantidades.
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Para la funcién dada en (3.44) tenemos:

2Re U (x, 1) = 0(1 — x){cos[Q(x — 7)]

r Ji(\/u? = x?)
_ du —Y——2 ~ cos|Q(u — 1
XX UQ—XQ [ ( )]

+ /i/du Jo(v/u? — x?)sin[Q(u — 7)]}

X

2Im U (x, 7) = O(7 — ) {sin[Q(x — 7)]

f Ji(vu? —x?) . 0O
J— du B m— ) | u T
X / /—u2 X2 [ ( )]

T

x / du Jo(/uZ = x2) cos|Qu — )] }

X

Y para las derivadas tenemos:

2R PP206T) g raainfop - 7)) 2V ZX)
or T2 — x?
— Q/i/du Jo(v/u? — x2) cos[Q(u — 7)]
—xQ [ du % m sin[Q(u — 7)]}
21 P200T) g eosiQu — )] — kho(VaE = X)

or

+ xQ2

f Jl( UZ—Xz)
dy —Y——2 2 cos[Q(u— 1
/ Y cosll(u )

w0 / du Jo(v/u2 — 2) sin[Q(u — )]}

X

(4.10)

(4.11)
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T To

0 t=xc 20 30 40 50 T = uct

Figura 4.1: Difraccion relativista en el tiempo.

Las principales caracteristicas de la grafica (realizada en la versiéon 9 de Wol framM athematica)

que se muestra a continuacién y que describen difraccion relativista en el tiempo, son:

1) Valor cero para la densidad de carga, en el intervalo, 0 < t < x/¢; esto es evidentemente
necesario en una descripcion relativista, donde la senal no puede exceder la velocidad de la

luz c. Este resultado es inexistente en la ecuacién de Schrodinger.

2) Nétese en la Fig. 4.1 la oscilacién descendente, inmediatamente posterior al tiempo
t = x/c, Esta curvatura hacia abajo es totalmente un efecto relativista, inexistente en la

teoria de Schrodinger, en donde la densidad de carga es mondtona creciente.

3) Asi mismo, nétese de la Fig. 4.1, que el valor medio de las oscilaciones py (valor
estacionario cuando 7 — 00) no es igual a 1 como ocurre en el caso no relativista, sino un
valor de /2. Este valor proviene de la normalizacién inicial de la funcién de onda, debido a

las condiciones iniciales:

oY (x,0)

— _iQetXp(—
5y iQe"™X0(—x), (4.12)

U(x,0) = e"™0(—x),

donde Q = w/uc = /1 + k2. Para estas condiciones iniciales, la densidad inicial de carga
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relativista resulta:

= p(x,0) = — Tl (x,0) 270

= Q0(—x) = VI + ~20(—x), (4.13)

que, para el caso de £ = 1, da un valor para la densidad inicial de py = /2.

4) La expresion (4.13) para py implica que, conforme tomemos valores hacia el limite no-
relativista, k < 1, la densidad inicial de carga también se mueve hacia el valor no-relativista

de 1 predicho por la solucién de Schrodinger.

5) Los medios periodos relativistas de oscilacién son mucho mas pequetios que los periodos
correspondientes de la teoria de Schrdodinger. De acuerdo a la Fig. 4.1 cuando tenemos xy = 5,
osea x =5 X hi/mc ~ 5 radios nucleares ~ 107!* m., vemos que el intervalo de tiempo que
se necesita para un medio periodo de oscilacién es: T = (75 — 1) que para el caso particular
de k =1 (v/e = 7/10), nos da un valor aproximado de 7 ~ 9. Esto implica un intervalo
de tiempo de: T = ty — t; ~ 9h/mc*. Para un mesén-m tenemos: T ~ 10723 sec., lo cual
es impresionantemente pequeno. En la siguiente seccién se mostrara, que en el limite no
relativista, k < 1, el intervalo de tiempo T aumenta dramaticamente conforme el valor de x

decrece.

4.3. Difraccién con diferentes valores de energia

Hasta ahora se ha graficado la densidad de carga para un solo valor de x . La pregunta
obvia es: jcomo se comparan graficamente las densidades para diferentes valores de k7 En la
Fig. 4.2, se grafican simultaneamente las densidades de carga para una posicion fija, x = 5,

y tres valores diferentes de: k = 0.9, 0.7 y 0.03, respectivamente.
Los principales resultados de esta grafica son:

1) Como se esperaba, el valor estacionario de la densidad estéd de acuerdo con el valor
predicho de py = VK2 + 1.

2) Mientras méas pequenios son los valores de k, mas grandes son los periodos de oscilacion;
para k = 0.3, el perfodo de oscilacién, para el mesén-m, es un valor alrededor de 7' ~ 10723
sec, diez veces mas grande que para k = 0.9. Conforme nos movemos hacia la regiéon no-

relativista, con k < 1, donde la ecuacion de Schrodinger es valida, las oscilaciones empiezan



28 Capitulo 4. Densidad de carga relativista

POLTSE) L=5

1 sl A K=09 (v/c=0.7)
o ......................
I Y A N
K=0.3 (v/c =0.3)
05}
K =0.07 (v/c=0.07)
: - : : : T
0 50 100 150 200 250

Figura 4.2: Diferentes energias en difraccion relativista en el tiempo

a tener periodos que son 6rdenes de magnitud mayores que en el caso relativista.

3) Debido a esta diferencia de escalas de tiempo, no es posible mostrar las oscilaciones de

Schrodinger y de Klein-Gordon en la misma grafica.
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Limite no relativista

Conocemos en Ec. (3.37) la funcién de onda de Klein-Gordon para el problema del obtu-

rador:

T

20 (07) = 4™ = (Fin) [ du e (/2=

X
- %/du e Jy(v/u2 —x2)} 0(t — x). (5.1)
X
Por definicién de & : P /
v/c
_k_NM__ ve 5.2
" o me  (1—wv2/c2)1/? (52)

en el limite no relativista (v < ¢), tenemos k ~ v/c < 1, y esto implica que:
Q=(1+rHY2x1+£2/2. (5.3)
En este limite, la funcién de onda se factoriza como:

U(x,7) =€ Po(x,7) me T limp(x,7) = e TY(x, ), (5.4)

ke

donde se ha extraido la energia en reposo (mgc?) de la fase de evolucion temporal. Sabemos
que en el limite no relativista la funcién, 1 (y, 7), debe satisfacer la ecuacién de Schridinger.
Encontremos esta funcién a partir de la solucion ezacta de la ecuacién de Klein-Gordon
(3.34).

29
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Para obtener la funcion de onda de Schrodinger correspondiente, usemos una técnica

matematica que, hasta donde se sabe, nunca ha sido utilizada anteriormente.

Notese que si tomamos la transformada de Laplace de la funcién de onda de Klein-Gordon,

tenemos:
LW (x, 7)](s) = LIe™Tp(x, 7)|(s) = Llp(x, 7)](s +1). (5.5)
Esta relacion sugiere un método para encontrar la funcion de onda de Schrodinger.

Método: Si tenemos, para la solucién exacta de Klein-Gordon, W(x, ), la transformada
exacta de Laplace, L[U(x,7)](s), y la reescribimos como una funcién de s + i, y se tiene,
digamos F'(s + 1), entonces, en el limite no relativista, x < 1, y con tiempos largos, |s| < 1,
la funcién F(s) tiende al limite de la transformada de Laplace de la funcién de Schrodinger,

»(x, T), esto es:

E_l[h'<r<n F(s)] =v(x,7) para k < 1 and s < 1 (5.6)

Usemos este método en la solucion de Klein-Gordon para difraccién en el tiempo, para en-

contrar la funcién correspondiente de Schrddinger (funcién de Moshinsky).

En la Ec. (3.27), ya se conoce la transformada exacta de Laplace de la funcién de Klein-

Gordon:

[’[w(X?T)](S) = ¢>(X7 S)
_ %ﬁu _ ;—Kﬂ)exp(—x\/sz ). (5.7)

A continuacién, reescribiendo ¢- (, s) como una funcién F(s + i), tenemos:

s+iQ = (s+1i) +i(Q2 — 1),
S +1=(s+i—i)>+1=(s+1i)—2i(s+1).

Asi tenemos a F'(s) como

! — i —) exp(—xVs? — 2is). (5.8)

1
Fs) =~ 1
<S) 28+i(Q—1)< s2 — s

En esta funcién F'(s), se obtiene el limite no-relativista de pequenas velocidades k < 1,
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y tiempos largos, |s| < 1, se tiene
2 PP ; ~ 2
s° — 2is ~ —2is, y  Q—-1~k"/2

por tanto:

! (1-— \/iﬂTw)eXp(—X\/—Qis).

Utilizando la identidad
1 1K 1

Py IS e U NS

se obtiene: )

V(s — k/V/2i)

F(s)~ 5 exp(—xV/"2iv3) = (. 5).

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Comparando con la ecuacién, ¢~ (y, s), dada en la Ec. (2.20), reconocemos que ¢(x, s) es

en verdad la transformada exacta de Laplace de la funcién de onda de Schrodinger.

Esto prueba que la solucién ezacta de Klein-Gordon, dada en la funcién de onda (3.27),

tiene el limite no relativista correcto.
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Capitulo 5. Limite no relativista




Capitulo 6
Conclusiones

En el articulo de Moshinsky sobre difraccién relativista en el tiempo [3], el maestro
enfaticamente declara que solamente para la ecuacién de Schriodinger existe una solucién
semejante a la teoria de ()ptica de la difraccién, y no asi para el caso relativista (Klein-
Gordon). Si lo que buscaba el maestro eran funciones de onda relativistas, cuya estructura
analitica fuesen semejantes a la expresion de Sommerfeld, esto es, expresadas en términos de
funciones de Fresnel como ocurre en la teoria de Schrodinger, entonces Moshinsky acerté.
De acuerdo a los célculos elaborados en esta tesis, soluciones analiticas semejantes a la ex-
presiéon de Sommerfeld no aparecen en la solucién relativista exacta de Klein-Gordon. Pero
en cambio, si lo que él queria era comparar inicamente las graficas de densidades cudnticas
contra la gréafica de la intensidad de la luz en Optica, entonces como podemos observar en

las Figuras 3 y 4, el profesor no acerté en encontrar esta semejanza.

Se declara enfaticamente que, con la teoria de Klein-Gordon, si ocurre una semejanza
entre la grafica de la densidad de carga relativista y la grafica de la intensidad de la luz en

Optica para el fenoméno de difracccion.

En conclusion: Difraccion en el tiempo si existe en el ambito relativista.
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