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Introducción

Dada una variedad semi-Riemanniana N , un campo cerrado conforme Z
en X(N) es un campo vectorial tal que satisface DYZ = φY para todo Y
en X(N). Se dice además que M es una hipersuper�cie con dirección princi-
pal canónica relativa a un campo vectorial X ∈ X(N) si la proyección de X
en el espacio tangente de la hipersuper�cieM nos da una dirección principal.

Este trabajo está motivado en el Teorema 2.8 del artículo [9], el cual es
un teorema de caracterización que nos dice las condiciones en que M , siendo
una hipersuper�cie tipo espacio cuyo ambiente es una variedad Lorentziana
N que admite un campo cerrado conforme Z, tiene una dirección principal
canónica relativa a Z. En su demostración, fue necesario introducir la noción
de ángulo hiperbólico, ángulo formado por dos vectores tipo tiempo que se
encuentran en un mismo cono de tiempo.

En este teorema de caracterización se pudo expresar a Z de la siguiente
manera:

Z = |Z| · (sinh θ · T + cosh θ · ξ)

donde se pudo observar lo siguiente:

θ es el ángulo hiperbólico formado a partir del campo Z y el campo
normal unitario ξ de M .

T es una dirección principal.

Un resultado que se obtuvo del anterior teorema mencionado fue una ge-
neralización del mismo. Los cambios realizados en está generalización fueron
los siguientes:

N es una variedad semi-Riemanniana en lugar de Lorentziana.

La hipersuper�cie M se considera solamente no-degenerada.
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Con estos supuestos, se obtuvo la siguiente descomposición para Z

Z = |Z| · (|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ)

donde λ := |Z|−2 ·
〈
ZT , ZT

〉
y µ := |Z|−2 ·

〈
Z⊥, Z⊥

〉
.

En este sentido, podemos observar que el ángulo hipérbolico formado por
Z y ξ fue sustituido por un ángulo que no tiene una interpretación geomé-
trica, pero está implícito en los parámetros λ y µ.

Continuando con ésta misma idea, se estudió otro tipo de situación. Esta
vez se consideran las siguientes hipótesis:

M es una subvariedad semi-Riemanniana.

El ambiente N es una variedad semi-Riemanniana.

La variedad N admite un campo vectorial sujeto a la condición de que
〈ZT , ZT 〉 = λ es constante.

A este tipo de subvariedades las de�niremos como subvariedades semi Rie-
mannianas con ángulo constante. Su nombre viene del hecho de que Z se
puede descomponer de la siguiente manera

Z = |λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ

donde λ = 〈ZT , ZT 〉 y µ = 〈Z⊥, Z⊥〉 y al igual que en el caso anterior, el
ángulo formado entre Z y ξ no tiene una interpretación geométrica pero está
implícito en los parámetros λ y µ y la diferencia está en que, por la tercera
hipótesis, los parámetros λ y µ son constantes.

En este caso se estudian las circunstancias cuando M es una hipersu-
per�cie no degenerada y totalmente geodésica. Para ello nos apoyaremos en
algunos resultados importantes que se podrán encontrar en los Teoremas 3.1
y 3.2 del artículo [10] y la ecuación encontrada en la Proposición 6.7 del ar-
tículo [1].

Para este trabajo se toma como temas preliminares:

Álgebra lineal de las formas bilineales, indispensable para abordar el
tema de espacios vectoriales Lorentzianos y la de�nición de ángulo hi-
perbólico.

Tópicos básicos de Geometría Riemanniana Intrínseca y Extrínseca,
dándole mayor énfasis a la parte de curvatura y de campos cerrados
conformes.
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Capítulo 1

Ángulo Hiperbólico Lorentziano

En esta primera parte, empezaremos de�niendo lo que es una forma bi-
lineal simétrica, que no es más que una función g : V × V → R, donde V
es un espacio vectorial, g es bilineal y satisface g(v, w) = g(w, v) para todo
vector v, w en V . Se desarrollará el álgebra lineal relacionado a este tipo de
funciones.

Se introducirá la noción de índice de una forma bilineal simétrica para así
de�nir lo que son los espacios vectoriales de Lorentz (V, g), el cual V es un
espacio vectorial equipado con una forma bilineal simétrica g de índice uno.

Se concluirá este preliminar con la de�nición de ángulo hiperbólico. Pa-
ra ello clasi�caremos los vectores como tipo espacio, tipo tiempo y tipo luz.
Dicho ángulo, es aquel que es formado a partir de dos vectores tipo tiempo
y es el que utilizaremos más adelante para demostrar uno de los teoremas
importantes de ésta tesis.

Para este capítulo, fueron tomadas algunas de�niciones y a�rmaciones de
las siguientes referencias bibliográ�cas:

De [4] Cap.6 Inner Product Spaces.

De [6] Cap.1 The Lorentz-Minkowski space E3
1 .

De [8] Cap.2 Tensors y Cap.8 Riemannian and Lorentz Geometry.

1.1. Formas bilineales simétricas

De�nición 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
Una forma bilineal simétrica es una función g : V × V → R la cual es R-
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bilineal y además satisface que para todo v, w ∈ V , g(v, w) = g(w, v).

De�nición 1.1.2. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g : V × V → R una forma bilineal simétrica.

Si para v 6= 0 se tiene que g(v, v) > 0 (g(v, v) < 0), decimos que g es
positiva (negativa) de�nida.

Si g(v, v) ≥ 0 (g(v, v) ≤ 0) para toda v ∈ V , decimos que g es positiva
(negativa) semide�nida.

Si g(v, w) = 0 para todo w ∈ V implica que v = 0, decimos que g es
no-degenerada.

De�nición 1.1.3. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
La función q : V → R de�nida como q(v) = g(v, v), se le conoce como la
forma cuadrática asociada a g.

Corolario 1.1.4. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales, g
una forma bilineal simétrica y q su forma cuadrática asociada. Para cualquier
x, y ∈ V se cumple la siguiente identidad

g(x, y) =
1

2
[q(x+ y)− q(x)− q(y)]

Esta identidad se le como la identidad de polarización de g.

Demostración. Sean x, y en V , entonces

q(x+ y) = g(x+ y, x+ y)

= g(x, x) + 2g(x, y) + g(y, y)

= q(x) + q(y) + 2g(x, y)

obteniendo así la identidad deseada.

De�nición 1.1.5. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
El índice de una forma bilineal simétrica g : V ×V → R es un número entero
ν dado por

ν = max

{
k ∈ Z :

W ⊆ V es un subespacio vectorial,
dim(W ) = k y g|W es negativa de�nida

}
De�nición 1.1.6. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
Si g : V ×V → R es una forma bilineal simétrica no-degenerada, decimos que
g es un producto escalar.
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De�nición 1.1.7. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales,
g : V × V → R una forma bilineal simétrica y dimV = n. Si {e1, . . . , en} es
una base para V , la matriz simétrica de n×n [gi,j] donde gi,j = g(ei, ej) para
1 ≤ i, j ≤ n, es llamada la matriz relativa de g.

Lema 1.1.8. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y g una
forma bilineal simétrica. Entonces g es producto escalar si y sólo si la matriz
relativa de g con cualquier base es invertible.

Demostración. Sea e1, . . . , en una base de V . Notemos que si v ∈ V , enton-
ces g(v, w) = 0 para todo w ∈ V si y sólo si g(v, ei) = 0 para i = 1, . . . , n.
Fijémonos en el sistema de ecuaciones [gi,j] x = b.

Supongamos ahora que la matriz [gi,j] es invertible. Si g es degenerada,
entonces existe v ∈ V distinto de cero tal que g(v, w) = 0 para todo w ∈ V ,
eso implica que g(v, ei) = 0 para i = 1, . . . , n, tenemos entonces que

[gi,j]

 v1
...
vn

 =

 g(v, e1)
...

g(v, en)

 = 0

equivalentemente  v1
...
vn

 = [gi,j]
−10 = 0

lo cual implica una contradicción y por lo tanto g es no-degenerada. Por otro
lado, supongamos que g es no-degenerada. Sea v ∈ V tal que

[gi,j]

 v1
...
vn

 = 0

por lo que g(v, ei) = 0 para i = 1, . . . , n, y esto a su vez implica que g(v, w) =
0 para todo w ∈ V . Como g es no-degenerada, entonces v = 0, esto nos
dice que el sistema homogéneo [gi,j] x = 0 tiene solución trivial y esto es
equivalente a que la matriz [gi,j] sea invertible.

Corolario 1.1.9. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g una forma bilineal simétrica. Si g es no degenerada entonces existe v 6= 0
tal que g(v, v) 6= 0.

6



Demostración. Supongamos lo contrario, para todo w ∈ V se tiene que
g(w,w) = 0. Usando la fórmula de polarización de g, Corolario 1.1.4, y el
hecho anteriormente mencionado, tenemos que para todo v, w ∈ V se tiene

g(v, w) =
1

2
[q(v + w)− q(v)− q(w)] = 0

es decir, g = 0, pero esto es una contradicción, ya que por Lema 1.1.8, la
matriz asociada a g es invertible y por lo tanto g 6= 0.

De�nición 1.1.10. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g : V ×V → R una forma bilineal simétrica yW ⊆ V un subespacio vectorial.
De�nimos el conjunto

W⊥ = {v ∈ V : g(v, w) = 0 para todo w ∈ W}

el cual llamaremos el ortogonal deW . Note queW⊥ es también un subespacio
vectorial de V .

Lema 1.1.11. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g : V × V → R un producto escalar y W ⊆ V un subespacio vectorial. En-
tonces se tienen las siguientes propiedades

1. dim W+ dim W⊥ = n = dim V ,

2.
(
W⊥)⊥ = W

Demostración.

1. Supongamos que dim V = n y dim W = k donde {e1, . . . , en} y
{e1, . . . , ek} son bases de V y W respectivamente. Tenemos entonces
las siguientes equivalencias

v ∈ W⊥ ⇔ g(v, w) = 0 para todo w ∈ W
⇔ g(v, ei) = 0 , i = 1, . . . , k

⇔ g

(
n∑
j=1

vjej, ei

)
= 0 , i = 1, . . . , k

⇔
n∑
j=1

vjg(ej, ei) = 0 , i = 1, . . . , k

⇔
n∑
j=1

vjgji =
n∑
j=1

vjgij = 0 , i = 1, . . . , k
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Esto signi�ca que tenemos un sistema de ecuaciones

 g11 · · · g1n
...

. . .
...

gk1 · · · gkn




v1
...
vk
vk+1
...
vn


=

 0
...
0



Por un argumento similar dado en la demostración del Lema 1.1.8, los
renglones de la matriz de coe�cientes son linealmente independientes,
lo que implica que la matriz tiene rango k. Entonces, por el teorema de
la dimensión para matrices, el espacio solución tiene dimensión n− k.
Pero la solución de este sistema son las n-tuplas (v1, . . . , vn), que por
las equivalencias anteriores, tenemos que v =

∑
viei ∈ W⊥. Por lo

tanto
dim W + dim W⊥ = k + (n− k) = n = dim V

2. Tomemos v ∈ W , por de�nición g(v, u) = 0 para todo u ∈ W⊥ y
esto implica a su vez que v ⊥ W⊥, es decir v ∈ (W⊥)⊥, por lo que
W ⊆ (W⊥)⊥. Por (1), se tiene

dimW⊥ + dim(W⊥)⊥ = dimV = dimW + dimW⊥

es decir, que W y (W⊥)⊥ tienen la misma dimensión y por lo tanto son
iguales.

De�nición 1.1.12. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
Un subespacio W de V es llamado no-degenerado si g|W es no-degenerada.

Corolario 1.1.13. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales
y g una forma bilineal simétrica. Entonces g es no-degenerada si y sólo si
V ⊥ = {0}.

Demostración. Sea v ∈ V ⊥, entonces para todo w ∈ V se tiene que g(v, w) =
0, ya que g es no degenerada se tiene entonces que v = 0. Por otro lado, sea
V ⊥ = {0}, esto nos dice que cualquier v que cumpla que g(v, w) = 0 para
todo w ∈ V , se tiene que v = 0 y por lo tanto g es no degenerada.

Lema 1.1.14. Sea V un espacio vectorial y tanto W1 como W2 son subespa-
cios vectoriales, entonces

dim (W1 +W2) = dim (W1) + dim (W2)− dim (W1 ∩W2)
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Demostración. Sea l = dim (W1), m = dim (W2) y k = dim (W1 ∩ W2).
Es fácil ver que W1 ∩W2 es subespacio vectorial de W1 y W2. Tomemos las
bases {e1, . . . , el} y {f1, . . . , fm} de W1 y W2. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que {e1, . . . , ek} es base de W1 ∩W2. Sea v ∈ W1 + W2,
entonces existen w1 ∈ W1 y w2 ∈ W2 tal que v = w1 + w2. Notemos que
{e1, . . . , ek} ⊆ W1 ∩W2 ⊆ W2, lo cual podemos escribir la base de W1 ∩W2

de la siguiente forma

e1 = α1
1 f1 + . . .+ α1

m fm
...

...

ek = αk1 f1 + . . .+ αkm fm

escribiendo a v en términos de sus bases se tiene que

v = w1 + w2

= a1e1 + . . .+ anen + b1f1 + . . .+ bmfm

= ak+1ek+1 + . . .+ anen + β1f1 + . . .+ βmfm

donde βi = bi + α1
i + . . .+ αni con 1 ≤ i ≤ k. Por lo tanto tenemos que

dim (W1+W2) = n−k+m = n+m−k = dim (W1)+dim (W2)−dim (W1∩W2)

Lema 1.1.15. Sea W1 y W2 subespacios de un espacio vectorial V de di-
mensión �nita con producto escalar. Entonces (W1 + W2)⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 y

(W1 ∩W2)⊥ = W⊥
1 +W⊥

2 .

Demostración. Primero demostraremos que (W1 + W2)⊥ = W⊥
1 ∩W⊥

2 . Sea
v ∈ (W1 +W2)⊥, entonces para toda w ∈ W1 +W2 se tiene que g(v, w) = 0,
en particular, como W1,W2 ⊆ W1 +W2, para todo w1 ∈ W1 y todo w2 ∈ W2,
g(v, w1) = 0 = g(v, w2), lo que implica que v ∈ W⊥

1 ∩ W⊥
2 . Por otro la-

do, si v ∈ W⊥
1 ∩ W⊥

2 , entonces para todo w1 ∈ W1 y todo w2 ∈ W2,
g(v, w1) = 0 = g(v, w2) y en particular para todo w1 +w2 ∈ W1 +W2, se tiene
que g(v, w1 + w2) = g(v, w1) + g(v, w2) = 0 y por lo tanto v ∈ (W1 +W2)⊥.

Para demostrar (W1 ∩ W2)⊥ = W⊥
1 + W⊥

2 , tomamos v ∈ W⊥
1 + W⊥

2 ,
entonces v = v1 + v2 donde v1 ∈ W⊥

1 y v2 ∈ W⊥
2 , entonces para todo w ∈ W1

y todo u ∈ W2 se tiene que g(v1, w) = 0 = g(v2, u). ComoW1∩W2 ⊆ W1,W2,
en particular, para toda w̄ ∈ W1 ∩W2, se tiene que g(v1, w̄) = 0 = g(v2, w̄),
obteniendo así g(v, w̄) = g(v1 + v2, w̄) = 0, por lo tanto v ∈ (W1 ∩W2)⊥, es

9



decir W⊥
1 +W⊥

2 ⊆ (W1 ∩W2)⊥. Ahora sólo basta demostrar que dim (W⊥
1 +

W⊥
2 ) = dim ((W1 ∩W2)⊥). Usando los Lemas 1.1.11 y 1.1.14 se tiene que

dim (W⊥
1 +W⊥

2 ) = dim (W⊥
1 ) + dim (W⊥

2 )− dim (W⊥
1 ∩W⊥

2 )

= dim (V )− dim (W1) + dim (V )− dim (W2)

− dim (W⊥
1 ∩W⊥

2 )

= n− l + n−m− dim (V ) + dim (W1 +W2)

= n− l −m+ dim (W1) + dim (W2)− dim (W1 ∩W2)

= dim (V )− dim (W1 ∩W2)

= dim ((W1 ∩W2)⊥)

Lema 1.1.16. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales. Un
subespacio W de V es no-degenerado si y sólo si V es la suma directa de W
y W⊥.

Demostración. Por el Lema 1.1.15, tenemos la siguiente identidad para es-
pacios vectoriales

dim(W +W⊥) + dim(W ∩W⊥) = dimW + dimW⊥

Por Lema 1.1.11, el lado derecho es igual a n = dimV y ya que también
W + W⊥ es un subespacio vectorial tenemos entonces que W + W⊥ = V si
y sólo si W ∩W⊥ = 0. Esta condición es equivalente a que V = W ⊕W⊥.
Notemos que

W ∩W⊥ = {v ∈ W |v ⊥ W} = {v ∈ W |g(v, w) = 0 para todo w ∈ W}

obteniendo queW ∩W⊥ = 0, que es equivalente a que W sea no-degenerado.

Corolario 1.1.17. Sea V un espacio vectorial no nulo y W un subespacio
vectorial de V , entoncesW es no degenerado si y sólo siW⊥ es no degenerado.

Demostración. Denotemos W̄ = W⊥. Por un lado tenemos que W es no
degenerado, entonces por el Lema 1.1.16, V es la suma directa de W y W̄ y
por Lema 1.1.11 y 1.1.16 tenemos también que esto es equivalente a que W̄
es no degenerado.

De�nición 1.1.18. Sea V un espacio vectorial no nulo y v ∈ V . La norma
de v está de�nida como |v| = |g(v, v)|1/2. Además, se dice que v es un vector
unitario si |v| = 1, lo que es equivalente a que g(v, v) = ±1,

10



De�nición 1.1.19. Sea V un espacio vectorial no nulo y v ∈ V . Si v, w ∈ V
son dos vectores unitarios tales que v ⊥ w, se dice que estos dos vectores son
ortonormales. Si dim V = n y {v1, . . . , vn} ⊆ V son vectores mutuamente
ortonormales, se dice que el conjunto {v1, . . . , vn} es una base ortonormal del
espacio vectorial V .

Proposición 1.1.20. Un espacio vectorial V 6= 0 con producto escalar tiene
una base ortonormal.

Demostración. Sea g el producto escalar de V , es decir, g es una forma
bilineal simétrica no degenerada. Por Corolario 1.1.9, existe v1 6= 0 en V tal
que g(v1, v1) 6= 0. Denotemos v̄1 = v1/|v1|. Si W1 = Span{v̄1}, se tiene que
W1 es no degenerado y por Corolario 1.1.17 también W⊥

1 es no degenerado.
Esto implica que existe un v2 ∈ W⊥

1 distinto de cero tal que g(v2, v2) 6= 0. Si
v̄2 = v2/|v2|, se tiene que v̄2 es unitario y además g(v̄1, v̄2) = 0. Análogamente,
siW2 = Span{v̄1, v̄2}, se tiene queW2 es no degenerado y por lo tantoW⊥

2 es
no degenerado, entonces existe v3 6= 0 en W⊥

2 tal que g(v3, v3) 6= 0, haciendo
v̄3 = v3/|v3|, se tiene que v̄3 es unitario y además g(v̄1, v̄2) = 0, g(v̄1, v̄3) = 0 y
g(v̄2, v̄3) = 0. Aplicando inducción a este proceso recursivo, podemos entonces
obtener la base ortonormal {v̄1, v̄2, . . . , v̄n} de V .
Lema 1.1.21. Sea V un espacio vectorial no nulo tal que dim(V ) ≥ 2. Para
cualesquiera v, w ∈ V distintos de cero, existen aproximaciones v̄, w̄ ∈ V de
v, w respectivamente, tales que v̄, w̄ son vectores linealmente independientes.

Demostración. Tomemos v, w ∈ V arbitrarios distintos de cero y supongamos
que v y w son colineales, es decir w = kv, para algún escalar k. Como
dim(V ) ≥ 2, existe un x en V tal que x, v son linealmente independientes.
Denotemos v̄ = v + εx y w̄ = w, donde ε→ 0. Si a, b son escalares tales que
av̄ + bw̄ = 0, se tiene que

av̄ + bw̄ = 0

av + bw + aεx = 0

(a+ kb)v + aεx = 0

Como v y x son independientes, entonces a + kb = 0 y aε = 0, pero como
ε 6= 0, se tiene que a = 0 y por lo tanto, también b = 0. Así se tiene
entonces que v̄, w̄ son linealmente independientes y además se aproximan a
v, w respectivamente.

1.2. Espacios Vectoriales Lorentzianos

De�nición 1.2.1. Un espacio vectorial de Lorentz es un espacio vectorial
con producto escalar de índice 1 y dimensión≥ 2.
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De�nición 1.2.2. Un vector v en un espacio vectorial Lorentziano se dice
que es

Tipo-espacio si g(v, v) > 0 ó v = 0,

Nulo si g(v, v) = 0 y v 6= 0,

Tipo-tiempo si g(v, v) < 0.

Clasi�caremos los subespacios de un espacio vectorial de Lorentz de la
siguiente manera.

De�nición 1.2.3. Sea W un subespacio de un espacio vectorial de Lorentz
V , y sea g un producto escalar de V . Existen tres posibilidades mutuamente
excluyentes para W :

g|W es positiva de�nida, es decir,W es un espacio con producto interior.
Entonces W se dice que es tipo-espacio.

g|W es no degenerada de índice 1. Entonces W es tipo-tiempo.

g|W es degenerada. Entonces W es tipo-luz.

Se le llama carácter causal al tipo de subespacio en que cae W .

Lema 1.2.4. Si z es un vector tipo tiempo en un espacio vectorial Loren-
tziano V , entonces el subespacio Rz es tipo-tiempo.

Demostración. Sea w = αz ∈ Rz tal que g(w, az) = 0, para todo a ∈ R\{0},
entonces

g(w, az) = g(αz, az) = αag(z, z) = 0

pero como z es tipo-tiempo, entonces g(z, z) < 0, obteniendo así α = 0 y por
lo tanto w = 0. Entonces g|Rz es no-degenerado y ya que z ∈ Rz y éste es
negativo-de�nido, entonces Rz tiene índice 1, siendo así, Rz un subespacio
tipo-tiempo.

Lema 1.2.5. Si z es un vector tipo tiempo en un espacio vectorial Loren-
tziano V , entonces el subespacio z⊥ es tipo espacio y V = Rz ⊕ z⊥.

Demostración. Por Lema 1.1.16 y 1.2.4 se tiene que V = Rz + z⊥ es suma
directa y esto a su vez implica que z⊥ es no-degenerado. Entonces ind V =
ind Rz + ind z⊥, lo cual implica que ind z⊥ = 0, es decir, z⊥ es positiva
de�nida. Entonces z⊥ es tipo espacio.

Corolario 1.2.6. Si W ⊂ V es un subespacio, tenemos las siguientes equi-
valencias
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(a) W es tipo-tiempo si y sólo si W⊥ es tipo-espacio.

(b) W es tipo-espacio si y sólo si W⊥ es tipo-tiempo.

Demostración.

(a) Tenemos las siguientes equivalencias, W es tipo-tiempo ⇔ W es no-
degenerado con índice 1 ⇔ por Lema 1.1.16 V = W ⊕W⊥ y además
indV = indW + indW⊥, por lo cual indW⊥ = 0 ⇔ W⊥ es positiva-
de�nida ⇔ W⊥ es tipo-espacio.

(b) Simplemente usamos el mismo argumento y el hecho de que W =
(W⊥)⊥.

Lema 1.2.7. En un espacio vectorial de Lorentz se tiene que

(a) vectores nulos ortogonales son colineales.

(b) vectores ortogonales no tipo-espacio son nulos y por lo tanto colineales.

(c) no existen subespacios 2-dimensionales en donde el producto escalar es
idénticamente cero.

Demostración.

(a) Sean v, w en V tales que g(v, v) = g(w,w) = g(v, w) = 0. Denotemos
W = Span{v, w}. Sea x ∈ W , entonces x = av + bw y así g(x, v) =
g(x,w) = 0, por lo tanto x ∈ W⊥, es decir, W ⊆ W⊥. Esto nos dice
también que W es un subespacio vectorial de W⊥. Por Lema 1.1.11 1.
tenemos

dimW + dimW⊥ = dimW⊥

y por lo tanto dimW = 0, es decir que para todo x ∈ W se tiene que

0 = x = av + bw

y por lo tanto, v y w son colineales.

(b) Sean u y v vectores ortogonales no tipo-espacio, tenemos entonces dos
opciones:

• ambos vectores son nulos (no hay nada que hacer).
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• al menos uno de ellos es tipo tiempo, digamos u, entonces g(u, u) <
0 y por Lema 1.2.5 V = Ru + u⊥ donde u⊥ es tipo-espacio. Por
hipótesis tenemos que g(u, v) = 0 lo cual implica que v ∈ u⊥ y
por lo tanto v es tipo-espacio lo cual sería una contradicción.

Se tiene entonces que u y v son nulos y por inciso (a) colineales.

(c) Supongamos que existe un subespacio vectorial W de dimensión dos
tal que g|W = 0. Si {e1, e2} es base de W , por hipótesis se tiene que
g(e1, e1) = g(e1, e2) = g(e2, e2) = 0, es decir, e1 y e2 son vectores nulos
y ortogonales y por inciso (a), e1 y e2 son colineales, lo cual es una
contradicción.

Observación 1.2.8. Si W es un subespacio vectorial tipo-espacio, todo
subespacio de W es también tipo-espacio y además se cumple la desigual-
dad de Schwarz |g(v, w)| ≤ |v||w| para todo v, w ∈ W , cumpliéndose la
igualdad si y sólo si v y w son linealmente dependientes.

Lema 1.2.9. Sea V un espacio vectorial de Lorentz y W ⊆ V un subes-
pacio vectorial con dim W ≥ 2. Entonces las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

1. W es tipo-tiempo, entonces es a sí mismo un espacio vectorial de Lo-
rentz.

2. W contiene dos vectores nulos linealmente independientes.

3. W contiene un vector tipo-tiempo.

Demostración.

(1)⇒(2) Sea e1, . . . , em una base ortonormal para W tal que e1 es un
vector tipo-tiempo. A�rmamos que e1± e2 son vectores nulos indepen-
dientes ya que si a y b son escalares entonces a(e1+e2)+b(e1−e2) = 0 lo
que es equivalente que (a+b)e1 +(a−b)e2 = 0 y como e1 y e2 son lineal-
mente independientes, entonces a = b y a+ b = 2a = 0, lo que implica
que a = b = 0 y por lo tanto e1 + e2 y e1− e2 son linealmente indepen-
dientes. Además g(e1 ± e2, e1 ± e2) = g(e1, e1)± 2g(e1, e2) + g(e2, e2) =
−1 + 1 = 0.

(2)⇒(3) Sean u y v dos vectores nulos linealmente independientes, si
g(u, v) = 0, esto quiere decir que u ⊥ v y por Lema 1.2.7 (a) llegamos
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entonces a una contradicción, lo que implica que g(u, v) 6= 0. Fijémonos
ahora en el vector u± v, g(u± v, u± v) = g(u, u)± 2g(u, v) + g(v, v) =
±2g(u, v) 6= 0. Entonces u + v o u − v tiene que ser un vector tipo-
tiempo.

(3)⇒(1) Sea z un vector tipo-tiempo en W , entonces W⊥ ⊂ z⊥ y el
Lema 1.2.5 nos dice que z⊥ es tipo-espacio, entonces g|z⊥ es positiva-
de�nida y en particular g|W⊥ es positiva-de�nida implicando queW⊥ es
tipo-espacio. Por lo tanto, por Corolario 1.2.6, tenemos que (W⊥)⊥ =
W es tipo-tiempo.

Corolario 1.2.10. Sea V un espacio vectorial de Lorentz y W ⊆ V un
subespacio vectorial. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes.

1. W es tipo-luz, es decir, es degenerado.

2. W contiene un vector nulo, pero no contiene un vector tipo-tiempo.

3. si L es un subespacio uno-dimensional y Λ = {v ∈ V : g(v, v) = 0}, se
tiene que W ∩ Λ = L− {0}.

Demostración.

(1)⇒(2) Por de�nición, comoW es degenerado, este contiene un vector
nulo. Supongamos que W tiene un vector tipo tiempo, entonces por
Lema 1.2.9, W sería tipo-tiempo lo cual es contradicción.

(2)⇒(3) ComoW contiene un vector nulo,W ∩Λ no es vacío. Por Lema
1.2.9, dos vectores nulos linealmente independientes implicarían queW
contiene un vector tipo-tiempo.

(3)⇒(1) W ∩ Λ = L − {0} implica que W tiene al menos un vector
nulo y por lo tanto W no es tipo-espacio, pero también implica que no
contiene dos vectores nulos linealmente independientes, entonces, por
Lema 1.2.9, W no es tipo-tiempo.

De�nición 1.2.11. Sea T el conjunto de todos los vectores tipo-tiempo en
un espacio vectorial Lorentziano V . Para u ∈ T , se de�ne el Cono de Tiempo
de V que contiene a u como

C(u) = {v ∈ T : g(u, v) < 0}

El Cono de Tiempo Opuesto a C(u) está dado por

C(−u) = {v ∈ T : g(u, v) > 0}
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Observación 1.2.12. Sea v ∈ T . Si g(u, v) = 0 entonces v ∈ u⊥, y ya que u⊥
es tipo-espacio, esto nos diría que v es tipo-espacio lo cual es contradicción,
entonces g(u, v) 6= 0, es decir, T = C(u)∪C(−u). Por otro lado, si v ∈ C(u)∩
C(−u), entonces g(u, v) = 0, obteniendo nuevamente una contradicción, y
por lo tanto C(u) ∩ C(−u) = ∅.

Lema 1.2.13. Dos vectores tipo-tiempo v y w en un espacio vectorial Lo-
rentziano están en un mismo Cono de Tiempo si y sólo si g(v, w) < 0.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podémos suponer que v ∈ C(u),
para algún vector tipo-tiempo u. A�rmamos que w ∈ C(u) si y sólo si
g(v, w) < 0. Ya que |u| > 0, tenemos que C (u/|u|) = C(u), podemos enton-
ces considerar que u es un vector unitario tipo-tiempo, es decir, g(u, u) = −1.

Por Lema 1.2.5, podemos escribir v = au + x y w = bu + y con x, y ∈ u⊥.
Ya que v ∈ T , tenemos que g(v, v) < 0, pero por otro lado

g(v, v) = g(au+ x, au+ x)

= a2g(u, u) + 2ag(u, x) + g(x, x)

= −a2 + 0 + g(x, x)

= −a2 + g(x, x)

por lo tanto g(x, x) < a2. Como x ∈ u⊥ y u⊥ es tipo-tiempo, entonces
g(x, x) ≥ 0 y aplicando raíz cuadrada a g(x, x) < a2, se obtiene |x| < |a|.
Análogamente obtenemos que |y| < |b|.

Ahora notemos que

g(v, w) = g(au+ x, bu+ y)

= abg(u, u) + ag(u, y) + bg(u, x) + g(x, y)

= −ab+ 0 + 0 + g(x, y)

= −ab+ g(x, y)

Ya que u⊥ es tipo-espacio, por Observación 1.2.8, se cumple la desigualdad
de Schwarz y por lo tanto |g(x, y)| ≤ |x||y| < |ab|.

También tenemos que v ∈ C(u), entonces

g(v, u) = g(au+ x, u) = −a < 0 implicando que a > 0
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Tenemos entonces las equivalencias w ∈ C(u)⇔ g(u,w) < 0⇔ b > 0 y como

g(v, w) = −ab+ g(x, y)

< −ab+ |ab|
= 0 , si ab > 0 y ya que a > 0

= 0 , si b > 0

es decir, b > 0 si y sólo si g(v, w) < 0, obteniendo así el resultado deseado.

Proposición 1.2.14. Sean v y w vectores tipo tiempo en un espacio vectorial
Lorentziano V . Entonces

1. |g(v, w)| ≥ |v||w|, con igualdad si y sólo si v y w son colineales.

2. Si v y w están en un mismo Cono de Tiempo de V , existe un único
número ϕ ≥ 0, llamado el ángulo hiperbólico entre v y w tal que

g(v, w) = −|v||w| coshϕ

Demostración.

1. Por Lema 1.2.5 podemos escribir a V como V = Rv + v⊥, y ya que
w ∈ V entonces w = av + w0, con w0 ∈ v⊥. Ya que w es tipo tiempo,

g(w,w) = g(av + w0, av + w0)

= g(av, av) + 2g(av, w0) + g(w0, w0)

= a2g(v, v) + 2ag(v, w0) + g(w0, w0)

= a2g(v, v) + g(w0, w0) < 0

Por Lema 1.2.5 se tiene que v⊥ es un subespacio vectorial Lorentziano
tipo-espacio, entonces g(w0, w0) ≥ 0 y por hipótesis teníamos que v es
tipo-tiempo, es decir, g(v, v) < 0. Tenemos entonces

g(v, w)2 = g(v, av + w0)2

= (ag(v, v) + g(v, w0))2 = a2g(v, v)2 = a2g(v, v)g(v, v)

= (g(w,w)− g(w0, w0))g(v, v) ≥ g(w,w)g(v, v) = |v|2|w|2

Se obtiene la igualdad cuando

(g(w,w)− g(w0, w0))g(v, v) = g(w,w)g(v, v)

lo que equivale a que g(w0, w0) = 0, y eso implica w0 = 0, es decir que
w = av.
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2. Si v y w están en un mismo Cono de Tiempo, entonces g(v, w) < 0,
entonces

−g(v, w)

|v||w|
≥ 1

Como la función coseno hiperbólico cosh: [0,∞)→ [1,∞) es inyectiva,
existe un único número ϕ tal que

coshϕ = −g(v, w)

|v||w|

Corolario 1.2.15. Si v y w son vectores tipo tiempo en un mismo Cono de
Tiempo, entonces |v| + |w| ≤ |v + w|, donde la igualdad se cumple si y sólo
si v y w son linealmente dependientes.

Demostración. Como v y w están en un mismo Cono de Tiempo, por Lema
1.2.13 g(v, w) < 0, lo que implica |g(v, w)| = −g(v, w). Por la Proposición
1.2.14 (1), se tiene |v||w| ≤ −g(v, w). Entonces

(|v|+ |w|)2 = |v|2 + 2|v||w|+ |w|2

≤ |v|2 − 2g(v, w) + |w|2 = −g(v, v)− 2g(v, w)− g(w,w)

= − (g(v, v) + 2g(v, w) + g(w,w)) = −g(v + w, v + w)

= |v + w|2

Si v y w son linealmente independientes, por la misma Proposición 1.2.14
(1), se cumple la igualdad |v||w| = −g(v, w), obteniendo la igualdad en el
cálculo anterior.
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Capítulo 2

Geometría Semi-Riemanniana
Intrínseca

Empezaremos con la de�nición de variedad semi-Riemanniana y de ma-
nera inmediata abordaremos la parte de curvatura de dichas variedades. Se
de�nirá el tensor de curvatura, la curvatura seccional constante de una va-
riedad semi-Riemanniana y la curvatura de Ricci. También se demostrarán
las distintas simetrías que cumple el tensor de curvatura, �nalizando con
el importante teorema de Schur, el cual determina bajo una cierta condi-
ción si una variedad tiene curvatura seccional constante. Dicho teorema será
aplicado para la demostración de una a�rmación importante en el cual se
involucran los campos cerrados y conformes.

Por último, entraremos en detalle en unas variedades semi-Riemannianas
del tipo producto, conocidas como los Productos Alabeados. El objetivo será
dar expresiones explícitas de su conexión de Levi Civita y su tensor de curva-
tura que más adelante, estudiemos una breve aplicación en dichas variedades
que tienen un campo cerrado conforme.

Cabe mencionar que para este capítulo, fueron tomadas algunas de�ni-
ciones y a�rmaciones de las siguientes referencias bibliográ�cas:

De [8] cap.14 Semi-Riemannian Manifolds - Curvature.

De [8] cap.14 Causality in Lorentz Manifolds - Warped Products.

De [5] Cap.5 Curvature and Space Forms.

completando a detalle las demostraciones de las mismas.
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2.1. Variedades Semi Riemannianas

De�nición 2.1.1. Una variedad semi-Riemanniana M , es una variedad di-
ferenciable equipada con un campo tensorial simétrico (0,2) g de índice cons-
tante, es decir, g asigna a cada punto p de M un producto escalar gp sobre el
espacio tangente TpM y el índice de gp es el mismo para todo punto pde M

Observación 2.1.2. En la mayoría de los casos se usará la notación 〈 , 〉
para denotar a g, donde g(u, v) = 〈u, v〉.

De�nición 2.1.3. SiM es una variedad semi-Riemanniana de índice uno, de-
cimos entonces queM es una variedad Lorentziana. Notemos que los espacios
tangentes de una variedad Lorentziana son espacios vectoriales Lorentzianos.

De la misma forma en que asignamos el carácter causal como en la De�-
nición 1.2.2, se tiene la siguiente de�nición.

De�nición 2.1.4. Sea p ∈M . Un vector tangente v ∈ TpM es

Tipo-espacio si gp(v, v) > 0 ó v = 0,

Nulo si gp(v, v) = 0 y v 6= 0,

Tipo-tiempo si gp(v, v) < 0.

2.2. Curvatura

Observación 2.2.1. En ésta sección consideraremos M como una variedad
semi-Riemmnaniana con métrica g = 〈, 〉, ∇ como la conexión Levi-Civita
de M y p como un punto arbitrario de M a menos que se especi�que lo
contrario.

De�nición 2.2.2. La función R : X(M)3 → X(M) dada por

R(X, Y, Z) := RXYZ = ∇[X,Y ]Z −∇X∇YZ +∇Y∇XZ

se le conoce como el tensor de curvatura de M .

Demostración. La demostración de que R es un tensor se encuentra en el
Lema 3.35, pág. 74 de [8]. Solo se detallará el hecho del porque R es F(M)-
multilineal.

Sean f, g, h ∈ F(M). Primero demostraremos queR(X, Y, hZ) = hR(X, Y, Z).
Notemos que
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R(X, Y, hZ) = ∇[X,Y ]hZ − [∇X ,∇Y ]hZ

del primer termino de la derecha obtenemos

∇[X,Y ]hZ = [X, Y ]h Z + h∇[X,Y ]Z = (X(Y h)− Y (Xh))Z + h∇[X,Y ]Z

y del segundo tenemos

[∇X ,∇Y ]hZ = ∇X(∇Y hZ)−∇Y (∇XhZ)

= ∇X((Y h)Z + h∇YZ)−∇Y ((Xh)Z + h∇XZ)

= X(Y h)Z + (Y h)∇XZ + (Xh)∇YZ + h∇X(∇YZ)

− Y (Xh)Z − (Xh)∇YZ − (Y h)∇XZ − h∇Y (∇XZ)

= (X(Y h)− Y (Xh))Z + h(∇X∇YZ −∇Y∇XZ)

= (X(Y h)− Y (Xh))Z + h[∇X ,∇Y ]Z

restando estas dos últimas igualdades obtenemos el resultado deseado. Ahora
se demostrara que R(fX, gY, Z) = fg R(X, Y, Z). Tenemos que

R(fX, gY, Z) = ∇[fX,gY ]Z − [∇fX ,∇gY ]Z

Del primer término de la derecha tenemos

∇[fX,gY ]Z = fg∇[X,Y ]Z + f(Xg)∇YZ − g(Y f)∇XZ

y del segundo obtenemos

[∇fX ,∇gY ]Z = ∇fX(∇gYZ)−∇gY (∇fXZ)

= f∇X(∇gYZ)− g∇Y (∇fXZ)

= f∇X(g∇YZ)− g∇Y (f∇XZ)

= f(Xg)∇YZ + fg∇X(∇YZ)− g(Y f)∇XZ − gf∇Y (∇XZ)

= f(Xg)∇YZ − g(Y f)∇XZ + fg[∇X ,∇Y ]Z

restando estas dos últimas igualdades llegamos al resultado esperado.

Observación 2.2.3. En De�nición 2.2.2, se demostró que R es un tensor,
entonces por Proposición 2.2, pág. 27 de [8], al tensor R podemos aplicarlo
puntualmente, es decir, a vectores independientes.

Proposición 2.2.4. Para todo X, Y, Z,W ∈ X(M), se cumplen las siguien-
tes igualdades:

1. RXY = −RY X

21



2. 〈RXYZ,W 〉 = −〈RXYW,Z〉

3. RXYZ +RY ZX +RZXY = 0

4. 〈RXYZ,W 〉 = 〈RZWX, Y 〉

Demostración. Sean X, Y, Z,W ∈ X(M), entonces

1.

RXYZ = ∇[X,Y ]Z −∇X∇YZ +∇Y∇XZ

= ∇−[Y,X]Z −∇X∇YZ +∇Y∇XZ

= −(∇[Y,X]Z −∇Y∇XZ +∇X∇YZ)

= −RY XZ

2.

〈RXYZ,W 〉 = 〈∇[X,Y ]Z,W 〉 − 〈∇X∇YZ,W 〉+ 〈∇Y∇XZ,W 〉
= 〈∇[X,Y ]Z,W 〉 − 〈∇X∇YZ,W 〉+ 〈∇Y∇XZ,W 〉

+ 〈Z,∇[X,Y ]W 〉+ 〈∇YZ,∇XW 〉+ 〈∇XZ,∇YW 〉
− 〈Z,∇[X,Y ]W 〉 − 〈∇YZ,∇XW 〉 − 〈∇XZ,∇YW 〉

= [X, Y ]〈Z,W 〉 −X〈∇YZ,W 〉+ Y 〈∇XZ,W 〉
− 〈Z,∇[X,Y ]W 〉+ 〈∇YZ,∇XW 〉 − 〈∇XZ,∇YW 〉

= [X, Y ]〈Z,W 〉 −X〈∇YZ,W 〉+ Y 〈∇XZ,W 〉
− 〈Z,∇[X,Y ]W 〉+ 〈∇YZ,∇XW 〉 − 〈∇XZ,∇YW 〉
− 〈Z,∇Y∇XW 〉 − 〈Z,∇X∇YW 〉+ 〈Z,∇Y∇XW 〉

+ 〈Z,∇X∇YW 〉
= [X, Y ]〈Z,W 〉 −X〈∇YZ,W 〉+ Y 〈∇XZ,W 〉
− 〈Z,∇[X,Y ]W 〉 − 〈Z,∇Y∇XW 〉+ 〈Z,∇X∇YW 〉

+ Y 〈Z,∇XW 〉 −X〈Z,∇YW 〉
= [X, Y ]〈Z,W 〉 −XY 〈Z,W 〉+ Y X〈ZW 〉
− (〈Z,∇[X,Y ]W 〉 − 〈Z,∇X∇YW 〉+ 〈Z,∇Y∇XW 〉)

= [X, Y ]〈Z,W 〉 − [X, Y ]〈Z,W 〉 − (〈Z,RXYW 〉)
= −〈RXYW,Z〉
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3.

RXYZ +RY ZX +RZXY = ∇[X,Y ]Z −∇X∇YZ +∇Y∇XZ

+∇[Y,Z]X −∇Y∇ZX +∇Z∇YX

∇[Z,X]Y −∇Z∇XY +∇X∇ZY

= ∇[X,Y ]Z +∇Z(∇YX −∇XY )

+∇[Y,Z]X +∇Y (∇XZ −∇ZX)

+∇[Z,X]Y +∇X(∇ZY −∇YZ)

= ∇[X,Y ]Z −∇Z [X, Y ]

+∇[Y,Z]X −∇Y [Y, Z]

+∇[Z,X]Y −∇X [Z,X]

= [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

4. Por los tres puntos anteriores, se tiene que

0 = 〈RXYZ,W 〉+ 〈RY ZW,X〉+ 〈RZWX, Y 〉+ 〈RWXY, Z〉
+ 〈RY ZX,W 〉+ 〈RZWY,X〉+ 〈RWXZ, Y 〉+ 〈RXYW,Z〉

+ 〈RZXY,W 〉+ 〈RWYZ,X〉+ 〈RXZW,Y 〉+ 〈RYWX,Z〉
= 2〈RZXY,W 〉+ 2〈RYWX,Z〉
= 〈RZXY,W 〉 − 〈RYWZ,X〉

De�nición 2.2.5. La traza del tensor curvatura se le conoce como la cur-
vatura de Ricci. Para cada p ∈M y una base ortonormal e1, . . . , en de TpM ,
la curvatura de Ricci está dada como una función bilineal simétrica

Ricp : TpM × TpM → R

de�nida como

Ric(v, w) =
n∑
i=1

〈ei, ei〉〈Reiwv, ei〉

De�nición 2.2.6. Si Γ ⊆ TpM es un subespacio vectorial de dimensión dos,
decimos que Γ es un plano tangente de M en el punto p. Se de�ne también
la forma bilineal simétrica Q : TpM × TpM → R como

Q(v, w) = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2

Corolario 2.2.7. Sea Γ ⊆ TpM un plano tangente con base {v, w}, entonces
Γ es no degenerado si y sólo si el Q|Γ 6= 0.
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Demostración. Ya que Q es una forma bilineal simétrica restringida sobre Γ,
por Lema 1.1.8 se tiene el resultado deseado.

Lema 2.2.8. Sea Γ ⊆ TpM un plano tangente con base {v, w}, entonces:

Si Γ es tipo-tiempo entonces Q|Γ < 0, decimos que Γ es un plano tan-
gente de M en p tipo-tiempo no-degenerado con signatura (−,+).

Si Γ es tipo-tiempo entonces Q|Γ > 0, decimos que Γ es un plano tan-
gente de M en p tipo-espacio no-degenerado con signatura (+,+).

Si Γ es tipo-tiempo entonces Q|Γ = 0, decimos que Γ es un plano tan-
gente de M en p tipo-luz degenerado con signatura (0,+)

Demostración.

Γ es tipo-tiempo.
Al menos tiene un vector tipo-tiempo v, entonces podemos suponer que
Γ es generado por dos vectores linealmente independientes v y w, donde
v es tipo tiempo y ya que −〈v, w〉2 < 0 y 〈v, v〉〈w,w〉 ≤ 0, entonces

Q(v, w) = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2 < 0

Γ es tipo-espacio.
Γ es generado por dos vectores tipo-espacio linealmente independien-
tes v, w, y por la desigualdad de Schwarz, tenemos que 〈v, w〉2 <
〈v, v〉〈w,w〉 y por lo tanto

Q(v, w) = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2 > 0

Γ es tipo-luz.
Tenemos que 〈, 〉|Γ es degenerada, entonces Γ tiene un vector no tri-
vial v tipo-luz y además, existe un w ∈ Γ, con w 6= 0 y linealmente
independiente con v tal que 〈v, w〉 = 0, por lo tanto

Q(v, w) = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2 = 0

Lema 2.2.9. Sea Γ un plano tangente no-degenerado sobre M en el punto p
con base {v, w}. El número

K(Γ) = K(v, w) =
〈Rv,wv, w〉
Q(v, w)

es independiente de la base {v, w} que se pueda escoger para Γ. A K(Γ) se
le conoce como la curvatura seccional de Γ.
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Demostración. Tomemos dos bases arbitrarias de Γ, {x, y} y {v, w}. Entonces
tenemos el siguiente par de ecuaciones

v = ax+ by

w = cx+ dy

donde el determinante de los coe�cientes ad − bc 6= 0 por la independencia
de los conjuntos {x, y} y {v, w}. Usando la Proposición 2.2.4 y el hecho de
que Rxx = Ryy = 0 se tienen las siguientes igualdades:

〈Rvwv, w〉 = (ad− bc)2〈Rxyx, y〉

〈Rvwv, w〉 = a〈Rvwx,w〉+ b〈Rvwy, w〉
= ac〈Rvwx, x〉+ ad〈Rvwx, y〉

+ bc〈Rvwy, x〉+ bd〈Rvwy, y〉
= a2d〈Rxwx, y〉+ abd〈Rywx, y〉+ bc〈Rvwy, x〉
= a2dc〈Rxxx, y〉+ a2d2〈Rxyx, y〉

+ abd〈Rywx, y〉+ bc〈Rvwy, x〉
= a2d2〈Rxyx, y〉+ abcd〈Ryxx, y〉

+ abd2〈Ryyx, y〉+ bc〈Rvwy, x〉
= a2d2〈Rxyx, y〉 − abcd〈Rxyx, y〉

+ abc〈Rxwy, x〉+ b2c〈Rywy, x〉
= ad(ad− bc)〈Rxyx, y〉+ abc2〈Rxxy, x〉

+ abcd〈Rxyy, x〉+ b2c〈Rywy, x〉
= ad(ad− bc)〈Rxyx, y〉 − abcd〈Rxyx, y〉

+ b2c2〈Ryxy, x〉+ b2cd〈Ryyy, x〉
= ad(ad− bc)〈Rxyx, y〉 − abcd〈Rxyx, y〉+ b2c2〈Ryxy, x〉
= ad(ad− bc)〈Rxyx, y〉 − bc(ad− bc)〈Rxyx, y〉
= (ad− bc)(ad− bc)〈Rxyx, y〉
= (ad− bc)2〈Rxyx, y〉

Q(v, w) = (ad− bc)2Q(x, y)
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Primero obtengamos el término 〈v, v〉〈w,w〉

〈v, v〉〈w,w〉 = 〈ax+ by, ax+ by〉〈cx+ dy, cx+ dy〉
= (a2〈x, x〉+ 2ab〈x, y〉+ b2〈y, y〉)(c2〈x, x〉+ 2cd〈x, y〉+ d2〈y, y〉)

= a2c2〈x, x〉2 + 2a2cd〈x, x〉〈x, y〉+ a2d2〈x, x〉〈y, y〉
+ 2abc2〈x, y〉〈x, x〉+ 4abcd〈x, y〉2 + 2abd2〈x, y〉〈y, y〉

+ b2c2〈y, y〉〈x, x〉+ 2b2cd〈y, y〉〈x, y〉+ b2d2〈y, y〉2

por otro lado tenemos que 〈v, w〉2 está dado por

〈v, w〉2 = 〈ax+ by, cx+ dy〉2 = (〈ax, cx+ dy〉+ 〈by, cx+ dy〉)2

= 〈ax, cx+ dy〉2 + 2〈ax, cx+ dy〉〈by, cx+ dy〉+ 〈by, cx+ dy〉2

= (ac〈x, x〉+ ad〈x, y〉)2 + 2ac〈x, x〉〈by, cx+ dy〉
+ 2ad〈x, y〉〈by, cx+ dy〉+ (bc〈x, y〉+ bd〈y, y〉)2

= a2c2〈x, x〉2 + 2a2cd〈x, x〉〈x, y〉+ a2d2〈x, y〉2

+ 2abc2〈x, x〉〈y, x〉+ 2abcd〈x, x〉〈y, y〉
+ 2abcd〈x, y〉2 + 2abd2〈x, y〉〈y, y〉

+ b2c2〈x, y〉2 + 2b2cd〈x, y〉〈y, y〉+ b2d2〈y, y〉2

Entonces se tiene que

Q(v, w) = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2

= −〈x, y〉2(a2d2 − 2abcd+ b2c2) + 〈x, x〉〈y, y〉(a2d2 − 2abcd+ b2c2)

= (a2d2 − 2abcd+ b2c2)(〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2)

= (ad− bc)2Q(x, y)

Por lo tanto obtenemos

K(v, w) =
〈Rvwv, w〉
Q(v, w)

=
(ad− bc)2〈Rxyx, y〉
(ad− bc)2Q(x, y)

=
〈Rxyx, y〉
Q(x, y)

= K(x, y)

Lema 2.2.10. Dados dos vectores v, w ∈ TpM , existen vectores v̄ y w̄ en
TpM arbitrariamente cerca de v, w respectivamente, tal que el subespacio vec-
torial Span{v̄, w̄} de TpM es un plano tangente no-degenerado sobre M en
p.

Demostración. Sea p en M y v, w ∈ TpM . Por Lema 1.1.21, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que v y w son linealmente independientes.
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Si Span{v, w} es un plano no degenerado no hay nada que hacer. Supon-
gamos entonces que Span{v, w} es un plano tangente degenerado, es decir
〈, 〉|Span{v,w} es inde�nido, es decir, existe en este plano un vector tipo luz.
Tenemos entonces los siguientes casos:

Si v es tipo luz, tomemos x ∈ Span{v, w} tal que 〈v, x〉 6= 0 entonces

Q(v, x) = 〈v, v〉〈x, x〉 − 〈v, x〉2 = −〈v, x〉2 < 0

Si v no es tipo luz, se toma x ∈ Span{v, w} tal que su carácter causal
sea opuesto al carácter causal de v, lo cual implica que 〈v, v〉〈x, x〉 < 0,
entonces

Q(v, x) = 〈v, v〉〈x, x〉 − 〈v, x〉2 < 0

Denotemos v̄ = v y w̄ = w + δx. Tenemos que

Q(v, w + δx) = 〈v, v〉〈w + δx, w + δx〉 − 〈v, w + δx〉2

= 〈v, v〉〈w,w〉+ 2δ〈v, v〉〈w, x〉+ δ2〈v, v〉〈x, x〉
− 〈v, w〉2 − 2δ〈v, w〉〈v, x〉 − δ2〈v, x〉2

= Q(v, w) + 2δb+ δ2Q(v, x)

= 2δb+ δ2Q(v, x)

donde b = 〈v, v〉〈w, x〉− 〈v, w〉〈v, x〉 y Q(v, w) = 0 por Lema 1.1.8. Se tienen
dos casos:

Si b 6= 0, escogiendo δ su�cientemente pequeño, se tiene que Q(v, w +
δx) = 2δb+ δ2Q(v, x) ≈ 2δb 6= 0

Si b = 0, se tiene que Q(v, w + δx) = 2δb+ δ2Q(v, x) = δ2Q(v, x) < 0

Ocupando de nuevo el Lema 1.1.8, se tiene que Span{v̄, w̄} genera un plano
tangente no degenerado sobre M en p.

Proposición 2.2.11. Si para todo plano tangente no degenerado Γ se tiene
que K(Γ) = 0, entonces Rxyz = 0 para todo x, y, z ∈ TpM .

Demostración. Demostraremos primero las siguientes a�rmaciones

1. 〈Rvwv, w〉 = 0 para todo v, w ∈ TpM .
Si v, w expanden un plano no-degenerado, entonces 〈Rvwv, w〉 = 0 ya
que K = 0. Si v, w ∈ TpM son arbitrarios, por el lema 2.2.10, existen
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v̄ = v + δx y w̄ = w + ρy, con δ y ρ su�cientemente chicos tales que
estos expanden un plano no-degenerado. Tenemos entonces que

〈Rvwv, w〉 = 〈Rvw(v̄ − δx), w̄ − ρy〉
= 〈Rvwv̄, w̄〉 − ρ〈Rvwv̄, y〉 − δ〈Rvwx, w̄〉+ δρ〈Rvw, x, y〉

= 〈Rv̄−δx,w̄−ρyv̄, w̄〉 − ρ〈Rvwv̄, y〉 − δ〈Rvwx, w̄〉+ δρ〈Rvw, x, y〉
= 〈Rv̄w̄v̄, w̄〉 − ρ〈Rv̄yv̄, w̄〉 − δ〈Rxw̄v̄, w̄〉+ δρ〈Rxyv̄, w̄〉

− ρ〈Rvwv̄, y〉 − δ〈Rvwx, w̄〉+ δρ〈Rvw, x, y〉

por lo que si δ, ρ → 0 entonces 〈Rvwv, w〉 = 0 y por la continuidad
multilineal de 〈Rvwx, y〉 sobre TpM4 se cumple por lo tanto (1).

2. Rvwv = 0 para todo v, w ∈ TpM .
Para x arbitrario tenemos

〈Rv,w+xv, w + x〉 = 〈Rvwv, w〉+ 〈Rvxv, w〉+ 〈Rvwv.x〉+ 〈Rvxv, x〉

por (1) y por Proposición 2.2.4

0 = 〈Rvxv, w〉+ 〈Rvwv, x〉 = 2〈Rvwv, x〉

por lo tanto 〈Rvwv, x〉 = 0 para todo x.

3. Rvwx = Rwxv para todo v, w, x ∈ TpM .
Notemos que

Rv+x,w(v + x) = Rvwv +Rxwv +Rvwx+Rxwx

Por (2) tenemos que 0 = Rxwv + Rvwx y por Proposición 2.2.4 (1)
tenemos que Rvwx = Rwxv.

De acuerdo con (3), Rvwx es constante por una permutación cíclica de los
vectores v, w, x. Por la primera identidad de Bianchi, Proposición 2.2.4 (3),
Rvwx = 0 para todo v, w, x y por lo tanto R = 0 en p.

De�nición 2.2.12. Decimos que la función multilineal F : TpM
4 → R es

tipo curvatura, si para cualquier x, y, z, w ∈ TpM , F cumple con las siguientes
simetrías:

1. F (x, y, ·, ·) = −F (y, x, ·, ·)

2. F (x, y, z, w) = −F (x, y, w, z)

3. F (x, y, z, ·) + F (y, z, x, ·) + F (z, x, y, ·) = 0
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4. F (x, y, z, w) = F (z, w, x, y)

Corolario 2.2.13. Sea F una función multilineal tipo curvatura. Sean v, w ∈
TpM tal que Span{v, w} genera un plano tangente no degenerado sobre M
en p. Si F (v, w, v, w) = 0 entonces F = 0.

Corolario 2.2.14. Sea F una función multilineal tipo curvatura. Suponga-
mos que para todo v, w ∈ TpM tal que Γ = Span{v, w} genera un plano
tangente no degenerado sobre M en p se tiene que

K(Γ) = K(v, w) =
F (v, w, v, w)

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2

entonces para todo v, w, x, y ∈ TpM

〈Rvwx, y〉 = F (v, w, x, y)

Demostración. Tomemos la función diferencia 4(v, w, x, y) = F (v, w, x, y)−
〈Rvwx, y〉. Por la multilinealidad y ya que tanto F y la función (v, w, x, y)→
〈Rvwx, y〉 son tipo curvatura entonces 4 también es tipo curvatura. Si v y w
expanden un plano no-degenerado, por hipótesis tenemos que4(v, w, v, w) =
0, entonces por Corolario 2.2.13 tenemos que 4 = 0.

De�nición 2.2.15. Se dice que M es una variedad de curvatura constante
si K(Γ) es constante para todo plano no degenerado Γ ⊆ TpM .

Corolario 2.2.16. Sea M una variedad semi-Riemanniana con curvatura
constante C. Entonces para cualesquiera x, y, z ∈ TpM se tiene que

Rxyz = C{〈z, x〉y − 〈z, y〉x}

Demostración. De�namos la función

F (x, y, v, w) = C{〈v, x〉〈y, w〉 − 〈v, y〉〈x,w〉}

Demostraremos que ésta función es una función tipo curvatura, es decir,
demostraremos que se cumplen las simetrías dadas en la Proposición 2.2.4.
Sean x, y, z, v, w ∈ TpM

1. F (x, y, v, w) = −F (y, x, v, w)

− F (y, x, v, w) = −C{〈v, y〉〈x,w〉 − 〈v, x〉〈y, w〉}
= C{〈v, x〉〈y, w〉 − 〈v, y〉〈x,w〉}

= F (x, y, v, w)
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2. F (x, y, v, w) = −F (x, y, w, v)

− F (x, y, w, v) = −C{〈w, x〉〈y, v〉 − 〈w, y〉〈x, v〉}
= C{〈v, x〉〈y, w〉 − 〈v, y〉〈x,w〉}

= F (x, y, v, w)

3. F (x, y, z, w) + F (y, z, x, w) + F (z, x, y, w) = 0

F (x, y, z, w) + F (y, z, x, w) + F (z, x, y, w)

= C[〈z, x〉〈y, w〉 − 〈z, y〉〈x,w〉
+ 〈x, y〉〈z, w〉 − 〈x, z〉〈y, w〉
+ 〈y, z〉〈x,w〉 − 〈y, x〉〈z, w〉]

= 0

4. F (x, y, v, w) = F (v, w, x, y)

F (v, w, x, y) = C{〈x, v〉〈w, y〉 − 〈x,w〉〈v, y〉}
= C{〈v, x〉〈y, w〉 − 〈v, y〉〈x,w〉}

= F (x, y, v, w)

Ahora notemos que F (x, y, x, y) = CQ(x, y). Entonces si x y y expanden un
plano no-degenerado se tiene que

K(x, y) = C =
F (x, y, x, y)

Q(x, y)

y por el Corolario 2.2.14, para todo x, y, z, w ∈ TpM

〈Rxyz, w〉 = F (x, y, z, w)

= C{〈z, x〉〈y, w〉 − 〈z, y〉〈x,w〉}
= 〈C〈z, x〉y − C〈z, y〉x,w〉

= 〈C{〈z, x〉y − 〈z, y〉x}, w〉

y por lo tanto Rxyz = C{〈z, x〉y − 〈z, y〉x}.

Teorema 2.2.17. (Lema de Schur) Supongamos que M es de dimensión
≥ 3. Sea Γ ⊆ TpM un plano tangente no degenerado sobre M en p. Si la
curvatura seccional de Γ, K(Γ), depende sólo del punto p ∈ M , entonces M
es una variedad de curvatura constante.
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Demostración. Sea p ∈ M y Γ un plano tangente no degenerado en dicho
punto. Por hipótesis se tiene que K(Γ) = λ, donde λ ∈ C∞(M). De�namos
ahora la función multilineal F : TpM

4 → R dada por

F (x, y, z, w) = 〈x, z〉〈y, w〉 − 〈y, z〉〈x,w〉

Esta función, por la demostración del Corolario 2.2.16, es una función tipo
curvatura, y además satisface

K(Γ) =
λ(p) · F (x, y, x, y)

〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

Si R̄ : TpM
4 → R es tal que R̄(x, y, z, w) = 〈Rxyz, w〉, por Corolario 2.2.14,

se tiene que R̄ = λ · F .

Se demostrará ahora que F es paralelo, es decir, ∇F = 0. Por la regla del
producto para tensores, para un campo vectorial V en X(M) se tiene

(∇V F )(X, Y, Z,W ) = ∇V (F (X, Y, Z,W ))− F (∇VX, Y, Z,W )

− F (X,∇V Y, Z,W )− F (X, Y,∇VZ,W )

− F (X, Y, Z,∇VW )

donde

∇V (F (X, Y, Z,W )) = V (〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,W 〉)
= (V 〈X,Z〉) · 〈Y,W 〉+ 〈X,Z〉 · (V 〈Y,W 〉)
− (V 〈Y, Z〉) · 〈X,W 〉 − 〈Y, Z〉 · (V 〈X,W 〉)

= 〈∇VX,Z〉〈Y,W 〉+ 〈X,∇VZ〉〈Y,W 〉
〈X,Z〉〈∇V Y,W 〉+ 〈X,Z〉〈Y,∇VW 〉
− 〈∇V Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈Y,∇VZ〉〈X,W 〉
− 〈Y, Z〉〈∇VX,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,∇VW 〉

= F (∇VX, Y, Z,W ) + F (X,∇V Y, Z,W )

+ F (X, Y,∇VZ,W ) + F (X, Y, Z,∇VW )

y así se tiene que ∇V (F (X, Y, Z,W )) = 0 para cualesquiera campos vecto-
riales X, Y, Z,W en X(M).

Aplicando el tensor derivación ∇ a R̄ = λ · F obtenemos

∇R̄ = ∇(λ · F ) = (∇λ) · F + λ · (∇F ) = (∇λ) · F
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Notemos que para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z,W en X(M)

(∇V R̄)(X, Y, Z,W ) = ∇V (R̄(X, Y, Z,W ))− R̄(∇VX, Y, Z,W )

− R̄(X,∇V Y, Z,W )− R̄(X, Y,∇VZ,W )

− R̄(X, Y, Z,∇VW )

= ∇V (〈RXYZ,W 〉)− 〈R∇VX,YZ,W 〉
− 〈RX,∇V YZ,W 〉 − 〈RXY∇VZ,W 〉
− 〈RXYZ,∇VW 〉

= 〈∇VRXYZ,W 〉+ 〈RXYZ,∇VW 〉
− 〈R∇VX,YZ,W 〉 − 〈RX,∇V YZ,W 〉
− 〈RXY∇VZ,W 〉 − 〈RXYZ,∇VW 〉

= 〈∇VRXYZ,W 〉 − 〈R∇VX,YZ,W 〉
− 〈RX,∇V YZ,W 〉 − 〈RXY∇VZ,W 〉

= 〈(∇VR)(X, Y )Z,W 〉

y así
〈(∇VR)(X, Y )Z,W 〉 = 〈(V λ)(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X),W 〉

y por lo tanto

(∇VR)(X, Y )Z = (V λ)(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X)

La segunda desigualdad de Bianchi nos dice que

(∇VR)(X, Y )Z + (∇XR)(Y, V )Z + (∇YR)(V,X)Z = 0

entonces

0 = (V λ)(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X)

+ (Xλ)(〈Y, Z〉V − 〈V, Z〉Y )

+ (Y λ)(〈V, Z〉X − 〈X,Z〉V )

Como dimM ≥ 3, podemos considerar que X, Y, Z son parte de un marco
ortonormal. Si en la última igualdad tomamos que V = Z, se tiene que

0 = (Zλ)(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X)

+ (Xλ)(〈Y, Z〉Z − 〈Z,Z〉Y )

+ (Y λ)(〈Z,Z〉X − 〈X,Z〉Z)

= −(Xλ)Y + (Y λ)X

y ya que X, Y son linealmente independientes, se tiene que Xλ = Y λ = 0 y
por lo tanto, λ es constante.
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2.3. Productos alabeados

De�nición 2.3.1. SeanMn yNm variedades topológicas con atlas completos
A y B respectivamente. Una variedad producto es el espacio topológicoM×N
equipado con el atlas completo A×B = {(ϕ× η, U ×V )} donde (ϕ,U) ∈ A,
(η, V ) ∈ B y las funciones ϕ × η : U × V → Rn × Rm están de�nidas como
ϕ× η (p, q) = (ϕ(p), η(q)) para todo (p, q) ∈ U × V .

De�nición 2.3.2. Sean M y N dos variedades y φ : M → N una función
diferenciable. Campos vectoriales X sobre M y Y sobre N se dicen que son
φ-relativos siempre que dφ(Xp) = Yφ(p) para todo p ∈M .

De�nición 2.3.3. Para una variedad productoM×N , sus proyecciones son
las funciones π : M ×N → M dada por π(p, q) = p y σ : M ×N → N dada
por σ(p, q) = q para todo (p, q) ∈M ×N .

Observación 2.3.4.

1. Una función φ : P → M × N es diferenciable si y sólo si π ◦ φ y σ ◦ φ
son diferenciables.

2. Para cada (p, q) ∈M ×N , los subconjuntos M × q y p×N son subva-
riedades de M ×N .

3. Para cada (p, q), las funciones restringidas π|M×q y σ|p×N son difeomor-
�smos de M × q a M y p×N a N respectivamente.

4. Los espacios tangentes TpM ≡ T(p,q)(M × q) y TqN ≡ T(p,q)(p×N) son
subespacios del espacio tangente T(p,q)(M ×N).

5. T(p,q)(M × N) es la suma directa de sus subespacios T(p,q)(M × q) y
T(p,q)(p×N).

De�nición 2.3.5. A continuación se de�nirán los levantamientos relaciona-
dos con las variedades producto M ×N

1. Si f ∈ C∞(M), el levantamiento de f sobre M × N es la función
f̃ = f ◦ π ∈ C∞(M ×N).

2. Si x ∈ TpM y q ∈ N , el levantamiento x̃ de x sobre (p, q), es el único
vector en T(p,q)(M × q) tal que dπ(x̃) = x

3. Si X ∈ X(M), el levantamiento de X sobreM×N es el campo vectorial
X̃ tal que X̃(p,q) es el levantamiento de Xp sobre (p, q). Se tiene que el
levantamiento de X ∈ X(M) sobre M × N es el elemento único de
X(M ×N) tal que es π-relativo a X y es σ-relativo al campo vectorial
cero en N .
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4. Al levantamiento X̃ de X ∈ X(M) se le llama levantamiento horizontal.

5. Al levantamiento Ỹ de Y ∈ X(N) se le llama levantamiento vertical.

6. Denotamos los conjuntos

L(M) = {X̃ ∈ X(M ×N) : X̃ es levantamiento de algún X ∈ X(M)}

L(N) = {Ỹ ∈ X(M ×N) : Ỹ es levantamiento de algún Y ∈ X(N)}

como el conjunto de levantamientos horizontales y verticales respecti-
vamente.

Observación 2.3.6.

1. Si X̃, Ỹ ∈ L(M) entonces [X̃, Ỹ ] = ˜[X, Y ] ∈ L(M) y análogamente
para L(N).

2. Si X̃ ∈ L(M) y Ỹ ∈ L(N), entonces [X̃, Ỹ ] = 0.

De�nición 2.3.7. Supongamos queM yN son variedades semi-Riemannianas
con métricas gM y gN respectivamente, y sea f > 0 una función diferenciable
sobreM . De�nimos la variedad producto alabeada como la variedad producto
P = M ×f N equipada con el tensor métrico g = 〈, 〉 dado por

〈u, v〉 = g(u, v) = gM(dπ(u), dπ(v)) + f 2(p)gN(dσ(u), dσ(v))

para (p, q) ∈ M × N y para todo u, v ∈ T(p,q)(M × N). A N se le llama la
�bra y a M se le llama la base de P = M ×f N .

Observación 2.3.8.

1. Si f = 1, entonces M ×f N se reduce a una variedad producto semi-
Riemanniana.

2. Las �bras p×N = π−1(p) y las hojas M×q = σ−1(q) son subvariedades
semi-Riemannianas de P = M ×f N .

3. Para cada q ∈ N , la función π|(M×q) es una isometría sobre M .

4. Para cada p ∈ M , la función σ|(p×N) es una homotecia positiva sobre
N con factor 1/f(p).

5. Para cada (p, q) ∈ P , la hoja M × q y la �bra p × N son ortogonales
en (p, q).

6. T(p,q)(M × q) = (T(p,q)(p×N))⊥
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Lema 2.3.9. Si ϕ ∈ C∞(M), entonces el gradiente del levantamiento ϕ ◦ π
de ϕ sobre P = M ×f N es el levantamiento a P de el gradiente de ϕ sobre
M .

Demostración. Habrá que mostrar que grad(ϕ ◦ π) es el levantamiento de
grad(ϕ), es decir, grad(ϕ ◦ π) ∈ L(M) y dπ(grad(ϕ ◦ π)) = grad(ϕ). Para
todo (p, q) ∈M ×N y todo v ∈ T(p,q)(p×N), se tiene que

〈grad(ϕ ◦ π), v〉 = v(ϕ ◦ π) = dπ(v)ϕ = 0

ya que dπ(v) = 0 y por lo tanto grad(ϕ◦π) ∈ (T(p,q)(p×N))⊥ = T(p,q)(M×q),
por lo cual grad(ϕ ◦ π) ∈ L(M). Sea ahora v ∈ TpM y supongamos que ṽ
es el levantamiento de v sobre T(p,q)(M × q), es decir, dπ(ṽ) = v. Se tiene
entonces

gM(dπ(grad(ϕ ◦ π)), v) = gM(dπ(grad(ϕ ◦ π)), dπ(ṽ))

= 〈grad(ϕ ◦ π), ṽ〉
= ṽ(ϕ ◦ π) = dπ(ṽ)ϕ = v(ϕ)

= gM(grad(ϕ), v)

Ahora supongamos que D̄, D y ∇ son las conexiones Levi-Civita para las
variedades semi-Riemannianas P , M y N respectivamente. Para simpli�car
notación, podemos suponer que para los levantamientos X ∈ L(M), X ∈
X(M) y para V ∈ L(N), V ∈ X(N).

De�nición 2.3.10. Por Observación 2.3.4(2), Observación 2.3.8(6) y Lema
1.1.16, p×N es una subvariedad de M ×N y además

T(p,q)(M ×N) = T(p,q)(p×N)⊕ (T(p,q)(p×N))⊥

= T(p,q)(p×N)⊕ T(p,q)(M × q)

donde además podemos de�nir las siguientes funciones

()> : T(p,q)(M ×N)→ T(p,q)(p×N)

()⊥ : T(p,q)(M ×N)→ T(p,q)(M × q)

Lema 2.3.11. Sean X, Y ∈ L(M) y Z ∈ X(M ×f N). Entonces

(Z)⊥ = X si y sólo si 〈Z, Y 〉 = 〈X, Y 〉
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Demostración. Primero supongamos que (Z)⊥ = X, entonces

〈Z, Y 〉 = 〈Z> + Z⊥, Y 〉 = 〈Z>, Y 〉+ 〈Z⊥, Y 〉 = 〈Z⊥, Y 〉 = 〈X, Y 〉

Por otro lado, supongamos que para toda Y ∈ L(M) pasa que 〈Z, Y 〉 =
〈X, Y 〉. Sea V ∈ X(M ×f N), entonces

〈Z⊥ −X, V 〉 = 〈Z⊥, V 〉 − 〈X, V 〉
= 〈Z⊥, V > + V ⊥〉 − 〈X, V > + V ⊥〉
= 〈Z⊥, V ⊥〉 − 〈X, V ⊥〉
= 〈Z> + Z⊥, V ⊥〉 − 〈X, V ⊥〉
= 〈Z, V ⊥〉 − 〈X, V ⊥〉
= 〈X, V ⊥〉 − 〈X, V ⊥〉 = 0

ya que V ⊥ es levantamiento sobre M .

Proposición 2.3.12. Sobre P = M ×f N , si X, Y ∈ L(M), V,W ∈ L(N) y
f̃ = f ◦ π, entonces

1. D̄XY ∈ L(M) es el levantamiento de DXY sobre M .

2. D̄XV = D̄VX = (Xf̃/f̃)V es levantamiento sobre N .

3. (D̄VW )⊥ = α(V,W ) = −(〈V,W 〉/f̃)grad f̃ es levantamiento sobre M .

4. (D̄VW )> ∈ L(N) es el levantamiento de dσ(D̄VW ) = ∇VW sobre N .

Demostración.

1. La fórmula de Koszul y la Observación 2.3.6 nos dice que

2〈D̄XY, V 〉 = X〈Y, V 〉+ Y 〈V,X〉 − V 〈X, Y 〉
− 〈X, [Y, V ]〉+ 〈Y, [V,X]〉+ 〈V, [X, Y ]〉
= −V 〈X, Y 〉+ 〈V, [X, Y ]〉

Como X, Y son levantamientos sobre M , 〈X, Y 〉 es constante sobre las
�bras y ya que V es levantamiento sobre N se tiene que V 〈X, Y 〉 = 0.
Por otro lado, por la misma Observación 2.3.6, [X, Y ] es levantamiento
sobreM y así se tiene 〈V, [X, Y ]〉 = 0. Por lo tanto, 〈D̄XY, V 〉 = 0 para
toda V ∈ L(N) y esto nos dice que D̄XY es levantamiento sobreM . Ya
que π|(M×p) es una isometría, se tiene entonces que dπ(D̄XY ) = DXY .
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2. Como 0 = [X, V ] = D̄XV − D̄VX entonces D̄XV = D̄VX y estos
campos vectoriales son verticales ya que

0 = X〈V, Y 〉 = 〈D̄XV, Y 〉+ 〈V, D̄XY 〉

y por (1), D̄XY es levantamiento sobre M y por lo tanto

〈D̄XV, Y 〉 = −〈D̄XY, V 〉 = 0

Ahora, usando de nuevo la fórmula de Koszul para 2〈D̄XV,W 〉 tenemos

2〈D̄XV,W 〉 = X〈V,W 〉+ V 〈W,X〉 −W 〈X, V 〉
− 〈X, [V,W ]〉+ 〈V, [W,X]〉+ 〈W, [X, V ]〉
= X〈V,W 〉

Por como de�nimos el tensor métrico del producto alabeado, se tiene

〈V,W 〉(p, q) = gM(dpπ(V ), dpπ(W )) + f 2(p)gN(dqσ(V ), dqσ(W ))

= gM(0, 0) + f 2(p)gN(Vq,Wq)

= (f ◦ π)2(p, q)gN(V,W )(σ(p, q))

= (f ◦ π)2(gN(V,W ) ◦ σ)(p, q)

= f̃ 2(gN(V,W ) ◦ σ)(p, q)

lo cual implica que

〈V,W 〉 = f̃ 2(gN(V,W ) ◦ σ)

además el término (gN(V,W )◦σ) es constante sobre hojas, en las cuales,
el campo vectorial X es tangente. Entonces

X〈V,W 〉 = X[f̃ 2(gN(V,W ) ◦ σ)]

= (gN(V,W ) ◦ σ) X(f̃ 2)

= (gN(V,W ) ◦ σ) 2(f̃)X(f̃)

=
〈V,W 〉
f̃ 2

2f̃X(f̃)

= 2
X(f̃)

f̃
〈V,W 〉

regresando a la fórmula de Koszul, se tiene que

2〈D̄XV,W 〉 = 2
X(f̃)

f̃
〈V,W 〉

y por lo tanto D̄XV = (Xf̃/f̃)V .

37



3. Como
0 = V 〈W,X〉 = 〈D̄VW,X〉+ 〈W, D̄VX〉

entonces, usando (2)

〈D̄VW,X〉 = −〈W, D̄VX〉 = −〈W, (Xf̃/f̃)V 〉
= −(〈grad f̃ , X〉/f̃)〈W,V 〉
= 〈−(〈W,V 〉/f̃)grad f̃ , X〉

y por otro lado

〈D̄VW,X〉 = 〈(D̄VW )> + (D̄VW )⊥, X〉 = 〈(D̄VW )⊥, X〉

obteniendo así

〈(D̄VW )⊥, X〉 = 〈−(〈W,V 〉/f̃)grad f̃ , X〉

y por los Lemas 2.3.9 y 2.3.11 llegamos al resultado deseado.

4. Por la De�nición 2.3.10.

Sean MR y NR los levantamientos sobre P = M ×f N de los tensores de
curvatura Riemanniano deM y N . Para simpli�car la notación, f representa
f ◦ π, grad f es grad f ◦ π y si V,W ∈ L(N) supondremos que (D̄VW )> =
∇VW .

Proposición 2.3.13. Sea P = M ×f N un producto alabeado cuyo tensor
de curvatura Riemanniano es R. Si X, Y, Z ∈ L(M) y U, V,W ∈ L(N),
entonces

1. RXYZ ∈ L(M) es el levantamiento de MRXYZ sobre M .

2. RV XY = (Hf (X, Y )/f)V , donde Hf es el Hessiano de f .

3. RXY V = RVWX = 0.

4. RXVW = (〈V,W 〉/f)D̄X(grad f).

5. RVWU = NRVWU − (〈grad f, grad f〉/f 2){〈V, U〉W − 〈W,U〉V }.

Demostración.
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1. Por Proposición 2.3.12 (1) tenemos que D̄[X,Y ]Z, D̄YZ, D̄XZ ∈ L(M)
son los levantamientos de los campos vectoriales D[X,Y ]Z,DYZ,DXZ
respectivamente, además D̄X(D̄YZ), D̄Y (D̄XZ) ∈ L(M) son los levan-
tamientos de DX(DYZ) y DY (DXZ) respectivamente. Por lo tanto
RXYZ ∈ L(M) es el levantamiento de MRXYZ sobre M .

2. Como [V,X] = 0 y D̄XY , Y ∈ L(M), entonces

RV XY = D̄[V,X]Y − [D̄V , D̄X ]Y

= −D̄V (D̄XY ) + D̄X(D̄V Y )

= −(D̄XY f)

f
V + D̄X

((
Y f

f

)
V

)
= −(D̄XY f)

f
V +X

(
Y f

f

)
V +

Y f

f
D̄XV

= −(D̄XY f)

f
V +

X(Y f) · f −Xf · Y f
f 2

V +
Y f

f
· Xf
f

V

= −(D̄XY f)

f
V +

X(Y f)

f
V − Xf · Y f

f 2
V +

Y f ·Xf
f 2

V

=
X(Y f)− (D̄XY )f

f
V

=

(
Hf (X, Y )

f

)
V
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3. Sea ζ ∈ X(P ) entonces

〈RXY V, ζ〉 = 〈RXY V, ζ
>〉+ 〈RXY V, ζ

⊥〉
= 〈RXY V, ζ

>〉+ 〈RV ζ⊥X, Y 〉
= 〈RXY V, ζ

>〉+ (Hf (ζ⊥, X)/f)〈V, Y 〉
= 〈RXY V, ζ

>〉
= 〈D̄[X,Y ]V, ζ

>〉 − 〈D̄XD̄Y V, ζ
>〉+ 〈D̄Y D̄XV, ζ

>〉

=
[X, Y ]f

f
〈V, ζ>〉 − 〈D̄X((Y f/f)V ), ζ>〉

+ 〈D̄Y ((Xf/f)V ), ζ>〉

=
[X, Y ]f

f
〈V, ζ>〉 −X

(
Y f

f

)
〈V, ζ>〉 − Y f

f
〈D̄XV, ζ

>〉

+ Y

(
Xf

f

)
〈V, ζ>〉 − Xf

f
〈D̄Y V, ζ

>〉

=
[X, Y ]f

f
〈V, ζ>〉 − X(Y f)

f
〈V, ζ>〉+

Xf · Y f
f 2

〈V, ζ>〉

− Y f

f
· Xf
f
〈V, ζ>〉+

Y (Xf)

f
〈V, ζ>〉

− Xf · Y f
f 2

〈V, ζ>〉+
Xf

f
· Y f
f
〈V, ζ>〉

〈RXY V, ζ〉 =
[X, Y ]f

f
〈V, ζ>〉 − X(Y f)

f
〈V, ζ>〉+

Y (Xf)

f
〈V, ζ>〉 = 0
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Por otro lado

〈RVWX, ζ〉 = 〈RVWX, ζ
>〉+ 〈RVWX, ζ

⊥〉
= 〈RVWX, ζ

>〉+ 〈RXζ⊥V,W 〉
= 〈RVWX, ζ

>〉
= 〈D̄[X,ζ>]V,W 〉 − 〈D̄XD̄ζ>V,W 〉+ 〈D̄ζ>D̄XV,W 〉
= −〈D̄XD̄ζ>V,W 〉+ 〈D̄ζ>D̄XV,W 〉
= −〈D̄X(D̄ζ>V )>,W 〉 − 〈D̄X(D̄ζ>V )⊥,W 〉

+ 〈D̄ζ>((Xf/f)V ),W 〉
= −〈D̄X(D̄ζ>V )>,W 〉+ 〈D̄ζ>((Xf/f)V ),W 〉

= −Xf
f
〈(D̄ζ>V )>,W 〉+ ζ>

(
Xf

f

)
〈V,W 〉

+
Xf

f
〈D̄ζ>V,W 〉

= −Xf
f
〈(D̄ζ>V )>,W 〉+

Xf

f
〈D̄ζ>V,W 〉

= −Xf
f
〈(D̄ζ>V )>,W 〉+

Xf

f
〈(D̄ζ>V )>,W 〉

+
Xf

f
〈(D̄ζ>V )⊥,W 〉

〈RVWX, ζ〉 =
Xf

f
〈(D̄ζ>V )⊥,W 〉 = 0

Por lo tanto tenemos que RXY V = RVWX = 0

4. Haciendo uso de la Proposición 2.3.12, y el hecho de que [X, V ] = 0,
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X〈V,W 〉 = 0 y V (Xf/f) = 0, tenemos que

RXVW = D̄[X,V ]W − [D̄X , D̄V ]W

= −[D̄X , D̄V ]W

= −D̄XD̄VW + D̄V D̄XW

= −D̄X((D̄VW )>)− D̄X((D̄VW )⊥) + D̄V ((Xf/f)W )

= −Xf
f

(D̄VW )> + D̄X

(
〈V,W 〉
f

grad f

)
+ V

(
Xf

f

)
W +

Xf

f
D̄VW

= −Xf
f

(D̄VW )> +X

(
〈V,W 〉
f

)
grad f +

〈V,W 〉
f

D̄X(grad f)

+
Xf

f
(D̄VW )> +

Xf

f
(D̄VW )⊥

= 〈V,W 〉 ·X
(

1

f

)
grad f +

〈V,W 〉
f

D̄X(grad f)

− Xf

f
· 〈V,W 〉

f
grad f

= −〈V,W 〉Xf
f 2

grad f +
〈V,W 〉
f

D̄X(grad f)

− 〈(Xf/f)V,W 〉
f

grad f

= −〈V, (Xf/f)W 〉
f

grad f +
〈V,W 〉
f

D̄X(grad f)

− 〈(Xf/f)V,W 〉
f

grad f

= −〈V, D̄XW 〉+ 〈D̄XV,W 〉
f

grad f +
〈V,W 〉
f

D̄X(grad f)

= −X〈V,W 〉
f

grad f +
〈V,W 〉
f

D̄X(grad f)

y por lo tanto RXVW = (〈V,W 〉/f)D̄X(grad f).

5. Sabemos que RVWU = D̄[V,W ]U − [D̄V , D̄W ]U . Por un lado tenemos

D̄[V,W ]U = (D̄[V,W ]U)> + (D̄[V,W ]U)⊥

= ∇[V,W ]U −
〈[V,W ], U〉

f
grad f
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y por otro

D̄V D̄WU = D̄V (D̄WU)> + D̄V (D̄WU)>

= D̄V (∇WU) + D̄V (D̄WU)>

= (D̄V (∇WU))> + (D̄V (∇WU))⊥ + D̄V (D̄WU)>

= ∇V∇WU −
〈V,∇WU〉

f
grad f − D̄V

(
〈W,U〉
f

grad f

)
= ∇V∇WU −

〈V,∇WU〉
f

grad f − 1

f
V 〈W,U〉grad f

− 〈W,U〉
f

D̄V (grad f)

= ∇V∇WU −
〈V,∇WU〉

f
grad f − 〈∇VW,U〉

f
grad f

− 〈W,∇VU〉
f

grad f − 〈W,U〉
f

(grad f)f

f
V

= ∇V∇WU −
〈V,∇WU〉

f
grad f − 〈∇VW,U〉

f
grad f

− 〈W,∇VU〉
f

grad f − 〈W,U〉〈grad f, grad f〉
f 2

V

Análogamente

D̄W D̄VU = ∇W∇VU −
〈W,∇VU〉

f
grad f − 〈∇WV, U〉

f
grad f

− 〈V,∇WU〉
f

grad f − 〈V, U〉〈grad f, grad f〉
f 2

W

Por lo cual se tiene entonces

[D̄V , D̄W ]U = D̄V D̄WU − D̄W D̄VU

= [∇V ,∇W ]U − 〈∇VW −∇WV, U〉
f

grad f

+
〈grad f, grad f〉

f 2
{〈V, U〉W − 〈W,U〉V }

= [∇V ,∇W ]U − 〈[V,W ], U〉
f

grad f

+
〈grad f, grad f〉

f 2
{〈V, U〉W − 〈W,U〉V }
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Por lo tanto

RVWU = D̄[V,W ]U − [D̄V , D̄W ]U

= ∇[V,W ]U −
〈[V,W ], U〉

f
grad f

− [∇V ,∇W ]U +
〈[V,W ], U〉

f
grad f

− 〈grad f, grad f〉
f 2

{〈V, U〉W − 〈W,U〉V }

= NRVWU −
〈grad f, grad f〉

f 2
{〈V, U〉W − 〈W,U〉V }
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Capítulo 3

Geometría Semi-Riemanniana
Extrínseca

Abordaremos los temas básicos sobre la teoría de subvariedades, que co-
mo se sabe, su base son las inmersiones isométricas. Temas importantes para
la teoría de subvariedades son la segunda forma fundamental y las fórmulas
de Gauss y de Weingarten que son ocupadas para las proyecciones de la co-
nexión de la variedad ambiente en su respectiva subvariedad. Otro punto que
es relevante es el vector de curvatura media, el cual es ocupado para de�nir
las subvariedades mínimas.

Una vez obtenidas las fórmulas conocidas para subvariedades, de�niremos
el tensor de curvatura y sus respectivas proyecciones, obtenidas a partir de
las proyecciones de la conexión. Con ello, podremos deducir las ecuaciones
de Gauss y Codazzi.

Continuamos desglosando como ejemplo, los espacios de De Sitter y Anti
De Sitter, dando una representación particular de dichos espacios para abar-
car ambos espacios al mismo tiempo. Se obtienen explícitamente lo que son
su conexión, su tensor de curvatura, su vector de curvatura media y su cur-
vatura seccional que de hecho es constante.

Ya una vez cubiertos los temas fundamentales de la teoría de subvarieda-
des, cerraremos ésta sección con uno de los temas clave de ésta tesis, que son
los Campos Cerrados Conformes.

Para el desarrollo de este capítulo, se uso como apoyo las siguientes refe-
rencias bibliográ�cas:
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De [2] Cap.2 Basics on Pseudo-Riemannian Submanifolds.

De [3] Cap.1 The Basic Equations For Submanifolds y Cap.2 Hyper-
surfaces.

3.1. Inmersiones isométricas

De�nición 3.1.1. Sean M y N dos variedades y una función entre ellas
f : M → N . Decimos que la función f es una inmersión si dfp : TpM →
Tf(p)N es inyectiva en todo punto p ∈M .

De�nición 3.1.2. Decimos que una inmersión f : M → N es un encaje
si f es un homeomor�smo sobre f(M), donde f(M) tiene la topología de
subespacio inducida por N .

Observación 3.1.3. Sea f : M → N una inmersión. Entonces para todo
p ∈ M , existe una vecindad U ⊆ M de p tal que la restricción f |U es un
encaje.

De�nición 3.1.4. Por de�nición, tenemos que si f : M → N es una inmer-
sión, entonces dim M ≤ dim N . Al número dim N − dim N se le conoce
como la codimensión de dicha inmersión.

De�nición 3.1.5. Sean M y N dos variedades semi-Riemannianas con mé-
tricas gM y gN respectivamente. Una inmersión f : M → N se dice que es
isométrica si

gM(u, v)p = gN(dfp(u), dfp(v))f(p)

para todo u, v ∈ TpM y para todo p ∈M .

Observación 3.1.6. Sea f : M → N una inmersión isométrica. Por la
Observación 3.1.3, todo punto p ∈ M tiene una vecindad U en la cual
f |U es un encaje. Entonces todo vector u ∈ TpU le corresponde un sólo
vector df(u) ∈ Tf(p)N . Podemos entonces, identi�car cada u ∈ TpM con
df(u) ∈ Tf(p)N . De ésta manera, podemos ver a cada espacio tangente TpM
como un subespacio no-degenerado de Tf(p)N .

Observación 3.1.7. Por Lema 1.1.11 y la observación anterior, se tiene que

Tf(p)N = TpM ⊕ T⊥p M

donde T⊥p M = (TpM)⊥ se le conoce como el subespacio normal de M en p y
a sus vectores en dicho espacio como vectores normales a M .
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De�nición 3.1.8. Sea f : M → N una inmersión isométrica. Las funciones

()T : Tf(p)N → TpM

()⊥ : Tf(p)N → T⊥p M

son las proyecciones ortogonales.

Observación 3.1.9. Las proyecciones ortogonales ()T y ()⊥ son R-lineales
y por la Observación 3.1.7, si v ∈ Tf(p)N , v se puede expresar como

v = (v)T + (v)⊥

3.2. Fórmulas importantes y la Segunda Forma
Fundamental

Sea f : M → N una inmersión isométrica donde D es la conexión Levi-
Civita de N . Ya que en las siguientes a�rmaciones estaremos estudiando las
subvariedades de manera local, por Observación 3.1.3, podemos suponer que
f es un encaje.

De�nición 3.2.1. Sea el campo vectorial X ∈ X(M). El campo vectorial
X̃ ∈ X(N) se dice que es la extensión de X si X̃|f(M) = X.

Observación 3.2.2. Supongamos que si X̃ y Ỹ son extensiones de X y Y
respectivamente. Si f ∈ C∞(M) y p ∈M , se tiene que

X̃f(p) = X̃p(f) = Xp(f) = Xf(p)

Ỹ f(p) = Ỹp(f) = Yp(f) = Y f(p)

lo cual implica que

[X̃, Ỹ ]p(f) = X̃p(Ỹ f)− Ỹp(X̃f)

= Xp(Ỹ f)− Yp(X̃f)

= Xp(Y f)− Yp(Xf)

= [X, Y ]

y por lo tanto [X̃, Ỹ ]|M = [X, Y ]. Por otro lado, si X̃1 es otra extensión de
X, entonces X̃ − X̃1 = 0 sobre M , obteniendo así DX̃X̃ = DX̃1

Ỹ sobre M .
Análogamente, si Ỹ1 es otra extensión de Y entonces Ỹ − Ỹ1 = 0 sobre M y
por lo tanto DX̃ Ỹ = DX̃ Ỹ1 sobreM entonces DX̃ Ỹ sobreM es independiente
de las extensiones X̃, Ỹ de X, Y .
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De�nición 3.2.3. Por la observación anterior, podemos de�nir entonces

∇XY = (DX̃ Ỹ )T α(X, Y ) = (DX̃ Ỹ )⊥

teniendo así la fórmula conocida como fórmula de Gauss

DX̃ Ỹ = ∇XY + α(X, Y )

Proposición 3.2.4. Supongamos que f : M → N es una inmersión isomé-
trica. Entonces

1. ∇ de�nido como en De�nición 3.2.3 es la conexión Levi-Civita de M .

2. α(X, Y ) es C∞(M)-bilineal y simétrica.

Demostración.

1. Como D es conexión sobre N y ()T es transformación lineal, entonces
DXY es C∞(N)-lineal en X y es R-lineal en Y . Si g ∈ C∞(M) entonces

∇X(gY ) = (DX̃(gỸ ))T

= ((X̃g)Ỹ + gDX̃ Ỹ )T

= (Xg)(Ỹ )T + g(DX̃ Ỹ )T

= (Xg)Y + g∇XY

También se tiene que

∇XY −∇YX = (DX̃ Ỹ −DỸ X̃)T = ([X̃, Ỹ ])T = [X, Y ]

Notemos ahora que

X〈Ỹ , Z̃〉 = 〈DX Ỹ , Z̃〉+ 〈Ỹ , DXZ̃〉

De la fórmula de Gauss se tiene

〈DX Ỹ , Z̃〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈α(X, Y ), Z〉 = 〈∇XY, Z〉

y análogamente
〈Ỹ , DXZ̃〉 = 〈Y,∇XZ〉

obteniendo así

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉

La unicidad de ∇ se obtiene de la misma unicidad de D.
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2. Como, tanto ∇ y D son libres de torsión, se tiene

DX̃ Ỹ = ∇XY + α(X, Y )

DỸ X̃ = ∇YX + α(Y,X)

[X̃, Ỹ ]|M = [X, Y ] + α(X, Y )− α(Y,X)

0 = α(X, Y )− α(Y,X)

α(X, Y ) = α(Y,X)

entonces α(X, Y ) es simétrica. Si g ∈ C∞(M), se tiene

∇gXY + α(gX, Y ) = DgX Ỹ = gDX Ỹ

= g(∇XY + α(X, Y ))

= g∇XY + gα(X, Y )

Tomando las proyecciones normales se tiene que α(gX, Y ) = gα(X, Y ).
Siendo α simétrica, obtenemos entonces que α es C∞(M)-bilineal.

De�nición 3.2.5. La función α : X(M)×X(M)→ T⊥M se le conoce como
la segunda forma fundamental de M para la inmersión dada.

De�nición 3.2.6. Sea f : M → N una inmersión isométrica. Sea ξ ∈ T⊥M y
X ∈ X(M), se le conoce como la fórmula de Weingarten a la descomposición
de DXξ la cual está dada como

DXξ = −AξX +∇⊥Xξ

donde (DXξ)
T = −AξX y (DXξ)

⊥ = ∇⊥Xξ los cuales son campos vectoriales
diferenciales sobre M . A la función Aξ : X(M)→ X(M) se le conoce como el
operador de forma.

Proposición 3.2.7. Sea f : M → N una inmersión isométrica. Entonces

(a) AξX es C∞(M)-bilineal sobre ξ y X; entonces, para cada punto p ∈M ,
AξX depende sólo de ξp y Xp.

(b) Para un vector normal ξ y vectores tangentes X, Y de M se tiene que

〈α(X, Y ), ξ〉 = 〈AξX, Y 〉
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(c) ∇⊥ es la conexión métrica sobre el haz normal T⊥M con respecto a la
métrica inducida sobre T⊥M , es decir,

X〈ξ, η〉 = 〈∇⊥Xξ, η〉+ 〈ξ,∇⊥Xη〉

se cumple para cualquier campo tangente X y cualesquiera campos vec-
toriales normales ξ, η.

Demostración.

(a) Sean g, h ∈ C∞(M), entonces

DgX(hξ) = gDX(hξ)

= g{(Xh)ξ + hDXξ}
= g(Xh)ξ − ghAξX + gh∇⊥Xξ

Obteniendo las proyecciones normales y tangentes se tiene

Ahξ(gX) = ghAξX

∇⊥gX(hξ) = g(Xh)ξ + gh∇⊥Xξ

Por lo tanto AξX es C∞(M)-bilineal sobre ξ y X.

(b) Para campos X, Y ∈ X(M)

0 = X〈Y, ξ〉
= 〈DXY, ξ〉+ 〈Y,DXξ〉
= 〈∇XY, ξ〉+ 〈α(X, Y ), ξ〉 − 〈Y,AξX〉+ 〈Y,∇⊥Xξ〉
= 〈α(X, Y ), ξ〉 − 〈Y,AξX〉

(c) De la última igualdad obtenida en el inciso (a), ∇⊥ de�ne una conexión
afín sobre T⊥M . Ahora, si ξ y η son campos vectoriales normales y X
es un campo tangente, se tiene

DXξ = −AξX +∇⊥Xξ
DXη = −AηX +∇⊥Xη

Lo cual implica que

〈∇⊥Xξ, η〉+ 〈ξ,∇⊥Xη〉 = 〈DXξ + AξX, η〉+ 〈ξ,DXη + AηX〉
= 〈DXξ, η〉+ 〈ξ,DXη〉
= X〈ξ, η〉

Entonces, ∇⊥ es una conexión métrica sobre el haz normal con respecto
a la métrica inducida sobre T⊥M .
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De�nición 3.2.8. Para una inmersión isométrica f : M → N , si α ≡ 0,
decimos que f es totalmente geodésica.

De�nición 3.2.9. Supongamos que f : M → N es una inmersión isométrica.
Para un campo vectorial normal ξ ∈ T⊥M , si Aξ = λI para algún λ ∈
C∞(M), decimos que ξ es una sección umbílica. También se dice que la
subvariedad M es umbílica respecto al campo vectorial normal ξ. Si una
subvariedad M es umbílica con respecto a todo campo vectorial normal,
entonces a M se le conoce como una subvariedad totalmente umbílica.

De�nición 3.2.10. El vector de curvatura media H de M en N se de�ne
como

H =
1

n
Traza α

donde n = dim M y α es la segunda forma fundamental. Si {e1, . . . , en} es
un marco ortonormal de M , entonces

H =
1

n

n∑
k=1

εkα(ek, ek)

donde εk = 〈ek, ek〉 = ±1.

Corolario 3.2.11. Sea M una subvariedad totalmente umbílica. Entonces
la segunda forma fundamental satisface

α(X, Y ) = 〈X, Y 〉 H para X, Y ∈ X(M)

Demostración. Ya que M es una subvariedad totalmente umbílica, tenemos
que para todo ξ ∈ T⊥M , se tiene que Aξ = λI para algún λ ∈ C∞(M).
Supongamos que {e1, . . . , en} es un marco ortonormal de M , entonces

〈H(X, Y ), ξ〉 = 〈 1
n

n∑
k=1

εkα(ek, ek), ξ〉 =
1

n

n∑
k=1

εk〈α(ek, ek), ξ〉

=
1

n

n∑
k=1

εk〈Aξek, ek〉 =
1

n

n∑
k=1

εk〈λek, ek〉

= λ
1

n

n∑
k=1

εk〈ek, ek〉 = λ
1

n

n∑
k=1

εkεk

= λ
1

n

n∑
k=1

ε2k = λ
1

n

n∑
k=1

1 = λ
1

n
n = λ
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Por otro lado, si X, Y ∈ X(M), tenemos entonces que

〈α(X, Y ), ξ〉 = 〈AξX, Y 〉 = 〈λX, Y 〉 = λ〈X, Y 〉 = 〈〈X, Y 〉H(X, Y ), ξ〉

teniendo así el resultado deseado.

De�nición 3.2.12. A una subvariedad semi-RiemannianaM tal que su vec-
tor de curvatura se anula, es decir, H ≡ 0, se dice que M es una subvariedad
mínima.

3.3. Ecuaciones Fundamentales

Sea f : M → N una inmersión isométrica, donde M y N son variedades
semi-Riemannianas. Denotemos RN el tensor de curvatura sobre N . Entonces
para X, Y, Z ∈ X(N) se tiene que

RN
XYZ = D[X,Y ]Z −DXDYZ +DYDXZ

Observación 3.3.1. Denotemos RM el tensor de curvatura sobreM . Usando
la fórmula de Gauss en el tensor de curvatura de N obtenemos

RN
XYZ = ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z)−DX(∇YZ + α(Y, Z))

+DY (∇XZ + α(X,Z))

= ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z)−DX(∇YZ)−DXα(Y, Z)

+DY (∇XZ) +DY α(X,Z)

= ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z)−∇X∇YZ − α(X,∇YZ)−DXα(Y, Z)

+∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ) +DY α(X,Z)

= RM
XYZ + α([X, Y ], Z)− α(X,∇YZ)

+ α(Y,∇XZ)−DXα(Y, Z) +DY α(X,Z)

Y usando la fórmula de Weingarten para DXα(Y, Z) y DY α(X,Z) tenemos

RN
XYZ = RM

XYZ + α([X, Y ], Z)− α(X,∇YZ) + α(Y,∇XZ)

+ Aα(Y,Z)X −∇⊥Xα(Y, Z)− Aα(X,Z)Y −∇⊥Y α(X,Z)

Teorema 3.3.2. Sea f : M → N una inmersión isométrica. Entonces para
campos vectoriales X, Y, Z,W ∈ X(M) se cumplen las siguientes ecuaciones

(a) 〈RM
XYZ,W 〉 = 〈RN

XYZ,W 〉 − 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉+ 〈α(X,Z), α(Y,W )〉

(b) (RN
XYZ)⊥ = (∇⊥Y α)(X,Z)− (∇⊥Xα)(Y, Z)
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donde

(∇⊥Y α)(X,Z) = ∇⊥Y α(X,Z)− α(∇YX,Z)− α(X,∇YZ)

(∇⊥Xα)(Y, Z) = ∇⊥Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ)

Las ecuaciones (a) y (b) se les conoce como la ecuación de Gauss y la ecua-
ción de Codazzi respectivamente.

Demostración.

(a) Sean X, Y, Z,W ∈ X(M), sabemos que

〈α([X, Y ], Z),W 〉 = 〈α(X,∇YZ),W 〉 = 〈α(Y,∇XZ),W 〉 = · · ·
· · · = 〈∇⊥Xα(Y, Z),W 〉 = 〈∇⊥Y α(X,Z),W 〉 = 0

Por la Observación 3.3.1 y la Proposición 3.2.7

〈RM
XYZ,W 〉 = 〈RN

XYZ,W 〉 − 〈Aα(Y,Z)X,W 〉+ 〈Aα(X,Z)Y,W 〉
= 〈RN

XYZ,W 〉 − 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉+ 〈α(Y,W ), α(X,Z)〉

(b) Por la Observación 3.3.1

(RN
XYZ)⊥ = α([X, Y ], Z)− α(X,∇YZ) + α(Y,∇XZ)

−∇⊥Xα(Y, Z) +∇⊥Y α(X,Z)

= α(∇XY, Z)− α(∇YX,Z)− α(X,∇YZ)

+ α(Y,∇XZ)−∇⊥Xα(Y, Z) +∇⊥Y α(X,Z)

=
(
∇⊥Y α(X,Z)− α(∇YX,Z)− α(X,∇YZ)

)
−
(
∇⊥Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ)

)
= (∇⊥Y α)(X,Z)− (∇⊥Xα)(Y, Z)

donde

(∇⊥Y α)(X,Z) = ∇⊥Y α(X,Z)− α(∇YX,Z)− α(X,∇YZ)

(∇⊥Xα)(Y, Z) = ∇⊥Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ)

Observación 3.3.3. Para X, Y ∈ X(M) y ξ, η ∈ T⊥M se tiene la siguiente
igualdad

〈α(X,AξY ), η〉 = 〈AξY,AηX〉 = 〈α(Y,AηX), ξ〉 = 〈Y,AξAηX〉
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Teorema 3.3.4. Sea f : M → N una inmersión isométrica. Entonces para
X, Y ∈ X(M) y ξ, η ∈ T⊥M , se tiene la ecuación

〈R⊥XY ξ, η〉 = 〈RN
XY ξ, η〉+ 〈[Aη, Aξ](X), Y 〉

donde
R⊥XY ξ = ∇⊥[X,Y ]ξ −∇⊥X∇⊥Y ξ +∇⊥Y∇⊥Xξ

[Aη, Aξ] = AηAξ − AξAη
Esta ecuación es conocida como la ecuación de Ricci.

Demostración. Sea X, Y ∈ X(M) y ξ, η ∈ T⊥M . Usando la Observación
3.3.1, 3.3.3 y las fórmulas de Gauss y Codazzi tenemos que

〈RN
XY ξ, η〉 = 〈D[X,Y ]ξ, η〉 − 〈DXDY ξ, η〉+ 〈DYDXξ, η〉

= −〈Aξ[X, Y ], η〉+ 〈∇⊥[X,Y ]ξ, η〉+ 〈DX(AξY ), η〉
− 〈DX(∇⊥Y ξ), η〉 − 〈DY (AξX), η〉+ 〈DY (∇⊥Xξ), η〉

= 〈∇⊥[X,Y ]ξ, η〉+ 〈A(∇⊥Y ξ)
X, η〉 − 〈∇⊥X∇⊥Y ξ, η〉

− 〈A(∇⊥Xξ)
Y, η〉+ 〈∇⊥Y∇⊥Xξ, η〉+ 〈∇X(AξY ), η〉

+ 〈α(X,AξY ), η〉 − 〈∇Y (AξX), η〉 − 〈α(Y,AξX), η〉
= 〈R⊥XY ξ, η〉 − 〈Y,AηAξX〉+ 〈Y,AξAηX〉
= 〈R⊥XY ξ, η〉 − 〈Y,AηAξX − AξAηX〉
= 〈R⊥XY ξ, η〉 − 〈[Aη, Aξ](X), Y 〉

teniendo así el resultado deseado.

3.4. Campos cerrados conformes

De�nición 3.4.1. Sea N una variedad semi-Riemanniana. Un campo vec-
torial Z ∈ X(N) es cerrado conforme si y sólo si existe ϕ ∈ C∞(N) tal que
para todo Y ∈ X(N) se tiene que DYZ = ϕ · Y .

Proposición 3.4.2. Sea M una variedad semi-Riemanniana. Supongamos
que para todo p ∈ M y para todo v ∈ TpM existe un campo vectorial ce-
rrado conforme Z tal que Z(p) = v. Entonces M tiene curvatura seccional
constante.

Demostración. Sea p ∈ M y Γ ⊆ TpM un plano no degenerado cuya base
ortonormal esta dada por {v, w}, entonces

K(Γ) =
〈Rvwv, w〉
Q(v, w)
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Por hipótesis existen campos cerrados conformes V,W ∈ X(M) tales que
V (p) = v y W (p) = w, entonces existen funciones φ, ϕ ∈ C∞(M) que satis-
facen ∇XV = φ ·X y ∇XW = ϕ ·X para todo campo vectorial X en X(M).
Calculamos RVWV :

RVWV = ∇[V,W ]V − [∇V ,∇W ]V

= φ · [V,W ]−∇V∇WV +∇W∇V V

= φ · [V,W ]−∇V (φ ·W ) +∇W (φ · V )

= φ · [V,W ]− V φ ·W − φ · ∇VW +Wφ · V + φ · ∇WV

= φ · [V,W ]− V φ ·W − φ · ϕ · V +Wφ · V + φ2 ·W
= φ · ∇VW − φ · ∇WV − V φ ·W − φ · ϕ · V +Wφ · V + φ2 ·W
= φ · ϕ · V − φ2 ·W − V φ ·W − φ · ϕ · V +Wφ · V + φ2 ·W
= −V φ ·W +Wφ · V

Entonces, puntualmente tenemos

〈Rvwv, w〉 = −v(φ)〈w,w〉+ w(φ)〈v, w〉 = ±v(φ) = V φ(p)

Como V y φ dependen del vector v, y además como K(Γ) es independiente
de la base, entonces la función V φ := λ ∈ C∞(M) sólo depende del punto
p ∈ M . Por lo tanto, por el Teorema 2.2.17, se tiene que M es de curvatura
seccional constante.

Proposición 3.4.3. Sea Mm una hipersuper�cie no-degenerada en una va-
riedad semi-Riemanniana N con un campo normal unitario ξ, tal que M
tiene curvatura media constante y N tiene curvatura seccional constante.
Entonces para cada campo cerrado conforme Z en X(N) se tiene que

4〈Z, ξ〉+ 〈α, α〉 · 〈Z, ξ〉+m · ϕ · 〈H, ξ〉 = 0

donde:

ϕ : N → R es tal que DXZ = ϕ ·X para todo campo X en X(M)

H es el vector de curvatura media de M

Si {X1, . . . , Xm} es una base ortonormal de M entonces

〈α, α〉 := 〈ξ, ξ〉 ·
∑
i,k

εi · εk · 〈α(Xi, Xk), ξ〉2
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Demostración. Sea p ∈ M . Supongamos que e1, . . . , en es un marco local
ortonormal de TpM tal que ∇eiej|p = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Entonces se
cumplen las siguientes a�rmaciones (es importante hacer notar que todo lo
desarrollado se hace sobre el punto p ∈M):

(a) 〈Deiej, ei〉 = 0

Aplicando la fórmula de Gauss se tiene

〈Deiej, ei〉 = 〈∇eiej, ei〉+ 〈α(ei, ej), ei〉 = 0

(b)
∑
i

εi · 〈ξ, α(ei, ei)〉 = m · 〈H, ξ〉

La a�rmación se da ya que∑
i

εi · 〈ξ, α(ei, ei)〉 = 〈ξ,
∑
i

εi · α(ei, ei)〉 = 〈ξ,m ·H〉 = m · 〈H, ξ〉

(c) 〈DeiDejZ, ξ〉 = 〈DejDeiZ, ξ〉
Como N tiene curvatura seccional constante, para cualesquiera X, Y
campos vectoriales en X(N) tenemos

RN
XYZ = c · [ 〈Z,X〉 · Y − 〈Z, Y 〉 ·X ]

y por otro lado, por la de�nición del tensor de curvatura

RN
XYZ = D[X,Y ]Z −DXDYZ +DYDXZ

haciendo el producto de RN
XYZ con ξ se obtiene

c · [ 〈Z,X〉 · 〈Y, ξ〉 − 〈Z, Y 〉 · 〈X, ξ〉 ] = 0

por lo tanto

〈D[X,Y ]Z, ξ〉 − 〈DXDYZ, ξ〉+ 〈DYDXZ, ξ〉 = 0

Sustituyamos X = ei e Y = ej. Como [ei, ej] = ∇eiej − ∇ejei = 0
entonces D[ei,ej ]Z = 0, y así de la igualdad previa obtenida se tiene que

〈DeiDejZ, ξ〉 = 〈DejDeiZ, ξ〉
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(d) ∇eiAξei =
∑
k

εk · 〈ξ,∇⊥ekα(ei, ei)〉 · ek

Notemos que

∇eiAξei = ∇ei

(∑
k

εk · 〈Aξei, ek〉 · ek

)
=
∑
k

εk · ∇ei (〈Aξei, ek〉 · ek)

=
∑
k

εk · ∇ei (〈ξ, α(ei, ek)〉 · ek)

=
∑
k

εk · [ ei〈ξ, α(ei, ek)〉 · ek + 〈ξ, α(ei, ek)〉 · ∇eiek ]

=
∑
k

εk · ei〈ξ, α(ei, ek)〉 · ek

=
∑
k

εk · [ 〈Deiξ, α(ei, ek)〉+ 〈ξ,Deiα(ei, ek)〉 ] · ek

=
∑
k

εk · [ −〈Aξei, α(ei, ek)〉+ 〈ξ,Deiα(ei, ek)〉 ] · ek

=
∑
k

εk · 〈ξ,Deiα(ei, ek)〉 · ek

=
∑
k

εk · 〈ξ,DeiDekei〉 · ek

=
∑
k

εk · 〈ξ,DekDeiei〉 · ek por (c)

=
∑
k

εk · 〈ξ,Dekα(ei, ei)〉 · ek

=
∑
k

εk · [ −〈ξ, Aα(ei,ei)ek〉+ 〈ξ,∇⊥ekα(ei, ei)〉 ] · ek

=
∑
k

εk · 〈ξ,∇⊥ekα(ei, ei)〉 · ek

(e)
∑
i

εi · 〈Z,∇eiAξei〉 = 0
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Por inciso (d), tenemos que

∑
i

εi · 〈Z,∇eiAξei〉 =
∑
i

εi · 〈 Z,

(∑
k

εk · 〈ξ,∇⊥ekα(ei, ei)〉 · ek

)
〉

=
∑
i,k

εi · εk · 〈ξ,∇⊥ekα(ei, ei)〉 · 〈Z, ek〉

=
∑
k

εk · 〈Z, ek〉 · 〈 ξ,∇⊥ek

(∑
i

εi · α(ei, ei)

)
〉

=
∑
k

εk · 〈Z, ek〉 · 〈 ξ,∇⊥ek (m ·H) 〉

= m ·
∑
k

εk · 〈Z, ek〉 · 〈 ξ,∇⊥ekH 〉

= 0 ya que M tiene curvatura media constante

(f)
∑
i

εi · 〈Z, α(ei, Aξei)〉 = 〈α, α〉 · 〈Z, ξ〉

Primero notemos que Aξei =
∑
k

εk · 〈Aξei, ek〉 · ek entonces

α(ei, Aξei) =
∑
k

εk · 〈Aξei, ek〉 · α(ei, ek)

=
∑
k

εk · 〈α(ei, ek), ξ〉 · α(ei, ek)

y así tenemos que

∑
i

εi · 〈Z, α(ei, Aξei)〉 =
∑
i

εi · 〈Z,

(∑
k

εk · 〈α(ei, ek), ξ〉 · α(ei, ek)

)
〉

=
∑
i,k

εi · εk · 〈α(ei, ek), ξ〉 · 〈Z, α(ei, ek)〉

y como
α(ei, ek) = 〈ξ, ξ〉 · 〈α(ei, ek), ξ〉 · ξ

entonces se tiene

∑
i

εi · 〈Z, α(ei, Aξei)〉 = 〈ξ, ξ〉 ·

(∑
i,k

εi · εk · 〈α(ei, ek), ξ〉2
)
· 〈Z, ξ〉
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Calculemos ahora el Laplaciano de 〈Z, ξ〉

4〈Z, ξ〉 = div[grad〈Z, ξ〉]

=
∑
i

εi · 〈Dei(grad〈Z, ξ〉), ei〉

=
∑
i

εi · 〈Dei

(∑
j

εj · 〈grad〈Z, ξ〉, ej〉 · ej

)
, ei〉

=
∑
i

εi · 〈Dei

(∑
j

εj · ej〈Z, ξ〉 · ej

)
, ei〉

=
∑
i,j

εi · εj · 〈Dei (ej〈Z, ξ〉 · ej) , ei〉

=
∑
i,j

εi · εj · 〈 ei(ej〈Z, ξ〉) · ej + ej〈Z, ξ〉 ·Deiej, ei 〉

=
∑
i,j

εi · εj · [ ei(ej〈Z, ξ〉) · 〈ej, ei〉+ ej〈Z, ξ〉 · 〈Deiej, ei〉 ]

=
∑
i,j

εi · εj · ei(ej〈Z, ξ〉) · 〈ej, ei〉 por (a)

=
∑
i

ε2i · ei(ei〈Z, ξ〉) · 〈ei, ei〉 =
∑
i

εi · ei(ei〈Z, ξ〉)

=
∑
i

εi · ei( 〈DeiZ, ξ〉+ 〈Z,Deiξ〉 )

=
∑
i

εi · ei( ϕ · 〈ei, ξ〉 − 〈Z,Aξei〉 )

= −
∑
i

εi · ei〈Z,Aξei〉

= −
∑
i

εi · [ 〈DeiZ,Aξei〉+ 〈Z,DeiAξei〉 ]

= −
∑
i

εi · [ ϕ · 〈ei, Aξei〉+ 〈Z,∇eiAξei〉+ 〈Z, α(ei, Aξei)〉 ]

= −
∑
i

εi · [ ϕ · 〈ξ, α(ei, ei)〉+ 〈Z,∇eiAξei〉+ 〈Z, α(ei, Aξei)〉 ]

= −m · ϕ · 〈H, ξ〉 − 〈α, α〉 · 〈Z, ξ〉 por (b), (e) y (f)

Proposición 3.4.4. (Ejemplo de un producto alabeado con un campo cerra-
do conforme) Sea R1

ν, con ν = 0, 1 y N una variedad semi-Riemanniana.
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Considere el producto alabeado P = R1
ν ×f N , donde f ∈ C∞(R). Si Z̄ es

el levantamiento de Z = f · ∂t ∈ X(R1
ν), entonces Z̄ es un campo cerrado

conforme de P . Más aún , se tiene que D̄XZ̄ = f ′ ·X, para todo X en X(P ).

Demostración. Sea X cualquier campo vectorial de P = R1
ν×fN . Por De�ni-

ción 2.3.10, podemos descomponer X como X = XR+XN , donde XR := x·∂t
está en L(R1

ν) y XN está en L(N). Apoyándonos en Proposición 2.3.12, ob-
tengamos D̄XZ̄

D̄XZ̄ = D̄XR(f · ∂t) + D̄XN (f · ∂t)
= Dx·∂t(f · ∂t) + D̄XN (f · ∂t)
= x ·D∂t(f · ∂t) + D̄XN (f · ∂t)
= x · f ′ · ∂t + x · f ·D∂t∂t + D̄XN (f · ∂t)
= x · f ′ · ∂t + D̄XN (f · ∂t)

= f ′ · x · ∂t +
f · ∂tf
f
·XN

= f ′ · x · ∂t + f ′ ·XN

= f ′ · [x · ∂t +XN ]

= f ′ · [XR +XN ]

= f ′ ·X

3.5. Espacio de De Sitter y Anti De Sitter

De�namos, para ε = ±1, las siguientes subvariedades de Rn+1
3−ε
2

Mn
1 (ε, r) =

{
p ∈ Rn+1

3−ε
2

: 〈p, p〉 = εr2
}

Por la Proposición 4.17 de [8] y el argumento que se da al principio de la
sección 4. Hipercuadricas de la misma referencia [8], se tienen que M(ε, r)
son hipersuper�cies, que de hecho en el texto se les conocen como una hiper-
cuadricas de Rn+1

3−ε
2

.

Analicemos entonces dichas hipersuper�cies. Si p ∈Mn
1 (ε, r), entonces p ∈

(TpM
n
1 (ε, r))⊥ el cual además, por de�nición, 〈p, p〉 = εr2. Obtenemos de es-

te punto, un vector unitario normal de�nido como ξ(p) :=
p

|p|
=

p√
|εr2|

=
p

r
.
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Como Mn
1 (ε, r) es una hipersuper�cie, entonces

(TpM
n
1 (ε, r))⊥ = {λξ : λ es un número real y ξ es un vector normal unitario}

=
{
λ
p

r
: λ es un número real

}
De hecho, para cualquier vector normal η ∈ (TpM

n
1 (ε, r))⊥, entonces

η = 〈ξ(p), ξ(p)〉〈η, ξ(p)〉ξ(p)
= 〈p/r, p/r〉〈η, ξ(p)〉ξ(p)

=
1

r2
〈p, p〉〈η, ξ(p)〉ξ(p)

=
εr2

r2
〈η, ξ(p)〉ξ(p)

= ε〈η, ξ(p)〉ξ(p)

Podemos obtener el operador de forma de manera puntual. Sea v ∈ TpMn
1 (ε, r)

entonces

Aξ(p)(v) = −Dvξ(p) = −Dv
p

r
= −1

r
Dvp = −1

r
v

Por otro lado, notemos que

〈ξ(p), ξ(p)〉 =
1

r2
〈p, p〉 =

1

r2
εr2 = ε

así, ya calculado el operador de forma y con la anterior igualdad, se tiene
que la segunda forma fundamental en el punto p está dada de la siguiente
manera: Dados x, y ∈ TpMn

1 (ε, r) tenemos

α(x, y) = 〈ξ(p), ξ(p)〉〈α(x, y), ξ(p)〉ξ(p)
= ε〈α(x, y), ξ(p)〉ξ(p)
= ε〈Aξ(p)x, y〉ξ(p)

= ε〈−1

r
x, y〉p

r

= − ε

r2
〈x, y〉p

Ahora, proseguimos a calcular el vector de curvatura media en el punto p.
Tomemos un marco ortonormal {x1, . . . , xn} de TpMn

1 (ε, r) donde además
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εk = 〈xk, xk〉 = ±1. Se tiene entonces

H(p) =
1

n

n∑
j=1

εjα(xj, xj)

=
1

n

n∑
j=1

−εεj
r2
〈xj, xj〉p

=
1

n

n∑
j=1

−
εε2j
r2
p

= − ε

r2n
np = − ε

r2
p

Ya que H(p) = − ε

r2
p, se tiene queMn

1 (ε, r) es una hipersuper�cie totalmente

umbílica. Se tiene también que la norma del vector de curvatura media es

|H(p)| = |ε|
r2

√
|εr2| = 1

r

Finalmente calculamos el tensor de curvatura y la curvatura seccional. Para
eso, tomemos x, y, z, w ∈ TpMn

1 (ε, r), se tiene entonces

〈Rxyz, w〉 = 〈α(x, z), α(y, w)〉 − 〈α(x,w), α(y, z)〉

=
ε2

r4
〈x, z〉〈y, w〉〈p, p〉 − ε2

r4
〈x,w〉〈y, z〉〈p, p〉

=
εr2

r4
〈x, z〉〈y, w〉 − εr2

r4
〈x,w〉〈y, z〉

=
ε

r2
〈〈x, z〉y − 〈y, z〉x,w〉

entonces tenemos que el tensor de curvatura es de la forma

Rxyz = − ε

r2
[〈y, z〉x− 〈x, z〉y] = − ε

r2
(x ∧ y)z

y la curvatura seccional es de la forma

K(x, y) =
〈Rxyx, y〉
Q(x, y)

=
ε

r2
· 〈〈x, x〉y − 〈y, x〉x, y〉
〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2

=
ε

r2

Una breve aplicación de la De�nición 3.4.1 y la Proposición 3.4.2 para
obtener el mismo resultado previo será la siguiente:
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Sea p ∈Mn
1 (ε, r), v ∈ TpMn

1 (ε, r) y el campo vectorial constante

X : Rn+1
3−ε
2

→ TRn+1
3−ε
2

tal que X(p) = v

De�namos ahora el campo vectorial

Z : Rn+1
3−ε
2

→ TRn+1
3−ε
2

dado por Z = X − ε〈X, ξ〉ξ

Para todo q ∈Mn
1 (ε, r), recordemos que ξ(q) = q

r
, entonces

Z(q) = X(q)− ε〈X(q), ξ(q)〉ξ(q)
= X(q)− ε〈X(q), q/r〉q/r

= X(q)− ε

r2
〈X(q), q〉q

lo cual implica que

〈Z(q), ξ(q)〉 =
1

r
〈Z(q), q〉

=
1

r
〈X(q), q〉 − ε

r3
〈X(q), q〉〈q, q〉

=
1

r
〈X(q), q〉 − ε

r3
εr2〈X(q), q〉

=
1

r
〈X(q), q〉 − ε2r2

r3
〈X(q), q〉

=
1

r
〈X(q), q〉 − 1

r
〈X(q), q〉 = 0

Esto nos dice que Z(q) ∈ TpM
n
1 (ε, r) para todo q ∈ Mn

1 (ε, r). Si Y ∈
TMn

1 (ε, r), como X es un campo vectorial constante, se tiene entonces

∇YZ = (DYZ)T

= (DYX − εDY 〈X, ξ〉ξ)T

= (−εDY 〈X, ξ〉ξ)T

= (−εY 〈X, ξ〉ξ − ε〈X, ξ〉DY ξ)
T

= ε〈X, ξ〉AξY
= ε〈X, ξ〉(−1/r)Y

= − ε
r
〈X, ξ〉Y

Por lo cual ∇YZ = ϕY donde ϕ = − ε
r
〈X, ξ〉, siendo así Z, por De�nición

3.4.1, un campo cerrado conforme. Por otro lado, si evaluamos Z en p se
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obtiene

Z(p) = X(p)− ε〈X(p), ξ(p)〉ξ(p)
= x(p)− ε〈v, p/r〉p/r

= v − ε

r2
〈v, p〉 = v

cumpliendo así la condición inicial de que Z(p) = v. Por la Proposición 3.4.2,
nos dice entonces que Mn

1 (ε, r) tiene curvatura seccional constante, que con

respecto a nuestros cálculos previamente obtenidos, está dada por
ε

r2
.
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Capítulo 4

Dirección Principal Canónica

Una vez abordado todos los preliminares de los capítulos anteriores, dare-
mos paso al estudio de las Hipersuper�cies con Dirección Principal Canónica,
objetivo central de ésta tesis.

Una dirección principal canónica relativa a un campo vectorial es una di-
rección principal obtenida por la proyección tangente de dicho campo sobre
la hipersuper�cie.

Analizaremos tres tipos particulares de hipersuper�cies las cuales cum-
plen ciertas propiedades especí�cas. Los casos a estudiar son los siguientes:

M es una hipersuper�cie no degenerada, en un ambiente semi Rieman-
niano N el cual admite un campo vectorial paralelo.

M es una hipersuper�cie no degenerada, en un ambiente semi Rieman-
niano N el cual admite un campo cerrado conforme. Note que éste
caso es muy parecido al anterior pero menos restrictivo ya que en el
mencionado anteriormente, el campo admitido es paralelo.

M es una hipersuper�cie tipo espacio, en un ambiente Lorentziano el
cual admite un campo cerrado conforme tipo tiempo. Encontrado en el
Teorema 2.8 del artículo [10] como ya habíamos mencionado anterior-
mente. Cabe mencionar que el caso anterior es una generalización de
éste.

Obtendremos una caracterización para que dichas hipersuper�cies tengan
una dirección principal canónica, además, examinaremos en que situaciones
son totalmente geodésicas.
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4.1. Subvariedades Semi-Riemannianas con Án-
gulo Constante

De�nición 4.1.1. Sea M una subvariedad no degenerada equipada con la
métrica inducida de una variedad semi-Riemanniana N , donde N admite un
campo vectorial paralelo. Se dice que M es de ángulo constante si para el
campo vectorial Z paralelo en N se tiene que

〈
ZT , ZT

〉
= λ es constante,

donde Z = ZT + Z⊥.

Observación 4.1.2. SeaX ∈ X(M), como Z es un campo paralelo, entonces
X〈Z,Z〉 = 2〈DXZ,Z〉 = 0, es decir, 〈Z,Z〉 es constante y ya que

〈Z,Z〉 = λ+ 〈Z⊥, Z⊥〉

entonces µ : = 〈Z⊥, Z⊥〉 es constante. Si suponemos que λ, µ 6= 0 y además

T =
ZT

|〈ZT , ZT 〉|1/2
ξ =

Z⊥

|〈Z⊥, Z⊥〉|1/2

se tiene que Z se descompone de la siguiente manera

Z = |λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ

Observación 4.1.3. En las siguientes a�rmaciones consideraremos a M co-
mo una subvariedad no-degenerada de ángulo constante de la variedad semi-
Riemmaniana N que admite un campo vectorial paralelo Z y cuya descom-
posición esta dada por Z = |λ|1/2 ·T + |µ|1/2 ·ξ, ya descrita en la Observación
4.1.2.

Proposición 4.1.4. Tomemos M , N y Z como en Observación 4.1.3. Sea
W en X(M) y denotemos ρ = |λ/µ|1/2 (note que µ 6= 0). Entonces

1. AξT = 0 (es decir, T es dirección principal de Aξ)

2. AξW = ρ · ∇WT

3. ρ · α(T,W ) = −∇⊥W ξ

4. ρ · α(T, T ) = −∇⊥T ξ

5. ∇TT = 0 (es decir, T es un campo geodésico)

6. 〈α(W,T ), ξ〉 = 0
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Demostración. Sea X ∈ X(M), ya que DXZ = 0, entonces

0 = |λ|1/2DXT + |µ|1/2DXξ

= |λ|1/2(∇XT + α(X,T )) + |µ|1/2(−AξX +∇⊥Xξ)

obteniendo así las siguientes dos ecuaciones{
0 = |λ|1/2∇XT − |µ|1/2AξX
0 = |λ|1/2α(X,T ) + |µ|1/2∇⊥Xξ

Los puntos 2 y 3 se obtienen directamente de las dos ecuaciones anteriores
y para obtener 4 se sustituye W = T en 3. Ahora supongamos que X = T
en la primera ecuación obtenida anteriormente, entonces

0 = |λ|1/2∇TT − |µ|1/2AξT

Sea W en X(M), tenemos que

〈∇TT,W 〉 = |µ/λ|1/2〈AξT,W 〉
= |µ/λ|1/2〈ξ, α(T,W )〉
= |µ/λ|1/2〈ξ,−|µ/λ|1/2∇⊥W ξ〉
= −|µ/λ| 〈ξ,∇⊥W ξ〉
= −(1/2)|µ/λ| W 〈ξ, ξ〉 = 0

así, ∇TT = 0, implicando esto también que AξT = 0. Esto demuestra 1 y
5. Notemos que, por 1, 〈α(W,T ), ξ〉 = 〈AξT,X〉 = 0 obteniendo así el punto
6.

Corolario 4.1.5. Sea M , N y Z como en Observación 4.1.3. Supongamos
que M es una hipersuper�cie. Entonces para todo campo vectorial W en
X(M) se tiene que:

(a) α(W,T ) = 0

(b) ∇⊥W ξ = 0

(c) T es un campo geodésico sobre el ambiente N

Demostración.

(a) Por la Proposición 4.1.4, inciso 6., se tiene que 〈α(W,T ), ξ〉 = 0 y
ya que M es hipersuper�cie, entonces ξ genera T⊥M , y por lo tanto
α(W,T ) = 0.
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(b) Usando inciso (a) sabemos que α(W,T ) = 0 para todo campo vectorial
W en X(M) y por Proposición 4.1.4 inciso 3., se tiene entonces que

∇⊥W ξ = −ρ · α(T,W ) = 0

(c) Por inciso (a), sabemos que α(W,T ) = 0 para todo campo vectorial W
en X(M), y en particular se tiene α(T, T ) = 0. La Proposición 4.1.4
inciso 5., nos dice que ∇TT = 0. Aplicando entonces la fórmula de
Gauss a DTT se tiene

DTT = ∇TT + α(T, T ) = 0

Proposición 4.1.6. SeaM , N y Z como en Observación 4.1.3. Supongamos
que M es una hipersuper�cie y que λ = 0. Entonces M es ortogonal al campo
vectorial paralelo Z y además es totalmente geodésica.

Demostración. Como λ = 0, Z se puede ver como Z = |µ|1/2 · ξ, entonces
para todoW en X(M), se tiene que 〈W,Z〉 = |µ|1/2 ·〈W, ξ〉 = 0, por lo cualM
es ortogonal a Z. Por otro lado, sean X, Y en X(M), como ρ = |λ/µ|1/2 = 0,
por Proposición 4.1.4 (2) se tiene que AξX = ρ · ∇XT = 0, por lo cual
〈α(X, Y ), ξ〉 = 〈AξX, Y 〉 = 0, por lo tanto α ≡ 0, es decir, M es totalmente
geodésico sobre N .

Proposición 4.1.7. SeaM , N y Z como en Observación 4.1.3. Supongamos
que M es una hipersuper�cie con curvatura media constante, µ 6= 0 y además
Aξ es diagonalizable. Entonces M es totalmente geodésica.

Demostración. Como Z es paralelo, entonces DXZ = 0 para cualquier X en
X(M), siendo así un campo cerrado conforme donde ϕ ≡ 0 de acuerdo a la
De�nición 3.4.1 y ya que 〈Z, ξ〉 = sgn(µ) · |µ|1/2 6= 0 es constante, entonces
4〈Z, ξ〉 = 0. Por la Proposición 3.4.3, entonces se tiene que 〈α, α〉 = 0.
Como Aξ es diagonalizable, existe una base ortonormal {X1, . . . , Xm} de M
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y escalares λ1, . . . , λm tales que AξXi = λi ·Xi, entonces tenemos

0 = 〈α, α〉 = 〈ξ, ξ〉 ·
∑
i,k

εi · εk · 〈α(Xi, Xk), ξ〉2

= sgn(µ) ·
∑
i,k

εi · εk · 〈Xi, AξXk〉2

= sgn(µ) ·
∑
i,k

εi · εk · 〈Xi, λk ·Xk〉2

= sgn(µ) ·
∑
i

ε2i · 〈Xi, λi ·Xi〉2

= sgn(µ) ·
∑
i

〈Xi, AξXi〉2

= sgn(µ) ·
∑
i

〈ξ, α(Xi, Xi)〉2

Se tiene entonces que para todo 1 ≤ i ≤ m, 〈ξ, α(Xi, Xi)〉 = 0, y como M
es una hipersuper�ce, esto implica que α(Xi, Xi) = 0. Por otro lado, para
i 6= j, se tiene

α(Xi, Xj) = 〈ξ, ξ〉 · 〈α(Xi, Xj), ξ〉 · ξ = sgn(µ) · 〈Xi, AξXj〉 · ξ
= sgn(µ) · 〈Xi, λj ·Xj〉 · ξ = sgn(µ) · λj · 〈Xi, Xj〉 · ξ = 0

por lo tanto α ≡ 0, es decir, M es totalmente geodésica.

Proposición 4.1.8. SeaM , N y Z como en Observación 4.1.3. Supongamos
que dim(N) ≥ 3,M2 es una super�cie mínima y λ 6= 0. EntoncesM es plana.
Además, si dim(N) = 3, entonces M es totalmente geodésica.

Demostración. Tomemos X en X(M) tal que sea unitario y ortogonal a T .
Basta demostrar que

∇TT = ∇XT = ∇TX = ∇XX = 0

para concluir que M es plana.

∇TT = 0. Por la Proposición 4.1.4 5 se tiene que ∇TT = 0.

∇XT = 0. Notemos que

〈∇XT, T 〉 = (1/2) X〈T, T 〉 = 0

y además por Proposición 4.1.4 2,

〈∇XT,X〉 = (1/ρ) 〈AξX,X〉 = (1/ρ) 〈α(X,X), ξ〉 = 0

esto implica que ∇XT = 0.
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∇XX = 0. Como X,T son ortogonales, se tiene

0 = X〈X,T 〉 = 〈∇XX,T 〉+ 〈X,∇XT 〉

entonces
〈∇XX,T 〉 = −〈X,∇XT 〉 = 0

y como X es unitario

〈∇XX,X〉 = (1/2) X〈X,X〉 = (1/2) X(1) = 0

por lo tanto ∇XX = 0.

∇TX = 0. Tenemos las siguientes igualdades

〈∇TX,X〉 = (1/2) T 〈X,X〉 = 0

〈∇TX,T 〉 = T 〈X,T 〉 − 〈X,∇TT 〉 = 0

por lo tanto ∇TX = 0.

Ahora, si dim(N) = 3 y suponemos que X,T es marco ortonormal de X(M),
estamos en el caso en que M es una hipersuper�cie de N , por el Corolario
4.1.5 (a) α(X,T ) = 0 y α(T, T ) = 0. Por otro lado, como M es mínima, se
tiene que α(X,X) + α(T, T ) = 0, entonces α(X,X) = −α(T, T ) = 0, por lo
tanto α ≡ 0, es decir, M es totalmente geodésica.

Proposición 4.1.9. Tomemos M , N y Z como en Observación 4.1.3. Sea
M2 una super�cie mínima y dim(N) ≥ 3. Se tienen los siguientes casos:

(a) Si M es tipo-tiempo y N tiene curvatura seccional no-positiva entonces
M es totalmente geodésica.

(b) SiM es tipo-espacio y N tiene curvatura seccional no-negativa entonces
M es totalmente geodésica.

Demostración.

(a) Tomemos X en X(M) tal que sea unitario y ortogonal a T formando
así un marco ortonormal paraM . Por la Proposición 4.1.8, se tiene que
M es plana, y por lo tanto RM

TXT = 0. Usando la fórmula de Gauss
tenemos entonces

0 = 〈RM
TXT,X〉

= 〈RN
TXT,X〉 − 〈α(T,X), α(X,T )〉+ 〈α(T, T ), α(X,X)〉
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obteniendo así la siguiente igualdad

〈RN
TXT,X〉 = 〈α(T,X), α(X,T )〉 − 〈α(T, T ), α(X,X)〉

Como M es una super�cie mínima se tiene que α(X,X) +α(T, T ) = 0,
equivalentemente α(X,X) = −α(T, T ) y así

〈RN
TXT,X〉 = 〈α(T,X), α(X,T )〉+ 〈α(T, T ), α(T, T )〉

Por un lado, como M es tipo-tiempo, entonces M⊥ es tipo espacio, por
lo cual

〈α(T,X), α(X,T )〉+ 〈α(T, T ), α(T, T )〉 ≥ 0

y por otro lado,N tiene curvatura seccional no-positiva, es decir,RN
TXT ≤

0, por lo tanto
‖α(T,X)‖2 + ‖α(T, T )‖2 = 0

lo cual implica que α(T,X) = 0 y α(T, T ) = −α(X,X) = 0 obteniendo
así el resultado deseado.

(b) La demostración es análoga al inciso anterior simplemente invirtiendo
los sentidos de las desigualdades.

4.2. Hipersuper�cies con Dirección Principal Ca-
nónica

Lema 4.2.1. Sea Mn una hipersuper�cie no degenerada cuyo ambiente es
una variedad semi-Riemanniana Nn+1 que admite un campo vectorial cerrado
conforme Z. Entonces Z se puede descomponer sobre M como

Z = |Z| · (|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ)

donde T , ξ, λ y µ se de�nen como

T :=
ZT

|〈ZT , ZT 〉|1/2

ξ :=
Z⊥

|〈Z⊥, Z⊥〉|1/2

λ :=
1

|Z|2
〈
ZT , ZT

〉
µ :=

1

|Z|2
〈
Z⊥, Z⊥

〉
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Demostración. Descomponiendo Z en su parte tangente y normal se tiene

Z = ZT + Z⊥

= |〈ZT , ZT 〉|1/2 · T + |〈Z⊥, Z⊥〉|1/2 · ξ
= ||Z|2 · λ|1/2 · T + ||Z|2 · µ|1/2 · ξ
= |Z| · (|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ)

Proposición 4.2.2. Sean M , N y Z como en el Lema 4.2.1. Entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones:

(a) ϕ ·X = X(λ̄) · T + λ̄ · ∇XT − µ̄ · AξX

(b) 0 = X(µ̄) · ξ + λ̄ · α(X,T )

donde

X es un campo vectorial en X(M)

ϕ ∈ C∞(N) tal que DXZ = ϕX

λ̄ = |Z| · |λ|1/2 y µ̄ = |Z| · |µ|1/2

Demostración. Sea X ∈ X(M), calculemos ahora DXZ con la descomposi-
ción de Z obtenida en Lema 4.2.1

DXZ = DX

[
|Z| · (|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ)

]
= X(|Z|) · (|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ) + |Z| ·DX(|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ)
= X(|Z|) · (|λ|1/2 · T + |µ|1/2 · ξ)

+ |Z| ·X(|λ|1/2) · T + |Z| · |λ|1/2 ·DXT

+ |Z| ·X(|µ|1/2) · ξ + |Z| · |µ|1/2 ·DXξ

=
(
X(|Z|) · |λ|1/2 + |Z| ·X(|λ|1/2)

)
· T

+
(
X(|Z|) · |µ|1/2 + |Z| ·X(|µ|1/2)

)
· ξ

+ |Z| · |λ|1/2 · (∇XT + α(X,T ))

+ |Z| · |µ|1/2 ·
(
−AξX +∇⊥Xξ

)
= X(|Z| · |λ|1/2) · T +X(|Z| · |µ|1/2) · ξ

+ |Z| · |λ|1/2 · (∇XT + α(X,T ))− |Z| · |µ|1/2 · AξX
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por otro lado, como Z es cerrado conforme, existe una función ϕ ∈ C∞(M)
tal que DXZ = ϕ ·X, teniendo así

ϕ ·X = X(|Z| · |λ|1/2) · T +X(|Z| · |µ|1/2) · ξ
+ |Z| · |λ|1/2 · (∇XT + α(X,T ))− |Z| · |µ|1/2 · AξX

aplicando ahora proyecciones tangente y normal, se obtienen las siguientes
ecuaciones

ϕ ·X = X(|Z| · |λ|1/2) · T + |Z| · |λ|1/2 · ∇XT − |Z| · |µ|1/2 · AξX

0 = X(|Z| · |µ|1/2) · ξ + |Z| · |λ|1/2 · α(X,T )

Corolario 4.2.3. Sean M , N y Z como en el Lema 4.2.1. Si W ∈ X(M)
tal que W es ortogonal con T y denotando uξ = 〈ξ, ξ〉 = ±1, se cumplen las
siguientes ecuaciones:

(a) AξW =
1

µ̄
· [W (λ̄) · T + λ̄ · ∇WT − ϕ ·W ]

(b) AξT =
T (λ̄)− ϕ

µ̄
· T +

λ̄

µ̄
· ∇TT

(c) α(W,T ) = −W (µ̄)

λ̄
· ξ

(d) α(T, T ) = −T (µ̄)

λ̄
· ξ

(e) 〈α(W,T ), ξ〉 = −W (µ̄)

λ̄
· uξ

(f) 〈α(T, T ), ξ〉 = −T (µ̄)

λ̄
· uξ

(g) W (µ̄) = − λ̄
2

µ̄
· uξ · 〈∇TT,W 〉

donde

ϕ ∈ C∞(N) tal que DXZ = ϕX

λ̄ = |Z| · |λ|1/2 y µ̄ = |Z| · |µ|1/2

Demostración.
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(a) De la Proposición 4.2.2 (a), hacemos X = W y despejando Aξ se tiene
que

AξW =
1

µ̄
· [W (λ̄) · T + λ̄ · ∇WT − ϕ ·W ]

(b) Análogamento como en inciso (a) pero haciendo X = T

AξT =
T (λ̄)− ϕ

µ̄
· T +

λ̄

µ̄
· ∇TT

(c) De la Proposición 4.2.2 (b), haciendo X = W y despejando α(W,T ) se
obtiene

α(W,T ) = −W (µ̄)

λ̄
· ξ

(d) Análogamento como en inciso (c) pero haciendo X = T

α(T, T ) = −T (µ̄)

λ̄
· ξ

(e) Usando inciso (c) se tiene que

〈α(W,T ), ξ〉 = −W (µ̄)

λ̄
· 〈ξ, ξ〉 = −W (µ̄)

λ̄
· uξ

(f) Análogamente, usando inciso (d) se tiene que

〈α(T, T ), ξ〉 = −T (µ̄)

λ̄
· 〈ξ, ξ〉 = −T (µ̄)

λ̄
· uξ

(g) Usando la hipótesis de que W y T son ortogonales e inciso (b) tenemos
que

〈α(W,T ), ξ〉 = 〈W,AξT 〉

=
1

µ̄
· [T (λ̄)− ϕ] · 〈W,T 〉+

λ̄

µ̄
· 〈W,∇TT 〉

=
λ̄

µ̄
· 〈W,∇TT 〉

por otro lado se tiene que

〈α(W,T ), ξ〉 = −W (µ̄)

λ̄
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equivalentemente

−W (µ̄)

λ̄
=
λ̄

µ̄
· 〈W,∇TT 〉

y por lo tanto

W (µ̄) = − λ̄
2

µ̄
· uξ · 〈∇TT,W 〉

Teorema 4.2.4. Sean M , N y Z como en el Lema 4.2.1. Entonces las si-
guientes a�rmaciones son equivalentes.

1. M tiene una dirección principal canónica relativa a Z, es decir, T es
dirección principal.

2. µ̄ es constante a lo largo de las direcciones tangentes a M y ortogonales
a T .

3. Las curvas integrales de T son geodésicas en M .

Demostración. Sea W un campo vectorial en X(M) ortogonal a T . Se tienen
entonces las siguientes implicaciones:

(1)⇒(2)
Como T es dirección principal, se tiene que AξT = θ ·T . Usando Coro-
lario 4.2.3 (b), se tiene que

θ · T = AξT =
T (λ̄)− ϕ

µ̄
· T +

λ̄

µ̄
· ∇TT

despejando ∇TT obtenemos

∇TT =

[
µ̄ · θ − T (λ̄)− ϕ

λ̄

]
· T

y sustituyendo este despeje en Corolario 4.2.3 (g) tenemos entonces

W (µ̄) = − λ̄
2

µ̄
· uξ · 〈∇TT,W 〉

= −
[
µ̄ · θ − T (λ̄)− ϕ

λ̄

]
· λ̄

2

µ̄
· uξ · 〈T,W 〉 = 0

y por lo tanto
µ̄ = |Z| · |µ|1/2 = |Z⊥|

es constante.
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(2)⇒(3)
Como µ̄ es constante, por Corolario 4.2.3 (g) se tiene que 〈∇TT,W 〉 =
0. Además, como T es unitario, se tiene que 〈∇TT, T 〉 = (1/2)·T 〈T, T 〉 =
0 y por lo tanto ∇TT = 0.

(3)⇒(1)
Tenemos que ∇TT = 0, entonces por Corolario 4.2.3 (b) tenemos que

AξT =
T (λ̄)− ϕ

µ̄
· T +

λ̄

µ̄
· ∇TT =

T (λ̄)− ϕ
µ̄

· T

y por lo tanto, T es dirección principal.

4.3. Ángulo Hiperbólico en Hipersuper�cies tipo-
espacio

De�nición 4.3.1. Sea N una variedad Lorentziana y suponga queM es una
hipersuper�cie tipo-espacio de N , entonces existe un campo vectorial unitario
tipo-tiempo ξ : M → T⊥M . Sea Z un campo vectorial cerrado conforme sobre
N tal que Z|M es tipo-tiempo y pertenece al mismo Cono de Tiempo de ξ
para cada punto de M , que por Lema 1.2.13, 〈Z(p), ξ(p)〉 < 0 para cada
p ∈ M . Por la Proposición 1.2.14 podemos de�nir la función θ : M → R tal
que θ(p) es el ángulo hiperbólico entre Z(p) y ξ(p) y está dado por

cosh θ(p) = −〈 Z(p)

|Z(p)|
, ξ(p)〉

Lema 4.3.2. Sea N una variedad Lorentziana y suponga que M es una
hipersuper�cie tipo-espacio de N , entonces existe un campo vectorial unitario
tipo-tiempo ξ : M → T⊥M . Si Z y θ son como en la De�nición 4.3.1. El
campo vectorial Z se puede descomponer sobre M en términos de θ como

Z = |Z| (sinh θ T + cosh θ ξ)

donde T : = ZT/|ZT | y ZT es la componente de Z en X(M).

Demostración. Tomemos ZT y Z⊥ como las componentes de Z en X(M) y
T⊥M respectivamente, entonces Z = ZT + Z⊥. Como M tiene codimensión
uno y ξ es tipo-tiempo, se tiene

Z⊥(p) = −〈Z(p), ξ(p)〉 ξ(p) = |Z(p)| cosh θ ξ(p)
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Tenemos entonces que

Z(p) = ZT (p)− 〈Z(p), ξ(p)〉 ξ(p) = ZT (p) + |Z(p)| cosh θ(p) ξ(p)

Por ahora, omitiremos p en nuestra notación. Por otro lado〈
ZT , ZT

〉
= 〈Z − |Z| cosh θ ξ, Z − |Z| cosh θ ξ〉
= 〈Z,Z〉 − 2|Z| cosh θ 〈Z, ξ〉+ |Z|2 cosh2 θ 〈ξ, ξ〉
= − (−〈Z,Z〉)− 2|Z|2 cosh θ 〈Z/|Z|, ξ〉 − |Z|2 cosh2 θ

= −|Z|2 + 2|Z|2 cosh2 θ − |Z|2 cosh2 θ

= −|Z|2 + |Z|2 cosh2 θ

= −|Z|2(1− cosh2 θ)

= |Z|2(cosh2 θ − 1)

= |Z|2 sinh2 θ

Entonces podemos escribir ZT como

ZT = |ZT | T = |〈ZT , ZT 〉|1/2 T
= ||Z|2|1/2| sinh2 θ|1/2 T
= |Z| · | sinh θ| T
= |Z| sinh θ T ya que θ ≥ 0

Observación 4.3.3. En las a�rmaciones consecutivas de esta sección se to-
marán en cuenta las siguientes hipótesis: N es una variedad Lorentziana que
admite un campo vectorial cerrado conforme Z, M es una hipersuper�cie de
N tipo espacio con campo vectorial normal unitario ξ : M → T⊥M . Para Z,
se tiene que Z|M es tipo tiempo, pertenece al mismo Cono de Tiempo de ξ
para todo punto de M , existe una función ϕ ∈ C∞(N) tal que para todo
X ∈ X(N) se tiene que DXZ = ϕX y además, por el Lema 4.3.2, éste se
descompone de la forma

Z = |Z| (sinh θ T + cosh θ ξ)

Observación 4.3.4. Notemos que Z y ξ son colineales si y sólo si sinh θ = 0,
y a su vez, por la identidad hiperbólica 1 = cosh2 θ − sinh2 θ, cosh θ = 1 y
θ = 0.

Proposición 4.3.5. Considere las hipótesis de la Observación 4.3.3. Enton-
ces para cada campo vectorial Y ∈ X(M) se tiene las siguientes igualdades
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1.
ϕ

|Z|
Y +ϕ sinh2 θ

〈Y, T 〉
|Z|

T = (Y ·θ) cosh θ T+sinh θ ∇Y T−cosh θ AξY

2. α(Y, T ) + (Y · θ) ξ = ϕ cosh θ
〈Y, T 〉
|Z|

ξ

Demostración. Como Z es cerrado conforme, Y · 〈Z,Z〉 = 2〈∇̄YZ,Z〉 =
2ϕ 〈Y, Z〉. Notemos ahora que

2|Z| (Y · |Z|) = Y · |Z|2 = −Y · 〈Z,Z〉 = −2ϕ 〈Y, Z〉

entonces
Y · |Z| = −ϕ 〈Y, Z/|Z|〉

Aplicando ahora Lema 4.3.2 obtenemos

Y · |Z|−1 = − 1

|Z|2
Y · |Z| = 1

|Z|2
ϕ 〈Y, Z/|Z|〉 =

ϕ 〈Y, Z〉
|Z|3

=
ϕ

|Z|3
〈Y, |Z| (sinh θ T + cosh θ ξ)〉

=
ϕ

|Z|2
(sinh θ 〈Y, T 〉+ cosh θ〈Y, ξ〉)

=
ϕ sinh θ

|Z|2
〈Y, T 〉

Ahora derivamos ambos lados de la igualdad de la descomposición de Z dada
en Lema 4.3.2. Por un lado tenemos

∇̄Y (Z/|Z|) = ∇̄Y (sinh θ T ) + ∇̄Y (cosh θ ξ)

= Y · (sinh θ) T + sinh θ ∇̄Y T + Y · (cosh θ) ξ + cosh θ ∇̄Y ξ

= cosh θ Y (θ) T + sinh θ ∇Y T + sinh θ α(Y, T )

+ sinh θ Y (θ) ξ − cosh θ AξY por ser M hipersuper�cie

y por otro tenemos

∇̄Y (Z/|Z|) = Y · |Z|−1 Z +
1

|Z|
∇̄YZ

=
ϕ sinh θ

|Z|2
〈Y, T 〉 Z +

1

|Z|
ϕ Y

=
ϕ sinh θ

|Z|
〈Y, T 〉 Z

|Z|
+

1

|Z|
ϕ Y

=
ϕ sinh θ

|Z|
〈Y, T 〉 (sinh θ T + cosh θ ξ) +

1

|Z|
ϕ Y

De estos dos cálculos,
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igualando parte tangente obtenemos (1)

cosh θ Y (θ) T +sinh θ ∇Y T −cosh θ AξY =
ϕ sinh2 θ

|Z|
〈Y, T 〉 T +

ϕ

|Z|
Y

igualando parte normal

sinh θ α(Y, T ) + sinh θ Y (θ) ξ =
ϕ sinh θ cosh θ

|Z|
〈Y, T 〉 ξ

y cancelando sinh θ (suponiendo que θ 6= 0) obtenemos (2)

α(Y, T ) + Y (θ) ξ =
ϕ cosh θ

|Z|
〈Y, T 〉 ξ

Corolario 4.3.6. Considere las hipótesis de la Observación 4.3.3. Tomemos
W en X(M) tal que T y W son ortogonales. Entonces

1. AξT = (T · θ) T + tanh θ ∇TT −
ϕ

|Z|
cosh θ T

2. AξW = (W · θ) T + tanh θ ∇WT −
ϕ

|Z|
sech θ T

3. α(T,W ) = −(W · θ) ξ

4. α(T, T ) = −(T · θ) ξ +
ϕ

|Z|
cosh θ ξ

5. W · θ = tanh θ 〈∇TT,W 〉

6. 〈α(T, T ), ξ〉 = (T · θ) +
ϕ cosh θ

|Z|

Demostración. Si tomamos que Y = W en las igualdades de la Proposición
4.3.5 y por la ortogonalidad entre T y W se tienen las siguientes igualdades

ϕ
W

|Z|
= (W · θ) cosh θ T + sinh θ ∇WT − cosh θ AξW

α(W,T ) = −(W · θ) ξ

De la primera igualdad de arriba, despejamos AξW y obtenemos

AξW = (W · θ) T + tanh θ∇WT − sechθ
ϕ

|Z|
W
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obteniendo así (2) y (3). De la misma manera, ahora tomamos Y = T en las
igualdades de la Proposición 4.3.5 y usamos el hecho de que T es unitario
obteniendo

α(T, T ) = −(T · θ) ξ +
ϕ cosh θ

|Z|
ξ

ϕ
T

|Z|
+ ϕ sinh2 θ

1

|Z|
T = (T · θ) cosh θ T + sinh θ ∇TT − cosh θ AξT

de ésta última, despejando AξT obtenemos

AξT = (T · θ) T +
1

cosh θ

[
sinh θ ∇TT −

ϕ

|Z|
T − ϕ sinh2 θ

|Z|
T

]
= (T · θ) T + tanh θ∇TT −

ϕ

|Z| cosh θ
(1 + sinh2 θ) T

= (T · θ) T + tanh θ∇TT −
ϕ

|Z| cosh θ
cosh2 θ T

= (T · θ) T + tanh θ∇TT −
ϕ cosh θ

|Z|
T

teniendo como resultado las igualdades (1) y (4). Ahora, usando (1) y (3),
por un lado tenemos que

〈α(T,W ), ξ〉 = −(W · θ)〈ξ, ξ〉 = W · θ

y por otro

〈α(T,W ), ξ〉 = 〈W,AξT 〉

= 〈W, (T · θ) T + tanh θ ∇TT −
ϕ

|Z|
cosh θ T 〉

= tanh θ 〈W,∇TT 〉

demostrando así la ecuación (5). Para obtener la ecuación (6) notemos que

〈T,∇TT 〉 = (1/2)T 〈T, T 〉 = (1/2)T · 1 = 0
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entonces

〈α(T, T ), ξ〉 = 〈T,AξT 〉

= (T · θ) + tanh θ〈T,∇TT 〉 −
1

cosh θ

[
− ϕ

|Z|
− ϕ sinh2 θ

|Z|

]
= (T · θ)− 1

cosh θ

[
− ϕ

|Z|
− ϕ sinh2 θ

|Z|

]
= (T · θ) +

ϕ

|Z| cosh θ
(1 + sinh2 θ)

= (T · θ) +
ϕ

|Z| cosh θ
cosh2 θ

= (T · θ) +
ϕ cosh θ

|Z|

Teorema 4.3.7. Considere las hipótesis de la Observación 4.3.3. Entonces
las siguientes a�rmaciones son equivalentes.

1. M tiene una dirección principal canónica relativa a Z, es decir, T es
dirección principal.

2. El ángulo θ entre Z y ξ es constante a lo largo de las direcciones tan-
gentes a M y ortogonales a T .

3. Las curvas integrales de T son geodésicas en M .

Demostración.

(1) implica (2): Si T es dirección principal, AξT es múltiplo de T , es
decir, AξT = λT , entonces por la igualdad (1) del Corolario 4.3.6 se
tiene que

tanh θ ∇TT =

(
λ− (T · θ) +

ϕ cosh θ

|Z|

)
T

es decir (tanh θ)∇TT es múltiplo de T , y por igualdad (5) del mismo
corolario tenemos

W · θ = tanh θ 〈∇TT,W 〉 = 0

para cada campo vectorial W tangente a M y ortogonal a T .

(2) implica (1) Por hipótesis e igualdad (5) del Corolario 4.3.6

W · θ = tanh θ 〈∇TT,W 〉 = 0
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pero como T es un campo vectorial unitario, 〈∇TT, T 〉 = 0, así se tiene
∇TT = 0; sustituyendo en (1) del corolario 4.3.6, tenemos entonces

AξT =

[
(T · θ)− ϕ

|Z|
cosh θ

]
T

(3) implica (1) Tenemos que ∇TT = 0, usando el Corolario 4.3.6 1.
notamos que

AξT = (T · θ) · T − ϕ

|Z|
cosh(θ) · T

AξT =

[
(T · θ)− ϕ

|Z|
cosh(θ)

]
· T

por lo cual T es dirección principal.

(2) implica (3) Usando la fórmula del Corolario 4.3.6, como θ es cons-
tante se tiene

0 = tan(θ) · 〈∇TT,W 〉

lo que implica que tan(θ) = 0 o 〈∇TT,W 〉 = 0. Si tan(θ) = 0, entonces
Z y ξ son colineales, y así Z no tiene parte tangente, es decir, T = 0,
obteniendo así ∇TT = 0. Por otro lado tenemos que 〈∇TT,W 〉 = 0 y
ésto implica que ∇TT = 0.
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