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Introduccion

Dada una variedad semi-Riemanniana /N, un campo cerrado conforme Z
en X(N) es un campo vectorial tal que satisface DyZ = ¢Y para todo Y
en X(N). Se dice ademéas que M es una hipersuperficie con direccion princi-
pal canonica relativa a un campo vectorial X € X(V) si la proyeccion de X
en el espacio tangente de la hipersuperficie M nos da una direccién principal.

Este trabajo estd motivado en el Teorema 2.8 del articulo [9], el cual es
un teorema de caracterizaciéon que nos dice las condiciones en que M, siendo
una hipersuperficie tipo espacio cuyo ambiente es una variedad Lorentziana
N que admite un campo cerrado conforme Z, tiene una direccion principal
canodnica relativa a Z. En su demostracion, fue necesario introducir la nociéon
de 4ngulo hiperboélico, angulo formado por dos vectores tipo tiempo que se
encuentran en un mismo cono de tiempo.

En este teorema de caracterizacion se pudo expresar a Z de la siguiente
manera;

Z =|Z|- (sinh@ - T + cosh@ - &)
donde se pudo observar lo siguiente:

= ¢ es el angulo hiperbdlico formado a partir del campo Z y el campo
normal unitario £ de M.

= T es una direccién principal.

Un resultado que se obtuvo del anterior teorema mencionado fue una ge-
neralizacion del mismo. Los cambios realizados en esta generalizacion fueron
los siguientes:

= N es una variedad semi-Riemanniana en lugar de Lorentziana.

» La hipersuperficie M se considera solamente no-degenerada.



Con estos supuestos, se obtuvo la siguiente descomposiciéon para 7
Z =2 (A" T + ]2 - €)
donde X := |Z|> - (Z". Z") y p = |Z|* - (Z*+,Z").

En este sentido, podemos observar que el &ngulo hipérbolico formado por
Z y & fue sustituido por un angulo que no tiene una interpretaciéon geomé-
trica, pero estd implicito en los parametros A y pu.

Continuando con ésta misma idea, se estudié otro tipo de situacion. Esta
vez se consideran las siguientes hipotesis:

s M es una subvariedad semi-Riemanniana.
s Bl ambiente N es una variedad semi-Riemanniana.

= La variedad N admite un campo vectorial sujeto a la condicion de que
(ZT,ZT) = X es constante.

A este tipo de subvariedades las definiremos como subvariedades semi Rie-
mannianas con angulo constante. Su nombre viene del hecho de que Z se
puede descomponer de la siguiente manera

Z =" T+ [p|'?-¢

donde A = (ZT, ZT) y u = (Z+,Z1) y al igual que en el caso anterior, el
angulo formado entre Z y £ no tiene una interpretacion geométrica pero esté
implicito en los pardmetros A\ y u y la diferencia esta en que, por la tercera
hipétesis, los parametros A y i son constantes.

En este caso se estudian las circunstancias cuando M es una hipersu-
perficie no degenerada y totalmente geodésica. Para ello nos apoyaremos en
algunos resultados importantes que se podran encontrar en los Teoremas 3.1
y 3.2 del articulo [10] y la ecuacion encontrada en la Proposicion 6.7 del ar-
ticulo [1].

Para este trabajo se toma como temas preliminares:

» Algebra lineal de las formas bilineales, indispensable para abordar el
tema de espacios vectoriales Lorentzianos y la definicién de angulo hi-
perbolico.

= TOpicos bésicos de Geometria Riemanniana Intrinseca y Extrinseca,
déndole mayor énfasis a la parte de curvatura y de campos cerrados
conformes.



Capitulo 1

Angulo Hiperbélico Lorentziano

En esta primera parte, empezaremos definiendo lo que es una forma bi-
lineal simétrica, que no es mas que una funciéon g: V x V — R, donde V
es un espacio vectorial, g es bilineal y satisface g(v, w) = g(w,v) para todo
vector v, w en V. Se desarrollara el algebra lineal relacionado a este tipo de
funciones.

Se introducird la nociéon de indice de una forma bilineal simétrica para asi
definir lo que son los espacios vectoriales de Lorentz (V,g), el cual V' es un
espacio vectorial equipado con una forma bilineal simétrica g de indice uno.

Se concluira este preliminar con la definiciéon de dngulo hiperboélico. Pa-
ra ello clasificaremos los vectores como tipo espacio, tipo tiempo y tipo luz.
Dicho angulo, es aquel que es formado a partir de dos vectores tipo tiempo
y es el que utilizaremos més adelante para demostrar uno de los teoremas
importantes de ésta tesis.

Para este capitulo, fueron tomadas algunas definiciones y afirmaciones de
las siguientes referencias bibliograficas:

» De [4] Cap.6 Inner Product Spaces.
» De [6] Cap.1 The Lorentz-Minkowski space E3.

» De [8] Cap.2 Tensors y Cap.8 Riemannian and Lorentz Geometry.

1.1. Formas bilineales simétricas

Definicién 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
Una forma bilineal simétrica es una funcion g: V x V. — R la cual es R-
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bilineal y ademés satisface que para todo v,w € V, g(v,w) = g(w,v).

Definiciéon 1.1.2. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g: V xV — R una forma bilineal simétrica.

» Si para v # 0 se tiene que g(v,v) > 0 (g(v,v) < 0), decimos que g es
positiva (negativa) definida.

» Sig(v,v) >0 (g(v,v) <0) para toda v € V, decimos que g es positiva
(negativa) semidefinida.

» Si g(v,w) = 0 para todo w € V implica que v = 0, decimos que g es
no-degenerada.

Definicién 1.1.3. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
La funcién ¢: V. — R definida como ¢(v) = g(v,v), se le conoce como la
forma cuadrdtica asociada a g.

Corolario 1.1.4. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales, g
una forma bilineal simétrica y ¢ su forma cuadratica asociada. Para cualquier
x,y € V se cumple la siguiente identidad

1
g(z,y) = 5lalz +y) — a(x) — a(y)]
Esta identidad se le como la identidad de polarizacion de g.

Demostracion. Sean x,y en V', entonces

gz +y)=gx+yx+y)
= g(z,z) +29(z,y) + 9(y, )
= q(v) +q(y) +2g9(x, y)
obteniendo asi la identidad deseada. O

Definicién 1.1.5. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
El indice de una forma bilineal simétrica g: V' x V' — R es un niimero entero
v dado por

W C V es un subespacio vectorial,
v=max< k € Z:

dim(W) = k y g|lw es negativa definida

Definicién 1.1.6. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
Sig: VxV — R es una forma bilineal simétrica no-degenerada, decimos que
g es un producto escalar.



Definiciéon 1.1.7. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales,
g: V xV — R una forma bilineal simétrica y dimV = n. Si {ey,...,e,} es
una base para V, la matriz simétrica de n x n [g; ;] donde g, ; = g(e;, ;) para
1 <i,5 <n, es llamada la matriz relativa de g.

Lema 1.1.8. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo de los reales y g una
forma bilineal simétrica. Entonces g es producto escalar si y solo si la matriz
relativa de g con cualquier base es invertible.

Demostracion. Sea eq,...,e, una base de V. Notemos que si v € V, enton-
ces g(v,w) = 0 para todo w € V siy solo si g(v,e;) =0 parai=1,...,n.
Fijémonos en el sistema de ecuaciones [g; ;] = = b.

Supongamos ahora que la matriz [g; ;| es invertible. Si g es degenerada,
entonces existe v € V distinto de cero tal que g(v,w) = 0 para todo w € V,

eso implica que g(v,e;) = 0 para i = 1,...,n, tenemos entonces que
U1 g<U7 61)
lgisl | + | = : =0
Un 9(v, )
equivalentemente
U1
= [gis]710=0
UTL

lo cual implica una contradicciéon y por lo tanto g es no-degenerada. Por otro
lado, supongamos que g es no-degenerada. Sea v € V' tal que

U1
(951 : =0
Un
por lo que g(v,e;) =0parai=1,...,n,y esto asu vez implica que g(v, w) =

0 para todo w € V. Como ¢ es no-degenerada, entonces v = 0, esto nos
dice que el sistema homogéneo [g; ;] + = 0 tiene solucion trivial y esto es
equivalente a que la matriz [g; ;| sea invertible. ]

Corolario 1.1.9. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g una forma bilineal simétrica. Si g es no degenerada entonces existe v # 0

tal que g(v,v) # 0.



Demostracion. Supongamos lo contrario, para todo w € V se tiene que
g(w,w) = 0. Usando la formula de polarizacion de g, Corolario 1.1.4, y el
hecho anteriormente mencionado, tenemos que para todo v,w € V se tiene

v, w) = lalo +w) — a(v) — g(w)] =0

es decir, g = 0, pero esto es una contradicciéon, ya que por Lema 1.1.8, la
matriz asociada a g es invertible y por lo tanto g # 0. O]

Definicién 1.1.10. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g: VXV — R una forma bilineal simétrica y W C V un subespacio vectorial.
Definimos el conjunto

W+ ={veV:g(v,w) =0 para todo w € W}

el cual llamaremos el ortogonal de W. Note que W+ es también un subespacio
vectorial de V.

Lema 1.1.11. Sea V wun espacio vectorial sobre el campo de los reales y
g: V. xV — R un producto escalar y W C V un subespacio vectorial. En-
tonces se tienen las siquientes propiedades

1. dim W+ dim W+ =n=dim V,
2. (WHt=w
Demostracion.

1. Supongamos que dim V = n y dim W = k donde {ey,...,e,} v
{e1,...,er} son bases de V' y W respectivamente. Tenemos entonces
las siguientes equivalencias

veE Wt < g(v,w) =0 paratodow € W
S g(ve)=0,i=1,...k

@g(Zvjej,ei) =0,1=1,...,k

j=1

@Zng(ej,ei)zo, i=1,...,k
j=1

n

@Zngji:Zngij:(), Zzl,,k‘
j=1

j=1



Esto significa que tenemos un sistema de ecuaciones

U1
gin - YGin ) 0
. . . UV, _ .
: : ks :
gkl 0 Gkn ) 0
UTL

Por un argumento similar dado en la demostraciéon del Lema 1.1.8, los
renglones de la matriz de coeficientes son linealmente independientes,
lo que implica que la matriz tiene rango k. Entonces, por el teorema de
la dimension para matrices, el espacio soluciéon tiene dimension n — k.

Pero la solucion de este sistema son las n-tuplas (vq,...,v,), que por
las equivalencias anteriores, tenemos que v = Y wve; € WL, Por lo
tanto

dim W +dim Wt =k + (n—k) =n =dim V

2. Tomemos v € W, por definicion g(v,u) = 0 para todo u € Wt y
esto implica a su vez que v L W, es decir v € (W+)L, por lo que
W C (W)L, Por (1), se tiene

dimW+ + dim(WH)*+ = dimV = dimW + dimW+
es decir, que W y (W)L tienen la misma dimension y por lo tanto son
iguales.

]

Definiciéon 1.1.12. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales.
Un subespacio W de V' es llamado no-degenerado si g|w es no-degenerada.

Corolario 1.1.13. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los reales
y ¢ una forma bilineal simétrica. Entonces g es no-degenerada si y sélo si

Vi = {ol.

Demostracion. Sea v € V1, entonces para todo w € V se tiene que g(v, w) =
0, ya que g es no degenerada se tiene entonces que v = 0. Por otro lado, sea
VL = {0}, esto nos dice que cualquier v que cumpla que g(v,w) = 0 para
todo w € V, se tiene que v = 0 y por lo tanto g es no degenerada. O

Lema 1.1.14. Sea V un espacio vectorial y tanto Wy como Wy son subespa-
cios vectoriales, entonces

dim (Wl + WQ) = dim (Wl) + dim (Wg) — dim (W1 N WQ)

8



Demostracion. Sea | = dim (W), m = dim (W,) y k£ = dim (W; N Ws).
Es facil ver que Wi N Wy es subespacio vectorial de Wy y W5, Tomemos las
bases {e1,...,ei} v {f1,. .-, fm} de W1 y W5, Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que {ej,...,er} es base de Wiy N Wy, Sea v € Wy + W,
entonces existen wy; € Wy y wy € Wy tal que v = w; + we. Notemos que
{e1,...,ex} €W NWy C Wsy, lo cual podemos escribir la base de W N W,
de la siguiente forma

er=aj fit...+ag, fn

k k
er=0o] fi+...+a,, fm
escribiendo a v en términos de sus bases se tiene que

V=W + Wo
:&161+...+an€n—|—b1f1—|—...—|—bmfm
= Qpp1€hs1 + .. Fanen, +Bifi+ o+ Bufm

donde §; = b; + ail + ...+ 0o con 1 <4 <k. Porlo tanto tenemos que
dim (Wi+Ws) = n—k+m = n+m—k = dim (W;)+dim (W5)—dim (W,NW5)
O

Lema 1.1.15. Sea Wy y Wy subespacios de un espacio vectorial V' de di-
mension finita con producto escalar. Entonces (Wi + Wy)t = Wi n Wi g

Demostracidn. Primero demostraremos que (W + Wy)+ = Wit N Wit Sea
v € (W + Wa)t, entonces para toda w € Wy + W se tiene que g(v,w) = 0,
en particular, como Wy, Wy C W7 4+ W, para todo wy; € W1 y todo wy € W,
g(v,w1) = 0 = g(v,wy), lo que implica que v € W;- N Wi Por otro la-
do, si v € Wit N Wy, entonces para todo w; € Wi y todo wy € W,
g(v,wy) =0 = g(v,ws) y en particular para todo w; +wy € Wi+ Ws, se tiene
que g(v,w; +wy) = g(v,w;) + g(v,wy) = 0 y por lo tanto v € (Wy + Ws)=t.

Para demostrar (W, N W)t = Wit + W3, tomamos v € Wit + Wi,
entonces v = v1 + v donde v, € VVlL y Uy € WQL, entonces para todo w € Wy
y todo u € Wy se tiene que g(vy, w) = 0 = g(ve, u). Como WiNWy C Wy, Ws,
en particular, para toda w € Wi N Ws, se tiene que g(vy,w) = 0 = g(vq, W),
obteniendo asf g(v,w) = g(vy + va,w) = 0, por lo tanto v € (W; N Wy)t, es



decir Wit + W3- C (W, N W,)t. Ahora sélo basta demostrar que dim (Wi +
Wit) = dim ((W; N Wy)1). Usando los Lemas 1.1.11 y 1.1.14 se tiene que

dim (Wi +Wy3) = dim (Wi) 4 dim (W3) — dim (Wi N Ws5H)
= dim (V) — dim (W) +dim (V) — dim (W)
—dim (Wi nWyH)
=n—1l+n—-—m—dim (V) + dim (W; + Wy)
=n—10—m+dim (W;) +dim (W5) — dim (W; N Ws)
= dim (V) — dim (W; N Ws)
= dim (W, N Wy)*h)

O

Lema 1.1.16. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo de los reales. Un
subespacio W de V' es no-degenerado si y solo si V' es la suma directa de W

y W+,

Demostracion. Por el Lema 1.1.15, tenemos la siguiente identidad para es-
pacios vectoriales

dim(W + W) + dim(W N W) = dimW + dimW+*

Por Lema 1.1.11, el lado derecho es igual a n = dimV y ya que también
W + W+ es un subespacio vectorial tenemos entonces que W + W+ = V si
y so6lo si W N W+ = 0. Esta condicién es equivalente a que V = W @ W+,
Notemos que

WnWr={veWlv LW} ={veW|glv,w) =0 para todo w € W}

obteniendo que WNW+ = 0, que es equivalente a que W sea no-degenerado.
m

Corolario 1.1.17. Sea V un espacio vectorial no nulo y W un subespacio
vectorial de V, entonces W es no degenerado si y sélo si W+ es no degenerado.

Demostracion. Denotemos W = W+, Por un lado tenemos que W es no
degenerado, entonces por el Lema 1.1.16, V es la suma directa de Wy W'y
por Lema 1.1.11 y 1.1.16 tenemos también que esto es equivalente a que W
es no degenerado. O]

Definicién 1.1.18. Sea V' un espacio vectorial no nulo y v € V. La norma
de v esta definida como |v| = |g(v, v)|"/?. Ademas, se dice que v es un vector
unitario si |v| = 1, lo que es equivalente a que g(v,v) = +1,

10



Definiciéon 1.1.19. Sea V un espacio vectorial nonuloy v € V. Siv,w € V
son dos vectores unitarios tales que v L w, se dice que estos dos vectores son
ortonormales. Si dim V- = n y {v1,...,v,} C V son vectores mutuamente
ortonormales, se dice que el conjunto {vy,...,v,} es una base ortonormal del
espacio vectorial V.

Proposicion 1.1.20. Un espacio vectorial V' # 0 con producto escalar tiene
una base ortonormal.

Demostracion. Sea g el producto escalar de V', es decir, g es una forma
bilineal simétrica no degenerada. Por Corolario 1.1.9, existe v; # 0 en V tal
que g(v1,v1) # 0. Denotemos 07 = vy /|vy|. Si Wy = Span{v;}, se tiene que
W1 es no degenerado y por Corolario 1.1.17 también Wi es no degenerado.
Esto implica que existe un v, € Wit distinto de cero tal que g(vs,v9) # 0. Si
Uy = vy/|vg|, se tiene que v, es unitario y ademas g(v1, v2) = 0. Andlogamente,
si Wy = Span{v,, U1}, se tiene que Wy es no degenerado y por lo tanto Wi es
no degenerado, entonces existe v # 0 en W3t tal que g(vs, v3) # 0, haciendo
v3 = v3/|vs|, se tiene que U3 es unitario y ademas g(v1,v2) = 0, g(v1,03) =0y
g(v2,v3) = 0. Aplicando induccion a este proceso recursivo, podemos entonces
obtener la base ortonormal {v,vs,...,0,} de V. O

Lema 1.1.21. Sea V un espacio vectorial no nulo tal que dim(V') > 2. Para
cualesquiera v,w € V distintos de cero, existen aproximaciones v,w € V de
v, w respectivamente, tales que v, w son vectores linealmente independientes.

Demostracion. Tomemos v, w € V arbitrarios distintos de cero y supongamos
que v y w son colineales, es decir w = kv, para algin escalar k. Como
dim(V) > 2, existe un x en V tal que x,v son linealmente independientes.
Denotemos v = v + ex y w = w, donde € — 0. Si a, b son escalares tales que
av + bw = 0, se tiene que

av 4+ bw =0

av + bw + aex =0

(a+ kb)v+aex =0
Como v y x son independientes, entonces a + kb = 0 y ae = 0, pero como
e # 0, se tiene que a = 0 y por lo tanto, también b = 0. Asi se tiene

entonces que ¥, w son linealmente independientes y ademés se aproximan a
v, w respectivamente. ]

1.2. Espacios Vectoriales Lorentzianos

Definicién 1.2.1. Un espacio vectorial de Lorentz es un espacio vectorial
con producto escalar de indice 1 y dimensiéon> 2.
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Definiciéon 1.2.2. Un vector v en un espacio vectorial Lorentziano se dice
que es

» Tipo-espacio si g(v,v) > 06 v =0,
» Nulo si g(v,v) =0y v #0,
» Tipo-tiempo si g(v,v) < 0.

Clasificaremos los subespacios de un espacio vectorial de Lorentz de la
siguiente manera.

Definicién 1.2.3. Sea W un subespacio de un espacio vectorial de Lorentz
V', v sea g un producto escalar de V. Existen tres posibilidades mutuamente
excluyentes para IW:

= g|w es positiva definida, es decir, W es un espacio con producto interior.
Entonces W se dice que es tipo-espacio.

» g|w es no degenerada de indice 1. Entonces W es tipo-tiempo.
» g|lw es degenerada. Entonces W es tipo-luz.
Se le llama cardcter causal al tipo de subespacio en que cae W.

Lema 1.2.4. Si z es un vector tipo tiempo en un espacio vectorial Loren-
tziano V', entonces el subespacio Rz es tipo-tiempo.

Demostracion. Sea w = az € Rz tal que g(w, az) = 0, para todo a € R\{0},
entonces
6w, a2) = glaz,az) = aag(z,2) = O

pero como z es tipo-tiempo, entonces ¢(z, z) < 0, obteniendo asi @ = 0 y por
lo tanto w = 0. Entonces g|g. es no-degenerado y ya que z € Rz y éste es
negativo-definido, entonces Rz tiene indice 1, siendo asi, Rz un subespacio
tipo-tiempo. O

Lema 1.2.5. 5i z es un vector tipo tiempo en un espacio vectorial Loren-
tziano V, entonces el subespacio = es tipo espacio y V =Rz @® z*.

Demostracion. Por Lema 1.1.16 y 1.2.4 se tiene que V = Rz + z* es suma
directa y esto a su vez implica que 2+ es no-degenerado. Entonces ind V =
ind Rz + ind z*, lo cual implica que ind 2t = 0, es decir, z+ es positiva
definida. Entonces 2+ es tipo espacio. O

Corolario 1.2.6. Si W C V es un subespacio, tenemos las siguientes equi-
valencias

12



(a) W es tipo-tiempo si y sélo si W+ es tipo-espacio.
(b) W es tipo-espacio si y solo si W+ es tipo-tiempo.
Demostracion.

(a) Tenemos las siguientes equivalencias, W es tipo-tiempo < W es no-
degenerado con indice 1 < por Lema 1.1.16 V = W @& W' y ademés
indV = indW + indW+, por lo cual indW+ = 0 < W+ es positiva-
definida < W+ es tipo-espacio.

(b) Simplemente usamos el mismo argumento y el hecho de que W =
(W)™

m
Lema 1.2.7. En un espacio vectorial de Lorentz se tiene que
(a) vectores nulos ortogonales son colineales.
(b) wectores ortogonales no tipo-espacio son nulos y por lo tanto colineales.

(¢) no existen subespacios 2-dimensionales en donde el producto escalar es
idénticamente cero.

Demostracion.

(a) Sean v,w en V tales que g(v,v) = g(w,w) = g(v,w) = 0. Denotemos
W = Span{v,w}. Sea x € W, entonces z = av + bw y asi g(z,v) =
g(z,w) = 0, por lo tanto x € W=, es decir, W C W+. Esto nos dice
también que W es un subespacio vectorial de W=. Por Lema 1.1.11 1.
tenemos

dimW + dimW+ = dimW+
y por lo tanto dimW = 0, es decir que para todo x € W se tiene que
O=z=av+bw
y por lo tanto, v y w son colineales.

(b) Sean u y v vectores ortogonales no tipo-espacio, tenemos entonces dos
opciones:

e ambos vectores son nulos (no hay nada que hacer).
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e al menos uno de ellos es tipo tiempo, digamos u, entonces g(u, u) <
0 y por Lema 1.2.5 V = Ru + u* donde u* es tipo-espacio. Por
hipotesis tenemos que g(u,v) = 0 lo cual implica que v € ut y
por lo tanto v es tipo-espacio lo cual seria una contradiccion.

Se tiene entonces que u y v son nulos y por inciso (a) colineales.

(c) Supongamos que existe un subespacio vectorial W de dimension dos
tal que glw = 0. Si {e1,e2} es base de W, por hipotesis se tiene que
gler,er) = gler,ea) = glea, e2) = 0, es decir, e; ¥ ey son vectores nulos
y ortogonales y por inciso (a), e; y es son colineales, lo cual es una
contradiccion.

O

Observacién 1.2.8. Si W es un subespacio vectorial tipo-espacio, todo
subespacio de W es también tipo-espacio y ademaés se cumple la desigual-
dad de Schwarz |g(v,w)| < |v||w| para todo v,w € W, cumpliéndose la
igualdad si y solo si v y w son linealmente dependientes.

Lema 1.2.9. Sea V un espacio vectorial de Lorentz y W C V un subes-
pacio vectorial con dim W > 2. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. W es tipo-tiempo, entonces es a si mismo un espacio vectorial de Lo-
rentz.

2. W contiene dos vectores nulos linealmente independientes.
3. W contiene un vector tipo-tiempo.
Demostracion.

» (1)=(2) Sea ey,..., e, una base ortonormal para W tal que e; es un
vector tipo-tiempo. Afirmamos que e; & e5 son vectores nulos indepen-
dientes ya que si a y b son escalares entonces a(e;+e2)+b(e;—eg) = 01o
que es equivalente que (a+b)e; +(a—b)ea = 0y como ey y ey son lineal-
mente independientes, entonces a = by a + b = 2a = 0, lo que implica
que a = b =0y por lo tanto e; + e5 y e; — 5 son linealmente indepen-
dientes. Ademés g(e; +ea,e1 tey) = gler, er) +2g(er, ea) + gles, e3) =
—14+1=0.

» (2)=(3) Sean u y v dos vectores nulos linealmente independientes, si
g(u,v) = 0, esto quiere decir que u L v y por Lema 1.2.7 (a) llegamos
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entonces a una contradiccion, lo que implica que g(u, v) # 0. Fijémonos
ahora en el vector u+wv, g(utv,u+v) = g(u,u) +2g(u,v)+ g(v,v) =
+2¢g(u,v) # 0. Entonces u + v 0 u — v tiene que ser un vector tipo-
tiempo.

» (3)=(1) Sea z un vector tipo-tiempo en W, entonces W+ C 2t y el
Lema 1.2.5 nos dice que z* es tipo-espacio, entonces g|,. es positiva-
definida y en particular g|y 1 es positiva-definida implicando que W= es
tipo-espacio. Por lo tanto, por Corolario 1.2.6, tenemos que (W1)+ =
W es tipo-tiempo.

]

Corolario 1.2.10. Sea V un espacio vectorial de Lorentz y W C V un
subespacio vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. W es tipo-luz, es decir, es degenerado.
2. W contiene un vector nulo, pero no contiene un vector tipo-tiempo.

3. si L es un subespacio uno-dimensional y A = {v € V: g(v,v) = 0}, se
tiene que WNA =L — {0}.
Demostracion.
» (1)=-(2) Por definicion, como W es degenerado, este contiene un vector

nulo. Supongamos que W tiene un vector tipo tiempo, entonces por
Lema 1.2.9, W seria tipo-tiempo lo cual es contradiccion.

» (2)=(3) Como W contiene un vector nulo, WNA no es vacio. Por Lema
1.2.9, dos vectores nulos linealmente independientes implicarian que W
contiene un vector tipo-tiempo.

» (3)=(1) WnNA = L — {0} implica que W tiene al menos un vector
nulo y por lo tanto W no es tipo-espacio, pero también implica que no
contiene dos vectores nulos linealmente independientes, entonces, por
Lema 1.2.9, W no es tipo-tiempo.

]

Definicién 1.2.11. Sea 7T el conjunto de todos los vectores tipo-tiempo en
un espacio vectorial Lorentziano V. Para u € T, se define el Cono de Tiempo
de V' que contiene a u como

C(u) ={veT:g(u,v) <0}
El Cono de Tiempo Opuesto a C'(u) esta dado por
C(—u) ={veT:g(uv) >0}
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Observacién 1.2.12. Seav € 7. Si g(u,v) = 0 entonces v € ut, y ya que u*

es tipo-espacio, esto nos diria que v es tipo-espacio lo cual es contradiccion,
entonces g(u,v) # 0, es decir, T = C(u)UC(—u). Por otro lado, siv € C(u)N
C'(—u), entonces g(u,v) = 0, obteniendo nuevamente una contradiccion, y
por lo tanto C'(u) N C(—u) = 0.

Lema 1.2.13. Dos vectores tipo-tiempo v y w en un espacio vectorial Lo-
rentziano estin en un mismo Cono de Tiempo si y sdlo si g(v,w) < 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podémos suponer que v € C(u),
para algin vector tipo-tiempo u. Afirmamos que w € C(u) si y solo si
g(v,w) < 0. Ya que |u| > 0, tenemos que C (u/|u|) = C(u), podemos enton-
ces considerar que u es un vector unitario tipo-tiempo, es decir, g(u,u) = —1.

Por Lema 1.2.5, podemos escribir v = au +x y w = bu+ 1y con z, y € u'.
Ya que v € T, tenemos que g(v,v) < 0, pero por otro lado

g(v,v) = glau + x,au + x)
= a*g(u,u) + 2ag(u, ) + g(z, v)
=—a*+0+g(z,z)
=—a’+ g(z,7)

2 Como z € u' y u' es tipo-tiempo, entonces

2, se obtiene |z| < |al.

por lo tanto g(z,z) < a
g(xz,x) > 0y aplicando raiz cuadrada a g(z,z) < a
Analogamente obtenemos que |y| < |b].

Ahora notemos que

g(v,w) = glau + z,bu +y)

abg(u, u) + ag(u,y) + bg(u, z) + g(z, y)
=—ab+0+0+ g(z,y)

= —ab+ g(z,y)

Ya que ut es tipo-espacio, por Observacion 1.2.8, se cumple la desigualdad

de Schwarz y por lo tanto |g(x,y)| < |z||y| < |ab|.

También tenemos que v € C(u), entonces

g(v,u) =glau+z,u) = —a <0 implicando que a >0
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Tenemos entonces las equivalencias w € C(u) < g(u,w) <0< b > 0y como

g(v,w) = —ab+ g(r,y)

< —ab + |ab|
=0,siab>0 yyaquea>0
=0,sib>0

es decir, b > 0siy solosi g(v,w) < 0, obteniendo asi el resultado deseado. [

Proposicién 1.2.14. Sean v y w vectores tipo tiempo en un espacio vectorial
Lorentziano V. Entonces

1. |g(v,w)| > |v||w|, con igualdad si y sdlo siv y w son colineales.

2. St vy w estin en un mismo Cono de Tiempo de V| existe un unico
numero ¢ > 0, llamado el angulo hiperbolico entre v y w tal que

9(v,w) = —[v|Jw|cosh ¢

Demostracion.

1. Por Lema 1.2.5 podemos escribir a V como V = Rv + v+, v ya que
w € V entonces w = av + wp, con wy € v. Ya que w es tipo tiempo,

g(av + wy, av + wy)

= g(av, av) 4+ 2g(av, wy) + g(wo, wo)
a*g(v,v) + 2ag(v,wo) + g(wo, wo)
a”g(v,v) + g(wo, wo) <0

Por Lema 1.2.5 se tiene que v es un subespacio vectorial Lorentziano

tipo-espacio, entonces g(wg,wy) > 0 y por hipdtesis teniamos que v es
tipo-tiempo, es decir, g(v,v) < 0. Tenemos entonces

g(v, w)2 = g(v,av + wg)2

= (ag(v,v) + g(v,w))* = a’g(v,v)* = a®g(v,v)g(v,v)
( , W

,v)? v
= g(wvw) - g<w07w0)>g<vvv) > g(w )g(U,U) = ’U

[*w]?
Se obtiene la igualdad cuando

(9(w,w) — g(wo, wo))g(v,v) = g(w,w)g(v,v)

lo que equivale a que g(wo, wy) = 0, y eso implica wy = 0, es decir que
w = av.

17



2. Si vy w estan en un mismo Cono de Tiempo, entonces g(v,w) < 0,

entonces
gy, w)
|v|[w]

>1

Como la funcién coseno hiperbolico cosh: [0,00) — [1,00) es inyectiva,
existe un tnico nimero ¢ tal que

]

Corolario 1.2.15. Si v y w son vectores tipo tiempo en un mismo Cono de
Tiempo, entonces |v| + |w| < |v + w|, donde la igualdad se cumple si y sélo
si v y w son linealmente dependientes.

Demostracion. Como v y w estan en un mismo Cono de Tiempo, por Lema
1.2.13 g(v,w) < 0, lo que implica |g(v,w)| = —g(v,w). Por la Proposicion
1.2.14 (1), se tiene |v|jw| < —g(v,w). Entonces

2
(vl +[w])” = [o? + 2fv[jw] + |w]*
S |U|2 - 29(1),21)) + |’LU|2 - —g<U,U) - QQ(an) - g(waw)
- = (g(’U, U) + 2g<U, U)) + g(w7w>) - —g(U +w, v+ UJ)
= v +w|?
Si v y w son linealmente independientes, por la misma Proposicion 1.2.14

(1), se cumple la igualdad |v||w| = —g(v,w), obteniendo la igualdad en el
calculo anterior. O
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Capitulo 2

(Geometria Semi-Riemanniana
Intrinseca

Empezaremos con la definicion de variedad semi-Riemanniana y de ma-
nera inmediata abordaremos la parte de curvatura de dichas variedades. Se
definira el tensor de curvatura, la curvatura seccional constante de una va-
riedad semi-Riemanniana y la curvatura de Ricci. También se demostraran
las distintas simetrias que cumple el tensor de curvatura, finalizando con
el importante teorema de Schur, el cual determina bajo una cierta condi-
cion si una variedad tiene curvatura seccional constante. Dicho teorema serd
aplicado para la demostracién de una afirmaciéon importante en el cual se
involucran los campos cerrados y conformes.

Por iltimo, entraremos en detalle en unas variedades semi-Riemannianas
del tipo producto, conocidas como los Productos Alabeados. El objetivo seréa
dar expresiones explicitas de su conexion de Levi Civita y su tensor de curva-
tura que mas adelante, estudiemos una breve aplicacién en dichas variedades
que tienen un campo cerrado conforme.

Cabe mencionar que para este capitulo, fueron tomadas algunas defini-
ciones y afirmaciones de las siguientes referencias bibliograficas:

» De [8] cap.14 Semi-Riemannian Manifolds - Curvature.
» De [8] cap.14 Causality in Lorentz Manifolds - Warped Products.
» De |5] Cap.b Curvature and Space Forms.

completando a detalle las demostraciones de las mismas.
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2.1. Variedades Semi Riemannianas

Definicién 2.1.1. Una variedad semi-Riemanniana M, es una variedad di-
ferenciable equipada con un campo tensorial simétrico (0,2) g de indice cons-
tante, es decir, g asigna a cada punto p de M un producto escalar g, sobre el
espacio tangente T,/ y el indice de g, es el mismo para todo punto pde M

Observacion 2.1.2. En la mayoria de los casos se usara la notacion ( , )
para denotar a g, donde g(u,v) = (u,v).

Definicién 2.1.3. Si M es una variedad semi-Riemanniana de indice uno, de-
cimos entonces que M es una variedad Lorentziana. Notemos que los espacios
tangentes de una variedad Lorentziana son espacios vectoriales Lorentzianos.

De la misma forma en que asignamos el caricter causal como en la Defi-
nicion 1.2.2, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.1.4. Sea p € M. Un vector tangente v € T,M es
» Tipo-espacio si g,(v,v) > 006 v =0,
» Nulo si g,(v,0) =0y v #0,

» Tipo-tiempo si g,(v,v) < 0.

2.2. Curvatura

Observacién 2.2.1. En ésta secciéon consideraremos M como una variedad
semi-Riemmnaniana con métrica ¢ = (,), V como la conexion Levi-Civita
de M y p como un punto arbitrario de M a menos que se especifique lo
contrario.

Definicion 2.2.2. La funcién R: X(M)? — X(M) dada por
R(X, Y, Z) = nyZ == V[va}Z — VXvYZ + VYVXZ
se le conoce como el tensor de curvatura de M.

Demostracion. La demostracion de que R es un tensor se encuentra en el
Lema 3.35, pag. 74 de [8]. Solo se detallara el hecho del porque R es F(M)-
multilineal.

Sean f, g, h € §(M). Primero demostraremos que R(X,Y,hZ) = hR(X,Y, Z).
Notemos que
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R(X,Y,hZ) =Vxy|hZ — [Vx,Vy|hZ
del primer termino de la derecha obtenemos
VixyihZ = [X,Y]h Z +hVxy|Z = (X(Yh) = Y(Xh)) Z + hV|xy|Z
y del segundo tenemos
Vx,Vy|hZ =V x(VyhZ) —Vy(VxhZ)
=Vx((YR)Z+hVyZ)—Vy(Xh)Z +hVxZ)
X(Yh)Z+ (Yh)VxZ + (Xh)VyZ + hVx(VyZ)
— Y(Xh)Z (Xh)VyZ — (Yh)VxZ — hVy(VxZ)
= (X(Yh) =Y (Xh)Z+hVxVyZ —-VyVxZ7)
= (X(Yh) =Y (Xh)Z+ h|Vx,Vy|Z

restando estas dos ultimas igualdades obtenemos el resultado deseado. Ahora
se demostrara que R(fX,gY,Z) = fg R(X,Y, Z). Tenemos que

R(fX,gY,Z) = Vix g2 — [Vix, Vey]Z
Del primer término de la derecha tenemos
Visxgv1Z = fgVixyZ + [(Xg)VyZ —g(Y f)VxZ
y del segundo obtenemos
[Vix.Vgy]Z = Vix(Vgy Z) = Voy (Vyx Z)
= fVx(VgZ) —gVy(VixZ)
= va(ngZ) 9Vy(fVxZ)

= f(Xg)VyZ + fgVx(VyZ) —g(Y )VxZ — gfVy(VxZ)
= f(X9)VyZ —g(Y [)IVxZ + fg[Vx,Vy]|Z

restando estas dos tltimas igualdades llegamos al resultado esperado. O]

Observacién 2.2.3. En Definicion 2.2.2, se demostré que R es un tensor,
entonces por Proposicion 2.2, pag. 27 de [8], al tensor R podemos aplicarlo
puntualmente, es decir, a vectores independientes.

Proposicion 2.2.4. Para todo X,Y,Z, W € X(M), se cumplen las siguien-
tes igualdades:

1. Rxy = —Ryx
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2. (RxyZ,W) = —(RayW, Z)
3. RxyZ+ RyzX + RzxY =0
4. (BRxyZ,W) = (RzwX,Y)
Demostracion. Sean X,Y, Z, W € X(M), entonces
1.

RxyZ =V xy|1Z —VxVyZ +VyVxZ
=V_yx1Z —VxVyZ +VyVxZ
—(Vyx1Z = VyVxZ +VxVyZ)
= —RyxZ

(RxyZ,W) = (Vixy1Z,W) = (VxVyZ, W) +(VyVxZ, W)
= (V[X,y}Z, W)Y —(VxVyZ W)+ (VyVxZ W)
+(Z,VixyW) + (VyZ,VxW) +(VxZ,VyW)
—(Z,Vixy)W) = (Vv Z,VxW) = (VxZ,VyW)

= [ X, YZ,W) = X(VyZ, W) +Y(VxZ,W)
—(Z,VixyW) + (Vv Z,VxW) = (Vx Z,Vy W)

= [X,YZ, W) = X(VyZ, W)+ Y(VxZ,W)
—{(Z,VixyW) +(VyZ,VxW) = (VxZ,VyW)

—(Z,VyVxW) = (Z, N xVyW) +{(Z,VyVxW)
+(Z,VxVyW)
=X, YZ, W)= X(VyZ W)Y+ Y (VxZ, W)
—(Z,Vxy\W) = (Z,VyVxW) +(Z,VxVyW)
+Y(Z,VxW) — X(Z,VyW)
=X, YZ,W) - XY(Z W)+ YX(ZW)
— ((Z,Vixy)W) = (Z,VxVyW) +(Z,VyVxW))
= [X,YHZ,W) = X, Y|(Z,W) = ((Z, Rxy W)
= —(RxyW, Z)
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RxyZ + RyzX + RzxY = Vixy|Z —VxVyZ +VyVxZ
+ V72X = VyVzX +VzVy X
Vizx)Y —VzVxY +VxVzY
=VixyZ + Vz(VyX —VxY)
+ VX +Vy(VxZ -V X)
+ V[Z,X]Y + VX(VZY — VyZ)
=VixyZ — Vz[IX,Y]
+ Viy,z2X — Vy[Y, Z]
+Vizx)Y — Vx[Z, X]
= HX> Y]’Z] + HY> Z]’X] + HZ’ X]’Y] =0

4. Por los tres puntos anteriores, se tiene que

0= (Rxy Z, W) + (RyzW, X) + (Rzw X,Y) + (RwxY, Z)
+ (Ry 2 X, W) + (RywY, X) + (Rwx Z,Y) + (Rxy W, Z)
+ (RyxY, W) + (Ruy Z, X) + (RxsW,Y) + (Ryw X, Z)
= 2RyxY, W) + 2(Ryw X, Z)
= (RyxY, W) — (RywZ, X)

]

Definicion 2.2.5. La traza del tensor curvatura se le conoce como la cur-
vatura de Ricct. Para cada p € M y una base ortonormal ey, ..., e, de T, M,
la curvatura de Ricci estd dada como una funcién bilineal simétrica

Ric,: T,M x T,M — R

definida como
n

Ric(v,w) = Z<€i7 €i) (Rew; €i)

=1

Definicién 2.2.6. Si I' C T),M es un subespacio vectorial de dimension dos,
decimos que I' es un plano tangente de M en el punto p. Se define también
la forma bilineal simétrica Q): T,M x T,M — R como

Q(U,’LU) = <U>U><wvw> - <va>2

Corolario 2.2.7. SeaI' C T, M un plano tangente con base {v, w}, entonces
[ es no degenerado si y sélo si el Q|r # 0.
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Demostracion. Ya que () es una forma bilineal simétrica restringida sobre I,
por Lema 1.1.8 se tiene el resultado deseado. O

Lema 2.2.8. Sea I' C T,M un plano tangente con base {v,w}, entonces:

w Si T es tipo-tiempo entonces Q|r < 0, decimos que T' es un plano tan-
gente de M en p tipo-tiempo no-degenerado con signatura (—,+).

» Si T es tipo-tiempo entonces Q|r > 0, decimos que I' es un plano tan-
gente de M en p lipo-espacio no-degenerado con signatura (+,+).

w Si T es tipo-tiempo entonces Q|r = 0, decimos que T' es un plano tan-
gente de M en p tipo-luz degenerado con signatura (0,+)

Demostracion.

= [' es tipo-tiempo.
Al menos tiene un vector tipo-tiempo v, entonces podemos suponer que
' es generado por dos vectores linealmente independientes v y w, donde
v es tipo tiempo y ya que —(v,w)? < 0y (v,v){w,w) < 0, entonces

Q(v,w) = (v, v){w,w) — (v, w)* < 0

= [ es tipo-espacio.
[' es generado por dos vectores tipo-espacio linealmente independien-
tes v,w, y por la desigualdad de Schwarz, tenemos que (v,w)? <
(v, v){w,w) y por lo tanto

Q(v,w) = (v, v){w,w) — (v, w)* >0

= [ es tipo-luz.
Tenemos que (,)|r es degenerada, entonces I' tiene un vector no tri-
vial v tipo-luz y ademaés, existe un w € I', con w # 0 y linealmente
independiente con v tal que (v, w) = 0, por lo tanto

Q(Uuw) = <U7U><w7w> - <U7w>2 =0
[l

Lema 2.2.9. Sea I' un plano tangente no-degenerado sobre M en el punto p
con base {v,w}. El numero

(Ry v, w)
Qv,w)

es independiente de la base {v,w} que se pueda escoger para T'. A K(T') se
le conoce como la curvatura seccional de I'.

KT =K(,w) =

24



Demostracion. Tomemos dos bases arbitrarias de I', {z,y} y {v, w}. Entonces
tenemos el siguiente par de ecuaciones

v=ax+by
w=cx +dy

donde el determinante de los coeficientes ad — bc # 0 por la independencia
de los conjuntos {z,y} v {v,w}. Usando la Proposicion 2.2.4 y el hecho de
que R, = R, = 0 se tienen las siguientes igualdades:

v (Ryv,w) = (ad — be)*(Ryyx, y)

(Rywv,w) = a(Rypx,w) + b(Rywy, w)
= ac(Rywt, ) + ad{Ry,x,y)
+ be(Rywy, ) + bd{ Ry, y)
= a*d( Ry, y) + abd{ Ry, y) + be(Rywy, )
= a’dc(Ryp, y) + a*d*(Ryyx, )
+ abd(Ry,x,y) + be(Rywy, )
= a’d*(Ryyz,y) + abed(R, .7, y)
+ abd* (R, y) + be{Rywy, )
= &’d*(Ryyz,y) — abed(Ryyz,y)
+ abe{ Ry, ) + b2c{ Ry, )
= ad(ad — bc)(Ryyz,y) + abc®(Ryy, )
+ abed(Ryyy, ©) + b*c(Rywy, )
= ad(ad — bc)(Ryyx,y) — abcd(Ryyx, y)
+ b (Rypy, ©) + bPcd(Ry,y, )
= ad(ad — bc)(Ryyz,y) — abed(Ryyx,y) + b°c*(Ry.y, )
= ad(ad — bc)(Ryyx,y) — be(ad — be)(Ryyx, y)
= (ad — bc)(ad — be)(Ryyx, y)
= (ad — be)*( Ry, y)

= Qv w) = (ad — be)*Q(x, y)
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Primero obtengamos el término (v, v)(w, w)

(v,v)(w,w) = (ax + by, ax + by)(cx + dy, cx + dy)
= (a*(z,x) + 2ab{z, y) + b*(y, y))(*(z, 2) + 2cd(w, y) + d*(y, y))
= a’c(z, x)? + 2d’cd(x, 2){x,y) + a*d*(z, z)(y, y)
+ 2abc? (z, y)(z, x) + 4abed(x,y)? + 2abd*(z, y) (y, y)

+ b2 (y, y) (@, ) + 20%cd(y, y)(z, y) + b*d*(y, y)*?

por otro lado tenemos que (v, w)? esta dado por

(v, w)? = (az + by, cx + dy)* = ((ax, cx + dy) + (by, cx + dy))*
= {ax, cx + dy)? + 2{azx, cx + dy)(by, cx + dy) + (by, cx + dy)*
= (ac{z,r) + ad{z,y))* + 2ac(x, x){by, cx + dy)
+ 2ad(z,y) by, cx + dy) + (be(z,y) + bd{y, y))?
= a*c(z, 2)? + 2ad’cd(x, x) (x, y) + a*d*(x,y)*
+ 2abc* (z, x) {y, x) + 2abed(x, z) (y, y)
+ 2abed(z, y)* + 2abd? (z, y){y,y)
+ 02, y)® + 20%cd(z, y) (y, y) + O*d*(y, y)*

Entonces se tiene que

Q(Uv w) = <U7 U) <w7 w) - <U7 w>2
= —(z,y)*(a*d® — 2abcd + b*?) + (z, 2){y, y)(a*d* — 2abcd + b*c?)
= (a*d” — 2abed + b°¢*)((z, )y, ) — (=.v)°)
= (ad — be)*Q(z, y)

Por lo tanto obtenemos

K(v,w) — <vav7w> — (ad_bc)2<Rl"yxvy> — <R$yx7y> — K(x,y)

Q(va) (ad_ bC)QQ($7y> Q('Tay)

]

Lema 2.2.10. Dados dos vectores v,w € T,M, existen vectores v y w en
T,M arbitrariamente cerca de v, w respectivamente, tal que el subespacio vec-
torial Span{v,w} de T,M es un plano tangente no-degenerado sobre M en
.

Demostracion. Sea p en M y v,w € T,M. Por Lema 1.1.21, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que v y w son linealmente independientes.
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Si Span{v,w} es un plano no degenerado no hay nada que hacer. Supon-
gamos entonces que Span{v,w} es un plano tangente degenerado, es decir
(, )| span{v,w} €s indefinido, es decir, existe en este plano un vector tipo luz.
Tenemos entonces los siguientes casos:

= Si v es tipo luz, tomemos = € Span{v,w} tal que (v, ) # 0 entonces

Q(v,z) = (v,v){m,x) — (v,1)*> = —(v,2)* < 0

= Si v no es tipo luz, se toma x € Span{v,w} tal que su caracter causal
sea opuesto al caracter causal de v, lo cual implica que (v, v){x, z) < 0,
entonces

Q(U,QS’) = <U,U><Z)§',ZB> - <U7$>2 <0
Denotemos v = v y w = w + dx. Tenemos que

Q(v,w + dz) = (v, v){w + dz,w + dz) — (v, w + dz)?
= (v, v)(w, w) + 20(v, v)(w, z) + §*{v,v){x, x)
— (v,w)? = 20 (v, w)(v, z) — *(v, x)?
= Q(v,w) + 20b + 6*Q(v, x)
= 20b+ 5°Q(v, x)

donde b = (v, v){w, z) — (v,w)(v,z) y Q(v,w) = 0 por Lema 1.1.8. Se tienen
dos casos:

= Si b # 0, escogiendo § suficientemente pequeno, se tiene que Q(v,w +
dx) = 20b + 6*°Q (v, x) ~ 260 # 0

» Sib=0, se tiene que Q(v,w + dx) = 26b + 5°Q(v,x) = 6*Q(v,z) <0

Ocupando de nuevo el Lema 1.1.8, se tiene que Span{v,w} genera un plano
tangente no degenerado sobre M en p. O]

Proposicién 2.2.11. Si para todo plano tangente no degenerado I' se tiene
que K(I') = 0, entonces Ryyz =0 para todo x,y,z € T,M.

Demostracion. Demostraremos primero las siguientes afirmaciones

1. (Rywv,w) = 0 para todo v, w € T,M.
Si v, w expanden un plano no-degenerado, entonces (R,,v,w) = 0 ya
que K = 0. Si v,w € T,M son arbitrarios, por el lema 2.2.10, existen
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v=wv+dxry w=w-+ py, con § y p suficientemente chicos tales que
estos expanden un plano no-degenerado. Tenemos entonces que

(Rywv, w) = (Ryy (0 — 1), 0 — py)
= (Row?, W) = p(Row?, y) — 6{Row, W) + 6p{Rvw, T, )
= (Ro—bz,0—py0, W) — p(Row?, y) — 6(Ryw, W) + 0p( Ry, T, y)
= (Ryg0, W) — p(Ryy0, W) — 0{Ryi¥, W) + dp(Ryy¥, W)
— p(Row,y) — 0( Ry, @) + 6p( Ry, T,Y)

por lo que si §,p — 0 entonces (R,,v,w) = 0 y por la continuidad
multilineal de (R,,,y) sobre T,M* se cumple por lo tanto (1).

2. Ry,v = 0 para todo v,w € T,M.
Para z arbitrario tenemos

(Ry iz, w + x) = (Rypv, w) + (Rypv,w) + (Rypv.7) + (Ryzv, )
por (1) y por Proposicion 2.2.4
0 = (Ryzv,w) + (Ryv, x) = 2(Ryuv, )
por lo tanto (R,,v,x) = 0 para todo x.

3. Ry = Ry,v para todo v,w,x € T,M.
Notemos que

Rytow(+2) = Ryt + Ryt + Ryt + Ry

Por (2) tenemos que 0 = R,,v + R,,x y por Proposicion 2.2.4 (1)
tenemos que R,,x = R, .v.

De acuerdo con (3), R,,x es constante por una permutacion ciclica de los
vectores v, w, x. Por la primera identidad de Bianchi, Proposicion 2.2.4 (3),
R,,x = 0 para todo v, w,z y por lo tanto R = 0 en p. O

Definicion 2.2.12. Decimos que la funcion multilineal F': T,M* — R es
tipo curvatura, si para cualquier z,y, z,w € T, M, I’ cumple con las siguientes
simetrias:

1. F(a:,y, *y ) = —F(y,x, ) )
2. F(l’,y,Z,U)) = —F(a:,y,w,z)

3. F(z,y,z,-)+F(y,z,x,-)+F(z,x,y,-) =0
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4. F(z,y,z,w) = F(z,w,z,y)

Corolario 2.2.13. Sea F' una funcion multilineal tipo curvatura. Sean v, w €
T,M tal que Span{v,w} genera un plano tangente no degenerado sobre M
en p. Si F(v,w,v,w) =0 entonces F = 0.

Corolario 2.2.14. Sea F' una funciéon multilineal tipo curvatura. Suponga-
mos que para todo v,w € T,M tal que I' = Span{v,w} genera un plano
tangente no degenerado sobre M en p se tiene que

K() = K(v,w) = Fo,w, v, w)

<U7 U> <w7 ’LU> - <Uv ’LU>2
entonces para todo v, w,z,y € T,M
<val', y) = F(Ua w, T, y)

Demostracion. Tomemos la funcion diferencia A(v, w, x,y) = F(v,w, z,y) —
(Rywz,y). Por la multilinealidad y ya que tanto F'y la funcion (v, w,z,y) —
(Rywx,y) son tipo curvatura entonces /A también es tipo curvatura. Si vy w
expanden un plano no-degenerado, por hipotesis tenemos que A(v, w, v, w) =
0, entonces por Corolario 2.2.13 tenemos que A = 0. n

Definiciéon 2.2.15. Se dice que M es una variedad de curvatura constante
si K(I') es constante para todo plano no degenerado I' C T),M.

Corolario 2.2.16. Sea M una variedad semi-Riemanniana con curvatura
constante C. Entonces para cualesquiera z,y, z € T,M se tiene que

R;L’yz = O{<27I>y - <Z7y>117}

Demostracion. Definamos la funcién

F(xjy,v,w) = C{<U7I><y7w> - (v,y><x,w>}

Demostraremos que ésta funcién es una funcidén tipo curvatura, es decir,
demostraremos que se cumplen las simetrias dadas en la Proposicion 2.2.4.
Sean x,y, z,v,w € T,M

1. F(z,y,v,w) = —F(y,z,v,w)

- F(y’xvvaw) = —C’{(U,y)(x,w> - <U7‘T><y7w>}
= C{(v, 2)(y, w) — (v, y){z, w)}
= F(z,y,v,w)
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2. F(z,y,v,w) = —F(x,y,w,v)

- F(xavaav> = —C{(w,x)(y,v> - (w,y)(x,v>}
= C{{v, 2)(y, w) — (v, y){z, w)}

F(z,y,v,w)
3. F(z,y,z,w) + F(y,z,z,w) + F(z,z,y,w) =0
F(z,y,z,w)+ F(y, z,x,w) + F(z,z,y,w)
= Cl(z, 2){y, w) — (2, y)(z,w)
+ (z,y)(zw) — (2, 2)(y, w)
+ (W, 2) (@, w) = (y, ) (2, w)]
=0
4. F(z,y,v,w) = F(v,w,x,y)
Fv,w,z,y) = C{{z, v){w,y) — (z,w){v,y)}
= C’{(v,x><y,w> - <v,y)(w,w>}
= F(z,y,v,w)

Ahora notemos que F(z,y,z,y) = CQ(z,y). Entonces si z y y expanden un
plano no-degenerado se tiene que

F
K(x7 y) — C — <x7 y7:1;7 y)
Q(z,y)
y por el Corolario 2.2.14, para todo z,y, z,w € T,M

<Rwysz> (SL’ Y, =z, w)
- C{<Zax><va> - <z,y><x,w>}
= <C<Z,$>y - C<Z,y>$, w>
= <C{<va>y - (z,y)x},w)
y por lo tanto R,z = C{(z, )y — (2, y)x}. O
Teorema 2.2.17. (Lema de Schur) Supongamos que M es de dimension
> 3. Sea I' C T,M un plano tangente no degenerado sobre M en p. Si la

curvatura seccional de T, K(I"), depende sdlo del punto p € M, entonces M
es una variedad de curvatura constante.
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Demostracion. Sea p € M y I'" un plano tangente no degenerado en dicho
punto. Por hipotesis se tiene que K(I') = A, donde A € C*°(M). Definamos
ahora la funcion multilineal F': T,M* — R dada por

F(xwyasz) = <:L'7Z><y7w> - <y7 Z><ZE,U}>

Esta funcion, por la demostracion del Corolario 2.2.16, es una funcion tipo
curvatura, y ademés satisface

Ap) - Fx,y,7,y)
(z,2)(y,y) — (v,y)?

Si R: T,M* — R es tal que R(x,y,zw) = (Ryyz,w), por Corolario 2.2.14,
se tiene que R =\ - F.

K(I) =

Se demostrara ahora que F' es paralelo, es decir, VF = 0. Por la regla del
producto para tensores, para un campo vectorial V' en X(M) se tiene

(VvF)(X,Y,Z,W) =V (F(X,Y,Z,W)) — F(VyX,Y, Z,W)
— F(X, VY, Z,W) - F(X,Y,VyZ,W)
— F(X,Y,Z,VyW)

donde

Vy(F(X,Y, Z,W)) = VX, 2)(Y, W) = (Y, 2)(X, W)
= (V(X,2))- (Y, W) + (X, Z) - (V(Y, V)
- (V{Y,2)) - (X, W) = (Y, Z) - (V(X, W)
= (Vv X, Z) (Y, W) + (X, VyZ2)(Y, W)
(X, Z)NVvY, W) + (X, Z)(Y, VW)
_<VVY7Z><X>W>_<YavVZ><XaW>
— (Y, Z2) (Vv X, W) = (Y, Z)(X, Vy W)
=F(Vy X, Y, Z W)+ F(X,VyvY,Z, W)
+ F(X,Y,VyZ, W)+ F(X,Y, Z,NVyW)

A
A

y asi se tiene que Vy (F(X,Y,Z, W)) = 0 para cualesquiera campos vecto-
riales X, Y, Z, W en X(M).

Aplicando el tensor derivacion V a R = X\ - F obtenemos

VR=V(\ - F)=(VA)-F+X-(VF)=(V\)-F
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Notemos que para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z, W en X(M)

(VyR)(X,Y,Z, W) =Vy(R(X,Y,Z,W)) = R(VyX,Y, Z,W)
—~R(X,VyY,Z W) - R(X,Y,VyZ,W)
— R(X.Y, Z, Ny W)
= Vv((BxyZ,W)) = (Rv,xy Z, W)
— (RxvyyZ, W) — (Rxy Vv Z, W)
— (Rxy Z,VyW)
= (VyRxy Z, W) + (Rxy Z,Vy W)
— (RyyxyZ, W) —(Rxv,v4,W)
—(RxyVvZ, W) —(RxyZ,VyW)
= (VyvRxyZ, W) — (Ry,xyZ,W)
—(RxvyyZ, W) — (RxyVvZ, W)
= (VWwR)(X,Y)Z, W)
y asi
(VvR)(X,Y)Z W) = (VA((X, 2)Y = (Y, 2)X), W)
y por lo tanto

(VvR)(X,Y)Z = (VA(X, 2)Y = (¥, 2)X)
La segunda desigualdad de Bianchi nos dice que
(VWvR)(X,Y)Z + (VxR)(Y.V)Z + (VyR)(V, X)Z =0

entonces
0= (VA)((X, Z>Y — <Y, Z)X)
+ (XY, 2)V —(V, 2)Y)
+ YAV, 2)X — (X, Z)V)

Como dimM > 3, podemos considerar que X,Y, Z son parte de un marco
ortonormal. Si en la dltima igualdad tomamos que V = Z, se tiene que

0=(ZN(X,2)Y = (Y, Z)X)
+ (XN(Y,2)Z - (2, 2)Y)
+(YN(Z,2)X — (X, 2)2)
— —(XNY + (YA X

y va que X,Y son linealmente independientes, se tiene que XA =YA =0y
por lo tanto, A es constante. L]
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2.3. Productos alabeados

Definicién 2.3.1. Sean M"™ y N™ variedades topologicas con atlas completos
Ay B respectivamente. Una variedad producto es el espacio topologico M x N
equipado con el atlas completo A x B = {(p xn,U x V)} donde (¢,U) € A,
(n,V) € By las funciones ¢ x n: U x V. — R™ x R™ estan definidas como

¢ xn (p,q) = (»(p),n(q)) para todo (p,q) € U x V.

Definicién 2.3.2. Sean M y N dos variedades y ¢: M — N una funcion
diferenciable. Campos vectoriales X sobre M y Y sobre N se dicen que son
p-relativos siempre que dp(X,) = Yy, para todo p € M.

Definicién 2.3.3. Para una variedad producto M x N, sus proyecciones son
las funciones 7: M x N — M dada por w(p,q) =py o: M x N — N dada
por o(p,q) = q para todo (p,q) € M x N.

Observaciéon 2.3.4.

1. Una funcion ¢: P — M x N es diferenciable si y s6lo si mo¢ y 0o ¢
son diferenciables.

2. Para cada (p,q) € M x N, los subconjuntos M x gy p x N son subva-
riedades de M x N.

3. Para cada (p, q), las funciones restringidas 7|y, ¥ 0|pxn son difeomor-
fismos de M x ga M y p x N a N respectivamente.

4. Los espacios tangentes T,M = T, (M x q) y TeN = Ty 4 (p x N) son
subespacios del espacio tangente T, (M x N).

5. Tipq(M x N) es la suma directa de sus subespacios T{p (M x q) ¥
Tip.q)(p X N).

Definicion 2.3.5. A continuacion se definiran los levantamientos relaciona-
dos con las variedades producto M x N

1. Si f € C®(M), el levantamiento de f sobre M x N es la funcion
f=fomeC®M xN).

2. Siz € T,M y q € N, el levantamiento T de x sobre (p,q), es el inico
vector en T(, o (M X q) tal que dm (%) = =

3. Si X € X(M), el levantamiento de X sobre M x N es el campo vectorial
X tal que X'(pyq) es el levantamiento de X, sobre (p, q). Se tiene que el
levantamiento de X € X(M) sobre M x N es el elemento tnico de
X(M x N) tal que es w-relativo a X y es o-relativo al campo vectorial
cero en N.
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4. Allevantamiento X de X € X(M) se le llama levantamiento horizontal.
5. Al levantamiento Y de Y € X(N) se le llama levantamiento vertical.
6. Denotamos los conjuntos

L(M)={X € X(M x N): X es levantamiento de algin X € X(M)}

L(N)={Y € X(M x N): Y es levantamiento de algin Y € X(N)}

como el conjunto de levantamientos horizontales y verticales respecti-
vamente.

Observacion 2.3.6.

1. Si X,Y € L£(M) entonces [X,Y] = [X,Y] € L(M) y anslogamente
para L(N).

2. Si X € L(M)yY € L(N), entonces [X,Y] = 0.

Definicién 2.3.7. Supongamos que M y N son variedades semi-Riemannianas
con métricas gy; v gy respectivamente, y sea f > 0 una funcion diferenciable
sobre M. Definimos la variedad producto alabeada como la variedad producto
P = M x¢ N equipada con el tensor métrico g = (,) dado por

(u,v) = g(u,v) = gur(dn(u), dr(v)) + f*(p)gn(do(u), do(v))

para (p,q) € M x N y para todo u,v € T(, (M x N). A N se le llama la
fibra y a M se le llama la base de P = M x¢ N.

Observaciéon 2.3.8.

1. Si f =1, entonces M x; N se reduce a una variedad producto semi-
Riemanniana.

2. Las fibras px N = 7= 1(p) y las hojas M x q = 0~'(q) son subvariedades
semi-Riemannianas de P = M xy N.

3. Para cada ¢ € N, la funcion 7|(arx) €s una isometria sobre M.

4. Para cada p € M, la funcion o|(«n) es una homotecia positiva sobre
N con factor 1/f(p).

5. Para cada (p,q) € P, la hoja M X g y la fibra p x N son ortogonales
en (p, q).

6. T(p,q)<M X q) = (T(p,q)(p X N))J‘
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Lema 2.3.9. Si ¢ € C*°(M), entonces el gradiente del levantamiento @ o
de ¢ sobre P = M x; N es el levantamiento a P de el gradiente de ¢ sobre
M.

Demostracion. Habra que mostrar que grad(p o 7) es el levantamiento de
grad(y), es decir, grad(p om) € L(M) v dr(grad(e o m)) = grad(p). Para
todo (p,q) € M x N y todo v € T, 4 (p x N), se tiene que

(grad(p o m),v) = v(p o m) = dn(v)p = 0

ya que dr(v) = 0y por lo tanto grad(gon) € (T(pg(px N))= = T(pe) (M xq),
por lo cual grad(p o w) € L(M). Sea ahora v € T,M y supongamos que ¥
es el levantamiento de v sobre T(, (M x q), es decir, dm(0) = v. Se tiene
entonces

gu(dr(grad(p om)),v) = gu(dn(grad(p o)), dr(v))
= (grad(p o), D)
= (pom)=dr(v)p =v(p)
= gu(grad(y),v)

]

Ahora supongamos que D, D vy V son las conexiones Levi-Civita para las
variedades semi-Riemannianas P, M y N respectivamente. Para simplificar
notacion, podemos suponer que para los levantamientos X € L(M), X €
X(M)yparaV € L(N), V € X(N).

Definicién 2.3.10. Por Observacion 2.3.4(2), Observacion 2.3.8(6) y Lema
1.1.16, p x N es una subvariedad de M x N y ademas

T(pvq)(M x N) = Tip.q) (px N) @ (T(p,q) (p x ]\f))L
= Tpg)(p X N) ® Tpq)(M x q)

donde ademés podemos definir las siguientes funciones

OT: T(p,q)(M x N)— T(p,q)(p x N)
()l: Tip.g) (M X N) = Ty (M x q)

Lema 2.3.11. Sean XY € L(M) y Z € X(M x; N). Entonces

(Z)r =X siysélosi (Z,Y) = (X,Y)
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Demostracidn. Primero supongamos que (Z)* = X, entonces
(ZY) = (2T + 25 Y) = (Z7,Y) + (Z5,Y) = (Z4Y) = (X,Y)

Por otro lado, supongamos que para toda Y € L(M) pasa que (Z,Y) =
(X,Y). Sea V € X(M x; N), entonces

ya que V+ es levantamiento sobre M. O

Proposicion 2.3.12. Sobre P = M x; N, si X,Y € L(M), VW € L(N) y

f = fom, entonces
1. DxY € L(M) es el levantamiento de DxY sobre M.
2. DxV =Dy X = (Xf/)V es levantamiento sobre N.
3. (DyW)t = a(V,W) = —((V,W)/f)grad f es levantamiento sobre M.
4. (DyW)T € L(N) es el levantamiento de do(DyW) = VW sobre N.
Demostracion.
1. La férmula de Koszul y la Observacion 2.3.6 nos dice que

2(DxY,V) = X(YV, V) + Y (V, X) — V(X,Y)
— (XY V) + (Y [V, X)) + (V. [X, Y])
= -VX,)Y)+ (V. [X,Y])

Como X, Y son levantamientos sobre M, (X,Y) es constante sobre las
fibras y ya que V' es levantamiento sobre N se tiene que V(X,Y) = 0.
Por otro lado, por la misma Observacion 2.3.6, [X, Y] es levantamiento
sobre M y asi se tiene (V,[X,Y]) = 0. Por lo tanto, (DyY, V) = 0 para
toda V € L(N) y esto nos dice que DxY es levantamiento sobre M. Ya
que T|(arxp) €S una isometria, se tiene entonces que dr(DxY) = DxY.
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2. Como 0 = [X,V] = DxV — DyX entonces DxV = DyX y estos
campos vectoriales son verticales ya que
0=X(V,Y)=(DxV,Y) +(V,DxY)
y por (1), DxY es levantamiento sobre M y por lo tanto
Ahora, usando de nuevo la formula de Koszul para 2({DxV, W) tenemos
2(DxV,W) = X(V,W) + VW, X) - W(X,V)
— X(V, W)
Por como definimos el tensor métrico del producto alabeado, se tiene
(V.W)(p,q) = gu(dyr(V), dyr (W) + f2(p)gn(dgo (V) dyo (W)
= gn(0,0) + f2(p)gn (Vy, W)
= (fom)*(p.))gn (V. W)(o(p, q))
= (fom)*(gn(V,W) 0 0)(p,q)
= [Pgn(V,W) 0 0)(p, )
lo cual implica que
(V,W) = P(gn(V.W) 0 0)

ademas el término (gn(V, W)oo) es constante sobre hojas, en las cuales,
el campo vectorial X es tangente. Entonces

X(V,W) = X[f*(gn(V,W) 0 0)]
= (gn(V.W) 0 0) X(f?)

= (gn(V.W) 0 0) 2() X ()
VW), oo s
= %Qfx(f)
=Xy gy
f
regresando a la formula de Koszul, se tiene que
2DV ) = 2= L)
y por lo tanto DxV = (X f/f)V.
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3. Como B B
0=V({W,X)=(DyW,X)+ (W,DyX)

entonces, usando (2)

(DvW,X) = —(W, Dy X) = —(W,(Xf/)V)
= —((grad [, X)/[)(W,V)
= (=((W.V)/f)grad f,X)

y por otro lado
(DyW, X) = (DvW)" + (DyW)*, X) = ((DyW)*, X)
obteniendo asi
(DyW)*, X) = (=((W.V)/)grad f, X)
y por los Lemas 2.3.9 y 2.3.11 llegamos al resultado deseado.
4. Por la Definiciéon 2.3.10.

O

Sean MR y VR los levantamientos sobre P = M x; N de los tensores de
curvatura Riemanniano de M y N. Para simplificar la notacion, f representa
fom, grad fesgrad forysi V,IW € L(N) supondremos que (DyW)" =
VyW.

Proposicién 2.3.13. Sea P = M x; N un producto alabeado cuyo tensor
de curvatura Riemanniano es R. Si X,Y,Z € L(M) y U, V,W € L(N),
entonces

1. RxyZ € L(M) es el levantamiento de MRy Z sobre M.
RyxY = (H/(X,Y)/f)V, donde H' es el Hessiano de f.
RxyV = Ryw X = 0.

RxyW = ((V,W)/f)Dx(grad f).

RywU = YRywU — ({grad f, grad f)/f){{V.U)W — (W, U)V}.

Demostracion.
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1. Por Proposicion 2.3.12 (1) tenemos que Dixy|Z,DyZ,DxZ € L(M)
son los levantamientos de los campos vectoriales Dxy1Z, Dy Z, DxZ
respectivamente, ademéas Dx(Dy Z), Dy (DxZ) € L(M) son los levan-
tamientos de Dx(DyZ) v Dy(DxZ) respectivamente. Por lo tanto
RxyZ € L(M) es el levantamiento de ¥ Rxy Z sobre M.

2. Como [V, X] =0y DxY,Y € L(M), entonces

RVXY = D[V,X}Y — [Dv, DX]Y
=—Dy(DxY)+ Dx(DvY)

b ()

_ (DxY ) (Y_f) Y=
= TR VX (S )V DV
DXV ), XY f-X[Yf Y] Xf
=7 1t 7 ViV
:_(DX;/ f) v+X(;/f) V_Xff'zyf V+ij:2Xf v
X0 - (DY),

/
_ Hf(X,Y))
_( )
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3. Sea ¢ € X(P) entonces

(RxyV, () =

T+

RXYV,C )+ (Ryc X,Y)
)+ (HI(C X))V, Y)
)

[Xy]v,c ) — (DxDy Vi) + (Dy Dy V()

- V¢ = (D (Y £11)V),CT)

Dy (X F/V).CT)

V. T) - (Yf) vy - 2 v

f f
Xf Xf

+Y (7) (V,¢") - e (DyV,¢T)

_ XYY
f

Y(XJ)

T _
7 (V,¢')=0

(V.¢"y +
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Por otro lado

<RVWX7 C> =

= D[X TV, W) = (DxDevV,W) + (D¢t Dx V, W)
—(Dx D V,W) + (D DxV, W)
<DX_(D<TV) W) —(Dx(De V), W)

+ (D (X f/HV), W)
~(Dx(Der V)", W) + (D (X f/ /)V), W)

= () v
+ XTf (Der VW)

= X];f ((Der V)T W)+X7f<D<TV,W>

= —7 <(DgTV)T, W) + XTf (DeV)T, W)
+7f<<D<Tv> W)

(RywX, ) = L (vt W) =0

f

Por lo tanto tenemos que RxyV = Ryyw X =0

4. Haciendo uso de la Proposicion 2.3.12; y el hecho de que [X,V] = 0,
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X(V,W)y=0y V(Xf/f) =0, tenemos que

RXVW = D[Xy]W - [DXa DV]W
— —[Dx,Dv]W
= —DxDVw + Z_)V[)XI/V
= —Dx((DyW)") = Dx((DyW)*) + Dy ((X f/ /)W)

) (DyW)T + Dx <<V,fW) grad f>

/
+V (X—f) W + X—fDVW

f f
= —XTf (DvW)" + X (@) grad f -+
+ X/ (DyW)T + XS (DyW)*

f /
=(V,IW)-X <%) grad f+ <V’fW> Dx(grad f)

_ XS W)
foo

XL (VW

Ry
= — 4 (X;/f)W) grad f+ <V,TW) Dx(grad f)

RCITAL Iy
_(V.DxW) ; (DXVW) o oa s <V_’fW> Dx (grad f)
= _Mgrad [+ MTW> Dx(grad f)

y por lo tanto RxyW = ((V,W)/f)Dx(grad f).

<V’fW> Dy (grad f)

grad f

) Dx(grad f)

. Sabemos que RywU = Dyu U — [Dy, Dw|U. Por un lado tenemos

DywiU = (DywU)" + (D U)*+
((V,w],U) grad f

= VywU — 7
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y por otro
Dy DywU = Dy(DwU)" 4+ Dy(DywU)T
= Dy(VwU) + Dy(DwU) "
= (Dy(VwU))" + (Dy(VwU))* + Dy(

—<V’ vaU> grad f — Dy ( 7

=VyVpU — V. vwl) grad f — 1 V{(W,U)grad f

i i
<W}U> Dy (grad /)

f
e ?VU) grad f —

B A 110

(W, VyU)
f

Uy’

w
— Vy ViU — W.0)

grad f )

grad f — <VV?/’ )
(W, U) (grad f)f

f f
(VyW,U)

grad f

V

grad f — grad f

grad f — (W, U><gra}<12 fgrad f)

Anéalogamente

(W, VyU) (VwV,U)

DywDyU = VyVyU —

— —<V’ VfWU> grad f —

Por lo cual se tiene entonces

grad f — grad f

(V,U)(grad f,grad f)

72 W

Dy, D]l = Dy Dyl — Duy Dyl
(Vv W =V V,U)
f

{(v.0)w — (W, )V}

= Vv, Vw|U —
N (grad f,grad f)

f2
_ _ (e, U)
= [Vy,Vw|U 7

N (grad fJZQgrad I8

grad f

grad f

{(v.0)w — (W, )V}
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Por lo tanto

RywU = DywiU — [Dy, Dw|U
W

f
- [VV,VW]U+—<[V’V¥]’U>

- Land Dy oy - vy
grad f,grad f)
72

— VU —

grad f

VR U [V, U)W = (W,0)V}

44



Capitulo 3

(Geometria Semi-Riemanniana
Extrinseca

Abordaremos los temas béasicos sobre la teoria de subvariedades, que co-
mo se sabe, su base son las inmersiones isométricas. Temas importantes para
la teoria de subvariedades son la segunda forma fundamental y las férmulas
de Gauss y de Weingarten que son ocupadas para las proyecciones de la co-
nexion de la variedad ambiente en su respectiva subvariedad. Otro punto que
es relevante es el vector de curvatura media, el cual es ocupado para definir
las subvariedades minimas.

Una vez obtenidas las formulas conocidas para subvariedades, definiremos
el tensor de curvatura y sus respectivas proyecciones, obtenidas a partir de
las proyecciones de la conexiéon. Con ello, podremos deducir las ecuaciones
de Gauss y Codazzi.

Continuamos desglosando como ejemplo, los espacios de De Sitter y Anti
De Sitter, dando una representacion particular de dichos espacios para abar-
car ambos espacios al mismo tiempo. Se obtienen explicitamente lo que son
su conexion, su tensor de curvatura, su vector de curvatura media y su cur-
vatura seccional que de hecho es constante.

Ya una vez cubiertos los temas fundamentales de la teoria de subvarieda-
des, cerraremos ésta secciéon con uno de los temas clave de ésta tesis, que son

los Campos Cerrados Conformes.

Para el desarrollo de este capitulo, se uso como apoyo las siguientes refe-
rencias bibliogréficas:

45



» De [2] Cap.2 Basics on Pseudo-Riemannian Submanifolds.

» De [3] Cap.1 The Basic Equations For Submanifolds y Cap.2 Hyper-
surfaces.

3.1. Inmersiones isométricas

Definicién 3.1.1. Sean M y N dos variedades y una funcion entre ellas
f+ M — N. Decimos que la funciéon f es una inmersion si df,: T,M —
TN es inyectiva en todo punto p € M.

Definicién 3.1.2. Decimos que una inmersion f: M — N es un encaje
si f es un homeomorfismo sobre f(M), donde f(M) tiene la topologia de
subespacio inducida por N.

Observacién 3.1.3. Sea f: M — N una inmersion. Entonces para todo
p € M, existe una vecindad U C M de p tal que la restriccion f|y es un
encaje.

Definicién 3.1.4. Por definicion, tenemos que si f: M — N es una inmer-
sion, entonces dim M < dim N. Al namero dim N — dim N se le conoce
como la codimension de dicha inmersion.

Definicién 3.1.5. Sean M y N dos variedades semi-Riemannianas con mé-
tricas gy v gy respectivamente. Una inmersion f: M — N se dice que es
isométrica si

gm(u,v)p = gn(dfp(w), dfp(v)) 1)
para todo u,v € T,M y para todo p € M.
Observaciéon 3.1.6. Sea f: M — N una inmersion isométrica. Por la
Observacion 3.1.3, todo punto p € M tiene una vecindad U en la cual
flu es un encaje. Entonces todo vector u € T,U le corresponde un soélo
vector df (u) € Ty N. Podemos entonces, identificar cada v € T,M con

df (u) € TypyN. De ésta manera, podemos ver a cada espacio tangente T, M
como un subespacio no-degenerado de Ty, N.

Observacién 3.1.7. Por Lema 1.1.11 y la observacion anterior, se tiene que
TN =T,M & T, M

donde T;-M = (T,M)* se le conoce como el subespacio normal de M en py
a sus vectores en dicho espacio como vectores normales a M.
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Definicién 3.1.8. Sea f: M — N una inmersion isométrica. Las funciones
O": TypyN = T,M
O Ty N — T,"M

son las proyecciones ortogonales.

Observacién 3.1.9. Las proyecciones ortogonales ()7 y ()* son R-lineales
y por la Observacion 3.1.7, si v € Ty, N, v se puede expresar como

v=()"+(v)"

3.2. Foérmulas importantes y la Segunda Forma
Fundamental

Sea f: M — N una inmersion isométrica donde D es la conexion Levi-
Civita de N. Ya que en las siguientes afirmaciones estaremos estudiando las
subvariedades de manera local, por Observaciéon 3.1.3, podemos suponer que
f es un encaje.

Definicion 3.2.1. Sea el campo vectorial X € X(M). El campo vectorial
X € X(N) se dice que es la extension de X si X|;an = X.

Observacion 3.2.2. Supongamos que si X y Y son extensiones de X y Y
respectivamente. Si f € C°(M) y p € M, se tiene que

Xf(p) :X’p(f) :Xp<f) :Xf(p)
Y,

Yf(p) =Y,(f) = Yo(f) =Y f(p)
lo cual implica que
[X, Y/}p(f) = Xp(?f> - Y/P(Xf)
= X, (Y f) = Y,(X[)
= X,(Y[) = Y(X))
— [X,Y]

y por lo tanto [X, Y]]M = [X,Y]. Por otro lado, si X; es otra extension de
X, entonces X — X, = 0 sobre M, obteniendo asi D¢ X = Dy Y sobre M.

Analogamente, si Y] es otra extension de Y entonces Y — Y; = O sobre M y
por lo tanto D ¢ Y = Dy Y1 sobre M entonces D ; Y sobre M es independiente
de las extensiones X Y de X,Y.
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Definiciéon 3.2.3. Por la observacion anterior, podemos definir entonces
VxY = (DY) a(X,Y)=(DgY)"
teniendo asi la formula conocida como formula de Gauss
DY =VxY +a(X,Y)

Proposicion 3.2.4. Supongamos que f: M — N es una inmersion isomé-
trica. Entonces

1. 'V definido como en Definicion 3.2.3 es la conexion Levi-Civita de M.
2. a(X,Y) es C°(M)-bilineal y simétrica.
Demostracion.

1. Como D es conexion sobre N y ()T es transformacion lineal, entonces
DxY es C(N)-lineal en X y es R-lineal en Y. Si g € C°°(M) entonces

V(g )

También se tiene que
VxY —VyX = (DY — D X)T = ([X,Y])' = [X,Y]
Notemos ahora que
X(Y,Z)=(DxY,Z)+ (Y ,DxZ2)
De la formula de Gauss se tiene
(DxY,Z) = (VxY,Z) + (a(X,Y), Z) = (VxY, Z)

y andlogamente 3 3
(Y,Dx7Z)=(Y,VxZ)

obteniendo asi
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)

La unicidad de V se obtiene de la misma unicidad de D.
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2. Como, tanto V y D son libres de torsion, se tiene

X =VyX +aY,X)

(X, Y]l = [X, Y]+ a(X,Y) —a(Y, X)
0=a(X,Y)—aY,X)

a(X,)Y) =a(Y, X)

entonces a(X,Y) es simétrica. Si g € C°(M), se tiene

VoxY +a(gX,Y) = DyxY = gDxY
=g(VxY +a(X,Y))
=gVxY +ga(X)Y)

Tomando las proyecciones normales se tiene que a(gX,Y) = ga(X,Y).
Siendo « simétrica, obtenemos entonces que « es C*°(M )-bilineal.

]

Definicién 3.2.5. La funcion a: X(M) x X(M) — T+M se le conoce como
la segunda forma fundamental de M para la inmersion dada.

Definicién 3.2.6. Sea f: M — N una inmersion isométrica. Sea é € T+ M y
X € X(M), se le conoce como la formula de Weingarten a la descomposicion
de Dx¢ la cual estd dada como

Dx€ = —AcX + Vx&

donde (Dx&)T = —A¢X y (Dx&)*™ = V£ los cuales son campos vectoriales
diferenciales sobre M. A la funcién A¢: X(M) — X(M) se le conoce como el
operador de forma.

Proposicién 3.2.7. Sea f: M — N una inmersion isométrica. Entonces

(a) AcX es C°(M)-bilineal sobre £ y X ; entonces, para cada puntop € M,
AeX depende solo de &, y X,.

(b) Para un vector normal & y vectores tangentes X,Y de M se tiene que

((X,Y),§) = (AX,Y)
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(¢) V-t es la conexion métrica sobre el haz normal T-M con respecto a la

métrica inducida sobre T+-M, es decir,

X(&n) = (Vx&n) + (€, Vxn)

se cumple para cualquier campo tangente X y cualesquiera campos vec-
toriales normales &, 1.

Demostracion.

(a)

Sean g,h € C*(M), entonces

Dyx (h§) = gDx (h§)
= g{(Xn)§ + hDx&}
= g(Xh)§ — ghAc X + ghV %€
Obteniendo las proyecciones normales y tangentes se tiene
Ape(9X) = ghAcX
Vix (h€) = g(XR)E + ghV €
Por lo tanto A¢X es C°°(M)-bilineal sobre { y X.
Para campos X,Y € X(M)
0=X(§)
= (DxY,§) + (Y, Dx¢)
= (VxY, &) + (a(X,Y), &) = (Y, AcX) + (Y, Vx€)
= {a(X,Y),§) — (Y, A X)

De la tltima igualdad obtenida en el inciso (a), V+ define una conexion
afin sobre T+ M. Ahora, si £ y n son campos vectoriales normales y X
es un campo tangente, se tiene

Dx&=—-A X + Vs 5
Lo cual implica que
(Vx&m) + (6, Vxn) = (Dx&+ AcX ) + (€, Dxn + A X)
= (Dx&,m) + (€, Dxn)
= X(&n)

Entonces, V* es una conexiéon métrica sobre el haz normal con respecto
a la métrica inducida sobre T+M.
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Definicién 3.2.8. Para una inmersion isométrica f: M — N, si a = 0,
decimos que f es totalmente geodésica.

Definicién 3.2.9. Supongamos que f: M — N es una inmersion isométrica.
Para un campo vectorial normal ¢ € T+ M, si Ac = A para algiin \ €
C>®(M), decimos que & es una seccion umbilica. También se dice que la
subvariedad M es umbilica respecto al campo vectorial normal £. Si una
subvariedad M es umbilica con respecto a todo campo vectorial normal,
entonces a M se le conoce como una subvariedad totalmente umbilica.

Definicion 3.2.10. El vector de curvatura media H de M en N se define
€como

1
H = — Traza «
n
donde n = dim M y « es la segunda forma fundamental. Si {e1,...,e,} es

un marco ortonormal de M, entonces

n

1
H=-"
- exaleg, ex)

k=1
donde €, = (e, ex) = £1.

Corolario 3.2.11. Sea M una subvariedad totalmente umbilica. Entonces
la segunda forma fundamental satisface

a(X,)Y)=(X,)Y)H para XY €X(M)

Demostracion. Ya que M es una subvariedad totalmente umbilica, tenemos
que para todo £ € T+M, se tiene que A = Al para algin A € C>®(M).

Supongamos que {ey,...,e,} es un marco ortonormal de M, entonces
(HXY).6) = (-3 aalenen).€) = - 3 alaler. ). &)
"= "=
_1 Zn: er(Acer, er) = 1 z”: er( e, ex)
"= "=

1 n 1 n
)\E Z €k<€k7 €k> = )\ﬁ Z €r€k
k=1 k=1

Y ilz)\%nzk

=1

=A &=\

S|
SRS

e
Il

—
e
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Por otro lado, si X,Y € X(M), tenemos entonces que
(@(X,Y),€) = (AX,Y) = (AX,Y) = \(X,Y) = (X, V) H(X,Y),)
teniendo asi el resultado deseado. O

Definiciéon 3.2.12. A una subvariedad semi-Riemanniana M tal que su vec-
tor de curvatura se anula, es decir, H = 0, se dice que M es una subvariedad
minima.

3.3. Ecuaciones Fundamentales

Sea f: M — N una inmersiéon isométrica, donde M y N son variedades
semi-Riemannianas. Denotemos R” el tensor de curvatura sobre N. Entonces
para X,Y,Z € X(N) se tiene que

RYyZ = Dixy|Z — DxDyZ + DyDxZ

Observacién 3.3.1. Denotemos R el tensor de curvatura sobre M. Usando
la féormula de Gauss en el tensor de curvatura de N obtenemos
RYyvZ =VixyiZ+a([X,Y],Z) — Dx(VyZ + a(Y, Z))
+ Dy (VxZ + a(X, 7))
=VixyZ +a([X,Y],Z) = Dx(VyZ) — Dxa(Y, Z)
+ Dy (VxZ)+ Dya(X, Z)
=VixyZ+a(X,Y],Z2) - VxVyZ —a(X,VyZ) — Dxa(Y, Z)
+VyVxZ+aY,VxZ)+ Dya(X, Z)
=RV Z 4+ a([X,Y], Z) — a(X,VyZ)
+a(Y,VxZ)— Dxa(Y,Z)+ Dya(X, Z)

Y usando la formula de Weingarten para Dxa(Y, Z) y Dya(X, Z) tenemos

RYyZ = R¥Z +a([X,Y],Z) — a(X,VyZ) + a(Y,VxZ)
+ Aaviy)X — Vxa(Y, Z) — Agx,2)Y — Vya(X, Z)

Teorema 3.3.2. Sea f: M — N una inmersion isométrica. Entonces para
campos vectoriales X, Y, Z, W € X(M) se cumplen las siguientes ecuaciones

(a) (RxyZ, W) = (RXy Z,W) — (a(X, W), a(Y, Z)) + (a(X, Z), (Y, W)
(b) (RiyZ)*" = (Vya)(X, Z) = (Vxa)(Y, Z)
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donde
(Vya)(X,Z) =Vya(X, Z) — a(Vy X, Z) — a(X,VyZ)
(Vxa)(Y,Z2) =Vxa(Y,Z) —a(VxY, Z) — a(Y,VxZ)

Las ecuaciones (a) y (b) se les conoce como la ecuacion de Gauss y la ecua-
cion de Codazzi respectivamente.

Demostracion.
(a) Sean XY, Z, W € X(M), sabemos que
(a([X, Y], 2), W) = (a(X,Vy Z), W) = (a(Y,VxZ), W) =---
= (Vxa(Y, Z),W) = (Vya(X,Z),W) =0
Por la Observacion 3.3.1 y la Proposicion 3.2.7

(R Z,W) = (RYy Z, W) — (Aayiy X, W) + (Aax, 7)Y, W)
= (RYyZ, W) — (X, W), Y, Z)) + {a(Y, W), (X, Z))

(b) Por la Observacion 3.3.1
(RYy2)r = a([X,Y], Z) — a(X,VyZ) + a(Y,VxZ)
—Vxa(Y,Z) + Vya(X, Z)
= OC(VX}/, Z) — CK(VyX, Z) — Oé(X, Vyz)
+a(Y,VxZ) - VyalY,Z) + Via(X, Z)
= (Vya(X,2) — a(Vy X, Z) — a(X,Vy Z2))
— (Vxa(Y,Z2) —a(VxY,Z) — a(Y,Vx2))
= (Vya)(X,Z) — (Vxa)(Y.Z)
donde
(Via)(X,Z) =Via(X,Z) — a(VyX,Z) — a(X,Vy2)
(Vxa)(Y,Z) =V%a(Y,Z) — a(VxY,Z) —a(Y,VxZ)

]

Observacién 3.3.3. Para X,Y € X(M) y &,n € T+ M se tiene la siguiente
igualdad

(a(X, AeY),n) = (AeY, Ay X) = {a(Y, 4,X),§) = (Y, AeA, X)
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Teorema 3.3.4. Sea f: M — N una inmersion isométrica. Entonces para
XY e X(M) y&neTHM, se tiene la ecuacion
(Rxy€m) = (RYyE€m) + ([Ay, AJ(X),Y)
donde
R)Lfyf = V[L)(,Y]f - V)L(v)l/f + V%/V)L(f
[Ay, Ae] = AgAe — AcAy
Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Ricci.

Demostracion. Sea X,Y € X(M) y &n € T+M. Usando la Observacion
3.3.1, 3.3.3 y las formulas de Gauss y Codazzi tenemos que
(BXy&n) = (Dpx§, ) — (Dx Dy&,m) + (Dy Dx&,m)
= —(A[X, Y], n) + (Vixyi§:m) + (Dx(AY), )
— (Dx(Vy€),m) — (Dy(AeX),n) + (Dy(Vx€),n)
= (Vixyi&m) + (Ao Xon) — (VX Vi€, n)
— (AwLoY.m) + (VyVx&n) + (Vx(AY),n)
+ (X, AeY), n) = (Vy(AcX),m) — (a(Y, AcX),n)
= <R)L(Yfa n — (Y, AyAcX) + (Y, A4, X)
= <R)L<Y§a n — (Y, AyAcX — AcAy X)
= (Rxy&,m) — (A4, A(X),Y)

teniendo asi el resultado deseado. O

3.4. Campos cerrados conformes

Definicién 3.4.1. Sea N una variedad semi-Riemanniana. Un campo vec-
torial Z € X(IN) es cerrado conforme si y solo si existe ¢ € C°(N) tal que
para todo Y € X(N) se tiene que Dy Z = ¢ - Y.

Proposicién 3.4.2. Sea M una variedad semi-Riemanniana. Supongamos
que para todo p € M y para todo v € T,M existe un campo vectorial ce-
rrado conforme Z tal que Z(p) = v. Entonces M tiene curvatura seccional
constante.

Demostracion. Sea p € M y I' € T,M un plano no degenerado cuya base
ortonormal esta dada por {v,w}, entonces

(Ryv,w)
Qv,w)
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Por hipotesis existen campos cerrados conformes V,W € X(M) tales que
V(p) =vy W(p) = w, entonces existen funciones ¢, p € C*°(M) que satis-
facen VxV =¢- X y VxW = ¢ - X para todo campo vectorial X en X(M).
Calculamos Ry V:

RywV = V[VW V — [Vv, V]V
o[V, Vy ViV + Vi VyV

cb v, Vy(g-W)+Vw(g-V)

=V, V- W—0¢-VyW+Wo-V+¢-VyV

=¢-[V, Vo-W—6¢-0-V+Wo-V+¢ W
— - VyW =0V V-Vod-W=0-0-V+W¢-V+¢* W
—p V= W=V W—=0-0-V+W¢-V+¢* W
V- WH+We-V

W] -
W] -
W] -
W] -

Entonces, puntualmente tenemos

(Rowv, w) = —v(@){w, w) + w(d)(v,w) = £v(¢) = Vé(p)

Como V' y ¢ dependen del vector v, y ademés como K(I') es independiente
de la base, entonces la funcion V¢ := A € C°°(M) sblo depende del punto
p € M. Por lo tanto, por el Teorema 2.2.17, se tiene que M es de curvatura
seccional constante.

]

Proposicion 3.4.3. Sea M™ una hipersuperficie no-degenerada en una va-
riedad semi-Riemanniana N con un campo normal unitario &, tal que M
tiene curvatura media constante y N liene curvatura seccional constante.
Entonces para cada campo cerrado conforme Z en X(N) se tiene que

donde:
» o: N — R es tal que DxZ = ¢ - X para todo campo X en X(M)

s H es el vector de curvatura media de M

w Si{X1,...,X\n} es una base ortonormal de M entonces
() = (£,6) - Y e e - (a(Xi, Xi), )
ik
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Demostracion. Sea p € M. Supongamos que e, ...,e, es un marco local
ortonormal de T,M tal que Ve;|, = 0 para todo 1 <14,j < n. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones (es importante hacer notar que todo lo
desarrollado se hace sobre el punto p € M):

(a) (De,ej,e;) =0

Aplicando la férmula de Gauss se tiene

(De,ej,ei) = (Ve,ej,€) + (alei e;),e;) =0

(b) Z € * <€’ a(eia ez)> =m: <Ha §>
La afirmacién se da ya que

Y oa-(Ealese) = <€}Z€z"a(€z‘a€i)> =(&m-H)=m-(H¢S)

%

(¢) (De;De;2,§) = (D¢, De, Z,§)

Como N tiene curvatura seccional constante, para cualesquiera X,Y
campos vectoriales en X(V) tenemos

RYZ=c-[(Z,X).Y —(Z)Y) X]
y por otro lado, por la definiciéon del tensor de curvatura
RYyZ = Dixy1Z — DxDyZ + DyDxZ
haciendo el producto de R¥ Z con € se obtiene
¢ [(£,X)-(V,§) = (£,Y) - (X,§) | =0
por lo tanto
(Dixy12,€) = (DxDy Z,&) + (DyDx Z,&) =0

Sustituyamos X = e; e Y = ¢;. Como [e;,¢;] = Vee; — Veep = 0
entonces Dy, .1Z = 0,y asi de la igualdad previa obtenida se tiene que

<D€iD€j27€> = <D6jDeiZ7£>
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(d) V. Ace; = Zek (&, Vo ale, e)) - e

k
Notemos que

VeiAgei = Vei (

D en - (Ageier) - ek>

-kvei ({Aeei, ex) - ex)

Ve, (6, alei, ex)) - ex)

[eil€, alei en)) - ex + (€ ales ex)) - Veer |
e alei ex)) - e

[ (De,&s ales ex)) + (6, De,aler,er)) | - ex
[ —(Aces, alei ex)) + (€, De,ales, ex)) | - e
(€ De,ae, ex)) - ex

(€, De, Deyes) - e

(&, De, De,e;) - e, por (c)

(€ Deales, €)) - ex

[ =& Aerener) + (& Vi alese)) |- e

(& V;@(ez‘, €;)) - ek
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Por inciso (d), tenemos que

Zei (2, Ve Aee) =Y (7, (Z er - (&, VEa(e, e)) - ek) >
— Zei e - (€, Velka(ei, ) - (Z,er)

= Z(—;k (Z,eg) - (&, V n (Z € - afe, ez’)) )

=S e (Zoe) - (€ VE () )
k
—m-Y & (Zex) (&Y H)
k
=0 ya que M tiene curvatura media constante

(1) D e (Z.ales, Acei)) = (o) - (Z,€)

i

Primero notemos que A¢e; = E € - (Agei, ex) - e entonces
k

ale;, Age;) = Z - (Acei, er) - ale;, ex)

= Zek ale; er),€) - ale;, ex)

y asi tenemos que

Z (Z,ale;, Agey)) ZEZ (Z (aleer), &) 'a(€i7€k)>>

7 % k

- ZQ ex - (a(es, ex), §) - (Z, alei ex))
ik

Y como
a(ei’ ek’) = <€>€> ) <a(€i76k)>€> &

entonces se tiene

S 6 (Zalen, Aces)) = (€,€) - (Z 6 i <a<ei,ek>,f>2) (Z.)

i,k

i
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Calculemos ahora el Laplaciano de (Z, &)
A(Z,§) = divigrad(Z, )]
= Z € - <Dei(grad<Za 5))7 62’)

=) & (D, <Z € - (grad(Z,§), e;) - €j> ,€1)

_ ZE (D, (Z ¢ e(Z,€) ~ej> ,€i)

_ ZE € <Deij(ej<Z, §) - €5),ei)

- ZJE €5+ (eie;(Z,€)) - ej+e;(Z,€) - Deejre; )

_ Z e [ Z,6)) - (en )+ e3(Z,€) - Dy, ei) ]
_ Zje €5 - ei(ej(Z,8)) - (e er)  por (a)

= alelZ.6) (ene) = Y6 eiledZ,6))

= e (De,2,6) +(Z, Delf; )

=D el - {end) —(Z Acer) )

— —Zei el Z, Ace;)

== €[ (D2, Aces) + (2, D, Acer) |

== e[ (e Acei) + (2, Ve, Aces) + (Z, aler, Acey)) |
==Y e [o- (& alene) + (2, Ve, Acer) + (Z,aler, Acer)) ]

= —m--(H¢) —{a,a)-(Z,&) por (b), (¢) y (f)
O

Proposicion 3.4.4. (Ejemplo de un producto alabeado con un campo cerra-
do conforme) Sea R., con v = 0,1 y N una variedad semi-Riemanniana.
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Considere el producto alabeado P = R}, x; N, donde f € C*(R). Si 7 es
el levantamiento de Z = f -0, € %(]Rll,_), entonces Z es un campo cerrado
conforme de P. Mds ain , se tiene que DxZ = f'- X, para todo X en X(P).

Demostracion. Sea X cualquier campo vectorial de P = R} x ; N. Por Defini-
cion 2.3.10, podemos descomponer X como X = Xg+ Xy, donde Xp := -0,
estd en L(R)) y Xy estd en L(N). Apoyandonos en Proposicion 2.3.12, ob-
tengamos DxZ

DxZ = Dx,(f - 0;) + Dx,(f - 0;)

= Do, (f - ) + Dx (f - )
x-Dat(f-ﬁt)—l—DXN(f-at)
=x-f -0 +x-f Dpd + Dx,(f-0)
=z f -0+ Dxy(f-0)

~psae L

=f-x-0+f Xy
= f" [z 0+ Xn]
= ' [Xr + Xn]
=f.X

X

3.5. Espacio de De Sitter y Anti De Sitter

Definamos, para € = +1, las siguientes subvariedades de R%™}
2

M (e,r) = {p € R’ef;?: (p,p) = 67“2}

Por la Proposicion 4.17 de [8] y el argumento que se da al principio de la
seccion 4. Hipercuadricas de la misma referencia [8], se tienen que M (e, )
son hipersuperficies, que de hecho en el texto se les conocen como una hiper-

cuadricas de R%L.
2

Analicemos entonces dichas hipersuperficies. Si p € M{'(e, ), entonces p €

(T, M7 (e,7))* el cual ademas, por definicion, (p,p) = er?. Obtenemos de es-

te punto, un vector unitario normal definido como £(p) := — = P__7P

Pl \/]er?] r
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Como M7} (e, r) es una hipersuperficie, entonces

(T,M"(¢,7))* = {\¢: X es un ntimero real y ¢ es un vector normal unitario}

= {)\E: A es un namero real}
r

De hecho, para cualquier vector normal 7 € (T,M7'(e,r))", entonces

n =), &), @)D
= (p/r,p/1)(n,&(p))§(p)

= €(n,&(p))¢(p)

Podemos obtener el operador de forma de manera puntual. Sea v € T,M{'(e, )
entonces

p 1 1
Aﬁ(l’)(”) = _Dvg(p> = —DU; = —;Dvp = —;’U

Por otro lado, notemos que

(€W E0) = ) = er = e

asi, ya calculado el operador de forma y con la anterior igualdad, se tiene
que la segunda forma fundamental en el punto p estd dada de la siguiente
manera: Dados x,y € T,M{ (e, r) tenemos

a(z,y) = (€(p),§(p)(a(z,y),£(p)&(p)
e{a(r,y),E(p)E(p)
= e{A¢(nyr, y)E(p)

1 D

:2< YD

Ahora, proseguimos a calcular el vector de curvatura media en el punto p.
Tomemos un marco ortonormal {z1,...,z,} de T,M{(e,r) donde ademas
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€x = (xy, rx) = £1. Se tiene entonces

1 n
H(p) = E Zejoz(:z:j,xj)
j=1

€
Ya que H(p) = — b, se tiene que M7 (e, r) es una hipersuperficie totalmente

umbilica. Se tiene también que la norma del vector de curvatura media es

le| 1
|H(p)| = 2V |er?| = -

Finalmente calculamos el tensor de curvatura y la curvatura seccional. Para
eso, tomemos x,y, z, w € T,M{'(e,r), se tiene entonces

(Ray2,0) = (ale, 2), aly, ) = (alr,w),aly, 2))
= Sz 2) (g, w) (p.p) — (. w) (5, 2)p,p)

entonces tenemos que el tensor de curvatura es de la forma

€
Ryyz = —

Sy 2)e = (o, 20y = =52 Ay)z

y la curvatura seccional es de la forma

K(z,y) = Bno¥) € vy =g 0)zy) e

Qlz,y)  r* (z,x)(y,y) — (x,y)> 12

Una breve aplicacion de la Definicion 3.4.1 y la Proposicion 3.4.2 para
obtener el mismo resultado previo sera la siguiente:

62



Sea p € M*(e,r), v € T,M"(e,r) y el campo vectorial constante
X: RZ*} — T]R”Jrl tal que X (p) =

Definamos ahora el campo vectorial

Z: R¥ — TR dado por Z = X — (X, £)¢

Para todo ¢ € M7 (e,r), recordemos que {(q) = %, entonces

Z(q) = X(q) — (X (q), £(9))¢(a)
= X(q) - €€<X(Q) q/r)q/r
= X(q) - 5{X(9), a)q
lo cual implica que
(2(0).£(a)) = +{#(a). 4
= %<X(Q)7Q> - %<X(CJ) a){a,q)
- %(X(Q)m - T%ET2<X(Q)7Q>
= %(X(q),cﬁ - i—§2<X(Q),q>
= %<X(Q)7Q> - %<X(Q)7Q> =0

Esto nos dice que Z(q) € T,M'(e,r) para todo ¢ € M(e,r). Si Y €
TM (e, ), como X es un campo vectorial constante, se tiene entonces

—eDy (X, £)€)"

—eY (X, €)€ — e(X, &) Dyg)"
= (X, §)AY

= (X, §)(=1/n)Y

— -Sx0Y

=

Por lo cual VyZ = ¢Y donde ¢ = —E<X, ¢), siendo asi Z, por Definicion
r

3.4.1, un campo cerrado conforme. Por otro lado, si evaluamos Z en p se
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obtiene

Z(p) = X(p) — (X (p),¢(p))¢(p)

= z(p) — (v, p/r)p/r
v — %(v,p) =

cumpliendo asi la condicion inicial de que Z(p) = v. Por la Proposicion 3.4.2,
nos dice entonces que M} (e, r) tiene curvatura seccional constante, que con

) . . ) €
respecto a nuestros calculos previamente obtenidos, esta dada por —.
r
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Capitulo 4

Direccién Principal Candnica

Una vez abordado todos los preliminares de los capitulos anteriores, dare-
mos paso al estudio de las Hipersuperficies con Direccién Principal Candnica,
objetivo central de ésta tesis.

Una direccién principal canoénica relativa a un campo vectorial es una di-
reccion principal obtenida por la proyeccion tangente de dicho campo sobre
la hipersuperficie.

Analizaremos tres tipos particulares de hipersuperficies las cuales cum-
plen ciertas propiedades especificas. Los casos a estudiar son los siguientes:

= M es una hipersuperficie no degenerada, en un ambiente semi Rieman-
niano N el cual admite un campo vectorial paralelo.

= M es una hipersuperficie no degenerada, en un ambiente semi Rieman-
niano N el cual admite un campo cerrado conforme. Note que éste
caso es muy parecido al anterior pero menos restrictivo ya que en el
mencionado anteriormente, el campo admitido es paralelo.

= M es una hipersuperficie tipo espacio, en un ambiente Lorentziano el
cual admite un campo cerrado conforme tipo tiempo. Encontrado en el
Teorema 2.8 del articulo [10] como ya habiamos mencionado anterior-
mente. Cabe mencionar que el caso anterior es una generalizacion de
éste.

Obtendremos una caracterizacion para que dichas hipersuperficies tengan
una direccion principal canénica, ademaés, examinaremos en que situaciones
son totalmente geodésicas.
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4.1. Subvariedades Semi-Riemannianas con An-
gulo Constante

Definicién 4.1.1. Sea M una subvariedad no degenerada equipada con la
métrica inducida de una variedad semi-Riemanniana N, donde N admite un
campo vectorial paralelo. Se dice que M es de angulo constante si para el

campo vectorial Z paralelo en N se tiene que (Z7,Z7) = X es constante,
donde Z = Z7 4+ Z+.

Observacion 4.1.2. Sea X € X(M), como Z es un campo paralelo, entonces
X(Z,Z) =2(DxZ,7Z) =0, es decir, (Z,Z) es constante y ya que

(Z,Z) = X+ {2+, 77F)

entonces p: = (Z+, Z1) es constante. Si suponemos que \, i # 0 y ademas
A Z+
A . —
(2T, ZT)|'/2 (Z+, Z+)|1/2

se tiene que Z se descompone de la siguiente manera
Z=\2T + |u?- €

Observacién 4.1.3. En las siguientes afirmaciones consideraremos a M co-
mo una subvariedad no-degenerada de angulo constante de la variedad semi-
Riemmaniana N que admite un campo vectorial paralelo Z y cuya descom-
posicion esta dada por Z = [A|Y/2- T +|u|/?- €, ya descrita en la Observacion
4.1.2.

Proposiciéon 4.1.4. Tomemos M, N y Z como en Observacion 4.1.5. Sea
W en X(M) y denotemos p = |\ u|'/? (note que p # 0). Entonces

1. AT =0 (es decir, T es direccion principal de Ag)
2. AW = p- VT

8. p-a(T,W) ==V €

4 p-all,T) = —Vi

5. V1T =0 (es decir, T es un campo geodésico)

6. (a«(W,T),&) =0
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Demostracion. Sea X € X(M), ya que DxZ = 0, entonces

0= [A"Y?DxT + |u|'*Dx¢
= NYA(VXT + (X, T)) + [u|"2(— A X + V%)

obteniendo asi las siguientes dos ecuaciones

0 = AMRVAT — [u]2AX
0 = P2a(X,T)+ [u]/2Vke

Los puntos 2 y 3 se obtienen directamente de las dos ecuaciones anteriores
y para obtener 4 se sustituye W = T en 3. Ahora supongamos que X =T
en la primera ecuacién obtenida anteriormente, entonces

0= Y2V — ]2 AT
Sea W en X(M), tenemos que
(VT W) = |u/A["(AeT, W)
= /A2 o, )
_|M//\|1/2< /N2 Vi€)

~lu/ Al (€, Vig€)
—(1/2)|p/ A W(E,€) = 0

asi, V7T = 0, implicando esto también que AT = 0. Esto demuestra 1 y
5. Notemos que, por 1, (a(W,T), &) = (AT, X) = 0 obteniendo asi el punto
6. ]

Corolario 4.1.5. Sea M, N y Z como en Observacion 4.1.3. Supongamos
que M es una hipersuperficie. Entonces para todo campo vectorial W en
X(M) se tiene que:

(a) a(W,T) =0
(b) V& =0
(¢) T es un campo geodésico sobre el ambiente N
Demostracion.

(a) Por la Proposicion 4.1.4, inciso 6., se tiene que (a(W,T),&) = 0y
va que M es hipersuperficie, entonces & genera T-M, y por lo tanto
a(W,T) =0.
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(b) Usando inciso (a) sabemos que a(W,T') = 0 para todo campo vectorial
W en X(M) y por Proposicion 4.1.4 inciso 3., se tiene entonces que

Vil =—p-a(T,W) =0

(c) Por inciso (a), sabemos que a(W,T) = 0 para todo campo vectorial W
en X(M), y en particular se tiene «(7,T) = 0. La Proposicion 4.1.4
inciso 5., nos dice que V7T = 0. Aplicando entonces la féormula de
Gauss a DrT se tiene

DT = VT + (T, T) =0

]

Proposicién 4.1.6. Sea M, N y Z como en Observacion 4.1.3. Supongamos
que M es una hipersuperficie y que A\ = 0. Entonces M es ortogonal al campo
vectorial paralelo Z y ademds es totalmente geodésica.

Demostracion. Como A = 0, Z se puede ver como Z = |u|'/? - ¢, entonces

para todo W en X(M), se tiene que (W, Z) = |u|*/?-(W, &) = 0, por lo cual M
es ortogonal a Z. Por otro lado, sean X, Y en X(M), como p = |\/u|'/? =0,
por Proposicién 4.1.4 (2) se tiene que A X = p- VxT = 0, por lo cual
(a(X,Y), &) = (A:X,Y) =0, por lo tanto o = 0, es decir, M es totalmente
geodésico sobre N. O]

Proposicién 4.1.7. Sea M, N y Z como en Observacion 4.1.3. Supongamos
que M es una hipersuperficie con curvatura media constante, u # 0 y ademds
Ag¢ es diagonalizable. Entonces M es totalmente geodésica.

Demostracion. Como Z es paralelo, entonces Dy Z = 0 para cualquier X en
X(M), siendo asi un campo cerrado conforme donde ¢ = 0 de acuerdo a la
Definicion 3.4.1 y ya que (Z,&) = sgn(u) - |u|'? # 0 es constante, entonces
AN(Z, &) = 0. Por la Proposicion 3.4.3, entonces se tiene que (o, ) = 0.
Como A¢ es diagonalizable, existe una base ortonormal {X;,...,X,,} de M
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y escalares Ai, ..., \,, tales que A:X; = \; - X, entonces tenemos
0= (o) =(£8) D e e (X X5),8)?
ik
— sgn(p) - Zei e (X, Ae Xy )?
ik
= sgn () - ZQ cep e (X Ak - Xi)?
ik
= sgn(pu) - Ze? (X N - XG)?

= sgn(u) - Z<Xi, AcX;)?

()

=sgn(p) - Y (£ a(X;, X;))?

(2

Se tiene entonces que para todo 1 < i < m, (£, a(X;, X;)) = 0, y como M
es una hipersuperfice, esto implica que a(X;, X;) = 0. Por otro lado, para
1 # j, se tiene

a(Xi, Xj) = (€,6) - (X5, X;), &) - € = sgn(p) - (X, AcXj) - &
= sgn(u) - (X, Ay - Xj) - € =sgn(p) - Aj - (X, Xj) £ =0
por lo tanto a = 0, es decir, M es totalmente geodésica. ]

Proposicion 4.1.8. Sea M, N y Z como en Observacion 4.1.3. Supongamos
que dim(N) > 3, M? es una superficie minima y X # 0. Entonces M es plana.
Ademds, si dim(N) = 3, entonces M es totalmente geodésica.

Demostracion. Tomemos X en X(M) tal que sea unitario y ortogonal a T'.
Basta demostrar que

VT =VxT =V X =VxX =0
para concluir que M es plana.
= V7T = 0. Por la Proposicién 4.1.4 5 se tiene que V71T = 0.
s VT = 0. Notemos que
(VxT,T)=(1/2) X{(T,T)=0
y ademés por Proposiciéon 4.1.4 2,
(VxT, X) = (1/p) (AcX, X) = (1/p) ((X, X),£) =0

esto implica que VxT = 0.
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s VxX =0. Como X, T son ortogonales, se tiene
0=X(X,T)=(VxX,T)+ (X,VxT)

entonces

(VxX,T)=—(X,VxT)=0
y como X es unitario
(VxX, X) = (1/2) X(X,X) =(1/2) X(1) =0
por lo tanto Vx X = 0.

» VX = 0. Tenemos las siguientes igualdades
(VrX, X)=(1/2) T(X,X) =0

(Ve X, T)=T(X,T) — (X, V7T) =0
por lo tanto VX = 0.
Ahora, si dim(/N) = 3 y suponemos que X, T es marco ortonormal de X(M),
estamos en el caso en que M es una hipersuperficie de N, por el Corolario
4.1.5 (a) (X, T) =0y o(T,T) = 0. Por otro lado, como M es minima, se
tiene que (X, X) + (T, T) = 0, entonces a(X, X) = —a(T,T) = 0, por lo
tanto a = 0, es decir, M es totalmente geodésica. O

Proposicion 4.1.9. Tomemos M, N y Z como en Observacion 4.1.3. Sea
M? una superficie minima y dim(N) > 3. Se tienen los siguientes casos:

(a) Si M es tipo-tiempo y N tiene curvatura seccional no-positiva entonces
M es totalmente geodésica.

(b) Si M es tipo-espacio y N tiene curvatura seccional no-negativa entonces
M es totalmente geodésica.

Demostracion.

(a) Tomemos X en X(M) tal que sea unitario y ortogonal a T formando
asi un marco ortonormal para M. Por la Proposicién 4.1.8, se tiene que
M es plana, y por lo tanto R}, T = 0. Usando la formula de Gauss
tenemos entonces
0= (RyxT, X)
= <R7]YXT7 X> - <OZ(T, X)7 O[(X, T)> + <OZ(T, T)7 O[(X, X)>
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4.2.

obteniendo asi la siguiente igualdad
<R7]YXT7 X> = <OJ<T, X)7 a<X7 T)> - <OC(T, T>7 Oé(X, X>>

Como M es una superficie minima se tiene que a(X, X)+a(T,T) = 0,
equivalentemente a(X, X) = —«(T,T) y asi

(RN T, X) = (a(T, X), (X, T)) + (T, T), (T, T))

Por un lado, como M es tipo-tiempo, entonces M~ es tipo espacio, por
lo cual
(T, X), (X, T)) + (a(T,T), (T, T)) >0

y por otro lado, N tiene curvatura seccional no-positiva, es decir, RY,/T <
0, por lo tanto
(T, X)|I* + (T, T = 0

lo cual implica que a(T, X) =0y (T, T) = —a(X, X)) = 0 obteniendo
asi el resultado deseado.

La demostracion es analoga al inciso anterior simplemente invirtiendo
los sentidos de las desigualdades.

]

Hipersuperficies con Direccion Principal Ca-
noénica

Lema 4.2.1. Sea M"™ una hipersuperficie no degenerada cuyo ambiente es
una variedad semi-Riemanniana N que admite un campo vectorial cerrado
conforme Z. Entonces Z se puede descomponer sobre M como

Z =2 (NY?- T+ |u]"? - €)

donde T, £, \ y p se definen como

zZT 1 T T

- — n \i=——(4, 7
T : |(ZT,ZT>|1/2 \Z\2< >
* = g StV EACE
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Demostracion. Descomponiendo Z en su parte tangente y normal se tiene
Z=7"+27+4
= (2", 202 T+ (24, 24)'? - ¢
=|1ZP- A2 T+ |12 ' - €
= 2] - (IN[Y2- T + |ul? - €)

[]

Proposicion 4.2.2. Sean M, N y Z como en el Lema 4.2.1. Entonces se
cumplen las siquientes ecuaciones:

(a) p- X =XA)-T+X-VxT —ji-AcX
() 0= X(m) £+ A a(X,T)
donde
» X es un campo vectorial en X(M)
» p € C°(N) tal que DxZ = pX
R IZIWY = 12]

Demostracion. Sea X € X(M), calculemos ahora DxZ con la descomposi-
ciéon de Z obtenida en Lema 4.2.1

Dx7Z = Dx UZ‘ (AT 4 |2 5)]
= X(1Z]) - (A2 T + [u]? - €) +|Z] - Dx (A2 T + |2 - €)
= X(1Z]) - (A2 T+ ]2 - €)
+1Z]- X(AIY?) - T + 12| - A2 - DxT
+ 12| X(|ul?) - €+ 12| - |u|'? - Dxg
= (X(Z]) - A2+ 12 - X(INV2) - T
+(X(ZD) - U2+ 12) - X (|ul'?) - ¢
+1Z]- AV (VT + (X, T))
+12Z] - |ul? - (—AeX + Vx€)
= X(1Z|- A2 T+ X(12] - 1l ?) - €
+1Z]- |)\|1/2 (VxT +a(X,T))—|Z]| - |,u|1/2-A§X

- (
- (
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por otro lado, como Z es cerrado conforme, existe una funcion ¢ € C*°(M)
tal que DxZ = ¢ - X, teniendo asi

0 X =X(1Z| ANV -T+X(1Z| - |u"?) €
+1Z) - MV (VT +a(X,T)) — | 2] - [p]'/? - AeX

aplicando ahora proyecciones tangente y normal, se obtienen las siguientes
ecuaciones

o+ X = X(|Z]-|AI2) - T+ |Z]- NM2 - VT = | 2] 2 - AX
0= X(Z|- 1) € +17] - A2 a(X,T)
O

Corolario 4.2.3. Sean M, N y Z como en el Lema 4.2.1. Si W € X(M)
tal que W es ortogonal con Ty denotando ug = (&, &) = %1, se cumplen las
siguientes ecuaciones:

(a) A5W:%~[W(5\)-T+5\-VWT—¢-W]
(b) AT = w-mr%-vw
(©) aw,1) =W ¢
(@) a(r,7) = -1 ¢
(©) {a(v. 1,6 = - o
) {or1),6) =~
(©) Wi = — 2w (27, W)
donde

» o € C°(N) tal que DxZ = pX
= A= Z]- N2y p=2) |l

Demostracion.
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(a) De la Proposicion 4.2.2 (a), hacemos X = W y despejando A, se tiene

que

1 _ _
AW == [WQ)-T+X-VyT —¢- W]

(b) Analogamento como en inciso (a) pero haciendo X =T
)

T()\) —

A
AgTZ—(p-T—i—:-VTT
fi

i

(¢) De la Proposicion 4.2.2 (b), haciendo X = W y despejando a(W,T') se
obtiene

oW, 1) = T ¢

(d) Analogamento como en inciso (c¢) pero haciendo X =T

ao(T,T) = —@ €

A
(¢) Usando inciso (c) se tiene que
(w,1),6) = 0 e g = U,
(f) Andlogamente, usando inciso (d) se tiene que
(@r,1),6 = - T8 (g0 = T,

(g) Usando la hipotesis de que W y T son ortogonales e inciso (b) tenemos
que

(W, T),&) = (W, AcT)

1 < A
=—[T(A) =] - (W, T) + — - (W, V¢T)
H H
A
= — - (W,VrT)
[
por otro lado se tiene que
Wi
(W, 7)) = -2
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equivalentemente
W)
A

=i >

(W, VT)

y por lo tanto

2

W(ﬂ) = —% s Ug - <VTT, W>

]

Teorema 4.2.4. Sean M, N y Z como en el Lema 4.2.1. Entonces las si-
quientes afirmaciones son equivalentes.

1. M tiene una direccion principal canonica relativa a Z, es decir, T es
direccion principal.

2. i es constante a lo largo de las direcciones tangentes a M y ortogonales
aT.

3. Las curvas integrales de T son geodésicas en M.

Demostracion. Sea W un campo vectorial en X(M) ortogonal a T'. Se tienen
entonces las siguientes implicaciones:

= (1)=(2)
Como T es direccion principal, se tiene que AT = 0 -T. Usando Coro-
lario 4.2.3 (b), se tiene que

TN =¢ o

QT:AgT: VTT

=1 >

despejando V1T obtenemos

VT = [“'H_T(A)_“D] T

A

y sustituyendo este despeje en Corolario 4.2.3 (g) tenemos entonces

W) =~ ue- (VoT, W)

y por lo tanto
= 12]- " = |24

es constante.

75



= (2)=(3)
Como [i es constante, por Corolario 4.2.3 (g) se tiene que (Vo T, W) =
0. Ademas, como T es unitario, se tiene que (VoT,T) = (1/2)-T(T,T) =
0 y por lo tanto VT = 0.

= (3)=(1)
Tenemos que V7T = 0, entonces por Corolario 4.2.3 (b) tenemos que

T()\) A T(\) — ¢

—_SO-T%—;-VTT: a T
fi fi

AT =

y por lo tanto, 7" es direcciéon principal.

]

4.3. Angulo Hiperboélico en Hipersuperficies tipo-
espacio

Definicién 4.3.1. Sea N una variedad Lorentziana y suponga que M es una
hipersuperficie tipo-espacio de IV, entonces existe un campo vectorial unitario
tipo-tiempo £: M — T+M. Sea Z un campo vectorial cerrado conforme sobre
N tal que Z)ys es tipo-tiempo y pertenece al mismo Cono de Tiempo de §
para cada punto de M, que por Lema 1.2.13, (Z(p),£(p)) < 0 para cada
p € M. Por la Proposicion 1.2.14 podemos definir la funcién 6: M — R tal
que O(p) es el angulo hiperbolico entre Z(p) y £(p) v esta dado por

Z(p)
| Z(p)|

Lema 4.3.2. Sea N una variedad Lorentziana y suponga que M es una
hipersuperficie tipo-espacio de N, entonces existe un campo vectorial unitario
tipo-tiempo €: M — T+M. Si Z y 0 son como en la Definicion 4.3.1. El
campo vectorial Z se puede descomponer sobre M en términos de 6 como

cosh(p) = —( ,£(p))

Z =1|Z| (sinh@ T + cosh 6 &)

donde T: = ZV/|ZT| y ZT es la componente de Z en X(M).

Demostracion. Tomemos Z7 y Z+ como las componentes de Z en X(M) y
T+ M respectivamente, entonces Z = Z7 4+ Z+. Como M tiene codimension
uno y & es tipo-tiempo, se tiene

ZH(p) = —(Z(p),£(p)) £(p) = |Z(p)| cosh b &(p)



Tenemos entonces que

Z(p) = Z"(p) — (Z(p),&(p)) &(p) = Z"(p) +|Z(p)| cosh O(p) &(p)

Por ahora, omitiremos p en nuestra notacion. Por otro lado

(Z",Z") =(Z — |Z|cosh® &, Z — | Z| cosh § &)
=(Z,7) —2|Z| cosh 0 (Z,&) + |Z|* cosh® 6 (¢, €)
=—(—{(Z,2)) = 2|Z|* cosh 0 (Z]|Z|,&) — | Z|* cosh® 0
= —|Z|* +2|Z|* cosh® § — | Z|? cosh® §
= —|Z|* +|Z|* cosh® 0
= —|Z|*(1 — cosh?#)
= |Z|*(cosh?*# — 1)
= |Z|?sinh? #

Entonces podemos escribir Z7 como

ZT — ‘ZT’ T — ’<ZT,ZT>|1/2 T
= ||Z|*|"/?| sinh?0|*/2 T
= |Z|-|sinh 0| T
=|Z|sinh0 T yaquef >0

]

Observacién 4.3.3. En las afirmaciones consecutivas de esta seccion se to-
maran en cuenta las siguientes hipotesis: NV es una variedad Lorentziana que
admite un campo vectorial cerrado conforme Z, M es una hipersuperficie de
N tipo espacio con campo vectorial normal unitario £&: M — T+M. Para Z,
se tiene que Z|ys es tipo tiempo, pertenece al mismo Cono de Tiempo de &
para todo punto de M, existe una funcion ¢ € C°(N) tal que para todo
X € X(N) se tiene que DxZ = ¢X y ademas, por el Lema 4.3.2, éste se
descompone de la forma

Z =1|Z| (sinh@ T + coshé &)

Observacién 4.3.4. Notemos que Z y & son colineales si y s6lo si sinh 6 = 0,
y a su vez, por la identidad hiperbolica 1 = cosh?# — sinh?#, coshf = 1y
0 =0.

Proposicion 4.3.5. Considere las hipotesis de la Observacion 4.3.3. Enton-
ces para cada campo vectorial Y € X(M) se tiene las siguientes igualdades
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Y. T
1. % Y +¢ sinh*0 % T = (Y-0) cosh® T'+sinh§ VyT—coshf AY
Y, T
2. aY,T)+ (Y -0) £ = pcoshb %

Demostracion. Como Z es cerrado conforme, Y - (Z,7) = 2(VyZ,Z) =
2¢ (Y, Z). Notemos ahora que

22| (Y -1Z)) = Y -12P = ~Y - (2.2) = ~2¢ (Y, 2)
entonces
Y|z = —¢ (Y. Z/|Z])
Aplicando ahora Lema 4.3.2 obtenemos

1 1 ¢ (Y. Z)
Y |2 = — p (Y, Z/|Z|) = L2

_ % (Y,|Z| (sinh & T + cosh @ €))

_ % (sinh @ (Y, T) + cosh 6(Y, £))

__ sinhd
- zP
Ahora derivamos ambos lados de la igualdad de la descomposiciéon de Z dada
en Lema 4.3.2. Por un lado tenemos
Vy(Z/|Z|) = Vy(sinh@ T) + Vy(cosh § &)
=Y - (sinh@) T +sinh @ VyT +Y - (coshf) & + cosh§ Vy¢
=cosh@ Y (0) T + sinh @ VyT +sinh 0 o(Y, T)
+sinh @ Y(0) € — cosh@ AcY  por ser M hipersuperficie

Y|z =

(Y, T)

y por otro tenemos

_ 1 -
Vy(Z)|Z)) =Y -|Z]7t Z + 7 VyZ

¢ sinh @ 1
@ sinh @ A 1
B ) YRy A R
zr Yz
¢ sinhd
| Z]

pY

1
(Y, T) (sinh@ T + coshf &) + Zl Y

De estos dos calculos,
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= igualando parte tangente obtenemos (1)

WV, TYT+-2y

inh? 6
cosh 0 Y (0) T+sinh @ VyT—coshd AY = £ Hi

2]

= igualando parte normal

@ sinh @ coshf
|Z|

sinhf o(Y,T") +sinh 6 Y () & = (Y, T) ¢

y cancelando sinh@ (suponiendo que 6 # 0) obtenemos (2)

@ cosh6

Ay, 1) +Y(0) €= =5

¥, T) ¢

]

Corolario 4.3.6. Considere las hipotesis de la Observacion 4.3.3. Tomemos
W en X(M) tal que T'y W son ortogonales. Entonces

1. A;T = (T-0) T+ tanh 0 VT — mcoshHT

2. AW =W -0) T+tanh6 Vy T — msech 60T

3. a(T,W) = —(W-0) ¢

4. o(T,T)=—(T-0) £+ —coshf &

\Z\
5. W -0 = tanh 6 (V4 T, W)

@ cosh 6
|Z|

Demostracion. Si tomamos que Y = W en las igualdades de la Proposicion
4.3.5 y por la ortogonalidad entre Ty W se tienen las siguientes igualdades

W

|Z| = (W -0)coshf T +sinh 6 VT — cosh AW

De la primera igualdad de arriba, despejamos AW y obtenemos

AW = (W - 0) T + tanh 9V T — sechf ’—Z W
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obteniendo asi (2) y (3). De la misma manera, ahora tomamos Y = T en las
igualdades de la Proposicion 4.3.5 y usamos el hecho de que T' es unitario

obteniendo
v cosh 0

a(T\T)=—(T-0) £+ 7]

T 1
gom + @sinh? Qm T =(T-0)coshf T+ sinh§ VT — coshd AT

de ésta ultima, despejando A.T" obtenemos

: 2
AT = (T-0) T+ —— |sinh0 vy7 — £ p— 250076

cosh 6 | Z] |Z]

— (T -0) T + tanh 6V, T — !Zlcﬁ(l +sinh?6) T
¥ 2

—(T-60) T +tanh V7T — ——— cosh?0 T

( ) T + tanh 6V |Z|coshOCOS

:(T.e)TﬂanhevTT—“pT)Zjhe

teniendo como resultado las igualdades (1) y (4). Ahora, usando (1) y (3),
por un lado tenemos que

(T, W), &) = —(W - 0)(€,&) =W -0
y por otro

<CY(T, W)a 5> = <W7 A§T>
= (W,(T-6) T + tanh 6 V4T — %Coshﬁ )
= tanh 0 (W, VT

demostrando asi la ecuacion (5). Para obtener la ecuacion (6) notemos que

(T,VoT) = (1/2)T(T,T) = (1/2)T -1 = 0
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entonces

<Oé(T, T)? £> - <T7 A§T>

1 inh?
:(T-0)+tanh9<T,vTT>——{ o _ psinhf

coshf | |Z] |Z]
12
= (T 0+ s £ (1 + sink?6)
=(T-0)+ |Z|cish9008h26
pcoshf
=(T-0)+ 7]

O

Teorema 4.3.7. Considere las hipdtesis de la Observacion 4.3.3. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. M tiene una direccion principal candnica relativa a Z, es decir, T es
direccion principal.

2. El dngulo 0 entre Z y & es constante a lo largo de las direcciones tan-
gentes a M y ortogonales a T.

3. Las curvas integrales de T son geodésicas en M.
Demostracion.

» (1) implica (2): Si T es direccion principal, AT es multiplo de T, es
decir, A;T = AT, entonces por la igualdad (1) del Corolario 4.3.6 se

tiene que
¢ cosh 9)
|Z|

es decir (tanh 0)V 7T es miultiplo de T, y por igualdad (5) del mismo
corolario tenemos

tanh 0 VT = <)\— (T-0)+

W -0 =tanh@ (V,T,W) =0
para cada campo vectorial W tangente a M y ortogonal a 7.
» (2) implica (1) Por hipoétesis e igualdad (5) del Corolario 4.3.6

W -0 =tanh @ (V;T,W) =0

81



pero como T' es un campo vectorial unitario, (VT,T) = 0, asi se tiene
V1T = 0; sustituyendo en (1) del corolario 4.3.6, tenemos entonces

AT = [(T-e) - %Coshe} T

(8) implica (1) Tenemos que V7T = 0, usando el Corolario 4.3.6 1.
notamos que

AT =(T-0)-T — —cosh(f) - T

AT = [(T 0) — — COSh(@):| -T
por lo cual T es direccién principal.

(2) implica (3) Usando la formula del Corolario 4.3.6, como 6 es cons-
tante se tiene

0 = tan(9) - (VoT, W)
lo que implica que tan(f) = 0 o (VyT, W) = 0. Si tan(f) = 0, entonces
Z y & son colineales, y asi Z no tiene parte tangente, es decir, T' = 0,
obteniendo asi V7T = 0. Por otro lado tenemos que (VyT, W) =0y
ésto implica que VT = 0.

]
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