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La sabiduria es la cosa principal.
Adquiere sabiduria; y con todo lo que

adquieres, adquiere entendimiento.

(Proverbios 4:7)
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Introduccion

El tema de esta tesis esta enmarcado dentro del area de las gra cas extremales, en
particular, uno de los problemas de gran interes es determinar, dados dos enteros
k' 2y g 3, el mnimo numero de vertices de una gra ca k-regular de cuello g,

donde el cuello de una gra ca es la longitud del ciclo mas pequeno que contiene.

Dicho de otro modo, una gra ca k-regular con cuello dado g y que ademas cumple con
ser la de menor numero de vertices, entre todas las gra cas de la misma regularidad

y el mismo cuello, se de ne como una (k,g) jaula.

En la siguiente seccion describiremos las cotas inferiores de las jaulas llamadas cotas
de Moore y mas adelante veremos que existen pocas jaulas que alcanzan dicha cota.
A las jaulas que alcanzan la cota de Moore se les llama en la literatura gra cas de

Moore , sin embargo, en Mexico las hemos llamado familiarmente jaulitas .

En este trabajo abordamos el problema de jaulitas de cuello impar, las cuales se
sabe que existen solamente para cuello igual a tres (gra cas completas), para cuello
impar g y 2-regular (ciclos de longitud g) y para cuello cinco: el ciclo de tamano
cinco (2-regular), la gra ca de Petersen (3-regular), la gra ca de Ho man-Singleton
(7-regular) y posiblemente, para este mismo cuello, la 57-regular. La existencia, o no
de esta gra ca es un problema relevante en el area que permanece abierto aproxima-
damente desde los anos cincuentas, y ya que varios matematicos han dedicado horas
de trabajo a la busqueda y al estudio de las propiedades de esta gra ca (en caso de

existir), la comunidad dedicada a las gra cas extremales la llama coloquialmente el
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“Monstruo”.

El trabajo que demuestra que las gra cas de cuello cinco enlistadas en el parrafo
anterior son las unicas jaulitas de cuello impar consiste en un analisis algebraico de

ciertas matrices de incidencia y para mayor informacion consultar el cap tulo 23 del

libro de Biggs [3].

Sobre la existencia de jaulitas k-regulares de cuello par, en [3] tambien se prueba que
estas solo existen para cuellos 4, 6, 8 y 12, y para los tres ultimos solamente para
ciertos valores espec cos de r, todas ellas relacionadas con la existencia de ciertas

geometr as nitas, de las que hablaremos con mas detalle en la siguiente seccion.

Debido al analisis anterior, es claro notar que existen pocas jaulitas, as el pro-
blema de las jaulas se ha convertido actualmente en construir gra cas k-regulares
de cuello jo con pocos vertices . Biggs llama exceso de una gra ca a la diferencia

entre el orden de G y la cota de Moore.

Existen varias maneras de relajar el problema de las jaulas , una de ellas es construir
gra cas con Ppoco exceso , otra es jar el numero de vertices en la cota de Moore y

modi car la regularidad o el cuello.

En esta ]l nea el objetivo de esta tesis fue construir una gra ca lo mas parecida a el
monstruo, la (57, 5)-jaulita. Para ello nos concentramos en la segunda opcion, es decir,

jamos el cuello y el numero de vertices que tendr a el monstruo y modi camos su
regularidad, esto es, construir una (43, 5)-gra ca con 3250 vertices. Hasta el momento
nuestra gra ca es la de mayor regularidad que se ha construido de cuello cinco y orden

3250.



Capitulo 1

Preliminares

Las gra cas que consideraremos a lo largo de esta tesis son nitas, simples y no diri-
gidas. A continuacion enunciamos algunos conceptos fundamentales de las gra cas,
para profundizar mas puede consultar [4]. Mas adelante, para sustentar el desarrollo
de esta tesis, mostraremos la relacion que existe entre la teor a de gra cas y la teor a

de las geometr as nitas.

Sea G = (V(G), E(G)) una grdfica que consta de un conjunto de vertices V = V(G)
y un conjunto de aristas £ = E(G). El orden de G es igual al numero de vertices,
V(G) , mientras que el numero de aristas, E(G) , es igual al tamano de G. En una
gra ca (G, un vertice u es vecino de un vertice v si existe una arista a la que ambos
sean adyacentes, en este caso diremos que u es adyacente a v. El grado de un vertice
vV es el numero de vertices adyacentes a el. Y el conjunto de grados D(G) de
una gra ca G es el conjunto de grados de todos lo vertices de G. La vecindad N (v)
de un vertice v es el conjunto de vecinos de v V(G). Una gra ca G de orden n es

completa si todos sus vertices son adyacentes y se denota como K,.

Sean u,v V(G), una uv trayectoria es una sucesion alternada de vertices adya-
centes y aristas de G, que empieza en u y termina en v, tal que no repite vertices.

La longitud de una uv-trayectoria es igual a la cantidad de aristas que contiene. Un
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ciclo es una uwv-trayectoria de longitud al menos 3 en la que u = v. El cuello de una
gra ca (G es la longitud g = ¢(G) del ciclo mas pequeno que contiene. Una gra ca es
llamada bipartita si su conjunto de vertices V(G) puede separarse en dos subconjutos
no vac os tales que cualquier arista en E(G), es adyacente a un vertice de uno de los

subconjuntos y a otro vertice del otro subconjunto. Una gra ca H es subgrdfica de

GsiV(H) V(G yEMH) EQ).

Una accion de un grupo ( , ) sobre un conjunto X es una aplicacion ¢ : X X
que cumple 1) = X, ¢(e,x) = z, donde € es el elemento neutrode ,y2) = X,
h, k , o(h k,z) = ¢(h,¢(k,x)). Un grupo  que actua sobre un conjunto V' se
dice que actua transitivamente en V si para cualesquiera u,v V, existe un elemento
en h tal que asigna u a v. El concepto de isomorfismo da la idea de tener la
misma estructura, as un isomor smo entre dos conjuntos ordenados (X, )y (Y, )
es una funcion biyectiva f : X Y tal que para todo 1, o X se tiene que x; o9

siysolosi f(x1)  f(z2). Si X =Y se dice que el isomor smo es un automosfismo.

Una gra ca G es vértice-transitiva si Aut(G), el grupo de automor smos de G, actua
transitivamente en el conjunto de vertices V' (G). Por lo que las gra cas que son
vertice-transitivas tienen la misma apariencia en cada vertice, y todos los vertices
de estas gra cas se encuentran en el mismo numero de ciclos de cierta longitud. En
particular, cada vertice se encuentra en un ciclo de misma longitud que el cuello de
la gra ca, ademas Lovasz planteo la conjetura de que toda gra ca vertice-transitiva,
a excepcion de cinco, es hamiltoniana [12], es decir contienen un ciclo que pasa por

todos los vertices de la gra ca exactamente una vez.

Una gra ca es llamada k-regular si todos sus vertices tienen grado k, y es bi-reqular
0 (ky, k2)-regular si todos sus vertices tienen grado ya sea k; o ky. Asimismo, una
(k,g)-grifica es una gra ca k-regular de cuello g, y una (k,g)-jaula es una
(k,g)-gra ca con el menor numero de vertices posible. La construccion de este tipo
de gra cas es un problema que examino Tutte [16] por primera vez en 1947, y en

1960 Erdos y Sachs probaron que para cualesquiera enteros k y g existe al menos
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una (k, g)-gra ca, y por ende la existencia de una (k, g)-jaula.

El m nimo numero de vertices que puede tener una (k,g)-gra ca se denota por
no(k,g), v se conoce como Cota de Moore 1.1, la cual depende de la paridad del

cuello, como se indica a continuacion:

l+k+k(k 1)+ +k(k 1) si i :
no(k. g) = ( ) ( q )z sigesimpar (L1)
20+ 1D+ +(k 1z si g es par.

El siguiente Teorema da la prueba de esta cota.
Teorema 1.0.1 Si G es una (k, g)-grifica de orden n, entonces n no(k, g).
Demostracion. Haremos la prueba por casos dependiendo de la paridad de g.

Si g es impar, es decir, si ¢ = 2r + 1 para algun entero positivo r, sea u  V(G)
yparal 4 r, el numero de vertices a distancia ¢ de u es igual a k(k 1)" !,

entonces claramente n 1+ k+k(k 1)+ +k(k 1" L

Dado que ¢ = 2r + 1 tenemos que r 1 =21 1= 973, por lo tanto tenemos la

g

siguiente desigualdad n 1+ k+k(k 1)+ +k(k 1)=T.

Ahora, si g es par, es decir, g = 2r para algun r 2, sea e = uv  E(G) y para
1 i 7 1,el numero de vertices a distancia ¢ de u o de v es igual a 2(k  1)*, por

loquen 242k 1)+ +2(k 1)’”1yyaqueg:27’,7’:%yr 1=42 1

(SIS

Es decir,n 2(1+(k 1)+ +(k 1)2 Y, yporlotanton mng(k,g). =
Las (k, g)-gra cas que alcanzan dicha cota son conocidas como grdficas de Moore y

en Mexico las hemos llamado familiarmente jaulitas.

La Figura 1.1 muestra dos ejemplos de gra cas 3-requlares de cuello 5 y 6, respecti-
vamente, que alcanzan la Cota de Moore, notese que los arboles generadores de las

dos jaulitas estan representados por las aristas continuas e ilustran la cota inferior
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para cuello 5 y 6, respectivamente. Arboles similares pueden construirse para jaulitas

con cuellos mayores.

Figura 1.1: Representacion de la (3, 5)-jaulita y la (3, 6)-jaulita, respectivamente.

Se ha probado que una (k, g)-gra ca es una gra ca de Moore o jaulita si y solo si [3]:

I) k=2yg 3, ciclos Cy;

A O

IT) g=3yk 2, gra cas completas Ky 1;

] @
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III) g=4y k 2, gra cas completas bipartitas balanceadas K x;

a) k=2, el 5-ciclo Cj:

b) k=3, la gra ca de Petersen:
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c) k=7,lagra ca de Ho man-Singleton;

7 “ ARR "‘_. < : I" il
N AN _,!pv’"“ Y/ == [
tﬁ'{y’f*_@!g&\\mﬂ!e:s..\g y

' }-'\ k,{/’ = ‘.,"'“:

S e
= 7 Ny . J' Wi

1-&5.;;:@&?4’“‘& 7%

]
N\ S AE AR /N
S i.%‘-‘% S
SANTIS

A i ' ‘
5]

N

d) y posiblemente k = 57,

V) g = 6,8 0 12, y existe un n-agono simetrico generalizado de orden k& — 1 una

potencia de primo [7].

Figura 1.2: Representacion de la gra ca de Heawood y de Tutte-Coxeter, es decir, la

(3,6)-jaulita y la (3, 8)-jaulita, respectivamente.
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Figura 1.3: La gra ca de Benson es la (3, 12)-jaulita.

A la fecha no ha sido posible resolver el problema sobre la existencia de la
(57,5)-jaulita o gra ca de Moore de cuello g = 5 y regularidad k£ = 57, a la cual
tambien se le ha dado el sobrenombre de el “Monstruo”, debido a esto, esta tesis
tiene como objetivo principal construir una gra ca que sea regular, de cuello g = 5,
que tenga el mismo orden que el “Monstruo”, es decir con 1 + 57 4+ 57(56) = 3250

vertices, y que esta sea de regularidad la maxima que podemos obtener.

Dado que esta tesis estudia jaulas de cuello cinco, es decir hacemos un analisis de-
tallado del art culo [1] y utilizamos herramientas que tambien se dan en el art culo
2], nos parece importante describir brevemente algunas jaulas de cuello cinco que no
alcanzan la cota de Moore, sin embargo, se ha probado mediante distintas tecnicas
que no es posible construir gra cas regulares de cuello cinco con menos vertices [7].
Un ejemplo es la gra ca de Robertson, la unica (4, 5)-jaula de orden 19, la cual no
es vertice-transitiva, a diferencia de las jaulas que alcanzan la cota de Moore que
s lo son. Existen cuatro (5,5)-jaulas de orden 30, una de ellos es una subgra ca
de la gra ca de Ho man-Singleton [7]. La (6,5)-jaula es unica y tiene orden 40,
puede construirse eliminando vertices de las gra cas de Petersen en la gra ca de

Ho man-Singleton, y aunque no alcanza la cota de Moore es vertice-transitiva [7].
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Figura 1.4: La gra ca de Robertson.

Como mencionamos en un principio, para el desarrollo de esta tesis nos apoyamos en
estructuras de incidencias que son llamadas geometr as nitas, por ello a continuacion

mostraremos una breve resena sobre ellas [9].

Una estructura de incidencia consiste de un conjunto de puntos P, un conjunto de
Ineas L y una relacion I P L. Si (p,l) [ diremos que el punto p y la I nea
[ son incidentes, si dos puntos son incidentes en una | nea comun diremos que son

colineales y dos | neas son concurrentes si son incidentes a un punto comun.

Si tenemos una estructura de incidencia Z = (P, L, I), entonces su dual tambien es
una estructura de incidencia Z = (L, P,I ), donde I = (l,p) (p,l) I , es decir,

su dual es el resultado de intercambiar puntos por | neas y 1 neas por puntos.

La gra ca de incidencia X (Z) de una estructura de incidencia Z = (P, L, I) es una
gra ca bipartita en donde los vertices de una parte de la particion corresponden a los
puntos P de Z, y los vertices de la otra parte a las 1 neas de Z; dos vertices de X (Z)
son adyacentes si y solo si ellos pertenecen a I. Las gra cas de incidencia fueron
introducidas por Levi [14] en 1942, por lo cual tambien se les asocia con el nombre
de gra cas de Levi, es as como nos referiremos a las gra cas de incidencia en esta

tesis.

Tambien se puede de nir una estructura de incidencia a partir de una gra ca bipartita
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dada, nombrando a una de las partes de la particion como puntos, a la otra como
1 neas y decir que un punto es incidente a una I nea si los vertices que los representan
son adyacentes en la gra ca bipartita. Notese que la estructura dual tambien queda
determinada ya que la eleccion del conjunto de puntos es arbitraria y una vez que

este se de ne determina al conjunto de I neas.

Definicién 1.0.2 Un espacio parcialmente lineal es una estructura de inciden-
cia que satisface que entre cualesquiera dos puntos hay a lo mds una linea que los

contiene.

Definicién 1.0.3 Un espacio lineal es un espacio parcialmente lineal que satisface

que entre cualquier par de puntos hay exactamente una linea que los contiene.

Lema 1.0.4 La grdfica de Levi X (Z) de un espacio parcialmente lineal Z = (P, L, I)

tiene cuello al menos 6.

Demostracion. Sea C un ciclo en X. Como X es bipartita entonces C 4. Si
C = 4 entonces C = (p,l,q,m), donde p,q P yl,m L, es decir p,q ly

D, q m, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto C 6 paratodocicloCen X. m=m

La base de nuestra gra ca objetivo es la gra ca de Levi del semiplano el ptico, estruc-
tura de nida mas adelante y motivo por el cual es muy importante que conozcamos
sus caracter sticas. Ademas, veremos que es posible obtener semiplanos el pticos a
partir de las estructuras de incidencia llamadas planos proyectivos nitos. En los
siguientes parrafos nos enfocaremos en dar la de nicion de plano proyectivo ni-
tos y observaremos algunas de sus caracter sticas, pues algunas las heredaran a los

semiplanos el pticos que a su vez facilitaran su descripcion.

Presentaremos dos de niciones de plano proyectivo nito, una combinatoria y otra
algebraica, sin embargo nos centraremos en la de nicion algebraica, pues es la que

utilizamos en la construccion de nuestra gra ca. Comenzamos con la de nicion com-
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binatoria.

Definicién 1.0.5 Un plano proyectivo finito es un espacio lineal = (P,L,I)

que satisface los siguientes tres axiomas:
1. Para todo par x1,x9 P, existe una linea l L tal que x1,xo l.

2. Para todo l1,ls L, se tiene que 1y Iy =1, es decir, cualquier par de lineas

se intersectan en exactamente un punto.

3. Existe un conjunto F de 4 elementos, F P, tal que | F 2 para toda
[ L.

De acuerdo con esta de nicion, los planos proyectivos nitos cumplen la siguiente

proposicion:

Proposicién 1.0.6 Sea = (P, L, 1) un plano proyectivo finito. Sil,l L enton-

ces | =1 .

Demostracion. Sean [, [ L. Por de nicion de plano proyectivo nito, sabemos
que existe un conjunto F de cuatro puntos no colineales tales que [ F 2y
[ F 2. Primero demostraremos por casos que existe z P tal que z [y

z .
Caso 1) Si F I I, entonces existe z que no pertenece ni alnial.

Caso 2) Si F | [, entonces 2 puntos de F intersectan a [ (digamos a, b) y los
otros 2 intersectan a [ (sean ¢, d). Sea ly =acy ly = bd. Si z es la interseccion de [;

y Iy, entonces z [ [.

Ahora veremos que [ y [ tienen el mismo orden. Sean z [ [ y v, :1 [ tal
que a cada x [ le corresponda la interseccion de la 1 nea ZZ con [ , la cual es unica.
Veamos ahora que v, es una biyeccion. Sea y [ y consideremos la 1 nea zy. Si z
es el punto de interseccion con [, entonces zy y zT tienen que ser la misma | nea, es

decir y = ¢, (x). Por lo tanto 1, es una biyecciony { = [ . =
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Demostrado lo anterior, la siguiente de nicion resulta natural y es esencial en la

caracterizacion de los planos proyectivos nitos.

Definicién 1.0.7 El orden de un plano proyectivo finito = (P,L,I) se define

como | 1 =mn. Un plano proyectivo finito de orden n se denota por .

Anteriormente hab amos mencionado que el dual de una estructura de incidencia se
obtiene intercambiando puntos por I neas y | neas por puntos, teniendo esto presente,
mostraremos dos proposiciones relacionadas con la de nicion de orden de un plano
proyectivo nito desde el enfoque dual, es decir, nos proporcionan caracteristicas de
los puntos. Ahora llamaremos a los planos proyectivos nitos simplemente planos

proyectivos.

Proposicién 1.0.8 Sea , = (P,L,I) un plano proyectivo de orden n. Si x P,

entonces existen exactamente n + 1 lineas que pasan por x.

Demostracién. Sean a,b,x Pyl L, talesquex [yl =ab. Por el axioma 1)
hay una 1 nea por cada punto de [ que pasa por z, y como | = n + 1 entonces por

x pasan al menos n + 1 | neas.

Ademas, cualquier 1 nea que contiene a x se intersecta con [ en algun punto y [,y

por lo tanto ya fue contada dentro de las n + 1 | neas que pasan por .

Por lo tanto, por x pasan exactamente n + 1 1 neas. =

Proposicién 1.0.9 Si , = (P,L,I) es un plano proyectivo de orden n, entonces

P =n>+n+1.

Demostracion. Sea | = xg,x1,...,2, L y un punto a [. Sea [; la 1 nea az;,
i=0,1,...,n. De acuerdo con (P1), cualesquiera 2 rectas ; y [;, se intersectan en
un solo punto, el cual debe ser a. Las rectas [y, [y, ...,[, tienen cada una n puntos
sin incluir a a, que es un punto comun a todas las [;, por lo que todas juntas tienen
n(n+1) +1 = n?+n+ 1 puntos distintos, con esto ya incluimos a todo r X,

ya que la recta aZ, por (P1), se interseca con [ en algun z;, y por (P0), la recta az
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coincide con [;. =

De forma similar y debido a que el dual es el resultado de intercambiar puntos por
I neas y 1 neas por puntos, se tiene que por cada punto inciden n 4+ 1 1 neas y que

L =n>+n+1.

De las observaciones anteriores se concluye el siguiente teorema con relacion a la

gra ca de Levi de un plano proyectivo .

Teorema 1.0.10 La grdfica de Levi de un plano proyectivo , es una grdfica bipar-

tita, de orden 2(n* +n+1) y es (n + 1)-regular.

Demostracién. Sea X la gra ca de Levi de ,. Como P = n?>+n+1y
L =n?+n+1,elorden de X es 2(n? +n+1); en , sucede que por cada punto
pasan n + 1 1 neas y cada | nea tiene n + 1 puntos, por lo que X es (n + 1)-regular.

Finalmente, X es bipartita ya que es la gra ca de Levide ,. =

Ademas, por el axioma 3), en cualquier plano proyectivo existen 3 puntos no coli-
neales, y por el axioma 1) se tiene que estos puntos forman un triangulo, es decir
existe la sucesion de puntos y I neas p1, 11, pa, [, p3, I3, p1 , por lo que el cuello de la
gra ca de Levi de un plano proyectivo ,, es seis y ya que es (n + 1)-regular y de
orden 2(n? +n + 1) = no(n + 1,6), la gra ca de Levi de ,, es una (n + 1,6)-jaula

que alcanza la cota de Moore, es decir, es una jaulita.

Un ejemplo de plano proyectivo nito es o, el cual es conocido como el plano de
Fano, el cual tiene orden 2 ya que cada | nea tiene 3 puntos, por cada punto pasan

3 Ineas y tiene 7 =22 + 2 4 1 puntos (I neas), como se observa en la Figura 1.5.

Por los parrafos anteriores sabemos que la gra ca de Levi de un plano proyectivo es
una jaula de cuello 6, por lo que la gra ca de Levi del plano de Fano es una jaula, de
hecho es la (3, 6)-jaulita, conocida como la gra ca de Heawood, la Figura 1.6 muestra

una representacion de esta gra ca.
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Figura 1.5: Representacion del Plano de Fano.

Figura 1.6: Representacion de la gra ca de Heawood.
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En relacion a la de nicion algebraica de plano proyectivo nito, es necesario de nir

algunos conceptos previos que acontinuacion hacemos.

e3

Para ¢ = p 2 una potencia de primo y a una (¢ 1)-esima raz primiti-
va de la unidad, es decir, a¢ ' = 1, se de ne el campo nito de orden ¢ como

GF(q)= 0,1,a,0% ...,a% % .

Con ¢? parejas ordenadas de elementos de GF(q), de nimos el conjunto de puntos

Py:= (z,y)0:2,y GF(q) ,y entonces se tiene lo siguiente.

Si m,b  GF(q), entonces (m,b); = (x,y)o0 Pa:y = maz+b esunalneay
L, = (myb); : b GF(q) es el conjunto de lneas con pendiente m  GF(q),
asimismo ( ,b); = (b,y)o Pa:y GF(q) eslalnea que satisface la ecua-
cion x = b, es decir, es una | nea con pendiente infinito y por tanto el conjunto

L = (,b)1:b GF(q) esel conjunto de | neas con pendiente infinito.

Ademas si p; := (), ;. [, paracadai GF(q) yp :=[), ; [, entonces el conjunto
de puntos al infinitoes pg,...,paa 2,p  con (¢+1) elementos los cuales conforman

la linea al infinito, [

Ahora podemos de nir al plano proyectivo algebraico de orden q como una es-
tructura de incidencia P = (P, L, I), donde P := P4 po,...,Pas 2,0 €l conjunto

L=U; erpli L [y (p,0) I en cualquiera de los siguientes casos:

(a) p:(vaJ)Oal:(m7b>1yy:m$+b7 xayvmab GF(Q)7

(b)p:('xay)Oal:< 7b)1yx:b7xay7b GF(Q)a

Un plano proyectivo algebraico de orden ¢ es denotado por PG(2,q), donde los
parametros se re eren a la dimension y orden del plano, respectivamente, y su exis-

tencia depende de la existencia del Campo Finito GF(q).

Dos ejemplos de planos proyectivos algebraicos son PG(2,2) y PG(2,3), ver

Figura 1.7 a modo de ilustracion, ambos isomorfos a los planos proyectivos com-



Preliminares 17

binatorios 5y 3, respectivamente, lo que en general no sucede como mas adelante

notaremos.

Figura 1.7: Representacion de los planos proyectivos algebraicos PG(2,2) y PG(2,3),

respectivamente.

Respecto a la gra ca de Levi de un plano proyectivo PG(2,q), as como en ge-
neral lo es cualquier gra ca de Levi de una estructura de incidencia, es bipartita,
(q + 1)-regular y tiene 2(q* 4+ ¢+ 1) vertices; los vertices que representan a las 1 neas

tienen las siguientes vecindades (ver Figura 1.8 y Figura 1.9):
L N({ )= po,---sPas2,p
2. N((,0)1)= (b,yo:y GFl@) p v
3. N((m,b)1) = (z,y)o:y=mx+Db .

Sobre la existencia de los planos proyectivos de orden ¢, de lo anterior se tiene que
cuando ¢ es potencia de primo, esta queda determinada por el campo GF(q) [6]. En
general la existencia de planos proyectivos cuando ¢ no es potencia de primo aun es
un problema abierto, sin embargo se conocen resultados que prueban que los planos
proyectivos de orden ¢ no existen para ciertos valores de ¢, uno de estos resultados

es el teorema siguiente.
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Figura 1.8: Gra ca de Levi del plano proyectivo algebraico PG(2,2).

Figura 1.9: Gra ca de Levi del plano proyectivo algebraico PG(2,3).
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Teorema 1.0.11 Si el nimero q es dividido por 4 y el residuo es 1 0 2 y q no puede
ser escrito como la suma del cuadrado de dos niumeros enteros, entonces el plano

proyectivo de orden q no existe.

La prueba de este teorema no es trivial. Y aunque descarta la existencia de planos
proyectivos de orden 6, 14 y de muchos otros, faltan muchos ordenes posibles por
cubrir. Por ejemplo, no nos dice nada acerca de los planos proyectivos de orden
n = 10 o 12. Sin embargo ya ha sido probada la inexistencia de planos proyectivos
de orden 6 y 10 con otros metodos. La prueba para el de orden 6 fue intentada por
Euler, pero fue hasta 1900 cuando Tarry dio una prueba convincente [17]. Y para el
de orden 10, la prueba se llevo a cabo en el siglo pasado haciendo multiples calculos
mediante computadoras [13]. Para el siguiente orden superior, 12, la existencia de un
plano proyectivo sigue siendo un problema abierto. Es claro que el problema tambien
podr a ser resuelto mediante la comprobacion de un numero nito de con guraciones,
pero el numero de con guraciones parece ser demasiado gigantesco para la tecnolog a
informatica actual [15]. Sobre la existencia de los planos proyectivos de ordenes 2, 3,5
y 7 se sabe que estos existen y son unicos (en particular, el plano combinatorio es
isomorfo al algebraico) y respecto al orden 9, se ha probado que existen 4 planos

proyectivos no isomorfos con este orden [17].

Dicho todo lo anterior sobre planos proyectivos nitos, presentamos en seguida un
par de conceptos necesarios para entonces hablar del semiplano el ptico y algunas de

sus caracter sticas.

En una estructura de incidencia (P, L, I) se dice que dos |l neas l; y Iy son paralelas,
ly Iy, sisucede que Iy =1y 0sily Iy = . Analogamente, dos puntos p; y po son
paralelos si p; = po 0 si no existe una 1 nea que no pasa por los dos puntos. El termino

bandera se re ere a una pareja (p,l) Iy, por tanto, una antibandera es una pareja

(p,1) 1.

Definicién 1.0.12 Un semiplano eliptico de orden n 1 es una estructura de

incidencia que satisface que cada punto es incidente con n lineas y cada linea es



20 Preliminares

incidente con n puntos, tiene la misma cantidad de puntos que de lineas y cumplen

los siguientes axiomas de paralelas:
Por cada antibandera (p,l) se tiene:
1. existe a lo mas una lineal L tal quep | yl [,
2. existe a lo mas un punto p 1 tal que p y p’ son paralelos.

Como ya hab amos mencionado, un semiplano el ptico se puede construir a traves de

un plano proyectivo nito adecuado, dicha construccion se muestra en seguida.

En un plano proyectivo elegimos un punto y una I nea (p, [) particulares, y de nimos
un subconjunto Baer como la union de todas las | neas y puntos incidente con p y [,
segun corresponda. Escribimos B(p 1) o B(p11), si p y L son o no incidentes, respec-
tivamente. Se sabe que los semiplanos el pticos se obtienen mediante la eliminacion
de un subconjunto Baer de un plano proyectivo [6]. Dembowski probo que en un
semiplano el ptico (P, L,I) de orden v =n 1 (i.e. con n = v + 1 puntos en cada
I nea) todas las clases de paralelas en P y L tienen el mismo tamano, digamos m, y
que m divide a n(n  1). Tambien probo que el numero total de puntos (1 neas) es

n(n 1)+ my clasi co a los semiplanos el pticos dependiendo del valor de la m en:

impropios, si m = 1,

tipo C, si m = n,

tipo L,sim=n 1,

[ ]
El

tipo D, sim =n

tipo B, sim <n n.

El trabajo realizado en esta tesis se desarrolla sobre la gra ca de Levi de un semiplano
el ptico de tipo C, por lo que en seguida se describira el subconjunto Baer que debe

ser eliminado del plano proyectivo para obtener dicha estructura.

El punto y la 1 nea elegidos en el plano proyectivo PG(2,q) que de nen a nuestro
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subconjunto Baer deben ser adyacentes y, por la simetr a del plano proyectivo es
equivalente tomar cualesquiera, por comodidad se eligio la bandera (p ,l ). As, se
de ne el semiplano el ptico de tipo C como el complemento del subconjunto Baer
B(p | )en PG(2,q), es decir, C,oy = PG(2,q) — B(p [ ), siempre que exista

PG(2,q). La siguiente gura ilustra como obtener Cy a partir del plano PG(2, 3).

Figura 1.10: Del plano algebraico PG(2,3) elegimos la bandera (p ,I ) que de ne
al subconjunto Baer, las | neas punteadas y diamantes, el cual sera eliminado para

obtener al semiplano el ptico Cs .

Tambien mostraremos como se obtiene, analogamente, la gra ca de Levi de C;—; a
partir de la gra ca de Levi de PG(2,q) y enunciaremos algunas de sus propiedades

que seran de gran utilidad mas adelante.

De la gra ca de Levi de PG(2,q) se eliminan los conjuntos de vertices

L ,poy--sPas—2,p U (,0)1:0 GF(q) y as se obtiene la gra ca de Levi de
C,4-1, la cual es denotada por B,. En [1] se hace una descripcion completa de la gra ca
B,, nosotros enunciamos algunas caracter sticas que nos facilitaran la construccion

de nuestras gra cas.

Los vertices de B, heredan las etiquetas de la gra ca de Levi de PG(2,q) y tiene la

siguiente particion Vo = Pa y Vi = U,, gr(y Lm. ademas un vertice (z,y)o  Vj es
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adyacente a un vertice (m,b); Vi si satisfacen la ecuacion y = mx + b. Ademas,
si de nimos los siguientes conjuntos: P, = (x,y)oy GF(q) ,paraxz GF(q)y
L,= (m,b)1b GF(q) ,param GF(q), es posible veri car la siguiente propo-

sicion de la gra ca B,.
Proposicién 1.0.13 Sea B, la grdfica de Levi de Cy_1, entonces:
1. Es q-regular, bipartita, vértice-transitivas, de orden 2q¢° vy tiene cuello 6;

2. Permite una particion Vo = |, cr Pr y Vi = U, Gr(g) Lm en su conjunto

de vértices;

3. Cada bloque P, estd asociado a cada bloque L,, por un apareamiento perfecto,

para x,m GF(q);

4. Cada vértice en Py y Lo tiene un apareamiento directo con todos sus vecinos
en By, es decir, para p = (0,y)o, N(p) = (i,y)1i GF(q) , y andlogamene
para l = (0,b)1, N(I)= (j,b)oj GF(q) ;

5. Los apareamientos entre P, y L,,, para x,m = 0, son traslaciones de la iden-

tidad y la regla algebraica es y = mx + b.

Vo . '(ii:.(f)(] (0,1), (O:‘(‘;)n‘ 0,0

o LDy (Laj __,»"(Qfo)n (@ 1) ((Q“};)n._‘

Vi

Figura 1.11: Representacion de Bs. Las aristas que resaltan con 1 nea continua son
un ejemplo de un apareamiento directo entre Py y Lo, mientras que las del estilo

- - - son un ejemplo de un apareamiento entre P, y L, trasladado.



Capitulo 2

Reducciones y Amalgamas

El problema sobre la construccion de (k, g)-gra cas con el menor orden posible ha sido
de gran interes para distintos matematicos, quienes han expuesto diversos metodos
para construir familias de dichas gra cas. En este cap tulo hacemos una descrip-
cion de los resultados dados por Abreu et al. en [1]. En el art culo se construyen
(k,5)-gra cas con pocos vertices, para k 3, de la siguiente manera: paran =k r
y algun » 1, se toma la gra ca de Levi de un semiplano el ptico S de orden una
potencia de primo ¢ =n 1, la cual es una gra ca n-regular de cuello 6, despues se
eliminan algunos de sus elementos y nalmente, para alcanzar la regularidad deseada,

se anaden gra cas r-regulares adecuadas de cuello al menos 5.

Las dos ultimas operaciones mencionadas son nombradas por primera vez por Funk
en [8], respectivamente con los terminos reduccion y amalgama ,y fueron la base
del art culo descrito en esta seccion y tambien seran fundamentales para el desarrollo
de esta tesis ya que seran empleadas para hacer la modi cacion sobre la gra ca By,

con el objetivo de acercarnos lo mas posible a el “Monstruo”.

En esta seccion describiremos a detalle lo hecho en [1] y estas operaciones, iniciando

con la operacion de reduccion.
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2.1. Reduccciones

La operacion reduccion se re ere a la accion de eliminar conjuntos de vertices de
manera conveniente a una gra ca. Cuando se aplica esta operacion su orden se reduce,
por lo cual es utilizada en la construccion de (k, r)-jaulas. En [1] se aplican dos tipos

de reducciones a la gra ca B,, a continuacion damos las descripciones.

REDUCCION 1 Eliminar vertices de Py y L.

Sean T S GF(q), So = (0,y)oy S Py, Ty = (0,b)16 T Ly y
Bq(S, T) = Bq SO To.

Lema 2.1.1 Sean T" S  GF\(q). Entonces By(S,T) es bi-reqular, con conjunto
de grados q 1,q , de orden 2¢*> S T . Mds ain, los vértices (i,t)0 Vo y
(7,8)1 Vi, para cada i,j GF(q) 0,s Syt T, son los vértices de grado
q 1en By(S,T), junto con los vértices (0,s); Vi, paras S T, siT CS.

Demostracién. Por la Proposicion 1.0.13 sabemos que B, es de orden 2¢*, de ma-

nera que al quitar S + T vertices, B,(S,T) queda de orden 2¢* S T.

Ademas, como se menciona tambien en la Proposicion 1.0.13, B, es g-regular y los

bloques P;, i  GF(q), tienen un apareamiento directo con Ly, cuando quitamos

los vertices del conjunto 7o = (0,t);¢ T Ly, los vertices (i,t)g  Vp, para
i GF(q) 0 yt T, pierden los vertices que eran sus vecinos en Ly quedando
de grado ¢ 1.

Analogamente, los bloques L;, j  GF(q) tienen un apareamiento directo con Py, y
cuando quitamos los vertices de Sop = (0,s)gs S Py, los vertices (j,s)1 Vi,

paraj GF(q) 0 ys S, quedan de grado ¢ 1.

Ahora, como Py y Ly tienen un apareamiento directo y 7' S, cuando quitamos
los vertices de Ty y de Sy, todos los vertices que quedan de F, tienen grado ¢, y si
T C S, los vertices (0,s); Vi, paras S T, quedan de grado ¢ 1 al perder el

apareamiento directo con Sj.
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Por lo que B,(S,T) es birregular con conjunto de grados ¢—1,¢ . =

En caso de que S = , entonces T'= 'y B,(S,T) = B,.

N
/
N
s
\\
W,
LY

Figura 2.1: Ejemplo de la operacion de Reduccion 1 sobre la gra ca B,, en este
caso espec co S = 0,1,a yT = 0,1 , observamos que los vertices adyacentes a
los vertices de Sy y Ty pierden un grado al quitar la arista punteada que los hac a

adyacentes.

REDUCCION 2 Eliminar parejas de bloques (P;, L;) de B,.

Sea u La,...,a” y 1,...,u =u.Sede ne By(u) como la gra ca que se
obtiene de B, despues de eliminar las ultimas u parejas de bloques (P;, L;), es decir,
By(u) = By —U;_;(Pas—2—; Lga—2_;), y se de ne a B,(S,T,u) como la gra ca que
resulta de eliminar en B, las ultimas u parejas de bloques (P}, L;) y los subconjuntos
de vertices T S GF(q) de los bloques Fy y Ly como en la Reduccion 1, es decir,
By(S,T,u) = By — Sy — To — Ui (Paa—2—i Lga—2_).

3

Lema 2.1.2 Sea u La,...,00% y 1,...,u = u. La grdfica B,(u) es

(q — u )-reqular de orden 2(¢* — qu ), y la grdfica B,(S,T,u) es bi-regular con con-
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gunto de grados D= q¢ u 1,¢ u ydeorden2(¢* qu) S T . Mds ain,
en la grafica B,(S,T,u) los vértices de gradoq w1 son (i,t)g Vo y (4,8)1 Vi,
para cadai,j  0,1,...,09 2 w ,s Syt T, junto con los vértices (0,s); Vi,

paras S T siT CS.

Demostracién. Por la Proposicion 1.0.13 sabemos que B, es g-regular de orden
2¢%, y que cada bloque P; esta asociado con cada bloque L; por un apareamiento
perfecto, parai,j GF(q), ademas cada uno de los bloques P, y L; tiene ¢ vertices,
as al quitar las ultimas u parejas de bloques P, 2 ;, Lya 2 4, 1 = 1, ,u, By(u)
queda de orden 2(¢*> qu ), y cada uno de sus vertices pierde u vecinos que estan

en los bloques que quitamos, por lo que B,(u) queda (¢ u )-regular.

Ahora, si a By(u) le quitamos los conjuntos de vertices Sp = (0,s)o s S Py
To = (0,t)1t T Ly, por el Lema 2.1.1, B,(S,T,u) queda de orden
2(¢* qu) S T ybirregular con conjunto de grados D= ¢ u 1,q u ,ylos
vertices de grado (¢ u ) 1 son los mismos que en el lema quedaban de grado ¢ 1,
es decir, los vertices (i,t)g Vo y (4,s)1 Vi, para cada i, 0,1,...,04 2w ,

s Syt T,juntocon (0,s); Viparas S TsiTCS =



P Fv-s P

”([ 3 (.q,

Figura 2.2: Ejemplo de la gra ca B,(S,T,u), donde S = 0,1,a ,T= 0,1 yu=a.

poy

SOUOId2N

LC
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2.2. Amalgamas

El termino amalgama se re ere, de manera abstracta, a la union de dos objetos o
cosas, dependiendo del contexto en el que se encuentre; las amalgamas o la tecnica
de amalgamar ha sido empleada en distintas areas de las matematicas, como en
algebra, en geometr a nita y como se vera en el area de teor a de gra cas. De
hecho, Higman utilizo la tecnica de amalgamar para probar varios resultados sobre
subgrupos isomorfos [10]; Kegel y Schleiermacher utilizaron la misma tecnica sobre
planos proyectivos [11]. En particular, en [1] y en [8] el termino amalgama es empleado
para referirse a la operacion que agrega aristas de una gra ca a otra, en [1] fue
empleada para construir gra cas regulares de cuello cinco con menos vertices de las

que ya se conoc an.
A continuacion describimos formalmente esta operacion.

Sean I'y y I'; dos gra cas del mismo orden y con las mismas etiquetas en sus vertices.
Una amalgama de I'y en I's es la gra ca que obtenemos al agregar todas las aristas

deI'y en I's.

Figura 2.3: Un ejemplo sencillo de una amalgama de I'y en I's.

Ya que hemos descrito las operaciones utilizadas en el metodo, mostraremos como

se aplican sobre la gra ca B,(S,T,u) para construir nuestra gra ca objetivo.

Considerar la gra ca B,(S,T,u), para algunos T S GF(q), S = ,vy
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U l,a,...,a9 ® ,con 1l,a,...,u = u . Sean Sy Py, Ty Ly de nidos
como en la Reduccion 1, y sean P, := Fy Soy Ly, := Ly 1p los bloques en

B,(S,T,u) deorden ¢ S yq T ,respectivamente.

A continuacion describiremos cuatro gra cas que seran amalgamadas en By (S, T, u),
el comportamiento de cada una de estas gra cas dependera a su vez de como de na-
mos los conjuntos Sy T', con el n de que, al aplicar la operacion de amalgamar, la

gra ca resultante sea regular.

Sea H; es una gra ca k-regular, si S = T, entonces H, debera ser tambien una
gra ca k-regular, sin embargo, si S = T, entonces Hs debera ser una gra ca
birregular, con conjunto de grados k,k+ 1 , donde S T vertices tendran grado
k+1. Por otro lado, si T" = | entonces (G; debera ser una gra ca k-regularysiT =
entonces (G sera birregular con conjunto de grados k,k+1 y con T vertices de
grado k + 1. Finalmente, G5 debera ser considerada como una gra ca birregular con

conjunto de grados k,k+1 ycon S vertices de grado k + 1.

Sean Hy, Hy, G1 y Go, gra cas cualesquiera de cuello al menos5yordeng S ,q T,
qy ¢, respectivamente, que cumplen las condiciones de regularidad mencionadas en

el parrafo anterior.

De nimos B, (S, T,u) como la gra ca que resulta de amalgamar H; en Py, Hy en Ly,
Gien Py Gyen Ly,parai  1,...,a? > u 1 .Tambiende nimos B,(S,T,a4 ?)

como la gra ca que resulta de amalgamar H; en P,y Hs en L.

Para simpli car la notacion utilizada, utilizaremos las mismas etiquetas en P; y
L; como en la Proposicion 1.0.13, pero asumiendo que las etiquetas de Hy, Hs,
G, y G, corresponden a la segunda coordenada de los vertices de F,, Ly, P y L;

respectivamente para ¢ 1,...,09 2

u 1 . Tambien supondremos que los vertices
de grado k + 1, si los hay, en Hy, G y G, son etiquetados en correspondencia con

la segunda coordenada de los vertices de S T, Ty S respectivamente.

Con tales etiquetas, sea ab una arista en Hy, Hy, G; 0 (G5, de nimos los pesos o el
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color de Cayley de ab como b a  GF(q). Sea P, el conjunto de pesos en H; y
G4, vy sea L, el conjunto de pesos en Hy v Gj.

A continuacion enunciamos un teorema que da las condiciones su cientes sobre los
pesos de las aristas de B, (S, T, u) para obtener una gra ca (¢+ %k u )-regular con

cuello al menos 5.

Teorema 2.2.1 SiP, L, = , entonces la grdfica B,(S,T,u) es (¢+k u )-regular,

con cuello al menos 5 y orden 2(¢> qu ) S T.

Demostracién. El orden y la regularidad de B, (S,T,u) se siguen del Lema 2.1.2
y de amalgamar correctamente las gra cas Hy, Hy, G v G, es decir etiquetamos a
los vertices de grado k£ + 1 de G5 con las mismas etiquetas que tienen los vertices
de gradoq w 1de L; en B,(S,T,u), para i 1,...,a9 2 wu 1 ,demanera
que en B, (S,T,u) tienen grado ¢ + k  u . Y etiquetamos de una manera analoga
los vertices de Hy con los de L, lo mismo hacemos con los vertices de grado k£ + 1

de G respecto de los de P;, para ¢ 1,...,a4 u 1.

Ahora, para ver que el cuello es al menos 5, supongamos lo contrario. Sea C' el ciclo
de longitud m nima en B, (S, T,u) y que C' 4, es decir, C = (zyz) o C' = (wryz).
Dado que B, tiene cuello 6 y que Hy, Hy, G y G tienen cuello al menos 5, entonces
C no puede estar completamente contenido ni en B, o en alguna de las gra cas H;
o G; para ¢ = 1,2. Sin perdida de generalidad sea zyz una trayectoria en C', tal que
x,y Pyyz L, paraalgunosi,m 0,1,...,072 %2 u 1 .Dado que entre P; y
Ly, hay un apareamiento, ocurre que xz / E(B,), y por tanto vz / E(B,(S,T,u)).

De manera que C' > 3y podemos asumir que C' =4y C = (wzryz).

Por la misma razon del apareamiento entre P; y L,,, no puede suceder que w P;.
Ademas, como mno hay aristas entre P, y P; en B (S,T,u), para
i 0,1,...,002% u 1 i, ni entre L, y L, en B,/(S,T u), para
n 0,1,...,04% u 1 m , al igual que 2z, w L. Sean =z = (i,a)o,

y = (i,b)0, 2z = (m,c)1 y w = (m,d);, como las etiquetas que elegimos al princi-
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pio. St wr,yz  E(B,(S,T,u)), entonces a = mi +d y b = mi + c, respectivamente,
con lo que tenemos que b a = ¢ d.Perosixy,wz E(B,(5,T,u)) implica que
ab E(H,) FE(Gy)ycd FE(Hy;) FE(G2),conloquetendramosque a b P,
y ¢ d L, lo que contradice la hipotesis de que P, L,= . =






Capitulo 3

Construccion principal

En este cap tulo construiremos la gra ca 43-regular, de orden 3250 y cuello cinco,
aplicando operaciones de reduccion y amalgamas sobre la gra ca Byg; el procedimien-
to esta basado en la construccion que aparece el cap tulo anterior y que fue expuesto
en [1], sin embargo en este cap tulo generalizamos algunas ideas utilizadas en dicho

art culo.

Siguiremos con la notacion anterior para hacer la construccion, pero para facilitar
dicha notacion trabajaremos sobre el grupo Z,;, el cual es isomorfo a GF'(41) ya que
41 es numero primo. Dicho lo anterior, construiremos la gra ca By, (S, T, u), donde
S=T= 26,27, ,40 y uw = 1, la cual cumplira las hipotesis del Teorema 2.2.1
y por lo tanto sera una la gra ca 43-regular, de orden 3250 y cuello cinco. Note que

S = T =15y u =1 para que el orden de la gra ca sea 3250.

A continuacion describiremos las gra cas Hy, Hs, Gi y G5 que seran amalgama-
das en By (S, T, u). Ademas, para ser consistentes con las hipotesis requeridas en el
Teorema 2.2.1, los pesos de las aristas de H; y (G seran ajenos a los pesos de las

aristas de Hy y Gbs.

La gra ca H;, para i = 1,2, tiene conjunto de vertices V(H;) = 0,1,2,...,25 y

conjunto de aristas E(H;) = A; B; C}, ademas a las aristas ab las denotaremos
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como (a, b) para evitar mayores confusiones.
Los conjuntos Ay, By y C} para H; son:
» A= (i,i+1)i=0,1,...,11 (12,0) , el 13 ciclo tiene pesos 1,12 |

» By = (i,i+2)i=13,14,...,23 (24,13),(25,14) , el 13 ciclo tiene pesos
2.11 |

» C1 = (4,i+13)i=0,1,...,12 | las aristas del apareamiento tienen peso 13 .
Mientras que para Hs:

» A= (i,i+3)i=0,1,...,9 (10,0),(11,1),(12,2) , el 13  ciclo con pesos
3,10

s By = (i,i+4)i = 13,14,...,21 (22,13), (23,14), (24, 15), (25, 16) , el

13 ciclo con pesos 4,9

n Co= (i,i+17)i=0,1,...,8  (9,13),(10,14), (11,15), (12, 16) , las aristas

del apareamiento con pesos 4,17 .

Figura 3.1: Representacion de las gra cas H; y Hs, respectivamente. Las aristas
de 1 nea continua representan el 13  ciclo del conjunto A, las del estilo - - - al

13 ciclo del conjunto B y las de estilo es el apareamiento del conjunto C'.
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Como observamos en la Figura 3.1, las gra cas H; y Hy son de orden 26 y con
conjunto de pesos 1,2,11,12,13 y 3,4,9,10,17 respectivamente; ademas para
asegurar que By (S, T, u) tiene cuello cinco, probaremos que el cuello de H; es cinco

y que el de Hs es al menos cinco.
Lema 3.0.1 La grdfica Hy tiene cuello cinco.

Demostracién. Sea C' el ciclo de longitud m nima en H;. Si E(C) Ao
E(C) By, entonces C' > 5. De lo contrario hay dos casos posibles, (1) exis-
te una trayectoria xyz en C' tal que z,y 0, ,12 yz 13,  ,25 o, (2)el

vertice x 0, 12 vy, z 13, ,25 . En (1) se tienen los siguientes subcasos:

)

b) r=di,y=1¢ 1,z=13+4¢ 1, parai=1, 12
yrx=i,y=i+1,z=13+i+ 1, parai =0, 11
)

Si mostramos que z / Np,(x), entonces C = 3,y si y = Ny, (x) Npg,(z2),
entonces C' = 4. Analizaremos solo los subcasos (a) y (b), ya que la prueba de los

otros dos es analoga.

En el subcaso (a) las vecindades de = y z en Hy son Ny, (x) = 1,12,13 y
Ny, (2) = 12,14,23 | respectivamente. Es decir, z / Npg,(z) y ademas
y = 12 = Ng,(z) Npg,(2). Y para el subcaso (b) tenemos otros tres subcasos,

en los cuales las vecindades de x y z en H; son:

» Ng(z) = ¢ 1,i+1,i+13 y Np(2) = i 1,i+ 14,i+ 23 , cuando
r=1=1,2

» Ny, () = ¢ 1,i+1,i+13 y Ny, (2) = ¢ 1,i+ 10,9+ 14 , cuando
c=i=3, 11

» Ny, (x)= i 12,4 1,i+13 y Ny, (2)= ¢ 1,i+1,i4+10 ,cuandox =i = 12

En cada uno de los subcasos anteriores z = (13 +4¢ 1) / Np,(z) y ademas
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y = ¢ 1 = Ny(x) Npg,(z). Como ya hab amos observado, en los subca-
sos (¢) y (d) pasa algo analogo. Por lo tanto C' 5 en cada uno de los subcasos

(a), (b), (¢) y (d). De forma analoga se hace el analisis para (2).

El ciclo (0,1,2,15,13) es un 5-ciclo en Hy, lo que muestra que el cuello de H; es

cinco. wm

Lema 3.0.2 La grdifica Hy tiene cuello al menos cinco.

Demostracién. La prueba es muy parecida a la del Lema 3.0.1. Sea C' el ciclo
de longitud m nima en H,. Si E(C) Ay entonces C' = 13, lo mismo ocurre
si E(C) B;y. De no ser as hay dos casos posibles para la trayectoria xyz en
c, (1) z,y 0, ,12 y =z 13, ,25 o, (2) el vertice x 0, ,12 vy

y,z 13, ;25 . En (1) se tienen los siguientes subcasos:

(a) x=4,y=1+10, 2z=4+ i+ 10, parat =0,1,2

)
(b) z=i,y=1i 3,2z=17+4 3,parai=3, 11
(c) x=12,y=9,2=13
(d) z=i,y=i+3,2=17+i+ 3, parai =0, ,5
() x=1,y=1+3,2=4+1i+3, parai=6,7,8,9
(f) x=4,y=14 10,z=174+4 10, parai=10,11,12
Si mostramos que en cada uno de los casos z / Npg,(z), entonces C' = 3, y si

y = Npg,(x) Np,(2), entonces C' = 4. Analizaremos solo los subcasos (c) y (d),

ya que la prueba de los otros cuatro es analoga.

En el subcaso (c) las vecindades de x y z en Hy son Ng,(z) = 2,9,16 y
Npg,(z) = 9,17,22 , respectivamente. De manera que z / Npg,(z) y ademas

y = 9 = Npg,(x) Np,(z), porloque C >4 en este caso.

El subcaso (d) se divide a su vez en otros tres subcasos, en los que las vecindades de

x'y z en Hy son:
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» Ng,(z) = i+ 3,i+10,i 4+ 17 y Npg,(2) = i+ 3,7+ 16,7 + 24 | cuando
r=1=0,1

» Nyg,(z) = i+3,i+10,i+ 17 y Np,(2) = i+ 3,i+ 11, + 16 , cuando

r=1=2

» Ny,(x) = @ 3,i+3,i+17 y Np,(2) = i+ 3,i+ 11,9+ 16 , cuando

r=1=3,4,5
En cada uno de los subcasos anteriores z = (17 + i + 3) / Npy,(z) y ademas
y = i+3 = Npg,(xr) Npg,(z). Como ya hab amos observado, en los subca-

sos (a), (b), (e) y (f) pasa algo analogo. Por lo tanto C' 5 en cada uno de los

subcasos (a), (b), (c), (d), (e) y (f). De forma analoga se hace el analisis para (2). =

Se utilizo el programa (software) Maple para veri car las propiedades de las gra cas
construidas en este cap tulo, en el Anexo encontramos los resultados, y en el caso
de la gra ca H, se observa que es de cuello seis. Un ciclo de longitud seis en Hy es

(0,3,6,9,13,17).

Antes de continuar con la descripcion de las gra cas G y G2, mostraremos un metodo
con el que, al modi car cualquier gra ca de cuello al menos cinco y con ciertas
propiedades estructurales, se construye una nueva gra ca que conserva la propiedad

de que el cuello es al menos cinco.
METODO: Modi cacion de una gra ca.

Sea GG una gra ca de cuello al menos cinco, que ademas contenga m 2 parejas de

aristas independientes, zjz5,z57] s = 1, ,m , tales que entre los vertices de cada

*) = ,paratodoi,j 1,2,3,4 ,i=j,s=1, ,m.

pareja de aristas N (z7) N (3

S

Por otro lado, si de nimos e;

= xiri, parai = 1,3y s = 1, ,m, el con-
junto de parejas de aristas cumple que V( e5,e5 ) V( el el ) < 1, para todo
t 1, ,m y t = s, es decir a lo mas puede haber un vertice comun entre

cualesquiera dos parejas de aristas independientes.
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— 1,2 m
Sean s=1,....,my v,v°, ..., v

vertices nuevos, de nimos la gra ca G como:
R S S S S S S N
G =G  zix5, x3x} (v*,23)i=1,2,3,4 .

La nueva gra ca G es de orden V(G) + m, ademas el conjunto

o, ™ = V(G) V(G) es un conjunto de vertices independientes de gra-

do 4, y los vertices V(G) V(G ), conservan el grado que ten an en G.
Dada la construccion anterior probaremos que G' conserva cuello al menos cinco.
Lema 3.0.3 La grdfica G tiene cuello al menos cinco.

Demostracién. Sea C el ciclo de longitud mas cortaen G . Si E(C)  E(G), enton-

ces por hipotesis C' > 4. De otro modo existe v*, para algun s 1, ,m , tal que
v* V(C),y dado que v®s =1, ,m es un cojunto de vertices independientes,
entonces en C' existe una trayectoria zjvz?, para algunos i, j 1,2,3,4 ,1 = 7.

Dada la contruccion de G y las propiedades de G, el conjunto ¢ =1,2,3,4 re-
sulta ser un conjunto de vertices independientes en GG , por lo que C' > 3. Y como en
G el par de aristas ej, e se intersecta en a lo mas un vertice con algun otro par de
aristas, en GG a lo mas un vertice del conjunto z7i=1,2,3,4 puede ser adyacente
a algun otro vertice v', ¢ 1, ,m ,t=s, de manera que N(xj) N(x5) =",y
por lo tanto C' > 4. =

Aplicando dos veces este metodo, construiremos las gra cas GG; a partir de H;.

Primero notemos que la gra ca H; tiene las propiedades necesarias requeridas pa-
ra que a partir de ella se construya la nueva gra ca, tiene cuello al menos cinco y
ademas contiene 11 parejas de aristas independientes que cumplen con las propieda-

des necesarias para aplicar el metodo anterior.
El conjunto de aristas independientes en Hy es Dy  Dy:
» D= (4,i+2),(i 6,i+7)i=13,...,18 ,

« D, = (i,i+2),(i 17,4 16)i=19,...,23
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yen Hyes Dy D,
» Dy= (4,i—3),(i+12,i—5)i=5,...,12 |
» Dy= (4,i+4),(i—3,i+1)1=13,14,15 .
PRIMERA APLICACION DEL METODO:

Construimos la gra ca G, que resulta de eliminar aristas de H; y anadir un nuevo
conjunto de vertices y otro de aristas, de manera que V(G,) = V(H;)  26,...,36
y E(G,)= FE(H;)— (D, D, (E; E,),parai 1,2 .

Donde D, y D, son los conjuntos de aristas descritos arriba, mientras que para H,

los conjuntos E; y £ son:

» By = (4,i+13),(i+2,i+13),(:—6,i+13), (i +7,i+13) i =13,...,18 , con
pesos 6,11,13,19 |,

s By = (i,i+13),(i+2,i+13),(i — 17,i+ 13),(i — 16,i + 13) i = 19,...,23

con pesos 11,12,13 , recordemos que los pesos estan en modulo ¢ = 41.

Figura 3.2: Despues de eliminar las parejas de aristas de los conjuntos D; y Dy,
anadimos el conjunto de vertices y las aristas de los conjuntos E; y E,, y obtenemos

la gra ca Gj.
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y en Hs:
w By = (i,i+21),(i—3,14+21),(:+12,i+21),(i —5,i+21)i=5,...,12 , con
pesos 9,15,17,20

w By= (4,i+21),(i+4,i+21),(i—3,i+21),(i+1,i+21) i =13,14,15 , con
pesos 17,20 .

Figura 3.3: Aplicando el metodo a Hs, obtenemos G,.

Por el Lema 3.0.3 aseguramos que en G; no hay ciclos de longitud menor a cinco, para
t =1,2. Por lo tanto GG, es una gra ca de orden 37 y cuello al menos cinco, ademas

como H; era 3-regular, G, resulta ser birregular con conjunto de grados 3,4 .

Observemos que (G; tambien tiene 4 parejas de aristas independientes que cumplen
con las propiedades necesarias para aplicar el metodo, construiremos a partir de ella
la gra ca Gy. De igual forma la gra ca G, se obtendra a traves de GG, al aplicarle el

metodo, aunque esta vez (G, solo tiene 3 parejas de aristas independientes.
El conjunto de aristas independientes en G, es Fi:

s Fy= (i,i+13),(i—11,i—10) i = 18,19,20,21 ,
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y en G, es Fy:
s Fy= (i,i+4),(i+18,i+1)i=161718 .
SEGUNDA APLICACION DEL METODO:

El conjunto de vertices que anadiremos en (G tendra las etiquetas 37,38,39,40
y en G, las etiquetas 37,38,39 , es decir, V(G;) = V(G,) 37,38,39,40 y
V(Gy) = V(G,) 37,38,39 , y tendran los siguientes conjuntos de aristas
B(Gr) = (B(G) — F) Ky E(Gy) = (B(Gy) — F) K.

En G, el conjunto K; es:

s K= (i,i4+19),(i4+13,i+19), (i —11,i+19), (i — 10,i +19) i = 18, ...,21 ,

con pesos 6,11,12,19 |

Figura 3.4: Aplicando el metodo a GG; obtenemos Gj.

y en Gy

w Ko = (4,0+21),(i+4,i+21), (e + 18,9+ 21),(: + 1,4+ 21)i = 16,17,18 ,

con pesos 3,17,20 .
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Figura 3.5: Representacion de la gra ca G, resultado de aplicar el metodo a G..

Finalmente, hay un par de aristas independiente en G, (19,23), (37,20) . Aplicando
una vez mas el metodo ahora a GG, agregamos un vertice, eliminamos el par de aristas

independientes y anadimos las siguientes cuatro, y obtendremos la gra ca Ga:
(19,40), (23, 40), (37,40), (20,40) , con pesos 3,17,20 .

Nuevamente por el Lema 3.0.3, G; y G5 resultan ser gra cas sin ciclos de longitud
menor a 5, de orden 41 y con conjuntos de grados 3,4 , donde los vertices que tienen
grado 3 son los que tienen etiquetas del conjunto 0,1,...,25 y los restantes tienen
grado 4; al agregar vertices el peso de algunas aristas cambio a 1,6,11,12,13,19

y 3,4,9,10,15,17,20 , respectivamente.

Resumiendo, los pesos de H; y (G; son:

1,2,11,12,13
1,6,11,12,13,19
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Figura 3.6: Gra ca Gb.

y los de Hy v Gy

3.4,9,10,17
L, = (3.2)
3,4,9,10,15,17,20

En el Anexo estan las pruebas de estas caracter sticas hechas por el programa (soft-

ware) Maple.

Si S=T= 26,27, ,40 ,u= 1 y H; y G, , parai = 1,2, son como las

acabamos de describir, podemos enunciar el siguiente lema:

Lema 3.0.4 La grdfica B, (S, T,u) es una grifica 43-reqular de cuello 5 y de orden

3250.
Demostracion. Los pesos de estas gra cas son P, = 1,2,6,11,12,13,19 y
L, = 3,4,9,10,15,17,20 , respectivamente; y por el Teorema 2.2.1, la gra ca

By, (S,T,u) es una gra ca 43-regular de cuello 5 y de orden 3250. m






Apéndice A

Anexo

Se hizo una comprobacion sobre el cuello de las gra cas construidas en el Cap tulo 3
con el programa (software) Maple, el presente anexo muestra los resultados obtenidos

siendo todos satisfactorios.



> with(GraphTheory)
[ AcyclicPolynomial, AddArc, AddEdge, AddVertex, AdjacencyMatrix, AllPairsDistance, Arrivals, Q)

ArticulationPoints, BellmanFordAlgorithm, BiconnectedComponents, BipartiteMatching,
Blocks, CartesianProduct, CharacteristicPolynomial, Chromaticlndex, ChromaticNumber,
ChromaticPolynomial, CircularChromaticindex, CircularChromaticNumber,
CircularEdgeChromaticNumber, CligueNumber, CompleteGraph, ConnectedComponents,
Contract, ConvertGraph, CopyGraph, CycleBasis, CycleGraph, Degree, DegreeSequence,
DelaunayTriangulation, DeleteArc, DeleteEdge, DeleteVertex, Departures, Diameter,
Digraph, DijkstrasAlgorithm, DiscardEdgeAttribute, DiscardGraphAttribute,
DiscardVertexAttribute, DisjointUnion, Distance, DrawGraph, DrawNetwork,
DrawPlanar, EdgeChromaticNumber, EdgeConnectivity, Edges, ExportGraph,
FlowPolynomial, FundamentalCycle, GetEdgeAttribute, GetEdgeWeight, GetGraphAttribute,
GetVertexAttribute, GetVertexPositions, Girth, Graph, GraphComplement, GraphEqual,
GraphJoin, GraphNormal, GraphPolynomial, GraphPower, GraphRank, GraphSpectrum,
GraphUnion, GreedyColor, HasArc, HasEdge, HighlightEdges, HighlightSubgraph,
HighlightTrail, HighlightVertex, HighlightedEdges, HighlightedVertices, ImportGraph,
InDegree, IncidenceMatrix, IncidentEdges, IndependenceNumber, InducedSubgraph,
IsAcyclic, IsBiconnected, IsBipartite, IsClique, IsConnected, IsCutSet, IsDirected,
IsEdgeColorable, IsEulerian, IsForest, IsGraphicSequence, IsHamiltonian, IsintegerGraph,
Islsomorphic, IsNetwork, IsPlanar, IsRegular, IsStronglyConnected, IsTournament, IsTree,
IsTwoEdgeConnected, IsVertexColorable, IsWeighted, IsomorphicCopy,
KruskalsAlgorithm, LaplacianMatrix, LineGraph, ListEdgeAttributes, ListGraphAttributes,
ListVertexAttributes, MakeDirected, MakeWeighted, MaxFlow, MaximumClique,
MaximumDegree, MaximumIndependentSet, MinimalSpanningTree, MinimumDegree,
Mycielski, Neighborhood, Neighbors, NonlsomorphicGraphs, NumberOfEdges,
NumberOfSpanningTrees, NumberOfVertices, OddGirth, OutDegree, PathGraph,
PermuteVertices, PlaneDual, PrimsAlgorithm, RandomGraphs, RankPolynomial,
RelabelVertices, ReliabilityPolynomial, SHARCorder, SeidelSpectrum, SeidelSwitch,
SequenceGraph, SetEdgeAttribute, SetEdgeWeight, SetGraphAttribute, SetVertexAttribute,
SetVertexPositions, ShortestPath, SpanningPolynomial, SpanningTree, SpecialGraphs,
StronglyConnectedComponents, Subdivide, Subgraph, TensorProduct, TopologicSort,
TravelingSalesman, TreeHeight, TuttePolynomial, TwoEdgeConnectedComponents,
UnderlyingGraph, VertexConnectivity, Vertices, WeightMatrix |

> with (SpecialGraphs)

[AntiPrismGraph, CageGraph, ClebschGraph, CompleteBinaryTree, CompleteKaryTree, 2
CoxeterGraph, DesarguesGraph, DodecahedronGraph, DoubleStarSnark, DyckGraph,
FlowerSnark, FosterGraph, GeneralizedBlanusaSnark, GeneralizedHexagonGraph,
GeneralizedPetersenGraph, GoldbergSnark, GridGraph, GrinbergGraph, GrotzschGraph,




HeawoodGraph, HerschelGraph, HoffmanSingletonGraph, HypercubeGraph,
IcosahedronGraph, KneserGraph, LCFGraph, LeviGraph, McGeeGraph,
MobiusKantorGraph, OctahedronGraph, OddGraph, PappusGraph, PayleyGraph,
PetersenGraph, PrismGraph, RobertsonGraph, ShrikhandeGraph, SoccerBallGraph,
StarGraph, SzekeresSnark, TetrahedronGraph, ThetaGraph, TorusGridGraph,
Tutte8CageGraph, WebGraph, WheelGraph ]

(> H1:= Graph({{0,1}, {1, 2}, {2, 3}, {34}, {45}, {5,6}, {6, 7}, {7, 8}, {8, 9}, {9, 10}
(10,11}, {11, 12}, {12, 0}, {0, 13}, {1, 14}, {2, 15}, {3, 16}, {4, 17}, {5, 18}, {6, 19}

18}, {17, 19}, {18, 20}, {19, 21}, {20, 22}, {21, 23}, {22, 24}, {23, 25}, {24, 13}, {25
14}})

H1 := Graph 1: an undirected unweighted graph with 26 vertices and 39 edge(s)

> Girth(H1);
5

24}, (8,25}, {9, 13}, {10, 14}, {11, 15}, {12, 16}, {13, 17}, {14, 18}, {15, 19}, {16,
20}, {17, 21}, {18, 22}, {19, 23}, {20, 24}, {21, 25}, {22, 13}, {23, 14}, {24, 15}, {25

16}})

H2 := Graph 2: an undirected unweighted graph with 26 vertices and 39 edge(s)

> Girth(H2):
6

> Gli = Graph({{13, 26}, {14, 27}, {15, 28}, {16, 29}, {17, 30}, {22, 35}, {23, 36}, {18
31}, {19, 32}, {20, 33}, {21, 34}, {15, 26}, {16, 27}, {17, 28}, {18, 29}, {19, 30}, {20,

(11,30}, {12, 31}, {2, 32}, {3,33}, {4, 34}, {5,35}, {6,36}, {7,8)}, {8,9}, {9, 10}
(4,17}, {5,18), {6, 19}, {24, 13}, {25, 14}})

G1i:= Graph 5: an undirected unweighted graph with 37 vertices and 61 edge(s)

> Girth(G1i):
5

> G1:= Graph({{13, 26}, {14, 27}, {15, 28}, {16, 29}, {17, 30}, {22, 35}, {23, 36}, {18
37}, {19, 38}, {20, 39}, {21, 40}, {15, 26}, {16, 27}, {17, 28}, {18, 29}, {19, 30}, {20,
31}, {21, 32}, {22,33), {23, 34}, {24, 35}, {25,36}, {31, 37}, {32,38), {33, 39}, {34,

35), {6,36), {7,37}, {8,38), {9,39}, {10, 40}, {20, 26}, {21, 27}, {22, 28}, {23, 29}

{7,20}, {8, 21}, {9, 22}, {10, 23}, {11, 24}, {12, 25}, {13, 15}, {14, 16}, {15, 17}, {16,

> H2 := Graph({{0, 3}, {L, 4}, {2,5}, {36}, {4 7}, {58}, {6, 9}, {7, 10}, {8, 11}, {9, 12}
(10,0}, {11, 1}, {12, 2}, {0, 17}, {1, 18}, {2, 19}, {3, 20}, {4, 21}, {5, 22}, {6, 23}, {7,

31}, {21, 32}, {22,33)}, {23, 34}, {24, 35}, {25,361}, {7, 26}, {8,27}, {9, 28}, {10, 29},

{10, 11}, {20, 26}, {21, 27}, {22, 28}, {23, 29}, {24, 30}, {25, 31}, {3, 32}, {4, 33}, {5,
34}, {6, 35}, {7,36}, {0, 1}, {1, 2}, {11, 12}, {12, 0}, {0, 13}, {1, 14}, {2, 15}, {3, 16},

40}, {7, 26}, {8, 27}, {9, 28}, {10, 29}, {11, 30}, {12, 31}, {2, 32}, {3, 33}, {4, 34}, {5,

(24,30}, (25,31}, {3,32}, {4, 33}, (5,34}, {6,35}, {7, 36}, {8,37}, {9, 38}, {10, 39}

3)
(4)

©)

(6)

()
(8)



{11,403}, {0, 1}, {1, 2}, {11, 12}, {12,0}, {0, 13}, {1, 14}, {2, 15}, {83, 16}, {4,17}, {5,
18}, {6,19}, {24, 13}, {25,14}})

G1 := Graph 6: an undirected unweighted graph with 41 vertices and 69 edge(s) 9)

Girth(G1);
5 (10)

G2i == Graph({{1, 11}, {1,4}, {1,27}, {10, 0}, {10, 31}, {22, 31}, {31, 5}, {31, 7}, {10
34}, {0, 26}, {0, 3}, {3,29}, {3,27}, {6,32}, {6,30}, {6, 27}, {9, 13}, {9, 30}, {9, 33}
(12,2}, {12,33), {12, 36}, {8,29}, {8,32}, {8, 25}, {11,32)}, {11, 35}, {7, 28}, {7,
33}, {2, 26}, {2, 28}, {5, 26}, {5,29}, {20, 24}, {33, 24}, {20, 16}, {20, 29}, {23, 14}
(23,19}, {13, 34}, {13, 22}, {16,36}, {16, 25}, {19, 36}, {19, 28}, {28, 4}, {22, 18}
(25,21}, {15, 24}, {21,17}, {26, 17}, {32, 23}, {36, 15}, {35, 15}, {35, 14}, {35, 18}
(27,18}, {30, 21}, {30, 4}, {34, 14}, {34,17}))

G2i := Graph 9: an undirected unweighted graph with 37 vertices and 61 edge(s) (11)

Girth (G2i);
5 (12)

G2ii == Graph({{1, 11}, {1,4}, {1, 27}, {10, 0}, {10, 31}, {22, 31}, {31,5}, {31, 7}, {10
343, {0, 26}, {0,3}, {3,29), {3, 27}, {6,32}, {6, 30}, {6, 27}, {9, 13}, {9, 30}, {9, 33}
(12,2}, {12, 33}, {12, 36}, {8, 29}, {8,32}, {8, 25}, {11,32), {11, 35}, {7, 28}, {7,
33}, {2, 26}, {2, 28}, {5, 26}, {5, 29}, {20, 24}, {33, 24}, {20, 29}, {23, 14}, {23, 19}
(13,34}, {13,22}, {16,36}, {16, 25}, {19, 39}, {39, 36}, {19, 28}, {28, 4}, {22, 39}
(39, 18), {25, 21}, {15, 24}, {26, 17}, {32, 23}, {36, 15}, {35, 15}, {35, 14}, {35, 38}
(38,18}, {27, 18}, {30, 21}, {30, 4}, {34, 14}, {34, 37}, {37, 17}, {16, 37}, {37, 20}
(17,38}, {38,21}})

G2ii := Graph 12: an undirected unweighted graph with 40 vertices and 67 edge(s) (13)

Girth(G2ii);
5 (14)

G2 := Graph({{2, 26}, {3, 27}, {4, 28}, {5, 29}, {6, 30}, {7, 31}, {8, 32}, {9, 33}, {13,
343, {14, 35}, {15,363}, {16, 37}, {17, 38}, {18, 39}, {19, 40}, {5, 26}, {6, 27}, {7, 28},
{8, 29}, {9,303}, {10, 31}, {11, 32}, {12, 33}, {21, 38}, {22, 39}, {23, 40}, {17, 26},
{18, 27}, {19, 28}, {20, 29}, {21, 30}, {22, 31}, {23, 32}, {24, 33}, {10, 34}, {11, 35},
{12, 36}, {34, 37}, {35, 38}, {36,39}, {37,40}, {0, 26}, {1, 27}, {2, 28}, {3, 29}, {4,
30}, {5,311}, {6, 32}, {7,33}, {14, 34}, {15, 35}, {16, 36}, {17, 37}, {18, 38}, {19, 39},
{20, 40}, {0, 3}, {1, 4}, {10,0}, {11, 1}, {12, 2}, {8, 25}, {9, 13}, {20, 24}, {21, 25},
{22,13}, {23, 14}, {24,15}, {25,16}})
G2 := Graph 13: an undirected unweighted graph with 41 vertices and 69 edge(s) (15)

Girth(G2);
5 (16)
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