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INTRODUCCION

En el presente trabajo se busca averiguar, documentar y caracterizar, desde el
enfoque semidtico propuesto por Raymond Duval, la forma en la que los estudiantes
del primer semestre de bachillerato, realizan el proceso de traduccion del enunciado
de un problema verbal de ecuaciones lineales [PVEL], empleando representaciones
no discursivas para evidenciar la informacién que no es explicita en el enunciado
del problema, necesaria para el planteamiento de la expresion algebraica correcta

que conduzca a su solucion.

El interés por desarrollar este trabajo surgio¢ a partir de la importancia que tiene en
el aprendizaje de las Matematicas y de otras disciplinas la traduccién del enunciado
de cualquier problema que esta escrito en el lenguaje natural, al correspondiente

modelo matematico que haga factible la solucién del problema.

En varias lineas de investigacion al respecto, se han reportado una serie de
dificultades y errores que exhiben los alumnos en torno al proceso de segmentacion
del texto del enunciado para la obtencion de las unidades que contienen la
informacion relevante a: la seleccidn de la incégnita y la formacion de la relacion de
igualdad en la ecuacién; su representacion no discursiva mediante el uso de un
sistema fisico-visual que le permita explicitar lo que el enunciado del problema
escrito en lenguaje natural no deja claro en torno a esta informacién, que es
relevante para poder realizar su posterior conversion a las formas simbdlico-

algebraicas.

También, destaca la importancia de conocer las concepciones de los alumnos en
torno a los objetos matematicos implicados en el problema, que para nuestro estudio
son: la variable, la igualdad y la ecuacion, porque se pretende que los estudiantes
sean capaces de reconocer dichos objetos independientemente de la forma en que

estos sean representados.



Este reconocimiento esta siempre asociado al significado que el objeto matematico

tiene para el alumno.

El presente reporte, estda conformado por cuatro capitulos, las conclusiones, el

listado de referencias y nueve anexos.

En el primer capitulo se caracteriza y delimita el problema de investigacion, se

exponen sus antecedentes y se plantean las preguntas que guiaron nuestro trabajo.

El segundo capitulo esta conformado por cuatro grandes apartados. En el primero
se expone un breve acercamiento de los contenidos matematicos que involucra un
problema verbal de ecuaciones lineales. A nivel conceptual se define el problema
desde una perspectiva general y el problema matematico como una tarea escolar,
destacando el caracter verbal de los problemas que conducen a ecuaciones lineales
en las que estan implicados objetos matematicos especificos: la variable como
incognita, la igualdad y la ecuacién. En el segundo apartado se resume la revision
de la literatura en Educacion Matematica que involucra investigaciones que
incluyen: el definir y caracterizar al PVEL, determinar las caracteristicas de los
objetos matematicos que implica; determinar las concepciones de ecuacion,
igualdad y variable que con mayor frecuencia exhiben los escolares; conocer las
dificultades, los errores y los obstaculos que mas frecuentemente muestran los
alumnos en la traduccién del enunciado de un PVEL dado en lenguaje natural a su
ecuacion correcta. En la tercera seccion de este capitulo se expone brevemente la
propuesta de Raymond Duval para el analisis desde un enfoque semidtico del
proceso de traduccion de un PVEL y el planteamiento de la ecuaciéon que haga
factible su solucién. En el cuarto apartado se explica el disefio e implementacion
del ambiente de aprendizaje con base en lo propuesto por Bransford y Brown
(1999), en la que se considera que la instruccion debe estar centrada
simultaneamente en el estudiante, en los conocimientos, en la comunidad y en la

evaluacion.



En el tercer capitulo se realiza la caracterizacion metodologica del presente trabajo
desde la perspectiva de la investigacion y su vinculo con la didactica. Se presentan
las caracteristicas de la poblacion estudiada y posteriormente se explican las
diferentes etapas consideradas en el disefio del ambiente de aprendizaje, la
planeacion de cada una de las sesiones de trabajo y el disefio metodologico
empleado para la evaluacion final de la instruccion. También, se describe el disefio
de los instrumentos de ensefianza y evaluacién, asi como los procedimientos para

el analisis y la discusién de los resultados que de ellos derivan.

En el cuarto y ultimo capitulo se hace una breve descripcion de cada una de las
sesiones en las que se aplico la instruccién, se presentan los resultados derivados
de la evaluacién final de la instruccion, a la par que se hace su discusion para tratar
de responder, en la medida de lo posible, las preguntas de investigacion planteadas
en el primer capitulo en torno a: la segmentacién semantica del texto de un PVEL
para la seleccion de la incognita, la formacion de las relaciones entre la incognita y
las cantidades conocidas, la integracion de la relacion de equivalencia y el uso de
las representaciones no discursivas para evidenciar o que no es claro en el
enunciado del texto del PVEL. Finalmente, en este capitulo se establecen las
concepciones de los estudiantes respecto a los objetos matematicos implicados en
un PVEL al inicio y después del proceso de instruccion, y las conclusiones obtenidas

con base a lo encontrado en el analisis y discusion de los resultados.



CAPITULO .
DELIMITACION DEL PROBLEMA



Introduccion

El propdsito del presente capitulo es delimitar nuestro problema objeto de estudio,
clarificar las causas que lo motivan, resaltar su trascendencia e importancia y

plantear una serie de cuestionamientos que orientan el desarrollo del trabajo.

Para poder caracterizar el problema que se estudia en este trabajo, es preciso tomar
en cuenta algunos resultados de la investigacién en Didactica de las Matematicas

y, a ello nos avocamos a continuacion.

1.1 Antecedentes

1.1.1 A nivel internacional

Los estudios aqui referidos, fueron el punto de partida para ubicar nuestra tematica
de estudio; tanto a nivel internacional, como a nivel nacional. En primera instancia,
mencionaremos los resultados mas sobresalientes respecto a las concepciones que
los alumnos manifiestan sobre los objetos matematicos implicados en la estructura

de todo PVEL.: variable, igualdad y ecuacion.

La variable presenta una ambivalencia en cuanto a su significado e interpretacion,
por parte de los estudiantes, en el proceso de traduccién de un PVEL dado en
lenguaje natural (Duval, 1999). Esta dualidad en la concepcién de la variable, esta
directamente relacionada a cada etapa del proceso de conversion del enunciado en
las formas algebraicas simbdlicas (NCTM, 1970; Puig, 1998; Duval, 1999). En la
etapa de la segmentacion semantica, la variable es vista como una incognita
especifica por la mayoria de los alumnos (Usiskin, 1988) debido a que reconocen e
identifican en el contenido cognitivo del enunciado del PVEL, la existencia de algo

desconocido que no se puede determinar.



En este caso, interpretan el significado de la variable como una cantidad
desconocida o numero generalizado (Kichemann, 1981; Usiskin, 1988; Ursini,
1990; Kieran, 1981; Duval, 1999).

En el salto hacia el cambio de registro del lenguaje natural al simbdlico algebraico,
la variable se representa mediante una literal (Kichemann, 1981; Usiskin, 1988;
Ursini, 1990), que permite que la igualdad sea verdadera, al momento de realizar
los tratamientos entre las operaciones aritméticas y/o algebraicas necesarias para
sustituir el valor de la incognita (Kichemann, 1981; Kieran, 1981; Duval, 1999). Lo
anterior evidencia, el caracter ambivalente en la concepcion de variable asociada a
la traduccion de un PVEL, en la que es fundamental que el alumno comprenda su

significado y lo identifique con parte del contenido cognitivo del enunciado.

La falta de comprensiéon de esta dualidad por parte de los alumnos, constituye una
dificultad en la traduccién del enunciado del PVEL, por dos razones: en primer lugar,
necesitan entender que las frases del enunciado que describen la cantidad
desconocida, semanticamente se refieren a la generalidad de un numero, entendida
como incognita, que debe representarse simbdlicamente con una literal. En
segundo lugar, que esta incégnita forma parte de una relacién de igualdad
algebraica o ecuacion, en la que al momento de solucionarla satisface un valor o
numero especifico (Puig, 1998; Duval, 1999). Cuando el alumno tiene cierto grado
de dominio en el proceso de traduccion de un PVEL, las acepciones de la variable
como numero generalizado se amplian porque comprenden que representa un
objeto matematico, con caracter ambivalente (Puig, 1998; NCTM, 1970; Duval,
1999, 2006).

Respecto a las concepciones, entorno a la igualdad, que exteriorizan los
estudiantes, destaca la sinonimia que manejan entre la nocion de igualdad y relacion
de equivalencia (Kieran, 1981, 1989; Paralea, 1998).



Sin embargo, esta concepcion es errénea, debido a que la igualdad aritmética, se
centra en las propiedades de reciprocidad, identidad y transitividad concretas de los

de numeros (Kieran y Herscovics, 1980; Goodfrey y Thomas, 2003).

El simbolo de igualdad en las identidades aritméticas implica, para los estudiantes,
la sefal de hacer algo, como realizar una operacion o dar un resultado (Kieran 1981;
Kieran y Filloy, 1989). Ademas, la igualdad, en su caracter aritmético, requiere de la

clausura de las expresiones numéricas que la forman (Falkner y Levi, 1999).

Por el contrario, la igualdad algebraica emplea las mismas propiedades de la
identidad aritmética, pero en un sentido mas amplio, porque estas son aplicadas a
expresiones algebraicas, que son flexibles, o que da la posibilidad de generar
equivalencias; es decir, expresiones con el mismo significado semantico, pero
diferente representacion simbolica (Goodfrey y Thomas, 2003). En este contexto,
surge la nocion de variable como numero generalizado o incégnita, adjudicandole a
la igualdad algebraica su caracter equivalente (Ursini, 1990) del que deriva la nocion
de ecuacion, en la que el simbolo de igualdad indica la existencia de dos
expresiones algebraicas semejantes, una en cada lado de la ecuacién (Kieran,
1980, 1981; Kieran y Filloy, 1989; Duval, 1999; Paralea, 1998; Godfrey y Thomas,
2003).

En lo que respecta al proceso de traducciéon de los PVEL, el National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], desde 1970, destaca la necesidad de que los
alumnos aprendan a plantear y resolver problemas verbales, “que estan escritos o
formulados en proposiciones en espanol, mediante la practica continua, el estudio
de estos problemas debe estar orientado a atender al proceso empleado para la
traduccidon matematica del problema verbal en una proposicion matematica:

ecuacion.” (p. 15).



Por su parte Puig (1998), sefiala que el proceso de traduccion del texto del
enunciado un PVEL a una ecuacion, es similar a la traduccién entre dos idiomas
diferentes, por lo que resulta fundamental que el alumno tenga un buen nivel en el
dominio de ambos lenguajes. En el caso de los PVEL, el alumno debe dominar la
lengua castellana, en cuanto a sus componentes semanticos y sintacticos; al mismo
tiempo, debe conocer el lenguaje matematico implicado en lo que se refiere a: las

cantidades, sus operaciones y relaciones.

El autor anterior sefiala tres tipos de dificultades implicadas en el proceso de
traduccién de un PVEL: al analizar el enunciado y determinar las cantidades a
considerar para resolver el problema y las relaciones que de ellas derivan; las
inherentes a la conversion del enunciado, especificamente, cuando el texto del
problema no menciona todas las cantidades vy, las que surgen al momento de la
escritura de la ecuacién, al igualar dos expresiones que no representen la misma

cantidad.

Puig (1998), sugiere el uso de las representaciones geométricas y matriciales; como
elementos auxiliares, para subsanar las dificultades descritas en el parrafo anterior.
Por su parte, Paralea y Socas (1995), en un estudio acerca del caracter aritmético
y/o algebraico de los PVEL, indican que estdn “dados en un sistema de
representacion verbal-sintactico y su comprensién parte de una lectura adecuada,

que exige toda una serie de habilidades linguisticas.” (p. 29-30).

Los autores explican que la principal dificultad para los estudiantes, en el proceso
de traduccion, reside en el procesamiento de la informacion del enunciado del
problema dado en lenguaje natural y su cambio al registro algebraico. Para superar
tal dificultad, proponen el empleo de un “sistema de representacion fisico-visual que
contiene diferentes subsistemas de representacion: fisica, iconica, geométrica y

diagramatica” (p. 31).



Adicionalmente, sefalan que la ausencia de una adecuada representacion del
problema constituye una dificultad para los alumnos, porque la representacion
intermedia tiene un caracter semantico, debido a que se refiere al contenido
cognitivo, que esta directamente relacionado con el reconocimiento y significado de

los objetos matematicos implicados.

En una investigacion centrada en el estudio de las competencias algebraicas (2008),
Filloy, Puig y Rojano, analizan la traduccion de un PVEL desde una perspectiva

linguistica, historica y semiotica.

En su estudio, los autores anteriores destacan que el alumno debe tener
competencia en el manejo de los elementos linguisticos, para poder comprender lo
que las proposiciones del enunciado del PVEL describen. A la par, necesitan haber

desarrollado la competencia en la resolucién de problemas.

Los investigadores, emplean el analisis del método cartesiano para la traduccion de
un PVEL. Al respecto, indican que la lectura analitica del enunciado del problema,
involucra la competencia linguistica de los estudiantes que se despliega al
discriminar la informacion evidente de la que no lo es, destacandose la que “tiene
que ver con cantidades y relaciones de las que habla la historia del problema.”
(Filloy, Puig y Rojano, 2008, p. 330).

También, coinciden con lo propuesto por Duval (2006), en cuanto a la idea de la
descomposicién semantica del texto del enunciado, para convertirlo en un nuevo

texto o forma no discursiva.



1.1.2 A nivel nacional

En primera instancia cabe aclarar que el presente estudio se llevé acabo con un
grupo de estudiantes de primer semestre de bachillerato del Colegio de Ciencias y
Humanidades [CCH], entidad perteneciente a la Universidad Nacional Auténoma de
Meéxico [UNAM]. En consecuencia, incluimos como parte de los antecedentes de
este estudio, los que destacan diversos documentos publicados por la UNAM vy el

CCH, en torno a la tematica de los PVEL.

El primer documento que se reviso, fue el Programa de Estudios para el curso de

Matematicas | del CCH, que es donde aparecen los PVEL.

Entre sus contenidos tematicos, el Programa establece el estudio de las ecuaciones
lineales con una incognita, a través de la resolucion de problemas verbales;
mediante estrategias heuristicas que se apoyen en el uso de diagramas, para

representar problemas especificos (CCH, 1996).

En cuanto a la traduccion de los PVEL, el Programa indica que el alumno debe
desarrollar la capacidad de “Interpretalr] la expresiéon verbal o escrita de un
problema y expresalr] la relacidon entre datos e incognita por medio de la ecuacion
lineal correspondiente.” (CCH, 1996, p. 23).

En el afno 2010, se inicié una revisién del Plan y Programa de Estudios del CCH,
con miras a su actualizacion. Como producto de esta revision, se han realizado
diferentes estudios diagndsticos de todas las areas con el fin de determinar las

condiciones académicas y curriculares del CCH.



En lo referente al primer curso de Matematicas, destacan los siguientes resultados:

a. Las estadisticas de los indices de acreditacion de la asignatura de
Matematicas | de las generaciones 2008 a 2012, presentan un rango de aprobacion
de entre el 73% a 74% (CCH, 2012a), lo que indica que aproximadamente una

cuarta parte de la poblacién que ingresa no acredita la asignatura.

b. Los resultados del Examen Diagndstico de Ingreso [EDI] para Matematicas | de
la generacion 2009 del CCH, muestran 30 % de aciertos en la tematica de solucion

de ecuaciones de primer grado con una y dos incognitas (CCH, 2012b).

c. En el Examen de Diagnostico Académico [EDA] que se aplico en el afio 2011, se
obtuvo un 43 % de aciertos en la resolucion de ecuaciones lineales con una
incognita, asociando esta tematica con un nivel de dificultad de comprension, en el
analisis de la relacién existente entre el concepto de variable y el modelo algebraico

que origina una ecuacion lineal (CCH, 2012c).

Lo anterior, revel6 la necesidad de hacer una revision de los materiales escritos de
bachillerato que contienen la tematica de solucién de problemas de ecuaciones
lineales, publicados en diferentes espacios virtuales de la UNAM, incluyendo los del
Portal Académico del CCH. Los resultados de la revision realizada se ubican en los

Anexo 1.

Como resultado de la revisidon se encontré que en un portal no se da acceso a todo
el publico (UNAM, 2006), otro no contiene la tematica analizada (UNAM-CUAED,
2011), en uno mas no se aborda (UNAM-CCH, 2013) y en los que la contienen, se
estudia con poca profundidad (UNAM-Media Campus, 2010; UNAM-NEWTON,
2008).



Se revisaron las guias para examenes extraordinarios [Ver Anexo 1] impresas de
los planteles que integran el CCH. En las guia del CCH Azcapotzalco (Mendoza y
Moreno, 2013), CCH Vallejo (Bautista y Flores, 2013) y CCH Naucalpan (Garcia y
Landa, 2013) se presenta una metodologia general para la solucion de los
problemas de ecuaciones lineales, en la que no se trabaja el desarrollo de los
procesos cognitivos relacionados a la traduccion de los enunciados de los PVEL
dados en lenguaje natural a las correspondientes ecuaciones que conduzcan a su

solucion.

En la guias del plantel Sur (Becerril y Castro, 2006), la metodologia aborda en forma
mas detallada el aspecto de la traduccion. El material del plantel Oriente (Olguin y
Popoca, 2012) contiene varias estrategias, orientadas a profundizar en el desarrollo
de los procesos cognitivos asociados a la traduccidon un PVEL del lenguaje cotidiano

a la correspondiente ecuacion.

Para averiguar el nivel de manejo del lenguaje algebraico que los alumnos del CCH
tienen en relacion a la traduccion del enunciado PVEL, a la expresion algebraica
que puede conducir a su solucién, se aplicd un estudio exploratorio a un grupo de
40 alumnos del CCH plantel Naucalpan. El instrumento disefiado [Ver Anexo 2],
contiene tres PVEL tomados de tres de las guias para preparacion de examenes

extraordinarios revisadas.

1.1.3 Estudio exploratorio

Los resultados del estudio exploratorio se analizaron mediante la técnica de analisis
de contenido (Bermudez, 1986), en la que se elabord una categorizacién de las
expresiones matematicas escritas por los alumnos para cada enunciado. Las dos
grandes categorias encontradas obedecen al tipo de expresion que puede ser:
algebraica o aritmética.



El enunciado del primer problema presentado es: “La suma de dos numeros
consecutivos es 51. Encontrar los dos numeros.” (Garcia y Landa, 2013, p. 53). Se
trata de un problema de contenido puramente matematico, de caracter aditivo. El
alumno debe manejar el concepto de numeros consecutivos para poder establecer

la ecuacidn correcta.

La frase que describe la cantidad desconocida en el enunciado del problema es “dos
numeros consecutivos...” (Garcia y Landa, 2013, p. 53), por lo que los estudiantes
necesitan emplear tratamientos discursivos, para parafrasear en el lenguaje natural
la expresion. Posteriormente, deben aplicar el concepto de numeros consecutivos,
para segmentar el texto, e identificar que puede haber dos posibilidades de relacion
de la incognita con la operacién matematica necesaria para formar la ecuacion.
Estas dos alternativas se pueden enunciar como: el primer nimero mas el segundo

numero o el sequndo numero menos el primer numero.

Las expresiones simbalico-algebraicas, derivadas de la conversion de estas dos
proposiciones discursivas, son: x + (x+7) o (x-1) + x. El verbo que describe la
relacion de igualdad, corresponde a la palabra “es...” (Garcia y Landa, 2013, p. 53).
Las dos posibilidades de escritura de las ecuaciones correctas son: x + (x+1) = 51
o (x-1) + x = 51.

El 72.5 % de los estudiantes emplean procedimientos puramente algebraicos, para
el planteamiento de la ecuacion para el primer problema. El 22.5 % de los alumnos
que llegaron a plantear la primera ecuacion, que es escrita en el mismo orden en el
que es leido el enunciado del problema, es decir, de izquierda a derecha. El 12 %
de los alumnos intentan plantear el problema como un sistema de ecuaciones,

empleando una sola ecuacién del tipo: a + b = 517.



El 20.5 % lo plantea como un correcto sistema de ecuaciones, empleando
expresiones como: x +y =51, y = x— 51. EI 7.5 % de los estudiantes elabord una
ecuacion incorrecta como: 2x = 51 y el resto de los estudiantes emplearon

ecuaciones, también incorrectas como: x + 1x + 2 =51y x1 + x2 = 51.

El 25 % de los alumnos emplean procedimientos aritméticos para resolver el
problema, que incluyen métodos de tanteo o aproximacion. Las identidades

aritméticas propuestas por los estudiantes son del tipo: 25 + 26 = 51, 23 + 28 = 51

y 5—20 = 25.5. Solamente un alumno no respondio este problema [2.5 %].

El segundo problema es una variante del problema numero 78 de la guia de examen
extraordinario del CCH Naucalpan. EIl enunciado del problema es: “El numero de
hombres en un club es 10 mas que el numero de mujeres. Si hay 30 hombres.
¢, Cuantas personas hay entre hombre y mujeres en el club?” (Garcia y Landa, 2013,

p. 54). Este PVEL, se centra en la tematica de proporciones y es de caracter aditivo.

La cantidad desconocida que puede asociarse a la incognita corresponde a la frase
‘el numero de mujeres” (Garcia y Landa, 2013, p.54), que conduciria a plantear la
relacion de esta cantidad con la proporcidon que describe la frase “el numero de

hombres... es mas... que el numero de mujeres” (Garcia y Landa, 2013, p.54).

En este caso, la segmentacion y tratamiento discursivo del texto del enunciado del
problema es forzoso, porque se requiere que el estudiante identifique el contenido
cognitivo del problema en cada una de estas unidades significantes y que realice
una serie de tratamientos discursivos sobre ellas, para poder sustituir estas
expresiones por otras, de tal forma que las pueda reordenar, para que adquieran el

sentido que necesitan para ser trasladadas a las formas simbdlico-algebraicas.

El planteamiento inverso es el que considera la proporcion de hombres como la
incognita del problema. La relacién implicaria la sustraccién de la proporcion de

mujeres, pero el proceso de segmentacién y tratamiento seria mas complicado.
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La relacion de igualdad debe formarse tomando en consideracién la totalidad del
enunciado; es decir, tras la segmentacion y resignificacion de los componentes del
contenido cognitivo, sera necesario establecer la relacion entre la incognita con
respecto a la cantidad total de hombres en el club, que es de 30 individuos y con la
pregunta: “; Cuantas personas hay entre hombre y mujeres en el club?” (Garcia y
Landa, 2013, p.54). Asi, las ecuaciones correctas del problema son: x + 70 = 30 o
x=30-10.

ElI 60 % de los estudiantes emplean procedimientos del tipo algebraico para plantear
la ecuacion de este PVEL. ElI 20 % encuentra la primera ecuacion, el 10 % la
segunda. Otro 10 % lo plantea como un sistema de ecuaciones y el resto de los
estudiantes, correspondiente a un 20 %, plantea formas incorrectas como:
30+10+n=50y 10x +y.

El 15 % de los estudiantes usan un procedimiento aritmético, obteniendo
identidades como: 30 — 10 = 20y 20 + 20 = 10. El 25 % de los alumnos no

contestaron el problema.

El ultimo problema del estudio exploratorio, tiene el siguiente enunciado: “Una nifa
se ha comido 120 uvas en 5 dias, de tal forma que cada dia comia 5 uvas mas que
el dia anterior. ; Cuantas uvas se comié el primer dia?” (Olguin y Popoca, 2012, p.
100). Es un problema de estados, porque presenta una variacion, de caracter
aditivo, con respecto al tiempo. El concepto fundamental para poder plantearlo
correctamente, involucra la nocion de una fraccion inicial que se va acumulando en

el trascurso del tiempo con respecto a la cantidad total.

Este es un problema que precisa la segmentacion semantica y de una serie de
tratamientos no discursivos para el correcto planteamiento de la ecuacién, debido a
que el enunciado no permite evidenciar toda la informacién que transparente las
relaciones entre la cantidad desconocida o incognita que seria el numero de uvas

que comi6 el primer dia la nifia y las cantidades conocidas.
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Las relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas, son secuenciales a la
cantidad inicial de uvas que comioé el primer dia con incremento de 5 unidades por
dia, porque como dice el enunciado “cada dia comia 5 uvas mas que el dia
anterior...” (Olguin y Popoca, 2012, p. 100), de tal forma que conducen a su

conversién en las formas simbdlicas: x + (x+5) + (x+10) + (x +15) + (x+20).

La relacion de igualdad esta dada al inicio del enunciado con el total de 120 uvas,
mediado por el verbo “es...” (Olguin y Popoca, 2012, p. 100), esta es una

informacion facilmente perceptible para los estudiantes.
La ecuacion correcta es: x + (x+5) + (x+10) + (x+15) + (x+20) = 120.

ElI 55 % de los alumnos aplicé un procedimiento algebraico para plantear la ecuacion
de este PVEL. El 12.5 % de los estudiante plantearon la ecuacion correcta
mencionada anteriormente. El 25 % generd la ecuacion: x + 5 = 24. EI 5 % planted
una expresion algebraica que involucra la operacion de multiplicacién de los dias
por el numero de uvas que se comid el segundo dia, esto es un reflejo del intento
por denotar la acumulacién que implica el problema, la ecuacion escrita en este
caso es: (x+5) 5=120. El 12. 5 % de los estudiantes plante6 formas incorrectas que

reflejan unicamente el caracter aditivo del problema, pero no el acumulativo.

Los procedimientos aritméticos fueron usados por el 20 % de los alumnos, la

identidad aritmética que con mayor frecuencia generaron los estudiantes fue del

tipo: 120+5=24 y1—§0 +5. El 25 % de los estudiantes no respondi6 el problema.

En las siguientes paginas se expone la delimitacion del problema de estudio y una

serie de preguntas de indagacion que orientaron el desarrollo del presente trabajo.
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1.2 El problema

1.2.1 Delimitacion del problema

¢ En qué forma y medida, una instruccion basada en el uso
de representaciones no discursivas del tipo geométrico,
grafico y matricial, permite evidenciarle, a los alumnos que
cursan el primer semestre del bachillerato, la informacién
que no es explicita en el enunciado de un problema verbal
de ecuaciones lineales, en torno a la seleccion de la
incognita y el establecimiento de las relaciones de
equivalencia, necesarias para la traduccion y conversion
del enunciado del problema en la ecuacién correcta que

haga factible su solucion?

Con el propodsito de intentar contestar el problema anterior, se plantean las

siguientes preguntas que guian este trabajo.

1.2.2 Preguntas de indagacion

Los cuestionamientos planteados a continuacion, constituyen las orientaciones que

guian el desarrollo del presente trabajo.
Estas preguntas derivaron de lo expuesto en las secciones anteriores de este

Capitulo y se buscara darles respuestas al finalizar el trabajo a partir de los

resultados encontrados.
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Las interrogantes clave de nuestro trabajo son:

1. ¢En qué medida los alumnos realizan la segmentacion semantica del
enunciado de un PVEL en las unidades significantes que asocian el
contenido cognitivo que relaciona: la cantidad desconocida, las operaciones

necesarias para la formacion de la ecuacion y la relacién de equivalencia?

2. ¢En qué formas simbdlicas el alumno es capaz de explicitar el contenido
cognitivo que describe la unidad significante asociada a: la cantidad
desconocida, las relaciones entre esta con las cantidades conocidas y la

relacion de equivalencia?

3. ¢En qué medida y cudles son los tratamientos discursivos que los alumnos
emplean con mayor frecuencia para realizar la sustitucion de las unidades
significantes del enunciado de un PVEL asociada a: la cantidad desconocida,
sus relaciones con respecto a las cantidades conocidas y la relacién de

equivalencia?

4. ;En qué proporcion y cuales son las formas en las que los alumnos pueden
reconocer las diferentes posibilidades de seleccién de la incognita, de tal

manera que encuentre la que le proporciona una economia de tratamientos?

5. ¢En qué medida y de que forma el uso de las representaciones no
discursivas es suficiente para que los alumnos puedan reconocer la

informacion que no es evidente el enunciado del texto de un PVEL?
6. ¢Quétipoy cuales son las caracteristicas de representaciones no discursivas

que emplean los estudiantes, con mayor frecuencia como mediadores en el

proceso de traduccion de un PVEL?
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7. ¢En qué medida y de qué forma, el trabajo en grupo pequefio puede mejorar

la traduccién de un PVEL?

8. ¢En qué aspectos cambian o se modifican, las concepciones de los

estudiantes en torno a los objetos matematicos implicados en un PVEL?

9. ¢En qué medida, el ambiente de aprendizaje, disefiado e implementado en
el salén de clases, favorecidé la conversion, de un problema sobre ecuaciones
lineales de primer grado, planteado en lenguaje natural, al lenguaje propio
del Algebra?

Con la finalidad de contestar las preguntas anteriores, se disefid un ambiente de
aprendizaje que se llevo a la practica, y en la novena sesion, de un total de doce,
se aplicd una prueba de desarrollo escrito que al analizarla, a la luz de los referentes
tedricos elegidos, proporcion6 elementos para tener una aproximacion de

respuestas a las preguntas de indagacion.
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CAPITULO L.
REVISION DE LA LITERATURA



Introduccion

Este capitulo se divide en cuatro apartados. En la primera seccion se abordan los
contenidos matematicos implicados en un PVEL, especificamente los referentes al
concepto de problema en forma general y de problema matematico en su caracter
particular como tarea escolar. También, se revisa en esta seccion el caracter verbal
de los problemas matematicos, en particular los que conducen a ecuaciones
lineales. La segunda parte del capitulo se dedica a la didactica de los PVEL. Dado
que el presente trabajo se disefid para aplicarse con un grupo de primer semestre
de bachillerato de CCH, incluimos las caracteristicas generales del modelo
educativo del CCH y su Plan de Estudios. Por otro lado, en este apartado se
presenta la revision de la literatura en Educacion Matematica a nivel internacional
referente a: los objetos matematicos implicados en los PVEL que son la variable y
la igualdad, asi como, las concepciones que los estudiantes tienen en torno a estos
objetos. También se presenta un breve recorrido por las investigaciones realizadas
en torno al proceso traduccion del enunciado de un PVEL y las dificultades,
obstaculos y errores que exhiben los escolares en ese proceso. En la tercera
seccion se aborda la propuesta de la semidtica de Raymond Duval enfocada a la
traduccion del texto del enunciado de un PVEL escrito en lenguaje natural en la
ecuacion que puede conducir a su correspondiente solucion. En esta perspectiva
se revisan los conceptos relativos a las representaciones semidticas, las
operaciones de conversion y tratamiento entre los registros de representacion y los
criterios de congruencia entre representaciones semiodticas. En particular se
abordan los aspectos mas relevantes en relacion a la comprensién de textos como
un elemento indispensable para que los estudiantes puedan realizar la conversion
del texto del enunciado de un PVEL del lenguaje natural a su ecuacién algebraica,
empleando algun tipo de representacion no discursiva como mediador en la
comprensién de la informaciéon que no es evidente en el enunciado descrito en
lenguaje natural. La cuarta seccion contiene las generalidades en el disefio del

ambiente de aprendizaje tomando como base la propuesta de Bransford y Brown.
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2.1 Contenidos matematicos implicados en un PVEL

2.1.1 Concepto de problema

El problema, visto como un componente esencial en la construccion del
conocimiento (Kieran, 1989; Frege, 1996; Duval, 1999; Puig, 2006; Godino y
Batanero, 2009) propicia el planteamiento de cuestionamientos respecto a ;Qué

elementos lo integran? y ; Cémo se caracteriza?.

Para intentar dar respuestas a estos cuestionamientos, partiremos de analizar las
definiciones de problema aportadas por diferentes autores, en la perspectiva de la
Psicologia y la Educacion Matematica, para posteriormente generar una definicion

local.

La palabra problema, en su componente etimoldgico, proviene del vocablo latino
probléma, y del griego TpéBAnua. El diccionario de la Real Academia de la Lengua

Espafola lo define como:

1. m. Cuestién que se trata de aclarar.

2. m. Proposicion o dificultad de solucién dudosa.

3. m. Conjunto de hechos o circunstancias que dificultan la consecucion de algun
fin.

4. m. Planteamiento de una situacién cuya respuesta desconocida debe obtenerse
a través de métodos cientificos. (Diccionario de la Lengua Espafiola, 2012, 232

edicion, version electronica).

En la perspectiva de Resnick y Glaser el problema se centra en “una situacién en la
que un sujeto[,] debe ejecutar una tarea con la que no ha tenido un contacto previo
y para la [cual] las instrucciones dadas... no especifican completamente el modo de
solucién” (1976, pag. 208).
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En palabras de H.A. Simon, “Un ser humano se enfrenta a un problema cuando
intenta una tarea pero no puede llevarla a cabo [,] tiene algun criterio para

determinar cuando la tarea ha sido completada satisfactoriamente” (1978, p. 198).

Para Greeno, “se presenta un problema cuando la respuesta que es necesaria para
conseguir una meta es menos fuerte que otras respuestas, o cuando se requieren
varias respuestas y es poco probable que todas ellas puedan ser ejecutadas” (1978,
pag. 239).

En la perspectiva de Mazario y Sanz, el problema “es una situacién o dificultad
prevista o espontanea, con algunos elementos desconocidos para el sujeto, pero
capaz de provocar la realizacion de acciones sucesivas para darle solucion” (2009,
p. 13).

En estas primeras definiciones, la nocion de problema consiste en un
cuestionamiento dado, una tarea o una situacién desconocida para el sujeto que
debe resolverla; para lo que necesita contar con los conocimientos fundamentales

para llegar a una solucién.

Para Polya, resulta preponderante el caracter temporal que ofrece la nocion de
problema “nuestra concepcidon del problema sera probablemente incompleta al
empezar a trabajar; nuestra vision sera diferente cuando hayamos avanzado un
poco y cambiara nuevamente cuando estemos a punto de lograr la solucion” (1945,
p. 28).

También, Mason hace referencia a esta caracteristica dialéctica de los problemas
de acuerdo a los estadios en la resolucidn, al argumentar que “un problema es largo
y complicado.” (1982, p. 29), por lo que es necesario analizar su contenido, para

poder descomponerlo y reconstruirlo, como un camino para resolverlo.
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R. E. Mayer propone que “1) el problema esta actualmente en un cierto estado, pero
2) se desea que esté en otro estado, y 3) no hay una manera obvia y directa de

realizar el cambio” (1983, pag. 5).

En palabras de Ruesga y Sigaterra el problema se caracteriza de acuerdo a rasgos
especificos, “debe existir una situacion inicial y una final, en la que el paso de una
a otra sea desconocida o cuya solucion no sea inmediatamente accesible y que el
resolutor posea los elementos necesarios para poder darle una solucién” (2004, p.
79).

Para el NCTM, “Un verdadero problema... puede definirse como una situacion que

es nueva para el individuo a quien se pide resolverlo.” (NCTM, 1970 p.11).

Tomando en consideracion, los atributos y caracteristicas vertidos en estas
definiciones aportadas por varios autores; concluimos que el problema, visto en
forma general, es un cuestionamiento que corresponde a una situacién desconocida

para el sujeto.

La novedad caracteristica de esta situacién, motiva al resolutor a intentar dar una
respuesta a la pregunta planteada, con lo que dilucida una serie de posibles
estrategias para su resolucion, mediante la aplicacion de los conocimientos con los

que cuenta.
Es importante, resaltar que la resolucién de problemas, es una competencia de

caracter practico, que un individuo puede desarrollar, en la medida que trabaje en

la solucion de diversos tipos de problemas.
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2.1.2 Concepto de problema matematico

Una vez que hemos definido lo que es un problema en forma general, es necesario
particularizar, elaborando una definicion local para el problema matematico, en su
caracter puramente disciplinario y en el contexto escolar. El problema, en la
acepcion matematica, se asocia a la idea propuesta por Pappus con su significado
geométrico, en la que el término problema se usa como “una indagacioén en la que
se plantea (proballetai) hacer o construir algo, y el término teorema en el sentido de
una indagacion en la que investigan (theoreitai)” (Thomas, 1941, p. 567 citado por
Puig, 1998, p. 26). Esta concepcion del problema matematico es compartida por
Polya. En 1945, propone una divisiéon de los problemas matematicos: problemas
por resolver, cuya meta es develar un objeto determinado [incognita] y los
problemas por demostrar en los que se pretende generar una conclusién, entorno a

la certeza o falsedad de una proposicién, mediante la demostracion.

En este sentido, una caracteristica esencial a todo problema matematico es el
efectuar una accién [sea la resolucion o la demostracion] sobre los objetos
matematicos contenidos en el problema (Puig, 1998); en esta accion, esta embebida
la nocién de procedimiento, entendida como la serie de pasos producto del
razonamiento (Kieran,1989; Paralea, 1998; Duval, 1999; NCTM, 2000; Godino y
Batanero, 2009) y argumentaciéon (Puig, 1998), que el sujeto emplea y con el que
pretende resolver, probar o refutar el cuestionamiento planteado en el problema. La
accion sobre los objetos matematicos corresponde en el sentido general, al

concepto de matematizacion (Duval, 1999; Freudenthal, 1991).

Para Diaz y Poblete, (2001, p.35), el problema matematico, “supone una referencia
a cierta situacioén... a un contexto en donde se trata algunos objetos asi como de
relaciones y operaciones haciendo intervenir estos objetos. La situacion evocada

puede ser de naturaleza material, abstracta o de las dos a la vez”.
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Partiendo de esta tipificacion de los problemas matematicos, es posible, elaborar
una definicién local. El problema matematico es una pregunta, que corresponde a
una situacién desconocida, planteada a un sujeto, que moviliza los conocimientos
que posee con respecto a los objetos matematicos relacionados en el enunciado
del problema, para intentar darle respuesta y solucion, al ejecutar una serie de
acciones sobre esos objetos. Tomando en consideracién lo planteado por Diaz y
Poblete, podemos emplear en forma equivalente los términos problema matematico

y problema de contexto matematico.

2.1.2.1 El problema matematico como tarea escolar

El problema matematico visto como una tarea en el ambito escolar, se sustenta en
la relacion existente entre la tarea y los efectos que causa en el estudiante que lo
resolvera, en términos de ganancia de conocimientos (Cadwell y Goldwin, 1987).

En este orden de ideas, citaremos lo que los autores opinan al respecto.

En palabras de Lester, el problema matematico visto como tarea se refiere a “una
situacion en la que se pide a un individuo realizar una tarea para la que no tiene un
algoritmo facilmente accesible que determine completamente el método de
solucion” (1980, p. 287).

Para Schoenfeld “La palabra problema se usa... como una tarea dificil para el
resolutor que trata de resolverlo. Mas aun, esa dificultad es un conflicto intelectual”
(1985, p. 74).

Para Diaz y Poblete, es “una situacion en donde el alumno intenta responder a una
pregunta hecha o... una tarea determinada, a la vista de su experiencia y con
informaciones que le son proporcionadas... ademas les es necesario buscar un

medio para responder a la pregunta” (2001, p. 3).
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Finalmente, para Puig, “un problema escolar en Matematicas es una tarea de
contenido matematico, cuyo enunciado es significativo para el alumno al que se ha
plateado, que éste desea abordar y para la cual no ha producido sentido.” (1998, p.
30)

Todos los autores coinciden, en que el problema matematico visto como tarea
escolar, consiste en una pregunta de caracter desconocido; en la que el alumno no
cuenta con un algoritmo para su solucién inmediata, lo que lo coloca en un conflicto
cognitivo, al enfrentar una situacion nueva que tiene cierto grado de dificultad, en la
que empleando su experiencia y conocimientos accede a la posible solucion, en el
momento en que encuentra un sentido (Puig, 1998; Duval, 1999) y un significado
(Godino y Batanero, 2009) entre estos, en relacién con la informacion que el

enunciado le proporciona.

En estos términos, los problemas matematicos empleados como tareas se pueden

clasificar de acuerdo a diferentes criterios.

En funcién del procedimiento para su solucién los problemas (Butts, 1980) se
pueden dividir en: ejercicios de reconocimiento en los que el alumno emplea la
memoria para encontrar la solucion inmediata; en los ejercicios algoritmicos el
alumno dispone de un procedimiento previamente estudiado para su solucion
inmediata [automatizacion o mecanizacion]; problemas de aplicacion cuando el
resolutor ejecute un procedimiento en el que tenga que argumentar los pasos para
su solucién; problemas de busqueda en los que el estudiante debe crear o generar
el procedimiento para la solucion; las situaciones problematicas corresponden a
condiciones que en el enunciado del problema no han quedado claras y el alumno

debe buscar y determinar la pregunta y el procedimiento para solucionarlo.

En este contexto, Killpatric y Rico, definen a los algoritmos como “procesos bien
definidos, que determinan o son determinantes, y garantizan una solucion” (1998,
p. 55)
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Esta tipificacién, tiene una correspondencia indirecta con la division realizada por
Pappus y Polya, porque en los problemas de aplicacion o por resolver, es
necesarios hacer algo y en los problemas de busqueda y demonstracion, se debe

argumentar algo.

Asi, ambas acciones se efectuan sobre un algo que son los objetos matematicos
que constituyen el problema. Ademas, queda clara la linea que establece la
diferencia entre el ejercicio matematico y el problema, porque en el ejercicio
matematico el alumno tiene acceso a un algoritmo o esquema para darle una
solucién inmediata (Schoenfeld, 1985; Puig, 1996; Diaz y Poblete, 2001).

En cuanto a la temporalidad y al contexto de aplicacién de los problemas, Polya
(1945) los divide en: problemas rutinarios, son los que el alumno resuelve en forma
cotidiana, porque cuentan con los conocimientos y procedimientos para su solucién
casi inmediata. En contraste, los problemas no rutinarios, son una total novedad
para el alumno, porque nunca se ha enfrentado a una situacion de estas
caracteristicas, por lo que precisan un esfuerzo adicional, en cuanto al

razonamiento, argumentacion y procedimiento para su solucién.

En consistencia con lo anterior, Diaz y Poblete proponen una subclasificacion de los

problemas rutinarios de acuerdo al contexto en que se aplican y son:

Problemas de contexto real: Si se producen efectivamente en la realidad y
compromete al alumno a actuar...

Problemas en contexto realista: Si es suceptible de producirse realmente. Si se
trata de una simulacién de la realidad o de una parte de esta...

Problemas en contexto puramente matematico: Si se hace referencia

exclusivamente a objetos matematicos. (2001, p.5).
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En concordancia con esta categorizacion de problemas matematicos vistos como

tarea, Ruesga, clarifica que

Los problemas de aplicacion son aquellos que reproducen o simulan la realidad o una
parte de ésta y que para su soluciéon requieren el uso de herramientas o recursos
propiamente matematicos... Los problemas puramente matematicos, son aquellos en
los que aparecen, de manera explicita, los diferentes objetos matematicos” (2004, p.

79)

Killpatric y Rico (1998), sefalan que los problemas contextualizados “son aquellos
problemas situados, en donde los estudiantes pueden mejorar su rendimiento

porque el problema tiene algun significado para ellos” (p. 57).

En este trabajo, consideraremos como equivalentes a los problemas de aplicacion
y los contextualizados, debido a que en ambos casos se busca una reproduccion
de la realidad o parte de ésta. Asi, queda claro que los problemas puramente
matematicos, se refieren a los que engloban a los objetos matematicos en un

sentido unico.

En algunas investigaciones se propone una clasificacion de los problemas
matematicos [sean contextualizados o puramente matematicos], vistos como tareas
en funcion de su contenido, los procedimientos y métodos de solucién. Existe una
amplia discusion al respecto en la literatura matematica, debido a que muchos
autores los clasifican en problemas aritméticos (Puig, 1998; Killpatrick y Rico, 1998),
algebraicos (Clement, 1982) y geométricos (Duval, 1999, 2006) en el sentido estricto
(Ruega, 2004). Sin embargo, otros sefialan que es muy delgada la linea que los
separa, porque un mismo problema puede ser resuelto por métodos aritméticos,
algebraicos o geométricos en forma pura, o combinando elementos de cada uno
(Polya, 1945; Puig, 1998; Schoenfeld, 1995; Paralea y Socas, 1995; Paralea, 1998;
Filloy y Rojano, 2008).
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2.1.3 El caracter verbal de los problemas matematicos

Los problemas matematicos vistos como tarea, presentan caracteristicas
especificas, que implican el uso de lenguaje comun o natural para describir en forma
verbal la situaciéon que involucra la interrogante y la informacion adicional. En este
discurso, se encuentra embebidos los objetos matematicos con los que el sujeto

debera establecer una relacion cuantitativa y cualitativa (Daroczy y Wolska, 2015).

Es de nuestro interés realizar una revision de los elementos mas importantes
respecto a las implicaciones que tiene la comprension de textos aplicada a los
problemas matematicos verbales (Mayer, 1983; Kintsch y Greeno, 1985);
especificamente en lo que concierne a la nocién de complejidad linguistica, que se
puede definir como nivel en el que la redaccion de un texto es variado y elaborado
(Ellis, 2003). Esta nocién tiene una correspondencia directa con el concepto de
variacion redaccional (Duval, 1999), e integra todos los componentes en un sistema
linguistico: “a partir de las palabras y sus aspectos Iéxicos y morfolégicos, a través
de la forma en que estas palabras se pueden combinar en la sintaxis para formar
oraciones, a la estructura del texto, y el discurso general”’. (Daroczy y Wolska,
2015).

La implicacion directa que tiene la complejidad linguistica en los problemas
matematicos verbales, estriba en la codificacién del mensaje que proporciona el
enunciado del problema dado en lenguaje natural y su puesta en correspondencia

con el lenguaje matematico o su simbolizacion (Duval, 1999).

Los factores que afectan la complejidad linguistica en los problemas verbales son:
estructurales y semanticos; los que comprenden la estructura, tienen relacién
directa con las cuestiones sintacticas del enunciado del problema. Los factores
semanticos, son los relacionados al significado de la informacion proporcionada por
las premisas del enunciado (Nesher, 1976; Lepik, 1990).
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En el analisis a nivel maximo los factores estructurales implicados, incluyen: longitud
de la frase, el numero de frases preposicionales, modificadores del participio y la

presencia de la voz pasiva (Daroczy y Wolska, 2015).

En la estructura discursiva, el factor estructural determinante es la puesta en
correspondencia, de los datos y la interrogante del problema, con respecto a la
simbolizacién de la expresion matematica [aritmética o algebraica] que concierne a

lo enunciado en el lenguaje natural (Searle y Lorton 1974).

Los factores semanticos, son determinantes en los problemas matematicos
verbales, debido a que tienen que ver con el significado de lo que plantea el
enunciado del problema en lenguaje natural y su relacién con el proceso de
abstraccion de los objetos matematicos embebidos en el discurso, en la que las
sefales verbales linguisticas [las conjunciones, adverbios y los determinantes] son
los puntos criticos en la creacidn de las relaciones entre las diferentes

representaciones de los objetos matematicos y su interpretacion (Nesher, 1976).

La existencia de pequefios cambios redaccionales, como el parafraseo pueden
inducir modificaciones sustantivas en la interpretacion (Ricoeur, 1995; Duval, 1999).
En este sentido Daroczy y Wolska, sefialan que el enunciado de “un problema
puede reformularse, afiadiendo pistas verbales que hacen que las relaciones
semanticas se modifiquen, de modo que la relacibn matematica subyacente sea

mas explicita” (2015, p.1).

Acorde con lo propuesto por esta idea todo cambio en la organizacion del enunciado
del problema, influye en su representaciéon y en las relaciones semanticas [0 de

objeto] entre los objetos descritos en el problema.
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2.1.4 Problemas verbales que conducen a ecuaciones lineales

Los problemas verbales permiten el abordaje de contenidos matematicos
determinados (Faddeyev y Sominskii, 1965), porque constituyen una familia de
situaciones que involucran a los conceptos respecto a los objetos matematicos
estudiados que permiten caracterizarlos y generar los procedimientos que conducen
a producir formas equivalentes para representarlos. Tal es el caso de los problemas
verbales que involucran ecuaciones lineales de primer grado, en el que estan
implicados los objetos matematicos de: variable, igualdad y ecuacion algebraica
(Godino y Batanero, 2009). Como se menciond anteriormente, estos objetos no
aparecen explicitamente en el enunciado del problema, es necesario que el
resolutor los identifigue en las diferentes formas en las que pueden estar
representados (Faddeyev y Sominskii, 1965; Lehmann, 1992, Bello, 1999), es decir,
sus formas equivalentes, para lo que debe tener claros los conceptos,
caracteristicas y propiedades que definen estos objetos (Kalnin, 1973; Potapov y
Alexandrov, 1980; Baldor, 1997).

En el caso de los problemas verbales de ecuaciones lineales sera necesario
establecer en primera instancia la definicion de ecuacion algebraica (Faddeyev y
Sominskii, 1965; Kalnin, 1973; Guelfond, 1979; Potapov y Alexandrov, 1980;
Uspensky, 2000) en forma general, para posteriormente poder definir a la ecuacion
lineal (Kalnin, 1973; Potapov y Alexandrov, 1980; Baldor, 1997). Asi como, los
procedimientos implicados en su planteamiento, solucion y comprobacién
(Faddeyev y Sominskii, 1965; Potapov y Alexandrov, 1980; Rees y Spark, 1981;
Fuller, 1981; Lehmann, 1992; Uspensky, 2000).

Los problemas verbales de ecuaciones lineales contienen cantidades
desconocidas, conocidas y frases que describen relaciones de equivalencia entre
ellas (Faddeyev y Sominskii, 1965; NCTM, 1970; Baldor, 1997; Bello, 1999).
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Las cantidades desconocidas deben ser tratadas mediante procedimientos
discursivos, para poder realizar la seleccion y designacion de alguna de estas

cantidades como la incognita del problema (Duval, 1999; 2006).

En funcién de la incognita seleccionada y de las operaciones que describen las
relaciones entre esta y las cantidades conocidas, se podran generar formas
simbdlicas especificas para cada tipo de problema que exista (Faddeyev y
Sominskii, 1965; NCTM, 2000; Baldor, 1997).

En la Figura 1, aparece un esquema en el que se ilustran los contenidos y objetos
matematicos asociados a un problema verbal de ecuaciones lineales (Potapov vy
Alexandrov, 1980; CCH, 1996; Baldor, 1997; Tartakov, 2009; Olguin y Popoca,
2012; CCSSI, 2012; Bautista y Flores, 2013; Becerril y Castro, 2013; Garcia y
Landa, 2013; Mendoza y Moreno, 2013).
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Figura 1. Contenidos y objetos matematicos implicados en un problema verbal de ecuaciones lineales
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2.1.5 Ecuacion algebraica

Una ecuacion algebraica puede ser definida en dos formas generales que se
relacionan estrechamente. En su forma general, la ecuacion corresponde a un
polinomio en una variable igualado a cero (Faddeyev y Sominskii, 1965; Kalnin,
1973; Guelfond, 1979; Potapov y Alexandrov, 1980; Uspensky, 2000) que puede

representarse como:
P(x) =aox" +asx™'+..+ap1x+an=0 conap #0

En donde las literales que intervienen en la ecuacién, como ag, as,...,an son los
coeficientes del polinomio, que a su vez son numeros reales. La literal x corresponde

a la variable que adquiere el estatus de incognita.
A partir de esta primera definicion, es posible generar una segunda definicion.

Sea P (x) = 0y dos polinomios en una variable S(x) y R (x). Si P (x) = S(x) + R(x),
al aplicar la primera definicion tenemos que P(x) = S(x) + R(x) = 0. Entonces
(Sx) = - R(x). Por lo tanto, podemos concluir que una ecuacion algebraica puede ser
vista como la igualacién de dos polinomios (Kalnin, 1973; Guelfond, 1979; Potapov
y Alexandrov, 1980).

En funciéon del conjunto de valores que permiten que la igualacién entre los
polinomios S(x) y R(x) se cumpla, las ecuaciones algebraicas pueden clasificarse
en idénticas y condicionales (Rees y Spark, 1981; Fuller, 1981; Lehmann, 1992). En
las ecuaciones algebraicas idénticas cualquier numero real permite que la igualdad
entre S(x) y R(x) sea verdadera y se cumpla. En contraste, en las ecuaciones
condicionales, solamente algunos numeros reales son admisibles para que la
igualdad entre S(x) y R(x) sea verdadera y se cumpla. Estos numeros deben

satisfacer también la igualdad dada por la primera definicion P(x) = 0.

30



La incégnita x que condiciona que una ecuacion algebraica sea verdadera y se
cumpla, se denomina solucion o raiz de la ecuacién (Faddeyev y Sominskii, 1965;
Kalnin, 1973; Guelfond, 1979; Potapov y Alexandrov, 1980; Uspensky, 2000). En el
proceso de solucion de cualquier ecuacidn algebraica, la incégnita corresponde a
un numero real relacionado a una cantidad desconocida. Para encontrar la solucion
0 raiz de la ecuacion, se requiere la aplicacion de un procedimiento en el que se
emplean las propiedades de la igualdad para poder obtener ecuaciones

equivalentes.

Para el caso general planteado, x sera la solucion o raiz que condiciona la igualdad
dada por P(x) = S(x) + R(x) = 0 (Kalnin, 1973; Guelfond, 1979; Potapov y
Alexandrov, 1980). Por lo tanto, también satisface y hace valida la relacién de
identidad entre (Sx) = - R(x). Resulta evidente, que ambas formas para representar
una ecuacion algebraica son totalmente diferentes en cuanto a los simbolos que
emplean, pero representan el mismo concepto, por lo tanto, son ecuaciones

equivalentes.
2.1.5.1 La ecuacion lineal
La ecuacion lineal es un caso especifico que deriva de la primera definicion dada

para una ecuacion algebraica (Faddeyev y Sominskii, 1965; Kalnin, 1973; Potapov
y Alexandrov, 1980; Baldor, 1997; Bello, 1999).

En forma general se define como: ax + b =0 con a #0y su solucion es x = -

b
a

La ecuacion lineal se puede presentar en diferentes formas que pueden ser

considerados como casos particulares.

En el programa de Matematicas | del CCH (CCH, 1996) se abordan las siguientes

formas simbdlicas como casos especificos de la ecuacion lineal:
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e ax=b>b
e ax+b=c
e ax+bx+c=d

(x+b)=c(x+d)

ng Qlo

SERSERS

Estas formas simbdlicas al ser tratadas algebraicamente pueden reducirse a la
forma de la solucién general (Potapov y Alexandrov, 1980; CCH, 1996; Baldor,
1997; Tartakov, 2009; Olguin y Popoca, 2012; CCSSI, 2012; Bautista y Flores, 2013;
Becerril y Castro, 2013; Garcia y Landa, 2013; Mendoza y Moreno, 2013).

Los problemas verbales de ecuaciones lineales generan otro tipo de formas
simbdlicas especificas que dependen de la estructura de las proposiciones légicas
que conforman el enunciado del problema y la manera en la que se conectan y
relacionan entre si (Faddeyev y Sominskii, 1965; NCTM, 2000; Baldor, 1997; Duval,
1999).

Para ilustrar la anterior afirmacion analizaremos el siguiente problema: “La suma de
las edades de Ay B es de 84 afios, y B tiene 8 afios menos que A. Hallar las edades”
(Baldor, 1997, p. 131). En este problema se visualizan dos posibilidades en la

seleccion de la incognita.

Primera posibilidad: Si tomamos la edad de A como la incognita y la designamos
con la literal x, la edad de B queda en funcién de A.

Edad de A: x
EdaddeB: x-8

La ecuacion resultante de este planteamiento es x + (x - 8) = 84, en forma general

se puede expresar como fx + (gx - m) = n [primera forma].
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Segunda posibilidad: Si tomamos la edad de B como la incégnita y la designamos
con la literal x, la edad de A queda en funcién de B.

Edadde B: x

Edadde A: x+8
La ecuacion resultante de este planteamiento es x + (x + 8) = 84, en forma general

se puede expresar como fx + (gx + m) = n [segunda formal].

En ambas formas generales la unica variacion existente se encuentra en la

operacion que relaciona ambas edades.

Los pasos para efectuar la reduccién de la primera forma a la solucion general para
la ecuacion de primer grado son:

fx+(gx—m)=n
fxtgx—m=n
(f+g)x—m=n
(f+gx—m—-n=n-n
(f+g)x—m-n=20
Sif+tg=a y -m-n=b

Entonces ax +b =0 porlotanto x =—

[ON e

Tomando la segunda forma de la ecuacion, la reduccion a la forma general es:

fx+(gx+m)=n
fxtgx+m=n
(f+g)x+m=n
(f+g)x+m—-n=n-n
(f+gx+m-n=0
Sif+tg=a y m-n=b
b

Entonces ax + b =0 porlotanto x =— -

En conclusién, todas las formas simbdlico-algebraicas que derivan de un problema
verbal de ecuaciones lineales o que simplemente se presentan como formas

aisladas, generan ecuaciones lineales equivalentes cuya solucion siempre se

b
reduce a laforma x =+ p
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2.2 Didactica de los problemas verbales de ecuaciones

lineales

2.2.1 Modelo educativo del CCH

El Colegio de Ciencias y Humanidades [CCH] tiene la funcion de “impartir
ensefianza media superior en los términos de la Ley Organica y del Estatuto
General de la Universidad” (CCH, 1996, p. 1).

A partir de estos lineamientos normativos, se materializa el proyecto educativo del

Colegio en las siguientes dimensiones:

1. ldentidad del bachillerato: EI CCH busca favorecer el desarrollo de la
personalidad de los estudiantes, adolescentes en su mayoria, con el
proposito de alcanzar un grado de madurez que les permita insertarse
satisfactoriamente en la sociedad y enfrentar los estudios superiores (CCH,
1996).

2. Bachillerato universitario: EI CCH como instancia integrante de la
Universidad Nacional Autonoma de Meéxico [UNAM] comparte la

responsabilidad de

Construir, ensenar y difundir el conocimiento en las grandes areas de las
ciencias y las humanidades... que el alumno sepa... por qué sabe...

Esta caracteristica implica el desarrollo de habilidades y actitudes de
reflexién, racionalidad, curiosidad y deseo de saber, proceder sistematico y
coherente, apego a la verdad y respeto al trabajo intelectual (CCH, 1996,

p. 35)
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. Bachillerato de cultura basica: El Colegio buscara desarrollar en el alumno
“las habilidades de trabajo intelectual, generales y propias de los distintos
campos del saber,... aptitudes de reflexion sistematica, metddica y rigurosa,
conocimientos y habilidades metodologicas y actitudes congruentes” (CCH,
1996, p. 36).

. Concepcidn del conocimiento cientifico: En el CCH la ciencia se caracterizan
por ser producto del proceso de construccién de un razonamiento critico y

social, vinculado al desarrollo sociocultural comunitario (CCH, 1996).

. Elalumno como sujeto de la cultura: En el Colegio, se privilegia que el alumno
comprenda y analice los conocimientos que se le proporcionen, para poder
juzgarlos con su realidad y experiencia, para poder asimilarlos o en su caso
reelabdralos en forma critica, para lograr movilizar la habilidad de la solucién
de problemas (CCH, 1996).

. Bachillerato propedéutico, general y unico: En la institucion, se pretende que
los alumnos adquieran la preparacion basica para lograr cursar exitosamente

los estudios superiores (CCH, 1996).

. Formulaciones comunitarias: En este contexto, se destacan los tres
principios respecto al trabajo comunitario y cooperativo dentro del Colegio,
que se enuncia en los principios de aprender a aprender, aprender a hacer,

aprender a ser y alumno critico (CCH, 1996).
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2.2.2 El Plan de Estudios del CCH

El Plan de Estudios fue actualizado en el afio de 1996, con el propdsito de “formar
alumnos sujetos de la cultura, capaces de aprender a aprender, de acuerdo con el

modelo educativo del Bachillerato del Colegio” (CCH, p. 9).

En este contexto, el modelo educativo del Colegio, pondera una formacion
orientada a atender al alumno, para que desarrolle y potencié la capacidad de
aprender a aprender; a través de obtener, jerarquizar y valorar la informacion, ante
cualquier situacion problema que se le presente, tanto, en la escuela como en la
vida cotidiana (CCH, 1996).

El enfoque de la ensefianza y aprendizaje en el CCH, esta centrada en los
alumnos, porque se pretende que sean los principales actores de su proceso

educativo.

En el Plan de Estudios del Colegio se organizaron y jerarquizaron los contenidos
destinados a la ensefanza, para proporcionar a los estudiantes una educacion

sistematica.

La estructuracion de los contenidos basicos del Plan de Estudios del CCH, busca
establecer conexiones internas entre los contenidos de una disciplina y con los de

otras areas del conocimiento (CCH, 1996).

En el area de Matematicas, el Plan de Estudios del CCH establece “la
preocupacion por motivar a los alumnos al estudio interesado de las ciencias y las
humanidades” (CCH, 1996, p. 27), su concrecion se traduce en el sentido y

orientacion de las diferentes areas académicas que integran el CCH.

36



En el caso del area de Matematicas, se orienta a permitir que los alumnos perciban:

Esta disciplina como una ciencia en constante desarrollo... [que] se origina en las
necesidades de los hombres de conocer y descubrir su entorno fisico y social.. lo
mismo que el rigor, la exactitud y la formalizacién. Asi mismo, los alumnos deben
percibir que la Matematica posee una naturaleza dual: su propio caracter de ciencia

y un valor funcional como herramienta.

...la Matematica contribuye... al desarrollo de la personalidad del educando: a) le
proporciona los elementos necesarios para interpretar los aspectos ldgicos y
numeéricos de sus vivencias intelectuales; b) amplia su repertorio de respuestas ante
situaciones distintas y cambiantes; e) fomenta la independencia intelectual y la toma
de decisiones fundadas y razonadas; d) influye en su comprension de los rasgos
basicos de la revolucién cientifico-tecnoldgica actual, asi como de sus repercusiones
en las formas de produccién y organizacion social, y e) le ayuda a comprender y

utilizar los desarrollos tecnolégicos a su alcance (CCH, 1996, pp. 51 y 52).

En el perfil de egreso del alumno del CCH, se materializan los fines establecidos
en el sentido y orientacion del area de Matematicas, los que se relacionan con el

problema objeto de estudio del presente trabajo, los cuales son:

e Aprende por si mismo y, en los campos del saber basicos -las matematicas... la
lengua materna-, posee habilidades de trabajo intelectual generales y propias
de cada uno de aquéllos, las grandes generalizaciones o sintesis y los
conocimientos especificos que le permiten adquirir o construir otros e ir
generando estrategias propias para alcanzar aprendizajes cada vez mas

independientes y complejos.
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Ha adquirido una visibn de conjunto y jerarquizada de los aspectos
fundamentales de las distintas disciplinas, de sus elementos conceptuales,
metodoldgicos y tedricos, asi como de sus conocimientos propios...

Mantiene una actitud de curiosidad intelectual y de cuestionamiento; posee la
habilidad de plantear problemas tedricos y practicos y de establecer relaciones
con conocimientos ya adquiridos; formula hipotesis y las somete a verificacion a
través de procedimientos y métodos adecuados a cada campo del saber...
Desarrolla, por medio del ejercicio en los procesos inductivos, deductivos y
analdgicos, y en intima relacién con problemas y conocimientos de las distintas
disciplinas, un pensamiento légico, reflexivo, critico y flexible ...

Através de la resolucién de problemas y de otras estrategias de trabajo, potencia
su intuicion, explora, conjetura, utiliza distintas formas de lenguaje y
representacion, varia condiciones y crea conocimientos matematicos nuevos
para él...

Comprende las nociones basicas del algebra, de los niumeros reales, de la
geometria sintética y sus aplicaciones inmediatas...

Utiliza adecuadamente los algoritmos y la simbologia involucrados en las
nociones anteriores, de tal forma que resuelve los problemas donde sea posible
aplicarlos, y expresa sus resultados y conclusiones en un lenguaje matematico.
Se adelanta, frente a una situacién problematica, a hacer un analisis de los
elementos involucrados y de sus posibles relaciones l6gicas o matematicas; de
ser factible, a interpretar con signos y simbolos mateméaticos elementos y
relaciones vy, finalmente, es capaz de aplicar un criterio para decidir sobre la
pertinencia de emplear alguno de los algoritmos elementales relacionados con
las nociones basicas aprendidas.

Comprende los aspectos fundamentales de la operacion y del potencial de las
computadoras en los diversos campos Yy los aprovecha, de manera inicial, como

medio de trabajo académico (CCH, 1996, pp. 68-71).
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2.2.3 El Programa de Estudios del CCH

Los programas de las asignaturas del Plan de Estudios del CCH, se conciben como
“un instrumento que permite tener presentes los principales elementos que
intervienen en un proceso de ensefanza-aprendizaje, para organizarlos
sistematicamente, de manera que orienten su planeacién, ejecucion y evaluacion”
(CCH, 1996, p.120).

El enfoque disciplinario que presenta el Programa de Estudios, contempla la manera
de enfocar, presentar y trabajar los aprendizajes de los alumnos, en el que se pone
de manifiesto la unicidad que las Matematicas exhiben, independientemente de las
disciplinas que de ella derivan, la cuales poseen principios, métodos y estrategias

comunes.

Adicionalmente, generan conceptos y procedimientos que se relacionan, completan
o0 abordan desde otras perspectivas. También, posee un conjunto de simbolos
propios, con una estructura y reglas especificas, a partir de la construccion de

representaciones de diferente nivel de generalizacion (CCH, 1996).

A partir de esta concepcion, se estructuran los programas como una guia de
caracter obligatorio que contiene las acciones a realizar, dando al docente una
flexibilidad respecto a lo que puede hacer en cada clase, respetando asi la libertad
de catedra. Asi, el programa institucional es un marco en el que cada profesor,

aporta sus ideas, experiencias y formacion docente.

El Programa de Estudios de Matematicas | a IV, establece que las Matematicas

posean un caracter dual:

Es una ciencia y una herramienta. Como ciencia tiene un desarrollo que admite
titubeos, conjeturas y aproximaciones, al igual que rigor, exactitud y formalidad, por

ser el producto de una actividad humana que evoluciona, construye, organiza y
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sistematiza conocimientos, a partir de la necesidad de resolver problemas teéricos
o practicos. Como herramienta, constituye un poderoso instrumento que contribuye
con técnicas, procedimientos, métodos y teorias a la obtencion de conocimientos y
sus aplicaciones en diversos campos del saber, tanto humanistico como cientifico y

tecnolégico (CCH, 1996, p. 6)

En los cuatro cursos de Matematicas | a IV, el Programa de Estudios trata de
proporcionar al estudiante una visidon general de las Matematicas para poder
acceder a conocimientos especializados; que al integrarse, formen un constructo
que se enriquezca y profundice al ir avanzando en cada uno de los semestres,
mediante un abordaje bajo diferentes perspectivas de desarrollo metodoldgico,

como son:

Aproximaciones a la Resolucién de Problemas; Dominio del Pensamiento
Algebraico; Analisis Logico de Argumentos; Construccion de Razonamientos;
Planteamiento de Conjeturas a partir de descubrir Patrones de Comportamiento;

Manejo de Transformaciones Geométricas en el Plano Cartesiano... e Identificacion

de Algoritmos y de Relaciones entre Algoritmos (CCH, 1996, p. 3).

Las habilidades matematicas que se pretenden que el alumno desarrolle en su

transito por los cuatro semestres son:

...generalizacién (percibir relaciones, formas y estructuras; distinguir lo relevante de
lo irrelevante y lo comun de lo diferente); formalizar “Material Matematico” (operar
con estructuras mas que con el contexto de una situacion, operar con numerales y
simbolos, combinando reglas y estrategias); reversibilidad de pensamiento (invertir
una secuencia de operaciones o un proceso de pensamiento); flexibilidad de
pensamiento (disponibilidad para abandonar estereotipos o procedimientos en los

que se ha tenido éxito para utilizar otros nuevos... (CCH, 1996, p. 4).
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La resolucion de problemas que propone el Programa de Matematicas |, se centra
en un enfoque heuristico (Polya, 1945), en la que el alumno debe contar con
estrategias eficientes para resolver problemas complejos, empleando problemas

similares, con los que haya trabajado en el pasado (CCH, 1996).

En lo concerniente a los problemas que involucran una ecuacion, se enuncia lo

siguiente:

Ademas de la traduccion de un problema que se resuelve con una ecuacién, es
importante que comprenda la riqueza de la estrategia algebraica que le permite
establecer relaciones entre cantidades conocidas y desconocidas.” (CCH, 1996, p.

13).

En la Unidad Il del Programa (CCH, 1996), se especifica el uso de diagramas como
representacion de casos particulares de problemas. Ademas, se propone el trabajar
con analogias de problemas, para poder desarrollar la habilidad de poder reducirlos
o transferirlos a la solucién de otros similares. El calculo mental, es considerado
como una estrategia para la resolucion de problemas algoritmicos o de solucién

inmediata.

En el contexto de los problemas que se ubican entre lo aritmético y lo algebraico,
se busca que el estudiante distinga “la informacién relevante de la irrelevante; asi
como también, los elementos conocidos de los que se desean conocer.” (CCH,
1996, p. 16).

En el caso de los problemas de ecuaciones lineales, destaca que el alumno podra

ser capaz de:

Interpreta[r] la expresién verbal o escrita de un problema y expresa la relacién entre

datos e incégnita por medio de la ecuacion lineal correspondiente.
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Interpreta[r] en el contexto del problema, el significado de la solucién encontrada, en
particular cuando se trata de numeros negativos o fracciones.

Redacta[r] el contexto de una situaciéon que corresponda a un modelo expresado por
medio de una ecuacion lineal con una incégnita, o bien, incorpora los cambios
pertinentes en la redaccién de una situacion dada, al introducir modificacion en el

modelo que la representaba. (CCH, 1996, p. 23).

El tipo de problemas de contenido puramente matematico que se recomiendan son
los de numeros y de corte geométrico. También, se propone el uso de problemas
de aplicacion en diferentes areas del conocimiento, con tematicas que involucran
las finanzas, dinero, compra de articulos, mezclas, proporciones, porcentajes,
moviles y edades (CCH, 1996).

2.2.4 Objetos matematicos implicados en los PVEL

Los objetos matematicos desde el punto de vista filoséfico clasico estan constituidos
por las nociones y estructuras matematicas reales, que existen independientemente
de la humanidad, constituyen la base del conocimiento matematico porque
proporcionan un sistema de preceptos y verdades absolutas e invariantes (Godino
y Batanero, 2009).

En la perspectiva del Constructivismo Social aplicado en la Educacién Matematica,
los objetos matematicos son concebidos como representantes simbdlicos producto
de una cultura y se encuentran vinculados al proceso de solucion de problemas que

se realiza en el seno de un grupo social, en un tiempo y espacio determinado.
Estos objetos matematicos son de naturaleza dinamica, porque cambian de acuerdo

con la evolucién social, por lo que su significacion, también se modifica (Ernest,
1991).
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El significado de los conceptos matematicos esta intimamente relacionado con la
naturaleza del objeto matematico, en la que ademas intervienen su signo y su
referente. Asi, el objeto se relaciona con el concepto, porque éste describe sus
caracteristicas y atributos que, bajo el enfoque constructivista, varia de sujeto a
sujeto, debido a la dialéctica que propicia la dimensién subjetiva y personal (Godino
y Batanero, 2009).

Las ecuaciones y los problemas verbales son objetos matematicos, que presentan
una estructura en el sentido aritmético y algebraico (Kieran, 1989; Godfrey y
Thomas, 2003), que comprende al conjunto de numeros y variables numéricas, las

operaciones que los involucran y sus propiedades (Kieran, 1989).

La estructura de la ecuacibn como objeto matematico se presenta en dos
dimensiones: la superficial que se refiere a la forma o arreglo de los términos y
operaciones que se encuentran sujetos a una jerarquia operativa; mientras que, la
sistémica se centra en las propiedades de las operaciones y la relacion con sus
formas equivalentes (Kieran y Herscovics, 1980; Kieran, 1989; Godfrey y Thomas,
2003; Paralea, 1998; Frege, 1996).

El problema verbal visto como objeto matematico en el sentido algebraico, contiene
a la ecuacion que es otro objeto matematico (Kieran, 1981, 1989; Clement, 1982,
Kieran y Filloy, 1989; Puig, 1998, Duval, 1999; Filloy y Puig, 2008), que incorpora
las caracteristicas de la estructura superficial de las expresiones algebraicas

presentes en ambos lados del signo de igualdad.
En el sentido de la estructura sistémica, la ecuacion implica la relacion de

equivalencia entre ambas expresiones algebraicas (Kieran y Herscovics, 1980,
Kieran 1981, 1989; Paralea, 1998; Godfrey y Thomas, 2003).

43



En consecuencia, en el problema verbal, la estructura [superficial y sistémica]
involucra las operaciones y relaciones que definen a la ecuacion que conduce a la
solucion del problema, no a la serie de operaciones numéricas y algebraicas

necesarias para resolverla (Vergnaud, 1982; Kieran, 1988).

Para comprender a las ecuaciones como objeto matematico, es fundamental
entender los elementos que la conforman y sus propiedades (Godfrey y Thomas,
2003) como son: el signo de igual, las propiedades reflexivas, simétricas y
transitivas de la igualdad (Kieran, 1981), los numeros, los términos desconocidos,
los signos de operacion [tanto para conformar su estructura, como para resolverla]
y la relacion de equivalencia de las ecuaciones (Kieran, 1988; Frege, 1996; Duval,
1999).

Por lo tanto, se requiere que cada estudiante construya un significado en torno al
concepto de ecuacion, (Kieran, 1980, 1981, 1989; Booth, 1989; Paralea, 1998,
Godfrey y Thomas, 2003; Duval, 2006) lo que se constituye en un problema de
caracter semiottico, concerniente a la relacién entre el signo/el significado y el
simbolo/lo simbolizado. (Paralea, 1998; Godfrey y Thomas, 2003; Duval, 1999,
2006).

Un punto de partida para la construccion del concepto de ecuacion, es tomar la base
de conocimientos aritméticos que los estudiantes de bachillerato poseen, para
poder ampliarlos y transformarlos, logrando asi la construccion de las nociones
algebraicas fundamentales para comprender los objetos matematicos asociados a
la ecuacién, que se basa en su relacién con respecto a su construccion conceptual,
sus elementos, procesos de formalizaciéon, formas de simbolizacion vy
representacion (Kieran y Herscovics, 1980; Kieran, 1989; Chalouh y Herscovics,
1988; Falkner y Levi, 1999).
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En esta perspectiva, se han realizado numerosos estudios para tratar de
caracterizar la transicion del pensamiento aritmético al algebraico que tienen los
estudiantes, a través del establecimiento de las diferentes concepciones en torno a
los objetos matematicos: igualdad y variable (Herscovics, 1989; Paralea 1998). En

los siguientes parrafos se presenta un breve recorrido de estos estudios.

La ecuaciéon es vista como una relacion de equivalencia entre dos expresiones
algebraicas que tienen el mismo valor (Kieran 1980; Falkner y Levi, 1999; Godfrey
y Thomas, 2003; Duval, 2006); en otros estudios se destaca a la ecuacion como
una representacion de la relacion de equivalencia o identidad entre dos expresiones
algebraicas (Kieran y Herscovics, 1980; Goodfrey y Thomas, 2003); otros autores

visualizan a la ecuacién como una totalidad (Paralea 1998; Puig, 2006).

2.2.5 Concepciones en torno a los objetos matematicos

implicados en los PVEL

2.2.5.1 Concepciones respecto al simbolo de igualdad

En este contexto, surge como un comun denominador el papel que juega el simbolo
de igualdad como elemento que le proporciona la caracteristica de equidad a toda
ecuacion; siendo necesario conocer las concepciones de los alumnos, en torno a
este objeto matematico (Kieran y Herscovics, 1980; Kieran, 1981, 1989; Falkner y
Levi, 1989; Godfrey y Thomas, 2003).

La nocidn de igualdad se refiere a un atributo o propiedad invariante de un objeto,
es decir, que se mantiene en el tiempo, también se le denomina identidad, dados
su caracter exclusivo y restrictivo (Kieran, 1981, 1989; Frege, 1996; Falkner y Levi,
1999).
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En contraste, al hablar de relacion de equivalencia, se hace referencia a una nocion
mas amplia y menos restrictiva, en donde surge la posibilidad de la sustitucion o
modificacion de algun elemento por otro (Kieran, 1981; Paralea, 1998; Goodfrey y
Thomas, 2003)

Entonces, es posible definir la ecuacion en un sentido mas amplio, dependiendo de
la condicién de identidad o equivalencia dada. La ecuacion vista como relaciéon de
equivalencia, se caracteriza cuando alguno de los elementos de las expresiones
aritméticas o algebraicas en ambos lado de la igualdad, pueden ser sustituidos por
otros sin alterar la identidad final (Kieran y Herscovics, 1980; Kieran, 1981; Godfrey
y Thomas, 2003)

Los estudiantes de bachillerato, exhiben una serie de concepciones en torno la idea
de igualdad, identidad y la relacién de equivalencia, como si se tratase de la misma
nocion, que se simboliza a través del signo de igualdad (Gattegno, 1974, citado por
Kieran, 1981), estas nociones se comienzan a construir en los estadios del
aprendizaje de la Aritmética, en el que los estudiantes entienden al signo de
igualdad como la accion de hacer algo, es decir, es usado como un simbolo
operador, mas que como un indicador de equidad (Falkner y Levi, 1999; Kieran
1981; Kieran y Filloy, 1989). En la transicion hacia el Algebra, se pretende ampliar
esta idea para que logren comprender la nocién de equilibrio entre la expresion
ubicada en el lado derecho del simbolo de igualdad, con respecto a la expresion de
la lado izquierdo (Falkner y Levi, 1999; Kieran, 1989, 1992).

También, durante esta transicion, surge la posibilidad de que el alumno logre
diferenciar la nocion de igualdad de la equivalencia, que en términos del formalismo
algebraico ( Kieran y Filloy, 1989; Kieran, 1992; Paralea, 1998; Puig, 2006) resulta
mas util, dada la posibilidad de la sustitucién y flexibilidad, para las manipulaciones
operatorias entre los términos que conforman las expresiones algebraicas (Kieran,
1981).
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Los estudiantes visualizan al signo de igualdad como un separador entre un
cuestionamiento o sentencia abierta y su respuesta (Kieran y Herscovics, 1980;
Kieran, 1981; Godfrey y Thomas, 2003), esta concepcion, es un punto de
continuidad para pasar de la nocion aritmética de igualdad a la algebraica, y por

ende al de ecuacion.

Adicionalmente, esta concepcion refleja el sentido unidireccional de la identidad
aritmética, en el que es leida, escrita, resuelta e interpretada de izquierda a derecha
(Kieran, 1980, 1981; Kieran y Filloy, 1989; Duval, 1999; Paralea, 1998; Godfrey y
Thomas, 2003).

El uso de identidades aritméticas o sentencias abiertas, se conforma en un puente
para la compresion del concepto de ecuacion algebraica, al presentar ecuaciones
con solucion y su correspondiente comprobacién, alternadas con los casos en las
que las ecuaciones no presentan una solucién, permite la clarificacion de la nocion

de equivalencia e igualdad en la ecuacion (Kieran y Herscovis, 1980).

En este orden de ideas, destaca la necesidad de que los alumnos entiendan el uso
de las propiedades, reflexiva, simétrica y transitiva de la igualdad, que permite
dilucidar la diferencia entre igualdad restrictiva y relacion de equivalencia, al
sustituir, manipular y operar términos equivalentes en cada lado y dentro de la

misma ecuacién (Godfrey y Thomas, 2003).

La mecanizacion temprana de los procedimientos operativos de caracter algebraico,
imponen una restriccion para la comprensién del concepto de ecuacion, debido a
que se le presenta al estudiante como una estructura predeterminada, al igual que
sus elementos constitutivos, especialmente, la variable dentro de las expresiones
algebraicas (Kieran, 1989). Los alumnos no logran entender este concepto
empleando conocimientos puramente aritméticos (Akgiin y Odezmir, 2006).
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2.2.5.2 Concepciones respecto a la variable

La nocion de variable corresponde al ambito puramente algebraico y su
simbolizacién se realiza mediante literales (Chalouh y Herscovis, 1988), que
representan numeros generalizados (Usiskin, 1988; Booth 1989; Ursini, 1990;
Kieran, 1989, Akgiin y Odezmir, 2006). La asimilacién de este concepto, conlleva
un analisis multidimensional dependiente del grado de generalizacién, formalizacion
y representacion (Paralea, 1998; Akgiin y Odezmir, 2006) que presentan los
alumnos en el transito del Aritmética al Algebra (Kieran, 1988; Kieran, Filloy 1989).
La dilucidacion de los diferentes estadios del proceso de comprension de la nocion
de variable, es un elemento indicador del grado de consolidacion del pensamiento

algebraico.

También, es fuente de multiples significados (Paralea, 1998, Duval, 1999; 2006) en
torno a este objeto matematico que conducen a determinar los diferentes errores,
obstaculos y dificultades en su comprensiéon (Booth, 1989; Kieran, 1988, 1989;
Godfrey y Thomas, 2003; Akgiin y Odezmir, 2006).

En Aritmética, el uso de literales aparece en las formulas de areas de figuras
geométricas (Booth 1989; Kieran, 1988; Kieran y Filloy, 1989), en donde
representan cantidades fijas, es decir, valores numéricos Unicos. En el Algebra la
nocion de variable adquiere multiples acepciones, referentes y simbolos, que han
sido descritas por diversos autores (Kiichemann, 1981; Usiskin, 1988; Kieran, 1989;
Urisni, 1990; Godfrey y Thomas, 2003; Kieran, Filloy 1989; Akgiin y Odezmir, 2006).

En un estudio realizado por Usinski, en 1988, respecto a la concepcion de variable
que manifiestan los estudiantes, el autor sefiala que esta depende del contexto
algebraico en la que es usada, por lo tanto, en el caso de la Aritmética generalizada,
la variable se relaciona con patrones, cuando es empleada como procedimiento

para resolver problemas y se asocia con las cantidades desconocidas.
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En otro estudio realizado en 1981, Kiichemann centrd su atencion en el analisis de
la interpretacién, manipulacion y clasificacion de las literales como variables que

realizan los estudiantes.

Las categorias mencionadas en dicho estudio son las siguientes:

e Letra evaluada: Rechazo de la letra como cantidad desconocida. El

estudiante le asigna un valor numérico desde el principio.

e Letraignorada: La literal no es interpretada como cantidad desconocida. Para

el estudiante no tiene sentido la literal.

e Letra como objeto: La literal es comprendida como objeto concreto del mundo

real. El estudiante simboliza objetos del mundo real a través de la variable.

e Letras como numero desconocido especifico: La literal es interpretada como
una cantidad desconocida especifica. El estudiante la asocia al uso de

férmulas de perimetros y areas.

e Letra como numero generalizado: La literal es entendida como un valor
asignado a una cantidad desconocida unica. El estudiante lo interpreta como

solucion unica a una ecuacion.
e Letra como incégnita: La literal es comprendida como una cantidad
desconocida que puede tener un valor unico o multiple. El estudiante emplea

la generalizacion y la simbolizacion para representarla en forma abreviada.

e Letra como variable: La letra es entendida como un valor cualquiera dentro

del rango de valores del dominio de una funcién.
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El proceso que muchos alumnos siguen para lograr la comprension del concepto de
variable, en su transicion del Aritmética al Algebra, comprende en un primer
momento la sustitucién de un numero especifico por una literal; posteriormente,
emplean el método de ensayo y error en la sustitucidon de varios numeros por la
literal; finalmente, generalizan un numero como la variable, empleando a la x como
simbolo predominante, al que le adjudican las mismas propiedades de un numero
(Kieran, 1992) al considerarse como indicador de calculo en el sentido numérico
(Paralea, 1998).

En la perspectiva semidtica, el concepto de variable engloba la nocion de incognita
y su correspondiente valor como solucién, teniendo la literal dos dimensiones, como

incognita y como numero generalizado (Paralea, 1998, Duval, 2006).

En la ecuacidn, el valor que adquiere la variable como incognita esta condicionada
por las operaciones aritméticas y algebraicas necesarias para solucionarla (Kieran,
1988; Paralea, 1998). El planteamiento y representacién de la ecuacion derivada
del enunciado de un problema verbal, estan sujetos a la nocion de variable y a la
condicion de la ecuacion en términos de las relaciones entre las cantidades

conocidas y desconocidas, descritas en el lenguaje natural (Duval, 2006).

En consecuencia, en un mismo problema verbal se plantean dos situaciones en
torno a la ecuacion, la primera referente al planteamiento de la ecuacion (Kieran,
1988) descrita anteriormente y la referente a la solucion en la que cambia la
interpretacion del concepto de variable, lo que genera dificultad para poder
determinar la concepcidén asociada: como cantidad conocida o numero, incognita,
cantidad desconocida o numero generalizado. Para poder determinar el estadio de
la concepcidn de variable en el planteamiento y solucion de un problema verbal es
necesario, tratar de especificar el proceso de abstraccién de las representaciones
empleadas en las que no se modifica el objeto matematico, sea la variable, el signo
de igualdad y la ecuacion en si misma (Duval, 2006).
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2.2.6 El proceso de traduccion del enunciado de un PVEL dado

en lenguaje natural a una ecuacion algebraica

La estructura de todo problema verbal de ecuaciones lineales es determinada por
los simbolos que se emplean para representar los objetos matematicos, tanto en el
sentido aritmético como en el algebraico (Filloy y Puig, 2008), pero su significado no
es el mismo para todos los estudiantes y por ende, sus concepciones al respecto,
se diversifican (Kieran, 1989; Molina, 2014). Lo anterior es atribuible a las
particularidades en la funcion de objetivacion e interpretacion (Duval, 1999) de sus

componentes sintacticos y semanticos (Kirshner, 1989).

En este orden de ideas, se establece una dualidad fundamental, en términos del
conocimiento, uso y dominio del lenguaje entendido como un sistema. La primera
parte de esta dualidad, la conforma el lenguaje natural o sistema de representacion
verbal, que le proporciona el caracter discursivo al enunciado del problema,
independientemente del formato en que sea presentado [escrito u oral]. En todo
discurso estan inmersos los elementos de la complejidad linguistica. La otra cara de
la dualidad, la constituye el lenguaje matematico en si mismo, con su propia
complejidad determinada por sus diferentes estructuras y formalismos, es decir,

todo lo que lo convierte en un sistema de representacion simbalico.

Esta dualidad esta presente, en el proceso del paso del enunciado de un problema
verbal de ecuaciones lineales dado en lenguaje comun a su correspondiente
expresion matematica, en donde surge un conflicto en cuanto al significado y
concepcion de los objetos matematicos contenidos en el texto del enunciado, dado
que este discurso es expresado en lenguaje natural, la interpretacion de las palabras
[sintaxis y semantica linguistica] que describen dichos objetos, es flexible y su
representacion en el sistema simbalico algebraico, exige una interpretacion precisa
y compacta, en forma de una expresidn matematica [sintaxis y semantica

matematica]: la ecuacion.
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En torno a este proceso, se han realizado algunos estudios los cuales resumiremos

a continuacion.

En estas investigaciones, destacan dos vertientes de analisis; una en la que se
enfatiza el salto de la expresion verbal del enunciado a su correspondiente ecuacion
y la otra, en la que se caracterizan, los diversos métodos de solucion. Para

propositos del presente estudio, nos centraremos en describir la primera.

En una aproximacion a la descripcion de este proceso, Polya, nos muestra su vision

desde la heuristica,

El planteo de la ecuacion es semejante a una traduccion... Plantear la ecuacion
es expresar por medio de simbolos matematicos una condicién formulada en
palabras. Es traducir el lenguaje llano a formulas matematicas. Las dificultades
que podemos tener en plantear la ecuacién de un problema son idénticas a las
gue nos ofrece una traduccion... Se requiere comprender a fondo la condicién y

estar familiarizado con las formas de expresion matematicas... (1945, p. 143-144)

Para Molina, la traduccion del enunciado entre sistemas de representacion
“consiste en reproducir el mismo «contenido» en otros sistemas, es transformar los
conceptos y atributos representados en un sistema a los correspondientes... en
otro sistema, obteniendo una representacién diferente a la de partida pero

congruente en el significado” (2014, p. 562).
Filloy, Rojano y Puig (2008), conciben a la traduccién del enunciado del problema

verbal a la correspondiente ecuacion, como la competencia que implica el manejo

del lenguaje natural y el algebraico.
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2.2.7 Dificultades, obstaculos y errores en la traduccion de los
PVEL

El error es inherente al proceso de aprendizaje y adquisicion del conocimiento,
porque se da en el contexto de un marco conceptual especifico (Herscovics, 1989;
Killpatrick y Rico, 1998). En el momento en el que se presenta un conflicto cognitivo
entre los conocimiento anteriores y los que se van adquiriendo, surge la posibilidad
del error como potencial fuente de aprendizaje, porque al resolver el conflicto,
mediante la modificacion del cuerpo de conceptos, se amplian o se forman nuevas

estructuras cognitivas.

Bachelard en su obra La formacion del espiritu cientifico (citado por Killpatrick y

Rico, 1998, p. 74) formuld la nocion de obstaculo epistemoldgico

[Clomo explicacion para esa aparicidn inevitable de errores que, hemos visto, constituye

parte importante de nuestro avance en el conocimiento...

e Cuando se investigan las condiciones psicolégicas del progreso de la ciencia hay
que plantear el problema del conocimiento cientifico en términos de obstaculos;
en el acto mismo de conocer, intimamente, es donde aparecen, por una especie
de necesidad funcional, los entorpecimientos y las confusiones; es ahi donde
mostraremos causas de estancamiento y hasta de retroceso, es ahi, donde

discerniremos causas de inercia que llamaremos obstaculos epistemoldgicos...

e La nocidén de obstaculo epistemolédgico puede ser estudiada en el desarrollo

histérico del pensamiento cientifico y en la practica de la educacién.
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Un camino para tratar de encontrar porque suceden las principales dificultades en
el entendimiento del Algebra es identificar los tipos de errores que los estudiantes

comunmente cometen (Herschovics, 1989; Booth, 1989).

En esta linea de investigacion, se han realizado multiples estudios de acuerdo a
diferentes marcos teoricos. La clasificacion generada por Movshovitz-Hadar,
Zaslavksy e Inbar (1987, citado por Killpatrick y Rico, 1998, p. 90-91) es de caracter
constructivo y fue categorizada en forma cualitativa en funcién del tipo de soluciones

que producen los alumnos de nivel medio, estas son:

Interpretacion incorrecta del lenguaje. Se incluyen en este caso los errores debidos a
una traduccion incorrecta de hechos matematicos descritos en un lenguaje simbdlico
a otro lenguaje simbdlico distinto. Esto ocurre al poner un problema en ecuaciones
expresando una relacién diferente de la enunciada; también cuando se designa un
concepto matematico mediante un simbolo distinto del usual y operando con él segun
las reglas usuales; a veces se produce también una interpretacion incorrecta de

simbolos graficos como términos matematicos y viceversa.

Teoremas o definiciones deformados. Se incluyen aqui aquellos errores que se
producen por deformacioén de un principio, regla o definicién identificable. Tenemos
en este caso la aplicacion de un teorema sin las condiciones necesarias; aplicar la
propiedad distributiva a una funcién no lineal; realizar una valoracién o desarrollo

inadecuado de una definicién, teorema o formula reconocibles.

Las categorias citadas, son las que emplearemos para englobar los errores

encontrados en la literatura.

54



Asi, en la subdivision titulada teoremas o definiciones deformados, incluiremos tres
subcategorias para los errores relacionados con los objetos matematicos
embebidos en el problema verbal de ecuaciones lineales [ecuacion, igualdad y
variable como incognita] y en la denominada interpretacion incorrecta del lenguaje,
consideraremos los errores derivados de la traduccion del enunciado del problema

dado en lenguaje natural a su correspondiente ecuacion.

Las dificultades conceptuales inherentes a la formalidad del vocabulario algebraico,
pueden ser atribuidas a la complejidad que implica el simbolismo de la notacién
algebraica usada para escribir las ecuaciones (Kieran y Herscovics, 1980). El
vocabulario algebraico necesario para la construccion del concepto de ecuacién es
complejo y causa vaguedades en la generalidad, muchos maestros se refieran a

esto como un obstaculo en el aprendizaje.

Estas dificultades tiene una implicacion en la resolucidon ecuaciones con una
incognita, debido al cambio en las convenciones usadas en Aritmética, el

reconocimiento y uso de estructuras (Kieran, 1989).

El formalismo de la notacion algebraica es fuente de confusiones en los estudiantes
porque impide la aplicacidn de las reglas de los sistemas y objetos algebraicos
(Paralea, 1998).

Los estudiantes tienen seguro concepciones que involucran una resistencia al
cambio y se convierten en obstaculos cognitivos cuando perciben el objeto
matematico, como es el caso de una ecuacién y sus propiedades. (Godfrey y
Thomas, 2003).

La lectura y escritura de las ecuaciones los estudiantes la realizan de izquierda a
derecha en tiempo real, esto se puede atribuir a la percepcién de la ecuacion como

un suceso temporal, mas que un estado estatico (Kieran, 1989, Paralea, 1998).
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Los estudiantes que se inician en el estudio del Algebra, interpretan los simbolos de
diferente forma que los que han logrado cierto dominio de la disciplina. No logran
ver la ecuacion como una identidad. El simbolo de igualdad es interpretado como la
indicacion que propicia el resultado de una operacion aritmética entre dos numeros,
es decir, como un separador entre operaciones, o la indicacién de hacer algo
(Kieran, 1981; Kieran y Filloy, 1989; Godfrey y Thomas, 2003)

El entendimiento y significado de las expresiones algebraicas es un obstaculo
epistemoldgico en lo que concierne a la falta de clausura que presentan, que
contrasta con lo que sucede con una identidad aritmética, en la que toda operacion
tiene una respuesta posterior al simbolo de igual (Kieran y Herscovics, 1980; Kieran,
1981; Herscovics 1989; Boulton y Cooper, 1998)

La nocidon de equivalencia algebraica tiene que ver con las propiedades reflexiva,
asimétrica y transitiva de la igualdad, esto no se evidencia en el entendimiento de

los alumnos (Kieran, 1981; Boulton y Cooper, 1998; Godfrey y Thomas, 2003).

Muchos alumnos cuando se les dice piensa un numero no pueden aceptar la
representacion de ese numero como una literal (Kieran y Herscovics, 1980; Kieran
1989).

Esta es una clara evidencia de que exhiben problemas de interpretacién en cuanto
al significado simbdlico de las literales (Kiichemann, 1981; Usisnki, 1988; Akgln y
Ozdemir, 2006), en el enfoque de la actividad algebraica y la naturaleza de las
respuestas. Una de las principales dificultades es la interpretacion de estas letras
como numeros generalizados (Booth, 1989; Boulton y Cooper, 1998), esto indica la
concepcion de los alumnos novatos de que las variables representan numeros

especificos.
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Para entender tal uso de la variable, los estudiantes:

Reconocen e identifican una situacion problema en la que se encuentra presente una
cantidad desconocida que debe de ser determinada... Interpretan simbolos que
aparecen en la ecuacién como la representacion de nimeros especificos...Sustituyen
variables en una ecuaciéon con numeros para generar las relaciones numéricas
reales...Simbolizan las cantidades desconocidas identificadas en una situaciéon

problema y usan tales simbolos para plantear la ecuacién”. (Akgiin, 2006, p. 48 y 49)

Otra consecuencia de la falta de entendimiento de la variable como numero
generalizado es que los estudiantes no operan con ellas (Filloy y Rojano, 1989), lo
anterior da origen a confusiones y dificultades en el proceso de traduccion de un
PVEL.

Cuando los estudiantes, van aceptando que la variable denotada mediante una
literal representa una cantidad desconocida, llegan a la generalizacién de que la
variable vista como incognita en una ecuacion implica la sustitucion de un numero
por una letra. En general, extraen el concepto de que la incognita representa numero

o cantidad desconocida y la representan con la literal x (Kieran 1989).

Es necesario que el alumno reconozca la estructura de la ecuacion como objeto
matematico en el enunciado de los problemas verbales (Paralea, 1998). Se ha
evidenciado que tienen problemas para representarla y simbolizarla, (Kieran 1989;
Herscovics, 1989; Duval, 2006).

En un gran numero de libros de texto se introduce el concepto de ecuacion desde
la solucion de problemas verbales (Kieran y Herscovics, 1980). Sin embargo, esto
ha fallado porque no hay un desarrollo adecuado del significado de las ecuaciones
para los alumnos (Booth, 1989), especialmente en el simbolismo matematico

referente a la relacién de equivalencia (Kieran, 1981; Goodfrey, 2003).
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En Aritmética, los alumnos emplean métodos informales para la traduccion de los
enunciados de problemas verbales dados en lenguaje comun y el planteamiento de
su expresion matematica (Booth, 1989; Paralea, 1998; Kieran, 1992; Puig, 1998).
La estructura del problema involucra una operacion [artimética] que no es la misma
que la implicada en la solucién del problema (Kieran, 1989). En cambio, el Algebra
requiere la formalizacion de procedimientos, esta tensién aritmético-algebraica se
considera como un obstaculo para poder avanzar hacia la generalizacién y en
consecuencia a la formalizacion de los métodos de planteamiento y resolucion de
problemas (Kieran, 1981, 1989; Clement, 1982; Booth, 1989; Kieran y Filloy, 2008).

También, se ha observado que los estudiantes plantean la ecuacion de izquierda a
derecha en el sentido en el que leen el enunciado del problema (Kieran, 1989;
Paralea, 1998).

Ademas, muestran serias dificultades para simbolizar algebraicamente las
relaciones entre las cantidades presentes en el enunciado de un problema verbal
descrito en lenguaje natural (Clement, 1982; Puig, 1998), debido a que tienen la
tendencia a tratar las variables numéricas como si representaran objetos, en lugar
de numeros; para poder entender esta problematica es necesario, dilucidar las
fuentes cognitivas, que provocan estas concepciones erroneas en los estudiantes
(Paralea, 1998; Clement, 1982; Kieran, 1989, 1992)

El reconocimiento y la representacion de los objetos matematicos resulta un
problema para la mayoria de los estudiantes en clase de matematicas, porque no
se les ha ensefado a usar sistemas de representacidon fisico-visual, como
intermediarios para develar la informacién que no es clara a la luz del enunciado del
problema. Las representaciones dadas en este sistema pueden ser: fisica, iconica,
geométricas y diagramaticas. (Paralea y Socas, 1995; Puig, 1998; Duval, 1999).
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El planteamiento de la ecuacion no es una simple traduccion de las frases del
enunciado del PVEL expresadas en lenguaje comun a su ecuacion (Paige y Simon,
1966), este salto implica el entendimiento de la abstraccion que el alumno hace de
los objetos matematicos, como un proceso reductivo, que puede conducir a la

correcta simbolizacion.

En este transito, el alumno tiene que demostrar su capacidad para comprender y
procesar el texto (Nathan, 1992), como manifestacién de la comprension linguistica,
tanto del lenguaje natural, como del matematico, lo que exige a los alumnos la
modificacion de sus concepciones, para poder superar las dificultades, modificar los
obstaculos y corregir los errores, implicados en el proceso de traduccion,
representacion y simbolizacién de una ecuacién (Kieran, 1989, 1992; Puig, 1998;
Paralea, 1998; Duval, 2006; Filloy y Puig, 2008).

2.3 La semiodtica de Raymond Duval

2.3.1 Representaciones semidticas, conversion y tratamiento

Duval sefala la jerarquia y distincidn que tiene el objeto matematico sobre sus
diferentes formas de representacion, existiendo una relacion intima entre éste y el
concepto. Ademas, establece que la confusion entre el objeto y sus

representaciones conduce a inutilizacién de los conocimientos adquiridos.

El autor, enuncia la existencia de dos tipos de representaciones a nivel psicolégico

que son:

las mentales, es decir, todo aquel conjunto de imagenes y de concepciones que un
individuo puede tener sobre un objeto, sobre una situacion y sobre aquello que les
esta asociado. Las representaciones semidticas, es decir, aquellas producciones
constituidas por el empleo de signos (enunciado en lenguaje natural, formula

algebraica, grafico, figura geométrica...) (Duval, 1999, p. 3-4)
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Las representaciones semidticas cumplen las funciones de comunicacion que se
requieren en el desarrollo de toda actividad matematica o matematizacién (Duval,
1999), porque a través de la movilizacion de la representacion, que el estudiante
hace, se conforma e incrementa su cuerpo de conocimientos. Entonces, la
representacion es producida como el resultado del proceso de aprehension e

interiorizacion de la representacion del objeto matematico.

Los procesos cognitivos, relacionados con las representaciones semioticas son: la
semiosis, entendida como su produccion y la noesis, que es la “aprehension
conceptual de un objeto, la discriminacion de una diferencia o la comprension de

una inferencia” (Duval, 1999, p.4).

El incremento de la aprehension y generacidn de representaciones semioticas, se
refleja en un aumento de la capacidad cognitiva de los estudiantes. En contraste,
un pobre manejo de este tipo de representaciones conduce al fendmeno de
encapsulamiento que sucede cuando “el individuo no reconocen el mismo objeto a
través de las representaciones que pueden darse en sistemas semidticos
diferentes” (Duval, 1999, p.6). Este no reconocimiento, se manifiesta en un
“fenomeno de no-congruencia entre las representaciones de un mismo objeto que

provienen de sistemas semioticos diferentes” (Duval, 1999, p.6).

El proceso de sustitucion puede ser aplicado a las representaciones semidticas,
porque pueden ser convertidas en representaciones equivalentes en otro sistema
semidtico, sin perder su significado. Lo anterior, da lugar a la operacion cognitiva
de conversion, que Duval define como un “cambio de la forma en que un

conocimiento esta representado”. (Duval, 1999, p.14)
Para Duval la importancia de las representaciones semiéticas radica en la relacion

de la diversidad de formas representacion en las que el contenido matematico

puede ser representado.
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El autor sostiene que “la operacion de conversion no es ni trivial ni cognitivamente
neutra... no se puede hacer como si el contenido representado fuera separable de
la forma que lo representa, como si la noesis fuera independiente de la semiosis.”
(Duval, 1999, p.15).

Ademas del analisis del papel que juega la semiosis en el funcionamiento cognitivo
en relacion a las dificultades que exhiben los alumnos en el aprendizaje, Duval se
refiere a la necesidad de revelar la “diferenciacion entre representante y

representado, en las representaciones semioéticas” (Duval, 1999, p.15)

Duval retoma el analisis linglistico de Benveniste quien indica que el lenguaje
natural es “la organizacion semiética por excelencia” (1931, p. 61, citado por Duval,
1999, p.15).

A partir de este punto de vista, Duval explica la existencia de tres actividades

cognitivas asociado a los sistemas semiadticos, las cuales son:

En primer lugar, constituir una marca o un conjunto de marcas perceptibles que sean
identificables como una representacion de alguna cosa en un sistema determinado.
Luego, transformar las representaciones de acuerdo con las Unicas reglas propias al
sistema, de modo que se obtengan otras representaciones que puedan constituir una
ganancia de conocimiento en comparaciéon con las representaciones iniciales. Por
ultimo, convertir las representaciones producidas en un sistema de representaciones
en ofro sistema, de manera tal que éstas Ultimas permitan explicitar otras

significaciones relativas a aquello que es representado...
La cuestion de la relacién entre semiosis y noesis concierne Unicamente a los

sistemas que permiten las tres actividades de representaciéon y no a todos los

sistemas semiéticos. (1999, p. 16)
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Para analizar los obstaculos que aparecen en el aprendizaje de los alumnos y por
ende en el desarrollo de sus conocimientos, Duval reconoce la existencia de tres
procesos vinculados intimamente: la diversificacion de los registros de
representacion semibtica, la diferenciacion entre el representante y el representado

y la coordinacion entre los registros de representacion.

Para que una representacion le permita a un sujeto acceder al objeto representado,
es necesario que se cumplan dos condiciones inherentes a la conversion entre

registros de representacion diferentes

que dispongan de al menos dos sistemas semiédticos diferentes para producir la
representacion de un objeto, de una situacion, de un proceso... y que puedan convertir
“‘espontaneamente” de un sistema semiético a otro las representaciones producidas,
sin siquiera notarlo. Cuando estas dos condiciones no se cumplen, la representacién
y el objeto representado se confunden, y no se pueden reconocer dos
representaciones diferentes de un mismo objeto como representaciones del mismo

objeto. (Duval, 1999, p. 17)

Duval establece la diferencia entre la operacién de tratamiento y conversion, a
través del registro de representacién en el que el sujeto la efectua, al sefialar que
“el tratamiento es una transformacién que se efectua al interior de un mismo
registro... un tratamiento, pues, no moviliza mas que un sélo registro de
representacion.... La conversion es... una transformacién que hace pasar de un

registro a otro...” (Duval, 1999, p. 17).

La separacion entre estas dos operaciones, evidencia la necesidad de la puesta en
correspondencia de dos registros de representacion para la conversion. La ausencia
de la conversion entre representaciones conduce al fendmeno de encapsulamiento

de los registros (Duval, 1999).
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Duval toma en consideracion los estudios realizados por diferentes autores para
caracterizar las representaciones, partiendo de la definicion de la relacion de
oposicion entre lo interno/externo y la oposicion consciente/no-consciente, que
surge cuando el individuo observa algun objeto, muchas de las caracteristicas son
percibidas por este, muchos otros atributos se escapan de la percepcion. Asi, la
consciencia y la objetivacion estan relacionadas por el pasaje de lo no-consciente a

lo consciente. (Duval, 1999, p. 18)

En esta relacién surge el papel de la objetivacion como el “descubrimiento por el
sujeto mismo de aquello que hasta entonces no sospechaba, incluso si otros se lo

hubieran explicado” (Duval, 1999, p. 18).

Duval senala que toda representacion consciente tiene un caracter intencional, lo

que posibilita

tener en cuenta el papel fundamental de la significacion en la determinacion de los
objetos que pueden ser observados por un sujeto...es siempre a través de una
significacion que se hace la aprehension perceptiva o conceptual de un objeto... que
presupone la aprehension de una multiplicidad de datos, cuya cantidad y variedad
exceden la capacidad de aprehension simultanea, la aprehensién de esta
multiplicidad como una unidad simple sélo puede hacerse bajo el modo de

significacion. (1999, p. 19)

Respecto a la definicion entre la oposicién externo/interno, el autor explica que lo
externo se conforma de las caracteristicas de un sujeto que son visibles y lo interno
lo que no es observable. En esta forma, surgen las denominadas representaciones
externas, que son producidas por el sujeto, mediante la aplicacion de un sistema
semidtico, adquiriendo el caracter de representaciones semioticas. En contraste,
las representaciones internas pertenecen al individuo en su caracter inconsciente y

no son comunicadas (Duval, 1999).
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En consecuencia, la representacion semidtica es una representacion consciente y
externa que cumple las funciones de obijetivacidn, expresion y de tratamiento
intencional (Duval, 1999). Las representaciones semioticas describen los elementos
del objeto que tienen un valor significante. Por lo tanto, existira una diversidad de
representaciones semioticas, que se pueden clasificar de acuerdo a la conservaciéon

de estos elementos constitutivos del objeto, estas son de dos tipos:

las representaciones analdgicas (las imagenes, por ejemplo, cuyos elementos
conservan las relaciones de vecindad existente entre los elementos del modelo) y las
representaciones no-analégicas, como las lenguas, que no conservan ninguna
relacion del modelo pero que pueden representar operaciones o transformaciones de

éste (Bresson, 1987, p. 941-943, citado por Duval, 1999, p. 20)

Bajo esta perspectiva, Duval sostiene que toda actividad cognitiva precisa de dos
tipos de tratamientos: los cuasi-instantaneos, que son los que el sujeto ejecuta en
forma automatica o inconsciente y los intencionales, en los que el sujeto tiene un
control consciente. Ambos tipos de tratamientos son complementarios (Duval,
1999).

El desarrollo de los tratamientos cuasi-instantaneos tiene una correspondencia con
la experiencia practica que el sujeto tiene en un dominio. Adicionalmente, el autor
sefala que “el caracter inmediato o evidente de una aprehension, perceptiva o
conceptual, implica la puesta en acto de un conjunto de tratamientos cuasi-
instantaneos.” (Duval, 1999, p. 25). En cambio, los tratamientos intencionales

solamente pueden ejecutarse en forma secuencial (Duval, 1999)
El desarrollo de tratamientos cuasi-inmediatos nuevos, surge como un progreso al

procesos de aprendizaje, que depende del paso por la fase de tratamientos

intencionales (Duval, 1999).
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Una importante conclusion al respecto de la relacion entre el aprendizaje y estos
tratamientos, radica en que los tratamientos intencionales, procedurales o
declarativos pueden ser combinados y transformados en tratamientos cuasi-

instantaneos (Duval, 1999).

Las tres actividades cognitivas de la representacion vinculadas a la semiosis (Duval,
1999) son:

1. Laformacion de representacion en un registro semiético de partida, a partir de la
eleccion de caracteres y reglas que conforman lo que se busca representar.

2. El tratamiento de la representacion semiodtica, consistente en su transformacion
dentro del mismo registro semiotico.

3. La conversion de la representacion semiética, cuando la transformacion produce

una representacion en un registro distinto al de registro de partida.

En estas actividades se mantendra la posibilidad de transformacion de las

representaciones, manteniendo invariante su contenido (Duval, 1999).

Para Duval, la produccién y transformacion de las representaciones se manifiesta

mediante las tareas de produccidén y comprension, que se define y caracteriza como:

La produccion de una respuesta, sea un texto o un esquema, movilizan
simultaneamente la formacién de representaciones semioticas y su tratamiento. La
comprension de una cuestién, sea un texto o una imagen, movilizan o bien actividades
de conversion y de formacion o bien las tres actividades cognitivas. (Duval, 1999, p.

26)

Duval describe la actividad de formaciéon de una representacion semiética como el
proceso en el que se actualiza la descripcion del objeto, empleando los elementos

constitutivos del sistema semiético.
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Las etapas de la formacion son:

la designacién nominal de objetos, la reproduccién de su contorno percibido, la
codificacion de relaciones o de algunas propiedades de un movimiento...las
representaciones asi formadas estan, implicita o explicitamente, articuladas en
representaciones de orden superior: frase, imagen, esquema, tabla... (Duval, 1999, p.

26-27)

Duval amplia el concepto de tratamiento al referirse a él como:

la transformacién de una representacion (inicial) en otra representacion (terminal),
respecto a una cuestion, a un problema o a una necesidad, que proporcionan el
criterio de interrupcién en la serie de las transformaciones efectuadas. Un tratamiento
es una transformacion de representacion interna a un registro de representacién o a

un sistema. (Duval, 1999, p. 28)

La importancia del tratamiento interno en el registro de escritura simbdlico-
algebraico, radica en la posibilidad de sustitucion “expresiones nuevas por

expresiones dadas”. (Duval, 1999, p. 28)

En palabras del autor la conversion es explicada como:

la transformacion de la representacion de un objeto, de una situaciéon o de una
informaciéon dada en un registro, en una representacion de este mismo objeto, esta
misma situacién o de la misma informacién en otro registro. Las operaciones que
habitualmente se han designado con los términos “traduccion”, ‘“ilustracion”,
“transposicién”, “interpretacion”, “codificacion”, etc., son operaciones que hacen
corresponder una representacion dada en un registro con otra representacion en otro

registro. (Duval, 1999, p. 29)
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En el contexto particular del planteamiento en una ecuacién de los datos del

enunciado de un problema verbal descrito en lenguaje natural Duval sehala que:

Es la conversion de las diferentes expresiones linglisticas de las relaciones en otras
expresiones de esas relaciones en el registro de una escritura simbdlica... el
contenido de la representacion obtenida puede cubrir sélo muy parcialmente el de la
representacion de partida: la puesta en correspondencia que permite la conversion,
frecuentemente se efectia al precio de una seleccion en el contenido de la
representaciéon de partida y también al precio de una reorganizacién de sus

elementos. (Duval, 1999, p. 29)

En consecuencia, para que pueda suceder la actividad de conversion, el sujeto debe
diferenciar “el sentido y la referencia de los simbolos o de los signos, o entre el

contenido de una representacion y lo que ésta representa.” (Duval, 1999, p. 29).

Es necesario analizar la problematica inherente al establecer si la naturaleza de las
actividades de conversion y tratamiento es la misma, con miras a la adquisicion de

aprendizaje (Duval, 1999).

La conversion de representaciones favorece la coordinacion los registros de
representacion (Duval, 1999). Sin embargo, surgen problemas inherentes a los
cambios de registro, para lo que es necesario analizar la forma en la que se ponen

en correspondencia los registros de representacion, la cual es establecida por la:

correspondencia asociativa entre las unidades significantes elementales constitutivas
de cada uno de los dos registros... [es decir,] una correspondencia término a término
entre las unidades significantes respectivas... de las dos expresiones: es necesaria
una reorganizacién de la expresién dada del registro de partida para obtener la

expresion correspondiente en el registro de llegada. (Duval, 1999, p. 32)
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2.3.2 Criterios de congruencia entre representaciones

semioticas

Las actividades de conversion de representaciones no se pueden favorecer cuando
la coordinacion cambia la naturaleza de las unidades significantes a identificar y su
modo de discriminacion, que es la condicidn necesaria para toda actividad de
conversion, y por tanto, para el desarrollo de la coordinacién de los registros de

representacion.” (Duval, 199, p.54)

Para determinar si dos representaciones son congruentes o no, se precisa iniciar
por segmentarlas en unidades significantes, posteriormente, comparar la
correspondencia de su contenido, en forma directa o por medio de una
representacion alterna que “codifique las representaciones a comparar”. (Duval,
1999, p. 33). Una vez realizado lo anterior es necesario establecer si se cumplen o

no, los tres criterios de congruencia siguientes:

El primero es la posibilidad de una correspondencia “semantica” de los elementos
significantes: a cada unidad significante simple de una de las representaciones, se
puede asociar una unidad significante elemental...

El segundo criterio es la univocidad “semantica” terminal: a cada unidad significante
elemental de la representacion de salida, no le corresponde mas que una Unica
unidad significante elemental en el registro de la representacion de llegada...

El tercer criterio es relativo a la organizacién de las unidades significantes. Las
organizaciones respectivas de las unidades significantes de las dos representaciones
comparadas, conduce a aprehender las unidades en correspondencia semantica

segun el mismo orden en las dos representaciones. (Duval, 1999, p. 34)

En consecuencia, la congruencia entre dos representaciones se establece cuando

se cumplen estos criterios. (Duval, 1999)
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2.3.3 Comprension de textos

El primer paso para lograr la comprension de un texto es el identificar el contenido
cognitivo que lo conforma, que deriva en dos “niveles de organizacion, uno relativo
a los conocimientos expresados y el otro relativo a las estrategias fundamentadas
prioritariamente en los criterios de objetivacién y no de comunicacion.” (Duval, 1999,
p. 219).

La produccion de un texto obedece a su contenido cognitivo y organizacion
redaccional que permitira definir “las variables redaccionales de un texto, es decir,
las variables relativas a la relacion entre estos dos niveles de organizacion y los

modos de explicitacion redaccional del contenido cognitivo.” (Duval, 1999, p. 219).

La situacion de lectura se determina a partir de los factores que cambian las
interacciones entre un lector y un texto, que respectivamente son: “la distancia entre
el contenido cognitivo del texto y la base de conocimientos del lector y... la
diferencia entre la organizacion propia al contenido cognitivo del texto y la

organizacion redaccional del texto”. (Duval, 1999, p. 229).

El texto, compuesto por frases se define bajo la perspectiva linguistica por su
autonomia y por su clausura. Las frases se definen ademas por sus componentes
fonoldgico, sintactico y semantico (Duval, 1999); deben tener una coherencia dentro

de la organizacién del texto, para lo que es fundamental diferenciar,

lo implicito en todo discurso en la lengua natural... significa que la continuidad de un
discurso y, en consecuencia, la coherencia de un texto exige una actividad de
inferencia que no depende so6lo de las reglas propuestas de la lengua, es decir, de un
registro de representacion. La actividad de inferencia debe entonces apoyarse en una
base de conocimientos presupuestos por el redactor del texto... (Duval, 1999, p. 221-

222)
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En consecuencia, la organizacion de un texto puede no ser congruente con la

organizacion de los conocimientos que este texto moviliza. (Duval, 1999).

Todo texto, constituye una forma de discurso complejo. La nocién de redaccion, es
la que permite analizar al texto en relacion con su produccion: la variabilidad
redaccional explica el cambio en la forma que cada sujeto redacta un texto con una

misma tematica, en las que esta presente,

un invariante que llamaremos el contenido cognitivo del texto... que se define...
como el conjunto de los conocimientos que son necesarios para la comprension del
tema tratado, independientemente de los que el texto movilice o presente... en

referencia a los conocimientos de que dispone. (Duval, 1999, p. 223)

La base de conocimientos de los lectores, puede variar de acuerdo a su nivel y
cuerpo de conocimientos, por lo tanto, incide directamente en la comprension de un
texto (Duval, 1999). Para explicar la variacion redaccional es necesario, considerar
que en un texto estan presentes dos tipos de relaciones: lo que esta explicito y lo
que permanece implicito. Asi, las variaciones redaccionales se refieren “a la manera

como se explicita un contenido cognitivo en el texto” (Duval, 1999, p. 224).

La organizacion redaccional de un conjunto de frases en un texto, se relaciona
directamente a un contenido cognitivo. Asi, para poder comprender un texto es

necesario realizar la segmentacion y recontextualizacion.

En la primera etapa, el texto se divide en unidades provenientes de las palabras y
las frases, es la primera operacion para su comprension, que supone la aprehension
de la frase con la integracién en la memoria de corto plazo de la secuencia de las
palabras. En la recontextualizacion, las unidades segmentadas no vuelven a su
posicion original, esta se reorganizan de acuerdo a el contenido cognitivo tematico
tratado. Es a través de la red de relaciones inherente a la organizacion redaccional

del texto. Asi, se propicia una deslinealizacion del texto.
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Sin embargo, se mantienen la idea general o el contenido cognitivo del texto
mediante la inferencia que permite hacer desaparecer las ambigiedades respecto
a la lectura (Duval, 1999).

Duval clasifica la operacion de recontextualizacion, empleando como criterio la
globalidad empleada para reintegrar las unidades producto de la segmentacién, en

la siguiente forma:

La recontextualizacion cognitiva moviliza esencialmente los conocimientos relativos a
las situaciones, a los objetos 0 a las preguntas que el texto evoca, o que trata,
independientemente de lo que la redaccidn del texto explicita...el texto es
comprendido solo a partir de lo conocido sobre el tema que evoca o trata... las
preguntas que permiten la segmentacion cognitiva estan organizadas en una red que
representa los componentes y la estructura de una accioén o de una situacion... Cada
red determina las relaciones entre los lugares que pueden ocupar los segmentos del
texto, permitiendo asi la efectuacion simultanea de las operaciones de segmentacion

y de recontextualizacion...

La recontextualizacion redaccional es la operacién que explicita todas las relaciones
que tienen entre si las unidades discriminadas por segmentacion funcional.... La
comprension de un texto se basa siempre en dos operaciones fundamentales: su
segmentacién en unidades y la recontextualizacion de las unidades obtenidas por
segmentacion. Pero la efectuacion de estas dos operaciones puede tomar formas
diferentes. La combinacién de las diferentes formas de segmentacion y de
recontextualizacion da la manera de clasificar los variados modelos de comprension

de textos que han podido elaborarse. (Duval, 1999, p. 229)
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Los procedimientos que permiten identificar estas unidades dentro del texto, se
relacionan con el razonamiento inductivo y deductivo, que se aplican para realizar
el reacomodo de estas unidades significantes en una nueva redaccion del texto, en
la que se clarifique el contenido cognitivo central del texto. El proceso inductivo
corresponde a la organizacion redaccional porque existe un desconocimiento por
parte del sujeto del contenido cognitivo que moviliza el texto. En contraste, el
proceso deductivo reposa sobre un cuerpo cognitivo que rebasa el contenido

cognitivo que el texto moviliza. En palabras de Duval, la comprension del texto:

depende sélo del proceso inductivo [porque es una forma de] comprension que se
limita a lo que el texto explicita de las situaciones... o los problemas que son tratados,
sin que implique una real comprension... en si mismos. Al contrario, una comprensién
que dependa sdlo del proceso deductivo es la comprensién real de los fendmenos o
de los problemas que el texto trata, pero en la cual la comprensién de la manera como
el texto los explicita es secundario. Y una comprension que dependa de la interaccion
de estos dos procesos es una comprension evolutiva, es decir, que provoca una
modificacion sea en la comprensién de la organizacién del texto o bien en la de las
situaciones, los fendbmenos o los problemas que el texto trata. La comprension

evolutiva es la que permite un aprendizaje a través de la lectura. (Duval, 1999, p. 232)

Para poder llevar a cabo la comprension efectiva del texto, es fundamental
considerar los conocimientos previos del lector y la situacion de lectura que se
conforma por el “conjunto de parametros que juegan simultdneamente en la
seleccion de un proceso de comprension, en la exigencia de su efectuacion y en
sus logros” (Duval, 1999, p. 232). Los dos factores que inciden en la efectividad de
la comprension del texto son: el grado de explicitacion y la importancia de los
elementos que se han dejado implicitos. En la redaccidon de un texto la informacion
que es implicita se dice que esta redaccionalmente mencionada y es a partir de este
tipo de informacién, que surgen las dificultades en la comprensién de un texto,

debido a que el contenido cognitivo no queda del todo claro.
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2.3.4 Representaciones no discursivas y su uso para la

comprension de enunciados de problemas matematicos

Duval, destaca que este analisis de texto “puede extenderse a todos los enunciados
de problemas de matematizacion” (Duval, 1999, p. 233), en la que la traduccién del
enunciado a su expresion simbdlica, exige un cambio de registro de representacion
del lenguaje natural al simbdlico algebraico (Duval, 2006). Asi, la comprension del
texto del enunciado dependera de su extension y linealidad que permitira una
aprehension parcial y sucesiva de las unidades discriminadas. La
recontextualizacidn precisa, una aprehension de las unidades obtenidas en las que
“se puedan percibir las relaciones con otras unidades mas distantes” (Duval, 1999,
p. 238). En consecuencia, el paso del texto al discurso que lo analiza no es directo,
por lo que se necesita la produccion de una “una representacioén no discursiva que
sirva de representacion intermediaria entre el texto a comprender y el discurso que
lo explica” (Duval, 1999, p. 238).

Las representaciones intermedias para lograr el cambio de registro y por ende una
comprension efectiva del texto, se dividen en dos tipos: las que estan centradas en
el contenido cognitivo, que corresponden a la recontextualizacion cognitiva y las que
se centran en el contenido redaccional, que responden a la segmentacion funcional

del texto.

Las representaciones no discursivas centradas en el contenido cognitivo son

definidas por Duval como:

las que representan las relaciones entre los objetos, los estados, las acciones, los
conceptos... Las redes semanticas, los escritos, los escenarios... Estas
representaciones pueden promover registros semioticos diferentes... La caracteristica
de estas representaciones es que siempre son relativas a un contenido cognitivo

determinado....(Duval, 1999, p. 239)
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Las representaciones no discursivas, exhiben un caracter multiple y no existe un
procedimiento especifico para su produccién, porque su elaboracion depende del

contenido cognitivo a representar.

En el contexto de los problemas matematicos, el autor describe el cambio de registro
de representacion y los tratamientos al interior de cada registro para la comprension

de la redaccion del texto del enunciado que es redactado para:

aplicar un tratamiento matematico determinado...a una situacion extra-matematica
del entorno econémico, social o fisico. La descripcién que el enunciado da de la
situacion escogida debe suministrar todas las informaciones necesarias para plantear
el tratamiento matematico a aplicar... El contenido cognitivo de los enunciados de
problemas de matematizacién esta constituido por el tipo de tratamiento matematico
a aplicar. Sélo puede variar la escogencia de las informaciones necesarias para
plantear el tratamiento y la manera de explicitarlas. Enunciados de problemas muy
diferentes pueden entonces tener el mismo contenido cognitivo si su resoluciéon

depende de la aplicacién del mismo tratamiento (Duval, 1999, p. 239)

También, revela que aun cuando los tratamientos se ejecuten en forma efectiva, la
comprension del enunciado del texto puede seguir creando dificultades, en lo
referente al establecimiento de las relaciones entre las unidades significantes del

texto.

El uso de las representaciones no discursivas centradas en el contenido cognitivo,
ofrecen una alternativa para poder subsanar estas dificultades, al establecer las
relaciones no explicitas entre las unidades significantes. La elaboracion de la
representacion no discursiva, es una forma de recontextualizacion redaccional del
texto (Duval, 1999). Este tipo de representaciones permiten evidenciar la informacion

que no es explicita o redaccionalmente mencionada en el texto.
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2.3.5 Traduccion del enunciado de un PVEL del lenguaje

natural a la ecuacioén algebraica desde la semittica de Duval

La traduccion de un enunciado de un problema verbal a una ecuacion, envuelve,
por un lado los tratamientos matematicos, como la sustitucion de las unidades
significantes de la representacion semidética al interior de un mismo registro. Por otro
lado, precisa una trasformacion de la representacion, lo que exige un cambio del

registro, que es inherente a la actividad de matematizacion (Duval, 1999, 2006).

Esta conversion es cognitivamente mas importante porque “conduce a una
economia de medios... potencia la generalizacién” (Duval, 2006, p. 149) para poder
plantear la ecuacion que conduzca a la solucién, sera necesario que el alumno sea
capaz de reconocer el mismo objeto matematico en el contexto del enunciado del

problema descrito en lenguaje comun. Ademas, de

usar menos simbolos que objetos para referirse a ellos. Para ello debe escribir una
nueva expresion usando una operacién aritmética y explicitar una relacién para
traducir el significado de la frase mediante una ecuacion. Asi, obtenemos una
segmentacién semantica de datos problematicos en la expresién linglistica y en la
expresion algebraica; es un primer salto. Pero también hay un segundo salto: en el
tratamiento algebraico de los simbolos de operaciones prevalecen sobre los simbolos
que representan los nimeros... Es esencial que los estudiantes comprendan que las

letras significan niumeros, no objetos. (Duval, 2006, p.146-147)
El planteamiento de la ecuacion a partir del enunciado encierra dos objetos

matematicos: “cantidades desconocidas y relaciones entre cantidades conocidas y
desconocidas” (Duval, 2006, p. 154).
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La traduccion del enunciado engloba dos operaciones de caracter discursivo:

1. Volver a designar las cantidades desconocidas en el enunciado...pero utilizando
una sola letra... para referirse a estos dos objetos. Este primer tipo de operacion
discursiva introduce pues la designacién funcional que no existe en lenguaje natural,
ya que es necesario una frase para describirla. Lo que se llama “eleccién de la
incégnita” corresponde de hecho a una operacion de reduccion del Iéxico utilizable y
a un renombramiento funcional de los otros objetos.

2. Formular una ecuacion. Pero para formular una ecuacion es necesario... establecer
una relacion de equivalencia entre las cantidades desconocidas designadas y la
cantidad conocida. Pero la expresién de esta relacion varia considerablemente de un
enunciado a otro. Puede estar indicada por una frase o por un verbo...A veces no hay

ninguna formulacion explicita que indique esta relacion (Duval, 2006, p.154)

Es evidente, que la nocion que el alumno debe tener de variable en el contexto de
las ecuaciones lineales es ambivalente, por un lado corresponde a un numero
generalizado, entendido como una cantidad desconocida, al momento del
planteamiento de la ecuacién y en la etapa de resolucion corresponde a un numero

unico que satisface la ecuacion.

También, es un requisito indispensable que se establezca una relacién entre esa
incognita y los datos que proporciona el enunciado del problema. Sin embargo, la
dificultad estriba en el reconocimiento de esta cantidad desconocida en el contexto
del problema descrito en lenguaje natural y el establecimiento de la relaciones

internas con los demas datos que proporciona el enunciado del problema.

En este proceso el alumno debe identificar el contenido cognitivo del texto, para
hacer una segmentacion de las frases y palabras en las unidades significantes que
engloban la nocion del objeto matematico, para posteriormente, establecer las

relaciones internas entre ellas.
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En esta etapa del proceso, es donde entra el uso de las representaciones no
discursivas o “representaciones auxiliares que pueden ayudar a los estudiantes a

entender la forma de traducir la informacién dada.” (Duval, 2006, p. 164).

Finalmente, debera simbolizar estas relaciones en una expresion algebraica que
engloba la relacién de equivalencia, que en términos del enunciado del problema
esta especificada en una frase o un verbo, lo que constituye otro punto de dificultad
para los estudiantes (Duval, 1999; 2006), porque precisa la aplicacion de
tratamientos para la sustitucion de los elementos que conforman las relaciones
internas, por simbolos: numeros, literales, operadores y el simbolo de igual, que
son los elementos conformacionales de la expresion algebraica denominada como
ecuacion. En este punto la representacion no discursiva seleccionada debera
satisfacer la condicién de congruencia que precisa “la doble descripcién de texto...
que corresponde a la INTERSECCION DE DOS DETERMINACIONES
SEMANTICAS DIFERENTES...” (Duval, 2006, p. 165), es decir, el significado
flexible que tiene relacion de equivalencia en el sentido del texto, a través del verbo
o frase que la describe y el significado concreto que tiene como igualdad en el

contexto simbdlico algebraico de la ecuacién formulada.

2.4 Generalidades en el diseno del ambiente de

aprendizaje

2.4.1 Modelo de ambientes de aprendizaje

Bransford, Brown y Cocking (1999) propone que el disefio de un ambiente de
aprendizaje implica la modificacién de los paradigmas que el docente posee
respecto a los contenidos que se ensefan a los estudiantes, las estrategias que
emplea para ensenarlos y las formas que tiene para evaluar que los alumnos han
adquirido una serie de conocimientos y habilidades derivados de los contenidos

ensenados.
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Los autores senalan que el cambio en estas concepciones conduce a que el docente
prospecte nuevas metas educativas que se materialicen en el disefio de un
ambiente de aprendizaje que relacione sistematica y equilibradamente a: la
comunidad, el escolar que aprende, el conocimiento y la evaluacion (Bransford y
Brown, 1999).

2.4.1.1 Centrado en el estudiante

El ambiente de aprendizaje se centra en el sujeto que aprende porque el docente
debe poner especial atencion a los conocimientos, habilidades, concepciones y
actitudes previas que el estudiante exhibe ante la comunidad establecida en el
espacio escolar (Bransford y Brown, 1999). En consecuencia, el docente puede
emplear la evaluacidn diagnodstica como un punto de partida en el disefio del
ambiente de aprendizaje (Bransford y Brown, 1999) debido a que le permitira
determinar el nivel inicial de conocimientos del estudiante, los errores conceptuales
que presenta con respecto a los contenidos a abordarse durante la instruccion y asi,
disefar tareas ricas que le permitan a los escolares enlazar sus conocimientos

previos con los nuevos.

Los investigadores explican que el lenguaje y el discurso son componentes
esenciales en el disefio de una ambiente de aprendizaje centrado en el individuo
que aprende (Bransford y Brown, 1999). En este ambito el docente debe atender al
tipo de Iéxico que los estudiantes emplean, que en un primer momento puede ser
informal porque es producto de una comunidad que se encuentra inmersa en una

cultura especifica.

Sin embargo, al paso de la instruccion este lenguaje debe ser gradualmente
modificado y llevado al terreno del discurso cientifico. En este proceso de
formalizacién el estudiante crea, modifica y construye un nuevo lenguaje a partir de

la resignificacion de los elementos que componen su cuerpo cognitivo y conceptual.
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En esta resignificacidon cognitivo-linglistica se intersectan los componentes del
ambiente de aprendizaje que estan centrados en el que aprende y los que se
enfocan en los conocimientos (Bransford y Brown, 1999), porque el proceso de
aprendizaje inicia con la modificacién de las concepciones iniciales de los alumnos
respecto a un contenido u objeto especifico y la creacion del nuevo significado de

este.

2.4.1.2 Centrado en los conocimientos

El lenguaje y las habilidades son una forma en la que los escolares manifiestan sus
conocimientos. En consecuencia, el docente debe guiar y monitorear el desarrollo
de las habilidades metacognitivas de los estudiantes, con miras a que el alumno sea
capaz de: resolver problemas al transferir y aplicar los conocimientos que ha
adquirido al paso de la instruccion, conducir un aprendizaje autbnomo basado en la
comprension y desarrollar las grandes habilidades del pensamiento (Bransford y
Brown, 1999).

En este contexto, los autores exponen que es indispensable que el docente
considere los contenidos y el tipo de tareas que le permitan al escolar el desarrollo
de una comprensién a profundidad de los conceptos, objetos, hechos, fenémenos y

procesos propios de una disciplina (Bransford y Brown, 1999).

El aprendizaje a profundidad implica la construccion del sentido y significado de
tales informaciones por parte del estudiante (Bransford y Brown, 1999) que se
manifiestan a través su discurso oral u escrito, en el que verbalizan la conexion entre
los conocimientos adquiridos, especifican las diferentes formas de representarlos y

explican diferentes fendmenos o procesos que implican dichos conocimientos.

79



2.4.1.3 Centrado en la evaluacion

En consecuencia a lo anteriormente expuesto, el docente debe disefiar una
evaluacion que le permita determinar el grado de avance en la adquisicion y
construccion de los conocimientos que cada uno de los estudiantes que conforman
la comunidad poseen con respecto a los contenidos que contempla la instruccion
(Bransford y Brown, 1999). La evaluacién del proceso de aprendizaje o formativa se

prioriza sobre la evaluacién aditiva o de los resultados.

La retroalimentacion es un elemento esencial de la evaluacion formativa (Bransford
y Brown, 1999), porque permite que los estudiantes conozcan su grado de avance
en el proceso de aprendizaje, con lo que se propicia el autoconocimiento en cuanto
a lo que el escolar es capaz de hacer y las areas en las que se requiere que ponga

mas énfasis.

Bransford, Brown y Cocking (1999) destacan que el docente debe disefiar una
evaluacion formativa orientada a profundizar en la compresion de los conceptos,
hechos, fendmenos y procesos abordados en la instruccion y no en su
memorizacién, por lo que puede emplear pruebas de desarrollo escrito que
contengan problemas que se pueden resolver de diferentes maneras, asi los
estudiantes deberan hacer una comparacion de las posibles soluciones y podran

explicar las diferencias y semejanzas existentes.

Los autores sugieren el portafolio de evidencias de aprendizajes como otro
instrumento que permite llevar a cabo la evaluacién formativa. En este portafolio, el
estudiante conserva los trabajos producto de las tareas desarrolladas durante la
instruccion, con lo que al momento de la retroalimentacion y evaluacion aditiva,
puede rastrear su nivel de avance en el aprendizaje de los contenidos abordados

en la instruccién (Bransford y Brown, 1999).
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Los investigadores destacan que las tareas ricas permiten equilibrar el conocimiento
de los contenidos y el desarrollo de las habilidades que el escolar debe exhibir como
producto de la adquisicion y construccion de conocimientos, después haber recibido
la instruccion (Bransford y Brown, 1999). En consecuencia, estas tareas tienen una
doble funcion: permiten evaluar el desarrollo proceso de aprendizaje y evidenciar

sus resultados.

2.4.1.4 Centrado en la comunidad

Finalmente, Bransford, Brown y Cocking (1999) explican que el docente necesita
considerar en el disefio del ambiente de aprendizaje a la comunidad, conformada
por los estudiantes que se encuentran en el espacio del salon de clases. Dentro de
esta comunidad existe una serie de normas no escritas que se ponen de manifiesto
durante la instruccion (Bransford y Brown, 1999), estas normas son producto de la
combinacion de las diferentes concepciones que el docente tiene respecto a la
educacién, la ensefianza y el aprendizaje, el curriculum real y el oculto de la
institucion en la que se imparte la catedra, la experiencia y concepciones producto
de los aprendizajes previos y de las normas particulares de vida que tiene los

integrantes de la comunidad.

Por lo tanto, estas normas inciden directamente en la promocién o estancamiento
del aprendizaje (Bransford y Brown, 1999), por lo que el docente debe clarificar sus
concepciones, expectativas y practicas respecto a las reglas o normas que deben

predominar durante el proceso de instruccion.
Ademas, constantemente debera observar cuales son las normas que estan

impactando en forma negativa en el proceso de aprendizaje, ya sean producidas
por el mismo o por los estudiantes e idear estrategias para su modificacion.
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2.4.2 Diseno del ambiente de aprendizaje para la instruccion

enfocada en la traduccion de los PVEL

Las tareas matematicas son parte de la actividad que se desarrolla en ambiente de
aprendizaje, permiten abordar una idea matematica en particular (Steiny Schawan,
2011), que promueva en los estudiantes la ampliacién y modificaciéon de sus
concepciones respecto a los objetos de estudio. Ademas, de que les permita

establecer conexiones entre estas concepciones (NCTM, 2000).

En el presente trabajo se busco disefiar tareas matematicamente ricas que den
oportunidades de aprendizaje para todos los alumnos (NCTM, 2000, CCSSI, 2012).

Estas tareas se prospectaron enfocandose en los contenidos y su significado para
quienes las desarrollan (Kieran, 2008). Entre sus principales caracteristicas
destacan su flexibilidad, apertura, contextualizacion en relaciéon a la experiencia y

proximidad de los intereses de los alumnos (Yoshinori, 2012; Stein y Schwan, 2011).

Este tipo de tareas tienen la doble funcién de promover el aprendizaje y servir como
medio de evaluacion (NCTM 2000; CCSSI; 2012).

El disefio de la tarea, parte de una relacion entre el conocimiento nuevo que se
busca que el alumno construya a través de la resignificacion, ampliacion vy

formalizacién con sus conocimientos previos (Bransford y Brown, 1999).

La tarea es una propuesta que desencadenara una o varias actividades, entendidas
como procesos mentales que se traducen en acciones especificas (Stein y Schwan,
2011), que el alumno exhibe como resultado del aprendizaje alcanzado; este no es
uniforme para todos (Grabinger y Dunlap, 1995), obedece a progresiones propias
de cada estudiante (CCSSI, 2012), producto de los procesos individuales del

pensamiento.
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En este orden de ideas, resulta fundamental que todos alumnos entiendan los
elementos de una tarea a abordarse durante el proceso de instruccion, para que
puedan dimensionar lo que se espera de ellos y se minimice la ansiedad (CCSSI,
2012; Stein y Schwan, 2011).

En complemento a la anterior idea, en el ambiente de aprendizaje se busca la
negociacion de significados de las ideas matematicas medulares de los contenidos
abordados, que a su vez son consecuencia de la naturaleza de las Matematicas

bajo la que se disend la tarea (Bransford y Brown, 1999).

El enfoque de Matematicas con la que disefaron las tareas del presente trabajo, se
centra en las ideas propuestas por Raymond Duval (1999; 2006), referentes al
proceso de matematizacion implicado en la traduccién de los enunciados de los
PVEL descritos en lenguaje comun y su relacion con la habilidad de los alumnos
para cambiar del registro de representacion del lenguaje natural al algebraico,
empleando representaciones no discursivas, a través de las actividades de

conversion y tratamiento.

En cuanto a la estructuracion de cada tarea, se especifica la relacién entre el
conocimiento a abordarse y el previo, que se traduce en el contenido base de la
tarea principal, que a su vez, se subdivide en tareas menores que responden al
orden de la progresidn cognitivo-conceptual que se pretende que el alumno transite
(CCSSI, 2012; Bransford y Brown, 1999).

En un primer momento, los tratamientos matematicos iniciales de estas tareas son
de caracter intencional, siendo la pretension superior que se transformen en
tratamientos cuasi-inmediatos (Duval, 1999) y metacognitivos, que conduzcan a la
automatizacion (Bransford y Brown, 1999). En este salto, esta siempre presente la
inter-conversion entre los registros de representacion, que implica una conexion
entre conceptos y procedimientos y el entendimiento del significado del objeto

matematico estudiado, independientemente de su representacion (Duval, 2006).
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La forma de presentar la tarea a los alumnos, depende en gran medida de la
representacion inicial y el registro de partida; en relacion con las actividades de
conversion y tratamiento necesarios para generar la representacion final (Duval
1999, 2006). La presentaciéon de la tarea propicia la aparicién de las multiples y
simultaneas interacciones que surgen en el ambiente de aprendizaje al interior del
aula. Estas interacciones pueden ser: alumno-alumno, alumno-profesor y alumno-
tarea (Planas, 2009). Esta ultima implica la forma de trabajo seleccionada para
desarrollar la tarea, que pretendiendo ser matematicamente rica no obedece a
contextos limitados por el tiempo o el programa, debido a que requieren la
maduracién en la reflexion por parte de los alumnos entorno a sus procesos de

aprendizaje (Stein y Schwan, 2011; Yoshinori, 2012).

Los métodos de trabajo combinan la forma individual, en grupo pequefio y grupo
operativo (Panitz, 1995; NCTM, 2000; Planas, 2009, 2011; Borquez, 2012; Lépez y
Lopez, 2003), que se implementan en diferentes momentos de una sesion,

dependiendo del propdsito de la progresidon tematica que se esté desarrollando.

En la forma individual, el alumno trabaja con tareas diferenciadas, que le permiten
al profesor visualizar, orientar y evaluar la adquisicion de conocimientos, el
despliegue de habilidades y las formas de razonamiento empleadas por el alumno
(NCTM, 2000).

El trabajo individual promueve la reflexion en los estudiantes en torno a sus
procesos de aprendizaje, significado y construccion de los conceptos, manejo de
los procedimientos y la aplicacion del conocimiento adquirido a la resolucién de
problemas (CCSSI, 2012). Los métodos de trabajo individuales en combinacion con

tareas especificas, se aplican dentro y fuera del aula.
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El trabajo en grupo pequefio, es una forma de trabajo colaborativo (Panitz, 1995)
que conduce a la construccion del conocimiento (Borquez, 2012) la unificacion de
los significados, a través de su socializacién y negociacion (Skovmose, 2013),

producto de las interacciones cara a cara (Planas, 2011).

El trabajo en grupo pequefio en el aula, se traduce en el proceso de estimular la
actividad de compartir, negociar y comparar nociones, opiniones e ideas y la
conformacién de las explicaciones matematicas entre todos los miembro del equipo,
en el que cada individuo distingue su funcioén y lugar, lo que permite una aportacion

de conocimientos proporcional a la exigencia del mismo equipo (Skovmose, 2013).

El trabajo cooperativo (Panitz, 1995) se basa en un intercambio de opiniones
abierto, en el que el didlogo efectivo es crucial, porque a través del lenguaje se

construyen y dan sentido a las ideas que proponen los miembros de la comunidad.

El trabajo a nivel grupal que se pretende alcanzar, corresponde a la forma,
organizacion y caracteristica de los grupos operativos (Pansza, 1986) que permiten
la adaptacion del sujeto al grupo y del grupo con el sujeto (NCTM, 2000) lo que
implica un cambio personal y la creaciéon de nuevos vinculos con su grupo de
trabajo. El trabajo grupal se logra mediante los debates direccionados en gran

grupo, una vez que se ha reflexionado individualmente y se ha debatido en pequeno

grupo.

Las técnicas empleadas bajo la forma de trabajo individual fueron: documento en
un minuto, evaluacién en una palabra (Herran, 2011), mapa conceptual (Bixio,
1998). En la modalidad grupo pequeno las técnica utilizadas correspondieron a: el
estudio del caso y solucion estructurada de problemas (NCTM 2000; Eggen, 2005).

A nivel grupal la utilizada en todas las sesiones fue el debate (Villalobos, 2002).
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Las representaciones no discursivas que se emplearon en este trabajo para apoyar
la traduccion de los enunciados de los PVEL del lenguaje natural a su
correspondiente ecuacion algebraica, fueron de tres tipos: geométricas (Puig y
Cerdan, 1988; Paralea y Socas, 1995) que son representaciones lineales;
diagramas relacionales (Clement, 1982; Puig y Cerdan, 1988;); en las que se usan
nodos y flechas; y matriciales (Puig y Cerdan, 1988; Brufio, 2011) que corresponden
a tablas de doble entrada en los que se visualiza el estado de las cantidades
involucradas en la formacion de las relaciones entre la incognita y las cantidades
conocidas. En el Anexo 3 se especifican a detalle los gréaficos y caracteristicas

generales de estos tres tipos de representaciones no discursivas.

La evaluacién de los aprendizaje alcanzados por los alumnos, esta intimamente
conectado con las caracteristicas de las tareas matematicamente ricas (NCTM,
2000; CCSSI, 2012), porque como producto de la adquisicion de conocimientos y el
desarrollo de habilidades, se generar las evidencias que permiten valorar el
progreso de los estudiantes en este proceso, es decir, constituyen la evaluacion
formativa (Lafourcade, 1969; Pimienta, 2008).

La relacion entre los instrumentos y los criterios es fundamental para la evaluacién
(Pimienta, 2008). Los instrumentos corresponden al tipo de evidencias generadas,
producto del método de trabajo empleado en el desarrollo de la tarea, que
responden a criterios cualitativos y cuantitativos especificos, que a su vez estan
subordinados a los propésitos de la tarea y al desarrollo de la progresion cognitiva
(Bransford y Brown, 1999, CCSSI, 2012).

Un componente esencial en todo proceso de evaluacion, es la retroalimentacion
continua por parte del profesor y de los pares (Pimienta, 2008), porque
desencadena la reflexion en los estudiantes, en torno a sus procesos de

aprendizaje.
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La retroalimentacion por parte del docente, puede generar cierto grado de ansiedad
en el alumno (Planas, 2009), especialmente a nivel medio superior, debido al
proceso de cambio psicoemocional en el que se encuentra el adolescente, que
resulta en un factor que impacta directa y constantemente en el ambiente de
aprendizaje (Bransford y Brown, 1999). En contraste, la evaluacioén entre pares, es
una forma de evaluacion que es aceptada por los estudiantes mas naturalmente
(Sancho, 2014), por lo tanto, debe estar disefiada en forma adecuada por parte del

docente para que logre su propdsito.
La autoevaluacion resulta como producto de la retroalimentacion y la evaluacién

entre pares (Bixio, 1998), porque es el resultado de la reflexién del alumno respecto

a su aprendizaje.

87



CAPITULO 111
METODOLOGIA



Introduccion

El proposito de este capitulo consiste en describir las acciones practicas que se
llevaron a cabo para la realizacion de este trabajo. Estas acciones estan orientadas
a determinar de qué manera y en qué proporcion la instruccion fundamentada en el
uso de representaciones no discursivas del tipo geométrico, grafico y matricial,
permite revelarle, a los alumnos que cursan el primer semestre del bachillerato, la
informacion que no es explicita en el enunciado de un problema verbal de
ecuaciones lineales. En este capitulo se expone brevemente la conexién entre la
investigacion y la didactica, se describen resumidamente diferentes tipologias de la
investigacién con las que se puede hacer una caracterizacion del presente trabajo.
También, se explican las etapas de disefio metodoldgico, tanto para la instruccion
como para la evaluacion, su implementacioén, la recopilacion, procesamiento y el

analisis de los resultados de la evaluacion.
3.1 El vinculo de la investigacion y la didactica

La investigacion en un sentido estricto consiste en un proceso de busqueda para
dar respuesta a una problematica respecto a un objeto de estudio previamente
delimitado (Briones, 2003; Martinez, 2006), [es decir, es un proceso que permite
generar un conocimiento factual, formal y cientifico mediante la observacién (Quiroz,
2003)]. Emplea una serie de estrategias, métodos y técnicas con las que pueden
recolectar, procesar, sistematizar y analizar una serie de datos producto de las

observaciones realizadas (Rojas, 1991).

La didactica es la ciencia que estudia todo lo relacionado al proceso educativo, es
decir, todos los factores que influyen e intervienen en el disefio de un ambiente de
aprendizaje (Bransford y Brown, 1999), en este proceso el docente emplea
estrategias, métodos y técnicas para disenar, implementar, analizar y evaluar el

proceso de ensefianza-aprendizaje (NCTM, 2000; Quiroz, 2003).
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La investigacion y la didactica comparten caracteristicas metodoldgicas en comun
(Quiroz, 2003): ambas emplean el método cientifico, establecen un objeto de
estudio y plantean interrogantes en torno a este que intentan responder. El disefo
metodologico considera estrategias, métodos y técnicas que producen resultados
que tras su analisis, permiten caracterizar al objeto de estudio. Esta relacion
metodoldgica entre la investigaciéon y la didactica propicia que los docentes
transformen su practica en un proceso de investigacion, al alinear indirectamente
los propdsitos de ensefianza-aprendizaje como parte de los propdsitos de
investigacidn en torno a alguna cuestion o problematica de interés observada en el

proceso educativo (Quiroz, 2003; Briones, 2003).

3.1.1 Metodologias de investigacion en Educacion Matematica

En Educacion Matematica existe una multiplicidad de metodologias empleadas para
el disefio de una investigacion (Schoenfeld, 2000), esta diversificacion es
consecuencia de la combinacion de elementos provenientes de metodologias de
varias disciplinas como son la Pedagogia, la Psicologia, la Sociologia, la Historia, la
Antropologia, la Linguistica y las Matematicas (Santos, 2006). Es decir, todas estas
disciplinas abordan el mismo objeto de estudio desde sus perspectivas particulares.
En consecuencia, es necesario que el docente tenga cierta formacion como
investigador, lo que implica un conocimiento basico de la metodologia de
investigacion puramente cientifica, ademas de que tenga la habilidad de aplicar este
cuerpo cognitivo a su practica docente (Quiroz, 2003). Asi, simultaneamente, el

objeto de instruccion se transforma en objeto de investigacion.

En la Figura 2, se presenta un diagrama que muestra un resumen de los tipos de
investigacion (Rojas, 1991; Basoredo, 2008; Corral, 2010; Quiroz, 2003; Briones,
2003), que nos permitiran elaborar la caracterizacién metodolégica del presente

trabajo que se describe en la siguiente seccion.
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se dividen
Por el estilo

de didactico

Ayuda al método
a conseguir sus

propésitos

como
técnica

Investigacién

puede ser

se
dividen

Se centra en analizar en
Se centra en anallzar las cualidades del
cuantitativamente objeto de estudio
algin aspecto del como una totalidad
objeto de estudlo
se
w dividen en
I Hermenéutico | | Fenomenolégico | I Etnogréfico I
Interpreta Comprende realidades Describe la forma de
realldades humana vivencladas por otras vida de grupos
complejas personas humanos

Figura 2. Tipos investigacion.

3.2 Caracterizacion metodoldgica

Para poder realizar una caracterizacién del trabajo desarrollado desde el punto de
vista metodoldgico, es necesario precisar algunas consideraciones para clarificar y
delimitar hasta qué punto el presente trabajo puede ser considerado de

investigacion.

En la perspectiva pedagogico-didactica el presente trabajo puede considerarse una
intervencion en la instruccion, en la que se pretende mejorar y modificar el proceso
que los alumnos de primer semestre de bachillerato realizan en cuanto a la
traducciéon del enunciado de un PVEL del lenguaje natural y su correspondiente
conversion a la ecuacion que haga factible su solucién, empleando como mediador
en la transformacion el uso de representaciones no discursivas (Duval 1999; 2006).
Para tal fin, empleamos la metodologia descrita por Bransford y Brown para el
disefio del ambiente de aprendizaje (1999), ademas de tratar de incorporar

elementos de los estandares que propone el NCTM (2000).
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En virtud de que esta intervenciéon busca modificar un aspecto especifico de la
instruccion [traduccidn del enunciado y su conversion a un forma simbdlico-
algebraica], surgen en torno a este cambio y sus resultados, una serie de
interrogantes que transforman nuestro trabajo pedagdgico en un trabajo de

investigacion (Schoenfeld, 2000).

Este trabajo puede considerarse interdisciplinario (Santos, 2006), debido a que
combina aspectos teoricos y practicos provenientes de diversas areas del
conocimiento. En el aspecto matematico se consideraron los contenidos referentes
a variable como incégnita, igualdad, ecuacién, y problema verbal, como objetos
matematicos incorporando su naturaleza, caracteristicas, propiedades,
representaciones y operaciones (Potapov y Alexandrov, 1980; Baldor, 1997;
Tartakov, 2009). En el ambito linguistico (Ricoeur, 1995; Duval, 1999, 2006) se trato
de introducir los aspectos necesarios para la traduccién del enunciado del PVEL
descrito en el lenguaje comun, como son: la redaccion, la estructura del texto y su
segmentacion sintactica y semantica, que son indispensables para su comprension.
En el aspecto pedagogico y didactico se busco incorporar todos los elementos
tedricos y practicos necesarios para fundamentar la intervencién en la instruccion
(CCH, 1999; Bransford y Brown, 1999; NCTM, 2000; Stein y Schwan, 2011; CCSSI;
2012). En el aspecto filosofico fue necesario analizar el caracter epistemolégico de
los objetos matematicos implicados en un PVEL (Godino y Batanero, 2009), revisar
algunas las corrientes filosoficas que sustenta el marco tedrico semiético propuesto
por Raymond Duval (1999) [asi como diversas teorias del aprendizaje, las corrientes

en la didactica y los paradigmas en los métodos de investigacion].
Tomando como referencia las tipologias descritas en el diagrama de la Figura 2,

trataremos de caracterizar algunos aspectos del trabajo realizado desde la

perspectiva de la investigacion.
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La investigacién realizada fue de tipo social (Rojas, 1991) y de campo (Rojas, 1991;
Quiroz, 2003; Rosado, 2003) porque de alguna manera se busco establecer
relaciones e interacciones entre los factores socioldgicos, psicoldgicos y educativos
dentro de un grupo social conformado por estudiantes del primer semestre de
bachillerato del CCH. También, es posible considerar el trabajo como investigacién
descriptiva (Rojas, 1991; Quiroz, 2003; Rosado, 2003) porque se pretendié hacer
una descripcion, analisis e interpretacion de los resultados obtenidos tras la
instruccidn para poder dar respuesta a las preguntas de indagacion previamente

planteadas.

En cuanto a los paradigmas de los que derivd la metodologia de investigacion
(Quiroz, 2003; Martinez, 2006), se podria considerar como fenomenolégica, debido
a que se trato de caracterizar la realidad vivencial del grupo de estudio en cuanto a
su naturaleza, experiencia y estructura. Se incorpora parcialmente el paradigma
hermenéutico (Quiroz, 2003; Martinez, 2006), porque se realizé una interpretaciéon
de la realidad vivencial a través del analisis de los resultados derivados de

instruccion.

Fundamentalmente, el analisis de los resultados se realizd mediante técnicas
cualitativas (Rojas, 1991; Briones, 2003; Quiroz, 2003) como el analisis de
contenido por racimos (Bermudez, 1986) para: caracterizar la segmentacion
semantica del enunciado del PVEL, analizar las caracteristicas de las
representaciones no discursivas empleadas por los alumnos y sus concepciones
respecto a los objetos matematicos implicados en un PVEL [variable como
incognita, igualdad y ecuacion]. El aspecto cuantitativo de la investigacion, radica
en que los resultados derivados del analisis cualitativo fueron procesados y tratados
mediante técnicas de estadistica descriptiva para obtener sus proporciones y
frecuencias de incidencia (Rojas, 1991; Briones, 2003; Quiroz, 2003). La calificacién
[numérica] de los instrumentos de evaluacion (Lafourcade, 1969; Pimienta, 2008),

es una forma de cuantificacion de los resultados de la evaluacion.
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3.3 Perfil sociodemografico y académico de los

alumnos del CCH

En cuanto a las caracteristicas de los adolescentes que ingresaban al CCH previo
a la actualizacion del Plan y Programas de Estudios en el afio de 1996, se realizd

un diagnéstico del perfil de ingreso, en que destaca que:

se trata de alumnos jovenes... con deficiencias serias en aspectos fundamentales, tales como
comprension de lectura y en conocimientos y habilidades matematicas; carentes de espacios
fisicos para el trabajo auténomo y originarios de ambientes lejanos a la cultura universitaria
(CCH, 1996, p. 21).

Adicionalmente, se expone que los porcentajes de aciertos en los examenes de
diagndstico de conocimientos y habilidades matematicos, que se aplicaron en los
afos 1992, 1993 y 1994, oscilan entre el 31.9 % y 35.6 % para el rubro de
conocimientos y para las habilidades entre el 31 % y 56.7 % (CCH, 1996).

Los datos anteriores, ponen de manifiesto el hecho de que los alumnos necesitan
orientacion y guia para desarrollar los conocimientos, habilidades y capacidades

basicas para tener un desempefio escolar exitoso.

También, se hace referencia en el documento, al fendbmeno de no acreditacion,
provocado por el bajo rendimiento escolar, el ausentismo y los problemas
institucionales. El documento expone que la eficiencia terminal para las 10
generaciones precedentes a 1993 fue del orden del 30% (CCH, 1996).

Las caracteristicas sociodemograficas y académicas de los estudiantes que
ingresan al CCH han cambiado a lo largo de los afios, los datos estadisticos de la
generacion 2014 formada por 30 033 estudiantes muestran este hecho. El 52.2 %
de alumnos de la generacion 2014 son hombres y el 47.8 % son mujeres (UNAM,
2014).
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La distribucion de edad de los estudiantes asignados al CCH en el afio 2014 que
tenian menos de 14 afos fue del 23.4 %, los de 15 afnos el 58.2 %, los de 16 afios
el 12.1 % y los mayores de 17 afios el 6.3 % (UNAM, 2014).

El promedio de secundaria es un indicador que permite inferir la probabilidad de
egreso regular del bachillerato de un alumno. Para la generacion 2014, el 26 % de
los alumnos que ingresaron obtuvieron promedio de entre 7.y 7.9, el 37 % se
encontraban en el rango de 8.0 a 8.9 y el 36 % se ubicaron en el intervalo de 9.0 a
10 de calificacion (UNAM, 2014).

En cuanto a las costumbres de estudio (UNAM, 2014), el 63.2 % siempre estudia
solo, el 30.8 % lo hace frecuentemente y el 6 % esporadicamente. Al estudiar el
49.1 % siempre lee todo el tema, el 42.8 % frecuentemente, el 6.96 % lo hace

esporadicamente y 0.96 % nunca lee la totalidad del tema.

En lo referente a la resolucién de ejercicios para reafirmar el tema el 23.8 % de los
estudiantes lo realiza siempre, el 36.3 % frecuente, 36.3 % esporadicamente y

11.8 % nunca.

El principal sostén econémico de la familia de los estudiantes (UNAM, 2014) lo
constituyen ambos padres en el 97 % de los casos y en el 3 % de ellos es el mismo
alumno o su conyuge. El 80.7 % de los alumnos tienen una distribucion del ingreso
familiar mensual menor a 6 salarios minimos y el 19.3 % tiene un ingreso superior
a 6 salarios minimos. El 84.3 % de los estudiantes no laboran, el 16.3 % laboran en

empresas y negocios familiares.
El 34.8 % de los alumnos tiene computadora personal y el 65.2 % no cuentan con

esta herramienta. ElI 87.6 % de los estudiantes tienen teléfono celular y el 11.6 %
no poseen este dispositivo (UNAM, 2014).
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3.3.1 La poblacion de estudio

El estudio se realizé a un grupo de 32 estudiantes de primer semestre, del Colegio
de Ciencias y Humanidades, del plantel Naucalpan turno vespertino. Para
aproximarse a algunas caracteristicas generales del grupo de estudio, se aplicé un
cuestionario que se ubica en el Anexo 4, en su disefio se considerd: el género, la
edad, el lugar de residencia, las condiciones familiares, las habilidades sociales y el

manejo de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC's).

El 53 % de los estudiantes que participaron en el estudio son mujeres y el 47 % son
hombres. El 6.3 % de los alumnos tenian 14 afios al momento de aplicar el examen
diagnostico, el 43.8 % contaba con 15 afios y el 49.9 % con 16 afios. El 15.6 %

viven en el Distrito Federal y el 84.4 % en el Estado de México.

En lo referente a las habilidades sociales, al 93.8 % de los estudiantes le gusta estar
con sus amigos en la escuela y al 6.2 % le gusta estar solo; al 62.5 % le gusta

trabajar en pequefio grupo y al 37.5 % le gusta trabajar individualmente.

El 34.4 % de los alumnos viven con ambos Padres, el 50 % de los estudiantes viven
unicamente con su Papa, el 12.5 % de los escolares viven con su Mamay el 3.1 %

viven con otros familiares.

El 87.4 % de los estudiantes tienen de 1 a 2 hermanos, el 6.3 % tienen de 3 a 5

hermanos y 6.3 % mas de 5 hermanos.

El 87.5 % de los alumnos cuentan con equipo de cémputo en casa con acceso a
internet y el 12.5 % no cuenta con este recurso. El 3.1 % usa internet una vez por
semana, el 12.5 % lo hace 2 veces y el 84.4 % accede a la red mas de tres veces

por semana.

Todos los alumnos cuentan con teléfono celular y con acceso a Facebook.
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3.4 Diseno del ambiente de aprendizaje

3.4.1 Diagnostico académico inicial

Se aplicé una prueba diagndstica [Anexo 5] inicial (Lafourcade, 1969; Pimienta,
2008), para establecer el nivel de conocimientos de Aritmética y Algebra que
poseian los alumnos al inicio de la instruccion. Los contenidos considerados para el

disefo de la prueba son los siguientes:

l. Operaciones aritméticas

a. Suma y resta de numeros reales: Uso del inverso aditivo en la
identidad aritmética (CCSSI, 2012; Kieran, 1981; 1989), como una
operacion de tratamiento dentro del registro aritmético (Duval, 1999).
En el aspecto algoritmico, la suma y la resta con numeros enteros y
fraccionarios; que pueden ser vistos como tratamientos, debido que
generan expresiones equivalentes entre numeros fraccionarios
(Potapov y Alexandrov, 1980; CCH, 1996; Baldor, 1997; Tartakov,
2009; Olguin y Popoca, 2012; CCSSI, 2012; Bautista y Flores, 2013;
Becerril y Castro, 2013; Garcia y Landa, 2013; Mendoza y Moreno,
2013).

b. Multiplicacion de numeros reales: La correspondencia entre la suma 'y
la multiplicacion de numeros enteros (NCTM, 2000; CCSSI, 2012),
entendida como un tratamiento dentro del registro aritmético (Duval,
1999; Kieran, 1981). En el aspecto algoritmico, la obtencién del
producto de uno o varios numeros enteros y fraccionarios, en el que
se aplican: las leyes de los signos, el uso de paréntesis, y se aborda
la jerarquia de las operaciones de suma y resta (Potapov vy
Alexandrov, 1980; CCH, 1996; Baldor, 1997; Tartakov, 2009; Olguin y
Popoca, 2012; CCSSI, 2012; Bautista y Flores, 2013; Becerril y
Castro, 2013; Garcia y Landa, 2013; Mendoza y Moreno, 2013).
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c. Divisibn de numeros reales: La divisibn como un tratamiento

matematico, corresponde a un caso de identidad aritmética (Kieran,
1981; Duval, 1999). La idea de divisibn como un cociente (Baldor,
1997). La operatividad algoritmica de la divisibn con numeros enteros
y fraccionarios, en la que se emplean: las leyes de los signos, el uso
de los paréntesis y la jerarquia de la division, con respecto a las
operaciones de suma, resta, multiplicacion (Potapov y Alexandrov,
1980; CCH, 1996; Tartakov, 2009; Olguin y Popoca, 2012; CCSSI,
2012; Bautista y Flores, 2013; Becerril y Castro, 2013; Garciay Landa,
2013; Mendoza y Moreno, 2013).

Operaciones algebraicas.

Suma, resta, multiplicacién y divisiéon de términos algebraicos: Uso del
inverso aditivo, como una operacion de tratamiento dentro del registro
algebraico, que se relaciona con la ecuacion entendida como la
igualdad entre expresiones algebraicas (Vinogradov, 1971; Guelfond,
1979; Potapov y Alexandrov, 1980; Baldor, 1997; Duval, 1999;
Uspensky, 2000; Godfrey y Thomas, 2003). En el aspecto algoritmico,
se abordan contenidos similares a los descritos para el caso
aritmético, con la salvedad de que se tratan expresiones algebraicas
que combinan literales y numeros (Potapov y Alexandrov, 1980; CCH,
1996; Tartakov, 2009; Olguin y Popoca, 2012; CCSSI, 2012; Bautista
y Flores, 2013; Becerril y Castro, 2013; Garcia y Landa, 2013;
Mendoza y Moreno, 2013).

Traduccion de expresiones verbales de operaciones aritméticas y
algebraicas descritas en lenguaje comun a expresiones simbdlicas.

La conversion de enunciados verbales de operaciones aritméticas y
algebraicas (suma, resta, multiplicacion y division) en expresiones simbdlicas
(NCTM, 2000; CCSSI, 2012; Duval, 1999, 2006).
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V. Concepciones en torno a los objetos matematicos asociados a un PVEL.
Los estudiantes escriben su definicion de variable, igualdad y ecuacion
(Kieran, 1980, 1981, 1989; Kiuchemann, 1981; Usisnki, 1988; Urisni, 1990;
Godfrey y Thomas, 2003; Duval, 1999, 2006; Akgiin y Odezmir, 2006).

V. Planteamiento y solucion de PVEL.
Problemas verbales de numeros reales (Baldor, 1997; Tartakov, 2009; Olguin
y Popoca, 2012; CCSSI, 2012; Bautista y Flores, 2013; Becerril y Castro,
2013; Garcia y Landa, 2013; Mendoza y Moreno, 2013).

Los contenidos descritos en la categorizacion anterior, los consideramos como parte
de los conocimientos previos (NCTM, 2000; CCSSI, 2012), necesarios para lograr
la traduccion de un PVEL del lenguaje natural al algebraico. Asumimos la premisa
de que todo estudiante posee conocimientos derivados del aprendizaje formal
anterior 0 de sus experiencias previas, por lo que al momento de iniciar la
instruccién, cuentan con una base de conocimientos y concepciones respecto a los
contenidos a abordarse (Bransford y Brown, 1999; CCSSI, 2012).

Este es el punto de partida para el disefio de la instruccion centrada en el estudiante,
en la que se busca que transite en forma gradual y progresiva de las ideas
informales, las concepciones parciales y los procedimientos intencionales (Duval,
1999), a la construccion de conocimientos formales y concepciones con las que el

alumno entiende el significado del objeto de aprendizaje (Bransford y Brown, 1999).
A partir de los resultados del diagndéstico académico inicial, se pudo ubicar el estadio
en la transicién del Aritmética al Algebra (Herscovics, 1989, Paralea 1998) en la que

se encontraban los alumnos; tanto en forma global, como a nivel individual.

Ademas, fue posible identificar los errores y las dificultades que exhibian en torno a

cada uno de los contenidos de la prueba.
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Lo anterior permitié el disefio del ambiente de aprendizaje, que se conformé de dos
partes: La primera parte de la instruccion, en la que se plantearon una serie de
tareas en las que se abordaron los contenidos considerados como conocimientos
previos y la segunda parte, en la que la instruccion se centré en la traduccién del
enunciado de un PVEL dado en lenguaje natural a la ecuacion correcta que conduce

a su solucion.

La metodologia empleada en el disefio del ambiente de aprendizaje se muestra en
la Figura 3 y se explica en las siguientes paginas. Posteriormente, se describen la

secuencia planeada para cada una de las sesiones de trabajo.

3.4.2 Establecimiento de los propositos del ambiente de

aprendizaje

El proceso de ensefianza-aprendizaje se llevd a cabo en un total de doce sesiones:
la primera se dedicé a la evaluacion diagndstica, las siguientes siete sesiones se
enfocaron en la instruccidn y las cuatro sesiones restantes fueron para la evaluacién

de la instruccion.

En la Tabla 1, aparece el numero de sesiones que se dedicaron a la instruccién, su
duracioén, las tareas principales a desarrollarse en cada sesion en relacién a los

propositos generales y particulares del ambiente de aprendizaje.
En el disefio de cualquier ambiente de aprendizaje, es necesario el establecimiento

de los propdsitos generales y particulares que se pretende alcanzar al finalizar la

instruccion (Bransford y Brown, 1999).
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En el caso el presente trabajo los propdsitos generales se centran en analizar la
forma en la que los estudiantes que reciben la instruccion realizan la segmentacion
semantica del enunciado de un PVEL que deriva en el establecimiento de las formas
simbdlicas asociadas a: la cantidad desconocida, las relaciones entre esta con las
cantidades conocidas y la relacion de equivalencia, que son necesarias para el
planteamiento de la ecuacion que haga factible su solucion. Estos propdsitos
generales permiten prospectar la calendarizacion de las tareas globales a

efectuarse en cada sesion.

Los propositos generales se subdividen en propdsitos particulares, los cuales
especifican las acciones a efectuarse y los contenidos a abordarse en cada sesion
de trabajo. Los contenidos considerados en el disefio del ambiente de aprendizaje
corresponden a cinco categorias de PVEL: numeros, porcentajes, costos, edades y
fracciones acumulativas (CCH, 1996). Las acciones que se espera que los alumnos
realicen sobre estos contenidos son: la segmentacion semantica del enunciado en
sus unidades significantes, el uso de una representacion no discursiva que permita
el establecimiento de las formas simbdlicas necesarias para el planteamiento de la

ecuacion para el PVEL abordado.

Lo anterior, propicia que las tareas globales se dividan en tareas particulares que

abordan los contenidos y las acciones en forma concreta.
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Figura 3. Metodologia empleada para el disefio del ambiente de aprendizaje.
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Tabla 1. Propdsitos generales y particulares de la instruccion.
Numero de
L. 2 3 4 5 6 7 8
sesion
Dur§C|on dela 90 minutos | 30 minutos | g w0 ios en clase | 40 minutos en clase | 0 Minutos | 90 minutos | g L s en clase
sesion en clase en clase en clase en clase
30 minutos | 30 minutos . . 30 minutos | 30 minutos .
30 minutos extraclase | 30 minutos extraclase 30 minutos extraclase
extraclase | extraclase extraclase | extraclase
Tipos de PVEL . , Fracciones
P Numeros Porcentajes Costos Edades .
acumulativas
Tarea global T.14 T.15 T.16 T.17 T.18
Propdsitos . .
P Propdsitos particulares
generales

Determinar la forma en
la que los alumnos
realizan la
segmentacion
semantica del
enunciado de un PVEL
en las unidades
significantes que
asocian el contenido
cognitivo que
relaciona: la cantidad
desconocida, las
operaciones
necesarias para la
formacion de la
ecuacion y la relacion
de equivalencia.

Determinar la forma en la que
los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de PVEL de
numeros en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relaciona la cantidad
desconocida.

Determinar la forma en la

que los alumnos realizan
la segmentacion
semantica del enunciado
de PVEL de porcentajes
en las unidades

significantes que asocian
el contenido cognitivo que

relaciona la cantidad
desconocida.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de PVEL de
costos en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relaciona la cantidad
desconocida.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica
del enunciado de PVEL de
edades en las unidades
significantes que asocian
el contenido cognitivo que
relaciona la cantidad
desconocida.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de PVEL de
fracciones acumulativas en
las unidades significantes
que asocian el contenido
cognitivo que relaciona la
cantidad desconocida.

Determinar la forma en la que
los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de PVEL de
numeros en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relacionan las operaciones
necesarias para la formacion
de la ecuacion y la relacion de
equivalencia.

Determinar la forma en la

que los alumnos realizan
la segmentacion
semantica del enunciado

de PVEL de porcentajes s

en las unidades

significantes que asocian
el contenido cognitivo que
relacionan las operaciones

necesarias para la

formacion de la ecuacién y
la relacion de equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de PVEL de
costos en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relacionan las operaciones
necesarias para la
formacion de la ecuacioén y
la relacion de equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica
del enunciado de PVEL de
edades en las unidades
significantes que asocian
el contenido cognitivo que
relacionan las operaciones
necesarias para la
formacion de la ecuacién y
la relacion de equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado PVEL de
fracciones acumulativas en
las unidades significantes
que asocian el contenido
cognitivo que relacionan las
operaciones necesarias para
la formacion de la ecuacion y
la relacion de equivalencia.
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Determinar la forma en la que
los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de un PVEL de
numeros en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relaciona la relacion de
equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan
la segmentacion
semantica del enunciado
de un PVEL de ndmeros
en las unidades
significantes que asocian
el contenido cognitivo que
relaciona la relacion de
equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de un PVEL de
numeros en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relaciona la relacion de
equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica
del enunciado de un PVEL
de numeros en las
unidades significantes que
asocian el contenido
cognitivo que relaciona la
relacion de equivalencia.

Determinar la forma en la
que los alumnos realizan la
segmentacion semantica del
enunciado de un PVEL de
numeros en las unidades
significantes que asocian el
contenido cognitivo que
relaciona la relacion de
equivalencia.

Establecer las
diferentes formas
simbdlicas en las que
el alumno es capaz de
explicitar el contenido
cognitivo que describe
la unidad significante
de un PVEL que
asociada a: la cantidad
desconocida, las
relaciones entre esta
con las cantidades
conocidas y la relacion
de equivalencia.

Establecer las diferentes
formas simbdlicas en las que
el alumno es capaz de
explicitar el contenido
cognitivo que describe la
unidad significante de PVEL
de numeros que asociada a: la
cantidad desconocida, las
relaciones entre esta con las
cantidades conocidas y la
relacion de equivalencia.

Establecer las diferentes
formas simbdlicas en las
que el alumno es capaz de
explicitar el contenido
cognitivo que describe la
unidad significante de
PVEL de porcentajes que
asociada a: la cantidad
desconocida, las
relaciones entre esta con
las cantidades conocidas y
la relacion de equivalencia.

Establecer las diferentes
formas simbdlicas en las
que el alumno es capaz de
explicitar el contenido
cognitivo que describe la
unidad significante de
PVEL costos que asociada
a: la cantidad desconocida,
las relaciones entre esta con
las cantidades conocidas y
la relacion de equivalencia.

Establecer las diferentes
formas simbdlicas en las
que el alumno es capaz de
explicitar el contenido
cognitivo que describe la
unidad significante de
PVEL de edades que
asociada a: la cantidad
desconocida, las
relaciones entre esta con
las cantidades conocidas y
la relacion de equivalencia.

Establecer las diferentes
formas simbdlicas en las que
el alumno es capaz de
explicitar el contenido
cognitivo que describe la
unidad significante de PVEL
fracciones acumulativas que
asociada a: la cantidad
desconocida, las relaciones
entre esta con las
cantidades conocidas y la
relacion de equivalencia.

Determinar las
caracteristicas de las
representaciones no
discursivas que
emplean los
estudiantes, con mayor
frecuencia como
mediadores en la
traduccion de un
PVEL.

Determinar las caracteristicas
de las representaciones no
discursivas que emplean los
estudiantes, con mayor
frecuencia como mediadores
en el proceso de traduccion de
un PVEL de numeros.

Determinar las
caracteristicas de las
representaciones no
discursivas que emplean
los estudiantes, con mayor
frecuencia como
mediadores en el proceso
de traduccién de un PVEL
de porcentajes.

Determinar las
caracteristicas de las
representaciones no
discursivas que emplean los
estudiantes, con mayor
frecuencia como
mediadores en el proceso
de traduccién de un PVEL
de costos.

Determinar las
caracteristicas de las
representaciones no
discursivas que emplean
los estudiantes, con mayor
frecuencia como
mediadores en el proceso
de traduccién de un PVEL
de edades.

Determinar las
caracteristicas de las
representaciones no
discursivas que emplean los
estudiantes, con mayor
frecuencia como mediadores
en el proceso de traduccion
de un PVEL de fracciones
acumulativas.

Determinar la forma y
caracteristicas de las
ecuaciones que
derivan del
planteamiento de un
PVEL.

Determinar la forma y
caracteristicas de las
ecuaciones escritas por los
alumnos que derivan del
planteamiento de PVEL de
numeros.

Determinar la forma y
caracteristicas de las
ecuaciones escritas por los
alumnos que derivan del
planteamiento de PVEL
de porcentajes.

Determinar la forma y
caracteristicas de las
ecuaciones escritas por los
alumnos que derivan del
planteamiento de PVEL

costos.

Determinar la forma y
caracteristicas de las
ecuaciones escritas por los
alumnos que derivan del
planteamiento de PVEL
edades.

Determinar la forma y
caracteristicas de las
ecuaciones escritas por los
alumnos que derivan del
planteamiento de PVEL
fracciones acumulativas.
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3.4.3 Disefo de las tareas y materiales didacticos

Las tareas particulares incluidas en el disefio del ambiente de aprendizaje de este
trabajo, pueden clasificarse en dos tipos: de activacion de conocimientos previos y
de ensefianza-aprendizaje y por el lugar de ejecucidon pueden ser tareas en clase o
extraclase. El procedimiento seguido para el disefio de las tareas [globales y

particulares] se muestra en la Figura 4.

El primer material didactico disefiado corresponde al listado de los PVEL presentado
en el Anexo 6, que es la base para el disefio de las tareas de ensefianza-
aprendizaje. Estructuralmente esta dividido de acuerdo a las tareas globales
abordas en cada sesién de trabajo y cada seccion individual se refiere a las tareas

particulares.

En forma general, los primeros PVEL de cada seccion corresponden a la tarea de
ensefanza [video para explicacion cuyo disefio se explica mas adelante], los PVEL
de la segunda seccion constituyen la tarea de aprendizaje que los alumnos ejecutan
en clase y la tercera seccién de los PVEL contenidos conforma la tarea extraclase

de aprendizaje.

Los PVEL incluidos en este listado se tomaron de las guias para examen
extraordinario del CCH (Olguin y Popoca, 2012; CCSSI, 2012; Bautista y Flores,
2013; Becerril y Castro, 2013; Garcia y Landa, 2013; Mendoza y Moreno, 2013) y
de diversos textos de Algebra (Faddeyev y Sominskii, 1965; Kalnin, 1973; Potapov
y Alexandrov, 1980; Baldor, 1997; Bello, 1999).
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En algunos casos se modificaron las cantidades conocidas para que los alumnos
no tuvieran un acceso directo a la respuesta, en caso de que conozcan los

materiales seleccionados.

Los criterios para la seleccion de los PVEL de listado son los siguientes:

1. Problemas estandar. Los PVEL seleccionados tienen una estructura
sintactica similar a la de problemas que aparecen comunmente en diversos

textos escolares de Algebra.

2. No evidencia de la ecuacién. El enunciado del PVEL no hace transparente la
escritura de la ecuacién con la que se concreta matematicamente la situacion

descrita.

3. Segmentacion semantica del enunciado del PVEL. Los alumnos pueden
identificar las frases o palabras del enunciado del PVEL que describen: la
cantidad desconocida, las cantidades conocidas y la relacion de

equivalencia.

4. Posibilidades en la seleccion de la incognita. Los problemas incluyen dos o
tres posibilidades en la seleccion de la incognita a partir de la identificacion

de las cantidades desconocidas.
5. Designacién de la incognita. Los problemas permiten la seleccion de la

incognita que ofrece una economia de tratamientos de entre las posibilidades

existentes.
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6. Relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas. La incdgnita
seleccionada permite la formacién de relaciones [aditivas, sustractivas,

multiplicativas y/o de cociente] con respecto a las cantidades conocidas.

7. Operaciones para la formacion de la ecuacion. Las operaciones que permiten
el establecimiento de las relaciones entre la incognita y las cantidades
conocidas se pueden diferenciar de las necesarias para relacionarlas entre
si, es decir, de las operaciones que se necesitan para formar cada miembro

de la ecuacion.

8. Relacion de equivalencia. En los problemas es identificable la frase que

designa la relacion de igualdad necesaria para la formacion de la ecuacion.
9. Representaciones no discursivas. Al menos es factible emplear un tipo de
representacion no discursiva para poder representar la seleccion de la

incognita y sus relaciones con las cantidades conocidas.

Se disend un formato para responder todos los PVEL del listado tomando en cuenta

los criterios anteriormente descritos.

En la Figura 5 se muestra el formato de respuesta de los PVEL.

107



Nombre: | | Grupo:
Identificador de la Problema Numero:
tarea:

Enunciado:

Preguntas

Representaciones algebraicas

¢, Cual es la incognita?

¢, Cual es literal qué se emplea para representar la
incognita del problema?

¢, Qué operacion(es) matematica(s) involucra(n) a la
incognita del problema?

¢, Como se relaciona la incégnita en el enunciado
del problema?

Representacion grafica o geométrica

¢, Qué expresién(es) algebraica(s) representa(n)
la(s) relacidn(es) de la incognita en el enunciado
del problema?

¢, Qué expresion algebraica representa la(s)
relacién(es) de la incégnita con la operacion
matematica?

¢ A qué se iguala la expresion algebraica que
involucra a la incognita con la operacién
matematica?

Figura 5. Formato de respuesta de los PVEL.

Para la presentacién de las tareas de ensefianza se disefiaron una serie de videos
con los PVEL seleccionados para la explicacidon de los procesos de segmentaciéon

semantica de su enunciado, el uso de las representaciones no discursivas y el

planteamiento de la ecuacion derivada de los dos primeros procesos.
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Los criterios fundamentales para la seleccion de los PVEL incluidos en estos videos
son los mismos que para la seleccion de los PVEL del listado, exceptuado el 2 y el
9. Adicionalmente, los PVEL elegidos presentan una redaccion clara y precisa, no
dando lugar a ambigledades de interpretacion en la etapa de la segmentacion
semantica. En cuanto al uso de las representaciones no discursivas, para efectuar
la puesta en correspondencia del contenido cognitivo dado en lenguaje natural al
lenguaje algebraico, es posible emplear mas de un tipo de representacién no
discursiva, por lo que se diversifica y complementa la explicacion de la funcion de
las representaciones no discursivas como mediadores en el paso del enunciado del

PVEL descrito en lenguaje comun a la ecuacion que posibilite su solucién.

Los videos disefados fueron revisados antes de la implementaciéon y después de la
instruccién fueron puestos a disposicion de los alumnos via Facebook para su

consulta en cualquier momento.

Los materiales didacticos disefiados para cada tarea de conocimientos previos son

los siguientes:

a. T.14.1 Las fracciones de la unidad. Para aplicarse en la sesién 1. Se cortaron
32 trozos de papel de colores de diferentes tamafos que se doblaron de
diferentes formas fraccionarias [dos, tres, cuatro partes, etc.]. Los alumnos
iluminaran una seccién del papel doblado y deberan escribir la expresion
verbal que designa la fraccion iluminada, para lo que necesitaran colores y
un marcador. La evidencia de aprendizaje EA.1 de esta tarea sera el papel
iluminado y la expresion verbal que designa la fraccidn con respecto a la
totalidad.

b. T.14.5 Numeros consecutivos. Para implementarse en la sesién 2. En una
tabla impresa en una hoja se muestran a los estudiantes la secuencia de los
numeros del 1 a 100. Se le solicitara a los alumnos que con un marcador de

color rojo sefialen los numeros pares y con un marcador azul los numeros
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impares. En la parte posterior de la hoja deberan escribir una expresion
simbdlica o férmula para representar la secuencia en forma general de los
numeros pares y otra para los numeros impares. La hoja que contenga las
secuencias de numeros pares e impares y las formulas para designar en
forma general a cada secuencia son consideradas la evidencia de

aprendizaje EA.2.

c. T.15.1 Porcentajes. Para ejecutarse en la cuarta sesion. En 8 fichas de
trabajo de color blanco se escribio el enunciado de cinco PVEL de
porcentajes. Los estudiantes en grupo pequefio de cuatro integrantes
deberan plantear y resolver los PVEL en una hoja de papel bond y
posteriormente explicarlo al resto de los grupos. Ademas de los materiales
mencionados los estudiantes usaran marcadores de diferentes colores vy
cinta adhesiva. El papel bond con el planteamiento y la solucién del problema

constituyen la evidencia de aprendizaje EA.6.

d. T.16.1 PVEL de diversos contextos. En 8 fichas bibliograficas se escribié un
PVEL de proporciones [uno diferente para cada ficha]. Las fichas se
repartiran a cada uno de los 8 grupos pequeios que deberan leer el problema
y escribir en un papel bond un diagrama en el que se visualicen las
posibilidades de la seleccién de la incognita de acuerdo al enunciado del
PVEL. Posteriormente, dos integrantes de cada equipo deberan exponer el
diagrama ante el resto de los grupos. El papel bond con el diagrama sera la

evidencia de aprendizaje EA.8.

Los PVEL que corresponden a las tareas de aprendizaje extraclase seran
considerados como las evidencias de aprendizaje de la instruccion. Las hojas de
respuesta de cada uno de los PVEL de las tareas extraclase seran recopiladas para

su captura, tratamiento y analisis [cualitativo y cuantitativo].
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Para la recopilacion de los resultados derivados de las hojas de respuesta se
elabord un formato electrénico [uno para cada problema] en el que se incluye el
nombre de cada uno de los alumnos y las respuestas dadas a cada uno de los

apartados incluidos en el formato.

El procesamiento y analisis cualitativo de los resultados derivados de las evidencias
de aprendizaje se realiz6 mediante la técnica de analisis de contenido por racimos
(Bermudez, 1986) para la segmentaciéon semantica y el resto de los resultados se
trataron mediante estadistica descriptiva para obtener las frecuencias de incidencia
de las representaciones no discursivas empleadas y las formas simbdlico-

algebraicas que permiten el planteamiento de la ecuacion para cada PVEL.

A continuacion se describen brevemente bajo el formato de tablas la secuencia de

las tareas disefiadas para cada sesion.

Tabla 2. Secuencia de las tareas para la sesion 1.

Sesion 1 | Duracién | 90 minutos en clase

Tarea global T.13 Diagndstico

Tarea diagnéstica T.13.1 Planteamiento de PVEL de numeros

Forma de trabajo Individual | Duracion | 60 minutos en clase

Evidencia de EA.1

aprendizaje

Tarea diagnéstica T.13.2 Diagndstico conceptual de variable, igualdad y
ecuacion

Forma de trabajo Individual | Duracién | 30 minutos en clase

Evidencia de EA.2

aprendizaje
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Tabla 3. Secuencia de las tareas para la sesion 2.

Sesion

2 | Duracién | 90 minutos en clase

Tarea global

T.14 PVEL de numeros primera parte

Tarea de activaciéon de
conocimientos previos

T.14.1 Las fracciones de la unidad

Forma de trabajo

Dupla | Duracion | 15 minutos en clase

Evidencia de
aprendizaje

EA.3

Tarea de ensefianza

T.14.2 PVEL de numeros enteros

Forma de trabajo

Grupal | Duracién | 30 minutos en clase

Tarea de aprendizaje

T.14.3 PVEL de numeros fraccionarios
T.14.4 PVEL unirelacionales de nimeros

Forma de trabajo

Individual | Duracion | 45 minutos en clase

Evidencia de
aprendizaje

No aplica

Tarea de aprendizaje

T.14.8A Miscelanea de PVEL de numeros

Forma de trabajo

Individual Duracion 30 minutos en extra
clase

Evidencia de
aprendizaje

EA.4A

Tabla 4. Secuencia de las tareas para la sesion 3.

Sesion

3 | Duracién | 90 minutos en clase

Tarea global

T.14 PVEL de numeros segunda parte

Tarea de activaciéon de
conocimientos previos

T.14.5 NUmeros consecutivos

Forma de trabajo

Triada | Duracién | 15 minutos en clase

Evidencia de

aprendizaje

EA.5

Tarea de ensehanza

T.14.6 PVEL multirelacionales de niumeros

Forma de trabajo

Grupal | Duracién | 30 minutos en clase

Tarea de aprendizaje

T.14.7 PVEL de numeros consecutivos

Forma de trabajo

Individual | Duracion | 45 minutos en clase

Evidencia de

aprendizaje

No aplica

Tarea de aprendizaje

T.14.8B Miscelanea de PVEL de numeros

Forma de trabajo

Individual Duracion 30 minutos en extra
clase

Evidencia de

aprendizaje

EA.4B
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Tabla 5.

Secuencia de las tareas para la sesion 4.

Sesion

4 | Duracién | 90 minutos en clase

Tarea global

T.15 PVEL de porcentajes

Tarea de activacion de
conocimientos previos

T.15.1 Porcentajes

Forma de trabajo

grupo pequeno | Duracion 15 minutos en clase

4 integrantes

Evidencia de

aprendizaje

EA.6

Tarea de ensefanza

T.15.2 PVEL de porcentajes numérico

Forma de trabajo

Grupal | Duracién | 30 minutos en clase

Tarea de aprendizaje

T.15.3 PVEL de porcentajes de diversos contextos

Forma de trabajo

Individual | Duracion | 45 minutos en clase

Evidencia de

aprendizaje

No aplica

Tarea de aprendizaje

T.15.4 Miscelanea de PVEL de porcentajes

Forma de trabajo Individual Duracién 30 minutos en extra
clase
Evidencia de | EA7
aprendizaje
Tabla 6. Secuencia de las tareas para la sesion 5.
Sesién 5 | Duracién | 90 minutos en clase
Tarea global T.16 PVEL de costos

Tarea de activacion de
conocimientos previos

T.16.1 PVEL de diversos contextos

Forma de trabajo

Grupo pequeno | Duracion 15 minutos en clase

4 integrantes

Evidencia de

aprendizaje

EA.8

Tarea de ensehanza

T.16.2A PVEL de costos

Forma de trabajo Grupal | Duracion | 30 minutos en clase
Tarea de aprendizaje | T.16.2B PVEL de costos

Forma de trabajo Individual | Duracion | 45 minutos en clase
Evidencia de | No aplica

aprendizaje

Tarea de aprendizaje

T.16.3 Miscelanea de PVEL de costos

Forma de trabajo

Individual Duracioén

clase

Evidencia de

aprendizaje

EA.9
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Tabla 7. Secuencia de las tareas para la sesion 6.

Sesion

6 | Duracién | 90 minutos en clase

Tarea global

T.17 PVEL de edades primera parte

Tarea de activacion de
conocimientos previos

T.17.CP Adivino tu edad

Evidencia de | No aplica
aprendizaje
Forma de trabajo individual | Duracién | 15 minutos en clase

Tarea de ensefianza

T.17.1A PVEL de edades que involucran tiempo
presente y futuro

Forma de trabajo

Grupal | Duracién | 30 minutos en clase

Tarea de aprendizaje

T.17.1B PVEL de edades que involucran tiempo
presente y futuro

Forma de trabajo

Individual | Duracién | 60 minutos en clase

Evidencia de

aprendizaje

No aplica

Tarea de aprendizaje

T.17.2 Miscelanea de PVEL que involucran tiempo
presente y futuro

Forma de trabajo

30 minutos en extra
clase

Individual Duracioén

Evidencia de

aprendizaje

EA.10A

Tabla 8. Secuencia de las tareas para la sesion 7.

Sesion

7 | Duracién | 90 minutos en clase

Tarea global

T.17 PVEL de edades segunda parte

Tarea de ensehanza

T.17.3 PVEL de edades que involucran tiempo
presente y pasado

Forma de trabajo

Grupal | Duracion | 30 minutos en clase

Tarea de aprendizaje

T.17.4 PVEL de edades que involucran suma de
edades

Forma de trabajo

Individual | Duracién | 60 minutos en clase

Evidencia de

aprendizaje

No aplica

Tarea de aprendizaje

T.17.5 Miscelanea de PVEL de edades

Forma de trabajo

Individual Duracioén 30 minutos en extra
clase

Evidencia de

aprendizaje

EA.10B
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Tabla 9. Secuencia de las tareas para la sesion 8.

Sesién 8 | Duracién | 90 minutos en clase
Tarea global T.18 PVEL de fracciones acumulativas

Tarea de activacion de | T.18.1 Agrupacién de fracciones
conocimientos previos
Forma de trabajo | Duracion | 15 minutos en clase
Evidencia de | EA.11

aprendizaje
Tarea de ensenanza T.18.2A PVEL de fracciones acumulativas

Forma de trabajo Grupal | Duracion | 30 minutos en clase
Tarea de aprendizaje | T.18.2B PVEL de fracciones acumulativas

Forma de trabajo Individual | Duracién | 60 minutos en clase
Evidencia de | No aplica

aprendizaje
Tarea de aprendizaje | T.18.3 PVEL de fracciones acumulativas de corte

historico
Forma de trabajo Individual Duracion 30 minutos en extra
clase
Evidencia de | EA.12

aprendizaje

La secuencia general prospectada para la sesiones de trabajo se presenta en la

Figura 6.
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Acclones rutinaria previas
a la Iimplementacién

v

Verificar que los Sefialar los pasos Destacar las Preguntar a los alumnos Responder las dudas
estudiantes tengan el necesarlos para efectuar posibilidades en la sl existen dudas respecto respectoala
material para la tarea de la segmentaclén seleccién y designacién a la Instrucciones para la instruccliones dadas para
de conocimientos prevics seméntica del PVEL de la Incégnita realizacién de la tarea la realizacién de la tarea

v

f

v

?

v

Dar la Instrucciones alos

estudiantes para efectuar

la tarea de conocimientos
previos

Proyectar el video y
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explicacién de los PVEL
designados

Explicar el uso de las
RND para revelarla
Informacién no evidente
en el enunciado del PVEL

Dar a los estudiantes las
instrucclones parala
realizacién de la tarea de
los PVEL de la sesién

Decir a los estudiantes
que pueden Iniclar con la
tarea Indicar el iempo
que tienen para reallzarla

v

f

Preguntar sl existen

Solicitar a los alumnos

v

T

v

Determinar las relaclones

Solicltar a los estudlantes

Recopllar las evidencias

dudas respecto a que guarden su material entre la cantidad que retinan el material de aprendizaje de la tarea
Instrucciones de la tarea para poder Iniclar con la Incégnita y las cantidades necesario para reallzar la de la sesién para su
de conocimientos previos proyeccién de video desconocidas tarea de la sesién evaluacién
Responder dudas Conectar el equipo de Destacar las operaciones RupondoTlas dudas Dar las In}truoclom
respecto a instrucclones cémputo para la necesarias para la formar respecto a la explicacién para la tarea extraclase
para latarea de proyeccién de video para la ecuacién a partir de la dada respecto al del planteamiento de los
conocimientos previos explicar los PVEL segmentacién seméntica planteamiento del PVEL PVEL a los estudiantes

v

f

Ejecutar de la tarea de
conocimientos previos

por parte delos
estudiantes

Recopllar las evidenclas
de aprendizaje de la tarea
de activacién de
conocimientos previos

v

?

v

Planteamiento de la
ecuacién a partir del
establecimiento de la
relacién de equivalencla

Preguntar a los alumnos
sl existen dudas respecto
a la explicacién dada del
planteamiento del PVEL

Aclarar las dudas a los
estudiantes respecto a la
tarea extraclase para
plantear los PVEL

Figura 6. Secuencia general de una sesion de trabajo.
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3.4.4 Evaluacion de la instruccion

El proceso de evaluacion de los aprendizajes adquiridos (Lafourcade, 1969;
Pimienta, 2008; NCTM, 2000) por los alumnos en torno al proceso de traduccion de
un PVEL dado en lenguaje natural a la ecuacion que haga factible su solucion, se

llevd a cabo en dos grandes etapas.

La primera corresponde a la evaluacion de las evidencias de aprendizaje generadas
durante las sesiones de trabajo [evaluacion formativa] que son producto del
desarrollo de las tareas prospectadas [tareas matematicamente ricas, que permiten

al mismo tiempo el aprendizaje y su evaluacién].

La segunda corresponde a la evaluacion final o sumativa (Pimienta, 2008) de la
instruccién, que consistio en la aplicacion de dos pruebas de desempefio de
desarrollo escrito (Basoredo, 2008) una individual (Lafourcade, 1969) y una en
pequefio grupo (Santos, 2006); la evaluacion de las concepciones de los
estudiantes respecto a los objetos matematicos implicados en un PVEL, la
autoevaluacion, la autocalificacion y la evaluacion general de la instruccion. En la
siguiente seccion se detalla la metodologia empleada para la segunda etapa de la

evaluacion [final].

En lo que se refiere a la primera etapa, en cada sesion de trabajo se retroalimento
a los estudiantes respecto a los resultados obtenidos en la evaluacién formativa o
del proceso (Pimienta, 2008), que se conformé de las evidencias de aprendizaje
que al final de la instruccion se integrarian a un portafolio (Diaz-Barriga, 1998), en
la Tabla 9 se muestra las 12 evidencias de aprendizaje producto del proceso de

instruccion.
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Tabla 9. Evidencias de aprendizaje generadas durante el proceso de instruccion.

historico

Evidencia de Nombre de la evidencia de Sesién Tipo de tarea
aprendizaje aprendizaje
T.13.1 Planteamiento de . .
EA.1 PVEL de nimeros 1 Diagnostico
T.13.2 Diagnéstico
EA.2 conceptual de variable, 1 Diagndéstico
igualdad y ecuacién
T.14.1 Las fracciones de la Activacion de
EA.3 : 2 - .
unidad conocimientos previos
T.14.8A Miscelanea de o
EA.4A PVEL de ntmeros 2 Aprendizaje
EA5 T.14.5 Numeros consecutivos 3 Activacion de
) conocimientos previos
EA 4B T.14.’8B Miscelanea de PVEL 3 Aprendizaje
de numeros
EA6 T.15.1 Porcentajes 4 Actlvaplo_n de .
conocimientos previos
EA7 T.15.4 Mlsc_elanea de PVEL 4 Aprendizaje
de porcentajes
T.16.1 PVEL de diversos Activacion de
EA.8 5 - .
contextos conocimientos previos
EAQ T.16.3 Miscelanea de PVEL 5 Aprendizaje
de costos
T.17.2 Miscelanea de PVEL
EA.10A que involucran tiempo 6 Aprendizaje
presente y futuro
EA 10B T.17.5 Miscelanea de PVEL v Aprendizaje
de edades
T.18.1 Agrupacion de Activacion de
EA.11 : 8 o .
fracciones conocimientos previos
T.18.3 PVEL de fracciones
EA.12 acumulativas de corte 8 Aprendizaje

Al finalizar la instruccion y su evaluacion se les proporcionaron a los alumnos los

resultados de la evaluacion sumativa (Pimienta, 2008) derivados de las pruebas

escritas, cuyo disefio se describe mas adelante.
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Los criterios para la evaluacion de las evidencias de aprendizaje de conocimientos
previos [EA.3, EA.5, EA, 6, EA.8 y EA.11] fueron de caracter puramente cualitativo,
debido a que en este tipo de tareas se pretende averiguar el nivel previo de
conocimientos que los estudiantes poseen sobre un contenido en particular antes

de ser abordado en la sesion de trabajo.

Para la evaluacion de las evidencias derivadas de las tareas de aprendizaje [EA.3,
EA.4A, EA4B, EA.7, EA.9, EA.10A, EA.10B y EA.12] que involucran los PVEL del

listado presentado en el Anexo 6, los criterios de evaluacion son los siguientes:

1. Copia el enunciado del problema.
2. Designay representa la cantidad desconocida mediante una literal.
3. Emplea una representacion no discursiva.
a. Diagrama relacional.
i. Emplea nodos para representar a la cantidad desconocida.
ii. Emplea nodos para representar a las cantidades conocidas.
iii. Los nodos tienen una distribucion jerarquica.
iv. Emplea flechas para relacionar los nodos.
v. Las flechas indican la direccidén de la operacion.

vi. Emplea simbolos de operadores sobre las flechas.

vii. Emplea el simbolo de igualdad para indicar la relacion de
equivalencia entre los nodos que representan las relaciones de
internas.

b. Representacion geométrica.
i. Emplea una recta para denotar la cantidad desconocida.
ii. Emplea rectas para denotar las cantidades conocidas.

iii. Relaciona las rectas designadas para la cantidad desconocida con
las de la cantidad conocida.

iv. Emplea el simbolo de igualdad para indicar la relacion de
equivalencia entre los segmentos que representan las relaciones

internas.
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c. Representacion matricial.
i. Dibuja una tabla de doble entrada.
ii. Escribe el tiempo como encabezado de cada una de las columnas
de la tabla.
iii. Escribe el nombre del sujeto designado en el enunciado del PVEL
en la primera columna.
iv. Escribe las relaciones internas en forma de expresiones
algebraicas en la tabla.
v. Escribe la relacidén de equivalencia entre las relaciones internas en
forma algebraica separada por el simbolo de igualdad.
4. Emplea algun otro tipo de representacion no discursiva para el planteamiento de
la ecuacion lineal.
5. Emplea algun recurso discursivo como la parafrasis o reescritura de frases del
enunciado del problema para clarificar la informacién no evidente.
6. La ecuacion lineal que escribe es la que conduce a la solucion correcta del

problema.

El propésito de la evaluacidn conceptual, fue el valorar el avance que los alumnos
lograron en la progresion cognitivo-conceptual (Bransford y Brown, 1999) en torno
a los objetos asociados al planteamiento de un PVEL: variable como incognita,
igualdad y ecuacion. Al inicio de la instruccion se les solicitd a los estudiantes de
elaboracién de su definicion de estos objetos y al final de la instruccion se repitié el
proceso. En la etapa de la evaluacion final se integran las definiciones que se
muestran en el Anexo 7 y posteriormente, se evaluaron cualitativamente

[categorizacion], conformandose asi, los criterios para su evaluacion.
En el siguiente capitulo referente a los resultados y su discusion se presentan en

forma global los resultados cuantitativos de la calificacion obtenida por cada

estudiante, en relacién a su autocalificacion y la evaluacién general de la instruccion.
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3.5 Metodologia para la evaluacion final

En las siguientes secciones se describen las cuatro etapas consideradas en el

diseio metodologico para la evaluacion de los resultados de la instruccidn, que

permitira responder los cuestionamientos de indagacion planteados en el primer

capitulo de este reporte.

En la Figura 7, se presenta un diagrama de la secuencia general de la metodologia

para la evaluacion final de los resultados de la instruccién. Las cuatro etapas son:

Disefio metodologico _J

p—

Etapa 1. Disefio
Esta fase comprende el diseio y elaboracién de los
instrumentos de evaluacion y de los formatos para la

recopilacion de sus resultados.

Etapa 2. Implementacion
Esta fase corresponde a la aplicacion de los instrumentos

de evaluacion.

Etapa 3. Procesamiento y analisis
Esta etapa concierne la recopilacién, procesamiento y

analisis de los resultados derivados de la evaluacion.
Etapa 4. Seleccién de resultados

Esta etapa incluye la seleccién de los resultados para su

presentacion y posterior discusion.
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Establecimiento de los Redacclén de las Redaccién de las Célculo del iempo Definicién del lugar de
propésitos de la Instrucciones de cada preguntas de cada estimado de aplicacién N aplicacién del
evaluacién secclén del Instrumento seccién del instrumento del Instrumento de Instrumento de
l de evaluacién de evaluacién evaluacién evaluacién
Seleccién Delimitacién de las Definicién de los criterios Disefio de los formatos Reproduccién del
de los Instrumentos secclones que contendra de anilisis generales para para el procesamiento instrumento de
de evaluacién el instrumento de la evaluacién del cuantitativo de los aplicacién con base a la
l evaluacién Instrumento resultados cantidad de alumnos
Definici6n de los Elaboracién de los datos Definicién de los criterios Disefio de los formatos Seleccién de los
propésitos del del encabezado del cualitativos para la para el tratamiento materiales adicionales
Instrumento de Instrumento de evaluacién del cualitativo de los necesarios para la
evaluacién evaluacién Instrumento resultados implementacién
Bosquejo del disefio del Disefio estructural del Definicién de los criterios Disefio del procedimiento Elaboraci6n del listado
instrumento de instrumento de cuantitativos para la para el tratamiento y de alumnos a los que se
evaluacién con base a los evaluacién con base a evaluacién del anélisis cuantitativo de les aplicaré el
propésitos establecidos propésitos y contenidos instrumento los resultados Instrumento
Seleccién de la forma de Selecci6n de los Disefio de los formatos Disefio del procedimiento Elaboracién de la
trabajo bajo la que se contenidos a evaluarse para recopllacién de los para el tratamiento y secuencla de
aplicaré el Instrumento de con el Instrumento de resultados brutos de la anélisis cualitativo de los implementacién de la
evaluacién evaluacién evaluacién resultados evaluacién
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3.5.1 Etapa 1. Disefo

3.5.1.1 Diseno de los instrumentos de evaluacion

Los instrumentos de evaluacion empleado en este trabajo son pruebas de
desempefio de desarrollo escrito, (Basoredo, 2008). A través de este tipo de
pruebas se puede evaluar el grado de adquisicién que los estudiantes han logrado

de los aspectos teoricos y practicos respecto a un cuerpo de conocimientos.

En el caso particular de este trabajo, el caracter tedrico permite determinar el grado
en el estudiante es capaz de comprender, recordar, relacionar y explicar los
contenidos matematicos asociados al proceso de traduccion de un PVEL del
lenguaje natural al algebraico, asi como el nivel de dominio en el proceso de

comprension de un texto matematico descrito en lenguaje verbal.

El aspecto practico se evidencia en el momento en que el alumno aplica el cuerpo
de conocimientos matematicos adquiridos al proceso de traduccion del enunciado
del PVEL dado en lenguaje natural que se concreta finalmente el planteamiento de
la ecuacion (Duval, 1999, 2006).

En este trabajo se disefiaron tres pruebas de desarrollo escrito, dos se aplicaron en

forma individual (Laforucade, 1975) y una en pequefio grupo (Santos, 2006).
En las siguientes secciones se presentan las generalidades correspondientes al

disefio de cada prueba y de los formatos para la recopilacion de los resultados

derivados.
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3.5.1.1.1 Prueba de desempefio individual

Este instrumento que se encuentra en el Anexo 8, se conforma de dos grandes
apartados que se complementan y corresponde al planteamiento de las ecuaciones
para tres PVEL de numeros (Brufo, 2011), costos (Baldor, 1997) vy edades
(Santillana, 2007).

El primer apartado es un cuestionario con 7 preguntas abiertas de respuesta breve
(Basoredo, 2008; Corral, 2010; Quiroz, 2003; Briones, 2003) para que el estudiante

realice la segmentacion semantica del enunciado de cada uno de los PVEL.

El segundo apartado corresponde al planteamiento del PVEL. El formato de
respuesta de estos problemas es abierto (Jonassen, 1997), para que el estudiante
pueda explayarse en la forma en que selecciona la incognita del problema, hace
uso de las representaciones no discursivas (Paralea y Socas, 1995; Puig, 1998)
para establecer las relaciones de la incégnita con los demas datos dados en el
enunciado del problema y finalmente escribe la ecuacién lineal que haga factible su
solucién (Duval, 1999, 2006).

En los siguientes parrafos se describen para la prueba individual: los propdsitos, la
forma de trabajo, el tiempo de realizacién, los criterios de seleccién de los PVEL
que la conforman y la forma de elaboracion del cuestionario para la segmentacion

semantica.

1. Propdésitos: En relacion a los cuestionamientos de indagacion planteados en
el primer capitulo y su relacién con los fines prospectados a alcanzar durante
la instruccion, se elaboraron los propésitos de la prueba individual
(Lafourcade, 1969; Pimienta, 2008; Corral, 2010).
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1.1

1.2

1.3

1.4

Determinar la forma en la que el alumno realiza la segmentacion
semantica del enunciado de un PVEL en las unidades significantes
que asocian el contenido cognitivo que relaciona: la cantidad
desconocida, las operaciones necesarias para la formacién de la

ecuacion y la relacion de equivalencia.

Establecer las diferentes formas simbdlicas en las que el alumno es
capaz de explicitar el contenido cognitivo que describe la unidad
significante asociada a: la cantidad desconocida, las relaciones entre

esta con las cantidades conocidas y la relacion de equivalencia.

Especificar la forma en la que alumno puede reconocer las diferentes

posibilidades de seleccion de la incognita en un PVEL.

Determinar las caracteristicas de las representaciones no discursivas

que emplea el estudiante, en el proceso de traduccion de un PVEL.

Forma de trabajo: Para determinar el avance que cada alumno logré tras la

instruccion, se decidid aplicar en primera instancia la prueba en forma

individual.

Tiempo de realizacion: El tiempo promedio en la que un alumno realizo el

planteamiento de un PVEL en clase en forma individual fue de 20 minutos en

promedio. En la prueba se incluyen tres PVEL, por lo que se calculd un

tiempo estimado para la su realizacién de 90 minutos en total.

Lugar de realizacion: Esta prueba se aplicod en aula de clases.

Tipo de pruebas: Se elaboraron dos tipos de pruebas A y B, que se

encuentran en el Anexo 8.
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6. Criterios de seleccion de los problemas: En este instrumento se incluyen tres
PVEL. El criterio general para su seleccion fue el contenido tematico, por lo
que se presentan en el mismo orden en que se abordaron durante la
instruccién. Asi, el primer problema es de numeros, el segundo de costos y

el tercero de edades.

Los enunciados para cada tipo de prueba son equivalentes y solamente se
modificaron las cantidades conocidas y en el caso del problema de costos

los articulos a adquirirse.

El segundo criterio para la seleccion corresponde a la forma en la que esta
redactado el enunciado de cada problema. Los problemas seleccionados no
revelan toda la informacion necesaria para realizar en forma directa la
conversiéon del enunciado del PVEL del lenguaje natural a la ecuacién que

haga factible su solucion.

En consecuencia, se espera que el alumno emplee los conocimientos,
procedimientos y el uso representaciones no discursivas adquiridos durante
la instruccion, para revelar la informacién que no explicita el texto del
enunciado del PVEL.

Los criterios particulares para caracterizar esta informacién no evidente
(Duval, 1999, 2006) son:

6.1 Seleccion de la incognita.
6.1.1 Identificacion de la cantidad desconocida.
6.1.2 Identificacion de las posibilidades en la seleccidn de la incognita.

6.1.3 Designacion de la incognita.

6.2 Relaciones entre la incdgnita y las cantidades conocidas.

6.2.1 ldentificacion de las cantidades conocidas.
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6.2.2 Reconocimiento de las operaciones necesarias para establecer las
relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas.

6.2.3 Formacion de las relaciones entre la incognita y las cantidades
conocidas.

6.2.4 Designacion y representacion algebraica para las relaciones entre

la incognita y las cantidades conocidas.

6.3 Diferenciacion de las operaciones necesarias para la formacion de la
ecuacion de las necesarias para establecer las relaciones entre la incégnita
con las cantidades conocidas.

6.3.1 Designacion y representacion de las operaciones necesarias

para la formacion de la ecuacion.

6.4 Planteamiento de la ecuacion.
6.4.1 Identificacion de la relacion de equivalencia.
6.4.2 Formacion de la ecuacion con base en la igualacién de las
relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas y las

operaciones matematicas que las relacionan.

Elaboracion del cuestionario para la segmentacion semantica: En la Figura 8
se presenta el procedimiento general para el disefio de un cuestionario
(Basoredo, 2008; Corral, 2010; Quiroz, 2003; Briones, 2003). En el primer
apartado de la prueba se incluye el cuestionario para la segmentacion
semantica. En la Figura 9, se detalla la relacion fundamental para el disefio
del cuestionario en la que se enlazan los propdsitos del instrumento con el
contenido y luego se redacta la pregunta. Este proceso esta intimamente
ligado con el analisis del contenido (Bermudez, 1982, 1986; Quiroz, 2003) de
las respuestas prospectado a realizar posteriormente, por lo que nos
remitiremos a los criterios particulares descritos anteriormente para la
caracterizacion de la informacién no explicitada en el enunciado del PVEL,

para poder orientar dicho analisis por racimos (Bermudez 1986).
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Establecimiento de los Integracién de las Elaboracién del Disefio de los formatos Célculo del tiempo de
propésitos del Instrucclones en la encabezado y datos de para el anélisis de las elaboraclén, aplicaclén,
cuestionario en relacién al estructura final del Identificacién del respuestas procesadas a procesamiento y anélisis
marco tedrico cuestionario cuestionario cada pregunta del cuestionario
Bosquejo del disefio del Revisién de la redaccién y Revisién de la redaccién Disefio de los formatos Elaboracién del listado
cuestionario con base a ortografia de las y ortografia del para el tratamiento de la de alumnos a los que se
los propésitos Instrucciones para encabezado del respuesta a cada les aplicaré el
l responder el cuestionario cuestionario pregunta cuestionario
Selecci6n del contenido a Redacci6n de las Integracién del Disefio del procedimiento Reproduccién del
abordarse en cada Instrucciones para encabezado en la para el anélisis de la cuestionario para
pregunta de acuerdo a los responder el cuestionario estructura final del respuesta a cada aplicacién de acuerdo a
propésitos T cuestionario pregunta namero de alumnos
Redaccién de cada Revisi6n del esquema de Revisi6n de la estructura 1 procedimiento
pregunta del cuestionario presentacién de las de todas las secclones T::,":.tmm,m de la cmm :1:,,
conskierando el tpo de preguntas del que Integran el respuesta para cada alumnos de acuerdo al
respuesta esperada cuestionario cuestionario pregunta listado
Elaboracién del esquema Revisi6n de la redaccién Revisi6n final de la Disefio del procedimiento Recopllacién de las
de presentaci6n de las y ortografia de las correspondencla entre de capturade la respuestas brutas de |
preguntas del preguntas del las preguntas redactadas respuesta para cada cuestionarios en los
cuestionario cuestionario en relacién al contenido pregunta formatos predisefiados

Figura 8. Procedimiento para el disefio y elaboracién de un cuestionario.
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| Propésitos

Contenido cognitivo |

v

Redacclén de las preguntas I

Frases del enunciado que describen > 1. ¢Qué parte del enunclado del problema menciona la
la cantidad desconocida (cd) cantidad desconocida?
Determinar la forma en la que el ¢
alumno realiza la mm,,gc,é,, Frases del enunciado que > 2. 2Qué parte del enunciado del problema menciona las
seméntica del las cantidades conoclidas (cc) cantidades desconocidas?
enunciado del PVEL *
3. 2Qué parte del enunclado del problema menciona la
l Fmtémumd;ﬁymb‘" —p relacién entre la cantidad desconoclda y las cantidades
Identificar de las desconocldas?
unidades significantes +
del enunclado
del PVEL Frases del enunciado que describen > 4. 2Qué parte del enunciado del problema menciona la
* la relacién de equivalencia relacién de equivalencla entre todas la cantidades?
Establecer los tratamlentos Seleccién *
discursivos para doslgnaclﬂfl > 5. ¢Cudl es la cantidad desconocida de acuerdo al
la seleccién de de la Incéanita enunclado problema?
la incégnita l
Establecer los tratamlento
discursivos para la formaclén Il?;.r:?:::lnt‘:: :?06';:::""::' > 6. C6mo se relaciona la cantidad desconocida mencionada
de la relacién entre la Incégnita cantidades oonocldasy en el enunclado del problema con las cantidades conocidas?
y las cantidades conocldas *
7. ¢Cémo representarias simbélicamente la cantidad
desconocida que menciona el enunciado del problema?

Figura 9. Esquema de relacién propésito-contenido-pregunta para el disefio del cuestionario
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3.5.1.1.2 Prueba de desempefio en pequefio grupo

El segundo instrumento que se empled se ubica en el Anexo 9 y esta conformado
por dos PVEL, uno sobre edades (Nazareno, 2014) y otro de fracciones
acumulativas (Molina, 1996) en relacidon a una cantidad total. En esta prueba se
omite la seccion correspondiente al cuestionario de la segmentacion semantica
(Duval, 1999), debido a que bajo la modalidad de pequefio grupo se combinan las
diferentes formas de segmentar el texto del enunciado del PVEL que cada alumno

que integre el grupo realiza en forma particular.

El grupo se ve inmerso en un proceso interactivo de discusion, negociacion,
cooperacion y consenso (Panitz, 1995; Santos, 2006; Planas, 2011; Borquez, 2012),
con lo que los tratamientos discursivos para la designacion de la incognita,
formacion de las relaciones entre esta y las cantidades conocida, se vuelven cuasi-
inmediatos (Duval, 1999).

El formato de respuesta es abierto al igual que en la prueba individual (Jonassen,
1997). El trabajo en pequefio grupo permite visualizar la representacién no
discursiva construida por todos los integrantes. En consecuencia, incorpora las
caracteristicas de las representaciones individuales (Paralea y Socas, 1995; Puig,
1998). Este mismo fendmeno sucede en torno a las formas simbdlicas escritas para

plantear la ecuacion para cada PVEL (Duval, 1999, 2006).
En las siguientes paginas se describe para la prueba en pequeio grupo: los

propésitos, la forma de trabajo, el tiempo de realizacion y los criterios de seleccidon

de los dos PVEL que conforman la prueba.
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1.

Propdsitos:

1.1 Establecer las diferentes formas simbdlicas en las que en grupo
pequeio los alumnos son capaces de explicitar el contenido cognitivo
que describe la unidad significante asociada a: la cantidad
desconocida, las relaciones entre esta con las cantidades conocidas

y la relacion de equivalencia.

1.2 Determinar las caracteristicas de las representaciones no discursivas

que emplea los estudiantes, en el proceso de traduccién de un PVEL.

1.3 Estipular la proporcion y la forma en la que el trabajo en grupo

pequefio puede mejorar la traduccién de un PVEL.

2. Forma de trabajo: Para promover la reflexion, la discusion y la negociacion

de significados en los estudiantes, se decidié aplicar la segunda parte de la

prueba en grupo pequefio (Planas, 2011).

La participacion cooperativa de los estudiantes permite que estos
comuniquen sus ideas a los otros miembros del grupo, planteen argumentos,

discutan conjeturas y usen distintas representaciones.

Adicionalmente, la negociacion y el consenso permiten la concrecion y
materializacidn de los resultados en los que estan vertidas indirectamente las
concepciones y conocimientos de todos los miembros del equipo (Santos,
2006).

Para organizar y seleccionar los grupos pequefios con cuatro integrantes
cada uno se empleo la técnica de numeros aleatorios (Mendenhall, 2010)
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3. Tiempo de realizacion: El tiempo para la realizacion de esta prueba fue de 60

minutos.

4. Lugar de realizacion: Esta prueba se aplico en aula de clases.

5. Tipo de pruebas: Se elaboré un solo tipo de prueba, en la que se incluyeron

dos problemas.

6. Criterios para la seleccién de los problemas: El primer criterio para la
seleccién del contenido tematico de los problemas es similar al empleado en

la prueba individual.

Son dos los problemas que se incluyen en la prueba en pequefio grupo. El
primero es el de La edad de Diofanto (Nazareno, 2014), este es un problema
verbal de corte histérico. El segundo es un problema de fracciones
acumulativas extraido de un acertijo matematico E/ robo de las naranjas
(Molina, 1996).

El segundo criterio referente a la redaccion del enunciado y los criterios
particulares para caracterizar la informacion no explicitada en el texto del
enunciado del PVEL, son los mismos que los empleados en la prueba

individual.

3.5.1.1.3 Cuestionario de concepciones de los estudiantes respecto a los

objetos matematicos implicados en un PVEL
El tercer instrumento disefado es un cuestionario que se aplicé en dos momentos

diferentes: al inicio de la instruccion y en la etapa de la evaluacion, es decir, tras el

proceso de instruccion. Se disefid bajo el procedimiento descrito en la Figura 8.
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El contenido abordado con este instrumento se centra en las concepciones de los
estudiantes respeto a los objetos matematicos implicados en un PVEL: variable

como incognita, igualdad y ecuacion.

En los parrafos que se presentan enseguida se explican para el cuestionario de
concepciones de los estudiantes: los propésitos, la forma de trabajo, el tiempo y
lugar de realizacion, la seleccion de los objetos matematicos implicados en los PVEL

y los criterios para el disefio de las preguntas que integran el cuestionario.

1. Propésitos:

1.1 Determinar las concepciones iniciales de los estudiantes en torno a los

objetos matematicos implicados en un PVEL.

1.2 Determinar si existe una modificacion sustancial y la medida en la que
cambian las concepciones de los estudiantes en torno a los objetos
matematicos implicados en un PVEL.: variable como incognita, igualdad

y ecuacion, tras la instruccion e identificar en qué aspectos cambian.
2. Forma de trabajo: Individual.
3. Tiempo de realizacion: 60 minutos por sesién. Al inicio y fin de la instruccion.
4. Lugar de realizacion: Este instrumento se aplicd en aula de clases.
5. Seleccion de los objetos matematicos: En la etapa de la revision de la
literatura, se definieron y caracterizaron los objetos que indirectamente estan
presentes en todo PVEL: variable como incognita, igualdad y ecuacion. Los

estudiantes tienen una serie de concepciones en torno a estos objetos

previas a la instruccion.
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En muchas ocasiones estas nociones estan desconectadas del objeto
matematico (Godino y Batanero, 2009) que representa en si mismo el PVEL,
es decir, el alumno las mantiene en un nivel no consciente. Durante el
proceso de instruccidn se espera que estas nociones se hagan conscientes
a través de su objetivacion, designacién y representacion (Duval, 1999) y que
se establezcan conexiones entre todos estos objetos matematicos que
puedan ser comunicadas verbalmente y por escrito por los alumnos, como

una forma de concrecidn de sus ideas matematicas (NCTM, 2000).

En este orden de ideas el uso y manejo del lenguaje matematico es prioritario,
porque evidencia el nivel y profundidad en comprension de los objetos
matematicos que son entes de naturaleza abstracta y cambiante (Godino y
Batanero, 2009).

6. Criterios para el disefio de las preguntas: Los contenidos considerados para

la elaboraciéon de las preguntas se centran en los objetos matematicos

implicados en cualquier PVEL: variable como incégnita, igualdad y ecuacion.

3.5.1.2 Diseno de los instrumentos para la recopilacion de los

resultados

Se disefiaron formatos especificos para la captura de los resultados brutos de cada

instrumento de evaluacion.

A continuacién se enumeran los formatos que estan agrupados por el instrumento

del que derivan.
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Todos los formatos [excepto el de las representaciones no discursivas] se disefiaron

en una hoja de calculo electrénica en forma de tablas para su posterior tratamiento

cuantitativo mediante la estadistica descriptiva. Este tratamiento de los datos se

detalla en el apartado para el procesamiento y analisis.

a. Formatos para la recopilacion de los resultados de la prueba de desemperio

individual y en pequefio grupo.

a.1

a.2

Formatos para la recopilacion de los resultados de la segmentacion
semantica [unicamente aplica para los resultados de la prueba
individual]. Para cada una de las siete preguntas se disefid un formato

especifico.

La tabla producida contiene en la primer columna la codificacion para
designar a cada uno de los alumnos [en sustitucion de los nombre de los
alumnos], en las segunda columna se capturé textualmente la respuesta

dada por los alumnos a la pregunta realizada en el cuestionario.

Formato para la recopilacion de los resultados del planteamiento del

problema.

Es una lista de verificacion para identificacion de los elementos basicos

en el planteamiento del PVEL.

Esta lista permite un primer acercamiento y filtro para establecer si estan

presentes los elementos basicos para el planteamiento del problema.

La tabla formada contiene en la primera columna la codificacion para

designar a cada alumno.
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En las columnas subsecuentes la etiqueta del encabezado contiene los

siguientes enunciados:

e Copia el enunciado del problema en la hoja anexa destinada para su
solucion.

¢ Selecciona la incognita del problema.

¢ Realiza la representacion geométrica y/o grafica.

¢ Establece las relaciones de la incégnita con los demas datos dados
en el enunciado del problema.

¢ Plantea la ecuacion lineal que conduzca a la solucion del problema.

Las respuestas capturadas son dicotémicas: Si lo realizd, no lo realizo.

a.3 Formato para la recopilacion del tipo de representaciones no discursiva.

Este es el unico formato que no se disefd en hoja de calculo. La captura
de las representaciones no discursivas construidas por cada uno de los
alumnos fue tal cual la escribid en la prueba. Todas las representaciones

se dibujaron con un programa para disefio de diagramas.

a.4 Formato para la recopilacién de las formas simbdlicas.

La tabla formada en la primera columna contiene el identificador para los
alumnos, en las columnas subsecuentes las etiquetas corresponden a las
formas simbdlicas para: la seleccion de la incégnita, las relaciones entre
la incognita y las cantidades conocidas, las operaciones necesarias para

la formacion de la relacion de equivalencia y las ecuaciones planteadas.
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b. Formato para la recopilacion de las concepciones iniciales y finales de los

estudiantes respecto a los objetos matematicos implicados en un PVEL.

Es una tabla que en la primera columna tiene el identificador para cada

alumno.

En la segunda y tercera columna la etiqueta principal del encabezado es para
la variable como incégnita, se usan dos columnas porque en la primera se
captura la respuesta dada por el alumno al inicio de la instruccion y en la

segunda su repuesta tras el proceso de instruccion.

En la misma forma se disefian las columnas subsecuentes, para las
definiciones elaboradas por los alumnos para las nociones de igualdad y

ecuacion.

c. Formato para la tabla de especificaciones.

La tabla de especificaciones es una tabla de doble entrada que permite

establecer los puntajes para calificar una prueba de desempefio.

En esta tabla se distribuyen en forma proporcional los contenidos a evaluarse

en la prueba en relacion al numero total de reactivos.

El formato de la tabla de especificaciones disefiado, en la primera columna
contiene el contenido tematico a abordarse, la segunda columna corresponde
al porcentaje en relacion al total de los contenidos que abarcara la prueba, la
tercera columna es para el propdésito u objetivo a evaluarse, la cuarta columna
contiene el numero de reactivos para ese propésito, la quinta columna
contiene los reactivos redactados, la sexta columna contiene el porcentaje

asignado para determinar el puntaje de ese reactivo.
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3.5.2 Etapa 2. Implementacién

En la Figura 10 se presenta el diagrama que describe la secuencia general para la
implementacion de los instrumentos de evaluacién. La salvedad presente es que en
la prueba de pequefno grupo, se inserta dos paso previos, el correspondiente a la
formacion de los grupo mediante la técnica de numeros aleatorios (Mendenhall,
2010) y la notificacion a los alumnos del grupo al que se deberian integrar al

momento de la realizacion de la prueba.

3.5.3 Etapa 3. Procesamiento y analisis

3.5.3.1 Recopilacion de los resultados de la evaluacion

Todas las respuestas generadas por los estudiantes a cada instrumento fueron
capturadas textualmente en cada uno de los formatos disefados y descritos
previamente. Estas respuestas constituyen los datos o resultados brutos, para

efecto de la distincion de los resultados procesados.

3.5.3.2 Procesamiento y analisis de los resultados

3.5.3.2.1 Procesamiento y analisis de los resultados de la segmentacion

semantica

El analisis de contenido es una técnica de investigacion cualitativa que permite la
descripcion, clasificacion y caracterizacion objetiva y sistematica del contenido
presente en comunicaciones verbales que surgen en el contexto social (Briones,
2003; Martinez, 2006). Esta técnica permite inferir e interpretar el contenido que no

es evidente a la luz de la redaccion del texto (Bermudez, 1982, 1986; Quiroz, 2003).
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Organizar a los alumnos
de acuerdo a la forma de

trabajo prospectada en el
disefio

Preguntar a los
estudlantes sl existen
dudas de la estructura

general del Instrumento

—>

Responder las dudas
generales respecto a la
estructura general del
Instrumento

Solicitar a los alumnos
verifiquen los datos de
Identificacién del
Instrumento

Solicitar a los alumnos
que entreguen el
Instrumento en el orden
de listado de asistencla

v

?

v

?

v

Verificar la asistencla de

Solicitar a los alumnos

Dar a conocer a los

Informar del término del

Recordar a los alumnos

los alumnos de acuerdo al que leen en forma general alumnos el tiempo que tiempo prospectado para la fecha entrega de los
listado elaborado en el ol Instrumento para tienen para responder el la aplicacién de resultados de la
disefio verificar otras dudas instrumento Instrumento evaluacién
Verificar que los alumnos Preguntar a los Dar a conocer a los Informar el lempo Informar a los alumnos

cuenten con los
materiales suficiente para
responder el instrumento

estudiantes sl existen
dudas respecto a las
instrucclones dadas

v

T

alumnos la fecha de

restante a los alumnos

de los criterios para la

Verificar que los alumnos
no tengan materiales
bibliogréficos y
dispositivos electrénicos

v

Dar a los estudiantes las
Instrucciones referentes a
cada seccién del
Instrumento

T

Repartir los ejemplares
del instrumento de
evaluacién a los
estudiantes

Dar a los alumnos las
Iinstrucclones referentes a
la escritura de los os
datos de Identificacién

entrega de los resultados con el que cuentan a calificacién de
de la evaluacién intervalos de 30 minutos Instrumento
Indicar a los alumnos que Aclarar dudas que surjan Recolectar los
pueden comenzar a en el transcurso de la Instrumentos de acuerdo
responder el instrumento aplicacién del a listado de
instrumento asistencla

l

?

v

Verificar que los
estudiantes guarden
sllencio en la aplicacién
del Instrumento

Verificar que los alumnos
guarden compostura
durante la aplicacién del
Instrumento

Revisar que a la entrega
el instrumento tenga los
datos de Identificacién
completos

Figura 10. Esquema de secuencia general de aplicaciéon de los instrumentos de evaluacion.
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El establecimiento de categorias para clasificar el contenido de la comunicacion
verbal es el elemento fundamental para poder efectuar objetivamente el analisis y
la interpretacion del contenido. Las categorias establecidas permiten la
sistematizacién del discurso (Lafourcade, 1969; Bermudez, 1986, Quiroz, 2003). En
otras palabras, es una variante de segmentacién semantica (Duval, 1999), porque
el discurso presente en una comunicacion es segmentado en las unidades
significantes que envuelven el contenido categorizado y que posteriormente, es
reconstruido en un nuevo discurso. La inferencia que realiza el docente debe
permitir establecer una relacién entre los propdsitos derivados de las preguntas de
investigacion y el contenido que se pretende describir y caracterizar en el discurso
(Ricoeur, 1995; Bermudez, 1996).

El analisis de contenido por racimos (Bermudez, 1986) es una variante de la técnica
descrita anteriormente. Este tipo de analisis se puede emplear en comunicaciones
verbales o escritas no extensas. La premisa de la que parte este analisis es que el
discurso estructuralmente se conforma por enunciados o proposiciones generales
que se enlazan a proposiciones particulares. Las proposiciones contienen un sujeto
y un predicado que conforman la unidad significante que describe el contenido. El
sujeto se transforma en el nucleo de referencia o categoria principal que se define
a partir del contenido especifico que se pretende inferir en la proposicion. El
predicado constituye la accidon que recae sobre el sujeto, es decir, su atributo,
caracteristica o tratamiento. Al agrupar varias unidades que tienen un sujeto en
comun se forman racimos de proposiciones con los que es factible la reconstruccion
del discurso en términos del contenido interpretado que deriva de los discursos

individuales de cada sujeto.
Es claro que el analisis de contenido por racimos es una técnica de investigacion de

caracter cualitativo porque permite descripcion de las propiedades, caracteristicas,
atributos y funciones en torno a un objeto de estudio o contenido especifico.
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Sin embargo, las categorias y los predicados pueden ser procesados y cuantificados
mediante la estadistica descriptiva, para poder determinar la frecuencia de

incidencia con la que se presentan en el discurso individual.

En el presente trabajo se aplico el analisis de contenido por racimos a la
segmentacion semantica para cada problema presentado en la prueba de
desempenio individual y al cuestionario de concepciones de los estudiantes respecto

a los objetos matematicos implicados en un PVEL.

Las categorias derivadas de cada una de las siete preguntas fueron procesadas y
tratadas estadisticamente para determinar la frecuencia con la que se presentaron,
para posteriormente establecer su medida o proporcion en relacion con la totalidad

de respuestas cuantificadas.

3.5.3.2.2 Procesamiento y analisis de las representaciones no discursivas

Las representaciones no discursivas producidas por los estudiantes para cada
problema fueron copiadas integramente en un programa para elaborar graficos,
durante ese proceso de transcripcion se realizé un filtrado del tipo de

representaciones que con mayor frecuencia los alumnos emplearon en cada caso.

Posteriormente, se analizaron las caracteristicas de estas representaciones

discursivas.

a. Representacion geométrica. Se observd si la representacion geométrica

contenia:
¢ El segmento con el que se representa la incégnita.

e El segmento en el que aparece la relacién entre la incognita y las

diferentes cantidades conocidas, indicando los simbolos de los
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operadores matematicos para especificar las operaciones necesarias
para la formacion de la ecuacion.
e El segmento con el que se representa la relacibn de equivalencia

incluyendo el adecuado uso del simbolo de igualdad.

Diagrama relacional: Se cotejo si los graficos producidos contenian:

e El nodo con el que se representa la incognita.

¢ Los nodos con las representaciones simbdlicas para las relaciones entre
la incognita y las cantidades desconocidas.

e El nodo con la cantidad conocida que permite la formacion de la relacion
de equivalencia.

e La jerarquia entre el nodo con el que se designa la incognita en relacion
a los nodos para las relaciones entre la incognita y las cantidades
desconocidas.

e Las flechas que indican el sentido en el que se relacionan los nodos.

e Los simbolos sobre las flechas que indican las operaciones matematicas
necesarias para formar la ecuacion.

e El simbolo de igualdad con el que se designa la relacion de equivalencia

entre los nodos.

Representaciéon matricial: Se revisé si la tabla de doble entrada contenia:

e Las etiquetas para los identificadores para los nombres de los sujetos que
se mencionan en el enunciado del problema en la primera y las etiquetas
para designar los tiempos [presente y futuro] en la segunda y tercera.

e La representacion simbdlica para designar: a la incégnita como la edad
de un sujeto en tiempo presente, la relacién entre la incognita y la edad
del segundo sujeto en tiempo presente, a la incégnita en el futuro, la
relacion entre la incognita y la edad del segundo sujeto en el futuro.

e La ecuaciéon formada.
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En una hoja de calculo se elaboro una lista de verificacion en la que se indicaba el
tipo de representacion utilizada en cada problema, la presencia o ausencia de la
caracteristica y las variaciones observadas en las representaciones no discursivas

producidas por los alumnos.

Posteriormente, las caracteristicas de las representaciones no discursivas
transcritas para cada tipo de representacion fueron agrupadas y categorizadas [en
forma similar al analisis de contenido por racimos]. Luego, se procesaron

estadisticamente para establecer su frecuencia y porcentaje de incidencia.

Derivado del analisis de las representaciones no discursivas se extrajeron y
capturaron en un formato electrénico las representaciones simbdlicas producidas
por los alumnos para representar la incégnita y su relacién con las cantidades

conocidas.

Adicionalmente, se elabord otro formato electronico para capturar las ecuaciones
planteadas para cada problema. Al igual que los demas resultados obtenidos, las
representaciones simbolicas se procesaron mediante estadistica descriptiva para

determinar su frecuencia y proporcion de incidencia.

También, se analiz6 el caracter de las operaciones [aditivo, sustractivo,
multiplicativo, racional] que reflejan las relaciones indicadas en las representaciones

simbdlicas planteadas.

En funcién del caracter de las operaciones descritas, se pueden distinguir las
operaciones necesarias para formar las relaciones internas [entre la incdgnita y las
cantidades conocidas] y las necesarias para formar la ecuacion, con lo que se

puede inferir el caracter general al planteamiento del problema.
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3.5.3.2.3 Procesamiento y analisis del cuestionario de concepciones

Las repuestas al cuestionario de las concepciones de los estudiantes respecto a los
objetos matematicos implicados en un PVEL, también fueron procesadas y tratadas
por medio de la técnica de analisis de contenido por racimos. En igual forma, se
realizd el tratamiento estadistico descriptivo de las categorias derivadas para
determinar su frecuencia de incidencia y proporcién. Este analisis se realizo al inicio

y al final de la instruccion.

3.5.3.2.4 Calificacion de las pruebas de desempefio

Para calificar las pruebas de desempefo [individual y en pequefio grupo] se
elaboraron dos tablas de especificaciones (Lafourcade, 1969, CENEVAL, 2006) una
para cada instrumento. La escala de calificacién seleccionada fue de 0 a 10. La

calificacion de las pruebas concreta el aspecto cuantitativo de la evaluacion.

3.5.4 Etapa 4. Seleccion de los resultados

Una vez que los resultados fueron procesados y analizados en forma cualitativa y
cuantitativa, se procedid a hacer una revisidon general para seleccionar los
resultados que permiten sustentar la cobertura de los propositos del presente
trabajo y responder de alguna manera las preguntas de indagacion planteadas en

el primer Capitulo.

Los resultados que se presentan en el siguiente Capitulo, son una parte de la
totalidad de los obtenidos en este trabajo, se tomo la decision de seleccionar una
fraccién de ellos debido a que su escritura se extenderia de manera innecesaria y

esto conduciria a una repeticion en la discusion y el analisis.
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En consecuencia, los resultados de la prueba de desempeiio individual elegidos
para su presentacion y discusién, corresponden a los derivados del Problema 1
[numeros] tanto para la segmentacién semantica como para el planteamiento del
problema. Los resultados de la prueba de desempefio en pequeio grupo

presentados conciernen al problema de la edad de Diofanto.
Para el cuestionario de concepciones de los alumnos en torno a los objetos

matematicos asociados a un PVEL, se muestran las categorias por racimo

establecidas [antes y después de la instruccion].

145



CAPITULO IV.
RESULTADOS Y SU ANALISIS



Introduccion

Este capitulo contiene el analisis y discusidon de los resultados obtenidos en este
trabajo. Estructuralmente se divide en cuatro apartados. En la primera seccion se
presenta la descripcion de las 8 sesiones que comprendio el proceso de instruccion

y las 4 sesiones destinadas a la evaluacion.

La segunda parte contiene los resultados del Problema 1 [numeros] de la prueba

individual, su analisis y discusion.

En el tercer apartado se muestran los resultados del Problema 1 [edad de Diofanto]
de la prueba en pequefio grupo. En igual forma que en la seccion anterior se

presenta su analisis y discusion.

En el cuarto y ultimo segmento de este capitulo, se incluyen los resultados derivados
del analisis de las concepciones [antes y después de la instruccion] que exhiben los
escolares en torno a los objetos matematicos implicados en un PVEL.: variable como

incognita, igualdad y ecuacion.

4.1 Primera Sesion
90 minutos de duracion en clase
Se llevé a cabo la tarea T.13.1 Planteamiento de PVEL de numeros, cuyo proposito

fue documentar y analizar la forma en la que los estudiantes planteaban la ecuacion

que conduce a la solucion de los problemas.

La tarea es de tipo diagndstico y se conformé de cinco problemas de numeros:
cuatro de caracter aditivo [dos de numeros consecutivos] y uno aditivo-sustractivo
(Puig y Cerdan, 1988).
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Estos problemas fueron seleccionados con base a los siguientes criterios:

a. Tienen un contenido puramente matematico e involucran operaciones
fundamentales como la suma y la resta, para el planteamiento de la ecuacion
(Duval, 2006; Kieran, 1981, 1989; Godfrey y Thomas, 2003).

b. La nocién de variable como incégnita es identificable al estar explicitamente
indicada en los enunciados de los problemas al describirse como un nimero,
es decir, como una cantidad desconocida (Kichemann, 1981; Usiskin, 1988;
Ursini, 1990; Duval, 2006).

c. La relaciéon de igualdad es identificable claramente en el enunciado del
problema porque esta descrita mediante frases como: es igual a..., es..., se
obtiene como resultado... y da... (Kieran, 1981; Puig y Cerdan, 1988; Duval,
2006).

d. En el caso de todos los problemas, la expresion algebraica para la ecuacion
correcta se escribe de izquierda a derecha, en el mismo sentido en el que es
leido el enunciado del problema (Kieran, 1989).

e. Los problemas pueden ser planteados y resueltos, tanto por procedimientos
aritméticos como algebraicos (Kieran, 1981, 1988, 1989, 2008; Paralea y
Socas, 1995). Los estudiantes tuvieron oportunidad de resolverlos

individualmente y en forma abierta.

Para el primer problema cuyo enunciado es: “Un numero aumentado por una
[tercera] parte del mismo numero es igual a [20]. ¢ Cual es el numero?” (Meléndez

y Diaz, 2006, p. 6). El 34.4 % de los estudiantes plantearon la ecuacion correcta

X . . 3
que es: X + - = 20. El 59.4 % llegaron a ecuaciones incorrectas como: x + - = 20,

X é) = 20, x+ g = 20, x3=20 y 3x=20.EI6.3 % de los estudiantes no contestaron

el problema.
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El segundo problema tiene el siguiente enunciado: “Un numero es 8 mas que otro
numero. Si la suma de ambos numeros es igual a [40]. ¢ Cuales son los numeros?”
(Meléndez y Diaz, 2006, p. 6-7). La ecuacion correcta a este problema, fue
encontrada unicamente por un alumno [3.1 %]y es: x + x + 8 =40. E| 90.6 % escribio
formas erroneas como: 8+x = 40, x+8x = 40, 8x+y =40, x (8+x) =40, y + 8x =40

y x + 8y =40. El 6.3 % de los estudiantes no respondi6 el problema.

El tercer problema tiene el siguiente enunciado: “La suma de tres numeros enteros
consecutivos es [276]. ¢ Cuales son estos numeros?” (Meléndez y Diaz, 2006, p. 6-
7), para este problema ningun alumno planted correctamente la ecuacién [100 %].
El 78 % llegd a ecuaciones como: x + x + x = 276 y 3x = 276. El 9.4 % de los

alumnos no resolvieron el problema.

Para el cuarto problema el enunciado es: “Si a un numero se le resta su tercera
parte y se le suma su quinta parte se obtiene como resultado 13. ;Cual es el

namero?” (Coronil, 2013, p. 142). El 34.4 % de los jovenes encontraron la ecuacion

X X . . . e
correcta que es: X-3+= = 13, el 56.3 % lo hicieron en forma incorrecta al escribir

ecuaciones como: x-é+% =13, x-)—f+% =13 y x—3+5=13. El 9.4 % no contesto

el problema.

En el ultimo problema, el enunciado es: “Calcula el numero que sumado con su
anterior y su siguiente da [702]” (Gonzalez, 2013, p. 1). El 6.3 % de los alumnos
escribio la ecuacién adecuada: x + (x+1) + (x-1) = 702, el 65.6 % no lo realizé y
planted ecuaciones incorrectas como: y +x+z =702 y x+x+x=702. EI 28.1 %

de los estudiantes no respondio el problema.

También, se aplico la T.13.2 concepto de variable, igualdad y ecuacion que

corresponde al diagndstico conceptual descrito anteriormente (CCSSI, 2012).
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4.2 Segunda sesion

90 minutos de duracion en clase y 60 minutos extraclase

Esta clase comenz6 con la tarea T.74.1 Las fracciones de la unidad [tarea de
activacion de conocimientos previos] en la que se pretendid que los alumnos
asociaran la nocion de variable, a una cantidad desconocida fraccionaria como parte

de la unidad.

La tarea se llevd a cabo en dupla. Para su desarrollo se les proporcionaron a los
alumnos trozos de papel de diferente tamafio doblados en forma fraccionaria en:
dos, tres, cuatro partes iguales, etc. Las parejas tenian que iluminar una seccién del
papel doblado; posteriormente, en las secciones sobrantes deberian escribir en
forma verbal el enunciado que designaba la fraccion de la seccion iluminada con
relacion al total del papel. También, representaron en forma algebraica el enunciado

descrito en lenguaje natural.

En la segunda parte de la sesidn, se abordoé el planteamiento de la T7.74.2 PVEL de
numeros enteros que se presentan en el Anexo 6, en los que se utilizd la
representacion geométrica, como forma no discursiva auxiliar para establecer las

relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas.

Los PVEL planteados, corresponden a enunciados que involucran operaciones de
suma, resta y multiplicacion para la formacién de la ecuacion. Se enfatizé a los
alumnos que las operaciones necesarias para platear la ecuacién, no son las
mismas que para la resolucion de la ecuacion. Los enunciados de los PVEL
abordados, permiten escribir la ecuacién en el mismo sentido en el que se leen, es
decir, de izquierda a derecha. La relacion de igualdad es facilmente identificable en
el enunciado por medio de la frase es igual a... en los tres primeros problemas y en

el ultimo con el verbo ser o estar. También se subray6 esta situacion a los alumnos.
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Los PVEL se presentaron en video, que posteriormente, fue puesto a disposicidon de

los estudiantes via Facebook, para su consulta.

En forma secuencial y general los pasos descritos a continuacion se emplearon para
abordar los PVEL en las sesiones 2 a la 8. En primer lugar, se muestra el enunciado;
luego, se va cuestionando a los alumnos entorno a la identificacién de la cantidad

desconocida y las cantidades conocidas.

Las respuestas a las preguntas estan temporizadas en el video para dar oportunidad
a que los alumnos debatan en forma grupal las respuestas y lleguen a un consenso
al respecto. Asi, tras la discusion aparece la respuesta a la pregunta. También, se
interroga respecto a la representacion simbodlica de la cantidad desconocida
mediante una literal [seleccion y designacion de la incognita]. Para la relacion de

igualdad, se pregunta respecto al verbo o frase que la describe en el enunciado.

Posteriormente, se va mostrando la representacion geomeétrica, que se relaciona
con las respuestas a los primeros cuestionamientos y se establecen las relaciones
internas, entre la cantidad desconocida y la cantidad conocida, ademas de las
operaciones, denotadas por los simbolos de los operadores necesarios para formar
la expresion algebraica en ambos miembros de la ecuacion. También, se explicita
la relacion de equivalencia entre ambos, con respecto el verbo identificado en el
enunciado y el simbolo de igualdad. Finalmente, se muestra la representacion

algebraica completa de la ecuacion.

Los primeros cuestionamientos en torno a la segmentacion semantica del texto del
enunciado del PVEL, permiten identificar los tratamientos discursivos que hacen los
estudiantes sobre las unidades significantes del texto, para lograr la variacién
redaccional, en la que emplean las reglas de formacion y sustituciéon en el lenguaje
verbal, para poder generar las nuevas expresiones que ordenen el contenido
cognitivo del texto relativo a: la cantidad desconocida, las cantidades conocidas y la

frase o verbo que describe la relacion de equivalencia.
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La representacion geométrica, permite mantener el contenido cognitivo del
enunciado, para poder realizar la conversion de todas las relaciones y concretarlas

en la escritura de la forma simbdlica algebraica de la ecuacion.

A continuacion, se muestran las imagenes del cuarto problema del video.

4, La cuarta parte de un niimero es doce. ;Cuél es el niimero?

{Cudles son las palabras o frase para la cantidad desconocidaen el enunciado del problema?
*  Unndmero
¢Cudles son las palabras o frases para las cantidades conocidas en el enunciado del problema?

* Doce
+ Cuarta parte

iCon qué simbolo se puede designar a la cantidad desconocida?
Mediante una letra o literal
¢Cudl seria la literal que elegiriamos para designar la cantidad desconocida?

X
¢Cuél es el verbo o frase que describe la igualdad en el enunciado del problema?

El verbo ser o estar, escrita como la palabra es

x=el ndmero |

I Un medio de x = un medio del niimero 1 Un medio de x = un medio del niimero |
I 1
Un cuartodex=un Un cuartode x=un Un cuartodex=un Un cuartodex=un
| cuartodel niimero  ; cuartodel nimero | cuartodelnimero | cuartodelnimero
I | I 1
Un cuartodeX | El nimero
| | \ &
Z x=12

El verbo ser o estar... en el enunciado “es”
se representa simbélicamente con el igual

Figura 11. Planteamiento y representacion geométrica de un PVEL de numeros
fraccionarios.

Una vez realizada la primera parte de la tarea, se explico con el video a los alumnos
el uso del diagrama relacional de nodos y flechas (Puig y Cerdan, 1988) como otra
representacion no discursiva que se puede emplear en conjunto con la
representacion geométrica. En el Anexo 3 se presentan a detalle las caracteristicas
constitutivas de ambas representaciones. Para lograr la comprension de su uso, se
ejemplificd con tres problemas mas. En el siguiente grafico se muestra la imagen de

uno de los problemas.
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3.Tres veces un nimero mas cinco es lo mismo que diez menos seis veces el
numero. ;Cudl es el nimero?

OrOOR

3x+5=10-6x

Figura 12. Planteamiento y representacion con diagrama relacional de un PVEL
de numeros enteros.

Para finalizar la sesion, los alumnos plantearon la serie de problemas de la
T.14.3 de numeros fraccionarios y de la T.14.4 PVEL unirelacionales de numeros
con suma y resta, empleando la secuencia y recursos abordados en la presentacion.
La tarea extraclase consistio en el continuar con los problemas de la T.74.8A
Miscelanea de PVEL de numeros. Todos estos problemas estan contenidos en el

Anexo 6.

Las evidencias de aprendizaje, producto de la segunda sesion, las constituyen los
PVEL planteados por los estudiantes en forma individual tanto en el aula, como en
la tarea extraclase. Las siguientes imagenes son muestra del planteamiento del
PVEL con el siguiente enunciado: La diferencia de dos numeros es 42 y los dos

quintos del mayor equivalen al menor. jCuales son los numeros?. La ecuacion

2
correcta para este problema es: x - X = 42.

En las siguientes figuras se muestran algunos ejemplos correspondientes a la
EA.4A Miscelanea de PVEL de numeros. El primer ejemplo, es el caso de un alumno
que logro el planteamiento correcto y completo del PVEL, incluyendo el uso de las

dos formas de representacion no discursiva.
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Representacion grafica o geomélrica

5 SEET - \")%\

Preguntas Representaciones algebraicas

¢ Cual es la incognita?

¢ Cuadl es literal qué se emplea para representar la incognita
del problema?
“»\

Loalen ean oy nDencras

X

,,i.mé operacion(es) matematica(s) involucra(n) a la 9 &
incognita del problema? ey

Com |los dos quinles

. ; d ’ Ac
¢ C6mo se relaciona la incognita en el enunciado del PR CR N T
< au‘\oﬂ\(v\ o\ e v ¢

problema? X
. X

£Qué expresion(es) algebraica(s) representa(n) la(s) 2

relacion(es) de la incognita en el enunciado del problema? 5 X

£ Qué expresion algebraica representa la(s) relacion(es) de R
la incognita con la operacion matematica?

¢ A qué se iguala la expresion algebraica que involucra a la - 9z
incognita con la operacién matemética? =

L =S
g,imé-gl es la expresion algebraica para la ecuacion lineal que X NP
describe el problema? 3 ) e~

Figura 13. Ejemplo de del planteamiento correcto, representaciéon con diagrama
relacional y representacion geométrica de un PVEL de numeros fraccionarios
correspondiente a la EA.4A.

El segundo, corresponde a la evidencia de un alumno que logré el planteamiento de

la ecuacion empleando unicamente una de las formas de representacion.
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Figura 14. Ejemplo de del planteamiento correcto planteamiento correcto y
representacion con diagrama relacional de un PVEL de numeros fraccionarios
correspondiente a la EA.4A.

Finalmente, se ejemplifica la situacion en donde un alumno plantea en forma
errénea la ecuacion y emplea una variante de las representaciones no discursivas

propuestas.
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Nombre: | Jos€lice Sepe AR [Grupo: [Z3¥
L ( | Problema Nomero: | 2

Lta difecencia dos rearmetoy et A2 gy Aot Lo

&l Ma U OR cquNA Ich &l ymen or.

Cusles san los nommeeos 2 B

Representacion gréfica o geométrica RN I

[
| l Enunciado:

‘ i'?z'rx'm:!_&f

Figura 15. Ejemplo del planteamiento y representacion incorrecta con diagrama
relacional de un PVEL de numeros fraccionarios correspondiente a la EA.4A.
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4.3 Tercera sesion

90 minutos de duracion en clase y 60 minutos extraclase

Para dar inicio a la clase, se llevo a cabo la tarea T.74.5 Numeros consecutivos de
activacién de conocimientos previos que realizaron los estudiantes en forma de
triada, consistié en determinar la diferencia entre los numeros pares e impares. En
esta tarea, los estudiantes comenzaron escribiendo los numeros pares en el rango
del 1 al 100, luego determinaron por discriminacion de estos los numeros impares.
Asi, concluyeron una férmula general para representar la serie de numeros pares y

la serie de numeros impares.

Al término de la tarea inicial, se continud con la T.14.6 PVEL multirelacionales de
numeros, revisando el planteamiento de PVEL de numeros bajo la secuencia
descrita en la primera sesion. Los contenidos de los PVEL abordados atienden a las
tematicas de: suma de numeros consecutivos, pares e impares y diferencia entre
dos numeros. En los siguientes graficos se ejemplifican dos de los problemas

presentados.

lineales

Planteamiento de problemas de niimeros que conducen a ecuaciones m
V\JL-|L v

5. La suma de tres nimeros enteros pares consecutivos es doscientos setenta y
seis. ;Cuéles son los nlimeros?

{Cudles son los niimeros consecutivos?

X
X Un ndimero entero par ,—I

I Un ndmero maés 2 es su | |
X+2 par consecutivo 1

X
El  consecutivo  del| X |
X+4 ntimero par consecutivo | |

N 4 g =

=+ X + (X+2)+(x+4)= X+X+2+%+6=

- » 3x+6=276

Figura 16. Planteamiento y representacion con diagrama relacional de un PVEL
que involucra la suma de numeros enteros pareas consecutivos.
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Planteamiento de problemas de nlimeros que conducen a ecuaciones ﬂ
Vil ‘\ !

lineales

6.La suma de tres nimeros enteros consecutivos cincuentay uno. ;Cudles
son los nimeros?

¢Cudles son los nimeros consecutivos?

X+2  consecutivo | I

X
X Un nimero |—|
I Un niimero més 1 | X | "
x+1 es suconsecutivo | | '1
El consecutivo del | X | .
1
1

e X+ (X4 1)+(X+2)= X434 1+x+2=

- » 3x+3=51

Figura 17. Planteamiento y representacién con diagrama relacional de un PVEL
que involucra la suma de numeros enteros consecutivos.

En el aula los alumnos plantearon la secuencia de problemas de la T.14.7 PVEL de
numeros consecutivos, como tarea extraclase hicieron el planteamiento de la
T.14.8B Miscelanea de PVEL de numeros. Estas series de PVEL se encuentran en

el Anexo 6, junto con los revisados hasta la sesion 8.

Al igual que para la sesidn anterior se muestran en las siguientes imagenes,
ejemplos de las formas en la que tres alumnos plantean un PVEL. La seleccién de
las evidencias obedece a los mismos criterios en todas las sesiones: se muestra
una ejemplo en la que se logra el correcto planteamiento del problema y su
ecuacion, una donde existe cierta limitacion en la interpretacion del enunciado y la
ultima corresponde al caso en el que no se concreta el planteamiento de la ecuacion

0 es incorrecta.

El PVEL presentado en las imagenes involucra la suma de numeros enteros
consecutivos y el enunciado es: la suma de dos numeros enteros consecutivos es
51. Encontrar los dos enteros. La ecuacién correcta para este problema es:
X+ (x+1)=51.
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Grupo:. hea®
[Pmbmﬂm: ' . - (5
2s , Consecutnos es 51 ‘L

Figura 18. Ejemplo del planteamiento correcto con representacion con diagrama
relacional de un PVEL que involucra la suma de tres numeros enteros
consecutivos correspondiente a la EA.4B.
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l(.uupo | 254

| Nombré. [ Bomcis [ZSiE
ldu\tlflcado; de la tarea; 1 Problema Nimero. |

S 9.
.Enunmado k_o Sorea 8 A0S Orreros enterod  Consecoinvos!
| €S cirdvento v uno. CGales SoN S nUreecos

P s AR ~ Representacion grafica o geométrica

AR % :
e L R
| &)= &

F_ “ S SIEW SiiPregunies | B p-j,ep!e@wgstﬁjiéé |
| ¢Cual es Ia incégnita? ¢ Goales son \os nOM 1
| ¢ Cual es literal qué se emplea para representar la incognita i
Ldilp[oblema? RN 5 ___X TR ')
‘ <

¢Qué operacién(es) matematica(s) involucra(n) a la s age

incognita del problema?

== S 3 S 3 |

LG 2oe0 A dos |

. Como se relaciona la incognita en el enunciado del WNOOS  enYeyos
problema? conseCo iy LoD,
XS XY

¢+ Qué expresion(es) algebraica(s) representa(n) la(s)
relacion{es) de la incognita en el enunciado del problema?

. Queé expresion algebraica representa la(s) relacion(es) de
la incégnita con la operacion matematica? X4 1

¢A qué se iguala la expresion algebraica que involucra ala | 5
mcégmta con la operacion matematica? - \

ual es la expresion algebraica para la ecuacion lineal que B8 3 =
gescnbe el problema? X4 Cae) 2351

Figura 19. Ejemplo del planteamiento incorrecto con representacién geométrica y
con diagrama relacional de un PVEL que involucra la suma de tres numeros
enteros consecutivos correspondiente a la EA.4B.
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Figura 20. Ejemplo del planteamiento incorrecto con representacién con diagrama
relacional de un PVEL que involucra la suma de tres numeros enteros
consecutivos correspondiente a la EA.4B.
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4 .4 Cuarta sesion

90 minutos de duracion en clase y 60 minutos extraclase

Esta sesion se inicido con la tarea T.15.1 Porcentajes de conocimientos previos
referente al calculo de porcentajes de diferentes cantidades por dos procedimientos
diferentes: regla de tres y ecuacion lineal. En equipos de cuatro personas los
alumnos debian obtener el porcentaje indicado en los problemas de la T.15.1, cuyos

enunciados se muestran a continuacion:

¢, Cuanto es el cinco por ciento de dos mil treinta y siete?
¢,Cuanto es el once por ciento de veinte millones?
¢,Cuanto es el ochenta y dos por ciento de ciento noventa y dos?

¢, Cuantos el seis por ciento de trecientos cincuenta y uno?

a M w0 n =

¢, Cuanto es el nueve porcientos de ocho décimos?

A cada grupo pequeiio se le proporcion6 una tarjeta con el enunciado y en una hoja
de papel bond el equipo resolvio el problema asignado y posteriormente explico al
resto del grupo el procedimiento empleado para su solucién. Luego de concluidas
las exposiciones, se les pidid que en la otra parte de la hoja del papel bond
realizaran el planteamiento del problema empleando la metodologia usada en las
dos primeras sesiones. Acto seguido, los grupos efectuaron lo solicitado y volvieron

a explicar a sus companeros el planteamiento como PVEL.

Posteriormente, se presentd el video correspondiente a la T7.156.2 PVEL de
porcentajes numerico. En la segunda parte de la sesion, se presentd el video con
ejemplos de PVEL de diferentes contextos que involucran el calculo de porcentajes.
En este conglomerado de problemas la representacion no discursiva empleada es
el diagrama relacional. En el aula los estudiantes plantearon los problemas
correspondientes a la T.15.3 PVEL de porcentajes de diversos contextos y como

tarea extraclase los de la T.15.4 Miscelanea de PVEL de porcentajes.
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4.5 Quinta sesion

90 minutos de duracion en clase y 60 minutos extraclase

La tarea T.16.1 PVEL de diversos contextos, de activacion de conocimientos
previos, tuvo el propdsito de que los estudiantes analizaran las diferentes
posibilidades de seleccion de la incognita a partir del estudio del caso de un PVEL
de diversos contextos. La tarea se llevd acabo en pequefos grupos de cuatro

integrantes.

A cada grupo se le asign6 un PVEL escrito en una tarjeta. Luego, en un papel bond
para exposicion, se les solicitd elaborar un diagrama en el que se anotaran las
posibilidades de seleccidn de la incognita que el equipo visualizara. Acto seguido,
explicaron a sus compafneros del resto del grupo el caso analizado. Estas

exposiciones se documentaron con una videograbacion.

A manera de ejemplo se presenta el enunciado de uno de los casos abordados. El
texto del enunciado es: Emiliano gasta un total de novecientos cincuenta pesos al
mes, en alimentos emplea el doble de lo que gasta en utiles escolares y en
transporte emplea la cuarta parte de lo que gasta en alimentos. ;Cuanto gasta
Emiliano en transporte, utiles escolares y alimentos?, las posibilidades en la

seleccién de la incognita para este PVEL son:

a. Tomando como incégnita la cantidad de dinero que gasta en dutiles, las

relaciones con respecto para lo que gasta en alimentos y transporte son:

Gasto en utiles X
Gasto en alimentos 2x
Gasto en transporte 5(2x)

. . 1
La ecuacion a la que conducen estas relaciones es: x + 2x + Z(ZX) = 950.

162



b. Tomando como incognita la cantidad de dinero que gasta en alimentos, las

relaciones derivadas para lo que gasta en utiles y transportes son:

Gasto en alimentos X

- 1
Gasto en utiles >X

|
x

Gasto en transporte

. . : 1 1
La ecuacién que se forma a partir de estas relaciones es: x + X+ X= 950.

c. Tomando como incognita la cantidad de dinero que gasta en transporte, las

relaciones asociadas de lo que gasta en alimentos y utiles son:

Gasto en transporte X
Gasto en alimentos 4x
Gasto en utiles 2x

La ecuacion correcta que deriva de la integracion de estas relaciones es:
X +4x + 2x = 950.

La designacion de la incégnita corresponde a una operacidon que en primera
instancia involucra tratamientos para discriminar todas las posibilidades en la
seleccién de la incognita y poder escoger la que involucre menor dificultad en
términos de la formacion de las relaciones internas. Sin embargo, la simbolizacion

de esta incognita encierra una operacion de conversion (Duval, 2006).

La mayor parte de los grupos [siete grupos, equivalente al 87.5 % de los

estudiantes] emplearon la seleccion de la incognita planteada en el inciso a.

En los problemas abordados en la T.16.17 PVEL de diversos contextos, los

estudiantes emplearon el diagrama relacional como forma no discursiva.
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Las operaciones de los PVEL necesarias para formar la ecuacion son de caracter

aditivo, empleando numeros enteros y fraccionarios.

En la segunda parte de la sesion, se abordd el planteamiento de la 7.716.2A PVEL

de costos, con la mecanica de la presentacion en video.

En los problemas incluidos en la T.76.2A se enfatizd a los estudiantes que
establecieran todas las posibilidades en torno a la designacion de la incognita y el
hecho de que independientemente de la seleccion realizada, la ecuacion obtenida

conducira a la misma forma general.

En el aula los estudiantes plantearon el resto de los problemas de esta tarea; como

tarea extraclase los alumnos realizaron la T.16.3 Miscelanea de PVEL de costos.

Derivadas de la tarea extraclase surgen los ejemplos de las evidencias de

aprendizaje [EA.9] que se presentan en las Figuras 21 y 22.
El enunciado del problema presentado es: Jonathan pago6 por un libro, un cuaderno
y una calculadora trecientos sesenta y cuatro pesos. Si el libro cuesta dos quintas

partes de lo que cuesta la calculadora y el cuaderno cuesta una sexta parte de lo

que cuesta la calculadora. ;Cuanto cuesta cada articulo?.

. 2 1
La ecuacion correcta para este PVEL es: x + Xt x= 374.
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Preguntas P Representacuones algebraicas |
<Cual es 1a incognita? “0“\0 o >~,\ ,’%.\ o w‘,.J

. Cual es literal que se emplea para representar 1a incognita Wi

del problema? f\nn tO Qu ¢ \'3 ﬂA’) ot '0

Domay I\c,\QJ e \ \\O\WQ‘,.NJI

| .Qué operacionies) matematica(s) involucra(n) a la | Sivietcan |
SWNAT

inchgnita del problema?

1%90 for un \‘mo un cmkum
33

| gr(;c:)rlv;onzv:; relaciona la incognita en el enunciado del 3 W C‘:"\Q\J\Q&:“(’~ \*!‘3(\«“\;,
[ JL\C\'\\O 3 Ql’\ Q0 Q' .o\

. Qué expresion(es) algebraica(s) representa(n) la(s) }
relacion(es) de la incognita en el enunciado del problema? i
f

. Qué expresion algebraica representa fa(s) relacion(es) de ¢ T & \
la incHgnita con I3 operacion matematica? X '
(,A que se iguala Iz expresion algebraica que involucra a la 3 4
'mcbgn-'a con la operacion matematica? 7
SRS S 4 ,

¢ Cudl es |a expresion algebraica pafa la ecuacion lineal que

B2 NG
descrube &l problema? Cr o ch E@?q

Figura 21. Ejemplo del planteamiento correcto, representacion geométrica y con
diagrama relacional de un PVEL que involucra el costo de tres articulos
correspondiente a la EA.9.
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/nhre / 4e) / RA M 12 © 5/ | Grupo
jemmcadOf de latarea: | ( Problema Numero
Enunciado: | then  P090 poy b beo 1 Cleaiesne 2

US de cole

: Representacion grafica o geométrica

Preguntas ' | Representaciones algebraicas

¢Cual es la incognita?
| .Cual es literal qué se emplea para represeﬁﬁfléﬁh&@hﬁaf
del problema? e 0y

¢+ Qué operacion(es) matematica(s) que involucra(n) a la
incognita del problema?

W

. Como se relaciona la incégnita en el enunciado del
problema?

. Qué expresion(es) algebraica(s) representa(n) la(s) = L
relacién(es) de la incognita en el enunciado del problema? =

—— i —— ¥ J—— — =

Qué expresuén algebraica representa la(s) relacion(es) de TANA e 27
Ia mcbgnua con la operacidon mateméuca?
1

¢,A qué se nguala la expresion algebtauca que involucra a la
mcognna con la operacion matematica?

¢Cual es la expresion algebraica para la ecuacion hnealque | — 1~ ,"e'
describe el problema?

Solucon |Gal, =232 Ceaz Yo Libros o2

HT 2 Higa de WALAO para probk 40 CUITIO [ & umumnmbhoymhmam“

|
|
P
o
|

Figura 22. Ejemplo del planteamiento incorrecto y representacion con diagrama
relacional de un PVEL que involucra el costo de tres articulos correspondiente a la
EA.9.
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4.6 Sexta y séptima sesion

180 minutos de duracién en clase y 90 minutos extraclase

Estas sesiones se centraron en el planteamiento de PVEL de edades, los cuales
son considerados problemas de estado (Puig y Cerdan, 1988), porque involucran
una dinamica relacionada con la ubicacion de la edad de una persona en relacién a
la de otra en: el presente y el futuro, el presente y el pasado o en el presente, pasado
y futuro. En consecuencia, es de especial atencién el uso de las representaciones
no discursivas para evidenciar la informacién que no se explicita en el enunciado
del problema. A la par, es necesario que el estudiante tenga una adecuada

identificacion y practica con la seleccion de la incognita.

La tarea de activacion de conocimientos previos consiste en un juego denominado
T.17.CP Adivino tu edad. Al alumno se le pide seleccionar un numero entre 1y 10,
luego que lo multipliquen por 2 y le afadan 5, posteriormente que lo multipliquen
por 50. Acto seguido se les solicita que si la fecha de su cumpleafios ya paso, le
sume 1765 a la cantidad y si todavia no ha pasado le sume 1764. Finalmente, que
al numero obtenido le resten los cuatro digitos del aio de su nacimiento. El resultado
sera un numero de tres digitos donde el primero corresponde al numero que

seleccionaron al inicio y que su edad actual la indican los dos digitos restantes.

Para lograr la comprension a profundidad de estos aspectos, se inicia con el analisis
del planteamiento de PVEL que involucran las edades de dos personas en tiempo
presente y futuro, en las que las operaciones necesarias para formar la ecuacién

son la suma de las edades que estan expresadas en numeros enteros.
Se emplea como representacion no discursiva adicional a las empleadas en las

sesiones anteriores, la representacion matricial o tabla de doble entrada en la que

se escriben las relaciones de orden l6gico en el registro algebraico.
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En este tipo de PVEL, se enfatizé la seleccion de la incognita que involucra la
operacion de conversion, al traducir las unidades significantes producto de la

segmentacion del texto, en sus respectivas formas simbdlico-algebraicas.

En la siguiente imagen se ejemplifica uno de los problemas abordados que
pertenece al listado de la T.17.1 PVEL de edades que involucran tiempo presente y

futuro.

Planteamiento de problemas de edades que conducen a ecuaciones m
lineales Wk LA

1.La edad actual de una madre es el triple que la que tiene su hijo y dentro de
10 afos sera el doble. ;Qué edad tiene cada uno?
iCuél es laincégnita?  Existen dos posibilidades:

Primera posibilidad: Si tomamos la  Segunda posibilidad: Si seleccionamos
incégnita en el sentido que se lee el  como incégnitaa la edad del hijo.
problema, la edad de la madre serfa la

incégnita.

x = Edad de la madre x = Edad del hijo

%x= Edad del hijo 3x = Edad de la madre

iCon que expresién serd mas facil plantear las relaciones con una
fraccién (cociente) o con nimeros enteros (miiltiplos)?

x = Edad de la madre x = Edad del hijo /
Xhijo 3x = Edad de la madre

Serd mds fdcil plantear las relaciones con niimeros enteros (multiplos) que con una
fraccién (cociente).

W=

x = &
| Edad del hijo en el presente Represeptacnén con lineas de tlempo
(Geométrica: segmentos y rectas numéricas)
X X X

I I I { Edad de la madre en el presente

x +10

I I t l Edad del hijo en el futuro

——+——+——+——

o 1 2 3 4 5 &6 7 ? 10

X  x ||10|
] ] 1

T T rrirrra
01 2 3 45 6 7 8 9 10

L

Edad de la madre en el futuro

Representacion matricial
Presente Futuro (Algebraica: relacién de la incégnita con
datos numéricos)

Hijo X x+ 10
Madre 3x 3x+ 10

£Qué otra informacién que plantea el enunciado del problema nos
falta representar y relacionar?

Figura 23. Planteamiento, representacion geométrica y matricial de un PVEL de
edades que involucra tiempo presente y futuro.
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na madre es el triple que la que tiene su hijo y dentro de

10 affo seré el doble. jQué edad tiene cada uno?

q iComo representamos y
relacionamos esta informacién
¢Qué otra informacién que plantea para formar la igualdad?

el enunciado del problema nos
falta representar y relacionar?

Hijo x ": x+10 ?b
o + o Madre 3x € _3x+10 D El doble
’ La edad de la madre 10 afios
+ después serd (es igual) al
doble de la del hijo
Presente Futuro
Hijo X "_: x+ 10 >D El d bl
Madre 3x € 3x+ IE> oble \

La edad de la madre 10 afios después serd

(esigual) al doble de la del hijo # 3X+1 o = 2(X+1 0)

Presente Futuro

x *+ 10
I X 1 X 1 X + 10 | — 01 23 45678910
‘ J ' T, — x + 10

1 23 45 67 8 9% 10

o +§ El doble
@ Q —> 3x+10 = 2(x+10)

Figura 24. Planteamiento, representacion geométrica, con diagrama relacional y
representacion matricial de un PVEL de edades que involucra tiempo presente y
futuro.

En el resto de la sexta sesion los alumnos realizaron el planteamientode la 7.17.1B
PVEL de edades que involucran tiempo presente y futuro, como tarea extraclase la

T.17.2 Misceldanea de PVEL de edades que involucran tiempo presente y futuro.
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En la séptima sesidn, los estudiantes platearon en grupo pequefio de tres
integrantes, los problemas de la T.17.3 PVEL de edades que involucran tiempo

presente y pasado, al igual que la T.17.4 PVEL que involucran suma de edades.

Los grupos explicaron al resto de sus compaferos el problema planteado, la
exposicion fue video grabada con fines de documentacion, posteriormente estos

videos fueron analizados para su evaluacion.

Al término de las exposiciones se llevd a cabo un debate grupal respecto a las

conclusiones, en lo referente al planteamiento de este tipo de PVEL.

En la tarea extraclase los alumnos desarrollaron en forma individual la
T.17.5 Miscelanea de PVEL de edades, en las siguientes imagenes se muestran
evidencias del problema cuyo enunciado es: la edad de Antonio es el doble de la
que tiene Fernando y dentro de 5 afos sera de cinco tercios. ¢ Cual es la edad de

cada uno?.
.y . 5
La ecuacion correcta para este enunciado es: 2x + 5 = 3 (x+5).

En las siguientes imagenes se muestran las evidencias de aprendizaje
correspondientes a la EA.10B elaboradas por tres escolares en la que se muestra
el planteamiento de un PVEL de edades que involucra tiempo presente y futuro con

numeros fraccionarios.
Las representaciones no discursivas mas frecuentemente empleadas por los

alumnos en la T.17.5 Miscelanea de PVEL de edades son la representacion

geomeétrica y con diagrama relacional.
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Figura 25. Ejemplo del planteamiento, representacién geométrica y con diagrama
relacional de un PVEL de edades que involucra tiempo presente y futuro con
numeros fraccionarios correspondiente a la EA.10B.
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Nombre:
| Identificador de la tarea: Problema Numero: 1 =41
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ano seade J/3 ng cdad 1L eve cada wa /
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 — - N ; b , - Cadd Anlon'o d('lcd{
_Preguntas Representaciones algebraicas
¢Cudl es la incognita? € add de Ternandlg
¢Cual es literal qué se emplea para representar la incognita Il
del problema? X
: Al
Qué operacion(es) matematica(s) involucra(n ala > LAE
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Figura 26. Ejemplo del planteamiento, representacién geométrica de un PVEL de
edades que involucra tiempo presente y futuro con numeros fraccionarios
correspondiente a la EA.10B.
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Figura 27. Ejemplo del planteamiento, representacion geomeétrica, matricial y con
diagrama relacional de un PVEL de edades que involucra tiempo presente y futuro
con numeros fraccionarios correspondiente a la EA.10B.
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4.7 Octava sesion

90 minutos de duracion en clase y 60 minutos extraclase

La ultima sesion de trabajo, inicio con la tarea T.18.1 Agrupacion de fracciones con
la finalidad de activar los conocimientos previos, en la que se buscé que los
estudiantes relacionaran el uso del paréntesis con el concepto de acumulacion de

la fraccion de una cantidad desconocida con respecto a la totalidad.

Esta tarea se relaciona con las llevadas a cabo en la primera y segunda sesion. La
forma de trabajo empleada fue la dupla. A cada pareja se le proporcion6 una caja,
que a su vez contenia dos cajas mas que en el fondo tenia escrita una fraccion. La

caja mas grande tenia escrita una literal como: a, x, z, etc.

Las parejas tuvieron que escribir, empleando paréntesis, la expresidon matematica
para establecer la proporcion que representaba cada una de las fracciones escritas
en el fondo de las cajas internas, con respecto a la incégnita escrita en la caja

principal.

Luego, los estudiantes plantearon individualmente, los cuatro primeros problemas
correspondientes al listado T.718.2 PVEL de fracciones acumulativas. En estos
problemas ademas se enfatizé lo explicado en las sesiones anteriores, en lo que
concierne a: la seleccion de la incégnita, el uso de multiples representaciones no

discursivas y lo dindmico en la temporalidad.

En este tipo de PVEL surge el caracter acumulativo de la fraccion, por lo que en la
segmentacion semantica del enunciado del texto y su posterior variacion
redaccional, es necesario que el alumno identifique la totalidad y su relacién con
respecto a la cantidad desconocida que sufre una acumulacién continua, asociada
al cambio de estado que conduce a una nueva fraccion. En este proceso estan
relacionadas las operaciones de tratamiento en forma secuencial, para poder ir

generando expresiones equivalentes para expresar la nueva fraccion.
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Estos tratamientos son cuasi-inmediatos porque corresponden a representaciones
mentales. La unica representacion externa es la forma no discursiva empleada para

apuntalar la formacion de las relaciones internas.

Ademas, esta presente la operacidon de conversion de las unidades significantes del
texto del enunciado del PVEL dado en lenguaje natural, que son transformadas en
las representaciones simbolicas para cada fraccion. Finalmente, como tarea
extraclase debieron desarrollar el ultimo problema del listado correspondiente a la

T.18.3 PVEL de fracciones acumulativas de corte historico.

En seguida se presenta evidencia de uno de los problemas planteados por los
alumnos en clase, que es uno de los que se considero en el instrumento del estudio
exploratorio, descrito en el primer capitulo, cuyo enunciado es: Una nifa se ha
comido 120 uvas en 5 dias, de tal forma que cada dia comia 5 uvas mas que el dia

anterior. ; Cuantas uvas se comio el primer dia?.

La ecuacion correcta para este PVEL es: x + (x+5) + (x+10) + (x+15) + (x+20) = 120.
En las siguientes imagenes se muestran ejemplos de las evidencias de aprendizaje
[EA.12] elaboradas por dos estudiantes en las que se aprecia el planteamiento de

un PVEL de fracciones acumulativas con niumeros enteros.

Las representacion no discursivas producidas por los estudiantes para este PVEL

son la geométrica y matricial.
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Figura 28. Ejemplo del planteamiento, representacion geométrica y matricial de un
PVEL de fracciones acumulativas con numeros enteros correspondiente a la
EA.12.
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Figura 29. Ejemplo del planteamiento, representaciéon geométrica de un PVEL de
fracciones acumulativas con numeros enteros correspondiente a la EA.12.
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4.8 Novena, décima, onceava y doceava sesion

360 minutos de duracion en clase

En las sesiones 9, 10 y 11, se llevaron a cabo las pruebas de desarrollo escrito para
la evaluacion del nivel alcanzado tras la instruccidn en el planteamiento de los
PVEL, tanto en forma individual, como en grupo pequefio. Ademas de la evaluacion

conceptual, autoevaluacion, autocalificacién y evaluacion del curso.

La doceava sesion se dedicd a dar a conocer a los alumnos los resultados de la
instruccion: la evaluacién formativa o del proceso llevado a cabo en la sesiones 2 a

8 y de la evaluacion final o de resultados de las sesiones 9 a 11.

4.9 Calificaciones obtenidas por los alumnos en la instruccién

En la Tabla 10 se presentan los resultados de las calificaciones obtenidas por los

escolares en la instruccion.

En la primera fila de la tabla se presentan las calificaciones de la prueba diagndstica.
El 6.3 % de los estudiantes obtuvieron 6 de calificacion [plantearon correctamente
tres problemas]. EI 93.7 % de los estudiantes no obtiene una calificacién aprobatoria
en la prueba diagndstica [34.4 % plantearon correctamente 2 problemas, 15.6 % lo

hicieron en forma errénea, el 43.7 % no plantearon correctamente ningun problemal.

En la segunda fila se muestran el promedio de las calificaciones de las evidencias
de aprendizaje EA.3, EA4A, EA4B, EA.7, EA.9, EA.10A, EA10B y EA.12
correspondientes a la evaluacion formativa o del proceso de instruccion. El 75 % de
los estudiantes obtuvieron calificaciones aprobatorias. En contraste, el 25 % de los

alumnos no consiguieron un puntaje aprobatorio en la evaluacién formativa.
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Tabla 10. Calificaciones obtenidas por los alumnos en la instruccion
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4 .10 Resultados de la evaluacion final

4.10.1 Resultados de la prueba individual

Esta seccion contiene los resultados del Problema 1 derivados de la prueba de
desarrollo escrito individual [el instrumento se presenta en el Anexo 8], se incluye

su analisis y discusion.

Los resultados de los Problemas 2 y 3 no se incluyen en este apartado debido a su
extension, pero fueron procesados, analizados y discutidos en forma analoga a los

del Problema 1 que se presentan en las siguientes paginas.

En la Tabla 11 se muestra un concentrado que contiene el porcentaje de estudiantes
que para el Problema 2: representan la cantidad desconocida mediante una literal,
emplean algun tipo de representacion no discursiva [el diagrama relacional,
representacion geométrica y/o matricial], recurren al uso de algun otro tipo de
representacion no discursiva para el planteamiento de la ecuacién lineal, emplean
algun recurso discursivo como la parafrasis o reescritura de frases del enunciado
del problema para clarificar la informacion no evidente y plantean la ecuacion lineal

correcta que conduce a la solucion correcta del problema.

En la Tabla 12 se presentan los mismos elementos anteriormente descritos para el

Problema 3.
A partir de los resultados de los tres PVEL incluidos en la prueba individual, fue
posible responder las preguntas de investigacion [1 a 9] planteadas en el primer

capitulo, a través de la elaboracion de las correspondientes conclusiones.

En las Figuras 30 a 41 se presenta ejemplos de las evidencias de aprendizaje

derivadas de los tres PVEL incluidos en la prueba individual.
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Tabla 11. Resultados generales para el problema 2 de la prueba individual.

Estructura del planteamiento del S; No No contestd Total
problema

Representa la gantldad desconocida 6.3% |84.4 % 049 100 %
mediante una literal
Emplea el diagrama relacional 28.1% |62.5 % 9.4 % 100 %
Emplea la representacion geométrica |21.9 % | 68.8 % 9.4 % 100 %
Emplea la representacion matricial 71.9 % [ 18.8 % 945 100 %
Emplea algun otro tipo de
representacion no discursiva para el 34.4 % | 56.3 % 9.4 % 100 %
planteamiento de la ecuacion lineal
Emplea algun recurso discursivo como
la pargfra3|s o reescritura de frasgg del 6.3% | 84.4 % 9.4 9% 100 %
enunciado del problema para clarificar
la informacién no evidente.
La ecuacioén lineal que escribe es la
gue conduce a la solucion correcta del | 28.1 % | 62.5 % 9.4 % 100 %
problema

Tabla 12. Resultados generales para el problema 3 de la prueba individual.

Estructura del planteamiento del

Si No No contesto Total
problema

Copia el enunciado del problema 875% | 6.3% 6.3 % 100 %
Repr.esenta la pantldad desconocida 93.8 % |No aplica 6.3 % 100 %
mediante una literal
Emplea el diagrama relacional 53.1% | 40.6 % 6.3 % 100 %
Emplea la representacion 375% | 563% | 6.3% 100 %
geometrica
Emplea la representacion matricial 719% | 21.9% 6.3 % 100 %
Emplea algun otro tipo de
representacion no discursiva parael | 34.4 % | 59.4 % 6.3 % 100 %
planteamiento de la ecuacion lineal
Emplea algun recurso discursivo
como la parafrasis o reescritura de
frases del enunciado del problema 34.4% | 59.4 % 6.3 % 100 %
para clarificar la informacién no
evidente.
La ecuacion lineal que escribe es la
que conduce a la solucién correcta 53.1% | 40.6 % 6.3 % 100 %
del problema
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Figura 30. Ejemplo del planteamiento del problema 1 de la prueba individual tipo A
con diagrama relacional, representacion geométrica y solucion correcta de la
ecuacion.
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Figura 31. Ejemplo del planteamiento del problema 1 de la prueba individual tipo A
con diagrama relacional, representacion geométrica y solucién incorrecta de la
ecuacion.
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Figura 32. Ejemplo del planteamiento del problema 1 de la prueba individual tipo B
con diagrama relacional y representaciéon geométrica.
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Figura 33. Ejemplo del planteamiento del problema 1 de la prueba individual tipo B
con diagrama relacional completo y representacion geométrica.
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Figura 34. Ejemplo del planteamiento correcto del problema 2 de la prueba
individual tipo A con diagrama relacional, representacién geométrica y matricial.
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Figura 35. Ejemplo del planteamiento incorrecto del problema 2 de la prueba
individual tipo A con diagrama relacional, representacion geométrica y matricial.
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Figura 36. Ejemplo del planteamiento del problema 2 de la prueba individual tipo B
con diagrama relacional y representaciéon geométrica.
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Figura 37. Ejemplo del planteamiento del problema 2 de la prueba individual tipo B
con diagrama relacional, representacion geométrica y tratamiento discursivo para
la seleccion de la incognita.
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Figura 38. Ejemplo del planteamiento del problema 3 de la prueba individual tipo A
con diagrama relacional y representaciéon geométrica.
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Figura 39. Ejemplo del planteamiento del problema 3 de la prueba individual tipo A
con diagrama relacional, representacion geométrica y matricial.
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Figura 40. Ejemplo del planteamiento del problema 3 de la prueba individual tipo B
con diagrama relacional.
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Figura 41. Ejemplo del planteamiento del problema 3 de la prueba individual tipo B
con diagrama relacional y representaciéon geométrica.
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Para el Problema 1 de la prueba individual, se presenta en primera instancia la
caracterizacion del problema que incluye: la segmentacion semantica del enunciado
del texto (Duval, 1999; 2006) que se espera que el estudiante realice; la seleccion
y designaciéon de la incognita que proporciona una economia de tratamientos; las
relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas; las representaciones no
discursivas [representacion geomeétrica, diagrama relacional y/o representacion
matricial] que es factible que los estudiantes empleen para develar la informacion

que no es clara a la luz del enunciado.

Posteriormente, se muestran los resultados [categorias y porcentajes] obtenidos
tras realizar el analisis de contenido por racimos (Bermudez, 1996) de las

respuestas dadas por los escolares al cuestionario para la segmentacion semantica.

Derivado del analisis anterior se presentan los resultados [categoria y porcentaje]
referentes al tipo de tratamientos discursivos que los alumnos realizan sobre las
unidades significantes de forma tal que conduzca a una economia de tratamientos

en la seleccion y designacion de la incognita.

También, se presenta los resultados [porcentaje y expresion] respecto a las formas
simbdlico-algebraicas que los alumnos producen con mayor frecuencia para

representar la incégnita y las relaciones entre esta y las cantidades conocidas.
Se muestran los resultados referentes a las representaciones no discursivas
[esquema de la representacion, caracteristicas y porcentaje] que mas

frecuentemente los alumnos generan en el proceso del planteamiento del PVEL.

Finalmente, se presentan los resultados referentes a la ecuacién [porcentaje y

expresion algebraica] que puede hacer factible la solucién del problema.
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4.10.1.1 Caracterizacion del Problema 1

El enunciado del primer problema es: “Calcula el valor del numero sabiendo que
dicho numero, mas su mitad, mas su tercera parte es igual a [treinta/cuarenta].”
(Brufio, 2011, p. 208). La variacion en la cantidad descrita después de la palabra
igual se debe a que se elaboraron dos tipos de examen: para la prueba tipo A se

uso treinta y para la prueba tipo B se empled cuarenta.

Se trata de un problema de caracter aditivo. El enunciado revela totalmente la
informacion necesaria para plantear la ecuacion, en el mismo sentido en el que se
lee el texto, es decir, de izquierda a derecha. La segmentacion semantica que se

esperaria que los alumnos hicieran respecto a este problema es la siguiente:

1. La parte del enunciado del problema que menciona a la cantidad
desconocida es: “Calcular el valor del numero...” (Brufio, 2011, p. 208).

2. La parte del enunciado que sefala la cantidad conocida es:
“[treinta/cuarenta]” (Brufio, 2011, p. 208).

3. Las frases del enunciado que mencionan la relacién entre la cantidad
desconocida con las cantidades conocidas son: “dicho nimero, mas su
mitad, mas su tercera parte” (Bruio, 2011, p. 208).

4. La parte del enunciado que menciona la relacion de equivalencia esta dada

por la frase: “es igual a...” (Brufio, 2011, p. 208).

La seleccion de la incognita que ofrece una economia de tratamientos,
corresponderia a la idea de seleccionar “el numero” (Bruiio, 2011, p. 208) que
describe el enunciado del problema como la totalidad y a partir de ella plantear las
relaciones fraccionarias que describen las frases “su mitad... su tercera parte...”
(Brufio, 2011, p. 208). La literal x seria la que probablemente puedan elegir los
alumnos para realizar la conversién de la frase “el numero” (Brufio, 2011, p. 208) a

su forma simbodlica.
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Las representaciones no discursivas que posiblemente puedan generar los alumnos
para revelar las relaciones fraccionarias que derivan de la totalidad dada por la
incognita y las operaciones necesarias para formar la ecuacion [suma e igualacion],
que permitan la conversion a sus formas simbolico-algebraicas, son las que se

muestran en las Figuras 42 y 43.

Diagrama relacional | [prueba tipo A]

Diagrama relacional Il [prueba tipo B]

Figura 42. Diagrama relacional | y Il para el problema.
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Figura 43. Representacion geométrica | y Il para el problema 1.

La ecuacidn correcta para este problema de acuerdo al procedimiento

anteriormente descrito es: x+;x+1§x=30 [para la prueba tipo A] vy

X+ % X+ %x =40 [para la prueba tipo B].
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4.10.1.2 Resultados y discusion para el Problema 1

4.10.1.2.1 Segmentacién semantica

Para analizar la manera en la que los estudiantes realizaron la segmentacion
semantica de cada uno de los problemas, en la prueba se incluyeron una serie de
preguntas orientadas a identificar las unidades semanticas que designan: a la
cantidad desconocida, las cantidades conocidas, la forma en la que se relacionan

estas con la cantidad desconocida y la relacion de equivalencia.

Una vez que los alumnos respondieron las preguntas, se analizaron las respuestas
mediante la técnica de analisis de contenido por racimos (Martinez, 2006;
Bermudez, 1982, 1996). Posteriormente, se trataron mediante estadistica

descriptiva y se elaboré el grafico del porcentaje de incidencia.

El 100 % [32] de los alumnos realizan la segmentacion semantica del enunciado del

Problema 1.

Los resultados que se presentan a continuacion estan divididos en dos secciones.

En la primera se muestran las categorias principales producto del analisis de
contenido por racimos para las primeras cuatro preguntas del cuestionario de la

segmentacion semantica.

La segunda seccion incluye los porcentajes para los tratamientos discursivos que
efectian los alumnos sobre las frases o unidades semanticas, necesarias para la
designacion de la incognita vy, las relaciones entre esta ultima y las cantidades

conocidas.
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4.10.1.2.2 l|dentificacion unidades semanticas

Pregunta 1. ;Qué parte del enunciado del problema menciona a la cantidad

desconocida?

Categorias:

A. “Calcular el valor del numero...” (Brufio, 2011, p. 208)

B. “Calcular el valor del numero sabiendo que dicho numero, mas su mitad y
tercera parte...” (Brufio, 2011, p. 208)

C. “...el numero mas su mitad y su tercera parte es igual a [treinta/cuarenta”
(Brurio, 2011, p. 208)

3.1%

ODA EB OC

Figura 44. |dentificacion de la cantidad desconocida para el problema 1 de la
prueba individual.

En la grafica de la Figura 44, es posible apreciar que el 87. 5 % de los estudiantes
identifica la frase “Calcular el valor del numero...” (Brufio, 2011, p. 208) como la
unidad semantica [categoria A] del enunciado del Problema 1 que contiene a la
cantidad desconocida. Este resultado es coincidente con lo que se plante6 en la

caracterizacion del problema.
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Pregunta 2. ;Qué parte del enunciado del problema menciona a las cantidades

conocidas?

Categorias:

A. “mas su mitad, mas su tercera parte es igual a [cuarenta/ treinta]” (Brufo,
2011, p. 208)

B. “mas su mitad mas su tercera parte” (Bruiio, 2011, p. 208)

C. “esigual a [cuarenta/ treinta]” (Brufio, 2011, p. 208)

DA mB zC

Figura 45. |dentificacion de las cantidades conocidas para el problema 1 de la
prueba individual.

En la Figura 45 se muestra que el 43.8 % de los escolares identifican la frase “es
igual a [cuarenta/ treinta]” (Brufio, 2011, p. 208) como la unidad significante

[categoria c] que menciona la cantidad conocida.

Tal resultado nos permite afirmar parcialmente la idea propuesta al respecto en la

caracterizacion del problema.
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Pregunta 3. ;Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion entre la

cantidad desconocida y las cantidades conocidas?
Categoria:
A. “su mitad mas su la tercera parte... [cuarenta/ treinta]” (Brufio, 2011, p. 208)

B. “dicho numero, mas su mitad, mas su tercera parte” (Brufio, 2011, p. 208)
C. “[cuarental treinta]” (Brufo, 2011, p. 208)

DA mB mC

Figura 46. |dentificacion de las relaciones entre la cantidad desconocida con las
cantidades conocidas para el problema 1 de la prueba individual.

A partir de la grafica de la Figura 46 es posible apreciar que el 65.6 % de los alumnos
refieren como la unidad significante que establece la relacion entre la cantidad
desconocida y las cantidades conocidas, con la frase que trata “dicho numero, mas

su mitad, mas su tercera parte” (Brufio, 2011, p. 208).

Este resultado nos permite afirmar la proposicion establecida al respecto en la

caracterizacion del problema.
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Pregunta 4. ;Qué parte del enunciado del problema menciona la relacién de
equivalencia entre todas las cantidades?

Categorias:

A. “esigual a” (Brufio, 2011, p. 208)
B. “esigual a [treinta/ cuarenta]” (Brufio, 2011, p. 208)

DA EB

Figura 47. |dentificacion de la relacién de equivalencia para el problema 1 de la
prueba individual.

En la Figura 47, se presenta la grafica que indica que el 87.5 % de los alumnos
indican que la frase “es igual a” (Brufio, 2011, p. 208) corresponde a la unidad

significante que se refiere a la igualdad.
Esto resulta muy evidente, porque la frase contiene la palabra igual. Ademas, el

enunciado transparenta la escritura de la ecuacidn en el mismo sentido que se lee

el texto, es decir, de izquierda a derecha.
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4.10.1.2.3 Tratamientos discursivos sobre las unidades significantes

El 90.6 % de los estudiantes efectuan algun tipo de tratamiento discursivo sobre las
frases identificadas en la segmentacion semantica que permiten la designacion de

la incognita como el valor del numero.

El 65.6 % de los estudiantes realizan tratamientos discursivos sobre las frases que
relacionan la cantidad desconocida designada como incégnita y las cantidades
conocidas para poder establecer las relaciones internas con las que se estructuran

las representaciones no discursivas y simbolico-algebraicas.

Estos tratamiento son cuasi-inmediatos (Duval, 1999, 2006) por lo que no se puede
apreciar la trayectoria cognitiva que siguen los estudiantes para efectuarlos,

solamente se puede apreciar su resultado.
4.10.1.2.4 Representaciones simbdlico-algebraicas

El 100 % de los alumnos utilizan la literal x para designar a la incognita del problema

que es el numero cuyo valor se esta buscando.

Para representar las relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas el

71.9 % de los alumnos emplean fracciones algebraicas. La expresion algébrica

. : . 1 :
relacionada con la mitad del numero buscado es: 5% Y la que asocia la tercera parte

1

3 X El 25 % de los estudiantes emplean expresiones que

del numero es:

. oy . . 1 1
corresponden a fracciones aritméticas [no asociada a la literal x] como son: 5Y 3 El

3.1 % de los escolares no respondieron el problema, unicamente realizaron la
segmentacion semantica del enunciado, por lo tanto no generaron algun tipo de

representacion algebraica.
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4.10.1.2.5 Representaciones no discursivas

En esta seccion se presentan las representaciones no discursivas empleadas por
los alumnos para evidenciar las relaciones internas entre la incognita y las
cantidades conocidas, que corresponden a las fracciones algebraicas descritas
anteriormente. Ademas, destaca la seleccion de la operacion de adicion para
relacionar internamente las fracciones algebraicas. Finalmente, se muestra la
formacion de la ecuacién a partir de la igualacion de la expresion algebraica que

contiene dichas fracciones con la cantidad conocida [treinta/cuarenta].

En la Tabla 13 que se muestra a continuacién, se incluye la frecuencia vy el
porcentaje en el uso por parte de los escolares de los diagramas relacionales
mostrados en la Figura 42 como representaciones no discursivas que permiten el

planteamiento de la ecuacion del Problema 1.

Tabla 13. Frecuencia y porcentaje en el uso de diagrama relacional para el

Problema 1.
Aspecto Frecuencia | Porcentaje
No contestaron el problema 2 6.3 %
No usaron diagrama relacional 2 6.3 %
Usaron el diagrama relacional I/1l completo 6 18.8 %
Usaron el diagrama relacional I/ll sin flechas 7 21.9%
Usaron el diagrama relacional /11 sin signos 2 6.3 %
Usaron otro tipo de diagrama relacional 13 40.6%
Total 32 100 %

Acorde a lo que se esperaba, el 43.8 % de los estudiantes desarrollaron diagramas

relacionales como los mostrados en la Figura 42 [l y II].
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Entre las caracteristicas mas notables de este tipo de representacion destaca que
la incégnita [x] es escrita en un nodo que jerarquicamente se ubica por arriba de las

relaciones entre esta y las cantidades conocidas, que a su vez son escritas en nodos

. . 1.1 .
independientes [EX’ 3% respectivamente].

Los nodos estan conectados por segmentos de recta, con los que se puede
visualizar la relacién. El 25.1 % de los estudiantes representan dichas relaciones
por medio de flechas con las que se establece el sentido de la relacion entre nodos,

el 21.9 % solamente emplean segmentos de recta [no usa flechas].

El 37.5 % de los estudiantes emplean el simbolo de adicion para representar la
operacion matematica que permite relacionar los nodos. El 6.3 % de los estudiantes
no usan simbolos sobre los segmentos de recta para denotar las operaciones con

las que se relacionan los nodos.

El 43.8 % de los escolares emplean el simbolo de igualdad para establecer la

relacion entre la totalidad de los nodos con respecto a la cantidad conocida.

El 40.6 % de los alumnos utilizaron algun tipo de diagrama relacional diferente al
mostrado en la Figura 42, las variaciones con respecto al referido, se centran en la
jerarquia de los nodos, la representaciones de las relaciones entre la incégnita y las
cantidades conocidas [en lugar de ser representadas como fracciones algebraicas,
son escritas como fracciones aritméticas] y la falta de los signos para denotar las

operaciones que relacionan los nodos y las flechas, es un comun denominador.
En la Tabla 14 se muestra la frecuencia en el uso de la representacién geométrica

como elemento auxiliar en el planteamiento de la ecuacion correcta para el

Problema 1.
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Tabla 14. Frecuencia y porcentaje en el uso de la representacion geométrica para
el problema 1.

Aspecto Frecuencia | Porcentaje
No contestaron el problema 2 6.3 %
Usaron la representacion geométrica A/B 9 281 %
No iguala en la representacion geométrica A/B 5 15.6 %
Usaron otro tipo de representacién geométrica I/1l 2 6.3 %
No usaron la representacion geométrica 14 43.8 %
Total 32 100 %

En la Figura 48 se exponen los dos tipos de representaciones geométricas [l y 1]

que emplearon los alumnos para el Problema 1.

En contraste con las representaciones de la Figura 43, en ésta se puede apreciar
que los estudiantes simplifican la forma de representar las relaciones internas entre
la incognita y la cantidad conocida, ubicandolas a todas sobre un mismo segmento

de recta.

En estas representaciones no se pierde el sentido de la totalidad que proporciona
el enunciado del problema, es decir, se aprecian en su conjunto todos los elementos

necesarios para formar la ecuacion [incégnita, relaciones derivadas de la incégnita

con las cantidades conocidas y la igualdad].
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Figura 48. Representacion geométrica IA y IIA para el problema 1.

4.10.1.3 Planteamiento de la ecuacion
El 90.6 % [30] de los escolares plantearon la ecuacion.

El 84.4 % de los estudiantes llegan a la ecuacion correcta: x + % X+ %x =30 [para

la prueba tipo A]y x+ g X+ %x=40 [para la prueba tipo B]. El 12.5 % llegan a

. . 17 1 1
ecuaciones incorrectas como: x + > +-=30, x+-+

- =40, 1+

1
3

N

1—
+E—30 Yy

N =

1+1+1 =40

NI
w|=

El 3.1 % no plantearon el problema.
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4.10.2 Resultados de la prueba en pequeno grupo

La segunda prueba de desarrollo escrito se llevé acabo en pequefio grupo de cuatro
integrantes. El instrumento aplicado aparece en el Anexo 9. Al igual que en la
prueba individual, para la prueba en pequefio grupo se muestran, con fines
ilustrativos los resultados, discusion y analisis para el Problema 1 [La edad de

Diofanto]. El segundo problema de la prueba se analiz6 en forma analoga.

En la Tabla 15 se muestran los porcentajes de estudiantes que para el Problema 2:
representan la cantidad desconocida mediante una literal, emplean algun tipo de
representacion no discursiva [el diagrama relacional, representacion geométrica y/o
matricial], recurren al uso de algun otro tipo de representacion no discursiva para el
planteamiento de la ecuacion lineal, emplean algun recurso discursivo como la
parafrasis o reescritura de frases del enunciado del problema para clarificar la
informacion no evidente y plantean la ecuacién lineal correcta que conduce a la

solucion del problema.

Tabla 15. Resultados generales para el problema 2 de la prueba en pequerio

grupo.

Estructura del planteamiento del problema Si No Total
Copia el enunciado del problema 125% | 87.5% | 100 %

Reprfesenta la cantidad desconocida mediante 100 % |No aplica | 100 %
una literal

Emplea el diagrama relacional 75 % 25% 100 %
Emplea la representacion geométrica 125% | 87.5% | 100 %
La ecuacion lineal que escribe es la que 100 % | No aplica | 100 %

conduce a la solucion correcta del problema

En las Figuras 49 a 51 se muestran algunas evidencias de las respuestas generadas

para los dos problemas de la prueba en pequefio grupo.
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Figura 49. Ejemplo del planteamiento del problema 1 de la vida de Diofanto de la
prueba en pequefio grupo con diagrama relacional y representacion geomeétrica.
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Figura 50. Ejemplo del planteamiento del problema 1 de la vida de Diofanto de la
prueba en pequefio grupo con diagrama relacional.
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Figura 51. Ejemplo del planteamiento del problema 2 del robo de las naranjas de
la prueba en pequefo grupo con diagrama relacional.

Para los problemas de la prueba escrita en pequeno grupo, no se considero el
analisis de la segmentacion semantica del enunciado, debido a que en la prueba
individual se analiz6 ampliamente este topico. En esta prueba en grupo se espera
que los alumnos apliquen lo aprendido, ademas de poner en juego otras
competencias relacionadas con la resolucion de problemas y la socializacién del

conocimiento.

En esta prueba escrita, no se les dan instrucciones puntuales a los estudiantes para
la traduccion de los problemas, a diferencia de la prueba individual en la que el
instrumento contiene instrucciones que intencionalmente seccionan y orientan el

planteamiento del problema.
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4.10.2.1 Caracterizacion del Problema de la vida de Diofanto

El problema del epitafio de la tumba de Diofanto, tiene el siguiente enunciado:

Esta tumba contiene a Diofanto. jOh gran maravilla! Y la tumba dice con arte la
medida de su vida. Dios hizo que fuera nifio una sexta parte de su vida. Afiadiendo
un doceavo, las mejillas tuvieron la primera barba. Le encendié el fuego nupcial
después de un séptimo, y en el quinto afio después de la boda le concedié un hijo.
Pero, jay! Nifio tardio y desgraciado, en la mitad de la medida de la vida de su
padre, lo arrebaté la helada tumba. Después de consolar su pena cuatro afios con
esta ciencia del calculo llegé al término de su vida. ;Cuantos afos habia vivido

Diofanto cuando le llego la muerte? (Nazareno, 2014, p. 1).

Este es un problema clasico de corte histérico (Puig, 1998), y de estados porque
involucra la linea de vida de Diofanto como la totalidad. EI momento que indica su
muerte puede ser tomado como un punto de partida para iniciar en forma regresiva

con la segmentacion semantica del enunciado del problema.

El enunciado proporciona informaciones fraccionarias de los puntos intermedios de
su vida como son: el periodo en que fue nifo, la etapa de la pubertad, su matrimonio,
el nacimiento y muerte de su hijo. Por lo tanto, estas informaciones fraccionarias
corresponden a las unidades semanticas del enunciado del problema y la cantidad
desconocida o incognita sera el numero de afios que vivio Diofanto. En términos de
esta incognita se plantearan las relaciones internas que corresponderan a cada una
de las fracciones de la vida de Diofanto, con lo que se puede determinar el caracter
del problema que puede ser: puramente aditivo, si cada una de las fracciones se
suman y se igualan a la totalidad de los arios que vivié Diofanto [/incognita]o aditivo-
sustractivo, si a esta totalidad se le van restando cada una de las fracciones de su
vida y se iguala a la suma de las cantidades conocidas, que corresponden a los
cinco anos que transcurrieron entre su matrimonio y el nacimiento de su hijo, y los

cuatro afios que pasaron entre la muerte de su hijo y su propio deceso.
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A partir de la descripcion anterior, podemos proponer dos tipos de representaciones
no discursivas: geométrica [Figura 52] y diagrama relacional [Figuras 53 y 54], para
revelar el caracter del problema, tomando como base la forma de estructurar las
relaciones fraccionarias desconocidas y conocidas de la vida de Diofanto con

respecto a la totalidad de afios que vivio.

01234 012345

Figura 52. Representacién geométrica | y Il para el Problema 1.
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Figura 53. Diagrama relacional aditivo para el Problema 1.

Figura 54. Diagrama relacional aditivo-sustractivo para el Problema 1.

La ecuacion de caracter aditivo que puede conducir a la solucion del problema es:

lx+i

1 1
+ - x+5+ - x+4=
5 5 Xt 2 X 5 > X 4 =x.

La ecuacion de caracter aditivo-sustractivo que hace factible la solucion del

1 1 1
m "X- [~ X+ —Xx+-x+ - =
problema es: x /;x 5 Xt o X+ X 9.
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4.10.2.2 Representaciones simbdlicas

El 100 % de los escolares designa a la incognita como el numero de afos que vivio
Diofanto y la representa mediante la literal x. Las formas simbolico-algebraicas con

las que los estudiantes representan las relaciones entre la incégnita y las fracciones

, : : - 171 1
que describen las etapas de la vida de Diofanto son las siguientes: 5 X% 55 X5 Xy

X.

Nl

4.10.2.3 Representaciones no discursivas

El 50 % de los alumnos emplean alguno de los cuatro tipos de diagrama relacional
que se muestran en la Figura 55, como mediador en la traduccion de la informacion
que describen el contenido cognitivo incluido en las frases del enunciado del
problema referentes a cada una de las oraciones que indican algun hecho de la vida
de Diofanto. El 50 % de los estudiantes no usa algun tipo de representacién no

discursiva para plantear la ecuacion del problema.

©

Diagrama relacional A Diagrama relacional B

_ (0
HE®O®-O OO

Diagrama relacional C Diagrama relacional D

Figura 55. Diagramas relacionales elaborados por los alumnos para el problema
de la vida de Diofanto.
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Al comparar los diagramas de la Figura 54 [derivados de la caracterizacién del
problema] y los de la Figura 55 [los que elaboraron los estudiantes] se pueden

apreciar diferencias notables.

En el diagrama A de la Figura 55, se puede apreciar que los alumnos incluyen en
los nodos secundarios las operaciones para relaciones simbdlicas fraccionarias que
derivan de la incognita x. Ademas, no establecen el sentido de la operacion
mediante flechas. La relacion de igualdad la representan con la solucién del

problema que es el total de afios que vivid Diofanto.

En el diagrama B de la Figura 55, se muestran que las relaciones simbdlicas
fraccionarias son de caracter totalmente sustractivo y que provienen de la incégnita.
Solamente en la relacion fraccionaria de la sexta parte de la vida Diofanto se

establece la direccion de la operacion.

El diagrama C de la Figura 55, es muy similar con el propuesto para las relaciones
de caracter puramente aditivo [Figura 54]. La unica diferencia es que la cantidad
conocida referente al quinto ano después de la boda de Diofanto la ubican del lado

derecho del diagrama, con lo que no queda establecido su caracter aditivo.

En el Diagrama D de la Figura 55, no se aprecian las representaciones simbdlico-
algebraicas referentes a la mitad y la séptima parte de la vida de Diofanto. Ademas,
no se aprecia la relacion de igualdad. El caracter del problema que describe este
diagrama es totalmente aditivo y se indica el sentido de las operaciones mediante

flechas.

Los estudiantes no emplearon representaciones geométricas o matriciales como

alternativas para el planteamiento del problema.
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4.10.2.4 Planteamiento de la ecuacion

El 100 % de los escolares plantea ecuaciones correctas para el PVEL.

El 62.5 % de los alumnos llegan a la ecuacién que combina el caracter aditivo-

sustractivo y es: X - /é X+ 11—2 X+ ; X+ % X /= 5+ 4 [El 12.5 % uso el diagrama
relacional A, un 12.5 % el B, otro 12.5 % el Cy 12.5 25 % restante no emplearon

representaciones discursivas].

El 375 % genera la ecuacion de -caracter puramente aditivo que es:

1x+i

2 X+ x+2x+5+- x+4=x[El125 % us el diagrama relacional D y el 25 %

no empleo ningun tipo de representacion no discursiva].

Los estudiantes no emplean representaciones matriciales, ni geométricas en la

resolucion del problema.

4.10.3 Calificaciones de la prueba individual y en grupo pequeio

El 81.2 % de los estudiantes alcanzaron una calificacion aprobatoria en el rango de
6 a 10 puntos en la prueba individual y el 18.8 % de los escolares la reprobaron [los

resultados se presentan en la Tabla 10].
El 100 % de los estudiantes aprobaron la prueba en pequeno grupo [Tabla 10].
El 87.5 % de los alumnos obtuvieron un promedio aprobatoria de calificaciones

[Tabla 10] en las pruebas de desarrollo escrito [individual y grupal] y un 12.5 %

alcanzaron un promedio menor o igual a 5.
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4.10.4 Resultados del cuestionario de las concepciones de los
estudiantes respecto a los objetos implicados en un PVEL

Para determinar las concepciones predominantes de los estudiantes antes y
después de la instruccion, con respecto a los objetos matematicos: variable como
incognita, igualdad y ecuacion, se realizd el analisis de contenido por racimos

(Bermudez, 1996) de las definiciones que se presentan en el Anexo 7.

Para la concepcion de incognita, las categorias de analisis encontradas son las

siguientes:

Valor, numero o cantidad fija.

Valor, numero o cantidad desconocida.
Numero generalizado.

Diferencia entre dos numeros.

Valor, numero o cantidad que cambia.

-~ 0 o0 T o

Asociada a funcion.

Literal.

= @

Representacion simbdlica.

La concepcion para la nocion de incognita, predominante entre los estudiantes al
inicio de la instrucciéon es: como un valor, nimero o cantidad desconocida,
representado por medio de una literal [incisos b y g]. Al final de la instruccion, los
estudiantes completaron esta idea inicial, al sefialar que la literal corresponde a la

representacion simbdlica de la incégnita presente en cualquier ecuacion [incisos b,

g, ¢, gyh].
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El 84 % de los estudiantes modificaron y/o ampliaron sus concepciones respecto a
la nocién de incognita tras la instruccién. El 16% de los estudiantes mantuvieron su
concepcion inicial respecto a este objeto matematico durante y después de la

instruccion.

Las categorias correspondientes a los incisos a, d, y e, se encuentran vertidas en

las definiciones de los estudiantes con una frecuencia Unica.

Las categorias de analisis derivadas de las concepciones de igualdad que describen

los estudiantes son las siguientes:

Despeje.

Relacionar dos numeros, valores o cantidades semejantes.
Comprobacion de la ecuacion.

Expresiones matematicas con las que se puede saber el valor de algo.

Operacion para resolver un problema.

-~ 0o o 0 T p

Términos o expresiones iguales.

Relacién de variables.

- @

Relacion de equilibrio entre operaciones.

Relacion de equilibrio entre cantidades conocidas y desconocidas.
j- Relacion de resultados que expresan la misma cantidad.
k. Resultados de una ecuacion.

|.  Método para formar ecuacion.
La concepcion para la nocion de igualdad que con mayor frecuencia los alumnos

manifestaron al inicio de la instruccién, es que en la igualdad se relacionan dos

numeros, valores o cantidades semejantes [inciso b].
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Tras el proceso de instruccidn, esta concepcién se mantiene y varios estudiantes
indican que la igualdad es el resultado de: darle solucion a la ecuacion [incisos d y
k], comprobar la ecuacion [inciso c] y relacionar las cantidades conocidas con la

cantidad desconocida o incégnita [inciso i].

El 97 % de los estudiantes modificaron sus concepciones iniciales respecto a la
nocion de igualdad tras la instruccion; solamente el 3 % mantuvo la misma postura

en torno a este objeto matematico durante todo el proceso.

El resto de las categorias de analisis [incisos a, e, f, g, h, j y I] se encuentran vertidas
en las definiciones de los estudiantes con una frecuencia de incidencia en las

respuestas de 1 a 2 por el total de alumnos.

A partir de las definiciones de ecuacidén descritas se elaboraron las siguientes

categorias de analisis:

Identidad aritmética.
Relacion de equivalencia entre numeros.
Relacion de equivalencia entre variables.
Identidad algebraica.

Comprobacion de ecuacion.

-~ 0 o0 T o

Conjunto de variables y numeros.

Operaciones algebraicas.

= @

Conjunto de variables, niumeros y operaciones.

Expresion algebraica con cantidades desconocidas.
j- Forma de simbolizar un problema.

k. Conjunto de numeros vy literales.

|.  Meétodo para resolver un problema.

m. Representacion de operaciones algebraicas.

n. Resultado de una operacion aritmética.
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Al inicio de la instruccion los alumnos refieren en forma mas frecuente que una
ecuacion engloba operaciones algebraicas que incluyen un conjunto de variables y

numeros que generan un resultado especifico [incisos f, g, h, k y o].

Al finalizar el proceso de instruccion los estudiantes mantienen la idea de que la
ecuacion es el resultado de operaciones algebraicas que dan un resultado [incisos
g, h y o] y la relacionan con la forma de representar y resolver un problema en el

que estan presentes cantidades desconocidas [incisos i, j y I].

El 78 % de los estudiantes modificaron y ampliaron su concepcion de ecuacion

durante el proceso de instruccion y el 22 % de los mantuvo su postura inicial.

Las categorias restantes [incisos a-e] se encuentran presentes en las definiciones
elaboradas por los alumnos con una frecuencia de incidencia en las respuestas de
1a2.
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CONCLUSIONES

El analisis y discusion de los resultados derivados del presente estudio nos
permiten sustentar las conclusiones que se exponen a continuacion con las que

intentamos dar respuesta a las preguntas de indagacion planteadas inicialmente.

Los estudiantes realizan la segmentacion semantica del texto del enunciado de un
PVEL en sus unidades significantes en las siguientes proporciones: El 71.9 %
identifican la secciéon de texto que corresponde a la cantidad desconocida.
El 62.7 % de los escolares ubican las proposiciones que relacionan la cantidad
desconocida con la cantidad conocida. EI 51.6 % reconocen las frases que
describen las operaciones matematicas necesarias para formar la ecuacion.

El 86.7 % visualizan la parte del enunciado que se refiere a la relacién de igualdad.

El 95.3 % de los estudiantes emplean la literal x para representar simbdélicamente a

la incognita o cantidad desconocida en un PVEL.

El 85.9 % de los alumnos emplean fracciones algebraicas para explicitar las
relaciones entre la incégnita y las cantidades conocidas que describe el enunciado
de un PVEL de numeros y edades, en donde representan simbolicamente estas

relaciones como un cociente o razon.
El 68.8 % de los educandos usa formas simbdlico-algebraicas de caracter aditivo
para representar las relaciones entre la incdgnita y las cantidades conocidas

vertidas en el enunciado de un PVEL de edades.

El 79.2 % de los estudiantes emplean la ecuacion lineal correcta para representar

la relacion de igualdad descrita en el enunciado de un PVEL.
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El 76.9 % de los estudiantes emplean tratamientos discursivos cuasi-instantaneos
o0 automaticos como el parafraseo para realizar la sustitucion sobre las unidades
significantes del texto que representan objetos matematicos especificos: incognita
e igualdad. La caracteristica principal de estos tratamientos es que debe
mantenerse una invarianza en cuanto al contenido cognitivo del enunciado del
PVEL.

El 76.6 % de los escolares usan tratamientos discursivos para seleccionar la
incognita como parte de la segmentacion semantica del texto del PVEL. Estos
tratamientos se basan en la correferencia, que permite al estudiante establecer la
correspondencia entre las frases que aparecen en distintas ubicaciones del

enunciado del texto, pero que en comun designan a la cantidad desconocida.

Esta correferencia lleva a los alumnos a realizar la sustitucién de estas frases y su
codificacion, como las unidades significantes que mantienen la invarianza del
contenido cognitivo, que se refleja en la reduccién de todas las frases que relacionan
la cantidad desconocida a una proposicion que codifica su significado como

incégnita y describe su contenido cognitivo asociado al contexto del PVEL.

Para la formacion de las relaciones entre la incognita y las cantidades conocidas, el
67.2 % de los estudiantes efectua una conexién entre la unidad significante que
designa a la incégnita con respecto a otros dos tipos de unidades significantes: las
que describen las operaciones matematicas y las que se refieren a las cantidades
conocidas. Asi, la incégnita se conecta con las cantidades conocidas mediante
operaciones matematicas especificas, diferentes a las que son necesarias para la

formacioén de la ecuacion.
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Para la formacion de la relacion de igualdad el 86.7 % de los escolares emplean
simultaneamente la correferencia, la conexién y la reorganizacion semantica de las
relaciones individuales entre la incégnita y las cantidades conocidas, con respecto
a la unidad significante del texto que designa la equivalencia total de todas estas

relaciones con las que se integra la ecuacion final.

El 65.6 % los alumnos seleccionan la incognita que les ofrece una economia en los
tratamientos, lo que le confiere un caracter aditivo al problema. Por el contrario, la
seleccion de la incégnita que implica mayor numero de tratamientos es la que

combina el caracter aditivo-sustractivo.

Antes de la instruccién, solamente el 34 % de los estudiantes lograban plantear la
ecuacion correcta de un PVEL de numeros. Al final de la instruccion, el 84.3 % de
los alumnos escriben la ecuacion correcta de un PVEL de numeros empleando una
representacion no discursiva como mediador en la conversion del lenguaje natural

al simbdlico algebraico.

Antes del proceso de instruccion solamente el 28.1 % de los escolares llegaban a
la ecuacion correcta de un PVEL que involucra edades. Tras la instruccion,
el 81.3 % de los estudiantes usa algun tipo de representacién no discursiva como
puente en la traduccion del enunciado del PVEL de edades a la ecuacion correcta

que conduce a su solucion.
El diagrama relacional es la representacion no discursiva que emplean mas
frecuentemente los estudiantes [76.6 %] como mediador en el proceso de

traduccioén de los PVEL de numeros, porcentajes, costos, dinero y edades.

La representacion matricial es usada por el 71.9 % de los escolares como forma no

discursiva para la traducciéon del enunciado de problemas que involucran edades.
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La representacion geométrica es empleada en menor proporcion [28.1%] por los
escolares como mediador en la conversion del enunciado de un PVEL dado en

lenguaje natural a su ecuacion algebraica.

El 100 % de los alumnos mejord su proceso de traduccion de un PVEL de edades
cuando trabajé en grupo pequefio. Bajo esta forma de organizacidon se ponen en
practica las habilidades sociales como son: la discusion, la negociacion y el
consenso, que conducen a la socializacion del conocimiento y la unificacion del
significado, en torno a los objetos matematicos implicados en el proceso de

traduccion de un PVEL: incégnita, igualdad y ecuacion.

La concepcion para la nocion de variable como incognita predominante entre los
estudiantes, al inicio de la instruccidn asocia a la incognita como un valor, numero
o cantidad desconocida, representado por medio de una literal. Al final de la
instruccién, los estudiantes completaron esta idea inicial, al sefialar que la literal

corresponde a la representacion simbdlica de la incégnita de cualquier ecuacion.

La concepcion para la nocion de igualdad que con mayor frecuencia los alumnos
manifestaron al inicio de la instruccién, es que en la igualdad se relacionan dos
numeros, valores o cantidades semejantes. Tras el proceso de instruccion, esta
concepcion se mantiene y varios estudiantes indican que la igualdad es el resultado
de: darle solucion a la ecuacidén, comprobar la ecuaciéon vy relacionar las cantidades

conocidas con la cantidad desconocida o incégnita.

Al inicio de la instruccion, los alumnos refieren en forma mas frecuente que una
ecuacion engloba operaciones algebraicas que incluyen un conjunto de variables y
numeros que generan un resultado especifico. Al finalizar el proceso de instruccion,
los estudiantes mantienen la idea de que la ecuacion es el resultado de operaciones
algebraicas que dan un resultado y la relacionan con la forma de representar y

resolver un problema en el que estan presentes cantidades desconocidas.
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En forma general podemos concluir que un proceso de ensefianza-aprendizaje
fundamentado en el uso de representaciones no discursivas [del tipo geométrico,
grafico y matricial] permite evidenciarle claramente a los alumnos de bachillerato, la
informacion que no es evidente en el enunciado de un problema verbal de
ecuaciones lineales en torno los objetos matematicos que describe el texto del
problema [la variable vista como la incognita, la relacion de igualdad y la ecuacion]
y que son necesarios para efectuar la traduccién de dicho enunciado dado en

lenguaje natural a la ecuacién correcta que haga factible su solucion.

Asi, la representacion no discursiva se transforma en un puente entre dos lenguajes
diferentes: el natural y el algebraico. Por lo tanto, su funcién como intermediario en
dicho proceso de traduccion, radica en que permite poner en correspondencia y
relacionar los componentes semanticos de los objetos matematicos implicados en
un PVEL que en el enunciado del problema estan descritos en lenguaje natural con
los apropiados simbolos del lenguaje algebraico con lo que es posible formar y

representar la correspondiente ecuacion lineal.

En el presente estudio solamente se emplearon como formas de representaciones
no discursivas: la representacion geométrica, el diagrama relacional y la
representacion matricial. En estudios futuros es factible explorar el uso de otro tipo
de representaciones no discursivas como los diagramas bidimensionales (Duval,

2006) o los que emplean el método de analisis y sintesis (Puig y Cerdan, 1988).
Ademas, es posible extender el estudio a problemas verbales de ecuaciones

lineales que impliquen contextos geométricos y ahondar mas en los de corte

historico.
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ANEXOS



Anexo 1.Revision de la tematica de problemas verbales de ecuaciones
lineales en los materiales en linea para bachillerato publicados por la

UNAM y en las guias de examenes extraordinarios del CCH

En este Anexo se presenta la revision de la tematica de problemas verbales de
ecuaciones lineales en los materiales en linea publicados por la UNAM hasta el afio
2013 y en las guias para la preparacion de examenes extraordinarios de los cinco

planteles que integran el CCH.

A1.1 Materiales en linea

El Proyecto Universitario de Ensefianza de las Matematicas Asistida por
Computadora (Oteyza y Lam, 2004) es un material multimedia interactivo en el que
el proceso de traduccidn del enunciado de un PVEL se aborda parcialmente. En el
capitulo denominado Introduccién al Algebra, se les presentan a los estudiantes una
serie ejercicios [opcion multiple] que contienen un conjunto de enunciados escritos
en lenguaje natural. El sistema proporciona cuatro expresiones algebraicas como
opciones de respuesta de las que el estudiante debe seleccionar la que considere
correcta. Si la respuesta es la adecuada el sistema lo indica; en caso de no ser asi

el sistema no proporciona la respuesta correcta.

En este material incluido en el Proyecto Universitario de Ensefianza de las
Matematicas Asistida por Computadora se abordan estrategias para la traduccién
de los enunciados que se presentan a su correspondiente expresidn algebraica. Los
enunciados contienen a los objetos matematicos de variable como incdognita,
igualdad y ecuacion, pero no se les explica a los estudiantes que seccion del
enunciado que se presenta se refiere a cada uno de estos objetos. Tampoco se

hace referencia lo relacionado con la definicion de cada objeto.



El planteamiento y solucion de PVEL no se aborda en el Proyecto Universitario de
Ensenanza de las Matematicas Asistida por Computadora, uUnicamente se
presentan en el capitulo de Resolucion de ecuaciones una serie de ejercicios de
opcion multiple que contienen casos particulares deecuaciones lineales de primer

grado en una variable.

Al igual que en primer capitulo, el estudiante debe seleccionar la respuesta que
considere correcta en lo que respecta al valor de la incognita que satisfaga la

ecuacion propuesta por el sistema.

En el portal que contiene el libro electronico de Conocimientos fundamentales de
Algebra (Oteyza y Lam, 2006) en el médulo Il de Resolucion de ecuaciones de
primer grado, no se da acceso a los usuarios para la consulta de este material, por

lo tanto no fue posible revisar la tematica de traduccion de PVEL.

El portal interactivo de Math-media (CUAED-UNAM, 2011) no contiene la tematica
de PVEL.

En el portal de UNAM Media Campus en la seccion de Ecuaciones de primer grado
(Becerra, 2010), se presenta un video donde se explica el concepto de ecuacion
como igualdad entre expresiones: numeéricas, algebraicas como una férmula,
algebraicas como una ecuacion e identidades. Se aborda la distincidon entre cantidad
desconocida y conocida. Las ecuaciones de primer grado en una variable se
clasifican de acuerdo a la naturaleza de las soluciones (raices de la ecuacion) en:
enteras, literales, fraccionarias y con fracciones algebraicas. Se explica el proceso
de comprobacion de la ecuacién, considerando el uso del inverso aditivo y

multiplicativo.

En lo referente a los PVEL en el portal de la UNAM Media Campus, se les denomina
problemas de aplicacion y los dividen de acuerdo a los contextos que aborda en:

numeros, edades, dinero, geométricos y tiempos de llenado de tanques.



Estos problemas incluyen ecuaciones en las que se trabajan con numeros enteros
y fracciones. En el planteamiento de la ecuacién que haga factible la solucion de los
PVEL se destaca la designacion de la incognita, no se profundiza en las
posibilidades en su seleccién en funcion de las diferentes cantidades conocidas que

proporciona el enunciado del problema.

Se presenta en el portal de la UNAM Media Campus un material interactivo en que
se explica el procedimiento de solucion de diferentes casos de ecuaciones lineales

de primer grado por el método de transposicion de términos.

En el portal del Proyecto Newton (Abreu y Argueta, 2008) se presenta el
procedimiento de resolucidon de ecuaciones por transposicion de términos. Los tipos

de ecuaciones abordadas son:

e ax =bcon ay b enteros y racionales.

e ax+b=ccona,bycenteros y racionales.

e a(x+hb)=c(x+d)cona,b, cydenteros y racionales.

e a(x+b)2=(x+c)(x+d)cona, b, cydenterosy racionales.

e (x+a)(x+b)=(x+c)(x+d)cona,b, cyd enteros.

En lo referente al planteamiento de los PVEL en el Proyecto Newton se presenta un
problema de la longitud de una cuerda en la que se pregunta la cantidad
desconocida y las cantidades conocidas asociadas. Se destaca la designacion de
la incognita, pero no su seleccion de entre las dos posibilidades. Se resuelve la
ecuacion resultante por transposicion de términos. Se propone un ejercicio
interactivo en el que proporciona el enunciado de un PVEL de la suma de las edades
de tres personas. El sistema proporciona cuatro posibles ecuaciones (opcién
multiple) para que el alumno seleccione la que considere correcta de acuerdo a las

condiciones que plantea el enunciado.



En el portal Académico del CCH (UNAM, 2013) no se aborda la tematica del
planteamiento y traduccion de PVEL a la forma simbdlico-algebraica que haga
factible su solucién. En relacion a la resolucién de ecuaciones lineales en la Unidad
Il de Matematicas | se presentan una serie de ejemplos y ejercicios interactivos de
ecuaciones lineales correspondientes a los casos particulares que propone el

Programa de Estudios (1996).

A1.2 Guia para examenes extraordinarios del CCH
A1.2.1 Guia para examenes extraordinarios del CCH Vallejo

1. Operacion de ecuaciones lineales

El material (Bautista y Flores, 2013) contiene una seccion de ejercicios de
resolucion de ecuaciones lineales que incluyen la solucidén numérica a la que

tiene que llegar el alumno.

Tabla 1A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Vallejo

Tipo de ecuaciéon Numero
ax=b 1
ax+b=c No incluido
ax+bx+c=d No incluido
a(x+b)=c(x+d) 10
a
_X:C_X 4
b d
ax_c
—  =_ 5
b d
(x+b)*=(x+c)(x+d) | No incluido
xta_xte 2
x+b x+d
Total de ejercicios 22




2. Problemas de traduccion de lenguaje algebraico. Presenta una seccion de 15
ejercicios de traduccién de frases del lenguaje comun al matematico mediante

una expresion algebraica.

2.1Metodologia. La metodologia que sugiere la guia para la resolucion del

problema consta de los siguientes puntos:

Transformar el problema del lenguaje comun a la expresion algebraica.
Leer el problema cuidadosamente.

c. ldentificar cantidades conocidas y desconocidas que intervengan en el
problema.

d. Representar mediante una letra la cantidad desconocida y expresar las
demas en términos de esta.

e. Escribir una ecuacion en la que se emplee esta informacion.
Resolver la ecuacion.

g. Comprobar la solucién.

2.2 Representacion. El material emplea el modelo de la balanza para representar
el proceso de soluciéon de la ecuacién lineal asociada a un problema, se trata
de un diagrama unidimiensional en el que se representan ambos lados de la

ecuacion separados por un triangulo.

2.3Concepto de variable. No incluye explicacion respecto al concepto de

variable.

2.4 Concepto de ecuacion. Define una ecuacion lineal como una igualdad entre
dos expresiones algebraicas. En la comprobacion del resultado numeérico de
la ecuacion, implicitamente se esboza que es una condiciébn que debe
satisfacer un numero buscado. No se establece como un caso particular de

una funcion lineal.



2.5Estructura de los problemas. La redaccion de los enunciados de los
problemas es clara, sencilla y concisa, la pregunta esta claramente
formulada, por incisos. El primero, corresponde a la traduccién del enunciado
del problema en la expresion algebraica que conduzca a su solucion. El

segundo inciso, corresponde al valor numérico de la solucion de la ecuacion.

Tabla 2A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Vallejo

Tematica del Numeros Numeros Numeros
problema Enteros Decimales Fracciones
Edades 2 No incluido | No incluido
Numeros 2 No incluido No incluido
Peso No incluido 1 No incluido
Porcentajes 2 No incluido | No incluido
Mezclas No incluido | Noincluido | No incluido
Superficies 3 No incluido | No incluido
Longitudes No incluido 2 No incluido
Angulos 1 No incluido | No incluido
Costos No incluido | No incluido No incluido
Dinero 1 1 No incluido
Tiempo No incluido | No incluido | No incluido
Velocidad No incluido | Noincluido | No incluido

Total de problemas 15

3. Autoevaluacion. La seccion se encuentra estructurada en tres partes: la primera,
corresponde a la definicion de ecuacion lineal; en la segunda, se solicita al
alumno la resolucién de tres ecuaciones lineales (la primera de numeros enteros
y paréntesis, las otra dos con fracciones); la ultima seccion incluye la resolucion
de dos problemas de ecuaciones lineales (superficies y dinero). Las

instrucciones para el alumno son claras y precisas.



A1.2.2 Guia para examenes extraordinarios del CCH Azcapotzalco

1. Operacion de ecuaciones lineales. El material (Mendoza y Moreno, 2013)
contiene ejemplos de ecuaciones lineales resueltas y una seccidn de ejercicios
propuestos para que el alumno encuentre la solucion numérica. Todos los
ejercicios incluyen la respuesta del valor numérico al que el estudiante tiene que

llegar.

Tabla 3A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH

Azcapotzalco
Tipo de ecuaciéon Numero
ax=b 2
ax+b=c 5
ax+bx+c=d 1
a(x+b)=c(x+d) 6
ax _cx
- = 3
b d
ax_c
- = 5
b d
(x+b)?=(x+c)(x+d) 3
x+b x+d 10
Total de ejercicios 35

2. Problemas de ecuaciones lineales

2.1 Metodologia. Parte de la explicacion de la solucion a tres problemas: uno de

velocidades, uno de superficie y uno de peso.

En todos los casos, establecen la relacion de la representacion tabular de
una funcién lineal, haciendo referencia al valor que satisface la condicién

inicial del problema.



Expresan la relacion de las cantidades de ambos miembros de la ecuacion,
hasta conformar la ecuacion. Asi, la metodologia propuesta para la solucion del

problema consta de:

a. Establecer la relacion entre las cantidades conocidas del problema con la
cantidad desconocida.

b. Plantear la ecuacion inicial.

c. Resolver la ecuacion.

d. Comprobar la solucién.

2.2Representacion. ElI material emplea expresiones algebraicas para encontrar
la solucion numeérica de las ecuaciones propuestas y lo relaciona con el

modelo lineal, para interpretar la solucion en el contexto de su gréfica.

2.3Concepto de variable. No incluye explicacion respecto al concepto de

variable.

2.4Concepto de ecuaciéon. Define una ecuacién como igualdad al utilizar el
modelo de la balanza, unicamente para expresar el concepto, no para la

resolucion de la ecuacion.

2.5Estructura de los problemas. La redaccion de los enunciados de los
problemas es concreta y clara, la pregunta esta claramente formulada para

todos los casos, estableciendo la cantidad desconocida del problema.

No incluyen incisos.



Tabla 4A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH

Azcapotzalco

Tematica del | Numeros Numeros Numeros
problema Enteros Decimales | Fracciones
Edades 2 1 No incluido
Numeros 3 No incluido | No incluido
Peso No incluido 1 No incluido
Porcentajes 1 3 No incluido
Mezclas No incluido | No incluido | No incluido
Superficies 1 No incluido | No incluido
Longitudes 1 No incluido | No incluido
Angulos 1 No incluido | No incluido
Costos No incluido 2 No incluido
Dinero No incluido 1 No incluido
Tiempo No incluido 1 No incluido
Velocidad 1 3 No incluido
Otros 1 No incluido | No incluido
Total de problemas 23

3. Autoevaluacion. El examen de autoevaluacion incluido al final del material,
contempla tres secciones: en primera instancia, a partir de un problema del costo

de un televisor se pide la ecuacién correspondiente.

En el segundo punto, se plantea un problema de proporcién de hombres y
mujeres en un salon de clases, en el que ademas de proponer la ecuacion, el
alumno debe resolver el problema. En el tercer apartado, se propone un
problema de velocidad en el que el estudiante debe proceder igualmente que en
el inciso anterior. Posteriormente, se plantean tres ecuaciones lineales para la

resolucion.

En la ultima seccion de la autoevaluacion, a partir de dos ecuaciones el alumno
debera comprobar su solucion mediante el modelo grafico (asociado a una

funcién lineal).



A1.2.3 Guia para examenes extraordinarios del CCH Sur

1. Operacion de ecuaciones lineales. La guia (Becerril y Castro, 2013) expone que
para solucionar una ecuacioén lineal se requiere una simplificacion, empelando

las propiedades de los numeros reales.
Ejemplifica la solucion de tres ecuaciones lineales. No comprueba el resultado.

Tabla 5A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Sur

Tipo de ecuaciéon Numero
ax=b 3
ax+b=c 4

ax+bx+c=d 8

a(x+b)=c(x+d) 16
ax cx
- = 8
b d
ax ¢
—=— No incluido
b d

(x+b)*=(x+c)(x+d) | No incluido
Xx+a X+c

—_—=— No incluido
x+b x+d

Total de ejercicios 39

2. Problemas de traduccion de lenguaje algebraico. Explica que una proposicion es
una expresion que se puede afirmar o negar y se refiere a los datos de un
problema como la informacién que se conoce en el contexto del enunciado, en

el que se establecen sus condiciones y valores numéricos.

Adicionalmente, plantea a manera de ejercicio la relacién entre variables por

medio de una igualdad.



3. Problemas de ecuaciones lineales

3.1 Metodologia. La metodologia que sugiere la guia para la resolucion del

problema consta de los siguientes puntos:

a. Entender en que consiste el problema, elaborar dibujos o diagramas que
representen la situacién descrita en el enunciado.

Disefar un plan para la resolucion.

Aplicar una estrategia de resolucion.

Encontrar la respuesta.

®© o o0 T

Comprobar la respuesta.

En la ejemplificacion de los problemas, la explicacién inicia a partir de una serie
de preguntas que hacen referencia a las cantidades conocidas y al final pregunta
respecto a la cantidad desconocida, que utiliza para asignarle una literal,
especificando que se trata de la incégnita. Luego, relacionan esta incognita, con
cada una de las cantidades conocidas para expresar cada uno de los términos

que integran la ecuacion lineal.

3.2Representacion. La guia emplea representaciones algébricas para las
ecuaciones. En dos problemas plantea un dibujo para ilustrar el enunciado.
En la explicacién de la construcciéon de la ecuacion para los problemas
ejemplificados, emplean lineas para identificar cada uno de los términos que

conforman la ecuacién lineal.

3.3 Concepto de variable. Expresa el concepto de incégnita, como la letra que
se usa en una expresion matematica para denotar la cantidad desconocida

cuyo valor se trata de obtener.

3.4Concepto de ecuacion. La definicion de ecuacion lineal no es clara, al

expresarla como la relacién de igualdad de primer grado con una variable.



En otra seccion, define la ecuacion como la relacién de igualdad donde al

menos hay una incégnita.
3.5Estructura de los problemas. La redaccion del enunciado de los problemas
es clara y concreta, la pregunta de cada problema esta claramente

formulada.

Tabla 6A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Sur

Tematica del Numeros Numeros Numeros

problema Enteros Decimales | Fracciones
Edades No incluido | No incluido | No incluido
Numeros 2 No incluido | No incluido
Peso No incluido | No incluido | No incluido
Porcentajes No incluido | Noincluido | No incluido
Mezclas No incluido | No incluido | No incluido
Superficies 5 No incluido | No incluido
Longitudes No incluido | Noincluido | No incluido
Angulos No incluido | Noincluido | No incluido
Costos 1 No incluido | No incluido
Dinero No incluido | No incluido
Tiempo No incluido | No incluido
Velocidad 2 No incluido | No incluido
Otros 3 No incluido | No incluido
Total de problemas 13

4. Autoevaluacion. No incluye seccion de autoevaluacion.

A1.2.4 Guia para examenes extraordinarios del CCH Oriente

1. Operacion de ecuaciones lineales. La guia (Olguin y Popoca, 2012) expone en
forma perfectamente clara, la explicacion de cada uno de los pasos para la
resolucién de todos los tipos de ecuaciones lineales, incluyendo la solucion

numeérica, su comprobacion e interpretacion.



Tabla 7A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Oriente

Tipo de ecuaciéon Numero
ax=b 1
ax+b=c
ax+bx+c=d
a(x+b)=c(x+d)
ax _cx

NININ

(x+b)*=(x+c)(x+d) 1
x+a _x+c

—==I 1

x+tb x+d
Total de ejercicios 9

Cuenta con multiples ejercicios en la seccion del banco de reactivos para examenes

extraordinarios. Todos los ejercicios tienen respuestas.

2. Problemas de traduccion de lenguaje algebraico. El material esta organizado de
acuerdo a los aprendizajes planteados en el Programa de Estudios de

Matematicas | a IV.

Para el primer aprendizaje, explica dos ejemplos de problemas en la que
conduce al alumno a entender la expresion verbal o escrita de un problema y
expresa la relacién entre datos e incognita por medio de la ecuacion lineal
correspondiente. Partiendo de preguntar ;Qué hacer cuando pide resolver un
problema?, explican que es necesario organizar los datos, e interpretar sus
relaciones existentes, posteriormente, realizar las operaciones algebraicas para

solucionar el problema.

Explica que una proposicion, es una expresion que se puede afirmar o negar y
se refiere a los datos del enunciado de un problema, como la informacion que

se conoce, la que establece sus condiciones y valores numeéricos.



Adicionalmente, plantea a manera de ejercicio, la relacion de variables por

medio de una igualdad.

2.1 Metodologia. La metodologia que sugiere la guia para la resolucion del
problema consta del empleo de diversas estrategias, basicamente la

estructura general que siguen para resolver un problema es:

Leer el enunciado del problema.
Ordenar los datos.

Establecer la cantidad desconocida.

o o T o

Establecer la relacion de la cantidad desconocida en relacion a las

cantidades conocidas, mediante un arreglo tabular.

®

Expresar estas relaciones en lenguaje comun.

—h

Expresar estas relaciones en lenguaje algebraico.

Escribir la ecuacion.

= @

Resolver la ecuacion.

Obtener el resultado.

j-  Contextualizar el resultado en términos del enunciado del problema.

k. Comprobar el resultado.

2.2 Representacion. Emplea diversas formas de representacion, diagramas

unidimensionales, dibujos, representaciones tabulares temporales.

2.3 Concepto de variable. Expresa el concepto de incognita, como la letra que
se usa en una expresion matematica, para denotar la cantidad desconocida

cuyo valor se trata de obtener.

2.4 Concepto de ecuacion. Definen la ecuacion lineal en una incognita, como
una expresion de la forma: ax + b = 0 con a # 0. Ademas, analizan las

formas de una ecuacion, como:



a. Un caso especial de una igualdad entre expresiones algebraicas, cuando
se tiene la igualdad entre cualquier expresion algebraica lineal, con las
operaciones que permiten transformar las ecuaciones, que se puede
expresar de la forma: ax + b = 0 con a # 0.

b. Una condicidon que debe satisfacer un numero buscado, al explicar que
existen ecuaciones que no son lineales, pero se pueden reducir a una
ecuacion lineal.

c. Un caso particular de una funcion lineal.

2.5 Estructura de los problemas. La redaccién de los enunciados de todos los
problemas, es excelentemente concisa y concreta, la pregunta esta
claramente formulada, para todos los problemas. Emplean diversas
estructuras y estrategias para dar solucion a los problemas, combinando

diferentes tipos de representacion.

Tabla 8A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Oriente

Tematica del Numeros Numeros Numeros

problema Enteros Decimales | Fracciones
Edades 2 No incluido | No incluido
Numeros 6 No incluido 1
Peso No incluido | No incluido | No incluido
Porcentajes No incluido | No incluido | No incluido
Mezclas 1 No incluido | No incluido
Superficies 2 No incluido 1
Longitudes 1 No incluido 2
Angulos 1 No incluido | No incluido
Costos No incluido | No incluido | No incluido
Dinero 3 No incluido | No incluido
Tiempo No incluido | No incluido 1
Velocidad 2 No incluido 1
Otros No incluido | No incluido 9
Total de problemas 33

3. Autoevaluacion. Las instrucciones para el alumno son claras y precisas, especifica el
tiempo aproximado en la que el alumno la debe resolver. En la primera seccion,

plantean dos ecuaciones lineales con paréntesis y fracciones.



En la seccidén de los problemas, se proponen dos que relacionan cantidades y
proporciones. Adicionalmente, se plantea en un ejercicio el despeje de una formula.
En esta seccion de autoevaluacion, se incluye una escala de calificacidon en la que

especifican:

e Si el alumno resuelve correctamente bien 3 o menos, tiene que volver a
estudiar los contenidos de la unidad, y hacer todos los ejercicios propuestos.

e Si contesta acertadamente 4 ejercicios, habra aprendido soélo los
conocimientos basicos.

e Siresuelve 50 6 habra, aprendido el total de los contenidos planteados en la

unidad.

A1.2.5 Guia para examenes extraordinarios del CCH Naucalpan vespertino

1. Operacion de ecuaciones lineales. EI material ofrece un método algoritmico para
la resolucion de ecuaciones lineales que incluye la reduccidn a ecuaciones
equivalentes. En la guia solamente se incluyen tres ejemplos resueltos. Los
ejercicios propuestos no contienen la solucion a la que el alumno tiene que

llegar.

Tabla 9A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Naucalpan

vespertino
Tipo de ecuaciéon Numero

ax=b 0
ax+b=c 9
ax+bx+c=d 6
a(x+b)=c(x+d) 12

ax _cx
= O

b d

ax _c
= 6

b d
(x+b)*=(x+c)(x+d) 2
x+b x+d S
Total de ejercicios 40




2. Problemas de ecuaciones lineales

2.1Metodologia. La metodologia propuesta para la solucion del problema consta
de:

b. Leer el problema con detenimiento para definir lo que se esta buscando.

c. Asignar variables a las cantidades que se desea encontrar, se propone
el uso de la literales x y n, para tal fin.

d. Usar los datos para establecer la ecuacion involucrando a las variables
desconocidas.

e. Resolver la ecuacion.

f. Comprobar la respuesta.

2.2Representacion. El material emplea unicamente expresiones algebraicas

para encontrar la solucion numérica de las ecuaciones propuestas.

2.3Concepto de variable. No incluye explicacion respecto al concepto de

variable.

2.4Concepto de ecuacion. Define una ecuacion como igualdad entre dos
expresiones, resaltando el uso del signo de igualdad entre las dos
(separando). Establece que las ecuaciones que son ciertas se denominan
identidades y las que incluyen valores aceptados para algunas cantidades
(variables) y falsa para otros, las denominan ecuaciones condicionales.

Ademas, proponen ejemplos para la explicacién de estos conceptos.

2.5Estructura de los problemas. La redaccion de los enunciados de los
problemas es generalmente clara y precisa. Sin embargo, ninguno de los
problemas propuestos incluye la solucién numérica a la que el alumno tiene

que llegar.



También, el material incluye ejercicios de opcion multiple de despeje de
férmulas y una seccion de solucion de problemas de ecuaciones a partir de
una tabla. Ninguno de los ejercicios incluye explicacion del procedimiento

para la resolucion, ni el resultado al que se espera que el estudiante llegué.

Tabla 10A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Naucalpan

vespertino
Tematica del Numeros Numeros Numeros

problema Enteros Decimales Fracciones
Edades 5 No incluido No incluido
Numeros 5 1 No incluido
Peso No incluido 1 No incluido
Porcentajes 2 No incluido | No incluido
Mezclas No incluido No incluido No incluido
Superficies 1 1 1
Longitudes 2 No incluido | No incluido
Angulos 1 No incluido | No incluido
Costos No incluido 2 No incluido
Dinero 2 2 No incluido
Tiempo 1 2 No incluido
Velocidad 1 No incluido 1
Otros 1 1 1
Total de 34
problemas

3. Autoevaluacion. El examen en la primera parte, propone la resolucion de cuatro
ecuaciones lineales (con numeros enteros y decimales que usan paréntesis) y

un ejercicio del despeje de una formula.

En la segunda seccidén se proponen cinco problemas para ser resueltos por el
estudiante. Las tematicas de los problemas son: angulos, velocidad, edades y

tiempo. No incluyen soluciones.



A1.2.6 Guia para examenes extraordinarios del CCH Naucalpan matutino

1. Operacion de ecuaciones lineales. La guia (Mendoza y Moreno, 2013)

solamente explica dos ejemplos de ecuaciones lineales con fracciones. Los

ejercicios propuestos no contienen la solucion a la que el alumno tiene que

llegar.

Tabla 11A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH Naucalpan
matutino

Tipo de ecuacion

Numero

ax=b

ax+b=c

ax+bx+c=d

a(x+b)=c(x+d)

N ==

ax _cx

(x+b)?=(x+c)(x+d)

x+a _ X+C

x+b x+d

Total de ejercicios

11

2. Problemas de ecuaciones lineales

2.1Metodologia. No incluye metodologia.

2.2Representacion. El material emplea

unicamente expresiones algebraicas

para encontrar la solucion numeérica de las ecuaciones propuestas.

2.3Concepto de variable. No incluye explicacion respecto al concepto de

variable.

2.4Concepto de ecuacion. No incluye el concepto de ecuacion.



2.5Estructura de los problemas. La redaccién de los enunciados de los
problemas es concreta. Sin embargo, ninguno de los problemas propuestos

incluye la soluciéon numérica a la que el alumno tiene que llegar.

Tabla 12A2. Tipos de ecuaciones lineales incluidas en la guia del CCH
Naucalpan matutino

Tematica del Numeros Numeros Numeros

problemas Enteros Decimales Fracciones
Edades 1 No incluido No incluido
Numeros 3 No incluido No incluido
Peso 1 No incluido No incluido
Porcentajes No incluido No incluido No incluido
Mezclas No incluido No incluido No incluido
Superficies 4 No incluido No incluido
Longitudes No incluido No incluido No incluido
Angulos No incluido No incluido No incluido
Costos No incluido No incluido No incluido
Dinero No incluido No incluido No incluido
Tiempo No incluido No incluido No incluido
Velocidad No incluido No incluido No incluido
Otros No incluido No incluido No incluido
Total de problemas 9

3. Autoevaluacion. No incluyen autoevalucion.




Anexo 2. Instrumento del estudio exploratorio

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
MAESTRIA EN DOCENCIA PARA LA EDUCACION
MEDIA SUPERIOR (MATEMATICAS)

CCH NAUCALPAN

EVALUACION EXPLORATORIA

Nombre: Numero de cuenta:

I. Supongamos que se hace referencia a algun numero. Expresaremos este niumero por
0.

Instrucciones: Escribe la expresion matematica para cada una de las siguientes

expresiones verbales:

Expresién verbal Expresién matematica

a. Cinco mas que un numero:

b. Tres menos que el numero:

c. Cuatro veces el numero:

d. El ndmero dividido entre seis:

e. Dos veces la suma del numero y
cinco:

f. Diez veces tres menos que el
namero:

g. Elcociente obtenido cuando cuatro
veces el numero se divide entre
siete:




Supongamos que se hace referencia a la edad de Eduardo. Si representamos la edad

de Eduardo en el presente por n afios.

Instrucciones: Escribe la expresion matematica que le corresponda a cada una de las

siguientes frases en términos de la edad de Eduardo.

Expresién verbal Expresion matematica

La edad de Eduardo dentro de 3 anos:

La edad de Juan si su edad es la mitad de la
edad de Eduardo:

La edad de Juan dentro de 5 afios:

La edad de Juan dentro de 5 anos, sustraida
de la edad de Eduardo dentro de 3 afios:

La edad de Juan dentro de 8 afios:

La edad de Eduardo dentro de 6 afios,
sumada a la edad de Juan dentro de 8 afos:

Tres veces la edad de Eduardo dentro de 7
anos:

Instrucciones:

a. Resuelve los siguientes problemas de ecuaciones lineales, anota con boligrafo
todos los calculos y pasos necesarios para su solucion.

b. Si te equivocas, no taches el error solamente cancélalo con una linea diagonal.
Si es necesario puedes hacer un dibujo para resolver tu problema.

No olvides comprobar tu resultado.




Problema 1.
La suma de dos numeros enteros consecutivos es 51. Encontrar los dos numeros.

Problema 2.
El numero de hombres en un club es 10 mas que el numero de mujeres. Si hay 30
hombres ¢ Cuantas personas hay entre hombre y mujeres en el club?

Problema 3.
Una nifa se ha comido 120 uvas en 5 dias, de tal forma que cada dia comia 5 uvas
mas que el dia anterior. ; Cuantas uvas se comié el primer dia?



Anexo 3. Caracteristicas generales de las representaciones no

discursivas

Representacion geométrica

La representacion geométrica es un tipo de representacion lineal sencilla, en la que
se emplea un segmento de recta para denotar la cantidad desconocida y otros para
denotar las cantidades conocidas. Los segmentos de recta se unen para formar un
solo segmento que represente la relacion de la incognita con las cantidades
conocidas descritas en el texto del enunciado del problema dado en lenguaje
comun. También emplea el simbolo de igualdad para indicar la relacion de
equivalencia entre los segmentos que representan las relaciones internas
anteriormente descritas. En este tipo de representacion las expresiones algebraicas
designadas para denotar a: la incégnita, las cantidades conocidas y los simbolos de
los operadores con las que forman tanto las relaciones internas como la relacion de
equivalencia, se escriben en la parte superior de cada segmento de recta que les
corresponda. En la Figura A3.1 se muestra el grafico de la representacion

geomeétrica para la ecuacion: x + a = b.

+
X a b

Figura A3.1. Representacion geomeétrica para la ecuacion x + a = b.



Diagrama relacional

El diagrama se conforma de nodos que se representan por medio de circulos y
lineas que los relacionan. Este tipo de diagrama es jerarquico, porque en el nodo
superior se escribe la incognita, del que parten las lineas que se dirigen hacia otros
nodos que contienen las relaciones extraidas del enunciado del problema. Las
operaciones que conectan a la incognita con cada relacion se representan con el

signo de cada operacion escrito sobre la linea que conecta los nodos.

El simbolo de la igualdad se escribe al finalizar el diagrama, para conectarlo con la
cantidad o relaciones a las que se iguala. En la Figura A3.2 se presenta el diagrama

relacional para la ecuaciéon: ax + b = c.

Figura A3.2. Diagrama relacional para la ecuacién ax + b = c.



Representacion matricial

Este tipo de representacion es una tabla, en la que las etiquetas del encabezado de
cada una de las columnas de la tabla corresponden a los diferentes estados
descritos en el enunciado del problema dado en lenguaje natural. En la primera
celda de la columna 2 generalmente se ubica la expresion algebraica para la
incognita designada, en la segunda celda la expresion simbdlica para la relacion
interna entre la incognita y la cantidad conocida para el estado inicial. En primera
celda de la columna 3 se escribe la expresion matematica de la relacién de la
incognita con la cantidad conocida en el estado posterior y en la segunda celda de
la columna 3 se escribe la forma simbdélico-algebraica para la relacion interna de la

incégnita y con otra cantidad conocida descrita en el enunciado del problema.

Finalmente, se escribe la relacién de equivalencia entre las relaciones internas
escritas en cada celda en una forma algebraica que contenga el simbolo de
igualdad. Las columnas de la tabla se pueden ampliar dependiendo del numero de
estados y relaciones internas que describa el texto del problema formulado en
lenguaje comun. En la Figura A3.3 se ejemplifica la tabla de la representacion

matricial para la ecuacion: x + b =c (ax + b).

Estado inicial | Estado final
Sujeto 1 X X+b
Sujeto 2 ax ax+b

X+b=c(ax +Db)

Figura A3.2. Representacion matricial para la ecuacion x + b =c (ax + b).



Anexo 4. Cuestionario de las caracteristicas de los estudiantes

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES

PLANTEL NAUCALPAN

MATEMATICAS |

CUESTIONARIO DE CARACTERISTICAS GENERALES T.21

Nombre: Grupo:

INSTRUCCIONES: Selecciona y subraya la opcion del inciso para
indicar su respuesta a cada pregunta. Por favor seleccione solamente
una respuesta para cada pregunta.

A. Caracteristicas Generales

1.

T e T OIS 3 T AT T TE@ ™0 Q0 T

Edad:

14 anos b. 15 afios c. 16 afios d. 17 afos e. 18 afios f. 19 ainos

. Sexo:

Femenino b. Masculino
Delegacion o Municipio en la que vives:

Alvaro Obregén
Azcapotzalco
Benito Juarez
Coyoacan
Cuajimalpa
Cuauhtémoc
Gustavo A. Madero
|ztacalco
|ztapalapa
Magdalena Contreras
Miguel Hidalgo
Milpa Alta

. Tlahuac

Tlalpan

Venustiano Carranza

Xochimilco

Nezahualcoyotl, Estado de México
Cuautitlan lIzcalli, Estado de México



Tultittdn de Mariano Escobedo, Estado de México
Ecatepec de Morelos, Estado de México
Naucalpan de Juarez, Estado de México
Tlalnepantla de Baz, Estado de México

Villa Nicolas Romero, Estado de México
Huixquilucan, Estado de México

Otro (especifica el nombre):

< X s <€ "o

B. Habilidades Sociales
4. En la escuela me gusta:
a. Estar con mis amigos b. Estar solo
5. Me gusta trabajar:

a. Enequipo b. Individualmente

C. Condiciones Socioeconomicas
6. Tu Papa estudio hasta:
a. Primaria b. Secundaria c. Bachillerato d. Licenciatura e. Posgrado
7. ¢Tu Papa en qué trabaja?
a. Empleado b. Por su cuenta c. Desempleado
8. Tu Mama estudio hasta:
a. Primaria b. Secundaria c. Bachillerato d. Licenciatura e. Posgrado
9. ¢ Tu Mama en qué trabaja?
a. Empleada b. Por su cuenta c. Ama de Casa
10. ¢ Cuantas habitaciones hay en tu casa?
a. 1a2 b.3ab c. Mas de 5
11. ¢ Cuantos banos hay en tu casa?

a. 1 b.2 c. Mas de 2



D. Relaciones Familiares
12.¢Con quién vives?
a. PapayMama b.Papa c.Mama d. Solo  e. Otros familiares
13.¢,Con quién platicas mas frecuentemente?
a. PapayMama b.Papa c.Mama d. Hermanos  e. Amigos
14. s Cuantos hermanos tienes?

a. 1a2 b.3ab c. Mas de 5

E.UsodelaTIC's
15. ¢ Qué sabes usar de la Computadora?
a. Word b. Excel c. Power Point d. Internet e. Todas
16. ¢ En tu casa tienes computadora?
a. Si b. No
17.¢ En tu casa hay Internet?
a. Si b. No
18. s Cuantas veces a la semana usas internet?
a. 1 b.2 c. 3omas
19. ¢ Tienes teléfono celular?
a. Si b. No

Escribe tu cuenta de correo electrénico:

Escribe un teléfono de contacto:




Anexo 5. Prueba diagndstica

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES

PLANTEL NAUCALPAN

MATEMATICAS | T.11

PRUEBA DIAGNOSTICA

Nombre: Grupo:

INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas, anotando en hojas blancas
anexas todos los calculos y operaciones matematicas necesarias para llegar a la
solucion.

Problema 1. Un numero aumentado por una tercera parte del mismo es igual a 20.
¢, Cual es el numero?

Problema 2. Un numero es 8 mas que otro numero. Sila suma de ambos niumeros
es igual a 40. 4 Cuales son los numeros?

Problema 3. La suma de tres numeros enteros consecutivos es 276. ¢ Cuales son
estos numeros?

Problema 4. Si a un numero se le resta su tercera parte y se suma su quinta parte
se obtiene como resultado 13. ;Cual es el niumero?



INSTRUCCIONES: Lee con atencion las siguientes preguntas. Responde cada
pregunta en el espacio en blanco que se encuentra a continuacion de cada
cuestionamiento.

1. ¢Qué es una variable?

2. ¢Qué es una igualdad?

3. ¢Qué es una ecuacion?




Anexo 6. Listado de los PVEL

Este Anexo contiene los problemas verbales de ecuaciones lineales empleados en

las sesiones de trabajo 2 a 8 dedicadas a la instruccion.

T.14.2 PVEL de numeros enteros

No. Enunciado Ecuacion
1 Un r]l]mero mas diez es igual a treinta. ¢ Cual es x+10 =30
el numero?
Un numero menos diez es igual a treinta. ¢ Cual _
2. . x-10=30
es el numero?
3 Un_ nL'Jm.ero rpés dos veces el numero es igual a X + 2% = 30
treinta. ¢ Cual es el nUumero?
Un numero menos cuatro veces el numero es _
4. |. . A~ . x-4x=30
igual a treinta. 4 Cual es el numero?
T.14.3 PVEL de numeros fraccionarios
No. Enunciado Ecuacioén
1 La cuarta parte de un numero es doce. ¢ Cual 1 12
" | es el numero? 2%
> La décima parte de un numero es dieciocho. lx _ 18
" | ¢Cual es el numero? 10"~
3 La treintava parte de un numero es once. ¢ Cual A =11
" | es numero? 307
4 La quinceava parte de un numero es o mismo 1 1
" | que un sexto. ;,Cuadl es el nUmero? 15°" 6
5 Dos novenos es igual a tres cuartas partes de 2 3
" | un numero. ¢ Cual es el nUumero? 9%~ 12
6 La doceava parte de un numero es igual su lx— 1 +6
" | tercera parte mas seis. ¢ Cual es el numero? 127 3
v La quinta parte de un numero equivale a doce 1 — 12
" | menos el numero. ;Cual es el nimero? gX= 1e-X
T.14.4 PVEL unirelacionales de numeros con suma y resta
No. Enunciado Ecuacién
1 Un numero menos la mitad del niumero es igual 1
" | adiez. 4Cudl es el nimero? x-5x=10
La mitad de un numero mas el doble del numero 1
2. . P . =x+2x=20
es veinte. ¢ Cudl es el numero? 2




La tercera parte de un numero mas el quintuple

1 1
—x-=x=100

3. . : A .
del numero es cien. ¢ Cual es el numero? 37 5
Cuatro restado de tres veces un numero es _
4. o A ) 4 -3x=29
veintinueve. ¢ Cual es el numero?
5 Sia un numero le quitas trece, obtienes noventa X —13 = 91
" | yuno. ;Cual es el numero?
Si al triple de un numero le restas dieciséis, _
6. . o o . 3x—16 =29
obtienes veintinueve. ; Cual es ese numero?
T.14.6 PVEL multirelacionales de numeros
No. Enunciado Ecuacién
1 Encuentra el numerp entero que §umado con (X= 1)+ x + (x + 1) = 702
su anterior y su siguiente de setecientos dos.
La tercera parte de un numero es lo mismo 1
2. |treinta menos que su doble. ;Cual es el —x=30-2x
numero? 3
Nueve veces un numero, mas su tercera parte, 1 1
3. menos cinco, mas la sexta parte del numero es OX+ =x-5+ =x=42
cuarenta y dos. 4 Cual es el numero? 3 6
Si a un numero se le resta su tercera parte y se 1 4
4. |le suma su quinta parte se obtiene como X-=X+=x=13
resultado trece. ;De qué numero se trata? 3 o
Seis mas nueve veces un numero es lo mismo
5. | que dos menos diez veces el numero. Cual es 6 +9x=2-10x
el numero?
Un numero es ocho unidades mas que otro. Si
6. |la suma de ambos numeros es cuarenta y X +(x+8)=44
cuatro. ¢ Cuales son los numeros?
T.14.7 PVEL de numeros consecutivos
No. Enunciado Ecuacion
La suma de tres ndmeros es 2000. El mayor (X +65) + X + (x + 32) =
1. | excede al del medio en 32 y al menor en 65. 2000
Determinar los numeros.
La diferencia de dos numeros es 42 y los dos 2
2. | quintos del mayor equivalen al menor. ;Cuales X-=X=42
son los numeros? o
3 L_Jn n’umero es igual al doble de su consecutivo. x=2(x+1)
¢, Cual es el nUmero?
4 La suma de dos numeros consecutivos es 95. X+ (x+1) =95

¢, Cuales son esos numeros?




La suma de dos nimeros enteros consecutivos

. es 51. Encontrar los dos enteros. X+ (x+1)=>51
La suma de tres numeros enteros consecutivos _
6. es 312. Encuentra dichos numeros. X+ (x+ 1)+ (x+2) =312
7 La suma de tres ndmeros enterqs pares | . (X +2)+ (x + 4) = 276
consecutivos es 276. Determinar los niumeros.
8. La suma de tres numeros enteros consecutivos X+ (x + 1)+ (x+2) = 51

es 51. ;Cuales son los numeros?

T.14.8A Miscelanea de PVEL de numeros

No. Enunciado Ecuacion
1 Un numero mas la sexta parte del numero es N 1 12
" | igual doce. ¢Cual es el nUumero? X 6X B
o Un nuamero menos la octava parte del numero — 14
" | esigual a catorce. 4 Cual es el numero? X- 8X B
La mitad de un numero mas el cuadruple del 1
3. . e i A . . o —X +4x =23
numero es veintitrés. ; Cual es el numero” 2
4 La novena parte de un numero mas la doceava N 1 100
" | del numero es cien. ;Cual es el nUmero? 9x 12X B
Veintidés restado de doce veces un numero
5. . A . 22-12x=30
treinta. ¢ Cual es el numero?
Sia un numero le quitas diez, obtienes noventa. _
6. P ) " x—10=90
¢, Cual es el nUmero”
Si al séptuple de un numero le restas nueve, _
7. : o~ . 7x—9=70
obtienes sesenta. ;,Cual es ese numero?
Ocho veces un numero menos cinco es lo
8. | mismo que diez y seis veces el numero. ¢ Cual 8x—5=17x
es el numero?
Veinte veces un numero, mas su cuarta parte 1 1
9. | mas cinco es igual que la sexta parte del 20x+ =x+5==x-40
numero menos cuarenta. ;Cual es el numero? 4 6
T.14.8B Miscelanea PVEL numeros
No. Enunciado Ecuacion
Si a un numero se le resta su octava parte y se 1 1
1. |le suma su décima parte se obtiene como X-=X+—x=34
resultado treinta y cuatro. 4 Cual es el numero? 8 10
La suma de dos numeros consecutivos es 21.
2. A . 3 o X+ (x+1)=21
¢, Cuadles son dichos numeros”
Encuentra tres numeros enteros consecutivos
3. X+ (x+ 1)+ (x+2) =528

cuyas suma sea 528.




T.15.1 PVEL de porcentajes simples

No. Enunciado Ecuacion
1 ¢ Cuanto es el cinco por ciento de dos mil treinta x _ 5
| ysiete? 2037 100
> ¢Cuanto es el once por ciento de veinte X ~ M
~_| millones? 20000000 100
3 ¢Cuanto es el ochenta y dos por ciento de X 2
" | ciento noventa y dos? 192 ~ 100
4 ¢,Cuantos el seis por ciento de trecientos X 6
" | cincuenta y uno? 351~ 100
T.15.2 PVEL de porcentajes de diversos contextos
No. Enunciado Ecuacién
El precio del dolar el lunes es de quince pesos X 43
con setenta y cinco centavos. La cotizacion del 575 = W

precio del dolar para el martes sera de un
cuatro punto tres por ciento mas que el del
lunes. ¢Cual sera el precio del délar para el
martes?

15.75 + x = Precio del
délar para el martes

T.156.3 PVEL de porcentajes de diversos contextos

2.
La humedad relativa de la Ciudad de México es
del quince por ciento en promedio. La humedad
3 relativa de Toluca es una tercera parte mayor 15+ 1 15
" | que la de la Ciudad de México. ¢ Qué porcentaje X= §( )
de humedad relativa en promedio tiene la
ciudad de Toluca?
En un grupo de veinticinco alumnos el seis por x 12
4. |ciento son mujeres. ¢Cuantos hombres y — = —
cuantas mujeres hay en el grupo? 25 100
T.15.4 Miscelanea de PVEL de porcentajes
No. Enunciado Ecuacion
1 ¢ Cuanto es el diez por ciento de mil? x 10
' 1000 ~ 100
5 ¢ Cuanto es el trece punto dos por ciento de x _132
" | ciento ochenta y cuatro? 184 ~ 100




¢Cuanto es el noventa por ciento de doce x 90
3. | veinteavos? 12 ~ 100
20
Una tienda de articulos deportivos redujo un par
de tenis en un veinticuatro por ciento y el precio X 24
4. | que tienen es de trecientos cincuenta y siete — = —
pesos. ¢Cual es el precio final con el 357 100
descuento?
T.16.2A PVEL de costos
No. Enunciado Ecuacion
El 14 de febrero Areli y Alex salen a celebrarlo X 15
a un antro, tienen setecientos ochenta y ocho — = —
pesos para pagar la cuenta. Necesitan 780 100
1. | considerar que a la cuenta de los alimentos que 780 e
. . — X = Dinero que les
consuman le tiene que agregar el quince por d i los
ciento para la propina del mesero. ¢ Cuanto es queaa pellra consumir
lo que les queda para consumir en alimentos? alimentos
Una pluma cuesta treinta pesos mas que un
0y Iép?z. Aldo compré ocho plumgs y quince X + (x+30) = 700
lapices. En total ha gastado setecientos pesos.
¢, Cuanto vale cada lapiz y cada boligrafo?
Yuridia pagd por un jeans, una blusa y unos
zapatos ochocientos veinte pesos. Si el costo X+ (x + 183) + (x + 100) =
3. | de los jeans excede en ciento ochenta y tres

pesos al de los zapatos y el de la blusa en cien
pesos. j,Cuanto costd cada articulo?

820

T.16.2B PVEL de costos

Bruno debe sesenta mil pesos de una tarjeta de
crédito, una departamental y una hipoteca
bancaria. La deuda de la tarjeta de crédito es
el doble de la tarjeta departamental y la
hipoteca es una cuarta parte de la de la tarjeta
de crédito. ;Cuanto debe en la tarjeta
departamental y en la tarjeta de crédito?

x+2x+%x=70000

Gloria tiene el triple de monedas de cinco pesos
que de diez pesos y doce monedas mas de dos
pesos que de cinco pesos. Si el total de dinero
que tiene Gloria es de cuatrocientos veintidos
pesos. ¢Cuantas monedas tiene Gloria de
cada denominacion?

X+ 3x+ (x+12) =422




T.16.3 Miscelanea de PVEL de costos

No. Enunciado Ecuacion
El promedio de calificaciones aprobatorias en X 52
un examen extraordinario es del cincuenta y 80 ~ 100

1 dos por ciento, el numero total de alumnos en

" | el grupo que presentaron el examen es de 80 — x = Numero de

ochenta. ;Cuantos alumnos reprobaron en | alumnos que reprobaron el
examen extraordinario? examen
Un teléfono celular y una Tablet costaron diez y
siete mil pesos. El teléfono cuesta tres quintas 3

2. partes de lo que cuesta la Tablet. ;Cual es el X+ §X= 17000
precio de cada cosa?
Por cuatro kilos de papas y tres de jitomate se
pagaron ciento trece pesos y el kilo de papas 1\

3. cuesta la mitad de lo que cuesta el kilo de 3X+4(§X>' 113
jitomates. s Cuanto cuesta el kilo de jitomate?
Jonathan pago por un libro, un cuaderno y una
calculadora trecientos sesenta y cuatro pesos.

4 Si el libro cuesta dos quintas partes de lo que 4 Ex+ 1x= 374

cuesta la calculadora y el cuaderno cuesta una
sexta parte de lo que cuesta la calculadora.
¢, Cuanto cuesta cada articulo?

5 6

T.17.1A PVEL de edades que involucran tiempo presente y futuro

No.

Enunciado

Ecuacion

1.

La edad actual de una madre es el triple que la
que tiene su hijo y dentro de 10 afos sera el
doble. ;Qué edad tiene cada uno?

3x + 10 = 2(x + 10)

Un padre tiene 40 afos y dos hijas de 10y 12
afos ¢Cuantos afios han de transcurrir para
que entre las dos hijas igualen a la edad del
padre?

40+ x=(10+x) + (12 + x)

Enrique tiene 12 afios mas que Glenda y dentro
de 4 anos tendra el doble. ;Qué edad tiene
cada uno?

X+ 16 =2 (x +4)

T.17.1B PVEL de edades que involucran tiempo presente y futuro

No.

Enunciado

Ecuacion

1.

La edad actual de ltzel es el triple que la de su
hija y dentro de 14 afios sera el doble. ;Qué
edad tiene cada una?

3x + 14 =2 (x + 14)




T.17.2 Miscelanea de PVEL de edades que involucran tiempo presente y futuro

Rubén tiene el triple de la edad que Nuria.
¢ Cuantos afos tiene cada uno? sabiendo que
dentro de 12 afos la edad de Rubén sera
solamente el doble que la de Nuria.

3x+12=2 (x + 12)

Yoseluz tiene 16 afos mas que Gerardo vy

2. | dentro de 5 afios sera el doble.  Qué edad tiene x+21=2(x+5)
cada uno?
Paco tiene 35 afios menos que su padre y

3 dentro de 9 afnos, su padre tendra el quintuple X+9=5(x-6)

de los que entonces tenga Paco. ¢Qué edad
tiene cada uno?

T.17.3 PVEL de edades que involucran tiempo presente y pasado

No.

Enunciado

Ecuacion

1.

Ariel tiene 4 aflos mas que su hermano. Hace 5
afos tenia el doble de la edad de su hermano.
¢, Cuantos afnos tiene actualmente cada uno?

(x +4) - 5= 2(x - 5)

Un padre tiene 30 anos y su hijo 10. ¢ Cuantos
anos hace que la edad del padre era tres veces
la del hijo?

30-x = 3(10-x)

La edad de Sergio es tres quintas partes la de
Antonio y hace cinco afos era la mitad. 4 Cual
es la edad de ambos?

3 _1
EX-5_E(X_5)

Pedro tiene 30 afios menos que su madre y
dentro de 5 afos, su madre tendra el triple de
los que entonces tenga ella. ;Qué edad tiene
cada uno en la actualidad?

x+5=3((x-30)+5)

T.17.4 PVEL de edades que involucran suma de edades

No.

Enunciado

Ecuacion

La edad de Omar es tres quintas partes de la
de Alejandro y la edad de David es tres octavos
la de Omar. Silas tres edades suman setenta y
cinco anos. ¢Cuales son las edades de cada
uno?

3 9
+-X+—X=
X+ X+ oX 75

Tres hermanos nacieron a intervalos de tres
afos. Si la suma de sus edades es 51. ;Qué
edad tiene cada uno?

X+3+x+6+x+9=51




T.17.5 Miscelanea de PVEL de edades

No.

Enunciado

Ecuacion

La edad de Antonio es el doble de la que tiene
Fernando y dentro de 5 afos sera de cinco
tercios. ¢ Cual es la edad de cada uno?

2x+5 =2 (x +5)

Magdalena tiene 6 afios mas que Martin y hace
2 ainos tenia el doble. ;Qué edad tiene cada
uno?

(x+6)—2=2(x-2)

Gerardo tiene cuatro afios mas que su hermano
y dentro de cuatro afios la suma de sus edades
sera de treinta y tres. ;Qué edad tiene cada
uno?

Xx+4+(x+4)+4=33

La diferencia de edad entre un abuelo y su nieto
es de 48 anos y hace 4 afos el abuelo tenia 5
veces la edad del nieto. ; Qué edad tiene cada
uno?

X+44 =5 (x—-4)

La edad de Barbara es la mitad de la edad de
Patricia. Si dentro de veinte afios la edad de
Patricia supera en 4 la de Barbara. ;Cual es la
edad actual de ambas?

(x+20) = 2 x + 20

Paco tiene veintisiete afios y su hija Keyra tres.
¢, Dentro de cuantos anos la edad de Keyra sera
una cuarta parte de la de Paco?

(3+x) = (27 +x)

Bruno tiene 42 afios y Juan tiene 18 afos. ¢En
cuantos anos Juan tendra el doble de la edad
de Bruno?

42 +x=2 (18 + x)

Paulina tiene el triple de afios que su hija. Hace
15 afos la suma de las edades era 37 afos.
¢, Cual es la edad de su hija?

(3x — 15) + (x — 15) = 37

Rubi tiene 5 afios mas que su hermana Diana
y dentro de 6 ainos la suma de las edades sera
40 anos. ¢ Qué edad tiene cada una?

(x+6)+(x+5)+6=40

10.

La diferencia de edad entre dos hermanas es
de 4 anos y dentro de 3 afos una tendra el
doble de la otra. ;Qué edad tiene cada una?

(x+4)+3=x+3

11.

La edad de tres hermanas es consecutiva. La
suma de las edades es 45 anos. ;,Cual es la
edad de cada una?

X+ (x+ 1)+ (x+2) =45

12.

La edad de Tania excede en cinco afos a la de
Adriana. La edad de Rosario es el promedio de
edades de Tania y Adriana. La suma de las
edades de todas es cincuenta y seis afos.
¢ Cual es la edad de cada una?

X +(x+5)
2

x+ (x+5) + ( )= 56




T.18.2A PVEL de fracciones acumulativas

No.

Enunciado

Ecuacion

Un hombre recibe una herencia.
Gasta un tercio de ella en pagar
viejas deudas y pierde dos tercios del
resto jugando a las cartas,
quedandose sélo con $500,000. ¢ De
cuanto fue la herencia?

Una nina se ha comido 120 uvas en
5 dias, de tal forma que cada dia

comia 5 uvas mas que el dia anterior. | x+(x+5)+(x+10)+(x+15)+(x+20)=120

¢ Cuantas uvas se comio el primer
dia?

T.18.2B PVEL de fracciones acumulativas

En una libreria Ana compra un libro con la
tercera parte de su dinero y un comic con las
tres cuartas partes de lo que le quedaba. Al salir
de la libreria tenia veinte pesos. ¢, Cuanto dinero
tenia Ana inicialmente?

1

1

20+ -x+ -x=X
0 3% 3

Un padre y su hijo van paseando juntos, aunque
en cada paso el padre recorre cuatro quintos de
metro y el hijo recorre un tercio de metro en
cada paso. ¢ Qué distancia han recorrido juntos,
si sabemos que el hijo ha dado 700 pasos mas
que el padre?

5

4 1
—X= §(x+ 700)

T.18.3 PVEL de fracciones acumulativas de corte histérico

En cierta ocasion Aladino para complacer al
Rey le regal6 una bolsa con perlas, el Rey muy
contento repartio las perlas de la siguiente
forma: La mitad de las perlas mas una perla se
las dio a su esposa, de las perlas restantes la
mitad mas una se las regald a su hija y del resto
tomo la mitad mas una perla y se las regalo a la
esposa de su Visir, finalmente él se quedd con
21 perlas. ;Podrias decir cuantas perlas en
total le regalé Aladino al Rey?




Anexo 7. Definiciones respecto a los objetos matematicos implicados en un PVEL

Alumno Incégnita Igualdad Ecuacion
Un ndmero Una letra que La misma cantidad | Cuando hace una | Una operacion Una operacion
1 desconocido. representa una expresada de comprobacién y se | donde matematica donde hay
cantidad diferente forma. iguala el resultado. | encontramos x. incognitas.
desconocida.
Valor que no Una letra como x Conjunto de letras | Una forma para Expresion con Es una forma de
conocemos y que significa un como x y numeros | hacer una nuameros y letras representar un
lo escribimos numero no enteros. ecuacion en que da un problema con
2 con una conocido. donde hay valores | resultado. operaciones con
simbolo. que no valores que no se
conocemos y saben y operaciones.
nameros.
Una letra que Una cantidad o Es una operacion | Es cuando igualas | Es cuando haces Es el resultado de
sirve para ser | valor que se pone con numeros con el resultado de que las unas operaciones con
la incognita x. como un simbolo o | la que se puede dos operaciones operaciones que cantidades que no
3 letra. saber el valor de con numeros. tienen x sean sabes pero luego de
algo. iguales. que hacer sumas y
restas sale el
resultado.
Un valor La forma (letra) con | Cuando dos Cuando hace las Una operacion Una operacion
4 desconocido la que se expresa la | expresiones con comprobacion e donde matematica donde
dentro de una | incognita. numeros y letras igualas el encontramos x y tenemos incognita,
ecuacion. son similares. resultado. numeros. numeros y variables.
Una cantidad Una letra o simbolo | Aquella que se Puede ser una La operacion que | La que por medio de
desconocida. que representa ala | asemeja, ya sea cantidad que con incognitas y signos y cantidades
5 cantidad como multiplo o expresa numeros enteros y | desconocidas te lleva a
desconocida comun divisor. exactamente lo fraccionarios y un resultado exacto.

mismo.

signos da algo.




Una letra o La representacién Algo que se igual El resultado de Representaciéon de | Una operacién
literal para de una cantidad pero que se una operacion operaciones algebraica que se
6 representar un | desconocida. representa de otra | matematica o algebraicas. representa con un
numero. forma pero siendo | algebraica. problema en un plano
el mismo cartesiano.
resultado.
Una letra para | Un simbolo o literal | Cuando haces que | Cantidades Conjunto de Operaciones que
un valor que para representar dos cosas valgan | desconocidas que | operaciones con tienen cantidades que
7 no conoces. una cantidad o mismo. luego de que las numeros y valores | no conoces y numeros
desconocida como igualas dan el que no sabes que | y que dan un resultado
en los problemas de mismo resultado. dan un resultado. | de un problema.
la clase.
Valor que no Cantidad o numero | Son dos numeros | El resultado de Conjunto de Resultado de una
sabemos. desconocido que se | que se escriben una ecuacion que | valores que no ecuacion que sirve
8 escribe con un diferente como las | da un resultado conoces, para saber el valor de
simbolo como una fracciones que después que operaciones y X que es la cantidad
letra son valen lo haces las numeros que no sabemos
mismo operaciones
Es el valor que | El valor Cuando aunque Cuando un Donde existen Operacioén para saber
9 sevaa desconocido. sea distinto numero tiene el incognitas. el valor de algun
descubrir numero tiene el mismo valor a numero desconocido.
mismo valor. otro.
Es un simbolo | El valor que toma Es una operacion | Es cuando un Es una operacién | Operacion que se
que suplanta a | una incégnita. en la que se valor da lo mismo | que se usa para utiliza para resolver el
un numero. tienen dos que otro pero se despejar un valor de una o mas
10 incognitas y el escriben diferente. | resultado. incognitas.

valor de estas
tiene que ser
igual.




Valor o numero

Cantidad no fija, al

Operaciones con

Es cuando tienes

Es una formula

Es una operacion

desconocido. principio es numeros que dan | que comprobar el | que te da el valor | algebraica con
11 desconocida pero el resultado. valor de x en la de laletra que no | nimeros y cantidades
cuando la haces ecuacion para sabias al principio. | desconocidas.
incognita puedes saber que esta
saber su valor. bien tu resultado.
Lo que cambia. | La parte que Lo que significalo | Cuando La que tiene Una representacion de
buscamos en el mismo. comprobamos que | numeros y letras y | un problema con
12 problema ejemplo x, el resultado es da operaciones. cantidades
es el valor que toma igual al de la desconocidas.
la incognita. ecuacion.
Es un término | Es un valor que no Es un valor que Son dos términos | Es una ecuacién Es una ecuacion la
13 que cambia. se sabe con certeza | esta de igual que estan que esta igualada | cual esta igualada a
cual es. forma pero se igualados. a algo. algo.
expresa diferente.
Es laletra Es la pregunta que | Lo que vale la Es cuando un Es una operaciéon | Es una operacién
utilizada para se hace en el literal. numero resultado | matematica la cual | matematica mediante
14 la problema que es de una ecuacion se resuelve con la que se utilizan letras
representacion | una cantidad es practicamente letras. y numeros para
de un numero | desconocida o el mismo que otro. resolver el problema.
desconocido. incognita.
Una serie de Es un valor o Los valores que Es cuando el Un resultado que Es una manera de
letras o valores | cantidad que es significan lo resultado de una es el mismo para encontrar el resultado
que cambian. desconocido en el mismo pero se operacion las operaciones. de un problema que
problema. ponen en la matematica es tiene valores que no
15 operacion igual al otro valor conoces y haces la
diferentes. que esta operacion da el
expresado numero.

diferente.




Una cantidad
que no es fija.

Una cantidad
desconocida.

Una cantidad
desconocida que
equivale a la

Un numero
desconocido o
incognita que da el

Una cantidad
desconocida que
se equilibra con la

Dos cantidades
desconocidas o
incoégnitas que

16 cantidad que esta | resultado de cantidad conocida. | juntandolas se obtiene
del otro lado y ambos lados el mismo resultado.
debe ser igual. cuando estos son

el mismo valor.
Un valor o El valor de las Son dos Es el valor de la Es una forma de Un modo de
numero el cual | literales en una expresiones o literal representacion representacion para
no se sabe ecuacion el cual al ecuaciones las representada por para cantidades obtener el valor de una

17 cuanto es su sustituirlo da el cuales son iguales | x, Y, z, etc. que son incognita representada

valor el cual es | resultados 0 equivalentes en equivalentes. con una literal.
representado esperado. cuanto a su valor.

por una literal

(x,y, etc.).

Se le asignaa | Se determina la La representacion | Cuando se La representacion | Una representacion
una cantidad incégnita cuando no | de fracciones representa un algebraica con dos | algebraica de un

18 que se desea se sabe o se asigna | equivalentes. resultado con el término y dan problema con

saber pero un el valor a un de la ecuacion. igualdad a una cantidades conocidas y
esta cantidad numero o una cantidad. desconocidas.

cambia. cantidad.

Una cantidad Un numero o Cuando las Las cantidades, Es una igualdad Un conjunto de

que siempre se | cantidad que esta cantidades se valores o numeros | de las mas operaciones y
representa con | presente en una asemejan. que son iguales. sencillas en la cantidades igualadas

19 letras o figuras. | ecuacion pero esta que se busca con el fin de encontrar

cantidad varia. encontrar una alguna incognita.
cantidad
desconocida.
Un valor Una letra que se le | Cuando el Dos resultados Que al ser La que se utiliza donde
20 desconocido. puede otorgar resultado es el que son iguales. representadas dan | hay un problema

cualquier valor.

mismo.

una linea.

donde falta un valor.




La cantidad Valor o numero no Las que son Cantidades Conjunto de Es laigualdad entre
que fijo que se escribe similares pero no desconocidas o variables, operaciones que dan el
21 desconocemos | con una letra. se escriben términos que dan | operaciones y resultado para la
exactamente igual. | el mismo nuameros que incognita.
resultado. hacen otro numero
para Xx.
Es un valor Es un simbolo que Valores similares. | Cunado dos o mas | Es una expresion Es una manera de
desconocido. puede cantidades son lo | en donde hay representar un
representarse de mismo. operaciones. problema de manera
29 diferentes formas y algebraica.
a la vez sirve para
representar
cantidades con
cualquier valor.
Un valor, Es un simbolo o Dos valores Es un valor que Es un conjunto de | Conjunto de numeros,
cantidad no letra que utiliza para | iguales. sea igual al primer | numero y literales. | variables y
23 determinada. representar una valor pero operaciones elevadas
cantidad representado de ala uno que dan un
desconocida. diferente manera. resultado.
Es una letra Es una incognita Es que esigual a Es cuando dos Es una Es una operacion que
que se utiliza que esta en la otra cantidad. partes de una representacion sirve para expresar un
24 para un ecuacion. ecuacién son con | simbdlica. problema con literales,
numero igual valor. numeros y
desconocido. operaciones.
Un simbolo. Es un nimero Cuando vale lo Cuando un Donde hay Son operaciones con
25 desconocido. mismo. numero se iguala | numeros y literales.
a otro resultado. simbolos.
Numeros. Valores que primero | Cosas iguales. Numeros que dan | Las que tienen x. Las operaciones que
26 no sabes y luego un mismo tienen nimeros y

son numéricos.

resultado.

simbolos.




Cantidades no

Numeros

Expresiones que

Términos con

Incognitas,

Es laigualdad de las

se sabe bien desconocidos que son parecidas. cantidades numeros enteros y | partes de las
que numero salen en la pregunta desconocidas que | operaciones que operaciones de la
27 son. del problema. dan numeros dan un resultado. | ecuacion que se
iguales. resuelve y da el
numero para la
incognita.
Eslaformaen | Esla Parecidos los Es el resultado de | Las sumas y Es una representacion
la que se pone | representacion valores o una ecuacion. restas que tienen | en la cual se emplea
28 un numero donde esta un expresiones. nuameros y letras. | una incégnita y una
desconocido. ndmero con una variable y alguna o
incognita. muchas operaciones.
Las que en la Los numeros que No se. La comprobacion No se. Los resultados que
férmula del no tienen un valor de la ecuacion. salen cuando haces
29 area dan como 2, 3, 4, etc. las operaciones del
diferentes problema.
numeros.
Diferencia Las cantidades que | Los que dan lo Las operaciones Operaciones con Es laigualdad entre la
30 entre numeros. | pueden ser mismo. que estan como diferentes incognita y los demas
diferentes. muy parecidas en | numeros asi como | numeros que luego te
la ecuacion. las fracciones. dan el ultimo resultado.
Un numero El valor por Un valor que es lo | Cuando un Donde Operacién matematica
31 desconocido. encontrar. mismo expresado | numero es casi encontramos x y y. | donde existe incognita.
de diferente igual o igual a
manera. otro.
Es cuando Es un valor o Es cuando igualas | Unaigualdad es La ecuacion es Es un conjunto de
representamos | cantidad dos resultados. cuando hace una | cuando tienes las | numeros y literales
39 una cantidad desconocida de un comprobacién de | operaciones con para formar un
que no problema que no una ecuacion y te | literales. resultado.

sabemos con
un simbolo.

sabemos.

debe dar un
resultado.







Anexo 8. Prueba de desarrollo escrito individual
TipoAyB

Universidad Nacional Autonoma de México Tipo A
Colegio de Ciencias y Humanidades
Plantel Naucalpan

Evaluacion final (Parte A)

Nombre: Grupo:

INSTRUCCIONES. En forma individual, para los siguientes problemas realiza lo
siguiente en las hojas anexas:

Lee atentamente el enunciado del problema.

Responde las preguntas del cuestionario de acuerdo al enunciado.
Realiza la representacion geométrica y/o grafica.

Plantea la ecuacion lineal que conduzca a la solucion del problema.

cpoow

Problema 1. Calcula el valor del numero sabiendo que dicho numero, mas su mitad,
mas su tercera parte es igual a treinta.

1. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la cantidad desconocida?

2. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona las cantidades conocidas?

3. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion entre la
cantidad desconocida y las cantidades desconocidas?

4. ;Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion de equivalencia
entre todas las cantidades?



5. ¢Cual es la cantidad desconocida de acuerdo al enunciado problema?

6. ¢Como se relaciona la cantidad desconocida mencionada en el enunciado
del problema con las cantidades conocidas?

7. ¢Como representarias simbodlicamente la cantidad desconocida que
menciona el enunciado del problema?

Representacion grafica y/o geométrica del Problema 1.

Planteamiento de la ecuacion para el Problema 1.



Problema 2. Emiliano comproé una guitarra y una bocina por mil ochocientos treinta
pesos. La guitarra costo ciento cincuenta y dos pesos mas que la bocina. ¢ Cuanto
costo cada articulo?

1. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la cantidad desconocida?

2. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona las cantidades conocidas?

3. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacién entre la
cantidad desconocida y las cantidades desconocidas?

4. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacién de equivalencia
entre todas las cantidades?

5. ¢Cual es la cantidad desconocida de acuerdo al enunciado problema?

6. ¢Como se relaciona la cantidad desconocida mencionada en el enunciado
del problema con las cantidades conocidas?



7. ¢Como representarias simbolicamente la cantidad desconocida que
menciona el enunciado del problema?

Representacion grafica y/o geométrica del Problema 2.

Planteamiento de la ecuacion para el Problema 2.



Problema 3. Irma tiene cuatros afios mas que su hermana Leticia y dentro de cinco
afos entre las dos sumaran veintidés anos. ¢ Cuantos afos tiene cada una?

1. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la cantidad desconocida?

2. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona las cantidades conocidas?

3. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion entre la
cantidad desconocida y las cantidades desconocidas?

4. ;Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion de equivalencia
entre todas las cantidades?

5. ¢Cual es la cantidad desconocida de acuerdo al enunciado problema?

6. ¢Cbomo se relaciona la cantidad desconocida mencionada en el enunciado
del problema con las cantidades conocidas?

7. ¢,Como representarias simbodlicamente la cantidad desconocida que
menciona el enunciado del problema?



Representacion grafica y/o geométrica del Problema 3.

Planteamiento de la ecuacion para el Problema 3.



Universidad Nacional Autonoma de México Tipo B
Colegio de Ciencias y Humanidades

Plantel Naucalpan

Evaluacion final (Parte A)

Nombre: Grupo:

INSTRUCCIONES. En forma individual, para los siguientes problemas realiza lo
siguiente en las hojas anexas:

Lee atentamente el enunciado del problema.

Responde las preguntas del cuestionario de acuerdo al enunciado.
Realiza la representacion geométrica y/o grafica.

Plantea la ecuacion lineal que conduzca a la solucion del problema.

cpow

Problema 1. Calcula el valor del numero sabiendo que dicho numero, mas su mitad,
mas su tercera parte es igual a cuarenta.

1. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la cantidad desconocida?

2. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona las cantidades conocidas?

3. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion entre la
cantidad desconocida y las cantidades desconocidas?

4. ;Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion de equivalencia
entre todas las cantidades?



5. ¢Cual es la cantidad desconocida de acuerdo al enunciado problema?

6. ¢Como se relaciona la cantidad desconocida mencionada en el enunciado
del problema con las cantidades conocidas?

7. ¢Como representarias simbolicamente la cantidad desconocida que
menciona el enunciado del problema?

Representacion grafica y/o geométrica del Problema 1.

Planteamiento de la ecuacion para el Problema 1.



Problema 2. Daniel compré una camisa y un pantalén por mil ochocientos veinticinco
pesos. La camisa costo ciento cincuenta y seis pesos mas que el pantaldn. ¢ Cuanto
costo cada articulo?

1. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la cantidad desconocida?

2. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona las cantidades conocidas?

3. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion entre la
cantidad desconocida y las cantidades desconocidas?

4. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relacién de equivalencia
entre todas las cantidades?

5. ¢Cual es la cantidad desconocida de acuerdo al enunciado problema?

6. ¢Como se relaciona la cantidad desconocida mencionada en el enunciado
del problema con las cantidades conocidas?



7. ¢Como representarias simbolicamente la cantidad desconocida que
menciona el enunciado del problema?

Representacion grafica y/o geométrica del Problema 2.

Planteamiento de la ecuacion para el Problema 2.



Problema 3. Miguel tiene tres afios mas que su prima Norma y dentro de tres afos
entre los dos sumaran veinte afos. jCuantos afios tiene cada uno?

1. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la cantidad desconocida?

2. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona las cantidades conocidas?

3. ¢Qué parte del enunciado del problema menciona la relaciéon entre la
cantidad desconocida y las cantidades desconocidas?

4. ;Qué parte del enunciado del problema menciona la relacion de equivalencia
entre todas las cantidades?

5. ¢Cual es la cantidad desconocida de acuerdo al enunciado problema?

6. ¢Cbomo se relaciona la cantidad desconocida mencionada en el enunciado
del problema con las cantidades conocidas?



7. ¢Como representarias simbolicamente la cantidad desconocida que
menciona el enunciado del problema?

Representacion grafica y/o geométrica del Problema 3.

Planteamiento de la ecuacion para el problema 3.



Anexo 9. Prueba de desarrollo escrito en pequeno grupo

Universidad Nacional Autonoma de México
Colegio de Ciencias y Humanidades
Plantel Naucalpan

Evaluacion final (Parte B) Grupo No.

Nombre:

Nombre:

Nombre:

Nombre:

INSTRUCCIONES. En grupos de 4 personas, para los siguientes problemas
realicen lo siguiente en las hojas anexas:

a. Lean atentamente el enunciado del problema.
b. Realicen la representacion geométrica y/o grafica.
c. Planteen la ecuacién lineal que conduzca a la solucién del problema.

Problema 1. Esta tumba contiene a Diofanto. jOh gran maravilla! Y la tumba dice
con arte la medida de su vida. Dios hizo que fuera nifio una sexta parte de su vida.
Anadiendo un doceavo, las mejillas tuvieron la primera barba. Le encendié el fuego
nupcial después de un séptimo, y en el quinto afio después de la boda le concedio
un hijo. Pero, jay! Nifio tardio y desgraciado, en la mitad de la medida de la vida de
su padre, lo arrebato la helada tumba. Después de consolar su pena cuatro afios
con esta ciencia del calculo llego al término de su vida. § Cuantos anos habia vivido
Diofanto cuando le llego la muerte?

Problema 2. Un ladrén un cesto de naranjas del mercado robd y por entre los huertos
escapo; al saltar una valla, la mitad mas media perdio; perseguido por un perro, la
mitad menos media abandono6; tropezd en una cuerda, la mitad mas media
desparramd; en su guarida, dos docenas guardo. Vosotros, los que buscais la
sabiduria, decidnos: jCuantas naranjas robo el ladréon?
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