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1. Resumen

En el presente trabajo nos preguntamos si es posible predecir el efecto de una combinacién de
multiples perturbaciones en la dindmica de un sistema, dado que se conoce el efecto al aplicar las
perturbaciones por parejas e individualmente.

Wood et al. [1], abordaron esa cuestién, pero en particular para buscar si hay una forma de
predecir el efecto total de cocteles de miltiples farmacos aplicados a células patégenas. Utilizando
el principio de Maximizacién de Entropia obtuvieron una ecuaciéon simple que es funcién unica-
mente del efecto de los fArmacos aplicados por pares e individualmente, y que les permite hacer la
prediccién para el coctel en conjunto.

Aqui establecemos una analogia entre un conjunto de células y farmacos que las afectan, con un
sistema de redes booleanas y perturbaciones que se apliquen sobre ellas. Las redes que utilizamos
son redes booleanas con umbrales que tienen una regla dindmica que se supone las provee de una
alta no-linealidad. Ademads, estas redes han sido utilizadas anteriormente para modelar el ciclo
celular de la levadura, el cual es un fenémeno no lineal.

Analizamos si la descomposicién por parejas que utilizan Wood et al. para el efecto de los
farmacos es util también para la prediccién del efecto de multiples perturbaciones en las redes.

Como parte de este andlisis se estudiaron las propiedades dinamicas de las redes y encontramos
que existe una transicién de fase de segundo orden caracterizada por un punto critico. También,
para nuestra sorpresa, encontramos que dependiendo del régimen dinamico de las redes, la respuesta
a las perturbaciones puede ser lineal o no lineal. Esta respuesta lineal es inesperada porque los
nodos de la red interactian a través de una regla altamente no lineal. Un resultado interesante
es que la ecuacién utilizada por Wood et al. para la predicciéon de la respuesta de la colonia de
bacterias a cocteles de farmacos funciona también para la prediccion en las redes booleanas. Sin
embargo, encontramos en nuestro sistema que la validez de esa ecuacién no estd relacionada con
la maximizacion de entropia, sino que se debe precisamente a la respuesta lineal de la red a las
perturbaciones.
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2. Terapia de Miltiples Farmacos

Las terapias de combinacién de firmacos consisten en el consumo de mas de un medicamento
para el tratamiento de alguna enfermedad.

Estos tratamientos son de gran importancia para enfermedades que son dificiles de combatir,
como la malaria, VIH, tuberculosis, y cancer, entre otros. Estas enfermedades tienen una alta
tendencia a desarrollar resistencia a farmacos ya que las bacterias o patégenos que las ocasionan
tienen una alta tasa de mutacién, lo cual les hace evolucionar rapidamente y adaptarse ante la
presencia de farmacos. En la literatura se suelen encontrar dos razones generales para utilizar las
terapias de multiples farmacos para combatir estas enfermedades.

La primera razén es que la combinacién de miltiples farmacos retrasa el surgimiento de resisten-
cia. La hipétesis de por qué sucede esto es que la probabilidad de que el patégeno evolucione con las
diferentes mutaciones que permiten la resistencia disminuye cuando los farmacos inhiben multiples
blancos o mecanismos de accién simultaneamente. Como consecuencia, la probabilidad de que el
patogeno se resista a una combinacién de antibiéticos serd menor porque dicha probabilidad surge
de la multiplicacién de las probabilidades de resistencia a los antibidticos individuales, haciendo la
suposicién de que estos sean eventos independientes [2]. Este efecto se ha observado para los casos
de malaria [3], lepra [4] y tuberculosis [5].

La segunda razon es que la combinacién de los farmacos puede tener un efecto sinérgico. En far-
macologia se dice que dos componentes son sinérgicos si al aplicarlos en combinacién se incrementa
la eficacia de cada uno. Esto permite utilizar concentraciones mas bajas de los farmacos para obte-
ner el efecto deseado, en comparacién con la concentracion que se utilizaria en el tratamiento con
uno solo de los farmacos [6]. Sin embargo generalmente no se puede saber a priori si dos farmacos
seran sinérgicos, atin conociendo la respuesta individual de ellos a distintas concentraciones.

En la figura 2.1 se muestra otra representacién de las distintas interacciones entre pares de
medicamentos. Estas gréaficas se llaman Isobologramas y corresponden a un corte trasversal de la
grafica de concentraciones y el efecto de la interaccién, cuantificado, por ejemplo, con el nimero de
células o luminisencia a cierta concentracién (a la derecha de la figura). La linea roja muestra el
caso de aditividad. Segin el modelo de Loewe [7] dos fArmacos son aditivos, si el efecto de aplicarlos
conjuntamente es simplemente la suma de los efectos que se tendrian al aplicarlos por separado. En
este caso los farmacos no interactiian. Por otro lado, la interaccién sinérgica corresponde al caso en
que el efecto conjunto es mayor que la suma de los efectos por separado, y la interaccién antagénica
corresponde al caso contrario: el efecto conjunto es menor que la suma de los efectos separados. En
estos dos tltimos casos, los fAirmacos interactian ya sea para potenciar su efecto (caso sinérgico) o
para suprimirse mutuamente (caso antagénico).

Investigaciones recientes apuntan a que la combinacion de medicamentos sinérgicos promueven el
surgimiento de la resistencia de bacterias a los antibidticos, y por lo tanto no son la mejor eleccién
al momento de disenar cocteles de farmacos [9]. Quienes han observado este fenémeno sugieren
utilizar combinaciones antagénicas [10], mientras que otros proponen reemplazar las combinaciones
de medicamentos por la aplicacién individual y secuencial de los farmacos [11]. Sin embargo atn
no es claro cudl es el efecto de estas combinaciones en la evolucién de resistencia.
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Figura 2.1: Representacién de los distintos efectos que pueden tener dos antibidticos, sinergis-
mo y antagonismo, aditividad. Las lineas representan curvas de nivel de las tasas de crecimiento
g(Ca,Cp) expresadas como funcién de las concentraciones de los farmacos. Del lado derecho se
muestran mapas de contorno de las superficies g(C'4,Cp) para los tres casos, aditivo, sinérgico y
antagonista. Imagen adaptada de [8]

Estos tratamientos son dificiles de disenar ya que el sistema en cuestién, las células y su inter-
accion con farmacos, es un sistema complejo, no en el sentido de “complicado”, sino en el sentido
de los Sistemas Complejos. Una caracteristica de un sistema complejo es que estd compuesto por
diferentes partes que interaccionan entre si y de cuya interaccién emerge algin comportamiento
colectivo, el cual no puede explicarse al conocer inicamente las caracteristicas individuales de cada
una de las partes del sistema. Asi pues, es dificil saber el efecto que se obtendra en las células, bac-
terias o tumores, cuando se administran estos cocteles, justamente por esta interaccién, (ademéds de
que una célula en si ya es un sistema complejo) ya que ademds no se conocen todos los mecanismos
moleculares a través de los cuales interactian los medicamentos. Estas interacciones son estudiadas
principalmente de manera descriptiva a partir de experimentacion en laboratorio pero al analizar
estas combinaciones in vivo puede cambiar radicalmente el efecto, ser mas costoso y llevar mayor
tiempo hacer las mediciones [12].

Para atacar este problema Wood et al. proponen un método para predecir la respuesta de
multiples farmacos que es independiente del mecanismo molecular de éstos. Ellos hacen un andli-
sis suponiendo que la respuesta de mas de dos antibidticos obedece a reglas estadisticas en vez
de quimicas. Recurriendo al principio de méxima entropia encuentran que el efecto de multiples
medicamentos puede ser obtenido a partir del conocimiento de la respuesta de las células a las
interacciones individuales y por pares de estos medicamentos, independientemente de que las in-
teracciones sean sinérgicas, aditivas o antagoénicas. En lo sucesivo, nos referiremos a este resultado
como descomposicion por parejas.

En el siguiente capitulo presentaré la forma en que el principio de maxima entropia permite
hacer la descomposiciéon por parejas tanto en los cocteles de antibiéticos como en la dindmica de
sistemas neuronales y en el movimiento colectivo observado en parvadas de pajaros [13, 14].



3. Maximizacion de Entropia

Para sistemas biolégicos resulta dificil conocer las leyes de interaccién entre los elementos que
lo componen, por lo que se acude a modelos probabilisticos para describir su comportamiento. Por
ejemplo, para poder descifrar la relacién estimulo/respuesta en el cerebro se construyen distribu-
ciones de probabilidad de los distintos patrones de actividad neuronal [15]. Otro ejemplo se da
en biologia molecular, donde se requiere de la probabilidad de plegamiento de una secuencia de
aminodcidos para conocer la forma natural de plegamiento de una proteina [16, 17]. Encontrar las
distribuciones de probabilidad de los eventos involucrados en estos sistemas puede ser muy dificil
por las siguientes razones [18]:

1. Dado que los sistemas bioldgicos tipicamente cuentan con un numero grande de elementos,
numero de variables aleatorias necesarias para construir las funciones de probabilidad corres-
pondientes es también muy grande.

2. Los elementos de estos sistemas interaccionan de forma no lineal entre ellos por lo que no
se puede considerar la hipétesis de independencia estadistica para construir la funcién de
probabilidad conjunta que describe el estado del sistema completo.

Una técnica que ha sido utilizada con éxito para estimar las probabilidades de los estados de
algunos sistemas bioldgicos consiste en utilizar el Principio de Mdxima Entropia. Este principio
establece que sujeta a ciertas constricciones, la distribucion de probabilidad que mejor representa
el estado del sistema es la distribucién que tiene méxima entropia. La justificacion de utilizar
este principio proviene de Teoria de la Informacién, donde la entropia S es una medida de la
“incertidumbre” representada en una distribucion de probabilidad. Una distribuciéon que tiene un
valor alto de entropia corresponde a un sistema cuyo estado es dificil de conocer con certeza. Por
lo tanto, esta relacion entre entropia e incertidumbre implica que al construir una distribucién
de probabilidad y pedir que la funcion de entropia sea méaxima de manera consistente con las
constricciones conocidas, la distribucién obtenida serd lo mas imparcial posible [19].

La funcién de entropia, en términos de distribuciones de probabilidad, segin el enfoque de la
teoria de la informacién, fue introducida por Shannon en 1948 [20] y estd definida como:

S(X) == p(x:)logp(zi),, (3.1)

i=1
donde S(X) es la entropia de una variable aleatoria X con donde valores posibles x1, ..., z,, que
tienen una probabilidad de ocurrencia p(x1), ..., p(z,), respectivamente.

3.1. Formalismo matematico

Considérese una variable aleatoria que puede tener valores discretos = = {z1,x2,...x,}, ¥y que
la probabilidad de ocurrencia para cada uno de sus valores {p1,pa,...,pn} es desconocida, pero el
valor esperado de la funcién f(x) si es conocido
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(f()) = pif(a;)=F. (3.2)
i=1

Ademsds, existe siempre la restriccién de que las probabilidades p; deben estar normalizadas:

> pi=1. (3.3)
=1

Nos interesa pues, encontrar los valores de las probabilidades p; que maximizan la funcién
entropfa (3.1) y que estdn sujetos a las restricciones dadas por las relaciones (3.2) y (3.3). Para
utilizar el principio de maximizaciéon de entropia recurrimos a multiplicadores de Lagrange. Por lo
tanto maximizaremos la funcién:

L= S8(p1,p2;-:Pn) — A [Zpi - 1] — 1 [Zpif(:vi) —F
=1 =1

n (3.4)
1
= Z [pz‘ In <> — Api — Mpif(l'i)] + A+ pF
i=1 P
Haciendo g—é =0 se llega a la expresién de la probabilidad:
pi = exp(=A—1—pf(xi)), (3.5)
donde las variables A y p son obtenidas al sustituir esta solucién de p; en las constricciones (3.2) y
(3.3).
Similarmente, para el caso de cualquier nimero de funciones fi(x), fa(z), ..., fu(x), dados los
valores esperados (f1(z;)), (fo(x;)), ..., (fa(x;)), la distribucién de maxima entropia esta dada por

Di = e_Hi y (36)
con H; = [Ao + Arfi(xs) + ... 4+ Anfo ()]

3.2. Modelo de maxima entropia por parejas

Considérese ahora un sistema de IV variables aleatorias x1, o, ..., vy continuas cuya distribucion
de probabilidad P(z1,z2,...,zx) es desconocida.

El teorema de momentos de Hausdorff dice que es posible conocer exactamente la distribucién
de probabilidad P(z1,...,zy) del sistema si se conocen todos los momentos (z;), (z;x;), (ziz;x)),
(wjzjxpay), etcétera. [21]. Ahora nos podemos preguntar cudl es la cantidad minima de los mo-
mentos necesaria para tener una buena aproximacion a la distribuciéon de probabilidad. Traba-
jos recientes han utilizado el principio de maxima entropia, incluyendo solamente los primeros
y segundos momentos, para construir una funcién aproximada Ps(z1,...,zx) [14, 22, 13, 23, 24].
Sorprendentemente, al utilizar esta distribucion aproximada para hacer predicciones del estado
del sistema, o para calcular con ella momentos de orden mayor, o el promedio de alguna funcién
f(x1,...,xN), se obtienen resultados muy buenos respecto a lo que se obtendria con la distribucién
exacta P(z1,...,xN).

Mi4s especificamente, para crear la distribucién aproximada Ps(x1,...,2x) se maximiza la en-
tropia utilizan el principio de maxima entropia
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/ /P 1,y In (M) day...dzy . (3.7)

poniendo como constricciones tinicamente los primeros y segundos momentos (y la normaliza-
cion):

(x;) = / x;P(x1, 22, ...,xN)dzy...dey = fi, (3.8)
{1’1,%27 3 N}

<l’il'j> = / .iL‘Z'{L‘jP(I'l, Ty eeny .%'N)d.%'l...dl']v = fz'j y (3.9)
{z1,%2,...,oN }

/ P(zy,....,xy)dxy...dxy = 1. (3.10)
{w17w27 5 N}

El resultado de este proceso de maximizacién es la distribucién gaussiana multivariada [13]:

Py(z1, ... —exp Zx\@%— ZZJ”@J:J , (3.11)

=1 j=1

donde Z es la constante de normalizacién y A; y J;; son constantes que estdn relacionadas con los
valores de las constricciones (3.8) y (3.9) de la forma:

Z:/ exp Z)\xmt ZZJ@JQ:QJJ dry...dxy

=1 j=1
olnZz
“on T
8an
anJ f’Lj

Trabajos recientes [14, 13, 22, 23, 24, 1] utilizan este método para aproximar las distribuciones de
probabilidad de sus sistemas, encontrando que esta aproximacion se acerca en gran medida a la
distribucién real, mostrando con ello que es suficiente incluir a lo més las interacciones entre pares
de sus componentes para describir el comportamiento del sistema, y por lo tanto las inteacciones
de mayor orden pueden despreciarse, no incluyen mucha maés informacién de la que se agrega con
los primeros y segundos momentos como constriccion.

Por ejemplo en el trabajo de Bialek et al., [14], se utiliza este formalismo para analizar el mo-
vimiento colectivo emergente de parvadas de pdjaros construyendo la distribucion de probabilidad
de velocidades conjunta P({3;}) donde ¥; es el vector de velocidad que se le atribuye al pajaro ¢ a
cada paso de tiempo y §; = 9;/ ||¥;]|. Utilizando el principio de méxima entropia con la constriccién
de que la correlacién C;; = (8; - §j) sea igual a la obtenida experimentalmente, obtienen la distri-
bucién de maxima entropia Pg({5;}), la cual les permite predecir correctamente la propagacién del
parametro de orden direccional a través de la parvada.
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En otro ejemplo, esta vez en neurociencia, Schneidman et al. [13] utilizan el modelo de maxi-
ma entropia para crear la distribucién de probabilidad P(o;) de los patrones de expresién de un
conjunto de neuronas retinales de vertebrados. o; es una variable aleatoria asociada una neurona 1,
que toma valores 1 y 0, dependiendo de si la neurona generd un potencial de accién o no, respecti-
vamente, en una pequena ventana de tiempo. Ellos incluyen la restriccién de que el valor esperado
y las correlaciones por pares entre estas variables aleatorias sean los mismos que se observan en
el experimento. Otra vez, con la distribuciéon aproximada de probabilidad ellos reproducen la tasa
de expresién de cada patron y encuentran que es una muy buena prediccion al compararlo con las
tasas reales.

3.3. Predicciéon de respuesta de multiples antibiéticos

Wood et al. se preguntan en [1] si es posible predecir la respuesta del crecimiento bacteriano
ante la aplicacién de més de dos medicamentos sin considerar el mecanismo con el que estos actian,
acudiendo Unicamente a un marco estadistico.

Para lograr esto, miden la tasa de crecimiento g; de una colonia de bacterias después de que
se le ha aplicado el antibidtico D; a cierta concentracion C, siendo g¢; la pendiente de la curva de
crecimiento bacteriano en el tiempo. Ahora suponen que g; es una tasa de crecimiento promedio de
todas las bacterias que conforman la colonia. Se supone entonces que la tasa de crecimiento x; de
cada célula individual, cuando el antibidtico D; se aplica, es una variable aleatoria cuyo promedio es
(x;) = g;. La tasa de crecimiento g; estd normalizada por la tasa de crecimiento G de las bacterias sin
tratar. Se asocia entonces el efecto de cada medicamento D; a una variable aleatoria z;, de modo que
los valores que puede tener esta variable provienen de una distribucién de probabilidad P(z1, ..., zy).
En el caso de aplicar dos medicamentos D; con una concentracién C'y D; con concentracién C”
conjuntamente, la tasa de crecimiento de la colonia estarfa dada por g;; = (z;x;), y cuando se
apliquen tres medicamentos D;, D;, Dy, simultdneamente, con concentraciones fijas, la tasa de
crecimiento promedio correspondiente serfa g;;;, = (z;x 1), etcétera. Todas las tasas de crecimiento
estan normalizadas por la tasa de crecimiento G. Dado este planteamiento, si se tiene la distribucién
de probabilidad conjunta P(x1, ..., x,) se puede encontrar el efecto de cualquier combinacién de los
medicamentos Dy, Do, ..., D,, para distintas concentraciones, a través de los momentos de la
distribucién.

Para encontrar esta distribucion utilizan el modelo de Méxima Entropia, poniendo como cons-
tricciones las tasas de crecimiento g;(Co) = (2:(Ca)) ¥ 6ij(Ca, Cp) = (xi(Ca)z;(Cyp)) (con i,j =
1,2,3...,n, indice que denota los antibidticos distintos y siendo C, y (% la concentracién con
que son aplicados los farmacos) observadas experimentalmente cuando se aplican los antibidticos
individualmente y por parejas, respectivamente, ademas de la normalizacién de la probabilidad
3.10.

Esto lleva a la distribucién Ps(z;, ..., 2,,) de probabilidad como la mostrada en la ecuacién (3.11),
donde A; y J;; en este caso son pardmetros relacionados con los efectos g; y g;;. En la figura 3.1 se
muestra un esquema de este proceso para encontrar la respuesta a los multiples antibidticos.

Utilizan ahora la distribucién Ps(x;, ..., z,,) para predecir las tasas de crecimiento g;;r y giji que
se obtendrian al aplicar tres y cuatro antibiéticos simultdneamente. Denotamos como g;jr ¥ Gijki
a las predicciones hechas utilizando la funcién Py(x;, ..., x,). Al comparar las tasas de crecimiento
predichas g;jx ¥ gijri con las tasas reales g;jr ¥ gijr observadas en el experimento se encuentra un
muy buen acuerdo, como se muestra en la figura 3.2, en donde cada punto de la gréfica izquierda
corresponde a una combinacién de tres antibidticos a una concentracion dada. Los mapas de color
de la parte derecha muestran la tasa de crecimiento g;ji reales y las predichas g;j; para las com-



13 3.3. Prediccién de respuesta de multiples antibidticos

binaciones de tres medicamentos aplicados con distintas concentraciones. Estos mapas permiten
observar que la prediccién es buena no importando si el resultado de la combinacién es sinérgico o
antagonico.

Como se observa en la ecuacion 3.11, la distribucion que se obtiene por maxima entropia restrin-
giendo a los primeros y segundos momentos es una gaussiana multivariada. Por lo tanto, podemos
utilizar el teorema de Isserlis (también conocido como teorema de Wick) que dice que es posible
obtener los momentos de orden mayor a partir solamente de sus segundos y primeros momentos.
Por ejemplo para el tercer y cuarto momentos se cumple las relaciones:

(Tizjog) = (i) (Tjon) + (T5) (Tizk) + (2K) (Tiz))

— 2(x4) (z5) (zk) (3.12)
<mix]~xkxl> = <a;,a;]> (xpxy) + <xzxk) <a:ja:l> + <wm> <wjz1:k>
— 2(wi) () (zx) (1) (3.13)

Utilizando estas ecuaciones directamente para hacer las predicciones se obtienen resultados
idénticos al obtenido con todo el marco estadistico antes mencionado, simplemente haciendo la
sustitucion para las tasas de crecimiento de tres y cuatro antibidticos:

9ijk = 9i95k + 95 9ik + 9kGij — 29:95 9k (3.14)
9ijkl = 9ij 9k + 9ikGj1 + 9uGik — 29959k 91 (3.15)

De hecho, utilizando estas ecuaciones se obtienen los mismos resultados que los reportados en la
Fig. 3.2.

Para generalizar la metodologia anterior, consideremos un sistema que es modificado por dife-
rentes perturbaciones. Si estas perturbaciones no interactian, entonces el efecto total en el sistema
es igual a la suma del efecto de las perturbaciones aplicadas de manera independiente. Cuando las
perturbaciones interaccionan entre ellas, es dificil de conocer el efecto neto que generan éstas en la
red. En nuestro caso la informacion de estas interacciones estd expresada en el Hamiltoniano que
aparece en la ecuacion (3.6).

Supongamos entonces que el sistema estd conformado por N cuerpos (los farmacos o perturba-
ciones, por ejemplo) y todos ellos interaccionan entre si. Un Hamiltoniano que describe al sistema
seria de la forma:

H=-— Z )\szz - Z Jijﬂjil’j - Z Jz‘jkxixjxj e — Z J,LN.TZQZN (316)
% i..N

iJ ijk

Si conocemos todos los coeficientes de acoplamiento, A;, J;;, etc., decimos que tenemos el sistema
bien caracterizado. En el caso de estar en un sistema probabilistico, conocer estos coeficientes es
equivalente a conocer todos los momentos de la distribuciéon de probabilidad asociada al sistema,
como ya se menciono.

Sin embargo la jerarquia completa de momentos no siempre se tiene. Para simplificar el pro-
blema, entonces, se busca cortar esa serie dejando tnicamente la minima cantidad de términos
necesaria para caracterizar la distribucién. Para el caso de los miltiples antibidticos se sabe que no
es suficiente el conocimiento de los primeros momentos debido a que los antibidticos interactian,
por lo que la siguiente posibilidad es considerar las interacciones a segundo orden. Esto es un equi-
valente de lo que hacen Wood et al. para la prediccién del efecto de la respuesta ante multiples
farmacos. El éxito de sus resultados v la sencillez de las ecuaciones que utilizan abre la pregunta
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de bajo qué condiciones estas funciones, construidas solamente a partir de los primeros y segundos
momentos, pueden ser utilizadas para hacer predicciones més generales y si estas predicciones son
escalables a otros sistemas. Para analizar esto, en el presente trabajo tomaremos un sistema que
es conocido por su respuesta no lineal ante perturbaciones, haciendo con eso una analogia con las
bacterias y los antibiéticos. Nuestro objetivo sera contestar de forma muy general la pregunta:

jes posible predecir el efecto de multiples perturbaciones conociendo sélo el efecto de
perturbaciones aplicadas por parejas e individualmente?
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Figura 3.1: Esquema del procedimiento realizado en [1] para predecir el efecto de multiples anti-
bidticos en el crecimiento bacteriano. Se muestra el ejemplo de aplicaciéon de tres medicamentos.
Primeramente se obtiene la curva de crecimiento habiendo aplicado los medicamentos individual-
mente y por pares. Se asigna a cada antibidtico D; una variable aleatoria x;, tal que el promedio
de esta variable es igual al crecimiento g;. Se construye una distribuciéon de méaxima entropia P;
con esos datos. Los coeficientes h; y J;; de Ps son escogidos de tal manera que los promedios (z;)
y (xix;) de la distribucién de pares coincida con las tasas reales de crecimiento g; y g;; a cada
concentracion. Luego, la distribucién P; se utiliza para hacer la predicciéon de haber aplicado Dy,
Dy y D3 juntos calculando el momento (xjzox3) de la distribucién
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Figura 3.2: Comparacién de el efecto real g;;;, de tres antibidticos en el crecimiento bacteriano
con la prediccién g;;, de dicho efecto obtenida con la distribucién de maxima entropia por pares
P,. Izquierda: Cada punto corresponde a la combinacién de tres antibidticos a una dosis especifi-
ca. La linea recta representa la identidad. Derecha: mapas de calor para los antibiéticos. En ellos
se muestra la tasa de crecimiento real y predicha después de aplicar los tres antibidticos a dis-
tintas concentraciones. En este ejemplo se observan el comportamiento sinérgico y antagénico de
las combinaciones. Las etiquetas corresponden a abreviacioens de los nombres de los antibiéticos:
[Ofl], ofloxacin; [Linc], lincomycin; [Tmp], trimethoprim; [Cm], chloramphemicol; [Tet], tetracycline;
[Ery], erythromycin; [Kan], kanamycin. Imagen tomada de [1].



4. Redes Booelanas con Umbrales

4.1. Redes Booleanas con Umbrales

Para modelar redes bioldgicas se suelen utilizar Redes Booleanas, propuestas para el estudio de
redes de regulaciéon genéticas por S. Kauffman en 1969 [25]. Este enfoque utiliza inicamente las
reglas de interaccién entre los elementos del sistema, las cuales dictan el estado de los elementos con
sblo dos posibles valores. A estas redes booleanas se les provee de una dindmica determinista y por
lo tanto, al explorar la configuracién de la red en el tiempo se llega a estados, llamados atractores,
que se repiten. Estos atractores corresponden, en el marco del modelo, a los fenotipos celulares (la
configuracién de genes prendidos y apagados especifico de una célula).

Algunos ejemplos de redes genéticas que se han modelado con redes booleanas son la red del
desarrollo en Arabidopsis Thaliana [26, 27], la red de interaccién responsable de los patrones de
segmentacién en Drosophila melanogaster [28], la red de regulacién del ciclo celular de la levadura
Saccharomyces cerevisiae [29] y de Saccharomyces pombe [30]. El éxito de estos trabajos radica en
que los patrones de expresion de los fenotipos reales de los organismos se logran reproducir con
los atractores, mostrando que estas redes, a pesar de ser simples, logran capturar las propiedades
esenciales de las redes bioldgicas.

En los dltimos dos articulos referidos antes se utiliza una variante de Red Booleana llamada Red
Booleana con Umbrales (RBU), la cual estd definida por un conjunto de N nodos {01,039, ...,0n},
cada uno con dos posibles estados, o; = 1 (nodo activado o prendido) y o; = 0 (nodo inhibido o
apagado). Cada nodo o; tiene asignado un conjunto de k; nodos (que pertenecen a la misma red)
que regulan su estado. Si un nodo o;; pertenece la conjunto de reguladores de o; se dice que o;
tiene una conexion de entrada desde o;;. Esta conexion tiene ademéds una intensidad asociada wj;
y es un real que estd tomado de una distribucién P(w).

El estado de o; estd determinado por sus k; reguladores {Uil,aig, ey O'Z‘ki} de la forma:
k;
1, Zj:l wijaij(t) >0

oi(t+1) =10, SR wijoi, (t) < 0 (4.1)

\O-i(t)v Z?Z:I WijTi; (t)=40

0 es llamado umbral de activacion, es el valor que necesariamente debe alcanzarse en la suma
Z?izl wi;joi; (t) para que la activacion de o; se lleve a cabo en el tiempo ¢ + 1. Este umbral 6 es el
mismo para todos los nodos. En el presente trabajo mas que nada utilizamos la misma conectividad
de entrada igual para todos los nodos k1 = --- = k, = K, aunque mas adelante se utilizard otra
distribucién, de Poisson. En la figura 4.1 se representa una de estas redes, con N = 6. Cabe
destacar que esta regla dinamica, debido a ser una funcién escalén, en general causa que las redes
tengan una respuesta no lineal al cambiar alguno de los parametros que definen la red. Li et al., en
[29], presentan la construccién de la red de proteinas relacionadas con el ciclo celular a partir de

17
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la informacién tomada de la literatura utilizando la regla dinamica 4.1. Ellos encuentran que los
atractores de la red son estados que tienen significado bioldgico y corresponden a los estados de las
distintas fases del ciclo celular. Es decir, dada la regla de interaccién entre elementos de la célula,
emerge como una ruta natural el ciclo celular.

P(0)

Figura 4.1: Imagen que representa a una red con umbrales con N = 6 nodos. Cada vértice {ij}
representa una conexion dirigida del nodos 7 al j y tienen asignados un peso w;j, cuyo valor esta to-
mado de una distribucién de probabilidad P(w;;) gaussiana.

En el presente trabajo se utilizan redes booleanas con umbrales como sistema al que se aplican
perturbaciones combinadas para contestar la pregunta planteada al final del capitulo anterior.
Aunque no se hace un andlisis de los atractores, este sistema fue elegido porque los trabajos antes
mencionados apuntan a que estas redes son una buen mecanismo para modelar redes biolégicas
reales, y que ademas permiten no solo describir al sistema, sino también hacer analisis y predicciones
sobre él. Otra razon para usar RBU es porque estas redes booleanas son prototipos de sistemas
dindmicos no lineales, como lo son muchos sistemas biolégicos. Las conexiones entre los nodos son
escogidas aleatoriamente, todos con conectividad k; = K, de modo que su promedio es también K).
Ademads nos restringimos al valor del umbral 8 = 0. La distribucién de pesos que principalmente
utilizamos es una distribucién P(w) gaussiana con media p = 0 y varianza o = 1, pero también
exploramos resultados al utilizar una distribucién uniforme entre [—1, 1] que no se incluyen en el
presente trabajo, puesto que los resultados obtenidos con esta distribucion son similares obtenidos
con la distribucién gaussiana. La distribucién de pesos fue escogida simétrica alrededor de cero para
considerar el hecho de que la regulacién de un gen puede ser negativa o positiva. La transcripcién
es el primer proceso para la expresién del gen, el cual comienza solo si ciertas proteinas, llamadas
factores de transcripcién estan ancladas a la regiéon promotora de un gen, que es el sitio en el
ADN en el que se indica donde comenzar la transcripcién. De ser asi, la regulacion es positiva. La
regulacion negativa se da si se evita que los factores de transcripcion se anclen y por lo tanto no se
lleve a cabo la regulacion.

Entonces el peso w;; hace alusién a la afinidad de ciertos factores de transcripcién a la regién
promotora de un gen o;, considerando que el un gen representado por o; es un gen que esta invo-
lucrada con la produccién de dichos factores de transcripcion.
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4.2. Régimen dinamico

Se considera que un sistema dindmico posee una dindmica cadtica si una pequena perturbacion
en la condicién inicial cambia mucho la configuraciéon del sistema en el tiempo y que posee una
dindmica ordenada si la perturbacion desaparece rdpidamente en el tiempo o cambia muy poco el
estado de la red. Se ha demostrado que las redes booleanas presentan estas dos fases, ademas de
una transicién de segundo orden entre ellas [25], siendo el pardmetro de control la conectividad de
entrada promedio K y el pardmetro de orden la distancia de Hamming correspondiente a una red
(con conectividad K), entre su conficuracion en el tiempo de antes y después de ser perturbada
una condicién inicial.

Sin embargo, la existencia de esta transicién de fase se obtuvo para redes booleanas mas genera-
les que las RBU que estamos utilizando. De hecho, la transicién de fase entre dindmicas ordenadas
y cadticas no estaba bien caracterizada para las RBU, por lo que uno de los resultados de este
trabajo es precisamente llevar a cabo esta caracterizacién. Nos interesa hacer esta caracterizacion
porque es necesaria para conocer la respuesta de la red ante perturbaciones.

Nuestras simulaciones numéricas demuestran que efectivamente existen dindmicas ordenadas y
caoticas en las RBU, y una transicién de fase entre ellas que parece ser de segundo orden. En la
figura 4.2 se muestra la configuracién de tres RBU operando en las tres fases dindmicas: cadtica,
critica y ordenada. Cada configuracién corresponde al estado de la red en un tiempo 7" = 200. Los
cuadros pequenos corresponden a un nodo de la redes y estan coloreados de color azul si el nodo
esta en estado 0 y en amarillo si estd en estado 1. Los cuadros color rojo corresponden a los nodos
que cambiaron de estado al haber cambiado muy poco la condicién inicial, en comparacién con su
estado, en ese mismo tiempo, que tiene red si no se perturba.

dinamica ordenada dinamica critica dinamica caotica

Figura 4.2: Cambios en el estado de redes al inicializarlas con dos condiciones iniciales distintas
que difieren una fraccion d = 0,01 en su configuracién. En rojo se muestran los nodos que difieren
en su estado una vez cambiada la condicion inicial. El verde y amarillo corresponden a nodos con
estado prendido y apagado, respectivamente. Las tres redes tienen N = 1600 nodos, corresponden
a la configuracién en un tiempo 7" = 200 y tienen una conectividad (cada nodo): K = 2 para la
que tiene dindmica ordenada, K = 5 para dindmica critica y K = 10 para el caso cadtico. Las
conexiones de cada nodo son escogidas aleatoriamente de toda red con distribucién uniforme.

Para determinar el régimen dindmico de una red con N nodos y una conectividad K, asigno
a cada nodo una con una configuracién aleatoria 3¢ = {o1,09,...,0n5} y evoluciono la red por un
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tiempo T'. Luego inicializo la misma red con otra condicién inicial Xy = {01, 09, ...,0n} que difiera
en una fraccion d de elementos de 3. Dejo evolucionar la dindmica de las redes por el mismo nimero
de pasos de tiempo. Luego comparo las configuraciones de estos dos estados a cada paso de tiempo
utilizando la distancia de Hamming, que esta definida como:

Mz

1
=~ (4.2)
=0

Intuitivamente, si se obtiene una distancia de Hamming h(t) grande, calculada con una d pe-
quena significa que la red estd en un régimen caético. En cambio cuando h(t) — 0 se trata de redes
con dindmica ordenada. Finalmente, si h(t) ~ d la dindmica es critica. En la figura 4.3 se muestra la
distancia de Hamming en el tiempo para tres redes con N = 1000, K = 2, 5 y 10 respectivamente,
habiendo cambiado la configuracion inicial una fraccién de nodos d = 0,01.

— 20
— 5.0
00l — 100|]
0.15¢
h(t)
0.10
0.05
0.00
0 260 460 660 860 1000
Tiempo
Figura 4.3: Distancia de Hamming en el tiempo correspondiente a tres redes con N = 1000 y

conectividades de K = 2 (color azul), 5 (verde) y 10 (rojo). La distancia se midié entre el estado
de las redes que difieren inicamente en una una fraccién de d = 0,01 de elementos en la condicién
inicial. Para la red con K = 2, a pesar de haberse perturbado la red evolucioné al mismo estado.
En el caso K = 5 la red rdpidamente llega a un estado periédico. La red con K = 10, adema&s de
tener en promedio una distancia de Hamming mayor, ésta fluctia aleatoriamente alrededor de un
valor promedio estacionario.

Para conectividad K = 2 la distancia Hamming adquiere un valor constante muy cercano a 0,
lo que indica que la dindmica es ordenada.

Cuando se aumenta la conectividad, la distancia de Hamming también aumenta y ademés
muestra variabilidad en el tiempo. Para K = 5 la distancia de Hamming tiene periodicidad que es
debida a que para cada una de las condiciones iniciales la red llega a un atractor (que puede ser
distinto en cada condicién inicial). Para K = 10 no parece haber un patrén periédico que revele
que la red ha llegado a un atractor. Por el contrario, la distancia Hamming se mantiene fluctuando
de manera mas o menos aleatoria alrededor de un valor promedio que parece haber llegado a un
estado estacionario.
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Figura 4.4: Serie temporal de la distancia de Hamming entre la configuracién de una red y la
configuracién de la misma habiendo cambiado su estado inicial ligeramente. Se muestra en la imagen
que tras dejar pasar un transiente Tr,.q,s, la serie llega a un estado estacionario. El promedio
temporal de esta serie desde Tryqns Se considera como la medida de la perturbacion a de la red.

La distancia de Hamming promedio en el tiempo (h)7 se define como

T
(hyr = /O h(t)dt

Cuando (h)7 ya no cambia con T, el sistema ha llegado a un estado estacionario. En la préctica,
para calcular el valor estacionario de la distancia Hamming dejamos correr la dindmica de la red
un tiempo transitorio Ti.qns v después promediamos la distancia Hamming desde T},.,, hasta T,
como se indica en la figura 4.4. Al valor estacionario de la distancia Hamming lo denotaremos
simplemente como h.

0.25

() |

4 6 8 10 12 14 16 18 20
K

Figura 4.5: Promedio de la distancia de Hamming (h(t)) en estado estacionario, tomando un rango
de tiempo desde Tiqq4ns = 500 hasta T' = 1000 para las distintas conectividades. Para cada co-
nectividad la distancia de Hamming corresponde a un promedio sobre 40 redes y 20 condiciones
inciales distintas cada una. La fraccién de nodos perturbados en la condicién inicial es d = 0,01.
Esta grafica muestra la transicién de fase de las redes booleanas con umbrales, como funciéon de su
conectividad K = 5.
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En la figura 4.5 se muestra la distancia de Hamming promedio h como funcién de la conectividad
K de la red. Al variar K se observa que hay una transicién de fase de segundo orden en donde el
punto critico parece estar en K. = 5. Para hacer esta gréafica se promedié h(t) desde Ty qns = 500
hasta T' = 1000, y luego promediando sobre 20 redes y 10 condiciones iniciales para cada una. La
fraccién de elementos que se cambian en las condiciones iniciales es d = 0,01.

Llamo ahora a nodo congelado a un nodo que no cambia su estado a lo largo del tiempo al
utilizar la regla dada por la eq. 4.1. En la figura 4.6 se muestra 1 — f, donde f es la fraccién de
nodos congelados en una red, como funcién de su conectividad K. Para calcular calcular el nimero
de nodos congelados inicializamos una red con conectividad promedio K con 10 condiciones iniciales
distintas y cada vez se deja evolucionar la red y se cuenta el nimero de nodos que después de cierto
tiempo Tyrqns = 500 permanencen en el mismo estado (ya sea 0 o 1) en el tiempo. La grafica que se
obtiene de este cdlculo muestra también en un comportamiento similar a la grafica de la distancia
de Hamming: una transicién de fase que parece ocurrir en K. = 5.

1.0r

0.8}

0.6

0.4r

1—Fraccion nodos congelados

0.2}

0.0,
2

4 6 8 10 12 14 16 18 20
K

Figura 4.6: 1 — f, donde f es la fraccién de nodos congelados en la dindmica de redes con ntimero
de nodos N = 2000 y con conectividad uniforme K. Cada punto de la grafica es un promedio sobre
40 redes y 20 condiciones iniciales para cada red. Se observa una transicién de fase en donde todos
los nodos estan congelados para K < K. = 5 y comienzan gradualmente a descongelarse a partir
de alli.

4.2.1. Anadlisis de transicion de fase

Los resultados antes mostrados sugieren que las RBU tienen una transicién de fase con un punto
critico en K. = 5. Sin embargo esta transicién no ha sido caracterizada antes, a pesar del amplio
uso que se le ha dado a estas redes en modelos de regulacién genética. Por esta razén nos interesa
caracterizar bien esta transicién de fase. En particular, nos interesa saber si efectivamente existe
una transiciéon de fase de segundo orden, o si las curvas mostradas en las figuras 4.5 y 4.6 crecen
continuamente desde K = 0 y la aparente transicién que se observa es simplemente un efecto de
tamafio finito.

Calculo semi-analitico de la transicion

En el apéndice A muestro un célculo semi-analitico de la distancia de Hamming h; en una
red con conectividad uniforme K. La gréfica resultante se muestra en 4.7. Esta grafica valida la
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existencia de dos fases y un punto critico en K = 5 como se sugeria de la distancia de Hamming
calculada de la simulacién de las redes booleanas.
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Figura 4.7: Gréafica de la ecuacion de la distancia de Hamming (ecuacion (A.3)) obtenida del célculo
semi-analitico, como funcién de la conectividad K. Esta grafica valida la transicion de fase y punto
critico en K = 5, como se preveia de la simulacién (figura 4.5).

Autocorrelacién

Como una prueba més para corroborar la naturaleza no trivial del punto critico en la transiciéon
de fase mostrada en las figuras 4.5, 4.6 y 4.7, calculé la autocorrelacién A(k) de las series temporales
de la distancia de Hamming, como las que se muestran en la figura 4.3. La funcién de autocorrelacién
de la funcién h(t) esta definida como:

n—=k
AK) = s _1k)02 SO (h(t) = h)(h(t + k) — h). (4.3)
t=1

donde h es el promedio de h(t) definido anteriormente y o2 la varianza alrededor de este promedio.
k es llamado el desplazamiento temporal. En el régimen cadtico y ordenado de un sistema dindmico
la funcién de autocorrelacién decae exponencialmente de la maneras:

Ak) ~ e /7 (4.4)

El parametro 7 se llama el tiempo de relajacién. En la transicién de fase la autocorrelacién decae
como una ley de potencias, por lo que el ajuste a la exponencial mostraria que 7 diverge o, al
menos, que tiene el valor méas grande. A este fenémeno se le llama Critical Slowing Down [31, 32].

La autocorrelacién A(k) se muestran en la figura 4.8, para conectividades K = 2,4,5,6,7 y 10.
Para cada conectividad se hizo un promedio de la autocorrelaciéon de la serie de la distancia de
Hamming de 20 condiciones iniciales distintas.

Para determinar el tiempo de relajacién 7 para las distintas conectividades, a cada funcién
de autocorrelacion le ajusté una exponencial de la misma forma que la ecuacién 4.4, utilizando
minimos cuadrados. El tiempo de relajacién obtenido de este ajuste se muestra en la figura 4.9, en
color azul.

Otra forma de calcular el tiempo de relajacién 7 es utilizando la ecuacién:
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Figura 4.8: Funcién de autocorrelacién A(k) de la distancia de Hamming en el tiempo para redes con
distintas conectividades. Cada una de las series corresponden a un promedio sobre 20 condiciones
iniciales. Para redes con conectividad K = 5 y K = 6 la autocorrelacién tiene un decaimiento
menor que para redes de conectividad més alta o baja.
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en donde el promedio se hace sobre el desplazamiento temporal & [33]. El resultado de 7 obtenido
con esta ecuacién se muestra también el la figura 4.9 en color verde. En ambos casos, utilizando
el ajuste o la ecuacién (4.5) para calcular 7, se obtiene que la conectividad para la cual el tiempo
de relajacion alcanza un méaximo corresponde a K = 6. Esto sugiere que el punto critico estd en
K =6 ynoen K =5, como parecia de todas las figuras anteriores (figuras 4.6, 4.5y 4.6 y en 4.7).

Tenemos pues que de acuerdo al calculo del tiempo de relajacién, la transicién de fase ocurre en
K. = 6, mientras que las graficas de la distancia Hamming y la fraccién de nodos congelados indican
que la transicién de fase ocurre en K. = 5. Una posible explicacion de esta aparente contradiccién
podria ser que el punto critico no sea un entero, sino entre X = 5y K = 6. Para comprobar
esta hipdtesis calculamos en pardmetro de orden para redes con topologia de Poisson, las cuales
se caracterizan por poder tener una conectividad promedio arbitraria, es decir, no necesariamente
entera. Esto nos permitié calcular el pardmetro de orden para conectividades promedio entre 5
y 6. En la figura 4.10 se muestra el resultado. Aunque los efectos de tamano finito hacen dificil
ver exactamente donde estd el punto critico, la curva para redes de Poisson se desplazé hacia la
derecha respecto a la curva con conectividades enteras, lo cual es consistente con nuestra hipdtesis
de que el punto critico ocurre entre K =5 y K = 6. En lo sucesivo solamente considero redes con
conectividad entera.

La transicion de fase deberia poder caracterizarse calculando las correlaciones temporales de
cualquier variable dindmica global del sistema. Por lo tanto, en vez de considerar la serie temporal de
la distancia de Hamming, consideremos ahora la serie temporal de la fraccién de nodos prendidos
(en estado 1), y calculemos la funcién de autocorrelacién de esta serie temporal. El tiempo de
relajacion de esta nueva serie temporal alcanza su maximo en K. = 5, como se expone en la fig.
4.11.
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Figura 4.9: Tiempo de Relajacién 7 calculado de serie temporal de la distancia de Hamming para
una redes con conectividad K. En color azul se muestra 7 obtenida haciendo un ajuste de una
funcién exponencial a la funcién de autocorrelacion de cada red. En verde se gréafica 7 obtenida a
partir de la ecuacién (4.5), en el promedio se considerd hasta el desfase k& = 200. Usando ambos
métodos se obtiene que para conectividad K = 5 y K = 6 el tiempo de relajacion es maximo,
indicando con ello que alrededor de ese punto se encuentra el punto critico.

4.2.2. Andlisis usando teoria de la informacién

Existe evidencia de que muchos sistemas fisicos y bioldgicos operan en régimen critico, por
ejemplo avalanchas en la dindmica neuronal del cerebro [Chialvo2007, 34, 35, 36], terremotos [37],
precipitacién atmosférica [38], regulacién genética [39, 40] entre otros. En el caso de los sistemas
biolégicos, varios grupos de investigacién aseveran que la razén de que su dindmica sea critica es
porque esto les permite tener balance entre dos cualidades dindamicas: robustez ante perturbaciones
(tipico de sistemas ordenados), que permite a un sistema mantener propiedades indispensables
para él; la otra es flexibilidad o adaptabilidad (tipica de régimen cadtico), osea que el sistema
puede modificarse una vez que fue perturbado (por ejemplo por cambios en el ambiente) y de este
modo adaptarse a las nuevas condiciones en las que se encuentra [41, 39, 40, 42]. Los sistemas
criticos no estan congelados pero tampoco responden excesivamente a las perturbaciones. Ademaés,
la longitud de correlaciéon en algunos sistemas criticos diverge, lo cual les permite responder de
forma colectiva a las perturbaciones externas.

Una de las propiedades especiales que se les ha adjudicado a los sistemas operando en punto
critico es tener la capacidad de almacenamiento y transferencia de informacién maés eficaz que en los
regimenes cadtico y ordenado [43]. Sin embargo hay pocos trabajos que demuestren esto [44]. Dado
que nosotros queremos caracterizar la respuesta dindmica de red ante multiples perturbaciones, nos
interesa saber cémo se propaga la perturbacién a lo largo de la red. Es decir, si perturbamos un
conjunto de nodos, esa informacion cémo se propagard al resto de la red. Por esta razon, analizo
la capacidad de almacenamiento y transferencia de informacién de las RBU operando en los tres
regimenes dindmicos.

Almacenamiento de informacién

La complejidad de Kolmogorov es una medida de los recursos de computabilidad minimos
necesarios para especificar un objeto o, dicho de otra forma, una medida de la informacién necesaria
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Figura 4.10: Promedio de la distancia de Hamming (h(t)) en estado estacionario para dos tipos de
redes: redes con conectividad entera (azul), (K) = K y para redes con conectividad de sus nodos
variable, con distribucién de Poisson (morado). Nétese que la curva correspondiente a las redes
de Poisson estd recorrida hacia la derecha, lo cual parece indicar que el punto critico ocurre entre
K=5y K=6.

para describir dicho objeto.
Especificamente la Complejidad de Kolmogorov se define como el largo del programa p més
corto que describa al objeto = en un maquina de Turing T tal que T'(p) = :

Krp = minp{l(p) : T(p) = =} (4.6)

donde I(p) es el largo de p medido en bits. Una manera aproximada de medir esta complejidad es
utilizando compresores sin pérdida, por ejemplo 7-Zip. Estos programas comprimen a una cadena
binaria buscando “palabras” repetidas y quedandose solamente con aquellas que son esenciales
para reconstruir la cadena. Una cadena de texto generada aleatoriamente, en principio, no se puede
comprimir, mientras que para una cadena de texto de un mismo simbolo repetido, el tamano de
la cadena comprimida serd muy pequena. Esto habla pues de la complejidad de estas cadenas y
de la informacién que pueden almacenar: entre mas grande es la complejidad de Kolmogorov de la
cadena, menos compresible es y més informacién podria almacenar, y viceversa.

La metodologia que utilizo para calcular la complejidad del estado las redes es la siguiente:
genero la trayectoria temporal de una red con N nodos, dejando pasar primero un tiempo transiente
Tirans y hasta un tiempo 7. Esto genera una matriz de ceros y unos de tamano N X (Tyrans — 1)
que guardo en un archivo. Posteriormente comprimo este archivo con el compresor 7-Zip (que es
considerado como el “state of the art” entre compresores que existen actualmente). La complejidad
de Kolmogorov C},; la calculamos entonces de forma aproximada como:

o Tamano del archivo comprimido (bytes)
kol —

4.7
Tamano del archivo original (bytes) (47)

En la figura 4.12 muestro C,; como funcion de la conectividad K de la red. Esta grafica muestra
de nuevo la transiciéon de fase que ya habiamos observado utilizando la distancia de Hamming
promedio. Para conectividad K < 5, la complejidad es cercana a Ci,; = 0 y a partir de ahi ésta
comienza a aumentar. Lo que es importante de esta grafica es que muestra que la capacidad de
almacenamiento de informacién de la red en el punto critico no es maxima, como ocurre en otras
transiciones de fase [43].
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Figura 4.11: Tiempo de Relajacién 7 de la serie temporal de la fraccién de nodos prendidos en la
configuracién de la red. Célculo obtenido con la ecuacién 4.5. Nétese que el punto maximo ocurre
en K. =5.

Transferencia de informacion

Para medir ahora la capacidad que tiene la red de transmitir informacién entre sus nodos, utilizo
la informacion mutua, la cual se define entre dos variables aleatorias discretas x y y como:

MI(X;Y) = > > p(x,y)log ZM (4.8)

S (@)p(y)

donde p(z) y p(y) son las probabilidades marginales de las variables x y y respectivamente, y p(z, y)
es su distribucién conjunta.

Para calcular la informacién mutua MI,,, entre dos nodos especificos de la red, o, y om,
definimos las variables aleatorias  y y como x = 0,,(t) y y = o (t + 1). Nbtese que en este caso la
probabilidad conjunta p(z,y) que aparece en la equacién (4.8) se calcula entre estados defasados
un paso de tiempo. Este desfasamiento es lo que permite denominar en este caso a la informacién
mutua MI,,,, como la informacién transferida del nodo o, al o,,. La informacién mutua de toda la
red la definimos como el promedio de MI,,,,, sobre todas las parejas de nodos:

1 N
My = NN T ZMIZ-]- : (4.9)
7]

La figura 4.13 muestra la informacién mutua promedio sobre 70 redes con N = 3000 nodos,
como funcién de la conectividad K. Esta grafica muestra de nuevo la misma forma que la grafica
de la transicién de fase obtenida con la distancia de Hamming (fig. 4.10), mas no se observa que
haya un maximo en la transferencia de informacién en el punto critico, K. = 5, como se presume
en la literatura sobre la transferencia de informacién en los puntos criticos.

4.3. Conclusiones

El andlisis presentado en este capitulo muestra que las RBU exhiben una transicién de fase de
segundo orden determinada por la conectividad de la red. Esta transicién se manifiesta utilizando
diversos parametros de orden: la distancia Hamming, la fraccién de nodos congelados, la complejidad
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Figura 4.12: Complejidad de Kolmogorov Cj,; del estado de una red en el tiempo como funcién
de su conectividad K, medida como refiere la relacién (4.7). Esta gréfica refleja que no hay un
almacenamiento méaximo de informacién en el punto critico, sino que la complejidad aumenta a
partir de ese punto y se mantiene constantes como funcién de K.

de Kolmogorov y la informacion mutua. En todos estos casos, las graficas del parametro de orden
como funcién de la conectividad parecen indicar que la transicién ocurre en K. = 5. Sin embargo,
cuando calculamos los tiempos de relajacién de la serie temporal de la distancia Hamming (a partir
de la funcién de autocorrelacién), no queda claro si la transicién de fase ocurre en K. = 5 o en
K. = 6, o en algiin punto intermedio. Independientemente del valor exacto de K., lo que si es
cierto es que existe una transicion de fase de segundo orden entre dindmicas ordenadas y dindmicas
cadticas que se refleja de muchas formas. Esto es importante porque la respuesta de la red ante
perturbaciones claramente dependerd de la fase dindmica en la que esté operando.

No se observa en el punto critico un valor maximo de almacenamiento ni transferencia de
informacién en las RBUs, calculadas con la complejidad de Kolmogorov y la informacién mutua,
respectivamente, como se hubiera esperado por lo que se dice en la literatura.

La fraccion de nodos congelados ayuda a entender las graficas de la distancia de Hamming y
de la complejidad de Kolmogorov. Para conectividades bajas, como una gran cantidad de nodos
estan congelados, es claro que en ese caso la complejidad sea casi cero, ya que es necesaria poca
informacién para describir estos estados. También es comprensible que en esta fase donde hay
muchos nodos congelados las perturbaciones no se propaguen, o se propaguen muy poco. Por lo
tanto, cualquier perturbacioén inicial, o desaparece o se queda confinada a un conjunto pequeno de
nodos, lo que significa que la distancia de Hamming o se hace cero o permanecerd muy cercana a
la fraccién de nodos que fueron perturbados inicialmente.

A medida que los nodos comienzan a descongelarse, la configuracién de las redes va teniendo
mas variedad o aleatoriedad, por lo que la complejidad de Kolmogorov aumenta y las perturbaciones
se propagan mas facilmente.
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Figura 4.13: Informacion mutua de redes booleanas con umbrales como funcién de su conectividad
promedio K. No se observa que la informacién transferida sea méxima en el punto critico K. = 5,
sino que aumenta con la conectividad, de igual manera que la distancia de Hamming.
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5. Descomposicion del Efecto de
Perturbaciones en RBU

En el capitulo 4 describimos que si el estado de un gen, por ejemplo ¢;, es regulado por el estado
de otro gen, oj, esta regulacién estd dada en funcién de la afinidad del factor de transcripcién a
la regién promotora del gen, que estd representada en este modelo de redes booleanas con el peso
wi;. El mecanismo de ciertos antibidticos consiste en modificar esa afinidad para evitar o promover
que genes especificos se expresen. Por esta razon en este modelo las perturbaciones consisten en
modificar los pesos w;;.

5.1. Perturbaciones en Pesos

Una perturbacién en pesos, que denotaremos como Ap(7,C), cambia los pesos de los enlaces
de salida de un conjunto de 7 nodos blanco, {oy,,0n,,...,0n.}, v la magnitud de este cambio
estd determinado por la intensidad o concentracion C, de la manera que sigue:

Si oy, es un blanco de la perturbacién Ap(7,C') y a la vez es regulador del nodo o con una peso
Win,, al aplicar la perturbacion, este peso cambia como wjp, — wjn, +C &jp,, donde &j,, es un nimero
real tomado de la misma distribucién que wj,; y es un valor fijo asociado a la perturbacién, como
se muestra en la figura 5.1. C' es un parametro real que describe la intensidad de la perturbacion y
su importancia radica en que permite aplicar con distinta intensidad una misma perturbacion, por
esa razén y en analogia con los antibiéticos, en adelante se le hace referencia como concentracion.

En la imagen 5.2 se muestra cémo una vez que se aplican perturbaciones individualmente a una
red ésta cambia su estado en el tiempo en comparacion a su estado sin perturbar, esto medido con
la distancia de Hamming. La imagen corresponde a la misma red, pero en cada caso se aplicé una
perturbacién individual que difiere con el nimero de blancos de ésta, A;(2,1), A2(5,1) y A3(10,1).
Se aprecia que las perturbaciones con mayor nimero de nodos blanco son las que generan una
mayor distancia de Hamming. La red a la que se aplicaron las perturbaciones tiene una conectividad
K = 10, por lo que ese resultado es comprensible, ya que es una redes en régimen cadtico y las
perturbaciones se propagan mejor en ese régimen. La elecciéon de esta cantidad de nodos blanco,
71 = 2, 70 =5y 13 = 10 para las tres perturbaciones, respectivamente, la hice para mostrar cémo al
tener mayor numero de nodos blanco el efecto de la perturbacion es mayor, ademéas de para hacer
a estas perturbaciones lo més distintas entre ellas posible.

El efecto de la perturbacién A(7,C) en una red, lo mido con el promedio de la distancia de
Hamming h(t) entre el estado de la red sin perturbar y el estado de ésta tras aplicar la perturbacion,
desde un tiempo T} qns hasta un tiempo 7', ademas de promediar también sobre varias condiciones
iniciales. La razén para utilizar el tiempo transiente es, como se hizo en el caso de perturbaciones en
las condiciones iniciales en la seccién 4.2, para calcular el promedio de la distancia de Hamming una
vez que se llegd a un estado estacionario. En adelante a este promedio de la distancia de Hamming
tras la perturbacién A; lo denoto como h;; si se aplican simultdneamente dos perturbaciones A;
y Aj, lo cual denotamos como A;; = A;A;, la distancia de Hamming asociada serd h;j, y con
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Figura 5.1: Red booleana con umbrales a la que se aplica perturbaciones en los pesos A;(7;, C;). La
perturbacién A; (1, C1) modifica los pesos w;; de las conexiones de salida de sus 7 = 1 nodos blanco,
sumdndoles una nueva variable &;;, que estd tomada de una distribucién gaussiana, y multiplicada
por un parametro C7 que actia como la intensidad de la perturbacion. La otra perturbacion,
As(2,C5), actiia de manera igual sobre sus 7 = 2 nodos blanco. Las dos perturbaciones tienen un
nodo blanco en comun, por lo que los términos extra en pesos de sus conexiones de salida se suman.
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Figura 5.2: Variacion temporal de la distancia de Hamming h; de la configuracién de una red
booleana tras aplicarse independientemente perturbaciones con distinto niimero de blancos. Las
perturbaciones son A;(2,1), A2(5,1) y A3(10,1) y son aplicadas a una red que tiene N = 1000
nodos y con conectividad K = 10. Se observa que para las perturbaciones con mayor nimero de
nodos la distancia de Hamming alcanza valores mas altos, ademas de que para la perturbacién Ay
la red llega rapidamente a un estado estacionario de periodicidad pequena, lo cual ya no pasa para
las perturbaciones con mas blancos. Este resultado es tipico para redes en la regién cadtica.
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Figura 5.3: Medida de las perturbaciones en pesos en las redes booleanas con umbrales. Cuando
se aplica una sola perturbacién A;(7;, C;), se obtiene h;, la distancia de Hamming promedio de la
configuracién en el tiempo de la red perturbada con la red sin perturbar. Al aplicar dos pertur-
baciones A;(7;, C;) y Aj(1j,C;) simultdneamente y compararla con la red sin perturbar se obtiene
h;j. De manera similar al aplicar tres perturbaciones simultdneamente.

tres perturbaciones A;j, = A;A; Ay, la distancia Hamming asociada serd h;j;i, etc. Esta asignacién
esta representada en la imagen 5.3.

En la figura 5.4 se muestra como se modifica la distancia de Hamming h; para tres perturbaciones
distintas aplicadas a una red con N = 1000 y K = 10, como funcién de la concentracién C.
Conforme se aumenta la C' el efecto h; aumenta, sin embargo se observa también que después de
cierto crecimiento, aunque la concentracién aumente, la distancia de Hamming ya no aumenta mas:
la red se satura. La concentracién para la que esta distancia ya no parece crecer, depende tanto
de la red como de la perturbacién, particularmente del niimero de nodos blanco que ésta tenga
asignados. Por esa razon en adelante solamente tomo en cuenta concentraciones hasta el valor
méximo Cige = 2.

En la figura 5.5 se observa el efecto de aplicar distintas perturbaciones en redes con diferentes
conectividades. En cada red las tres perturbaciones aplicadas son A;(2,1), Aa(5,1) y As(10,1).
Para cada red se muestra el promedio sobre 10 condiciones iniciales. La figura permite observar que
la tendencia de la distancia de Hamming tras aplicar las perturbaciones es de aumentar conforme
la conectividad de la red aumenta, independientemente del niimero de nodos blanco que afecte la
perturbacién. Se observa también que no hay un crecimiento constante de h; con la conectividad,
sino que alrededor de K = 10, la distancia crece ya muy poco, también no importando el ntimero
de nodos blanco. Otra cosa relevante es que en algunos casos, la distancia de Hamming debida
a cierta perturbacion puede ser menor que la distancia obtenida debida a otra perturbacién con
menos nodos blanco, como para caso de K =5y K = 12 en la figura.

5.2. Efecto de miiltiples perturbaciones

En los mapas de calor de la figura 5.6, se muestra la distancia de Hamming h;;, cuando se
aplicaron dos perturbaciones A;(10,C1), A2(15,C%) simultaneamente con distintas combinaciones
de concentraciones. Cada cuadro de color en un mapa representa la distancia de Hamming tras
aplicar A; con concentracién Cp al mismo tiempo que se aplica Ay con concentracién Cy. Se
presentan tres casos en que la respuesta de la red es distinta. En A, una red con K = 13 tiene
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Figura 5.4: Distancia de Hamming promedio h; correspondiente a la aplicacion de tres perturbacio-
nes distintas como funcién de la concentracién C' con la que se aplicaron a una red con N = 1000
y K = 10. El promedio de la distancia de Hamming en el tiempo se hace desde T},q,s = 500 hasta
T = 1000. La linea punteada vertical muestra que después de una concentracion arriba de C' = 2,
h; deja de aumentar, el sistema se satura. Por esa razén en los resultados que siguen siempre se
usan concentraciones menores a C' = 2.

2 4 6 § 10 12 14 16 18 20
K
Figura 5.5: Distancia de Hamming calculada tras aplicar perturbaciones con distinto nimero de
blancos, A1(2,1), A2(5,1) y A3(10,1), como funcién de la conectividad de la red. La distancia de

Hamming debida a estas perturbaciones aumenta con la conectividad asemejandose cualitativa-
mente a la curva en que se observa la transicién de fase (fig.4.5).
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Figura 5.6: Mapas de calor de la distancia de Hamming h;; correspondiente a la combinacién de
dos perturbaciones A;(10,C}) y A2(15,C2). El cédigo de color corresponde al valor hia, siendo el
valor menor de color azul y el mayor en rojo. Los tres casos corresponden a un tipo de combinacion
distinto: aditiva en A, donde las perturbaciones se aplican en una sola red con K = 13; sinérgica en
B, donde la red tiene K = 10, y en C, la combinacién antagdnica en una red con K = 19. En los tres
casos las redes tienen N = 1000. h;; estd normalizada entre 0 y 1 para facilitar la comparacién de
los mapas. Esta variedad de mapas tiene parecido a los mapas de tasas de crecimiento en presencia
de farmacos (Fig. 3.1).

una respuesta aditiva. En B, la red tiene K = 10 y tiene una respuesta sinérgica. Y en C, la
combinacién es antagdénica en una red con K = 19. Para los tres casos los datos presentados estan
normalizados entre 0 y 1, para poder comparar los tres mapas.

La variedad en las perturbaciones, tanto en conexiones y nimero de blancos, asi como la red a
las que se aplican, permite tener una gran variedad de diferentes efectos en las combinaciones, tal
y como en el caso de los antibidticos, como se observa en la figura 3.2.

En la figura 5.7 se compara el efecto h; de dos perturbaciones, A;(5,C), A2(10,C) aplicadas
individualmente y la distancia de Hamming hio tras aplicar las perturbaciones simultaneamente,
Ao = A1 As, como funcion de la concentracion C', manteniendo C' igual para las dos perturbaciones.
Esta grafica permite observar mas claramente que, en general, aplicar las perturbaciones en conjunto
no da como resultado la simple suma de la distancia de Hamming de las perturbaciones individuales,
sino que es mucho menos.

5.3. Prediccion del efecto de perturbaciones

5.3.1. Prediccién con ecuacién de Isserlis

Ahora se quiere probar si la misma ecuacién de Isserlis, 3.12 y 3.13, utilizada por Wood et al.
en [1], para la prediccién del efecto de combinaciones de firmacos, puede ser utilizada para predecir
el efecto de la combinacién de perturbaciones en las RBUs.

En el caso de los farmacos, la medida de su efecto esta dada por g;, variable que cuantifica el
crecimiento del patégeno una vez administrado el farmaco D;. En el caso de las redes, esta cantidad
g; es remplazada por h;, la distancia de Hamming entre los estados de la red antes y después de
aplicada la perturbacién A;. De modo que la ecuacion de interés para analizar si permite predecir
la respuesta de una red tras haber aplicado combinaciones de tres y de cuatro perturbaciones es:

~

hijr = hilji + hjhie + hyphjp — 2hihjhy, (5.1)

~
~

hijki = hijhg + hikhj 4+ hahgr, — 2hihjhihy, (5.2)
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Figura 5.7: Respuesta de una red tras modificarla con dos perturbaciones distintas, A1(5,C) y
As(10,C), independientemente y en combinacién. La red tiene N = 1000 y K = 10. Se observa que
el efecto hi2 de la combinacion de las perturbaciones no corresponde a la suma aritmética de los
efectos hy y ho de las perturbaciones aplicadas individualmente.

donde los términos de pares h;; se refieren, como antes, a la aplicacién de las perturbaciones
Ai(13,C;y) v Aj(15,C;) simultaneamente.

Puesto que es posible calcular numéricamente los valores reales h;ji y hijri, se puede también
evaluar qué tan buena es la prediccion de la ecuacién de Isserlis. Para esto utilicé una red con
N = 1000 nodos y conectividad K = 10. A esta red apliqué conjuntamente tres perturbaciones
A1(5,C1), Aa(15,C9) vy A3(20,C3), en combinaciones de concentraciones de un rango de 0,2 a 2 en
pasos de 0,2, de modo que se tienen 120 combinaciones distintas para la aplicacion de la triada de
perturbaciones. Cada una de estas combinaciones corresponde a un valor hyj.

Una vez calculados el conjunto de todos los puntos {hj} (de la simulacién) y {hi} (de la
ecuacién de Isserlis), normalizo los datos de la manera:

i x — gmew
rf=——
max _ pmin
_ . maz (53)
y* _ n=y
=

max min’
Yy -y

donde con x; me refiero al elemento I del conjunto {h;j;} y con y; al elemento [ de {illjk} ™y
™ es el valor menor y mayor del conjunto {h;;.} e igual ™" y y™* son los valores menor y
mayor de {fLUk} Este rescalamiento es andlogo al que se hace en las tasas de crecimiento de las
colonias de bacterias. En efecto, la tasa de crecimiento g; en presencia del antibidtico D; se reporta
como una fraccion de la tasa de crecimiento maxima gg que se observa en ausencia de antibidticos.
En la figura 5.8, estd graficado el valor real h;j;, contra el valor predicho ﬁwk Del lado izquierdo
muestro los datos crudos obtenidos del cédlculo directamente y del lado derecho los datos norma-
lizados con 5.3. El cédigo de colores corresponde a la suma de las concentraciones C; + C; + Cy,
correspondiendo el color azul a las concentraciones mas bajas y el rojo a las méas altas, pasando
antes por color cyan, verde, amarillo y naranja, para las otras combinaciones de concentraciones.
De ser iLZ'jk un buen ajuste de h;ji, los puntos caerian sobre la linea identidad, que esta coloreada
de azul en la grafica. La linea de color verde corresponde a cuando en la ecuacién de Isserlis, 5.1,
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todos los términos son iguales, h; = h; = ... = hj, = h, es decir si todas las perturbaciones tuvieran
el mismo efecto, independientemente del nimero de blancos 7 y la concentracion:

P(h) = 3h? — 2h*. (5.4)

En la figura 5.8a se muestra la comparacién para una red con conectividad K = 2. Para este
caso es evidente que la prediccién de la ecuacién de Isserlis no es buena, ya que los puntos de la
grafica no se ajustan bien ni siquiera a una funcién lineal. Para K = 5 tampoco se obtiene un buen
ajuste lineal, el conjunto de puntos estan dispersados por toda la grafica. Para conectividad K = 15
el ajuste a la linea identidad es mucho mejor.

Para medir qué tan buena es la aproximacion ibijk al valor real hyji, utilizamos el Coeficiente
de Concordancia p. que evalia el grado en que pares de variables caen sobre la recta identidad
[45]. Tiene el valor p. = 1 cuando los dos conjuntos de puntos son idénticos y de p. = —1 si estan
anti-correlacionados. En 5.9 se muestra el coeficiente de concordancia para las parejas de puntos
(Pijks iLZ]k) como funcion de la conectividad de la red a la cual se estan aplicando las perturbaciones.
Se aprecia que, efectivamente, la ecuacion de Isserlis provee de una buena prediccion del efecto de
multiples perturbaciones cuando la conectividad de la red en la que se aplican es alta.

En el caso de una combinacién de cuatro perturbaciones la ecuacién (5.2), que esta basada en
la ecuacion de Isserlis para el cuarto momentos, también provee de una buena aproximacién para
hijri. Esto se muestra en la figura 5.10, donde se grafica la distancia de Hamming h;;; asociada a

las perturbaciones A;(5, C1), A2(10,C5), A3(15,C3) y A4(20,C4) contra el valor ﬁijkl calculado con
ecuacion de Isserlis. Cada punto de la grafica corresponde a una una combinacién de concentraciones
para cada uno de las perturbaciones, las cuales toman los valores desde C; = 0,2 hasta C; = 2.
El color de los puntos corresponde a la suma de la combinacién de concentraciones, mismo cédigo
de colores que el utilizado en la figura 5.8. El coeficiente de concordancia de estos datos es de
pe = 0,959.

5.3.2. Prediccion utilizando promedios

Hasta el momento, se ha mostrado que para redes con una conectividad a partir aproximada-
mente de K = 10 la ecuacién de Isserlis provee de una buena prediccién del efecto de tres y cuatro
perturbaciones aplicadas simultaneamente, sin embargo no se ha dado una explicacion para esto.

Como una prueba de que la ecuacién de Isserlis funciona no por razones triviales, sino por
algo mds profundo en la respuesta de la red a las perturbaciones, utilicé el simple promedio de
las distancias de Hamming para hacer la prediccién. En otras palabras, calculo el promedio de la
distancia de Hamming correspondiente a la aplicacién de las perturbaciones individuales:

I 1

ik = B(hi +h; + hi). (5.5)

A esta ecuacion la llamo en adelante ecuacion de momentos individuales, haciendo la referencia
a la analogia de la distancia de Hamming h; con el primer momento (z;) de una distribucién
gaussiana.

Ahora calculo el promedio donde, ademds de incluir los momentos individuales, también incluyo
los términos correspondientes a las perturbaciones aplicadas por pares, y a este promedio le llamo
ecuacion de momentos mixtos:

1
hzj‘\fk = 6(hz +hj + hi + hig + hig + hjg). (5.6)



Capitulo 5. Descomposicion del Efecto de Perturbaciones en RBU

38

0.010 ‘ ‘ ‘ 1.0
f
0.008! 1 o8 #
~ 0.006 0.6
hijk
0.004 0.4l ¥
‘e
oo
0.002} 0.2} A7
[ ] ‘ .“ o
oA
0.0¢066~6:01 0.02 0.05 0.04 005 80 02 04 06 08 L0
hz’jk hijlc
(a) K =2
0.5 1.0 —:
C 1
0.4 0.8
- 0.3 | o6 KR
hiji 0
0.2 | o4l . .é}‘,; of ¢
: 9.*4.- .o o
0.1; 4 0.2 ..-.;‘.,.J" <& s
faal poe
:‘,‘" Pe

08501 o0z o3 02 o5 %80 02 o072 o8 08 1o

e ik
(b) K =5

0.5 1

0.4 0.8 o
- 03 0.6/
Py

0.2 0.4 é

> P d
0.1 02 p

08601 0z 03 04 o5 %80 02 0z 06 08 10
ik hiji

(¢) K=15

Figura 5.8: Comparacion de h;jj y iLijk para distintas conectividades: (a) K = 2, (b) K =5, (c)
K = 15. Cada punto corresponde a las posibles concentraciones de entre 0,2 a 2, de la triada de
perturbaciones, que tienen un niimero de nodos blanco 7 = 5,10 y 20 en los tres casos. El cédigo de
color corresponde a la suma de concentraciones de las tres perturbaciones, (suma menor en azul y
mayor en rojo). Para K = 2 (red ordenada) y K = 5 (red critica), la prediccién ﬁijk no es una buena
aproximacion para h;ji,. Para K = 15 se observa que los puntos caen sobre la recta identidad (linea
azul) una vez que estan normalizados los datos. Para los tres casos se observa que, sin normalizar

los datos, los puntos de concentracién menor estan cerca del polinomio (5.4).
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Figura 5.9: Coeficiente de concordancia p. para los puntos (hjx, ﬁzjk) como funcion de la conecti-
vidad K. Cada punto de la grafica es el promedio para diez realizaciones distintas de redes. Para
redes con baja conectividad, K < 10 el coeficiente es bajo, lo cual indica que la aproximacién de
Isserlis con iLijk no es buena. Se observa que cuando la conectividad aumenta, también el coeficiente
aumenta, para redes en el régimen cadtico K > 5 la ecuacién ﬁijk si es una muy buena aproximacion
para la distancia real h;jy.
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Figura 5.10: Comparacion de la distancia de Hamming h;;; correspondiente a cuatro perturbacio-

nes contra la predicciéon hecha con la ecuacién de Isserlis Eijkl. Cada punto corresponde al efecto
de aplicar simultdneamente A;(5,C1), A2(10,C%), A3(15,C3) y A4(20,Cy) con las diferentes com-
binaciones de concentraciones que van de C' = 0,2 a 2. La red tiene N = 1000 nodos y conectividad
K = 13. En la izquierda se muestran los datos originales y en la derecha los datos escalados, los

cuales muestran que h;jz; da una buena aproximacién a la distancia real, con un coeficiente de
concordancia de p. = 0,959.
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En la figura 5.11 se muestra, para la misma red y conjunto de perturbaciones, la comparacién
entre la distancia de Hamming real h;j;, y la prediccién usando: (a) la ecuacién de Isserlis iLijk, (b)
el promedio con términos individuales h{jk y (c) el promedio con los término mixtos hi‘]/[k Del lado
derecho estan los datos sin normalizar y del izquierdo ya normalizados. Los colores de los puntos
corresponden de nuevo a la suma de la concentracién de las triadas de perturbaciones, ahora yendo
de morado a amarillo para concentraciones de bajas a altas.

De las imégenes de los datos normalizados se concluye que las tres predicciones son igualmente
buenas, al menos con estos pardmetros. Ademas la distribucién de puntos en las tres graficas es
muy parecida también. Algo diferente entre las tres comparaciones es la posicién de los puntos
cuando los datos no estan normalizados. Para el caso de los promedios, la concentracién mas baja
comienza muy cerca de la recta identidad, mientras que para el caso de Isserlis los puntos de
concentracion baja estdn cerca al polinomio de la ecuacién (5.4), que corresponde al caso en que
todos los momentos son iguales. Es de notar que la ecuacién de Isserlis es de tercer orden, mientras
que los promedios son ecuaciones lineales y aun asi las tres aproximaciones son buenas una vez que
los datos han sido normalizados.

La Fig. 5.12 muestra la grafica del coeficiente p. como funcién de la conectividad correspondiente
a las tres predicciones ﬁijk, hi[j Y hf‘fk Esta imagen revela que los simples promedios también son
una buena aproximacion a la distancia real h;jx, e incluso son mejores que la prediccién de Isserlis
en el rango en que ésta no funciona, que es para conectividades bajas. Es interesante ademas que
en el punto critico las tres funciones fallan para predecir la distancia de Hamming h;jy,.
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Figura 5.11: Comparacién del valor real de la distancia de Hamming h;;; con su prediccién utili-
zando: (a) la ecuacién de Isserlis (ecn. (3.12)), (b) el promedio de los términos individuales (ecn.
(5.5)) ¥ (c) promedio de momentos mixtos (ecn. (5.6)). Las perturbaciones tienen 7 = 5,10 y 20
y son aplicadas en combinaciéon de concentraciones entre C' = 0,2 a 2 a una red con N = 1000 y
K = 12. En el panel izquierdo estan los datos crudos directamente de la simulacién y el en panel
derecho los datos escalados. Las tres relaciones proveen una buena prediccién. La diferencia notable
es que para bajas concentraciones los datos sin escalar estan cerca de la linea identidad para el caso
de los promedios, mientras que para ﬁijk estan cerca del polinomio (5.4).
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Figura 5.12: Coeficiente de concordancia p. entre los puntos h;j; y la prediccién utilizando las ecua-
ciones de Isserlis (azul), de momentos individuales (verde) y momentos mixtos (rojo), como funcién
de la conectividad K. Para cada conectividad se muestra el promedio sobre 10 realizaciones en las
que se aplicaron triadas de perturbaciones tomadas de un conjunto de 10 perturbaciones distintas,
todas con 7 = 5 Para las redes con K < 5 las ecuaciones hl-ljk y h?fk presentan una mejor aproxi-
macién a h;jp que la predicha por Isserlis. Para redes con K > 10 las tres ecuaciones son buenas
para la prediccion, mientras que alrededor de punto K = 7, ninguna de las tres aproximaciones es

buena, cercana al punto critico K. =5

5.4. Hipotesis de aditividad en las perturbaciones

El hecho de que los simples promedios hfjk y hi‘fk sean buenas aproximaciones a la distancia
real h;j;, sugiere que la red esta teniendo una respuesta aditiva a las perturbaciones. En esta seccién

estudiamos la validez de esta hipétesis.

5.4.1. Hipdtesis de aditividad en ecuacién de Isserlis

Definamos hg como el valor asintético de la distancia de Hamming cuando la misma red co-
mienza desde dos condiciones iniciales diferentes, tal y como en la seccién 4.2. En este caso no se
aplicé ninguna perturbacion en pesos. hg como funcién de la conectividad se mostré en la imagen
4.5. Consideremos ahora la distancia de Hamming h; calculada después de aplicar una perturbacion
Ai (TZ', Cz)

Ahora en la imagen 5.13 se presentan las dos curvas hg y h;, para hacer notar que el efecto
de aplicar la perturbacién A; es el de introducir una pequena fluctiacion §; entre hg y h; tal que
h; = ho + 9;.

Diferentes perturbaciones A;, A; y Ay producirdn diferentes desviaciones d;, d; y f, respectiva-
mente. Andlogamente, aplicar dos perturbaciones simultdneamente A; y A; producird la desviacién
d;; de hg, mientras que aplicar simultameamente A;,A; y Ay producird la desviacion 6;;y.

Ahora supongamos que las desviaciones d;, §; y 0y son aditivas en el sentido de que la desviacién
0;; obtenida tras aplicar A; y A; juntos, puede ser escrita como ¢;; = d; + d;, o sea, como la suma
de las desviaciones cuando A; y A; son aplicadas individualmente. Analogamente aplicar A;, A; y
A}, simultdneamente produce la desviacién d;;, = d; + d; + 0. Si esta hipétesis de aditividad fuera
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Figura 5.13: Distancia de Hamming promedio hy (curva morada) debida a la perturbacién en las
condiciones iniciales, y la distancia h; (curva verde) debida a una perturbacién en pesos 4;(10,1).
Es de notar que el efecto de la perturbacién A; es desviar la distancia hg por una cantidad §;.

verdad, la ecuacién de Isserlis (5.1) podria ser escrita en términos de las desviaciones d;, d; y O
como:

~

hijk = h;hjk + h;hjk + h;hjk — thhjhk
= (ho + 5¢)<h0 + (5]' + 6k) + (ho + 5j)(h0 +6; + 5k)

5.7
+ (h0+6k)(h0+6i+5j) —2(h0+5i)(h0+(5j)<h0+(5k) (5:7)
= 3h% — 2R3 + (3ho — 2h3)(6; + 6 + 61) — 2ho(8:6; + 6;6; + %)
La ecuacion de arriba la podemos escribir como:
- 1
hijie = P(ho)[1 + 3 (8 + 0; + 0¢)] + O(6%) (5:8)
0

donde P(ho) = 3h3 — 2k}, es el polinomio de la ecuacién (5.4), y O(5?) son los términos de segundo
y mas alto érdenes en las desviaciones 0;,0; y 0p.

Por otro lado, de acuerdo a la hipdtesis de aditividad, la distancia de Hamming real cuando se
aplican tres perturbaciones A;, A; y Ay simultaneamente serfa:

hijr. = ho + (; + 65 + k) (5.9)

La importancia de las ecuaciones (5.8) y (5.9) es que ambas son linealmente proporcionales a la
suma 6; +9d; + 9, de las desviaciones producidas por las perturbaciones A;,A; y Ay individualmente.
Si esto fuera verdad, la gréafica ﬂijk contra h;jj, seria casi una linea recta (ignorando los términos
de orden O(6%)) que tendria una pendiente P(hg)/ho e interceptaria al polinomio P(hg).

Para probar esta hipétesis de aditividad generamos 6;, §; y 0 al azar de una distribucién
de probabilidad uniforme en un intervalo (0,a) con a = 0,05. Introducimos estos valores en las
ecuaciones (5.8) y (5.9), y el valor hg lo obtenemos de la curva graficada en la Fig. 4.5. El resultado
de este andlisis se reporta en la figura 5.14, que muestra los datos crudos (sin normalizar) utilizando
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Figura 5.14: Los puntos de colores son los mismos datos que en la figura 5.8c, mientras que los puntos
en negro fueron calculados usando las ecuaciones (5.8) y (5.9), que corresponden a la hipétesis de
aditividad. El notable traslape de estos dos conjuntos de datos indica que las desviaciones d;, d;
y 0k son en efecto aditivas. La linea en morado es la grafica del polinomio P(hg) definido en la
ecuacion 5.8.

la prediccién de Isserlis (puntos de colores, mismos datos que en 5.8¢c), contra los datos predichos
por la hipdtesis de aditividad (puntos negros, ecuaciones (5.8) y (5.9)). El traslape entre estos dos
conjuntos de datos claramente muestra que el efecto de diferentes perturbaciones en la dindmica
de la red es aditivo, y que la validez de la descomposicién en pares de multiples perturbaciones,
implicita en la ecuacion de Isserlis, es solamente consecuencia de la aditividad de las desviaciones
d; individuales producidas por cada perturbacion.

5.4.2. Hipotesis de aditividad en pares de perturbaciones

Ahora que la prueba de aditividad ha sido mostrada utilizando tres perturbaciones simultaneas
y la ecuacién de Isserlis, me remito a mostrar otra prueba, pero ahora utilizando solamente la
aditividad en pares de perturbaciones.

Si aplico dos perturbaciones A; y A; simultdneamente el efecto de éstas queda determinado por
hi;. Este efecto lo puedo comparar con la suma de las perturbaciones individuales h; + h;, usando
la hipétesis de aditividad, como se vio antes:

hij =h0+5i+(5j
= ho + (hi — ho) + (hj — ho) (5.10)
=h; + hj —ho

En la figura 5.15 comparo h;; y h; + h; para tres redes con distinta conectividad a las que se
aplicaron dos perturbaciones A4;(10,C;) y A;(20,C}), en conjunto e individualmente. Los paneles
izquierdos muestran la gréfica de h;; contra h; 4+ hj, que si la hipétesis de aditividad fuese vélida,
deberia poder ajustarse con una linea recta con pendiente 1 y con interseccién hg, como se concluye
de la ecuacién (5.10). Los péneles centrales muestran mapas de calor para h;; mientras que los
paneles de la derecha son mapas de calor para h; + h;. Para K =2y K = 15 los mapas de calor de
hij y hi + hj son practicamente idénticos (excepto por la escala), y la gréafica de h;; versus h; + h;
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es efectivamente una linea recta con pendiente 1 y desplazada una distancia hg, como se esperaria
de la hipétesis de aditividad. Sin embargo, para K = 5, es decir justo en la transicion de fase, es
claro que la hipétesis de aditividad no se cumple.

Para analizar la hipotesis de aditividad en los distintos regimenes en los que opera la red, en
la figura 5.16 esta graficada la pendiente e interseccion correspondiente a la extrapolacién lineal
de los puntos de la comparacién h;; contra h; + hj, que como ya se mencioné, de ser aditivas las
desviaciones, la pendiente debe ser uno y la interseccién igual a hg. Para cada conectividad se hizo
un promedio sobre 10 realizaciones distintas, en las que las redes tienen N = 1000 nodos y a las
que se aplicaron combinaciones de 10 perturbaciones distintas con 7 = 10 nimero de blancos, a
concentraciones iguales entre C' = 0,2 a 2.

La gréafica de la pendiente 5.16a muestra que esta si estd alrededor de uno, excepto para co-
nectividades alrededor de K = 5, que corresponde a las redes con dindmica critica. En el caso del
intercepto como funcién de la conectividad, figura 5.16b, se recupera la curva hg de la figura 5.13.
Estas dos graficas en conjunto demuestran que la hipdtesis de aditividad se cumple para redes en
régimen dindamico ordenado y cadtico, pero falla alrededor del punto critico K = 5.

5.4.3. Conclusiones

Por un lado, todas las pruebas que fueron presentadas indican que la descomposicion por parejas
A;; = A;A; de perturbaciones compuestas A .1 = AjA;Ay ... A; sugerida por la validez de la
férmula de Isserlis es consecuencia de la aditividad de las desviaciones d;, d; y 0 producida por
cada perturbacién actuando individualmente.

Por otro lado se concluye que las RBUs con perturbaciones actuando sobre sus pesos no son
sistemas adecuados para modelar células y el efecto de combinaciones de farmacos, dado que este
sistema, pese a que se creia ser altamente no lineal, en realidad resulta tener un comportamiento
lineal ante perturbaciones, mientras que la combinacién de farmacos sabemos que no es lineal. La
linealidad en la respuesta de las RBUs es un resultado importante ya que, como he mencionado
antes, las redes con umbrales han sido utilizadas ampliamente para describir regulacion genética sin
saber que de hecho son sistemas con respuesta lineal, a excepcién de en el régimen critico, mientras
que los sistemas genéticos sabemos que son altamente no lineales. Por lo que solamente redes RBU
que correspondan al régimen critico serian convenientes para modelar redes de regulacion genética.
Sin embargo, en ese régimen no se obtuvo, con las ecuaciones que exploramos en este trabajo, una
buena aproximacion de las perturbaciones, que era el propdsito inicial del trabajo.
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Figura 5.15: Comparacién distancia de Hamming debida a perturbaciones simultaneas, h;;, y de
la suma de las perturbaciones individuales h; + h;. La red que se perturba tiene /N = 1000 nodos
y conectividad: (a) K = 2, (b) K =5y (¢c) K = 15. Izquierda: comparacién h;; contra h; + h;.
En el centro: mapa de calor h;;. Derecha: mapa de calor de la suma h; + h;. Para las tres redes
las perturbaciones aplicadas son A4;(10,C;) y A;(20,C}). Es de notar que a pesar que los mapas de
calor no muestran ser aditivos en el mismo sentido de las combinaciones de farmacos, si hay una

similitud entre h;; y h; + hj, esto es debido a que las desviaciones d; y J; son aditivas.



47 5.4. Hipdtesis de aditividad en las perturbaciones

15 0.25
0.20F
_§ é 0.15}
Q s}
= O
] =~
$ < o010}
S 8
0.05F
0.9 L L L L L 0.00 L L L L
' 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
K K
(a) Pendiente (b) Intercepto

Figura 5.16: Pendiente e intercepto del ajuste lineal de los puntos de la grafica de comparacién de
hij contra h; 4 hj, calculado para redes con distintas conectividades. La pendiente para la mayoria
de las conectividades tiene valor alrededor de uno, que es lo esperado por la hipétesis de aditividad,
a excepcion de redes con conectividades cercanas a K. = 5. La grafica del intercepto recupera la
curva hg de la figura 5.8. Esto demuestra la validez de la aditividad de las desviaciones para redes
en régimen ordenado y cadtico, pero no para redes cercanas al punto critico.
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6. Discusion

Las ecuaciones para predecir el efecto de multiples perturbaciones basadas en las ecuaciones
de momentos de Isserlis mostraron ser buenas para predecir el efecto real de las perturbaciones.
Sin embargo encontramos que la razén para tal éxito proviene de que el sistema para el que las
utilizamos, redes booleanas con umbrales, sorprendentemente tienen una respuesta lineal a pertur-
baciones que afectan los pesos de las conexiones. Por lo tanto la aseveracion de que el efecto de las
perturbaciones, medido con la distancia de Hamming entre la red perturbada y la red sin perturbar,
se comporten como los momentos de una distribuciéon de probabilidad cuya entropia es méaxima,
no es necesatiamente cierta.

Valdria la pena hacer una analisis de si en los trabajos en que hacen descomposicién por pares
utilizando el principio de maxima entropia, los de Bialek para las correlaciones en el cerebro y en
las parvadas de pajaros, y en el trabajo de Wood et. al. para el efecto de cocteles de medicamentos,
sucede lo mismo que en las RBU, es decir que en esos sistemas la hipdtesis de aditividad también
es valida de alguna manera.

Por otro lado es importante el resultado de las RBU tienen una respuesta aditiva ante pertur-
baciones que afectan los pesos de sus conexiones, ya que estas redes son comunmente utilizadas
para modelar sistemas de regulacion genética, y aunque han tenido éxito describiendo y prediciendo
patrones de expresién genética observados experimentalmente, el hecho de que respondan de ma-
nera lineal ante perturbaciones no es algo que se haya tomado en cuenta. Sin embargo si se deberia
tomar en cuenta, ya que sin duda la regulaciéon genética es un fenémeno no lineal y si las redes
con que se estd modelando no estan en un régimen critico, se ha estado modelando con un sistema
lineal.

An queda por analizar la relacién de la aditividad de las desviaciones debidas a perturbaciones
en pesos y el régimen dindmico de las redes. Se mostrd que las redes con conectividad baja, en
régimen ordenado, la aditividad se cumple, y el aumentar la conectividad, en el punto critico la
aditividad se pierde. Esto puede sonar plausible si se considera que al aumentar las conexiones, las
perturbaciones se propagan de manera no trivial y por lo tanto no de manera lineal. Sin embargo
cuando la conectividad es ain mas alta, en régimen caético, la aditividad de nuevo se restituye,
haciendo invalido, en principio, el argumento anterior. Una explicacién posible seria que en el punto
critico la conectividad funcional sea mayor que en el régimen cadtico. A pesar de que la informacién
mutua no apunta hacia ese camino, es una opcion para analizar en un trabajo futuro.
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A. Analisis semi-analitico de
transicion de fase

Considero dos configuraciones distintas para el conjunto de nodos de una red con N nimero
de nodos y conectividad K: ¥y = {01,09,...,0n} y 3¢ = {61, 69, ...,0n }. Estas dos configuraciones
son dos estados que difieren en pocos estados en ellas.

Para analizar el régimen dindmico de la red se busca saber cudl es la diferencia en un tiempo pos-
terior entre la configuracion de la red al haber inicializado la evolucion con estas dos configuraciones
distintas.

Si x; es la probabilidad de que en un tiempo t &; = &;, la probabilidad z;+1 dependera de la
regla dindmica 4.1. El estado de o;(t + 1) y de 6;(t + 1)depende de la suma respectiva:

k‘ m k
Si = Zwiﬂ'gij (t) = Zwijaij (t) + Z wijoi; (1), (A1)
J=1 Jj=1

Jj=m+1

k m k
Si= wisi,(t) = wijoi,(t)+ > wiioi(t) (A.2)
j=1 j=1 j=m+1
donde m es el nimero de nodos del conjunto de reguladores del nodo 7 que tienen el mismo
estado en un tiempo ¢t en ambas configuraciones.
Entonces la probabilidad de que 6;(t+1) = 0;(t+ 1) dependera justo de este niimero m, ya que
si m = k las sumas S; y S; son iguales y por lo tanto los estados seran o los dos 1, o ambos 0. Si
m # k las diversas opciones para que 6;(t + 1) = o;(t + 1) son:

» Ambas sumas, S; y S;, sean mayor a 0 o ambas menores a 0.
» S; =S; =0y también los estados o;(t) = 7;(t).

. LasumaSi:(]conSi>0yai(t):10§i<0yai(t):0.
. Lasumagi:(]consi>0y6i(t):105¢<0y5i(t):0.

La suma de las probabilidades de que cada uno de estos casos suceda la denoto P}
La probabilidad x4 es entonces:

: k ) m k—
Tt4+1 = Tt 1-— Tt um A3
3 () —ag (A3)

La probabilidad P" la calculo computacionalmente, contando el nimero de veces que suceden
cada uno de los casos mencionados antes. La probabilidad de que los estados sean distintos es
h: =1 — x4, esa es la que en el caso de la simulacion es la distancia de Hamming. La gréafica de h;
como funcién de la conectividad k es la figura 4.7.
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