UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y DE
LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

“MULTICOMPLEJOS EXTREMALES EN MATROIDES DE
EMPEDRADO”

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS
PRESENTA:
PEDRO ALBERTO ANTONIO SOTO
DIRECTOR DE TESIS:
DR. CRIEL MERINO LOPEZ
INSTITUTO DE MATEMATICAS.

OAXACA DE JUAREZ, OAXACA, OCTUBRE DE 2015.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Agradecimientos

Muchas personas contribuyeron a la realizacion de este trabajo, mis mas sinceros agrade-
cimientos a cada uno de ellos por las palabras de apoyo que me sirvieron para seguir adelante
con este proyecto. Gracias a mis padres y hermanos por su apoyo incondicional, gracias a
toda mi familia que siempre estuvo alentandome, gracias a Citlalliy por su apoyo y gracias
a mis amigos que hicieron mas ameno el tiempo que pasé realizando este trabajo, aunque
no mencione sus nombres en el desarrollo de la tesis, sin ellos no hubiera sido posible su
realizacién.

Le debo un agradecimiento especial al profesor Criel Merino Lépez por haber sido mi tutor
durante la mestria y asesor de tesis, por su paciencia, tiempo y apoyo durante la elaboracién de
este trabajo, gracias por ser una gran persona, por la ensefianza, la confianza y la oportunidad

que me brindé.

También agradezco a los profesores Laura Elena Chévez Lomeli, Carlos Segovia Gonzélez,
Gilberto Calvillo Vives y Juan José Montellano Ballesteros por haber revisado este trabajo,
por todo el tiempo invertido y por sus acertados comentarios y correcciones que me ayudaron
a mejorar en gran medida el presente escrito, muchas gracias.

Gracias a todos los profesores del Instituto de Matematicas en Oaxaca por haberse tomado
su tiempo para compartir sus conocimientos.

Agradezco al CONACYT por la beca que me otorgd para realizar mis estudios de maestria,
asi como al instituto de matematicas de la UNAM y a la coordinacion de posgrado en ciencias

matematicas por todo el apoyo brindado.

Investigacién realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacion e In-

novacién Tecnolégica (PAPIIT) IN102315 Estructuras algebraicas y combinatorias asociadas



II

a las graficas y los matroides. Agradezco a la DGAPA-UNAM la beca recibida.



Indice general

1. Preliminares 3
1.1. Matroides . . . . . . . . 3
1.2. El polinomio de Tutte . . . . . . . . . . ... 7
1.3. El invariante de Mdbius . . . . . . . . .. L Lo 11
1.4. El polinomio caracteristico . . . . . . . . . . . .. oo 15
1.5. El h-vector de un matroide . . . . . . . . . .. ... oo 16

2. Planteamiento del problema 23
2.1. Multicomplejos y conjeturas . . . . . . . . ... 23
2.2. Prueba parcial de la conjetura MNRV . . . . .. .. ... ... 26
2.3. Sobre la conjetura MNRV . . . . . . . . .. ... 30

3. Resultados 33
3.1. Andlisis de la funcién f(r,d) . . . . . .. ..o 33

3.1.1. Elcaso f(r,3). . . o o o 33

3.1.2. Elcaso f(3,d) . . . . . . 40

3.2. Funciones generatrices . . . . . . . . . ... Lo oo 42

4. Conclusiones 51
(23] ][ ToTo =\ 1 - VR UTR RSP 53

111


Margarita
Texto escrito a máquina
Bibliografía........................................................................................................................................53

Margarita
Texto escrito a máquina


v

INDICE GENERAL



Introduccion

Este trabajo se realizé inspirado en la prueba de un caso particular de una conjetura
planteada por R. P. Stanley en 1977, en dicha prueba se estudia el h-vector de un complejo
matroidal considerando matroides de empedrado. Para poder calcular dicho vector se intro-
ducen nuevas funciones con ayuda de ciertos multicomplejos y graficas cuyos vértices son
monomios. Son estas nuevas funciones las que estudiamos con el objetivo de obtener més
informacién sobre la mismas para poder probar una nueva conjetura la cual llamaremos con-
jetura MNRV, que relaciona estas funciones con el nimero de collares binarios aperiédicos
de cierta longitud y densidad, todo con la finalidad de que la informacion obtenida de este
andlisis pueda ser de utilidad para intentar probar la conjetura de Stanley.

El trabajo se distribuye de la siguiente forma: En el primer capitulo damos una intro-
duccién de la teoria necesaria para nuestro trabajo, a saber, comenzamos con la teoria de
matroides y en seguida definimos ciertos invariantes de estos objetos que son de nuestro
interés. En el segundo capitulo presentamos la conjetura de Stanley asi como la conjetura
MNRV que nos interesa estudiar; en este capitulo también traemos a la vista un resultado
que prueba una parte de la conjetura MNRV, involucrando la funcién asociada a las graficas,
ademds empezamos con el andlisis de la funcién asociada a los multicomplejos para dar los
primeros resultados. En el tercer capitulo analizamos la funcién asociada a los multicomple-
jos para obtener los resultados principales de este trabajo: una prueba de un caso particular
de la conjetura MNRV; después mencionamos otros resultados que se obtuvieron durante la

investigacién y finalizamos con las conclusiones de nuestro trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Matroides

La teoria de Matroides es un area de las matematicas cuya motivacion surge en gran
medida del dlgebra lineal y la teoria de las graficas. Esta teoria es un area relativamente
nueva, pues ha sido desarrollada en los dltimos cien afios. Daremos a continuacién una breve
introduccion sobre esta teoria, no sin antes persuadir al lector en consultar el libro de James
G. Oxley [5] donde podra encontrar un extenso estudio de esta teorfa, que no solamente es
interesante sino que también tiene incontables aplicaciones en otras ramas de las matematicas,
asi como también fuera de ellas. Ademads, en este libro el lector podra encontrar las pruebas
de los resultados que enunciaremos a continuacion. Comenzamos con la definicién de nuestro

objeto de estudio.

Definicién 1.1.1. Un matroide M es un par ordenado (E,Z), donde E es un conjunto finito

e I es una coleccion de subconjuntos de E que satisface las siguientes condiciones:
» ) e
» SileZel CI, entoncesI €.

w Si 11,1y € T son tales que | Iy |<| Iz |, entonces existe un elemento e € Is \ I1 tal que

IlLJ{C} el.

El conjunto F se llama conjunto base, mientras que a los conjuntos en Z se les llama

conjuntos independientes y los conjuntos que no pertenecen a Z se denominan dependientes.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

El nombre de matroide es debido a Whitney [9] pues una clase importante de estos objetos
provienen de las matrices, siendo F el conjunto de columnas de una matriz e Z los subconjun-
tos de columnas de esta matriz que forman un conjunto linealmente independiente. La teoria
de matroides es muy rica, pues existen muchas definiciones equivalentes a la que mencionamos
antes, por ejemplo, un matroide puede definirse en término de sus conjuntos dependientes,
pues como vimos antes, estos determinan por completo a los conjuntos independientes. Al-
gunas otras caracterizaciones de matroides pueden formularse en términos de las siguientes

definiciones:
Definicién 1.1.2. Sean M = (E,Z) un matroide y P(E) el conjunto potencia de E.

» Definimos la funcion de rango de M como la funcion r : P(E) — Z>o, tal que r(X) =
méx{| Y |:Y C X, Y es independiente en M}.

» Definimos la funcion cerradura como la funcion Cl : P(E) — P(E), tal que Cl(X) =
{ee E:r(XUe)=r(X)}.

» Si X CFE estal que Cl(X) = X decimos que X es cerrado en M.
m 5i X C E es independiente mazximal decimos que X es una base de M.
m 5i X C E es dependiente minimal decimos que X es un circuito de M.

Un matroide puede definirse en términos de cualquiera de las estructuras anteriores, es
decir, basta conocer el conjunto de bases o circuitos; o la funciéon de rango o cerradura para
construir un matroide, cabe mencionar que cada estructura tiene un conjunto de axiomas que
las definen. Por esta razén conviene tener una notacién general para referirnos a un matroide,
sin importar las estructuras que lo definen denotaremos un matroide por M (FE) entendiendo
que su conjunto base es E y, cuando no haya confusién escribiremos solamente M. También
mencionamos a continuacién algunas propiedades que utilizaremos en las siguientes secciones

de este trabajo.

Proposicién 1.1.1 (Propiedad de intercambio en las bases). Sean M(E) un matroide y B
el conjunto de bases de M, entonces para cualquier par de bases By, By € B se cumple: Para

todo by € By \ B2 existe by € By \ By tal que (B1 \ b1) Uby es una base de M.
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Proposicién 1.1.2. Sean M(E) un matroide y C su conjunto de circuitos, entonces para
cualquier par de circuitos C1,Co € C cuya interseccion sea no vacia, digamos e € C1 N Cy, se

cumple que eziste otro circuito Cg € C tal que C3 C (C1UCy) \ e.

Al igual que en muchas dreas de las matematicas en teoria de matroides también existe el
concepto de dualidad, esta nocién también fue introducida por Whitney (ver [9]) en 1935. A
continuacién presentamos al dual de un matroide, que resulta ser también un matroide sobre

el mismo conjunto base.

Definicién 1.1.3. Sea M (E) un matroide sobre E. Definimos el matroide dual de M, deno-
tado M*, como el matroide cuyas bases estdn formadas por los complementos de las bases de

M, es decir, el conjunto de bases de M* es B* = {E\ B | B es base de M }.

Cabe mencionar que antes de la definicién es necesario probar que el conjunto B* es en
verdad el conjunto de bases de un matroide, nuevamente se invita al lector para consultar
[5], donde podrd encontrar la prueba de esta afirmacién. Con la nocién de dualidad en la
teoria podemos hablar de las estructuras del objeto dual; sin embargo, dado que durante
el estudio de matroides estas estructuras aparecen con mucha frecuencia conviene tener una
terminologia para dichas estructuras duales. De esta forma cuando hablemos de una estructura
en el matroide dual M*, diremos que es una co-estructura en nuestro matroide M. Por ejemplo,
para un circuito C' de M™*, diremos que C es un co-circuito de M, asi también para bases,
independientes y demas estructuras del matroide dual.

Dado un matroide M(E) y una base B de M, entonces para cualquier elemento fuera de
la base, digamos p € E \ B, existe un tunico circuito contenido en B U p y que contiene a p,
a este circuito lo llamamos un circuito fundamental y lo denotamos cf(B,p). De forma dual,
para cualquier elemento en la base, digamos b € B, existe un tinico co-circuito contenido en
(E\ B) Ub el cual se denomina co-circuito fundamental y se denota ccf(B,b).

Para el desarrollo de este trabajo también necesitaremos la funcion nulidad, la cual para
un matroide M (FE) estd definida como la funcién n : P(E) — Z>¢ tal que para todo X C E
satisface n(X) = | X|—r(X). Un resultado que utilizaremos en este trabajo es que los conjuntos
cerrados de un matroide forman una reticula con la relaciéon de orden: X <Y si X C Y, es
decir, forman un conjunto parcialmente ordenado donde para cualquier par de elementos existe

el supremo e infimo.
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Uno de los problemas mas interesantes en matematicas es el de clasificacién de objetos.
Para resolver el problema de clasificar matroides una herramienta muy util es la teoria de
invariantes, es decir, propiedades del objeto que se conservan bajo cierto tipo de transfor-
maciones. En teorfa de matroides decimos que dos matroides M(FE) y N(E’) son isomorfos
si existe una biyeccién g : E — FE’ tal que I es independiente en M si y sélo si g(I) es

independiente en N, también tenemos la siguiente definicién de invariante.

Definicion 1.1.4. Un invariante matroidal es una funcion f en la clase de todos los matroides

tal que

F(M) = f(N) si M= N. (1.1)

Existen invariantes que juegan un papel muy importante en teoria de matroides ya que
estos satisfacen ciertas relaciones que nos ayudan a tener una nocién de induccién en los

matroides, antes de introducir estos invariantes debemos definir los menores de un matroide.

Definicién 1.1.5. Sean M = (E,I) un matroide, e € E un elemento de M y r la funcion
de rango en M.

Definimos M \ e = (E \ e,Z") como el borrado de e en el matroide M, donde T' = {I € T :
I C E\e}.

Definimos M /e = (E \ e,Z") como la contraccion de e en el matroide M, donde T" = {I \ e :
ecleZ}sir(e)=1.Sir(e)=0 se define M/e= M\ e.

Puede probarse que M \ e y M /e son matroides definidos sobre E\ e, ademas de satisfacer
(M \e)/e = (MJ/e)\ € para cualesquiera elementos e, e’ € E. De esta forma podemos decir
que dado un matroide M, un menor de M es un matroide N obtenido al realizar una sucesiéon
de borrados y contracciones en M. Ademas de la definicién de menor necesitamos definir dos

tipos de elementos importantes en un matroide.

Definicién 1.1.6. Sean M = (E,Z) un matroide y e € E un elemento de M.
Decimos que e es un lazo si no pertenece a ninguna base y decimos que € es un istmo si estd en

toda base de M.

Podemos ahora hablar de los invariantes que nos interesan estudiar, es facil ver que al-

gunos numeros asociados a matroides como el niimero de bases y el niimero de independientes
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son invariantes. Mds adn, estos invariantes satisfacen ademas las siguientes relaciones de re-
currencia:

Para un matroide M y un elemento e € M
f(M)=f(M\e)+ f(M]e) si e no es lazo ni istmo, (1.2)

f(M) = f(M(e))f(M\ e) sie eslazo o istmo. (1.3)

En este trabajo nos interesan los invariantes que satisfacen las relaciones anteriores, por lo

cual introducimos la siguiente definicién.

Definicion 1.1.7. Sea K una clase de matroides cerrada bajo isomorfismos y menores. Sea f
una funcion en K tal que satisface (1.1), (1.2) y (1.3) entonces a f se le llama un invariante
de Tutte-Grothendieck (invariante T-G). Si ademdas, [ satisface la siguiente genelarizacion de

(1.2) para o, € R:
f(M)=0f(M\e)+T7f(M]/e) sie no es lazo ni istmo,

entonces a f se le llama un invariante T-G generalizado.

1.2. El polinomio de Tutte

Ahora introducimos un polinomio asociado a los matroides cuyo estudio es de suma im-
portancia pues de este polinomio se pueden obtener muchas propiedades de los matroides. El

lector puede encontrar en [2] un extenso estudio de este polinomio.

Definicién 1.2.1. Sea M(E) un matroide con funciones de rango r y nulidad n. Definimos
el polinomio generado por rango como:
S(Msa,y) = Y a"B)rRynt0,
XCFE

Lema 1.2.1. S(M;z,y) es un invariante T-G generalizado en la clase de todos los matroides.

Demostracion. Sea e un elemento del matroide, se tiene que:

S(M;z,y) = Z 2 (B)=r(X)n(X) 4 Z 2" (B)=r(X)n(X) (1.4)

XCFE XCE
e¢X ecX
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Consideremos el primer término del lado derecho de (1.4):

Z " (B)=r(X)yn(X)

XCE XCX\e
e X
Ademas,
r(E\e)+1 sieesistmo,
| rEN
r(E) en otro caso.
De donde
r(E\e)—r(X), n(X) . .
Z J;T(E)—T(X)yn(X) _ z ZXcE\e T Y sl e es 1stmo,
XCE\e ZXCE\e (BN =r(X)gyn(X) en otro caso.
xS(M\ e;z,y) sie es istmo,
S(M \ e;x,y)  en otro caso.

Donde la tdltima igualdad se sigue ya que las funciones de rango y nulidad de M \ e coinciden

con las funciones en la suma.

Si 7" y n’ son las funciones de rango y nulidad respectivamente de M /e, entonces para todo

Y C E'\ e tenemos:

, r(Y Ue) si e es lazo,
r(Y) =
r(YUe)—1 en otro caso.
y
n(YUe)—1 sieeslazo,
n'(Y) = ( )
n(Y Ue) en otro caso.

Luego, para el segundo término del lado derecho en (1.4) se cumple:

3 Byt _

Z l,r((E\e)Ue)—r(YUe)yn(YUe)

ecX
Y2 vere g (BN ="V’ (V) i e es lazo,
2oycE\e g (B\e)=r(¥)yn(Y) en otro caso.
yS(M/e;z,y) sie es lazo,

S(M/e;x,y)

en otro caso.
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De donde
S(M\ e;z,y)+S(M/e;x,y)  sieno eslazo ni istmo,
S(M;z,y) = rS(M\ e;x,y) +S(M/e;x,y) sie esistmo,
S(M\ e;x,y) +yS(M/e; X,y) sie es lazo.
S(M\ e;x,y) + S(M/e;x,y) sieno es lazo ni istmo,
S(M(e);x,y)S(M \ e;x,y) si e es istmo o lazo.
Donde la tltima igualdad se sigue pues si e es lazo o istmo, entonces M \ e = M/e. Ademas,
S(yz,y) =x+1y S(Lyz,y) =y + 1. O
Ahora podemos definir el polinomio de Tutte de un matroide M.

Definicién 1.2.2. Para un matroide M, definimos su polinomio de Tutte T'(M;x,y) como:

T(Ms,y) = SOz — Ly —1) = 3 (o= 1B X) g - 1)73),
XCE
El Lema 1.2.1 nos dice que T'(M;z,y) es un invariante matroidal en la clase de todos los
matroides. Mas aun, el siguiente teorema nos muestra que este polinomio caracteriza a todos
los invariantes que satisfacen las relaciones de recurrencia anteriores. Denotemos por M a la

clase de matroides bajo isomorfismo y M’ a la clase de matroides no vacios.

Teorema 1.2.1. (Brylawski, 1972) Eziste una unica funcion T de M en el anillo de

polinomios Zlx,y] con las siguientes propiedades:
i) T(Lizsy) =z y T(Liz,y) =y,
it) T(M;x,y) =T(M\ e;z,y) +T(M/e;x,y) si e no es lazo ni istmo,
iit) T(M;z,y) =T(M(e);z,y)T(M\ e;x,y) sie es lazo o istmo.

Mds aiin, si R es un anillo conmutativo y f es una funcién de M’ en R tal que satisface

(1.2) y (1.3) para todo matroide M(E) con |E| > 2, entonces para todo M € M’ se cumple:
f(M) =T(M; f(I), f(L)).

Demostracion. Para la existencia basta tomar T'(M;z,y) = S(M;x — 1,y — 1), la unicidad se
sigue por induccién usando las relaciones de recurrencia (1.2) y (1.3). La segunda parte del

teorema se sigue también por induccién. O
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A continuacién mencionamos algunos resultados acerca del polinomio de Tutte.
Proposicién 1.2.1. Para todo matroide M se tiene T(M*;x,y) = T(M;y,x).

Demostracion. Se tiene que r*(X) = |X| —r(E) +r(E \ X), ademds T'(M;x,y) = S(M;x —
1,y — 1), de donde

T(M5ay) = Y (=17 B @y 1)
XCE
— Z (z — 1)PNXI=r(BAX) () q)r(B)—r(EA\X)
XCE
- Z (z — 1)n(X)(y _ 1)T(E)—T(X)
XCE
= T(M;y,x).

O]

El siguiente resultado puede demostrarse por induccién utilizando las relaciones de recur-

rencia que definen el polinomio de Tutte.

Teorema 1.2.2. (Ozley & Welsh, 1979) Sean o y T elementos no cero de un campo F.

Entonces existe una iunica funcion T' de M en Flx,y] tal que:
i) T'Lw,y) =2y T'(Li2,y) = y.
ii) Si e es un elemento de M que no es lazo ni istmo, entonces

T'(M;z,y) =0T (M \ e;z,y) + 7T (M/e; z, y).

iit) Si e es un lazo o un istmo de M, entonces

T'(M;z,y) =T (M(e);z,y)T' (M \ e; 2, y).

Mads atin, esta funcion estd por T'(M;x,y) = o EI="E)Vrr(BEYD(M; 2 /0,y /7).

Este resultado es una generalizacién del resultado original de Brylawski en 1972, ademaés,

nos da razones para tener la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3. Una funcion f de M en un conjunto Q1 se llama un invariante de Tutte

st para cualesquiera matroides My y My, T(My;x,y) = T(My; x,y) implica f(M1) = f(Ma3).
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Podemos ver que todos lo invariantes T-G generalizados son invariantes de Tutte. Algunos
ejemplos sencillos son (M), n(M) y |E|. Pues (M) es la potencia més grande de = que
aparece en el T'(M;x,y), n(M) es la potencia més grande de y que aparece en T'(M;z,y) y
|E| = r(M) 4+ n(M). La siguiente proposicién nos da otros ejemplos de invariantes de Tutte,
ademds de una férmula explicita de como encontrarlos si conocemos T'(M;x,y), una prueba

puede encontrarse en [2].

Proposicién 1.2.2. Denotemos por b(M), i(M) y s(M) el nimero de bases, conjuntos in-

dependientes y conjuntos generadores de M respectivamente. Para todo matroide M se tiene:
i) b(M) = T(M;1,1),
ii) i(M)=T(M;2,1),
iit) s(M)=T(M;1,2) y

w) 2IF = T(M;2,2).

1.3. El invariante de Mobius

En esta seccion introducimos una teoria general de la funciéon de Mobius, que se puede
definir de forma general en conjuntos parcialmente ordenados, por ejemplo, la reticula de
cerrados asociada a un matroide, el lector puede consultar [10] para conocer mas sobre esta

teoria.

Definicién 1.3.1. Sea P un conjunto finito parcialmente ordenado. Definimos la funcion de

Mébius de P como la funcion p: P x P — Z tal que

Z wx,y) =0(z,2) siz <z (1.5)
e<y<z
we,z)=0siz £z,

donde ¢ es la funcion de Kronecker.

Podemos ver que la funcién p de P existe y ademads es tinica, dado que podemos sustituir

(1.5) en la definicién por las siguientes ecuaciones:
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i) plz,z) =1y

11) M(;U?Z) = - Ez§y<z H($7y) sl x <z.

Estas ecuaciones nos dan un método para calcular u(x, z) de forma recursiva, si = z el valor
es 1, en otro caso usamos induccién sobre la longitud de la cadena més larga entre x y z. Mas
aun, esta forma de calcular p nos dice que el valor de pu(z, z) sélo depende de la estructura
de orden en el intervalo [z, z] y no del resto de P.

Otra forma de introducir la funcién de M&bius de P es considerando el algebra incidencial

I(P) en el conjunto de todas las funciones ® : P x P — Z tal que
P(x,z) =0siz £ 2.
Con suma puntual y producto convolucién
(@5 0)(w,2) = S Bla,y)¥(y,2).
e<y<z
Este producto convolucién puede verse como multiplicacién de matrices de la siguiente forma:
Extendemos el orden <p de P a un orden lineal en P, es decir, p; <p p; implica ¢ < j. Luego,

toda funcién de incidencia esta representada por una tinica matriz de tamano |P|x|P|, ademés

todas las matrices obtenidas de funciones tienen la formas:

®(p1,p1) @(p1,p2) - P(p1,0n)
0 ®(p2,p2) ... P(p2,pn)

0
0 0 D(pn,pn)

Ahora la convolucién de funciones de incidencia es el producto de sus matrices asociadas. De
donde se obtiene que la convolucién es asociativa y ademads la § de Kronecker es la identidad.
Ms4s atin, toda funcién de incidencia con ®(z,x) = 1 para todo x € P es invertible. Definimos

la funcién de incidencia ¢ dada por
((z,2) =1siz <z
Ahora podemos definir la funcién p como la inversa izquierda de (, es decir,

0z, 2) = (n*Q)(w,2) = Y pla,y)l(y,2) = Y plx,y).

e<y<z e<y<z
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Las igualdades anteriores nos dicen que la definicién anterior coincide con la definicién me-
diante el algebra incidencial. A continuacién presentamos un teorema que tiene muchas aplica-
ciones en distintas ramas de las matemaéticas, ademés de ser una generalizacién de su homéni-

mo en teoria de numeros.

Teorema 1.3.1. (Inversiéon de Mébius) Sea P un conjunto finito parcialmente ordenado.

Sean f y g funciones en P con valores en un anillo. Entonces

g(x) =Y _fly) e fl@) = ux,y)g(y)

y>w y>x

9y) =Y @) & fly) =D ula,y)g(x).

z<y z<y

Demostracién. Para una funcién de incidencia ® denotemos a su matriz asociada como M?.

Sea L : 1 < ... < x, la extensién lineal de P usada para construir I(P) y sean v/ =

[f(z1),..., f(zn)] vy v9 = [g(x1),...,9(x,)], luego

VyeP: gly) =Y fl@) & YyeP: gly)=> fx)(zy)

<y zeP

& vl =0 M

s ol =uI(M9)?

e ol =vIMH

& WyeP: fy)=> g@)ulz,y)
zeP

& WyeP: f(y)=> gl@)ulx,y).
<y

O

Con la teoria general desarrollada podemos trasladar la funciéon de Mobius a la teoria de

matroides.

Definicién 1.3.2. Para un matroide M(E) con reticula de cerrados L = L(M) denotamos

por pr a la funcion de Mébius asociada y definimos el invariante de Mébius de M como

u(M) = 11,(0,1).
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Ademads, podemos extender la funcién de Mobius de la siguiente forma:
:U'M(XvF) ::u’L(X7F) si X,FeL,

pn(X,F)=0si X ¢ L,F € L.

El siguiente resultado serd 1til para probar en la siguiente seccién que el invariante de Mobius

es un invariante de Tutte.

Teorema 1.3.2. Sea M = M(E) un matroide con reticula de cerrados L y funcion de cerra-

dura CI(-). Sean W C E y F € L, entonces

> W, X) = (W, F),

XCE
Cl(X)=F

donde p es la funcion de Mobius asociada al conjunto potencia de E ordenado por contencion.

Demostracion. Tenemos que

> uW,X) = > u(W,X)5(CU(X), F),
XCFE X
Cl(X)=F

= > w(W,X)¢(CUX), Y )y (Y, F),

X, YelL

= > W, X)X, YV)uu(Y, F), (pues X <Y & CI(X) <Y)
X, YelL

= ) SW.Y)uu(Y, F) = pyr(W, F).
YelL

O

En general, para cualquier conjunto potencia ordenado por contencién su funciéon de
Mobius es de la forma u(X,Y) = (=1)"\XI para X C Y. Esta observacién junto con el
teorema anterior nos permite tener la siguiente igualdad que se denomina la Formula de

Ezpansion Booleana de la funcién de Mobius, para W C E'y F € L se cumple:

pu (W, F) = > (=)W (1.6)

WCXCF
CI(X)=F
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1.4. El polinomio caracteristico

El polinomio caracteristico de un matroide es el andlogo al polinomio cromético de una
grafica. A pesar de que en un matroide no tenemos la nocién de coloracién por vértices, el

polinomio caracteristico conserva muchas propiedades algebraicas del polinomio cromatico.

Definicién 1.4.1. Sea M(E) un matroide con funcion de rango r y sea L su reticula de

cerrados. Definimos el polinomio caracteristico de M como:

B(MA) = par (0, F)N=rE),
FeL

Podemos ver que ¥(M;)\) es ménico de grado (M) si ) € L. En otro caso ¢(M; \) = 0.
Ademds, podemos ver que u(M) = 1(M;0), de donde muchas propiedades del invariante de
Mobius pueden ser obtenidas a través de ¥ (M;\). Sustituyendo la Férmula de Expansion
Booleana (1.6) en la definicién del polinomio caracteristico obtenemos la siguiente expresién

equivalente de este polinomio.

PM;A) = D (1IN A=),

XCFE

Con ayuda de esta expresion podemos probar el siguiente resultado.
Proposicién 1.4.1. El polinomio caracteristico de un matroide M (E) satisface

i) Propiedad de contraccion y borrado. Si e no es un istmo de M, entonces
V(M5 A) = (M \ e A) — p(Me; ).
ii) Propiedad de la suma directa. Si M = M; & Ma, entonces
Y(M;A) = P(Mi; M) (Ma; A).

Demostracion. i) Si e no es istmo, entonces

M A) = > (—1)XAr@H=rE)

XCFE
— Z (= DK\ =r(X) _ Z (—D)IX\el\r(M/e)=r(X\e)
XCE\e XCFE

eeX
= P(M —e;A) —p(M/e; N).
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ii) Si My y Ms son matroides sobre los conjuntos disjuntos E; y Ea respectivamente, tenemos

VMEA) = Y (=X,
XCE
— Z (—D)XKl (=) Xl \r(Mu)+r(Mz)=r(X1)—r(Xz)

X1CEq
XoCFEo

= P(My; N)p(Ma; N).
O

Esta proposicién junto con el teorema (1.2.2), nos dice que ¢(M;\) es un invariante T-G

generalizado y mas aun, nos da una férmula explicita de él:
Y(M; ) = (=1)"MT(M;1 - A, 0).

Esta tltima relacién implica que pu(M) = (—=1)"™)T(M;1,0), de donde el invariante de

Mobius es también un invariante de Tutte.

1.5. El h-vector de un matroide

El siguiente invariante en la teoria de complejos simpliciales serd util en el segundo capitulo,
el lector interesado puede ver las pruebas de los resultados que aqui aparecen en [1], ademds
de otras propiedades asociadas a estos invariantes. Comenzamos con definiciones necesarias

para el desarrollo de la teoria.

Definicién 1.5.1. Un complejo simplicial A sobre un conjunto de vértices V.= {x1,...,zy}

es una coleccion de subconjuntos de V' tal que
i) {z:} € A para todo i.
ii) SiF € Ay F CF, entonces F' € A.

Los conjuntos en A se llaman caras y su dimension es i si tienen i + 1 elementos, las caras
maximales de un complejo simplicial se llaman facetas y la dimensién de A, denotada dim(A),
es el maximo entre las dimensiones de sus caras. Para un complejo simplicial A definimos su

numerador de caras como el polinomio

fa(z) = Z fix"!



1.5. EL H-VECTOR DE UN MATROIDE 17

donde f; es el nimero de caras con i elementos, es decir, de dimensién ¢ — 1. Cuando todas las
facetas de A tienen el mismo nimero de elementos, decimos que A es puro. Es conveniente
definir subestructuras, para esto, fijjamos un orden lineal en el conjunto de facetas de A,
digamos Fi, ..., F;; definimos el subcomplejo simplicial A; como el conjunto de todas las
caras en A contenidas en alguna faceta F; para algin ¢ < j. Para un complejo simplicial
puro A, un enconchado es un orden lineal en sus facetas de tal forma que cada careta F)
intersecta al complejo generado por sus predecesores Aj_j en una unién no vacia de caras
maximales propias. De manera formal, un enconchado es un orden lineal F7y,..., F; de tal
forma que para cada par de caretas Fj, Fj con 1 < i < j < t existe una careta Fj, con
1 <k < jyun elemento z € Fj tales que F; N F; C F, N F; = Fj \ z. De esta forma
decimos que un complejo es enconchable si admite un enconchado. La idea intutitiva de un
enconchado es que podemos construir el complejo d-dimensional A paso a paso introduciendo
una careta a la vez, de tal forma que se pegue al complejo previamente construido y que la
interseccién sea topoldgicamente una bola d — 1- dimensional. Para 1 < [ < ¢ definimos el
conjunto R(F}) ={x € F;: F;\ z € A;_1}, donde por convencién Ay = ); de forma intuitiva,
cuando la careta F; es agregada al complejo A;_; en el proceso de enconchado, R(F;) es la
unica cara minimal de F; que es “nueva” en A;, es decir, que estd en en A; \ A;_1. Asociado

al enconchado de un complejo A tenemos el polinomio de enconchado ha(x) definido como

t
ha(z) = Z:UIFI-\R(FZ-)\. (1.7)
i=1

Con el polinomio de enconchado podemos definir el h-vector de un complejo simplicial.

Definicion 1.5.2. Sea A un complejo simplicial, definimos su h-vector como la sucesion
(ho, h1,...) donde h; es el coeficiente que acomparia a x° en el polinomio de enconchado

ha(zx).

A continuacién presentamos algunos resultados cuyas demostraciones puede verse en [1].
El primer resultado nos dice que existe una relacién entre el polinomio de enconchado y el
polinomio numerador de caras.

ha(l14z) = fa(x). (1.8)

Ma3s atn, esta relacién nos dice que el h-vector no depende del enconchado, pues el polinomio

numerador de caras sélo depende de las caras y no de ningtn orden.
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Ahora estamos en condiciones de pasar a la teoria de matroides, dado un matroide M (E),
el conjunto de independientes del matroide forma un complejo simplicial de dimensién r(M)—1
y lo denotamos por A(M), estos complejos simpliciales son llamados complejos matroidales
y es facil ver que todos son puros, ademas, puede mostrarse que todo complejo matroidal es
enconchable.

Por un matroide ordenado M (F, w) nos referimos a un matroide M (E) junto con un orden
lineal w del conjunto base E. Denotemos por [z1,...,2x] a una k-tupla ordenada bajo w v,
dotemos al conjunto de k-tuplas del orden lexicografico, con este orden podemos hablar de
un orden en el conjunto de bases de un matroide ordenado. A continuacién presentaremos
algunos resultados que nos serviran para probar el resultado principal de esta seccién, a saber,

el polinomio de enconchado es un invariante de Tutte.

Lema 1.5.1. Sean M(E) un matroide, B una base de M y p € E'\ B un elemento que no

estd en B. Entonces las siguientes son equivalentes.
a) b€ cf(B,p).

b) (B\b)Up es una base.

c) p € ccf(B,D).

Demostracion. Veamos primero que a) implica b). Falta verificar que (B \ b) Up es indepen-
diente, pues tiene el mismo nimero de elementos que una base. Supongamos que no es el caso,
luego existe un circuito en (B\b)Up, digamos C. Ademds, este circuito no puede estar contenido
completamente en B\ b pues este conjunto es independiente, de donde p € C'. Ahora tenemos
que p € ¢f(B,p) NC, pero esto implica que existe un circuito ¢’ C (¢f(B,p)UC) \p C B\,
contradiciendo el hecho de que este dltimo es independiente.

Para ver que b) implica a) basta observar que ((B\ b) Up) Ub = B U p es dependiente,
mas aun, el dnico circuito que estd contenido en BUp es C = cf(B,p). Si b € C, entonces
C C (B \ b) Up) contradiciendo el hecho de que es base.

La equivalencia de b) y c) se sigue por dualidad y usando los argumentos anteriores. [J

Lema 1.5.2. Sea M(E,w) un matroide ordenado. Supongamos que B precede a la base C
con el orden lexicogrdfico. Entonces BN C C ANC para alguna base A que también precede

aC yestal que | ANC |=|C | —1.
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Demostracion. Sean B = [by,...,b.], C = [c1,...,¢] y supongamos que b; = ¢; para i =
1,...,e—1,y b # ce. Entonces b. < ¢; parai =e,e+1...,r. Por la propiedad de intercambio
en las bases de un matroide existe un elemento y € C'\ B tal que 41 = (C'\ y) U b. es una

base. Basta tomar A = A para obtener el resultado. ]

Este ultimo resultado es equivalente al siguiente teorema, la equivalencia se sigue dado que
siempre es posible encontrar la base A que menciona el resultado anterior cuya interseccién
con el complejo construido hasta ese paso es 1 menos que la cardinalidad de cualquier base,
es decir, siempre puede encontrarse un orden de las bases para formar un enconchado del

complejo.

Teorema 1.5.1. Sea M(E,w) un matroide ordenado. Si dotamos a las bases de M con
el orden lineal heredado del orden lexicogrdfico, entonces este orden es un enconchado del

complejo matroidal A(M), en particular, todos los complejos matroidales son enconchables.

Continuamos desarrollando las herramientas necesarias para obtener el resultado principal
de esta seccién, que relaciona el polinomio de enconchado de un complejo matroidal con el
polinomio de Tutte del matroide. Sea M (F,w) un matroide ordenado y B una base de M.
Un elemento p € E \ B se dice externamente activo en B si p es el menor elemento en el
circuito fundamental cf (B, p), en otro caso p se dice que es externamente pasivo en B. De
forma dual, un elemento p € B se dice internamente activo en B si p es el menor elemento en
el co-circuito fundamental ccf(B,p), en otro caso se dice que es internamente pasivo en B.
Denotemos por FA(B), EP(B), IA(B) e IP(B) a los conjuntos de elementos externamente
activos, externamente pasivos, internamente activos e internamente pasivos en B, llamamos
al nimero i(B) = |[A(B)| la actividad interna de By a e(B) =| EA(B) | la actividad externa
de B. El lema 1.5.1 nos dice que si B es una base y b € B, entonces B\ b estd contenido en

una base que precede a B si y sélo si b es internamente pasivo en B, de donde
R(B) =IP(B).

Luego, el polinomio de enconchado del complejo matroidal A(M) es igual a

ha(z) = 3 alBVRE = S IIAB) 2§ 4
B B B
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Dualmente, el polinomio de enconchado para el complejo matroidal A(M*) es igual a

has(y) =Yy P
B

Donde en ambos casos las sumas son sobre todas las bases del matroide M. Podemos ahora

dar otra definicién del polinomio de Tutte T'(z,y) del matroide M como:
— Z 2/ (B)ye(B)
B

Veamos que esta definicién coincide con la que dimos anteriormente, para esto necesitamos el

siguiente resultado técnico cuya demostracién aparece en [1].

Proposicién 1.5.1. Sea M(E,w) un matroide ordenado. Entonces la familia de intervalos
[IP(B),E\ EP(B)], uno por cada base B de M, particionan el dlgebra Booleana de subcon-
Jjuntos de E.

El siguiente resultado nos dice que nuestras definiciones del polinomio de Tutte coinciden.

Teorema 1.5.2. Sea M(E,w) un matroide ordenado con polinomio de Tutte Tps(x,y). En-

tonces se cumple

Tl a1 +y) = 3 arO-ry (B B\,
ACE
donde r y r* denotan las funciones de rango de M y M™* respectivamente.
Demostracion. Sea B una base de M y supongamos que [P(B) C A C E\ EP(B). Podemos
observar que EA(B) estd contenida en la cerradura de IP(B), de donde r(A) = |[ANB|y
asi r(E) —r(A) = |B\ A|. Dualmente, r*(E) —r*(E\ A) = |(E\ B) \ (E\ 4)| = |A\ B|.
Luego, utilizando la proposiciéon 1.5.1 obtenemos

ZxT(E)*T(A)yT*(E)*T*(E\A) - Z Z 2! B\ALy [ ANBI

ACE B base IP(B)CACE\EP(B)

- R

= 3 (4P 4y,
B base
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Mas adn, usando la segunda definicién del polinomio de Tutte es claro que el polinomio
de enconchado es una evaluacién del polinomio de Tutte, y por lo tanto es un invariante de

Tutte. A saber, tenemos el siguiente teorema que es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 1.5.3. Sea M un matroide y A = A(M) su complejo matroidal asociado. Entonces

ha(z) =T(M;z,1). (1.9)
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Capitulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Multicomplejos y conjeturas

En este capitulo introducimos un problema planteado por Stanley en 1977, asi como un
resultado parcial sobre este problema, que a su vez da pie al estudio de otros problemas y
con esto introducimos la nueva conjetura MNRV, esta tltima es la que nos interesa en este
trabajo. Antes de presentar las primeras definiciones vamos a acordar la terminologia que
usaremos en el resto del presente trabajo. Para ntimeros enteros p, ¢ denotamos su maximo
comun divisor por (p, q).

Las relaciéon de orden que utilizamos para monomios es la usual, es decir, decimos que
m’ < m si m’/|m. Por los modelos que utilizaremos para los resultados principales diremos que
un monomio m cubre a m’ si m/|m, de forma andloga diremos que un conjunto de monomios
M cubre a M’ si cualquier monomio en M’ es cubierto por al menos un monomio en M. Con

la terminologia acordada comenzamos con las definiciones.

Definicion 2.1.1. Un conjunto no vacio de monomios M es un multicomplejo si siempre que
m € M y m/Im, entonces m' € M. Un multicomplejo M se dice puro si todos sus elementos

mazximales son del mismo grado.

Definicién 2.1.2. Una sucesion h = (hy, ha,...) de enteros es una O-sucesion si existe un
multicomplejo que contiene exactamente h; monomios de grado i. Una O-sucesion es pura si

el multicomplejo asociado es puro.

El problema que plantea Stanley es el siguiente (véase [7]).

23
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Conjetura 2.1.1. (Stanley, 1977) El h-vector de un complejo matroidal es una O-sucesion

pura.

La relacién (1.9) en el capitulo anterior nos muestra la importancia de estudiar los invari-
antes de Tutte para poder analizar este problema.
Sobre la conjetura (2.1.1) se conocen algunos resultados parciales, uno de los més significativos
puede encontrarse en [4], pues se demuestra la conjetura para los matroides de empedrado,

los cuales se presume ser una clase muy grande de matroides.

Definicién 2.1.3. Un matroide M(E) se dice que es de empedrado si todos sus circuitos

tienen cardinalidad al menos r(M).
En [4] puede encontrarse la prueba del siguiente resultado.

Teorema 2.1.1. El h-vector de un complejo matroidal de un matroide de empedrado es una

O-sucesion pura.

La técnica para probar el teorema anterior es estudiar los multicomplejos, pues el h-vector
de un matroide de empedrado es facil de calcular. Por esta razén se introduce el multicomplejo
M, 4 que es tal que sus elementos maximales son todos los monomios de grado r en las d
variables zg,...,2x4—1. Una funcién que surge durante la investigacién de los multicomplejos

es la siguiente:
f(r,d) = min{h,|(ho, ..., hr) es la O-sucesién pura de M D M,_1 4}.

Es decir, f(r,d) es el minimo nimero de monomios de grado r que son necesarios para que
un multicomplejo puro con monomios de grado a lo mas r contenga a todos los monomios
de grado r — 1 en las d variables xg,...,x4_1. El cédlculo de esta funcién es un problema
muy interesante, sin embargo, complicado. El problema de encontrar el conjunto minimo que
satisfaga la funcién f(r,d) puede atacarse introduciendo una familia de gréficas G, 4 cuyos
vértices son todos los monomios de grado r en las d variables xg,...,x4_1 y existe una arista
entre dos monomios my m’ sim = %m’ para i # j. Parala gréfica G, 4 definimos la coloracién
estdndar p, 4 que asigna al monomio 3360, e xtd‘ff el color 0(tg)+. .. (d—1)tg—1 mod d. Ademas,
para esta coloracién se define la funcién f(r,d) a ser el tamafio de la clase crométicas méas

pequena en p, 4. En [4] puede encontrarse un estudio de esta funcién y la coloracién p, 4, mas
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aun, es aqui donde se plantea la siguiente conjetura que es el problema que se investiga en

este trabajo.

Conjetura 2.1.2. Merino, Noble, Ramirez y Villarroel (MNRV).

f(?’,d) = LQ(ra d) = f(?’,d).

Donde Lg(r,d) es el nimero de collares binarios aperiédicos con r perlas blancas y d

negras, una férmula explicita para estos collares se demuestra a continuacién.

Proposicién 2.1.1. Ly(r,d) = Hid D k| (r+d,d) u(k)(rji_%k), donde 1 es la bien conocida fun-

cion de Mébius en los naturales.

Demostracion. Para r,d fijos, sea P la reticula de divisores de (r,d) y sea n = r+d. Definimos

las funciones f, 4y g4 en P dadas por

frae) = 2125, %)

grd(z) = (ZZ) -

El total de configuraciones de arreglos circulares binarios de longitud n con r perlas blancas
y d negras estd dado por (Z) Ademsds, cada una de estas configuraciones tiene un periodo
minimo, digamos n/z donde z|(n, d), las perlas en este periodo corresponden a configuraciones
aperiddicas, y contribuyen n/z veces en el niimero de configuraciones. Més atin, toda configu-
racion se obtiene de esta forma, luego, dado que La(z,y) denota el niimero de collares binarios
aperiédicos de longitud x + y con x perlas blancas y y negras, tenemos la siguiente igualdad.

()- % ed

k|(n,d)

Equivalentemente, en P tenemos la relacién

9ra(1) =D fra(y):

y>1

Por el teorema (1.3.1) de inversién de M&bius tenemos

fr,d(l) = Z :LLP(L y)gr,d(y)'

y=>1
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Notando que pup(1,y) = p(y) tenemos la relacién

(r+d)La(r+dd) = 3 N(k)(”d‘/cfg/k)
k|(r+d,d)

O

Si La(n) denota el nimero de collares binarios aperiédicos de longitud n, un argumento
similar al de la prueba anterior nos dice

=2 3 l(p)

kln

Por el teorema de inversion de Md6bius en la reticula de divisores de n, tenemos

nlo(n Z wu(k 2"/ k.
kln
El lector interesado puede consultar en [8] las férmulas de collares binarios de longitud n y los
collares binarios de longitud n con r perlas blancas y d = n — r negras, que respectivamente

estan dadas por

= 3 ik

k|n

- ik(% o) (1))

donde ¢(k) es la conocida funcién de Euler en los naturales.

2.2. Prueba parcial de la conjetura MNRV

Con la férmula obtenida en la seccién anterior para Lo(r,d) podemos ver que la segun-
da igualdad de la conjetura MNRV (2.1.2) es cierta. En este punto debemos hacer un re-
conocimiento y un agradecimiento a Tristram Bogart por habernos comentado acerca del
articulo [3] donde se da una férmula explicita para el ntimero ag(n,m) de soluciones del

sistema,
n—1

n—1
Z])\ = k (mod n); Z)\z m; (2.1)
1=0

7=0
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donde k£ y A; son enteros no negativos.

Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién damos la notacién que utilizaremos.
Denotamos por p(N, M, s) el niumero de particiones de s en a lo mas M partes cada una de
estas de tamano a lo mas N, donde N, M y s son nimeros enteros no negativos. Con esta
notacion podemos definir lo que se conoce como polinomio de Gauss, a saber, es la siguiente

funcién generatriz:

G(N, M;1) ZpNMs

Observamos que esta funcién es un polinomio en ¢, pues para valores de s > NM tenemos
que p(N,M,s) = 0.

También necesitamos la suma de Ramanujan c¢,(k), es decir, la suma de las k-ésimas
potencias de las n-ésimas raices primitivas de la unidad. Antes de proseguir tenemos un

resultado técnico que utilizaremos mas adelante.

Proposiciéon 2.2.1. Para todo n > 0 y todo k # 0 se cumple:
cn(k) = p(n/d)d.
d|(n,k)

En particular se cumple que c,(—k) = cp(k) y ademds ¢, (1) = u(n).

Demostracion. Definimos 7, (k) como la suma de las k-ésimas potencias de todas las raices

n-ésimas de la unidad, es decir,

Z ¢% donde ¢, = et

7j=1
Luego, dado que las sumas de Ramanujan sélo consideran raices primitivas, tenemos la si-

guiente igualdad:

(k) = ca(k).

dln

Usando el teorema de inversién de Mobius para nimeros naturales tenemos
n
= > ul()ma(k)
dln
De donde

k)= 3 pln/dyd

d|(n,k)
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Pues utilizando la férmula 1 — 2" = (1 — 2)(1 + 2 + ... + 2" 1) se demuestra que

0 sintk,
(k) = .
n sion|k.

O]

Presentamos ahora el teorema principal de esta seccién, en cual aparece en [3]. Este teore-
ma nos da las herramientas necesarias para probar la segunda igualdad de la conjetura MNRV

(2.1.2).

Teorema 2.2.1. Para todos los enteros k,n,m > 0 se cumple
1 n/d+m/d
= — k .
ax(n,m) E cd( )( n/d )

En particular ag(n,m) = ax(m,n).

Demostracion. Dado que ag(n, m) denota el niimero de soluciones del sistema (2.1), podemos
contar cada solucién por su valor en la suma ) jA; antes de tomar el médulo, més atn, la
segunda restriccion para las soluciones nos dice que cada solucion del sistema puede verse
como una particién del nimero ) j\; en a lo més m partes pues 0 < \; < m y cada parte

con tamano a lo mas n — 1, de donde tenemos la siguiente igualdad.

ar(nm) = 3" p(n — 1,m, jn + k). (2.2)

J
Es decir, la ecuacién anterior nos dice que ag(n, m) es la suma de los coeficientes del polinomio
de Gauss G(n — 1,m;t) que corresponden a aquellas potencias que son congruentes con k

modulo n. En general, para cualquier polinomio f(t) = > f,t” se cumple
1 —k
Y. fe=2 3 MO,
v=k(mod n) m=1
donde la suma de la derecha es sobre todas las raices n-ésimas de la unidad. Esto es debido
a la siguiente igualdad

ZCV_ n sin|uv,

(n—1 0 en otro caso.
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Que en nuestro caso, la ecuacién 2.2 queda de la siguiente forma:
ar(n,m) = = 3 ¢FG(n - 1,mi Q)
) n Cn_l ) ) :

Los valores del polinomio de Gauss en las raices de la unidad son conocidos (ver [6]), a saber,
para una raiz n-ésima de la unidad  tal que esta sea una d-ésima raiz primitiva de la unidad

para algin d | n, se cumple:

m/d+n/d—1 sidlm
G(n—1,m;() = (i) |
0 en otro caso.

De donde
1 _p(m/d+n/d—1
am) =155 Y k(M.
d|n ord(¢)=d|lm
donde ord(¢) es el orden de ¢ en el grupo de raices unitarias de la unidad. Ademés, ¢ tiene

orden d si y sélo si ¢ es una raiz primitiva de orden d. Luego,

i) = 3 32wt

m—+n

1 mtn _ 1)
- LY amGE s

d
m—+n)

d

m+n d
()= gy

nd'd

I
3|
g

o

S (P

- omtn d|(n.m) calt) (m/i;rdn/d> '

O]

El teorema anterior nos dice que el niimero de monomios en G,. 4 con color k es exactamente
ar(d,r) = ay(r,d). Ahora, para conocer el valor de la funcién f sélo basta encontrar un niimero
minimal en {ax(n,m) | k =1,...,n}. Sin embargo, en [3] tenemos el siguiente resultado que
nos dice que la clase cromatica del 1 es de tamano minimo y por lo tanto su tamafio nos da

el valor que buscamos de la funcién f.
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Proposicién 2.2.2. Para todos los enteros k,n,m > 0 se cumple

ar(n,m) = Z ai(n/d',m/d").

d'|(n,m,k)

Demostracion. Calculamos directamente:

S amdmid) = Y — % (d”)(W)
R - g &+ m/d : )

&'|(n,m,k) &'|(n,m, d"|(n/d’';m/d’) d'd"

- n+m /’L I
d’|(d,k)

d|(n,m)
B 1 n/d+m/d
B n—i—md(Z:)Cd(k)( n/d )’

= ag(n,m).

QIS

O]

Ahora tenemos las herramientas necesarias para probar la segunda igualdad de la conjetura
MNRYV mediante las siguientes igualdades:
_ 1 r+d/k
Frd) =arad) = S () = matna,

r+d HTa.d) d/k

2.3. Sobre la conjetura MNRV

Con la segunda igualdad de la conjetura MNRV probada, el siguiente paso es estudiar la
funcién f(r,d) para intentar probar el resultado completo. El siguiente resultado muestra que
la primer igualdad de la conjetura es valida para cuando r o d son iguales a 1 o 2, pues es
facil observar que que la funcién Lo(r, d) satisface las igualdades: Lo(r,1) = 1, Lo(1,d) = 1,

La(r,2) = [r/2] v La(2,d) = [d/2).
Proposicién 2.3.1. Para todo r,d > 1 se tiene
i) £ 1) =1,

i) J(1,d) =1,

iii) f(r,2) = [r/2] y
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i) £(2,d) = [d/2].

Demostracion. Para probar i) basta observar que sélo se tiene la variable zg, de donde zf es
divisible por todos los monomios de menor grado con esta tnica variable.

Para ii) basta tomar cualquiera de las d variables, pues cualquier x; es divisible por el
monomio constante 1.

Para #ii) queremos que el multicomplejo puro contenga a M,_1 2, este tltimo tiene co-

mo elementos maximales a {ngl, x6*2x1, - ,xox’fz, xfl}, tomando los monomios nglxl,
xSfoi’, - ,$0:U71"71 en caso de que 7 sea par y a los monomios nglxl, x673xi{’, - ,x%xgd, xy

si r es impar. Ademads, dado que sélo hay dos variables, cada monomio sélo puede dividirse
por alguna de estas, de donde a lo mas puede ser divisible por dos monomios grado exac-
tamente uno menos, de donde no es posible mejorar el nimero de monomios para formar el
multicomplejo puro.

Para el caso iv) tenemos a los monomios de grado 1 en d variables, es decir, tenemos
exactamente a las variables xg, ..., x4_1. Basta tomar los monomios xgx1, x2x3, ..., Tq_2T4_1
si d es par y a los monomios xgz1, x2x3,. . . ,xd_lxd_2,$?l_1 si d es impar. Al igual que en el
caso anterior no es posible que un monomio sea divisible por més de 2 monomios de grado

menor, de donde no puede mejorarse el niimero de monomios. ]



32

CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo damos una prueba de la primer igualdad de la conjetura MNRV (2.1.2)
para los casos particulares donde » = 3 y d = 3. Ademds mencionamos algunos resultados

obtenidos durante la investigacion.

3.1. Anailisis de la funcién f(r,d)

3.1.1. El caso f(r,3)

Analizaremos primero el caso donde fijamos el nimero de variables, es decir, fijamos las
variables a ser xg, x1 y x3. Para este caso particular nos interesa calcular el minimo nimero
de monomios en estas tres variables y de grado r necesarios para anadirlos a M,_1 3 de tal
forma que se forme un multicomplejo puro. Dado que M, _1 3 es un multicomplejo, basta que
los monomios anadidos cubran a todos los monomios maximales en M, _1 3, es decir, todos los
monomios de grado r — 1, que también son elementos de la grafica G,_1 3, asi, el problema se
reduce a cubrir esta grafica con monomios de grado r. Otra razén por la cual utilizamos estas
graficas es debido a que podemos usarlas para hablar del conjunto de monomios de grado r—1
en M, _1 3, asf como también para hablar del conjunto de monomios de grado r que cubre a
Gr—1,3. Ademas, la forma en que estd construida la gréfica G,_1,3 nos ayuda a visualizar el
cubrimiento formado por los monomios de grado r. Para ver esto, en la figura 3.1 podemos
apreciar la grafica G4 3, mientras que en la figura 3.2 podemos apreciar los monomios de grado

5 que perteneces a la grafica Gs3, mds aun, en esta ultima tenemos resaltados en rojo los

33
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monomios que utilizaremos para cubrir a la grafica Gy 3.

Figura 3.2: Grafica G5 3 con los monomios de la clase cromatica del 1 en rojo.

El cubrimiento formado por los monomios resaltados en G5 3 puede apreciarse en la figu-
ra 3.3, por ejemplo, el monomio x%x%xg corresponde al tridngulo de la izquierda, pues este
monomio cubre a los tres monomios en las esquinas de este tridngulo. En general, todos
los cubrimientos de G_1,3 usan tridngulos, lineas y puntos, cabe mencionar que los tinicos
tridngulos que aparecen en el cubrimiento son tridangulos que apuntan hacia abajo como en
el ejemplo, pues los tridngulos que apuntan hacia arriba no corresponden a ningin monomio

de grado r, pues el monomio de grado minimo que cubre a estos monomios es de grado r + 1,

véase figura 3.4.
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Figura 3.3: Gréfica G4 3 con un cubrimiento formado por monomios de grado 5.

Figura 3.4: Triangulo hacia arriba, el monomio que cubre este tridngulo es de grado al menos

r+1,puesi+j+k=r.

De forma general, la clase cromatica del 1 en G, 3 tiene un patrén sencillo, de donde el
cubrimiento asociado a esta clase también sigue un patron que se puede apreciar en la figura

3.5, llamamos a este el cubrimiento estandar ya que este cubrimiento es el que estudiamos.
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\
AV
v

Figura 3.5: Cubrimiento estandar asociado a la clase cromatica del 1.

Ahora presentamos la prueba de la primer parte de la conjetura para el caso (r, 3). Antes de
enunciar el teorema conviene mencionar algunos términos que se utilizaran en la demostracién
y en secciones posteriores de este trabajo. En las figuras anteriores se pueden apreciar las
graficas G 3 cuyos vértices son monomios en tres variables, para estas graficas llamaremos
vértices interiores a aquellos en los que cada una de las tres variables tiene potencia estricta-
mente positiva, mientras que los vértices restantes los llamaremos vértices frontera. Con esta
terminologia también llamamos grafica interior a la grafica inducida por los vértices interiores.
Ademsds, debemos notar que los monomios que se utilizan para cubrir a la gréfica G,_1 3 sélo
dan lugar a las siguientes figuras: vértices aislados (las esquinas del tridngulo mas grande), a
lineas que unen dos vértices en la frontera o a tridngulos que apuntan hacia abajo. Por esta
razén, al referirnos a tridngulos de aqui en adelante, sélo consideramos aquellos que apuntan

hacia abajo. Antes de pasar al teorema tenemos un resultado técnico.

Proposiciéon 3.1.1. Para todo r # 5 se cumple que la configuracion que mazximiza el nimero
de tridngulos disjuntos que cubren a los vértices interiores de la grdfica Gr3 es tal que los
tridngulos estan separados entre si por 2 tridngulos sin usar en las direcciones paralelas a los
lados del tridangulo mds grande dibujado por G, 3, ademds se utiliza un tridngulo que consta

de al menos dos vértices frontera.
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Demostracion. Esta proposicién nos dice que tal configuracién es una traslacion del cubri-
miento estandar, es decir, tiene la forma de la figura 3.6. El resultado se sigue observando
que si existen dos triangulos separados por un tridangulo no usado, esto obliga a tener una
configuracién como en la figura 3.1.1.a), donde los puntos rojos no pueden ser cubiertos si
r # b5 ya que cualquier tridngulo que los cubra intersecta a los tridngulos anteriores. Ademsds,
si existe una separaciéon de mas de dos tridngulos, entonces, como se aprecia en la figura
3.1.1.b) los puntos rojos no pueden ser ambos cubiertos sin que se forme una interseccién de
tridngulos. Para la segunda parte el lector puede verificar facilmente que para los casos donde
r = 1,2 mddulo 3, cualquier configuracién que satisfaga la primer parte también satisface que
utiliza un tridngulo con dos vértices en la frontera; Para el caso donde r = 0 mdédulo 3 sélo
existen dos configuraciones posibles, es ficil ver que la configuracién que utiliza un triangulo

con dos vértices frontera maximiza el nimero de tridngulos disjuntos. O

NN
AVAVAVAVAVAVAVAN
\VAVAVAVAVAVAVAV

Figura 3.6: Cubrimiento con el maximo niimero tridangulos disjuntos de los vértices interiores.
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a) b)

Figura 3.7: Cubrimiento de vértices internos con tridngulos disjuntos.

El resultado que presentamos a continuacién nos dice que el niimero minimo buscado
coincide con las funciones Lo y f, mas adin, nos da un conjunto de monomios, a saber, los

monomios de grado r en G, 3 que pertenecen a la clase cromdtica del 1.
Teorema 3.1.1. Para todo d > 0 se cumple f(r,3) = f(r,3) = La(r,3).

Demostracion. Haremos induccion sobre r en cada caso segin la congruencia médulo 3, pues

como se puede apreciar en la figura 3.8 el caso (r — 3,3) se anida en (r, 3).

A/AVAR
187 AVAVAS
A7AVERVAA
LN NN
Y ANANAVAV

)/ AVAVAVAVAVA
YAVAVAV \VAVAVAN

Figura 3.8: Cubrimiento éstandar del caso (r — 3,3) anidado en (r, 3).

Veamos primero que el cubrimiento estandar utiliza el minimo ntimero de tridngulos nece-
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sarios, pues los vértices interiores s6lo pueden ser cubiertos por tridngulos. Los casos base son
cuando r = 1,2, 3, en cada uno de ellos puede comprobarse que no se puede cubrir la gréfica
con menos triangulos de los que utiliza el cubrimiento estandar. Para el paso de induccién
argumentamos que cualquier cubrimiento restringido a la grafica interior es un cubrimiento
del caso r — 3, luego no puede usar menos triangulos que los utilizados en el cubrimiento
estdndar del caso r — 3. Ademas, dado que en el cubrimiento estdndar los tridngulos son
disjuntos por pares, por conteo, con este ntimero de tridngulos el cubrimiento estdndar maxi-
miza el nimero de puntos cubiertos en la frontera de la gréfica G,_3 3, ahora sélo falta cubrir
algunos vértices frontera de la gréfica interior G,_33 que son vértices interiores de la gréfica
G 3. Pero los tridngulos utilizados para cubrir estos vértices se utilizan de forma 6ptima ya
que se maximiza el nimero de tridngulos que cubren dos puntos interiores y sélo un punto
frontera, de donde el cubrimiento estandar utiliza el minimo nimero de tridngulos necesarios

para cualquier cubrimiento.

Veamos ahora que ningun cubrimiento de la grafica G, 3 con mas triangulos que el cubri-
miento estandar puede mejorar el nimero de elementos utilizados. Analicemos los tres casos
segun la congruencia médulo 3, en la figura 3.9 pueden apreciarse los tres casos, es facil probar
que en general los casos se comportan de esta forma, es decir, puede apreciarse (figura 3.9 a)
que en el caso r = 2 mod 3 se utiliza el triangulo mas cercano al monomio xg_l y los otros
tridngulos méas cercanos a las otras variables no son utilizados; de forma similar en el caso
r = 1 mod 3 (figura 3.9 b) de los tres tridngulos més cercanos a los monomios :v;_l, 1=20,1,2
sélo se utiliza el correspondiente al monomio :L"{‘l y, finalmente para el caso r = 0 mod 3

ninguno de estos tridngulos se utiliza (figura 3.9 c).

Para los casos en que r = 1,2 mdédulo 3, el cubrimiento estandar satisface las propiedades
de la proposicién anterior, es decir, incrementar el niimero de tridngulos hace que existan
intersecciones entre estos, a pesar de que el caso r = 5 no esta considerado en la proposicion,
este puede verificarse como cubrimiento 6ptimo facilmente. Luego, si se agregan [ tridngulos
al menos aparecen [ intersecciones, pues si quitamos un tridngulo con interseccién, tendremos
por induccién al menos [ — 1 intersecciones, junto con el punto de este tridngulo tenemos
al menos [. Con este argumento tendriamos que al agregar [ tridngulos se cubren a lo més
3l — | = 2] vértices mas que con los tridngulos del cubrimiento estdndar, que a lo méas pueden

mejorar en %l = [ lineas el cubrimiento, de donde el cubrimiento estandar no se mejora. Para el
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a) r =2 mod 3 b) r =0 mod 3 ¢) r=1mod 3

Figura 3.9: Casos segtin congruencia modulo 3.

caso en que r = 0 médulo 3, es posible aumentar un tridngulo y cubrir exactamente 3 vértices
frontera mas que con el cubrimiento estdndar, pero este nuevo cubrimiento coincide con la
configuracién de la proposicion anterior y es tal que deja aislados a los vértices del triangulo
mds grande, lo que obliga a que el cubrimiento no mejore, pues a pesar de cubrir tres vértices
mas con un tridngulo, se deben usar tres monomios para cubrir sélo estos tres vértices. Si
aumentamos el nimero de tridngulos el argumento de antes nos dice que al aumentar [ > 2
tridngulos, cubre a lo mas 2l vértices més que el cubrimiento estdndar, pero las lineas sélo
mejoran en a lo més [, de donde el cubrimiento no mejora.

Lo anterior nos dice que no es posible mejorar el cubrimiento estandar aumentando el
namero de triangulos, ademas, el cubrimiento estdndar utiliza el mayor nimero de lineas
posibles para cubrir los vértices frontera restantes. De donde el cubrimiento estandar es un
cubrimiento 6ptimo de la gréafica G, 3 y esto nos dice que el minimos nimero de monomios
para formar un multicomplejo puro coincide con la clase cromatica del 1 y con los collares

aperiédicos correspondientes. O

3.1.2. El caso f(3,d)

Es esta seccion probaremos que la primer parte de la conjetura 2.1.2 es cierta para cuando
el grado de los monomios maximales es 3 y tenemos las d variables x1, xo, ..., z4_1. Iniciamos

con algunos resultados que nos ayudaran en la prueba del teorema principal de esta seccién.

Proposicién 3.1.2. La coloracion estandar p,q es una coloracion propia de la grdafica Gy 4.
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Mas ain, se cumple x(Gyq) < d.

Demostracion. Sean m y m' dos monomios adyacentes en G, 4, es decir, existen dos variables
distintas z; y x; tales que m = ;‘"—;m’. De donde p(m) — p(m’) =i — j # 0 mod d, luego m y

m’ tienen diferente color y p es una d-coloracién propia. O
Proposicién 3.1.3. Cada clase cromdtica en G, q es un conjunto cubriente en G,_1 4.

Demostracion. Sea m un monomio en G,_14 y consideremos todos los monomios zom,. ..,
xq4—1m, los cuales forman una gréfica completa K, en G, 4. Como p es una coloracién propia,
entonces cada color aparece exactamente una vez en Ky, es decir, cada monomio m en G,_1 4

estd cubierto por al menos un monomio de G, 4 de cada color. ]

Proposicién 3.1.4. Para cada clase cromatica A en G, q y para cualesquiera dos monomios
m,m’ € A, definimos B,, y By, como el conjunto de monomios en Gr_1,q4 cubierto porm y m/
respectivamente. Entonces BN B,,y = 0. Es decir, dos elementos en la misma clase cromdtica

cubren vértices disjuntos en Gr_1 4.

Demostracion. Supongamos que no es cierto, es decir, existe una clase cromdtica A y dos

monomios m,m’ € A tales que B N B, # (). Luego, existe m” tal que es cubierto por m y

m/, de donde m = x;m” y m’ = xy;m”, pero entonces m = Zim/ contradiciendo el hecho de
J

que la coloracién p es propia. Por lo tanto B N By, = 0. ]

Estamos listos para probar el resultado principal de esta seccion que prueba un caso mas

de la conjetura 2.1.2.
Teorema 3.1.2. Para todo d > 0 se cumple f(3,d) = f(3,d) = L2(3,d).

Demostracion. Observemos que basta probar que la clase cromdtica del 1 en G4 cubre de
2

forma éptima a la grafica Gg 4. Consideremos los vértices en G4 que son de la forma x7,

estos vértices sélo pueden ser cubiertos usando vértices en G4 de la forma xf o) m%xj donde
1 # j. Mostraremos que para cualquier d > 0 se usa a lo mas un vértice de la forma x:? Para
d <1 el resultado es claro. Dado que el vértice :1:? tiene color 3i mod d, este estd en la clase
cromética del 1 si y sélo si la siguiente ecuacion tiene solucién para ¢ con 1 <i < d—1 (pues
suponemos d > 2):

3i—1=0 mod d. (3.1)
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Observemos que se tiene la siguiente desigualdad 1 < 3i — 1 < 3d — 4, luego, la ecuacién 3.1
tendria dos soluciones si se satisface 3ig — 1 = d y 3i; — 1 = 2d para algunos ig < i1, entonces
3(iy —ip) = d(2 — 1) = d, es decir, d es multiplo de 3, lo cual es una contradiccién pues la
ecuacién 3.1 no tiene solucion para d = 3k, de donde existe a lo mas una solucién de 3.1.
Para concluir la prueba basta observar que después de cubrir los vértices de la forma
xf en Gg 4 todos los demés monomios son cubiertos por monomios de la forma z;z;z) con
i < j < k, més aun, la proposicién 3.1.4 nos dice que se cubren de forma 6ptima debido a que
cada monomio cubre disjuntamente de los otros a 3 monomios en G 4, de donde no pueden
ser cubiertos los monomios en G2 4 con menos monomios que f(3,d). En la figura 3.1.2 se

puede obsevar el caso d = 8. O

2
rnx
CC% 01 Xox1 .%'%

Figura 3.10: Cubrimiento de los monomios en G2 4 con la clase cromdtica del 1 en G3 4. Por
ejemplo, x%xl cubre a x% v xox1, mientras que xorsrg cubre a xgxs3, ToTg y T3xg, ¥ x% cubre

a 3.

3.2. Funciones generatrices

Durante la investigacion para demostrar el teorema 3.1.1 se encontré una férmula alter-
nativa para f(r,3), la cual puede considerarse como un polinomio en dos variables, a saber,

sir=3m+k, donde m = [§| y k =r mod 3, entonces tenemos la siguiente igualdad:
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f(r,3) = (m+ 1)M.
2

Para verificar esta férmula basta ver que f(r,3) = Z:zg a;, donde {a;} es la sucesién
(0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,...), esto puede verse utilizando la gréfica G, 3, o de forma mas sencilla
podemos evaluar cada uno de los casos k = 0, 1, 2 en la férmula de L. Esta formula nos condujo
a investigar si de forma similar existian polinomios p en dos variables cuya evaluacion en
ciertos puntos dieran como resultado la relacién p = f = L. Para encontrar tales polinomios
se puede proceder como el caso de f(r,3) y encontrar una sucesién {a;} tal que f = >_ a;.
Cabe mencionar que la sucesién {a;} puede ser muy complicada para encontrar una férmula
con la que pueda ser facil trabajar, sin embargo, es posible realizar el mismo proceso con la
sucesién {a;}, es decir, encontrar una sucesién {b;} con a; = 3 o;<; b;, luego, tendrfamos
la relacién f = > Zj':o b;. Continuando con este proceso podemos encontrar el polinomio
deseado.

Con ayuda de un programa pudimos obtener las sucesiones necesarias para encontrar

algunos polinomios, la tabla siguiente muestra las sucesiones de las funciones Ly(r, k) para k

fijo.

v | Lo(r0) | Lo(r1) | Lo(r2) | La(3) | Lo(r4) | La(r5) | La(r,6) | La(r.7) | La(r,8) |

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 1 1 2 2 3 3 4 4

3 0 1 2 3 5 7 9 12 15
4 0 1 2 5 8 14 20 30 40
5 0 1 3 7 14 25 42 66 99
6 0 1 3 9 20 42 75 132 212
7 0 1 1 12 30 66 132 245 429
8 0 1 4 15 40 99 212 429 800
9 0 1 5 18 55 143 333 715 1430

Cuadro 3.1: Tabla de valores de la funcién Ly = f.

A continuacién presentamos un ejemplo de como obtener el polinomio correspondiente a

f(r,9), la siguiente es la tabla de las sucesiones obtenidas para este caso, en esta se puede
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observar que la suma sobre un rengléon hasta la columna 7 da como resultado la entrada

correspondiente a la columna ¢ en el renglén anterior.

Caso (1,9)
0|1 5 | 18|55 | 143 | 333 | 715 | 1430 | 2700 | 4862
0|1 4 | 13|37 8 | 190|382 | 715 | 1270 | 2162
01| 3 |9 (24| 51 |102]192| 333 | 555 | 892
011 2 6 | 15| 27 | 51 90 141 222 | 337
0]1] 1 419 12 | 24 | 39 51 81 115
01| 0 315 3 12 | 15 12 30 34
Oj1|-1|3 ] 2| -2 9 3 -3 18 4

Cuadro 3.2: Tabla de las sucesiones de diferencias para el caso f(r,9).

Notemos que en la férmula de Ly(r,9), el indice de la suma que es d|(r+9,9), puede tomar
solamente los valores 1, 3 y 9, sin embargo, dado que p(9) = 0 este valor puede omitirse. Este
argumento nos da indicios para descomponer a r utilizando médulo 3, es decir, consideramos
r=3m+k.

Como en el caso de f(r,3), buscamos un polinomio en funcién de m y k, donde m = |%]
y k = 3 mod r, observando el comportamiento de la tltima sucesién en la tabla 3.2 podemos
obtener un polinomio para la pentiltima sucesion, a saber es la suma de las siguientes dos
sucesiones: la primera es (0,1, —1,0,2,—2,0,3,—3,...), mientras que la segunda sucesién es
(0,3,12,30,60,...) cuyas férmulas en términos de m y k son (m+1)(2k —k?) y (w)
respectivamente. De donde obtenemos un polinomio pg en dos variables para la sucesion del
pentltimo renglén, a saber, pg(m, k) = 3{m® + 3m? + 2m + 4mk — 2mk? + 4k — 2k?}.

Ahora debemos encontrar un polinomio ps(m, k) para la sucesién del renglén anterior que
es el quinto, buscamos que el polinomio evaluado en (m,k) sea igual al n-ésimo término,
donde n = 3m + k. Es decir, tenemos la siguiente relacién ps(m, k) = > ;" pe(m;, k;), donde
n; = 3m; + k; es el n;-ésimo término de la sucesién en el sexto renglén.

Utilizando el polinomio encontrado para pg obtenemos la relacion:

pe(m, k) :%{Zm§+3zm§+2zmi+4zmiki—2Zmik§+42ki—22k§}.
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Donde todas las sumas son sobre ¢ = 0,1,...,n y n = 3m + k. Para encontrar el poli-
nomio solo falta encontrar expresiones de las sumas » ;" mk (1 =1,2,3), Yoo KL (1=1,2),
Y Do mzkﬁ (I = 1,2) en términos de m y k, donde n = 3m + k y ademds en cada suma
i = 3m; + k;. Una vez que encontramos las expresiones para las sumas anteriores pode-
mos sustituir sus valores para obtener el polinomio ps(m, k), después debemos encontrar el
polinomio p4 y asi sucesivamente hasta encontrar el polinomio p;(m, k) que es el polinomio
que representa la primer sucesién que corresponde a La(r,9). Durante este proceso se deben

encontrar expresiones para sumas cuya forma general es:

ng‘k?, donde ¢ = 3m; + k;. (3.2)
i=0

Es posible encontrar las expresiones de estas sumas utilizando las férmulas para la suma de
las g-ésimas potencias de los primeros niimeros naturales, es decir, sumas de la forma 9.
Ademds, estas expresiones deben estar en términos de m y k, donde n = 3m + k, veamos el

siguiente ejemplo para calcular Z?:o /{:ZZ, tenemos que

Sk = (041742 + .+ (02417420 407+ .+ K

k(k +1)(2k + 1)
6

1
= %{30771 + 2k% + 3k% + k}.

= dm+

Sin embargo, para nuestro caso particular sélo utilizamos valores de k entre 0 y m — 1,
de donde basta encontrar polinomios en k que tengan los valores que buscamos en los puntos
0,...,m — 1. En el ejemplo anterior necesitamos un polinomio en k£ que tome los valores 0, 1

y 5 en 0, 1 y 2 respectivamente, luego la expresiéon queda:

- 1
> k= 5 {10m + 3k% — kY.
=0

Esta dltima expresién es mas sencilla que la de antes. En general podemos utilizar poli-
nomios en k de grado minimo que satisfagan las m relaciones necesarias. Este proceso reduce

significativamente la complejidad de los polinomios encontrados en cada paso.
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Al finalizar el proceso obtenemos un polinomio p = p; en dos variables que coincide con las
funciones Lo y f, sin embargo debemos probar esta igualdad, lo cual se puede hacer separando
cada caso segin r = 3m, r = 3m+1 o r = 3m+2 y hacer la evaluacion de la férmula obtenida

para Lo, una vez hecho esto, tenemos las herramientas necesarias para enunciar el siguiente
resultado.
Proposicién 3.2.1. Para todo r > 0 tal que r = 3m + k, donde m = L%J y k=1 mod3 se
cumple:
_ 1
fr,9)=Lo(r9) = i {243m® + 2916m" + 14742m° + 40824m° + 67347Tm*+
67284m> + 38628m? + 9936m + 648m "k + 6804m°k + 28476m°k +
59220m*k + 59612m3k + 17976m?*k — 11456mk + 756m°k* +
8316m°k? + 37380m*k* + 87780m>k* + 113064m>k? + 75264mk* +

20160k* — 6720k } .

Otra forma de obtener polinomios en dos variables que cumplan las mismas condiciones
que los polinomios encontrados con el procedimiento anterior es multiplicar por polinomios en

k en la férmula de Ly. Veamos como encontrar el polinomio para f(r,9). Tenemos la siguiente

igualdad.

00 = g X (T30

d|(r+9,9)

- {20}

Donde p(k) es un polinomio que toma el valor 1 si 3|r y 0 en otro caso, es decir, p(k) =1

si k =0y p(k) =0sik =1,2. El polinomio de grado minimo que satisface lo anterior es

p(k) = %kQ — %kz + 1. Ahora podemos escribir » = 3m + k y sustituir en la expresion anterior

para encontrar el polinomio.

F@m+k,9) = 3m+1k+9{<3m+9k+9>_p(k)<(3m+§+9)/3>}

_ M{<3m+9k+9)—;(k2—3k+2)<(3m+§+9)/3>}.
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Es facil ver que la expresién anterior nos da un polinomio en dos variables que satisface
las condiciones deseadas, sin embargo, el polinomio resultante es mucho més complicado que
el polinomio encontrado en la proposicion 3.2.1, pues aparecen muchos mas términos, como

los términos donde k tiene potencia mayor a 2.

Cabe mencionar que durante esta investigacién pudimos encontrar un error en la sucesién

A011845 en The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, pues esta sucesion contaba el

49
nimero de collares aperiédicos con 9 perlas negras y r perlas blancas con la férmula L(Tff_g) IE

sin embargo esta no coincide con la férmula Ls(r,9). Cuando r es divisible por 3 tenemos que

la férmula de Ls(r,9) queda:

o = {9

(s i(rz +9r + 18)
r+9 162 '

Observamos que ﬁ(r2 +9r +18) > 1 si r > 8, de donde la expresién anterior no coin-
(5%

r+9

cide con la parte entera | | mencionada anteriormente, luego las férmulas difieren. Con
este analisis corregimos la definicion de la sucesion A011845 y anadimos la sucesion nueva
A 263318 que contiene la descripcion de los collares aperidédicos con 9 perlas negras y r perlas
blancas. Ademéds, con ayuda del polinomio que encontramos para f(r,9) realizamos un pro-
grama que puede calcular facilmente los valores de f(r,9), con ello agregamos a la sucesion

nueva una tabla con los primeros 100 valores de dicha funcion.

Otra aplicacién inmediata del polinomio encontrado para f(r,9) es la facilidad para en-
contrar la funcién generatriz de la sucesion que representa. Veamos como encontrar la funcion
generatriz de la sucesién f(r,9), es decir, buscamos una funcién racional para la expresion
> >0 f(r,9)z". Observemos que podemos separar la suma segtin la congruencia médulo 3 del
indice, después utilizamos para cada caso el valor del polinomio cuando fijamos la variable k,
es decir, sustituimos la variable que corresponde al residuo médulo 3. Asi, podemos obtener

las siguientes igualdades:
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S Fr 9" = > FBr9)z + ) FBr+ 1,927 4> F(3r+2,9)2%

r>0 r>0 r>0 r>0
= > FBr9a” +2> FBr+1,92% +27 ) f(3r+2,9)2°
r>0 r>0 r>0
= 13440 Z a3 pg(r) + ... + Z ra3Tpy(r) + Z 3 po(r) 3,
r>0 r>0

donde los p;(r) son polinomios de grado 2. Luego, para encontrar la funcién generatriz

3 con i = 0,...,8, después sustituir

: i
basta encontrar expresiones para cada suma ) o7’z
en la expresién anterior para encontrar la suma. Para el caso de f(r,9) tenemos el siguiente

resultado.

Proposicién 3.2.2. Para todo x tal que |z| < 1, se sumple:

30w = £
>0

Siguiendo el mismo procedimiento que antes podemos encontrar polinomios para los casos
f(r,2), f(r,3), f(r,4) y f(r,5), los cuales pueden ser verificados realizando las operaciones
correspondientes. Podemos observar que estos casos son de la forma f(r,p?) para algtin primo
p, luego, dado que p(p?) = 0 si ¢ > 2, podemos descomponer en cada caso a r utilizando el

modulo p, es decir, en cada caso consideramos r = pm + k, donde m = L%J y k = r médulo p.

A continuacién presentamos los polinomios que encontramos durante la investigacion.

Proposicién 3.2.3. Para todo r > 0 tal que r = pm + k, donde m = L%J yk=r modp se

cumple:
f(r,2) = La(r,2) = m + k, tomando p = 2,
_ 2k
f(r,3) = La(r,3) = (m+ 1)3mT+7 tomando p = 3,
_ 2 k
f(r,4) = La(r,4) = (m+ 1)(m + 2)mT+3, tomando p = 2,
f(r,5) = La(r,5) = {1250m* + 2500m* + 1750m?* + 500m+

240
1000m>k + 1500m2k + 700mk + 300mk? + 40mk> + 300m?k? +

128k + 126k% — 15k* — 5k* + Tk® — k°} | tomando p = 5.
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De la misma forma que en el caso f(r,9) estos polinomios nos ayudan a encontrar facil-

mente las funciones generatrices correspondientes.

Proposicién 3.2.4. Para todo x tal que |x| < 1, se sumple:

5[72
2 Laln. 2" = s

n>0
X
L2 n, 3)37" = 5
2 (2P0
€T

ZLQ(T},,4)3§‘” = (.%' _ 1)4(1, + 1)2’

n>0
25(1 — 2 + 2?)

Lo(n,5)z" = .
nZ:O 2(n,5) (1—2)°(1 + o+ 22 + 2% + 2*)
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Capitulo 4

Conclusiones

Para finalizar daremos las conclusiones obtenidas durante la investigacién para la realizacién

de este trabajo.

= En primer lugar tenemos los teoremas 3.1.1 y 3.1.2 que prueban la conjetura 2.1.2 para
dos familias infinitas, implicando la relacién entre las funciones f, f y La que en principio

no era evidente.

= Con ayuda de la teoria general de la funcién de M6bius pudimos hacer una demostracion
de la féormula Lo que cuenta collares binarios aperiddicos, la cual a pesar de ser conocida,

no encontramos ninguna demostracion escrita.

s También pudimos obtener los polinomios en dos variables para algunas sucesiones de
la funcién Lo, cabe mencionar que estos polinomios pueden ayudar a calcular de forma
mas rapida estas sucesiones, debido a que los polinomios encontrados con esta técnica
tienen menor complejidad que los obtenidos mediante hacer la sustitucién r = pm + k
en la férmula de Lo correspondiente. Otra aplicacién de estos polinomios es que facilitan
encontrar las funciones generatrices correspondientes a cada sucesion, ademads, el pro-
cedimiento puede ser aplicado para encontrar mas sucesiones y asi también sus funciones

generatrices.

= Debemos mencionar la recopilacién que se hizo en este trabajo sobre las distintas teorias,
pues pudimos apreciar como se relacionan entre ellas, asi como dar una aplicacién im-

portante para obtener nuevos resultados.

51
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= A pesar de haber utilizado un resultado publicado para demostrar la segunda igualdad
de la conjetura MNRV (2.1.2), la conexién entre este resultado con las graficas G, 4,
los collares y los multicomplejos resulta ser muy interesante y nos da una opcién para
hacer investigacién. Otro trabajo a futuro puede ser intentar incorporar nuevas teorias
para poder demostrar las conjeturas, por ejemplo, la teoria de Ehrhart donde inter-
vienen politopos y cuasipolinomios, que pueden considerarse como las graficas G, 4 y los
polinomios en dos variables encontrados, esto para tener un resultado general sobre las

funciones generatrices de las sucesiones.
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