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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccidon

Si queremos hablar de la aplicaciéon de la matematica para resolver problemas
reales, tendriamos que recurrir a las areas del conocimiento que resalten de un modo
significativo la interaccién entre ellas y la matematica. Un ejemplo bastante ilustra-
tivo de lo que es la interdisciplina en la ciencia lo tenemos en la biologia matematica.
En este campo de estudio se necesita una comprension profunda de los problemas
biolégicos y contar con las herramientas matematicas necesarias para su posible so-
lucion. Lo anterior queda plasmado en forma de lo que se conoce como un modelo
matematico. Un modelo matematico es una representacién abstracta de un problema
real a través del cual tratamos de analizar, describir, explicar, simular en general,
explorar, controlar y, lo més importante, tratar de predecir un problema o fenémeno
por medio de una formulaciéon matematica.

El proceso que se sigue para generar un modelo matematico es el siguiente:
1. Se busca un problema del mundo real.
2. Se formula el modelo, identificando variables y estableciendo hipédtesis lo suficien-

temente simples para tratarse de manera matematica.
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3. Se aplican los conocimientos matematicos.

4. Se comparan los datos obtenidos experimentalmente con los datos obtenidos a
partir del modelo.

En este trabajo se presentan algunos ejemplos que tratan de resaltar lo anterior. En
algunos de ellos el objetivo es determinar los maximos o minimos en problemas sobre
pesquerias aplicando la Teoria de Control Optimo.

En este tipo de problemas, a diferencia de los problemas que se resuelven con la
ayuda del Célculo usual, el dominio de las funciones a ser minimizadas no es un sub-
conjunto de un espacio de dimension finita, mas bien las funciones estan definidas
en alguna parte de un espacio de dimensién infinita.

Los ejemplos mas antiguos sobre problemas de minimos sobre espacios abstractos
estan en el célculo de variaciones.

En el célculo de variaciones se busca una curva que maximice o minimice cierta fun-
cion J.

En este campo se tienen curvas en el plano dadas por x = z(t) donde z( ) es una
funcién suficientemente bien comportada en el intervalo [to, t1]. Los puntos finales de
las curvas admisibles estan prescritos. La funcion J estd dada por una integral sobre

[to, t1] que involucra a x(t) y su derivada @(¢). Un ejemplo de lo anterior es

J(x) = / [ (0)? + b(E(t)?)dt

to

En este ejemplo, la integral es cuadrética en z(t) y 4(¢). Como un ejemplo sencillo

de lo anterior, se tiene la longitud de curva de la grafica de una funcién x(t)

J:/1[1+(a':(t))2]dt

to

en este caso el minimo es alcanzado por la recta que une los puntos inicial y final.

El calculo de variaciones inicia con el problema de la braquistocrona resuelto por
Bernoulli hace mas de 300 anos. Este problema trata sobre las lineas de deslizamiento
mas rapido. Dados dos puntos A y B, que no pertenecen a una misma linea vertical,
se trata de encontrar la curva que tenga la propiedad de que un punto material se

deslice por dicha curva desde el punto A hasta el punto B en el menor tiempo posible.
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La motivacion original del célculo de variaciones viene de la fisica clasica (mecénica,
6ptica) y geometria, pero alrededor de la mitad del siglo pasado parecia que el calculo
de variaciones no tenia una larga vida en la matemédtica. Sin embargo, en los anos
50’s del siglo pasado se encontraron nuevas aplicaciones.

A partir de las nuevas aplicaciones la teoria se extendié. Algunas de estas nuevas
aplicaciones se dieron en las ciencias aeroespaciales, procesos de control industrial,
y economia matematica. Tipicamente, estos ltimos problemas no son del todo el
tipo de problemas considerados en el calculo de variaciones, ya que algunas de las
variables que aparecen estan sujetas a restricciones. Ellos son sin embargo, de un
tipo de problemas llamados problemas de control 6ptimo.

En los problemas aeroespaciales, los ingenieros estuvieron interesados en el problema
de controlar un sistema gobernado por un conjunto de ecuaciones diferenciales. En
muchos problemas lo que se queria era controlar el sistema con el propdsito de que
un indice de rendimiento en particular fuese minimizado. De lo anterior, resulté que
se podian obtener grandes ahorros en el costo con una pequena mejora en el rendi-
miento con lo que la operaciéon éptima se convirtié en algo muy importante.

En el céalculo clasico de variaciones existen tres problemas de optimizacion que son
equivalentes: el problema de Bolza, el problema de Lagrange, y el problema de Ma-
yer, los cuales tratan de minimizar un indice de ejecucion de un sistema gobernado
por un sistema de ecuaciones diferenciales. Existen dos diferencias entre estos pro-
blemas y el problema de control éptimo. Las ecuaciones diferenciales involucradas
son de un tipo ligeramente menos generales en los problemas de control éptimo y
ciertas variables llamadas variables de control deben de pertenecer a un conjunto
cerrado, mientras que para los problemas de Bolza, Lagrange y Mayer, las variables
del problema se supone estan en un conjunto abierto.

Las condiciones necesarias para la optimizacion del problema de control éptimo fue-
ron derivadas por Pontryagin, Boltyanskii y Gamkrelidze. En la terminologia comin

estas condiciones necesarias se conocen como el “Principio de Pontryagin”.
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1.1.1. Problema de produccién 6ptima

Para manejar eficientemente una poblacién, lo primero que se tiene que hacer es
entender su dindmica. El problema central es como producir la mayor cosecha posible
sin comprometer la existencia del recurso cosechado.

Para muchas poblaciones en cosecha la unidad importante de medida es la produc-
cién. La produccién puede ser expresada en niimero, o por peso de los individuos
y siempre involucra una unidad de tiempo (generalmente la medida es un ano). El
objetivo es obtener la produccién éptima de cualquier poblacién en cosecha. El con-
cepto de produccion maxima sustentable ha sido la base para el manejo cientifico
de recursos desde los anos 30’s del siglo pasado. Primero se considera la situacion
simple en la cual la maxima produccién de biomasa define a la produccién 6ptima.
Implicitamente en este concepto estd la idea de produccion sustentable sobre un pe-
riodo de tiempo grande.

En una poblacién que es explotada, usualmente habra una parte de la poblaciéon que
no sera capturada por el tipo de artes de pesca que se usen o que no esta a proposito
cosechada. En una pesqueria, el interés, en general, se centra en la produccién en pe-
so. Existen dos factores que hacen que decrezca el peso del stock capturado durante
un ano: la mortalidad natural y la mortalidad por pesca. Similarmente hay factores

que incrementan el peso del stock: el crecimiento y el reclutamiento.

1.1.2. Pesquerias

La pesca es una actividad multidisciplinaria donde estan involucrados una gran
cantidad de procesos de indole biolégicos, econdémicos, sociales, energéticos, etc., los
cuales se pueden separar en 3 grupos entrelazados:

1. Recursos

2. Unidad de pesca

3. Contexto socio-econémico

Para aprovechar el recurso es necesaria la investigaciéon bioldgica y conocer cémo
es la dinamica de la poblacién. El segundo grupo tiene que ver con la captura y el
procesamiento de la biomasa capturada, y el tercer grupo se refiere a las actividades

econdémicas y sociales que llevan el producto al consumidor.
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En una pesqueria se pretende disenar politicas de explotacion éptimas de acuerdo con
ciertos criterios socio-econémicos y ecoldgicos, que definen una serie de restricciones
impuestas por el tipo de economia de la sociedad.

Una definicién importante en las pesquerias es el esfuerzo de pesca. Esto representa
el nimero de artes de pesca (equipo empleado para la captura) de un tipo especifico
utilizado en los caladeros (zonas donde se colocan las redes de pesca) en una unidad
de tiempo determinada, por ejemplo el nimero de horas de arrastre, nimero de
anzuelos lanzados o niimero de veces que se cobra una red de cerco por dia.

Por 1ltimo, se define biomasa como la materia total de los seres que viven en un

lugar determinado, expresado en peso por unidad de area o de volumen.

1.1.3. Control biolégico

Algunas especies interfieren con las actividades del hombre, en tales caso se eti-
quetan como plagas. La primera idea sobre las plagas es que hay que controlarlas.
Los controles usados en este contexto deben entenderse como un control de danos.
Una de las formas de controlar los danos es reducir el promedio de abundancia de
las especies que son plagas, pero existen otras formas de reducir los danos causados
por las plagas sin afectar la abundancia.

Una especie se define como controlada cuando no causa danos econémicos excesivos
y no controlada cuando se producen esos danos. La frontera entre estos dos estados
dependera de la plaga particular.

De los diferentes tipos de control, existen los que se llaman controles biolégicos. El
control biolégico es un tipo especial de control en el cual el dano causado por una
plaga es reducido o eliminado por un agente biolégico. El control biolégico es un
intento de reducir la densidad promedio de la plaga por la accién de enfermedades,
parasitos o depredadores. Esto es un aspecto del problema de regulacién natural del

tamano de la poblacién.

1.1.4. reconocimientos

Es trabajo se desarrollé dentro del proyecto PAPIIT IN112715 y se agradece el

apoyo recibido.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Preliminares

Con el propésito de que el lector tenga una idea, aunque general, de lo que se
discutird en todas las secciones del material que aqui se presenta, a continuacion se
muestran los resultados mas importantes que le dan sustento tedrico a este trabajo.
El control 6ptimo es un conjunto de técnicas matematicas usadas para determinar
el control y las trayectorias de un sistema dindmico que minimizan una funcional de
costo sobre un intervalo de tiempo.

Una funcional es una funcion cuyo dominio de definicién es un conjunto de funciones,
en donde a cada funcién le asocia un nimero real. En nuestro caso las funcionales que
nos interesan dependeran de un conjunto de funciones w;(¢) llamadas funciones de
control, con las cuales el valor de la funcional puede ser modificado.

Con base en lo anterior, podemos centrarnos en el problema que queremos resolver:
., Cémo escoger la funcién de control para que un sistema se comporte de manera
deseada y con un costo minimo? Por supuesto, la estrategia de control precisa de-
pendera del criterio usado para decidir qué es lo que se entiende por “costo minimo”.

Veamos el planteamiento tedrico.
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Para que la matematica nos pueda ayudar a resolver problemas de la vida real, nece-
sitamos conocer el modelo matematico que describe al sistema fisico de interés. Para
ello, necesitamos conocer las ecuaciones diferenciales que relacionan el conjunto de
entradas, salidas y las variables de estado que lo determinan. En el tipo de problemas
que se tratan de resolver en este trabajo, las ecuaciones diferenciales dependen, entre
otros factores, de ciertas variables (variables de control), las cuales se pueden modi-
ficar a lo largo de la evolucion del sistema. El problema de control 6ptimo consiste
en encontrar, de todas las posibles trayectorias del sistema, aquella que iniciando en
t =0 en 2y y que termina en 7" = ¢t en x; minimiza el valor de cierta funciéon costo
J.

El estado de un sistema dindmico es el conjunto més pequeno de variables (llamadas
variables de estado), tal que el conocimiento de esas variables en t = ¢, conjunta-
mente con el conocimiento de la entrada parat tj, determinan completamente el
comportamiento del sistema para cualquier tiempo. Dicho de otra manera, conoci-
das las variables de estado en el instante de tiempo inicial y las evoluciones de las

entradas para tiempos t  tg, el estado futuro del sistema queda determinado.

2.1.1. Medida de Ejecucion

Tomemos el sistema determinado por n ecuaciones diferenciales no lineales de la

forma
x(t) = f(xlv y Lny UL, )um7t) (21)

sujeto a la restriccion

donde z(t) es el vector de estado y f es un vector con componentes

fi(a:la y L,y U, 7un7t)

donde las f; son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas y tal que
la solucién de la ecuacién (2.1) existe y es tnica para una condicién inicial dada.
Un indice de ejecucién, (o funcional de costo), J es un escalar que depende de las

variables de control. Diferentes valores de las variables de control implican diferentes
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trayectorias del sistema dinamico. Lo anterior se debe tener en cuenta para determi-
nar el vector de control que maximice .J. El problema central de cualquier intento
de optimizacion dinamica es la busqueda de un control que maximice o minimice un
criterio representativo del sistema.

Nuestro problema en si, es escoger u(t) que minimice

t
J(u) = ®lx(t1),t1] + / 1 F(x,u,t)dt (2.3)
to

sujeto a (2.1) y (2.2) y tal que al tiempo t;, el estado del sistema es z;. Las funcio-
nes ¢ y F son funciones escalares, continuas y tienen primeras derivadas parciales
continuas.

Si suponemos que no existen restricciones sobre los controles u;(t) y que J(u) es
diferenciable, es decir, que si u y u + du son dos controles para los cuales J esta

definido, entonces
AJ=Ju+dou) J(u)=14dJ(u,d)+ [(u,du) du (2.4)

donde §J es lineal en du y B(u,déu)  0si ou 0 . En la ecuacién (2.4), a §J
es lo que se conoce como la Variacion en J correspondiente a una variacion du en
u. El control u* es un extremal y la funcional J tiene un minimo relativo en u*, si
existe € > 0 tal que para todas las funciones u que cumplen con v u* < ey la
diferencia J(u) J(u*) es no negativa. Un extremal es un punto en donde la variacién

es cero.Un resultado fundamental es el siguiente.

Teorema 2.1 Una condicion necesaria para que J alcance un minimo en u* es que
u* sea un extremal; es decir

dJ(u*,0u) =0

para toda du.

Para una demostracién del teorema ver el libro de Kirk (1970, p.121). Con este

teorema y la ecuacién (2.3), introduzcamos un vector de multiplicadores de Lagrange

p= [plap2a "'7pn]T
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para formar una funcional aumentada incorporando la coaccion:
t1
Ja=tlat)t]) + [ [Pt 450 Dt 2.5)
to

Tomando al ultimo término que aparece en el integrando, (2.5) y haciendo las ope-

raciones que se indican, la integral se transforma en
t1
Jo = Plx(ty), t1] + / [F(x,u,t)+p' f plildt
to

Al integrar por partes el ultimo término de la integral se tiene

t1 t1

/ plidt = [pTx]% / plzdt
to to
que al sustituir en J, se obtiene
t1
Jo=tla(t)t) e+ [Pt eid (20
to

Ahora definimos

H(w,u,t) = F(z,u,t) +p' f (2.7)
la ecuacion (2.6) se transforma en

t1
Jo = ®le(t), )] [pTalll + / H(x,u,t) + 5]t
to

A H(z,u,t) se le llama el Hamiltoniano del sistema.
Suponemos que u es continua y diferenciable sobre ty ¢ ¢ y que t y t; son fijos.

La variacién de J, correspondiente a una variacién de du en u es

0, " TOH OH T
_ O oy 9 9.
6J, {( % P )(5x] » +/t0 [(‘31‘ dr + 7 ou+p 5:6] dt (2.8)

donde dz es la variacion en x en la ecuacién diferencial (2.1) debido a du . En este

punto se tiene que hacer la aclaracion de que

OH [aH OH aH}

Ox, Oxy’ 7 Ox,,

ox
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0% . OH
oz Y ou
Notese que para z(ty) estd especificado, entonces (6x);—y, = 0. Es conveniente

similarmente para

quitar los términos que involucran a dz en (2.8). Para ello se elige a p como:

0OH
)i = , 1=1,2, .. 2.9
p o n (2.9)
' 0P
i(ti) = 2.10
we) = 52| (210)
Con estos cambios, la ecuacién (2.8) se reduce a
t
''[OH
0J, = / [—511} dt (2.11)
0 LOu
y por el teorema (2.1), la condicién necesaria para que u* sea un extremal es que
0OH
=0, to t ti; 1=1,2, .. 2.12
|:aul:| _ ) 0 1, ? ) m ( )

Teorema 2.2 Condicion necesaria para que u* sea un extremal para la ecuacion
(2.3), sujeto a las ecuaciones (2.1) y (2.2), es que las ecuaciones (2.9), (2.10) y
(2.12) se cumplan.

Las ecuaciones de estado (2.1) y las ecuaciones adjuntas (2.9) dan un total de 2n
ecuaciones diferenciales no lineales con las condiciones a la frontera mezcladas x(to) y
p(t1). En general no es posible encontrar la solucién analitica por lo que se tiene que
recurrir a usar técnicas numéricas. Si las funciones f y F' no dependen explicitamente

de t , entonces derivando la ecuacién (2.7) se tiene,

aH _OF OF. 05 0f .
dt ax:B 8uu xx uu

de lo anterior, agrupando términos
dH  [0F = ;Of] . oF  ,;Of] .

dt [835 tp (’33:} v {(%

pero de (2.7) se tiene
dH  OH . n OH
dt  Ou Ox
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Pero como @(t) = f(x1,za, ..., Ty, Uy, Uz, ..U, T)

Entonces derivando en (2.7), se puede escribir como

d_H—a_H‘_|_ a_H_|_‘T f
dt_auu ox p

Si sobre una trayectoria 6ptima las ecuaciones (2.9) y (2.12) se cumplen, se sigue

dH

entonces que - = 0 cuando u = u*, y tal que

(H)u:u* = COTlSt, t() t tl (213)

Se ha supuesto que ¢; es fijo y que z(t;) es libre. Si este no fuera el caso, entonces
considerando la ecuacién (2.6) con (2.7), el término en 6.J, en (2.8) que estd fuera de

la integral, se obtiene

e

0D
T R—
(8x p)ox + (H + Y )ot (2.14)

t=t u=u*
Lo anterior por el teorema (2.1) debe ser cero, si las ecuaciones (2.9) y (2.12) se

cumplen.

De lo anterior se tienen algunos casos especiales importantes que se enlistan a con-

tinuacién: (la condicién (2.2) se cumple en todos los casos).

Tiempo final ¢; especificado

i) x(ty) libre.

En la ecuacién (2.14) se tiene 0t; = 0 pero dz(t1) es arbitrario, entonces la condicién

dada por la ecuacién (2.10) debe cumplirse.

ii) 2(t;) especificado.

En este caso dt; = 0, dx(t1) = 0 y la ecuacién (2.14) debe ser cero.

Las condiciones son por tanto

" (t) =z (2.15)

y la ecuacién (2.15) reemplaza a la ecuacién (2.10).
Tiempo final libre.
iii) z(t) libre.
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En este caso dt; y dx(t1) son arbitrarios por lo que la ecuacién (2.14) debe ser el

vacio, y la ecuacién (2.10) debe cumplirse junto con

[(H + %—f)] T 0 (2.16)

En particular si ® y dx(¢;) no dependen explicitamente de ¢ entonces las ecuaciones
(2.14) y (2.16) implican
(H>u:u* =0, ¢t 13 131 (217)

iv) z(t1) no especificado.

Solamente d0t; es arbitrario en la ecuacién (2.14), entonces las condiciones estan da-
das por las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.17).

Si las condiciones precedentes sobre x(t;) aplican solo para algunas de sus compo-
nentes, entonces dxq(t1) en la ecuacién (2.14) son independientes y se sigue que las

condiciones apropiadas se cumplen solo para esas componentes.

2.1.2. Principio de Pontryagin

En problemas de la vida real las variables de control usualmente estan sujetas a
restricciones en sus magnitudes de la forma wu;(t)  k;. Esto implica que el conjunto
final de estados que se pueden alcanzar estdn restringidos. El interés principal es
derivar las condiciones necesarias para que la optimizacion correspondiente al teo-
rema (2.2) se pueda tener para un caso no acotado. Un control admisible es aquel
que cumple con las restricciones, y se consideran las variaciones tales que u* 4 du es

admisible y du es suficientemente pequena de tal forma que el signo de
AJ = J(u" +ou) J(u")

donde J estéd definido en la ecuacién (2.3), estd determinado por ¢.J en la ecuacién
(2.4). Debido a las restricciones sobre du, el teorema (2.1) no aplica del todo y en

vez de ello se tiene una condicion necesaria para que «* minimice a J

0J(u*,0u) 0 (2.18)
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Se introducen los multiplicadores de Lagrange para definir a J, en la ecuacién
(2.5) y se escogen para que satisfagan las ecuaciones (2.9) y (2.10). La tinica diferencia

es que la expresion para .J, en la ecuacién (2.11) es remplazada por

t1

0 Ja(u, du) = / [H(z,u+ du,p,t) H(x,u,p,t)|dt (2.19)
to

y de la ecuacién (2.18) se sigue que una condicién necesaria para que u* = U sea un

control minimo es que 0.J,(u*, du) en la ecuacion (2.19) sea no negativo para toda du

admisible. Esto implica que
H(z*,u* + u,p*,t) H(z",u",p",t) (2.20)

para toda du admisible y para todo t en ¢y ¢t t;; por si la ecuacién (2.20) no se
cumple en algun intervalo to ¢ 3, con t3 ty arbitrariamente pequena, entonces
escogiendo du = 0 para t fuera de este intervalo 0.J,(u*, du) deberd ser negativa. La

ecuacién (2.20) establece que u* minimiza a H, entonces se establece:

Teorema 2.3 (Principio minimo de Pontryaguin). Las condicién necesaria para que
u* minimice a la ecuacion (2.3) es que se cumplan las ecuaciones (2.9), (2.10), y

(2.20).

Con una pequena diferencia en la definicion de H el principio se transforma en uno
de maximizar a H, y en la literatura se le conoce como el principio maximo. En estos
casos u* puede ser continua a trozos. Para una prueba rigurosa, ver Leitmann (1981)
y Macki y Strauss (1982).

Esta derivacién supuso que ¢; esta fijo y que x(t;) es libre; las condiciones a la frontera
para otras situaciones son las dadas anteriormente. También se puede mostrar que
cuando H no depende explicitamente de ¢ entonces (2.13) y (2.17) se cumplen para

cuando el tiempo final ¢; es fijo o libre.



Capitulo 3

Produccion maxima sostenible

3.1. Producciéon Maxima Sustentable en Sistemas

sujetos a Cosecha en mas de un Nivel Troéfico

En este capitulo mostramos como se utilizan modelos matematicos para estudiar
aspectos cualitativos de problemas que se origina en el manejo de pesquerias mul-
tiespecificas. Concretamente, se examina la produccién maxima sustentable de una
poblacién de interés bajo restricciones sobre la produccion de las otras especies cap-
turadas. Para esto, nos basamos en el trabajo de Beddington y May (ver [26]). Se ana-
lizan varias situaciones, (metaféricamente, krill- ballenas, krill-calamares-cachalotes,
y krill-.ballenas-pingiiinos), todas compartiendo la caracteristica que son especies
capturadas en dos niveles diferentes de la cadena alimenticia. Se trata de explotar
la poblacién del krill que es el alimento de las ballenas, cachalotes y pingiiinos sin
poner en riesgo a esas poblaciones. Las implicaciones bioldgicas de este trabajo son
discutidas en science 205:267-277 1979.
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3.1.1. Introduccion

Debido a que han sido sobre explotadas y colapsadas varias pesquerias mayores
[1-3], v ha surgido un interés creciente en la cosecha de nuevos tipos de alimento del
mar. Estas especies no convencionales tipicamente ocupan niveles mas bajos en la
jerarquia tréfica que aquellas que son cosechadas convencionalmente, y ellas a me-
nudo son fuente sustancial (presas) para otras especies del stock.
Consecuentemente hay muchas corrientes inmiscuidas interesadas en encontrar prin-
cipios para el manejo de pesquerias multiespecies, particularmente en las circuns-
tancias donde tanto las presas como los depredadores son explotadas. Un ejemplo,
el cual servird como metafora en mucho de nuestras siguientes discusiones surgen
en el océano del Sur, (al océano del Sur también se le conoce como el océano de la
Antartida), donde hay un interés creciente en la pesca del krill, Euphasia superba,
que es el principal suministro de comida para las ballenas.

Algunos aspectos bioldgicos y econémicos de estos problemas han sido discutidos de
una manera general con la ayuda de modelos matematicos simples. El ejemplo que
aqui se muestra estd dirigido a la elaboracién de técnicas de una parte del trabajo
desarrollado por May, Beddington, Clarck, Holt y Laws [26], a saber, la nocién de
produccién méxima sustentable (PMS) en un sistema multiespecies sujeto a la cose-
cha en mas de un nivel tréfico.

En la seccion 2 se delinea un modelo simple que contiene los elementos esenciales de
un sistema presa- depredador en el que tanto las presas como los depredadores son
cosechados; nos referimos a estas poblaciones como krill y ballenas. En la seccién 3
se discute la maximizacion de la produccién sustentable de ballenas, para un nivel
especifico de esfuerzo de pesca sobre el krill, y, reciprocamente, la maximizacién de
la produccion sustentable del krill para un esfuerzo de pesca sobre las ballenas. En
la seccion 4 se trata el caso mas general que consiste en maximizar la produccién
sustentable de una poblacién, bajo la restriccion de que la produccién de la otra po-
blacion esta prescrita; la solucién de este problema define los limites de produccion
sustentable que se pueden obtener conjuntamente de las dos poblaciones, y es por
tanto la extension de la idea de PMS para multiespecies. Para tener una mejor idea

de los fundamentos de estos resultados para la produccién conjunta, en la seccion 4
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también mostramos cémo la produccion del krill ( o alternativamente las ballenas)
varia como una funcion de la densidad de poblacion del krill y de las ballenas para
varios niveles especificos de produccién de ballenas (o krill). En la seccién 5 se indica
cémo los analisis anteriores pueden ser extendidos a sistemas con tres niveles tréficos
(krill-calamares- cachalotes), en los cuales lo minimo y lo méximo de la poblacién son
cosechados de manera similar. En la seccién 6 se extiende el andlisis al caso donde
la especie de presas y dos especies de depredadores que compiten son cosechadas
(krill-pingiiinos-ballenas).

Estudios previos de este tipo general han sido principalmente dirigidos a la cosecha
simultdnea de varias especies en competencia. Silvert y Smith [33] y otros han ob-
tenido resultados para las estrategias de cosecha que maximizan la produccién total
(esto es, la suma del peso de la produccion de las especies individuales) en un sistema
multiespecies; en contraste, nosotros estamos interesados en la posible produccién de
una especie particular, bajo varias restricciones, sobre la cosecha de otras especies
en el ecosistema.

La discusién en este ejemplo es para el caso particular donde la cosecha esta dirigida
a un esfuerzo de pesca constante o para produccion constante. Cada vez mas las re-
glas de manejo adoptadas por la Comision Internacional para la conservacion de los
recursos vivos de la Marina Antartica, y las realidades ecoldgicas y medioambientales
de pesca, son tales que las suposiciones convencionales de esfuerzo constante o cuotas
constantes son limites idealizados. Algunas de estas complicaciones son revisadas en
[26]. Sin embargo, el andlisis es 1til para analizar la cosecha de sistemas multiespecies
bajo la suposicién relativamente simple de esfuerzo constante o produccién constan-
te, no obstante las perspicacias cualitativas que surgen, y como un punto de partida
para estudios mas elaborados.

Se debe enfatizar que el analisis que aqui se muestra es estatico. Esto es, se indica
cémo el concepto estatico de PMS para una especie simple puede extenderse, para
determinar estados estables en los cuales la produccion de una de las especies tiene
valores extremos sujetos a algtin régimen de cosecha especifico sobre otras especies.
En la practica, la dinamica del sistema puede también ser considerada; necesitamos
conocer a lo largo de qué trayectoria dinamica el sistema es llevado de mejor ma-

nera a un estado de equilibrio especifico, y cémo deberd responder a perturbaciones
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alrededor del equilibrio. Tales consideraciones dinamicas pueden ser manejadas por
técnicas estandar de la dindmica de optimizacién y por permitir que los pardmetros
en las ecuaciones de la poblacién exhiban fluctuaciones aleatorias. Algunas de las
complicaciones que surgen cuando los sistemas son cosechados en mas de un nivel
tréfico han sido exploradas por Brauer y Soudack y por Beddington y Cooke; este
ejemplo esta mas enfocado sobre aspectos estaticos de cosecha sustentable en siste-
mas multiespecies.

Los principales resultados a los que se llega en este ejemplo son presentados sin prue-
ba o discusién de su derivacién, en [26]. Estos autores desarrollan las implicaciones
bioldgicas de sus resultados, con referencia particular al manejo de los ecosistemas
del mar del Sur y del mar del Norte y otras pesquerias. En este ejemplo, nos concen-
tramos en los detalles técnicos, y no se hace recapitulacion de la discusiéon biolégica

la cual puede ser encontrada en [26].

3.1.2. El Modelo Presa-Depredador

Consideramos una poblacién de presas (krill), Ny, esto es el recurso para una
poblacién de depredadores (ballenas), N,. Como se discute mas ampliamente en [6],
[18], [23], [24] un modelo simple para la dindmica de las presas es

dNy Ny
— =N |l — aN1N. 3.1
e I (3.)

Aqui la tasa de crecimiento per capita intrinseca rq, y la capacidad de carga,
K, para la poblacién de presas tienen sus significados usuales. El modelo de Lotka-
Volterra se usa para describir los efectos de la depredacion con cualquier depredador
que consuma las presas a una tasa proporcional a su densidad, a/NV;. Para la dindmica

del depredador escribimos

aN, {1 - ] (3.2)

— = =r,N. _
dt (R CkNl

Aqui ry es la tasa de crecimiento per capita intrinseco para la poblacién de de-
predadores, y su capacidad de carga o nivel de equilibrio natural es linealmente pro-

porcional a la abundancia de presas, via la constante de proporcionalidad «. Como
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siempre, es conveniente reescalar las ecuaciones (3.1) y (3.2) para llevar las variables

a la forma adimensional. Se define

Ny Ny
X = — Xy = —
1 I% Yy 2 oK

y se introduce la combinacion de los parametros

v = acx?1 (3.3)

Como se discute en [26], ¥ mide hasta que punto los depredadores aprovechan de
manera Optima a las presas en el sistema natural:
1. v =1 las ballenas son cosechadas exactamente a la poblacién de krill en su punto
PMS;
2. v > 1 representa la explotacién del krill por las ballenas por encima de su punto
PMS;
3. v < 1 representa explotacién por debajo del nivel PMS.
A continuacion, suponemos que el sistema esta cosechado para tener una produc-
cién de krill Y7 y de ballenas Y5. Esto indica que se tienen que poner los términos
de mortalidad adicional, Y; y Y5, en la parte derecha de las ecuaciones (3.1) y
(3.2) respectivamente. Si Y] y Y5 estdn expresados apropiadamente en la forma
reescalada, la dindmica de las poblaciones de las presas y depredadores se pueden
escribir de otra manera. Para ello partamos de las ecuaciones (3.1) y (3.2).

De la ecuacién (3.1)

dN N
d_tl = 7”1N1 |:1 fl:| CLNlNQ
Si hacemos el cambio N N
-1 — 2
Xi=TF v Xe=op

y lo sustituimos en la ecuacién (3.1)

dN dx
d_tl — Kd—tl =rnKX,(1 X)) aKXaKX,

de donde X
d_tl :Tle(]_ Xl) CLOéKXlXQ
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Si al dltimo término de la ecuaciéon anterior se multiplica y divide por r; , se tiene

dX1 1
—=rX;(1 X KX Xo—
dt 1 1( 1) ac 1 27"1
y CcOmMo
aaK
UV =
r

La ecuacién (3.1) se transforma en

dX
—1 = T1X1(1 Xl) ’I"ll/Xle
dt
al agrupar términos
dX
d_tl = T1X1(1 X1 VXQ)
Al poner el término correspondiente a la mortalidad, la ecuacién se puede escribir
como iX
d_tl = 7”1X1(1 Xl I/XQ) }/1 (34)
Ahora, tomando la ecuacién (3.2), como
Ny
Xo=—
T oK

entonces No = aK X5, que al derivar se obtiene

dNo dXs aK X
— =aK—— =ryaKX, |1
at U Tar T { ozKXJ
que se transforma en
dX, X
22 x| 22
at { Xl]

Nuevamente tenemos que incluir el término correspondiente a la mortalidad, por lo

que se tiene
dXs
— =Xy |1 = Y5 3.5
penall 2] n (3.5)
En el caso particular donde la produccién se realiza por pescar a esfuerzo constante,

reescribimos

Yl :TlFle (36)
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}/2 = T'QFQXQ (37)

Donde Fi y F; son los esfuerzos de pesca. Reescalando F; = 1 corresponde a una
proporcién de pesca igual a la tasa de crecimiento intrinseca, r;. La dindmica de las
poblaciones de krill y ballenas en este caso obedecen las ecuaciones (3.1), (3.2), (3.3),
y (3.4), (3.5). Sustituyendo a Y7 en (3.4)

dX
d_tl = T'le [1 X1 I/XQ] T1F1X1

agrupando términos en esta tultima expresion

dX
d—tl =X 1 X\ vX, F] (3.8)
Por otro lado se tiene
dX X
d_t2 = 7’2X2 |:]. Yi:| ’T’QFQXQ
agrupando términos, queda
dX, X5
— S =X |1 = FE .
T

En el equilibrio, las poblaciones permanecen constantes y en este caso

dX;
=0
dt

Por tanto las relaciones en el equilibrio entre la densidad de los stock (X; y X») y la
producciones (Y] y Y3)- o esfuerzo de pesca (F; y F»)- pueden obtenerse igualando a

cero las ecuaciones (3.4) y (3.5), o (3.8) y (3.9), respectivamente.

3.1.3. PMS de una Poblacion, con Esfuerzo de Pesca Fijo

sobre la otra Poblacién

Primero consideramos el caso donde el esfuerzo de pesca del krill F; esta especi-

ficado, y nosotros deseamos maximizar la produccion de ballenas Y5. La versién de
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equilibrio de las ecuaciones para la dinamica del krill, en principio, permite que X;
sea expresado en términos de X, y un esfuerzo F; dado. Por lo tanto en el equilibrio
las ecuaciones para la dinamica de las ballenas pueden, en principio, llevar a una ex-
presién para Y; como una funcién de Xy y el pardmetro F; (con X eliminada); esta
expresion puede ser maximizada para tener el valor de PMS de Y5 como una funcién
de Fi. Alternativamente, el valor apropiado de X; puede ser sustituido en (3.6) para
tener la produccién del krill Y; correspondiente a estas condiciones. El procedimien-
to anterior estd descrito en términos generales. Para las ecuaciones definidas en la

seccion 2, el problema puede ser estable: se busca maximizar la cantidad

Xo
Yo=rXo |1 — 3.10
2 =Ty 2{ X1:| ( )
Sujeta a la restriccién

Fi=1 X, vX,=const (3.11)

Estas ecuaciones son suficientemente simples para que el problema se pueda resol-
ver directamente, eliminando X de las ecuaciones (3.10) y (3.11). Una técnica més
general, la cual se necesitara en la seccion 4 involucra el uso de los multiplicadores
de Lagrange. Para maximizar Y,, sujeta a las restricciones F; = const, introducimos

los multiplicadores de Lagrange A y obtenemos las siguientes ecuaciones

oY, OF
8_)(1 + )\a—)(l =0

oY,  OF

—— A = 12
ax, ax, 0 (3.12)

Se tienen tres ecuaciones (la ecuacion (3.10) y las dos ecuaciones de (3.12)) para
las cantidades X, X5 y A. El célculo de Y5 como una funcién de F} (o, alternati-
vamente, como una funcién de Y; , via la ecuacién (3.6)) puede hacerse facilmente
como sigue. Primero eliminamos A de las ecuaciones (3.12) para tener una relacion
entre Xy y Xj. Después escogemos X para que sea una variable implicita. Dados
X,, X1 y de las relaciones establecidas resulta que Y5 se obtiene de (3.10) y Fy de
(3.11); por tanto Y, puede ser trazado como un funcién de Fj. Alternativamente,

usando (3.6), Y puede ser calculado como funcién de Y;. Resolviendo las ecuaciones
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(3.12), tenemos

Y, oF,
— +A—=0
ax, ox,
que nos lleva a
X3
’I“QX—12 A=0
Ahora, la ecuacion
oY: F
o, L Oh
0X5 0Xs
implica que
X
T QTQYT +A( v)=0
De la ecuacién (3.13),
X2 X,1?
v =n 1]

la cual es equivalente a
X, ?
1 2—= —| =0
© 0%

al multiplicar por (1) lo anterior nos da

1+ o X2 + Xz]* 0
J— V| — —
X, X,

resultando una ecuacion de segundo grado para %’

Al resolver la ecuacién de segundo grado se obtiene

X, 2 [4 4( v

Z N 2v
que simplificando
X, 1 [14v
X1 14

27

(3.13)

(3.14)

(3.15)



28 CAPITULO 3. PRODUCCION MAXIMA SOSTENIBLE

Sélo interesa la soluciéon positiva del radical, con lo que

X,  14+[1+v)2
Xl_ 14

Ahora, despejando a X; en términos de X5, se obtiene

X
X, = —2V1
1+ [1+v]2
que es equivalente a
v Xov 1+[1+0)2
SRS FIT
De donde, después de hacer los productos, queda
Xov(14[1 +v]2)
X1 =
1 14v
obtieniendose finalmente )
X, — Xov(1+[1+v]?)
v
Por lo que
X1 = Xo(1 4+ [1+1]2)
si se hace el cambio R = [1 4+ V]%, entonces se llega a
X;=X2(1+R) (3.16)

Las ecuaciones paramétricas que relacionan Y, a Fy o a Y, via la variable implicita
X3, se obtienen sustituyendo (3.16) en (3.10), (3.11) y (3.6).
Sustituyendo (3.16) en (3.10) se obtiene

X
Xo(1+(14v)

N

YQZTQXQ [1 )

después de sumar fracciones

N

1+ v

372=T2X2 N
1+ (1+v)
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multiplicando el numerador y el denominador de la anterior ecuacién por
1 (1+v)2

se obtiene después de hacer algo de dlgebra

_ 1 142
V) = 1 Xy v+1 [l+v]
v
Pero como R = [1 + ]2 , entonces
_ 1 R
Yy = ry X {H—] (3.17)
Ahora sustituyendo (3.16) en (3.11)
F1 =1 (1 + R)XQ I/XQ
que es lo mismo que
Ahora, sustituyendo (3.16) y (3.18) en (3.6)

Las ecuaciones (3.17)-(3.19) se traducen en una relacién lineal entre el PMS de
las ballenas Ys y el esfuerzo especifico de captura F; del krill. Ellas dan una relacién
parabélica entre Y5 y la produccién del krill Y; obtenido bajo la restriccién de es-
fuerzo constante. Esta tltima relacion esta ilustrada en la Figura 1 para tres valores
del parametro v. En la Figura 1 las ramas superiores de la curva son obtenidas para
esfuerzo de captura del krill F} < %; las ramas inferiores dan baja produccion de
ballenas, correspondiente a produccion de krill obtenida de sobreexplotacién F; > %
Note que la maxima produccién de ballenas necesariamente cae conforme la pro-
duccién de krill aumenta; el maximo absoluto de la produccién de ballenas es Yy =
7“2[%]2, obtenido cuando el krill no es cosechado del todo (F; =0,Y; = 0).

El problema inverso con esfuerzo fijo restringido es maximizar la producciéon del krill
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Y, para un valor constante especifico de F,. El procedimiento es exactamente el

mismo que el anterior. El problema formal es maximizar

}/1 = T’le(]_ X1 VXQ) (320)
Sujeto a las restricciones
X
F=1 Yi = const (3.21)
Nuevamente, empleamos los multiplicadores de Lagrange
oY, oF,
— +A—=0
ax, ox,
Y, oF;
— +A—=0 3.22
ax,  ox, (3.22)
De las ecuaciones (3.20) y (3.21) se tiene
)%
_aXll =T 27"1X1 7’11/X2
Por otro lado
o, X,
0xX, X?
Con lo que
oY, oF, X5
— A= 2r X Xo+ A || =0
(’3X1+ oX, Ty Xy TvXg+ [X%
oY, 0F; 1
— + A= X1+ A|—|=0 3.23
ox, ax, . "t [Xl} (3:23)

De las anteriores ecuaciones despejamos a A
X
/\|:—Z:|: T1+2T1X1+T1VX2
Xi
factorizando a r; y despejando a A se obtiene
2

X
)\:7"1( 1+2X1+VX2)?1
2
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De la ecuacion (3.23)

1
A |:Z:| = 7’17/X1

entonces
2
A= nrrXj

igualando las A se obtiene

2

X
A= Tll/Xl2 :7"1( 1+2X1+VX2) |:Y1:|
2

Simplificando
vXo= 14+2X;+rvX,

Despejando a X7 de esta tltima ecuacién queda finalmente

1 20X
X, = # (3.24)

La PMS del krill ¥; puede ahora ser expresado como una funcién del nivel de
esfuerzo de pesca de las ballenas Fy, (o, alternativamente, como una funcién de
Y,), por las ecuaciones paramétricas obtenidas por usar la variable X5 junto con las
ecuaciones (3.24), (3.20) y (3.7).

Sustituyendo (3.24) en (3.20) y haciendo las operaciones correspondientes se obtiene

— 1 2VX2 2 1+ 2VX2 2VX2
Yi=n 5 B

Haciendo las operaciones necesarias, finalmente se llega a la expresion

§ 1 20X
Vi=n {#} (3.25)

Ahora sustituyendo (3.24) en (3.21)

XQ 1 21/X2 2X2
f2=1 2% — 1 wX,

agrupando términos se llega

1 2X2(1/+ ].)

=
2 1 22X,

(3.26)
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lo anterior lo sustituimos en (3.7) y queda

(3.27)

1 2X 1
Y2:T2X2{ : 2(1/+ )]

21/X2

La méaxima produccién de krill Y; es trazado en la Figura 4.2 como una funcién
de la produccién de ballenas Y5 obtenida bajo la restriccién de esfuerzo de pesca
constante (para tres valores de v). Veamos que pasa si las ballenas no son explotadas

(F, =0y Y, =0). Para ello, en la ecuacién (3.27) sustituyamos Yy = 0
1 2X,(v+1)=0

Por lo que
1

Xy= —
T2+ 1)

Sustituyendo este tltimo resultado en (3.25)

_ 1 2u(5i—
}/1 = [ y 2(1-‘1—11)]

después de hacer las operaciones correspondientes y simplificando queda

= e

Esto es lo que se muestra en el punto A de la Figura 4.2. Entonces la PMS
de krill aumenta sistematicamente cuando la captura de la ballenas se incrementa
excesivamente y alcanzan su valor de especie- simple de Y; = i cuando las ballenas
son sobreexplotadas tendiendo a la extincién (Fy = 1 y consecuentemente Xy = 0,
Ys = 0, como se describe en el punto B de la Figura 4.2). De acuerdo con el sentido
comun, la Figura 3.2 muestra que la PMS del krill esta levemente afectado por
el grado en el cual son explotadas las ballenas cuando v es pequeno; por otro lado,
cuando v es grande la PMS del krill se incrementara significativamente por la cosecha

de nuestros competidores, las ballenas.
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3.1.4. PMS de una Poblacién, para Produccion Fija de la

otra Poblacién

En la seccién 3 maximizamos la produccién sustentable de una poblacion, para
un esfuerzo de pesca especifico y constante. Esto tiene la ventaja de que los calculos
son relativamente simples, pero la suposicién de esfuerzo de pesca fijo es un poco
especial. Ahora consideramos un caso mas general y biolégicamente mads interesante,
el problema de maximizar la produccién sustentable de una especie para un nivel
especifico de produccion sustentable de la otra. En esencia, buscamos definir los
limites de produccién sustentable obtenida conjuntamente de las dos poblaciones.

Formalmente el problema es maximizar
}/1 = 7°1X1(1 X1 VXQ) (328)

Sujeto a la restriccién

X
Y, = 19 X5 [1 YQ] = const (3.29)

1
Maximizar Y5 bajo la restriccién Y; = const, es equivalente.
Con ayuda de los multiplicadores de Lagrange A\, vemos que las poblaciones X7 y Xs

que resuelven el problema obedecen las siguientes ecuaciones

oY, Y,
— +A—=0
ox, \ox,
' Y Y-
1 2
— +A—=0 3.30
ox, X, (3:30)
Resolviendo lo anterior como en los casos anteriores, tenemos que
Y]
_6X11 =T 2T1X1 7’1VX2
oY, X2
_— = _— = O
ax,  *X?
Por lo que
oY, Y, Xz
— F+ A= 2r X X A= =0 3.31
aXl —+ 8X1 1 r1X1  T1XolV +To |:X12 ( )
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Por otro lado

0Y;
_aXl 7”11/X1
2
y
—8Y2 =r 2r &
X, U7X,
obteniéndose oy oy ¥
1 2 2
— + A—= rrX —I—)\{r 27‘—]:0 3.32
8X2 aXQ ! 1 2 2X1 ( )
De la ecuacion (3.31)
A= D ax, ) |2 2 (3.33)
— _— 1% —_— .
T2 ! 2 X2
De la ecuacion (3.32)
\ = 7”1VX1 _ 7"11/X1 (3 34)
ry  2rgi2 X '
2 27X, ro |1 2X1

Igualando las ecuaciones, (3.33) y (3.34), se tiene

7“11/X1 1

Xlr
7"2[1 2%] T2

1 2X Xo) [ —
( 1 Vz){XQ

después de hacer los productos correspondientes y de agrupar términos se llega a

2X7 + Xi( 1+vXy 4Xy)+ (2Xy 3vX3) =0

Que es una ecuacion cuadratica en X y cuya solucién es

N

:1+X2(4 v) [+ Xo(4 ) 8Xa(2 3vXy))
4

X (3.35)

La curva resultante muestra los valores extremos alcanzados por la produccién
de una poblacién como funcién de la produccion especificada de la otra poblacion,
como se muestra en la Figura 3.3 (v = 1).

Como antes, estas curvas se obtienen paramétricamente en términos de la variable
implicita Xy; para una X, dada, calculamos X; de la ecuacién (3.35), donde Y; y Y3
se siguen de las ecuaciones (3.28) y (3.29).
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Algunas apreciaciones intuitivas se pueden obtener de la Figura 3.3 pensada como
relacionada a una combinacién de las curvas para v = 1 en las Figuras 3.1 y 4.2. La
curva del limite superior representa la PMS absoluto de cualquier poblacién, para
una produccion especifica de la otra. Todas las combinaciones de produccién en la
region sombreada bajo esta curva son por tanto sustentables. La estrella en la es-
quina superior derecha corresponde a una combinacién de posibles PMS grandes de
ballenas y posibles PMS grandes de krill; estos dos casos obviamente no pueden ser
tomados en cualquier forma sustentable.

Las curvas inferiores en la regién sombreada de la Figura 3.3 dan otras soluciones
extremas (asociadas con el hecho de que la ecuacién (3.35) tiene dos ramas). La
curva AB estd relacionada a la rama izquierda de las curvas en la Figura 4.2; esto
da la maxima produccion de krill Y; cuando la produccién especificada de ballenas
Y, es obtenida por baja explotacién més que por sobreexplotacién (con el punto A
correspondiendo a no cosecha de ballenas Y = 0 debido a que F» = 0 ); inversa-
mente, la curva AB representa un valor minimo local de Y5 para un valor fijo de Y.
La curva BC esté relacionada con las ramas inferiores de la curva en la Figura 3.1,
correspondiente a sobreexplotacion de krill: esto da un maximo local Y5 para un Y;
dado; inversamente, da un minimo local Y] para un Y5 fijo.

Como enfatizaron Goh (comunicacion privada) y Brauer y Soudack, una vez més hay
dos o mas valores extremos (dos o mas estados estacionarios) en los regimenes de
cosecha, las trayectorias dinamicas del sistema pueden exhibir fenémenos de puntos
de rompimiento, con pequenos cambios en las condiciones iniciales o en la magnitu-
des de las perturbaciones produciendo cambios discontinuos en el estado final hacia
el cual tiende el sistema. Tales consideraciones dinamicas fueron brevemente discu-
tidas en la introduccion, y ellas pueden adicionar dificultades al aspecto estéatico de
cosecha de multiespecies discutidas en este ejemplo.

Las caricteristicas de la Figura 3.3 pueden aclararse considerando cémo la produc-
cién de equilibrio del krill Y] varia con X; y X,, para un valor especifico constante
de Y5 (Figuras 7.1 y 3.5), y ¢6mo la produccién de equilibrio de las ballenas Y, varia
con X; y Xy para un Y] fijo (Figuras 3.6 y 3.7). En las Figuras 7.1-3.7, las cuales
todas son para v = 1, son obtenidas en forma rutinaria de las ecuaciones (3.28) y

(3.29). Por ejemplo, para tener las curvas en el plano Y;X; en la Figura 7.1 para
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cualquier valor especifico de Y3, primero encontramos a X, (en términos de Y3 y X;)
de la ecuacién (3.29), y entonces lo sustituimos en la ecuacion (3.28) para tener a Y)
como una funcion de Xj.

Para valores pequenos de Y5 las curvas en el plano Y; X, en la Figura 7.1 tienen un
segmento correspondiente a una relativamente baja Y; y X; donde hay una pequena
explotacién de ballenas (para que ellas todavia sean consumidores significativos de
krill), y un segmento que tiene relativamente grandes valores de X; y Y; cuando
valores bajos de Y; se realizan por severa sobreexplotacién de ballenas. Consecuente-
mente, para bajos valores de Y3, las curvas en el plano Y; X tiene dos méximos (los
altos correspondiendo a los limites superiores en la Figura 3.3, los inferiores estan
sobre AB), y un minimo local (esta sobre BC' en la Figura 3.3). Pero para valores re-
lativamente grandes de Y5 las curvas en el plano Y; X7 son simples, y tienen maximos
simples (correspondiente a Y5 que estd por encima del nivel definido por el punto B
de la Figura 3.3). La Figura 3.5, la cual muestra curvas en el plano Y; X, para varios
valores especificos de Ys, nuevamente exhiben este patron de dos maximos separados
por un minimo local cuando Y5 es relativamente pequena, y un maximo tinico cuando
Y, es relativamente grande. Las Figuras 7.1 y 3.5 ayudan a explicar la manera en
la que se comporta la PMS del krill, para varios valores fijos de la produccién de
ballenas en la Figura 3.3.

Similarmente, las Figuras 3.6 y 3.7 dan luz sobre los patrones exhibidos por la PMS
de las ballenas en la Figura 3.3, para varios valores fijos de Y;. Para los niveles infe-
riores de Y7 , las curvas en el plano Y5 X, en la Figura 3.6 tienen dos ramas distintas
y dos maximos distintos, uno correspondiendo a cosecha ligera de krill y el otro a
sobreexplotacion severa de krill. Esto da dos soluciones extremas para Y5 en la Fi-
gura 3.3, cuando Y] esta por debajo del punto A para valores intermedios de Y7, las
curvas del plano Y5X; en la Figura 3.6 tienen dos picos locales separados por un
valle. El maximo corresponde al limite superior y a la rama BC', y el minimo a la
rama AB, en la Figura 3.3 cuando Y; estd entre los valores dados por los puntos A
y B. Finalmente, para grandes valores de Y7, las curvas del plano Y5 X; en la Figura
3.6 exhiben un simple maximo (correspondiente a un simple valor de Y; en la Figura
3.3, para Y] fijo estando arriba del valor dado por el punto B). Los mismos patrones

son mostrados por las curvas en el plano Y5 X, para varios valores fijos de Y7, en la
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Figura 3.7.

3.1.5. Tres Niveles Troéficos

Motivados por un interés en la cadena alimenticia krill-calamares-cachalotes en
el océano del Sur, [26] también estudio sistemas con tres niveles tréficos. Los detalles
biolégicos de las cadenas alimenticias que pueden ligar al cachalote con el krill son
complicados e inciertos, pero modelos muy simples los cuales encapsulan algunas
de las caricteristicas de tales sistemas de tres-niveles-troficos, no obstante, merecen
atencién. Definiendo las poblaciones de krill, calamares, cachalotes por X, Xy y X3

(en unidades apropiadas), [26] considero la dindmica del sistema descrito por

dX
d—tl —mXi(1 Xy vX,) Y (3.36)
dX, X,
2 X, (1 2 X :
dt T9 A9 |: Xl n 3:| (3 37)
dXs X;
2 Xy |1 22| Y :
dt T3 Asg |: X2:| 3 (3 38)

Las consideraciones bioldgicas que estan detras de estas ecuaciones, y sus varios
desperfectos, son discutidos en [26]. Como antes ry, o y 73 son las tasas de crecimien-
tos per capita intrinsecas de las tres poblaciones, y v es un parametro que describe
la intensidad a la cual el calamar explota al krill, y  es un pardmetro anélogo per-
teneciente a la explotacion del calamar por el cachalote. El krill es cosechado para
dar una produccién Y; y los cachalotes para dar una produccién Y3.

Estamos interesados en obtener una figura analoga a la Figura 3.3, mostrando la
produccién méaxima sustentable de krill (o alternativamente, cachalotes), para un
valor especifico de produccion de ballenas o krill.
Para una situacién de equilibrio, las partes derechas de las ecuaciones (3.36), (3.37)
y (3.38) deben ser cero. Tomemos la ecuacién (3.36) en equilibrio

Xo

1 — X;=0
X1773

y despejando a X5 obtenemos
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X2 = Xl(l ’I]Xg)

sustituimos Xy = X;(1  7X3) en las ecuaciones (3.36) y (3.38) en situacién de

equilibrio obteniendo
Yl :Tle[]_ X1 VXQ]

Sustituyendo y agrupando términos se llega a la ecuacion para Y;
Yi = ’I"1X1[1 Xl(l + V) + l/’l]Xng] (339)

y sustituyendo en (3.38)

X3
Ys=r3X5|1 ———m——— 4
3 r3A3 X1(1 77X3) (3 0)

Las siguiente ecuaciones son las que se quieren resolver

oY, 0Ys
= t Az =0 3.41
ox, | ox, (3:41)
con JY) 9Y:
1 3
= tAs——=0 3.42
0X; 09X, (3.42)
Para resolver la ecuacién (3.41) sabemos que
Y,
87 :7’1[1 X1(1+V)+I/77X1X3)+7’1X1( (1+I/)+V77X3]
1

y después de realizar las operaciones asi como agrupar términos obtenemos

Y,

— = 7"1[1 2X1(1 + 1/) + 2V7]X1X3] (343)
0X1

Por otro lado tenemos que

0X, ~ X{(1 nXa)
Sustituyamos las ecuaciones (3.43) y (3.44) en (3.41) y resolviendo para A se obtiene

(3.44)

7”1(1 2X1(1+V> +2V’I’]X1X3)X12(1 T]Xg)

\ =
T’3X§

(3.45)
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Para resolver (3.42), se tiene

Y,
—an = riwnX? (3.46)
Por otro lado,
W [ Xs ] [l nXs X
8X3 o8 X1<1 T]Xg) 33 X1(1 7]X3)2
después de hacer algo de algebra se llega a
Y- (Xi(1 nX3)? X302 nX3)]
3 _ py 11 7X3) 3(2 nXs) (3.47)
an Xl(l 7’]X3)2
Sustituyendo las ecuaciones (3.46) y (3.47) en la ecuacion (3.42)
[(Xi(1 nX3)® X322 1X3)]
X7+ A =0
AT AT | X1l nXs)?
Despejando nuevamente a A
X2X, (1 nX3)?
A o TvnAg 1( Ui 3) (348)

N r3(Xi(1 nX3)? Xs3(2 nXy))
Igualando la ecuacién (3.45) con la ecuacién (3.48) y realizando el dlgebra corres-
pondiente se obtiene
X720+ v)(1 nXs)*+2unX3(l nX3)?) + X1 nX3)*+
2X3(14+v)(2 nXs) 2vn(2 nX3)XZ2 wvnXi(l nXs)]
X3(2 nX3)=0

De lo anterior, después de agrupar términos lo que tenemos es una ecuacion de

segundo grado en X; que se puede reescribir como

X201 nX3)*( 1 v+4wvnXs)
+X12X32 nX3)(1+v wvnXs)+ (1 nX3)(1 X3 vnX3)]
X3(2 1nX3)=0

Entonces la ecuaciéon cuadratica seria de la forma

AX? +BX,+C=0 (3.49)



40 CAPITULO 3. PRODUCCION MAXIMA SOSTENIBLE

En este caso los coeficientes de la ecuacién cuadratica son:
A=21 nX3)*(1+v wvnXs) (3.50)
B= 2X3(2 nX3)(1+v wvnXz)+ (1 nX3)( 1+nX3+vnX3) (3.51)
C=(2 nX3X; (3.52)
Y, como sabemos, la solucion es

B [B* 4AC):
2A

Como antes, las curvas en el plano Y3Y; mostradas en la Figura 3.8 (para v =1

Xy =

y 1 = 1) son obtenidas paramétricamente, escogiendo la variable implicita X3, en-
tonces calculando X; de la ecuacién (3.49) y por tanto calculando Y; y Y3 de las
ecuaciones (3.39) y (3.40).

La Figura 3.8 tiene una semejanza con la Figura 3.3, con la regiéon sombreada mos-
trando combinaciones de produccion de krill y cachalotes que son sustentables. Las
dos figuras comparten la caricteristica importante de que cosechar el rendimiento
sustentable més grande posible de krill es incompatible con tener también una co-
secha de rendimiento sustentable mas grande posible de cachalotes (i.e. la estrella
en la esquina superior derecha estd fuera del drea sombreada). Un estudio cercano
de la derivaciéon de la Figura 3.8 muestra una diferencia significativa con la Figura
3.3 a saber, la gran produccién sustentable de krill (la curva limite a la derecha) son
alcanzados cuando los cachalotes no son explotados; en la Figura 3.3 estas grandes
producciones de krill son alcanzados por sobreexplotacién de las ballenas tendiendo
a la extincion. Las razones basicas para esta diferencia es que el efecto principal de
remover a los cachalotes es para reducir la depredacién sobre los calamares, los cuales
consumen mas krill; la competencia con nosotros para la explotacién del krill es mi-
nimizada manteniendo a los cachalotes y la poblacién de los calamares relativamente
bajos.

Como en la Figura 3.3 existen otras soluciones extremas, las cuales son mostradas
por las curvas inferiores AB y BC' en la regién sombreada de la Figura 3.8. En
sutil contraste a la Figura 3.3, la curva AB en la Figura 3.8 da un méximo local

de produccién de krill Y7, pero ahora correspondiente a la produccion especifica de
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ballenas Y3 que ha sido obtenida por sobrexplotacion mas que de explotacion baja
(con el punto A alcanzado, los cachalotes han sido extinguidos Y3 = 0 debido a que
X3 = 0). Como en la Figura 3.3, la curva AB alternativamente representa un valor
minimo local de Y3 para un Y; fijo. La curva BC' corresponde a sobreexplotacién del
krill, como en la Figura 3.3: estan dados un maximo local de Y3, para un Y; dado,
realizada por una sobreexplotacion del krill; contrariamente, da un minimo local de
Y}, para un Yj3 fijo.

Otro aspecto de la comparacion entre las Figuras 3.3 y 3.8 es la amortiguacién o
atenuacion de los emparejamientos de krill y cachalotes, proporcionados por la in-
tervencion del nivel trofico del calamar. Excepto para valores relativamente grandes
de n, la regién sombreada en la Figura 3.8 es cercana a un rectangulo existente en
la Figura 3.3. Aunque indudablemente permanece acoplado a cualquier otro, la po-
blaciéon del krill y los cachalotes estan muy proximas a comportarse como “especies
simples” que a estar directamente acopladas krill y los cachalotes de la secciones 2-4.
Este fenémeno, y las razones biologicamente basadas para esto, son discutidas con
mas cuidado en [26].

3.1.6. Presas y Depredadores Compitiendo

El andlisis precedente pude ser extendido (usando las técnicas de los multiplicado-
res de Lagrange para facilitar el cdlculo) para estudiar cosecha multiespecies en otros
tipos de redes troficas. Una de tales extensiones involucra la cosecha de dos o mas
especies compitiendo. Estudios previos de problemas de cosecha multiespecies estan
enfocados principalmente sobre la interaccién entre las poblaciones compitiendo [7-
15], con el énfasis puesto, a menudo, sobre amplias cuestiones como la relacién entre
cosecha y la diversidad de las especies en la comunidad.

Manteniendo nuestro esquema de cosecha en dos niveles troficos, en esta seccién
tratamos brevemente en la explotacion simultanea de una especie de presas y una
de dos especies depredadoras compitiendo por ellas. Como una metafora para esta
situacién, denotamos la poblacién recurso (krill) por X; la poblacién consumidora

explotada (ballenas) por Xs, y la poblacién consumidora (pingiiinos) no explotada
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por X3. La dinamica de este sistema esta descrito por

dX
d—tl =Xl Xy vX, uXs Y (3.53)
dx X
=2 = X, {1 —2} Y, (3.54)
dt ]
dXs X
Y. O = 3.55
a 3{ Xl] (3:55)

Aqui las variables de poblacién X; y de la produccion Y;, como antes, estan expre-
sadas apropiadamente. Nuevamente, el apuntalamiento biolégico de las ecuaciones,
y algunas de sus més obvias deficiencias, son discutidas en [26]. Como al inicio, 7,
ro y r3 son las tasas intrinsecas de crecimiento per capita de las tres poblaciones, v
es un parametro que mide la intensidad con la que las ballenas explotan al krill (ver
ecuacién (3.3)) y p es el parametro correspondiente a la descripcién de la intensidad
de las interacciones pingiiinos-krill.

La relacion de equilibrio sustentable entre las magnitudes de las poblaciones y la
produccién se obtienen tomando las partes izquierdas de las ecuaciones (3.53), (3.54)
y (3.55) iguales a cero: la ecuacion (3.54) da la expresién (3.29) para Ys; la ecuacién
(3.53) da un resultado para Y; que difiere del de (3.28) debido al término que invo-
lucra a X3; la ecuacién (3.55) da el resultado de equilibrio en el que el competidor
no cosechado tiene una magnitud de poblacion X3 = X;. Sustituyamos lo anterior
en (3.53) y (3.54) respectivamente.

Sustituyendo X; = X3 en (3.53)

Yi=rXi(1 Xi vXy, pXy)
agrupando términos se llega a
Yi = Tle(l Xl(l + ,u) I/XQ) (356)

Y sustituyendo en (3.55)
(3.57)
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Haciendo el siguiente cambio de variables
(X1) =1+ p)Xy

(Xa) = (14 p)Xe
(Y1) = (1+p)Ys
(Y2) = (1+p)Ys

este problema se puede resolver de igual manera que el resuelto en la seccion 4

(ecuaciones (3.28) y (3.29)). Introduzcamos estos cambios en la ecuacién (3.56)

(v1) :T@[l (X1) ”f—%”

l+p 14p

que es equivalente a

(X2) }
Y)) =rm(Xy) |1 (X —
o) =n(x) 1) e
Y si hacemos (v) = 17 , la anterior ecuacion se transforma en
Y1) =n(X) 1 (X1)  (v) (X2)] (3.58)

Ahora a la ecuacién (3.57) multipliquémosla por (1 + u)

Ya(1+ p) = raXo(1 + pr) {1 %}

simplificando se llega a

(3.59)

1) =ntx) |1 ]

(X1)
Aqui la interaccién entre la poblacién de los ballenas y sus presas, el krill, esta

descrito por el parametro
v

(V):1+u

Las anteriores ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (3.28) y (3.29), por lo que

(3.60)

el andlisis es exactamente como en la seccién 4, para obtener las relaciones entre la

produccién del krill y la de las ballenas es de la forma mostrada en la Figura 3.3. La
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diferencia es que, para un valor especifico de v, la produccion de la ballenas y del

krill son mas pequenas por el factor [ﬁ] que cuando estan en ausencia de pingiiinos,

Y1 = % Y, = %], y las curvas estdn cuadradas debido a que el valor efectivo

del pardametro de acoplamiento presa depredador v esta reducido por el factor [ﬁ]

Estas observaciones son ilustradas en la Figura 3.9, la cual muestra la maxima

produccién sustentable de ballenas Y, para una produccién especifica de krill Y] (o
alternativamente, la méxima sustentabilidad Y] para Y; prescrita). En la Figura 3.9
v toma el valor 1, y se varia para varios valores del parametro p del krill - pingiiinos;
la curva més exterior es para u = 0, y obviamente es idéntica a la Figura 3.3; cuando
i se incrementa desde 0.3 a 1.0 a 3.0, los valores méximos sustentables de Y; y
Y, decrecen (cuando los pingiiinos no son explotados toman su parte), y las curvas
se tornan mas convexas cuando las ballenas ejercen relativamente menos influencia

sobre la poblacion de krill ( mientras los pingiiinos ejercen relativamente mas).

3.1.7. Conclusiones

Aunque se ilustré para modelos especificos definidos por las ecuaciones (3.4),
(3.5), (3.36), (3.37), (3.53), (3.54) y (3.55), los métodos usados aqui pueden ser
aplicados para la discusion de la cosecha de dos o mas especies en redes tréficas de
mayor complejidad. De esta manera podemos definir limites para posibles cosechas
sustentables en sistemas multiespecies en general. La conclusién esencial de este
trabajo es que los sistemas multiespecies no pueden ser manejados por la aplicacién
gradual de conceptos PMS de especies simples. Una idea alternativa es formar alguna
suma de pesos de producciones sustentables, y buscar maximizar la cantidad total;
existen aqui, demasiadas dificultades, en que (como mostré Silvert y Smith [14], [26],
y otros) el resultado comtn de tales procedimientos es para cosechar una poblacién

y descuidar o exterminar a la otra.

3.2. Figuras
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Figura 3.1: La produccién maxima sustentable de ballenas Y5 es mostrada como una
funcién de la produccion de krill Y; obtenida bajo la restriccion de un esfuerzo de
pesca constante especificado. Las tres curvas corresponden al parametro v teniendo

los valores v = 5, 1, 0,2 como se muestra.
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0.3

Figura 3.2: Estas figuras muestran la maxima producciéon sustentable de krill Y;
como una funciéon de la producciéon de ballenas Y5 obtenida bajo la restriccién de
esfuerzo de pesca constante. Las tres curvas son para v = 5, 1, 0,2 como se muestra.
El punto B muestra la producciéon maxima sustentable absoluta de krill, obtenida
por cosechar a las ballenas hasta la extincién; El punto A (para varios valores de v)

muestran la maxima produccion de krill cuando las ballenas no son explotadas.
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Figura 3.3: Estas figuras muestran la maxima produccién sustentable de krill que es
consistente con una produccién de ballenas preescrita (o, reciprocamente, la méxima
produccién sustentable de ballenas consistente con una produccién de krill especi-
ficada), para v = 1. La estrella en la esquina superior derecha corresponde a las
producciones de krill y ballenas en sus valores de MSY individuales. Claramente
estas producciones no pueden ambas ser sustentables. El significado de las curvas
punteadas AB y BC'y otros detalles, son discutidos en el texto.
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Figura 3.4: La produccion de equilibrio del krill Y] es trazado como una funcién de
la densidad de poblacion del krill X; para varios valores fijos de la produccion de
ballenas (Y2 = 0,0,025, 0,05, 0,075, 0,10, 0,125, 0,15, como se indica). Como se discute
en el texto, algunas de estas curvas Y; — X; tienen dos maximos locales separados

por un minimo local; otras tienen un maximo unico.

Figura 3.5: Como la figura 4, excepto que aqui la produccién de equilibrio del krill
Y] es trazada como una funcién de la densidad de poblacién de las ballenas X, para

varios valores especiificos de Y5.
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Figura 3.6: La produccion de equilibrio de las ballenas Y5 estd trazado como una
funcion de la densidad de poblacion del Krill X; para varios valores de la produccion
del krill fijos (Y; = 0, 0,05, 0,10, 0,125, 0,13, 0,14, 0,15, 0,20, 0,24 como se indica).
Como se discute en el texto, algunas de estas relaciones Y5 — X; tienen dos ramas,
cualquiera de ellas con un maximo local; otras tienen dos méaximos locales separados

por un minimo local; otras tienen un maximo unico.

Figura 3.7: Como la figura 6, excepto que aqui la produccién de equilibrio de las
ballenas Y5 estd trazado como una funcién de la densidad de poblacién de las ballenas

X, para varios valores de Y; especificos.
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Figura 3.8: Esta figura es similar a la fig. 3 excepto que aqui estamos tratando con
las especie “superior” (cachalotes) y la inferior (krill) en un sistema con tres niveles
tréficos (krill-calamares-cachalotes), descritas por las ecs. (5.1)-(5.3) conv =1y n =
1. Nuevamente, la frontera del area punteada da la producciéon maxima sustentable
de krill consistente con una produccién de cachalotes (o, reciprocamente, el valor
de Y3 consistente con un valor fijo de Y7). Combinaciones de produccién fuera de la
region sombreada no son sustentables; en particular, la estrella correspondiente a la
produccién de krill y cachalotes teniendo ambas sus MSY individuales no pueden ser
sustentables. Una discusion de las similitudes y diferencias entre las figuras 3 y 8 se

da en el texto.
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\V \V U \V \V

Figura 3.9: Esta figura es una extensién de la figura 3, para mostrar la produccion
maxima sustentable de krill que es consistente con una produccion de ballenas fija
(0, reciprocamente, la produccién méxima sustentable de ballenas consistente con
una produccién de krill fija), cunado una segunda especie no cosechada (pingiiinos)
compite por el consumo de krill. Como en la figura 3, el pardmetro de interaccién
krill-ballenas tiene el valor v = 1; el parametro krill- pingiiinos 7 tiene los valores 0,
0.3, 1.0, 3.0 como se indica. La solucién subsidiaria extremal, correspondiente a la
curva punteada AB y BC en la figura 4, han sido omitidas aqui para no revolver la

figura.
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Capitulo 4

Manejo de Pesquerias

4.1. Manejo de Pesquerias Multi-Especies

Debido al colapso de algunas pesquerias mayores, el establecimiento de zonas de
pesca nacionales e internacionales, y el incremento en la demanda por alimento, existe
un interés creciente en aprovechar stocks no “convencionales” de organismos marinos.
Estas especies tipicamente ocupan niveles tréoficos mas bajos que las especies que se
cosechan tradicionalmente, y en muchos casos ellas son el suministro de alimento
(presas) de otros stocks cosechados.

Un ejemplo de tal situacion ocurre en el océano del Sur, donde la sobreexplotacion de
las ballenas ha reducido su biomasa neta alrededor de un sexto de su valor estimado.
Estimaciones simples sugieren que, consecuentemente con ello, existe un “exceso”
de krill del Antartico, debido a la baja del consumo por parte de las ballenas que
exceden a 150 millones de toneladas métricas anualmente. Recientemente, se han
dado muchas discusiones en torno a la explotacién de este krill “ excedente”, y ya
se cosechan algo asi como 100 000 toneladas por ano. Pero este krill es la fuente
principal de alimento para un gran ntimero de especies, -ballenas, focas, pingiiinos,

cefalépodos- en el Antartico, y hay un gran interés en torno a las implicaciones que
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una pesqueria del krill pueda tener para el agotamiento del stock de las ballenas y
para otras criaturas. Este hecho es la razén principal de los esfuerzos corrientes en los
paises del Tratado del Antartico para decretar una Convencién para la Conservacién
de los recursos que viven en la Marina del Antartico, dirigida a reconciliar la cosecha
del krill y otras especies con la preservacion a largo plazo de los ecosistemas del
Antartico, con todas las especies que existen.

Las pesquerias en el Mar del Norte exhiben los efectos de la competencia entre presas-
depredadores y las interacciones entre especies. En los ultimos 10 anos, el stock y
captura de arenques y macarela han disminuido bajo una fuerte pesca, pero la captura
total de peces se ha mantenido rigurosamente constante, debido probablemente a que
las poblaciones de bacalao, merluza y otras pesquerias pequenas se han incrementado.
Una probable razon para este incremento es que la disminucion del stock de arenques
y macarela resulta en menor depredacién y aumenta la supervivencia de larvas y de
juveniles de otras especies de peces. Otro ejemplo de problemas de manejo que in-
volucran la interaccién entre especies de diferentes niveles troficos es el que incluye
al krill, cefalépodos (calamares) y cachalotes; la foca gris consume més de 100 000
toneladas de peces, incluyendo arenques y salmén cada ano. Estudios adicionales,
donde las interacciones multiespecies primariamente son de competencia, han sido
dirigidas sobre los arenques y macarela del golfo de St. Lawrence, sardinas y anchovas
en el Pacifico y arenques y pez rojo en el Atlantico Norte.

En tanto que un stock cosechado pueda ser considerado como una poblacion simple,
aislada, la nocién de méxima produccién sustentable (PMS) es una base 1til para
discutir principios sobre el manejo. Las resistencias para reconocer la utilidad que
tiene el PMS es que la discusion se enfoca al manejo a largo plazo para produccién
sustentable (descontando el futuro), y de indicar el nivel de explotacién que no puede
ser excedido sin el agotamiento del stock a niveles inaceptablemente bajos para la
alta productividad biolégica. Sin embargo, es claro que la PMS aplicado a cualquier
especie individualmente no puede servir como un principio guia cuando la especie
en cosecha tiene fuertes interacciones; pudiera ser que las ballenas cosechen al krill
por debajo de su nivel de PMS en el sistema original. Entonces ;jqué principios
especificos, deberan ser expuestos para manejar una pesqueria multiespecie de tal

forma que mantengan la salud y estabilidad de un ecosistema marino?. En este
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capitulo intentamos dar algunas respuestas preliminares.

Al final, consideramos algiin modelo heuristico simple para la cosecha de poblaciones
en interaccion. Debido a que estamos particularmente interesados en la comprension
del manejo del océano del Sur, el modelo es lanzado con alta metafora simplificada
para mas elementos del ecosistema del Antartico. Por tanto, primero consideramos
la cosecha de presa y depredador en un sistema con dos especies (krill-ballenas);
segundo, la cosecha de una sola presa con dos especies depredadoras (krill-ballenas-
focas); tercero, las cosechas bajas y altas de un sistema con tres niveles tréficos (krill-
cefalépodos-cachalotes). En todas las instancias discutimos la accién reciproca entre
la produccion de las diferentes especies que pueden ser obtenidas bajo diferentes
tipos de cosecha, y la respuesta dindamica del sistema a cambios en estos tipos de
cosecha. Posteriormente, se revisan las respuestas a cosechas en ecosistemas mas
complicados. Las actualidades de las cosechas del krill en el océano del Sur y del
manejo de las pesquerias del Mar del Norte son revisadas a la luz de estos mode-
los. En el mundo real, el manejo para produccién biologica sustentable es usualmente
opacada por consideraciones econémicas las cuales tienden a reducir las producciones
futuras. Se discuten algunos aspectos explicitos de las complicaciones econdémicas en
multiespecies. Finalmente, resumimos algunas recomendaciones tentativas para el
manejo de sistemas multiespecies.

Nuestra caricatura cruda de sistemas multiespecies va dirigida a crear un armazoén
bésico que pueda ser facilmente entendido y brinde ideas en los problemas cientificos

esenciales.

4.1.1. Un Modelo Presa-Depredador: Krill y Ballenas

Consideremos una poblacién de presas (krill), V1, que es la fuente de alimento de
una poblacién de depredadores (ballenas), No. El modelo de interaccién es el dado
por las ecuaciones 3.1 y 3.2, que aqui mostramos nuevamente para facilitar la lectura;
la dindmica de las presas es
dN, { ] N,

W = 7’1N1 ?:| aNlNQ. (41)

En esta ecuacion, las presas tienen una tasa intrinseca de crecimiento per cépita
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r1 en baja densidad de poblacion, y las limitaciones del recurso disminuyen la velo-
cidad de crecimiento de la poblacién (en forma logistica) a cero cuando N; = K en
ausencia de depredadores. Suponemos un modelo simple de la forma Lotka- Volte-
rra de depredacion, con las presas siendo consumidas a una tasa proporcional a su
densidad. La dinamica de la poblacién de depredadores puede ser descrita por una
ecuaciéon de crecimiento logistica en la cual la capacidad de carga es proporcional a

la cantidad de presas disponibles.

A } . (4.2)

aN,
Aqui ry es el crecimiento per cépita de los depredadores, y la capacidad de carga
o nivel de equilibrio natural esta directamente relacionado con la abundancia de las
presas por la constante de proporcionalidad «; N, y Ny pueden ser tomadas para
expresar nimero o biomasa, aunque posteriormente o depende de la eficiencia de la
conversion de biomasa del krill en ballenas. Las poblaciones de presas y depredadores
podrian ser descritas por otras ecuaciones, incorporando varios refinamientos. Pero
las ecuaciones (4.1) y (4.2) involucran los elementos esenciales de un sistema donde
interactian presas y depredadores y son ampliamente representativos de una extensa
clase de modelos.
Ahora para analizar el efecto de la captura suponemos que la poblacion de krill es
cosechada bajo una estrategia de “esfuerzo constante” en una tasa r; Fy; F; representa
el esfuerzo de pesca constante, F; = 1 corresponde a una tasa de pesca igual a la tasa
de crecimiento intr’nseco 1. Consecuentemente la produccién Y; convencionalmente
es asumida como linealmente proporcional al esfuerzo de pesca por la densidad Ny,
es decir Y7 = r1F1Ny. A la cosecha del krill se le anade, en la ecuacién (4.1), un
término que corresponde a la mortalidad y que es igual a 7 F;N;. Similarmente,
la cosecha de la poblacion de las ballenas bajo “esfuerzo constante” a una tasa roF5
da una produccién Yy = roFp Ny y a la ecuacion (4.2) le aumentamos un término que

corresponde a la mortalidad que es 19 F5N5. Definiendo

Ny Ny
X = — Xy = —
1 % Yy 2 oK

se tiene que
N, = KX, Yy Ny = aK X,
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de donde

dN, dX;
AT A@unit
dt dt

Por lo que de la ecuacién (4.1)

N
W:7"1]\71 {1 ?1} aNiNy  riFiN;

la cual se transforma en

Xm KXl
K— =rKX; |1
a 1[ K

:| CLk’XlOéKXQ TlFlKXl

que es equivalente a

dX KX
d_tl =& ll Kl

:| aXlozKXg 7’1F1X1

Lo anterior se puede escribir como

dX kX
—1 = 7“1X1 |:1 Xl Fl ac 2
dt T
Si hacemos el siguiente cambio
aak
= 4.3
v=— (4.3)
Entonces lo anterior se puede reescribir como
dX
d_tl = Tle[l Xl F1 VXQ] (44)
Hagamos lo mismo con la ecuacién (4.2)
dN, No
22 N, |1 222
dt r2dh |: QN1:|
La cual se transforma en
dX [ aKX
ode—tz = ryaK X, _1 — Xj roFyaK X,
de donde X ) ¥
2 2
— =r X |1 — KX
di ToA2 i XJ Tol'2.A9
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que a su vez se puede reescribir como

dX. X
d_t2 = ’I“QXQ |:]_ F2 Yi] (45)

Nétese que las propiedades de equilibrio (estéatico) dependen de las cantidades

Fy, F,, vy adicionalmente la dinamica involucra a ry y 7s.

4.1.2. Solucién de equilibrio y Producciéon Sustentable

Los valores de equilibrio de las poblaciones de krill y de ballenas, X7 y X3 res-

pectivamente, se obtienen a partir de resolver las siguientes ecuaciones

dX, dX,
— =0 — =0
dt YoTar
Resolviendo X1 = 0, se tiene

dt

Tle[]_ X1 F1 I/XQ] =0

De donde
1 X1 Fl l/X2 =0 (46)

Ahora si dd% = 0 se tiene que

X
7”2X2 |:1 Fg YQ] =0
1

con lo que resulta
X
1 F —=0 4.7
. (7
Resolvamos las ecuaciones (4.6) y (4.7) simultdneamente. Para ello de la ecuacion
(4.6) se tiene

X1 =1 F1 I/X2 (48)

y de la ecuacion (4.7)
X

X, =
T 1 R
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Sustituyendo lo anterior en (4.8)

1 F1 I/X2 =

Despejando a X5 se llega a

(1 B R
o 1+v(l B

Este ultimo resultado es
. (1 R )

= 4.9
2 1+v(l F) (4.9)
Ahora sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.8) se tiene
1 F)(1 F
[P C )
14 1/(1 FQ)
Que simplificando queda
1 £
Xi=——7"77"—+
"T1rv(1 R
Con este resultado se encuentra que
1 F
o1 _F) (4.10)

Y 14v(l R

Si la cosecha de ballenas se mantiene en un nivel que exceda a su tasa de creci-
miento explicita, F5, > 1, ellas seran llevadas a la extincion, y el sistema determina el
estado X; =1 Fj, X5 = 0. Si la tasa de pesca del krill es mantenida en F} > 1, el
sistema completo se colapsa para X{ = 0 y se tiene XJ = 0. La produccion bioldgica
(Y1 = rF1Ny) de krill y ballenas que corresponde a las poblaciones en equilibrio

dadas por las ecuaciones (4.9) y (4.10) son:

1 F
Y =rmFEXi=1Fk|l—mF——
1 ri14h 1 rifh l1+V(1 FJ

que se puede escribir como
kEFi(1 F;
AL ) (4.11)
1+v(l F)
Por otro lado

YVQ* = TQFQNQ = ’I“QFQCY/{?XQ
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que es equivalente a
. TgOék'Fg(l Fl)(l Fg)

Y*
2 1+v(l F)

(4.12)

Tomando v = 0 en la ecuacién (4.11) se obtienen para el krill los resultados
convencionales de una especie simple que se cosecha y cuyo proceso natural de cre-
cimiento es logistico. La presencia de krill consumido por las ballenas tiene el efecto
de disminuir la produccion de krill Y}*, y reduce la poblacién de equilibrio del krill
X7, por una cantidad que se incrementa conforme v se incrementa. En ausencia de
pesca (Fy = Fy = 0) la ecuacién (4.10) implica X} = 1%7 la cual proporciona una
interpretacion biolégica simple para v:

1. v = 1 las ballenas estan consumiendo la poblacion del krill exactamente en su
PMS (esto es X{ = 117 = 5, Nf = 5K para la logistica);

2. v > 1 las ballenas estédn consumiendo por arriba del PMS (N} < 1K)y

3. v < 1 las ballenas estan explotando al krill por debajo de su PMS (N > %K)
Existen muchas controversias ecoldogicas en torno al hecho de si v debe suponerse
alrededor de la unidad en sistemas naturales de presa-depredador. Para las ballenas
que explotan al krill no se tienen suficientes datos para dar una estimacion real de
v, aunque parece improbable que sea o muy grande o muy pequena; para nuestra
ilustracién numérica, escogemos arbitrariamente v = 1.

Las ecuaciones (4.9) y (4.12) muestran que el stock de ballenas y su produccién decre-
ce linealmente cuando el esfuerzo de pesca del krill F7, se incrementa. M&s interesante
es la relacién entre la produccion Y, y el esfuerzo de pesca para las ballenas, F.
A diferencia de todos los modelos convencionales de cosecha de una especie simple,
la curva de la ecuacion (4.12) de produccion-esfuerzo no se refiere simplemente a la
relacién de reclutamiento (aqui la ecuacién (4.2)) salvo que estd desplazada hacia

atras debido al factor 7 Esta caracteristica la cual se ilustra en la Figura 4.1,

T
proviene del caracter interactivo de la situacién presa-depredador; a medida que los
niveles de cosecha sobre las ballenas se incrementa, la abundancia absoluta de krill
se incrementa, lo cual tiene el efecto de mejorar la tasa de crecimiento per capita
de las ballenas que quedan. Entonces, con v = 1 en nuestro modelo simple el MSY
de las ballenas es alcanzado con Fy = 0,59 y el stock se reduce al 59 % de su nivel

original; esto se comprueba con las Figuras de Fy = 0,50 y el stock se reduce al 50 %
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en el modelo de una especie simple con crecimiento logistico. Todas las curvas pro-
duccién-esfuerzo con picos hacia atras son caracteristicas de los datos para muchas
ballenas y algunos peces y otras poblaciones, y los mecanismos de arriba pueden ser
en parte responsables.
Regresando a la poblacién de krill, en la Figura 4.2 mostramos a la produccion de
krill como una funcién del esfuerzo de pesca del krill y las ballenas, F} y F5, respecti-
vamente. Para F5 fijo, la maxima cosecha de krill se alcanza cuando F} = 0,50. Esta
PMS del krill se incrementa cuando el esfuerzo de pesca de las ballenas se incremen-
ta (agotando la poblacién de las ballenas). Claramente la mayor cosecha de krill se
alcanza cuando F, = 1, que corresponde a la extincién de las ballenas. Considerando
la produccién de krill y ballenas conjuntamente, podemos preguntarnos cual es la
maxima produccion de krill consistente con una produccion especifica de ballenas
(esto es, juna cuota especifica de ballenas?). O contrario, jcudl es el valor maximo
de Y5 sujeto a Y] teniendo algin valor dado?. Estas preguntas son contestadas en
la Figura 4.3. Combinaciones de produccién de krill y de ballenas representados por
puntos que caen en la region sombreada de la Figura 4.3 son consistentes con el ma-
nejo sustentable del stock, y los puntos que caen fuera de ella no lo son. En la Figura
4.3, grandes producciones de ballenas corresponden a nula pesca de krill (Y;* =
debido a que F; = 0), siendo que una gran produccién de krill se alcanzan con el
exterminio de las ballenas (Y;* = 0 debido a que N = 0). Los detalles que sustentan
a la Figura 4.3 son discutidos en [42-43], pero el mensaje es claro: un sistema presa-
depredador no puede ser manejado por la aplicacion de las nociones de PMS para
cualquier especie individualmente.
En principio, un posible criterio de manejo es maximizar la produccion sustentable
total de krill y ballenas. Suponemos que el valor relativo de ballenas y krill es medido
por v [44], donde este factor de peso puede reflejar, por ejemplo, el valor econdémi-
co relativo, proceso de peso y contenido proteinico. La produccién total de peso es
entonces proporcional a

Y =YY

donde Y se puede escribir a partir de las ecuaciones (4.11) y (4.12) como,

. le'Fl(]_ F1> ’f’gOékFQ(]. F1>(1 FQ)
T4 BT 110 By
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Nuevamente, después de hacer algunos calculos y de agrupar términos lo anterior se

puede escribir como
C(l  F)(F + BE(1 Fy))

Y —
1+V(]_ FQ)

(4.13)

Donde
T

B =ay {—2} (4.14)
™

El simbolo 3 se interpreta como el valor efectivo por unidad de biomasa de ballenas

relativa a la unidad de biomasa del krill; esto es el valor relativamente intrinseco, 7,

reducido por la eficiencia de conversion bioldgica, «, v la tasa relativa de crecimiento

2. La produccion total sustentable ahora puede ser maximizada con res-

intrinseca,
pecto a F} y Fy, para encontrar el 6ptimo global. Tres situaciones son posibles:

1. B pequena, la soluciéon 6ptima se obtiene cuando la cosecha de ballenas es muy
baja o nula y solo se cosecha krill.

2. B grande, sélo las ballenas deben ser buscadas, y su suministro de alimento no
debe cosecharse .

3. Sélo para una banda angosta de valores intermedios de [ la solucién 6ptima
involucra a la presa y al depredador.

Totalmente separado de las dificultades préacticas inherentes en tratar de optimizar
una produccién total cuyos elementos componentes son presas y depredadores que
son capturados por diferentes industrias, el natural del “todo o nada” del éptimo
global a menudo hara inconsistencias con la preservacion de todas las especies del

ecosistema.

4.1.3. La Dinamica

Cuando los esfuerzos de pesca cambian, el sistema se mueve a lo largo de una tra-
yectoria descrita por las ecuaciones diferenciales (4.4) y (4.5). Para muchos sistemas
presa-depredador que son de interés para el manejo de pesquerias y en particular
para el sistema krill-ballenas, la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacion de las
presas, 11, es significativamente mayor que la de la poblaciéon de depredadores, .
Como un resultado, la poblacién de las presas tiende a responder a cambios relativa-

mente rapidos, sobre una escala de tiempo 77 %; durante este tiempo la poblacién
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de depredadores deberd cambiar poco. Subsecuentemente, a una escala 75 %, el
sistema completo debera colocarse en un nuevo equilibrio.

Para ejemplificar estas ideas, la Figura 4.4 muestra lo que sucede en nuestro me-
taférico modelo krill-ballenas (ecs. (4.4) y (4.5)) después que la cosecha del krill ha
iniciado. Especificamente no hay pesca de krill antes de ¢ = 0, y a un esfuerzo de
pesca de krill de F; = 0,5 que es mantenido para t > 0. La Figura 4.A describe la tra-
yectoria seguida por el sistema en el “plano fase”de presa-depredador. La poblacién
del krill cambia relativamente rapido, sobre la escala de tiempo T}, para alcanzar el
valor de equilibrio apropiado a la densidad original de ballenas y al nuevo régimen de
cosecha; entonces ambas poblaciones se mueven relativamente lentas, sobre la escala
de tiempo Ty, aproximadamente a lo largo de “isoclinas”de krill (donde la poblacién
de krill tiene el valor de equilibrio apropiado al valor corriente del cambio de la pobla-
cién de ballenas), hacia el punto de equilibrio final. Estos cambios son relativamente
suaves en la Figura 4.4; con otros parametros, es posible para el sistema mostrar
oscilaciones amortiguadas cuando se relaja a su nuevo equilibrio.

Aqui la caracteristica esencial es que, como inicia la cosecha de krill, la poblacién
explotada debe ajustarse a un nuevo valor estable relativamente rapido. Pero hay
cambios a largo plazo en la poblacién controlados por componentes lentas del ecosis-
tema. Una vez més se aprecia, que puede ser posible tener indicadores relativamente
rapidos de los cambios lentos de la poblacién (por ejemplo, por monitoreo de la tasa
de embarazos). Basicamente, sin embargo, el manejo debe ser montado para escalas
de tiempo lentas si el ecosistema es la unidad de interés.

Mas general, la manera en que el sistema responde a fluctuaciones del medio am-
biente debera ser alterado por la cosecha. El “tiempo caracteristico de regreso”, T,
para recobrarse hacia el equilibrio después de una pequena perturbacion provee una
cruda medida de la robustez del sistema, y tipicamente Tk se incrementa si F; o
F, o ambos se incrementan. Esto es, al sistema cosechado le toma mas tiempo en
recuperarse del golpe ambiental que al sistema primitivo. Estos efectos se hacen mas
severos cuando F) y Fj se incrementan hacia la unidad. Hay muchos requisitos y
advertencias que necesitan ser anadidas a estas generalizaciones pero en general es

cierto que los sistemas cosechados tienen poca capacidad de recuperacion.
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4.2. Figuras

— v=0
v=1
v=6

L
0.8 1.0

Figura 4.1: La produccion de ballenas, Y5, es mostrada como una funcién del esfuer-
zo de pesca, F,, para tres valores del parametro v que caracteriza la intensidad de
depredacién de nuestro modelo krill-ballenas: a) v =0, b) v = 1, ¢) v = 5. Alterna-
tivamente, para este modelo particular presa-depredador, la misma curva describe la
relacion entre produccion y la densidad del stock, referida a la densidad no cosecha-
da. (Si Y3 involucra un factor de escala no especificado, todas las curvas tienen que

ser trazadas para tener los mismos valores maximos. Para més detalles ver el texto).
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Figura 4.2: La produccién de krill, Y7, es mostrada como una funcién del esfuerzo de
pesca sobre el krill, F7, y sobre el de las ballenas, F,. (Aqui v = 1, y en la ecuacién
4.12 la constante de escala ha sido escogida arbitrariamente r1k = 1). Los rasgos de

esta figura son como los descritos en el texto.
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Figura 4.3: La frontera del area punteada da la produccién méaxima sustentable de

krill consistente con un valor de la produccién de ballenas preescrito (o, reciproca-

mente, la producciéon maxima sustentable de ballenas consistente con una produccién

especifica de krill).
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Figura 4.4: La frontera del area punteada da la producciéon maxima sustentable de

krill consistente con un valor de la produccién de ballenas preescrito (o, reciproca-

mente, la produccion maxima sustentable de ballenas consistente con una produccion

especifica de krill).



Capitulo 5

Control 6ptimo

5.1. Control ()ptimo en un Sistema

Presa- Depredador

En este capitulo se presenta un ejemplo del uso de la teoria de control éptimo
para obtener estrategias éptimas para el control de un sistema presa-depredador.
Se usan dos tipos de variables de control. Una variable de control es la tasa de
liberacion de presas o depredadores los cuales han sido producidos en laboratorios.
El otro tipo de variable de control es la tasa de aplicacién de un insecticida. Un
resultado inesperado e interesante es que es facil controlar una plaga por medio de
un insecticida que destruya solamente a los depredadores dejando a las presas ilesas.
Esto es debido a que el sistema presa-depredador es un sistema dinamico. El nivel
de la variable de control y el tiempo de su aplicacién pueden ser manipulados para
producir respuestas deseadas desde el sistema dindmico. Otro resultado interesante
es que el sistema puede ser controlado por la liberacién de presas que han sido
producidas en laboratorios. Estos resultados pueden ser ttiles en la formulacién de

un esquema integral de control para el manejo de presas.
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5.1.1. Introduccion

La aplicacién de las técnicas de optimizacién en ecologia han sido ampliamente
defendidas por Watt ([5], cap. 13). Una de estas técnicas para sistemas dindmicos es
la que se conoce como el Principio Maximo de Pontryagin, que es una forma moderna
del calculo de variaciones cléasico.

En ecologia se tiene como principal obstaculo para el uso de la teoria de con-
trol 6ptimo, la falta de exactitud de los modelos matematicos de la dindmica de
los ecosistemas. Sin embargo, un ecosistema que ha sido muy estudiado es el de
presa-depredador. En este ejemplo, se emplea el modelo de Lotka-Volterra. El uso de
modelos simplificados de poblaciones de insectos facilitara la exposicion del uso de
la teoria de control 6ptimo en ecologia. No existe dificultad conceptual en extender
este analisis a otros modelos de presa-depredador o a un sistema presa-depredador
con estructura de edades.

El analisis de este sistema presa-depredador sugiere dos propuestas interesantes:
Primero, es facil controlar a las presas por medio de un insecticida que mata solamen-
te a los depredadores dejando a la plaga (presas) ilesas. En circunstancias normales,
los depredadores regulan la poblacién de las presas.

Segundo, es facil controlar a las presas liberando presas en el tiempo y a la tasa ade-
cuada. Las razones biologicas detras de estas dos propuestas son que estas variables
de control pueden ser usadas para prevenir un subsecuente colapso de las poblaciones

de depredadores seguido por una epidemia de presas.

5.1.2. Un Sistema Presa-Depredador no Controlado

Denotemos como N (t) al numero de presas y como Nj(t) al numero de depreda-
dores al tiempo .
Ignorando la estructura de edades, es posible que el sistema pueda ser descrito por

las siguientes ecuaciones

dN-

d—l :gl(NhNg,t) (51)
t

dN:-
2 = 92(N17N2,t) (52)

dt



5.1. CONTROL OPTIMO EN UN SISTEMA PRESA- DEPREDADOR 69

donde g1 (Ny, No,t) v go(IN1, No, t) son funciones de Ny,No v t. El modelo de Lotka-

Volterra es

% = (a1 [1N2)V; (5.3)
% = (B2N1  a2) Ny (5.4)

donde aq, awg, f1, P2 son constantes positivas.

Como el sistema evoluciona en el tiempo se pueden tener trayectorias cuyos trazos
van hacia afuera como se muestra en la Figura 5.1 y las flechas indican la direccion
de éstas conforme se incrementa el tiempo.

Como primer paso en este estudio, busquemos los puntos de equilibrio del sistema.

Para esto tenemos que resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

dN,

1)
dt
y
dNs _0
dt
Si % = 0 se tiene que
ar BNy =0
Lo que se traduce en
aq
Ny = —
CB
Ahora, si % = 0 implica que
foN1 =0
y entonces
&%)
Ny = —
LB

Con lo anterior, tenemos el punto P[%, %‘—i] que representa al punto de equilibrio

del sistema. Si el sistema estda en P, la poblacién de presas permanece en un nivel
constante (como también los depredadores). Conforme la trayectoria del estado se
estd alejando de P, se tienen grandes fluctuaciones de la poblacién de las presas.
Esto es claro si vemos la Figura 5.1. En la Figura 5.1, se despliegan trayectorias no

controladas cuando

ar=ay =01 =0 =1 (5.5)
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Notese que los ntimeros a lo largo de los ejes no son los nimeros absolutos de presas
ni de depredadores, sino estan en unidades adimensionales. En las Figuras 5.2-5.8,

estos parametros tiene los mismos valores y los ejes tienen las mismas unidades.

5.1.3. Control con un Pesticida Ideal

En este caso la variable de control es la tasa de aplicacién de un pesticida ideal.
Un pesticida ideal es un agente quimico o biolégico que mata solamente a las presas,
no deja residuos, y destruye a las presas de una manera que depende de su densidad.
Al tiempo ¢, definimos la tasa de aplicacién del pesticida como u(t). La dindmica del

sistema presa-depredador sujeto a esta variable de control esta dado por

dN

d_tl = (041 BINQ)Nl b1UN1 (bl > 0) (56)
dN.
d_252 = (52]\71 042)N2 (5-7)

Las condiciones iniciales del sistema son
Ni(to) = N1, Na(to) = Nog (5.8)

Esto quiere decir que al tiempo t; los niveles de la poblaciéon pueden ser observados
y Nig, Nog son los resultados de las mediciones.
En la seccion previa se hizo notar que si los estados del sistema estan en el punto
P[%, %] estos tienen la propiedad deseable de que la poblacion de las presas per-
manece en un nivel constante. Asumimos que P es una meta deseable para nuestro
programa de control. Si este no es un nivel aceptable de presas podemos usar otros
métodos de control que puedan hacer cambios permanentes en los parametros del
sistema aq, asg, B, Fo.
Entonces, si ¢y denota el tiempo donde se ha completado el programa de control, se
deberia tener

Nilty) =35 Malty) =3

Podemos especificar a t; o dejarlo sin especificar. Si especificamos a t; estariamos

(5.9)

imponiendo una restriccion sobre el programa de control. En nuestro caso dejamos
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a ty sin especificar.

La variable de control debe satisfacer la restriccién

El término u(t) debe ser positivo. El limite superior para u(t) se debe a que las insta-
laciones y el personal disponible son limitados. La cota superior w,,,, debe ser alguna
funcion del tiempo que refleje la capacidad de los cambios al rociar el pesticida, pero
por simplicidad supondremos que ,,,, €s una constante.

Necesitamos una funcion criterio para medir la ejecucion del programa de control.
Una funcién criterio razonable es una funcion costo la cual es una combinacion del
costo del pesticida usado y el costo total de los danos producidos por la plaga a
la cosecha. Este es uno de los puntos donde los valores de juicio entran al analisis.
La eleccién final del indice de ejecucion puede estar determinado por otras conside-
raciones, como por ejemplo la salud. Para este ejemplo se toma como el indice de

ejecucion a

ty
J = / [c1 N7 + cou)dt c1>0, >0 (5.11)
to
Nuestro problema es escoger un programa de control admisible el cual llevara
al sistema de un estado inicial (Nyg, Nyg) al estado [%, %} y tal que el indice de

ejecucion sea minimo.

El programa de control éptimo es una combinacién de u = 0y © = 4, (ver apéndice
1). La combinacién exacta de (la secuencia) los arcos de u =0y % = Upq, tiene que
ser determinado numéricamente.

Una estrategia de control éptimo para byu,,q, suficientemente grande estd dado en
la Figura 5.2; esto es, b1upq: = 1. En la Figura 5.2, las curvas AP y PB son curvas
de cambio. Tomemos un estado inicial del sistema que esté en G;. El sistema se
puede mover bajo control nulo a S7. En 51, se aplica la variable de control en el nivel
maximo hasta que el estado del sistema alcanza el punto P. Si el estado inicial esta
en (G5 se aplica inmediatamente la variable de control al maximo nivel hasta que el
estado del sistema alcanza a S;. En Sy, se quita la variable de control y el sistema
evoluciona como un sistema no controlado hasta Sy, cuando el control es cambiado

nuevamente para llevar el estado del sistema a P.



72 CAPITULO 5. CONTROL OPTIMO

De la Figura 5.2, notamos que el rociado del pesticida debe pararse tan pronto como
el estado alcanza a P. Si no, el sistema puede ser llevado al estado @) via la curva
quebrada PQ). Si se detiene el rociado, el sistema debera moverse a lo largo de la
trayectoria no controlada.

Si biUmer < aq el sistema no puede ser llevado desde cualquier estado admisible
(N1, N2) al estado P[32, 51| con un cambio en la variable de control. Esto se indica
en la Figura 5.3, solo los estados dentro de la trayectoria ABC'D pueden ser llevados
a P con un cambio de la variable de control. Fuera de ABC'D en la Figura 5.3,
la estrategia de control es mas complicada y no se discutirda aqui. Esta conclusiéon
tiene una implicacion 1til por la cuestién de si la capacidad de rociar al pesticida
es adecuado o no. Suponemos que una epidemia de las presas no sucedera nunca
debido a que el estado esta mas alla de ABC D. Entonces la capacidad existente de
controlar la plaga es suficiente. Por esto entendemos que siempre el sistema puede
ser llevado a P con un cambio de la variable de control. De otra manera, ,,,, debera
incrementarse con el propésito de que ningin brote de presas vaya mas alla de la
nueva frontera ABCD.

5.1.4. Control por un Insecticida que solo mata a los De-

predadores

Una objecién comun en la literatura popular al uso de insecticidas quimicos, es
que pueden matar a los depredadores, los cuales regulan a las presas.
Esta objecién no necesariamente es valida debido a que el sistema presa-depredador
no es un sistema estatico sino, méas bien, es un sistema dinamico. Es concebible que
la manera mas barata de controlar al sistema presa-depredador sea por medio de
un insecticida que mata sélo a los depredadores. La racionalidad detras de esto, es
que el insecticida deberia ser usado para reducir a la poblacién de depredadores en
alguna etapa para prevenir un subsecuente colapso de la poblacién de depredadores
seguida por un aumento en la poblacién de la plaga. La teoria de control 6ptimo se
emplea para verificar esta hipdtesis.

Sea u(t) la tasa de aplicacién del pesticida y suponemos que no deja residuos. Sea

0 u(t) Unae (5.12)
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donde u,,4, €S constante.
La dinamica del sistema presa-depredador bajo esta variable de control, esta dado

por las ecuaciones
dN-
d—l = (a1  Bi1Ny)N, (5.13)
t
dNo
dt

donde by es un paramero positivo. Al tiempo inicial t; se tiene

= (BoN1 )Ny boulN, (5.14)

Ni(to) = N,  Na(to) = Nog (5.15)

Esto simplemente quiere decir que tanto Niy como Noy son estimaciones confiables
de las poblaciones al tiempo t = .

Sea ty el tiempo final no especificado y sea

Nilty) =55 Nalty) =3

El problema de control 6ptimo es encontrar una funcién u(t) que lleve al sistema

(5.16)

desde un estado inicial (N10, Nao) al estado (32, 1) v tal que el indece de ejecucién
tr
J = / [ClNl + CQU]dt7 (Cl > 0, Coy > O) (517)
to

sea minimo.

El control éptimo es una combinacién de u = 0y 4, (ver apéntice 1). La secuencia
exacta tiene que ser determinada numéricamente. La estrategia de control esta exhi-
bida en la Figura 5.4. Las curvas AP, PS y SB son curvas de cambio. Si el estado
inicial del sistema estd en (G1, el sistema se mueve de manera no controlada hasta Sy.
En S; se aplica la variable de control al nivel maximo hasta que el sistema alcanza
al punto P. Si el estado inicial esta en (G5, inmediatamente se aplica la variable de
control al maximo nivel hasta que el sistema alcanza el punto Ss. En S5 se quita la
variable de control y el sistema evoluciona como un sistema no controlado hasta S;
donde el control es cambiado al maximo nivel y lleva al sistema al punto P. En P,

se quita la variable de control.
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5.1.5. Control por un Insecticida que Mata Presas y Depre-

dadores.

Sea u(t) la variable de control que es la tasa de aplicacién de un insecticida que
mata presas y depredadores. Si deja un residuo, es necesario introducir tres ecuaciones
diferenciales para describir el nivel de los residuos en el medio ambiente, la poblacién
de las presas y la poblacién de los depredadores. Se supone que se pueden ignorar
los niveles residuales en las poblaciones de las presas y de los depredadores. Sea
R(t) el nivel de los residuos del insecticida en el medio ambiente. Se sabe que un
insecticida mata a los insectos de manera proporcional. Por tanto, la dindmica del

sistema presas-depredadores sujeto a un insecticida persistente esta dado por

AN
d_tlz(al BiN2)N;  biuN, e RN, (5.18)
dN.
d_;:(gﬂvl as)Ny  byuNy  esRN, (5.19)
d
d—f: kR +u (5.20)

donde by, by, €1, €2 ¥ k son parametros positivos.
Si se supone que el insecticida no deja residuos, entonces la dindmica del sistema

estd dado por

dN
d_tl = (a1 SiN2)Ni  biulN (5.21)
dN.
d_152 = (B2N1 ag)Na boulNy (5.22)
El tiempo final ¢ se deja sin determinar. Sea
a !
Ni(ty) =25 Nalty) = 2 (5.23)
Do B
Ni(to) = Nio;  Na(to) = Nag (5.24)
0 u(t) Upae = Cte (525)

El problema de control éptimo es llevar al sistema del estado inicial (Njg, Nog) al

estado (%, %) y tal que la cantidad total de insecticida usado, que esta dado por

ty
J:/ udt (5.26)
to
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sea minimo.
Se muestra en el apéntice 1 que el control éptimo es una combinacion de u = 0,

U = Upmqe ¥ €l control singular

:b%52N1+5351N2 (r BiNa)  (B2N1 )

5.27
blbg(bl bg) bl b2 ( )
con by > by > 0. El extremal singular asociado esta dado por
bifa(cr BilNa)Ni + b1 (BaN1 aa) Ny =0 (5.28)
Estas trayectorias pasan por (32, 3).

Si el control singular se usa, es necesario verificar que no se viola la restriccion (5.25).
En un caso particular, puede ser que el control singular siempre sea muy grande y
tiene que ser excluido.

Por lo argumentado, se relaja (ignora) la restriccién (5.25) y se establece la pregunta
de si una combinacién de control nulo u = 0 y el control singular (5.27) es adecuado
para controlar al sistema. La respuesta es afirmativa. La estrategia de control esta
exhibida en la Figura 5.5. La curva AP es la curva de cambio como también un
extremal singular (5.28). Supongamos que el estado inicial estd en GG;. El sistema se
mueve a lo largo del control nulo G1.57. En Sy, la variable de control es cambiada
como se predijo en (5.27). Bajo el control singular, el estado del sistema es llevado
a P via S1P. Si el estado inicial esta en G, el sistema evoluciona bajo control nulo

hasta Sy. En Sy, el control singular (5.27) es cambiado y el sistema es llevado a P.

Nétese que como Ny la asintota al extremal singular es
blCtl
Ny = ——— 5.29
T b (529)

Entonces, de la Figura 5.5, todos los estados admisibles (esto es Ny > 0, Ny >
0) pueden ser llevados al estado estable con un cambio de la variable de control.
Matematicamente, esta estrategia de control es muy interesante porque se conocen
explicitamente las trayectorias de control nulo y las trayectorias del control singular.
Desde el punto de vista practico, un programa de control que sea una combinacién

de u = 0y u = Upqs s facil de implementar. El control singular no es posible si
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by = by. Para este caso, en la Figura 5.6, se exhiben resultados en los cuales sélo se

emplean arcos © = 0 y © = Uz SU indice de ejecucion esta dado por

t
J:/ﬁm+mﬁ (5.30)
to
En la Figura 5.6, los arcos AP y PB son arcos de cambio. Si el estado inicial del
sistema esta en (51, el sistema evoluciona no controlado hasta S;. En S7, la variable
de control es cambiada a su maximo nivel y el estado del sistema es llevado a P a
lo largo de S;P. Si el estado inicial del sistema estda en G5, la variable de control es
cambiada inmediatamente a su maximo nivel hasta alcanzar a Ss. En S5, se quita la
variable de control hasta alcanzar S;. Entonces el estado es llevado a P a lo largo de

S1P aplicando la variable de control a su maximo nivel.

5.1.6. Control por Liberacién de Presas y Depredadores

La contaminacion por los pesticidas es reconocida como una amenaza al bienes-
tar del ser humano. Debido a la inquietud ptblica sobre el uso de los insecticidas
quimicos, es que se ha puesto mas atencion a los controles biolégicos. Una forma
de control biolégico es la liberacion de depredadores para controlar a las presas. Un
ejemplo muy famoso de esto fue el del control del cottony-cushion por el escara-
bajo lady-bird en California. En el presente, se han reportado cerca de 300 casos
exitosos del uso de los controles bioldgicos. Un tercio de estos casos son totalmente
exitosos, otro tercio se dice que son sustancialmente exitosos y el tercio restante son
marginalmente exitosos. Nuestro ejemplo de control biolégico esta motivado por la
posibilidad de que el grado de éxito de los casos sustancial y marginalmente exitosos
se incrementen si los depredadores son liberados de una manera 6ptima.

Otra forma de control biolégico que no ha sido muy desarrollado es el de liberar
presas para controlar a las presas. Es concebible que la liberacién de presas en un
cierto tiempo y a una cierta tasa pueda llevar a un promedio bajo a la poblacion de
las presas o a disminuir a la poblacion de la plaga en una etapa posterior

Las presas y los depredadores son producidos en laboratorios y son liberados a una

tasa u(t) y v(t) respectivamente. Estas son las variables de control.
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La dinamica del sistema esta dado por

dN-

d_tl = (Oél BlNg)Nl +u (531)
dN.
d_tZ = (BaN1a2) Ny + v (5.32)

Tomemos a ty sin especificar y con las siguientes condiciones

Ni(to) = Nio;  Na(to) = Nog (5.33)
e a

Ni(ty) = =5 Nofty) = — (5.34)
Do b

0 u(t) Umes = const (5.35)

0 v(t) Unax = const (5.36)

El problema de control 6ptimo es encontrar las tasas de liberacién de las presas
y de los depredadores las cuales llevardn al sistema del estado observado (N, Noo)

al estado estable P[32, 3] y tal que el indice de ejecucién

t

J=co(ty to)+ / f[clu + cov + c3 Ny |dt (5.37)
to

sea minimo. Los parametros ¢y, ¢y, c3, son positivos y deben ser interpretados como

los coeficientes de costo o factores prioritarios de ponderacién. El término co(ty o),

(0 ¢p) en el indice de ejecucion quiere decir que queremos llevar el sistema al estado

estable rapidamente.

El programa de control 6ptimo es alguna combinacién de u = 0, v = 0, U = Uz,

U = Umae (ver apéndice II). Se tiene calculada la estrategia de control para los casos

donde:

a) Solo se contempla la liberacién de presas.

b) Solo se contempla la liberacién de depredadores.

La estrategia de control éptimo para un ejemplo del primer caso (¢g = 0, ¢; = 2,

c3 =1, Umaw = %, Umaz = 0) estd dado en la Figura 5.7. Los arcos AP, PS y SB son

curvas de cambio. Si GG es el estado inicial del sistema, éste puede evolucionar hasta
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S1 bajo control nulo. En S, la variable de control es cambiada a su maximo nivel
hasta que alcanza el punto P via PS. Si el estado inicial estda en Gy, la variable de
control es cambiada inmediatamente. En S,, la variable de control no es cambiada,
pero en Sy se cambia nuevamente, y el estado del sistema es finalmente llevado al
punto P.

La estrategia de control éptimo para un ejemplo del segundo caso (¢o = 1, ¢3 = 2,
3 =0, Upmaz = 0, Uppaz = %) esta dado en la Figura 5.8. Notese que ,,q. €S Ogrande()
comparado con los parametros «q, g, B1, B2, vy utilizando el arco BP, es posible
llevar al sistema desde cualquier estado al estado estable P con un cambio de la
variable de control. El correspondiente programa de control no es éptimo porque,
como se muestra en la Figura 5.8, las condiciones necesarias requieren que algin
estado sea llevado optimamente a P solamente con dos cambios en la variable de
control. Si v,,4, €s “pequena’ comparada con los pardametros, no siempre es fécil
llevar al sistema desde todos los estados admisibles a P con un cambio de la variable
de control y la estrategia de control 6ptimo es mas elaborada que la de la Figura 5.8.

Las curvas AP y PB son curvas de cambio.

5.1.7. Conclusiones

La teoria de control 6ptimo es una herramienta muy flexible y cuantitativa para
el estudio de programas de control sobre sistemas presa-depredador. Se tienen tres
niveles en el uso de la teoria de control:

1. Algunas de las condiciones necesarias de la teoria de control éptimo son usa-
das para reducir la clase de candidatos a programas de control. Esto se combina
con conocimientos biolégicos y estudios de simulacién de los efectos de programas
de control sobre sistemas presa-depredador. Por ejemplo en casi todos los problemas
estudiados la variable de control éptimo esta en el nivel cero o niveles maximos. Esta
informacion es muy 1til en estudios de simulacién donde otros factores, cuantitativos
y cualitativos, pueden determinar el tiempo de cambio de la variable de control.

2. Todas las condiciones de la teoria de control éptimo son usadas para obtener
un programa de control definitivo. Esto deberia ser analizado desde el punto de vista

biolégico seguido de la experimentacién en el campo para verificar los resultados.
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Si el programa de control desde el punto de vista biolégico no es esencial entonces
debemos cambiar el modelo matemaético del sistema.
El modelo de Lotka- Volterra es razonable en el sentido de que los efectos de todos los
programas de control éptimo que se obtienen son muy plausibles desde el punto de
vista bioldgico. El caso de controlar el sistema por liberacién de presas suena ridiculo
al principio pero es muy plausible cuando vemos que la racionalidad que esta detras
es la prevision de un colapso de la poblacién de depredadores seguido por un brote de
presas. Ejemplos préctivos de esta forma de control biolégico son discutidos en [10] y
[11]. Este tipo de control biolégico no debe confundirse con aquellos que involucran
la liberacién de hembras esterilizadas para reducir la produccion de huevos fértiles.
3. En el uso de la teoria de control 6ptimo, verificamos suficientes condiciones pa-
ra la optimizacion de las estrategias de control. Desde el punto de vista matematico
esto es muy deseable, pero, para estos problemas, no se hizo. Por tanto, todos los
programas de control obtenidos aqui solamente pueden estar en términos extremales,
esto es, que satisfacen las condiciones necesarias para la optimizacion.
El manejo de presas esta reconocido como la mejor aproximacion al control de presas.
Por definicion, el manejo de presas es la combinacion racional de todos los posibles
procedimientos de control de presas. De las Figuras 5.2-5.8, vemos que el cuadrante
positivo de todo el espacio de estados puede ser dividido en varios sectores con un
punto en comun que es el estado estable P. Cualquier sector tiene una variable de
control particularmente eficaz operando en el nivel méximo, o no hay necesidad para
aplicar alguna variable de control a todo. Por tanto, si el sistema ha sido perturbado
desde su estado estable y
(i) los niveles de las poblaciones de presas-depredadores son bajos, la variable de
control deberia ser la tasa de liberacién de presas a tasa maxima,
(ii) si la poblacién de depredadores es baja y la poblacién de presas se estd incre-
mentando, la variable de control deberia ser la tasa de liberacién de depredadores a
tasa maxima, y
(iii) si ambos niveles de la poblacién son grandes, la variable de control deberfa ser
la tasa de aplicacién de un insecticida no persistente.
Estas son conclusiones cualitativas muy plausibles y pueden ser contribuciones ttiles

para el manejo de presas. Es interesante notar que la politica de control depende de
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los niveles de la poblacion de presas y depredadores. El solo conocimiento del nivel

de la poblacién de las presas es inadecuado.

5.1.8. Apéndice 1.

El sistema a resolver es

dN-
d_tl = Ni(an  BiN2)  biuNy
dN-
d_tz = Ng(ﬁgNl 042) b2uN2

donde
a1 >0, >0,08,>0,06,>0,0 b,0 by, by+b>0

Las condiciones iniciales son
Ni(to) = Niwo;  Na(to) = Nog

Las condiciones finales son ¢ no especificado y

(651

B

Nilty) =22 Ny(ty) =

B2’

Como se sabe, P[%, %] es el estado estable del sistema no controlado.

Las restricciones son

0 u  Upas(constante)

En este caso el indice de ejecucion estd dado por
ty
J = / [ClNl -+ Cgu]dt
to

donde
0 c, 0 Ca, c1+co >0

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

El problema de control éptimo es encontrar una funcién control admisible, u(t),

la cual llevaria al sistema desde el estado observable (Nyg, Nag) al punto Py tal que
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el indice de ejecucién sea minimo.

El hamiltoniano para este problema esta dado por

H[t,NbUa)\]:A0[01N1+C2U]+)\1[N1<041 51N2) 51UN1]+)\2[N2(52N1 042) 52UN2]

(5.46)
Para el control 6ptimo u = u*(t) y las trayectorias N = N*(t) con
to t
las variables de coestado Ag, A1, Ao, no todas cero, deben satisfacer
Ag = const
con 0 Ag
Encontremos las A\ para este caso. Sabemos que
: 0H
A = N [Noct + A1 BiN2  biu) 4+ Ao fSaNo] (5.47)
1
: OH
A= ——= [ MBINI+Xa(BaN1 s bou)) (5.48)
0N,
Ademiés
H(N™(t),u"(t), At)) = 0 (5.49)
y a lo largo de una trayectoria 6ptima el control 6ptimo «*(¢) minimiza a
H(N™(t), u(t), A(t))
con respecto a todos los controles admisibles. Por tanto
H,>0 u(t)=0 (5.50)
y
H, <0 u"(t) = tnas (5.51)

donde el subindice denota derivada parcial con respecto a wu.

En el intervalo [t1, t5], derivando parcialmente a H con respecto a u, se tiene

Hu = )\062 )\1b1N1 )\QbQNQ (552)
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SI hacemos H, = 0, entonces
)\OCQ = )\1b1N1 + )\QbQNQ

esto indica que se tiene un control singular. Esto es posible debido a que u aparece
en forma lineal en el hamiltoniano. En lo que sigue, denotaremos a la derivada total
de H, con respecto a t por D y sea N = N*(t).

Diferenciando (5.52) con respecto a t y utilizando la regla de la cadena, tenemos

DH, = MbN; MbNy  AoboNy  Aobo Ny

utilizando las ecuaciones (5.47), (5.48), (5.38) y (5.39) se tiene, después de hacer el

algebra correspondiente,
DH, = Ny(biAoc1 + biAefaNo  baNoA 1) (5.53)
Estamos interesados en los estados para los cuales,
Ni>0 y Ny>0 (5.54)
Si DH, = 0 implica que
Ni(biAocy + bidafBaNa baNoA ) =0

Entonces se tiene

bl)\Ocl + bl)\gﬁgNg ngg)\l/Bl =0 (555)

Calculando la segunda derivada del hamiltoniano con respecto a ¢ y considerando

la ecuacién (5.55), se obtiene
D*H, = N, [}\2ﬁ2b1N2 + NobiXoBe  beNoMify Nabo B \]

Haciendo las sustituciones indicadas y agrupando términos se llega a

D?*H,, = Ny No[Aoc1b231 + b1 31821 N1 + b1 2 A2 N
+bfid(on + s SN2 BoNv o u(by o)) (5.56)
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Pero de la seccion 3, se tiene el caso cuando by = 0 y by = 0, entonces lo anterior se

reduce a
D2Hu == blﬁlﬁg)\lNlQNQ (557)

Como buscamos que D*H, = 0y by, 31, B2, N1, Na, son positivos, se deduce que
A(t) =0 (5.58)
Entonces de (5.52) se tiene
)\062 )\ngNg =0

pero como by = 0 nos lleva a que
)\0 = O
y de (5.55) se tiene
b1 2Ny = 0

lo cual nos lleva a que Ay = 0.

De lo anterior se deduce que A\g = 0 y consecuentemente A\y(t) = 0. Pero Ao, A;(%)
y Ao(t) deben ser diferente de cero. Entonces no existe un control singular para este
caso.

En la seccién 4, se tiene que by = 0, by = 0 tal que la ecuacion (5.55) se transforma
en

baB1NaA = 0

De donde
A(t) =0 (5.59)

Las condiciones (5.49) y (5.52) implican, sabiendo que A;(t) = 0, y tomando la

ecuacién (5.46)
H = X\o[c1 N1 + cou] + X[ No(BoN1 an)  baNau] =0
si en la anterior ecuacién hacemos u = 0 nos queda
H = Xoc1 N1+ XaNo(BoN1 )
y como A;(t) =0 en (5.52) resulta que

Hu = Cg)\o b2N2>\2
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pero si H, = 0, de lo anterior se obtiene
Cg)\o = bQNQ)\Q

Por otro lado

H = ClNl)\() + NZ)\Q(Nl/BQ OZQ) (560)
De las ecuaciones (5.56), (5.59) y (5.60) se tiene

DQHU = NlNngﬁl [Cl)\o + /BQAQNQ] = 0 (561)
Como ¢; > 0 se sigue de (5.60) y de (5.61) que

Nuevamente se tiene que Ag ,A1(t) v A2(t)) deberian ser diferente de cero, por lo que
en este caso no existe control singular.

En la seccién 5, se tuvo el caso cuando ¢; =0, ¢co = 1y by = 0, by = 0. Ocurre control
singular, pero antes discutiremos la posibilidad de considerar anormalidades.

Por definicién un arco es anormal si se satisfacen las ecuaciones (5.38),(5.39) y de
(5.47) a (5.52) con \g = 0. Numéricamente se encuentra que existe un arco anormal
si se integra hacia atras desde P con A\g = 0. En las Figuras 5.2, 5.6, 5.8, PB es un
arco anormal. Cuando un arco es anormal alli es posible que méas de un conjunto
de variables de coestado satisfagan las ecuaciones de (5.47) hasta (5.52). Es posible
distinguir entre dos arcos anormales. En el primer tipo, Ay = 0 para todo conjunto de
variables de coestado admisibles. En el segundo tipo, existe un conjunto de variables
de coestado admisibles con \y = 1. En este trabajo, todos los arcos anormales son del
segundo tipo. La discucion sobre anormalidades se hace debido a que la existencia de
la teoria sobre condiciones 6ptimas para controles singulares requieren la suposicién
de que el extremal de referencia sea normal. La condicién generalizada de Legendre
[15,16] ha sido deducida de la segunda variacién. Para arcos anormales la segunda
variacion debe ser no negativa.

Las ecuaciones (5.52) y (5.46) se siguen del principio minimo.

Por tanto, hay condiciones necesarias de primer orden y son vélidas aunque el ex-

tremal de referencia sea anormal. Se mostrard que no hay extremales singulares
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anormales. De las ecuaciones (5.52) y (5.55) se resuelven para A\; y Ay en términos
de )\0.
Para encontrar a A\; multipliquemos la ecuacién (5.52) por by 5> y la ecuacion (5.55)

por bs. Lo que nos queda es el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas.

(b1B2)[cado  D1AINT  DadaNa] =0

bo[cibiNo  baSi A1 No + by SaAaNo) = 0

Después de hacer multiplicaciones, de sumar estas dos ultimas ecuaciones y de agru-

par términos se llega a
_ bio[bact + 23]
b3 Ba Ny + b3 51N>

Para encontrar a Ay multipliquemos la ecuacién (5.52) por by Ny y a la ecuacion

A (5.63)

(5.55) por by Ny. Nuevamente, lo que nos queda es un sistema de ecuaciones si-

multaneas. El sistema de ecuaciones en este caso es el siguiente

(281 N2)[Aoca  b1AINT  baAaNo| =0

( b1Ny)[biciAo bt A1 Na + by 2 AaNo) =0

Después de hacer multiplicaciones, de sumar estas dos ultimas ecuaciones y de agru-

par términos se llega a
Ny — Ao[c2be 1Ny bici Ny
5 =

Ny[b3 81 Ny + b7 3o N1

De estos resultados se deduce que b33, Ny +b2 3, N; = 0. Para un arco anormal \g = 0

(5.64)

y de lo anterior se obtiene

A(t) = Xa(t) =0 (5.65)

este tltimo resultado es imposible. Entonces no existe trayectoria singular anormal.
Para este caso ¢; = 0. Para un arco normal se tiene \y = 1, sin pérdida de generalidad,

de la ecuacion (5.63)
b1Ca s

A —
! b5y N1 + b3 31 Ny

(5.66)
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y de la ecuacién (5.64) se tiene

025251

o = 5.67
2T BN, 1 BN, 67
Ahora si multiplicamos y dividimos a Ay por by 35 se obtiene que
ba 01
Ay = A\ —— 5.68
27 By (5.68)

La condicion generalizada de Legendre para un control singular requiere que se cum-

pla (D*H,), 0. Derivando con respecto a u la ecuacién (5.56) se obtiene
(D*’Hy)y = boiAiNiNo(by  by) 0 (5.69)
Como by, A1, 1, N1, Ny son todos positivos, entonces se tiene que
by b)) O (5.70)
Si by = by y ¢1 = 0. Sustituyendo (5.68) en (5.56) se llega a
D?H, = N1Na[b1 5180 M N1 + 015 A Ny + bofSidi(on + a2 BiNy  falNy)]
Haciendo las operaciones necesarias y después de agrupar términos se obtiene
D?H,, = by N{ Ny 1o + o (5.71)
Pero si queremos que D?H,, = 0y Ny,Na,by,31,01 + a5 son todos no cero, entonces
A(t) =0 (5.72)

Ademas la parte derecho de la ecuacion (5.66) no es cero y entonces se tiene una
contradiccion y, por tanto, el control singular no es posible si by = by. Para que el

control singular ocurra es necesario que
by > b2 >0 (573)
Con ¢ =0y H, =0 la funcién H, (5.46), se transforma en

H = X NNilar  BiNa| + AaNa[BoN1 - o
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Si buscamos que H = 0 y usando (5.68) para eliminar a Ay y sabiendo que A\; = 0 se

tiene

bifaNi[ar  BilNa| + bafiNo[faN1 ] =0 (5.74)

Este es el extremal singular. Empleando las ecuaciones (5.56) y (5.68) nos lleva al

control singular asociado

U*(t) _ b%BZNl + bgﬂlNQ aq ﬁlNQ (BQNl Oég)
biba(by  b2) b1 by

(5.75)

Este control satisfice la condicién generalizada de Legendre si la ecuacién (5.73) se

cumple. De la ecuacién (5.74) resolviendo para Ny se obtiene

N, — b1 a1 Ny
) =
(br  b2)B1BaNy + byfras
Calculando el limite cuando N; , se tiene
biay
N. A 5.76
o )b (5:76)

Esto es una asintota al extremal singular conforme N; tiende a infinito. Derivando a

Ny con respecto a Ny

dN, _ b1bzoé104251ﬁ2 (5 77)
dNv (b1 b2)B1B2Nt + bS] '

La parte derecha de la ecuacién (5.77) es positiva y para N positiva es mas grande
cuando N; = 0. Si N; tiende a infinito entonces la ecuacién (5.77) tiende a cero.

Ahora, sutituyendo la ecuacién (5.75) en la ecuacion (5.38) para obtener

@ _ N bo[boay + byava] + b1 (b1 be)Ba Ny
dt ! ba(by o)

(5.78)

nétese que la parte derecha de la ecuacion (5.78) es negativa, con lo que Ny decrece

conforme el tiempo ¢ crece. De una manera analoga

iN, N
&= O oyl Voe bibanfba(b bo) BN (5.79)
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A lo largo del extremal singular para V; finito se deduce, de las ecuaciones (5.76) y

(5.77) que
blCtl

(b1 b2)f

De esta ecuacién y con las ecuaciones (5.79) y (5.80), se puede decir que Ny decrece

N, < (5.80)

con t debido a que
dNQ b%OéQNQ

at S W by

Un ejemplo de este extremal esta exhibido en la Figura 5.

<0 (5.81)

5.1.9. Apéndice 2.

El sistema en este caso es

dN-
d—tl = Ni(a1  BiN2) +u (5.82)
dN.
d_t2 = Np(B2N1 ag) +v (5.83)
Con las condiciones iniciales
Ni(to) = Nio;  Na(to) = Nag (5.84)

y las condiciones terminales ¢ no especificado y

o o
Nilty) = =2 Nalty) = — (5.85)
B2 B
Con las restricciones
0 u  Unas (5.86)
0 v U (5.87)
donde Umar ¥V Umae sOn constantes. En este caso el indice de ejecucion es
ty
J = Cg(tf to) —f- / [clu —|— CoU —I— CgNl]dt (588)
to

con ¢y, €1, C9, C3 positivos y al menos uno de ellos es diferente de cero.

El problema de control éptimo es encontrar funciones de control admisibles u(t) y
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v(t), conty t ty, las cuales llevan al sistema del estado observable (Nqg, Nog) al

estado (%, %) y tal que J sea minimo. Analizaremos solo dos casos especiales:

i) Solamente se liberan presas v(t) = 0
ii) Solo se liberan depredadores u(t) =0
Solo se liberan presas v(t) =0

Para resolver este caso, se define el Hamiltoniano como
H(Nl, u, /\) = /\0(01u + CgNl) + /\1[N1(CY1 /BlNg) + u] + )\Q[NQ(/BQNl Oég)] (589)

En este caso (Ag, A1, A2), son las variables de coestado. Para un control éptimo y la

trayectoria N = N*(t), se debe cumplir con Ay 0y
OH

)‘\1 = W = )\003 )\10(1 + AlﬂlNQ )\2/82]\/2 (590)
1
: OH
A= ——=M0N1 AN+ Ay (5.91)
ON,
Ademsés %—JZ = Aogc1 + A1, de donde se tienen los siguientes casos
OH
— >0 () =0 5.92
S0 () (5.92)
H
i)?_u <0  u(t) = tnas (5.93)
Si en un subintervalo [¢,t5] se tiene 2% = 0 entonces
OH
— =0 A A =0 5.94
u 0C1 + A1 ( )

En lo siguiente denotaremos a %—Z como H,. Si en el subintervalo H, = 0 se tiene

que
Cl)\(] + )\1 =0

y esto indica que se puede tener control singular. Para examinar esta posibilidad
tenemos de (5.94) que
DH, =\
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pero de (5.90)
>\1 = Xz Aag +ABiNy A fBaNs

si hacemos A\; = 0 se tiene que

)\003 )\10[1 + )\151N2 )\Q/BQNQ =0 (595)

Ahora, con lo anterior, calculemos D*H,,
D?H, = Mg+ MBiNy+ MBiNa  XafaNa  AofaNo

Pero como A\; = 0 y con la ecuacién (5.91), lo anterior se reduce, después de hacer
un poco de algebra y de agrupar términos, a
DQHu = AMfi1aaNy

Si D?H,, = 0 entonces
AlﬁlOéQNg =0 (596)

como 1, ag, N2 no son cero, entonces se tiene que A\ (t) = 0y de (5.94)

)\061 + )\1 =0
de lo anterior se tiene
)\0 — O
y finalmente de (5.90) se tiene

Se supuso que 1, 2, e al igual que Ny no son cero, entonces de (5.96), (5.95), y
(5.94), se tiene que

Mo = M(t) = Ao(t) = 0 (5.97)

Esto nuevamente indica que es imposible, por lo que se tiene que (u*) = 00 (u*)(t) =

umaac .
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Solo se liberan depredadores u(t) =0
Para resolver este caso se tiene que c3 = 0 y el Hamiltoniano es
H(N,v,\) = Acov + M Ni(ar BiNa) + Xo[No(BaN1 ) + ] (5.98)

donde Ao, A1, Ay son las variables de coestado. Para el control éptimo v = v*(t) y la

trayectoria N = N*(t) , to ¢t t}, se tiene que Ag = const, A\g > 0y

. OH
AL = N, = M(ar  BiN2)  Ayf2Ny (5.99)
: oH
/\2 = —_— = /\1ﬂ1N1 )\2/82]\[1 + )\2042 (5100)
ON,
' OH
% = )\062 + )\2
Si %—f = AoC2 + A9 > 0 entonces
v (t) =0 (5.101)
Si %—Ig = AgC2 + Ao < 0, entonces
V' (t) = Vmaz (5.102)

Si en un subintervalo se tiene que H, = 0, entonces
Hv = )\002 + )\2 =0 (5103)

donde H, = %—Ij. En este caso se puede tener control singular. Para examinar esta

posibilidad calculamos la diferencial total de H, e igualemos a cero
DH, =) =0
Lo que nos lleva, de la ecuacién (5.100), a
MBINT AafaNi + Asay =0 (5.104)
Ahora calculemos D?H,

D*H, = MBINy + MBiINT  XafaNi  XafaNi + Aoy
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como Ay = 0 se tiene, después de agrupar términos y simplificar
D?’H, = ai)\f3N; (5.105)

Si hacemos que D?H, = 0 y como tenemos que aq, 32, N7 no son cero, se deduce de
(5.105), (5.103), (5.104) que A2(t) = 0. Con este resultado y la ecuacién (5.103) se
tiene que A\g = 0 y con la ecuacién (5.104) se concluye que A;(f) = 0. Esto implica
que

Ao(t) = 0, Ao =0, AM(t) =0 (5.106)

Nuevamente estos resultados no tienen sentido y, por tanto, no existe un control
singular. El programa de control éptimo es una secuencia de v*(t) = 0y v*(t) = Upnaa

y la secuencia exacta tiene que ser determinada numéricamente.
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5.2. Figuras

Figura 5.1: Modelo Lotka-Volterra no controlado

93
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L L h
1 H 1 B

Figura 5.2: Control de un sistema presa-depredador usando un pesticida ideal (¢; = 0,
Cy = 1)

Figura 5.3: Limites de estados admisibles con un cambio (¢; =0, co = 1)

Figura 5.4: Control de presas por eliminacién de depredadores (¢; = 1, ¢5 = 1,

botax = 1)
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Figura 5.5: Controlando al sistema usando un control singular (b; = 2, by = 1)

Figura 5.6: Control de un sistema presa-depredador usando un insecticida general

(by = by = upax = 1)

Figura 5.7: Control biolégico usando la liberaciéon de plagas
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Figura 5.8: Control biolégico usando la liberacion de depredadores



Capitulo 6

Programas de control 6ptimo

6.1. Programas de control 6ptimo directo para un

sistema presa -depredador

En este capitulo se presenta un ejemplo donde se supone que las presas se alimen-
tan de recursos valiosos para los humanos y que los depredadores solo se alimentan
de las presas. A menudo el uso de un programa de control para tales situaciones
es uno directo, en el cual las presas son controladas destruyéndolas completamen-
te. Tales programas algunas veces también involucran a los depredadores dandose
internamente efectos que pueden ser inesperados y desagradables. En este ejemplo,
la influencia directa de controles humanos se adicionan a un modelo conocido de
sistema presa-depredador. Los programas de control 6ptimo son determinados por
una funcién costo que depende tanto de los danos atribuibles a las presas, como del
costo econdémico (incluyendo al medio ambiente). Las caracteristicas bésicas de un
programa de manejo éptimo directo de plagas son ilustradas con varias figuras y con

la discusion.



98 CAPITULO 6. PROGRAMAS DE CONTROL OPTIMO

6.1.1. Introduccion

Las poblaciones de ciertas especies consideradas por los humanos como plagas,
usualmente estan sujetas a controles por medio de la eliminacion directa. El uso
de productos quimicos, cebos envenenados y trampas han sido métodos de control
directo usados tradicionalmente. Su efectividad ha sido variada y su uso es muy
cuestionado por muchos ambientalistas. De preocupacion particular, es el hecho de
que los programas de control directo usualmente no son selectivos, en tanto que las
presas y los depredadores son exterminados y que el uso de los controles mismos
dejan efectos daninos en el medio ambiente.

Ciertamente el control de plagas puede ser visto desde una perspectiva mas amplia
que a menudo se usa en la practica corriente al aplicar controles libres cada vez que
aparece evidencia de interaccién. No es necesario intentar matar a toda la plaga para
maximizar la ganancia economica. Algunas pérdidas de recursos humanos pueden ser
contrastados con el costo de emplear mas control.

Un programa de manejo éptimo de plagas debe abordar la siguiente pregunta. Dado
un nivel de interaccién con las plagas, jcudl es la mejor manera de distribuir el
control para que el costo asociado con el dano debido a las plagas, el control y el
dano al medio ambiente debido al control, sea minimizado mientras se maximiza a las
otras especies que viven a costa de la plaga?. Si el sistema presa-depredador sujeto
a controles puede ser adecuadamente descrito por medio de ecuaciones diferenciales,

la teoria de control 6ptimo puede ser usada para dar respuesta a tal pregunta.

6.1.2. El sistema Lotka-Volterra para presa-depredador

Un modelo dinamico continuo del sistema presa-depredador esta descrito por

dN-
d_l = €1N1 ’YlNlNQ (61)

t

dN-
d_752 = &Ny + 7NN, (6.2)

donde t es el tiempo, N; y Ny son las poblaciones instantaneas de presas y depreda-
dores respectivamente y €1, €3, 71 v 72 son constantes positivas.

El modelo dado por las ecuaciones (6.1) y (6.2) no estd completo. La actual dindmica
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de poblaciones de un sistema debera reflejar la respuesta tanto a las circunstancias in-
ternas como externas. Las circunstancias externas son aquellas que el medio ambiente
impone aleatoriamente sobre el sistema. Las circunstancias internas son aquellas que
estan relacionadas con la accién bioldgica de las especies mismas, i.e. la dinamica del
sistema permanece después de que se han quitado las causas externas.

El sistema de Lotka-Volterra intenta explicar solo los efectos internos simplemente
iniciando con hipotesis razonables. La ventaja aqui es que aunque el modelo es rigu-
roso y simple, da algin esquema para entender el problema.

Obviamente, la teoria de control éptimo puede ser aplicada a un modelo completo
(efectos internos y externos) o a més modelos internos simples. Para nosotros, el
sistema de Lotka-Volterra representa un inicio razonable para ilustrar el tipo de re-
sultados que se pueden obtener. Para iniciar se deben anadir los efectos de control

humano.

6.1.3. Sistema presa-depredador sujeto a control

Consideremos el sistema de Lotka-Volterra sin control, dado por las ecuaciones

(6.1) y (6.2). El modelo puede ser simplificado haciendo los siguientes cambios de

variables.
Sea
Ny
€T fr—
! Nlr
donde
Nlr - 2
V2
Sea
Ny
To =
2 NQ'r’
con
NQT — 6_1
7

S -1 — &
dondeT—tr, =25y k—el

Con estos cambios, veamos en que se transforman las ecuaciones.

De la ecuacién (6.1), si z7 = ]<,V—11 tenemos que
T
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Ny =z Ny,
y como
1
t=t.7=—T
€1
entonces
dN; B dN;
.~ ldr
Como Ny = z1 Ny, tenemos
dN1 dN1 dl’lNlT N dZL‘l
= € = = e
dt — dr dr M

por lo que de (6.1), después de hacer un poco de élgebra, se obtiene

dx
d_Tl :1'1(1 1‘2)

Ahora, de la ecuacién (6.2)

dN2 d(NQT-xQ) o |:N27”:| deg

dt  t.dr t | dr

Pero se tiene que
Ngr dl’g
t, dr

Nuevamente, después de hacer algo de algebra y asumiendo que k = % se llega a

= €N wa + Y N1 Nop1 22

dl’g

dr

= k‘$2 + X1y = 262(131 /{Z)

Por lo que el sistema cuyas ecuaciones son (6.1) y (6.2) se transforman en el sistema

dx
d—Tl =zi(l ) (6.3)
dx
d_: =z k) (6.4)

El efecto del control humano sobre el sistema representado por (6.3) y (6.4) es
para que decrezca la tasa de crecimiento de cualquiera de las especies. Especificamen-

te, si v representa la magnitud del esfuerzo del control (proporcional a la cantidad de
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spray quimico usado, la cantidad de veneno en la carnada distribuida, el nimero de
trampas, etc, por unidad de tiempo), este control se puede introducir directamente
en las ecuaciones (6.3) y (6.4), para dar

dx
d—;:xl(l Ty) VI (6.5)
@:l’g(l'l k) v, (6.6)
dr

donde ¢ es una constante proporcional a la efectividad relativa de los agentes de
control sobre los depredadores comparados con las presas. La magnitud del esfuerzo
del control esta limitado por

0 <V < Vpae (6.7)

El efecto del control sobre las presas es para que decrezca su niimero en una tasa
proporcional al esfuerzo del control y al nimero de presas, (i.e si estdn presentes
un gran numero de presas, entonces un pequeno esfuerzo puede resultar en una
tasa de muertes grande, similarmente si hay un pequeno nimero de presas, se debe
requerir un mayor esfuerzo para mantener la misma tasa de muertes). Si el agente
de control usado es letal para los depredadores, entonces los depredadores deberan
ser exterminados a una tasa proporcional a vz, (obviamente ¢ = 0 corresponde a

un agente de control inofensivo para los depredadores)

6.1.4. Determinacion del control 6ptimo
Costo del control

Dos factores deberan entrar en la acumulacién del costo de un programa de
control:
a) El costo asociado con la presencia de las presas
b) El costo asociado con el uso del control (esto puede incluir costo social, -si se
conoce-, como también el costo econémico actual del uso de los agentes de control),
Si suponemos que la relacién es lineal, entonces durante el programa de control la

siguiente integral de costo es acumulativa

Costo = xg = / f(axl + v)d(T) (6.8)

to
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El programa de control es iniciado al tiempo 7y y terminado en el tiempo 7¢. La

constante a se escoge apropiadamente para el sistema particular bajo investigacion.

{Hacia dénde es posible llevar al sistema?

Por la aplicacién de una secuencia de algin control al sistema de ecuaciones (6.5)
y (6.6), lo que se desea es minimizar (6.8) sobre un periodo de tiempo indefinido. Es
claro que si x; debe ser llevado a cero, deberiamos tener v = 0 sin nueva acumulacion
de costo. Sin embargo de acuerdo con (6.5) y (6.6) ni z; ni x5 pueden ser llevados
al cero si inicialmente no son cero. Esto es, los ejes x1 y x5 (Figura 6.1) no son
alcanzables con el control dado, (no estan en el conjunto de objetos que se pueden
controlar a saber xz; > 0, xo > 0). Esto se verifica rapidamente por la examinacion

de las direcciones de las velocidades

dry  dzy

@ ar
para el sistema de ecuaciones retro iniciando en un punto a lo largo de z; = 0 y
r9 = 0 para todo valor permitido de v.
Una propiedad del sistema dado por las ecuaciones (6.5) y (6.6) es que para cualquier
valor constante del control existen ciertos puntos limite los cuales son de interés para
propésitos del control. Si el valor constante del control es menor que uno, entonces
los puntos limite son puntos de equilibrio. Si un sistema puede llevarse a un punto de
equilibrio, debera permanecer en él, probando que el propio control se mantiene. Si
el valor constante del control es igual a uno, entonces el sistema puede llevarse cerca
del eje o = 0, y si el valor del control es mayor a uno, entonces el sistema puede
llevarse cerca del origen.
Para un programa de control a largo plazo, debera suponerse que el punto limite
representa los lugares deseables para llevar al sistema y deberd determinarse cudles
de los puntos limites son 6ptimos. Nétese que la pregunta de hacia donde llevar al
sistema estd automaticamente contestada usando la teoria de control si el tiempo

final adimensional esta especificado tomando

Tf:T
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y examinando la solucién cuando

T

Sin embargo, esta aproximacion debera introducir una variable de estado adicional
al sistema (tiempo) de tal modo que se incrementa significativamente la complejidad
de la solucién. Para obtener resultados en la forma mas simple posible, se usara el
punto de vista heuristico para dar respuesta a la pregunta planteada: ;Hacia dénde

llevar al sistema?

Control maximo v,,,, <1

Escribiendo las ecuaciones (6.5) y (6.6) en la forma

dx

d_Tl =z maxy vy =x1[(1 v) x9] (6.9)
dl'Q
o = T2 xo(k 4+ v) = xoz1 (K + (V)] (6.10)

Para encontrar los puntos de equilibrio, tenemos que igualar a cero las ecuaciones

(6.9) y (6.10). La ecuacién (6.9) se hace cero cuando
To=1 v

la ecuacién (6.10) se hace cero cuando
r1=k+ v

Las anteriores soluciones representan los puntos de equilibrio.
Ahora veamos cuales son las curvas integrales para v constante. Para ello tomemos
las ecuaciones (6.9) y (6.10)

dx
o=nll )
De donde
dr = day
r[(1 v) a9
Por otro lado
d$2

— =2 [z1 (k+ (V)]
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que nos lleva a
dIg

1’2[.1’1 (k -+ gV)]

como d7 debe ser el mismo entonces, de lo anterior tenemos

dr =

dx dxs

o1[(1 v) xo]  wofry (k4 )]

separando variable se tiene

{1 M] dxlz[(l V) 1} dzs

T T2

Integrando ambos lados de la ecuacién se tiene
r1 (k+)in(x)) = (1 v)in(zy) 9

De donde
r1+xo=(1 v)in(zy) + (k+ lv)in(xy)

reescribiendo lo anterior a partir de las propiedades del logaritmo
Ty 4 2o = In(22) ™ + In(z)F

ahora, utilizando las propiedades de los logaritmos y de la exponencial se llega a

T T2

e e
————— — const 6.11
x’f-l—fzz .T%_V ( )

La ecuacion (6.11) representa las curvas integrales para v constante, las cuales
son trayectorias cercanas alrededor del punto de equilibrio. El caso no controlable

(v = 0) es mostrado en la Figura 6.1 para & = 1 (los puntos de equilibrio estén

en 7 = l,zo = 1) y el caso para el cual v = % se muestra en la Figura 6.2 para

k =¢ =1 (los puntos de equilibrio son x; = % y Xy = % ).
En un punto de equilibrio, la tasa de incremento del costo gy es
. dJTo

Jo= - = an +v (6.12)
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que es constante. Por lo tanto el mejor punto de equilibrio corresponde a uno en el

cual go sea minimo. Sustituyendo la solucién de equilibrio x; = k 4 v en (6.12)
go = ak +v(al +1) (6.13)

donde a .k, ¢ son todas constantes positivas y es evidente que gp es minimo cuando
v =0, (i.e. el mayor punto de equilibrio es el natural) con el valor gy = ak.
Es interesante notar, sin embargo, que el costo (6.8) sobre periodos de tiempo grandes
en los puntos de equilibrio natural o para otra curva integral (con v = 0 ) son los
mismos. Esto es, el nimero promedio de presas para un ciclo alrededor de puntos
de equilibrio es solo el valor de equilibrio. Esto es facil mostrarlo expresando a (6.4)
como

dvs _ (x1  k)dr

T2
Integrando entre una poblacién inicial z5(7) y alguna poblacién final xo(7y) y divi-

diendo ambos lados por el intervalo de tiempo dado 7', se tiene

Tt d Ty
/ 2 / (w1 k)dr
- ) -

3 K3

klrp 7]+ /:f z1dr = In l$2(7'f)}

To(7;)

Resolviendo

i

siT =7; 7 setiene

Tf
kT+/ dr = In [“(ﬂ

Que para un ciclo sobre una curva integral x5(7;) = x2(7f) , se tiene

1
Tln( = /{:—i——/z x1dT

Pero como In(1) = 0 lo anterior se transforma en

1 (7
K:T/n zydr (6.14)

Para un ciclo sobre una curva integral z5(71) = z2(7¢) y de la ecuacién (6.14) se

tiene que el niimero promedio de presas es justo el niimero de equilibrio.
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Se sigue entonces, que si se escoge el punto de equilibrio natural como lugar para llevar
al sistema, sobre intervalos de tiempo grandes, el costo promedio antes y después de
la aplicacién del control debera ser el mismo. Estos resultados se dan a partir de la

suposicién de un costo lineal con x1, que es una hipétesis que puede ser cuestionada.

Control maximo v,,,, = 1

Con v = 1 la naturaleza de las soluciones para (6.9) y (6.10) cambia con respecto
a los casos previos. Las trayectorias no son grandes curvas cerradas. Iniciando desde
cualquier punto x; > 0, 5 > 0 el sistema es llevado arbitrariamente cerca del eje
ro = 0. En la Figura 6.3 se muestran algunas de tales trayectorias. Nétese que con
v = const < 1 el nimero de presas disminuye y se incrementa en una forma similar
al sistema OnaturalO. En este caso es evidente de la Figura 6.3 (0 ecuacién 6.9) que
el nimero de presas disminuye continuamente con el tiempo conforme el sistema se
aproxima al eje x5 = 0.
Dependiendo del estado inicial, el sistema es llevado a un valor x1 < k+ ¢ , por tanto

la tasa de incremento del costo a tales puntos limite deberd ser
go=alk+0)+1 (6.15)

donde a < a

Control maximo v,,,, > 1

En este caso el sistema con control constante mayor a uno es llevado arbitra-
riamente cerca del origen (como el punto limite) como se muestra en la Figura 6.4.
Nuevamente el numero de presas decrece continuamente conforme se aproxima al
punto limite.

Una vez que el sistema esta cercano al origen puede ser mantenido alli con v un poco
mayor que uno. Si suponemos que el control es cambiado a v = 1T cerca del origen
para garantizar que se mantiene alli, la tasa de incremento del costo cercano a los

puntos limite es también ligeramente mayor a uno.
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6.1.5. Resumiendo de a donde Ir

Es evidente que si ak < 1, debera ser mejor llevar al sistema a su punto de
equilibrio natural no importando que nivel de esfuerzo del control sea posible. Si
ak > 1, entonces sera mejor llevar el sistema al origen, si el esfuerzo del control esta
suficientemente disponible (v > 1) o posiblemente al eje 25 = 0 si ¥ = 1 dependiendo

de los valores de a, k y ¢. Estos resultados se resumen en la tabla 6.1.

Cuadro 6.1: A ddénde llevar al sistema

CONDICION | CONTROL | PUNTOS LIMITE | g,
ak <1 Vmaz < 1 (k, 1) ak
ak <1 Vinaw = 1 (k,1) ak
ak < 1 Vpnaz > 1 (k,1) ak
ak =1 Vimaw < 1 (k1) 1
ak = 1 Vimaw = 1 (k1) 1
ak =1 Vimaw > 1 (k1) 1
ak > 1 Vpnazw < 1 (k,1) ak
ak > 1 Viaz = 1 abierto abierto
ak > 1 Vinaz > 1 (1,0) 1

Es interesante observar las implicaciones de la tabla 6.1. Si es barato usar el
control directo (ak > 1) entonces el mejor lugar para tener al sistema es cerca del
origen. Para mantenerlo ahi, debemos usar el control directo continuamente. Las
presas no son eliminadas, pero son mantenidas en pequenos ntmeros. Si el control
es caro (ak 1), entonces la naturaleza parece dar el mejor lugar para mantener
al sistema sobre grandes intervalos de tiempo, entonces se deberan usar pequenos
controles directos.

En este modelo se ha ignorado la acumulacién de la resistencia al agente de control
de la poblacién. Se supone la acumulacién de resistencia con el tiempo. Entonces
si inicialmente v,,,, > 1 y se mantiene la misma tasa de aplicacién del agente de

control v,,,, debera declinar con el tiempo. Eventualmente v,,,, es menor a uno. Si
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es el caso, el equilibrio (k, 1) es el mejor equilibrio.

6.1.6. Un programa de manejo 6ptimo de presas

Para este andlisis, se toma uno en el cual el sistema presa-depredador sujeto al

control directo (ecuaciones (6.5) y (6.6)) es llevado desde algin punto en el conjun-

to 1 > 0,292 > 0 a un punto limite como se especificé en la tabla 6.1, mientras se

minimiza la funcién costo (6.8). La determinacién de tales programas representa un

problema en la teorfa de control éptimo (referencia (19))
Determinacion de la Ley de Control
De las ecuaciones (6.5), (6.6) y (6.8) tenemos
H=X(azy +v)+ Mz (1 22 v)+ Xoza(x; k  lv)

Con el sistema adjunto

- OH
/\1 = — = )\oa + /\1(1 ) V) + /\21’2
al’l
: 0OH
)\2 = _81,‘2 = )\11}1 + )\Q(Il k El/)

La funcién H es lineal en el control v. Si desarrollamos la ecuacion (6.16)
H = )\0@1’1 + )\QV + )\11‘1(1 fL’Q) )\1[[’11/ + )\QIL'Q(Il k?) )\QwQEV

Lo anterior se puede reescribir como

H = )\Oaxl + /\1{L’1(1 .732) + >\2I2($1 ]{3) + V()\o )\11’1 /\2$2€>
que si al ultimo término de la anterior ecuaciéon lo llamamos

Or = )\0 )\11‘1 )\2$2€

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)
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entonces la ecuacién (6.19) se transforma en
H = /\Oaxl + )\11’1(1 1‘2) + )\2!172(1’1 k’) -+ orV

Para satisfacer la condicion de que H deba tener un maximo con respecto al con-
trol v, veamos lo siguiente:
si o, > 0 entonces la funcion H es “mas grande”, se le estda sumando algo positivo,
si 0, < 0 a la funcion H se le estda “quitando algo”,
si 0, = 0 entonces no se puede tener control alguno, de donde se puede concluir lo

siguiente

Vinaz ifo, >0;
v=140 ifo, <0;
Controlsingular if o, =0 .

Esto es, el signo de la funcién de cambio o, determina el control a ser usado a
menos que la funcién de cambio sea cero sobre un intervalo de tiempo que no sea
cero. Esta ultima posibilidad es examinada al tomar las derivadas primera y segunda
de o, e igualarlas a cero.

Derivemos la ecuacién (6.20) con respecto a 7

o, _ Do dn o dn o d
dr — dr Vdr Vdr dr dr
De las ecuaciones (6.5), (6.6), (6.17) y (6.18), se obtiene,después de hacer algo de

algebra y de agrupar términos

do,
dr
Si lo anterior lo igualamos a cero

= [E1<>\0a + /\21’2 Alfl’g)

a/\o + )\21’2 )\1£I2 =0

despejando
CL/\() = )\2!132 + )\1€l’2 = $2(>\1€ )\2) (621)



110 CAPITULO 6. PROGRAMAS DE CONTROL OPTIMO

Esta ultima ecuacién la utilizaremos mas adelante. Ahora calculemos la segunda

derivada de o, con respecto a 7
2

d?o,

dr?

como en el caso anterior, utilizando las ecuaciones (6.5), (6.6), (6.17) y (6.18), se

= Zi‘l (CL)\O + )\2332 Algﬂfz) + 21 ().\2332 + )\ijg )'\1&62 )\1&%2)

obtiene

d?o,

W = aaj‘l)\o(l D) V) + .%'1.172)\2(1 1) V) + .'L'%xg)\l

[El.CCQEAl (l’l k KV) + (ll‘ll’gg)\o + Ill'%g/\g.
pero sabemos que
a)\o = $2<£}\1 )\2)
por lo que factorizando términos comunes y simplificando

d?o-

dr?

=m0l my v)+a o ko lv)+ Pay) (6.22)

De la ecuacién (6.22) hay que hacer notar que para satisfacer la condicién
d?o.-
dr?

se tiene que 1 = 0 0 x5 = 0 son soluciéon, pero esto no es posible dinamicamente. La

=0

otra posibilidad es que A\ =0 o
o1+ Py + 01 v ox) lwy k v)=0

Si A1 es cero se puede demostrar entonces que el vector A debe ser cero, lo cual no

es posible. Por tanto lo que debe ser cero es
1+ Py + 01 v ox) lwy k w)=0

Entonces

w 1) = b 1) (k+1)+z(0 1) (6.23)

De (6.23) si £ = 1 se tiene
K+1=0
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Si ¢ = 0 implica que 1 = 0. Ninguna de estas conclusiones es posible (k > 0y z; =0
no son dindmicamente controlables), y podemos rechazar la posibilidad del control
singular si { =10 ¢ =0.Si 0 < ¢ < 1 tenemos de la ecuacién (6.23) la ley de control

singular, para ello despejemos a v de esa ecuacién

ﬂk—Fl
14 ¢ 1

Ahora con las ecuaciones (6.20) y (6.21), igualandola a cero, podemos encontrar

(6.24)

V= X9

a A1 y Ao. Para ello tenemos lo siguiente
Or = )\0 513'1)\1 .%26)\2

a/\() + 5(32)\2 Igg)\l =0 (625)

Si multiplicamos la ecuacion (6.25) por ¢

0= alrg+ x2lhs  x20°\; (6.26)
Sumando (6.20) con (6.26)
or=Xotaldg mA TlPA =X+ alro+ A ( 21 3007) (6.27)
De donde N taly o
N= (6.28)

Sustituyendo (6.28) en (6.25) y después de hacer algunos célculos, se obtiene

(L’El)\o + ZL’2€>\0 1L'2€O'T
Ay = 6.29
2 JZQ(ZL‘l + fL’QEQ) ( )

Las ecuaciones (6.28) y (6.29) nos permiten conocer a A\; y Ay. Ahora sustituyamos

estos valores en la ecuacién (6.19)

CLEAO + )\0

T+ CCQEQ

H = axi o+ [ OT} r1(1  x9)

{ QI1>\0 + ZL‘Qé)\O ZL‘QKO’T
I’Q(ZL‘l + $2€2)

zo(xy k) +vo,
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Si buscamos la solucién para H = 0, entonces

riwo[No(al® al+0 1)+ (1 o]+
r1[Ao(al + 1+ ak) + o, (v 1)
+ x| Nolk + lo(k+vl)] =0

haciendo los productos y agrupando términos y del hecho de que o, = 0 se llega a

viwo(al?  al+0 1)+ x(al+14ak) a9kl =0 (6.30)

Pero tenemos la posibilidad de que los coeficientes que acompanan al término,

0., sean cero, por lo que

Pero como también aparece el término lo.(k + v{) y, en este caso, se tiene que
v =/{ =1, entonces se deduce que k +1 = 0.

La posibilidad del control singular complica mucho la sintesis de la secuencia del
control é6ptimo. De acuerdo con los comentarios al inicio con respecto a la simplicidad,
se deja la cuestiéon del control singular para investigaciones futuras. En lo que sigue
se supone que ¢ = 0 (el agente de control no tiene ningtin efecto sobre el depredador)
o ¢ =1 (el agente de control tiene el mismo efecto sobre las presas que sobre los
depredadores).

Control Bang-Bang

Por la eliminacién del control singular, el sistema es llevado a los puntos limite
por una combinacién de controles nulos y méaximos. Dos puntos limite son de interés,
el punto de equilibrio natural y el origen.

Los resultados para el punto de equilibrio natural son obtenidos por la integra-
cién de las ecuaciones del sistema (6.5) y (6.6) dirigidos hacia atrds desde el punto
de equilibrio mientras se monitorea la funcién cambio (6.20) para la secuencia del

control apropiado. La integracion es iniciada escogiendo \; y Ay que satisfagan la



6.1. PROGRAMAS DE CONTROL 113
condicién necesaria de que H = 0. Por tanto evaluando a H en (6.16) en el punto de
equilibrio (z1 = k, x5 = 1), se tiene
H = X(ak+v) Mkv Xlv=0 (6.31)
Para iniciar, el valor del control (en sentido retro) se debe tener
V= Upag

de otra manera los movimientos desde el punto de equilibrio no seran posibles. Por
tanto el valor inicial de A; puede determinarse de (6.31) escogiendo \g =00 Ag = 1.
Si Ao = 0 se tiene de (6.31)

)\1]61/ )\26]/ =0
Entonces se tiene
N = Aol
Tk
Si A\g = 1 se tiene
a 1+ )\26
A = —
! v k

A2 se mantiene arbitraria y se le pueden asignar diferentes valores para generar una
familia de curvas desde el punto de equilibrio.
El segundo caso presenta dificultades de calculo ya que el origen sélo se puede con-
trolar en un sentido limite. No es posible la integracion hacia atras desde el origen
para sintetizar la solucién close loop. En lugar de esto se busca una solucion alterna
aproximada al origen. En vez de llevar el sistema directamente al origen, primero se
lleva a la linea

T+ T =a (6.32)

donde « es una constante pequena. Una vez que la linea es alcanzada, entonces
el control puede igualarse a un valor ligeramente mayor a uno, y el sistema debera
moverse hacia el origen sin acumulacién en el incremento del costo (i.e. z; es pequeno
y o es cercano al valor minimo del estado estable (fijo)).

La condicion de transversalidad de la teoria de control éptimo produce el resultado

de que para una condicién terminal de la forma (6.32)

Ai(7r) = Aa(7r) = A(7y)
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Con lo anterior y de la condicién H = 0 con z1¢ = x1(7¢) y vy = v(7¢), la ecuacién

(6.19) se escribe como, después de hacer los productos y de agrupar términos,

H =axi o+ A\(7¢)[x1  x2k] +vo,

Sizo=a x;yademas H = 0 se tiene

ari Ao + N(mp)[r1 (o @)kl +vo, =0 (6.33)
Por lo que
aridg VO,
A = .34
() = S (6.34)

Pero sabemos que

or =X ATp)zp  AN(Tf)T28

entonces
Or = )\0 )\(Tf)[l'lf + ol $1f€]

Sustituyendo lo anterior en (6.34) se llega a

_ Xo(azyy + vy)
rip(l+k) ak  zivp+ L0 avp + z15vy)

A7) (6.35)

De esta tltima ecuacién despejamos a vy, obteniéndose

azigdo ATl (1K) ak]
)\0‘1’)\(7})( T1f a€+x1f€)

Como A(7y) = M (77) = Ao(7y) v ademas, zo = a 21 y con las ecuaciones (6.20) y

I/f:

6.29) para puntos sobre la curva (6.32) con \(7¢) dado por (6.35) se tiene, después
f

de hacer los productos y de agrupar términos

o-=X  Ap)zip(l €)  Ap)al

En este punto, si hacemos que o, = 0 , se obtiene
Ao = )\(Tf)l’lf(l f) + Oég)\(Tf)

que al sustituir en el valor de v y después de simplificar términos se encuentra que
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ari; (1 0)  xip(aal +1+k) +ak
xlf(l £)+Oé£—|—( Tif a€+x1f€)

Si ahora hacemos que el numerador sea cero en esta tltima expresion, se tiene

I/f—

ari (1 0 +zip(acl +1+k) ok=0

Que es una ecuacion cuadratica en x;; y cuya solucién se denota por 3. De todo el
andlisis anterior, se tiene por examinacién de la funcién de cambio (6.20) para los
puntos sobre la curva (6.32) con A\(7y) dado por (6.35) que

(para vpae 1)

0, if0 xip<f;

— : k .

I/(Tf) - Vmasz if ﬁ Tif IO_CHC )
e ak

Vimax if itk Tif .

donde S es la solucién de la ecuacién cuadratica. La ambigiiedad en el control para

ak

—1—|—/{,’ {L‘lf [0}

se entiende si reconocemos que podemos dejar la variedad terminal a la izquierda o

a la derecha.
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Capitulo 7

Una politica 6ptima

7.1. Una Politica ()ptima para una Cosecha de Pe-

ces

En este ejemplo se propone un modelo dindmico para cosechar un sistema de
poblaciones de peces introduciendo un control en el modelo de Verhulst-Pearl. Un
problema de control éptimo en el cual se incluyen algunos parametros establecidos
(fijos), y donde se aplican las condiciones necesarias usuales. Para valores especifi-
cos de los parametros, el candidato a la politica de control es deducido y verificado
Optimamente por la aplicacién de una cantidad suficiente de teoremas. Las trayecto-
rias éptimas pueden contener arcos de control maximos y minimos como también un
subarco singular. El significado de los arcos singulares estd interpretado en términos

del sistema dindmico.

7.1.1. Introduccion

La teoria de control 6ptimo ha sido aplicada a resolver muchos problemas de in-

genieria. Debido a las dificultades de descripcién de los problemas reales, la teoria ha
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sido usada no solamente por los problemas practicos que resuelve, sino también por
el conocimiento que proporciona. Por ejemplo, la optimizacion de las trayectorias ha
sido objeto de numerosas investigaciones, aunque ain existen dudas de que cualquier
vehiculo haya sido controlado de manera 6ptima. Es claro que cuando se examinan
problemas en campos no ingenieriles, no se deben descartar los modelos simples por
su sola simplicidad.

Las aplicaciones més comunes no ingenieriles de la teoria de control han sido
en economia. Realmente, se podria ver a la teoria de control como una parte de la
investigacion de operaciones, la cual estd comtinmente asociada con problemas en
economia. Hay, sin embargo, un interés creciente en la aplicacion de la teoria de
control a sistemas de la vida.

Aqui aplicaremos la teoria de control a una versién modificada de un modelo de
poblacién bien conocido. Para concretar, el lector puede considerar un estanque con-
teniendo peces de una especie simple. Estamos interesados en cosechar los peces de
una manera 6ptima. Para precisar el problema, debemos formular un modelo y una
funcion costo; esto se hace en la siguiente seccion. Subsecuentemente, se obtienen las
condiciones necesarias para resolver el problema de control con parametros arbitra-
rios. Finalmente, se consideran valores especiales de los parametros y se completa el

analisis con una prueba de la optimizacién derivada del esquema de control.

7.1.2. Problema de Control ()ptimo

Uno de los primeros modelos usados para describir la dinamica de una poblacién

de una especie simple es el dado por la ecuacion de Verhulst-Pearl

dy _
ds

donde vy y° son parametros constantes del modelo y s es la variable tiempo. Mientras

ay(y  y)

no sea posible derivar tal relacién de alguna ley fundamental, el modelo exhibe una
caracteristica que no se encuentra en las leyes elementales maltusianas: existe otro
valor de equilibrio que no es el cero (el valor es y°©).

Para tener un problema de control 6ptimo de este sistema, debemos introducir dos

elementos mas: un control dindmico y una funcién costo. En [36], Goh ha estudiado
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este modelo con una tasa de control simple. Parece mas razonable, sin embargo,
suponer que, si se ejerce una cierta cantidad de esfuerzo v en la cosecha, entonces la
tasa de peces que se sacan debera ser proporcional al producto del esfuerzo y a la
poblacion total. Si hay muchos peces, es facil capturarlos. Por tanto, tenemos nuestro

modelo dindmico
dy
ds

donde v(s) [0,V] y V = const es el esfuerzo méximo posible.

ay(y® y) vy

Para una funcion costo a ser minimizada, se considera
sf ~
J = / [ay + bv + cyv|ds
0

la cual se puede interpretar como sigue: el término yv en la integral es la tasa de peces
que se quitan. Si los peces se encuentran en un valor conveniente, entonces ¢ deberd
ser negativo, puesto que esa parte de J debera representar el valor de la cosecha.
El término by representa el costo del programa de cosecha ( b positiva), mientras
el término ay tiene en cuenta un costo asociado con el niimero promedio de peces
en el estanque. Los ultimos términos pueden representar el costo de alimentacion de
los peces. Antes de proceder con el andlisis del problema, es 1til introducir variables
adimensionales y poner el tiempo explicitamente, puesto que el intervalo esta fijo.

Sea x1 = yi y la nueva variable t es ay® veces la vieja unidad s. Por tanto, en
términos de las nuevas variables, hay que determinar la dinamica de la poblacién de

este modelo con control. Para ello hagamos lo siguiente.

Como

dy o e 2

1s ayy- oy vy

s
stz = y% entonces
y =1z1y°
ademas, t = ay®s, entonces
dy = y°dx,y

dt = ayds
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con lo anterior, tenemos que

dy yedSU e e e
% — ﬂl = 04371(?/ )2 a(y 1’1)2 V(y .Tl)
ay®

que es lo mismo que

a(y®)?dr,

S man(y) ay) e vyn
y finalmente se tiene
dxq 5 VI
% =T Ty aye
Como % = x, lo anterior se puede escribir como

T, = X1 x% iU

con

u =
oye
Entonces, la dindmica de la poblacién esta dada por el sistema

.’tl =T 1’2 T1U; [l‘§'2 =1 7.1
1

En la ecuacién (7.1) el punto denota diferenciacién con respecto a t. El estado
inicial es z1(0) = 9, 22(0) = 0, y la variedad terminal estd dada por z»(t;) T =0.
El objetivo es encontrar un programa de control u*( ) que debera llevar a cabo el

traslado del sistema y minimizar

tr
J = / (axy + bu + cxyu)dt
0

mientras que se satisface que u(t) [0, U].

7.1.3. Condiciones Necesarias

En este caso el hamiltoniano se define como

H(xy, 29, Moy A1, Ao, u) = Ag(axy + bu + czqu) + Mz (1 xp w) + Ao (7.2)
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Entonces, si u*( ) es un control 6ptimo continuo a trozos, existe una funcién vectorial

no cero A( ) = (Ao( ), A1( ), A2( )) tal que

. o0H
M) = —= MO 227 u*)  Ao(t)(a+ cu”)
3;1:1
. H
Ay = 2_1102 =0 Ay =const (7.3)
También calculemos %—Z
OH . .
a—u = )\11’1 + )\005[)1 + )\0[)

C OH
con lo que si G = 0 nos lleva a que

Xob+ Xocz]  Mxp = Al 4+ Ao(b+cx}) =0

lo anterior es la posibilidad de tener un control singular.

Ahora nos fijamos en el hecho de que H(z3,u*)  H(z%,u) lo cual, de la ecuacién

(7.2), se traduce en

AMu' (1 x] u") 4+ Ao+ No(az] + bu™ + cxju”)
AM(L ] w) + A+ Ao(ax] + bu + cxju)

Desarrollando y agrupando términos
Aziut 4+ Aobu™ + Agexju” Aziu 4+ Aou(b + cxy)
Si en la anterior ecuacion pedimos que u* = 0, entonces
0  wu( Ml + Xo(b+ cx)))
que si u = 0 se tiene que,

0 )\1Iﬁ1< + )\0(b + CI‘T)
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Entonces se tiene que u*(t) =0 si
Ao(@)[b+cxi(®)]  A(t)z1)(t) >0

yu*(t)=U si
M@)o+ cxi(@)]  M(t)2i(t) <0

Por lo que el hamiltoniano se transforma en
HI[zy(t), 25(t), Ao(£), A (t), Ao(t), w" ()] =0 ¢ [0,1]
Del hecho de que H = 0, el vector
[Au(ty), Aa(ty)]
es ortogonal a la variedad terminal y
0 Ao(t) = const
De la ecuacién (7.6) se sigue que

A(ts) =0

(7.8)

Por tanto, si A\g(ts) es cero, entonces evaluando en ¢¢ la condicién (7.5) da Ao(tf) = 0,

de donde todas las componentes de A son cero. De las condiciones necesarias se

requiere un vector \ no cero, por lo que, de lo anteriormente expuesto se tiene una

contradiccién. Pero como A\o(ts) = const, entonces A\g(tf) debe ser diferente de cero,

y podemos tomar (\y constante y todas las condiciones son homogéneas de grado

uno)

Mo(t) =1
Usando (7.9), la condicién (7.4) se transforma en 0 Ay + b+ cxy.
Si hacemos

Mz]+b+cax] =0
implica que
b+ cx}

*
T

A

(7.9)
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que es equivalente a

b
)\1 =c+ —~
Ly
De este ultimo resultado se define
b
A (t) =
RO

125

(7.10)

Con lo anterior, veamos en que se transforman las condiciones dadas por (7.4)

Mo(B)[b+ cxi(t)]  Mai(t) > 0; Ao(t) =1

de donde
b+ cxi(t) > A\ (t)x](t)

que dividiendo lo anterior por x7(t)

b it b
+ *Cxl( ) = — +c> N\
1 (t) i (t)
y de la ecuacién (7.10) se tiene
— )8
CIORA
por lo que
Al >N

Entonces de la condicion (7.4) se tiene que u*(t) = 0 si
)\i > A\

y u*(t) = U si
)\i <M\

mientras que el caso singular requiere que

AT(t) = Ai(t)

(7.11)

(7.12)
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Si le ecuacion (7.12) se cumple en un punto aislado ¢ , entonces el candidato a control
es cambiado y puede ser deducido de la condicién (7.11). Veamos que sucede si la

ecuacién (7.12) se cumple sobre algin intervalo. Para ello sabemos que

s b
A(t) =Aj(t) =c+ o (1)
Derivando lo anterior
W= TRt
Entonces sobre el intervalo
Ai(t) = ﬁﬁ(” (7.13)

Pero tenemos que #3(t) = zi(t) [zi(t)]* z}(t)u* que sustituyendo en (7.13) y
después de hacer algo de algebra se obtiene

b N bu*
zi(t) i)

A(t)=b

Sabemos que \; = ¢+ x%, y con la ecuacion (7.3), se debe cumplir
1

b bu* b
b _*+u*: {—*—}—c](l 2r] u') a cu
Ty I Ty

Después de hacer algo de algebra y de agrupar términos se llega a

b ¢ a+2cxi(t)=0 (7.14)
Si ¢ = 0, entonces el caso singular solo pude ocurrir para valores especiales de los
pardametros (b = a). Suponemos que ¢ = 0 entonces de (7.14)

at+c b a b c a b 1
*(t) = = — = — 7.15
71(t) 2% 5% T2 2 T3 (7.15)

Entonces, el control singular (ecuaciones (7.12)-(7.14)) requiere que

xi(t) = x° = const
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. Usando las ecuaciones de la dindmica, ecuacion (7.1) y despejando a u*(t), se tiene

(7.16)

Por lo tanto, a lo largo de un arco singular, x; es constante (igual a z® ) y el
control también es constante (igual a u® ). Esto es posible y significativo solamente

si #® es positivo, lo cual implica que, de (7.15)

a b

c

+1>0 (7.17)
y si u® estd en el conjunto de valores de controles admisibles

a b
c

0< +1 2U (7.18)

Si las condiciones (7.17) o (7.18) no se cumplen, entonces no puede ocurrir una
singularidad. En este caso, el control es maximo o nulo y no se puede hacer ninguna
declaracién general acerca del nimero posible de cambios. Si las condiciones (7.17) y
(7.18) se cumplen, entonces es posible el control singular. Nuevamente, no se hacen

declaraciones generales en torno de las secuencias de cambio.

7.1.4. Caso Especial

Aqui se considera el problema con valores de los parametrosa =0,b=0,c= 1,

U = 1. Con estos valores, la funcién costo es negativa y proporcional al nimero de

ty
J:/ ( xyu)dt
0

Esta es la misma funcién costo considerada por Goh [ref.4].

peces capturados, i.e.

Del anélisis general se obtiene:

u® = 1 de la ecuacién (7.16) con a =b =0
= 1 de la ecuacién (7.15) con a =b =0
A; = 1delaecuacién (7.10) conb=0y c= 1.
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Un candidato a solucién debera ser construido trabajando desde la variedad ter-
minal dirigida hacia atras.
Si Ai(ty) es cero, entonces u*(t) debe ser igual a U. La terminacién ocurre con esfuer-
zo de cosecha a su maximo valor. Usando el control conocido sobre un arco terminal,
ecuacién (7.18), y escribiendo zj(tf) = ¢, vemos que la integracién y las ecuaciones

adjuntas son simples. El sistema es

*

T, =X x% Tu'; a9 =1

M= M1 225w+ Moa + cu’]

}\2 :O
Siu*=U=1,a=0,c= 1y )\ =1, el sistema se transforma en
b= 2 dy=1

j\g - O
Por otro lado si hacemos el siguiente cambio 7 =Tt entonces d(7) = dt'y
dl’l . del
dt —  dr
ademas, U = 1 entonces lo que se tiene que resolver es
dz
dr = —21
1

que es equivalente a
dr = xy%dx,

Integrando de un cierto tiempo final a un cierto tiempo 7

x T
-2
/ T dxlz/ dr
Ty T

resolviendo la integral y después de hacer algunos célculos,

T Xy

T Tr =
f 1Ty
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Pero si 74 = 0, la anterior ecuacién se transforma en

T Zf

T =
T1Tf

Que despejando a xq se tiene

TXy = T Xy

Z‘f
= 7.19
o 1 a7 ( )

Ahora tenemos que encontrar el valor de \;. Para ello sabemos que
)‘\1 = 2.731 >\1 +1

por lo que sabiendo que 7 =Tt se tiene

A dh
E = dr = 21’1)\1 +1

o lo que es equivalente a
dX\

dr
Para resolver esta ecuacién diferencial multipliquemos por w(7) ambos lados de

= 21’1)\1 1

la anterior ecuacién, quedando

dA
Wt 4 2m AW = w (7.20)
dr

Para encontrar a w(t), supondremos que ésta cumple con

d(u)/\1> d/\1 dw
w + )\1 (7 2 )

Entonces estas dos iltimas ecuaciones, ((7.20) y (7.21)), deben ser iguales, de donde

se tiene que cumplir

d\ dA d
w—l -+ 21’1)\1&) = (,4)—1 + )\l—w

dr dr dr

De lo cual se obtiene

d
2xdr = ad
w
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Pero ademés sabemos que
Ly

r = ———
! 1 xfo

entonces sustituyendo e integrando se llega a
2in(1  zp7) = In(w)

De lo anterior tenemos

Con lo que resulta

entonces d( \ ) d[)\ (1 ) 2]
WAL . 1 XyT . _9
dr dr = (o)

Integrando y sabiendo que 74 = 0, se tiene

A1 xfT)_2: i 1 1] = T
el |1 xyT 1 a7

Haciendo algunos calculos se llega a

T

A = (1 IfT)2: (1 zy7)

1 a7

por lo que el valor de A\; de esta ultima ecuacién es

M= T(1 x7) (7.22)
De acuerdo con la condicién de optimizacién (7.11), el control deberd permanecer
en su valor hasta el valor 7 (digamos 7°* ) tal que A\ (%) = 1.
De la ecuacion (7.22) y si A (7%¥) = 1, se tiene
1= 7+ xf72

entonces se tiene

vt T+1=0
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que es una ecuacion de segundo grado en 7, y como sabemos, la solucién es

1 1 da)e
2£L‘f

por lo que si solo nos fijamos en el signo negativo

1 1
Pt L Aol (7.23)
2ZL‘f

Para que 7 sea un numero real, el término que estda dentro del radical tiene que

cumplir
entonces

Por tanto, el candidato a control solo cambia si x }l.
Si consideramos que x5 = % entonces, sustituyendo en la soluciéon para 7 de la

ecuaciéon cuadratica, tenemos que

L 14
T= 1
2(3)
de donde se obtiene
T=2
y por la ecuacién (7.19)
L 1

Con la poblacién en un cuarto de su valor de equilibrio no explotada, el candidato
a control puede ser singular después de dos veces la unidad de terminacién, (7 > 2 o

7 <T 2).8Sise considera la desigualdad estricta z; < %, se sigue que

1< 7% <2 (7.24)

y se tiene que

\"
vl
€
N | —
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Y el candidato a control debe cambiar desde la unidad hasta el valor cero. Aun
mas, puede verificarse que, una vez que el control cambia al cero (i.e. una vez més
A1 se hace menor que 1) no vuelve a cambiar (esto es A\; se queda menor a 1).

Para ver esto, reescribimos la condicién necesaria (7.3) con u = 0
' *
)\1 = )\1(1 21’1)

Pero como dt = dr tenemos
d)\l (T)
dr

Por tanto, con A;(7) negativa y si z3(7) menor que un medio, A;(7) decrece en

=M(r)(1 227

el sentido retro. En particular, para x*(t) sobre la curva de cambio I'y, (1) < % y

A1(7) = 1 tal que la derivada es negativa y A (7°“%) < 1, implica que u; (7%F) =

0.

En cuanto el cambio ha ocurrido el sistema de ecuaciones (7.1) se transforma en
dzi(T)

i 2y (7)[21(7) 1]
Asi que xj(7) decrece, y en particular permanece por debajo de un medio.
El cambio esta dado por

1
= (z, )/ =1 —1<7<2
T

Hasta ahora el candidato al programa de control se muestra en la Figura 7.1. La curva
I'; es el cambio discutido arriba. I's es la trayectoria con control cero que intersecta

a I'1 en el punto (%, 2), esto es (z°,7%); entonces

1
[y = (xq1,7)/m1]1 Eexp(T 2)] 1=0;7 2

I's es el arco singular dado por

1
ng (%1,7’)/1’1:5;7 2

[y

Finalmente, I'y es una parte de la trayectoria bajo control maximo con xy =
De (7.19) se tiene

Z.

y= (x,7)/m(4 1) 1=02 7<4
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Se tienen que deducir los candidatos a control en la Regién II (entre I's y I'y ) y
en la Regién IIT (entre 'y y I'y ). El vacio es llenado si uno observa que, a lo largo
del arco singular I's, las condiciones necesarias se cumplen en cualquier punto si el
control es cambiado a cero o a uno. Por tanto, en el sentido retro, las trayectorias a
candidatos salen de I's. El programa completo se muestra en la Figura 7.1. Lineas
de costo constante se muestran como lineas punteadas. De la Figura 7.1, se ve que
las trayectorias con punto inicial en las Regiones II y III deberan tener alguna parte
sobre el arco singular. Si el intervalo de tiempo es suficientemente grande, y hay
un numero razonable de peces al inicio, entonces la mayor parte del tiempo los
controles son singulares (y constantes). La optimizacién de tales esquemas son (casi)

transparentes si uno examina el sistema de ecuaciones sin disturbios
t=z(l x)

Visto como una optimizacién de parametros, & es maximizado (con respecto a
x ) por x = % Los peces son maés eficientes en la reproducciéon cuando estan en
un medio de su nimero de equilibrio. Bajo control, se quitan los peces a una tasa
uz. Claramente, para quitar peces a una tasa més rapida, se debe tener x = % Del
sistema (7.1), se encuentra que manteniendo a z constante en x = % se debe usar
u=13.

7.1.5. Conclusiones

Se ha mostrado que la politica de control delineada en la Figura 7.1 es 6ptima
para los valores de los pardmetros particulares escogidos. Se ha dado una discusion
sobre una interpretacion del arco singular x; = % como un estado eficiente para los
peces. Si se escoge U < % manteniendo los parametros del costo como los dados, el
arco singular no se puede producir. Este caso es mas simple que el que se mostré
aqui, pero puede ser tratado de una manera similar. A la pregunta general sobre la
utilidad de la teoria de control 6ptimo para tales sistemas, aqui no se le da respuesta.
Sin embargo se reiterd la posicién de que uno puede aprender mucho trabajando con

modelos simples.
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7.2. Figuras

05 35

Figura 7.1: Candidato a programa de control é6ptimo parcialmente completo.
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