UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO
EN CIENCIAS MATEMATICAS Y DE LA
ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

CLASIFICACION DE LAS ALGEBRAS
DE BERGER IRREDUCIBLES

TESIS QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:

EFRAIN BASURTO ARZATE

DIRECTOR DE LA TESIS: DR. GREGOR WEINGART
INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNIDAD CUERNAVACA

MEXICO, D. F. OCTUBRE 2015



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






A Fernanda






Indice general

Agradecimientos

Introduccién

Capitulo 1. Preliminares

§1.
§2.
§3.
§4.

Conexiones en haces vectoriales
Geodésicas y transporte paralelo
Grupos de holonomia y algebras de holonomia

El teorema de Ambrose-Singer

Capitulo 2. Teoria de representaciones de algebras de Lie

§1.
§2.
§3.
§4.
§5.
§6.
§7.

Representaciones de algebras de Lie
Subalgebras de Cartan

Descomposicién de Cartan

Sistemas de raices y el grupo de Weyl
Matriz de Cartan y diagramas de Dynkin
Algebras de Lie simples

Pesos de representaciones de algebras de Lie semisimples

Capitulo 3. Algebras de Berger irreducibles

1. Algebras de Berger reales
§2. Ejemplos de algebras de Berger
§3. Algebras de Berger complejas irreducibles
84. Algebras de Berger complejas simples
85.  Representaciones complejas tensoriales
Conclusiones
Bibliografia

vil

© Ut = =

14

21
21
24
26
36
42
50
o4

o7
o7
61
66
70
7

91
93

111






Agradecimientos

En primer lugar quiero expresar mi mas profunda gratitud y admiracién a mi
asesor de tesis, el Dr. Gregor Weingart, que sin su valiosa ayuda e inagotable pa-
ciencia este trabajo no hubiese sido posible. Asimismo agradezco por proponerme
este tema tan interesante en el cual disfruté enormemente trabajar a lo largo de
este ano.

Algo que he notado a lo largo de mi incursién en el mundo de la investigacién es
que encontrar a un asesor tanto capaz como dedicado a sus estudiantes no es muy
comun y son precisamente estas caratacteristicas que describen a la perfeccion
al Dr. Weingart lo cual ademéas de ser reconfortante es para mi una fuente de
inspiracién. Vielen Dank Gregor!

Agradezco profundamente a mis sinodales, el Dr. Alberto Verjovsky, el Dr.
Rafael Herrera y el Dr. Oscar Palmas por dedicar parte de su tiempo a leer el
trabajo de tesis y proporcionarme utiles comentarios y correcciones. Un agrade-
cimiento especial va dedicado al Dr. Andrés Pedroza por sus valiosos comentarios
como sinodal y su genuino interés en mi bienestar tanto acddemico como personal,
el hecho de poder contar con su participacién representa personalmente algo
especial ya que aun recuerdo con mucho entusiasmo que fue él quien me dio el
primer vistazo acerca de la vida de un matemaético en la entrevista requerida para
la admisién a la licenciatura.

Expreso mi sincero agradecimiento al Consejo Nacional de Ciencia y Tec-
nologia ya que sin el apoyo econdémico proporcionado a lo largo de estos dos anos
el mero hecho de estudiar un programa de posgrado hubiera sido simplemente
impensable.

Agradezco también al Dr. Ricardo Sdenz por ser con el primero quien tuve la
oportunidad de realizar investigacién cuando estuve como su estudiante de tesis
de licenciatura. Al Dr. Carlos Castano por haberme orientado en la importante
decisién de la eleccién de tutor en el posgrado y del que seria también mi asesor
de tesis de maestria. Al resto de mis profesores en el posgrado: Jawad, Emilio,
Carlos y Fico asi como a mis profesores de la licenciatura: Luis, Carlos, Roberto,
Arturo, Johnny, Norma y Anthony. De todos ellos he obtenido conocimientos
que de un modo u otro me han ayudado a lo largo de este camino atin inconcluso.



vi Agradecimientos

Gracias a mis amigos que siempre han estado ahi para mi. A Wences, por esas
pldticas tan amenas en las que siempre termino aprendiendo algo de quimica. A
Alejandra, que a pesar de la distancia sigue siendo una parte muy importante de
mi vida y una de mis amigas mas queridas. Gracias también a mi MVP Héctor
que aunque tengo la fortuna de conocerlo hace apenas un ano no exagero al decir
que es uno de mis mejores amigos y una de las alin més escasas personas con las
que puedo hablar totalmente sin inhibiciones cuya amistad deseo poder conservar
toda la vida.

A mis hermanas, Jennifer y Lizbeth que a pesar de no vernos tan seguido
como quisiera los momentos juntos resultan siempre en gratas memorias que
guardo con mucho carino.

Finalmente, a mis méas grandes fuentes de inspiracion, mis padres, Maria y
Efrain que sin su carifio y apoyo incondicional ninguna de las muy pocas cosas
que he sido capaz de lograr hubiera sido posible. Su sacrificio y tenacidad para
sacarnos adelante a mis hermanas y a mi han sido verdaderamente admirables y
dado de que no me alcanzard la vida para retribuirles al menos la mitad de lo
que han hecho por mi no me queda més que expresarles mi inmensa gratitud y
recordarles mi carino. Muchas gracias por todo, mama y papa.



Introduccion

Una de las herramientas que provee mayor informacién acerca de una conexién
afin en una variedad suave conexa M es su grupo de holonomia Hol. Dado un
punto p € M definimos Hol como el conjunto de automorfismos lineales de T, M
inducidos por el transporte paralelo a lo largo de lazos basados en p. Si M es
simplemente conexa se tiene que tal grupo es de hecho un subgrupo de Lie de
Aut(T,M) (prop. 1.18). La nocién de grupo de holonomia fue introducida en
1923 por E. Cartan quien la utilizé en su trabajo de clasificacién de los espacios
localmente simétricos Riemannianos.

En la década de 1950 el concepto de holonomia fue objeto de profundas
investigaciones. De particular importancia es el resultado conocido actualmente
como el teorema de Ambrose-Singer, el cual caracteriza el dlgebra de holonomia
en términos de la curvatura de la conexion.

Utilizando el resultado previo, M. Berger establecié una condicién puramente
algebraica que es satisfecha por el algebra de holonomia. Dicha condicién es
llamada el primer criterio de Berger. A las dlgebras de Lie que satisfacen dicho
criterio se les conoce como dlgebras de Berger.

Posteriormente Berger dio una clasificacién de las dlgebras de Berger (pseudo-)
Riemannianas, es decir, las dlgebras de holonomia de conexiones de Levi-Civita
de variedades (pseudo-) Riemannianas. Berger también dio una clasificacién de
otras dlgebras de Berger, sin embargo, esta clasificacion adicional resulté estar
incompleta.

Mas tarde, en las décadas de 1980 y 1990, S. Merkulov inicié las investigaciones

de las conexiones con algebra de holonomia irreducibles hasta que en [MeScl,
MeSc2] se dio una clasificacién completa de las dlgebras de Berger irreducibles.

El objetivo del presente trabajo es dar un tratamiento extensivo a la clasi-
ficacion de las algebras de Berger irreducibles dada en [Sc]. A continuacién
detallamos la organizaciéon del mismo.

El primer capitulo comienza con un breve estudio de conexiones en haces
fibrados con un énfasis particular en conexiones lineales. Posteriormente se hace
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viii Introduccion

un estudio concerniente a las ideas expuestas anteriormente, especificamente,
estudiamos las nociones de campos vectoriales paralelos y el transporte paralelo.

Se continia con la introduccién del grupo de holonomia y el estudio de algunas
de sus propiedades elementales. La parte principal de esta parte del trabajo es
la introduccién del concepto de dlgebra de Berger y la demostracién del teorema
de Ambrose-Singer.

En el segundo capitulo tratamos con los fundamentos de teoria de representa-
ciones de algebras de Lie que serdn de suma importancia en nuestro trabajo de
clasificacién. Comenzamos estudiando las representaciones irreducibles, ademas
hacemos un estudio extensivo de la descomposicién de Cartan y de los sistemas
de raices de un algebra de Lie, lo cual nos lleva a definir el grupo de Weyl. Una
vez que hemos introducido dichas herramientas procedemos a hacer un estudio
de los sistemas fundamentales de raices y de los diagramas de Dynkin asociados
a las dlgebras de Lie semisimples.

Este capitulo culmina con la clasificacion de las &dlgebras de Lie simples en
términos de los diagramas de Dynkin asociados y con la construccién explicita
de los conjuntos de raices para cada una de las dlgebras pertenecientes a la clasi-
ficacion.

En el capitulo tres se trata con la clasificacién de las algebras de Berger
irreducibles. Este trabajo se encuentra enfocado en el estudio de las dlgebras de
Berger irreducibles complejas, sin embargo se provee de un criterio de clasificacion
de algebras de Berger irreducibles reales.

Nuestro estudio de las algebras de Berger complejas esta dividido en dos partes,
la clasificacién de las dlgebras de Berger cuya parte semisimple es de hecho simple
y el caso complementario. En ambos casos el objeto principal que nos ayudard a
obtener nuestra clasificacién es el llamado triple generador, el cual esta construido
a partir de las raices de la parte semisimple del algebra.



Capitulo 1

Preliminares

1. Conexiones en haces vectoriales

Parte fundamental de nuestro trabajo se basa en el estudio de conexiones afines
en variedades suaves. A continuacién introducimos los conceptos bdsicos con-
cernientes a este tema.

Definicion 1.1. Sean E, M, EM variedades suaves y sea w : EM — M una
aplicacién suave y sobreyectiva. El 4-tuplo (EM, 7w, M, E) es llamado un haz
fibrado (localmente trivial) suave si para cada punto p € M existe un abierto
U que contiene a p y un difeomorfismo suave ¢ : 7~ 1(U) — U x E tal que el
diagrama

conmuta, es decir,
PTy © ¢ =T,
donde pr; : U x E — U es la proyeccién en U.

Las aplicaciones ¢ : 77 1(U) — U x E son llamadas trivializaciones locales
del haz. No es diffcil ver que las trivializaciones tienen la forma ¢ = (7| -1(1), @)
donde ® : 771(U) — E es una aplicacién suave con la propiedad de que el
mapeo @[, : EpM — E es un difeomorfismo, donde E,M := 7~ ({p}).

La aplicacion ® es llamada la parte principal de la trivializacién. Un par
(¢,U), donde ¢ es una trivializacién sobre U C M es llamada una carta del haz.
Una familia {(¢a,Us)taca de cartas del haz tales que {U,}aca es una cubierta
para M es llamada un atlas del haz. Dadas dos cartas del haz (¢, Uy ), (¢3,Ugs),
tenemos que

bo = (1, ®4) : 7 HUy) — Uy x E

1



2 1. Preliminares

y andlogamente para ¢z = (m,®g). Si U, NUg # 0, entonces 0 # 7~ (U, N Up)
y obtenemos los mapeos

a0 d5': (UaNUs) x E — (U NUp) x E.
Dado que ®4|g,n es un difeomorfismo para cada p € Uy, la aplicacion ®4|g,ar ©

CI>5|EiM : E — F es un difeomorfismo para todo p € U, N Ug. De este modo
obtenemos una aplicacién @, : U, N Uz — Diff(E) dado por

P ®ap(p) = Palp,m © Pslg ar-
De lo anterior se sigue que

$a © (bgl(py y) = (p7 (I)ozﬁ(p)(y))'

Las aplicaciones ®,3 son llamadas los mapeos de transicion.

Definicién 1.2. Sean § = (EM, 71, M, E) y {& = (F'N, w9, N, F) haces fibrados
suaves. Un morfismo de haces es un par de mapeos suaves f : EM — FN y
f: M — N tales que el diagrama

EM —L 5 FN

M—1 N

conmuta.

Definicién 1.3. Una seccion (global) suave de un haz fibrado { = (EM, 7, M, E)
es una aplicacién suave o : M — EM tal que moo = Idys (es decir, o(p) € E,M
para todo p € M). Una seccion local suave sobre un abierto U es una aplicacién

suave 0 : U — EM tal que woo = Idy. El conjunto se secciones suaves del haz
¢ se denota por I'(EM).

Lema 1.4. Sea £ = (EM,n,M,E) un haz fibrado suave y f : N — M una
aplicacion suave. Definimos

T (EM) = {(g,z) € N x EM[f(q) = 7 (x)}.

Sea my la restriccion a f*(EM) de pr; : N x EM — N. Entonces se tiene que
= (f"(EM),m,N,E) es un haz fibrado.

Demostracién. Se verifica que f*(EM) C N x EM es una subvariedad. Sea
{(#a, Ua)}o un atlas para el haz €. Se tiene que {(Va, f 1 (Ua))}a es un atlas
para f*¢, donde

Yo i1 (FTHUL)) — [THU) X B, (2,y) 7 (2, @a(y))-

Del hecho de que ¢, es una aplicacién suave se tiene que ), es suave. Para
concluir mostramos que 1), es biyectiva. Sean (z,y),(z,w) € (f o m) " (Uy)
tales que Vg (z,y) = VYa(z,w), es decir, (z,P4(y)) = (2, Po(w)) lo cual implica
que x = z,P,(y) = Po(w). Del hecho de que ¢, es una trivializacién local
sabemos que pry o¢, = m. De este modo obtenemos que 7(y) = w(w), luego
da(y) = da(w) y la biyectividad de ¢, implica que y = w. El hecho de que
®,, : 7 H(U,) — E es sobreyectiva implica que 1, es sobreyectiva. O
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Definicion 1.5. El haz fibrado dado en el lema anterior es llamado el haz in-
ducido por f.

Notamos que la restriccién de pry : N x EM — EM a f*(EM), f, es un
morfismo de haces fibrados sobre f, es decir,

7rof:fo7r1.

Definicién 1.6. Sea { = (EM,n, M, F) un haz fibrado suavey f : N — M una
aplicacién suave. Una seccion de & a lo largo de f es una aplicaciéono : N — EM
tal que m oo = f. El conjunto de secciones a lo largo de f lo denotaremos por
I'y(EM).

Proposicién 1.7. Sea £ = (EM,w, M, E) un haz fibrado suave y f : N — M
una aplicacion suave. Entonces existe una biyeccion natural entre I'y(EM) y

I(f*(EM)).

Demostracién. Sea s € I'(f*EM). Para p € N tenemos que s(p) € (f*EM),
el cual debe tener la forma (p,y) para algin y € E¢pyM. Luego la aplicacion
suave g :=pry o s: N — EM tiene la propiedad que mo o = f. Asi obtenemos
una aplicaciéon I'(f*EM) — I'y(EM) dada por s — o. Es claro que la inversa
de esta aplicacién estd dada por o — (Idy, o). O

Definiciéon 1.8. Sea E un F-espacio vectorial de dimension finita. Un haz vec-
torial suave sobre F es un haz fibrado (EM,w, M, E) tal que

i) para cada p € M el conjunto E,M tiene estructura de espacio vectorial
sobre F, isomorfo al espacio vectorial F;

ii) todo p € M esta en el dominio de alguna carta del haz (¢,U) tal que
para cada x € U la aplicacién ®|g, p : ExM — E es un isomorfismo de
espacios vectoriales, donde ¢ = (, ®).

A la dimensidn del espacio vectorial E se le conoce como el rango del haz vectorial.

A lo largo de este trabajo M denotard una variedad suave de dimensién m,
m: EM — M denotarda un F-haz vectorial de rango r sobre una variedad M
con fibra el F-espacio vectorial E.

Una observacién importante es que el espacio de secciones de un haz vectorial
es un modulo sobre el anillo de funciones suaves del espacio base. En efecto,
sea (EM, 7, M, E) un haz vectorial, 0 € T'(EM), f € C*(M) y p € M. Por
definicién tenemos que (fo)(p) = f(p)o(p) € E,M. De este modo obtenemos
que wo fo = Idyy.
Definicion 1.9. Una coneridon en un F-haz vectorial suave w# : EM — M es
una aplicacién V : I'(TM) x I'(EM) — I'(EM), (X,Y) — VxY tal que:
1) Vixi+pxY = AV,Y + foVx,Y para toda fi, fo € C®(M), Xy,
Xo €T'(TM) y todo Y e T'(EM);
2) Vx(Y1 +Ys) = VxY1 + VxYs para todo X € I'(TM), Y1,Y, e T(EM);
3) VxfY = (Xf)Y + fVxY, para toda f € C®(M),X € I'(TM), y
Y eT(EM).

Definiciéon 1.10. Una conexién en el haz tangente T'M de una variedad M es
llamada una conexion afin.
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Las definiciones anteriores tienen sentido ya que es un resultado conocido que
todo haz vectorial admite una conexion.

Veamos ahora cémo se comportan las conexiones en haces vectoriales con
respecto a las restricciones a conjuntos abiertos de una variedad. Definamos el
mapeo de restriccion v : T(U, EM) — T'(V,EM) dado por ¢ — oly donde
V Cc U C M abiertos.

Definicion 1.11. Una conezion natural V en un F-haz vectorial EM — M
suave es una asignacion de cada abierto U C M a una aplicacién

VU .T(U,TM) xT(U EM) — T(U,EM), (X,0)+— VYo
tal que:
1) Para cada abierto U C M, la aplicacién VY es una conexién en el haz
restringido EM |y — U,
2) Para abiertos encajados V C U C M se tiene que r¥(V{o) = Vygxr‘ga
(naturalidad respecto a restricciones);

3) Para X € (U, TM) y o € T(U, EM) el valor (V%a)(p) sélo depende del
valor de X en el punto p € U.

A continuacién veremos que para variedades de dimension finita las conexio-
nes en haces vectoriales son de hecho naturales.

Lema 1.12. Supongamos V : T(TM) x T'(EM) — T'(EM) es una conexion
en el haz vectorial EM — M. Entonces si para algin abierto U se tiene que
X|v =0 o00cly =0, entonces

(Vxo)(p)=0 VpeUl.

Demostracién. Sea p € U. Entonces existe un abierto V' con cerradura com-
pactay p € V C V C U y una funcién suave f tal que fly =1y flanw = 0.
Si o]y = 0 obtenemos entonces que fo = 0 en M y dado que V es F-bilineal
obtenemos que V(fo) = 0 en M. Ahora, dado que V es una conexién tenemos
que

Vx(fo)lp) = (Xf)p)ep) + f(p)(Vxo)(p) = (Vxo)(p) =0,

la segunda igualdad se sigue del hecho que o|y = 0, f|ly = 1. Dado que p € U
arbitrario se sigue el resultado del lema.

El caso X|y = 0 se sigue de manera similar. O

Una consecuencia del lema anterior es que podemos definir V,, o para v, € T,M
por

V0 := (Vxo)(p),
donde X € I'(T'M) es un campo vectorial (cualquiera) tal que X, = v,,.

Corolario 1.13. Sea X € I'(TM),Y e I'(EM). Si X, = 0 para algin p € M,
entonces (VxY)(p) = 0.

Demostracién. Sea (z = (z!,...,2™),U) un sistema de coordenadas alrededor
de p € M. Luego, en U tenemos que X = Eu ¢r-9- donde £* € C°°(U) con

oxH
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&M (p) = 0 para 1 < p < m. Por lo tanto obtenemos que

(VxY)(p) = (V&Y)(p Zf“ Yy Y)(p) =0.

2. Geodésicas y transporte paralelo

Comenzamos esta seccién definiendo una curva en una variedad suave M como
una aplicacién suave v : I — M donde I C R es un intervalo cualquiera.
Definimos un segmento de curva como una curva cuyo dominio es un intervalo
compacto.

Si~y: I —> M esuna curva y el intervalo I tiene un punto final decimos que
7 es suave si se extiende a una curva suave sobre un intervalo abierto que contiene
a I. De esto se tiene que cuando tratamos con una curva suave y definida en un
intervalo que tiene uno o dos puntos extremos podemos extenderla siempre a una
curva suave definida sobre un intervalo abierto mas grande y una vez que hemos
finalizado nuestro trabajo con dicha extensién basta con restringir al intervalo
original para obtener la informacién deseada en la curva original. Lo anterior es
posible debido a que se tiene que tal estudio no depende de la extensién de I.
De este modo podemos asumir, cuando resulte conveniente, que v estd definida
sobre un intervalo abierto.

Dada una curva suave vy : I — M, definimos, para tg € I, §(to) € TyoyM
definido como

0

Y(to) = Tioy - % y(t +to),

dt

donde 8%|t es el vector base coordenado ent de T:1 asociado a la funcién coor-
denada usual en R. De este modo se tiene que si f es una funcién suave definida
en una vecindad de v(ty), entonces ¥(ty) actia como una derivacién definiendo

J(to) - f = jt

fO%

Escribiendo la representacién en coordenadas de v como y(t) = (v(t),. .., y™(t))
obtenemos entonces que

i L dy 0
YO =) —- )5
Z dt oxH (1)

p=1

Un campo vectorial a lo largo de «y estéd definido como un X € I'y(T'M). De
lo anterior vemos que ¥ € I',(T'M).

Una forma de construir mas campos vectoriales a lo largo de la curva -y es la
siguiente. Consideremos X € I'(TM). Para t € I definamos X (t) = Xv(t). Se
tiene entonces que X € I',(T'M). Un campo vectorial X a lo largo de ~ se dice
que es extensible si existe X € I'(TM) tal que en una vecindad de la imagen de
v, Xy X estdn relacionados como antes.

De lo anterior se tiene el siguiente resultado
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Lema 1.14. [L, Lemma 4.9] Sea V una conexion afin en M. Para cada curva
v:I — M, V determina un unico operador

v
dt
que satisface las siguientes propiedades:

1) Linealidad sobre R:

:T(TM) — T, (TM)

Z(aX +bY) = a%X + bZY para todo a,b € R.

2) Regla de Leibniz:
\% : \% o
ﬁ(fX):fX—i-faX para todo f € C*°(I).

3) Si X € I',(TM) es extensible, entonces para cualquier extension X de
X,

En la demostracion del resultado previo se da la construccién explicita del

operador %, a saber,

(1.1) %X(to) =3 ( (to) + ZF ~(to)) XV(tO)th (t0)> %
k

En la ecuacion anterior las funciones F , estan dadas por V 2 a > =y, k W 835

7(to)

Consideremos ahora f : J x I — M una aphcamon suave con I,J C R
intervalos y sea X € I'y(T'M), de manera aniloga podemos construir operadores

vV V
—, —:I'y(T'M ry(TrmM
52 5s | LH(TM) — Ty(TM)
dados por
v u 8&’“ N 9
5 X (5:t) = > Z T, (f(s,)€" (s, 8)—=— 5750 | 57
k=1 p,rv=1 (s:t)
y
v “ ag’f fH )
7X(57t) = Z S t + Z F gl/(s t) (S?t) Ik )
0s — ] 0s Oxk (5.0)
donde

- 0
= Mzz:l §N(87 t)@

Con estos operadores y utilizando la identificacion que existe entre I't(T'M)
I'(f*TM) podemos definir una conexién

PV T(T(J x 1)) x T(f*TM) — T(f*TM)

F(st)

dada por
(Z,X) — (f*V)zX
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donde, localmente, Z = §1(57t)% + C2(57t)% y

(F*V)2X = CH(5.8) X + (35, 8) L X € T(f*TM).
0s ot
Ahora, para (M,V) una variedad con conexién afin V, consideramos una
curva v en M. La aceleracion de vy es el campo vectorial %"y e I',(TM). Una
curva vy es llamada una geodésica con respecto a V si su aceleracién es 0, es decir,
V.
dt7 =0.
Teorema 1.15. Sea (M,V) dada como en el pdrrafo anterior. Para cualquier
p € M, cualquier X € T,M y para cualquier to € R, existe un intervalo abierto
I C R que contiene a ty y una geodésicay : I — M tal que y(to) = p, ¥(to) = X.
Se tiene ademds que cualesquiera dos tales geodésicas coinciden en su dominio
comaun.

Demostraciéon. Elegimos un sistema de coordenadas (z,U) alrededor de p € M.
De (1.1) se tiene que una curva v : I — U es una geodésica si y solo si sus

funciones componentes y(t) = (x!(t),...,2™(t)) satisfacen la ecuacion geodésica
d?z” dz¥ , | dx”

1.2 —(t Ih (v(t)——(t t)=0.

(1.2 7 O+ ST OO OG0

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden en
las funciones z*(t). La manera usual de probar existencia y unicidad para un
sistema de segundo orden es introducir variables auxiliares v# = & para convertir
el sistema original en el sistema equivalente siguiente con el doble de variables

i*(t) = (),

k) = =) TR (e ().
R

Por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales de primer
orden se tiene que, para cualquier (p, X) € U x R™, existe ¢ > 0 y una tnica
solucién 7 : (tg—¢€,tog+€) — U x R™ para este sistema que satisface la condicién
inicial n(tp) = (p, X). Escribimos las funciones componentes de 1 de la forma
n(t) = (z*(t),v*(t)). Se tiene entonces que la curva y(t) = (x(t),...,2™(t)) en
U satisface las caracteristicas que pide el teorema.

Para probar la unicidad, supongamos que v, : I — M son geodésicas definidas
en un intervalo abierto con v(ty) = o(tg) y 4(to) = (tp). Por el teorema de
existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales tenemos que las curvas coin-
ciden en alguna vecindad de ty. Sea 3 el supremo de los nimeros b tales que
las curvas coinciden en el intervalo [tg,b]. Si 5 € I, por continuidad se tiene que
v(B) = o(B) y ¥(B) = 6(B8) y utilizando el hecho de la unicidad local en una
vecindad de § concluimos que las curvas coinciden en un intervalo méas grande,
lo cual es una contradiccién con la forma en que 8 fue elegida. Procediendo de

manera andloga a la izquierda de tg, concluimos que las curvas coinciden en todo
1. O

De la parte de unicidad del teorema anterior se sigue que, para cualquier
p € My X e T,M, existe una tnica geodésica mazimal (una geodésica que no
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puede ser extendida a un intervalo més grande) v : I — M con y(0) = p y
4(0) = X, definida en algin intervalo abierto I; a saber, sea I la unién de todos
los intervalos abiertos en los cuales tal geodésica estd definida, observando que las
geodésicas coinciden donde se traslapan. Nos referimos a esta geodésica maximal
como la geodésica mazximal con punto inicial p y velocidad inicial X. Denotamos
a tal geodésica por yx.

Ahora introducimos otra construcciéon importante que involucra al operador %.

Sea (M,V) y ~ como antes. Un campo vectorial a lo largo de v se dice que
es paralelo a lo largo de v con respecto a V si anula al operador %. De este
modo una geodésica puede ser caracterizada como una curva tal que su vector
velocidad, ¥, es paralelo a lo largo de la curva. Un campo vectorial X € I'y(T'M)

se dice que es paralelo si es paralelo a lo largo de cualquier curva.

El hecho fundamental acerca de campos vectoriales paralelos es que cualquier
vector tangente en cualquier punto sobre una curva puede ser extendido de ma-
nera unica a un campo vectorial paralelo a lo largo de la curva completa.

Teorema 1.16. [L, Thm 4.11] Dada una curva vy : I — M, ty € I y un vector
Xo € Tyy)M, existe un tnico campo vectorial paralelo a lo largo de v, X, tal
que X(t()) = X().

Sea~: I — M una curvay tg,t; € I, el teorema anterior nos permite definir

un operador
Puotr  Ty(ao) M — Tyeny M
dado por
Py, Xo = X(t1),
donde Xo € T4 )M y X es el campo vectorial paralelo a lo largo de v dado
en el teorema anterior. Afirmamos que para to,t; € I dados el mapeo Py,
es inyectivo. En efecto, sea Xo € T',;,)M tal que Py Xo = 0y X como en el
teorema anterior. Del hecho de que P;¢, Xo = 0 = X(t1) y que ¢; € I es arbitrario
sabemos, de la unicidad del teorema que X = 0 y de este modo obtenemos que
Xo = X(to) = 0. Del hecho de que P, es una aplicacién lineal inyectiva se
obtiene que es un isomorfismo de espacios vectoriales entre T\ M y T, M.
Se tiene que el operador % puede ser obtenido nuevamente del transporte paralelo
Py, mediante la férmula
P X(t) — X (to)

\Y%
Y X (to) = li .
g (to) = Timy t—to

Cuando I es un intervalo cerrado, digamos [a,b], v : I — M una curva y
v(a) = p,v(b) = q denotamos al transporte paralelo Py, como P,.

A continuacién veremos algunas propiedades del transporte paralelo. Por
simplicidad supongamos I = [0, 1], sean M y V como antes, z,y,z € M y «,
caminos suaves a trozos en M con «a(0) = z, a(l) =y = 5(0) y (1) = =.
Definimos los caminos o' y Ba como

e o Jat) si0<t<l
t)=al—1t) vy B(t)—{ﬁ(%_l) si g <t<l

! es un camino suave a trozos de y a  y Sa un

De este modo obtenemos que o~
camino suave a trozos de z a y.
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Sea A, € TyM y Py(A;) = Ay € T,M. De la definicién de P, obtenemos
que si Py(A;) = Ay entonces P,-1(A,) = A;. Es decir, hemos mostrado que
para cada camino 7y suave a trozos en M, P e P,-1. Utilizando un argumento
similar obtenemos que Pg, = Pg o F,.

3. Grupos de holonomia y algebras de holonomia

Sea M una variedad de dimensiéon m conexa y V una conexion afin en M. Sea
p € M dado y definimos

Ly, ={y:[0,1] — M[~(0) =~(1) = p},

el conjunto de lazos en p suaves a trozos y sea Eg C L, el conjunto de lazos en p
que son homotdpicos al lazo trivial.

Para v € £, consideramos el transporte paralelo P, : T,M — T,M. La
holonomia de V en p € M esta definida como

Hol, (V) :={Py| v € L} C Aut(T, M),
y la holonomia restringida la definimos como

Hol)(V) := {P,| v € L)} C Hol,(V).

Anteriormente mostramos que, para cualesquiera caminos «, 8 entre dos pun-
tos de M obtenemos que P,1 = P;ly Pgo = Pgo P,, luego si P,, Pg € Hol,(V)
tenemos también que Pgo Py € Hol,(V). Es decir,

Hol, (V) < Aut(T,M).

Recordemos que M es una variedad conexa, no es dificil demostrar que las
variedades conexas son de hecho conexas por caminos. Sean x,y € M y sea
v : [0,1] — M un camino suave a trozos con v(0) = z,v(1) = y y como antes
P, :T,M — T,M el transporte paralelo. Si o es un lazo en x, entonces yay~!
es un lazo en y y, por lo anterior tenemos que P, -1 = Pyo Py o P, L Por lo
tanto, si P, € Hol,(V) entonces P, Hol,(V)P; ! C Hol, (V). Para mostrar la
contencién Hol, (V) C P, Hol, (V)P ! notamos que para un elemento arbitrario
Pg € Holy(V), P3 = Pyo(P;toPgoPy))o P! yasi Py oPgo Py e Holy(V).

Por lo tanto obtenemos que
Py Hol, (V)P = Hol, (V).

De este modo obtenemos que, para todo p,q € M, Hol,(V) = Hol, (V). Debido a
esto escribiremos simplemente Hol(V) para referirnos al grupo de holonomia sin
hacer referencia explicita al punto de M elegido. Anélogamente obtenemos que
HOIS(V) no depende del punto p € M elegido.

Del hecho que T'M es un haz vectorial sobre M con fibra R™, sea p € M.
Cualquier identificacién T, M = R™ induce un isomorfismo Aut(7,M) = Aut(R™).
Por esta razén podremos considerar a Hol,(V) como un subgrupo de Aut(R™),
de hecho se tiene el siguiente resultado.



10 1. Preliminares

Proposiciéon 1.17. Sea M una variedad y V una conexion afin en M. Para
p € M, Hol, (V) puede ser considerado como un subgrupo de Aut(R™) definido
salvo conjugacion en Aut(R™).

Hacemos notar que el resultado previo es valido también para variedades
complejas.

Proposicion 1.18. Sea M una variedad simplemente conexa y V una conexion
afin en M. Entonces Hol(V) es un subgrupo de Lie conexo de Aut(R™).

Demostraciéon. Elegimos un punto p € M y v € £,. Dado que M es simple-
mente conexa sabemos que 7y es contraible al lazo constante p, es decir, existe
una familia {vs|s € [0,1]}, con v € Ly, v0(t) = p para t € [0,1], y1 =7y Vs(t)
que depende continuamente de s y de t. De hecho podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que s es suave a trozos y que vs depende suavemente (a trozos)
de s.

De lo anterior obtenemos que s — P, es una aplicacién de [0, 1] a Hol,, (V) suave
a trozos (considerando el mapeo en Aut(R™)). Dado que 7 es el lazo constante
p se tiene que Py, = 1y, (v) ¥ Py, = Py, pues 71 = 7, es decir, s — P, es
un camino de 1pg,(vy @ Py suave a trozos. De este modo concluimos que para
cada P, € Hol,(V) existe un camino suave a trozos del elemento identidad de
Hol,(V) a P,. Por lo tanto Hol,(V) es un subgrupo arco-conexo de Aut(R™).
El resultado se sigue por un teorema de Yamabe, que enuncia que los subgrupos
arco-conexos de un grupo de Lie son subgrupos analiticos (es decir, isomorfos a
subgrupos de Lie conexos)!. O

Consideramos ahora el caso en que M no necesariamente es simplemente
conexa. A continuacién mostramos que los grupos de holonomia restringidos
siguen siendo conexos a pesar de esto.

Proposicién 1.19. Sean M y V dadas como antes. Entonces Hol’(V) es un
subgrupo de Lie conexo de Aut(R™). Se tiene también que es la componente
coneza de Hol(V) que contiene al elemento identidad y que es un subgrupo normal
de Hol(V). Mads atn, existe un homomorfismo de grupos natural y sobreyectivo
¢ : m (M) — Hol(V)/Hol’(V). De este modo, si M es simplemente coneza
obtenemos que Hol(V) = Hol’(V).

Demostracion. Con un argumento similar al utilizado en la demostracién de
la proposicién 1.18 obtenemos que Hol’(V) es un subgrupo de Lie conexo de
Aut(R™). Seape M. Sia € Ly, f € Eg entonces affa”! € E?,. De este modo
obtenemos que para P, € Hol,(V) y Pz € Holg(V), P,P3P;t € Holg(V), es
decir, hemos mostrado que F, Holg(V)Pa_ L c Holg(V) para todo a € £, y de
esto se sigue que Holg(V) es un subgrupo normal de Hol, (V).

Ahora, dado que M es conexa y por lo tanto conexa por caminos, se tiene que
el grupo fundamental de M, 71 (M), no depende del punto base elegido. Definimos
¢ :m(M,p) — Holp(V)/Holg(V) dado por ¢([y]) = P, Holg(V). Para ver que
¢ estd bien definido tomamos ¥ € £, tal que 7 ~ =, donde ~ es la relaciéon de
homotopia que define el grupo fundamental. Ahora, dado que [§] = [v], tenemos

Wer por ejemplo [Ya]
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que [7] - []7 = [y77!] = [ep), donde e, es el lazo constante en el punto p, luego,
Y7t ~ ep, es decir v € Eg, lo que implica que P5-1 = RYP;;1 € Holg(V). Por
lo tanto ¢ estd bien definida. El hecho de que ¢ es un epimorfismo se verifica
facilmente. Un resultado conocido de topologia es que el grupo fundamental de
una variedad es contable. Este hecho junto con el primer teorema de isomorfismo
implican que Hol,(V)/ Holg(V) es también un grupo contable. De esto se obtiene
que Holg(V) es la componente conexa de Hol,(V) que contiene a la identidad. [
Definiciéon 1.20. Sea M una variedad conexa y V una conexién afin en M.
Entonces Hol?(V) es un subgrupo de Lie de Aut(R™) definido salvo conjugacién.
Definimos el dlgebra de holonomia hol(V) como el dlgebra de Lie de Hol’(V).
Es una subdlgebra de End(R™), definida salvo la accién adjunta de Aut(R™).
Similarmente Holg(V) es un subgrupo de Lie de Aut(7,M) para todo p € M.

Definimos hol,(V) como el dlgebra de Lie de Holg(V) la cual es una subalgebra
de End(T,M).

Sea V una conexién afin en la variedad M, a esta conexién podemos asociarle
dos tensores, a saber, el llamado tensor de torsion y el tensor de curvatura, los
cuales estan dados por las férmulas

(1.3) Torpv(a:,y) = (VxY = VyX — [X,Y])(p),

(1.4) Rp(7,y)z = (VxVyZ —VyVxZ — Vxy]Z)(p)-

Donde z,y,z € T,M y X,Y,Z € I'(T'M) tales que X, = z,Y, =y, Z, = z. Del
lema 1.12 tenemos que Tor" y R estdn bien definidos, es decir, no dependen de
la extension de x,y, 2.

En este trabajo consideramos inicamente conexiones afines libres de torsion. Es
facil verificar que el tensor de curvatura de tales conexiones satisface la primera
y la sequnda identidad de Bianchi, es decir,

(1.5) R(z,y)z + R(y,z)x + R(z,z)y = 0,

(1.6) (VaR)(y,2) + (VyR)(z,2) + (V2R)(z,y) =0
para todo x,y,z € T,M.

Sea V un espacio vectorial y h C End(V) una subdlgebra. Definimos el
espacio de mapeos de curvatura formales de b

K(h) :={Rec A°V*@b| R(z,y)z + R(y,2)x + R(z,2)y = 0 Vx,y,z € V},
y el espacio de derivadas de curvaturas formales de b
K'(h) = {p € V' @ K(9)| ¢(2)(y, 2) + d(y)(z,2) + ¢(2)(z,y) = 0 Va,y,2 € V}.
Definimos ahora
b= genp{R(z,y)| R e K(h), z,y €V} Ch.

Notamos que h <1 b, de hecho, sea Z € b, R(x,y) € h. Se tiene que

17, R(xz,y)] = (Z - R)(z,y) + R(Zx,y) + R(z, Zy),
donde (Z - R) € A’V* @ b est4 dado por

(Z - R)(2,y) = [Z, R(z,y)] = R(Zx,y) = R(z, Zy).
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Afirmamos que Z - R € K(h) Sea w € V, de este modo,
(Z - R)(z,y)w = [Z, R(z,y)]w — R(Zzx, y)w — R(z, Zy)w,
(Z - R)(y, w)z = [Z, R(y, w)]lx — R(Zy,w)z — R(y, Zw)z,
(Z-R)(w,z)y = [Z, R(w, z)]y — R(Zw, x)y — R(w, Zx)y.
Ahora, dado que R € K (h) tenemos que
—R(z,y)Zw = R(y, Zw)x + R(Zw, x)y
con férmulas anédlogas para R(y,w)Zz y R(w,z)Zy. Con esto es facil verificar

que Z - R satisface la primera identidad de Bianchi para todo Z € b y para todo
R € K(h). Asi mostramos que [h, h] C b, es decir, h <1 b.

Una observacién 1itil es el hecho de que podemos definir a K(h) y a K*(h) en
términos de las sucesiones exactas de espacios vectoriales

(1.7) 0— K(h) — A V*@h— AV eV
y
(1.8) 0— K'(h) — V'@ K(h) — AV* @b,

donde en cada caso, la ultima aplicacién estd dada por la composicion de la
inclusion natural y el mapeo de anti-simetrizacion, es decir,

ANV*@h = A2V oV eV — AV eV
en el primer caso y

V*QK((H) = V@AV o) — A3V e
en el segundo.

Verificamos que las sucesiones dadas son de hecho exactas. Recordemos que dado
que V es un espacio vectorial de dimensién finita se tiene que End(V) = V* V.
De aqui tenemos la inclusién natural mencionada. De aqui obtenemos que el
mapeo mencionado es ¢ : A°V* ® h — A3V* ® V dado por

(W) (@, y,2) =wlz,y)z + w(y, 2)z + w(z, )y —w(y, z)z —w(z, y)z — w(z,2)y
para todo x,y,z € V.
De la definicién se tiene que K(h) C ker(yp). Ahora, sea w € ker(yp), es decir,
(p(W)(JE, Y, Z) = w(x7 y)Z + w(ya Z)‘T + w(zv x)y - W(y, x)z - (AJ(Z, y)(L’ - O.)(.’L', Z)y =0
para todo z,y,z € V, o sea, 2w(x,y)z + 2w(y, z)x + 2w(z, )y = 0, esto se sigue
del hecho de que w € A’2V* @ h.
De este modo obtenemos que w € K(h), por lo tanto K(h) = ker(p), lo que
demuestra que (1.7) es de hecho una sucesién exacta. Un argumento andlogo
muestra que (1.8) es también exacta.

Definicién 1.21. Una subélgebra de Lie h C End(V) es llamada un dlgebra
de Berger si h = h. Un élgebra de Berger h C End(V) es llamada simétrica si
K'(h) =0y no simétrica en caso contrario.

Un subgrupo de Lie H C Aut(V) es llamado un subgrupo de Berger (simétrico,
no simétrico, respectivamente) si su algebra de Lie h C End(V') es un élgebra de
Berger (simétrica, no simétrica, respectivamente).
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Definicién 1.22. Una subélgebra de Lie h C End(V') es llamada un dlgebra de
Berger fuerte si b es de Berger y se tiene ademds que K'(h) # {0} o bien, existe
R € K(h) tal que b =10, donde

b, = geng{R(z,y)| z,y € V'}.

Una observacién importante es el hecho de que dada una subdlgebra hh C End(V),
b es una subdlgebra de Berger. Esto se sigue del hecho de que, por definicién,

K(h) = K(b).
Lema 1.23. Sea h C End(V) un dlgebra de Berger irreducible tal que K(h) es
un h-mddulo trivial,? entonces b es simétrica.

Demostracién. De la definicién de K (h) podemos suponer sin pérdida de ge-
neralidad que dimV > 2. Supongamos K(h) es un h-médulo trivial. En-
tonces se tiene que K'(h) C V* ® K(h) es un submédulo y, dado que V es una
representacion irreducible, se sigue que V* con la representacién inducida (i.e.
hxV* — V* (X, a) — (v +— —a(Xv))) es irreducible, luego K1(h) = V*oW
para algun W C K(h). Supongamos que existe 0 # R € W. Elegimos tres ele-
mentos linealmente independientes x,y,z € V tales que R(z,y) # 0 y definimos
¢:V — W tal que ¢(z) = ¢(y) = 0y ¢(2) = R. De esto se sigue que ¢ ¢ K'(h)
lo cual contradice el hecho de que K'(h) = V* @ W.
Por lo tanto W = {0}, lo que implica que K'(h) = {0}, es decir, b es simétrica.
O

Concluimos esta seccién con la introduccion de un concepto adicional que nos
serd de utilidad posteriormente.

Sea h € End(V) = V*® V una subalgebra. Definimos h~) =V p© =p, y
h*®) = {S: V — p*=Y| S lineal, (Sv)w = (Sw)v € h*2 vo,w e V}.
Sea S € %) y sean V1, ...,0r1 € V dados. De la definicién de hk) se
tiene que Svive - vg_1vp = (- ((Svy)va) - )vp € by que Svy-- vV =
(' e ((S’Ul)’l)z) s )UkJrl evV.
Se tiene también de la definicién de §*) que SUg(1) "+ Vo(k) = Sv1--- vk para
todo o € Sk y que Svy(y)- - Vrgq1) = Svi---vgt1 para todo 7 € Sgii. Lo

anterior nos permite obtener una férmula para h*) que no estd dada en términos
de una relacién de recurrencia. A saber, se tiene que,

(1.9) h*) = (Sym* V* @) N (Sym*" 'V o V), keN,
donde Sym V* es el dlgebra simétrica definida por
SymV = GBV@k /<v®w—w®v| v,weV) = @Symkv.
k>0 k>0
En (1.9) hemos utilizado el hecho de que tenemos una inclusién natural
Sym** !t v* ¢ SymF V* @ V*

2Con esto queremos decir que, para todo R € K(h), para todo H € h y para todo z,y € V,
[H, R(z,y)] = R(H=,y) + R(z, Hy)
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y de este modo podemos considerar tanto a Sym* V* ® h como a Sym* ' V* @V
como subespacios de Sym* V* @ V* @ V.

A h®) se le llama la k-ésima prolongacién de b.

4. El teorema de Ambrose-Singer

En esta seccién mostraremos un resultado que relaciona el dlgebra de holonomia
de una conexién afin libre de torsion con la curvatura de dicha conexién.

Comenzamos considerando una familia de curvas ¢ :] — €,¢[x[0,1] — M
dada por

(5,8) —— 7s(t) == (s,1)
y V una conexién afin y libre de torsién. Sea Xo € T, )M, del teorema 1.16 se

tiene que existe un tnico X € I'(¢*T'M) tal que
\%
aX(s,t) =0, X(s,0) =Xy paratodo (s,t)€]— ¢ €e[x]0,1].

De este modo obtenemos una tnica aplicacién lineal
Py (t) : Ty, )M — Ty, )yM, Xo+— X(s,t), paratodot € [0,1].
En particular, si v5(0) = p,vs(1) = ¢ para todo s se tiene entonces una aplicacién
| — €, e[— Hom(T,M, T, M), s+ Py (1).

De lo anterior se tiene que

A\VAAY
a&X(S, t) = |:6t, 83:| X(S7 t)
Por otro lado, un calculo explicito muestra que
vV V .
S | X6 = () 60,02 0) X 5,0,

donde R es la curvatura asociada a V' y 67s(t) := T ¢ - %‘(S . De este modo
en s = 0 se tiene que

\VAAY) . .
VY| X = (B (G0, 5/0)X(0.6) = B(3(2),6v(1) Py ()Xo,
s=0
donde v := g, 6X := % X Y 0(t) = % oo Vs(t)-

De esto obtenemos que 6 X es un campo vectorial a lo largo de « que satisface la
ecuacion

\% .
a(éX) = R(%, 07v) Py Xo.

Definimos la aplicacién lineal
w : Tv(O)M — T,y(l)M, Xo+— (5X0)(1)

Afirmamos que ¢ = %‘SZOP%(D. Comenzamos notando que
P

(1) X (5,0) = X (s,1) = P, (1)X(0,0) = P, (1) Xy, para todo s.
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De la definicién de d.X se tiene que

CL’k
5x(0.0) = Y2 | E20,0)+ 3%, (40 20,067 0.0) | o
B k,p

Ozt |y

Del hecho de que v5(0) = p,7vs(1) = g para todo s se obtiene que

ok d d

—(0,0) = — s(0) = — =0,
as ( ) ) d 8207 ( ) ds Szop
oxk d d
g(,l):% %(1):£ q=0,

s=0 s=0
de este modo,
olda

5X(0,0) = Zg(o,o),

6X(0,1) = Z%(o, 1).
w

Con esto obtenemos que

d d
2P ()X = —
ds o '73( ) 0 ds

X(s,1) =6X(1).
s=0
Ahora, de la forma en que tomamos a X se tiene también que (P, (t)Xo) = 0.
En general se tiene que para Z : [0,1] — T,M,
\Y% az
— (P, (H)Z(t)) = Py, —(t).
8t( ’Ys() ()) Vs dt()

En particular se tiene

\Y% d
ot o Py(t) = Py(1) i’
es decir,
4V d _
(1.10) Py(t)to ot di o Py(t)~

Utilizando la ecuacion anterior junto con la ecuacién diferencial satisfecha por
6 X obtenemos que
d _ 51V _ p—lps
%(P7 0X)=P; a(SX = P R(7,67) Py Xo.
Ahora, definimos
5X (1) = P, (1) 16X (¢),
luego, de (1.10) y de la ecuacién diferencial satisfecha por 6 X obtenemos

P, 0% = (P, (1)5X) = R(3,0)P, (1) Xo.

De este modo obtenemos que 5X : 0,1] — T}, M satisface la ecuacién diferencial
d ~

20X (1) = Py () " R(3(2), 67(1)) (1) Xo.
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En lo que resta de esta secciéon supondremos que v € £g con
0 :10,1] x [0,1] — M, (s,t) —> 75(t)
una contraccion, es decir, vo(t) = p para todo t y v1 = 7.

De lo expuesto anteriormente obtenemos que
N ¢
X0 = | [P0 e RG0S )0 Pr(w)] Yoo e 0.1)
0

De hecho se tiene que

1
(L11) P o 2P () = [P REWW), Tou(w) o Py (i

Ahora, con X, vy ¢ dados como antes, definimos
\Y
X'(s,t) = —X(s,t
(5.1) = 2-X(5,1),
dp

¥s(t) = 5 (5,1) € T M,

dp
Vs(t) = g(sat) €Ty, mM.

De la definicién de X’ se sigue que
X 1) = Lxis1) = (Lp. ) x
o dsT T \ds™ 0
Para Y € T'(¢*T' M) se tiene una férmula andloga a (1.10), a saber,
Vv 0 _
P Y (s5,0) = S (P ()Y (s,1).

De este modo se tiene que

\Y 0 0 =
-1 Y vy - 7 —1 v/ . !
PO S X (5,8) = 5 (P (071X (5,) = o K (5,1,
Ahora, del hecho de que %X = 0 obtenemos que
\Y \YAAY/ \YAAY
= X'(s,t) = o= X = —=X s (t), VA (1) X
X (,1) = 2= X(s,1) (58) + (R ) Got), ()X (5,1

ds Ot
= (R, () (95 (1), 75 (1)) Py () Xo.

Con esto concluimos que X'(so,t) con sg € [0, 1] satisface la ecuacién diferencial
d 5 _ .
77X (50,8) = [Pruy ()71 (B 9) (o (1), 75 (8) P (D)) X

De la ecuacion anterior concluimos que

T(s.t) = [ [ P o (R ) Gut i) P, <u>du] Xo.

Del hecho de que X'(s,1) = %P%(l)Xg se concluye que

X'(s,1) = P,,(1) 7 X'(s,1) = (P%u)-l o jsmn) Xo,
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y por (1.11) se obtiene que
1
(Pa o £Pu) Xo= ([ Pt o RG24 0) o P, (i) Xo

Dado que el resultado anterior es valido para todo Xg € T, M concluimos que

d 1
(1.12) 7o D (1) =Py (1) 0 /0 Py, (u) ™" o R(¥s5(u), v4(w)) © Py, (u)du.

Utilizando herramientas de integracién multiplicativa se obtiene que

P = Lo ([ [ P o G0y 0 P ] as)

Ahora, definimos
hp(V) = gemR{Pw(u)_1 o (Ryw))(X,Y)o Py(u)| X,Y € Ty,yM} C End(T,M).
Definimos también,

Hp(V) = (exp bp(V)) C Aut(TpM).

Ahora tenemos las herramientas necesarias para mostrar el teorema principal
de esta seccion.

Teorema 1.24 (Ambrose-Singer). Sea V una conexion afin en la variedad M.
Con la motacion anterior se tiene que

hol,(V) = bp(V).
Demostracién. Mostraremos que Hy,(V) = Hol,(V). Las cerraduras utilizadas
tanto en la definicién de H,(V) como en la ultima igualdad es la cerradura en la
topologia de Aut(7,M). Comenzamos notando que de la férmula de Campbell-

Baker-Hausdorff 4 se tiene que exp([X,Y]) € (exp(X),exp(Y)).

3Dada una curva A : [0,1] — End(V) definimos

—s

H exp(A(u)du) = lim exp(A(T1)(t1 — to)) - . . . - exp(A(7) (tr — tr—1)),
0 u(P)—0
to=0<t1 < <tp=s
to<T1<t1<To<to<---<tp
donde el limite es tomado sobre el grosor de las particiones {to,..., ¢} de [0, s].
4Consideramos la funcién flz) = % => .50 (T_Lj_)l (# — 1)™, esta serie converge en una bola

pequena alrededor de z = 1. La férmula de Campbell-Baker-Hausdorff nos dice que en un grupo de Lie
G con &lgebra de Lie g y con X,Y € g en una vecindad suficientemente pequena se tiene que

exp(X) exp(Y) = exp(C(X,Y)),

donde
c(X,Y) = Y+/1f(etadxetady)-th
0 m
(=nm™ rt tk k 1
= X+4Y+ > +1/0 > o (ad X)*(adY) Xdt
m>1 k,1>0
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Ahora, se tiene que P, ()1 o (R ) (3s(u), Ya(w)) o P, (u) € by(V) y de
esto obtenemos que

1
/0 Py ()™ o (Royu)) (s (u), 74 () © Py (u)du € bp(V).

De este modo, de la definicién de la integral multiplicativa dada anteriormente,
se tiene que

P = Lo ([ [ Pt o R0y 0 ] ds) € 1y (9).

Asi pues, de la definicién de Hol, (V) concluimos que Hol,(V) C H,(V).

Ahora mostraremos la inclusiéon inversa. Antes de eso hacemos un par de ob-
servaciones. Anteriormente encontramos una férmula para %P%(l) con ¢ una
contraccién de la curva 7. Lo que hacemos notar ahora es que la misma férmula
sigue siendo vélida si ¢ es suave a trozos, es decir, si ¢ es continua y existe una
particién 0 =ty < t; < --- < t, =1 de [0,1] ._1,t;] € suave para
todo i. La segunda observacién que hacemos es el hecho de que para g € M y
X,Y € T;M linealmente independientes entonces existe una carta coordenada

(w = (x',...,2™),U) con U una vecindad de ¢ tal que x(q) = 0 g =Xy

8x2 |q =Y.
Consideremos la familia 7 : [0,1] x [0,4] — M, (s,t) — 74(t) dada por

Y a$1

r71(st,0,...,0) para t € [0, 1]
() = x (s, s(t — ) ,...,0) para t € [1,2]
s v~ (s(3—1),s,0,...,0) parat € [2,3]
r71(0,5(4 — ) O,...,O) para t € [3,4],
donde x = (x',...,2™) son coordenadas dadas como en la observacién previa,

en este caso vs(0) = ¢ = vs(4) y los vectores dados como antes son X,Y € T, M.

Ahora, para u €]0, 1] se tiene que

. d d B
Ys(u) = E‘TZO%(U‘I—T) = (%’T:Ox 1(su—l— s7,0,...,0)).

Por otro lado, del hecho que %h () = %|T:0x*1(su +7,0,...,0) obtenemos
0
Ys(u) = So 1
Oox s (W)
Por otro lado, v.(u) = %‘TZO%JFT(U) = %L:Ox_l(su + 7u,0,...,0). De este
modo
0
/
Vs (u) = uil
0z |1 )

Asi pues, para u €]0, 1],
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Similarmente, para u €]1,2], % () = 4 Tzox_l(s + 7,s(u — 1),0,...,0),
57 |y = %‘Tzoxfl(s, s(u—1)+7,0,...,0). De aqui se obtiene que
0
%(U) — S~ 9
2 s (u)
0 0
/
Ts(u) = 53 +(u—1)573
0t ], ) 022 ()
Luego,
0 0
/ _ - -
(R’ys(u))(’)/s(u)a'ys( ) = S(R'ys(u)) <8$1 ) 2 %(u)> .
De manera similar obtenemos que para u €]2, 3],
0 0
(Reyy () (s (w), ve(u)) = —s(Roy, () ( A ) ,
gt gt Ozl i) 22 ()
y para u €]3, 4],
(B, ) (s (), s () = 0.
Lo anterior nos permite concluir que
d 3 1 0 0
%Pﬁ/s (4) - _SP'YS (4)/1 P’Ys (U) o (R’Ys(’u)) (axl ’ys(u)7 87 ’ys(u)> o P’Ys (U)du

Se tiene entonces que

y entonces

3
Pl Szopvs(‘l) = Pm(‘l)/1 Pyy(u)™ o (Ry) (X,Y) 0 Py (w)du = —2(Ry)(X,Y),

La tltima igualdad es debido a que P,,(u) = Idr,»s ya que yo(u) = ¢ para todo
u.
Ahora, fijamos una curva 7 : [0,1] — M tal que ¥(0) = p y (1) = ¢. Definimos
la familia 4 : [0,1] x [—1,5] — M, (s,t) — 7s(t) dada por
¥(t+1) parate[-1,0]
Ys(t) = § 7s(t) para t € [0, 4]
¥(5b—1t) parate[4,5].

Es claro que 45(—1) = p,45(5) = p.
Célculos similares a los realizados con anterioridad muestran que 4. (u) = 0 salvo
para u € [0,4], luego,

0

T Ox?

3 0
%P’ys(@ = —SP&S(5)/1 Py (u)"! o (Ry, () (W

> o Py, (u)du.
¥s () ¥s (u)
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Se tiene entonces que
d2

22| Pr(6) = =2P5 ()" o (Ry)(X,Y) 0 Py (u),
s=0
para u € [0, 4] arbitrario. En particular se tiene que
d? _
T2|_ e = 2P () o (B)(X,Y) o Py (1),
s=

Ahora mostraremos que, para F' € h,(V), exp(F) € Hol,(V).

Dado que Hol,(V) es un subgrupo cerrado de Aut(7,M) se tiene entonces que
es un subgrupo de Lie, en particular, se tiene que Hol,(V) es una subvariedad.
Ahora, de lo anterior se tiene que ¢ : [0,1] — Hol,(V), s — P5,(5) es una
curva tal que ¢(0) = Id, donde Id es el elemento identidad en Hol,(V). Del
hecho de que ¢/(0) = 4 o5, (5) = 0 se tiene entonces que ¢'(0) € TiqHol,(V).
Por lo anterior sabemos que

$"(0) = =2P5(1) 7" o (Ry)(X,Y) 0 P5(1).
Para concluir utilizamos el hecho de que, en general, para N C M una subvarie-

dad y una curva ¥ : [0,1] — N tal que %‘O\II(S) = 0 € Ty(0)N entonces se tiene
que % | O\II(s) € Ty ()N es un vector tangente bien definido, es decir, no depende
del sistema de coordenadas elegido.

Dado que # : [0,1] — Hol, (V) satisfacen las condiciones dadas en el parrafo
anterior obtenemos que

—2P5(1) ' o (R,)(X,Y) o P5(1) € Lie(Hol,(V)),
luego
exp[P5(1) ! o (Ry)(X,Y) o P5(1)] € Hol, (V).

Por lo tanto obtenemos que

H,(V) = Hol, (V).
O

Notamos que una consecuencia del teorema de Ambrose-Singer es la siguiente

Proposicién 1.25. Sea H C Aut(V) un subgrupo de Lie irreducible que es el
grupo de holonomia de una conexion afin libre de torsion en alguna variedad M.
Entonces H es un grupo de Berger. Si la conexion no es localmente simétrica
(i.e. VR #0), entonces H es un grupo de Berger no simétrico.



Capitulo 2

Teoria de
representaciones de
algebras de Lie

1. Representaciones de algebras de Lie

En esta seccién introducimos los conceptos fundamentales de teoria de repre-
sentaciones de algebras de Lie.

Definicion 2.1. Sea g un algebra de Lie, una representacion de g sobre el F-
espacio vectorial V' (F =R 6 C) es un homomorfismo de édlgebras de Lie
p:g— End(V).

Decimos que dos representaciones sobre V', p,p’ son equivalentes si existe

T € Aut(V) tales que
p(X)=T"1pX)T para todo X € g.
Definicion 2.2. Un g-mddulo es un F-espacio vectorial V' junto con una apli-
cacién F-bilineal
gxV—V, (X,jv)—X-v

tal que [X,Y] - v=X-(Y -v)—-Y (X -v) paratodo X, Y €gyveV.

De las definiciones anteriores, vemos que una representacién hace de V un g-
médulo, de hecho, definimos X - v = p(X)v.

Ejemplo 2.3. Dada un &lgebra de Lie g, vemos que g es un g-mddulo. Para
verificar lo anterior, definimos X - Y = [X, Y], la identidad de Jacobi implica que

[[XvYLZ] = [X7 [Y7 ZH - [K [X7 ZH?

luego g es un g-mdédulo. Definimos ad X : g — g por ad X(Y) = [X, Y], asi
obtenemos que

ad[X,Y]=ad XadY —adY ad X VX,Y €g.
Definicién 2.4. Un algebra de Lie g se llama abeliana si [g, g] = {0}.
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Dada un algebra de Lie g definimos las potencias de g como
g'=g, " =]

Proposicién 2.5. Sea g un dlgebra de Lie, entonces g™ es un ideal de g. Se
tiene también que

g",9] n>1

g" o gttt Vn € N.

Demostracién. Comenzamos por observar que si I, J son ideales de g entonces
[I, J] es también un ideal de g. Para esto, sean X € I,Y € J, Z € g. Luego
[(X.Y].Z] = [X.[Y, Z]] + [[X, Z], Y] € [1, J].

De lo anterior concluimos que g" es un ideal de g para n > 0. De este modo

obtenemos que

n+1:[

g g", gl Cg".

g

Un Aalgebra de Lie g es llamada nilpotente si g" = 0 para algin n € N. Vemos
que un algebra de Lie abeliana es nilpotente. Es claro que toda subalgebra de un
algebra nilpotente es nilpotente.

Consideremos ahora un tipo diferente de potencias de g. Definimos

0¥ =g, g™V =0, "], n>o0
Proposicién 2.6. Sea g un dlgebra de Lie, entonces g™ es un ideal de g. Se
tiene también que g™ > gtV para todo n € N.

Demostracién. g™ es un ideal de g dado que es el producto de dos ideales.
Por definicién, gt = [g"), g(™] c g, 0

Un algebra de Lie g se llama soluble si g™ = 0 para algtin n > 0.
Proposicion 2.7. Sea g un dlgebra de Lie,
a) [g",¢"] C g™ para todo m,n > 1.
b) g™ < ¢*" paran > 0.
c) Toda dlgebra de Lie nilpotente es soluble.
Demostracion. a) Usamos induccién en n. El resultado es evidente para

n = 1. Supongamos que es cierto para n = r. Entonces

r

[gm’ gr+1] - [gm7 [g ’ g]] = [[grv g]a gm]
C [lg,9™],9"] +[lg™ 0'],0] identidad de Jacobi
c (o™ g7+ [lg™ 0"], 0]
c g™t hipétesis de induccién.

Luego el resultado se sigue para todo n.

b) Nuevamente usamos induccién en n. El resultado es claro si n = 1.
Supongamos que es cierto para n = r. Entonces

g(r+1) — [g(r),g(’")] c [gT,ng] c g2”’1

por a). Luego el resultado se sigue para n = r + 1 lo que implica que el
resultado es cierto para todo n.
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c¢) Supongamos g es nilpotente. Luego existe un n suficientemente grande

para el cual g2 = 0, por lo tanto g(™ = 0 por b) lo que implica que g es
soluble.

O

Nuestro objetivo ahora es estudiar un tipo particular de subdlgebras, a saber, las
llamadas subdlgebras de Cartan, pero antes enunciamos el siguiente hecho que
necesitaremos para el estudio adecuado de tales subdlgebras.

Proposicion 2.8. Sea g un dlgebra de Lie y V un g-mddulo. Definimos

p:g— End(V), X+— (p(X):vr— Xv).

Seanv eV, X, Y € gya,B e€C. Entonces se tiene que

n

(o) = () 1y "o = 3 () pl(ad Y = 31a0)X) (0(1) - a Ty},

1=0

Demostracion. Utilizamos induccién en n. El resultado es evidente en el caso
n = 0. Asumimos que el resultado es valido para n = r. Sea X; € g dado por
X; = (adY — gIdy)'X. Luego obtenemos que

(o)~ 5) a0 = (o) (45 1) 3 (1) X o0 ) a1 ).
i=0
Ahora, de la definicién de p es facil ver que define una representacién de g, luego
(p(Y) = (a+B)Idv)p(Xs) = p([Y, Xi]) + p(Xi)p(Y) — (a + 58)p(Xi)
= p((adY — BIdy)X;) + p(Xi)(p(Y) — aldy)
= p(Xi1) + (X (p(Y) — aTdy).

Por lo tanto obtenemos que

(p(Y) = (e + B) Idy) M Xov =
: <:> p(Xit1)(p(Y) — aldy) v + Z (:) p(X)(p(Y) — « Idv)r—i-l—iv
r+i:0 r =0
- (Z B 1) p(X:)(p(Y) — aldy)
=0

=0
N i; <<z i 1> + (:)) p(X)(p(Y) — aldy) "
— i; (r j 1) p((adY — B1dy)X) ((p(Y) — aldy) ).

Luego, el resultado es valido para todo n € N. ]
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2. Subalgebras de Cartan

Consideremos ahora una subdlgebra h del dlgebra de Lie g. Definimos
N(h) ={X €g| [H,X] € h para todo H € h}.

N(h) es llamado el normalizador de b.

Lema 2.9. Sea g un dlgebra de Lie y h C g una subdlgebra, entonces

i) N(b) es una subdlgebra de g.
ii) b es un ideal de N(b).

iii) N(b) es la subdlgebra de g mds grande que contiene a b como ideal.

Demostracion. i) Sean X,Y € N(h) y H € . Luego
[H,[X, Y]] = [[Y,H], X] + [[H, X].Y] € .
Lo anterior implica que [X,Y] € N(h) para todo X,Y € N(h), es decir,
N (h) es una subélgebra de g.

ii) El hecho de que h es un ideal de N(h) se sigue directamente de la
definicién de N(bh).
iii) Sea a una subdlgebra de g tal que b un ideal de a, es decir, [h, a] C h. De
la definicién de N(h) se sigue que a C N(h).
]

Definicion 2.10. Una subalgebra b de g es llamada una subdlgebra de Cartan si
b es nilpotente y h = N(h).

Sea X € g y consideremos la aplicacién lineal ad X : g — g. Definimos
gox = {Y € g| In € N tal que (ad X)"Y = 0}, es decir, go x es el eigenes-
pacio generalizado de ad X con respecto al eigenvalor 0 (es evidente que 0 es un
eigenvalor de ad X, pues ad X (X) = 0). A gox se le llama la componente nula
de g con respecto a X.

Un elemento X € g se llama regular si dim go x es lo més pequeiio posible (com-
parado con los otros elementos de g).

Teorema 2.11. Sea X un elemento reqular de g. Entonces go x es una subdlgebra
de Cartan de g.

Demostraciéon. Sea t = go x. Mostraremos que t es una subdlgebra de g nilpo-
tente con t = N(t).

Mostraremos primero que t es una subdlgebra. Sean Y, Z € t. Por proposicion
2.8, tomando V = g,a = 8 =0, p = ad, obtenemos que

n

(ad X)"Y, 2] =Y <7Z> [(ad X)'Y, (ad X)""" Z].

i=0
Dado que Y € t tenemos que

(ad X)'Y =0  para i suficientemente grande.

Por otro lado, Z € t, luego

(ad X)"'Z =0  para n — i suficientemente grande.
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Por tanto obtenemos que (ad X)"[Y,Z] = 0 para n suficientemente grande, es
decir, [Y, Z] € t lo que muestra que t es una subélgebra de g.

Ahora mostraremos que t es nilpotente. Para esto probaremos que todas las ma-
trices en la representacién adjunta de t son nilpotentes y utilizaremos el teorema
de Engel para concluir que t es nilpotente.! Sea dimt = [y {B1,...,B;} una
base para t. Sea

Y=MB1+---+XNB et X\,....,NeC.

Consideremos la aplicacién lineal adY : g — g. Por ser t una subalgebra
obtenemos la aplicacion adY : t — t y esto nos induce un mapeo bien definido
adY : g/t —g/t, Z4+t— [V, Z] + t.

Sea x(t) el polinomio caracteristico de adY en g, x1(t) su polinomio carac-
teristico en ty y2(t) su polinomio caracteristico en g/t. De este modo obtenemos
que

x(t) = x1(t)xz(t).
Dado que x(t) = det(tl —adY) y Y depende linealmente de Aq,...,\;, obte-
nemos que los coeficientes de x(t) son funciones polinomiales en Aq,..., ;. Un
argumento anilogo muestra que lo mismo se cumple para y1(t) y para x2(t). Sea

x2(t) = do + dqt + daot® + - - -
donde dy, d1,ds, ... son funciones polinomiales en Aq,..., ;.

Afirmamos que dy no es el polinomio 0. En el caso en el que Y = X se tiene
que los eigenvalores de adY : g/t — g/t son no cero (sea Z € g\ {0}, luego,
adY(Z+4) =Y, Z]+t=[X,Z]+t=te [X,Z] et (ad X)"[X, Z] = 0 para
algtin n < (ad X)"t1(Z) = 0 & Z € t), luego x2(t) tiene término constante no
cero, esto muestra la afirmacién hecha anteriormente. Sea

Xg(t) = tm(CO +cit + 02t2 =+ - )

donde m es la multiplicidad del eigenvalor 0 (dado que Y € t se tiene que 0 es un
eigenvalor de adY : t — t), ¢g, ¢1, 2, ... son polinomios en Ay,...,\; y ¢g no es
el polinomio cero. De este modo obtenemos que

m <1 =degxi(t).
Luego
x(t) = t™(codp + monomios en ¢ de grados positivos).

Dado que cody no es el polinomio cero podemos elegir A1, ..., A\, € C tales que
codp es no cero. Para tal Y € t obtenemos que

dimgoy = m.
Dado que X es regular y dim t = [ obtenemos que m > [. Por lo anterior se tiene
también que m < [, luego, m = I. Ahora, x1(t) tiene grado [ y es divisible por ¢,
por lo tanto
xi(t) =t
Del teorema de Cayley-Hamilton se sigue que (adY)! : t — t es idénticamente
cero. Luego, por el teorema de Engel se sigue que t es nilpotente.

1El teorema de Engel enuncia que un algebra de Lie g es nilpotente si y solo si ad X es nilpotente
para todo X € g.
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Finalmente mostramos que t = N(t). Sea Z € N(t), luego [X, Z] € t, es decir,
(ad X)"[X,Z] =0 para algin n.

Es decir, (ad X)"1Z = 0 lo que implica que Z € t. Por lo tanto t = N(t) lo que
muestra que t = gog x es una subdlgebra de Cartan de g. 0

Un hecho interesante es que, en cierto sentido, las subdlgebras de Cartan
construidas en la proposicién anterior son todas las que existen, concretamente,
se tienen los siguientes resultados.

Proposicion 2.12. Sea t una subdlgebra de Cartan de g. Entonces existe un
elemento reqular X € g tal que t = go x.

Proposicion 2.13. Sean g1,9, dos subdlgebras de Cartan de g, entonces existe
X € g tal que 0(g1) = g2, donde 6 = exp(ad X).

Gracias a la proposiciéon anterior sabemos que todas las subéalgebras de Cartan
de un &lgebra de Lie g tienen la misma dimensién. A tal dimensién se le llama
el rango de g.

3. Descomposiciéon de Cartan

A continuacién estudiamos algunas propiedades adicionales de las dlgebras de Lie
nilpotentes que nos permitiran establecer un tipo importante de descomposicion
de algebras de Lie, a saber, la descomposicién de Cartan. Previo a dicho estudio
introducimos la nocién de submédulos.

Sean g un algebra de Lie, V un g-mdédulo, U un subespacio de V' y H un subes-
pacio de g. Definimos

HU =genp{Xu e V|X € HuecU}.

Un submoddulo de V' es un subespacio U de V tal que gU C U. En particular V' y
{0} son submédulos de V. Un submddulo propio de V' es un submédulo distinto
de V,{0}.

Un g-médulo V' # {0} es llamado irreducible si no tiene submédulos propios. V' es
llamado completamente reducible si es la suma directa de submddulos irreducibles.
V se llama indescomponible si no se puede escribir como la suma directa de dos
submodulos propios. De las definiciones se sigue que un g-mdédulo irreducible es
indescomponible, sin embargo, la inversa no es necesariamente cierta.

Teorema 2.14. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente y V un g-mddulo. Sea Y € g
yp(Y): V. — V la aplicacion dada por p(Y)v = Yv. Entonces los eigenespacios
generalizados V; de V' asociados a p(Y) son submddulos de V.

Demostracién. Sean v € V;, X, Y € g. Entonces

(p(Y) = AiIdy)"Xv =) <?> (ad Y)Y X)((p(Y) — N Idy)" )
j=0
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por proposicién 2.8 con a = A;, 5 = 0. Dado que v € V;, se tiene que

(p(Y) = X\iIdy)" v =0 paran — j suficientemente grande.

Dado que g es nilpotente tenemos que (ad Y)? X = 0 para algiin j. De este modo
(p(Y) — A\iIdy )" Xv = 0 para n suficientemente grande. Por lo tanto Xv € V;, es
decir, V; es un submodulo de V. O

Corolario 2.15. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente, p como en el teorema 2.1/
y V un g-mddulo indescomponible finito. Entonces se puede elegir una base para
V' con respecto a la cual se obtiene una representacion matricial de p de la forma

A(X)

p(X) = . . para todo X € g.

0
A(X)

Demostracién. Por ser g nilpotente tenemos que g es soluble y esto nos garan-
tiza que podemos elegir una base con respecto a la cual p(X) es triangular supe-
rior. El teorema 2.14 nos dice que todos los eigenespacios generalizados de V' con
respecto a p(X) son submédulos de V', mas atin, se tiene que V' es la suma directa
de tales submddulos. Ahora, dado que V' es indescomponible se tiene que solo
uno de los eigenespacios generalizados es distinto de cero. De este modo todos
los eigenvalores de p(X) son iguales. Sea A(X) dicho eigenvalor. Entonces las
entradas diagonales de la matriz triangular de p(X) son precisamente \(X). O

A continuacién enunciamos un resultado concerniente a la descomposiciéon de
g-mbdulos como suma directa de submédulos.

Teorema 2.16. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente y V' un g-mddulo finito. Dada
una representacion 1-dimensional A de g definimos

Vi = {v € V| para cada X € g existe N(X) tal que (p(X) — A(X)1)N Xy = 0}.

Entonces se tiene que los Vy\ son submddulos de g, mds aun, se satisface que
V=PV
A

Una representacion 1-dimensional A de g se llama un peso de V' si V), # 0, en
ese caso, V) es llamado el espacio de peso de A. La descomposicion V = @, Vi
es llamada la descomposicion en espacios de peso de V.

Sea g un algebra de Lie y t una subélgebra de Cartan de g. Con la representa-
cién adjunta podemos considerar g como un t-mdédulo. Dado que t es nilpotente
tenemos la descomposicién en espacios de peso

g= @9)\
A
donde g\ = {X € g| para cada H € t existe n tal que (ad H — A\(H)1)"X = 0}.

Proposiciéon 2.17. Con la notacién anterior, go = t.
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Demostracién. Por ser t nilpotente, el teorema de Engel implica que t C gg.
Supongamos que que t # go. En este caso se tiene que go/t es un t-mddulo y
utilizando la descomposicién en espacios de peso de gg/t obtenemos un submédulo
1-dimensional M/t en el cual t actiia con peso 0, o sea, M/t C (go/t)o. De esto
obtenemos que [t, M] C t, es decir, M C N(t) lo que implica que t # N(t), lo
cual es una contradiccién con el hecho de que t es una subalgebra de Cartan. [J

Las representaciones 1-dimensionales A de t tales que A £ 0 y gy # 0 son
llamadas las raices de g con respecto a t. El conjunto de raices de g con respecto
a t seré denotado por A. De este modo obtenemos que

g-t@(@ga>.

aEA
Esta descomposicion es llamada la descomposicion de Cartan de g con respecto
a t. go es llamado el espacio de raiz de a.
Proposiciéon 2.18. Sean A, u representaciones 1-dimensionales de t. Entonces

[9x, 8] C Oatp-

Demostracién. Sean Y € gy, Z € g, y X € t. Por proposicién 2.8 se tiene que

(ad X =A(X)1—p(X)D)"Y, 2] = ) <:‘> [(ad X—A(X)1)Y, (ad X —p(X)1)" " Z].
=0

Dado que Y € gy, (ad X — A\(X)1)'Y = 0 para i suficientemente grande. Por
otro lado, dado que Z € g, (ad X — u(X)1)""*Z = 0 para n — i suficientemente
grande. Por lo tanto

(ad X — (A(X) + u(X)1)"[Y, Z] = 0
para n suficientemente grande, es decir, [Y, Z] € gy, d
La proposicién anterior junto con el hecho de que go = t muestran el siguiente
resultado
Corolario 2.19. Sean «a, 5 € A raices de g con respecto a t. Entonces
00,08 C Gatp sta+pPeA

00,08 C t si = —«
ga,08) = O sia+pB#0ya+p¢A.

Enunciamos a continuacién un resultado que serd necesario posteriormente.

Proposicién 2.20. Sea o € A y consideremos el subespacio [ga, §—a] de t. Dado
B € A existe r € Q que depende de o y de B tal que  =ra en [go, —al-

En lo que resta de este capitulo g es considerada un édlgebra de Lie compleja.

Con el objetivo de tener un mejor entendimiento de la descomposicion de Cartan
del algebra de Lie g introducimos una aplicacién bilineal en g llamada la forma
de Killing. Definimos

gxg—>(C, (X,Y)'—><X,Y>
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dada por
(X,)Y) =tr(ad X oad V).

Proposicién 2.21. i) (-,-) es C-bilineal.

ii) (-,-) es simétrica.

iii) (-,-) es invariante en el sentido de que

<[X7Y]72>Z<X7 [KZD para todo X,Y,Z € g.
Demostracion. i) Esta afirmacién se sigue directamente de la definicién
de <'7 >

ii) Se sigue del hecho de que dados dos operadores lineales A, B, se tiene
que tr AB = tr BA.

iii)
((X,Y],Z) = tr(ad[X,Y]adZ) =tr((ad X adY —adY ad X)ad Z)
= tr(adXadY adZ) —tr(adY ad X ad 2)
tr(ad X adY ad Z) — tr(ad X ad ZadY')
= tr(adX(adYadZ —ad ZadY)) = tr(ad X ad[Y, Z])
= (X,[V,Z]).

0

Proposicion 2.22. Sea I un ideal del dlgebra de Lie g y sean X, Y € I. Entonces
la forma de Killing de g restringida a I es la forma de Killing de I, es decir,

(X,Y)r =(X,Y),.

Demostracién. Elegimos una base de I y la extendemos a una base de g. Con
respecto a esta base la representaciéon matricial de ad X : g — g es de la forma

A Ay
O O

lo anterior debido a que ad X(g) C I pues [I,g] C I. De manera similar la
representacién matricial de adY : g — g tiene la forma

By B
O 0)°

De este modo la representacién matricial de ad X adY : g — g es

A1By Ai1B»
0] @) )

Por lo tanto trg(ad X adY) = tr A1 By = try(ad X adY). O

Dado un subespacio M de g definimos M~ por
M+ ={X eg|(X,Y)=0 VY € M}.
Es facil ver que M~ es también un subespacio de g.

Lema 2.23. Si I es un ideal de g entonces I+ es también un ideal de g.
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Demostracién. Sean X € [, Y € g, mostraremos que [X,Y] € I'*+. Sea Z € I,
entonces

((X,Y],2) = (X,[Y, Z]) = 0
pues [V, Z] € I y X € I'*. De este modo obtenemos que [X,Y] € I*+. O

En particular tenemos que g es un ideal de g. Se dice que la forma de Killing
de g es no degenerada si g+ = {0}.

Una vez que hemos definido la forma de Killing de un algebra de Lie intro-
ducimos un tipo especial de algebras en los cuales es posible decir mas cosas
acerca de la descomposiciéon de Cartan.

Definicion 2.24. Un algebra de Lie g se dice que es semisimple si su forma de
Killing es no degenerada.

Dadas dos élgebras de Lie g1, go definimos la suma directa g1 @ g2 como el
espacio vectorial

01 ® g2 = {(X1, X2)| Xi €gi, i = 1,2}
Es féacil ver que g1 @ go es un algebra de Lie con el corchete definido como
(X1, X2), (Y1, Y2)] = ([X1, Yi]1, [X2, Y2]2),

donde [, -]; es el corchete de Lie en g;.

En la suma directa anterior definimos

I = {(X1,0)] X1 € g1},

I = {(0, X3)| X5 € g2}
Se tiene entonces que I1, I son ideales de g1 @ go tales que I; N 1o = {(0,0)} e
I + 1o = g1 @ g,. Mas ain, se tiene que I; = g; como algebras de Lie.

De manera reciproca, dada un algebra de Lie g que contiene dos ideales I, Is
tales que Iy N I = {0} e I; + I = g. Entonces se tiene que el dlgebra de Lie
I; @ I es isomorfa a g con isomorfismo dado por

0:11 01, — g, (Xl,XQ)i—>X1+X2.

No es dificil ver que 8 es un isomorfismo de espacios vectoriales. De hecho, 0 es
isomorfismo de algebras de Lie. Observamos en primer lugar que

[Ih, 5] C I N Iy = {0}.
De este modo obtenemos que
[0(X1,X2),0(Y1,Y2)] = [X1+ Xo, Y1+ Yo] = [X1, V1] + [Xo, V7]
= 0([X1, 1], [ X2, Y2]) = 0[(X1, X2), (Y1, 12)].
De manera similar podemos considerar las sumas directas de un ntimero finito de
algebras de Lie.
A continuacién enunciamos un resultado clésico sobre dlgebras de Lie semisim-

ples.

Teorema 2.25. Un dlgebra de Lie g es semisimple si y solo si g es isomorfa a
la suma directa de dlgebras de Lie simples no triviales.
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Sea g un dlgebra de Lie semisimple, t una subdlgebra de Cartan de g y € go
la descomposicién de Cartan de g con respecto a t donde recordemos que gg = t.

Proposicién 2.26. Si A # p entonces g y g, son ortogonales con respecto a la
forma de Killing.

Demostracién. Sean X € gy,Y € g,. Asumimos A+ # 0 y con esto debemos
mostrar que (X,Y) = 0. Ahora, para cada espacio de peso g, tenemos, por
proposicién 2.18, que
ad X adYg, C gaqpuiv

Elegimos una base de g que esté adaptada a la descomposicién de Cartan (i.e.
ordenada por bloques, donde cada bloque es una base para exactamente un es-
pacio de raiz). El hecho de que A+ u+ v # v implica que en esta base ad X ad Y’
tiene representaciéon matricial (por bloques) de la forma

0

De este modo obtenemos que
(X,Y)=tr(ad XadY) =0.
O

Proposicién 2.27. Si « es una raiz de g con respecto at entonces —« es también
una raiz.

Demostracién. Dado que « es una raiz se tiene, por definicién, que a # 0 y que
ga 7 0. Supongamos que —«a no es una raiz. Por ser o # 0 tenemos que —« # 0,
luego, si —a no es una raiz entonces g_, = 0, esto implica que (gq,8-a) = 0.
M4s atin, la proposicién anterior nos garantiza que (gq, gx) = 0 para A # —a, por
tanto concluimos que {(g,,g) = 0, es decir, g, C g+, pero por ser g semisimple
tenemos que g~ = 0 lo que implica que g, = 0, lo cual es una contradiccién con
el hecho de que « es una raiz. O

Proposicién 2.28. Sea g un dlgebra de Lie semisimple y t una subdlgebra de
Cartan. Entonces se tiene que la restriccion de la forma de Killing de g a t sigue
siendo no degenerada, es decir, para X € t tal que (X,Y) = 0 para todo Y € t
entonces X = 0.

Demostracién. Sea X € t tal que (X,Y) = 0 para todo Y € t. Ahora, por la
proposicién 2.26 tenemos que (X, Z) = 0 para todo Z € g, con a # 0. De este
modo obtenemos que (X,Y) = 0 para todo Y € g y dado que g es semisimple
concluimos que X = 0. U

Una observacién importante es el hecho de que la restriccién de la forma de
Killing de g a t no coincide con la forma de Killing de t esto porque en general t
no es un algebra semisimple.
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Teorema 2.29. Las subdlgebras de Cartan de un dlgebra de Lie semisimple son
abelianas.

Demostracién. Sea X € [t,t] y Y € t. Se tiene entonces que

(X,V) =tr(ad X adY) = Y _ dim grA(X)A(Y)
A

pues los espacios de raices son de hecho submédulos indescomponibles, luego
por el corolario 2.15 sabemos que ad X adY puede ser representado de forma
matricial en gy con una matriz de la forma

AX)A(Y) .

@)
AX)AY)
Ahora, dado que A es una representacién 1-dimensional de t no es dificil mostrar
que A([X1,X3]) = 0 para todo X1, Xy € t, de este modo, dado que X € [t,
obtenemos que A\(X) = 0. Por tanto se tiene que (X,Y) = 0 para todo Y € ty
asi, por la proposicién 2.28, concluimos que X = 0. 0

Consideremos el espacio dual de la subdlgebra de Cartan t del adlgebra de Lie
semisimple g, t* = Hom(t,C). Definimos una aplicacién t — t* utilizando la
forma de Killing de g dada por

H+— (H :t— C, X — (H,X)).

Lema 2.30. La aplicacion t — t* : H —— H™* es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Demostracion. Es claro de la definicién que la aplicaciéon dada es lineal. Sea H
un elemento del kernel de dicho mapeo, es decir H* = 0, lo que es equivalente al
hecho de que (H, X) = 0 para todo X € t. Ahora, sabemos que la restriccién de
la forma de Killing a la subdlgebra t sigue siendo no degenerada, de este modo
el hecho de que (H, X) = 0 para todo X € t implica que H = 0, luego el kernel
de la aplicacién dada es trivial, lo que implica que el mapeo es inyectivo, esto
junto con el hecho de que dimt = dim t* muestra que la aplicacién es de hecho
biyectiva. O

De los resultados anteriores observamos que el conjunto de raices A de g con
respecto a t es un subconjunto finito de t*. Del lema anterior concluimos que
para cada o € A existe un tnico H), € t tal que

a(X) = (H.,X) paratodo X €t.
Proposicién 2.31. Los vectores H!, con o € A generan la subdlgebra t.
Demostracién. Supongamos que los H/, generan un subespacio propio de t. En
tal caso existe un X € tcon X # 0y (H,,X) = 0 para todo a € A (esto es

posible porque t es de dimensién finita, luego t = gen{H',} ® gen{ H’,}). Luego,
a(X) =0 para todo a € A. Sea Y € t, de la afirmacién anterior se tiene que

(X,Y) =tr(ad XadY) = ) _dimgy\(X)A(Y) = 0.
A
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Luego, (X,Y) = 0 para todo Y € t lo cual, por la proposicién 2.28, implica que
X =0, que es una contradiccién con la suposicién de que X # 0. U

Proposicién 2.32. Con la notacion anterior, H!, € [ga, 9—a] para todo a € A.

Demostraciéon. Sea a € A, consideremos el t-médulo g, y un submédulo 1-
dimensional CE,,. Se tiene que [X, E,] = a(X)E, para todo X € t, esto porque
CE, es un t-submédulo, luego, [X, E,] € CE,, es decir, existe un tnico zx € C
tal que [X, E,| = zx E,, entonces, z define una representacién 1-dimensional de
t, de este modo obtenemos que FE, € g, N g, lo que implica que zx = a(X).

Sea Y € g_,, entonces se tiene que [Ey,Y| € [ga,0-a] C t. Afirmamos que
[Eo,Y] = (E,,Y)H!. Para verificar la afirmacién definimos

Z =|E, Y] —(E,, Y)H, € t.
Sea X € t, entonces
<X7 Z> = <X7 [EOH Y]> - <EOH Y><X7 H&)
= ([X,Eal,Y) — (Ea, Y)a(X)
= a(X)(E,Y)— (Ey,Y)a(X)=0.
Asi obtenemos que (X, Z) = 0 para todo X € t, lo que implica que Z = 0, lo cual
prueba la afirmacién hecha.

Elegimos ahora Y € g_, \ {0} tal que (E,,Y) # 0, nétese que tal Y debe existir,
pues de otro modo obtendriamos que E, € gt = {0} porque g es semisimple.
Utilizando esto junto con lo afirmado anteriormente obtenemos que

1
H], = W[EQ,Y] € [gar 9-al-

Proposicién 2.33. (H), H}) # 0 para todo a € A.

Demostracién. Supongamos que (H/, H!) = 0 para algin « € A. Sea 8 € A
dado. Por la proposicién 2.20 sabemos que existe rg, € Q tal que 3 = rg,a en
[0a; 9—a). Dado que H), € [ga, §—a], obtenemos que

B(Hg) = rp,ac(Hy)
es decir, (H,,, Hj) = rga(Hy, H,) = 0.
Lo anterior se satisface para todo 8 € A. Ahora, sabemos por la proposicién 2.31
que los H é con § € A generan t. De este modo obtenemos que (X, H.) = 0 para

todo X € t lo cual es equivalente al hecho de que a(X) = 0 para todo X € ¢, es
decir, & = 0 lo cual es una contradiccién con el hecho de que o € A. d

Una vez obtenidos los resultados previos sobre la descomposicion de Cartan
de un 4lgebra de Lie semisimple estamos listos para probar una de las propiedades
mas importantes sobre dicha descomposicién.

Teorema 2.34. dim g, = 1 para todo a € A.

Demostracién. Elegimos un t-submédulo 1-dimensional CFE, de g, como en la
proposiciéon 2.32 y E_, € g_, tal que [E,, F_,] = H.,.
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Sea M el subespacio de g definido por
M=CE,®CH, ®g_a®g-2,D -

Hacemos notar el hecho de que solo hay un nimero finito de sumandos no cero ya
que A es finito, lo que implica que hay solo un niimero finito de enteros positivos
r tal que g_,q # 0.

Observamos que ad E, (M) C M. Esto se sigue de observar que

[Ea,Eol = 0
[Fa,H)] = —a(HL)E, por laforma en la que elegimos E,
[Fa,Y] = (E, Y)H, paratodoY € g_,

ademads por la proposicién 2.18 se tiene que
ad Eo(g—ra) C §—(r—1)a Parar > 2.
De manera similar podemos mostrar que ad E_, (M) C M, pues se cumple que
[E—ou Ea] = _H(/x
[E-o Hy] = a(HL)E_q
yadE_o(g-—ra) C §_(r+1)o Parar > 1.
Ahora, tenemos que H), = [E,, E_,] de esto obtenemos que

ad H& —adFEj,ad E_, —ad E_,ad E,.

De esto concluimos que ad H,, (M) C M. Del corolario 2.15 y del hecho de que
dim CE,, = 1 obtenemos que
trar(ad ) = a(HL) + dimg_o(~a(H})) + dim g_sa(~2a(HL)) + -

= a(H))(1—dimg_, —2dimg_ o, — ).

Por otro lado tenemos que
trar(ad HY) = trys(ad Epad E_y, — ad E_p ad E,) = 0.
Luego
a(HL)(1 —dimg_n — 2dimg_9q — -+ ) = 0.
Recordemos que «(H)) = (H.,, H.,) # 0, lo cual implica que
1—-dimg_4 —2dimg_94, —---=0

Lo anterior implica que dimg_, = 1 y dim g_,, = 0 parar > 2. De la proposiciéon

2.27 sabemos que o € A si y solo si —a € A, por lo tanto obtenemos que
dim g, = 1 para todo a € A. O

Una observacién importante es el hecho de que a pesar de que los espacios de
raices g, son 1-dimensionales, gg = t no necesariamente es de dimensién 1.

Proposiciéon 2.35. Sia € A yra e A conr € Z entoncesr =1 6 r = —1.

Demostracion. Esto se sigue de la demostraciéon del teorema 2.34 donde de-
mostramos que para todo w € A, —ra ¢ A para r > 2. Esto junto con el hecho
de que ra € A siy solo si —ra € A implica el resultado. O
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Sean a, 8 € A tales que f # oy B # —a. Entonces de la proposicién 2.35
vemos que $ no es un multiplo entero de « lo cual implica que existen enteros
p,q > 0 tales que

—pa—l—ﬁ,...,—oz—l—ﬁ,,@,a—i—ﬁ,...,qa—l—,@
son raices pero —(p+ 1)a+ 8y (¢4 1)a+ 8 no son raices. Al conjunto

{-pa+0,...qu+ B}

se le llama la a-cadena de raices que pasa por 5. Sea M el subespacio de g
definido por

M = 9—pa+8 DD Yga+3-
Entonces, para E, dado como antes, obtenemos que ad E,(M) C M. Esto se
sigue del hecho de que ad Eu(grats) C 8(+1)at8 Y S(g+1)arp = 0 dado que
(g+Va+5¢ Ay (¢g+1)a+ p # 0. De manera anidloga se obtiene que
ad E_o(M) C M.
Asumimos como antes que [E,, E_,] = H/,. Entonces obtenemos que
adH; —adFEj,ad E_, —ad E_,ad E,

y de este modo se tiene que ad H/, (M) C M. Una observacién similar a la hecha
en la demostracion del teorema 2.34 junto con el hecho de que dimg,q45 = 1

muestra que
q

tra(ad Hy) = Y (ra+ B8)(HY).
r=—p
Por otro lado,
trar(ad HY) = trys(ad[Ey, E—o]) = 0.

Luego
q
> (ra+ B)(H,) =0,
r=-—p
es decir ( 0 ( D
+ +
e R AR RRE AR
Dado que p 4+ g+ 1 # 0 obtenemos que
LS E(H,, HY) + (Hy, Hp) = 0,
es decir,
(L H)
<H, ,Hl > =pP—q

ya que de la proposicién 2.33, (H!, H!) # 0. De este modo hemos demostrado el
siguiente resultado

Proposiciéon 2.36. Sean o, € A con f# a y S # —a. Sea

—pa+B,...,qa+f
la a-cadena de raices que pasa por 3. Entonces
(Hy, Hp)

T =P 4
(Hg, HY,)
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Proposicion 2.37. Siae€ A yCla € A con (€ C entonces( =16 (= —1.

Demostracién. Supongamos que ¢ # +1. Definamos 8 = (a y aplicando el
resultado obtenido en la proposiciéon 2.36 obtenemos que
(H!, H 5>

2C:2<H/ H/> -

Luego, 2¢ € Z. Si ( € Z entonces sabemos de la proposicién 2.35 que ( = +1.
Por lo tanto ¢ ¢ Z. Entonces la a-cadena de raices que pasa por [3 es

_<P;q> ..., B = ( 2q>a,...,<p—gq>a

Ahora, p,q no son ambos cero debido a que 8 # 0. Luego todas las raices de la
a-cadena son multiplos impares de %a. Dado que el primero y el dltimo elemento
de la cadena son los negativos de cada uno y las raices consecutivas difieren por
« se tiene que %a € A lo cual es una contradicciéon con la proposicién 2.35 pues
a € A. Por lo tanto obtenemos que ( =16 ( = —1. O

De este modo se obtiene que las tnicas raices que son multiplos escalares de
una raiz a son +a.

Proposicién 2.38. (H,,, Hj) € Q para todo o, 3 € A.

Demostracién. De la proposicién 2.36 se tiene que

(HL, HY)
L €
(H, H’> , ,
Luego (i H, € Q. Asi notamos que es suficiente mostrar que (H/,, H.) € Q.

Por deﬁm(:lon de la forma de Killing tenemos que

(Hg, H) = tr(ad Hy ad Hy) = Y (B(H,))? = ) (Hi, Hp)™.

BEA BeA

De esto se sigue que

/> 2
<H, Z( H,>> €Q.

Por lo tanto (H,,, Hj) € Q. O

4. Sistemas de raices y el grupo de Weyl

De la proposicién 2.31 sabemos que {H/,| @« € A} es un conjunto de generadores
para t. Sea {H),,, ..., H,, } una base para t con a; € A, 1 < j <1,

Proposicién 2.39. Sea o € A. Entonces H!, = Zizl piHY,,, con p; € Q.
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Demostracién. Por ser {H;, } una base para t sabemos que existen p; € C
, . l ..,
dnicos tales que Hy, = >4 wiH,,,. Sea &; = (H,,,, H, ). De la proposicién 2.38
se tiene que &;; € Q. Consideramos el sistema de ecuaciones

1 Sz o &u\ [(m (Hp, Hy,,)
S Co2 -0 Cu| [pe| | (HL He,)
& & o & K (H[, H},)
Este es un sistema de [ ecuaciones en [ incégnitas u1, ..., ;. Del hecho de que la

restriccién de la forma de Killing a t es no degenerada se sigue que det(&;;) # 0.
De este modo concluimos que el sistema dado tiene solucién tnica y del hecho
de que (H/,,H},) € Qy &; € Q deducimos que p1, ..., € Q, esto porque la
solucién al sistema estd dada por la regla de Cramer. U

Denotamos por tg al conjunto de elementos de la forma 22:1 piHY,, con
i € Q y de manera analoga definimos tg. La proposicién anterior demuestra
que tanto tg como tg son independientes de la eleccién de la base HY, . Més atin,
la restriccién de la forma de Killing de g a tg es una aplicacion tg X tg — R
que es simétrica bilineal y definida positiva. El espacio vectorial tg dotado con
esta forma definida positiva es un espacio euclidiano. Dicho espacio contiene a
los vectores H}, con o € A.

Recordemos que del lema 2.30 obtenemos un isomorfismo entre t y t* dado
por H*(X) = (H, X). Definimos t; como la imagen de tg bajo este isomorfismo.
tp es el subespacio real de t* generado por A. Observamos que podemos definir
una forma bilineal simétrica y definida positiva en t; por

<HT’H§> = <H17H2> eR.

De este modo ty es un espacio euclidiano que contiene al conjunto de raices.
Ahora investigaremos la configuracién formada por las raices en este espacio, que
para simplificar la notacién denotaremos por V.

Un orden totalen V es una relacién < en V' que satisface los siguientes axiomas

i) A< py p <vimplican que A < v.

ii) Para cada par de elementos A, u € V solo una de las siguientes condiciones
se cumple: A< pu, A=pdép <A\

iii) Si A < p entonces A+ v < u+ v para todo v € V.

iv) SiA<puy&eRcon >0 entonces EN < Euysi€ <0, &u<EN

Notamos que a todo espacio vectorial real finito podemos asignarle un orden total.
En efecto, si v1,...,v; es una base de V.y A = > N, = > piv; con X #
entonces podemos definir A < p si el primer coeficiente p; — A; que no es cero es
de hecho positivo. Es facil ver que esto define un orden total en V.

Un sistema positivo AT C A es el conjunto de las raices a € A que satisfacen
0 < « para algtin orden total en V. Dado tal sistema positivo A" definimos el
sistema fundamental I1 C AT como sigue: o € I si y solo si &« € AT y a no
puede ser expresado como la suma de dos elementos de A*T. Denotamos por A~
al conjunto de raices negativas.

Proposicion 2.40. Toda raiz positiva es la suma de raices en 11.
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Demostracién. Sea o € AT. Entonces se tiene que o € I o bien, a = 3+, con
B,v € At y 8,7 < a. Continuando este proceso obtenemos el resultado. Nétese
que dicho proceso debe terminar debido a que A es un conjunto finito. O

Proposicién 2.41. Sean o, 3 € Il con a # 5. Entonces («a, ) < 0.

Demostracién. Observamos que el hecho de que «, 8 sean raices fundamentales
implica que 8 — a ¢ A pues en otro caso tendriamos que 8 — a € AT o bien
a—pB€AT. Si—ae AT entonces 8 = (8 — )+« lo cual es una contradiccién
con el hecho de que 8 € II. De manera analoga vemos que no es posible que o — 3
sea una raiz positiva, por tanto —a+ 5 ¢ A. Consideremos ahora la a-cadena de
raices que pasan por . Del hecho de que —a+ 3 ¢ A se sigue que dicha cadena
tiene la forma
B,a+B,...,qu+ .

De la proposiciéon 2.36 deducimos que

)

(Hp,, Hy,) '
Sin embargo sabemos que (H,, H,) > 0, lo que implica que (Hy,, H) < 0, es
decir, (o, ) <0. O

A continuacién mostramos un resultado que muestra la importancia de los
sistemas fundamentales de raices.

Teorema 2.42. Un sistema fundamental I1 es una base para V = t.

Demostracién. Mostramos primero que II genera V. Para esto, sabemos de la
proposicién 2.31 que A genera V. Dado que o € A si y solo si —a € A vemos
que AT genera V y de la proposicién 2.40 deducimos que II genera V.

Ahora mostraremos que II es un conjunto linealmente independiente. Supon-
gamos lo contrario, en este caso existe una combinacién lineal no trivial de los
a; € Il que es cero. En dicha combinacion separamos los coeficientes positivos de
los negativos de lo cual obtenemos

Py Oy = ==+ iy Qi = fjy Oy =+ ==+ 15, 0

donde fhy, .y iy fhjys- oy fbjy > 0y QGpynvn 0, 0y, ..., 5, son elementos dis-
tintos de II. Sea

V= iy Qg e g, QG = gy Oy e g 0

Entonces tenemos que (v,v) = (g, cyy + - -+ i, Qi fjy 0y - -+ pj a5,). De la
proposicién 2.41 se tiene que (v,v) < 0. Dado que sabemos que (-, -) es definida
positiva obtenemos que v = 0. Sin embargo 0 < v dado que 0 < «; para todo
a; € II'y pu; > 0. Luego v = 0 es una contradicciéon con el hecho de que 0 < v
por lo tanto se obtiene que II es un conjunto linealmente independiente. O

En particular observamos que #(II) = [ = dimt. Es decir, el nimero de
raices en un sistema fundamental es el rango del dlgebra de Lie g.

Corolario 2.43. Sea Il un sistema fundamental de raices. Entonces toda o € A
tiene una expresion de la forma o = Y n;a; con o € I, n; € Z y tales que o
n; > 0 para todo i o bien n; < 0 para todo i.
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Anteriormente hemos notado que dentro del conjunto de raices un conjunto de
raices positivas puede ser elegido de diversas maneras. Sin embargo, mostraremos
que cualesquiera dos conjuntos de raices positivas puden ser transformados el uno
en el otro por un elemento de un cierto grupo W que actia en A.

Dado « € A definimos una aplicaciéon lineal s, : V. — V por

(o, 2)

Sa(x) =2 — 2<a, o)

Donde V = t. Es claro que esta aplicacién satisface
sqla) = —«
Sa(x) = x si (o, z) = 0.
Ahora, existe una tnica aplicacién lineal que satisface las propiedades antes men-

cionadas, a saber, la reflexién sobre el hiperplano de V ortogonal a a. De este
modo, s, es tal reflexién.

Definimos el grupo W = (sq| @ € A), W es llamado el grupo de Weyl.
Notamos que el grupo de Weyl es un grupo de isometrias de V, es decir,

(wz,wy) = (x,y) paraz,yecV, weW
Proposicién 2.44. W permuta las raices, es decir, para a« € A yw € W,

w(a) € A.

Demostracion. De la definiciéon de W vemos que es suficiente con mostrar que
sa(B) € A para todo o, € A. Si f =« 6 f = —a« el resultado es evidente.
Supongamos que 3 # f+«. Consideremos la a-cadena de raices que pasan por 3

—pa+B,...,0,...,qa+ 3.

Entonces, de la proposicién 2.36 obtenemos que

sal8) = - 2120

(@, )

a=p—(p-—qoa

Ahora,  — (p — q)a es una de las raices de la a-cadena que pasa por 3, luego
sa(B) € A.
De hecho, observamos que s, invierte la a-cadena de raices. En particular se
tiene

sa(qa+ B) = —pa+ B, sa(—pa+B)=qa+p.

Proposicién 2.45. El grupo de Weyl W es finito.

Demostracion. De la proposicién anterior sabemos que VW permuta las raices
y se sabe también que A es un conjunto finito. Ahora, si dos elementos de W
inducen la misma permutacién de A tales elementos deben ser iguales ya que A
genera V. Dado que hay solo un ntimero finito de permutaciones de A se sigue
que W debe ser finito. O

Sea como antes A" un sistema de raices positivas en A y II su correspondiente
sistema fundamental.

Lema 2.46. Sea o € I1. Si 3 € AT y 8 # « entonces se tiene so(f) € AT.
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Demostracién. Por el corolario 2.43 podemos expresar a 8 en términos de las
raices fundamentales de la forma

/Bzzniai n; €Z n;>0.
i

Dado que 8 # «, existe n; # 0 con «; # a. Consideremos

sa(B) = 8- 21250,

(o, )

Se tiene entonces que

salB) = D my (aj - 2<<ao:f2j>> a)

(o, aj)
= ng — 2 n; « Ni0.
02Ny | ot 2
J j#0
De aqui obtenemos que el coeficiente de «a; sigue siendo n; y dado que n; > 0
concluimos, por el corolario 2.43, que s,(3) € AT, O

Teorema 2.47. Sean A],AJ dos sistemas de raices positivas en A. Entonces
existe w € W tal que w(A]) = A .

Demostracién. Sea m = #(A] NA;). Utilizaremos induccién en m. Si m = 0
no es dificil mostrar que Af = AJ (pues Af UA; = A) y entonces w = e
satisface el enunciado del teorema. De este modo podemos asumir que m > 0.
Sea II; el sistema fundamental en Af. Observamos que I1; ¢ AJ pues de lo
contrario obtendriamos que Af - A;, lo cual es una contradiccién con el hecho
de que m > 0, luego, existe v € II} N A,

Consideramos sa(Af). De la definicion de s, es facil verificar que s, es inyectiva
v que so(AT) = (A7 \ {a}) U {—a}, lo anterior se debe al lema 2.46. De este
modo obtenemos que

#(sa(AT)NAY) =m — 1.

Por hipétesis de induccién existe w’ € W tal que w'so(AT) = AJ. Definimos
w = w's,, luego, w(A]) = AF. O

Corolario 2.48. Sean 111, Ils dos sistemas fundamentales en A. Entonces existe
w e W tal que w(ll;) = Ils.

Demostracion. Sean AT, A;r dos sistemas de raices positivas que contienen a
I1; y a Iy, respectivamente. Sea w € W tal que w(A]) = AJ. Entonces w(Il)
es un sistema fundamental contenido en AJ, por lo tanto w(Il;) = M. O

Proposicion 2.49. Sea Il un sistema fundamental en A. Entonces para cada
a € A existe a; € I1 y w € W tales que o = w(ay).

Demostracién. Sea AT el sistema de raices positivas con sistema fundamental
II. Supongamos primero que o € A™. Entonces se tiene que

a:anaj O@‘GH, leENo
J



4. Sistemas de raices 41

por corolario 2.43. Definimos la altura de o por
hta = Z n;.
J

Utilizaremos induccién en ht a. Si ht @ = 1 entonces o = «; para algin i y luego
o € II. En este caso el resultado se sigue inmediatamente. Supongamos que
ht a > 1. Entonces se tiene que n; > 0 para al menos dos valores distintos de 1,
esto por la proposicién 2.35. Ahora,

(o, ) = Z nj(o, aj).

Dado que (o, ) > 0y n; > 0 para todo j, existe oy € II con (o, ) > 0. Sea
Sq; (@) = 5. Entonces f € Ay

R
- ( i 253:3) AAPILL

Dado que (o, ) > 0 se sigue que ht 8 < ht a. Por otro lado 8 € A* dado que
solo el coeficiente n; es modificado cuando cambiamos de « a 5, de este modo al
menos uno de los coeficientes de [ sigue siendo positivo lo cual, por el corolario
2.43, es suficiente para mostrar que S € AT. Por hipétesis de induccién, existe
aj €Iy w' €W tal que 8 = w'(a;). Entonces

a = 50,(8) = sa;0'(0).

Ahora, supongamos que o € A~. Entonces a = so(—a) y —a € A'T. Por
lo anterior, existen w’ € Wy «; € II tales que —a = w'(q;). Por lo tanto
a = sqw' (). O

De la proposicién anterior obtenemos que toda raiz es la imagen de alguna raiz
fundamental bajo algiin elemento del grupo de Weyl.

A continuacién mostramos que W es de hecho generado por las reflexiones co-
rrespondientes a raices fundamentales.

Teorema 2.50. Sea Il = {ay,...,q;} un sistema fundamental en A, entonces

W = (sa,| 5 =1,...,1).

Demostracién. Sea W) el subgrupo de W generado por sq,,...,5q,- Dado que
las reflexiones s, con o € A generan VY es suficiente con mostrar que s, € Wy
para todo o € A. Notamos que podemos asumir que o € AT dado que 54 = S_q.
Ahora, de la demostracién de la proposicién 2.49 tenemos que o« = w(ay;) para
algtin a; € I y algiin w € W. Consideremos ws,, w™' € Wjy. Se tiene que

Wa,w (@) = w8y, () = w(—a;) = —av.

Ahora, sea z € V tal que (o, ) = 0, esto implica que (w™!(a), w1 (x)) =0, es
decir, (a;,w™(x)) = 0, por lo tanto, ws,,w™(z) = x. De esto concluimos que
wso{iw_1 es la reflexion en el hiperplano ortogonal a «, es decir, wsoéiw_1 = Sq.

Esto muestra que s, € Wy. Luego, Wy = W. ]
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5. Matriz de Cartan y diagramas de Dynkin

A continuacién investigaremos la geometria del sistema de raices A en V = ;.

Consideramos en primer lugar los posibles dngulos entre pares de raices a, 8 y
las longitudes relativas de « y 8. Los angulos que consideraremos seran aquellos
que estén en el intervalo [0, 7].

Proposiciéon 2.51. Sean o, 5 € A tales que 3 # +a. Entonces se satisface que:

i) el dngulo entre a y B pertenece al conjunto {m/6,m/4,7/3,7/2,2m/3,
3r/4, b /6},
ii) si el dngulo entre o y B es o w/3 6 2m/3 entonces a y (B tienen la misma
longitud,
iii) si e\l/cjngulo entre o y 5 es o /4 ¢ 3w /4 entonces el radio de sus longitudes
es V2;

iv) si el dngulo entre o y B es o w/6 6 57 /6 entonces el radio de sus longitudes

es /3.
Demostraciéon. Sea 6 el angulo entre o y 5. Entonces se tiene que
(o, B) = |al|B] cos ®
donde |a| = /{a,a). Por lo tanto
(@, 8)? {0, 8) (. B)

cos’f = _ @ )
(,a)(B,8)  (a,a) (B,B)
e (a, 8) (. B)
29 _ «, . a,
4 cos 0_2<0z,04> 2<ﬁ 5>

Ahora, de la proposicién 2.36 sabemos que 2235 i y 22;@ son enteros. Por

tanto 4cos’?f € Z. Dado que 0 < 4cos’f < 4y B # 4a, obtenemos que

4cos*® € {0,1,2,3}. Consideramos ahora las posibles factorizaciones de 4 cos? 6
como el producto de dos enteros.

Supongamos que 4 cos?# = 0. Entonces § = /2.
Ahora, si 4cos? = 1. Entonces cos = 1/2 o bien cosf = —1/2, luego 6 = /3
6 2m/3. Las posibles factorizaciones de 4 cos? § son

1=1-1 6 1=-1--1

En cualquieras de los dos casos obtenemos que

(0,8) _y(0,5)

(a,a)  (B,8)

lo que implica que (o, a) = (B, B), es decir, a y ( tienen la misma longitud.
Ahora supongamos que 4 cos? § = 2. Entonces cos = 1/v/2 6 cos = —1/v/2, es
decir, § = 7/4 6 § = 37 /4. Las posibles factorizaciones de 4 cos? § son

2=1-2 6 2=-1--2.

2

En cualquier caso, eligiendo a «, 8 en un orden adecuado, obtenemos que

(0.6) _, laB)

6.8 =2 M)
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es decir, (@, a) = 2(8, 8) y || = V28],
Por tltimo supongamos 4 cos?# = 3. Entonces cosf = v/3/2 6 —/3/2, luego,
0 =n/6 660 =>5n/6. Las posibles factorizaciones de 4 cos? § son

3=1-3 6 3=-1--3.

En cualquier caso, eligiendo a «, 8 en el orden adecuado, obtenemos que

(. f) _ o5 ol B)
5.6 " Py
es decir, (o, @) = 3(3,8) v |a| = V3|8 O

Corolario 2.52. Sea II un sistema de raices fundamental y sean o, € Il
con  # a. Entonces el dngulo entre o y [ pertenece al conjunto {m/2,2m/3,
3m/4,57/6}.

Demostracién. Esto se sigue de la proposicién anterior junto con la proposicion
2.41 en donde mostramos el hecho de que el angulo entre raices fundamentales
satisface que 7/2 < 6 < 7. O

Sea Il = {a, ..., q;} un sistema fundamental. Concentramos la informacién
de las angulos entre los «; y sus longitudes relativas en una matriz. Definimos
Aij por
<ai7 o] >
(i, i)
De la proposicion 2.36 se tiene que A;; € Z. La matriz de [ x [ A = (A;j) es
llamada la matriz de Cartan de g.

Aij =2 ii=1,...,1.

Proposicion 2.53. La matriz de Cartan A satisface las siguientes propiedades.
i) A =2 para todo i.

) Aij € {0,—1,-2,-3} para i # j.

ili) St Ajj = —2 ¢ Ajj = —3 entonces Aj; = —1.

iv) A;j =0 siy solo si Aj; = 0.

ii

Demostracién. Las propiedades i), iv) se siguen inmediatamente y las propieda-
des ii), iii) se siguen del corolario anterior y de la demostracién de la proposicién
2.51. 0

Noétese que si enumaramos las raices fundamentales en II de manera distinta
es posible que obtengamos otra matriz de Cartan, sin embargo veremos que, salvo
esta ambigiiedad, la matriz de Cartan de A estd inicamente determinada por el
algebra de Lie semisimple g.

Proposicién 2.54. La matriz de Cartan de g depende solo del orden en el que
enumaramos las raices fundamentales. Es independiente de la eleccion de la sub-
dlgebra de Cartan t y del sistema fundamental 11.

Demostracién. La independencia de la eleccion de la subdlgebra de Cartan se
sigue del hecho de que estas son todas conjugadas.
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Sea II' otro sistema fundamental. Por el corolario 2.48 existe w € W tal que
w(Il) =II'. Sea w(«;) = ). Dado que w es una isometria de V se tiene que

(i, Oéj> . <O‘;a a;)

(ai,00) (ol al)’

De este modo las matrices de Cartan definidas por II y II' con respecto a estas
enumeraciones son iguales. ]

Con base en los resultados obtenidos observamos que la tinica matriz de Car-
tan de 1 x 1 es (2). Notamos también que las inicas matrices de Cartan de 2 x 2
son las siguientes:

@) (5535 5) (5 ) (D) ()

Con el objetivo de determinar las posibles matrices de Cartan de [ x [ para valores
més grandes de [ resulta util la introduccién de un grafo llamado el diagrama de
Dynkin. Este diagrama estd determinado por la matriz de Cartan. Es un grafo
de [ vértices y si i # j los vértices 4, j estdn unidos por n;; aristas, donde

nij = Az]A]z
De la proposicion 2.54 obtenemos que el diagrama de Dynkin estd tnicamente

determinado por el dlgebra de Lie semisimple g.

Los diagramas de Dynkin de las matrices de Cartan de grados 1 y 2 estan dados
como sigue.

(2) o
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De la definicién de n;; y de la proposicién 2.53 se sigue que n;; € {0, 1,2, 3} para
1 # j. Luego, el numero de aristas que une a dos puntos distintos del diagrama
de Dynkin es 0, 1, 2 6 3.

Hacemos notar que a pesar de que los diagramas de Dynkin pueden ser muy
generales, resulta ser que para el caso de dlgebras de Lie semisimples estan consi-
derablemente restringidos. Con el objetivo de determinar los posibles diagramas
de Dynkin resulta 1til introducir una forma cuadratica Q(z1,...,x;) definida en
términos del diagrama de Dynkin. Definimos

l l
Q({L‘l, e ,xl) = 2233? — Z /i TiZj.
i=1 i,j=1
i#j

Proposicién 2.55. La forma cuadrdtica Q(x1,...,x;) es definida positiva.

Demostracién. Para ¢ # j tenemos, por definicion,

(i, o) (o, ai)
(i, aq) oy, 05)

nij = AijAji =2

(vi,05)
o |avi[e]
cuadratica () se puede escribir como

l
2<O&¢,O¢j> Ll 2 :.%jOéj
DY = O~ 2 j :2
Q... 1) > ol [og] 2 o] "=y

por lo tanto —,/n;; = 2 dado que (o, a;) < 0. De este modo la forma

i,5=1 i=1 7=1
l

Ti0y

= 2(y,y) dondey= L

=1 ‘Oéz|
Asi obtenemos que Q(z1,...,2z;) > 0. Més aun, si Q(x1,...,2;) = 0 entonces
y = 0. El hecho de que {aq,...,o} es un conjunto linealmente independiente
implica que x; = 0 para todo i. De esta forma obtenemos que @ es definida
positiva. ]

En resumen, las componentes conexas del diagrama de Dynkin de un algebra de
Lie semisimple satisfacen las siguientes condiciones:

A) Cualquier par de vértices distintos estd unido por 0,1,2 6 3 aristas.

B) La forma cuadratica Q(x1,...,x;) es definida positiva.

El resultado principal de este estudio de diagramas de Dynkin es el siguiente
teorema de clasificacién.

Teorema 2.56. Los grafos que satisfacen las condiciones A) y B) son solo los
pertenecientes a la siguiente lista.
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Al O—————————O—————— seeene O l Z 1
1 2 -1 l
Bl O—————————O—————— seeene '0) l > 2
1 2 -2 -1 l
-1
Dl o— 00— e [ >4
1 2 -3 -2
l
G2 0
F4 o——0o———0o— 0
Es o O
@]
E7 o O
o
Es o O
O

Corolario 2.57. Las componentes conexas del diagrama de Dynkin de un dlgebra
de Lie semisimple solo pueden ser algunos de los siguientes grafos

Ay, 121, B, 1>2; D, |>4; Eg; Er; Eg; Fy; Go.

La razén por la cual se tienen las restricciones en el rango en los diagramas
Ay, By, D; es solo para evitar repeticiones.

Ahora, aunque el diagrama de Dynkin estd determinado por la matriz de
Cartan no siempre es el caso que la matriz de Cartan esté determinada por el
diagrama de Dynkin. Se sabe que n;; € {0,1,2,3} para todo i # j, de este
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modo podemos saber hasta que punto estdn determinados los A;;. Si n;; = 0

entonces se tiene que A;; = 0 = Aj;. Sing; = 1 se tiene que A;; = —1 = Ay
pues Ajj, Aji € Z con Ay, Aj; < 0. Sin embargo, si n;; = 2 se tienen dos
posibilidades para la factorizacién n;; = A;jAj;, ya sea Aj; = —1, A5, = =26
Aijj = =2, Aj; = —1. Similarmente para el caso n;; = 3.

En los grafos conexos del corolario 2.57 los inicos que dan lugar a tal ambigiiedad
son B; para l > 2; Fy y Go. En estos grafos colocaremos una flecha sobre las
aristas dobles o triples. La direccién de la flecha sera determinada como sigue. La
flecha apunta del vértice ¢ al vértice j siy solosi |a;| > ||, es decir, [Aj;| > |Ajjl.

De este modo el conjunto de diagramas de Dynkin conexos posibles se muestra
a continuacién.

A e o 1>1
B o e -5 1>2
o) e , s 1>3
D o— 1>4
Ga ===

Fy o0 o—>—0
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E? o o)

Ahora introducimos algunas ideas y conceptos adicionales que serdn necesarios
para el desarrollo posterior de este trabajo.

Como es usual, sea g un algebra de Lie semisimple, t una subédlgebra de Cartan

g:t@@ga

aEA

la descomposicién de Cartan de g con respecto a t. Recordemos que dimg, = 1
para « € A. Sea F, un elemento no cero de g, y sea Il un sistema fundamental
de raices en A. Entonces los elementos Hy, para a; € II forman una base para t.
Definimos H; € t como

2H],,
(HY, Hl,)
Se nota que «;(H;) = 2. Entonces {H;, i = 1,...,l; E,, o € A} es una base de
t. De la proposicién 2.32 se tiene que H], € [ga, §—a) para a € A. De este modo,
una vez elegidos los E, para o € AT podemos elegir a E_, de forma tinica para
a € AT tal que

H; =

2H!
[Eo, E_o] = ——2—.
©UT T (HY, HY)
Definimos H,, € t para cada a € A como
2H!
H,= —%—.
¢ (HL, H})

El elemento H, es llamado la coraiz correspondiente a la raiz o.

Definicién 2.58. Sea w; € t* el elemento que satisface que w;(H;) = d;;. Los
elementos wq, ...,w; € t* son llamados los pesos fundamentales.

Se sigue del hecho de que {Hi,..., H;} C tes un conjunto linealmente indepen-
diente que {wi,...,w;} C t* es también un conjunto linealmente independiente.
Luego {w1,...,w;} es una base para t*. Definimos

A:{n1w1+--'+nlwl|nl,...,nleZ}.

Se tiene que A es un subgrupo abeliano libre de rango [ de t* con base el conjunto
de pesos fundamentales. A A se le conoce como el ldtiz de pesos enteros, o solo
como el ldtiz de pesos. De la definicion de A se tiene que A € t* estd en A si y solo
si \(H;) € Z parai =1,...,1. Sea At = {njwy + -+ + nwy| n1,...,n; € No}.
AT es llamado el conjunto de pesos enteros dominantes. De manera ansloga se
tiene que X € t* estd en AT siy solo si A(H;) € Ng parai=1,...,1.
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Estudiamos ahora la conexién existente entre los pesos fundamentales wq, ..., w;
y las raices fundamentales aq, ..., q;.

Proposicién 2.59. Se tiene que o; = Zj Ajwj para © = 1,...,1. Luego la
matriz que expresa a las raices fundamentales como combinacion lineal de los
pesos fundamentales es la transpuesta de la matriz de Cartan.

Demostracion. Dado que wq,...,w; es una base para t* existen constantes
unicas ¢;; € C tales que
o; = E CikWE .
k

Entonces se tiene que
ai(Hj) = cij.

Por lo tanto
2H),. 2H' (H! ,H! )
o ai(H) — o | ) g % — 9 XA AL
= i) “l<<ng,Haj>) <<HH>> (. 1)~

De este modo obtenemos que «; = Zj Ajiw;. O

De la proposicién anterior obtenemos que las raices fundamentales son combi-
naciones lineales enteras de los pesos fundamentales, es decir, estdn en el latiz
de pesos A. Sin embargo, notamos que en general no es verdad que los pesos
fundamentales sean combinaciones lineales enteras de las raices fundamentales.

Se tiene que
w; = Z(A_l)jiaj-
J
Por ejemplo, cuando g es de tipo A; se tiene que

a] = 2wy, wi = %al.

Cuando g es de tipo As se tiene que

o] = 2w — wo

oy = —wi+ 2w
luego,

wi = 3o + 3®

1 2
wy = gal + gag.

Se tiene de hecho que el comportamiento anterior se cumple en general.

Proposiciéon 2.60. i) (wi,wj) > 0 para todo i, j.
ii) w; es una combinacion lineal con coeficientes racionales no negativos de
Af,...,00.
iii) Los coeficientes de la matriz inversa de la matriz de Cartan son nimeros
racionales no negativos.



50 2. Representaciones de algebras de Lie

6. Algebras de Lie simples

Una vez que hemos obtenido la clasificacién de las dlgebras de Lie simples com-
plejas de dimension finita daremos una descripcion precisa de tales algebras, en
particular, daremos sus dimensiones y una descripcién de sus sistemas de raices.

Una forma de obtener dicha informacién es como sigue. Dada una matriz de
Cartan A de la forma estandar dada por uno de los diagramas que aparecen en la
clasificacién de diagramas de Dynkin describiremos un producto escalar simétrico
{-,-} en un espacio vectorial real V' de dimensién [ con base {a, ..., } tal que

2{ai’aj} _ Aij
{ai, ai}
Comparamos este producto escalar con la forma de Killing obtenida cuando con-
sideramos a {a1,...,q;} como un sistema fundamental de raices en el dlgebra de
Lie simple con matriz de Cartan A. Afirmamos que existe una constante x € R
tal que

ij=1,...,L

(g, 05) = k{ay, 5} para todo 1, j.

De hecho podemos definir £ mediante la ecuacion
<a1,@1> = R{Oél,Oél}-

De la propiedad que cumple la base {a1,...,q;} se obtiene que

olaiay) o {ai a5}

(i, ;) {ai, i}

y del hecho que ambos productos escalares son simétricos es facil ver que

(o, 05) _ {ay, 05}

(iya)  {oi, o4}

En particular para j = 1 se obtiene que

para todo i, j

para todo i, j.

(i, ;) = k{ay,;}  para todo i
y por lo tanto obtenemos que
(aj,05) = k{ag, 5} para todo 1, j.

De este modo se obtiene que {-,-} es la forma de Killing salvo la multiplicacién
por la constante k.

Consideramos después las reflexiones fundamentales s; : V. — V definidas por
SZ'(Oéj) = Oéj — Aijai.

Las aplicaciones si,...,s; generan el grupo de Weyl W de transformaciones de
V. De este modo se obtiene que

A={w(w)|weW,i=1,...,1}.

Finalmente la dimension del algebra de Lie simple g la calculamos mediante la
férmula

dimg = [ + #(A).

En este trabajo nos limitamos a la exposicion final de los sistemas de raices y
las correspondientes dimensiones. Una aplicacién detallada del método descrito
anteriormente puede ser encontrada en [C].
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1)

2)

(07

Algebras del tipo A;. Sea V un espacio vectorial real con base {B1,--,
Bi+1} y sea {-,-} el producto escalar simétrico en V' definido por

{Bi,Bi} =6ij i,j=1,...,1+1

Definimos aq, ..., a; por

ar =01 — B2, az=P2—P3, ..., oy =P — Biq1.
Se tiene que {ai,...,a;} es un conjunto linealmente independiente y
definimos a V' como V' = geng{a1,...,a;}. Aplicando el método descrito

anteriormente obtenemos que

De este modo se obtiene que #(A) = [(l + 1) y por tanto se tiene que
dimg =1I(l +2).

Algebras del tipo D;. Sea V un espacio vectorial real con base {f1, ...,
Bi}. Sea {-,-} el producto escalar simétrico dado por {f;,5;} = di;.
Definimos a7, ...,a; € V por

1=P1—=P2, ag =02 — P, ..., u—1=01-1— B, =B+ 6
Se obtiene entonces que
A={dBxpli#50i=1..1}
Luego se tiene que #(A) = 2/(I—1) y asi concluimos que dim g = [(2{—1).

Algebras del tipo B;. Sea V un espacio vectorial real dado de la misma
forma que en el inciso anterior. Definimos ag,...,a; € V por

ar=p1— P2, ag=P2— B3, ..., a1 =01 — B, =P
Nuevamente, aplicando el método descrito anteriormente, se obtiene que
A ={£8i £ 8,8 i # j,ij=1,...,1}.
Luego, #(A) = 2I? y asf se obtiene que dimg = [(2[ + 1).

Algebras del tipo Cj. Sea V dado un espacio vectorial real dado como
en el inciso anterior. Definimos en este caso aq,...,q; € V por

ar=p1— P2, ag=P2—P3, ..., q—1 = Pi-1— B, =20
Se obtiene entonces que
Luego, dimg =+ 20® = 1(2] + 1).

Algebras del tipo G3. De la forma del diagrama de Dynkin sabemos
que la correspondiente matriz de Cartan es

2 -1

-3 2/
Sea {a1, a9} el sistema fundamental de raices de tipo G2. Entonces se
tiene que

81(051) = —Qq, 82(0&1) = o1 + 30&2

81(042) = o1 + (o, 82(&2) = —Q9.
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Se tiene entonces que W = (s1, s2). De este modo se obtiene que
A = {aj,az,01 + az, a1 + 209, a1 + 302, 201 + 3az, —a;
—Q, —O1] — O, —(1 — 20&2, —Q1 — 30&2, —2041 — 30&2}.

Asi obtenemos que #(A) = 12 y por lo tanto, dim g = 14.

6) Algebras del tipo Fj. Del diagrama de Dynkin de tipo Fy se obtiene
que la matriz de Cartan estd dada por

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0o -2 2 -1
0O 0 -1 2

Sea V un espacio vectorial de dimensién 4 y {31, 82, 83, f4} una base de
V. Sea {-,-} el producto escalar en V' dado por {3;, 8} = 6;;. Definimos
a1, 0,03,04 € V por

1
ay =P — B2, ag =2 — B3, a3 = f3, u = 5(—51 — Ba — B3+ Ba).
De este modo se obtiene que
1

Asi obtenemos que #(A) = 48 y por lo tanto, dim g = 52.

7) Algebras del tipo FEg. Sea V un espacio vectorial real de dimensién

8 con base {f1,...,0s}. Sea {-,-} el producto escalar en V dado como
antes. Definimos aq,...,ag € V por
a = Bi—Pfir1 1<i<6

ar = B+ pbr
138
ag = ) Z Bi-
=1
Se obtiene entonces que
138 8
A= {iﬁiiﬂp 1<i,j <8, i #J; 5251'51', gi = %1, HEi = 1}-
i=1 1=1
De este modo se tiene que #(A) = 240 y por lo tanto, dim g = 248.
8) Algebras del tipo FE7;. De la forma del diagrama de Dynkin se observa

que ao,...,as forman un sistema fundamental de raices del tipo E7. Se
obtiene finalmente que

8 8
. o, 01
Az{iﬂiiﬁj, 2<i,j <7, i#j; 22161&, i = +1, 1_[151':1, 51:58}-
1= 1=

De este modo se tiene que #(A) = 126 y por lo tanto dim g = 133.
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9) Algebras del tipo Eg. Se observa que, de la forma del diagrama de
Dynkin, ag,...,as dados como antes forman un sistema fundamental de
raices del tipo Eg. Se obtiene finalmente que

A =
18 8
{iﬁi + 65,3 <4, <70 # 5 §Z€i5¢7€z‘ = *£1, HEi =1, e1=6= 88} :
i=1 i=1
De este modo se obtiene que #(A) = 72 y asi, dimg = 78.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es la siguiente

Proposicién 2.61. En las dlgebras de Lie simples del tipo A;, Dy, Eg, E7, Eg todas
las raices tienen la misma longitud. En las dlgebras de Lie del tipo By, Cy, Fy, Go
existen dos posibles longitudes para las raices. Estas son llamadas las raices largas
y las raices cortas.

De los resultados obtenidos anteriormente notamos que, para cualesquiera
dos raices de un dlgebra de Lie simple g, «, 3, |2 Eggg\ <3y \2§ggg| = 3 si y solo

si g contiene a go como sumando directo. En cualquier otro caso se tiene que

(2.1) a+36¢A.

(2.2)

‘2 26’ ai < 2; si « es una raiz larga entonces la igualdad se cumple si y solo si
o, o

8 = *a.

(2.3) Si o es una raiz larga entonces 2a + 8 € A si y solo si f = —a.

Finalizamos visualizando los sistemas de tipo Az, Bs y Ga.

Q] ai+o2

a2

Sistema de raices de tipo Ao
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ai ai+az a1+2asz

a2

Y

Sistema de raices de tipo Bs

2001 +3ag

al a1+oaz a1+2az a1+3az

Y

Y

Sistema de raices de tipo Go

7. Pesos de representaciones de algebras de Lie semisimples

En el teorema 2.16 se da la descomposicion en espacios de peso de un g-mddulo
con g un algebra de Lie nilpotente, sin embargo en esta seccién sustituiremos
la condicién de nilpotencia por la condiciéon de que g es semisimple compleja
y obtendremos una teoria de espacios de pesos que es consistente con la teoria
discutida previamente.

Definiciéon 2.62. Sea g un &lgebra de Lie semisimple compleja, t C g una
subdlgebra de Cartan y sea V un g-mddulo (donde la operacién la denotamos
por -), entonces para A € t* definimos el espacio de peso V por

Vw={v e V| H -v=\UH)v para todo H € t}.
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A la dimensién my de V), se le llama la multiplicidad de A (como peso del g-médulo
V).

A los A € t* tales que V) # {0} se les llaman los pesos de V. Denotamos al
conjunto de pesos por ®. Se nota que en analogia al teorema 2.16 se tiene la

descomposicién
V=P

Hacemos notar que esta definicién es compatible con la descomposiciéon de Cartan
de un algebra de Lie semisimple dada anteriormente ya que no es dificil demostrar
que, para g semisimple,

0o = {X € g| [H,X] = a(H)X para todo H € t}.

Lema 2.63. Seca v € A, E, € go \{0},A € @ yv € V) \{0}. Si Eqv # 0 entonces
se tiene que Eqv € Vyiq.

Demostracién. Dado que V es un g-mddulo se tiene que, para todo H € t,
[H,E,)- = H - (Ey) — Ey - (H-) y dado que E, € g, se tiene que, para todo
Het [HE)) =a(H)Ey, HEqv = EoHv + [H, EqJv = (A + o) (H)Eyv. O

A continuaciéon enunciamos algunas propiedades bésicas de los pesos del g-
moédulo V' dado como antes, cuyas demostraciones pueden ser encontradas, por
ejemplo, en [Sa].

Teorema 2.64. a) El conjunto ® es finito;
b) para A € ® y o € A se tiene que N(Hy) € Z;
c) para A € ®, so(A) = X — AN(Hy)a € ©. De hecho, para € = sgn(A(H,)),
MA—ea, A —2eq,...,A— ANHy)a € D, para todo o € A;
d) las multiplicidades son invariantes bajo el grupo de Weyl, es decir, se
tiene que my = my,(x) para todo A € ® y para todo w € W.

Definicién 2.65. Un peso A del g-médulo V' es extremo si A + a ¢ @ para
ac€ AT,

Noétese que la definicién anterior depende del orden dado a t. Notamos también
que los pesos extremos existen: lo que hacemos es tomar un peso de norma
méxima (con respecto a la forma de Killing) y lo llevamos, mediante un elemento
del grupo de Weyl a la cdmara de Weyl fundamental (cerrada)? (lo cual implica
que (A\,a) > 0 para o € A" y de este modo se obtiene que [A + «| > |\, lo
cual implica que A + a ¢ ®). De manera anédloga un vector de peso v es llamado
extremo si, paratoda o € ATy E, € ga, Eo-v = 0. Una consecuencia importante
del lema 2.63 es el hecho de que para A € ® extremo y v € V), v es un vector de
peso extremo.

Finalizaremos este breve estudio sobre espacios de pesos enunciando algu-

nas propiedades importantes sobre los pesos extremos de representaciones cuya
demostracién puede ser encontrada en [Z].

2Para IT = {a1,...,a;} un sistema fundamental de raices y (-,-) la forma de Killing, la cdmara de
Weyl fundamental estd dada por

Cn={Xety| (\,ay) >0, paral <i<I}.
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Teorema 2.66. Sea V un g-moddulo irreducible, entonces existe eractamente un
peso extremo \; es dominante (es decir, X\ € AT), mazximal en el orden dado a
tp, de norma mdxima y de multiplicidad 1. Mds ain, todos los pesos son de la
forma A =Y. njoy con n; € Ny para todo i.

En el caso de un g-moédulo irreducible al peso extremo se le conoce también como
el peso dominante de V.

Teorema 2.67. Sea V' un g-mddulo irreducible con peso extremo . Se tiene que
W€t es un peso si y solo si:

1) p estd en la envoltura convexa del conjunto WA := {w(\)| w € W} y;

2) A—p € A = {n1oa+---+moy| ny,...,ng € Z}, dondell = {aq,...,0q}
es un sistema fundamental de raices.

Se sabe que para V un g-mddulo irreducible el conjunto de pesos es VW-invariante.
Al conjunto WA C & se le conoce como el conjunto de pesos extremales. Dos pesos
wu,v € @ se dice que son de signo opuesto si, para todo o € A, (u, a) (v, a) < 0.
Se sabe que para cualquier peso extremal p siempre existe un peso extremal v de
signo opuesto.



Capitulo 3

Algebras de Berger
irreducibles

1. Algebras de Berger reales

En esta seccion W denotard un espacio vectorial complejo de dimension finita.
Denotaremos a las dlgebras de Lie de endomorfismos reales y complejos de W
como Endr(W) y Endc (W), respectivamente.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita y sea h C Endr (V') una
subdlgebra de Lie real. Denotamos a sus complexificaciones por Vg :=V @r C y
b := h@rC. De las definiciones es claro que he C Endc (V). Ahora, no es dificil
demostrar que AQV({:k Rbc 2 AV*@her Cy que A3V(C* QVe 2 AV*®V @R C.
Luego se tiene que

0 — K(h) ®r C — A*VE @b — MVE @ Ve

es una sucesién exacta, mas adn, esta es la sucesién exacta que define a K (h¢),
por lo tanto obtenemos que

K(bc) = K(h) ®r C.
De manera similar se obtiene que

K'(be) = K'(h) ®r C.

Notamos que se tiene también que be = b ®r C. De este modo se tiene que
h C Endgr(V) es un élgebra de Berger (simétrica o no simétrica) si y solo si
hc C Ende (V) es un élgebra de Berger (simétrica o no simétrica).

Asumimos ahora que h C Endg (V') es irreducible, es decir, que la inclusién ¢
es una representacién irreducible. De aqui notamos dos casos posibles.

El primero es que b es absolutamente irreducible, es decir, hc C Endc(Vg) es
también irreducible, en este caso se tiene, por lo anterior, que h es un algebra de
Berger si y solo si he es un dlgebra de Berger irreducible.

Ahora, supongamos que he C Endc (V) no es irreducible. Consideramos el con-
junto Latty (V') := {U C V| U es subespacio de V' y h(U) C U}. De la definicién

o7
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de Latty (V') se tiene que h C End(V) es irreducible si y solo si
#Latty (V) = 2.

Una pregunta natural es si existe alguna relaciéon entre Latty (V') y Latty. (V).
La respuesta es afirmativa y para establecer tal relacion mostraremos antes un
par de resultados adicionales.

Previo al enunciado de dichos resultados definimos la aplicaciéon ~: Vo — V¢
dada por
=0 ® X — .

Lema 3.1. Sea H € Endc(V¢) tal que Hv = Hv. Entonces existe un tinico
H' € Endg(V) tal que la extension de H' a Vi, (H")®*' : Vo — V¢ dada por
(H')**'(\v) = AH'v satisface que (H')*** = H.

Demostracion. De la definicién de V¢ se nota que todo elemento v de V¢ se
puede escribir de forma tinica como v1 + iv9 con v1,v9 € V. De esto obtenemos
la identificaciéon V = {v € V¢|v = v}. Ahora, definimos H' = H|y. Se tiene que
H'(V) C V. En efecto, sea v € V, entonces Hv = Hv = Hv, luego, Hv € V.
Del hecho de que H es un endomorfismo se sigue que H' € Endg(V). Ahora, por
definicién, (H')***(vy + ive) = H'vy + iH've = Hvy + iHvy = H(vy + iv9), luego,
(H")¢** = H y por construccién se tiene que H' es tnico. O

Lema 3.2. Sea Ac C V¢ un subespacio complejo. FEntonces existe un unico
subespacio A C 'V tal que Ac = A®r C.

Demostracién. Sea a € Ac, luego, a € Ac, de este modo, a + a,a — a € Ac.
Ahora, definimos A = {v € Ac|v = v}. Se tiene que a+a = a + a, es decir,
a+a € Ay de la misma forma se obtiene que ia — ia € A. No es dificil mostrar
que A C V es un subespacio. Sea 1 : A ®gr C — Ac dada por a ® A — Aa. Se
tiene que 1 es inyectiva y de la observacién de que a = 1((3(a+a)+3(a—a))®1)
se obtiene que v es sobreyectiva. Luego, A ®gr C = Ac. De las propiedades de la
complexificacién se obtiene que A es tnico. O

Enunciamos ahora la relacién que existe entre Latty (V') y Latty. (V).

Lema 3.3. Se tiene que, con la notacion dada previamente,

LatthC(V@) =
{(A,B,J)| AC B, A,B € Latty(V); J € Endy(B/A) tal que J* = —1d},
donde Endy(B/A) = {H € End(B/A)| h(H) = H(h)}.

Demostracién. Sea U € Latty.(Vg) =: L. Se tiene que U es también un
subespacio de V¢, de hecho, U € Latty.(V¢) pues para Z € b se tiene que
Z(U) = Z(U) y de este modo se obtiene que hc(U) = be(U) € U. Consideramos
ahora los subespacios U +U,U NU C Vg, se verifica facilmente que

U+UcCU+U

Yy que

UnUcCUNU.
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Entonces, por el lema 3.2 existen tinicos subespacios Ay C By C V tales que
U+U = By ®rC,
UNU = Ay ®g C.

Consideremos By /Ay ®@r C = (By ®@g C)/(Ay ®r C) = (U+U)/(UNTU) y
definimos

J:BU/AU®R(C—>BU/AU®R(C, x+y+UﬂU>—>ix—iy+UﬁU
donde z € U,y € U. Se tiene entonces que
Jx+y+UNU) = Jz+y5+UNnU)
= (—iz+ig+UNU)

= iz—iy+UNU
= J@+y+UnNU).

De este modo obtenemos que

Jv = Jv paratodo v € By /Ay ®g C.

Ahora, se tiene también que U+U,UNU € Latty.(Vc). De este modo obtenemos
que

be(By ®r C) = (h ®r C)(By ®r C) = h(By) ®r C C By ®r C,
lo que implica que h(By) C By, es decir, By € Latty(V). Andlogamente se
obtiene que Ay € Latty (V).
Por otro lado, sea H € b, luego se tiene que JH = HJ, entonces, Jhc = heJ y
ahora, el lema 3.1 implica que J = (J|g, /4, )" = (J')**, de este modo,

JherC)=JHherC=(HherC)J=hHJ @rC
y nuevamente, de las propiedades de las complexificaciones, se obtiene que
J'h=0nJt.
Por lo tanto J' € Endy(By/Ap). De la definicién de J se tiene que (J')? = —Id.
De este modo definimos
v LattbC(V(C) — L, U+ (AU, By, JU),

donde Jy = J que esta definido como antes. El hecho de que W es inyectiva se
sigue de la observacién de que U = {v € By®rC|Jy(v+Ay®rC) = iv+Ay@rC}.
Ahora, sean A C B C V con A, B € Latty(V), J € Endy(B/A) tal que J? = —1d.
Definimos

U YA, B,J)={ve BerC|J(v+ AR C) = iv+ A®g C}.

De la definicién se sigue que ¥~1(A, B,.J) es un subespacio complejo de V¢, de
hecho se tiene que W~'(A, B, J) € Latty.(Vc). En efecto, consideremos X € b
y v € ¥1(A, B, J). Dado que B € Latty(V) se sigue que Xv € B ®g C, donde
hemos denotado por X a la extensién de X a hc. Recordemos que (A, B, J) € L,
luego

JXv+ArC)=XJ(v+A®rC) = X(iv+ A®r C) =i(Xv)+ A®r C,
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y asi Xv € U71(4, B, J). De este modo se tiene que
h(C(‘l}_l(A’ B, J)) - ‘P_I(A’ B, J)

Por lo tanto ¥ es una biyeccién. O

Del hecho de que b es irreducible junto con el lema anterior se obtiene que

LatthC(V(c) =
{({0},{0},0), (V.V,0)} U{({0}, V. J)|J € Endy(V) tal que J* = —1d},

donde O es la aplicacién lineal cero.

Dado que h¢ no es irreducible se tiene que
{({0},V, J)| J € Endy(V) tal que J* = —1d} # 0.

Por medio de J podemos considerar a V' como un espacio vectorial complejo
(con multiplicacién escalar dada por (z + iy)v := zv + yJ(v)), esta observacién
junto con la propiedad de que J conmuta con los elementos de ) muestran que
h C Endc(V). Es claro que J se puede extender linealmente a V¢ definiendo
J(v®z) = J(v) ® z. De aqui obtenemos que los eigenvalores de J son +i con
respectivos eigenespacios

W:=0Ve)i={vel-Jw) ®iveV},

W:=Ve)mi={v®l+Jv)®iveV}
Por lo tanto se tiene que

Ve=WaW.
Sea by := {A € h| JA € b}. Es fcil probar que [h,h1] C h1. Se tiene que J

induce una estructura compleja en by y como antes, (h1)c se puede escribir como
como (h1)c = b @© b donde

by ={A®1-JA®i| Ach}
y
by ={A®1+JA®i| Ach}.
Sea R € K(bc) y sean w € W, u,v € W. De la primera identidad de Bianchi se
tiene que R(u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v = 0, luego,
JR(u,v)w + JR(v,w)u + JR(w,u)v = 0.

De la propiedad de que J conmuta con los elementos de h se obtiene que la
extensién de J a V¢ también conmuta con los elementos de h¢, asi pues,

JR(u,v)w + JR(v,w)u + JR(w,u)v =
R(u,v)Jw + R(v,w)Ju + R(w,u)Jv = iR(u,v)w — iR(v,w)u — iR(w, u)v,
donde la 1ltima igualdad se sigue del hecho de que w € W, u,v € W.

Por lo tanto se tiene que R(u,v)w — R(v,w)u — R(w,u)v = 0, luego, sumando
esto con la primera identidad de Bianchi se obtiene que 2R(u, v)w = 0 para todo
u,v € W, w € W. Lo anterior implica que R(u,v) € h; . De manera andloga se
obtiene que R(u,v) € h{ para todo u,v € W.
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De lo anterior y la identidad de Bianchi se obtiene que R(u,?v)w = R(u,w)v para
todo u € W, 9,w € W. De este modo se tiene una aplicacién
W — (belp) ™, u— R(u, ).
Si (hcl)M) = 0 se tiene que R(W, W) = 0, luego, R(Vc, Vo) C by @ by (pues
hemos mostrado que R(W, W) C b y R(W, W) C b7), es decir,
R(Ve, Ve) C (h1)c,

luego, be C (h1)c. Por lo tanto vemos que si b # b entonces he no es un édlgebra
de Berger. Es facil demostrar que h; = § es equivalente al hecho de que Jh = h.

Definimos la aplicacién ¢ : hc¢ — Endc (V) por
(3.1) 1(A+iB)= A+ JB.

Se tiene que (hclg7)) = 0si y solo si (1(hc))M) = 0. De este modo obtenemos el
siguiente resultado.

Proposicién 3.4. Sean V' un espacio R-vectorial finito y h C Endr(V) una
subdlgebra irreducible real con complezificacion he C Ende(Ve).

1) Si b es absolutamente irreducible, entonces by es un dlgebra de Berger si
y solo si ho es un dlgebra de Berger irreducible.

2) Si b no es absolutamente irreducible y si la subdlgebra 1(hc) C Endc (V)
dada por (3.1) satisface que (2(hc))M) = 0, entonces b es un dlgebra de
Berger si y solo si Jh = b y h C Endc(V) es un dlgebra de Berger
wrreducible compleja.

En el presente trabajo nos concentraremos en el estudio de las algebras de Berger
complejas.

2. Ejemplos de algebras de Berger

Sea (V,b) un espacio vectorial real o complejo con b una forma simétrica, bilineal
y no degenerada en V. Sea so(V) el algebra de Lie de los automorfismos de V'
que preservan b, es decir,

s0(V) ={T € End(V)| b(Tz,y) + b(x,Ty) = 0 para todo z,y € V}.
Definimos co(V) = gen(Idy,so(V)).

Consideremos A%V como el subespacio de AV generado por los elementos
x Ay conz,y €V, donde

AV = (PVer /(xem\ reV)=Av

k>0 E>0
es el algebra exterior de V.

Notamos que de la propiedad universal que define al algebra exterior, podemos
extender a b: V x V — F de manera tnica a una funcién bilineal, simétrica y
no degenerada by2 : A2V x A2V — T tal que

ba2(z ANy, z ANw) = bz, 2)b(y, w) — bz, w)b(y, z).
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De esto obtenemos la identificacién de A2V con (A%2V)* = A?2V* dada por
b A2V — (APV), X — (X" Y — by2(X,Y))
con aplicacién inversa
g APV — APV
definida por la ecuacién
bpz (W, Y) = w(Y).
Lo anterior nos permite establecer el isomorfismo de dlgebras de Lie
so(V) = A2V,
donde el corchete de Lie en A2V estd dado por
[z Ay, z ANwlpz =b(y, 2)z Aw — by, w)x Az —b(z,w)z Ay + bz, 2)w A y.

Para esto, definimos
g:50(V) — A2V*,  Fr— (wp: (z,y) — b(Fz,y))

Del hecho de que b es no degenerada se obtiene que 7 es inyectiva. Definimos

¥ :so(V) — A%V
dada por la ecuacion bp2 (Y(F),z A y) = b(Fz,y) de la propiedad que define a f
y del hecho de que b es no degenerada es ficil ver que

Y =tfoy,
de este modo obtenemos que ¥ es inyectiva (pues 7 lo es y f es isomorfismo).
Ahora, para ver que v es sobreyectiva, definimos
0: N2V —s0(V), zAy— (zAy:=p@Ay):z+— bz, 2)y — by, 2)x).

Se obtiene entonces que bpz2 (Y (p(zAY)), zAw) = b(e(xAy)z, w) = bp2(zAy, zAw),
luego, ¥ (p(xAy)) = xAy. De este modo obtenemos que 1 es sobreyectiva y por lo
tanto se sigue que es un isomorfismo. El hecho de que [¢/(S), ¥(T)]a2 = v ([S, T))
se sigue inmediatamente de la definicién de [-, | 52.

Observamos de lo anterior que para T' € so(V), tr(T) = 0.

Definimos la aplicacién 7 : K(co(V)) — s0(V) definida por la ecuacién
tr(R(z,y)) = b(r(R)x,y), Va,yeV.

Es claro que T(K(CO(V))) C so(V), pues, para R € K(co(V)), x,y € V se tiene
que

b(r(R)x,y

) = tr(R(z,y)) = — tr(R(y, ) = =b(z, 7(R)y).
Se nota que ker 7 = K (s
(R

0(V)), de hecho, sea R € K(s0(V)), entonces se tiene que
0 = tr(R(z,y)) = b(r(R)z,y) para todo z,y € V lo que implica que 7(R) = 0.
Ahora, sea R € ker(r ), or ser R € K(co(V)) se tiene que, para todo z,y € V,
R(z,y) = oy Idy +R(x,y), con oy, € Fy R € K(so(V)). Dado que 7(R) = 0
se tiene que tr(R(z,y)) = 0, es decir, g, dim V + tr(R(z,y)) = az, dimV =0,
lo cual implica que o, , = 0y dado que esto se cumple para cualesquiera z,y € V,
se obtiene que R € K (so(V)).

Sea A € s0(V), definimos la aplicacién R4 por

1
Ra(z,y) = b(Az, y) ldy +o(Ax Ny — Ay A ).
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Un calculo sencillo muestra que R4 € K(co(V)), ademds se tiene que
T(R4) = (dim V) A.
Para verificar esta dltima afirmacién, tomamos z,y € V, luego,

b(Az,y)dimV = tr(Ra(z,y)) = b(7(Ra)z,y).

La afirmacién se sigue del hecho de que b es no degenerada. Asi se tiene que 7
es sobreyectiva, y definiendo K¢(V)) = {R4| A € so(V)} obtenemos que

K(co(V)) =2 K(so(V)) ® K(V).

A continuacién daremos un criterio més para determinar cuando ciertas sub-
algebras de so(V') no son de Berger, pero antes mostramos un par de resultados
necesarios.

Lema 3.5. Sean g un dlgebra de Lie simple, h C g una subdlgebra semisimple
propia y W C g un subespacio lineal tal que [h, W] C W y b+, W] C b. Entonces
se tiene que W =0 o bien, W = h=.

Demostracién. Sea H+U € W con H € h, U € b+ y H' € . Consideremos la
aplicacién 7 := ad(U) o ad(H') : g — g, de la definicién de la forma de Killing
se tiene que tr(r) = (U, H') = 0. Notamos que 7(h) C h*, esto se sigue de la
invarianza de la forma de Killing con respecto al corchete de Lie, de este modo se
tiene que tr(7) = tr(c), donde o = pry1 o ad(U)|yr cad(H')|yr y prye : g — b+
es la proyeccién ortogonal. Ahora, para U’ € ht, se tiene que

o(U) =pry ([H+U - H [H U']) = -[H,[H, U],

esto porque [H + U, [H',U"]] € [W,b+] C by [H,[H',U"]] € [h,b*] C b*. Luego,
se obtiene que 0 = —ad(H )|y cad(H')|q., asi obtenemos que tr(o) = —c(H, H')y
para algin ¢ > 0 y donde (-, )y es la forma de Killing en b, se tiene entonces que
(H,H')y = 0 para todo H' € h y dado que b es semisimple se tiene que H = 0,
es decir, W C p*.

Supongamos ahora que W # 0. Del hecho de que [h, W] C W se sigue que W es
un h-médulo bajo la representacién adjunta. De igual manera se tiene que bt es
un h-médulo. De este modo se tienen descomposiciones en h-modulos irreducibles
de Wy de bt de la forma

W=Vie---aV,

b=t U,
Definimos ahora, para cada p € {1,..., s}, las aplicaciones lineales
F,:=prot: Vi — Uy,

donde ¢ es la inclusién natural V; C b+ y pr : h+ — U, es la proyeccion.
No es dificil verificar que F), es un homomorfismo de h-médulos y luego, por
el lema de Schur !, se tiene que F, = 0 o bien, F, es un isomorfismo. Dado
que W # 0 se tiene que para algin p € {1,...,s} F}, no es idénticamente cero.
Sin pérdida de generalidad supongamos que Fj es un isomorfismo. Afirmamos

1E] lema de Schur enuncia que dada un algebra de Lie g, V, W dos g-médulos irreducibles y ¢ :
V — W un homomorfismo de g-médulos se tiene que ¢ = 0 6 ¢ es un isomorfismo. Més ain, si W =V
y V es un espacio vectorial complejo, se tiene que ¢ = A1d, para algin A € C.
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que bt = V1 @ (Us @ --- @ U,). Para esto, sea X € h', se tiene entonces que
existen unicos u € Uy, w € Ua @ --- @ Us tales que X = u+ w. Sea v = Fflu7
luego pr(v) = Fi(F; 'u) = u = pr(u) y de este modo se tiene que existe algtin
w' € (Ua @ -+ @ Us) = ker(pr) tal que v —u = w' y asi se obtiene que

X=utw=v—w+weVi+ U@ - & Us).

Por ultimo, del hecho de que Vi N (U & --- @ Us) = {0} y del hecho de que
dim V] = dim U; y que h es de dimension finita, se sigue que

hr=ViaU,® - d U :=W; ® Wo.

De este modo hemos obtenido una descomposicién de b+ h-invariante de la forma
bt =Wy @ Wy con Wi C W e irreducible. Notamos que [Wy, Wa] C [W, bL] C b.
Por otro lado, para w; € W; y H € b se tiene que

<[w17w2]7H> = (wr, [vaHD =0.

La tdltima igualdad se tiene debido a que [Wa,h] C Wa y del hecho de que g es
simple se sigue entonces que [W7, Wa] = 0.

Se tiene también que [Wy, W3] C [W,h] C b y de esto junto con la identidad de
Jacobi se sigue que [W1, W] @ W) < gy dado que g es simple y W; # 0 se sigue
que W =W, = h+. O

Previo a enunciar el siguiente resultado necesario para mostrar el criterio del
que se hizo mencion anteriormente introducimos otra algebra de Lie importante,
a saber, el dlgebra de Lie simpléctica. Para esto, sea V un F-espacio vectorial,
con F =R 6 C, Q € A2V* no degenerada. Definimos Sp(V,2) como el grupo de
Lie definido por

Sp(V, Q) ={T € Awt(V)| Q(Tx,Ty) = Q(z,y) para todo z,y € V}.
Se tiene que el dlgebra de Lie de Sp(V, ) es
sp(V,Q) ={T € End(V)| Q(Tx,y) + Q(x,Ty) = 0 para todo z,y € V}.

Notamos que las 2-formas que satisfacen las mismas condiciones que €2 solo
pueden existir en espacios vectoriales de dimensién par.

De manera andloga al caso del algebra de Lie ortogonal, se tiene el isomorfismo
de algebras de Lie

sp(V,Q) = Sym? V,
con el isomorfismo dado por la aplicacién

(xy) -z — Qz, 2)y + Qy, 2) .

Lo anterior considerando a (Sym?V, [, Jsym2) como dlgebra de Lie con [, ]
dado por

Sym?

[zy, zw]g,m2 = Ly, 2)zw + Qy, w)zz + Qz, w)zy + Q(z, 2)wy.

Sym

Definimos también csp(V, Q) como csp(V,Q) = sp(V, Q) & Fldy.
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Lema 3.6. Sea R € K(csp(V,Q?)) dado por R(x,y) = p(z,y) Idy +R(x,y) para
algin p € A2V* y algiin R € A’°V* @ sp(V, Q). Entonces p A Q = 0.

Si dimV > 6 se tiene que K(csp(V,Q)) = K(sp(V,Q)) y por lo tanto se
tiene que csp(V,Q) no es un dlgebra de Berger. Si dimV = 4 se tiene que
K(esp(V,9)) = K(sp(V, 2)) @ (A2V)/CO.

Demostracién. Sea R € K(csp(V,2)) dada como antes y definamos

T(x’y7 Zaw) = Q(R(‘Ta y)zﬂ U}) - Q(R(‘T7y)wa Z)'
Se tiene que 7(x,y, z,w) = 2p(x,y)Q2(z,w). En efecto,
m(@,y,z,w) = Qp(z,y)zw) + QE(z,y)z,w) — Ap(z,y)w, 2)
—Q(B(z, y)w, 2)

= 2p(z,y)Qz,w) + QUR(z,y)z,w) + Qz, B(z,y)w)
= 2p(z,y)Q(z,w) pues R € K(sp(V,Q)).

Ahora,

(b A (x,y,z,w) = p(2,y)Qz,w) — p(z, 2)Qy, w) + p(z, w)Qy, 2)
+p(y7 Z)Q($7w) - p(y7 w)Q(‘Ta Z) + p(Z, w)Q(a:, y)

1
= —(r(z,y,z,w) —7(x,2,y,w) + 7(x, W, Y, 2)

2
+7(y, z, 2, w) — T(y,w, x, 2) + 7(2,w, z,Y))
1

= S(OURG. )z + Ry, )2+ B ), v)

+Q(R(z,y)w + R(y,w)z + R(w, )y, x)
Q(R(z, 2)w + R(z,w)x + R(w, z)z,y)
+Q(R(y, z)w + R(z,w)y + R(w,y)x, 2))

=0 debido a que R € K(csp(V,Q)).

_l_

Para la segunda afirmaciéon primero hacemos notar que podemos identificar V'
con V* por medio de los isomorfismos

bV —V* z+— Qx,-),

fo : V¥ —V, a— afe,
donde Q(af, z) = a(z).
Ahora, de un resultado de teoria de representaciones se obtiene que la aplicacion
S-veces

s ,—/ﬁ
Arye LT g2ty A A A,

con r,s € Ny es inyectiva si, y solo si 2r + 2s < dim V' y sobreyectiva si, y solo
si 2r 4+ 2s > dim V. En particular AQ : A?V* — A*V* es inyectiva si, y solo si
dimV > 6.

La primera afirmacién del lema implica que, para todo R € K (csp(V,2)) con
R(z,y) = p(z,y) Idy +R(z,y), p € ker(AQ), de este modo, si dim V' > 6 se tiene
que p =0, y por lo tanto se obtiene que K (csp(V,Q)) = K(sp(V,Q2)).
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Por tltimo, no es dificil verificar que para cada p € A2V* con p A = 0, R, dado
por

Rp(ZC, y) = 4/)(:1:’ y) IdV +E($a y)a
donde R satisface la ecuacion
= _p(y7 U})Q(%, Z)7

es un elemento de K(csp(V,€)) y con esto mostramos la afirmacién final del
lema. 0

Con estos resultados se obtiene la siguiente

Proposicién 3.7. [Sc, Prop 3.2] Sea b C s0(V,b) una subdlgebra irreducible y
propia donde V' es un F-espacio vectorial de dimensionn conF =R ¢ C yn > 3,
n # 4. Entonces K(h ®FIdy) = K(h). En particular b @ FIdy no es un dlgebra
de Berger.

3. Algebras de Berger complejas irreducibles

A lo largo de esta seccién todas las algebras de Lie y los espacios vectoriales son
complejos. Primeramente estudiaremos unos resultados adicionales de teoria de
representaciones.

Comenzamos enunciando una variante del teorema de Engel y el conocido
teorema de Lie, resultados estandar cuyas demostraciones pueden ser encontradas
en, por ejemplo, [FH].

Teorema 3.8 (Teorema de Engel). Sea g C End(V) una subdlgebra de Lie tal
que todo elemento de g es un endomorfismo nilpotente de V. Entonces existe un
vector v € V '\ {0} tal que Xv =0 para todo X € g.

Teorema 3.9 (Teorema de Lie). Sea g C End(V) una subdlgebra de Lie soluble.
Entonces existe v e V\ {0} y X € g* tal que Xv = A\(X)v para todo X € g.

A continuaciéon mostramos un resultado que nos serd util para justificar una
descomposicién de cierto tipo de dlgebras de Lie.

Lema 3.10. Sean g C End(V) un dlgebra de Lie, h C g un ideal, V una repre-
sentacion de dimension finita y A € h*. Definimos

E\:={veV| Xv=XX)v VX € b}.
Entonces se tiene que, para todo Y € g, Y(E)) C E).
Demostracién. Si E) = {0} el resultado se sigue de manera inmediata. Supon-

gamos entonces que Ey # {0} y sea v € E) \ {0}, luego, para Y € gy X € b,
X(Yv)=[X,Y]v+Y(Xv) y dado que [h, g] C b, se tiene que

X(Yv) = M[X, Y])v 4+ MX)Y.

Por lo tanto Yv € E) si y solo si A([X,Y]) = 0 para todo X € b.
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Sea Y € g dado y v € E) \ {0}. Consideramos

Co:=ACAlc...cANcv,
donde A* := genc{v,Yv,...,Y*v}. Del hecho de que V es de dimensién finita
obtenemos que la cadena dada anteriormente es estacionaria. Sea

N = min{m € No| A" = A™ para n > m}.

Afirmamos que, para X € b, X(AYN) c AN, Para esto, observamos que, del
hecho de que v € E), Xv = A(X)v € A°. Supongamos que para todo X € b,
parar =0,...,k, X(ka) € AN. Ahora, nuevamente por induccién, se tiene que

k
X(Y*H) =3 V(X Y)Y ) + Y (X).
pn=0
Dado que [X,Y] € b y junto con la hipétesis de induccién obtenemos que
k

> V(X Y)(YE ) € AF

n=0
y

YR (Xv) = A(X)YF Ly € AN,

luego, se tiene que X (Y*+v) € AN,
De lo anterior obtenemos que, con respecto a la base {v,Yv,..., YVv} de AN y
del hecho que X (Y*+1v) = A(X)(Y*+10) mod A, la representacién matricial de
X| g~ es de la forma

ACX)

lo cual implica que A\(X) = ﬁtrAN(X|AN) para todo X € h. De este modo
obtenemos que, para X € b, se tiene que

M[X,Y)) = tr v ([X]| an, Yan]) = 0.

N+1
Es decir,
Y(E)\) C FE\.

O

No es dificil demostrar que dados dos ideales solubles a, b de un algebra de
Lie g, el ideal a + b es también soluble, y de manera inductiva se tiene que la
suma de un numero finito de ideales solubles es también soluble. Esto justifica el
hecho de hablar de un ideal soluble maximo.

Definiciéon 3.11. Sea g un algebra de Lie, definimos el radical de g como

Rad(g) = > b
b<g,
h soluble

De lo anterior se obtiene que Rad(g) es un ideal soluble de g.
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Lema 3.12. Sea g C End(V) con V representacion irreducible de dimension
finita. Entonces Rad(g) = gNCId.

Demostracién. Por el teorema de Lie se tiene que existe A € Rad(g)* tal que
E) ={v e V| Xv=\X)v para todo X € Rad(g)} # {0}.

Dado que Rad(g) < g, el lema anterior implica que g(FE)) C E), es decir, E) es
una subrepresentacion de g no cero, y del hecho de que V es irreducible concluimos
que E\ =V y de esto se obtiene el resultado. ]

Una consecuencia inmediata del lema 3.12 es que dim¢ Rad(g) < 1.

A continuacién introducimos un ideal particular de un algebra de Lie.

Definicion 3.13. Sea g un algebra de Lie, el centro de g estd dado por

3(g9) ={Z € g| [Z,X] =0 para todo X € g}.

Es claro que 3(g) es un ideal soluble de g, luego se tiene que 3(g) C Rad(g).
En el caso de que g C End(V) irreducible, el lema 3.12 implica que Rad(g) = 3(g).
Enunciamos a continuacién un teorema importante sobre la descomposicion

de algebras de Lie finitas.

Teorema 3.14. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces existe
una subdlgebra de Lie semisimple [ tal que

g =Rad(g) @ .

A [ se le conoce como una subdlgebra de Levi de g. Més ain cualesquiera dos
subalgebras de Levi son conjugadas. Como consecuencia de este hecho es comtun
referirse a [ como la parte semisimple de g, en lo sucesivo denotaremos a esta
subalgebra como g;.

Ahora, sea g C End(V) irreducible, de lo anterior tenemos que g = 3 ® g5, con
dimj < 1. Sea t C gs una subdlgebra de Cartan y tg = 3 ® t. Sea A el conjunto
de raices de g5 y ® = {\ € | V) # {0}}, donde V), esta dado por

Vi ={v e V| Xv=AX)v para todo X € t}.

Sea v € Ay 0# Ay € go. Consideramos A,V. Se nota que to(A,V) C AV, de
esto se obtiene que

AV = P (AaV)a,
AEt

donde (AaV)x ={w € A,V| Xw = A(X)w para todo X € ty}. Definimos
Do = (A€ 6] (A1) £ (0} C ®.

Mas atn, se tiene que
O, ={A€ P \—acd}

Definicién 3.15. Sea g C End(V) irreducible, el triple (Mg, A1, ) € & x & x A
es llamado un triple generador si

(32) (bac{)\0+57)‘1+5‘B€A0}7
donde Ag := AU {0}.
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Un triple generador es extremal si Ag, A\1 son pesos extremales; es de signo
opuesto si Ag, A1 son pesos extremales de signos opuestos.

Antes de mostrar la siguiente proposicién observamos que K(g) es un b-
modulo, con h C g una subalgebra, con la operacién dada por

-1 hx K(g) — K(g),
(X,R)— ((X-R): (z,y) — [X, R(z,y)] — R(Xz,y) — R(z, Xy)).

Se puede verificar que, del hecho de que ty actiia diagonalmente sobre V', ty actia
diagonalmente sobre K(g) y de este modo podemos escribir a K(g) como

K(g)= €D K(o)x,

AeD g
donde X € tj,

K(g)x={R € K(g)| X-R=XX)R para todo X € ty}

P ={r e tg| K(g)r #{0}}.
Proposicién 3.16. Sea g C End(V') un dlgebra de Berger irreducible. Entonces
para cada raiz o € A existe un triple generador (Ao, A1, @).

De hecho, si R € K(g) es un elemento de peso y si existen vectores de peso
x; € V correspondientes a los pesos \;, para i = 0,1 tales que R(xg,x1) = Aq,
entonces (Ao, A1, ) es un triple generador.

Demostraciéon. Mostraremos primero la segunda afirmacién. Sean R € K(g) y
x; € V dados como en la proposicién. Para cualquier y € V' la primera identidad
de Bianchi toma la forma

Aoy = R(y,xz1)x0 — R(y, 20)1 € gen{gro, g1},

de este modo obtenemos que A,V C gen{gz, gx1}. Por otro lado, del hecho de
que g = to ® P,en Jo se tiene que para X € g, X = Xo+ > cn Xa, luego
Xx; = Xox; + ), Xaxi, para i =0,1. Sea H € tg, entonces se tiene que

HXz; = HXowi+ Y HXoz;
= XoHz; + Z(XQH%’ + [H, X,]z;) pues [H, Xy =0

= > (it a)(H)Xaz:.

aENg
De este modo concluimos que
9z C @ INita
aE€Ag
Por lo tanto se tiene que se cumple (3.2).
A continuacién mostramos la primera afirmacién, para esto, sea
D = {«a € A| Existen elementos de peso R € K(g),
xo,x1 € V tales que R(zo,x1) = A}
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El hecho que K(g) =@, K(g)ry V = @HVM, para x = Zul‘#, y=>y ,y eV,
R =3, R\ € K(g) implica que

R<$>y) = Z R)\(x;uyu) Etr D @ Ja-
A

NN aEA

Por otro lado, dado que Ry € K(g)x, 2 € Vi, yv € Viy Ra(2p, Yu) € 9r4putvs POT
lo tanto concluimos que, para todo R € K(g) y para todo x,y € V,

R(z,y) € to © P ga-

aeD
Lo anterior debido a que si A + p+v ¢ Ag, Rx(x,,y0) = 0.
Asi pues se obtiene que
gCt® @ ga-

aeD

Finalmente, del hecho de que g es de Berger concluimos que D = A. O

A continuacién enunciamos un hecho concerniente a la existencia de triples
generadores extremales.

Lema 3.17. Sea g C End(V') un dlgebra de Lie irreducible con K(g) # 0. En-
tonces existen vectores xg,x1 de pesos extremales Mg, \1 de signos opuestos tales
que R(xo,x1) # 0 para algin R € K(g).

Enunciamos también un resultado que nos da un criterio restrictivo acerca de las
algebras de Berger irreducibles.

Teorema 3.18. [Sc, Thm 3.12] Sea g C End(V') un dlgebra de Berger irreducible.
Entonces se tiene que existe un triple generador extremal, o bien, g es congruente
a la representacion de so(n,C) en Symg C™ para algin n > 3. Si la segunda
alternativa es el caso se tiene entonces que dim K(g) = 1, y de este modo se
tiene que g es simétrica.?

En el teorema anterior Sym3 C? estd dado por

Sym3 C? = {g € Sym?* C?| Zg(e,“ e,) = 0, con ey, ey la base estandar de C2}.

4. Algebras de Berger complejas simples

En esta secciéon asumimos que g C End(V') con g irreducible y ademéds asumimos
gs simple. Nuevamente asumimos que tanto g como V son complejos. Por el
teorema 3.18 sabemos que necesitamos clasificar aquellas representaciones que
admiten triples generadores extremales.

Proposicién 3.19. Sea g C End(V') un dlgebra irreducible con gy simple, sean A
y ® dadas como antes, y supongamos que 0 € . Si A no es del tipo C; entonces
se tiene que si existe un triple generador extremal (g, \1, @) el peso dominante

28i un slgebra de Berger irreducible g es tal que dim K (g) = 1 entonces se tiene que K1(g) = {0}.
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de la representacion es una raiz. En particular, esto se cumple si A es del tipo
Ga, Fy, 6 Eg.

Demostracién. Si 0 € ® y A no es del tipo C; entonces se tiene que el peso
dominante es una raiz corta o bien Ag C ®. Si la segunda alternativa es el caso
se tiene entonces que 0 € ®, para todo o € A (pues 0,—« € ® para todo «).
De este modo se obtiene que si existe un triple generador extremal (Ao, A1, @),
entonces 0 = A\g + 7 para v € A (7 # 0 dado que Ao es extremal). De este modo
concluimos que A\g € A, por lo tanto, del hecho de que Ay es extremal concluimos
que el peso dominante es también una raiz.

El resultado se sigue utilizando el hecho de que si A es del tipo Go, Fy 6 Eg
cualquier representacion tiene al 0 como peso. ]

Proposicién 3.20. Sean g C End(V), gs, A y ® dados como antes. Si hay un

giz“ < 3 para cualquier A € ® y a € A.

triple generador extremal, entonces |2

Demostracién. Supongamos primero que A es del tipo Ga. De este modo se
tiene que 0 es un peso de la representacién y la proposicién anterior implica que el
peso dominante es una raiz, asi el teorema 2.67 implica que ® C Ag. El resultado
se sigue entonces de (2.2).

Supongamos ahora que A no es de tipo Ga. Sean (A, A\1, 8) un triple generador
extremal y 0 # A € ® tal que |A\(H,) = 533] < 1 para todo a € A. Después de
aplicar un elemento del grupo de Weyl a A, si es necesario, podemos asumir que
A(Hpg) > 0y de aqui concluimos que A € ®3, por lo tanto A = \g + ~ para algin
v € Ag. Por otro lado, nétese que, por (2.2), \2%&’&03)] < |2§22§| + ’2843;‘ < 3.
Por tanto el resultado se cumple dado que Ay es extremal.

Proposicién 3.21. Sea g C End(V) dada como antes tal que rk gs > 2 y supon-
gamos que existe un triple generador extremal. Entonces para cualquier peso A y
cualquier raiz larga o, |A\(Hy)| < 2.

Demostracién. Supongamos que existe un peso A y una raiz larga « tales que
AN Hy) = -3.

Supongamos primero que todas las raices tienen la misma longitud. Sea ( una
rafz tal que a(Hg) = 1. De este modo se tiene que o — f € A. Ahora, del hecho
de que A\(H,) = —3 y de que v y [ tienen la misma longitud, obtenemos que
AN Hqy-p) = —3 — A(Hp). Del teorema 2.64 sabemos que A(Hy—_g), A\(Hy) € Z, de
este modo, el hecho de que A(H,_g) — A(Hg) = —3 implica que A(Hg) < —2 o
bien A(Hy—pg) < —2. Supongamos que A(Hg) < —2. Con lo anterior no es dificil
ver que

A+ka+18k=1,23y0<1<3—k}C ..

Por hipétesis se tiene que existe un triple generador extremal (Mg, A\1, ). Se tiene
entonces que A+ a = Ao+, para algin v € Ag. Del hecho de que Ay es extremal
se sigue que 7 # —a (esto debido a que A, A+3a € ® y A+ 2a = %)\—F %()\—H’)a),
de este modo se obtiene que A+ 2a no es extremal), por (2.3) se tiene que 7y + 2«
no es una raiz. Por lo tanto se obtiene

{)\+a:)\0+7

(3.3)
A+ 3a =X+, donde 7,5 € Ag.
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Ahora, &, 5 A+ a+28=X+7+286 =M +6+2(8—«). Por (2.3) y un
argumento similar al dado anteriormente se tiene que v+ 28 ni § + 2(8 — «) son
raices.

Supongamos a continuacién que existen raices de longitud distinta. De la proposi-
cion 3.19 podemos asumir que A no es del tipo G2, de la forma de las raices de las
algebras de Lie simples dadas anteriormente se tiene entonces que a = a; + a9 con
a1, ap rafces cortas tales que (ay, az) = 0. Dado que —3 = A(Ha) = 3(A(Ha,) +
A(Ha,)), la proposicién anterior implica que A\(Hy,) = —3 para i = 1,2.

Por hipdétesis existe un triple generador extremal de la forma (Ao, A1, ) o bien,
(Mo, A1, a1). No es dificil verificar que

{A+kar +las] 1 <k 1<3} CP,ND,,.

De este modo obtenemos como en el caso anterior que (3.3) se satisface y nue-
vamente del hecho de que \; es extremal se sigue que v # —a,d # «. Afir-
mamos que Ag(H,) < 0y A\ (Hy) > 2. Para esto, de lo anterior se tiene que
(A +a)(Hy) = —1 = (Ao+7)(H,). Ahora, si \g(Hy) > 1 se tiene que v(H,) < —2
lo cual es no es posible por (2.2). Si A\g(H,) = 1 se tendria que y(H,) = —2 y nue-
vamente por (2.2) se tendria que 7 = —a lo cual vimos anteriormente contradice
el hecho de que Ay es extremal. De manera andloga mostramos que Aj(Hy) > 2.

Ahora, es facil verificar que (A + 2a; + a2)(H,) = 0, por lo tanto, si existiera
e € Ap tal que A + 201 + ag = A1 + ¢, se tendria que \(Hy) +e(Hy) =0y
dado que A\;(H,) > 2, (2.2) implicaria que € = —a, luego, \j = A+ 3a; + 2ae, lo
cual es una contradiccion con el hecho de que A; es extremal, ya que de manera
similar se tiene que A 4 31 + 2a9 no es extremal. Por lo tanto, del hecho de que
A 201 +as = A+ a+a; = A\g+7+ a1, obtenemos que v+ a1 € Ag. De manera
andloga se muestra que v+ as € Ag.

Ahora, si 7 fuera una raiz larga implicarfa que y(H,,) = —2 para i = 1,2, ya que
se tiene que (Y+a;)(Ha,) = 7(Ha,)+2 y del hecho de que —2 < (y+a;)(Hq,) < 2
obtenemos que —2 < y(H,,) < 0, es facil descartar el hecho de que v(Hy,) =0
pues en otro caso v + «; serfa una raiz de longitud mayor a ~ lo cual es una
contradiccion con el hecho de que v es larga. Igualmente descartamos el caso de
que Yy(H,,) = —1 ya que en otro caso obtendriamos que 7 + «; serfa también
una raiz larga lo cual, de la forma en que estdn dados los «; vemos que no es
posible, por lo tanto, ¥(Ha) = 3(¥(Ha,) +7v(Ha,)) = —2, lo cual implica, por ser
« una raiz larga, que v = —q, lo cual ya vimos que no es el caso. De este modo
obtenemos que 7y es una raiz corta.

Para {i,j} = {1,2}, consideremos los pesos A + 3 + a; = Ao + 7 + 20a; =
A1 + 0 — 2aj. Dado que v es una raiz corta, se tiene que v + 2q; es una raiz
si y solo si v = —a; lo cual contradice el hecho de que A\g es extremal, ya que
A+ a = A — «a;, lo que implica que Ao = A + 2a; + «, pero A + 2a; + «;
no es extremal. De este modo se tiene que 6 — 2a; € A para j = 1,2. Pero
0 —2a3 = (0 —20q) + 2(a1 — a2), y dado que a — ay es larga, (2.2) implica que
0 = a, lo cual contradice la extremalidad de A\;. En cualquier caso vemos que
A(Hq) = —3 nos lleva a una contradiccién y el caso A(H,) = 3 se trata de una
manera similar, por tanto se tiene la afirmacién de la proposicién. O
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Proposicién 3.22. Sea g C End(V) como en la proposicion anterior y supon-
gamos que |A(Hy)| = 2 para algin X\ € ® y una raiz larga . Entonces para toda
raiz larga B € A tal que a(Hg) = 0 tenemos que |A\(Hg)| < 1.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe una raiz larga ( tal
que o(Hg) = 0y |A\(Hg)| > 2. De la proposicién anterior y cambiando a a y a
8 por sus negativos si es necesario podemos asumir que A\(H,) = A\(Hg) = —2.
Notamos también que podemos asumir que A no es de tipo G2 ya que en ese caso
no hay raices largas 3 tales que o(Hg) = 0.

Si existen raices de longitud distinta tenemos que @ = a1 + a9, con «q, g dadas
como en la proposicién anterior. De la identidad 2A(H,) = A(Ha,) + A(Hay)
podemos asumir que A(Hy,) € {—3, -2} y M(Hq,) € {—2, —1}. Nétese que S+2q;
no es una raiz. De otro modo, (8 + 2y, 5 + 2ay) = 3(B, B) + 4(B, ;) < (B, ),
pues recordemos que [ es una raiz larga. Luego se tendria que a;(Hg) < -1y
esto implicarfa que a(Hg) = (o1 + a2)(Hg) < —2 lo cual contradice el hecho de
que a(Hpg) = 0, de esto concluimos que §(H,,;) > —1, pero es facil ver que el caso
B(Ha,) = —1 tampoco es posible ya que si ese fuera el caso se tendria que 8+ «;
serfa también una raiz y esto implicarfa que a(Hg) < —1, lo cual contradice el
hecho de que a(Hg) = 0. Por lo tanto 8(H,,) > 0y del hecho de que f(Hy) =0
obtenemos que S(Hy,,;) = 0.

De lo anterior vemos que A + a1 + I8, A+ a+ 18 € ® paral =0,1,2 y de este
modo se obtiene que A+ a1 +13 € @,,. Se tiene también (A +2a+13)(Hq,) > 2,
de este modo obtenemos que

A+ka+18k=1,21=01,2} C Do Py,

Por hipdtesis existen pesos extremales Ao, A\ tales que (Ag, A1, @) o bien (Ao, A1, a2)
son triples generadores. De este modo se tiene que A + a = A\g 4+ v para algin
v € Ag. Dado que A 4+ a no es extremal se tiene que v # 0 y dado que g + -y no
es extremal se tiene también que g + 2y € .

Por un lado, —2 = (A + «)(Hp) = No(Hp) + v(Hg) > —2 + v(Hp), la dltima
desigualdad se sigue del hecho de que Ag es extremal, luego Ao(Hg) > A(Hg). De
esto se obtiene que y(Hg) < 0. Por otro lado, se tiene que —2 < (Ao +27)(Hp) =
(A +a+7)(Hp) = =2+ ~(Hp), luego, v(Hg) = 0.

De este modo se obtiene que y(Hg) = 0 y por tanto A\g(Hg) = —2. Notamos
que v+ 28 ¢ Ay ya que v + 28 = 0 implicaria que A\ + a + 28 = g pero
sabemos que esto no es posible debido a que A+ a4 23 no es extremal, ahora, si
v+ 28 € A tendriamos, por ser 8 una raiz larga, que v = —f y asi obtendriamos
que A+ a+ 8 = Ay lo cual vemos que tampoco es posible debido a que A+ a +
no es extremal. De este modo se tiene que A\+a+28 = A1+, para algin § € Ay,
de manera analoga obtenemos que ¢ # 0, A\;(Hg) =2y que 6(Hg) = 0.

De lo anterior vemos que ®, NPy, A +a+8=X+7+ 5= A+ — [, pero
notamos que ni v+ 4 ni § — 5 estdn en Ay, lo cual es una contradicciéon con el
hecho de que el triple es generador. O

Proposicién 3.23. Sea g C End(V') una subdlgebra de Lie con A y ® dados como
en la proposicion 3.21 y asumamos que todas las raices tienen la misma longitud.
Supongamos que existen raices o, 8 tales o(Hg) = 0, |A(Hqa)| =2 y |N(Hp)| =1
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para algin A\ € ®. Entonces para toda raiz vy tal que o(Hy) = B(H,) = 0 se tiene
que A\(Hy) = 0.

Demostracién. Sea (Mg, A1, @) un triple generador extremal y supongamos que
existe A € ® y raices 3, tales que A(H,) = =2, \(Hg) = A\(H,) = -1y a(Hp) =
a(Hy) = B(Hy) = 0. De estas suposiciones obtendremos una contradiccion.
Notamos en primer lugar que

{A+ka+18+my|l k=12, I,m=0,1} C D,.

De esto se obtiene que A + a = A\g + § para algin § € Ay. Dado que A+ « no es
extremal, concluimos que 6 # 0 y como antes, A\g + 2§ € ®.

Supongamos que 6(Hg),d(H,) > 0. Esto implica que 6 + 3 + v no es una raiz,
pues si ese fuera el caso es facil ver que § + 5 + « tendria una longitud mayor a
B lo cual no es posible ya que todas las raices tienen la misma longitud. Por lo
tanto A +a + S+ = A1 + ¢, para algtin € € Aq pero dado que A+ a+ 3+ no
es extremal mientras que Aj si lo es, tenemos que € # 0. Mas ain, A+ a + v =
Ao+ 647y = A1 +¢e— . Dado que § + no es una raiz, ya que tiene una longitud
mayor a 3, se tiene que € — 8 € Aq, pero, dado que A + a + 7y no es extremal,
tenemos de hecho que € — f € A, con esto obtenemos que e(Hg) = 1. De este
modo, reemplazando, si es necesario a A por A + 3 + 7, a 3,7 por sus negativos
e intercambiando a A9 y a A1, podemos asumir que

d(Hpg) = —1, lo cual implica que \o(Hg) = 0.

Lo anterior implica que (Ag+20)(Hg) = =2y (Ao +20)(Hy) = (A+a+0)(H,) =
—14 6(H,). La proposicién anterior implica entonces que §(H~) > 0.

Asi se tiene que 0+, + B+ ¢ A y de este modo ®, > A+a+~vy = A\ +17 para
algin n € Agy o 2 A+ a+ B+ =X +n+ 8, luego, n+ 5 € Ag. M4s atin,
dado que ni A+ a+ v ni A+ a+ §+ vy son extremales, se tiene que n,n+ 5 € A
y A1 +2n € @, de este modo, n(Hg) = —1 y Ai(Hg) = 0. Se tiene entonces que
(M +2n)(Hg) = =2, (M +2n)(Hy) = 1+ n(H,) y de la proposicién anterior se
tiene que n(H,) < 0.

Ahora, ®, 3 A +2a = A\ +a — v+, y dado que n # —a pues —a(Hg) =0, y
(a =y +mn)(Hy) < —2, obtenemos que a — v+ 1 ¢ Ag, pues en otro caso (2.2)

implicarfa que o — v +n = —v, es decir, n = —a. De este modo se tiene que
A+2a =X+ 6 + o y entonces § + o € A pues el hecho de que §(Hg) = —1
impide que 6 = —a. De aqui se tiene que §(H,) = —1. Procediendo de manera

andloga a lo anterior obtenemos que n(H,) = —1 y asi, \;(H,) = 1 parai =0, 1.
Dado que (Ao + 20)(Hg) = =2y (Ao + 260)(Ha) = (Ao +2(6 + 8))(Ha) = —1, se
sigue que A\g + a + 24, \g + o + 2(d + ) € ®,. Por otro lado, dado que § # —a,
d+B# —aya+2i,a+2(0+ 3)#0, se tiene que a + 25, 4+ 2(6 + 3) ¢ Ao,
esto implica que Ao+ 25 +a — A1, (Ao +20 +a— A1) + 28 € Ag lo cual es posible
si y solo si A\g + 26 + a — A\; = —f por (2.2), de esto obtenemos que

n=—(a+pf—v+0).

Ahora, (A1 +2n)(H,) = —1, lo cual implica que A\ +2n+a = Ao+ 20 — f € @,
y el hecho de que o + 21, —f3 + 27 ¢ Ay nos dan una contradiccién con el hecho
de que (Mg, A\1,a) es un triple generador. Notamos que la demostracién dada
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(iid)

(vit

anteriormente estd completa debido a que la proposiciéon anterior nos garantiza
que es suficiente con estudiar el caso |A\(H,)| = 1. O

Finalizamos esta seccién enunciando una clasificacién de las algebras de Berger
irreducibles complejas con parte semisimple simple que tienen asociados triples
generadores extremales.

Teorema 3.24. [Sc, Prop. 3.18] Sea g C End(V) un dlgebra de Berger irre-
ducible con gs simple, A y ® dados como antes y supongamos que existe un triple
generador extremal (Ao, A1, ). Entonces se tiene que el peso dominante es una
raiz, o bien, la representacion de gs en V es congruente a una de las siguientes
representaciones:

]8 9 9 .. 9 g conk=1,2
0 1 0 0 0
o——o 00— O . o)
1 0 0 0 0
O ...... Q
1 0 0 0 0
O ...... :)
0
1 0 0 0
o—O0— et
0
k para k < 3 (vii) & ! 9
i) 3 9 L 9 9 conn=25,6
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(iz) 9 0 0 1 0 0 9 (z) & 1
(@) & S—e3 (wii) & 5 5 3

(wiii) 9 9 L paran <7
(ziv) 3 g .. 9 g L paran<7
1
(xv) 3 g .. S 9 para 5 <n <8
0
N1 0 0 0 0
(zvi) o o
L
0 0 0 0 0 1
(zvit) o o
0
Donde
A1 A2 A3
O o ......
aq oo ag

es la representacion del dlgebra de Lie de tipo el correspondiente diagrama de
Dynkin tal que su peso extremo estd dado por A = A\jwi + Aawa + Asws +-- -, con
Xi € Z y {wi,wa,...} es el conjunto de pesos fundamentales asociado al sistema
fundamental de raices {a1,as,...}.

A continuacion damos ejemplos de representaciones correspondientes a los dia-
gramas dados en el teorema anterior:



5. Representaciones complejas tensoriales

7

\ Us \ |4 dim V'
(i) | sl(n+1,C) Sym* C"H! %)
(i) | si(n+1,C) A2CnH n(ntl)
(iii) |so(2n+1,C) cntt 2n + 1
(1v) sp(n,C) c* 2n
(v) 50(2n,C) c* 2n
(vi) sl(2,C) Sym* C2 k+1
(vid) sl(4,C) AZIC? 20
(viii) | sl(n+1,C) A3Cnt nntl(n-1)
(i) s((8,C) ACB 70
(z) 50(5,C) | ker(R®°® $5 — $5) 16
(i) sp(3,C) A3CS 14
(i) sp(4,C) A3CE 48
(wiii) | sp(4,C) ASCB 42
(ziv) | s0(2n 4+ 1,C) $2n+1 2"
(zv) so0(2n,C) $om 2n—1
(xvi) ¢6 W 27
(zvit) e7 Wy 56

En la tabla anterior, A>!C* = ker(A2C* ® C* N A3C*), $,, es la representacién
espinorial de s0(m,C) y $,, = $: © $, (para una descripcién explicita ver por
ejemplo [FH]). El espacio ALV estd dado por AJV = ker(A*V — AF2V),
donde AFV — A2V est4 dado por

vy A Ao > Z(—l)iJrjilQ(vi,’Uj)’l)l/\”-Af)i/\"'/\@jA"'
1<J
donde €2 es una forma simpléctica en V.

Finalmente, ¢g, ¢7 son algebras de Lie del tipo Eg, E7, respectivamente y se tiene
que ¢g tiene dos representaciones irreducibles de dimension 27, mientras que e
tiene una representacién irreducible de dimensién 56 (una construccién explicita
de ¢g y ¢7 puede ser encontrada en [Yo)).

5. Representaciones complejas tensoriales

En esta seccién clasificaremos las algebras de Berger irreducibles complejas cuya
parte semisimple no es simple. FEl lema de Schur implica que la representa-
cién es tensorial, es decir, se tiene que V = Vi ® Vo, donde V; es también una
representacion. Mas atin, hay una aplicacién natural de End(V;) @ End(12) a
End(V) inducida por la representacién tensorial, a saber,

p: End(V1) & End(V2) — End(V)
dada por

fiedfor— (p(fid fo) 2@y r— fir@y+2® foy).
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Del hecho de que
{X € End(V)] [X,Idy, ®g] = 0 para todo g € End(V2)} = End(V;) ® Idy,

se tiene que ker(p) = geng{Idy; ® — Idy, }.
Definimos g C End(V') por

g = End(V4) @14 End(V2) = (End(V;) @ End(V2))/ ker(p).

De lo anterior se tiene que cualquier algebra de Lie irreducible h C g es de la
forma b = by @ by con h; C End(V;) irreducible. Denotamos por &' y A’ a
los conjuntos de pesos y raices de b;, respectivamente. Se tiene entonces que
A =A'UA?y que ® = &' + &2, donde @, A son los conjuntos de pesos y raices
de b, respectivamente. Se tiene también que, para a € Al, &, = ®! + ®2,

Consideramos en primer lugar el caso en el que dimV; > 3 para i = 1, 2.

Lema 3.25. Sea V =V, ® Vo, g C End(V) dada como antes y supongamos que
hh @by Cg esun dlgebra de Berger irreducible. Entonces ®, tiene a lo mds
dos elementos para todo o € A,

Demostracién. Supongamos que existe o € Al tal que ®. tiene més de dos
elementos. Por la proposicién 3.16 existe un triple generador (Ao + po, A1 + 1, @)
con \; € ®' p; € 2. Dado que dim Vs > 3 se tiene que ®2 contiene al menos
3 elementos. De este modo, existen elementos A € ®L, A\ # Ao, \; y pu € @2
p # o, p1. Esto implica que A+ p € @, pero se nota que (A—\;) + (u—pi) ¢ A
para i = 0,1 lo cual contradice el hecho de que (Ao + 0, A1 + p1, ) es un triple
generador. O

Lema 3.26. Sea h C End(V') una subdlgebra irreducible y sea b la parte semisim-
ple de h. Supongamos que para algun o € A @, contiene a lo mds dos elementos.
Entonces b es conjugada a una de las siguientes representaciones.

1) sl(n,C) actuando en C™. En este caso, ®, consta de un solo elemento
para todo o € A.

2) so(n,C) actuando en C". En este caso, @, consta de dos elementos para
todo o € A y su suma es o.

3) sp(n,C) actuando en C*". En este caso, ®, consta de dos elementos si
a € A es una raiz corta, y su suma es o, y Py = {%a} st € A es una
raiz larga.

4) g2 actuando en C7. En este caso se tiene que ®, consta de dos elementos
st a es una raiz larga y ®, consta de cuatro elementos si « es corta.

5) spin(7,C) actuando en C®. En este caso se tiene que ®, consta de dos
elementos si a € A es una raiz larga, y su suma es «, y ®, consta de
cuatro elementos si o es corta. 3

3El dlgebra spin(n, C) estd definida como el dlgebra de Lie del grupo compacto y conexo Spin(n, C)
donde este grupo estd definido en términos del dlgebra de Clifford de C", C(n,C) := T(C™)/(Z =
(z® z + b(z,2)| z € C™)), con b(-,-) el producto escalar simétrico usual. Denotamos a las clases z1 ®
-+ ® 2z, +Z con z; € C" como 27 --- 2. De esto definimos Ct(n,C) := {21 - 22| z; € C*, k € N}
y para g = 21 --- 2z}, definimos g* = (—1)¥z --- 21. Finalmente el grupo Spin(n,C) estd definido como
Spin(n,C) = {g € CT(n,C)| gg* = 1y gzg* € C® Vz € C"}. M4s ain, se tiene que como dlgebras de
Lie, spin(n, C) = so(n, C).
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6) sl(2,C) @ sl(n,C) actuando en C? ® C*. En este caso ®, consta de dos
elementos si a es una raiz del sumando sl(n,C) y consta de n elementos
st a es una raiz del sumando s1(2,C).

7) sl(2,C) @ sp(n,C) actuando en C* @ C*". En este caso ®, consta de
dos elementos si a es una raiz larga del sumando sp(n,C); ®, consta de
cuatro elementos si « es una raiz corta del sumando sp(n,C) y consta de
2n elementos si « es una raiz del sumando s((2,C).

Demostracién. Supongamos que ®, tiene a lo més dos elementos para algin
a € A. Es claro que |A\(Hy)| < 2 para todo A € ® pues de otro modo A+ ka € &,
para k = 1,2,3 (esto en el caso en el que \(H,) < —2, en el caso A\(H,) > 2 se
tiene que A — ka € &, con k = 1,2, 3).

Supongamos que A(H,) = —2 para algin A € ®. Asi &, = {\ + a, A + 2a}.
Si existe § € A tal que S(H,) = 1 entonces, después de reemplazar a [ por
a — 3 si fuera necesario, podemos asumir que A(Hg) < 0, de aqui obtenemos que
A+ a+ B € &g, lo cual es una contradiccién con el hecho de que ®, contiene
a lo méas dos elementos, pues 8 # 0, . De este modo concluimos que no existe
B € A tal que f(H,) = 1. Esto implica que rkhs = 1 o bien, A es de tipo
B,, con « una raiz corta. En el primer caso se tiene que h; C End(V) es la
representacion estdndar de so(3,C) en C3, mientras que en el segundo caso se
tiene que hs C End(V) es la representacién estdndar de so(2n + 1,C) en C?"+1,
con n > 2.

Ahora, supongamos que |A(H,)| < 1 para todo A € ® y que existe 3 € AL :=
{v € Al v(Hy) = 0} con A(Hg) = —1. Entonces ®, = {A\ + a,\+ a+ S}. De
este modo 3 € A} con esta propiedad es tinico y de esto se obtiene que {£/} es
un sumando directo de AZ.

Lo anterior implica que A es de tipo Az, B, (con « una raiz larga), C,, (con «
una raiz corta), D,, G3 6 A contiene a A; como sumando directo. De aqui se
obtienen las representaciones listadas en la proposicién.

Por tltimo, supongamos que A(H,) = 1 y A(Hs) = 0 para todo 8 € AL. Si A
no es de tipo A, se tiene que A\ = %a lo cual es posible solo si A es de tipo C,, y
como es sabido esto nos da la representacién estandar de sp(n,C) en C*. Si A
es de tipo A, obtenemos la representacién estdndar de sl(n +1,C) en C**1. O

Con estos resultados nos es posible obtener la siguiente clasificacién.

Teorema 3.27. Sean Vi, Vs espacios vectoriales complejos de dimension finita,
digamos dimV; =n; > 3, y sea V=V, ®@ Vs, g C End(V) dada como al principio
de esta seccion.

Si h C g es irreducible se tiene que b es de Berger fuerte si y solo si es
congruente a una de las entradas de la siguiente tabla
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| b | K | K'(h) |

gl(n1,C) rq gl(n2, C) | VF @ V* | Sym? V* @ V*
sl(n1,C) ® sl(ny, C) | Sym®V* | Sym®V*
so(n1,C) @ so(ng, C) C (0}

sp('5 C) @ sp(5, C) C {0}

Para la demostracion del teorema anterior necesitamos un par de resultados adi-
cionales.

Lema 3.28. Sea V = V) ® Vo con V1, Vo espacios vectoriales complejos tales que
dimV; > 3 para i = 1,2. Se tiene que

K(End(V7) @14 End(13)) =V @ V*.

Demostracion. Definimos la aplicacién
R: V'@V — K(End(Vl) D1a End(Vg)), w— R“,
con R¥ dada por

R¥(e1 ® x1,e2 ® x2)(e3 ® x3) =
R*Vi(e; @ 11,69 @ T2)e3 @ 3 + e3 @ RV (e @ w1, e @ w2)3,

y con R¥V1 R“V2 dadas por

ROVi(e1 @ 1, €0 @ x3)e3 = wle] ® 1, e3 @ T3)eg — w(ea @ To, e3 @ x1)eq

R*V2(eq @ 11,69 ® T2)13 = w(e1 ® 21, €2 ® 23) 22 — wlea @ T2, 1 @ T3)T1.
Un célculo directo verifica que R € K(End(V}) @14 End(132)).
Notamos que del hecho de que
V*@V* = Sym? Vi ®Sym? V3 @ A2V @ A2V @Sym? Vi @ A2V @ A* V) @ Sym? Vs,
todo w € V* ® V* admite una descomposicion de la forma
w =Wy walt

con w¥™ simétrica y w?t alternante.

No es dificil demostrar que
try, (Rw,V1 (61 XX, €9 ®x2)) = 2walt(61 Xx1, e ®:L'2) = try, (Rw’v2 (61 XX, 62®£C2)).
Definimos

Uy, Ve V* —C,

definida como ¥y, (e1 ® 21, e2 ® x9) = try; (e3 —> R“Vi(e1 @ 11, e3 @ 12)e3).
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Sea {fi1,..., fn,} una base para V; con base dual {dfi,...,df,,}. De la primera
identidad de Bianchi y del hecho de que df,(e ® x) := df,,(e)z obtenemos que

0 = deu(Rw(ﬁ®$1762®$2)(fu®$3)+Rw(€2®962,fu®$3)(61®331)
m

+RY(fu ® x3,61 @ x1)(€2 @ x2)).

De este modo obtenemos que
(3.4) —try, (R“”V1 (e1 @ x1,e9 ® m2))x3 — Yy, (€2 ® T2, €1 @ x3)T1

+v; (e1 @ 1, €2 @ 3) 72

=RV (e1 ® 31, €2 ® 22) w3 + RV (€2 ® 2, €1 ® 23)11

—|—R°J’V2(ez ® X3, €61 @ T1)T3.
Se nota que dado R € K(End(V1) @14 End(V3)) existe una unica descomposi-
cién de la forma R = RV ® Idy, +1dy;, @R tal que try; (RV1) = try, (R"?) y

que para dicha descomposicién (3.4) sigue siendo vélida. Algunas observaciones
adicionales, consecuencia de (3.4) son

1) Si R € K(End(V7) @14 End(V3)) con descomposicion
R = R ®1Idy, +Idy, ®R"2
tal que R"1 = 0 se tiene entonces que R"? = 0 y viceversa.
2) Si R € K(End(V1) @14 End(V2)) con descomposicién
R = R ®1Idy, +Idy;, ®R"2
tal que try; (R") = 0 se tiene entonces que 9y, determina a R"2.
Para mostrar 2) demostraremos que la aplicacién
Oy, : V@ V* @ End(Va) — V* @ V* @ End(14)
dada por

(Ov,p)(e1 ®@ z1,e2 @ x2)x3 =
nip(er ® z1, ez ® x2)x3 + ples ® x2, €1 ® x3)21 + plea ® x3, €1 @ T1)2
es invertible.

Se tiene de hecho que 9‘711 estd dada por

(0y.'p)(e1 ® m1, €2 ® w2) w3 = qop(er © w1, €2 @ Ta)x3
+qip(e2 ®@ 23,1 @ x1)T2 + gap(er @ x2,e2 ® x3)T1
+q3pe2 @ x1,e1 @ x2)x3 + qupler @ x3,e2 @ 1)
+qsp(e2 ® x2,e1 @ x3)21
donde

n‘;’ —3nq ny

qo:n‘f—5n%+4’ qz:n‘f—5n%+4’
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g n1 —2
4= .3 =,
ni—5nf +4 B el +4
—n3+2 —n3+2
Q= a5 =

n{—5n?2 +4’ nf—bsn?+4°

Notamos que los ¢; estan bien definidos dado que n} — 5n? + 4 = (ny — 2)(n1 +
2)(ny —1)(ny + 1) y ny = dim V4 > 3. De este modo concluimos 2).

Ahora, definimos

RW’VI’O(el ® T1,€2 @ x2)€3 —

2
w(er ® z1,e3 ® xg)ea —w(ez ® x2,e3 @ T1)e] — nfwa“(m ® x1, ez ® Ta)es,
1

Rw,Vg,l(el X x1,62 Q 33‘2)%‘3 =

alt (

2
w(e] ® x1, e @ x3)xre —w(es ® x2,e1 @ x3)T1 + —w(er ® x1, €3 ® xT2)x3.

1

No es dificil ver que try, (R*V1:0) = 0.

Definimos también

1/}%,0(61 ®x1, €62 ® X2) =

alt (

2
niw(er ® 1, e2 ® x2) —w(e] @ To,e2 ® 1) — —w (e ® 1, €2 ® x2),

1
R VL * * * w,0
UV:VeV — V' eV', w1y
Se tiene que ¥ es diagonalizable con eigenvalores ny — 1, ny + 1, n; + 1 — n% y
ny — (1+ n%) Del hecho de que n; > 3 obtenemos que V¥ es invertible.

Ahora, sea R € K(End(V}) ®1q End(V2)) y sea R = R"* ® Idy, +Idy; @ R"2 con
try, R =0 (se tiene que tal descomposicién existe para todo R y ademds es
tinica). De 2) sabemos que 1y, determina R'2. Definimos

w =V (1hy,).
Consideramos R¥ como antes con la descomposicion
R = R*V1Y @ 1dy, +1dy, @ RV,
Por definicion se tiene que wﬁl’o = U(w) = ¢y;. De este modo obtenemos que
R—RY = (R" — R*"%) ®1dy, +Idy, @(R" — R*">1).

Dado que try, (RV* — R*V1:0) = 0, 2) implica que 9y, — 1/1“2’0 determina Rz —
R¥V2:1. Pero del hecho de que vy, — w%}l’o = 0 obtenemos que RY?> — R¥V2:1 =
y de 1) obtenemos que RV — R¥V10 = 0, luego, R = R¥, es decir, R es una
aplicacién sobreyectiva.
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Mostramos ahora que R es inyectiva. Comenzamos definiendo
Ric: K(End(V1) @14 End(V2)) — V* @ V*, R+ RicR,
donde Ric R esta dada por
(RicR)(e1 ® w1, e2 ® z2) = try(e3 ® x3 — R(ez ®@ x3,e1 @ 21)(e2 @ x2)).
Paraw e V'@ V* y R¥ € K(End(V1) @14 End(V2)) con la descomposicién
RY = R®V1 @ 1dy, +1dy, @ R*""2
Definimos Ric®""1, Ric*"2 € V* @ V* dados por
Ric*Vi(e; @ 11,9 @ 12) = tryfes ® z3 — (R*V1(e3 @ 13, €1 ® 71)e2) @ 2],
Ric*"2 (61 ®x1,e9@x9) = tryfes @z — €3 ® RV (e3 ® x3,€1 ® T1)T2).
Notamos que

Ric“Vi(e; @ 21,60 @ 2) = w(er @ 2,2 @ 1) — niw(e; @ 1, €9 ® x3)

Ric”"2(e; @ 21,0 @ 13) = w(eg @ x1,e1 @ o) — now(e] @ 1, €9 ® T3)
Definimos también
flipy,, flipy, : V* @ V' — V @ V¥,
dadas por

(flipy, n)(e1 @ r1,e2 ®22) = 7n(e2 ® 71, €1 @ 12),
(ﬂipv2 7])(6’1 X x1,e9 ® :132) = 77(61 X 2,62 X :1:1).

De este modo obtenemos que

Ric”"t = (flipy, —n1 ldy+gv+)w,

Ric“"? = (flipy, —no Idy-gy+)w.

De la definicién de Ric obtenemos que
RicR® = Ric”"! 4 Ric*"?

= (ﬂile + ﬂipv2 —ny Idy+gy+ —ng Idy-gy+)w.

Utilizando la descomposicion para V* @ V* dada al principio de la demostra-
cién y el hecho de que flipy, es una involucién para i = 1,2, obtenemos que los
eigenvalores de flipy, + flipy, —n1 Idy+gy+ —ng Idy=gy+ son 2—n1 —no, —(n1+n2)
y —(2 4+ n1 + n2). Del hecho de que n; + ny > 6 obtenemos que todos los
eigenvalores son negativos y por tanto la aplicaciéon w — Ric R“ es invertible.
De esto obtenemos que la aplicacién R es inyectiva. g

Corolario 3.29. Sean Vi,Vs espacios vectoriales complejos de dimension al
menos 3 y sea b una forma bilineal simétrica y no degenerada en Vi, se tiene
entonces que

K(so(V1,b) @ sl(Va)) = Cb ® Sym? V.
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Demostracién. Comenzamos notando que
s0(V1,b) @ End(Va) = co(V1,b) @19 End(V2).

Afirmamos ahora que X € co(V1,b) si y solo si bx =0, donde

2
bx : Vi x Vi — C, (61,62) — b(Xel,eg) + b(el,Xeg) — —(trX)b(el,eg),

n

con n; = dim V.

Es claro que si X € co(V7,b) entonces by = 0. Para el reciproco usamos el hecho

de que b es no degenerada y de este modo obtenemos que la parte simétrica de

X, estd dada por n%(tr X)Id.

Ahora, para w € V* @ V* definimos w°" € A2V* ® Sym? Vi dada por

ObS(

w €1 ® 1,62 Q T, €3 - 64) = bRW’V1 (e1®x1,ez®z2)(e3’ 64)'

A continuacién mostramos que R¥ € K (co(Vi,b)@1aEnd(V2)) siy solo si w®P = 0.
En primer lugar no es dificil ver que

Obs(el ®x1,ea@x9,e3-€4) = w(er ®@xy,e3 @ xa)b(ea,eq)

w (

+w(er ® x1,e4 @ z2)b(eg, e3)

—w(eg & x2,€3 X 331)17(617 64)
)b(

—w(ey ® x9,e4 ® x1)b(e1, €3)

4
——w

alt
ni (

e1 ® x1,e2 ® x2)b(e3, e4).
Ahora, sea {f1,..., fn, } una base ortonormal para V; con respecto a b. De este
modo obtenemos que
(W) (ea @ zo,e4 @ 1) = O(w)(ex ® T2, e4 @ 1)
4
+—w (e @ T2, €4 @ 21)

ni
—(n1 + Nw(ez @ x2,e4 ® x71)

+w(ez @ 1, e4 @ T2),

donde
(W) (e1 © w162 ®12) = D W (fu® 22,01 @ 31, fu €2)

I

O(w)(er @1, 2@ @2) = w(fu @ w2, fu @ T1)blen, €2).
I

De este modo obtenemos que
T(wObS)(€2 ® x2,64 @ T1) =

4
—[((n1 +1)1d o~ p1ralt —flipy, )w](e2 ® w2, e4 ® 1) + O(w)(e2 ® T2, 64 ® 7).
1

Ahora, de la descomposicién
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V*®V* — A2V1* ®A2Vv2* @A2%*®Sym2 VYQ* @SymZ ‘/1* ®A2‘/2* @Sym2 V1*®Sym2 ‘/'2*
obtenemos que el operador —((n; + 1)Id —nil prelt —flipy, ) tiene eigenvalores

—(n1 +2),—(n1 — nil), —(n +2— nil), —ny. Se tiene también que 6 tiene eigen-

valores 0, +ny y para verificarlo utilizamos el hecho de que
V*eV* = Cb®Sym?Vy ®Che A*Vy
@® Sym3 Vi* ® Sym? V' @ A?V;* @ Sym? Vy'
® Sym3 ViF @ A*Vy @ APV @ APV
y un calculo directo muestra que Cb® Sym? V' es el eigenespacio correspondiente

al eigenvalor ny, Ch ® A%Vy es el eigenespacio correspondiente al eigenvalor —n4
y el otro subespacio es el eigenespacio correspondiente a 0.

De este modo obtenemos que
ker(w — 7(w°?)) = Cb ® Sym? Vy'.
Finalmente se tiene que R|cyqq,m? vy 1Nos da el isomorfismo
Cb ® Sym? Vy = K (co(V1,b) ®1q End(V2)).
Ma3s aun, se tiene que

co(V1,b) ®1q End(V2) = so(V1,b) @ sl(V3)

y de este modo obtenemos que
K(so(V1,b) @ sl(Va)) = Cb ® Sym? V.
O

Notamos que la demostraciéon del corolario anterior muestra ademds que
s50(V1,b) @ sl(V3) es un dlgebra de Berger.

Demostracién del teorema 3.27. Por el lema 3.25 sabemos que ®?, debe con-
tener a lo mas dos elementos para todo o € A?, del lema 3.26 se sigue que solo
los casos 1),2),3) y el caso 6) con n = 2 pueden ocurrir. En la tltima posibilidad
tenemos que b = 5[(2,C) @ sl(2,C) actuando en C? ® C? la cual es equivalente
a la representacién estandar de so(4,C) en C*.

De este modo, si h = h; ® ho C g es de Berger, se tiene que la parte semisim-
ple de b;, (hi)s, es equivalente a sl(n;,C), so(n;,C) o bien a sp(%:,C) con sus
representaciones estandar.

Ahora, de la demostracion del lema 3.28 obtenemos que b, estd contenida en
gl(n1,C) P1q gl(ng, C) o bien, estd contenida en sl(ny, C) @ sl(nz, C).

Hacemos notar que un argumento similar al utilizado en la demostracién del
corolario 3.29 nos muestra que
ﬂ ~ A2Mn2
K (sp( 5 ,C) @ sl(ng,C)) = A°C"2,
y de este modo obtenemos que

K (so(n1, C) & sp(%2, €)= {0},
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lo cual implica que so(n1,C) @ sp(*?, C) no es un dlgebra de Berger.

Ahora, el caso so(ny,C) @ sl(n2, C) queda descartado ya que se tiene que no es
un algebra de Berger fuerte. De la misma forma sp(%-, C) @ sl(nz, C) tampoco
es un algebra de Berger fuerte.

Las posibilidades restantes son so(n1,C) @ so(n2,C) y sp(5,C) @ sp("2,C). De
los resultados anteriores obtenemos que
K (so(n1,C) @ so(ngy, C)) = CR"®%2,
con b; el producto escalar estandar en C™ y
by ® ba(e] ® x1,e2 @ x2) = by(e1, e2)b(x1, x2).
Asi se obtiene que dim K (so0(nq,C) @ so(ng,C)) = 1 y por tanto,
K'(so(n1,C) @ so(ny,C)) = {0}.
Resultados andlogos se tienen para sp(%,C) @ sp(“2,C). Sin embargo tanto

so(ny, C) @ so(ng, C), como sp(-, C) ®sp(“Z, C) son de hecho algebras de Berger
fuertes. 0

Ahora consideramos el caso V = V] ® V5 con dim V; = 2. En este caso tenemos
que h = sl(2,C) @ b2 con hy C End(V2) una subdlgebra irreducible.

Proposiciéon 3.30. Sea V =V, ® Vo y b, b2 dadas como en el pdarrafo anterior
y supongamos que b es un dlgebra de Berger irreducible. Si K(h) es un sl(2,C)-
modulo trivial se tiene entonces que b es simétrica.

Demostracién. Del hecho de que dim V; = 2 se sigue que dim A2V} = 1. Sea
A2V} = gen{Q}. Denotaremos a los elementos de Vj por e, f,... mientras que
los elementos de V5 seran denotados por x,y, . ..

Por definicién sabemos que K'(h) C V*® K(h) = Vi* @ Vi @ K(h). Por hipétesis
sabemos que K (h) es un s((2, C)-médulo trivial y del hecho de que V3 es también
un sl(2, C)-mdédulo trivial obtenemos que V5 y por tanto V5 ® K(h) son también
s[(2, C)-médulos triviales. Ahora, dado que Vi* es un sl(2, C)-médulo irreducible
se sigue que K'(h) = Vi ® W, para algtin subespacio W C V5 ® K(h). Sea
¢1 € W, definimos ¢ € K'(h) por

ple1 @) =0, ¢lez ®x) = ¢1(x),
donde eq, eo son cualesquiera dos vectores linealmente independientes en V.
Ahora, de la segunda identidad de Bianchi satisfecha por ¢ € K'(h) aplicada al
triple (e1 ® z,e1 ® y,e2 ® z) se obtiene que ¢1(z)(e1 @ x,e1 ®y) = 0.
Para continuar es necesario hacer algunas observaciones adicionales sobre A2V .
Comenzamos con el hecho de que se tiene el isomorfismo

A%V =~ Sym? Vi @ A%V, & A%V; @ Sym? Va.

Por otro lado, del hecho de que 4uv = (u + v)? — (u — v)?, para u,v € V;, se

obtiene que Sym? V; estd generada por los monomios de la forma u? con u € V;.
De este modo obtenemos que

Sym2V1 @ A*Vy =gen{(e®@z) A (e®y)| e € Vi,z,y € Va},
A*V; @ Sym? Vo = gen{(e @ z) A (f @ 2)| e, f € Vi, x € Vi}.
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Lo anterior junto con el hecho de que ¢1(2)(e; ® z,e1 ® y) = 0 implica que
¢1(2) € A*V; @ Sym? V' @ b.
Més atn, dado que dim A2V = 1y que ¢1(z) € K(h) es sl(2,C)-invariante

obtenemos que
P1(z)(e®w, f @y) =Qe, [lY(2)(z,y),
con 1(z) € Sym? V¥ ® b.
Ahora, de la primera identidad de Bianchi satisfecha por ¢1(z) € K(h) aplicada
al triple (e; ® z,e1 ® y, e2 ® w) obtenemos que

$1(2)(e1 @ y,e2 @ w)(e1 @ x) + d1(2)(e2 @ w,e1 @ x)(e1 @ Y) = 0,
y de la forma que tiene ¢1(z)(e ® z, f ® y) obtenemos que
e1 ® Qe1, e2)Y(2)(w, y)z = e1 ®@ Qeq, e2)(2)(w, )y,

luego,

es decir, se tiene que 9(z) € Sym? V5 ® Va. De este modo obtenemos que
B(2) € (Sym? V5 @ ) N (Sym® V5 © V3) = by,

Ahora, es sabido que solo hay cuatro algebras de Lie irreducibles ho tales que

é2) # {0}, a saber, las representaciones estdandar de gl(n,C) y sl(n,C) en C" y
las representaciones estandar de sp(n,C) y csp(n, C) en C?". M4s atin, para bh =
5[(2,C) @ b con hs cualquiera de las cuatro dlgebras mencionadas previamente
se tiene que K (h) no es un sl(2, C)-mddulo trivial. De este modo obtenemos que
¢ = 0y por lo tanto, W = {0} lo cual implica que K'(h) = {0}. O

Nuestro siguiente objetivo es dar una clasificacién de las dlgebras de Berger irre-
ducibles de la forma h = sl(2, C)®hs. Para esto necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.31. Sean V = Vi ® Vo y b, by dadas como antes. Si b es un dlgebra
de Berger irreducible no simétrica entonces ®2 contiene a lo mds dos elementos
para algin o € A%. Mds aiin, si la parte semisimple de by es simple, entonces se
tiene que el resultado se cumple para todo o € A?.

Demostracién. Comenzamos notando que el resultado se sigue de manera in-
mediata si dim V5 < 2. De este modo podemos suponer que dim V5 > 3.

Del hecho de que § es no simétrica obtenemos, de la proposicién anterior, que
K (h) no es un sl(2, C)-médulo trivial. Ahora, consideremos 1y un generador del
latiz de pesos de s[(2,C). Se tiene entonces que

K(h) c A>V*@h c A’V* @ (End(V}) ®1q End(V3))

implica que el conjunto de pesos del h-médulo K (h) esta contenido en el conjunto
{—4,-2,0,2,4}4¢9 + Ap,, donde Ay, es el latiz de pesos de ho. Més atin, se tiene
que K (h) no es sl(2,C)-trivial si y solo si existe p1 € Ay, tal que —2¢g + p es un
peso.

Definimos

W= @ K(H) 290415

HEAy,



88 3. Algebras de Berger irreducibles

donde K (h)—2py+p = {R € K(h)] X - R = (=290 + p)(X)R para todo X € to}.
El lema anterior implica que W # {0}.

No es dificil mostrar que

W:{REK(E)NH-R:—QR, con H = <(1) _01>}

Es claro que W es un subespacio he-invariante, es decir, para todo X € bo,

X-WcCcWw.

Definimos ahora s = (R(u,v)| R € W,u,v € V). De lo anterior se obtiene que
[h2,5] C s. Vemos que no es posible que s C sl(2,C). Esto se sigue del hecho de
que, para R € K(h) existe una descomposicién de la forma R = R'(2C) 4 Rb2,
con R¥'ZC) € A2V* @51(2,C) y R" dada de manera andloga. Si s C sl(2,C) se
tendria que R"2 = 0. De este modo la primera identidad de Bianchi aplicada al
triple (e®@ z,e®y, f ® z) con e, f € Vi, x,y,z € V5 linealmente independientes
toma la forma

(RO (e@, ey) floz+ RO (evy, foz)e]@z+ RO (f0z, e0z)e] @y = 0

y del hecho de que e, f € V] x,y, 2 € V5 son linealmente independientes se obtiene
que

REI(Z’(C)(G Rr,ey)f = Rﬁ[@’(c)(e Ry, f®z)e= REI(Q’(C)(f ®z,e®x)e =0.

De esto obtenemos que R*2C) = ( lo cual es una contradiccién con el hecho de
que W # {0}.

Se tiene entonces que {0} # s N ha < ha. Sea o una raiz de s N ha. Sean R € W
de peso —2¢9 + 1 y u,v € V elementos de peso tales que

R(u,v) € (s N H2)a.

Del hecho de que los pesos de sl(2,C) son £ se tiene que los pesos de u,v
estdn contenidos en el conjunto {£¢ + A| A € ®2}. Dado que A = Al U A?
y ® = &' + &2 obtenemos que (—2vo + p) + (£9o + A1) + (£ + A2) € A?
implica que los pesos de u y de v son de la forma 1y + Ag, 19 + A1 para algunos
Ao, A1 € ®2. De la proposicién 3.16 sabemos que (g + Ao, ¥o + A1, @) es un triple
generador. Notamos que ®, = {+g + \| A € ®2}.

Ahora, si existiera A € ®2 con A # A\g, \; obtendriamos que —¢g + A € @, lo
cual implica que (—tp + A) — (1o + Xo) € A, o bien, (—p + A) — (Yo + A1) € A
lo cual vemos que no es posible ya que esto implicaria que A = Ag 6 A = A;. Por
lo tanto ®2 C {\g, A1}

Finalmente, si ho es simple se sigue que s N ho = hy y asi el argumento dado en
el parrafo anterior se cumple para todo o € A2. O

Finalmente obtenemos la siguiente clasificacién.

Teorema 3.32. Sea V = V1 ®Vs con dim Vi = 2 y hs dada como antes. Suponga-
mos que b = sl(2,C) @b C End(V) es un dlgebra de Berger fuerte no simétrica e
irreducible. Entonces se tiene que hy es equivalente a la representacion estandar
de so(n,C), sp(n,C), sl(n,C) d gl(n,C).
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Demostracién. De los lemas 3.26 y 3.31 vemos que solo necesitamos descartar
la representacion by = sl(2,C) @ b3z con b3 = sl(n,C) o bien b3 = sp(5,C) con sus
respectivas representaciones estandar. En cualquiera de estos casos obtenemos
que b = s0(4,C) @ b3 con la representacién en el espacio V = C*® C". Sin
embargo, en el teorema 3.27 fue demostrado que tales algebras no son de Berger
fuertes. O
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De la proposicién 3.4 obtenemos que para clasificar las dlgebras de Berger reales
necesitamos clasificar las dlgebras de Berger irreducibles complejas he C Endc (Vi)
junto con sus formas reales absolutamente irreducibles. En [Br| se completa la
clasificacién estudiando las algebras reales h C Endc (V) para las cuales se tiene
que ¢(hc) C Endc (V) es congruente a alguna de las entradas de la siguiente tabla

’ ‘ grupo H \ representacién V ‘ N ‘
1 SL(’I’L7 C) (Cn7 n>2 (Sme V*® V)O
2 AUt(nv (C) (Cn, n>1 Sym2 V*eV
3 Aut(n, C) Sym2 C*, n>2 v
4 Aut(n, C) A2(Cn’ n>5 V*
5 | Aut(m,C) - Aut(n,C) | C"® C", m,n > 2 Vv
6 Sp(n,C) C2, p>2 Sym? V*
7 C* - Sp(n,C) C2, n>2 Sym3 V*
9 | - Spin(10,C) Cl6 -

En la clasificacién de algebras de Berger complejas el primer avance fue provisto
por el teorema 3.18 y una vez que se tuvo tal resultado el siguiente paso fue el
estudio de las dlgebras de Berger irreducibles que admiten triples generadores
extremales. Dicho estudio fue dividido en dos partes basado en la naturaleza
de la parte semisimple del dlgebra. En primer lugar se considerd el caso de las
algebras de Berger cuya parte semisimple es simple y en el teorema 3.24 se dio
una clasificacion.

En la parte final del trabajo se estudiaron las algebras de Berger irreducibles
con parte semisimple no simple. Parte importante de esta clasificacién residio
en el hecho de que tales dlgebras pueden ser entendidas como representaciones
tensoriales y en los teoremas 3.27 y 3.32 se dio una clasificacién de dichas algebras
en funcién de las dimensiones de los factores de dichas representaciones.

Finalmente, esta clasificacién estd siendo utilizada en un intento de dar respuesta
al siguiente problema
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Problema. Sea g C End(V) un algebra de Berger entonces jexiste una va-
riedad M y una conexién afin V en M tal que hol,(V) C End(T},M) es conjugada
a g para todo p € M?

Si bien es cierto que en trabajos como [Br] se han hecho avances significativos,
la respuesta al caso general contintia estando abierta.
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