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Caṕıtulo 1

Objetivo y Resumen

1.1. Objetivo

Dado que las transiciones de fase pueden ser argumentadas mediante herramientas de f́ısica estad́ıstica y
distribuciones de probabilidad, en este trabajo se hizo uso de esas técnicas y de los fundamentos teóricos que
las respaldan para describir la transición de fase ĺıquido-vapor mediante simulación numérica. El código de esta
simulación pertence al Dr. Julio César Armas-Pérez, se aplica la técnica del ensamble de Gibbs donde las fases
ĺıquido y vapor se representan mediante dos cajas de simulación con condiciones iniciales de igual número de
moléculas, volumen total constante y presión constante; posteriormente, son perturbadas de tres formas diferen-
tes: desplazamiento de part́ıculas dentro de la misma caja, traspaso de part́ıculas de una caja a otra y cambios
de volumen manteniedo el volumen total constante. Una vez que se hace la perturbación se calcula la enerǵıa
de la nueva configuración y, mediante la aplicación del método Monte-Carlo Metrópolis ajustado a un criterio
de probabilidad, se decide si se acepta o rechaza la nueva configuración.
Las part́ıculas de las cajas de simulación cumplen con la condición de ser monoatómicas por lo que se consideda
un fluido simple sometido al potencial Jagla, dicho potencial se caracteriza por tener una rampa, inclinación o
pendiente que representa la interacción atractiva entre part́ıculas de este fluido simple. Se establece un paráme-
tro que modela el alcance de la parte atractiva del potencial en cuestión, este parámetro está representado
mediante λ. De esta manera, el código es ejecutado a diferentes valores del parámetro λ y a diferentes tem-
peraturas para cada uno de ellos; teniendo como resultado las densidades de las dos cajas de simulación para
cada configuración generada y para cada temperatura; la coexistencia de fase ĺıquido-vapor se determina men-
diante el análisis de la diferencia de densidades entre las cajas de simulación, conocido como parámetro de orden.

Establecido lo anterior, el objetivo se reduce a la obtención de diagramas de fase para el análisis de la co-
existencia ĺıquido-vapor de un fluido monocomponente mediante simulación numérica usando el método Monte
Carlo-Metrópolis en un ensamble de Gibbs y sometiendo a las part́ıculas a un potencial de tipo Jagla donde el
parámetro a variar es λ relacionado al alcance atractivo del potencial.

1.2. Resumen

Se hace una exposición del fundamento teórico recordando definiciones como la de ecuación fundamental
para la descripción de un sistema termodinámico, la importancia de los diagramas de fase para explicar e
identificar los estados del sistema, la coexistencia y las posibles transiciones de fase, siendo indispensable el uso
de un parámetro de orden cuyo valor se anulará cuando el sistema se acerque al punto cŕıtico. Para este caso se
recurrió a la diferencia de densidades entre las fases ĺıquido y vapor. Se muestran los resultados de los modelos
de Van der Waals y del gas en 2D y 3D para describir la coexistencia de fase y hacer mejores aproximaciones a
la curva de coexistencia, isoterma cŕıtica y discontinuidad en la capacidad caloŕıfica.
En este trabajo, se modeló la interacción entre las part́ıculas mediante un potencial llamado Jagla o rampa”, por
lo que se hace una mención a éste y otros potenciales comunmente empleados. En cuanto al método utilizado para
la simulación, se recurrió al ensamble de Gibbs que aporta un forma eficaz de visualizar el comportamiento de
coexistencia de fase; dicho método hace uso de caracteŕısticas de los ensambles canónico (NV T ), gran canónimo
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(µV T ) y del isotérmico - isobárico (NPT ). El ensamble de Gibbs aplica el método de Monte Carlo- Metrópolis,
proceso estocástico de generación de números aleatorios mediante un muestreo importante, de esta manera, se
decide si el sistema pasa a un nuevo microestado en el espacio configuracional.
El sistema lo conforman dos cajas de simulación de las fases ĺıquida y vapor comenzando con valores iniciales
para el número de part́ıculas, volumen y temperatura, las cajas son sometidas a perturbaciones para alcanzar
el equilibrio térmico, mecánico y qúımico.
Se realizaron simulaciones a varias temperaturas para cada valor del parámetro del potencial Jagla λ = 1.6, 1.7,
1.75, 2.0 y 3.0.
Se exhiben las gráficas generadas de densidad y temperatura donde se bosqueja la curva de coexistencia; de la
observación de estas gráficas se expone una tabla que contiene las temperaturas de coexistencia de fase en una
vecindad de la temperatura cŕıtica, esto como parte de las conclusiones de la tesis.
Resultó conveniente comparar los resultados de la aplicación del potencial Jagla con aquellos en los que las
part́ıculas estaban sometidas a la interacción Lennard-Jones, de esta manera, se incluyen gráficas de densidad
contra temperatura para ambos potenciales, logrando concluir que la transición al vapor se alcanza más rápido
en Jagla; para el parámetro λ=2.000 la curva de coexistencia de Jagla se asemeja a la de un fluido LJ, estando
esta última ligeramente desplazada hacia arriba, por lo que la transición de fase de segundo orden se consigue
a temperaturas mayores.
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Caṕıtulo 2

Introducción

Un sistema termodinámico puede ser descrito a partir de su ecuación fundamental, una relación funcional
de la forma:

U = U (S, V,N1, . . . , Nr) (2.1)

en la representación de la enerǵıa, siendo S, V,N1, . . . , Nr variables extensivas correspondientes a la entroṕıa, el
volumen y al número y tipo de part́ıculas que constituyen el sistema termodinámico en cuestión. Las variables
intensivas del sistema termodinámico son las derivadas parciales de la ecuación fundamental, siendo éstas fun-
ción del resto de las variables que constituyen una ecuación de estado.
La ecuación fundamental representa una superficie n-dimensional, cada punto caracteriza un estado de equili-
brio del sistema termodinámico. En un espacio 3D las proyecciones de la superficie sobre los planos PV , PT
permiten obtener información sobre las propiedades termodinámicas.
Por ejemplo, la proyección sobre el plano PT (ver figura 2.1) permite identificar las fases sólido, ĺıquido y gas;
además de definir la curvas de sublimación, de fusión y la de presión de vapor, describiendo el equilibrio de las
fases sólida y gas; sólido y ĺıquido; y ĺıquido y gas, respectivamente. Se observan también el punto triple y el
punto cŕıtico en la transición ĺıquido-vapor.
El punto triple caracteriza el equilibrio entre las tres fases, mientras que el punto cŕıtico cuyas coordenadas son
(Pc, ρc, Tc) muestra el ĺımite entre una transición de fase de primer orden y una transición continua.

La determinación de valores cŕıticos, como temperatura Tc, densidad ρc o presión Pc permite establecer un
valor ĺımite de coexistencia de fases ĺıquido-vapor. En el presente trabajo se obtuvieron aproximaciones a las
temperaturas de coexistencia y se acercó a una vecindad de los parámetros cŕıticos donde existe una transiciónde
fase de segundo orden y ya solo hay vapor.
A temperaturas por debajo de la cŕıtica comienzan a aparecer gotas de la fase condensada, además existe una
diferencia en densidades entre ambas fases, ρL y ρG respectivamente; una diferencia que tiende a cero conforme
la temperatura se acerca a la cŕıtica, por lo cual, el valor de la diferencia ρL − ρG es usado como parámetro de
orden [1].

2.1. Transición de fase

Una fase es un sistema o subsistema con composición qúımica y estructura f́ısica homogéneas, limitado por
una superficie a través de la cual dichas propiedades cambian bruscamente.
En las transiciones de fase, cambian la estructura y las propiedades termodinámicas tales como la compresibilidad
y capacidad caloŕıfica. Una transición de fase ocurre al no satisfacerse los criterios de estabilidad de la ecuación
fundamental del sistema [2].
En la representación de la entroṕıa estas condiciones son:(

∂2S

∂U2

)
V,N

≤ 0 ;

(
∂2S

∂V 2

)
U,N

≤ 0 (2.2)

La superficie o curva termodinámica es cóncava en la región estable.
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Figura 2.1: Proyección de la superficie termodinámica en el plano PT

En la representación de la enerǵıa la zona estable de la superficie termodinámica es convexa satisfaciendo los
siguientes criterios de estabilidad: (

∂2U

∂S2

)
V,N

≥ 0 ;

(
∂2U

∂V 2

)
S,N

≥ 0 (2.3)

En caso de que la ecuación fundamental esté expresada en la representación del potencial de Gibbs, las condi-
ciones de estabilidad están dadas como [3]:(

∂2G

∂T 2

)
P,N

≤ 0 ;

(
∂2G

∂P 2

)
T,N

≤ 0 (2.4)

Dos fases coexistiendo tiene la misma enerǵıa libre de Gibbs por part́ıcula µ = G
N en la ĺınea de coexistencia,

fuera de esta ĺınea, son fases estables.
Para que dos fases a y b estén en equilibrio debe existir equilibrio mecánico, término y qúımico:

Ta = Tb ; Pa = Pb ; µa = µb (2.5)

2.2. Ecuación de Van der Waals

El modelo de gas ideal es la representación más simple de un fluido ya que por carecer de interacciones, tanto
atractivas como repulsivas no produce transiciones de fases. Otro modelo muy utilizado es el de esferas duras
(ED) presentando interacción solamente infinitamente repulsiva y alcanzando la transición de la fase ĺıquida a
la sólida.
A Van der Waals se debe el modelo que incluye parámetros microscópicos en una ecuación de estado que modela
la transición ĺıquido-vapor. Estos parámetros incluyen aproximaciones del volumen molecular aśı como de las
atracciones entre moléculas.

p =
NkT

V −Nb
− N2a

V 2
(2.6)

donde N es el número total de moléculas.
Considerando la notación v = V

N , la ecuación de Van der Waals se reescribe como:

p =
RT

v − b
− a

v2
(2.7)

donde a y b son constantes propias de la sustancia o sistema termodinámico.
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Figura 2.2: Isotermas de Van Der Waals

La figura 2.2 representa las isotermas de Van der Waals en una proyección PV y para diferentes temperaturas.
Para temperaturas abajo de la cŕıtica Tc son curvas que presentan dos concavidades; una positiva y otra negativa,
para temperaturas mayores a Tc son curvas suaves.
La región definida por los puntos a,b,c,d,e representa los estados de equilibrio metaestables de un gas. Las
porciones ab y de son inestables, el vapor se condensa y el ĺıquido se evapora cayendo en la región horizontal.
Haciendo la construcción de Maxwell de áreas iguales en las isotermas de Van der Waals abajo de Tc se ubican
los puntos a y e y se traza la curva de coexistencia, es decir, la envolvente que define la región en la cual
coexisten la fase ĺıquida y el gas en estado de equilibrio [4].
La condición para la construcción de Maxwell es:∫ e

a

V (P ) dP = 0 (2.8)

es decir,

áreaI + áreaII = 0 (2.9)

considerando que el área II es negativa:

áreaI = áreaII (2.10)

Y cada una de las áreas es descompuesta en las integrales correspondientes:[3]∫ b

a

V dP +

∫ c

b

V dP =

∫ d

c

V dP +

∫ e

d

V dP (2.11)

2.3. Desarrollo cuantitativo de la ecuación de Van der Waals

De la ecuación de Van der Waals: (
p+

a

v2

)
(v − b) = RT (2.12)

desarrollando:

pv − pb+
a

v
− ab

v2
= RT (2.13)

multiplicando por v2 y agrupando:

pv3 − v2 (pb+RT ) + av − ab = 0 (2.14)

Para T=cte. se obtiene una isoterma y la ecuación anterior tiene 3 ráıces para v que son los puntos que intersectan
a una recta a p=cte. Para temperaturas abajo de la Tc, las ráıces son reales y, conforme T aumenta las ráıces
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se aproximan hasta llegar a un valor, donde las 3 ráıces son iguales.
Para localizar el punto cŕıtico, se deben satisfacer las siguientes condiciones:(

∂p

∂v

)
T

= 0;

(
∂2p

∂2v

)
T

= 0 (2.15)

Aplicando las condiciones anteriores a la ecuación de Van der Waals:(
∂p

∂v

)
T

= − RT

(v − b)2 +
2a

v3
= 0 (2.16)(

∂2p

∂2v

)
T

=
2RT

(v − b)3 −
6a

v4
= 0 (2.17)

Las ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones que al resolver resultan los puntos:

vc = 3b (2.18)

Tc =
8a

27bR
(2.19)

siendo dos de las coordenadas del punto cŕıtico. Sustituyendo los valores anteriormente encontrados en la
ecuación de Van der Waals, se obtiene la presión cŕıtica: [4]

pc =
a

27b2
(2.20)

2.4. Resultados de la ecuación de Van der Waals y otros modelos

En el art́ıculo Intermolecular forces and the Nature of the Liquid State de B. Widom [5], se exponen los
resultados del análisis de la ecuación de Van der Waals, concluyendo que:

1. La isoterma cŕıtica es una curva cúbica en la vecindad del punto cŕıtico, es decir, la desviación de P
respecto a Pc es proporcional al cubo de la desviación de V respecto a Vc:

P − Pc ≈ − (V − Vc)3
(2.21)

2. La curva de coexistencia es una parábola en la vecindad del punto cŕıtico.

P − Pc ≈ −(V − Vc)2 (2.22)

3. A través de la curva de coexistencia, la capacidad caloŕıfica tiene una discontinuidad. Ver figura 2.3.

Debido a que los resultados experimentales no coinciden con lo predicho por la ecuación de Van der Waals se
hacen correcciones, de las cuales se concluye:

1. El grado de la isoterma en la vecindad del punto cŕıtico es mayor a 3.

P − Pc = − (V − Vc) |V − Vc|δ−1 (2.23)

donde δ es el grado de la isoterma y no es necesariamente entero.

2. El grado de la curva de coexistencia es cercano a 3:

P − Pc = −|V − Vc|d (2.24)

siendo d el grado de la curva no necesariamente entero.

3. La capacidad caloŕıfica CV =
(
∂U
∂T

)
V

sigue mostrando discontinuidad conforme V → Vc. Su comporta-
miento es modelado mediante la ecuación:

CV = A−BLn|T − Tc| (2.25)

las constantes A y B son propias de la sustancia.
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Figura 2.3: Discontinuidad en la capacidad caloŕıfica

Otro modelo es áquel en el que se simula al gas como una red cuadriculada en 2D con moléculas en los centros.
Si dos moléculas están en la misma caja tienen un potencial de +∞, estando en cajas vecinas su potencial es
−ε y cualquier otra configuración es cero. De esta manera, se modela la repulsión fuerte entre moléculas para r
pequeña y atracción débil para r intermedia y se anula cuando r →∞. Ver figura 2.4.

La componente repulsiva del potencial permite determinar la escala de las cajas que conforman la red cuadricu-
lada, y cuántas de éstas se propagan se establece mediante la componente atractiva. De este modelo se obtiene
que:

1. La isoterma cŕıtica tiene grado 15.

2. La función de la curva de coexistencia tiene grado 8.

3. Continúa la discontinuidad para la capacidad caloŕıfica y sigue siendo válida la ecuación 2.25.

Los siguiente resultados corresponden a la generalización en 3D del modelo anterior, concluyendo:

1. La isoterma cŕıtica es de grado 5.

2. La curva de coexistencia es de grado 3.

3. La capacidad caloŕıfica continúa con la discontinuidad solo que ahora es modelada como el inverso de una
fracción del término T − Tc y no como Ln|T − Tc| [6].

2.5. Potenciales de Interacción

Teniendo un sistema de N part́ıculas, la ecuación de movimiento está dada por el Hamiltoniano:

H (r̄, p̄) = K (p̄) + U (r̄) (2.26)

con r̄ = (r̄1, . . . , r̄N ) y p̄ = (p̄1, . . . , p̄N ), siendo r̄i y p̄i la posición y momento de la i-ésima part́ıcula.
La enerǵıa potencial es debida a la interacción entre las part́ıculas, por lo que su expresión es:

U (r̄) =
∑
i

U1 (r̄i) +
∑
i

∑
j

U2 (r̄i, r̄j) +
∑
i

∑
j

∑
k

U3 (r̄i, r̄j , r̄k) + . . . (2.27)

El primer término de la expresión anterior representa la aportación a la enerǵıa potencial de la part́ıcula debido a
la posición que ocupa, el segundo término es la debida a la interacción con otra part́ıcula y los términos siguientes
son las interacciones entre 3, 4 o más part́ıculas. Se considera un potencial efectivo donde la contribución a esta
enerǵıa la proporcionan la interacción entre pares de part́ıculas. Aśı, la ecuación anterior se simplifica a:
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Figura 2.4: Modelo lattice en 2D de un gas

U (r̄) =
∑
i

∑
j>i

U (rij) (2.28)

El sub́ındice de la segunda sumatoria j > i implica contar una sola vez la aportación de un par de part́ıculas
[7].
El buen modelado de una ecuación para la enerǵıa potencial de un sistema permite una mejor descripción y
entendimiento de los fenómenos que lo involucran. De esta manera, se define el modelo de esferas duras (ED) que
resulta de una simplificación considerable de las interacciones eliminando la atracción intermolecular mientras
que las repulsiones son infinitas. Este potencial esta dado por:

U (r) =

 +∞ si 0 ≤ r ≤ a

0 si a ≤ r ≤ +∞

Este modelo, a pesar de su simplicidad, ha proporcionado resultados que permiten el entendimiento de la
transición ĺıquido-sólido [6]. Un modelo con mayor complejidad pero muy aproximado es el de pozo cuadrado
(PC); se añade una parte atractiva al modelo ED. Figura 2.5.
En el potencial anterior las part́ıculas sólo están sometidas a la interacción repulsiva, por otro lado, en el pozo
cuadrado se incluyen las interacciones atractivas en un intervalo de distancias:

U (r) =


+∞ si r < a

−ε si a < r < b

0 si r > b

Un modelo más complejo y preciso lo constituye el potencial de Lennad- Jones:

ULJ(r) =

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]

(2.29)

Sustituyendo el valor del radio donde el potencial presenta un mı́nimo, siendo éste r0 = 2
1
6σ, entonces el

potencial adquiere la forma:

ULJ(r) =
B

r12
− C

r6
= ε

[(r0

r

)12

− 2
(r0

r

)6
]

(2.30)

12



Figura 2.5: Potenciales de Interacción: a) ED, b) PC

La forma del potencial anterior, es un caso particular del potencial de Mie:

Uint(r) =
B

rn
− C

r6
. . . . . . 9 ≤ n ≤ 12 (2.31)

Para el potencial de Lennard-Jones se hace n = 12; B y C son parámetros que corresponden a la parte repulsiva
y atractiva del potencial. Figura 2.6.

El potencial de Lennard-Jones ha permitido describir sistemas como el gas de argón y de átomos y moléculas
sencillas [7].

Otra alternativa a la aproximación del potencial es el modelo de potencial de Jagla o rampa, es para simetŕıa
esférica, es decir, solo depende de la distancia entre los centros de part́ıculas. Contiene rampas”que modelan las
interacciones repulsivas y atractivas, estas caracteŕısticas le permiten conservar finitas las enerǵıas de interacción
entre pares de part́ıculas en todas las configuraciones , de brindar curvas suaves. El potencial de Jagla o rampa
ha sido ampliamente usado en Dinámica Molecular para simular la transición ĺıquido- ĺıquido y en este trabajo
ha sido empleado para analizar la transición ĺıquido- vapor. En este trabajo ha sido empleado para analizar la
transición ĺıquido- vapor en dos dimensiones.
En este potencial la enerǵıa de interacción vaŕıa en función de la distancia entre part́ıculas [8].
La forma del potencial de Jagla o rampa es la siguiente:

U (r) =



∞ si r < a

Ua + (Ua − UR) r−bb−a si a < r < b

Ua
(c−r)
(c−b) si b < r < c

0 si r > c

donde UR = 3,56U0 es la enerǵıa de repulsión entre part́ıculas, Ua = −U0 corresponde a la rampa atractiva, a
es el diámetro de la molécula, b = 1,72a representa la distancia mı́nima del pozo y c = 3a indica el punto de
corte de la curva del potencial con el eje de las abcisas. Ver figura 2.7.
Una forma más simple del potencial de Jagla es: (Ver figura 2.8)

U (r) =



∞ si r ≤ σ

ε (r−λ)
λ−σ si σ < r ≤ λ

0 si r > λ
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Figura 2.6: Potencial de Lennard - Jones

De la expresión anterior, ε es la profundidad del potencial, σ es el diámetro de la esfera y λ es el alcance del
potencial [9].

2.6. Ensambles

Un macroestado de un sistema en equilibrio está definido por el conjunto de valores que tienen las variables
termodinámicas como la enerǵıa, el número de part́ıculas, volumen, temperatura, presión. Un microestado
del sistema lo constituye la configuración de sus part́ıculas o moléculas; los microestados accesibles son las
configuraciones que corresponden a los valores de las variables termodinámicas por las cuales se ha definido el
sistema.
Un sistema es compuesto si está formado por dos o más subsistemas; el total de microestados de un sistema
compuesto es igual al producto de los microestados accesibles de cada uno de sus subsistemas.
Un conjunto de sistemas aislados que no intercambian ni materia ni enerǵıa y sus valores de las variables
termodinámicas (NV E) ya están especificados conforman un ensamble microcanónico. Como los sistemas están
aislados, entonces cada microestado es igualmente probable, de esta manera, la probabilidad Ps de que el sistema
esté en el microestado s es: [10]

Ps =
1

Ω
(2.32)

siendo Ω el total de microestados que satisfacen los valores de las variables termodinámicas. En la representación
de la entroṕıa, la ecuación de estado de un ensamble microcanónico está representada como:

S (NV E) = k ln Ω (2.33)

Liberando ahora la constricción de la enerǵıa colocando el sistema en un baño térmico, el macroestado del
sistema compuesto está definido por (NV T ), definiendo aśı el ensamble canónico. En este sistema compuesto
los microestados accesibles ya no son igualmente probables, se consideran el baño térmico y el subsistema como
uno solo, cuya probabilidad de distribución se obtiene a partir de:
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Figura 2.7: Potencial Jagla con rampa repulsiva y atractiva.

Ps =
1

Z
exp−βEs (2.34)

donde Es representa la enerǵıa del sistema en el estado s. La función de partición Z es:

Z =
∑
s

exp−βEs (2.35)

La ecuación fundamental de un ensamble canónico en la representación de la enerǵıa libre del Helmholtz está da-
da como:

F (NV T ) = −kT lnZ (2.36)

El siguiente paso consiste en poner el sistema en un reservorio térmico y un reservorio permeable al paso de
part́ıculas, el macroestado del sistema compuesto está determinado por las variables termodinámicas (µV T ) y
forma el ensamble gran canónico [10], la expresión para la probabilidad de distribución en la representación de
Landau es:

Ps =
1

ZG
exp−β(Es−µNs) (2.37)

En este ensamble la función de partición se expresa como:

ZG =
∑
s

exp−β(Es−µNs) (2.38)

y su ecuación de estado:
ΩG (TV µ) = −kT lnZG (2.39)

Otro ensamble es el isotérmico-isobárico, el sistema es puesto en un reservorio térmico aśı como también bajo
la influencia de un pistón a una presión dada, el volumen fluctúa [11]. Su probabilidad de distribución es:

Ps =
1

∆
exp−β(Es−pV ) (2.40)

La función de partición correspondiente es:

∆ =
∑
s

exp−β(Es−pV ) (2.41)
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Figura 2.8: Potencial Jagla con rampa atractiva.

Ensamble Macroestado Distribución de probabilidad Ecuación de estado

microcanónico N, V, E Ps = 1
Ω S (NV E) = k ln Ω

canónico N, V, T Ps = 1
Z exp−

βEs
Z F (NV T ) = −kT lnZ

gran canónico T, V, µ Ps = 1
ZG

exp
− β(Es−µNs)

ZG ΩG (TV µ) = −kT lnZG

isotérmico-isobárico N, P, T Ps = 1
∆ exp−

β(Es−pV )
∆ G (NTP ) = −kT ln ∆

Cuadro 2.1: Ensambles

Y la ecuación de estado en la representación de Gibbs, en función de las variables termodinámicas NTP : [12]

G (NTP ) = −kT ln ∆ (2.42)

2.7. Espacio de fases y de configuraciones

El estado instantáneo de un sistema de N part́ıculas está especificado por un vector 6N dimensional, donde
{qi} denotan las posiciones de las part́ıculas del sistema y {pi} son los momentos.

γ = (q1, q2, . . . , q3N , p1, p2, . . . , p3N ) (2.43)

Una vez que se tiene la condición inicial γ = (0), se puede conocer la trayectoria completa γ (t) mediante el
hamiltoniano del sistema.
El espacio de las 6N dimensiones es el espacio de fases, mientras que el espacio de las posiciones {qi} de 3N
dimensiones es el espacio configuracional [12].
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Caṕıtulo 3

Aspectos Computacionales

3.1. Cadena de Markov

Sea un sistema S compuesto por k estados:

S = {s1, s2, . . . , sk} (3.1)

La probabilidad aij de que el sistema se encuentre en si depende únicamente del estado anterior. El proceso
de moverse sucesivamente de un estado a otro, donde cada paso depende únicamente del estado anterior es
denominado cadena de Markov. [12]

3.2. Hipótesis Ergódica

Un macroestado de un sistema está definido por los valores que adquieren sus variables termodinámicas.
Si un conjunto de sistemas satisfacen un macroestado o tienen el mismo valor de cierta variable termodinámica
A forman un ensamble.
Un microestado de un sistema está especificado por las posiciones {qi} y momentos {pi} de sus part́ıculas, y
queda completamente definido en un instante dado mediante un vector en el espacio de fases.
Cada sistema que constituye dicho ensamble está en un microestado diferente con la caracteŕıstica de que
satisface el valor de la variable termodinámica A.
El promedio de la variable termodinámica A de un ensamble es posible obtenerlo integrando en un intervalo de
tiempo, de esta forma:

〈A〉 =
1

T

∫ tf

t0

A (t) dt (3.2)

Análogamente, si X̄ es el conjunto de microestados que satisfacen el valor de la variable A y se encuentran
descritos en el espacio de fases; entonces, el promedio de la variable termodinámica se determina a partir de:

〈A〉 =

∫
A
(
X̄
)
dX (3.3)

De esta manera, la hipótesis ergódica establece que para un tiempo muy largo las integrales anteriores conver-
gen.El argumento detrás de dicha hipótesis es que el sistema visitará todos los microestados posibles en ese
periodo de tiempo [10].
La formulación de la hipótesis ergódica queda:

〈A〉 =
1

T

∫ tf

t0

A (t) dt =

∫
A
(
X̄
)
dX (3.4)
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3.3. Método Monte Carlo Metrópolis

Considerando un sistema descrito mediante el ensamble canónico (NV T ), el conjunto de part́ıculas que
lo constituyen se identifica mediante {ai}, etiquetas que pueden representar las posiciones de las part́ıculas
{ri}, o las posiciones y velocidades {ri,vi}, o las posiciones y orientación molecular {ri,Ωi}. Por lo que, el
conjunto {{a1} , {a2} , . . . , {an}} determina un estado del sistema termodinámico ya sea en el espacio de fases
o configuracional.
El hamiltoniano del sistema especifica su comportamiento mecánico, las interacciones entre part́ıculas integrantes
del sistema, conociéndolo es posible calcular los promedios termodinámicos de cantidades observables (A), este
promedio es:

〈A〉 =

∫
Ω
A (x) exp

[
−HN (r̄)
kT

]
dr̄∫

Ω
exp

[
−HN (r̄)
kT

]
dr̄

(3.5)

Las integrales dependientes del hamiltoniano del sistema son descompuestas en aquellas con el término referente
a la enerǵıa cinética y las correspondientes a la enerǵıa potencial. Sin embargo, la determinación del promedio
termodinámico solo se hace con el término de la enerǵıa potencial U pues solo depende de las posiciones de
las part́ıculas. La integral sobre la enerǵıa cinética K resulta en la contribución del gas ideal. Aśı, la ecuación
anterior queda:(ver Apéndice A)

〈A〉 =

∫
Ω
A (x) exp

[
−UN (x)
kT

]
dx∫

Ω
exp

[
−UN (x)
kT

]
dx

(3.6)

El método de Monte Carlo permite aproximar el valor de las integrales mediante la generación de puntos
aleatorios sobre los cuales se evalúa la integral; este método representa un muestreo simple, por lo que una
variación del proceso es el llamado Monte Carlo-Metrópolis donde, bajo un criterio de probabilidad, los puntos
aleatorios se acercan al estado de equilibrio. Este procedimiento es de muestreo importante.
Denotando la función de partición como:

Z =

∫
exp−βUN (x) dxN (3.7)

El cociente exp(−βU)
Z es la densidad de probabilidad de encontrar el sistema en una configuración xN . Esta

densidad de probabilidad se expresa como:

N (xN ) =
exp−βUN (x)

Z
(3.8)

El término N (xN ) es no negativo.
Es posible generar puntos de manera aleatoria en el espacio de configuraciones que sigan el criterio de distribución
de probabilidad N (xN ), entonces, en promedio, el número de puntos ni generados por unidad de volumen
alrededor del punto xN es igual a LN (xN )
Por tanto, el cálculo de los promedios termodinámicos de las cantidades observables se reduce a:

Ā =
1

L

N∑
ν=1

niA (x) (3.9)

Denotando como P (x) del criterio de probabilidad a partir de él, se construye un camino aleatorio de puntos o
cadena de Markov {xν}, de esta forma, se cumple:

P ({xν}) tiende a Peq ({xν}) cuando M −→∞ (3.10)

xν denota un estado del espacio de fases o configuracional.
Definiendo una probabilidad de transición W (xν1

−→ xν2
) para ir de un estado inicial xν1

al estado xν2
y

aplicando la condición de balance detallado:

Peq (xν1
)W (xν1

−→ xν2
) = Peq (xν2

)W (xν2
−→ xν1

) (3.11)
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de la expresión anterior resulta:

W (xν1 −→ xν2)

W (xν2
−→ xν1

)
=
Peq (xν2)

Peq (xν1
)

= exp

(
−∆U (x)

kT

)
(3.12)

Es decir, la razón de las probabilidades de transición de estado depende de la diferencia de enerǵıa entre ellos
[13].

3.4. Simulación por ensamble de Gibbs, marco teórico

Aplicando el método del ensamble de Gibbs es posible especificar las propiedades de coexistencia de fase
ĺıquido-vapor de sustancias simples formadas por un solo tipo de part́ıcula y de mezclas sin especificar un po-
tencial qúımico.
Se simulan las propiedades de coexistencia del sistema siguiendo su evolución en el espacio de fases o configura-
cional; para ello, existen dos regiones en equilibrio termodinámico tanto interno como en equilibrio una respecto
a la otra.
En principio el sistema, constituido por estas dos regiones o cajas, está bajo las mismas condiciones que el
ensamble canónico (NV T ), el volumen total, el número total de part́ıculas y la temperatura son constantes.
Las cajas de simulación representan volúmenes macroscópicos de ĺıquido y vapor coexistiendo, los efectos de la
interfase se desprecian.

El sistema es sometido a 3 clases de perturbaciones:

1. Desplazamiento aleatorio de moléculas para asegurar el equilibrio interno en cada región.

2. Cambio de volumen para asegurar el equilibrio de presiones.

3. Transferencia de moléculas para igualar los potenciales qúımicos.

Al llevarse a cabo la primer perturbación, pueden hacerse desplazamientos de moléculas en una de las cajas o en
ambas, manteniendo inalterados el volumen y el número de moléculas. La probabilidad de aceptar el movimiento
está dada por:

P = exp

(
−∆Umin
kT

)
(3.13)

Siendo ∆Umin la enerǵıa mı́nima requerida para llevar reversiblemente al sistema de la condición inicial de
equilibrio al siguiente estado.

Si xI y xII son dos estados diferentes al estado de equilibrio, la probabilidad de ocurrencia de cada estado
se expresa como la ecuación (3.13) y la razón de dichas probabilidades es la condición de balance detallado
expuesta en la sección anterior:

P
(
xI → xII

)
P (xII → xI)

= exp

(
−∆Umin

kT

)
(3.14)

donde:
∆Umín = ∆U I + ∆U II (3.15)

Se calcula la diferencia de enerǵıa y se acepta el cambio de estado con base en el criterio de probabilidad de
transición:

P = min

{
1, exp

(
−∆Umin

kT

)}
(3.16)

Hasta aqúı, la simulación es parecida a la de un ensamble NV T . La siguiente perturbación corresponde al
cambio de volumen, se hace en las dos cajas pero el volumen original total permanece fijo; el cambio en la
enerǵıa es:

∆Umin = ∆U I + ∆U II −N IkTLn
V I + ∆V

V I
−N IIkTLn

V II −∆V

V II
(3.17)
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donde los términos −N IkTLnV
I+∆V
V I

y −N IIkTLnV
II−∆V
V II

representa la contribución del gas ideal al cambio
en la enerǵıa. Una vez calculada la enerǵıa, se aplica el criterio de probabilidad de transición (ec. 3.16).

Si la región II es más grande que la I, sus propiedades no se alterarán por el cambio de volumen de la región
I y la probabilidad de transición es:

P = min

1, exp

−
(

∆U I −N IkTLnV
I+∆V
V I

+ P∆V
)

kT

 (3.18)

En esta ecuación se encuentra el término P∆V proveniente de la relación termodinámica P = −
(
∂EII

∂V

)
T,N

que refiere la presión en la región II.
Ejecutada esta perturbación, la simulación por ensamble de Gibbs es análoga a la del ensamble isotérmico-
isobárico (NPT ).
El último movimiento consiste en la transferencia de moléculas de una región a otra, para lo cual se selecciona
aleatoriamente una molécula se quita de la región donde se ubique y aparece aleatoriamente en un punto en la
otra región. El cambio en la enerǵıa es:

∆Umin = ∆U I + ∆U II +N IkTLn
N I + 1

N I
+

N IIkTLn
N II − 1

N II
+ kTLn

V II

N II − 1
− kTLn V I

N I + 1

(3.19)

La probabilidad de aceptar este cambio también está dada por el criterio establecido en la ecuación (3.13).
Al llevar a cabo transferencia de part́ıculas, la simulación reproduce el proceso aplicado a un ensamble gran
canónico (µV T ).
Es aśı como el ensamble de Gibbs combina elementos de los ensambles (NV T ), (NTP ) y (µV T ) y el resultado
son dos regiones en equilibrio interno que siguen las condiciones dadas a continuación:

P I = P II (3.20)

µIi = µIIi (3.21)

Éstas son las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de fase entre las 2 regiones I y II.
Si, por ejemplo, un sistema de un solo componente comienza con condiciones iniciales inestables, tales que(
∂P
∂V

)
T
> 0, al final resultarán dos regiones satisfaciendo

(
∂P
∂V

)
T
< 0 [8].

3.5. Otras caracteŕısticas de la simulación

1. Se especifica el número de moléculas del sistema antes de ejecutar la simulación, entre 102 y 103, para
que las dos cajas o regiones posean suficientes part́ıculas y exhiban de forma clara las propiedades de
coexistencia. Las posiciones de las moléculas se escogen al azar.

2. Se establece un desplazamiento máximo tal que, al llevar a cabo este tipo de perturbación, exista una
aceptancia del 50 %.

3. En los cambios de volumen, la cantidad ∆V se escoge tal que

−αVmin ≤ ∆V ≤ αVmin (3.22)

donde Vmin es el volumen mı́nimo que deben tener las regiones y α es una constante escogida para que
haya una aceptancia del 50 % al realizarse esta perturbación en el sistema.

4. Hay una distancia rmin al intercambiar part́ıculas, se decide qué región la recibirá y la posición de la
molécula respecto de las demás. Si la distancia de la nueva part́ıcula es menor el parámetro rmin, la
transferencia es rechazada, de lo contrario, se aplica el criterio de probabilidad (ec. 3.16). El número de
moléculas se incrementa cuando la temperatura es baja [14].
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Figura 3.1: Perturbaciones en el ensamble de Gibbs: b)Desplazamiento de pat́ıculas, c)Cambio de volumen y
d)Transferencia de part́ıculas.
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Caṕıtulo 4

Resultados

La simulación fue ejecutada para diferentes valores del parámetro λ responsable de la transición de fase
estando las part́ıculas sometidas al potencial Jagla. Los valores usados fueron: λ=1.6, 1.7, 1.75, 2.0 y 3.0.
Las condiciones iniciales son las siguientes: fueron 400 las moléculas usadas, con un radio de 0.785398, la dis-
tancia entre ellas de 1.054 y la densidad total de las cajas es de 0.36 a una presión de 0.50.
Para cada valor del parámetro λ se hicieron simulaciones a diferentes temperaturas y para la mayoŕıa de las
temperaturas se efectuaron 8 000 000 de pasos Monte Carlo haciendo un muestreo cada 10, para el resto, se
llevaron a cabo 16 000 000 de movimientos muestreando cada 20.
Como se especificó en el marco teórico del ensamble de Gibbs, para asegurar el equilibrio en las dos cajas de
simulación se hacen los tres tipos de perturbación; desplazamientos de moléculas dentro de la región donde
se encuentren, cambios de volumen y transferencias de una caja a otra. El total de desplazamientos fue de
2000 para cada valor de λ y para cada temperatura; a excepción de las temperaturas T=0.365, 0.375 y 0.385
correspondientes al valor λ=1.6, para las cuales se efectuaron 4 000 perturbaciones de este tipo.
Se llevó a cabo un cambio de volumen en las cajas de simulación para cada temperatura de todos los valores
de λ.
El número preferente de transferencias en cada simulación fue de 100, con ciertas salvedades para λ=1.600 en
las temperaturas T=0.355 y 0.365 con 10 transferencias y en T=0.375 y 0.385, con solo 4 transpasos; en el caso
de λ=1.700 en los valores de T=0.375, 0.385, 0.395 y de 0.410 a 0.450 se hicieron 10 transferencias mientras
que en T=0.400 fueron 4. En λ=1.175 en las temperaturas de T=0.405 a 0.450, λ=2.0 para T=0.460 a 0.495 y
λ=3.0 en T=1.160 a 2.000, se transfieron 10 part́ıculas.
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Tabla de temperaturas

λ = 1.6

Temperaturas
0.350, 0.355, 0.360, 0.365, 0.370, 0.375, 0.380, 0.385, 0.390

λ = 1.7

Temperaturas
0.350, 0.360, 0.370, 0.375, 0.380, 0.385, 0.390, 0.395, 0.400, 0.410, 0.420, 0.430, 0.440, 0.450

λ = 1.75

Temperaturas
0.350, 0.360, 0.370, 0.380, 0.390, 0.400, 0.405, 0.410, 0.415, 0.420, 0.425, 0.430, 0.440, 0.450

λ = 2.0

Temperaturas
0.400, 0.410, 0.420, 0.430, 0.440, 0.450, 0.460, 0.470, 0.480, 0.485, 0.490, 0.495, 0.500

λ = 3.0

Temperaturas
1.000, 1.010, 1.020, 1.030, 1.040, 1.050, 1.060, 1.070, 1.080, 1.090, 1.100, 1.110,

1.120, 1.130, 1.140, 1.150, 1.160, 1.170, 1.180, 1.190, 2.000

Cuadro 4.1: Temperaturas empleadas para cada valor del parámetro λ
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4.1. Resultados λ = 1.6

El parámetro de orden usado como referencia para ubicar el comportamiento cŕıtico es la diferencia de den-
sidades entre una fase y la otra; aśı en λ = 1.6, este valor disminuye conforme aumenta la temperatura; en las
siguientes gráficas (Ver Figura 4.1) de Núm. Configuraciones vs Densidad, a T=0.355 se observa la diferencia
entre las densidades de ambas fases, fase ĺıquida indicada con rojo y el vapor con negro; esta diferencia va dis-
minuyendo al llegar a T=0.380 hasta que a T=0.390 es prácticamente indistinguible, se presentan fluctuaciones,
pudiendo ser debidas a la proximidad de los parámetros cŕıticos y a una transición de segundo orden; ya que se
presentan discontinuidades en las capacidades caloŕıficas. Figura. 4.1

Figura 4.1: Gráficas de λ = 1.6

La gráfica siguiente 4.2 corresponde a la curva de coexistencia ĺıquido - vapor indicando una transición de
primer orden, se muestra también el decremento en el parámetro de orden conforme aumenta la temperatura,
alcanzando su valor mı́nimo a T=0.390 siendo también la última temperatura a la que se llevó a cabo la
simulación.

Figura 4.2: Curva de coexistencia para λ = 1.6
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La tabla siguiente muestra las densidades de las fases ĺıquido y vapor correspondientes a este parámetro λ=1.6
para las temperaturas de simulación.

λ Temperatura ρvapor ρliq
1.6 0.350 0.039 ± 0.030 0.802 ± 0.077

0.355 0.043 ± 0.013 0.791 ± 0.025
0.360 0.049 ± 0.021 0.732 ± 0.056
0.365 0.066 ± 0.012 0.764 ± 0.019
0.370 0.077 ± 0.049 0.695 ± 0.068
0.375 0.099 ± 0.032 0.704 ± 0.042
0.380 0.151 ± 0.106 0.572 ± 0.118
0.385 0.133 ± 0.029 0.678 ± 0.040
0.390 0.311 ± 0.165 0.403 ± 0.141

Cuadro 4.2: Densidades de las fases ĺıquido y vapor para λ = 1.6
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4.2. Resultados λ = 1.7

Para este valor de λ también se exhiben dos gráficas representativas, una de ellas corrresponde a T=0.380
mostrando la diferencia de densidades entre las fases ĺıquido y vapor; la segunda gráfica es a T=0.440 donde
dicha diferencia es inapreciable, por lo que se puede afirmar que la sustancia monoatómica está en una vecindad
de la temperatura cŕıtica. Figura 4.3.

Figura 4.3: Gráficas de λ = 1.7

La gráfica 4.4 de Densidad vs Temperatura muestra la curva de coexistencia refiriendo una transición de primer
orden, a temperaturas menores de T=0.400 solo se presenta una fase.

Figura 4.4: Curva de coexistencia para λ = 1.7
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Las densidades de cada una de las fases se presentan en la siguiente tabla:

λ Temperatura ρvapor ρliq
1.7 0.350 0.022 ± 0.011 0.795 ± 0.025

0.360 0.028 ± 0.016 0.777 ± 0.031
0.370 0.759 ± 0.101 0.042 ± 0.087
0.375 0.055 ± 0.058 0.736 ± 0.064
0.380 0.050 ± 0.019 0.748 ± 0.027
0.385 0.059 ± 0.046 0.720 ± 0.051
0.390 0.061 ± 0.024 0.701 ± 0.041
0.395 0.114 ± 0.057 0.695 ± 0.055
0.400 0.334 ± 0.252 0.424 ± 0.193
0.410 0.349 ± 0.100 0.352 ± 0.218
0.420 0.388 ± 0.122 0.312 ± 0.127
0.430 0.362 ± 0.070 0.357 ± 0.083
0.440 0.341 ± 0.055 0.394 ± 0.091

Cuadro 4.3: Densidades de las fases ĺıquido y vapor para λ = 1.7
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4.3. Resultados λ = 1.75

Gráficas representativas de dos temperaturas para el parámetro λ=1.750, a T=0.370 mostrando diferencia
entre las densidades de las fases ĺıquido y vapor y a T=0.450, donde el parámetro de orden reduce su valor, de
hecho, no es posible establecerle un valor fijo debido a las fluctuaciones presentes en la simulación.

Figura 4.5: Gráficas de λ = 1.75

En la siguiente gráfica se encuentra la curva de coexistencia (ver Gráfica 4.6) trazada en azul.

Figura 4.6: Curva de coexistencia para λ = 1.75
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Las densidades de las fases ĺıquido y vapor correspondientes a este valor de lambda y para las temperaturas de
simulación se presentan en la siguiente tabla:

λ Temperatura ρvapor ρliq

1.75 0.350 0.022 ± 0.034 0.787 ± 0.051
0.360 0.026 ± 0.038 0.771 ± 0.053
0.370 0.762 ± 0.048 0.031 ± 0.032
0.380 0.035 ± 0.023 0.733 ± 0.044
0.390 0.736 ± 0.026 0.046 ± 0.020
0.400 0.713 ± 0.029 0.062 ± 0.022
0.405 0.109 ± 0.082 0.683 ± 0.086
0.410 0.138 ± 0.071 0.682 ± 0.095
0.415 0.110 ± 0.061 0.628 ± 0.066
0.420 0.133 ± 0.065 0.602 ± 0.087
0.425 0.316 ± 0.198 0.467 ± 0.196
0.430 0.388 ± 0.155 0.400 ± 0.198
0.440 0.358 ± 0.066 0.366 ± 0.173
0.450 0.363 ± 0.108 0.359 ± 0.051

Cuadro 4.4: Densidades de las fases ĺıquido y vapor para λ = 1.75
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4.4. Resultados λ = 2.0

Para casi todas las temperaturas de simulación, las gráficas entre Configuraciones vs Densidad muestran
diferencia entre la densidad de la fase ĺıquida respecto al vapor, únicamente en las dos temperaturas más altas
comienzan a presentarse fluctuaciones pero aún no son comparables con la de los parámetros anteriores; no
obstante, es posible afirmar que se esté acercando a la temperatura cŕıtica, para demostrarlo resultaŕıa necesario
ejecutar nuevamente la simulación considerando temperaturas mayores. Las gráficas muestran las densidades
de ambas fases a una T=0.450 y a T=0.495. (ver gráfica 4.7).

Figura 4.7: Gráficas de λ = 2.0

La siguiente representa la curva de coexistencia:

Figura 4.8: Curva de coexistencia para λ = 2.0
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Las densidades de cada fase se exhiben en la siguiente tabla:

λ Temperatura ρvapor ρliq

2.0 0.400 0.764 ± 0.016 0.014 ± 0.008
0.410 0.016 ± 0.010 0.752 ± 0.018
0.420 0.747 ± 0.023 0.024 ± 0.018
0.430 0.022 ± 0.009 0.730 ± 0.014
0.440 0.035 ± 0.023 0.723 ± 0.023
0.450 0.031 ± 0.014 0.696 ± 0.017
0.460 0.683 ± 0.048 0.049 ± 0.048
0.470 0.066 ± 0.055 0.670 ± 0.057
0.480 0.109 ± 0.051 0.661 ± 0.045
0.485 0.601 ± 0.066 0.078 ± 0.053
0.490 0.086 ± 0.034 0.623 ± 0.046
0.495 0.272 ± 0.169 0.389 ± 0.264
0.500 0.395 ± 0.174 0.350 ± 0.245

Cuadro 4.5: Densidades de las fases ĺıquido y vapor para λ = 2.0
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4.5. Resultados λ = 3.0

La diferencia en densidad se visualiza desde la temperatura T = 1.050, y desaparece a la temperatura T =
1.120 (ver gráficas 4.9).
La curva de coexistencia se exhibe en la gráfica 4.10 donde, llegando a T= 1.120 solo existe una fase.

Figura 4.9: Gráficas de λ = 3.0

Figura 4.10: Curva de coexistencia para λ = 3.0

Las densidades de cada fase para este parámetro λ se presentan a continuación:
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λ Temperatura ρvapor ρliq
3.0 1.000 0.046 ± 0.016 0.640 ± 0.022

1.010 0.055 ± 0.016 0.643 ± 0.019
1.020 0.633 ± 0.022 0.057 ± 0.019
1.030 0.061 ± 0.017 0.628 ± 0.019
1.040 0.628 ± 0.030 0.096 ± 0.038
1.050 0.075 ± 0.021 0.617 ± 0.021
1.060 0.079 ± 0.021 0.605 ± 0.023
1.070 0.611 ± 0.026 0.130 ± 0.038
1.080 0.587 ± 0.033 0.132 ± 0.057
1.090 0.164 ± 0.173 0.503 ± 0.113
1.100 0.201 ± 0.171 0.498 ± 0.152
1.110 0.272 ± 0.211 0.416 ± 0.150
1.120 0.332 ± 0.212 0.369 ± 0.104
1.130 0.300 ± 0.186 0.391 ± 0.126
1.140 0.336 ± 0.153 0.344 ± 0.150
1.150 0.347 ± 0.171 0.359 ± 0.076
1.160 0.372 ± 0.074 0.355 ± 0.141
1.170 0.366 ± 0.038 0.324 ± 0.182
1.180 0.372 ± 0.070 0.335 ± 0.117
1.190 0.346 ± 0.128 0.369 ± 0.053
1.200 0.395 ± 0.174 0.350 ± 0.250

Cuadro 4.6: Densidades de las fases ĺıquido y vapor para λ = 3.0

A continuación se muestran las imágenes de configuración más representativos generados en la simulación y
correspondientes a cada valor de λ. Muestran las configuraciones a las que llegaron las part́ıculas en cada una
de las cajas de simulación para lograr el equilibrio después de ser sometidas a los tres tipos de perturbación:
desplazamiento de part́ıculas en la misma región, cambio de volumen y transferencia de part́ıculas de una caja
a otra.

Por ejemplo, para el caso de λ=1.6, las cajas comienzan con condiciones inciales de número de moléculas y
volúmenes iguales, a cierta temperatura y presión. El número de part́ıculas total y volumen total se mantiene
constante a lo largo de toda la simulación. A una temperatura de T=0.350, cambiaron los volúmenes de ambas
cajas, uno de ellos disminuyó y otro aumentó a su vez de que hubo desplazamiento y traspaso de part́ıculas,
por lo que existen diferencias en las densidades. Aumentando la temperatura a T=0.365, se observa que el
volumen se mantuvo igual pero se transfirieron moléculas de una caja a la otra cambiando también la densidad
de las mismas. A T=0.375, cambiaron los volúmenes de ambas cajas, asimismo, hay mayor densidad en una
caja en comparación con la otra. A una temperatura mayor de T=0.390, nuevamente cambian los volúmenes,
hay desplazamientos y transferencias de part́ıculas, se presentan cambias en las densidades.

El mismo tipo de perturbaciones ocurre para el resto de los valores del parámetro λ, y son visibles en las
imágenes de configuración que se muestran en las siguientes páginas.
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Figura 4.11: Imagen de configuración correspondiente a λ = 1.6
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Figura 4.12: Imagen de configuración correspondiente a λ = 1.7
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Figura 4.13: Imagen de configuración correspondiente a λ = 1.75
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Figura 4.14: Imagen de configuración correspondiente a λ = 2.0
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Figura 4.15: Imagen de configuración correspondiente a λ = 3.0
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Caṕıtulo 5

Discusión y Conclusiones

Fue posible obtener diagramas de fase para cada uno de los parámetros que modelan la parte atractiva en el
potencial Jagla. En todos ellos se muestran las curvas de coexistencia ĺıquido -vapor, además de que es posible
estimar temperaturas a las cuales ocurren transiciones de fase de primer y segundo orden.

Para λ=1.6, el valor mı́nimo del parámetro de orden se obtiene a T=0.390; para λ=1.7, la diferencia de densida-
des es mı́nima en T=0.410; en el caso de λ=1.75, el parámetro de orden alcanza un valor mı́nimo en T=0.450;
para λ=2.0, en T=0.5 y, por último, para λ=3.0, el parámetro de orden adquiere su valor más bajo a T=1.140.
Para cada valor de λ el parámetro de orden disminuye al aumentar la temperatura. Y mientras mayor sea el
valor de λ, son necesarias temperaturas más elevadas para lograr una transición de fase de segundo orden. Esto
último tiene su fundamento en el área del potencial Jagla ya que ésta representa la parte atractiva del potencial.
Las áreas correspondientes a cada parámetro λ son las siguientes: (se toma como profundidad del potencial ε=1)

Parámetro λ Área

1.6 0.625

1.7 0.687

1.75 0.720

2.0 0.866

3.0 1.414

Cuadro 5.1: Áreas correspondientes al parámetro λ para potencial Jagla

De la tabla anterior se observa que aumentando el parámetro λ del potencial Jagla el área también aumenta y,
por tanto, se requieren temperaturas mayores para alcanzar los valores cŕıticos y obtener una transición de fase
de segundo orden.
Resulta conveniente comparar los resultados obtenidos mediante el potencial Jagla con aquellos en los cuales se
aplicó el potencial de Lennard-Jones. De la referencia [15], se tomaron las temperaturas de la tabla II para un
fluido Lennard-Jones bidimensional en un ensamble de Gibbs donde el número de part́ıculas fue de N = 512,
la forma del potencial es la de la ecuación (2.29); no obstante, en la simulación se trunca a un radio de corte
r = Rc, donde Rc = 2.5σ y toma la siguiente forma:

U (r) =

 ULJ (r) si r ≤ Rc

0 si r > Rc
(5.1)

además, el potencial es desplazado, y en la simulación se considera como:
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U (r) =

 ULJ (r)− ULJ (Rc) si r ≤ Rc

0 si r > Rc
(5.2)

A continuación se exhiben las temperaturas y las densidades obtenidas de las fases ĺıquido y vapor para un
potencial Lennard-Jones extráıdas de la referencia [15].

Temperatura ρvapor ρĺiquido

0.420 0.037±0.005 0.72±0.02

0.431 0.040±0.002 0.68±0.02

0.435 0.052±0.006 0.676±0.006

0.440 0.055±0.007 0.64±0.02

0.445 0.07±0.01 0.66±0.02

0.455 0.11±0.01 0.60±0.03

0.456 0.11±0.02 0.62±0.02

0.457 0.12±0.03 0.60±0.03

Cuadro 5.2: Temperaturas y densidades para las fases ĺıquido y vapor de un fluido LJ.
Comparando con Jagla para λ = 1.7 y λ = 1.75.

Temperatura ρvapor ρĺiquido

0.450 0.030 ±0.009 0.722 ±0.009

0.460 0.036 ±0.009 0.72 ±0.01

0.470 0.05 ±0.02 0.70 ±0.01

0.480 0.053 ±0.006 0.68 ±0.02

0.490 0.064 ±0.008 0.65 ±0.01

0.495 0.07 ±0.02 0.65 ±0.04

0.500 0.09 ±0.02 0.65 ±0.01

0.505 0.09 ±0.01 0.64 ±0.01

0.515 0.28 ±0.02 0.43 ±0.02

Cuadro 5.3: Temperaturas y densidades para las fases ĺıquido y vapor de un fluido LJ. Comparando con Jagla
para λ = 2.0.

Para el parámetro λ = 1.7, Jagla adquiere valores mı́nimos en su parámetro de orden a temperaturas mayores
de T=0.400 presentando una posible transición de fase de segundo orden acercándose a una vecindad de los
parámetros cŕıticos mientras que para el potencial de LJ a temperaturas de T>0.420 apenas se forma la curva
de coexistencia, la diferencia de densidades entre las dos fases es mayor que para el potencial Jagla a esa misma
temperatura, solo se concluye que existe una transición de fase de primer orden. Ver figura 5.1
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Figura 5.1: Punto Azul: densidad de la fase de vapor para potencial de Lennard-Jones; Punto Morado:
densidad de la fase ĺıquido para potencial de Lennard-Jones; Punto Rojo: densidad de la fase de vapor para
potencial Jagla; Punto Verde: densidad de la fase ĺıquido para potencial Jagla.

Nuevamente, usando los valores de la tabla 5.2 y comparándolos con el parámetro λ = 1.75, resulta un compor-
tamiento semejante al de la gráfica 5.1. Mientras que a temperaturas mayores a T=0.420, el potencial Jagla se
acerca a los parámetros cŕıticos, en el potencial LJ la diferencia de densidades entre las fases es del orden de 20
veces mayor la densidad del ĺıquido que la del vapor; a esa misma temperatura, para el potencial de Jagla, la
diferencia en densidades es del orden de 4.5. En Jagla se bosqueja completa la curva de coexistencia, exhibiendo
transiciones de fase de primer y segundo orden; para LJ se muestra el comienza de la curva de coexistencia y un
intervalos de temperaturas correspondientes a la transición de fase de primer orden, este intervalo es aproximado
de (0,420, 0,460). Ver gráfica 5.2.
De la referencia [15] pero usando los valores de la tabla 5.3 y un parámetro de λ = 2.0, se obtiene la gráfica 5.3;
se trazan completas la curvas de coexistencia, estando la de LJ desplazada ligeramente hacia arriba.
El potencial LJ tiene un valor mı́nimo del parámetro de orden de 0.15 en T=0.515, mientras que para el potencial
Jagla, el valor mı́nimo del parámetro de orden es de 0.045 en T=0.50; de esta manera, en una vecindad de esa
temperatura es posible la existencia de una transición de segundo orden. Por otro lado, es probable que para el
caso de LJ, esa vecindad sea a temperaturas ligeramete mayores.
Para este parámetro de λ =2.0, se obtuvo un comportamiento semejante al modelado mediante el potencial de
LJ bajo las condiciones aplicadas en la referencia [15].
Concluyendo, una transición de fase de segundo orden se alcanza a temperaturas más elevadas para un sistema
monoatómico estando las part́ıculas sometidas a un potencial Lennard-Jones; mientras que para un potencial
Jagla, la transición de fase se logra a temperatuas más bajas.

5.1. Perspectivas

Del análisis de las gráficas de coexistencia T versus ρ, se puede ver que las curvas de densidad baja y alta
(izquierda y derecha), muestran puntos de ambos colores. Esto implica que el gas y el ĺıquido migran entre las
cajas de simulación. Esto requiere de grandes fluctuaciones en el sistema, lo cual no tendŕıa nada de particular,
sin embargo, este fénomeno aumenta al aumentar el alcance de potencial Jagla. Por lo que este detalle tendrá que
ser analizado usando otro método de simulación.
Se requiere hacer un análisis más completo en la comparación de la coexistencia ĺıquido-vapor proveniente de
los potenciales Jagla y Lennard-Jones. Para ello se va a tomar en cuenta no solo el alcance de las atracciones
sino también el área que subtiende esta contribución. En continuación de esta tesis, se realizará la comparación
incluyendo el potencial de pozo cuadrado.
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Figura 5.2: Punto Azul: densidad de la fase de vapor para potencial de Lennard-Jones; Punto Morado:
densidad de la fase ĺıquido para potencial de Lennard-Jones; Punto Rojo: densidad de la fase de vapor para
potencial Jagla; Punto Verde: densidad de la fase ĺıquido para potencial Jagla.

Figura 5.3: Punto Azul: densidad de la fase de vapor para potencial de Lennard-Jones; Punto Morado:
densidad de la fase ĺıquido para potencial de Lennard-Jones; Punto Rojo: densidad de la fase de vapor para
potencial Jagla; Punto Verde: densidad de la fase ĺıquido para potencial Jagla.
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Apéndice A

Descomposición del Hamiltoniano

El siguiente desarrollo puede estudiarse de manera más exhaustiva en el OpenCourseWare de la Universidad
de Valencia, del departamento de Qúımica F́ısica (ver referencia [16]).
Sea el hamiltoniano de un sistema de N part́ıculas idénticas:

HN (r̄) = KN (p̄) + UN (x̄) (A.1)

Considerar el término exponencial de la ecuación 3.5 y renombrándolo como Q:

Q =

∫
exp−βHN (r̄) =

∫ ∫
exp−β(KN (p̄)+UN (x̄)) dp̄dx̄ (A.2)

Simplificando la notación mediante los vectores:

dx̄ = dx1dx2...dxN ; dp̄ = dp1dp2...dpN (A.3)

Entonces el término Q se reescribe como:

Q = C

∫
exp−β(K+U) dp1dp2...dpNdx1dx2...dxN = C

∫
exp−β(K+U)

∏
i

dpidri (A.4)

Donde C es una constante de proporcionalidad que considera el número de microestados que hay en el elemento
de volumen dp̄dr̄. La integral anterior se lleva a cabo sobre todos los posibles valores de los vectores de posición
y momento. Esta integral se separa en dos terminos; uno debido a la enerǵıa cinética función de los momentos y
el otro, es el término referente a la enerǵıa potencial que depende de las posiciones de las part́ıculas. Entonces:

Q = C

∫
exp−βK dp1...dpN

∫
exp−βU dr1...drN (A.5)

Tomando en cuenta un sistema como el del gas ideal de moléculas monoatómicas sin niveles electrónicos de baja
enerǵıa, es posible calcular la constante de proporcionalidad. La función de partición cuántica llevada al ĺımite
clásico es:

Q =
(2πmkT )

( 3N
2 )

N !h3N
V N (A.6)

En un gas ideal U=0, por tanto, el término exp−βU = 1, y la función de partición clásica queda:

Q = C

∫
dr1...drN

∫
exp−βKdp1...dpN = CV N

∫
exp−βK dp1...dpN (A.7)

Sustituyendo la expresión de la enerǵıa cinética en la ecuación anterior y siendo que los momentos de las
part́ıculas 1, 2, ..., N son iguales, resulta:
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Q = CV N
∫

exp−β
∑ p2

i
2m dp1...dpN

= CV N
[∫

exp−β
p2
i

2m dp1...

∫
exp−β

p2
N

2m dpN

]
= CV N

[∫
exp−β

p2
i

2m dp1

]N
= CV N

[∫
exp−

β
2m (p2

x1+p2
y1+p2

z1) dpx1dpy1dpz1

]N
= CV N

[∫ ∞
−∞

exp−
β

2mp
2
x1 dpx1

∫ ∞
−∞

exp−
β

2mp
2
y1 dpy1

∫ ∞
−∞

exp−
β

2mp
2
z1 dpz1

]N
(A.8)

En la última igualdad, se muestran los ĺımites de la integral que van de −∞ a ∞, ya que se toman en cuenta
todos los posibles valores del momento, debido a que loa velocidad puede ser negativa o positiva.
Las integral últimas que quedan por resolver son del tipo:∫ ∞

−∞
exp−ax

2

dx (A.9)

y la solución es
(
π
a

) 1
2 con a = β

2m , por tanto, la función de partición queda:

Q = CV N
(

2πm

β

) 3N
2

= CV N (2ΠmkT )
3N
2

(A.10)

la constante C tiene un valor de:

C =
1

N !h3N
(A.11)

El factor N ! contiene la información sobre la indistinguibilidad de N moléculas y h es la constante de Planck.
De esta manera, la función de partición clásica para un sistema de N moléculas idénticas interactuando (sin las
contribuciones rotacional, vibracional y electrónica) es

Q =
1

N !h3N

∫
exp−βT (p) dp1...dpn

∫
exp−βU(x̄) dx1...dxn (A.12)

finalmente, resulta la expresión:

Q =
1

N !

(
2πmkT

h2

) 3N
2
∫

exp−
U(§̄)
kT dp1...dpN (A.13)

La integral por hacer corresponde a las coordenadas espaciales de las part́ıculas, es la integral de configuración
o función de partición (Z).
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Apéndice B

Criterio de áreas iguales de Maxwell

Una isoterma de la ecuación de van der Waals da lugar a zonas de inestabilidad donde los coeficientes de
compresibilidad son negativos y tiene una forma diferente a la presentada por una isoterma experimental, donde
hay una cáıda recta a la presión a la cual se produce la transición [17].
Para hacer compatibles las ecuaciones térmicas de estado teóricas y la experimentación se recurre al criterio o
regla de Maxwell o ley de áreas iguales de Maxwell. En una isoterma obtenida a partir de la ecuación teórica,
la regla de Maxwell establece que la transición de fase f́ısica que se le debe asociar se debe producir a la presión
Pt, con volúmenes molares v1 y v2 para cada fase, tales que las áreas entre la isoterma y la recta de la presión
sean iguales. Esta condición de igualdad de áreas implica que [17] :∫ v2

v1

v (P ) dP = 0 (B.1)

Y se cumple entonces la condición de equilibrio de fases:

g (v1) = g (v2) (B.2)

con g como el potencial de Gibbs molar.
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