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Resumen

La teoria de la fuerza de radiacidn acustica predice que al exponer particulas suspendidas a un
campo acustica se induce un movimiento en éstas. En el presente trabajo se deriva una expresion
analitica de la fuerza de radiacion acustica para particulas compresibles, esféricas, que estan
suspendidas en un medio viscoelastico. Asi mismo, se analiza tedricamente el efecto que tiene el
cardcter viscoeldastico del medio sobre la fuerza de radiacién acustica y sobre la velocidad de las
particulas.

En el capitulo 1, se introduce el concepto de la fuerza de radiacién acustica y se mencionan
algunas aplicaciones que recientemente han surgido, como la induccién de movimiento de
particulas o células por medio de campos acusticos. Asi mismo, se realiza una breve resefia
histdrica sobre la fuerza de radiacidn acustica. Esta revisidn bibliografica incluye lo observado por
Kundt y Lehmann. También el primer trabajo tedrico desarrollado por King para explicar este
fenémeno observado por Kundt et al. El trabajo por King considera a las particulas incompresibles
suspendidas en un medio inviscido. Después Yasioka y Kawasima extendieron el analisis para
incluir la compresibilidad de las particulas. Fue hasta Gor’kov [3] quien resumié todos estos
trabajos en una muy simple y util expresién analitica considerando una particula compresible,
esférica, suspendida en un medio inviscido, con su radio mucho menor a la longitud de onda,
expuesta a un campo acustico arbitrario. Por uUltimo, se discute brevemente el Gltimo avance dado
por Settnes y Bruus [4] que obtuvieron la expresion para la fuerza de radiacién considerando la
viscosidad del medio.

En el segundo capitulo se presenta el marco tedrico para obtener la expresion analitica de la
fuerza de radiacién acustica. Se parte de combinar las ecuaciones de momentum, la ecuacién de
continuidad, la ecuacién de estado y la ecuacidn constitutiva, para obtener la ecuacién de onda. Se
utiliza un método de perturbaciones para los campos de velocidad, de tensor de esfuerzos, de
presion y de densidad del medio, para reescribir el sistema de ecuaciones antes citado en variables
de primer y segundo orden. Se continda con la obtencidn de la expresidn de la fuerza de radiacidn
acustica partiendo de la definicién de ésta. Con ayuda de la teoria de dispersién lineal se obtiene
la expresion para la fuerza de radiacidn acustica en términos de la presion y la velocidad de la
onda incidente, y en términos de los coeficientes de dispersién del monopolo y del dipolo.

En el capitulo siguiente, el tercer capitulo, se resuelve la ecuacidon de onda lineal sin disipacién
en coordenadas cilindricas para obtener la expresidn para la presion y la velocidad del medio. A
partir de esto se obtiene el potencial de energia acustico y la fuerza de radiacién acustica para una
onda cilindrica en un medio inviscido. En este apartado se sigue el método de Gor’kov [3].
Igualmente se obtiene el potencial de energia y la fuerza de radiacién acustica para el caso de un
medio viscoso, en este apartado se sigue el método descrito en el trabajo de Settnes y Bruus [4].
La informacién sobre la viscosidad del medio se encuentra Unicamente en el coeficiente de
dispersion del dipolo. Debido a la viscosidad del medio, el coeficiente del dipolo es un nimero



complejo, donde la parte real corresponde a ondas estacionarias y la parte imaginaria al
coeficiente del dipolo para ondas viajeras. Por Ultimo, se obtiene la expresién que permite conocer
la velocidad de las particulas debido a la exposicidn de éstas a un campo acustico, considerando la
fuerza de arrastre que ejerce el medio sobre las particulas.

El capitulo 4, estd encaminado a obtener la expresién de la fuerza de radiacidon acustica y la
velocidad de las particulas cuando el medio en el que las particulas se encuentran suspendidas es
un medio viscoelastico. El procedimiento para hallar estas expresiones sigue muy de cerca el
método que utilizaron Settnes y Bruus [4] para obtener la expresion de la fuerza de radiacién
acustica considerando los efectos de la viscosidad del medio. Debido a la dispersidn que sufre la
onda acustica al interactuar con las particulas, se utiliza la teoria de dispersion lineal para explicar
esta interaccion, y se obtienen las expresiones para el coeficiente de dispersién del monopolo y el
coeficiente de dispersién del dipolo. De acuerdo a las consideraciones que se realizan para el
coeficiente del monopolo, la expresidn que se obtiene para el caso del medio viscoelastico es
idéntica a la expresion que obtuvo Gor’kov para el medio inviscido o que obtuvo Bruus et al. para
el medio viscoso. En el caso del coeficiente del dipolo, la expresidon del dipolo contempla los
pardmetros que caracterizan al medio viscoeldstico: la densidad, el tiempo de relajacién y el
modulo elastico. Finalmente, se obtiene la velocidad de las particulas para el medio viscoel3stico.

En el capitulo 5 se muestran los resultados obtenidos en la investigacion. Los resultados estan
divididos en resultados experimentales y en resultados tedricos. Los resultados experimentales
Unicamente consideran al medio inviscido. Los experimentos consisten es someter a las particulas
a un campo acustico, y observar los patrones que se forman. En el caso de los resultados tedricos
se exponen graficas en las cuales se aprecia el efecto que tiene el cardcter viscoelastico del medio
sobre el coeficiente de dispersion del dipolo, tanto para su parte real como para su parte
imaginaria, y el efecto que tiene el medio sobre la velocidad de las particulas suspendidas, para
diferentes valores de la frecuencia, el espesor de la capa viscosa y el modulo eldstico

En el dltimo capitulo, se escriben las conclusiones obtenidas de esta investigacion.



Capitulo 1. Introduccidn

La induccién de movimiento de particulas por fuerzas externas se ha usado ampliamente para
separar particulas de liquidos. Recientemente ha adquirido gran importancia en areas como la
biologia y medicina para la manipulacidn, separacidn o purificacién de células o particulas. En las
industrias de plasticos, metallrgicas, farmacéuticas se utilizan técnicas para separar particulas
solidas de liquidos.

Existen tres métodos para la separacién de particulas: el método fisico, quimico y mecanico. En
el método fisico se utilizan la decantacion, ebullicién, filtracién para efectuar la separacién. En el
método quimico se usa un agente quimico externo para llevar a cabo una separacién entre
particula y liquido. Entre el método mecanico se encuentra la técnica con ondas acusticas, la cual
consiste en irradiar con ondas acusticas a las particulas dispersas en el medio para efectuar la
separacion. La técnica de separacién de particulas via ondas acusticas tiene ventaja respecto a las
demas ya que no necesita de contacto fisico o de un agente quimico externo. Es esta caracteristica
de contacto libre, ademas de la precisién y exacto control que se tiene de la separacién de las
particulas, que hace a la técnica de manipulacidon via ondas acusticas mas atractiva para los
investigadores.

Durante la ultima década, el flujo de fluidos debido a un campo de sonido ha tenido numerosas
aplicaciones, tales como el intercambio del medio de células de levadura, la separacién de lipidos
de las células de sangre, retencion selectiva de bioparticulas, ataque preciso a células malignas, al
control de la leche cruda, la sincronizaciéon de ciclos celulares de célula de mamifero, el
enriquecimiento de las células cancerigenas de préstata a partir de la sangre, el estudio de la
naturaleza de las células asesinas, la manipulacién de una sola célula, captura de bacterias, entre
otras.

Por estas razones, la tecnologia a microescala proporciona un gran potencial para aplicaciones
de precisa y exacta manipulacidn. Esta fuerza que origina el movimiento de las particulas puede
ser hidrodinamica, eléctrica, dieléctrica, magnética, acustica. Una teoria mds apegada a resolver
problemas reales de la industria o el laboratorio, llevard a desarrollar nuevas aplicaciones o
modificar las ya existentes.

El movimiento de particulas mediante ondas acusticas fue observado por primera vez ya hace
mas de un siglo por Kundt y Lehmann. Fue hasta 1934 cuando King [1] realizé un estudio tedrico
sobre la fuerza de radiacidon acustica. King considerd particulas incompresibles suspendidas en un
medio inviscido. En 1955 Yosioka y Kawasima [2] extendieron el analisis para incluir la
compresibilidad de las particulas suspendidas. Estos resultados fueron resumidos y generalizados
por una simple y fisicamente intuitivo método para obtener una sencilla expresién para la fuerza
de radiacién acustica dada por Gor’kov en 1962 [3], en el caso de particulas esféricas compresibles
con un radio mucho menor a la longitud de onda, a4, suspendidas en un medio inviscido. En los



anos recientes, en 2012, Bruus et al. dieron una correccién a la fuerza de radiacion acustica debido
a la viscosidad del medio [4].

Gor’kov obtuvo una expresidon analitica para la fuerza de radiacidon cuando la particula es
esférica, compresible, muy pequena, sometida a un campo acustico arbitrario y suspendida en un
medio inviscido [3]. Parte de la expresidon integral para la fuerza de radiacidon, y realiza una
aproximacion lineal para escribir al potencial de velocidad como la suma del potencial incidente
mas el potencial dispersado. Esto permite dejar a la fuerza de radiacién en términos del potencial
de dispersion.

En 1936, ya se conocia el potencial que tienen las ondas acusticas para mejorar procesos
conocidos o desarrollar nuevos. Séllner y Bondy [5], comentan que el uso de ultrasonido mejora la
accién coagulante para formar emulsiones y suspensiones. Al igual, hacen observaciones sobre
que las particulas migran a los nodos o antinodos cuando se exponen a una onda estacionaria.
Este movimiento es debido a la presidon de radiacidon causada por la difraccion de la energia
acustica debido a las particulas. Mencionan que hay una sustancial aceleracién en la coagulacion
debido a que las particulas se acumulan en las zonas nodales o antinodales. La rapidez de
acumulacién en los nodos o antinodos depende fuertemente del tamafio de la particula. La
coagulacién procede rapidamente con particulas con un didmetro de micras, mientras que no se
observa acumulacidn ni coagulacién para particulas con didmetro de nanémetros. Hacen una
observacién interesante, pues mencionan que particulas con menor densidad al medio se
acumulan en los nodos, mientras que particulas mas densas se acumulan en el antinodo. Asi
pueden contar con un sistema que separe particulas de diferente densidades suspendidas en un
medio, al ser irradiadas, unas se acumularan en los nodos, mientras otras lo haran en los
antinodos [9].

En su articulo, Barmatz y Collas [6] aplican el método de Gor’kov para derivar el potencial de
energia acustica y la fuerza de radiacidn acustica para un campo acustico arbitrario. Obtienen las
expresiones generales para la fuerza y el potencial acustico para una onda estacionaria arbitraria
para la geometria rectangular, cilindrica y esférica, en el caso donde el radio de la particula es
mucho menor a la longitud de la onda, a<<A. De igual forma, determinan un criterio para conocer
la magnitud del pozo de potencial para diferentes modos en las diferentes geometrias.

Coakley y Whitworth [7] igualmente aplican el método de Gor’kov. Realizan un experimento, el
cual consiste en irradiar con ultrasonido a una frecuencia de 3 MHz a un tubo que contiene
particulas suspendidas en una solucién acuosa de poliestireno. Las observaciones que reportan
son que las particulas se acumulan en intervalos de media longitud de onda. En un campo de
ondas planas estacionarias, las particulas se concentran en hojas planas uniformes. Estas forman
una columna estriada en direccién de la propagacién de la onda acustica. Coakley y Whitworth
explican sus observaciones mediante la teoria de la fuerza de radiacidn acustica.

La fuerza de radiacion acustica es la principal fuerza que origina el movimiento de las particulas.
Se sabe que cuando un haz de energia es reflejado o absorbido por la superficie de un objeto una
fuerza unidireccional es ejercida sobre la superficie. Este fendmeno, explica Torr [8], es sélo un

2



ejemplo de un fendmeno universal. Todas las formas de ondas: ondas electromagnéticas, ondas
transversales en una cuerda eldstica, ondas superficiales en liquidos, ondas longitudinales de
sonido, ejercen una fuerza unidireccional sobre la superficie de los obstaculos que se encuentran
en su camino. A esta fuerza se le conoce como fuerza de radiacion, y debido a que actua sobre la
superficie del objeto, entonces se le denomina presidon de radiacion. Esta fuerza de radiacion
acustica tiene dos fuentes: una promedio temporal de la presién del sonido diferente de cero, y la
segunda es el momentum que transporta la onda. Cuando una onda acustica encuentra en su
camino a una particula, ésta provoca la dispersién de la onda, a su vez la ultima ejerce una fuerza
de radiacion acustica sobre la superficie de la particula, ocasionando asi, su desplazamiento. En
términos de la cantidad de movimiento, el momentum que transporta la onda acustica es
transferido a la particula cuando ocurre una interaccidon entre ambas, por ende, la particula se
movera. Torr explica el origen fisico de la fuerza de radiacidon acustica ejercida por un haz de
ultrasonido sobre un objetivo absorbente, parte de un experimento tedrico y obtiene a la fuerza
de radiacién en funcién de las dos fuentes antes explicadas [3].

En el 2012, Henrik Bruus [10] obtiene las expresiones para el potencial de energia acustica, el
coeficiente de dispersidon del monopolo y del dipolo, f; y f,, respectivamente, para el caso de un
medio inviscido, y una particula pequefia y esférica, a<<li. Bruus et al. obtienen las mismas
expresiones que obtuvo Gor’kov [3] salvo que el procedimiento es diferente. Bruus parte de la
teoria de perturbaciones para los campos de velocidad, presién y densidad, y con esto describe la
teoria de la fuerza de radiacién acustica. A partir de la dispersion que experimenta la onda
acustica debido a la presencia de particulas, obtiene las expresiones para el coeficiente de
monopolo f; y del dipolo f;. Para entender las ecuaciones de cantidad de movimiento y la ecuacion
de continuidad, Bruus [11] deriva estas ecuaciones y da la fisica que ellas contemplan.

En afos recientes, Settnes y Bruus [4] reportan un articulo tedrico con un procedimiento claro y
preciso para derivar una expresion analitica de la fuerza de radiacion acustica debido a una onda
ultrasénica sobre una particula esférica y compresible suspendida en un fluido viscoso. Parten de
una expansién asintdtica hasta segundo orden de los campos de presion, densidad y velocidad del
medio. Al sustituir estas expansiones en la ecuacién de continuidad y de la ecuacién de Navier-
Stokes, obtienen dos sistemas de ecuaciones. Del sistema de primer orden obtienen la ecuacion
de onda para un medio viscoso, y comparando magnitudes entre sus términos concluyen que se
puede hacer una aproximacidn al caso inviscido. Del sistema de segundo orden, obtiene el
promedio temporal de la presion de segundo orden. Entonces, a partir de la definicion de la fuerza
de radiacién acustica obtienen la expresion para esta fuerza en funcion de los coeficientes de
dispersién del monopolo f; y del dipolo f,. La expresion que obtienen para el monopolo es idéntica
a la expresién que obtuvo Gor’kov.

La informacidn sobre la viscosidad del medio se encuentra sélo en el coeficiente de dispersion f,.
Este coeficiente estd relacionado con el movimiento de la particula. Para obtener la expresién de f;
en términos de la viscosidad, se apoya de la fisica de la capa limite viscosa, pues en esta regién los
efectos de la viscosidad son predominantes. Settnes y Bruus resuelven en la capa limite viscosa el
campo de velocidad, y a partir de las relaciones entre la onda incidente, la capa limite viscosa y la



particula obtienen la expresidn para f;. La correccién para f; debido a la viscosidad, resulta en un
numero complejo, lo que lleva a que el coeficiente del dipolo sea un numero complejo. La
viscosidad ocasiona que haya dispersidon de la onda acustica y que resulte una parte real y una
imaginaria para f;.

De acuerdo a la revision bibliografica sobre los avances en cuestién de la fuerza de radiaciéon
acustica deja en claro que ha habido un gran esfuerzo por obtener una expresién analitica para
qgue esta fuerza de radiacién contemple cada vez mas propiedades encaminadas a describir la
realidad de los experimentos en cuestidon del campo acustico, de las particulas y del medio. Segin
esta revision bibliografica que se realizo para la tesis, las expresiones analiticas contemplan a
particulas esféricas, compresibles, con radio mucho menor a la longitud de la onda, sometidas a
un campo acustico arbitrario. En cuanto al medio en el que las particulas se encuentran
suspendidas se ha considerado un medio inviscido y un medio viscoso. Asi pues, el propdsito de
esta tesis es obtener una expresidn analitica para la fuerza de radiacion acustica considerando un
medio viscoeldstico. Entonces, el fin de esta tesis es la descripcion de la verdadera naturaleza de
los experimentos, al proporcionar una expresién analitica con una correccién a la fuerza de
radiacion acustica debido a las propiedades viscoeldsticas del medio.

1.1 Hipétesis

Las propiedades viscoeldsticas del medio afectaran en gran medida a la fuerza de radiacion
acustica y a la velocidad de las particulas suspendidas en el medio viscoeldstico, en comparacién al
medio viscoso.

1.2 Objetivos

Obtener una expresion matematica para la fuerza de radiacién acustica para un medio
viscoelastico.

Obtener una expresion matematica que permita predecir la velocidad de las particulas
suspendidas en un medio viscoelastico cuando son expuestas a un campo acustico, considerando
la naturaleza viscoelastica del medio y las propiedades de la onda acustica.



Capitulo 2. Marco teorico

En el presente capitulo se presenta el marco tedrico de las ecuaciones que se utilizaran en los
siguientes capitulos.

Se parte de las ecuaciones de cantidad de movimiento, ecuacién de continuidad, ecuacién de
estado y una ecuacidon constitutiva, para resolver simultdneamente el sistema de cuatro
ecuaciones y obtener la ecuacién de onda. Asi mismo, de la definicidn de fuerza de radiacién se
obtiene la expresidon para esta fuerza para ondas acusticas.

2.1 Ecuacion de onda

La ecuacidon de onda se obtiene al combinar cuatro ecuaciones. Una ecuacién que describa a la
dindmica del fluido, que es la ecuacidn de balance de momentum; que describa la deformacién
que sufre el fluido al ser sometido a un esfuerzo, ecuacidn constitutiva; que detalle el estado
termodinamico del sistema, ecuacidon de estado; y que especifique la conservacién de masa,
ecuacion de continuidad.

8,p+V-(pv)=0 (2.1)

PO, v+ pv-Vy=-Vp+V- . (2.2)
Lo "L TLL (23)
p=plp) (2.4)

Donde v = ¥(x,?) es el campo de velocidad del fluido, p = p(x.?) es el campo de presion del fluido y
p = p(x,t) es el campo de la densidad del fluido. Para (2.3), z, es el tensor de esfuerzos para un
fluido viscoso, cuya ecuacion constitutiva es la ecuacion de Newton. z,, es el tensor de esfuerzos
para un medio viscoeldstico, relaciona al esfuerzo que se le aplica al fluido y la deformacién que
experimenta éste. En el sistema de estudio se utiliza la ecuacion de Maxwell para describir al
medio viscoelastico.

Medio viscoso, ecuacién de Newton: T =uVv (2.5)

Medio viscoelastico, ecuacion de Maxwell: 7 + 40,7 =7,Vv (2.6)

—ve —ve
donde y, es la viscosidad del solvente, 4 es el tiempo de relajacion y 7, es la viscosidad.

Para reescribir el sistema de ecuaciones antes planteado se usa un método de perturbaciones.
Debido a que se considera una onda acustica constituida de pequefias perturbaciones en la
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densidad p, la presién p, la velocidad v y el esfuerzo z,,, es posible proponer una expansién hasta
segundo orden de las variables: v, 7,,, p Y p-

V=v+V, (2.7)
T =7 +71 (2.8)
—v —vl —v2
T =7 +7 (2.9)
—ve —vel ve2
P=PytP TP (2.10)
pP=Dy+ P tP, (2.11)

Al sustituir (2.7)-(2.11) en las ecuaciones (2.1)-(2.4) y sustituir (2.3) en (2.2) resultara que habra
dos sistemas de ecuaciones: un sistema solamente contendra términos de primer orden y el otro
sistema de ecuaciones Unicamente contempla términos de segundo orden. El sistema de
ecuaciones de primer orden es el siguiente:

P,0, Vi =—Vp, +V-z:'v1 +V.'£W1 (2.12)
0,p,+p,V-vi=0 (2.13)

z.+ /16,2:'”6 =n,Vv (2.14)
= M1 VY, (2.15)

P, =c.p, (2.16)

donde ¢, es la velocidad del sonido. Para los campos de primer orden es posible considerar que su
dependencia temporal es armodnica, ésto es, que si /' es un campo de primer orden, entonces
F(x,t) = F(x)exp(-iwt). Se escribe el sistema de ecuaciones de segundo orden.

PO, v2+Vp, =V-T —V-T =—p0,v —po(vi -V, (2.17)
0,0, +p,V-vy = —V-(,o1 yl) (2.18)

2 +/7,6tz:'vg2 =1,VVv2 (2.19)

T =uVv, (2.20)

—2v

Ahora bien, al considerar la dependencia armodnica en el tiempo para los campos de primer
orden, el sistema de ecuaciones (2.12)-(2.16) se reduce.



—ip,vy=—Vp, +V-T 1 +V-r (2.21)

=vel

—iap, +cip,V-vi =0 (2.22)
r = Vv, (2.23)
=vel  1—iwA

T =uVy (2.24)

—lv

Se tienen cuatros ecuaciones acopladas. Se sustituye (2.23) y (2.24) en (2.21).

—ip,wv =—=Vp, +| p + 70 Vv (2.25)
l1-iowA
—iap, +cip,V-vi =0 (2.26)

Ahora se sustituye (2.26) en (2.25) para obtener la ecuacién de onda lineal considerando un
medio no-Newtoniano.

_a)2v1:|:cg_lw(,us+ 77? ﬂvzvl (2.27)
o l1-iewA

Es posible reescribir la ec. (2.27), si Oyi(x,t) = -iwv(x)exp(-iwf) y que 8t221(§,t) = —a)zyl(z)exp(-
iwt), entonces (2.27) resulta en la siguiente ecuacion.

1
6,2\11 :C; 1+ 3 (IIJV + 77'0 j@t szl (2.28)
PoCo 1-iewAd
La ec. (2.28) describe como se propaga una onda acustica a través de un medio viscoelastico.
Ahora bien, si el tiempo de relajacion es cero 7, = 0, esto es, si el caracter viscoelastico del medio
se anula, entonces se recupera la ecuacion (7) del articulo de Bruus [4].

En el caso del sistema de estudio, ¢, = 343 m/s, po = 1000 kg/m’, i1, = 1.1x10” Pa-s, w = 1x10* s™.
El término de que contiene la informacién de la disipacidn viscosa es wu,/cy’po cuya magnitud es
del orden de 1x107, que desde luego, es considerablemente menor a 1. En cuanto al término que
contempla el caracter viscoelastico del medio que es (ﬂs+;70/(1-iw/1))w/c02p0, su magnitud es del
orden de 1x10®, con los siguientes valores del tiempo de relajacién 4 = 1x107 s, yno=1Pa-s.

w Mo
o+ <<1 2.29
X L” 5 1—iwﬂj (2:29)




Entonces en el seno del fluido, la atenuacion de la energia acustica debido a la viscosidad es
despreciable debido a que el coeficiente de atenuacién es muy pequefio. De acuerdo a las
magnitudes de los términos es valido hacer una aproximacion al caso inviscido en (2.28).

orvi =c; Vi (2.30)

La ec. (2.30) es la ecuacién de onda lineal para un medio inviscido.

2.2 Fuerza de radiacion acustica

Es conocido que al momento de incidir una onda sobre un objeto se ejerce una fuerza sobre
éste. A esta fuerza que surge por la interaccion entra la onda y el objeto se le denomina fuerza de
radiacién. Estas ondas pueden ser de cualquier tipo: ondas electromagnéticas, ondas transversales
sobre una cuerda, ondas superficiales, ondas luminosas y ondas acusticas [5]. Cuando una onda
acustica incide sobre las particulas, éstas experimentan una fuerza sobre su superficie que origina
su desplazamiento. A esta fuerza se le conoce como la fuerza de radiacién acustica.

La fuerza de radiacidon acustica tiene dos fuentes: la contribucién del promedio temporal de la
presion en el haz del ultrasonido y la transferencia de momentum por la onda acustica. La
expresién para la fuerza de radiacién en forma integral es,

E =] lipan+ pol(n-vi o (2.31)

donde Q es el volumen a cuya superficie 0Q, es normal el vector x. La integracion se realiza sobre
la superficie 0Q. En el caso de la teoria lineal acustica, donde (p,) = 0, la fuerza de radiacién es
debido exclusivamente a la transferencia de cantidad de movimiento de la onda hacia la particula.

Ahora bien, la fuerza de radiacion acustica es un efecto del promedio temporal. Se define el
promedio temporal (F), de la cantidad F(¢) sobre un periodo de oscilacién completo z, como:

(F)= ;J: F(t it (2.32)

se obtiene el promedio temporal de (2.17)-(2.20) para las perturbaciones de segundo orden.

-V(p, >+(ﬂs + %]Vz va)=(p0,v1 )+ py((vi-Vni) (2.33)
1-iwA
PV (v2)==V(pw) (2.34)

De (2.33) y (2.34) se observa que los productos de los campos de primer orden actian como
términos fuente para los campos de segundo orden, v, y p,. La presién de segundo orden p,



contribuye a la fuerza de radiacién acustica mientras que la velocidad de segundo orden v, origina
la corriente acustica.

De acuerdo a las magnitudes de los términos de la ec. (2.28), es razonable despreciar el término
de amortiguamiento viscoso y suponer una aproximacion al caso inviscido.

Para el caso inviscido, el término de (v,) (el cual contiene informacién sobre la viscosidad del
medio) se elimina. La ec. (2.33) se reduce a,

V{ps)==p0,v1)=po (v - Vi) (2.35)

se sustituye la ecuacién de continuidad para el medio inviscido (2.12) y la ecuacién de estado
(2.16) en (2.35), modificando el primer término del lado derecho de la igualdad en (2.35),

V<p2>= %K0V<p12>—p0 <(‘ll -V)y1> (2.36)

donde x; es la compresibilidad del medio, xg= I/COpo_ Para tratar el segundo término de (2.36) se
sabe que para un coeficiente de atenuacién despreciable, el vector de velocidad lineal es un flujo
potencial, esto es vi(x) = V¢i(x). Asi pues, el segundo término de lado derecho de (2.36) en

.z ’ . _ _ _ _ | 2
notacion de indices es vy - Vvi =v,,0,v,, =v,,0,0,¢y =v,,0,0 ¢, =v,;0,v, = ; Vv, .

(pa)=10( PP )= 3 2o (2.37)

Al sustituir (2.37) en (2.31) resulta,

F=—[ (s ()= £, (62 a2y (- v o i (238)

el vector de fuerza de radiacion acustica estd en términos de los campos de primer orden. Debido
a la aproximacién al caso inviscido, la presién y la velocidad del fluido pueden expresarse en
términos del potencial de velocidad ¢;.

2.2.1 Dispersion lineal

La fuerza de radiacion acustica es una expresidén que estudia la interaccion entre la onda y la
particula. Cuando una onda acustica encuentra en su camino algin cuerpo, experimenta una
dispersion, es decir, ademas de la onda incidente se origina otra onda (onda dispersada) que se
propaga en todas direcciones desde el cuerpo dispersivo.

En la teoria lineal de dispersidn, las particulas actian como puntos débiles de dispersién. Se
puede pensar al potencial de velocidad lineal ¢;, como la suma del potencial de velocidad
incidente ¢,,, mas el potencial de velocidad dispersado ¢,. [4].



4 (x.t)=¢0, +4, (2.39)

Los campos de presidn y velocidad del fluido se obtienen a partir del potencial mediante las
siguientes ecuaciones: vi=V¢@, y pi=ipow¢;. Estos campos pueden ser expresados como la suma de
la presion y la velocidad debido a la onda incidente, p;, y vi,, respectivamente, mas la presidon y
velocidad dispersados en respuesta a la dispersidn de la onda acustica por la particula, ps. y vs. [4].

VI =Vip + Ve = V¢m + V¢sc (240)

pl :pin +psc :ip0w¢in +ip0a) sc (241)

Cabe mencionar que el potencial incidente ¢,, es proporcional a la posicién, y que el potencial
de dispersién es proporcional al volumen de la esfera, ¢, ~ a’, donde a es el radio de la esfera. El
potencial de dispersion es el Unico que contiene informacidn sobre las particulas suspendidas en el

medio.

Al sustituir (2.40) y (2.41) en (2.38) se tendra una suma de términos proporcionales al cuadrado
de ¢; = @i, + ¢s.. Estos términos tienen una diferente contribucién: i) el cuadrado de ¢;,, el cual no
contiene informacién sobre la dispersion de la onda y por lo tanto se considera cero, ii) el
cuadrado de ¢, el cual es proporcional al cuadrado del volumen de la particula esférica y frente al
iii) producto mixto ¢;.¢,. que es proporcional al volumen de la particula y que contiene
informacidn de la dispersidn, es despreciable. Asi, s6lo se mantendran los términos mixtos que
representan la interferencia entre la onda incidente y la onda dispersada. La expresién en
notacién de indices para la fuerza de radiacidn Unicamente con las contribuciones dominantes

debidas al producto mixto, en términos de la presién y la velocidad, es,

F;md _ _J‘

00

| = o e e e
0~0

Se sustituye la ecuacidn de estado para escribir (2.42) en términos de la densidad del fluido, y se

aplica el teorema de Gauss IQV -FdV = Lgr)z-FdS , la expresidn resultante es la siguiente.

ijrad _ _J‘Q 8, {;ﬁ <pmpxc > - <V/inv/fc >}§U + 0 <vlf'”vjc > + P <viscv;ﬂ > v (2.43)
0
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Se desarrollan las derivadas y se hace un cambio de indice 0,v, =0,0,¢=0,0,4¢ =0,v, para

eliminar términos en (2.43).

ij = —'[Q {;i |:<pinajpsc > + <pscajpin >]+ Po [<vj'naivisc > + <V;caivim >]}JV (2.44)

Se sustituyen la ecuacién de continuidad y de cantidad de movimiento para los campos de

primer orden, (2.21) y (2.22) para un fluido inviscido en la ec. (2.44).
FjMd = _IQ [_ <pi;18tv;c > - <psc5zvj'n > TP <Vj'naivfc> - <V;catpin >]71V (2.45)

Ya que el promedio temporal de la derivada total respecto al tiempo es nula [4],
<8t(pmvjic)>=0 0 <pin8tvjc>=—<v;68tpm>. Se aplica el mismo tratamiento para el término
<pscétv;”>:—<vi"6tpsc>Al cancelar términos vy reescribir la ec. (2.45), ésta queda expresada

como,
F = py o)+ (via o Jiv (2.46)

ahora se contintla al introducir el potencial de dispersidn ¢,. en (2.46). La ecuacién resultante se

expresa a continuacion.

Fri = p, <V;n [af - Lo ]gs >dV (2.47)

El operador entre corchetes se conoce como el operador de onda de d’Alambert. Los dos
términos entre corchetes son para el caso inviscido. En el caso viscoso o viscoeldstico, tendrian
gue aparecer mas términos en el operador que estén ligados a la parte viscosa 6 viscoelastica del
medio. El operador de d’Alambert se aplica al potencial dispersado ¢.

2.2.2 Potencial de dispersion

El potencial de dispersion ¢, puede expresarse, de acuerdo a la teoria de dispersién, como una
expansion multipolar de tiempo retardado. Ya que se puede usar cualquier superficie fija para
calcular la fuerza de radiacion, por simplicidad se elige una superficie en el campo lejano. En esta
region, las componentes dominantes en la expansion multipolar son el monopolo y el dipolo,
Psc = Pmp + dqp. En general, estos dos componentes tienen la siguiente forma,

11



r

¢SC(K,t)z¢mp +¢bp = l)(l—l"/C’())+v‘:B(l‘—l"/C‘()):| (2.48)
r

donde b es una funcién escalar y B es una funcién vectorial con argumento retardado, ¢ —r/c.

Para la funcién escalar b, el volumen del fluido que atraviesa una superficie que encierra a la
particula es 47b, y debe ser igual al cambio de volumen de la particula como resultado del fluido
desplazado.

amb=v(t) > b= 40) (2.49)

Si la particula esférica estuviera ausente, V' =0, y de ser asi, el volumen ¥V es ocupado por el
flujo externo. El campo acustico ocasionara una variacién en la densidad en el volumen V. Por lo

tanto, es equivalente a V' = Vp/po , donde V es el volumen del cuerpo dispersivo, que para el

caso de una particula esférica el volumen es 4/37a’. La funcidn escalar b resulta en,

bzipm(t_r/CO) (250)
3 Po

para el campo vectorial B, el Unico campo fisico relevante es la velocidad v,,. La forma del
potencial de dispersidon contemplando Unicamente al monopolo y el dipolo para campos fisicos es,

¢sc(’iat):_f1 3613 &pin(l‘—l”/co)_fz a;v[v’"(t_r/c())} (2.51)

Po r r
donde f; y f; son los coeficientes de dispersion.

Una vez definido al potencial de dispersidn se le aplica el operador de onda de d’Alembert (5, -
1/co°07). Debido a que el tratamiento es en el campo lejano, A >> «, se usa un argumento de
ordenes de magnitud para eliminar el término de la derivada temporal frente a la derivada
espacial.

o 10 1 4r 1

o do a Po & (2:32)
i 0
Asi entonces,
o 1 & 0>
{ale - Céaﬁ}(¢mp + ¢dp) ~ axlz(¢mp + ¢dp) (253)

cuya solucion es,
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fi ‘gmatpm5(r)+ 122V - [viu (£ = 7/, )5(r)] (2.54)
o)

0

donde d(r) es la distribucién delta. La expresion para la fuerza de radiacion acustica (2.47) es:

P | oot s 2m o o e s

Ahora bien, el primer término es facil de integrar, pero para facilitar la integracion del segundo
término se necesita eliminar la divergencia de (7). Para esto se utiliza el teorema de Gauss.

Lg -(vuu)da = IQV (vuldr = J.QVV ‘udr + J.Qu -Vvdr (2.56)

Se reescribe, IVV udr —I (vu)da J.wVvdI;, entonces se hace u~v,0(r) y v~v", (2.55) se

convierte en,

F;mdz <f1 ma tPin ( )>d7"_27m3,00|;'.9_<fzvm ( ) vvm>dr+v|. n fzvmvm (K)da:l

donde el tercer término del lado derecho de la ecuacidn previa es cero. Se integra la ecuacion.

a4
F d:—?ﬂa3<ﬁyin6tpi,,>+27za3p0<f2(zm-V)ym> (2.57)

Se aplica la regla (p;,0vi,) = - (VisOpin), OVin = -OPin/ Po Y Pin = cozpm, (2.57) se transforma en,

F™ = YT @ i, Vp, )+ 27y v V) (2.58)
3¢

con pi, Y Vi, evaluado en r = 0. De (2.58) se observa que la fuerza de radiacién contiene
informacidn de la dispersidn sufrida a causa de las particulas en los coeficientes de dispersidn f; y
/2, que a su vez contienen informacidn de la particula. Al igual contempla a la onda incidente en p;,
Y Vi». Se considerd un fluido inviscido en el campo lejano.

Se realiza el mismo tratamiento que se hizo para el campo de velocidades de la ec. (2.36) al
segundo término de lado derecho de la igualdad de (2.58) para obtener la siguiente ecuacion,

Fred — _;z-a{?jpj [f1 ]<me> o Re[ 2]<Vv; >} (2.59)

donde se ha tomado la parte real de los coeficientes de dispersion. Se factoriza el gradiente,
resultando asi, una expresién mas sencilla para la fuerza de radiacidn acustica.
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Emd — _VUmd (260)
Ut = 4 g R[] (2 - Re £ ) (2.61)
3 g g

Donde U™ es el potencial de energia acustica de radiacidn. El potencial de energia de radiacion
es proporcional al volumen de la particula, y contiene una contribucidn positiva por las
fluctuaciones de la presidn acustica y una contribucién negativa originada por la energia cinética

de la onda.

Para tener una expresion analitica de la fuerza de radiacidn acustica se necesita encontrar de

forma explicita las expresiones de f y f>.
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Capitulo 3. Fuerza de radiacion acustica.
Medio inviscido y medio viscoso.

En el presente capitulo se estudian dos tipos de medio: el medio inviscido y el medio viscoso.
Para el caso del medio inviscido se obtiene la expresién analitica para la ecuacidn de onda, para el
potencial de energia acustica y para la fuerza de radiacion acustica. En el caso del medio viscoso
de obtiene la ecuacidn de onda con disipacién de energia por atenuacién viscosa, la fuerza de
radiaciéon acustica y la velocidad de las particulas. Todas estas expresiones se calculan para una
geometria cilindrica.

Concerniente al medio inviscido, primero se obtiene la solucién de la ecuacién de onda lineal en
coordenadas cilindricas. Se prosigue a obtener la expresion del potencial de energia acustica
utilizando la expresion dada por Gor’kov [3], la cual se obtiene a partir de la ec. (2.61),
considerando los coeficientes de dispersion, f y f>, para el caso del medio inviscido. Se continua
con la obtencién de la expresion de la fuerza de radiacidn acustica, la cual se obtiene al aplicar el
gradiente al potencial acustico de radiacion.

En cuanto al medio viscoso, se empieza con la obtencidn de la ecuacidon de onda lineal
considerando disipacién por la viscosidad. Se prosigue con el calculo de la fuerza de radiacién,
considerando las expresiones para los coeficientes de dispersidn f; y f> dadas por Bruus, para el
caso del medio viscoso. Se sigue con la obtencion de la fuerza de arrastre. Por ultimo, se da la
expresion que permite calcular la velocidad de las particulas.

3.1 Medio inviscido

3.1.1 Solucion de la ecuacion de onda lineal

La ecuacidn de onda lineal se obtiene a partir del balance de cantidad de materia, del balance de
momentum y de la ecuacidn de estado. Se utiliza a la ecuacién de onda en coordenadas cilindricas,
bajo condiciones a la frontera que se impongan al experimento.

El sistema esta descrito en coordenadas cilindricas, Fig. 3.

LA ARRRARRARAR]
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Fig. 3.1. Esquema del sistema. Coordenadas cilindricas.

De acuerdo al anadlisis del término dispersivo (2.39), los efectos de dispersion sobre la onda
acustica son despreciables, por lo que es vélido realizar una aproximacién al caso inviscido. La
ecuacion gobernante para el sistema es (2.30) para el caso de la presion del medio. Ya que se
trabaja con una placa circular se utilizan coordenadas cilindricas para resolver la propagacion de la
onda en la placa. La ec.(2.28) tiene la siguiente forma,

o’ p, +15p1 +Lazp1 _Lazpl
2

ror 1t o9 ¢l or

3.1
or: r or 5.1

donde p, = p((r, 6, 1) es la presién del medio de orden lineal, y no tiene dependencia respecto a la
coordenada z. La ec. (3.1) es la ecuacién de onda lineal para un fluido inviscido. Para resolver la
ecuacion (3.1) se emplea el método de separacién de variables, el cual permite un tratamiento
aislado de cada variable independiente del sistema.

Se propone una solucidén de la forma p,(r, 6, {) = R(r)®(0)1(¢). Al sustituir esta solucién en la ec.
(3.1) arroja tres ecuaciones diferenciales ordinarias. A continuacion se plantean las tres soluciones.

La solucién para la parte temporal es,
T(t)=exp(~icot) (3.2)

donde w es la frecuencia angular de la onda acustica que viaja por el medio ideal. Este resultado
concuerda con la suposicion de que para los campos de primer orden habia una dependencia
armonica con respecto al tiempo.

Para la dependencia angular la solucién es de la forma,
0(0) = exp(im8) (3.3)
donde m es una constante, y debido a la condicion de frontera, ®(m) = ®(m + 2x), m € Z.

La ecuacién diferencial para la dependencia radial es la ecuacién de Bessel de orden m, cuya
solucidn se escribe a continuacion.

R(r)= 4J, (k,r)+BY, (k,r) (3.4)

La solucién Y, tiene una singularidad en » = 0, y de acuerdo al experimento la presion del fluido
en el origen es finita, por lo que B = (. La segunda condicién de frontera para el radio es en la
frontera » = a, donde la presion radial del fluido es cero.

J,(k,.a)=0 (3.5)

Se nombra ¢,,, a las raices de J,, esto es, J,.(¢..) = 0, entonces,
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G =k.a= (3.6)

de acuerdo a (3.6) habra » anillos nodales y m didmetros nodales.

La solucién para la presion lineal del fluido se obtiene a partir de (3.2), (3.3) y (3.4), la expresion
resultante es.

p, = P,J, (k.r)cos m6cos ot (3.7)

A partir de la solucidon de la presién del liquido es posible obtener la velocidad del mismo
cuando una onda acustica se propaga. Para obtener la expresion de la velocidad se utiliza Ia
ecuacion de cantidad de movimiento (2.12) en su forma linealizada, que para un fluido inviscido
relaciona la presién y la velocidad, con el gradiente y la tasa de cambio, respectivamente.

La componente radial del vector velocidad del fluido es,

v, (r6,t)=v,| J . (kr)- km—er (k,r)|cos m@sin ot (3.8)

se aprecia que a medida que el radio crece la velocidad del fluido aumenta, asi pues las mayores
velocidades estaran cerca del radio a.

Para la componente angular del vector velocidad se tiene la siguiente expresion.

r

”

v, (r,0,t)=v, kﬂjm (k,r)sin m@sin o (3.9)

Para la componente angular de la velocidad a medida que aumenta el radio ésta disminuye, que
es lo opuesto a v;,, esto es, mientras mas lejos este del centro menor sera la velocidad angular y
mayor la velocidad radial, y por el contrario, la velocidad radial cercana al origen es menor que la
velocidad angular. Aunque a un radio fijo, a mayor m la velocidad angular aumenta, mientras que
la velocidad radial disminuye.

3.1.2 Potencial de energia acustica

Para obtener la fuerza de radiacidén acustica, se necesita el potencial de energia acustica, U.
Gor’kov [3] derivé la expresién para calcular U de una fuerza acustica, F, que actua sobre una
pequefia particula esférica en un campo acustico arbitrario en un fluido ideal. Bajo la condicién de
que el radio de la particula, a, fuese mucho menor a la longitud de onda, 4, es decir, a << 4, la
expresion para el potencial acustico es,
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2
U =2’ ( {Pu) j 1 —(p"<v,i>jf2 (3.10)
RYoNen 2
donde (p;,’) y (vi') son el promedio temporal de las fluctuaciones del cuadrado de la presién y la
velocidad de la onda incidente en el punto donde la particula se encuentre. Los campos de la onda
incidente son los campos lineales, es decir, p;, = p1 y vi, = vi. La ec. (3.10) es posible obtenerla a
partir de (2.61).

Los coeficientes de dispersion del monopolo y del dipolo para el caso inviscido fueron obtenidos
primeramente por Gor’kov [3] y posteriormente por Bruus [10]. Estan expresados como,

c 20p, —
f‘l =1_p0 0 y )('2 — (pv pO) (311)
pscs 2ps+p0

donde el subindice s denota a la particula sélida. El intervalo disponible para f; y f5, son -co <f; <1
y -2<f,<1.Enelcasode una particula rigida f; = f, = 1, [4].

La expresion del potencial de energia acustica U, es igual a la contribucién de la energia
potencial menos la energia cinética de la onda acustica. El término que multiplica al factor f, es la
energia potencial de la onda debido a los ciclos alternos de compresién y rarefaccidon, mientras
que el término que acompafia a f; es la energia cinética debido al movimiento de las particulas que
componen al medio.

Si la energia potencial de la onda es mayor que su energia cinética, entonces el potencial de
radiacion serd mayor a cero, y la fuerza de radiacién menor a cero, esto es que las particulas
migraran en direccién contraria a la de la propagacion de la onda. En el caso contrario, si la energia
cinética fuese mayor a la potencial, entonces U < 0y F*> 0, esto es que las particulas migraran a
los planos nodales en la misma direccion de la propagacién de la onda acustica.

Ahora bien, si p, y ¢y, las propiedades caracteristicas de las particulas, fuesen igual a las del
fluido, p; = poy ¢ = ¢y, €5to €s, que no existiera diferencia entre las particulas del fluido y las
particulas dispersas, entonces U = 0, lo que origina que la fuerza de radiacién acustica sea cero,
por consecuencia las particulas no se desplazarian. De aqui que la fuerza de naturaleza acustica
que origina el desplazamiento de las particulas es debido a la diferencia de propiedades entre las
particulas y el fluido.

Para obtener la expresidon de U para una onda incidente cilindrica, se deben de calcular los
promedios temporales del cuadrado de la presion (3.7) y de la velocidad (3.8)-(3.9).

p2 =LPJ2(k.r)cos’ m@ (3.12)
=;v;[Jm+l<k,r>—""Jm<k,r>} cos” m0+ v} 1k sin’ m0 (313
rr }"r
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Se sustituyen las dos expresiones previas en (3.10). Después de un breve tratamiento
algebraico, la ecuacidn del potencial de energia acustica es,

3 p2 2
U= R 1230 AJ,f, (krr)cos2 mﬁ—i (me (k F)j
pcy |3 3 r

I

r

Iz

~J . (k,r{— J, o (k.r)+ 2—me (k,,r)j cos’ mé (3.14)

El potencial acustico es una medida de la capacidad que tiene el campo acustico para aplicar un
trabajo sobre las particulas.

Es sabido que las particulas en presencia de un campo acustico migran hacia los planos nodales
de menor potencial acustico, donde U es minima, o bien donde la fuerza de radiacidn acustica es
cero, F =0, por lo que es necesario calcular la fuerza F.

3.1.3 Fuerza de radiacion acustica

Cuando un fluido con particulas suspendidas es sometido a un campo acustico, las particulas
experimentan una fuerza neta que origina su desplazamiento hacia los planos nodales. Como ya se
menciond, existen varias fuerzas que se aplican sobre la superficie de la particula. La mas
relevante para esta investigacion es la fuerza de radiacién acustica.

Las componentes de la fuerza acustica se obtienen a partir del potencial acustico usando la
siguiente expresion,

F=-VU (3.15)

cabe aclarar que la expresidn (3.15) es para una onda acuUstica estacionaria. Para el caso de una
onda viajera entonces la expresidén (3.15) no aplica para obtener la expresidon de la fuerza de
radiacién acustica.

El vector gradiente en coordenadas cilindricas es: V = 0/0r,10/06 .

Se definen el potencial acustico, las componentes de la fuerza de radiacién acustica, la presidny
la velocidad en forma adimensional, de la siguiente forma.

U=U/m’pyv;, F,=F,|m’pyvik., p=p/pcyvy, v=y/v,, x=kr  (3.16)

Se calcula la componente radial de F a partirde F, = —8U/5r y (3.14).
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L2 W ()= 0, (2 )eos? me (3.17)
X

L, (Z)sz(mz_l) - 1}’ ()= 2}(’”] it )+ 02 (z)} cos® m0

2 X

Esta es la fuerza que origina el movimiento en las particulas. Estas tienden a migrar a los planos
de menor energia acustica. En coordenadas cilindricas las zonas nodales son circulos concéntricos.

Para la componente angular F, =— }8U/89.

Fg=msm<zma>[%;<z>+ﬂJ,nH(z{—JmH(m“Jmuﬂ 3.18)
X 3 2 X

Las zonas nodales para el numero m, son didmetros nodales. En base a lo observado en los
experimentos, los modos que prevalecen paramson:m=0y m = 1.

A continuacion se presentan las ecuaciones para la presién, potencial acustico y las
componentes de la fuerza acustica para los modos antes citados.

Param =0 p=J,(x)cos o (3.19)
0=~ %0 ) (320
3 2
r| (B L - L) G2
3 2 2
F,=0 (3.22)
Param =1 p =J,(x)cos Ocos ax (3.23)
U= [flcos2 0- QLZ J(x)+ 22T, (;({2]1(;()—]2(;())0052 0 (3.24)
3 2 y 2 X

F,=2J1(z)(Jz(z)—lJl(z)J[f‘coszé’—fzlj—fi«lf(ﬂc)
X 3 X

+7LJ1(Z)(J3(Z)_J1(Z))COSZ 0_J2(Z{_J1(Z)_2J2(Z)+J3(Z):|COSZ 6(3.25)
v4 v4
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— 1 . 2
Fy = Lsin2 L2 () + L2 0, 20 (0) -7 (2) (3.26)
X 3 2 X

A continuacidn se presentan unas graficas obtenidas con (3.19)-(3.21) con el objetivo de
observar su comportamiento.
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Fig. 3.2. Muestra el comportamiento de la presidn, potencial acustico y fuerza de radiaciéon adimensionales frente al
cambio del radio. Las flechas en la grafica de la fuerza de radiacién indican la direcciéon de migracién de la particulas.

De la Fig. 3.2 se aprecia que la magnitud de la presidn, la profundidad del pozo de potencial y la
magnitud de la fuerza de radiacién decrecen cuando aumenta el radio. La pérdida de amplitud de
dicha onda se debe a la geometria cilindrica del sistema.

En una geometria rectangular, los puntos donde la presion es cero corresponden a los puntos
donde el potencial de radiaciéon es minimo. Pero en la geometria cilindrica no es el caso, los puntos
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minimos del potencial no coinciden con los ceros de la presidn debido a los factores f; y f; que
estdn presentes en la expresion del potencial.

Las particulas se posicionaran en los puntos donde la fuerza de radiacién es cero. Estos anillos
nodales coinciden con los anillos minimos para el potencial acustico. En la Fig. 1 se observa que el
primer anillo nodal esta proximo a » = 2, mientras que el segundo se encuentra alrededor de » =
5.5. La fuerza de restitucién, es la fuerza que experimenta la particula en direccién hacia el pozo
de potencial. Si se desea transferir a una particula de un anillo nodal a otro, es decir de un pozo de
potencial a otro, la fuerza necesaria para lograrlo debe ser de magnitud ligeramente mayor a la
magnitud de la fuerza de restitucién. La magnitud de la fuerza de radiacion del primer anillo es
mucho mayor que la del segundo anillo (poco mas del doble); esto es, se necesita mayor magnitud
de fuerza para que la particula salga del primer anillo nodal que del segundo. Conforme el radio
aumenta, la magnitud de la fuerza de restauracién decrece.

3.2 Medio viscoso

3.2.1 Ecuacion de onda lineal

La ecuaciéon de onda lineal para p; en un medio viscoso se obtiene a partir de (2.28) al eliminar
el cardcter viscoelastico del medio, esto es al hacer 7, = 0. La viscosidad del solvente se convierte
en la viscosidad del medio, es decir u = i, cuando 7y = 0.

8t2p1:c§L1+ H 6,JV2pl (3.19)

2
0Co

Al eliminar el cardcter viscoeldstico se recupera la ecuacidon de onda para un medio viscoso, que
es la ec. (7) de Bruus [4]. En (3.19) el segundo término entre los corchetes surge debido a la
viscosidad del medio. Si éste fuese cero (fluido inviscido) la ec. (3.19) se reduce a la ecuacién de
onda lineal para un medio inviscido (2.30).

Ya que la dependencia respecto al tiempo es armonica, (3.19) se reduce a la ecuacién de onda
con disipacién de Helmholtz,

Vip +k..p =0 (3.20)

kvis = kinv(l + l.yatt) (321)
HO

=—— 3.22

yatt 2poc§ ( )

donde %;,, es el numero de onda para el medio inviscido, k;,, = w/cy, y ¢, es la velocidad del sonido
en el aire. y,, es el término de amortiguamiento viscoso. En este término se encuentra la
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informacidn sobre la viscosidad. De acuerdo a (3.22) la disipacion de la onda es proporcional a la
viscosidad y a la frecuencia de la onda. A altas viscosidades la amplitud de la onda decaerd
rapidamente, e igualmente, a frecuencias altas, la onda se amortigua con rapidez.

En el caso de un medio inviscido 4 = 0, no existe amortiguamiento viscoso y k,;, es igual al
numero de onda para un medio sin atenuacidn viscosa. Esto significa que debido a la viscosidad
del medio aparece un término extra en la definicién del nimero de onda. Este término que surge
es imaginario, por lo que la onda experimenta atenuacién por amortiguamiento viscoso.

Debido al término imaginario aparece una exponente con argumento real y negativo, lo que
explica la atenuacién de la onda. Si la parte real del nimero de onda fuese cero, entonces la onda
se vuelve una onda evanescente. Asi pues, la atenuacién de la onda es el efecto que tiene la
viscosidad del medio sobre la onda acustica.

3.2.2 Fuerza de radiacion acustica

La fuerza de radiacién acustica para una onda estacionaria viene dada por las ecuaciones (2.60)
y (2.61), a saber,

F = vy (3.23)

U = 0 RV )Rl ) (3.20)

de acuerdo a Bruus et al. [4] los coeficientes de dispersién para un medio viscoso tienen la
siguiente funcionalidad,

fi=1--" (3.25)

donde x, es la compresibilidad de la particulay xj es la compresibilidad del medio,

2fi-y(6)p, - p,)

- b (3.26)
Y 2p,+py—3p(5)

donde y es una variable adimensional dependiente de la viscosidad.
Ao)==2[1+i(1+5)p (3.27)

Toda la informacién sobre la viscosidad se encuentra en el término de y, ya que 0 es el espesor
de la capa limite viscosa (6 profundidad de penetracidon viscosa) que es la longitud de difusion del
momentum.
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1/2
S:é y 5:(2‘/) (3.28)
a

v es la viscosidad cinematica, v = u/po.

Debido a la viscosidad del medio el término del coeficiente de dispersion del dipolo es complejo,
asi que tiene una parte real y una parte imaginaria. La parte real corresponde a las ondas
estacionarias, mientras que la parte imaginaria se relaciona con las ondas viajeras.

2p-1+25)2p+1428)+ 28 (5 +1)]
Cp+1) +9(1+2p)5 + 82—‘(52 +6° +§—34)

fy =Re[f,]= (3.29)

| 6(p-1)(1+5)5
=1 = ‘
£ =Im(f,] p+1)f +o(1+2p)0+ (5" + 5" + 16") (3.30)

Donde p = p,/p,. El potencial de radiacién y la fuerza de radiacién para la componente radial
cuando m =0, son:

U= m3p0[§1J(f(krr)—J;;Jf(krr)} (3.31)
F. =’ pk, Kz{' + fz;].lo (k.r)— fjJ2 (k,r)}l1 (k.r) (3.32)

tanto la expresion del potencial de radiacién U, como de la fuerza F, para el medio viscoso, son
idénticas a las expresiones para el potencial y fuerza de radiacién para el caso inviscido, (3.20) y
(3.21), respectivamente. Lo Unico diferente es la expresidn para f;, esto es cierto, pues es en este
término donde se encuentra la informacion de la viscosidad del medio.

3.2.3 Fuerza de arrastre

Cuando un objeto se mueve a través de un medio viscoso surge una fuerza que se opone al
movimiento del objeto, denominada fuerza de arrastre. Si la particula se mueve con una velocidad
v, la fuerza de arrastre F”“ se expresa de la siguiente forma,

F" = 6zua((v,) —v) (3.33)

donde (»,) es la velocidad de corriente acustica, y es una contribucion al movimiento de las
particulas debido a la presencia de un campo acustico. Este vector velocidad de segundo orden
contribuye a través de la fuerza de arrastre. Mientras que la parte d ela fuerza d earrastre debido
al medio se opone al movimiento de las particulas, y esta dada por la Ley de Stokes.
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F"* = —6zuay (3.34)

3.2.4 Velocidad de las particulas

Como se explicd en las secciones previas, la particula adquiere movimiento debido a la suma de
las fuerzas que actuan sobre ella. De acuerdo a la segunda ley de Newton.

gmﬁppa,y =F"“ 4 67z,ua((y2> —y) (3.35)

De acuerdo al sistema de estudio, las dos Unicas fuerzas de interés son la fuerza de radiacion
acustica y la fuerza de arrastre. El tiempo caracteristico de aceleracion 7 ~ ppaz/ﬂ < 1us es pequefio
frente a la escala de tiempo del movimiento de las particulas (> 1ms), por lo que los efectos
inerciales pueden despreciarse.

rad
V=

+(v2) (3.36)

677,ua

Debido a la escala a la cual se realizaron los experimentos, la velocidad de la corriente acustica
no tiene una contribucién importante sobre el movimiento de las particulas, por ello es posible
anular a (1).

F rad
6ua

y =

(3.37)

Para el caso de una onda acustica estacionaria, en coordenadas rectangulares, la componente
del vector de velocidad de la particula en direccidn x, queda expresada como sigue,

vx(x)zgazkﬂq)(l?,p,é')E sin(2k,, x) (3.38)
7
(k. p.8)= 1 £,(x)+ 1 £ (p.5) (3.:39)

donde E,. = p,’/4poco’, es la densidad de energia acustica. En el caso de geometria cilindrica, la
componente radial para m = 0 del vector velocidad es,

o ()=2dE, {( 5.5V (kr)- J(kmr)}J (k..r) 3.40)
U

ahora bien, para el caso de una onda acustica viajera, en coordenadas esféricas, la fuerza de
radiacion acustica queda expresada de la siguiente manera,
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F'™ = fimd’ p, (v;, k (3.41)

donde £’ esta dado por (4.30). En el caso de una onda plana viajera con k = ke. y v;, = voexpi(kz-wt).
Para este caso la densidad de energia acustica E,. de la onda es E,. = (Kovoz)/z. La velocidad de la
particula en direccidn z es,

a Zkf;EaC
64,

v = (3.42)
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Capitulo 4. Fuerza de radiacion acustica.
Medio viscoelastico.

En el presente capitulo se estudia la fuerza de radiacion acustica considerando un medio que
consta de dos partes: una parte Newtoniana y otra parte no-Newtoniana. La ecuacién constitutiva
de la parte Newtoniana se estudia a través de la ecuacién de Newton, mientras que la parte
viscoeldstica o no-Newtoniana se utiliza la ecuacién constitutiva de Maxwell. El modelo
viscoelastico que se utiliza en esta investigacion para describir al medio, es el modelo de Oldroyd-
B, que es igual a la suma del modelo de Maxwell mds el modelo Newtoniano.

Asi mismo, se estudian los coeficientes de dispersién del monopolo y del dipolo. Se obtienen las
expresiones analiticas para estos coeficientes. Al igual se obtiene la expresion para la fuerza de
arrastre considerando un medio viscoelastico.

Por ultimo, se obtiene la expresidn que permita calcular la velocidad de las particulas en el
medio no-newtoniano.

4.1 Ecuacion de onda para un medio no-Newtoniano

Un medio viscoeladstico o no-Newtoniano es un fluido cuyo comportamiento se encuentra entre
el comportamiento de un fluido Newtoniano y un sélido eldstico. En el ambito industrial la gran
mayoria de fluidos que se utilizan son de cardcter viscoeldstico. Por lo que una expresidn para la
fuerza de radiacién acustica considerando el caracter viscoelastico del medio es de importancia
para que la teoria este mds encaminada a resolver problemas reales.

Para tener una expresién analitica de la fuerza de radiacidn acustica se necesita encontrar de
forma explicita las expresiones de f; y f>. Para obtener las expresiones de f; y f; se sigue el
desarrollo que hace Bruus et al. en su articulo [4].

4.2 Coeficientes de dispersion

Los coeficientes de dispersion para el monopolo y el dipolo son f; y f,, respectivamente. Para f;
se considera a la particula estacionaria y compresible. f] esta relacionado con el desplazamiento de
masa en la densidad de la onda incidente p,,, cuando el fluido golpea a la particula estacionaria.
Mientras que f esta relacionado con el desplazamiento de la particula en el medio, moviéndose
con velocidad v,,.
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Para la respuesta del fluido se emplean tres regiones en el espacio. La region de la capa limite
acustica, que es la regiéon inmediata a la particula, a <r < a + 59, es donde la viscosidad del medio
tiene un papel importante debido a que los gradientes se incrementan en el campo de
velocidades. En la capa limite acustica o viscosa, el fluido es incompresible, pues el tiempo que
toma a la onda acustica propagarse a través de la capa limite acustica es mucho menor al periodo
de oscilacion, (a + 50)/cy « 1/w 6 a + 50 « A. La siguiente region es el campo cercano cona + 50 <r
« 4, donde el fluido es inviscido y compresible, pero el potencial de dispersién ¢, depende
Unicamente del tiempo instantdneo ¢ y no del tiempo retardado. A continuacion se presentan las
expresiones en la regidn del campo cercano para los términos del monopolo y del dipolo.

¢sc (r’ 9) = ¢mp (I")+ ¢dp(r’ 9) (41)
3
0,p,
¢mp (l") = _ﬂ Lﬂ (42)
3p, 1
3
¢dp(r’ 9) = fZ ivin ﬁ (43)
2 r

La ultima regidn es el campo lejano » » 4, donde el fluido es inviscido, compresible y ¢, depende
del tiempo retardado ¢ - r/c,.

Las expresiones analiticas para los coeficientes de dispersidn f; y f; se obtienen a partir de las
condiciones de frontera en la superficie de la particula cuando esta en movimiento, con velocidad
v,. Para esto es necesario hacer coincidir la presion p, y la velocidad v, del fluido con las
condiciones de frontera en la particula.

Se utiliza un sistema coordenado esférico con los vectores unitarios (e, ey, e,) localizados en
todo momento en el centro de la particula. Se considera simetria azimutal, es decir todos los
campos dependen de ry 6, y la componente azimutal del vector velocidad es nula, v = v,e, + vgey.

Para el caso de las componentes de los vectores de velocidad, se considera que el eje polar e.
apunta en la direccién de la velocidad incidente v;, tal que v;, = v;,e., y por la simetria azimutal del
problema, la velocidad de la particula v,, tiene direccién e, v, = v,e..

Vin =V,,8. =V, cos@e, —v, sinfe, (4.4)

v, =v,e. =v, cose, —v, sinbe, (4.5)
4.2.1 Coeficiente de dispersion del monopolo, f;

La presencia de una particula estacionaria y compresible genera que haya masa desplazada del
fluido cuando ésta interactia con la onda, de lo contrario esta masa entraria al volumen de la
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particula. La rapidez de masa desplazada del fluido es 0. Para primer orden, el desplazamiento
de masa por la particula es igual al flujo de masa por unidad de area pgv,. llevado por la onda
dispersada a través de una superficie cerrada 02 que abarca a la particula en la regidn del campo
cercano.

o,m= _LQ (Pyvsc)-erda (4.6)

Con el teorema de Gauss, LQ (poysc)- e da= IQV . (poysc,}fV , Y ya que la regién que encierra a

la particula esta en el campo cercano, la viscosidad del medio no es importante, por lo que la
aproximacién al caso inviscido sigue siendo valida. Asi pues, con la ecuacion de continuidad y el

teorema de Gauss, la ec. (4.6) se transforma en 0,m = —IQ 0,p,,dV . Laintegral de volumen es,

4r
azm = ﬁ ?a38tpin (4-7)
considerando que es para el monopolo y la onda es saliente, el sigho menos (-) desaparece y
aparece fi.

Por otro lado, la rapidez de desplazamiento de masa se puede escribir en términos de la rapidez
de cambio de la densidad, esto es la variacion por unidad de tiempo de la masa del fluido en un
volumen igual al volumen dispersado.

om=V_0,p, (4.8)

Si el cuerpo que dispersa es un fluido con densidad p; con un equilibrio en el volumen V5.

vo—v, Ll_ P@/?J o)
Pio0: P
op, op, op, ¢l
6“0[ :( plj atpin :( plj [ pm atp[n = %8tpin (410)
P; 0 P Oapino ¢
2
Ve = V{I—CS”" (4.11)
CspiO

En términos de la compresibilidad, x, = l/pocoz, Ky, = l/p,-ocsz.
KP
Vie=Vy|1-— (4.12)
Se sustituye (4.12) en (4.8).
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K
om=|1-—L1,0,p, (4.13)

Ky

Al comparar las ecuaciones (4.13) y (4.7) resulta la expresidn de f;.

fl(KO’K”)zl_KZ (4.14)

Este resultado es idéntico al de Gor’kov [3] y al resultado para f; considerando un medio viscoso
[4], ya que f; no depende de la naturaleza del medio, es decir si es Newtoniano, no Newtoniano o
inviscido. Notese que f; depende exclusivamente de la compresibilidad y densidad del fluido y de
la particula. Para compresibilidades idénticas «, = «, el coeficiente del monopolo es cero, f; = 0.
Para particulas rigidas, fi= 1.

4.2.2 Coeficiente de dispersion del dipolo, f;

Se desea obtener una expresién para el coeficiente f, que considere al tiempo de relajacion y la
viscosidad del medio. El coeficiente de dispersion del dipolo esta relacionado con el movimiento
de la particula en el medio. Cuando la particula se mueve se genera una capa limite en Ia
superficie de la particula del orden de micrdmetros. En esta capa limite los efectos viscoelasticos
son predominantes, por lo que se considera en la ecuacidn de continuidad al término de difusién
acoplada con la ecuacién constitutiva de Maxwell y la ecuacidn constitutiva de Newton. Los
campos de velocidad y de presidn para la capa viscoelastica se denominan v, y p,s.

La estrategia de solucidn para obtener a f; en funcién del tiempo de relajacién y la viscosidad es
la siguiente: el coeficiente de dispersién se encuentra en los campos de la onda incidente v;, ¥ p;,
mientras que debido a que la particula se mueve con una velocidad v, se genera una capa limite
viscoeldstica cuyos campos de velocidad y de presién, v,, y p.», dependen de las propiedades del
medio. Para relacionar al coeficiente f; con las propiedades del material, viscosidad y tiempo de
relajacién, se debe de relacionar a la velocidad de la particula con los campos de velocidad y
presion de la onda incidente. Para una mayor claridad, se divide en tres relaciones principales al
sistema.

Las tres relaciones principales son: 1) la relacion entre los campos incidentes y los campos de la
capa viscoelastica, esta relacién viene dada por hacer una coincidencia asintdtica entre las dos
regiones; 2) la relacién entre los campos viscoelasticos y la velocidad de la particula, que vienen
dados por las condiciones de frontera en la superficie de la particula y por la segunda Ley de
Newton; y 3) la relacién entre la velocidad de la particula y los campos incidentes de presion y
velocidad del fluido. Como ya se menciond, la tercera relacion es la mds importante, pues es a
partir de ésta que se obtendra la expresidn matematica para f,.
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Fig 4.1. Se muestran las ecuaciones que describen a los campos de velocidad v;,, y de presién p;,, para la onda incidente
en el medio inviscido, a los campos de velocidad del fluido v,;, y de presidn p,,, en el medio viscoelastico y para la

velocidad de la particula v,

Para obtener la relacion entre los campos incidentes y viscoeldsticos es necesario empalmar
asintéticamente [12] al campo de velocidades en la capa viscoelastica v,,, con el campo de
velocidades incidente y la parte del dipolo en la regién de campo cercano. Asi mismo, empalmar
asintéticamente la presion en la capa viscoelastica p,;, con la presidn de la onda incidente mas la
parte del dipolo. Los campos de velocidad y de presion de la capa viscoeldstica son igual a la suma

de los campos de velocidad y de presidon de la onda incidente, respectivamente, mas una

contribucidn por la parte del dipolo.
v, (r,0)=vi + V¢, (4.15)

P (r’ 0) =Pint ipoa)¢dp (4.16)

La escala de longitud se hace coincidir a los campos de velocidad y de presion a la distancia

r=r* llenando a + 50 < r* « A. Las ecuaciones que relacionan a estos dos campos son,

Vv =iy -8, (r=r*0)=v, -2, +0,4, (4.17)
VY = v -eo(r =1%,0)=v,, -85 + 10,8,, (4.18)
P (r = r*,ﬁ): ipoa)(¢in +¢dp) (4.19)
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La velocidad de la onda incidente y el potencial del dipolo en el campo cercano estan definidos

de la siguiente forma.

Vin =V,,8. =V, cos@e, —v, sin 0@, (4.20)
a’>  cosé
¢dp(r’ 0) = fZ jvin 7"2 (421)

Se sustituye (4.20) y (4.21) en las ecuaciones (4.17)-(4.19) resultando las siguientes expresiones.

( — /s jv cos @ (4.22)

vy :( +];2r] v, (~sin @) (4.23)

D,y =Py, (r+j;2Jv cos (4.24)

r

Estas tres ecuaciones relacionan a la velocidad y la presién del fluido para la onda incidente con
los campos de velocidad y de presidn para el medio viscoel3stico.

Ahora bien, se continlda con obtener las ecuaciones que relacionan la velocidad de la particula
con v, Y pw- Esto se logra con la condicién de frontera de no deslizamiento del fluido en la
superficie de la particula, » = a, y con la segunda Ley de Newton que explica la velocidad de la
particula debido a la suma de fuerzas que experimenta en su superficie.

Vab =V)p (425)
v:b =V 8, (a, 9) =V, Ccos 0 (4.26)
vgl’ =V 8o (a,@): v, (— sin H) (4.27)

La siguiente relaciéon describe la fuerza neta que origina el movimiento de la particula,
F=p,V,a,

F=—i§7ra3ppa1vp (4.28)

32



Las fuerzas que se aplican sobre la superficie de la particula son debido a los esfuerzos
viscoelasticos ejercidos por el fluido.

F:L n-gab.ézda (4.29)

v,

El tensor de esfuerzos es, ¢ = -pI + 7, donde 7 es el tensor de esfuerzos total. El tensor de
esfuerzos total es igual a la suma de los esfuerzos viscosos y la contribucidon de los esfuerzos

viscoelasticos. La ec. (4.29) resulta en,

F =2m’ J: [(— P+ )cos 0 -1 sin Q}i(cos 0) (4.30)

Se igualan a (4.28) con (4.30), dejando una expresién matematica que relaciona a la velocidad
de la particula con los campos de velocidad y de presidn en la region viscoelastica.

1
.2 _ vb vb
—izap,wv, = L [(— P +T) )cos@— 7, sin 0}1(005 0) (4.31)
Donde p,, estd dada por la ec. (4.24). En la expresion (4.31) es notorio que existe una relacién

entre la velocidad de la particula y la presion incidente. Las componentes del tensor de esfuerzos
viscosos son:

T:f = 2/’lvearv:b (432)
vb [ vb 1.,vb 1 vb
Tro = My arVQ _7‘}9 +766’vr ] (433)
_ T
donde M, =M, +— (4.34)
1-iod

Con la expresidn de los esfuerzos se introduce la dependencia a la naturaleza del medio. Cabe
recordar que en el presente trabajo el medio viscoeladstico puede ser una solucidn de un polimero
disuelto en un solvente de bajo peso molecular. La viscosidad del solvente esta representada por
Uy el segundo término del lado derecho de (4.34) representa el comportamiento del polimero.

Las ecuaciones (4.26), (4.27) y (4.31) relacionan a la particula con los campos de la regién
viscoelastica.

La relacidn que se busca es aquella entre la particula y los campos de velocidad y de presién del
liguido inviscido debido a la onda incidente, ya que a partir de esta relacion se obtiene la
expresion para f,. Ya se encuentran indirectamente relacionadas la particula y la onda incidente a
través de los campos de velocidad y de presidon de la regidn viscoeldstica. Asi entonces, es
necesario conocer la expresion para v,;.
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Para saber la expresion analitica del campo de velocidades de la regidn viscoelastica v,;, se
resuelve la ecuacion de onda para un medio viscoelastico.

1
O} vy =co| 1+ ——| 4, 4T 0, Vv, (4.35)
l-iwl

0Co
Se considera una dependencia arménica respecto al tiempo para el campo vectorial v,;, lo que
reduce a (4.35) en la siguiente expresion.

—’ v =| ¢, _la)[/‘s +1770j Vi, (4.36)

Po

La regidn viscoelastica se caracteriza por ser la regién en donde se observan los efectos no-
Newtonianos del medio viscoelastico, pero ademds porque es incompresible, V - v,;, = 0. El fluido
viscoelastico se toma como incompresible porque el tiempo que le toma a la onda acustica
propagarse a través de la regién viscoelastica es mucho menor que el periodo de oscilacion,
(a+0) K 1/w o (a+d) K A. Se toma la divergencia de (2.25), esto lleva a que el Laplaciano de la
presion sea cero, Vzpv,, = 0. Con esto en mente existen dos razones por las que se puede reducir
(4.36) a la siguiente ecuacion,

Vip = l[ﬂs + l%jvzvvb (4.37)

en (4.37) se elimind ¢,> que esta relacionado con el término del gradiente de presidn. Las razones
por las que el gradiente de la presidon de la region viscoeldstica se cancela son: en un sentido fisico,
porque la region viscoelastica es incompresible, y de acuerdo a la ecuacién (2.26), el término que
involucra a la presion es cero. La otra razdon es en un sentido matematico, pues al calcular el
rotacional de (2.25) se elimina el término del gradiente de presidn, pues el rotacional de un
potencial es cero. Reescribiendo a (4.37).

(V2 + Qfg)bb =0 (4.38)
, 20
donde q,, = 52 (4.39)
o) = 52(1 + %J (4.40)
1/2
5= (2')5 j (4.41)
w
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La ec. (4.38) es la ecuacién para la region viscoelastica. v, es la viscosidad cinematica del
solvente, v, = uy/po. 0 es el espesor de la capa limite viscosa (6 profundidad de penetracion viscosa)
que es la longitud de difusion del momentum [4]. J,. es el espesor de la capa limite viscoelastica,
qgue es igual al espesor de la capa limite viscosa mas un factor de correccion debido a la
viscoelasticidad del medio.

De (4.38) se observa que g,. es el nimero de onda para un medio viscoelastico. Es posible

reescribir a g,. en términos del modulo complejo G*,

. (0]
4, =4, +iq, = @\ PG * (4.42)

donde G* = G'+ G"y |G*| = (G” + G"")*2. G’ es el modulo de almacenamiento o modulo elastico,
y G" es el modulo de pérdida o modulo viscoso, y estan definidos de la siguiente manera,

. G X
G' = l—i(—)a)2/12 (4.43)
y G,ol
G =pot+ (4.44)

donde 7y = GoA. El nimero de onda viscoelastico ¢,. esta formado por una parte real ¢;, y una
imaginaria ¢,. Esta parte real e imaginaria se expresan como sigue,

/2
g, = @l (\/G'2 1G4+ G') (4.45)

2la

g = @l (267 -c|” (4.46)

I

El nimero de onda g,., estd definido como ¢,. = w/V,, +i¢, donde V,, es la velocidad de
propagacion de la onda en el medio y ¢ es la atenuacién de la onda. Se realiza un pequefio analisis
del comportamiento de g,,.

SiG'— Gyy G" — 0, las expresiones para ¢; y ¢, son,

G = +ig, =0 |20 (4.47)

1/ Go

la velocidad de propagacion de la onda y la atenuacidn para este limite es,

Vo = F y$=0 (4.48)
\ Po
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La velocidad de propagacion es igual a la velocidad longitudinal de propagacién para una onda
que viaja por un sélido eldstico. Mientras que la disipacion por el medio es nula. Efectivamente, al
considerar que el medio viscoeldstico tiende al limite elastico, los resultados de la velocidad de
propagacion de la onda y la atenuacidn tienden a los valores para un sélido elastico (4.48).

Ahora se estudia el limite cuando el medio viscoeldstico tiende a un liquido Newtoniano. En este
limite, G' > 0y G" — now. Las expresiones para g, y ¢, se reducen a,

} 1+i
QVE = ql + qu = 7 (449)

donde 0 es el espesor de la capa limite viscosa, definido en (4.41). La ec. (4.49) es idéntica a la ec.
(33) obtenida por Bruus [4]. La velocidad de propagacion y atenuacién de la onda son,

Po®
V =.2v,0 = =7 4.50
e =20, Y $ \/ o, (4.50)

La atenuacién de la onda es igual al inverso del espesor de la capa limite viscosa (4.41).

A continuacién se obtiene la expresién analitica para el campo de velocidades en la capa limite
viscoelastica. Debido a la simetria azimutal del problema, es posible reescribir a v,;, en términos de
la funcién corriente ¥(r,6).

Wsin ) a,(r¥)

0
vl 0)= V[l 0, |- 2RO, _2AY),, s

Se sustituye (4.43) en (4.39) y se le aplica el rotacional. Para la funcién corriente, V x [V x (We,)]

= -V’(Pey).
V2 (V2 + g2 JW(r.0)e,]=0 (4.52)

Otra forma de obtener la ec. (4.52) es aplicando el rotacional a ipywv,; = ﬂvevzyvb, que es la ec.

(2.25) cuando se ha eliminado el gradiente de presidn. u,, esta dada por (4.34).

La solucién de (4.52) puede encontrarse proponiendo una solucion de la forma ¥ =¥, + V..
VAV + g2 J(, + P, e, ]=0 (4.53)
Si ¥,y ¥, cumple con las siguientes condiciones,
Vi (¥e,)=0 (4.54)
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(V2 + 42 ¥,85)=0 (4.55)

Entonces para cualquier funcion ¥(r,6) se obtiene Vz[‘P(r,G)g¢] = [V — ‘P/(rsin0)2]§¢. Las ecs.

(4.54) y (4.55) se expresan de la siguiente manera.

b4
VY, — L =0 4.56
" r’sin’ 6 (4.56)
¥
VZ\PZ - m = _QZ\PZ (457)

Se resuelve (4.56) y (4.57) por el método de variables separables. Se propone la solucién de la
forma R(r)®(0) tanto para ¥; como para W,. Al sustituir la solucion propuesta en (4.56), resultan
dos ecuaciones diferenciales independientes: una ecuaciéon contempla la parte radial mientras que

la otra ecuacién es exclusiva para la parte angular. Las dos ecuaciones son las siguientes.

2
r2d §+2rd—R—aR:0 (4.58)
dr dar
.1 d[sinGCZ@j—‘@z +a®=0 (4.59)
sné do do sin~ @

En la parte angular (4.59), se propone la siguiente solucién: ®(f) = sin"@, donde n es un

pardmetro por determinar. Se sustituye la solucién propuesta en (4.59) y resulta,
(2 ~1)sin™2 0+ (@ —n> —n)sin" 6=0 (4.60)
para que se cumpla la igualdad, entonces debe cumplirse que,
n’—1=0 (4.61)
a-n"-n=0 (4.62)

De la primera igualdad, la raiz que tiene significado fisico es n = 1. A partir de (4.62) se obtiene
o = n(n+1), que es el valor del parametro que resulta de la solucién de la ecuacion diferencial de
Legendre. Ahora bien, en los polinomios de Legendre, el valor de n para el dipolo es 1, que es la

solucién obtenida en (4.61). Si el segundo término de (4.59) es igual a cero, después de modificar
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con cambios de variables a la ecuacidn resultante se obtiene la ecuacidn diferencial de Legendre y

como solucién los polinomios de Legendre.

En el caso de la parte radial, la ec. (4.58) es la ecuacién de Euler-Cauchy. Al sustituir el valor de «

gue se obtuvo de la solucién de la parte angular, o = n(n+1), la solucién general de (4.58) es,
R(r)=Ar" + 4,7 (4.63)

de la informacion que se obtuvo de (4.61), se sabe que para el dipolo n = 1. La solucidn de ¥, es

entonces,
¥, (r,0)= (Alr + A, 12] sin @ (4.64)
r

En tanto que al sustituir ¥, = R(7)®(0) en (4.57), surgen dos ecuaciones diferenciales, una para la
parte radial y otra para la parte angular. La ecuacion diferencial para el angulo es idéntica a (4.59),
por lo que sélo se detalla la solucién para la parte radial. Al manipular la ecuacion dependiente del

radio, la ecuacion resultante es,
r 2" rZ + [;72 —(n+ 5)2]2 =0 (4.65)
donde R()=r"2Z(),y =q,.r. La solucién de (4.65) para R es,

1

4.

Notese que Unicamente se utiliza la funcion J para la solucidn de R, pues es ésta la que es finita

R=B, Jn%(qver) (4.66)

en el origen. Se puede escribir a R en términos de la funcidn de Bessel esférica, y ésta a su vez en

términos de la funcion esférica de Hankel.
R=Bh"(g,r) (4.67)

Para el dipolo, » = 1. Se considera la condicidon de frontera para la funciéon de Hankel, lo que

lleva a la solucién para ¥».

lIIZ (I", 9) = Bhl1 (qver)avin Sin 9 (468)
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Donde A;'(s) = -€“(s + i)/s” es la funcién esférica de Hankel de primera especie de orden 1 para
una onda dispersada. Toda la informacién sobre la viscoelasticidad se encuentra en el parametro
Gver Y PO |0 tanto A;'(gy.r) x € o e™, decae exponencialmente como el inverso de J,., es decir la

onda dispersada se va atenuando debido a la viscoelasticidad del medio.

Antes de obtener la forma explicita de la funcién corriente ¥, es necesario obtener las
constantes 4, y A, de (4.64). Estas constantes se obtienen al empalmar asintéticamente W, con las
condiciones de (4.22) y (4.23), esto es v,,(r = r*, 0) = Vx['V',¢g,]. Se contrae la ec. (4.51) para '¥';, y se
iguala a las condiciones para v,;.

(1 5 jv cosd = 2(A +A jcos@ (4.69)
r

( + f23j v, (~sin@)= [2/11 - A;j(— sin 0) (4.70)
r

2 r

Del sistema de ecuaciones algebraico previo se obtienen las expresiones para 4; y 4,.

1
4=, (4.71)

3
4, = _%fzvm (4.72)

Es en la constante A4, donde se encuentra la informacién de la dispersion de la onda, en el
coeficiente de dispersion f,. Se sustituyen los valores de las constantes en ¥y, (4.64).

3
Y (r, 9) = {lr - J;za}v. sin & (4.73)

Se combina este resultado con la expresién para ‘P, (4.68), v, = VX[(¥1 + P2)eyl,

3 hl
v =1-f, a3+2qveaB[ 19 v,, cosd (4.74)
r s
q\el

ve

N

1 1
N P AL qveaB(Sho(S)‘hl(S)j v, (~sind) (4.75)

ve

donde con £g'(s) = -(i/s)e”. Con la expresién para el vector velocidad de la regién viscoelastica, v,
es posible obtener las componentes del tensor viscoelastico, (4.32) y (4.33).

39



3 () 2l
= 2u,,| 31, a—4 + 2qfeaB(Sh°(S)23h‘(S)J v, cos @ (4.76)
r s
el
3 )20 (o) 1
=, 1-31, ;Z4+ qfeaB{6hl (S) > }:,lz(S) 25hy (S)} v, (—sin 9) (4.77)
qwr

Las expresiones para las componentes del tensor de esfuerzos se sustituyen junto con la
expresion para la presidn viscoeldstica (4.24) en (4.31). Debido a que la fuerza se aplica en la
superficie de la particula, no existe dependencia respecto al radio y todas la expresiones que se
van a sustituir en (4.31) se evallUan en r =a.

2 "
a

—i2p,av, = .[-11 {(— ipoa)(l + ];j 0 b [3f2 + 2B(shé (s)-3h, (S))q_ea ]Jvin cos’ 6

4 e (— 3f, + B[6hl1 (s) —s°h| (s) —2sh, (S)]W )v,.n sin’ H}d(cos 0) (4.78)

2
a

Se integra la ecuacién anterior y se cancelan términos.

0

;Vp = |:1 + f; -1 21”;; quB[hll (S)]qwa i|vin (479)

El tercer término en los corchetes es igual a 1, reduciendo (4.79) a,

oo, =| 141, + B6)

Jvm (4.80)
Dye@

La ec. (4.80) relaciona la velocidad de la particula con la velocidad del campo incidente. Se
tienen 3 incdgnitas: f5, v, y B, y una sola ecuacion (4.80). Las otras dos ecuaciones que relacionan a
la particula con la onda incidente se obtienen con la condicidn de frontera de no deslizamiento en
la superficie de la particula. Se iguala (4.26) y (4.27) con (4.74) y (4.75), respectivamente.

v, = Ll— £, +2Bh(s)

Jvm (4.81)
qve?

v, =L L fy + Blsh(s)- i (s)), . b (4.82)

Las ecs. (4.80), (4.81) y (4.82) son las ecuaciones que relacionan a la particula con la onda
incidente. En este sistema de ecuaciones estan involucradas la velocidad de la particula, las
propiedades viscoelasticas del medio, la dispersion de la onda incidente debido a la particula y la
velocidad del fluido debido a las perturbaciones de la onda acustica. Asi pues, es posible encontrar
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una expresioén para el coeficiente del dipolo f; que considere la naturaleza del medio. El sistema de
ecuaciones es el siguiente,

v, = Ll — f, +2Bh| (S)‘q”a Jvm (4.83)
v, = Ll +17+ B(shﬁ, (s)-h, (S)}M Jvm (4.84)

pv, =| 1+ 512 + B (5)

Jvm (4.85)
q\‘(’a

Se iguala (4.83) con (4.84) para obtener la definicién de B.

3/

5 30 (s)- sk (s)

(4.86)

ho'(s) es la funcién esférica de Hankel de primer tipo de orden cero. Se iguala (4.83) con (4.85) y
se sustituye la definicién de B. Después de un tratamiento a la ecuacién, se obtiene la expresidn
para el coeficiente de dispersion del dipolo f;, en funcién de la viscoelasticidad del medio,

2(p-1)1-7(5.,)] (4.87)

fz(IB’§V€): (1+2;)_37(5ve)

donde y es una variable adimensional dependiente de la viscoelasticidad, definida como,

a a

1 2
7(5ve):3}ll(lqwa)=—3 5&(1+i)+i5f (4.88)
qveaho (qvea) 2

.. esta dada por (4.40). Ya que y es un numero complejo, f; tiene una parte real y una imaginaria.
Se desea tener explicitamente la parte real e imaginaria del coeficiente de dispersion del dipolo,
para esto es necesario obtener a d,, lineal.

Para obtener la raiz cuadrada de un ndmero complejo se utiliza la siguiente expresion,

(axib)"? = /15[\/1”4‘61 Tir —a] (4.89)
A

donde r es el modulo y se define como P =a"+b* 5, es igual a,

5, =0(b+ic) (4.90)
2 2 /.2 242 12
donde b=L (1+ UO//;lszj +77°/ﬂsa);2t +1+L‘2‘s2 (4.91)
L2 1+e’2 (1+a,2/12) 1+ 0’4
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1/2

(4.92)

2
c:i 14 My /K +77§/,U520)212 _1- Mo | 1,
V2 U 1+’ 2 (l+a)222)2 1+’ A

Se sustituye (4.40) y (4.90) en la expresion para y (4.88), resultando la siguiente expresion,

y=d—ie (4.93)
3|0 5’ A

ezsr(b+c)+ 52(1+770/Mﬂ (4.95)

2|l a a’ 1+ w* 2
Se sustituye (4.93) en la expresidn para el coeficiente del dipolo f; (4.87).

2p-1)[(1-d)2p +1-3d)+3¢* |+ i2e(p - 1)}
2p+1-3d) +9¢?

f, = (4.96)

Al considerar al medio viscoelastico para obtener el coeficiente del dipolo, f; se transforma en
numero complejo. La parte real e imaginaria para f; son de la siguiente forma.

o 2p-1)(1-d)2p+1-3d)+3¢’] s
’ (2p+1-3d) +9¢° '

—
o o) (4.98)

2p+1-3d) +9¢
( )

Cuando 79 = 0, esto es cuando se pierde el caracter viscoeldstico del medio, la ec. (4.40) se
reduce a d,. = d. La ecuacion para y (4.88) se transforma en,

2| a a

7(5)=—3{5(I+i)+i52} (4.99)

se recupera la ec. (38) del articulo de Bruus [4] para el medio viscoso. El coeficiente f; es,

) e

donde J es el espesor de la capa limite viscosa y esta definido en (4.41). Las expresiones para la
parte real e imaginaria de f; son,
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, 2(;—1)[(1 +35)2p+1+55)+ 25 5+1)2]

= 4.101
f (2,5+1)2+9(2,5+1)5+82—1(52+53+%54) ( )

65(5+1)p—1)
(2,E+1)2 +9(2,B+1)5+ 82—1(52 +5° +%54)

fy = (4.102)

donde & = d/a. La ec. (4.102) es la misma que obtiene Bruus en su articulo, ec. (45) [4]. Esto
verifica que al eliminar el caracter viscoeldstico de las ecuaciones que se han obtenido se
recuperan las ecuaciones para el medio viscoso.

Ahora bien, si 7y = u; = 0, es decir para un medio inviscido, la expresion para el coeficiente de
dispersién del dipolo f; se reduce.

f, = 2(p-1) (4.103)

(2p+1)

La ec. (4.103) es la expresion para el coeficiente del dipolo que obtiene Gor’kov [3] para un
medio inviscido.

4.3 Velocidad de las particulas en un medio viscoelastico

Cuando una particula se encuentra suspendida en un medio y es sometida a un campo acustico,
experimenta un movimiento translacional debido a la interaccién con la onda acustica. A este
fendmeno se le conoce como “acoustic streaming”, el cual es el movimiento de particulas, células
o el flujo de fluidos debido a una fuente acustica.

La aceleracion de la particula resulta de la suma de todas las fuerzas que se aplican a la
particula. Se realiza un balance de fuerzas sobre la particula para obtener el perfil de velocidades
de ésta.

rad
Eneta = Ppra,Ep = E +ED (4104)

Las fuerzas de interés son la fuerza de radiacion acustica y la fuerza de arrastre. El tiempo

caracteristico de aceleraciéon 7 ~ ppaz/,u < 1us es pequeiio frente a la escala de tiempo del

movimiento de las particulas (> 1ms), por lo que los efectos inerciales pueden despreciarse. La ec.
(4.104) se reduce a la siguiente expresion.

F +6mm,av, =0 (4.105)
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En (4.105) se sustituye en Fp la Ley de Stokes, al considerarse que el fendmeno de acoustic
streaming no contribuye en gran manera al movimiento de las particulas (véase la seccién 3.2.4).
Se despeja la velocidad de la particula de (4.105).

Erad
v,=— (4.106)
6,

La fuerza de radiacién surge como consecuencia de la interaccién entre la onda acustica y la
particula. En el caso de una onda viajera, la fuerza de radiacion esta definida como sigue,

ra 4 3
o :37[03[Im[ﬂ]’(2‘)<p; RS TARAY >}k (4.107)

El coeficiente de dispersidon del monopolo es un valor real (4.14), asi que Im[f;] =0,

F* = fima’ py(v;, )k (4.108)

donde £’ esta dado por (4.98). En el caso de una onda plana viajera con k = ke. y v;, = voexpi(kz-wt).
Para este caso la densidad de energia acustica E,. de la onda es E,. = (;covoz)/2. La velocidad de la
particula (4.106) en direccidn z es,

vp _ azkf;Eac

: (4.109)
61,
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Capitulo 5. Resultados

En el presente capitulo se detallan los experimentos realizados en la investigacion. Este capitulo
se compone de dos secciones, en la primera se habla sobre los resultados experimentales, y en la
segunda seccidn se tratan a los resultados tedricos.

En el caso de los resultados experimentales, se obtiene el radio de los anillos nodales y se
comparan con los radios que predice la teoria de Gor’kov [3]. Ahora bien, en el caso de los
resultados tedricos se muestran las graficas para la parte real e imaginaria del coeficiente de
dispersion del dipolo en funcion del espesor de la capa limite viscosa J, de la frecuencia w y del
modulo eldstico Gy. En este mismo apartado, se presentan graficas para la velocidad de las
particulas cuando el medio en el que se encuentran suspendidas las particulas es un medio
viscoelastico.

5.1 Resultados experimentales

Se realizaron los experimentos para el caso de que las particulas estan disueltas en un medio
inviscido, es decir, la viscosidad del medio se considera despreciable, y el efecto de ésta sobre las
particulas se considera nulo.

Estos experimentos se realizaron con el objeto de comparar los resultados experimentales
frente a los resultados obtenidos por la teoria. En el caso inviscido, el interés se encuentra en
saber la distancia a la cual se forman los anillos concéntricos y saber que nodo es el que se esta
excitando.

5.1.1 Equipo

El equipo que se utilizd para realizar los experimentos, se instalé de la siguiente manera: se
colocé una placa de aluminio en forma circular de 14 cm de diametro y 2 mm de espesor, sobre un
transductor piezoeléctrico. Este conjunto se colocd en un apoyo para minimizar las pérdidas por
vibraciones del soporte. El transductor se conectd a un generador de ondas ultrasénicas marca El
Aguila, serie 044-G. Este equipo consta con la amplitud fija, y es posible variar la frecuencia. Por
ultimo, se conecto a un medidor de onda plana marca Tektronix, serie TDS1012 C-EDU. Todos los
equipos fueron calibrados.
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Generador de ultrasonido

Medidor de onda

Placa circular de aluminio

Fig. 5.1. Se muestra el montaje del equipo que se utilizé para realizar los experimentos.

5.1.2 Medicion de los radios experimentales

Se realizaron 11 experimentos, en los cuales se mantuvo constante la amplitud, y se vario la
frecuencia de la onda acustica. Los experimentos se llevaron a cabo de la siguiente forma: sobre la
placa de aluminio se colocé aleatoriamente una concentracidn de particulas. Después se
accionaba el ultrasonido. Por ultimo se tomaron fotos a las particulas cuando se observa la
formacién de los anillos concéntricos. Las fotografias se tomaron con una cdmara de alta
resolucidn marca Nixon. La formacién de los patrones era inmediata. El rango de la frecuencia que
se utilizé en los experimentos se encuentra entre los 6 kHz y los 87 kHz, 6 kHz < f< 87 kHz.

A continuacidn se muestra una fotografia de los experimentos realizados.

Fig 5.2. Se muestra una fotografia tomada a los anillos nodales que se forman a la frecuencia de 7.56 kHz.

En general, se tomaron de 5 a 6 fotografias por cada experimento. Cada fotografia de cada uno
de los experimentos, se analizé con un programa de cémputo. Este programa permite dibujar
circulos de didmetro conocido. Asi que, teniendo la imagen de los anillos nodales, se dibujan
circulos de didmetro conocido y se hacen coincidir con los anillos nodales de las imagenes. De esta
forma se obtienen los valores experimentales de los radios nodales. Estos se presentan en la Tabla
5.1
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5.1.3 Calculo de los radios tedricos

Los radios tedricos de los anillos nodales se obtienen a partir de la teoria de la fuerza de
radiacion. Esta teoria fue generalizada por Gor’kov [3], y Bruus [10] en su articulo detalla el
procedimiento llevado a cabo para obtener la expresién de la fuerza de radiacion acustica.

Para obtener el valor tedrico del radio del anillo nodal se emplea la ec. (3.21). De acuerdo a los
experimentos no se observa algun didmetro nodal formado, asi que m = 0. El radio nodal tedrico
es el valor del radio que corresponde a la fuerza (3.21) igual a cero. Asi que se calculé la fuerza de
radiacion acustica para diferentes valores de n, donde 7 es el nimero de anillos nodales. Una vez
teniendo los valores de los radios tedricos para cada experimento, se conoce el numero de anillos
nodales que segun la teoria se deben de formar.

A continuacidn se muestra una tabla con los valores de los radios nodales recolectados en los
experimentos y obtenidos a partir de la teoria de la fuerza de radiacién acustica cuando las
particulas se encuentran en un medio inviscido.

Tabla 5.1. Muestra el radio del anillo nodal obtenido a través de los experimentos frente al radio del anillo nodal
obtenido por la teoria.

Experimento 1 Iexp (€M) Iieo (€M) Error
Frecuencia = 6.56 kHz 5.06 4.989 1.42
Nodo excitado =5 6.47 6.327 2.26
Experimento 2 Texp (€M) I'eo (€M) Error
Frecuencia = 7.26 kHz 3.00 3.062 2.02
Nodo excitado = 6 3.92 4.189 6.42

5.37 5.313 1.07

6.46 6.436 0.37
Experimento 3 Fexp (€M) Iteo (CM) Error
Frecuencia = 7.56 kHz 4.07 4.189 2.84
Nodo excitado = 6 5.42 5.313 2.01

6.53 6.436 1.46
Experimento 4 Fexp (€M) I'teo (€M) Error
Frecuencia = 9.50 kHz 3.06 3.610 15.23
Nodo excitado = 7 4.64 4.572 1.48

5.75 5.546 3.67

6.62 6.514 1.62
Experimento 5 Fexp (€M) Ieo (€M) Error
Frecuencia =16.26 kHz 2.79 2.30 21.30
Nodo excitado =5 4.93 4.989 1.18

6.51 6.327 2.89
Experimento 6 Iexp (€M) Iteo (€M) Error
Frecuencia = 22.3 kHz 4.24 4.189 1.21
Nodo excitado = 6 5.37 5.313 1.07

6.56 6.436 1.92
Experimento 7 Fexp (€M) Iieo (CM) Error
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Frecuencia = 40 kHz 4.11 4.023 2.16
Nodo excitado = 8 4.69 4.873 3.75
5.59 5.724 2.34
6.51 6.573 0.95
Experimento 8 Iexp (€M) I'ieo (€M) Error
Frecuencia = 49.59 kHz 5.90 5.973 1.22
Nodo excitado = 10 6.60 6.656 0.84
Experimento 9 Fexp (€M) Iieo (€M) Error
Frecuencia = 72 kHz 3.72 3.646 2.02
Nodo excitado =5 5.20 4.989 4.22
6.42 6.327 1.46
Experimento 10 Fexp (€M) I'teo (€M) Error
Frecuencia = 77.96 kHz 4.90 4.818 1.70
Nodo excitado = 11 5.50 5.442 1.06
6.19 6.065 2.06
6.70 6.688 0.18
Experimento 11 Iexp (€M) Iieo (€M) Error
Frecuencia = 87 kHz 3.77 3.588 5.07
Nodo excitado =9 5.09 5.104 0.27
6.05 5.863 3.18
6.65 6.62 0.45
A continuacion se presenta una grafica con los anillos experimentales y tedricos.
8
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Fig. 5.3. Muestra la correlacion entre el radio tedrico y el radio experimental de la placa. La linea recta es una correlacidon

de 1 a 1, es decir, donde los resultados tedricos coinciden perfectamente con los datos experimentales. El radio de la

placa mide 7 cm, y el origen del sistema coordenado se hace coincidir con el centro de la placa.
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De la Tabla 5.1 y la Fig. 5.3, es posible obtener la siguiente informacién. De la Tabla 5.1 se
aprecia que en general los anillos nodales mas alejados del eje axial, es decir los anillos mas
cercanos a» = a = 7 cm, son los que muestran una menor diferencia entre ellos o son los que se
encuentran mas cercanos a la correlacién ideal, mientras que los anillos nodales mas cercanos al
origen, r = 0, muestran la mayor diferencia en cuanto a la correlacion de 1:1.

En general los experimentos con una correlacion mas cercana a la ideal para el anillo nodal
interno son los experimentos 1, 6, 8, 9y 10, y los experimentos con la mayor diferencia son: 4,5y
11. Para el anillo externo, los experimentos con una diferencia menor entre sus valores son 2, 10y
11, y por el contrario, los de mayor diferencia son: 1y 5.

Del analisis previo, se observa que el experimento 5, a 16.26 kHz, es el experimento que
contiene la mayor discrepancia entre el valor experimental y el calculado, tanto para el anillo
externo como para el interno. Los experimentos 1y 6, a 6.56 kHz y 22.3 kHz, respectivamente,
contienen una diferencia pequefia con respecto a la correlacion ideal para el anillo interno,
aunque la diferencia aumenta para el anillo externo. El experimento 10, a 77.96 kHz es el
experimento que contiene la menor diferencia para ambos anillos nodales, el interno y el externo.
Esto es, para el experimento 10, los valores obtenidos por la teoria predicen, con una
aproximacion aceptable, los valores de los radios que se esperarian en el experimento.

Se realiza un analisis por secciones con la finalidad de agrupar los experimentos y observar una
tendencia. Se dividen en cuatro grupos a las frecuencias. Las frecuencias entre 5 kHz — 10 kHz
(experimentos 1 a 4), las frecuencias de 10 kHz — 30 kHz (experimento 5 y 6), las frecuencias de 40
kHz — 50 kHz (experimento 7 y 8), y por ultimo, el grupo de frecuencias entre 60 kHz y 80 kHz
(experimentos 9 a 11). En el primer grupo, de 5-10 kHz, se observan de 3 a 4 anillos nodales, para
el segundo grupo se aprecian con claridad 3 anillos nodales, para el tercer grupo se aprecian 2y 4
anillos, mientras que para el ultimo grupo, 60-80 kHz, se forman de 3 a 4 anillos nodales.

En el grupo 1, la diferencia entre el valor experimental y el tedrico para el anillo interno son
relativamente bajos, excepto para el experimento 4, que es el de mayor diferencia entre el anillo
nodal medido vy el calculado, en tanto que para el caso del anillo externo los valores son muy
dispersos. En este grupo el experimento 1, a 5.56 kHz, es el experimento con mejores resultados,
pues es el experimento cuyos valores experimentales estan mas préximos a una correlacion de 1:1
tanto para el anillo interno como para el externo.

En el grupo 2, el experimento 5, a 16.26 kHz, es el experimento cuyos valores se encuentran mas
alejados de ser predichos por la teoria, pues es el segundo experimento con mayor diferencia en el
anillo interno y externo. El experimento 6 es uno de los mas acertados entre la teoria y la
experimentacion, al tener las menores diferencias entre los anillos tedricos y calculados.

En el grupo 3, frecuencias entre 40 y 50 kHz, son los mejores resultados, al tener todos sus
valores experimentales y tedricos precisos, muy cercanos entre si. En los anillos internos vy
externos la teoria predice de forma acercada los valores experimentales de los anillos nodales. El
grupo 4, aunque el experimento 10 es el que mejor se aproxima a la teoria, en general es el
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intervalo de frecuencia donde mayores diferencias existen, sobretodo en el anillo externo, en
cuanto al interno se aproxima de manera aceptable.

El experimento 10, a 77.96 kHz, es de los experimentos con el mayor nimero de anillos
formados con claridad y ademads es el que mejor predice la teoria la posicidn de éstos. Quiza esto
es debido al tiempo de exposicién al que se expusieron las particulas, a mayor tiempo de
exposicién de las particulas al ultrasonido mayor tiempo hay para que se formen con claridad los
anillos nodales.

Lo anterior puede ser debido a que los anillos externos, los mas alejados del origen, son los
anillos que se observan con mayor claridad en las fotografias, y por lo tanto la medicién de su
radio es mas sencilla y mas exacta, mientras que los anillos cercanos al origen se observan con
menor claridad. Ademas, los anillos externos estan en su totalidad formados, mientras que los
internos no es tan clara su formacién, esto puede ser debido a la concentracion que se utilizé de
particulas. Al haber tantas particulas dispersas sobre la superficie de la placa, éstas impiden el
movimiento de las particulas y la facil observacion de los patrones.

En todos los experimentos el nimero tedrico de anillos no son igual al nimero total de anillos
observados en el experimento. Una razén pude ser la alta concentracidn de particulas que impide
la facil y rapida formacion de anillos cercanos al eje axial. Ademas el tiempo de exposicion de las
particulas al ultrasonido no fue el suficiente para que se formaran todos los anillos nodales que
predice la teoria.

5.2 Resultados teoricos

En el presente apartado se presentan los resultados obtenidos a partir de la teoria para la fuerza
de radiacién acustica cuando las particulas se encuentran suspendidas en un medio viscoelastico.

El medio que se estd estudiando es igual al modelo de Maxwell que describe el comportamiento
no-Newtoniano del medio mas una contribucion del modelo Newtoniano, el cual describe el
comportamiento Newtoniano del medio. A este modelo se le conoce como modelo de Oldroyd-B,
que es la suma del modelo de Maxwell mas el modelo Newtoniano. A continuacidn se realiza un
breve andlisis del medio viscoelastico.
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Fig. 5.4. Muestra las curvas de G'y G" definidas en (4.43) y (4.44), respectivamente, en funcién de la frecuencia.

La Fig. 5.4 muestra el comportamiento del mdédulo viscoso o de pérdida G" y del mddulo
eldstico o de almacenamiento G’ para el modelo de Oldroyd-B. Se observa que para frecuencias
menores a w = 100s™ el comportamiento del medio se asemeja al comportamiento de un liquido
newtoniano, mientras que en el intervalo 100s” < w < 1x10’s”, predomina G’ frente a G” y el
comportamiento es el de un sélido eldstico. Por dltimo, para frecuencias mayores a 1x10°s™ el
comportamiento vuelve a ser un comportamiento semejante al de un liquido de Newton.

De la Fig. 5.4 se observan dos cruces entre G' y G", el primer cruce determina al tiempo de
relajacion A y es igual a 1 = 1/w, pues en el primer cruce predomina la parte viscoelastica en el
modulo viscoso G". Para el segundo cruce, en la expresiéon de G" (4.44) predomina la parte
viscosa, asi que al igualar con el médulo elastico G' (4.43) se obtiene el tiempo de retardacion z,
que es igual a 7, = 1,/ Go.

El modelo de Oldroyd-B tiene dos limites viscosos. El primero es debido a la contribucidn del
modelo de Maxwell, mientras que el segundo limite es debido a la contribucidon del modelo de
Newton (4.44). Ya que la dependencia de la parte viscosa de G" con respecto a la frecuencia w es
lineal, a frecuencias elevadas éste término adquiere relevancia. En medio de estos dos limites
viscosos, el medio tiene un comportamiento mas parecido a un sdlido elastico.

A continuacion se presentan las graficas que permiten observar el comportamiento de la parte
real e imaginaria del coeficiente de dispersion del dipolo f; en funcidn del espesor de la capa limite
viscosa adimensional §, para diferentes valores del modulo elastico G, y diferentes valores de la
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densidad de la particula p,. Al igual se presentan graficas para estudiar el comportamiento de la
parte real e imaginaria de f; en funcién de la frecuencia, para diferentes valores de G.
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Fig. 5.5. Muestra el comportamiento para la parte real de f;, (4.97), en funcién del espesor de la capa limite divido por el

radio de la particula, para diferentes valores del modulo elastico Gy,

La Fig.5.5 se obtiene al graficar la ec. (4.97). Se grafica el comportamiento para la parte real del
coeficiente de dispersion para los limites viscoso y eldstico, G, = 0y Gy = 10000, respectivamente.
Aproximadamente, a partir de 6/a = 3 todas las curvas tienden asintéticamente al valor de 1.66. A
medida que aumenta G, surge un pico para f; real. Para el caso del medio viscoso, curva para Gy =
0, la curva va creciendo hasta permanecer constante. Toda desviacién de la curva para G, = 0 es
debido al caracter viscoelastico del medio, el cual tiene un efecto de que la curva alcanza un valor
maximo y después cae al valor de 1.66; ademas este valor lo alcanza a menor espesor de la capa
limite viscosa. Si se sigue aumentando el valor del modulo eldstico, el comportamiento de la curva
es que en ¢/a = 0.1 alcanza el valor de 1.66, es decir, en un espesor de la capa limite igual a una

décima del radio de la particula alcanza el valor del1.66. En ese valor se mantiene constante para

valores de d/a mayores.

Ahora, se grafica la parte imaginaria del coeficiente de dispersion en funciéon de d/a, para

diferentes valores del modulo elastico.
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Fig. 5.6. Se muestra el comportamiento para la parte imaginaria de f;, (4.98), en funcién del espesor de la capa limite

divido por el radio de la particula para diferentes valores del modulo elastico G.

La Fig.5.6 se obtiene al graficar (4.98). Se grafica el comportamiento de la parte imaginaria de f;.

A medida que aumenta el modulo eldstico G, la curva tiende al eje de las abscisas, y al crecer G,
fzi tiende a cero, y este valor se alcanza a un menor espesor de la capa limite viscosa. Si la parte
imaginaria de f, tiende a cero, la fuerza de radiacién acustica igualmente tiende a cero (4.107). El
pico que describe el comportamiento de las curvas tiende a aumentar hasta llegar a un maximo,

después de ese valor de G, que da el maximo, al seguir aumentando G el pico tiende a descender

hasta aproximarse al cero. Ademas, la velocidad de la particula es directamente proporcional a £’

(4.108). A f;' altos, mayor sera la velocidad de la particula en el campo acustico. De la Fig. 5.6 se

observa que el caracter viscoelastico del medio aumenta el valor para £/, asi que la viscoelasticidad

del medio aumenta la velocidad de la particula.
Ahora bien, tanto en la parte real como en la imaginaria del coeficiente de dispersién del dipolo
/>, aparecen picos en las curvas. Se desea estudiar el comportamiento de estos maximos, para lo

cual se grafica la parte real e imaginaria de f; contra el modulo eldstico Gy, para diferentes valores
de od/a. De acuerdo con las graficas previas, los maximos se localizan alrededor de los siguientes

puntos 6/a=0.2,0.4y 0.6.
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Fig. 5.7. Se muestra el comportamiento para la parte real de f5, (4.97), en funcién del modulo eldstico G, para diferentes

valores del espesor de la capa limite d/a, donde 3y = Gyl
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De la Fig. 5.7 se observa que para la valores menores a G, = 100 6 #, = 1 (recordar que 4 =
0.01s), la curva de f; real es 1, para cualquier valor de d/a. A altos valores del modulo elastico la

curva tiende a un valor constante.
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Fig. 5.8. Se muestra el comportamiento para la parte imaginaria de f,, (4.98), en funcién del modulo elastico G, para

diferentes valores del espesor de la capa limite d/a, donde 77y = Gyd
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Al igual que se menciond en la Fig. 5.6, la parte imaginaria del coeficiente de dispersion del
dipolo tiende a cero cuando el modulo elastico tiene valores muy altos. Cuando el medio se
comporta como un sélido eldstico, esto es a G, muy elevados, fzi tiende a cero. Este resultado
conlleva a que la fuerza de radiacién para una onda viajera tiende a cero, y a su vez la velocidad de
las particulas igualmente tiende a cero.

A continuacién se presentan dos graficos para conocer el comportamiento de la parte real e
imaginaria de f; frente a d/a, para diferentes valores de la densidad p = p,/p,.
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Fig. 5.9. Se muestra el comportamiento para la parte real de f2 dividida por f2 para el medio inviscido, (4.97), en funcién
del espesor de la capa limite divido por el radio de la particula, para diferentes valores de f = p,/p,.

La Fig.5.9 se obtiene al graficar (4.97). Para todos los valores de la densidad p las curvas crecen
hasta aproximadamente d/a = 2, y a partir de este valor se mantienen constantes. En el grafico se
observa que al aumentar la densidad de la particula, la pendiente de la curva para pequeiios
valores de d/a es mas pronunciada, y el valor a la cual f; se hace constante. Igualmente, se observa
que el punto de inflexidn de la curva cuando la densidad de la particula es mayor a la densidad del
solvente se alcanza a valores de d/a mayores, que en el caso de que la densidad de la particula es
menor a la del solvente. Este punto de inflexién se vuelve mas pronunciado cuando la densidad de
la particula aumenta, el mismo efecto se observa si la densidad de la particula disminuye. La Fig.
5.9 es parecida a la Fig. 2a del articulo de Bruus [4].
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Fig. 5.10. Se muestra el comportamiento para la parte imaginaria de f, (4.98), en funcién del espesor de la capa limite,
para diferentes valores de la densidad de la particula dividida por la densidad del medio p = p,/po.

Del grafico se observa que a medida que aumenta la densidad de la particula el maximo que
alcanza la curva crece. Si la densidad de la particula es igual a la densidad del medio, p, = p,,
entonces f, imaginario es igual a cero para cualquier valor de d/a. Igualmente, para valores
mayores a d/a = 5, f;’ tiende a cero, para cualquier valor de pp- El comportamiento que muestra la
Fig. 5.10 es parecido al comportamiento que muestra la Fig. 2b de Bruus [4]. Los valores de d/a
donde aparecen los maximos de las curvas son cercanos entre un medio viscoso y viscoelastico. La
diferencia radica en la magnitud de £’; si la densidad de la particula es el doble a la densidad del
medio, p = 2, entonces para el caso del medio viscoelastico £’ = 0.12, mientras que para el medio
viscoso £’ = 0.075 (este valor se obtuvo de la Fig. 2b de Bruus [4]). El valor de f;' para el medio
viscoelastico es casi el doble del que predice la teoria para el medio viscoso. Ahora bien, para una
densidad de la particula cercano a la del medio, esto es p = 1.25, la magnitud de f;' para el medio
viscoso y viscoeldstico son muy parecidas. De aqui que, el aumento de la densidad de la particula
permita observar el efecto de las propiedades viscoeldsticas del medio sobre la magnitud de f;'.
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Fig. 5.11. Se muestra el comportamiento para la parte real de f5, (4.97), en funcién de la frecuencia, para diferentes

valores del modulo eldstico G. Si Gy = 0 se considera que el medio es viscoso, pues se pierde el cardcter viscoelastico del

medio. Ahora bien, para valores elevados de G, se espera que el comportamiento del medio sea un comportamiento

parecido a un sdlido elastico.

La curva para Gy = 0 es el caso del medio viscoso, asi que toda desviacién de esta curva es
debido a las propiedades viscoeldsticas del medio. Para cualquier valor de G,, en el intervalo
1x10%"'< w <1x10’s™, se observan los efectos del medio sobre la magnitud de £;". Para cualquier
valor de la frecuencia fuera del intervalo, se aprecia que todas las graficas tienden a la curva para
el medio viscoso. El comportamiento para la curva de f;" es el siguiente: cercano al valor para la
frecuencia de 1x10%™, la curva se aparta del comportamiento para el caso viscoso. Después hay
un maximo, y cae hasta igualarse con la curva para G, = 0. Conforme se aumenta Gy aparece un
maximo. Para valores de Gj elevados, la frecuencia debe de ser alta para poder observar un
comportamiento relacionado con el cardcter viscoelastico del medio. Es decir, si se tiende a un G,
muy alto, su perfil se despega de la curva para el caso viscoso /5" = 1 para frecuencias muy altas.
Por el contrario, para G, pequefios, alrededor de 100, se observa la desviacidn de la curva debido
al medio viscoeldstico para frecuencias no tan altas.
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Fig. 5.12. Se muestra el comportamiento para la parte imaginaria de f,, (4.98), en funcién de la frecuencia, para
diferentes valores del modulo elastico G,,.

El comportamiento para el medio viscoso se da cuando Gy = 0. Se analiza el comportamiento de
las demas graficas comparando con este caso, pues una desviacién del perfil indica el efecto que
tiene el medio viscoelastico sobre la parte imaginaria de coeficiente del dipolo. Para frecuencias
menores a 1x10%s™, el coeficiente de dispersion es cero, f»' = 0, y para frecuencias mayores a
1x1095’1,f2i tiende a cero, para todas las curvas. Esto es, la fuerza de radiacion y la velocidad de la
particula en una onda viajera tienden a cero. En el caso de G, = 100, la curva se despega del eje de
las abscisas alrededor de 1x10%”, mientras que para G, mas altos se necesita una mayor
frecuencia para que la curva sea diferente de cero. El maximo para f;' se hace mas estrecho y crece
en magnitud al aumentar el valor de Gy. A medida que Gy, aumenta, la frecuencia tiene que ser
mayor para que la curva de f;' tienda a la curva para el caso viscoso, es decir, para G, = 100 la curva
alcanza el maximo, y después tiende al comportamiento del caso viscoso, en poco tiempo,
mientras que para G, = 10000, la frecuencia a la que G, = 0, es mucho mayor.

5.2.1 Graficas de la velocidad de la particula

A continuacion se presentan tres graficas para la velocidad de la particula para una onda
acustica viajera, variando la frecuencia w, el tamafio del radio de la particula @, y el mdédulo
elastico G,.
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Fig. 5.13. Muestra los perfiles de la velocidad de la particula para una onda acustica viajera al variar la frecuencia, para
diferentes valores del modulo elastico G,,.

La Fig. 5.13 muestra que hay un maximo en la velocidad de la particula alrededor de la
frecuencia de 1x10%™. Se observa que a mayor G,, la velocidad de la particula en una onda viajera
es menor. Por ejemplo, antes del maximo, la velocidad de la particula para G, = 100, es
aproximadamente seis décadas menor que para G, = 0.1, después del maximo la diferencia se
estrecha a aproximadamente tres décadas. Entonces, el aumento del modulo eldstico en el medio
disminuye la velocidad de la particula sometida a una onda viajera.
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Fig. 5.14. Muestra los perfiles de la velocidad de la particula para una onda acustica viajera al variar al radio de la
particula, para diferentes valores del modulo elastico G,.
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El intervalo del radio de la particula se encuentra entre lum < ¢ < Imm. En general, el grafico
muestra una relacién casi lineal entre la velocidad de la particula y el radio de ésta, mientras mas
grande es el radio de la particula, mayor serd la velocidad de ésta. Para radios cercanos a los
micrémetros (um), se observa un punto de inflexién para Gy = 1000. Para ordenes inferiores en el
radio de la particula, es decir para nandmetros, la velocidad de la particula en la onda viajera es
del orden de 1x10™"* m/s.
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Fig. 5.15. Muestra los perfiles de la velocidad de la particula para una onda acustica viajera al variar el modulo eldstico

G, para diferentes valores de la frecuencia .

La tendencia que muestra la Fig. 5.15 es que al aumentar el médulo elastico la velocidad de la
particula tiende a valores considerablemente bajos. Se observa que al aumentar la frecuencia
surge un maximo en el perfil de velocidad de la particula. A un mismo valor de G,, mientras mayor
sea la frecuencia, la velocidad de la particula es mayor.
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Capitulo 6. Conclusiones

Se estudio a detalle el mecanismo por el cual una particula suspendida en un medio y sometida
a un campo acustico experimenta un desplazamiento. La fuerza principal que origina dicho
desplazamiento es la fuerza de radiacidn acustica.

Se obtuvo una expresion analitica para la fuerza de radiacidon que contempla las propiedades
reoldgicas del medio. La informacidn sobre las propiedades reoldgicas del medio aparece en el
coeficiente de dispersidn del dipolo f;. A partir de la expresién matematica que se obtuvo para el
coeficiente del dipolo f; contemplando al medio viscoeldstico (4.87), es posible obtener la
expresidn que obtiene Bruus [4] para el caso de un medio viscoso del coeficiente f; al eliminar el
caracter viscoelastico de la ecuacién matematica (4.100). Asi mismo, se obtiene la expresidn de f;
para un medio inviscido que obtuvo Gor’kov [3] ec. (4.103).

De acuerdo con los experimentos realizados para el caso del medio inviscido, el experimento en
el cual su correlacion entre los radios experimentales y tedricos se aproxima de manera aceptable
a la correlacion ideal, es el experimento 6, de 22.3 kHz. Asi pues, es la frecuencia con la que se
podria trabajar, esperando resultados positivos y cercanos a los tedricos para tamafio de particulas
del orden de milimetros.

En general, los anillos nodales externos son los que se forman con mayor claridad que los anillos
internos. La clara y completa formacion de los anillos nodales externos facilita la lectura de su
radio experimental, mientras que la dispersa e incompleta formacidon de los anillos nodales
internos obstaculiza la lectura de su radio experimental. Asi entonces, la facil lectura del radio
nodal mejora la correlacion entre los datos tedricos y experimentales, al estar mas proximos estos
valores a la correlacion ideal.

De acuerdo a los resultados presentados para el medio inviscido se concluye que la teoria
predice de forma aceptable el comportamiento de las particulas en presencia de un campo
acustico, por lo que se puede proseguir considerando al medio viscoso, y seguido de éste al medio
viscoelastico. La teoria para el medio inviscido contempla y explica la fisica que ocurre cuando una
particula es sometida a la radiacidon de un campo acustico.

Los resultados tedricos para el medio viscoelastico se encuentran de la Fig. 5.2 a la Fig. 5.10. Se
grafico la parte real e imaginaria para el coeficiente de dispersién del dipolo f;, variando el espesor
de la capa limite viscosa y la frecuencia, para diferentes valores del modulo elastico G, y de la
densidad de la particula p,.

De la Fig. 5.2, 5.3, 5.6 y 5.7 se aprecia que los efectos de las propiedades reoldgicas sobre la
parte real e imaginaria de f; se encuentran para valores pequeiios del espesor de la capa limite, es
decir para 0 < §/a < 1. El efecto que tiene el medio viscoeldstico sobre 5"y ' es que aumenta la
magnitud de éstas.
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Cuando se varia G, se observa que hay un maximo para la parte real e imaginaria del
coeficiente del dipolo. Aunque a medida que aumenta d/a, la curva de la parte real e imaginaria
considerando un medio viscoelastico tienden a la curva de la parte real e imaginaria de f; cuando
el medio es viscoso. Mientras que la parte real tiende a un valor diferente de cero, la parte
imaginaria tiende a cero. Entonces, al aumentar el espesor de la capa limite viscosa o se pierde el
caracter viscoelastico del medio, es decir, no importando el valor de G, la teoria para el medio
viscoeldstico y la teoria considerando medio viscoso predicen el mismo valor para f," yf{.

En cuanto a la densidad de la particula, se observa que a mayor 7 el valor para £’ de un medio
viscoelastico es muy diferente del valor de £’ para el medio viscoso. Esto es, en cuanto mas sea la
diferencia entra la densidad de la particula y la del medio se observan con mayor claridad los
efectos que tienen las propiedades viscoelasticas del medio sobre la parte imaginaria de f;', sobre
la fuerza de radiacién acustica y sobre la velocidad de la particula. Se concluye, que al aumentar la
densidad de la particula, el efecto del medio viscoeldstico sobre f;' es mas notorio. En cuanto a la
parte real f;, los efectos del medio viscoeldstico no son muy diferentes a los del medio viscoso,
para cualquier valor de la densidad de la particula.

El efecto de la frecuencia sobre la parte real e imaginaria de f; es: i) la parte real aumenta, a
frecuencias pequefias la curva del medio viscoelastico y del medio viscoso son iguales, mientras
que para frecuencias altas la magnitud /5" es mucho menor para el medio viscoelastico que la que

i

predice el medio viscoso. ii) para la parte imaginaria, tanto a frecuencias pequefias como altas, f;
tiende a cero. Sélo hay un intervalo, dependiendo del valor de Gy, donde la magnitud de f;" yfzi
aumentan debido al caracter viscoelastico del medio. Para G, altos, se necesita mayor frecuencia

para poder observar la contribucién de las propiedades viscoelasticas del medio sobre £y £5'.

En el caso del coeficiente de dispersion del dipolo para el medio viscoelastico, la capa limite
viscoeldstica es igual a la capa limite viscosa mas un factor de correcciéon debido a la naturaleza
viscoelastica del medio. Al igual que en el caso del medio viscoso f; es un numero complejo, siendo
la parte imaginaria, la relacionada con la fuerza de radiacién acustica para una onda viajera,
mientras que la parte real estd relacionada con la fuerza de radiacién acustica para una onda
estacionaria. Este coeficiente de dispersion consta de una parte real e imaginaria dependientes de
las propiedades del medio.

En conclusion, hay ciertos intervalos en que las propiedades viscoeldsticas del medio mejoran el
valor de f3" y f5/, por ende mejoran la fuerza de radiacién acUstica, y a su vez la velocidad de la
particula, para una onda estacionaria y para una onda viajera, respectivamente.

Los efectos que tiene el considerar un medio viscoelastico son mas notorios en la parte
imaginaria del coeficiente de dispersidn para el dipolo f; que en su parte real. Por consiguiente, los
efectos del medio viscoelastico son mas claros en la fuerza de radiaciéon acustica y la velocidad de
la particula para una onda viajera, que para una onda estacionaria.
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