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Introduccion

En este trabajo se consideran distribuciones de momentos de orden natural cuya dis-
tribucion principal es tipo fase o matriz exponencial. El objetivo principal es demostrar
que si la distribucién subyacente es tipo fase entonces las correspondientes distribu-
ciones de momentos son tipo fase y si la distribucion subyacente es matriz exponencial
entonces las correspondientes distribuciones de momentos son matriz exponencial.

La importancia de las distribuciones tipo fase y matriz exponencial se debe a que las
distribuciones tipo fase son ”densas” en la clase de distribuciones con soporte positivo
y las matriz exponencial son un clase mas grande de distribuciones que contiene a las
distribuciones tipo fase de hecho toda distribucién tipo fase es matriz exponencial pero
no al revés.

Se busca encontrar representaciones de las distribuciones de momentos que sean
accesibles y que ademas pertenezcan a la misma distribucién ya que si se tiene una
representacion para las distribuciones matriz exponencial entonces esta seria también
una representacién para las tipo fase sin embargo no podemos asegurar que esta repre-
sentacion pertenezca a las distribuciones tipo fase.

Las distribuciones tipo fase tienen propiedades faciles de demostrar gracias a que se
caracterizan por ser el tiempo de absorcién en un proceso de Markov de saltos con algin
numero natural de estados transitorio y un estado absorbente, de hecho la mayoria de
propiedades de esta distribucién se pueden demostrar usando su cadena de Markov
asociada.

Las distribuciones de momentos son importantes en varios campos aplicados de las
matematicas, en ingles son cominmente referidas como ”lenght biased” o ” size-biased
sampling” .

Este trabajo se divide en cuatro capitulos. El primer capitulo trata sobre cadenas
y procesos de Markov de saltos estos procesos son necesarios para desarrollar la teoria
de distribuciones tipo fase, también se desarrolla lo necesario para considerar a las
cadenas y procesos de Markov de saltos con revertidos en el tiempo esto sera necesario
para encontrar dos representaciones distintas de las distribuciones de momentos para
distribuciones tipo fase.

En el segundo capitulo se desarrollan las distribuciones tipo fase y matriz exponen-
cial. Las distribuciones tipo fase son caracterizadas por un proceso de Markov de saltos
y las distribuciones matriz exponencial se caracterizan por la forma de su densidad y
de su transformada de Laplace, de esta distribucién se encontrara una representacion
de orden minimal que es la representacion que se utilizara en el ultimo capitulo.

En el tercer capitulo se desarrolla la teoria de renovacion pues para demostrar que la



distribucién del primer momento de una distribucién tipo fase es tipo fase se utilizaran
argumentos pertenecientes a esta teoria.

Finalmente en el cuarto capitulo se demuestra lo comentado anteriormente y se da
un pequeno ejemplo tedrico en el que se utiliza la distribucion del primer momento
matriz exponencial para encontrar dos férmulas de la curva de Lorenz y del indice de
Gini.

La curva de Lorenz es una representacion grafica utilizada normalmente para ver
que tan concentrados estan los ingresos en una poblacion y el indice de Gini para medir
la concentracién de ingresos o el grado de desigualdad social.



Capitulo 1

Procesos de Markov

Pensemos que en los procesos estocasticos el indice del proceso es tiempo entonces
los procesos de Markov son los procesos estocasticos en que el tiempo futuro depende
unicamente del tiempo presente, esto es lo que se estudiara en este capitulo que sera
fundamental para los siguientes capitulos. Lo referente a cadenas de Markov y a pro-
cesos de Markov de saltos fue extraido de [1],[2],]9] y la parte de reversibilidad de [2] y
de [9].

1.1 Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son procesos de Markov cuyo tiempo es discreto. Sea (X, )nen
un proceso estocastico que toma valores en un conjunto discreto E; llamaremos a F
espacio de estados.

Definicién 1.1.1. (P.M) El proceso estocdstico X = (X, )nen cumple la propiedad de
Markov si

P(Xn+1 — ]‘Xn - Z‘,anl - infl, e ,XO — 20) - p(Xn+1 - j’Xn — Z)
para todon € N y j,0,0p_1,...,% € E.

Si un proceso estocastico X cumple lo anterior es llamado cadena de Markov, ademés
X es llamado cadena de Markov homogénea si no depende de n, es decir, si P(X,41 =
J| X, = i) es igual para toda n > 0 en cuyo caso escribiremos p; ; = P(X,, = j|X,—1 = 1)
y nos referimos a p; ; como probabilidad de transicién en un paso del estado 7 al estado
j. La matriz de transicién de una cadena de Markov (X,,),>0 se define como

P = (pi,j)i,jeE

Como se vera en el siguiente teorema la distribucién de las cadenas de Markov es
completamente conocida dada su matriz de transicién y su distribucion inicial la cual
denotamos como 7;, es decir, m;, = P(Xo =1ig). A partir de ahora estudiaremos cadenas
de Markov homogéneas.



Teorema 1.1.1. Sean ig,i1....,i, € E yn € N entonces X es una cadena de Markov
sty solo si

P(XO = 10, Xl =11, .. 7X’n—1 = ln-1, Xn - Zn) - pin,inflpinfl,in72 .. 'pil,ioﬂ—io
Demostracion. =)

P(Xo = i, X1 = i1,y X1 = in1, Xpn = i)

= P(Xy, = in| Xo = s+ s Xt = in 1) P(Xo = g, -, Xy = in_1)

= P(X, = in|Xn_1=1,1)P(Xo =10,..., X1 =in_1)(prop. Markov)
— i P(Xo = 0, X1 = i1, s Xt = i)

= Dinin_1Pin_1,in_s - - - Pir.ioTio (repitiendo los pasos anteriores n veces)

<) es suficiente con escribir la definicién de probabilidad condicional y utilizar la
hipdtesis. [

Veamos que la propiedad de Markov implica que la probabilidad en el tiempo futuro
unicamente depende del tltimo tiempo conocido para lograr esto demostraremos antes
un teorema.

Teorema 1.1.2. Sea n,m € N y iy, 0, 1,...,0m,...,50 € E tales que 0 < m < n
entonces

P(Xp =in, .. Xon = im| Xono1 = i1, Xo = ig) =
P(Xn - in, ‘e ,Xm = ’l'm|Xm,1 - Z'mfl)

Demostracion. Utilizando el teorema 1.1.1 tenemos lo siguiente

P(Xp =iny s Xon = | Xonet = i1, ..., Xo = i)
P(Xp =tn, oo, Xon =y Xon1 = 1, - - -, Xo = 40)
P(Xm,1 - imfl, o ,Xo == Zo)
_ Dinyin_1 - Pimim-1 - Pir,ioTio

Pipnyim—1 - - - Di1,ioTig

= pinyin—l ° ‘pim+17im

= P(Xn = ln,- - 7Xm - im|Xm—l = im—l)
[

Corolario 1.1.1. Sea i,, € E con k€ 1,2,...m y ng,nq,...,0y, € N tales que ng <
ny <...<n,, entonces
P(‘Xnm = Z."'L’m|‘)(nm,—l = inm—17Xnm—2 = Z."7«71'1,—27 L 7X77/0 = Z77/())
= P(Xn,, = tn | Xy = np_y)



Demostracion. Basta con incluir los indices que hacen falta en la probabilidad utilizar
la propiedad de Markov y luego sumar sobre los indices que sobren.
O

Se define la probabilidad de transicién en n pasos como pf;z) = P(X, = j|Xo =1)

. . .y n . .
y la matriz de transiciéon en n pasos como P = (pg j))i_je E, en el siguiente teorema se

demuestra que en realidad la matriz de transicion en n pasos de la cadena es igual a la
n-ésima potencia de la matriz de transiciéon en un paso.

Teorema 1.1.3 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Para todo n,m € N yi,j € E

se cumple
P = Do py
keE

Demostracion. Seann,m € Ny i, j,k € E
P(Xn+m = j’XO = Z)
= P(Xppm = j, Xo = k| Xo = i)

keE
=Y P(Xogm = j1Xo =k, Xo = i) P(X,, = k| Xo = i)
keE
= P(Xpim = j| X, = k)P(X,, = k| Xo = i)(Propiedad de Markov)
keE
m
Por el teorema anterior tenemos lo siguiente
P(n+m) — prtm _ pnpm _ P(H)P(m)
Sea F,, = 0(Xo, X1, ..., X,) lasigma dlgebra generada por el proceso hasta el tiempo

ny Foo = 0(Xo, X1, Xo, .. .) la sigma algebra generada por todo el proceso.

Definicién 1.1.2. Un tiempo de paro T para la cadena de Markov X = (X,)nen €s una
variable aleatoria que toma valores en N U {oo} tal que {7 = n} € F,, para toda n.

La definiciéon anterior nos dice que los tiempos de paro son variables aleatorias
(tiempos aleatorios) sobre las cuales se puede tomar la decisién de si ya han ocurrido o
no, sabiendo céomo se ha comportado el proceso.

Definicién 1.1.3. Sea A € E un subconjunto del espacio de estados, se define
Ty es el tiempo en que el proceso llega al conjunto A.

Es claro que T4 es un tiempo de paro, si A = {i} con i € E y se escribira T;



Teorema 1.1.4 (P.F.M). X = (X,)nen cumple para toda n € N y tiempo de paro

T <00
P(X7+n :j‘XT = Z) :ij

llamada propiedad fuerte de Markov.

Demostracion.
P(X7+n = ]‘X‘r = Z)
= P(Xepn = j|IX; =i, 7 =k)P(r = k)

keN

= ZP(Xk-i-n = j| Xk =9)P(T = k)
keN

= Z P(X,, = j|Xo = i) P(7 = k)(homogeneidad)
keN

= P(X,=j|Xo=i)) P(r=k)

keN
= P(X, = j|Xo =1)

]

Lo anterior significa que la propiedad de Markov sigue siendo valida para tiempos
aleatorios.

Definicién 1.1.4. Definimos
pi; = P(T; < o00) =P(T; < ool Xy =1)
la probabilidad de que el proceso inicie en el estado i y lleque al estado j.
En particular p;; es la probabilidad de regresar a j dado que el proceso inicio en j.

Definicién 1.1.5. Decimos que un estado j es absorbente si p;; = 1 ,recurrente si
pj; = 1 y transitorio si p;; <1

Esto significa que si j es un estado absorbente y en algiin momento el proceso esta
en el estado 7 a partir de ese momento el proceso siempre estara en el estado j, si j
es un estado recurrente y el proceso inicia en j en algiin momento el proceso volvera a
estar en el estado j y si j es un estado transitorio y el proceso inicia en el estado 7 con
probabilidad 1 — p; ; nunca volvera a estar en ese estado.

Usaremos la siguiente notacién para simplificar la escritura

P(-|Xo=1)=PF(),E(-|Xo =1) = E;(-).

Definicién 1.1.6. El numero de visitas al estado i es

N; = Z Lix,=i}
=1



Teorema 1.1.5. Sea i algun estado de X cadena de Markov. Entonces las siguientes
son equivalentes:

1. 1 es recurrente
2. N; = o0 en casi todo punto
3. Ei(Ny) = Yooy pi" = o0

Demostracion. Sea
T" = inf{n > Tinflan =i} ,Ti1 =T

los tiempo entre visitas al estado ¢. Entonces

Pi(TikJrl ) (TkJrl < OO,Tik < OO)

7

(P(TF < 00, TF < oo|Frx)) (suavizamiento)
(I{T} < 0o} B(T]* < 00| Fox)) (medible)
(I{TF < 00} Px_, (T < 00)) (P.F.M)

(TH < 00)B({T* < 0}) (Xgy = i)
(T < 00) Pi(Tj < o0)

2

o
:U:UEUE?@:U

= P(T! < o)k

Si i es recurrente entonces P;(7}

todo punto. Como

< o0) = 1 para toda k , es decir Tf“ < 00 en casi

N; = sup{k € N|T} < oo}

se tiene que N; = oo en casi todo punto. Ahora por el teorema de convergencia

mondtona
=L (Z 1{Xj=z'}>

Z (Lpx,=)
.
>R

Jj=1

:U

Es claro que F;(N;) = oo por la segunda equivalencia.
Para la implicacién que falta supongamos que ¢ es transitorio. Entonces P;(T; < co) < 1



m

Corolario 1.1.2. Sea i algun estado de X,,. Entonces las siguientes son equivalentes:

1. 1 es transitorio

2. N; < o0 en casi todo punto

3. Ei(Ni) = Yo, pi < o0
Definicién 1.1.7. El estado © comunica con el estado j si existe m € N tal que pgn) >0
y lo denotamos por i« — j . Dos estados 1 y j se comunican si i — j y j — 1 y lo
denotaremos por i ~ j.

La relacion ~ es de equivalencia en el espacio de estados, es decir, i ~ 1,1~ j &
j~1ysiin~ j,7~ kentonces i ~ k. Por lo anterior el espacio de estados se puede
descomponer en clases de equivalencia. Veamos algunas propiedades.

Teorema 1.1.6. Si ¢ es recurrente y i ~ j entonces j es recurrente.

Demostracion. Sean mq, my tales que pg-m) >0y p(.;m)

;i > 0, entonces

Ej(N;) =D 05 = > o nini = oo
n=0 n=0

la desigualdad se da escogiendo un término de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov,
se concluye que 7 es recurrente por el teorema 1.1.5. [

Por el teorema anterior si una clase tiene algin estado recurrente entonces todos sus
estados son recurrentes, analogamente si una clase tiene un estado transitorio todos sus
estados son transitorios de lo contrario los estados serian recurrentes.

Entonces podemos dividir al espacio de estados como la unién de las clases de equiva-
lencia inducidas por ~ y el conjunto de todos los estados transitorios.

Definicién 1.1.8. Una cadena de Markov se llama irreducible si todos sus estados se
comunican.



Si una cadena es irreducible entonces todos sus estados son recurrentes o transitorios
por lo que las llamaremos cadena irreducible recurrente o transitoria respectivamente.

Definicién 1.1.9. Un vector renglon v = (v;)jer es llamado medida estacionaria o
invariante de la cadena de Markov (X,,)n>0 st v es finita, no cero, no negativa y

vP=v

La condicién anterior implica que si v es distribucién de X, entonces es distribucién
de X, 1, es decir, para todan € N

v=vP"
Teorema 1.1.7. Si i es recurrente entonces podemos definir una medida estacionaria

vV cOmo Sigue
T,—1
v, = E <Z I{X, = j})

n=0

v; es el nimero de visitas al estado j entre dos visitas al estado i.

Demostracion.

n=0

v; = E i X, = j})

—E ZiI{Xn :j}) (X1, = Xo =1)

=E (> H{X,=jT > n}>
n=1
=Y Ei(I{X,=4T >n}) (T.C.M)
n=1
=Y P(X,=jTi>n-1)
n=1

= Ei(Pi(X,=j,T; > n—1Fu1))
n=1

=Y > P(Ti>n—1,X,1=k)

keE n=1
= E PV
keE



pues

Ei(P(Xn=4,T; >n—1|F,_1))
= E,(I{T; >n - 1}P(X,, = j|Fn-1))
= E,(I{T;, > n — 1}px, ;)
=E()_HTi>n—1,X,1 = klpx,_,;)
keE

=S " pyPATi > n—1,X, 1 = k) (T.C.M)

La primer igualdad se da porque I{T; > n—1} es medible en F,,_;. Entonces se cumple
vP = v, si j no esta en la clase de ¢ entonces v; = 0 , si j esta en la misma clase que ¢
(m)
i

existe m tal que p:

i > 0yv=vP=...=vP" entonces

oo>1=y = Z I/kpgin) > l/jpg-;n)
kel

que implica v; < oo , por lo anterior v es una medida estacionaria. O

Corolario 1.1.3. St una cadena de Markov es irreducible y recurrente entonces para
toda medida invariante v se tiene v; > 0 para toda 1 € E

Demostracion. Como v # 0 existe j tal que v; > 0 y por ser una cadena recurrente

existe m tal que p(~T)

i > 0 entonces

v, = Z l/kp,(gl) > l/jp%n) >0
keE

Definimos v como la medida estacionaria dada por

v = E, (TZ_I X, = j}>

n=0
El indice superior (i) indica la dependencia de la eleccién del estado recurrente i. Si

consideramos j = i solo tenemos [{Xy = j} = 1 por lo que v = 1. Llamamos medida

¥
estacionaria canénica a v®.

Corolario 1.1.4. y](.i) =Y 2 P(X,=75T >n)

10



Demostracion.

T;—1

vy =Ei| Y HX,= j})

n=0

Ei (I{X, = j,T, > n}) (I.C.M)

[
K

1

3
Il

P(X, =341, >n—1)

I
NE

n=1

Lema 1.1.1. Sea v una medida estacionaria con v; = 1 entonces v = v

Demostracion. Por el corolario anterior
V) =" P(X, =j.T: >n)
n=0

esto implica que si n — oo entonces P(X,, = j,T; > n) — 0. Pu(X, = j,T; > n) es la
probabilidad de ir de k a j sin pasar por el estado i. Supongamos j # k, paran =1 la
probabilidad anterior es la probabilidad de transicién en un paso. Para n = 2

Pk:<Xn = ]77-‘1 > n) = Zpkmpmj-

Definimos P como la matriz de transicion P de la cadena pero reemplazando la :—ésima
columna con ceros. Entonces

Po(Xp =5, Ti > 1) = > Prmibms-

meE
Con un proceso inductivo
(Pe(Xn =4, T; > n))jper = P"
es decir Py(X,, = j,T; > n) es el kj-ésimo elemento de pr que también se puede
escribir como Py (X, = j,T; > n) = e;P"¢}, donde e; es un vector renglén con la misma

dimensién que el espacio de estados con ceros en las entradas excepto en la j—ésima
entrada que llevara un uno, entonces

oo
i (2) 20
v = (v;")jer = € g P
n=0
Como v es estacionaria con v; = 1 tenemos que
o0
Vj :5ij+€i E P
n=0

11



Como v es estacionaria con v; = 1
vj = 0i + (WP);
pues (vP); = 0y si j # i entonces (vP); = v; por ser estacionaria, en consecuencia
Vv=e;+ UP
:€i+(6i+l/p)p
= e;(I + P)+vP?

m
= ¢ E pm 4 pypmtt
n=0
Como P™*t — 0 si m — oo,

oo
lim v =¢; g pr =0
m—ro0

n=0

]

Corolario 1.1.5. St una cadena de Markov es irreducible y recurrente entonces existe

una medida estactonaria. Todas las medidas estacionarias son proporcionales.
Demostracion. Si v es estacionaria con v; = ¢ entonces sz) =vy;/c O

Definicién 1.1.10. Un estado recurrente i es recurrente positivo si E;(T;) < oo y
recurrente nulo si E;(T;) = 0o

Corolario 1.1.6. Si una cadena de Markov es irreducible y recurrente entonces todos
sus estados son recurrentes positivos o recurrentes nulos.

Demostracién. Todas las medidas invariantes son proporcionales a v7), j € E ademés

=3

keE

:Zin(Xn:vaj >n)

keE n=0

:iZPj(Xn:vaj > n)

n=0 keE
=Y Pi(T; > n)
n=0
= B5(T;)
asi que |v9)| es finita o infinita y por lo tanto toda la cadena. O

12



De lo anterior se tiene que la recurrencia nula o positiva es una propiedad de clase.
Para cadenas de Markov irreducibles y recurrentes existe una medida estacionaria salvo
multiplicaciéon por constantes. Ahora podemos encontrar distribuciones estacionarias
en el caso de que se pueda normalizar una medida invariante.

Corolario 1.1.7. Si una cadena de Markov es irreducible y recurrente positiva existe
una unica distribucion estacionaria dada por

£ (S0 11X = 5))
EAT)

7Tj:

Demostracion. Como la cadena es recurrente |v\)| = E;(T;) < oo entonces

(@)
"]
es distribucién. ]

Definicién 1.1.11. El periodo de un estado i es el numero natural mds grande d(i)
que cumple

P(T; € Lgy)) = 1
donde Lq = {d,2d,3d,...}. Si el periodo es uno el estado es llamado aperiddico.

Teorema 1.1.8. La periodicidad es una propiedad de clase. Sii,j estan la misma clase
recurrente entonces tienen el mismo periodo.

Demostracion. Sea i un estado recurrente con periodo d(i) y se j otro estado en la
misma clase. Como ¢ y j se comunican existen n,m > 0 tales que pj; > 0y p7; > 0 asi
que

PR = Pl > pip > 0
k

entonces n +m € Ly ahora tomando r tal que p}; > 0

P " = ppp > 0
entonces n 4+ m + 1 € Lq) que implica r € Lqg) v d(i) < d(j) analogamente se tiene
que d(j) < d(i) .

Teorema 1.1.9. Si p;; son las probabilidades de transicion de una cadena de Markov
aperiodica entonces existe N tal que pj: > 0 para toda n > N.

Demostracion. Sea C = {n € N|p}; > 0} entonces existe n tal que n,n +1 € C de lo
contrario el periodo seria mayor o igual a dos. Todo entero mayor o igual que n(n + 1)
puede escribirse como combinacién lineal de ny n+1 puesenn(n+1) =n+n+...+n
son n+ 1 sumandos por lo que se puede incrementar de n a n+ 1 uno por uno entonces
sim >n(n+1) se tiene que m=gn+r(n+1)y

P > (05)"(pi )" > 0
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Corolario 1.1.8. Si {X, },en es irreducible y aperiddica entonces para todo i,j € E
existe N tal que pjs > 0 para todan > N.

Demostracion. Elegimos k tal que pfj > 0y r tal que p}; > 0 para todo m > r entonces
haciendo n = m + r tenemos el resultado. [

1.2 Procesos de Markov de saltos

Los procesos de Markov son procesos estocasticos en los que el tiempo presente solo
depende del tiempo pasado y cuyo tiempo es continuo. Sea X = (X;)i>o(t € R) un
proceso estocéstico que toma valores en un conjunto discreto E' llamado espacio de
estados.

Definicién 1.2.1. (P.M) El proceso X = (X;)i>0(t € R) satisface la propiedad de
Markov si

P(Xtm = jtm|Xtm71 = jtm717 T 7Xt0 = th) = P(Xtm = jtm|Xtmfl = jtm71>
para ty, > ty1 > ... >t >0 9y 30,0t 4s---5J0 €L

Si un proceso X cumple lo anterior es llamado proceso de Markov de saltos ademas
es llamado proceso de Markov de saltos homogéneo si se cumple P(X;,, = j|X; =) =
P(X}, = j|Xo = i) y en este caso escribiremos P(X, = j| X, = 1) = pg;-) .es decir, si
el proceso es homogéneo entonces no depende del tiempo en que esta el proceso solo
depende de la diferencia entre el tiempo presente y el iltimo tiempo conocido; a partir
de ahora trabajaremos con procesos de Markov de saltos homogéneos. Llamamos a pl(-?
probabilidades de transicion y se define a la matriz de transicién como

h
P = (pz(,j))i,jeE
Supondremos que pg?j) = 0;; es la delta de Kronecker (aunque esto no siempre sucede)

por lo anterior P =T es la matriz identidad.

Teorema 1.2.1. (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov) Para todo t,s > 0 el proceso X
cumple la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

(t+s) __ ), (s)
Dy = Zpi,kpk,j
keFE
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Demostracion.
P(Xt+s = ]|X0 = Z)
=Y P(Xpyo=j. X, = k| Xo =)

keE
=3 P(Xers = jIX = b, Xo = i) P(X, = k| Xo = 1)
keE

= 3 P(Xiws = 1%, = KIP(X, = KXo = 1)

keE

= Z P(Xs = j|Xo = k)P(X; = k| Xo = i)(homogeneidad)

keE

Lo anterior es equivalente a

Pt+s) — pO)pls)

Sea F; = 0(X, : s <) la sigma algebra generada por el proceso hasta el tiempo ¢.

Definicién 1.2.2. Un tiempo de paro T para un proceso de Markov de saltos X =
(X1)i>0(t € R) es una variable aleatoria no negativa que cumple {T <t} € F,

Un tiempo de paro 7 al igual que en el caso discreto es una variables aleatoria sobre
la cual se puede verificar la ocurrencia del evento {7 <t} a partir del proceso hasta el
tiempo t. La sigma algebra F, generada por 7 consiste de los conjuntos

AN {7' < t} e F
tales que A es un conjunto medible en F;.

Teorema 1.2.2. (P.F.M) Los proceso de Markov de saltos X = (X;)i>0(t € R) cumplen
para todo tiempo de paro T < oo y s >0

P(X,ys = i4|F;) = P(Xs = 15| X0 = X,)
la anterior es llamada propiedad fuerte de Markov.

Sean Sy = 0 < 51 < 53 < ... los tiempos en que el proceso cambia de estado. Las
diferencias T, = S,, 11 — S, son los tiempos entre saltos también llamados tiempos de
interarribo, en el caso de que .S, sea el ultimo estado visitado definimos T,,, = oo para
todo m > n con m € N. Veamos que los tiempos de interarribo siguen una distribuciéon
exponencial.

Teorema 1.2.3. Para cualquieri € E yt >0 se tiene que P(T,, > t| X5, = i) = e !

15



Demostracion. Primero denotemos por f(t) = P(T,, > t|Xs, = i) y notemos que por
homogeneidad f(t) = P;(Tp > t), sean t, s > 0 entonces:

flt+s)=P(Toy >t+s)
:BTO>t+S,TQ>t)
:RT0>t+S’T0>t).PZ(T0>t)

(
(
= Pi(X, =1i,Vr € [0,t+ 5)| X, =i,Vr € [0,1))Pi(To > t)
= P(X, =i,Vr € [0,t+ )| Xy =) P;(Tp > t) (P.M)
= Pi(X, =1,Yr € [0, )| Xo = 1) P,(Tp > t) (homogeneidad)
= P,(Ty > s)Pi(To > t)
= f(s)f(t)
Ademés de lo anterior la funcién esta entre 0 y 1 por lo que f(t) = e~ para alguna
¢ > 0, denotaremos a ¢ como \; pues depende del estado 7 O

Definicién 1.2.3. Un estado i € E es llamado absorbente si \; = 0, estable si 0 <
A < o0 e instantdneo st \; = 00.

Lo anterior significa que si un estado es absorbente el tiempo de interarribo desde
la llegada a ese estado es infinito con probabilidad uno en otras palabras si en algin
momento el proceso esta en un estado absorbente se quedara ahi por siempre, si un
estado es estable el proceso se quedara ahi por un tiempo infinito y si el estado es
instantaneo inmediatamente cambia de estado una vez que el proceso llegue a este.

Sea Y,, = X, la sucesion de estados visitados; en el caso de que 5, sea el ultimo
estado visitado definimos Y,, = Xg, para todo m > n con m € N.

Veamos que el proceso de Markov de saltos X se puede reconstruir en términos de

(Yna Sn)nEN~

Teorema 1.2.4. Seann € N,j € E yt > 0 entonces
P(Yyi1 =5, T > Yo, ..., Y1, Yy =14,50,...,5,) = qije

Demostracion. S, es un tiempo de paro pues si el tiempo del n-ésimo cambio de estado
es menor a t entonces dado el proceso hasta el tiempo ¢ se conoce el tiempo de este
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cambio, es decir, {S, <t} € F; .

PYy1 =731, >t|Yy,....,Y, =1,5,...,5)
= P(Xs,,, =73, X, = Xg,,Vr € [Sn, Sp + 1) Xy, u < 5,)

= P(Xs,,, =73, X; = Xg,,Vr € [Sp, Sp +1)|Xs, =) (P.M)
(Xsp1 =7, Xr = Xg,, Vr € [So, S0 + t)| Xs, = 1) (P.F.M)
Y1 =4,To > t|Xo =1)

(Y1 =7,To>1)

(P (Y1 = j, To > t|Fs,)(esperanza iterada,suavizamiento)
(Ly,=; P(Ty > t|Fs,))(medibilidad)

Ly,=; (1o > ) (P.M)

(I, ]>Pi<To > 1)

= j)e M (teo 1.2.3)

1 | T I
EEEED T

Il
g
>~<

I
R
&,
(b‘
>
>

Donde ¢;; = Pi(Y1 = j) O

Teorema 1.2.5. Ezisten nimeros \; = A(i) > 0 y una matriz de transicion Q tales
que

n
P(Y =i, Thoy >tk =1,2,...,n) = [ [ gi_ys €™

Demostracion. La prueba sera por induccién, la base esta en la demostracion del teo-
rema (1.2.4) ahora supongamos que es vélido para n — 1 entonces:

Py(Y,, :ik,Tk V>t k=1,2,....n)

P(Y, =in, Ty >tn, Ye =i, Tpo1 > te, k=1,2,... ,n—1)

El(Pl( =, Tyt >t Ye = ig, Ty > i, k=1,2,....n—1|Fs,_,))

Ei(Ly, iy >tek=12,..m—1 L1 (Yo, = in, T > t,| Fs, ) (medibilidad)

Ei(ly, i, 7>ty k=121 P (Yo = tny, Tt > ta|Yoo1 = ip—1))(P.M)
(
(

.

Ei(ly,—ip 1y >tek=12,..n-1)P, (Y1 =iy, Ty > t,,)
Pz Yk—lk7Tk 1>tk,k'—1,2,...,71—1)Pin71(§/1:imT0>tn)

n—1
) : )\ t : 7 .
= Giy_yi, €1 H Qi i€ *=1"* (hipGtesis)
k=1

]

De lo anterior se ve que la sucesion (Y},),en es una cadena de Markov que llamaremos
cadena asociada.
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Corolario 1.2.1. La sucesion (Y, )nen €s una cadena de Markov , los tiempos de in-
terarribo son condicionalmente independientes dada la sucesion de estados visitados y
tienen distribucion exponencial ,es decir,

n—1
P(T() > to, ... 7Tn—1 > tn—1|)/0, . 7Yn) — H ekiktk
k=1

Demostracion. De (1.2.4) tomando ¢t = 0y por (1.1.1) (Y},),en es una cadena de Markov

P(Ty > to,...,Tho1 > tn1|Yo,...,Ys) =
P(To > to, ..., Tho1 > ty1,Y0,...,Yn)
P(Yy,...,Y,)
s Giy_yip €51
N HZ:1 Qi _1is,

n—1
k=1

(cadena de markov y teo 1.2.5)

]

Vimos que si X es un proceso de Markov de saltos entonces existen probabilidades
¢i; y algunos numeros A; > 0 que cumplen lo que hemos visto; ahora veamos el resultado
opuesto para ello supondremos una cadena de Markov Y con matriz de transicion Q y
Ai > 0 ;notemos que por la naturaleza del proceso Y se necesita ¢;; = 0.

De aqui en adelante supondremos que el proceso de Markov de saltos no tiene
estado instantaneos. Veamos una expresién para las probabilidades de transicion

2%

Proposicion 1.2.1. Para cualquieri,7 € E yt >0,
t
pgtj) = 6_>\it5i7j +/ /\Z'G_)\is qukp](:’;S)dS
0 ki

Demostracion. Es claro que si ¢ es absorbente se sigue cumpliendo pues \; = 0.
Supongamos que i es estable, podemos particionar con el tiempo del primer cambio de
estado S entonces tenemos lo siguiente

P = Pi(X, = j,8 <)+ P(X, = 5,51 > t)

Si el tiempo del primer cambio de estado es mayor a ¢t entonces el proceso ha per-
manecido en el mismo estado desde que inicié el proceso hasta el tiempo t entonces

P(X; =735 >1) = 6_)\it(5i,j
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pues los tiempos de interarribo se distribuyen exponencial.
Ahora
Pi(Xy = j,51=s)
=Y P(Xi=j S =sY1=k
ki

= P(X; =j|8 = s,Y1 = k, Xo = i) P(Y1 = k| S = 5, Xo = i) P,(S) = 5)
ki

=Y P(X; =j|S = 5,Y1 = k)P(Y1 = k|S; = 5, Xo = i) \e *(P.M)
ki

=Y P(X; = j|X, = k)P(Yy = k[Y; = i) \;e”*(independencia)
ki

= i Vg he ™

k#i
Ahora podemos integrar para encontrar la probabilidad acumulada

t

PXi=0.5 20 = [ P =8 = s)ds
0

= [ Sl

k#i
O

El siguiente teorema nos dara una expresion mas amable para las probabilidades de

transicion en términos de ¢; ; v A;, pero antes veamos una definicién que nos ayudara a
simplificar la notacion.

Definicién 1.2.4. La matriz de intensidades también llamada generador infinitesimal
A = (Nj)ijer del proceso de Markov de saltos X estd definida por:

N Aiij Si1#J
K _Zz;é])\l]:_/\l S’LZ:j
Es claro que los renglones de la matriz A suman cero.

Teorema 1.2.6. (Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov) Para cualquier i,j € E, la
®) s diferenciable y su derivada es

Juncion t — p;;
d @ _ S Sl
dtpz] ’Lk‘pk_j p’Lk )\k]

keE keE
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Demostracion. Tomando la expresién de la proposicién (1.2.1) y haciendo el cambio de
variable u =t — s tenemos

t
(s [ stn)
0

ki

Notemos que el integrando es acotado en [0,¢] por lo que p§tj es derivable entonces

d (t) it t o (u) — N\t Ait (t)
%pij = —)\1'6 (5@' + /0 )\ie gqlkpkj du +e Aie kz;é:qlkpkj
= —)\z'pg) + A Z Qikp](;')
k1
= /\iipg«) + Z )\ikpg? (def. 1.2.4)
k#1

=D Al
k

Que es equivalente a

d
—P' = AP!
dt

llamada ecuacién backward de Kolmogorov.

Para demostrar que las probabilidades de transicién cumplen la ecuacién forward de
Kolmogorov necesitaremos suponer que las intensidades son acotadas, es decir sup A; <
0.

Sabemos que el tiempo que el proceso se mantiene en el estado ¢ se distribuye
exponencial con parametro \; entonces la probabilidad de cambiar de estado en el
intervalo [t,t 4 dt) es A\;dt, ademds condicionando a que hay un cambio de estado en
este intervalo y suponiendo que X;- = ¢ la probabilidad de que el siguiente estado sea
J es g; j entonces la probabilidad de tener un cambio de estado en el intervalo [t, ¢ + dt)
es \;dtg; ; = i ;dt entonces
sih—0ysii=j

P =1— A\h+ o(h)
entonces ")
Pi;- — 5z’j
h
Necesitamos que la expresion anterior sea uniformemente acotada en i, j y h. Primero

— )\ij
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para i # j

0 < pj; < probabilidad de algun salto en [0,s]

:/ e Mtdy
0
0

= )\Z'S

que implica

0 <29 <\ <sup),
S

andlogamente
0 <1 — p;; < probabilidad de algun salto en [0,s] < A;s

entonces por el teorema de convergencia dominada

s+h

pij _pf] o 1 s _h s
L (g DPikPr; — Pij
s ij — Okj
I
k

— Z PikAki
k

que es equivalente a

d
—P' =P*A
dt

llamada ecuacién forward de Kolmogorov.
O

A la funcién exp(At) = > 7 (At)"/n! donde A es un matriz cuadrada de dimensién
finita la llamamos matriz exponencial.

Corolario 1.2.2. Si E es finito entonces

o0

P! = exp(At) = ) (At)"/n!

n=0

Demostracion. Se sigue de las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov y de que P(®) =
I. O

Para los proceso de Markov de saltos la clasificacién de los estados es analoga a la
clasificacién en las cadenas de Markov.
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Teorema 1.2.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. {Y, }nen es irreducible
2. ‘v’z’,jGE,EIt>O:p§j>O
8. Vi,j € E,Yt>0:p}; >0

Demostracion. Se ve que 3. implica 2. pues si pﬁj > ( pasa para todo tiempo positivo
entonces existe uno para el que se cumple pf-j > 0, también se ve que 2. implica 1.
pues para todos los estados existe una probabilidad positiva de llegar a ellos para algin
tiempo solo falta ver que 1. implica 3.

Sean i,7 € F como ¢ comunica con j en la cadena asociada existe un recorrido de
estados de ¢ a j digamos 1,11, ...,i,,J tales que

Qi > 0, Qiv iy > 0, e Gy g >0
entonces pﬁj es mayor o igual que la probabilidad de
L= = .=l ]

en un tiempo t positivo y esto tltimo es una suma de exponenciales es decir una dis-
tribucion gama que tiene densidad positiva en todos los puntos mayores a cero por lo
tanto pj; > 0. O

Definicién 1.2.5. {X;} es irreducible si existe t > 0 tal que pfj > 0 para todo i,j € E
Por el teorema anterior {X;} es irreducible si y solo si {Y,} es irreducible.

Definicién 1.2.6. {X,} es recurrente o transitoria si {Y,} es recurrente o transitoria
respectivamente.

Definicién 1.2.7. Un wvector renglon v = (vj);eg es llamado medida estacionaria o
invariante de un proceso de Markov con matriz de probabilidades de transicion Pt si v
es finita, no cero, no negativa y satisface

v =vP?
para todo t > 0.

Teorema 1.2.8. Sea {X,}i>0 un proceso de Markov de saltos irreducible, recurrente y
sea k un estado arbitrario del proceso, definimos v = {v;}icp como

Uy
Vv, = Ek (/ 1{sti}d8)
0

donde Uy = inf{t > 0|X; = k, X;- # k} es decir el tiempo del primer retorno al estado
k (X~ = limgy X limite por la izquierda). Entonces v es una medida estacionaria de
{X:} y es inica salvo multiplicacion por escalares.
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Demostracion.

Uy
v, = Ek (/ 1{X‘g=i}d3)
0
=k </ 1{Xsi,Uk>s}d3)
0

= / Py(Xs =1,Ug > s)ds (Fubini)
0

{Uy > s} es 0(X, : u < s)-medible porque podemos decidir si ya ocurrié o no Uy al
tiempo s si ya conocemos la evolucion de X; hasta el tiempo s entonces Uy, es un tiempo
de paro y tenemos lo siguiente

pij = P(Xsp = j|Xs =14,Ux > 5)
entonces
vipi; = / Po(Xs=1,Up > s)P(Xgpt = j|Xs =1, Ug > s)ds
0
= / P(Xsy =7, Xs =1,Uy > s)ds
0

sumando sobre i y luego intercambiando integral con esperanza

(vPY); = /0 P(Xsyt = 7,Ux > s)ds

Ek (1{Xs+t:j,Uk>S})dS
0

Uk
By (/ 1{Xs+t=j}d8)
0
t+Uy
= Ek (/ 1{X5:j}d3)
t
Uy t+Uy
= FE, </ 1{Xs—j}d5> + E}, (/ 1{Xs—j}d5>
t Ug
Uy t
= FE (/ 1{X8:j}d5> + E, (/ 1{stj}d8)
t 0
Uk
= Ek </ 1{ij}d8>
0
= ]/j
por lo anterior ¥ = P ademas Xy, X1, ... es una cadena de Markov irreducible entonces

pi; > 0 para toda ¢ > 0 en particular para ¢ = 1y por el teorema (1.1.5) solo falta ver
que esta cadena es recurrente y tendremos que la medida v es tinica salvo multiplicacion
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por constantes. Por hipé6tesis {X;} es recurrente entonces i sera visitado infinitamente
en {X;} pero no sabemos si los tiempos de visita al estado ¢ coinciden con los tiempos
1,2,... para los cuales tenemos la cadena. Sea T7},Tj, ... los tiempos de espera en
el estado i para {X;}, estos tiempo tienen distribucién exponencial y por lo tanto
probabilidad positiva de ser mayores a uno por lo que X; = i para una infinidad de
tiempos naturales entonces la cadena {X,, },en es recurrente O

Ahora consideremos {X;} con i un estado recurrente y la cadena asociada {Y}, },en,
veremos como estan relacionadas las medidas estacionarias definidas en el teorema an-
terior y en el teorema (1.1.7)

Teorema 1.2.9. Sea {X;};>¢ @rreducible, recurrente con matriz de intensidades A =
{Nijtijer y k € E. Entonces la relacion entre la medida estacionaria candnica para
cadenas de Markov (teorema 1.1.7) y la medida definida en el teorema anterior en
términos de k esta dada por p; = \;v;

Demostracion. El proceso de Markov es constante a trozos con tiempos de interarribo
To, Th, ... sea 7, = inf{n > 0|Y,, = k}

Uy
Vv = Ek (/ 1{X5=j}d8)
0
T —1
n=0
= Ek <Z Tnl{Yn:j,Tk>n})

n=0

= Z Ek (Tn]-{Yn:j,Tk>n})

n=0

- Z Ej (Ek’ (Tnl{Yn=J'Jk>n}|{Yn}neN))

n=0

= B (Lyumjimsny Ex (Tu|Y, = ) (medibilidad)

n=0
)

= B (TulYo = §) Ex(Liyujmon))
n=0

= A Hy

J

O

Teorema 1.2.10. Una medida estacionaria v para un proceso de Markov con matriz
de intensidades A satisface

vA =0

Demostraciéon. Derivando v = vP? con respecto de t se tiene vAP? = 0 y luego haciendo
tender t a cero vA = 0. O
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El teorema anterior nos da un forma de encontrar medidas estacionarias v como
solucién de vA = 0.

1.3 Cadenas y procesos de Markov revertidos en el
tiempo

En las cadenas y procesos de Markov con tiempo revertido se toma el proceso en el
sentido contrario del usual es decir el tiempo decrece.

Definicién 1.3.1. Consideremos una cadena de Markov homogénea { X, }n>0 con es-
pacio de estados discreto E y matriz de transicion P = {p;;}i jep. Fijamos un numero
N € N y definimos la cadena de Markov revertida en el tiempo como

Xi=Xy.i,i=01,....,N

Teorema 1.3.1. Sea {X,}n>0 una cadena de Markov estacionaria con probabilidades
de transicion p;; y m su distribucion estacionaria tal que para todo i en el espacio de

estados m; > 0. Entonces {)’En} la cadena revertida en tiempo conn = 0,1,..., N es
una cadena de Markov homogénea con probabilidades de transicion
B = PjiT
Uv

para todo i,j € E. B
La matriz de transiciones P se puede escribir como

P = A~ (m)P' A(r)
donde A(7) es una matriz diagonal con w en la diagonal.

Demostracion. Consideremos las probabilidades de transicion de la cadena revertida en
tiempo y m; > 0 para todo ¢ € E entonces
P(Xp1 = jlXn=1) = P(Xy_n1 = j|Xn_n =1)
P(Xyn =Xy 1 =5)P(XNn_n1=])
P(Xn_n =1)
P(Xn_p =i|XN_no1 = J)7;

:P(Xn:i07Xn—1:ila'H)XU:in)

= PirigPisi1 * " Pinin—1Tin

_ Digiy Tig Piyin iy Piy—1inTiyq
— . i
7Tz'1 7Ti2 ﬂ_in
n—1
= T | | DPiviygq
r=0
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por teorema 1.1.1 esta cadena es homogénea. La forma de escribir la matriz de transicion
de la cadena revertida en tiempo se sigue de que la inversa de una matriz diagonal es
poner en cada elemento de la diagonal el inverso correspondiente de la matriz original

de que p;; = 2270 O
y q Pij =

s

Si 7 cumple las hipdtesis del teorema anterior entonces también es distribucién
estacionaria para la cadena revertida en tiempo ya que

(P) =Y my =y _mid =,

el i€l

Veamos el resultado opuesto del teorema anterior.

Teorema 1.3.2. Si la cadena revertida en tiempo es homogénea, para todai yn P(X, =
i) >0 y st p;; > 0 para todo 1,5 entonces la cadena original es estacionaria.

Demostracion. Del teorema anterior y por homogeneidad de la cadena revertida en el
tiempo
P(Xanfl = j)

P(Xy_, =1)

@‘j = Pji

si definimos p; = % tenemos que
(X2

= pi P(Xo =1)
reemplazando en la expresion anterior y por homogeneidad tenemos

(&)N_n_l _ pap(Xo =J)
Pi " P(Xo=1)

la expresion anterior es valida para toda n entonces p; = p; = p para toda 4, j entonces

O

Corolario 1.3.1. Bajo las hipdtesis del teorema anterior la cadena revertida en el
tiempo y la cadena original tienen la misma distribucion si y solo si se cumple m;p;; =
Tipji Y en este caso decimos que la cadena es reversible.
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Demostracion. Del teorema anterior la cadena tiene distribucion estacionaria 7, si las
cadenas tienen la misma distribucién entonces m;p;; = m;p;; se sigue de que

~ _ DyiT
Pij =
Uy

Por el teorema (1.1.1) las probabilidades de transicién caracterizan a la distribucién de
la cadena y tenemos

~ _ PjTi DT
Pij = = = Dij
Ur T

es decir las transiciones son iguales para todo i,j € E. O]

Veamos el proceso de saltos de Markov {X;};>¢ revertido en el tiempo con espacio
de estados discreto E' y matriz de intensidades A.

Definicién 1.3.2. Sea {X;}ier un proceso de Markov en tiempo doble infinito.
Entonces definimos el proceso revertido en el tiempo {X;}ier como

X, =X, =lim X,
sT—t
La razon de definir asi el proceso revertido en el tiempo es para preservar la con-
tinuidad por la derecha y limite por la izquierda y el tiempo doble infinito es para evitar
el problema de elegir un tiempo a partir del cual iniciar el proceso al revés.

Teorema 1.3.3. Sea {X;}icr un proceso de Markov irreducible, recurrente y esta-
ctonario con distribucion estacionaria m. Entonces el proceso revertido en el tiempo
{Xi}ier es un proceso de Markov bien definido con matriz de intensidades

A=ATTAA
mas aun {X;}er tiene la misma distribucion estacionaria .

Demostracion. Puesto que {)?t} es estacionaria no tiene estados instantdneos y en-
tonces el proceso revertido en el tiempo es un proceso de Markov de saltos.

Consideremos el proceso ”discretizado” con pasos de longitud h. Este proceso es irre-
ducible y recurrente esto se ve como en la demostracion del teorema (1.2.8). Ademés es
aperiodica debido a que los tiempos de estancia en cada estado son exponenciales esto
hace que la cadena discretizada se encuentre en el mismo estado para tiempos consec-
utivos con probabilidad positiva. Por lo anterior tenemos que 7; > 0 para toda ¢ € F
entonces por el teorema(1.3.1) la cadena revertida en el tiempo es homogénea y por
esto sucede lo mismo con el proceso de Markov de revertido. Aun mas es irreducible
recurrente y con distribucion estacionaria m debido a que podemos aproximar pj; arbi-
trariamente cerca discretizando el proceso y a que las probabilidades de transicion son
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continuas(ecuaciones Kolmogorov).

]

Teorema 1.3.4. (Lema de Kelly) Considere un proceso de Markov estacionario irre-
ducible y recurrente con matriz de intensidades A = {\;j}ijep. St existen nimeros

Aij > 0,4 # j tales que
S-S,
i j#i

y una distribucion w tal que

TiAji = Wixij iF ]

entonces \i; con i # j son intensidades de transicion del proceso revertido en el tiempo
y T es una distribucion estacionaria para el proceso original y para el proceso revertido.

Demostracion.

Z’]Tj)\ji = Zﬂ'j)\ji + 7T1)\u
J J#
= Zﬂ'{j\l’j + ’/Tl/\”
J#i
=T ZX” + miii
J#i
=T Z Aij + TiNii
J#i
=0

equivalentemente 1A = 0 entonces 7 es estacionaria y por el teorema anterior también
lo es para el proceso revertido en el tiempo. O
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Capitulo 2

Distribuciones tipo fase y matriz
exponencial

En este capitulo se desarrollaran dos tipos de distribuciones con propiedades intere-
santes y accesibles. Las distribuciones tipo fase que fueron extraidas de [1] y [2], y una
generalizacion de estas llamadas distribuciones matriz exponencial que fueron extraidas

de [5] , [6] v [8].

2.1 Distribuciones tipo fase

Las distribuciones tipo fase son generadas por un proceso de Markov de saltos o una
cadena de Markov con un numero finito de estados. Sea X un proceso de Markov
de saltos con espacio de estados finito £ con p estados transitorios y un estado p + 1
absorbente, entonces su matriz de intensidades es de la forma

(3

donde T es una submatriz de intensidades de dimension p x p. Puesto que los renglones
de una matriz de intensidades suman cero tenemos que

t = —-Te

donde e es un vector columna de unos de dimensién p, el vector t es llamado vector
de intensidad de salida, ademés supongamos que el proceso tiene una distribucién ini-
cial(vector fila) 7 definida en los p estados transitorios es decir m; = P(X, = i) con

ie{l,2,....p}yme=3" m=1

Definicién 2.1.1. (Distribucion tipo fase) Una distribucion tipo fase es la distribucion
del tiempo de paro T = inf{t > 0|X; = p + 1} antes de la absorcion en un proceso
de saltos de Markov con espacio de estados finito E = {1,2...,p,p + 1}, un estado
absorbente {p + 1} y todos los demds transitorios {1,2...,p}, si este proceso tiene
distribucion inicial 7 y submatriz de intensidades T se denotara como T ~ PH(m, T)
o1~ PHy(m, T) si es necesario especificar la dimension del espacio de estados.



Ejemplo 2.1.1. (Distribucion exponencial) Sea T ~ PH(w, T) , entonces existe un
solo estado transitorio con tiempo de interarribo distribuido exponencial, es decir, la
distribucion del tiempo de llegada al estado absorbente es exponencial.

Ejemplo 2.1.2. (Erlang (Convolucion de exponenciales)) Sea Y = X1+ Xo+...+ X,
donde X1, Xs, ... son independientes y exponenciales con media 1/\; respectivamente,
para representar esta distribucion podemos pensar que un usuario debe pasar p nodos y
en cada nodo debe esperar un tiempo distribuido exponencial con media 1/\;.

El usuario llega al nodo 1 y permanece en este modo un tiempo con distribucion
exponencial y media 1/, después pasa al nodo 2 y permanece en este nodo un tiempo
con distribucion exponencial y media 1/)\y, continuando este proceso p veces el usuario
sale del nodo p en un tiempo Y este proceso se puede describir con un proceso de Markov
pues los tiempos de interarribo son exponenciales, pensemos que cada nodo es un estado
y agregaremos un estado absorbente al que el usuario llega después de haber pasado los
p nodos, es decir el tiempo en que ocurre el paro(absorcion) serd Y; entonces este
proceso de Markov tendrd p + 1 estados y el proceso saltara de un estado al siguiente
con probabilidad uno y con una tasa de \; coni € {1,2,...,p} ademds el proceso inicia
en el primer estado por lo que P(Xo = 1) =1 y la matriz de intensidades serd

“A A 0 ... 0 0
0 =X A ... 0 0
0 0 0 A A
0 0 0 0 0

7= (1,0,...,0)

X A 0 ... 0
WO TS

000 0 ... A

St A = \; para toda v a la distribucion anterior se le llama Erlang y se denota por

Y ~ Erl(p, \)

Ejemplo 2.1.3. (Mezcla de exponenciales) Sea f; la densidad de una distribucion ex-
ponencial con media 1/X\; respectivamente y m; con i € {1,2,...,p} tales que m; > 0 y

f= Z mifi
=1

., T = 1. Entonces
es una densidad a la que llamamos mezcla de distribuciones exponenciales. Para en-
contrar una representacion tipo fase de esta distribucion pensemos en un usuario que
debe pasar por un nodo i de p posibles, llega a este nodo con probabilidad m; y tarda un
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tiempo exponencial con media 1/)\; y después entra a un nodo del que no sale; el tiempo
que el usuario permanece en alguno de los p nodos tiene un distribucion con densidad
f. La idea anterior la podemos representar con un proceso de Markov con espacio de
estados E = {1,2,...,p,p+1} donde los primeros p estados son transitorios y el estado
p+ 1 es absorbente , este proceso se inicia con probabilidad m; en el estado i y después
pasa al estado p + 1 con probabilidad uno entonces el generador infinitesimal de este

proceso €s

“M 0 0 ... 0 X
0 —XA O 0 A
A=+ 0
0 0 0 ... =X\ A
0 0 0 .. 0 0

Por lo anterior f se distribuye PH(mw, T) con

T = (T, T, ..., Tp)
-\ 0o 0 ... 0
0 —X 0 ... 0
T = ) . . )
0 0 0 ... -\

En los ejemplos anteriores se puede ver que la representacién no es unica pues si
permutamos el orden de los estados tendremos la misma distribucion. El siguiente lema
nos ayudara a encontrar la densidad de una distribucién tipo fase.

Lema 2.1.1. Si el proceso de Markov asociado a una distribucion tipo fase de dimension
p tiene generador infinitesimal A entonces

exp(As) = (eXP(()TS) e— ex§>(Ts)e>

Demostracion. Usando que t = —Te se tiene

n_ (Th —T"e
v )
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exp(As) = Z A"s"/n!
n=0
Lt S A
n=1

(T —T"\ ,
:Ip+1+2(0 0 )s/n!
n=1

Yoo Trs™/nt Yo —T"s"e/n!
= Ip+1 + 0 0
L+ > T/l Le—Le+ )~ —T"s"e/n!
— ] ;
_ (exp(Ts) e— exp(Ts)e)
— 0 |

]

Como A es una matriz de intensidades asociada a una distribucion tipo fase entonces
por lo visto en el capitulo anterior

P = exp(As)

donde P? es la matriz de transicién del proceso de Markov, en particular si restringimos
la matriz al conjunto E \ {p + 1} de los p estados transitorios

P\ p11y = exp(Ts)

Teorema 2.1.1. Sea 7 ~ PH,(m,T) entonces

1. P(t > x) = meT%e

2. La densidad de 7 estd dada por f(z) = me(Tot

Demostracion. 1. La Probabilidad de que la absorciéon ocurra después de un tiempo
x es igual a la probabilidad de que el proceso se encuentre en alguno de los estados
transitorios en el tiempo x. Sea E el conjunto de los estados transitorios.

P(r>z)=P(X, € E)

=ZP(Xx = J)

I
NE
NE

P(Xo = i)P(X, = j|Xo = 1)
1

<.
Il
-

7

3 x
? 17.7

I
M=
Pj%

<
I
—
-
I
_

Tx

I
3
o
o
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2. Derivando la expresién anterior y recordando que —-£P(1 > z) = f(z)

d
fr(x) = —%P(T > 1) = —nTe e
= —weT*Te
= —meT?(—t)

= meT’t

Corolario 2.1.1. Si 7 ~ PH,(m,T) entonces la funcion de distribucion de T es
F(x) =1-7e™e

Teorema 2.1.2. En un proceso de Markov de saltos con p+ 1 un estados y matriz de

ntensidades
T t
=5 0)

la matriz T es invertible si y solo si los estados 1,2, ...,p son transitorios.

Demostracion. =) Sea a; la probabilidad de absorcién al estado p 4+ 1 iniciando en el
estado i € {1,2...,p} vy ¢;; la probabilidad de transicién del estado i a j de la cadena
de Markov (Y},) asociada al proceso de Markov entonces

a; = P;(absorcion)
p+1
= ZPi(absorcio'nD/l =j)P(Y1 =7)

j=1

)
= Gips1 + Z P;(absorcion)P,(Yy = j)
j=L g

p
= Qip+1 + E a; ;g
j=1,j#i

Como ¢; j = —\;;/\i; tenemos

P
—Niiti = Nipy1 + E ajNi;j

J=Lj#i

que es equivalente a
0=t+Ta

como T es invertible
a=-Tt=-T !'Te=¢
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entonces a; = 1 con ¢ € {1,2...,p} es decir los estados del 1 al p son transitorios.
<) Consideramos vT = 0 que es equivalente a

vk =) v = D 0N
i#i j#i

pues T es un subgenerador infinitesimal ademas \; > 0 pues de lo contrario el estado
¢ no es transitorio y ¢;; son la probabilidades de transicién de la cadena asociada al
proceso por lo que g;; = Aji/A;. Sea Q = (qi)ijefr,2..p} con g = 0. Si hacemos
u = (Avg, Aavg, ..., Ayu,) tenemos u = uQ e iterando u = uQ" que implica

u= limuQ" =0
n—o0

pues los estados 1,2, ..., p son transitorios, entonces v = 0 es decir las columnas de T
son linealmente independientes . O

Corolario 2.1.2. Si 7 ~ PHy(m,T) entonces T es invertible.

Demostracion. Una distribucion tipo Fase esta definida como el tiempo de absorcién en
un proceso de Markov de saltos con p+ 1 estados con los estados 1,2, ..., p transitorios
y el estado p + 1 es absorbente. O]

Lema 2.1.2. Si 7 ~ PH(w,T) entonces para todo s > 0 la matriz (T — sI) es una
matriz de subintensidad y por lo tanto invertible.

Demostracion.
(T —sI)y; = (T);; 20

sit#£jysii=j
(T —sI)y; < (T)y; <0

entonces es un subgenerador y por el corolario anterior tenemos la invertibilidad. [
Lema 2.1.3. Si A es invertible [~ e*4ds = —A™*

Demostracién. Si A es invertible [ e34ds = A71e*4 por el corolario (A.1.1) entonces

oo
/ esAds — A—lesA
0 0

! <1im et — I>

S§—00

§—00

‘-
AL <1im pPs— I)
AT 0-T)
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Teorema 2.1.3. La transformada de Laplace L.(s) de 7 ~ PH(w,T) es
Ly(s)=E(e*)=na(sI-T) 't

que estd bien definida para s mayores al valor propio mds grande de T, en particular
para s > 0.

Demostracion.

e reT) ¢ dy

L.(s) =

me (T2 gy

/
/
_ 7T/ e(Tac—sacI)dmt

0
= —7(T —sI)™'t
=m(sI - T) 't
]

Ahora podemos encontrar los momentos de las distribuciones tipo fase simplemente
con la transformada de Laplace.
Lema 2.1.4. Si T es una submatriz de intensidad entonces
d” -1 n —n—1
d—(sI —T)" =(-1)"nl(sI - T)
Sn

Demostracion. Por induccién

d d
= —I=—(sI-T)(sI-T)!
0=-I=--(s )(s )
d
= (sI—T)" + (sI - T)g(sl ~-T)!

que implica
d
—(sI-T) ' =(=1)(sI-T)™
ST ) = (<1)(sT - T)
ahora suponemos la hipotesis cierta para n entonces

dn+1 d d®
gert L= =

= (—1)“n!%(31 —T) !
— (—1)(n+1)(n + ]-)'(SI _ T)_n_2
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pues

d d
= —I=—(sI—-T)""(sI—T) !
0=—I=--(s )" (s )
d
=(n+1)(I=T) "+ (sI - T)m_l%(SI —T) ™!

que implica

%(SI —T) "' =—(n+1)(sI-T)"

Teorema 2.1.4. El n-ésimo momento de 7 ~ PH(m,T) es
E(t") =nlr(-=T')"e

Demostracion.

]

Teorema 2.1.5. (Convolucion) Si X ~ PHy(«a,S) yY ~ PH (B, T) son independi-
entes entonces Z = X +Y tiene distribucion tipo fase con distribucion inicial m = («, 0)
donde 0 es un vector de dimension q de ceros y con submatriz de intensidades U dada

por
S sp
-0 7)
aqui s = —Se y 0 es una matriz de dimension q X p.

Demostracion. La variable Z es la suma de los tiempos en que se absorben los proceso de
Markov asociados a X y Y entonces podemos pensar sin perder generalidad que primero
inicia el proceso X e inmediatamente después de que se absorbe inicia el proceso Y,
esto lo representamos con un proceso de Markov con espacio de estados {1,2,...,p,p+
1,...,p+q,p+q+1} en donde los estados {1,2, ..., p} son los estados transitorios de X,
{p+1,...,p+q} son los estados transitorios de Y que conservan sus intensidades entre
los estados pertenecientes al mismo proceso y p + g + 1 es un estados absorbente. Las
intensidades con que el proceso pasa de los estados ¢ pertenecientes a X a los estados j
pertenecientes a Y son s;3; es decir el proceso asociado a X llega a la absorcién en el
estado ¢ y en ese mismo instante el proceso asociado a Y inicia en el estado j, ademas
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las intensidades de absorcién de Y son las mismas por lo anterior el proceso asociado a
Z tiene matriz de intensidades

S s8 0
A=|0 T t
0O 0 O

y Z es el tiempo antes de la absorciéon de X +Y por lo tanto Z es una distribucion tipo
fase. O

Teorema 2.1.6. (Mezcla) Si X ~ PH,(a,S) , Y ~ PH, (8, T) son independientes y

U— X con probabilidad py
| Y con probabilidad ps

donde py + po = 1. Entonces U tiene distribucion tipo fase con wvector inicial m =
(pra, p2B) y submatriz de intensidades

w39

Demostracion. Primero notemos que U es igual a X con probabilidad p; y a Y con
probabilidad p,. Es decir el proceso de Markov asociado a U solo estard en el proceso
asociado a X o a Y pero no habré transiciones entre ellos y se absorbera al salir de
cualquiera de estos, ademas iniciara en algin estado ¢ del proceso asociado a X con
probabilidad pjc; o en algin estado j del proceso asociado a Y con probabilidad psf;
esto lo representamos con un proceso de Markov con espacio de estados {1,2,...,p,p+
1,...,p+¢q,p+q+ 1} en donde los estados {1,2,...,p} son los estados transitorios de
X, {p+1,...,p+ ¢} son los estados transitorios de Y que conservan sus intensidades
entre los estados pertenecientes al mismo proceso y p+ ¢+ 1 es un estados absorbente
que remplaza al estado absorbente de X y Y, por lo anterior es clara la estructura del
generador infinitesimal de Uy su distribucién inicial. O

Corolario 2.1.3. Las distribuciones tipo fase son cerradas bajo mezclas finitas de dis-
tribuciones tipo fase y también son cerradas bajo convoluciones finitas de distribuciones
tipo fase.

Lema 2.1.5. Para toda a > 0 la sucesion Xy ~ {Erl(k,k/a)}ren converge en proba-
bilidad a la distribucion de Dirac (1jao0))

Demostracion. Por la desigualdad de Chebyshev

2
P(Xy—a|>e) <L 50

~ ke?
se tiene la convergencia en probabilidad y por las funciones generadoras de momentos
t
My (1) = (1= )™ = e = My, (1)
la convergencia a la distribucion delta de Dirac O]
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Teorema 2.1.7. La clase de la distribuciones tipo fase son densas ”débiles” en la clase
de las distribuciones con soporte en (0, 00)

Demostracion. Sea F' una funcién de distribuciéon con soporte en (0,00), como F es
mondtona entonces es medible ademas F' es positiva y acotada entonces gracias a teoria
de la medida existe una sucesién creciente de funciones simples que converge a F' pun-
tualmente, es decir para e arbitrario y positivo puedo encontrar g una funcién simple
tal que |F'(t) —g(t)| < € para todat > 0. Sean t,, con n € N los puntos(ordenados con el
indice) en que g salta, g es continua por la derecha por como se construye ,g(—oc) = 0
pero no podemos asegurar que g(oo) = 1 pues la sucesién converge por debajo, por esto
truncamos ¢ para que a partir de este truncamiento se cumpla g(oco) = 1 y sea una
distribucién de probabilidad, sea T tal que 1 — g(T') < ¢, existe N tal que ¢, > T para
toda n > N y definimos

G = (g(tn) — g(tn—1))1[tn,oo) +(1— g(tN))l[tN@O)

n

notemos que |F(t) — G(t)| < € para toda t > 0. Ahora por el lema anterior podemos
hacer |1, ) — Fn| < € con E, una distribucién Erlang y asi tendremos que |G — H| < €

donde

1

H =3 (gltn) = gltn 1)) Bu+ (1 glt)) B

ademads por 2.1.2 y 2.1.3, H es una distribucion tipo fase que cumple |F(t) — H(t)| < €
para cada t > 0 punto de continuidad de F'. O

2.2 Distribuciones matriz exponencial

2.2.1 Transformada de Laplace racional

La transforma de Laplace para una variable aleatoria X > 0 con densidad f es

Ly(s) = B(e=X) = / e () da

0

como X es no negativa y f es una densidad Ly estd bien definida para RE(s) > 0.
Para s real positivo se tiene la siguiente interpretacién probabilista, si Y se distribuye
exponencial con parametro s entonces

P(X <Y)=E(P(X <Y|X)) = E(e %) = Lx(s)

Supongamos que Lx es una funcion racional es decir
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donde p y ¢ son funciones polinomiales
p(s) = pos™ + p1s™ '+ ..+ P
q(s) = qos" + @s" "+ ..+ G

Supondremos que el coeficiente de la mayor potencia de py q , po y qo respectivamente
son diferentes de cero ademds supondremos sin perder generalidad que go = 1 pues
en caso contrario dividimos por qy. De la interpretacion probabilista de Ly se sigue
que Lx(s) — 0 cuando s — oo esto implica que m < n, asi la forma general para la
transformada de Laplace de una variable aleatoria X se escribe como

pis" L+ 4,
S+ qs" 4 4,
donde {p1,...,pn_1} pueden ser cero excepto p, pues si Ly es irreducible, es decir p y
g no tienen raices en comuin, Lx(0) = 1 y también de esto concluimos que p,, = ¢,. De

ahora en adelante asumiremos que Lx es irreducible.
Sea p(\) un polinomio ménico

LX(S> =

pPA) = A"+ N L Fap )t a,

Se define la matriz companera de p ,C(p) , como

0 1 0 .. 0

0 0 1 .. 0

Clp)=1| . . . .
—Qap —Ap—1 —Ap—2 ... —0a1

Teorema 2.2.1. Para un polinomio monico p se tiene

p(A) = det (AL - C(p))

Demostracion.
N 0 0 0
0 A -1 0 0
0 0 A 0 0
det(AI — C(p)) = )
0 0 0 ... A -1
An Op_1 Qp_o ... Q3 a1+ A

multiplicando y dividiendo la columna i por \*~!

A=A 0o ... 0 0
0N X2 ... 0 0
"\ |0 0 A 0 0
det(A\I — C(p)) = (H /\"1> . . . : . .
P : : : . : :
0 0 0 ... At — )\l
Ap  Apq N AnoX ... A" 2 g AN\
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sumando las columnas ¢ desde 2 hasta n a la columna 1 y utilizando el hecho de que
det(vy,va, ..., v,) =det(vy +va+ ... + Uy, V2, ..., V)

0 —A 0 . 0 0
1 O )\2 _)\2 e O O
no a 0 0 A3 o 0 0
det()\I — C(p)) — (H )\zl) ' . . . ' '
=2 : : : ) : :
0 0 0 a1 e
p()\) a’n_l/\ an—2A2 e ag)\"*Q al)\nfl + A7

dividiendo la columna i por A~! y desarrollando

0 —1 0 ... 0 0
A -1 ... 0 0
0 0 A 0 0
det(\ — C(p)) = .
0 0 0 oA -1
p(A) an_1 Apo ... as a;+ A
= (=" 'p(\)(=1)" !
=p(A)

]

Ahora podemos dar una representacion matricial de una fraccién de polinomios
irreducible.

Teorema 2.2.2. Sea

PN _ p AT AT 4 s

A p—
f( ) Q()\) )\n+q1)\n71+'._+qn

entonces
f) =p(AL-C(q) e,
donde P = (p’rwpn—l? s 7p1) Yye, = (07 07 cee a07 1)I

Demostracion. Sabemos que

o adj(AL - C(g))
AL=Cl0) ™ = T =c)

donde adj() es la matriz adjunta, que es la transpuesta de la matriz de cofactores. La
matriz de cofactores K de A se define como

Kz',j = (—].)H-j det(Am-)

donde A; ; es la matriz que se obtiene de quitar el i-ésimo renglén y la j-ésima columna
a la matriz A, asi adj(A4) = K’. Al hacer el producto de (AI — C(q)) ‘e, resulta un
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vector cuyas entradas son iguales a la de la n-ésima columna de adj(A) = K’ por lo que

solo nos fijaremos en los términos k,; con i € {1,2,...,n}. Consideremos la matriz
(M — C(q)) sin el n-ésimo renglén y sin la i-ésima columna

A -1 ... 0 o 0 ... 0

0O X ... 0 o 0 ... 0

0 0 A 0 0 0

0 0 0| -1 0 0

0 0 0 A =1 0

0o 0 ... 0 o 0 ... —1

cuyo determinante es A" 1(—1)""%. Asi

adj(AL — C(q))in = (—=1)" "N (=1)" " = A
entonces (AI — C(q))~te, = (1,),..., A" 1) ahora solo resta multiplicar el vector
anterior por p para obtener el resultado. O
Corolario 2.2.1. Los polos de

pA)  piA T AT 4y
q(\) A+ g AT+ 4 g,

f) =

son los valores propios de la matriz companera C(q).

Definicién 2.2.1. Un polo dominante es un polo que tiene la mayor parte real y la
mayor multiplicidad de los polos que tienen la mayor parte real.

Veremos que si una variable aleatoria tiene transformada de Laplace racional en-
tonces los polos de la transformada tienen parte real negativa, esto es importante para
encontrar una forma de la densidad de la variable aleatoria.

Lema 2.2.1. Si f(z) = 2" 'e™% entonces su transformada de Laplace es

2y (n=1)
f(8>_ (s+a)"

y es vdlido cuando Re(s) > —Re(a)

Demostracion. Por induccién sobre n.
Sin=1y Re(s+a) >0

f(s) _ / e e(s+a) 1
0

_p—(s+a) |
- sta |,
_ 1
 s+a
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supongo que se cumple para n — 2 y que Re(s + a) > 0 entonces integrando por partes

f(S) _ / e~ @(s+a) =1 7.,
0

n—1_—xz(s+a)

_ o0 oo ,—xz(s+a) — 1) 2
_—ae n / e (n—1)x e
s+a =0 0 s+a
—1) [
_ (n ) / 6—z(s+a)xn—2dx
s+a Jy

_(n—1 (n —2)!

“\s+a) (s+a)!
ademds solo se necesitas que Re(s + a) > 0 pues la parte imaginaria de e=*(*t®) est4
acotada. [

n

Lema 2.2.2. Las transformas de Laplace de fi(x) = " cos(ax) y de fo(x) = 2™ ! sin(ax)

son fi(s) = (n—1)!Re (((;1—@:2);>
y fa(s) = (n — )Im (%)

Demostracidn. Si f(z) = 2" 'e'*® por el lema anterior

f:u:(n—l)!(8+ia)n

s —ia)" 2+ a?
( )

pues si z es numero complejo diferente de cero 2z = |z|?* entonces el resultado surge de

que Re(f) = fiy Im(f) = f2 . O

Teorema 2.2.3. Sea X una variable aleatoria con transformada de Laplace racional

entonces Lx(s) tiene un polo dominante que es real.

Demostracion. Del conjunto de polos de Lx(s) sean r; = —a +iw; j € 1,2,...,2k
lo polos que tienen maxima parte real y sea 1y un polo de maxima parte real. Si un
nimero es polo también su conjugado pues ambos son raices de g por eso se considera
un numero par de polos. Buscamos demostrar que ry es un polo real igual a —a cuya
multiplicidad ng es a lo menos la maxima de las multiplicidades nq,no,...,n; de los
polos 71,72, ...,79, aqui solo definimos k& multiplicidades pues los polos conjugados
tienen la misma multiplicidad. Si ng > maz{ny, ne,...,ni} entonces tendriamos la
existencia de un polo real que ademas serd dominante. Supongamos lo contrario es
decir ny < n; para alguna i € {1,2,...,k} sin perder generalidad supongamos que
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t = 1 y ademas supongamos que n; es el mayor que cumple ny > ng. Si la multiplicidad
de un polo —a + i es n entonces también es la multiplicidad de su conjugado por lo
que en el denominador de Lx/(s) aparecerd (s+a+i8)"(s+a—ifB)" = ((s+a)* + 32)"
por consiguiente podemos escribir

p(s)
(s+a)?+w?)™ ... ((s+a)?+wi)™(s+ a)oq(s)

Lx(S) =

donde ¢; es un polinomio cuyas raices tienen parte real menor a —a. Entonces

. B p(s)
Exle) = el =) = G+ e - )

ahora ¢;(s — a) tiene raices con parte real negativa. Por los lemas anteriores vemos que
la transformada de Laplace inversa f de Lx(s) puede ser escrita como

k

f(s) = Z(R(s) sin(w;s) + Q;(s) cos(w;s)) + Po(s) + ¢(s)

i=1

donde P;, Q; son polinomios de grado a lo mas n; — 1 y ¢(s) es una funcién que tiende a
cero exponencialmente rapido. Como n; es el exponente dominante podemos reescribir

fs) = sm! (Z(pz(s) sin(w;s) + ¢;(s) cos(w;s)) + po(s) + ¢1(3))

=1

donde las funciones ¢;, p; son acotadas y los limites

P,

p; = lim ()
s—oo §M1 — ]
s—oo s — ]

existen y al menos uno de p; o q; es diferente de cero. Ahora consideramos tinicamente

la suma
k

g(s) = Z(ﬁ,(s) sin(w;s) + G (s) cos(w;s)).
i=1
Esta es una funcion periédica que cambia de signo (en una infinidad de puntos). Debido
a que A
f(s
B) — g9+ o)

s~

cuando s tiende a infinito, entonces f (s) cambia de signo puesto que
Lx(s)= [ e payin = [ e @)
0 0

tenemos que f(z) = €™ f(z), esto implica que f la densidad de X cambia de signo lo
que contradice que f sea densidad de probabilidad. O
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Teorema 2.2.4. Si X tiene transformada de Laplace racional el polo dominante es
estrictamente negativo. Esto implica que los valores propios de la matriz companera del
denominador tienen parte real estrictamente negativa.

Demostracion. Sea A el polo dominante real. Puede haber otros polos, digamos 2N,
que tienen la misma parte real

pues los polos aparecen en parejas conjugadas. Sea I el conjunto de indices de maxima
parte real A\. Por la demostracion del teorema anterior podemos escribir la densidad f
de X como

f(z) = C(z)e™ + Z (Qi(z)e™™ + Ry(x)e”") + Z Pi(z)eM®
iel igl
para algunos polinomios C, P; y Q;. Si suponemos A\ > 0 entonces e’ — oo cuando
x — o0y C no se anula entonces no se satisface f — 0 cuando x — oo. Si A = 0 tenemos
dos posibilidades C(x) es constante o C'(X) tiene orden mayor a una constante entonces
no se satisface f — 0 cuando x — oo, lo mismo sucede con P; y ); en caso de existir.
Asi la tnica posibilidad es que A < 0. La segunda parte se sigue del corolario 2.2.1 y
de lo ya demostrado. O]

Corolario 2.2.2. Si X tiene transformada de Laplace racional entonces estd bien
definida para nimeros complejos cuya parte real es mayor o igual a cero.

Demostracion. La transformada es racional por lo que no estard bien definida en los
polos y por el teorema anterior todos tienen parte real estrictamente negativa. O

Corolario 2.2.3. Para la matriz companera C correspondiente a una transformada de
Laplace racional de una variable aleatoria X se tiene

e“* -0
cuando x — 0o, donde 0 es una matriz de ceros.

Demostracion. Se sigue de que los valores propios de C tienen parte real negativa y de
aplicar la funcién exponencial a la representacion candnica de Jordan de la proposicion(A.1.4)
de C. m

Ahora buscamos la forma de la densidad de una variable aleatoria no negativa
cuya transformada de Laplace sea racional. Para eso se utilizaran algunas definiciones
pertenecientes al calculo funcional, que nos permiten evaluar cierta clase de operadores
en funciones analiticas (holomorfas) este tema es tratado a detalle en [3] .

Sea A un operador acotado en un espacio de Banach (X, ||-||). Llamamos operador
resolvente a (zI — A)™!, el conjunto de valores z € C para los cuales el resolvente esté
bien definido(existe es densamente definido y acotado) se llama conjunto resolvente. El
espectro de A es el complemento del conjunto resolvente.

Sea E espacio vectorial. Si A: D(A) — E con D(A) < E y dim(FE) < oo entonces A
se puede representar por una matriz y en este caso el espectro de A es el conjunto de
valores propios.

44



Definicién 2.2.2. Sea A un operador acotado en un espacio de Banach (X, |||) y sea
v un camino simple y cerrado que encierra al espectro de A. Si f es analitica en el
interior y sobre v, se define

FA) = 5 f FEE - 2) s

Ahora encontraremos la forma de la densidad de una variable cuya transformada de
Laplace sea racional utilizando la definiciéon anterior.

Teorema 2.2.5. Sea X una variable aleatoria no negativa con transformada de Laplace
dada por

P(A) _ A" T paA P+

O P

entonces X tiene densidad de la forma

Lx(A\) =

f(z) = pe®e,

donde p = (PnyPn—1,---,01) Y€, = (0,0,...,0,1)".

Demostracion. Todos los polos de Lx tienen parte real estrictamente negativa y son un
numero finito. Sea 4 un camino simple cerrado que encierra a los polos. Como todas
las singularidades son los polos, la transformada inversa de Laplace esta dada por

1
= — =L d
) = g7 e Lx iz
por el teorema 2.2.2 tenemos lo siguiente
fla) = 5o e (1 Cla)) ' d
omit 1

Y

ahora por la definiciéon anterior

f(w) = pe®@re,

A la representacion anterior de la densidad se le llama forma canénica.

Teorema 2.2.6. Si X tiene transformada de Laplace racional, entonces la matriz
companera del denominador C(q) es invertible y el a-ésimo momento de la distribucion
estd dado por

fa = BE(X?) =T(a+ 1)p(~C(qg))"“"Ve,
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Demostracién. El determinante de C(q) es (—1)" ¢, y Lx(0) = E= = 1 entonces g, # 0
por lo tanto C(q) es invertible. C(q) tiene valores propios con parte real estrictamente
negativa por lo que —C(q) tiene sus valores propios en el semiplano positivo, entonces
se puede encontrar un camino simple cerrado que contenga su espectro. Ademads la
transformada de Laplace es analitica en su dominio de convergencia por lo que podemos
hacer Lya(—C(q)) como en la definicién 2.2.2.

Mo = / xapec(q)"”endx
0
= pLxa(—C(q))en
=T(a+1)p(~C(g))~* Ve,
T'(a+1)

pues Lya(s) = —551° que es convergente para numeros complejos cuya parte real es
positiva. L]

2.2.2 Distribucion matriz exponencial

Definicién 2.2.3. Sea 7 una variable aleatoria con densidad
fr(t) = ac®'s

cont > 0 para algin vector a,, un vector columna s y una matriz S que admiten entradas
complejas. Si X es una variable aleatoria con tal distribucion diremos que X se dis-
tribuye matriz exponencial y se denotara por 7 ~ M E,(«, S, s) donde n es la dimension
de los vectores. El triplete («, S, s) es llamado representacion de la distribucion y n el
orden.

Notemos que las singularidades de u — (uI — S)~! son los valores propios de S. El
problema aqui es que la dimensién de S puede ser mayor que el grado del polinomio en
el denominador de la siguiente expresion

a(ul —S)7's = M

Ahora buscamos encontrar una representacion minimal que coincida con el grado de el
polinomio ¢. Si la representacion es minimal entonces los valores propios de S coinciden
con las raices de ¢, es decir, los polos de la transformada de Laplace.

Podemos asumir sin perder generalidad que los valores propios de S tienen parte real
negativa.

Teorema 2.2.7. La variable aleatoria X se distribuye matriz exponencial si y solo si
tiene transformada de Laplace racional.

Demostracion. <) Si X tiene transformada de Laplace racional por el teorema 2.2.5
X se distribuye matriz exponencial.
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=) Si X se distribuye matriz exponencial entonces tiene densidad de la forma

1
aeSts = Tajée”(zI —S) 'dzs

™ v

1
= — ¢ a2l —S) tsdz
27 J,

donde 7y es un camino simple cerrado que encierra las singularidades de z — (21— S)™!
entonces
Lx(z) =a(zI-8)'s

que es racional. O

A la representacion (p, C(q),e,) como en el teorema 2.2.5 de la transformada de
Laplace racional de una variable aleatoria X la llamaremos representacion canénica.

Definicién 2.2.4. El grado de una distribucion matriz exponencial con transformada
de Laplace Lx(s) = Z%, donde Lx(s) es irreducible es el grado de q(s).

Una representacién (a, S, s) de una matriz exponencial no necesariamente es mini-
mal, bastaria con que su transformada de Laplace se pudiera reducir y con el teorema
2.2.5 encontrar otra representacién con la transformada ya reducida para tener otra
representacion de orden menor. Por eso veremos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.5. Si el orden de (a, S, s) es igual al grado entonces la representacion
(o, S, s) es de orden minimall.

Corolario 2.2.4. Una distribucion matriz exponencial puede ser expresada por una
representacion de orden minimal.

Demostracion. Para su transformada de Laplace irreducible, la forma candnica del teo-
rema 2.2.5 es minimal. O]

Teorema 2.2.8. Sea 7 ~ ME,(«,S,s) entonces su funcion de distribucion es
F(z) =1+ ae’*S™'s,
su funcion generadora de momentos es
Mx(r) = a(—rI —8S)!s,
Yy su a-ésimo momento es
s = B(XP) = T(B)a(~S)~*+Vs

Demostracion. Por el corolario anterior podemos tomar a S invertible entonces

1= / aeSsdr = o [S’lesx] sS=« [—S’l] s
0

0
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¢

F(t) :/ ST sdx
0

[S—lesa:

S

o
o [ ’168"/} S

=1+« [S’lesq s

t
S
0
—

57

La funcién generadora de momentos se encuentra de forma analoga a la distribucién y
el a-ésimo momento utilizando calculo funcional como en el teorema 2.2.6. O]

Teorema 2.2.9. Para toda distribucion matriz exponencial es posible elegir una repre-
sentacion minimal (o, S, s) tal que s = —Se y ae = 1, ademds o y S son real valuadas.

Demostracion. Empezamos con una representaciéon candnica que es minimal de di-
mensién n. Sea M una matriz no singular. Entonces tenemos que

f(z) = pe® V7,
— pMerlc(q)MxM—len

Se requiere que —M ~'C(q)Me = M~'e, o equivalentemente Me = —C(q) 'e,. Ahora

@1 a2 a1
dn dn dn qn
1 0 0 0
Clg)™" = -
0 0 0 0
0 0 1 0

entonces

1 !/
Me = —C(q) ‘e, = (-,o, . ,0)
dn

buscamos una matriz M que sume 1/¢, en la primer columna, cero en las demds y sea
no singular, por ejemplo

= 0.0 0 0
o -1 1. 0 0
M= : : :
0 0 0 -1 1
-1 0 0 0 1
/
pre:(pn,pn_l,...,pl)(q%,O,...,O) =pn/gn =1 H
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Capitulo 3

Teoria de renovacion

Lo referente a teoria de renovacién estd basado en [1] y [2], y la parte de teorfa de
renovacién tipo fase en [2].

Los procesos de renovacion son procesos puntuales con tiempos entre arribos idénticamente
distribuidos excepto el primero en algunos casos. La mayoria de la teoria se desarrollara
en términos de integrales de Lebesgue-Stieltjes de la forma

/O " a(2)dF (z)

donde a es una funcién y F' es una funciéon de distribucién. Si F' es absolutamente
continua lo anterior es una integral y si F' es discreta la expresion serd una suma. Para
la mayoria de la teoria no es necesario distinguir entre el caso discreto y continuo y por
ello se utilizan estas integrales que abarcan ambos casos.

Sean 11, Ty, ... ii.d.~ F con F'(0) = 0 y suponemos que las variables 7; son estricta-
mente positivas. Paran > 1,5, = T1+Ts+...+T, son los tiempo de llegada y {S, }nen
es llamado proceso de renovacion. Los T; son tiempos de interarribo o distribucion entre
arribos. Es imposible tener varios arribos al mismo tiempo pues F'(0) = 0. En algunos
casos es conveniente suponer que el tiempo del primer arribo tiene distribucion diferente
a las demds, cuando estemos en este caso definiremos otro arribo Sy que tiene funciéon
de distribucién G que puede ser una distribucién degenerada en cero, es decir Sy = 0
casi seguramente. Sea Ty el tiempo hasta el arribo Sy aqui (T = Sp).

Si Sop = 0 al proceso de renovacion se le llama puro o cero-retrasado, mientras que si S
es no degenerado en cero se llamara proceso de renovaciéon retrasado.

3.1 Proceso de renovacion puro
Definimos el proceso de conteo {N(t)}+>0 de un proceso de renovacién puro como
N(t) = inf{n|S, > t} = sup{n|S, <t} +1

N(t) es el nimero de llegadas hasta el tiempo ¢, incluyendo uno en cero que no es un
arribo real. Se define la funcién de renovacion U(t) = E(N(t)). Existe la siguiente



relacién entre los tiempos de llegada y el proceso de conteo
N(t) <n siysolosi S, >t

aplicando esta equivalencia a la funcién de renovacién

o0

donde * denota a la convolucién, F*® =1, F*?> = F x F, [*" = F x "1,

Definicién 3.1.1. Si F' es absolutamente continua entonces U es diferenciable y u(t) =
U'(t) es llamada densidad de renovacion del proceso de renovacion.

u no es una densidad en el sentido clasico de probabilidad pero tiene la siguiente
propiedad u(t)dt es la probabilidad de tener un arribo en el intervalo [¢,t + dt) pues
F(0) = 0 entonces puede ocurrir a lo méds un arribo en [t,t + dt) dos o més tienen
probabilidad o(t), si denotamos como 1{jt,t+d0)y @ la indicadora de tener un arribo en el
intervalo [¢,t + dt) entonces

u(t)dt = U(t +dt) — U(t) = E(N[t,t + dt)) = E(Lgpsrany) = P([t, t + dt))
Teorema 3.1.1. U(t) < oo para toda t > 0

Demostracion.
FrEm () = oy Frm(t)
- / CF (= 2)dF ()
< Fo*”(t)F*m(t)
Sea n = mr + k para alguna r fija entonces

P (t) = P00 () < [P (0] FH ()
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Como las variables T; son positivas podemos elegir r € N tal que P(Ty + 1o+ ...+ 1, >
t) >0y F*(t) < 1 entonces

Ut)=7 F™t)

I
]
M)

g

B

s

=
=

Corolario 3.1.1. F**(t) — 0 cuando n — oo

., . o *n
Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que )~  F*"(t) converge y por lo
tanto la cola de la serie converge a cero. O

Si condicionamos al tiempo del primer arribo 77 = x en la funcién de renovacién
U(t) = E(N(t))
- / B(N@)[T) = 2)dF(x)
0
t [e'¢]
= / E(N(t)|Ty = x)dF(x) + / 1dF (x)
0 ¢
t
:1—F(t)+/ 1+ U(t —x)dF(x)
0
t
=1 —F(t)—l—F(t)+/ U(t — z)dF(z)
0
=1+U=xF(t)

de lo anterior U satisface

U=1+UxF.

que es una ecuacion de renovacion.
Condicionar al tiempo de primer arribo se llama argumento de renovacion. En general
las ecuaciones de renovacién son de la forma

A(t) = al(t) + /0 At — x)dF(x)

donde a es una funciéon conocida y A es una funcién desconocida que resuelve la
ecuacion.
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Teorema 3.1.2. Sea a(t) una funcion que es acotada en intervalos acotados. Entonces
existe solucion unica A(t) a la ecuacion

At) = a(t) + /0 At — z)dF(z)

que es acotada en intervalos acotados. La solucion es

t
A(t) = / a(t —z)dU(x) = U * a(t)
0
Demostracion. Primero veamos que la solucién propuesta cumple con la ecuacion

A(t) = U % alt)

= a(t) + ZF*” x at)

=a(t) + F * (i F x a(t))
=a(t) + F x AEZ;)

Veamos que la solucién es acotada en intervalos acotados

t

sup [A(t)| = sup | [ a(t —z)dU(z)|

0<t<T 0<t<T Jo

slog%M@wwm
= sup |a(s)|U(T)

0<s<T

Para la unicidad supongamos otra solucion B que satisface B =a + F' x B

|A(t) — B(t)| = |F = A(t) — F = B(t)|
= |F = (A= B)()

— |F*" % (A~ B)(1)]
=|A@4—m@—me”@M

sAszA—mwmwww

0<s<t

< sup (A= B)(s)[F"(t) = 0

0<s<t

sin — oo pues A y B son acotados en intervalos acotados. O]

52



Veamos una aplicacion del teorema anterior
Teorema 3.1.3. E(Syw) = E(T1)U(t)

Demostracion. Consideremos el tiempo esperado hasta el primer arribo después de t,
E(Snw))- Sea A(t) = E(Sn()) condicionando a que 77 = x si x > t entonces Syu) =
en caso contrario E(Sy)|Th =x) =2 + A(t — ) .

t 00
A(t):/ r+ At — z)dF(z +/ zdF(z
0

= E(Ty) + /0 At — x)dF(x)

lo anterior es una ecuacién de renovacién con a(t) = E(T)) constante y por lo tanto
acotada, del teorema anterior A(t) = axU(t) = E(T)U(t) y en efecto A(t) estd acotada,
pues Sy es el primer arribo después de ¢, haciendo un argumento de renovacién con
el tiempo de interarribo en el que se encuentra ¢ y teniendo en cuenta que Sy)-1 <
t < Sn llegamos a que P(Sy) > x) < P(Ty +t > x) que es equivalente a P(Sy) —
t > z) < P(Ty > x) ahora integrando tenemos que A(t) es acotada en intervalos
acotados. O

Teorema 3.1.4. (Teorema elemental de renovacion) Si {N(t)}i>o es un procesos de
conteo de un proceso de renovacion con tiempos de interarribo con media finita y positiva
W, entonces

casi en todo punto cuando t — oo.
Demostracion. Como Sy—1 <t < Sy entonces

1 N(t)- 1 N()

haciendo ¢ — oo tenemos el primer resultado. Para el segundo t < Sy() y por el
teorema anterior

t < E(Snw) = nU(#)
entonces s )
lim inf ﬁ > —

t—o00 t "

Para establecer la otra igualdad acotemos las variables 7; por una constante ¢ > 0

e JTi st T;<c
Ti_{c si T;>c
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Ahora consideremos el proceso de conteo {N¢(t)}i>¢ con tiempos de interarribo T7¢.
Como TF son acotadas por ¢ tenemos que Syey) <t + ¢y entonces

t+c= E(Snew) = nU)

donde 1€ es la media de Tf y U¢(t) su correspondiente funcién de renovacion. Por otro
lado T¢ < T; implica que N¢(t) > N(t) para todo t > 0y esto implica que U¢(t) > U ()
con esto

t+c>pU(t) > pU(t)

que es equivalente a

pe t
tomando limite
U(t) 1
limsup —= < —
t ue
que es valido para toda c entonces
t 1
lim sup L < lim
t )
ysil; ~F
lim p¢ = lim P(T? > z)dx
Cc—00 Cc— 00 0

= lim [ P(Tf > z)dx
c— 00 0

=lim [ (1— F(x))dx

c—00 0

| = F@yde =

entonces tenemos

O

3.2 Procesos de renovacion estacionarios y retrasa-
dos

Los procesos de renovacién retrasados son procesos de renovacién en los que el primer
tiempo no tiene la misma distribucion que los demés. Sea Ty ~ Gy 11, Ts, ... ~ Fi.i.d.
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Sea Sy = Toy Sp = To+ Ty + ... + T, llamamos a {5, }no proceso de renovacién
retrasado. Sea N (t) el nimero de arribos en el proceso retrasado y

Up(t) = E(N(t))

es importante notar la diferencia entre U y Up que corresponden a un proceso puro y
a uno retrasado respectivamente.
Aplicando un argumento de renovacién tenemos

Up(t) = E(N(1))

- /OOO E(Nt)|Ty = z)dG(x)

-/ 04 B(N()|Ty = 2)dG(x) + / " 0dG(x)

t

= /Ot Ut — z)dG(x)

como la convolucion es conmutativa
Up=UxG=GxU
entonces

Up(t)=G=U(t)
=Gx*(1+FxU)(t)
=G{t)+G*xF«U(t)
=G(t)+ F«Up(t)

Para los procesos estacionarios supongamos que en el tiempo que un observador
arribo el proceso ya habia iniciado una cantidad infinita de tiempo atras. ; La dis-
tribucion del tiempo hasta el primer arribo después de que el observador llegd es igual a
la de los demas tiempos de interarribo? Para que eso sucediera necesitariamos que para
cualquier intervalo de tiempo con longitud fija el nimero de llegadas en ese intervalo
sea igual sin importar en que momento se considere ese intervalo.

Definicién 3.2.1. Un proceso de renovacion es estacionario si

{N(t+s)— N} 2 {N(s)}

Por la definicién de procesos de renovacién estacionarios se tiene que Up(t) = ct
pues
UD<t+S) == U(t)D + UD(S)

Veamos un teorema que nos dice como debe ser la distribucion del primer tiempo
de arribo para que el procesos de renovacion retrasado sea estacionario.
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Teorema 3.2.1. Un proceso de renovacion es estacionario si es retrasado y la dis-
tribucion del primer tiempo es

Si F' es absolutamente continua entonces la densidad de la distribucion G del primer
tiempo es

1
g(x) = ;(1 — F(x))

Demostracion. .
Up(t) =G(t) + / G(t — z)dF(z)
0
y Up(t) = ct si y solo si

G(t) = ct — /o c(t — z)dF(x)

integrando por partes

/0 c(t — 2)dF (x) = [c(t — ) F(2)]; + /0 cF(x)dx
G(t)=ct — /0 cF(x)dx = C/o (1 - F(x))dx

Si G es no defectuosa es decir, G(oo) =181 Y ~ F entonces 1 = ¢ [[~(1 — F(x))dz =
c fooo P(Y > z)dx = cp asi tenemos el primer resultado para el segundo solo se deriva
el primero. O

También es sencillo encontrar la densidad de renovacion si el proceso de renovacion
es estacionario

E(N(t,t+h)) =Up(t+h) = Up(t) = (t+h)/p—t/p

entonces

Up(t) =1/p

3.3 Teorema de renovacion de Blackwell

Para el siguiente teorema de renovacion distinguiremos dos tipos de distribuciones las
lattice y no-lattice.

Definicién 3.3.1. Sea F' una funcion de distribucion, x es llamado punto de incre-
mento de F' si para todo € > (

F(z)—F(x—¢€) >0
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Definicién 3.3.2. Una distribucion es llamada lattice (o aritmética) con generador
d > 0 si todos los puntos de incremento de F estdn contenidos del lattice dN y d es el
mayor numero para el que lo anterior es verdadero.

Ejemplo: La distribucién Poisson tiene sus incrementos en los naturales entonces
d=1

Ahora demostraremos que la hipétesis de ser o no distribucion lattice asegura que si
se inician dos procesos retrasados independientes a la larga los tiempos de arribo estaran
arbitrariamente cercanos. Si iniciamos un proceso de renovacién que tiene distribucién
lattice para sus tiempos de interarribo con generador d y el mismo pero retrasado en
d/2 los tiempos de arribo no estardn més cerca que d/2 entonces la condicién de ser
lattice es necesaria.

Lema 3.3.1. Una distribucion F' que estd concentrada en n numeros racionales ro, 1o, . . .

es lattice.

Demostracion. Sea r; = n;/D; para i € 1,2,...,n si hacemos d' = 1/(DyDs--- D))
entonces F' tendrd su incrementos en d’'N pero aun podria ser d > d’ O]

Lema 3.3.2. Sea F una distribucion concentrada en los nimeros racionales r; = n;/D;,
1=1,2,... st D; < D < o0 para alguna D € N entonces F' es lattice.

Demostracion. Como D; son acotadas por D en el peor de los caso tomando d = 1/D! >
0 aseguramos que los puntos de incremento de F' se encuentran en dN aun podria ser
d>1/D!. O

Lema 3.3.3. Sea F' no-lattice y z, un punto de incremento de F'. Sea y > 0. Entonces
para toda € > 0 existen numeros naturales ky y ko y otro punto de incremento zy tal
que la distancia entre y + k12, y kozo es menor a € es decir

\y + /{7121 — kQZQ’ <€

Demostracion. Supongamos que € > 0 y que todos los puntos de incremento de F' son
racionales. Entonces para cualquier punto de incremento zs tenemos

Z9 N

21 D

que es equivalente a zo = z;N/D, suponemos que N y D no tienen primos en comun,
por el lema anterior el nimero de puntos de incremento (racionales) de F' no puede
ser finito y D no es acotado entonces podemos hacer que D > z; /e, existen nimeros
k., ky € Z tales que k,N — k' D = 1 y entonces

kyz — kyzo = k2 — ky2y N/D = —2 /D

definimos
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D
ky = {y—] K,

21

aqui [z] es la funcién parte entera de z. Entonces

1 21

=y+ [%} 121 — [%} (k/lzl + %)
-2 [216)

como (yD/z) — [yD/z] € [0,1) concluimos que

D D
Y+ kizy — kozo =y + {yz—} k?/12'1 - {y_] k;ZQ

21
OSy—l—klzl—k‘ngS — < €
D
En el caso de que el punto de incremento z5 sea tal que z5/z; es irracional lo aproxi-
mamos con nimeros racionales para esto elegimos k] y k) nimeros naturales tales que
0 <y’ = kbze — Kk} 21 < € entonces con

)

k1 = H g
Yy

k2 = H &

0 S y+l€12’1 — k’gZQ

) )
=y+ {?} Kz — {?} (Y + ky121)
) )

Por el lema anterior si iniciamos dos procesos de renovacion diferentes uno arbitrario
y otro en y, los tiempos de llegada son cercanos después de cierto nimero k; de llegas
para un proceso y ks para el otro y esto ocurre con probabilidad positiva.

O

Teorema 3.3.1. (Blackwell) Para un proceso de renovacion con tiempos de interarribo
distribuidos F' no-lattice con media 0 < p < oo la funcion de renovacion U(t) satisface
a
Ult+a)—U(t) = —
1

cuando t — 0o

Demostracion. Ver la pagina 155 de [1] O
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3.4 Teorema principal de renovacion

Es necesario conocer la definicién de integraciéon de Riemann directa pues es una
hipétesis del teorema principal de renovacién.

Definicién 3.4.1. Sea z : R — RY una funcidn. Definimos
20 (n) = inf{z(t)[nh <t < (n +1)h}

27 (n) = sup{z(t)|nh <t < (n+ 1)h}

para toda n € N y las “sumas de Riemann”

S™N() =Ry 2 (n)

Decimos que z es directamente Riemann integrable si las sumas anteriores convergen
para toda h >0 y
lim S™"(h) = lim S™*(h)

h—0 h—0

el limite comun es denotado igual que la integral de Riemann como fooo z(x)dx. Siz
toma valores negativos decimos que es directamente Riemann integrable si z. y z_ lo
son y hacemos z = z4 + z_

Teorema 3.4.1. (Teorema principal de renovacion.) Sea F' no-lattice con media o y no
defectuosa la distribucion de tiempos de interraibo. Si z > 0 es directamente Riemann
integrable entonces

lim U x z(t) = ! /OOO z(s)ds.

t—00 M
Sea F' no defectuosa, lattice con generador d > 0 y con media . Si z > 0 y
Z z2(x + kd) < o0

k=0

entonces
d oo
lim U * z(x + nd) = — Zz(x + kd).
n— 00 % =0
Demostracion. Ver pagina 155 de [1] O
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3.5 Proceso de edad y residual de vida

Definicién 3.5.1. Sea {N(t)}1~0 el proceso de conteo de un proceso de renovacion
(posiblemente retrasado) con tiempos de llegadas Sy, Si,.... Se definen los siguientes
procesos:

1. Residual de vida R, = Sy —t, es decir el tiempo transcurrido desde t hasta el
siguiente arribo.

2. Proceso de edad Ay =t — Sn()—1, es el tiempo transcurrido hasta t desde el arribo
antes de t.

3. Tiempo total de vida o spread S; = Ay + Ry = Sy — Sn)—1, s el tiempo entre
dos arribos consecutivos tal que t estd en ese mtemalo.

La distribucién de los procesos anteriores se puede encontrar usando la funcién de
renovacion.

Teorema 3.5.1.

G F(t—2)d t
P(At>I>:{G +f 0 2)dUp(2) tx<<m

P(R, > y) = (t+y)+/of(y+t—z)dUD(z)

Gt +y) + fotfxf(y +t—2)dUp(z) =<t

G
P(At>x,Rt>y):{ 0 f <z

e+ F(t—szDz + [ F(x)dUp(2) =<t
(St>fc)—{ z)+ [ F deD) t<uw

Demostracion. Primero notemos las siguientes equivalencias si t —x > 0
R, . > x < No hay renovacién en [t — x,t] & A, > x

de lo anterior P(A; > x) vale cero en [t — x,t]. Supongamos un proceso de renovacion
puro, condicionando al tiempo del primer arribo T}

P(A, > z) = / T P4y > alTh = 2)dF(2)

- /0 o P(A;_. > z)dF(z) + /t N dF(z)

pues
P(Ai_, > x) z<t—ux

P(A; > 2Ty = 2) = 0 t—r<z<t

1 z>1t
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si definimos H,(t) = P(A; > ) entonces tenemos
Ho(t) = F(t) / Hy(t — 2)dF(2) = F + (Hylppen) * F(0)
cuya solucién es

H,(t) = 1{x<t}ﬁ « U(t)

por el teorema(3.1.2). Si ahora consideramos la posibilidad de un proceso retrasado
tenemos dos casos, si al tiempo ¢ ya ocurrié alguna renovacién, solo faltaria reemplazar
en la ecuacién que encontramos la funcién de renovacion de un proceso puro por la de
uno retrasado y el otro caso es que no han ocurrido renovaciones al tiempo t y solo
restaria sumar esta probabilidad, es decir

H.(t) = G(t) + FxUp(t)

que es la primera expresion.
Por la nota al principio de la demostracion tenemos que

Ri>re Ay, >z

que demuestra la segunda expresion.
Para la tercera expresion

Ri_w>2+y< Sniea) —t >y

y los eventos R, ., > v+ vy v A; < x no pueden ocurrir al mismo tiempo entonces
tenemos la siguiente igualdad de conjuntos

{Ri_s >4yt {R . >c+y A >z}
si A; > x es verdadero entonces N(t — x) = N(t) que da la siguiente equivalencia
{Ri—e >2+y} & {R >y, A > 1}

que demuestra la tercer expresion.

Para la tercera si x > ¢ y no hay arribos en (0,¢) entonces el tiempo sin arribos debe
ser mayor a z o si el dltimo arribo ocurrié en z < t entonces el intervalo que inicia en
z hasta el préximo arribo debe ser mayor a x, es decir

P(S; > z) = G(x) —I—/O F(x)dUp(z).

Si x <ty no han ocurrido arribos el tiempo del primer arribo puede ser a lo menos
t, si el ultimo arribo antes de t ocurrié en z < t — x entonces la longitud del intervalo
debe ser al menos t — z, si el ultimo arribo ocurri6 en (¢t — x,t) entonces la longitud del
intervalo es al menos x, es decir

P(S; > 1) = G(t) + /Ot—x F(t —2)dUp(z) + /: F(x)dUp(z)
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Corolario 3.5.1. Para distribuciones no-lattice F los procesos Ay, Ry y Sy tienen dis-
tribucion limite cuando t — oo. Las correspondientes distribuciones limite Ay, Roo Y
Seo SON:

P(Ay >2) = P(Roo > ) = 1 /OO F(z)dz

P(Ax >z, Roe > y) = ,ul/ F(z)dz
T+y

P(Soo > 1) =p " /OO F(2)dz +p'aF(x) = pt /000 F(max(z, 2))dz

Si F es absolutamente continua entonces la densidad de Ay y Roo es p ' F(x). Si F
tiene densidad f entonces las densidades de {Aw, Roo} y Soo existen y son p~ ' f(z+vy)
Y ,u_le(x) respectivamente.

Demostracion. Cuando t — oo el término F se anula. Para resolver las integrales se
utiliza el teorema principal de renovacién (3.4.1) que también es valido para procesos
retrasados. La funcién F(z)1.-, hace el papel de z en el teorema de renovacién para
el caso de A;,R; v S; para S; también se utiliza el teorema de Blackwell, para el caso
de la distribucién conjunta de {A,, > x, Ry > y} se utiliza F(z) > x +y o que
{Ri—x > v+ vy} & {Ry > y, Ay > x}. Para encontrar las densidades solo hay que
derivar. O

La distribucién limite de A; v R; es igual a la distribucién inicial de un proceso
estacionario. Esto esta acorde con la interpretacion de que un proceso estacionario
inicio mucho tiempo atras cuando inicio su observaciéon. La distribucion limite del
tiempo de vida es llamada distribucién del primer momento.

Teorema 3.5.2. En un proceso de renovacion estacionario la distribucion del tiempo
de vida (spread) tiene la distribucion del primer momento con densidad dada por

zf(z)
fs,=——
i
De lo anterior podemos notar que S; no tiene densidad f, a pesar de que los tiempos
entre llegadas tengan esa densidad, esto se conoce como "paradoja de inspeccion”.
Como el proceso es estacionario podemos considerar cualquier tiempo ¢ aleatorio y

elegir el intervalo entre dos arribos que contiene a t este intervalo tendrd densidad

vf(x)/pymo f.

3.6 Teoria de renovacion tipo fase

Veamos algunas propiedades de proceso de renovacién con tiempos de interarribo dis-
tribuidos tipo fase i.i.d PH,(w,T) .
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Teorema 3.6.1. Para un proceso de renovacion tipo fase puro con tiempo de interarribo
PH,(m,T) la densidad de renovacidn es

U(SC) _ ﬂ_e(Tthﬂ’)xt

Demostracion. Sean Ty,Ts, ... los tiempos de interarribo i.i.d PH,(m, T). Concate-
nando los procesos de Markov asociados a las T; hasta el tiempo de la absorcién obten-
emos un proceso de Markov con submatriz de intensidades T + t7, para ver esto pense-
mos en un pequeno intervalo de tiempo en ese intervalo tenemos dos tipo de cambio
de estado, los que ocurren en el mismo 7; y los que ocurren cuando se absorbe un 7; e
inicia Tj,1, los del primer tipo ocurren con las intensidades de T y para las del segundo
tipo supongamos un cambio de ¢ a j entonces 7; termina con intensidad t; y 7;,; inicia
de con probabilidad ;, los eventos anterior son excluyentes entonces concluimos que
los cambios ocurren con intensidad T + t.

u(z) es la probabilidad de tener una renovacion en [z, z + dx) que es equivalente a que
el proceso asociado entre al estado absorbente condicionando al estado actual tenemos

P
u(z)dr = Z mipytida

ij=1

p
= 3w (eTH) tyda

ij=1

— 7T€(T+t7r)xt

O

Teorema 3.6.2. Considere un proceso de renovacion retrasado con Ty ~ PH,(a,T) y
T, T, ... i.i.d PH,(7, T), entonces la densidad de renovacion es
u(x) = aeTHmey,

Demostracion. La demostracion es igual a la del teorema anterior pero el proceso inicia
con distribucién « en vez de 7. O

El siguiente teorema muestra que el tiempo transcurrido entre el inicio de una ob-
servacion y el siguiente arribo es tipo fase.

Teorema 3.6.3. El tiempo residual de vida R; de un proceso de renovacion tipo fase
se distribuye tipo fase. Si el proceso es puro con Ty, Ty, ... i.i.d PH,(m, T) entonces

R, ~ PH,(re!™Hme )
y si el proceso es retrasado con distribucion inicial Ty ~ PHy(c, T) entonces

R, ~ PH,(ae!™t™e T
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Demostracion. La distribucién del proceso al tiempo x es me(TH™? en el caso puro y

aeTHme on el caso retrasado y esta distribucién sirve como inicial para una tipo fase
que inicia al tiempo z. O

Teorema 3.6.4. Un proceso de renovacion estacionario, con Ty, Ts, ... i.i.d PHy(mw,T)
es un proceso de renovacion retrasado cuyo tiempo de primer arribo es

Demostracion. Por el teorema (3.2.1) la densidad del primer arribo debe ser

1
f(I)Z;(l—F(x))

=T e (1—(1—me™e))
1 Tx
- e ()

pero la expresion anterior no es la densidad de una distribucién tipo fase, para que se
cumpla se necesita que el ultimo término de la multiplicacién sea t = —Te si multipli-
camos por —T y su inversa no afectamos la expresién y ademaés llegamos a lo deseado,
ocupando el hecho de que la exponencial de una matriz conmuta con la matriz y con
su inversa tenemos que

W(_;‘)le (me™7e) = ﬂ%)le (m(=T)"'e™(=T)e)
_ Q:TT))G (eTot)

64



Capitulo 4

Distribuciones de momentos tipo
fase y matriz exponencial

En este capitulo se demostrara que las distribuciones tipo fase y matriz exponencial
son cerradas bajo las distribuciones de momentos de orden natural, es decir si n € N
entonces la distribucion del n-ésimo momento de una distribucién tipo fase es tipo fase y
analogamente con las distribuciones matriz exponencial, lo referente a este fue extraido
de [4] y de [8].

Definicién 4.0.1. Sea f la funcion de densidad de una variable aleatoria no negativa
X entonces , -
S /() donde ; :/ o' f(x)dz
i 0

con i € N son las densidades de algunas variables aleatorias X9 cuando p; exista.
Llamamos a f; la densidad del i-ésimo momento de f.

fi(x)

4.1 Distribuciones de momentos matriz exponencial

Si f es la densidad de una distribucién matriz exponencial y fdenota la transformada de
Laplace de f es facil ver que los momentos naturales son distribuidos matriz exponencial
pues

woF = [ e e = (1)

oy ]/“\ es una funcion racional entonces también su i-ésima derivada y por lo tanto
fi(s) (para llegar a la primera igualdad se hace un intercambio de integral con derivada
que es verdadero pues e ** f(z) es continua en las variables s y x positivas ademas las
derivadas con respecto a s son continuas).

Ahora buscaremos representaciones para estas distribuciones.

De aqui en adelante, si hablamos de una distribucién M E(«, S, s) supondremos que
se cumple s = —Se y e = 1 como en el teorema (2.2.9)



Teorema 4.1.1. Sea (o, S, s) la representacion de una distribucion matriz exponen-
cial, entonces el n-ésimo momento es también matriz exponencial con representacion
(tn, Spy Sn) donde

S -S 0 0 0

Y 0O S -S ... 0 0

Q{n:(as ,07...,0> S, = 0 0 S ... 0 Sp=|:
aS—"e . . . . .

: : : : 0

0 O 0 S S

y S, es una matriz de dimension (n+ 1)p x (n + 1)p.

Demostracion. Sea X ~ M E,(a,S,s) entonces

fin = T(n)a(=8)" Vs = D(n)a(=8) " (=8)e = nla(—S) e

consideremos S
rx"oe”*s
fo(z) = ——.
fn
Sea \
erg(w; \) = ml‘kileﬂ\x

la densidad de la distribucién de Erlang de orden k.
Como se vio en el ejemplo (2.1.2) la distribucién de Erlang es una distribucién matriz
exponencial (tipo fase) que puede ser escrita como

—s s 0 0 0

0 —s s 0 0
erg(z; A) = (1,0,...,0) exp 0 0 —s 0 |z

0O 0 O —S

en lo anterior la dimensién de las matrices es k. La funcién z — erg(z;2) es analitica
en el semiplano positivo y el espectro de —S esta en el semiplano positivo entonces
podemos utilizar la definicién (2.2.2) completando la densidad f, a una densidad de
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Erlang como sigue

2" eS%s
fn r) =
(@)=
B a(_s)fnfl(_s)n+1xn6st
B a(—S) "en!
a —S —n—1
= Wern_ﬂ(:ﬁ, —S)S
S =S 0 0 0
0 S -S . 0 0
_Q\—n—-1
:&(I,O,...,O) exp 0 0 S 01z .
a(—S) e : 0
0 0 0 S -S
S -S 0 0 0
g)-n 0 S -S . 0 0
= O‘(_—),o,...,o exp 0 0 S Olz] =S| : |s
a(—S) e : :
: ; 0
0 0 0 S -S

en lo anterior la dimensién de las matrices es (n + 1)p x (n + 1)p (n + 1 bloques de
tamano p). O

Corolario 4.1.1. . '
a(—S)™" (=Sz)" g

a(—S) e 4 il

xT

Fo.(z)=1-

Demostracion. Tenemos que
Fo(2) =1+ a,e®*S™ s = 1 — 5%

y con un desarrollo andlogo al del corolario (A.1.4)

—Sz (—Sx)? (—=Sz)n—1! (—Sz)™
1 2! o T =) (n)!
I —Sz (=Sz)"=2  (=Sz)"~!
! o ( (g_)%g!_s ( (g_)ln)'_Q
eS”x = eS:c 0 0 I to (n—3)! (n—2)!
0 0 0o ... I =Sz
0 O 0 e 0 I
y ahora desarrollando las multiplicaciones se llega al resultado. O]

Si la distribucién es tipo fase con representacién (o, S), entonces la representacién
para la distribucion del n-ésimo momento encontrada en el teorema anterior no es tipo
fase pues no sélo tiene elementos negativos en la diagonal.
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4.2 Distribuciones de momentos tipo fase

Ahora probaremos que la distribucién del n-ésimo momento de una distribucién tipo
fase es tipo fase, para eso es suficiente probar que la distribucién del primer momento es
tipo fase y luego obtener la distribucion del n-ésimo momento repitiendo el desarrollo.
Para el siguiente desarrollo necesitaremos la representacion revertida en el tiempo de
una distribucion tipo fase, sea («, S, s) la representacién de una matriz exponencial y
M una matriz no singular entonces (a«M~!, MSM ™! Ms) es otra representacién de la
misma distribucion, en el caso de las distribuciones tipo fase S es el generador de un
proceso de Markov y como se vio en la seccién (1.3) si M = A(m) con m una medida
estacionaria (A(w) denota una matriz con el vector w en la diagonal) y m; # 0 entonces
MSM~" es el generador del proceso con tiempo al revés. R

Para una distribucién tipo fase («, S) la representacion revertida en el tiempo es (a, S),
dada por a = s'M, S = M1SM y m = a(—S)~!. Lo tltimo es debido a que en un
proceso de renovacién estacionario tipo fase cuyos tiempos de interarribo tienen repre-
sentacién (a, S) el generador del proceso de Markov asociado al proceso de renovacion

es S + sa y se satisface
a(—=S) (S +sa) =0

entonces por el teorema(1.2.10), a(—S)~! es una medida estacionaria.

Teorema 4.2.1. Sea («,S) la representacion de una distribucion tipo fase entonces la
distribucion del primer momento es tipo fase y una representacion es (Qy,Sy) dada por

§1:<A‘1(5<- SN a<_§>-18A—1(sé:sf_i)Am(—srl))

0 AT H((=8)7) S'A (a(=8)™)

Demostracion. Consideremos un proceso de renovacion estacionario con tiempos de
interarribo tipo fase («, S). Entonces la distribucién de los estados del proceso aso-

ciado al tiempo t es m = O%:TS))__; Por los teoremas (3.5.1) y (3.6.3) los proce-

sos R, y A; son distribuidos tipo fase con representaciéon (w1, S) o (7r1,§) con S =
A7 (a(=S) ) S'A (a(—S)™!). Por el teorema (3.5.2) A; + Ry es la distribucién del
primer momento. La representacion de A; + R, se puede encontrar usando argumentos
de distribuciones tipo fase como sigue, el estado al tiempo t del proceso de Markov es el
estado antes de la absorcién de A; y el estado inicial de R, entonces para obtener una
distribucién tipo fase debemos asegurar que el estado inicial de R; es el tltimo estado
antes de la absorcion de A; o si consideramos el proceso de reversa que el estado inicial
de At es el ultimo estado antes de la absorcién de Rt )

La representacion de Rt es decir la representacion revertida en el tiempo de (71, S) que

tiene vector estacionario 7 (—S)™! es

(2 (Gimem) & e o2 (Ge)
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cuyo vector de salida es

Con la intensidad que termina }A%t inicia A\t por lo que solo hace falta concatenarlos de
acuerdo a la intensidad de salida de R; esto se logra poniendo este vector en diagonal
al concatenar los procesos. O

La representacion anterior se hizo con el tiempo al revés ahora veremos la repre-
sentacion anterior revertida en el tiempo es decir la representacion con tiempo normal.

Corolario 4.2.1. Sea (a,S) la representacion de una distribucion tipo fase. La dis-
tribucion de su primer momento se puede representar por una distribucion tipo fase

(a1, 81) con aA(=S"e)
o= ()

s _ (A‘l(—S_le%SA(—S_le) A(—g—le))

Demostracion. Encontremos la representacion revertida en el tiempo de la representacion
encontrada en el teorema anterior es decir el vector inicial (—Sie)’A(a;(—S;)™") y el

generador A=Y (@1 (—S;)"1)S, A(@1(—S;)!). Encontremos la inversa de una matriz por

bloques triangular similar al generador encontrado en el teorema anterior

A B\™' (A —A'BD™
o b) ~— o D!

entonces
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entonces

a(—S)?

w807 = (467 (g ) 57 (et

(72 (s
(iCsrm s

con lo anterior

ahora podemos encontrar el generador

AN @ (=S1) ™S A@ (-S) ™)

75 (i)

)

2 -1
NGE = 0
B 0 AsToA ()
1 (=82 @ a(—S)~2 1 —1 [ a(=8)"?
’ (A (#9) 50 (359 “(‘S)?(A ( §(I§)SIZ<A<(Q
0 A7 (a(=S)™) S'A (a(—
. A=) 0
0 A(S_le)A ( a((:ss))—1e>
_17 a(—8)2
_ A 1(01((*5))_16) 0 B
0 A~1(Sle) AL (5((—_58))—16)
a(-8)2 \ gA-1 (28
(sl ) o
e AT () A(a(=8) ) A (a(=8))SA™ (a(=8) )
X

i
02]
N~—
L
™
N~
—
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reacomodando los estados de forma que los de A; sigan a los de R; se tiene el resultado.
O

Si ahora suponemos que los tiempos de interarribo tienen la distribucién del primer
momento tipo fase entonces A; + R; tendra la distribucién del segundo momento de
esta manera podemos encontrar la distribucién del n-ésimo momento sin embargo si la
distribucién principal tiene orden p entonces la distribuciéon del primer momento tiene
orden 2p y al seguir obteniendo las distribuciones de orden n llegamos a que estas tienen
orden 2"p. Veremos una representacion alternativa de dimensién (n + 1)p x (n + 1)p.

Teorema 4.2.2. Sea («,S) la representacion de una distribucion tipo fase entonces la

~

distribucion del n-ésimo momento es tipo fase y una representacion es (Qn,S,) dada
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por

Pn
Coi1 D 0 0 0
0 C, D, 0 0
~ 0 0 C,._1 0 0
S, = . .
0 0 0 . Cy Dy
0 0 0 0 C
con ‘
a(—S)™"

pi=a(=S)e m=
Pi

Ci = A Y(m)S'A(m) y Dy = PLA (m) A )
Demostracion. Probaremos que la transformada de Laplace de (an,/S\n) es igual a
la del teorema(4.1.1). Notemos que (ul — A7'S'A)™ = A1 (uI—S)"A y que
%A‘l(m)m,l es el vector de salida del generador C; entonces el vector de salida
de S, solo tiene la tltima entrada (bloque) distinta de cero entonces al desarrollar la

~

—1
transformada de Laplace a, (uI — Sn> S, solo es de importancia el bloque superior

~

-1
derecho de la matriz <uI — Sn> y utilizando el teorema(A.1.1) tenemos

L) = (-1 (22 A )

Pn+1—i

" (H (ul - A_l(W”“*")S/A(Wnﬂfi))_l A1) A(Ti) s )

1

% (u — AN (m)S'A(m)) Al(m)wg)é
(D) p s (uI—8) "o

= (=1)"p; o (ul — S)_"_1 S
(=1)"7m, [(uI = 8) " (=9)]" (uI — S) ' s

que coincide con la transformada de la representacién vista en el teorema(4.1.1). O

Corolario 4.2.2. Sea («,S) la representacion de una distribucion tipo fase entonces
la distribucion del n-ésimo momento es tipo fase y una representacion es (o, Sy) dada
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por

oy, (¢;1aA(pn), 0,... ,0)
A7 (pn)SA(pn) AT (pa)App1) 0 0
0 A7 (pn-1)SA(pn-1) A (pn-1)A(pn-2) 0
S 0 0 A™H(pn—2)SA(pn-2) 0
0 0 0 - S
con |
pi=(=S)""e ¢i=ap;

Demostracion. La demostracion se puede hacer encontrando la representacion rever-
tida en el tiempo del teorema anterior como en el corolario (4.2.1) o encontrando su
transformada de Laplace como en la demostraciéon del teorema anterior. O

4.3 Indice de Gini y curva de Lorenz para distribu-
ciones matriz exponencial

La curva de Lorenz es una representacion gréafica de la funciéon de distribucion empirica
de la riqueza o ingresos, esta fue desarrollada por Max O. Lorenz en 1905 para represen-
tar la desigualdad de la distribucién de la riqueza. El coeficiente de Gini es una medida
que representa la distribucion de ingresos de los residentes de un pais y es cominmente
usada como medida de desigualdad, este coeficiente fue desarrollado por Corrado Gini
en 1912.

Si F' es una funcién de distribuciéon y Fj es la funcién de distribucién del primer
momento entonces la curva v : t — (F(t), Fi(t)),t € [0,00) es llamada curva de
Lorenz. La curva de Lorenz se utiliza para ilustrar la desigualdad en una sociedad con
la interpretacién de que los mas pobres x = F(t) por ciento de una poblacién poseen
y = Fi(t) por ciento de la riqueza total. Una medida que se desprende de esta curva es
el indice de Gini, que se define como dos veces el area entre la curva v y la recta y = .
Este indice es proporcional a el area entre la curva v y la recta y = x con el area del
tridngulo formado por la recta y = = con = € [0, 1]. Cuanto mayor sea el indice de Gini
mayor sera la desigualdad de los ingresos y cuanto menor sea mayor sera la igualdad
de ingresos.

Cuando F' es matriz exponencial se pueden encontrar férmulas de la curva de Lorenz
y el indice de Gini.

Teorema 4.3.1. Sea F una funcion de distribucion matriz exponencial con repre-

sentacion («, S, s) con s = —Se. Entonces la curva de Lorenz es
yit—= [ 1—aede 1 - oS (eSfe + teS's)
' ’ aS—le
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y el indice de Gini G es
G=2a®a)(~(S®S1)) '(s®e) —1

Demostracion. La curva de Lorenz se sigue del teorema (4.1.1). El drea A bajo la curva
v es

A:/ Fi(t)dF(t)
0
:/ aeSs(1 — aeStie)dt
0
= 1—/ aeStsaeStedt
0

=1+(a®@a)(S®S) (s®e)

@, ® son la suma y producto de Kronecker, la 1iltima igualdad se debe a que la funcién
de distribucién es un nimero real, al teorema (A.2.3) y la matriz S & S; es invertible

por el teorema (A.2.2) pues cada una lo es . El resultado se sigue de que G = 2(% —A).
]
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Apéndice A

A.1 Algunas propiedades de matrices y exponencial
de una matriz
Proposicién A.1.1. La serie ) -, w donde A es una matriz de dimension r X r

converge uniformemente para todo s € [—h,h] con h > 0.

Demostracion. Dada h >0 ,s € [-h,h] y m € N

n=0 n=0
oo
[[Fo[I"™ | A["™
< Z o < 0
n=0
por lo tanto converge uniforme y absolutamente por el criterio de Weierstrass. O

Por la proposicion anterior tiene sentido hablar de la funcién exponencial de una
matriz A definida como e*4
para todo numero real s.

, mas aun se tiene la continuidad y convergencia uniforme

Proposiciéon A.1.2. La matriz A conmuta con exp(At) ademds si A es invertible
entonces A™' conmuta con exp(At).

Demostracion.

K

Aexp(At) =AY (At)"/n!

Il
=)

An+1tn/n!

[ .

3
I
o

NE

(At)" /n!> A = exp(At)A

3
I
o



A texp(At) = Z A" )
n=0

= A"TAAT )
n=0

= ( 3 (At)"/n!) A7l =exp(At)AT!

n

]

Ahora veamos que tiene sentido encontrar la derivada y por consiguiente la integral
de la funcién exponencial de una matriz.

Proposicién A.1.3. La funcion e** es derivable para todo s € R y

d

ds

. . ne . :

Demostracion. En la serie >~ (sn,) cada suma truncada hasta n es derivable, la serie

converge uniformemente y la serie de derivadas también converge uniformemente por
lo que podemos intercambiar el signo de serie y derivada

esA — AGSA

Corolario A.1.1. Si A es invertible [ e**ds = A7 e

Sea C una matriz de dimensién n entonces C es similar a una matriz diagonal por
bloques, es decir ,

Jo0 ... 0
) 0 Jo ... 0

r—cp=1| . =3
0 0 ... J,
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donde J; es una matriz de dimensién n; X n;, y .-, n; = dim(C) =ny

Ao 10
0 N 1
Ji=10 0 X\
0 0 O

o

0

0
0
0

Ai

es el bloque de Jordan correspondiente al valor propio A\; de C con multiplicidad n;.
Las columnas de P son vectores propios generalizados. A lo anterior se le llama forma

canonica de Jordan.

Proposiciéon A.1.4. Sea C una matriz de dimension n con forma canonica de Jordan

Ji 0
0 Js
c=r| . .
0 0
entonces
ez
0 el2”
er —p .
0 0
i N et eNiT g2
e 0 51
e/\i‘v e)‘{‘;”x
i
e]ﬂ; _ 0 e
0 0 0
0 0 0

P t=pPJP!
0
0
| P!
eme
ekizxn72 e)xizxnfl
(n—2)! (n—1)!
eAiz$n73 e)\izxn72
(n—3)! (n—2)!
e)\izxn—ll e)\izxn—
(n—4)! (n—3)!
i eri%y
e 1
0 eAix
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Demostracion. Usando que C = PJP~! se tiene

-1
er — 6PJ:(:P

pues la exponencial de una matriz diagonal es igual a aplicar la funcién exponencial a
cada elemento de la diagonal y lo mismo se puede hacer a matrices por bloques. Ahora
veamos la forma general de la exponencial aplicada a un bloque de Jordan sea J un

bloque de Jordan de dimension n

A1 0 0 . 0
0 A 10 0
J=10 0 X 1 0
0 0 00 A
0100
0010
0 0 1
AT+ |
000
0000
=N+ N
Notemos que
0010
0 0 1
N2 0000
0000
0000

y en general N* es una matriz con unos en la k-ésima diagonal arriba de la principal si
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k<ny NF=0sik>n.

Jxt
Jr
‘ _Z il
=0
_i(AxI—i—Nm)’
N p il
_iz i\ (A\2I)i=*(Nz)*
< k il
=0 k=0
Lo e (i — R)IK! {izk}
= (Nz)P S (M) F
:Z Kl Z(i_k)ll{’>k}
k=0 i=0
§om o
k! (r)!
k=0 r=0
Az — (Nx)k
- !
k=0
T I2 xn72 xnfl
L& % (=2t (n—1)!
01 5 Ly
|0 0 1 s A
=e (n—4)!  (n=3)!
0O 0 O I
0 0 O 0 1

]

Teorema A.1.1. Sea R una matriz bidiagonal por bloques es decir Ry; # 0 # Riiiy1) y
cada uno de los anteriores son bloques de igual dimension entonces

7 min(j,m+1)
1+J+1 . .
pt— GO H R i<
gl m=i
0 P>

Demostracion. Esta matriz se encuentra con el método de Gauss o se comprueba mul-
tiplicando R por R~! utilizando el hecho de que R es bidiagonal. O

A.2 Notacion de Kronecker.

Aqui solo se desarrollan algunas propiedades necesarias del producto y suma de Kro-
necker, para més detalles se puede consultar [7].
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Definicién A.2.1. Sea A = {a;j} una matriz de m x n y B = {b;j} una matriz de
r X s entonces el producto de Kronecker A ® B se define como la matriz de rm X sn
dada por

allB algB Ce alnB
A 2 B GQ%B CLQ?B .. GQ?B
a1 B amaB ... apunB

Es facil ver que
(A+B)C=AC+BxC

A®(B+C)=A®B+A®C
(A®B)®C=A® (B®C)
(M) @B =A® (AB) = NA® B)

Proposicion A.2.1.
(A® B)(C® D)= AC ® BD

siempre que las dimensiones permitan que los productos estén bien definidas.
Demostracion. Los ij-ésimos bloques coinciden pues
CljB

(CL“B aigB Ce aan) CQjB = (Z aikck]) BD
Cn]B g
= (AC),; BD

Corolario A.2.1.

n n

[[4eB=(q]4e(]5)

i=1 i=1

siempre que las dimensiones permitan que los productos estén bien definidas.

Definicion A.2.2. §i A de tamano n X n y otra matriz B de tamano m x m. La suma
de Kronecker de dos matrices A ® B se define como

donde I, es la matriz identidad de dimension s.

Proposicién A.2.2. Si {\;} y {i;} son los eigenvalores de A y B con eigenvectores
z;,y; respectivamente entonces {\;+p;} son los eigenvalores de A® B con eigenvectores

T; QY
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Demostracion. Sean x,y eigenvectores correspondientes a los eigenvalores A y pu de A
y B respectivamente entonces

(AeB)(zey)=(Ax)(r®y)+ ([ @ B)(z®yY)
= (Az ®y) + (z ® By)
=AMz ®y)+pzey)

Proposicién A.2.3.
CAPB _ A g B

Demostracion. Por el corolario anterior (A®1,,)? = AP®1,, y por el binomio de Newton
tenemos que

" nl(A® I,)’(I, ® B)? nlAP @ BY
(4 B)" = Z plq! - Z plq!

pt+q=n pt+q=n

con ¢ y p enteros no negativos, notemos que para la primer igualdad se necesita la
conmutatividad de las matrices A ® I,,, y I,, ® B, esto es cierto y se debe a que ambos
productos dan como resultado A ® B también por esto la segunda igualdad pues (A ®
I,)P(I, ® B)? = (AP ® I,,)(I, ® BY) = A? @ B9 entonces

:iﬂ

n!

_Z g Ao B

ooyl
n=0 p+g=n pq

_ZZAp@an

|
=0 =0 plq!
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