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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es demostrar que el flujo geodésico de variedades Rieman-
nianas cerradas con curvatura seccional negativa y de dimension d , es un flujo de Anosov y exhibir
las implicaciones més relevantes de este hecho. Para alcanzar esta meta, el trabajo toma la siguiente

linea:

En el capitulo[2] empezaremos comentando un poco la historia del problema a manera de motiva-
cién. También, recordaremos la teoria preliminar que se utilizara a lo largo del trabajo. Algunas de
las proposiciones de este capitulo no se demuestran, sin embargo, se hace referencia a la literatura

donde se puede encontrar.

En el capitulo [3] se trata la teoria general de conjuntos hiperbdlicos y sistemas de Anosov .
Aqui se ven algunas de las propiedades que tienen estos sistemas dindmicos. Las secciones mas
relevantes son la en particular es el teorema [6] donde se da una caracterizacién de los conjun-
tos hiperbdlicos a partir de conos invariantes, la cual se utilizara para demostrar la hiperbolicidad
del flujo geodésico. La seccién la cual trata de la estabilidad estructural de los sistemas hi-
perbélicos, para este fin se usa el teorema de sombreamiento de Anosov [7] el cual es muy tecnico,
pero muy util pues de él también se derivan otros resultados como el Closing Lema [§| Por ulti-

mo, en la seccién [3.6]se estudia los resultados de las secciones anteriores en sus versiones para flujos.

El capitulo [ es de los mds importantes del trabajo pues trata de la ergodicidad de los flujos
hiperbdlicos. En la secciéon se estudia el concepto de Foliaciones Absolutamente Continuas,
ingrediente sustancial para demostrar la ergodicidad de los sistemas dinamicos hiperbdlicos. La
seccién [£:2] desarrolla explicitamente el afamado Argumento de Hopf. Los resultados importantes
de esta seccién son el teorema [I7} donde se exhibe que las distribuciones estables e inestables de un
difeomorfismo de Anosov son Holder continuas, un punto técnico, pero a la vez clave en la teoria
de dindmica hiperbodlica y el teorema [19] que prueba que un difeomorfismo de Anosov conservativo

de clase C? es ergédico.



Introduccién

El capitulo[5] ademds de ser muy interesante, es importante pues estudia las propiedades genera-
les del flujo geodésico de variedades Riemannianas, asi como la geometria requerida para demostrar
la hiperbolicidad de este flujo en el caso de variedades cerradas con curvatura seccional negativa.
Ademas, dara las herramientas para comprender los flujos geodésicos en variedades y un punto de
vista geométrico y dindmico para atacar problemas que los involucren. La proposicién [39| muestra
que con los campos de Jacobi se puede entender el crecimiento asintético del flujo geodésico. La
proposicién [49] es importante para la ergodicidad, ya que muestra que el flujo geodésico deja inva-
riante a la medida de Liouville. Ademas, la proposicon [50| garantiza que toda la dindmica del flujo

geodésico esta contenida en el tangente unitario, por lo que, basta restringirnos a él.

Por 1ltimo, en el lema [16| demostraremos que el flujo geodésico de variedades Riemannianas ce-

rradas con curvatura seccional negativa es Anosov y, por ende, ergddico y estructuralmente estable.



2

Preliminares

2.1. Un Poco de Historia

El flujo geodésico en variedades Riemannianas cerradas (compactas, conexas y sin frontera) con
curvatura seccional negativa, es ya bastante conocido y estudiado por muchos matemaéticos a lo
largo del tiempo y a la fecha constituye una parte importante de la teoria en dinamica hiperbdlica.
Uno de los primeros en estudiar las propiedades dindmicas de este flujo fue E. Hopf en los 30’s, en

particular, él estaba interesado en demostrar su ergodicidad.

Una caracteristica importante del flujo geodésico en este tipo de variedades es que es un flujo
hiperbdlico, lo cual quiere decir que, para cada punto (z,v) del haz tangente unitario SM de M, el
espacio tangente en el punto (x,v) tiene una descomposicién como suma directa de: un subespacio
estable que contrae exponencialmente; un subespacio inestable que expande exponencialmente y un

subespacio central de dimensién 1, el cual es tangente al flujo. Es decir:

d
Tiz)ySM = E*(x,v) ® E"(z,v) ®R <dtgt |t=0> (2.1)

Este resultado se le atribuye a D. Anosov, pues en los 60’s lo demostré en la versiéon maés general
que se conoce. Para lograrlo, Anosov, caracterizé una clase de sistemas dindmicos para variedades
Riemannianas tanto en su caso discreto como continuo, los cuales ahora llevan su nombre: Sistemas
Anosov. Ser un sistema Anosov (ya sea el caso de difeomorfismos o de flujos) tiene una gran riqueza
dindmica, ya que poseen propiedades como, por ejemplo, ergodicidad, estabilidad estructural, entre
otras. Anosov se dio cuenta que la geometria en este tipo de variedades bastaba para garantizar
la hiperbolicidad del flujo geodésico en SM y que este hecho implica la ergodicidad del flujo. Este
ultimo hecho, E. Hopf lo habia intuido anos antes pero sélo lo pudo demostrar para el caso de
superficies cerradas con curvatura Gaussiana (seccional) negativa y para el caso de variedades con
curvatura seccional constante negativa, pues resulta que para demostrar la ergodicidad del flujo

geodésico se requiere que las distribuciones estables e inestables a lo largo de la variedad sean
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tangentes a una foliacién estable e inestable, respectivamente y que éstas cumplieran con ser abso-
lutamente continuas, obteniendo asi la ergodicidad. A este método se le conoce hoy en dia como el

“argumento de Hopf”.

El problema con que se enfrenté Hopf para demostrar el caso general fue que sélo en los ca-
sos anteriores, las distribuciones de planos dependen de manera diferenciable de SM, en general
estos campos de planos dependen sélo continuamente de SM lo cual imposibilita utilizar técnicas

estandar de geometria diferencial para integrarlos y asi obtener las foliaciones deseadas.

La virtud de Anosov fue el darse cuenta de que estos campos de planos eran un poco mas que
simplemente continuos, estos siempre resultan depender de manera Holder continua de SM y esto
basta para garantizar su integrabilidad en foliaciones absolutamente continuas y de ahi utilizar el

argumento de Hopf.

A partir de Anosov se creé alrededor del mundo una gran industria de matematicos dedicados a
estudiar los sistemas Anosov y el flujo geodésico en variedades Riemannianas, surgiendo asi, teorias

que generalizan a estos sistemas dindmicos. Esto ha permitido una mejor comprensién de ellos.

2.2. Dinamica Topolégica
Definicién 1. Consideremos a los semigrupos N ={0,1,...} y RS = RT u {0}.
Un Sistema Dindmico Discreto consiste en un espacio topoldgico (X, T) no vacio junto con

un mapeo continuo f : X — X y un semigrupo formado por las iteraciones de f. Paran € N la n-ési-

ma iteracion de f es f* = fo---o f, fO:=Idx. Si f es invertible entonces f ™ := f~1o-..0 f71.
n—uveces n—uveces
En este caso las iteraciones forman un grupo.

Un Sistema Dindmico Continuo consiste en un espacio topoldgico (X,7) no vacio junto
con una familia continua de mapas de un pardmetro {cpt X > X/te Rg} tales que forman un
semigrupo, es decir,

0 : R x X — X es continua, con p(t,z) = ¢'(z) tal que:
» QOz) =z VzeX
 plopi(x) = piTo(z) Vs, te R{, Vo e X,

a este sistema dindmico se le llama Semiflujo.

Andlogamente, si se trata de una familia continua de mapas de un pardmetro real, {p' : X — X/t € R},

entonces formard un grupo y el sistema dinamico se le llamard Flujo.

Ejemplo 1. Ecuaciones Diferenciales.
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Los flujos surgen de manera natural como soluciones a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDO). Para empezar con los ejemplos, supongamos que © = V(x) es una ecuacion diferencial
auténoma en R, donde el campo vectorial V : R — R? es continuamente diferenciable. Por el
teorema de existencia y unicidad de EDO [Arn)], Vz € RY 3! solucion ¢! (x) con condiciones inicia-
les x en tiempo t = 0 y definida Vt € (—¢,€) para algin € > 0. Asumamos que ¢'(x) estd definida
Vt € R. Entonces tenemos que para t fija, el mapeo en tiempo t, ¢ : R* — R?, dada por x +— o' (x)

es un difeomorfismo y por ser auténoma, '(p*(z)) = @ T%(x), por lo tanto ¢ forma un flujo.

Ahora supongamos que tenemos un flujo 1t : R — R?, y que ademds el mapa (x,t) — ¥t (x) es

diferenciable, entonces tenemos definida la siguiente ecuacidn diferencial

.d
r= (z) (2.2)

Por ejemplo, consideremos la EDO x = Az, donde A es una matriz de tamario d x d, entonces el
flujo de esta EDO estd dado por o'(x) = e*tx. Si A tiene espectro hiperbélico, entonces las drbitas
de los puntos en el subespacio generado por los vectores propios asociados a valores propios con
parte real negativa, se aproximan exponencialmente al origen, mientras que los puntos en el subes-
pacio generado por los vectores propios asociados a valores propios con parte real positiva, divergen

exponencialmente del origen. Este es uno de los primeros ejemplos de una dindmica hiperbdlica.

Otro ejemplo de un flujo de una ecuacion diferencial no lineal, seria las soluciones a la ecuacion

del péndulo sin friccion:

0 + senf = 0, (2.3)
que es equivalente al sistema:
r=1Y
y = —senz. (2.4)

Este ejemplo es interesante porque resulta ser un campo Hamiltoniano, concepto que discutire-

mos mas adelante.

Definicién 2. Sea {f': X — X} un sistema dindmico, dejemos correr at en N,Z, R} ¢ R.

Para x € X, la Semi-6rbita Positiva de x es O}'(x) = |J fY(x). En el caso que la dindmi-
>0
ca forme un grupo, la Semi-érbita Negativa de x es Of (z) = U fi(z). La Orbita de z es
t<0
O¢(z) = OF (x) v O (z) = Ltth(l“)-
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Un x € X es un Punto Periddico de periodo 7 > 0 si f7(x) = . Si x es un punto periddico,
el 7 > 0 mds pequenio que cumpla que f7(x) = x se llama Periodo Minimo de x. La orbita de un

punto periodico se llama Orbita Periédica. Si fix) = z Vt, entonces x se le llama Punto Fijo.

Un subconjunto A € X es f - invariante, si f{(A) € A Vt; f - invariante hacia adelante,
si f{(A) < AVt >0y f - invariante hacia atras, si f~/(4) € A Vt > 0.

2.2.1. Suspensiones y Secciones Transversales

A continuacion veremos una forma de pasar de un sistema dindmico discreto a uno continuo y
viceversa.

Dado un mapa f : X — X y una funcién c¢: X — R, tomemos el siguiente espacio cociente:

X, = {(Qj,t) e X xRT | 0<t< C(x)}/(z,c(a:))z(f(x),o) (25)

donde (f7(x), ) = (:13 ("fc( fi(:v))) ; t).

i=0
La Suspension de f con funcién de tiempo de retorno c, es el semiflujo

¢° : X. — X, dado por ¢*(z,t) = (x,t + s).
Una Seccién Transversal a un flujo o semiflujo ¢! es un subconjunto cerrado ¥ < X tal que:
» Toda érbita de ¢! intersecta a .

» T, = {teR" | ¢'(z) € X} es un subconjunto discreto no vacio de R* Vz.

Definimos el Tiempo de Retorno a ¥ por 7: X — R, tal que 7(x) = inf {t > 0| ¢'(z) € X}.
Definamos el mapa de Primer Retorno 6 Aplicacién de Poincaré por, f : ¥ — X, tal que

fla) = " (x).

A veces es ttil usar Secciones Transversales Locales como, por ejemplo, cerca de Orbitas

periédicas. En este caso se llaman Secciones de Poincaré.

Otra manera de definir un sistema dinamico discreto a partir de uno continuo es tomar la érbita

del mapa al tiempo ¢ (to-map).

2.2.2. Conjuntos Limite y Recurrencia

Definicién 3. Sea f : X — X un sistema dindmico topoldgico y sea x € X. Un punto y € X es
un punto w-limite de x, si existe una sucesion de {ny} € N tal que f™ (x) > y . Al conjunto de

todos los puntos w-limite de x se denotard por wy(x) ¢ simplemente por w(x) en el caso que sea

6
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clara la dependencia de f.

FEquivalentemente tenemos que,

wiz) = () (Uf%@) : (26)

neN \i=n

Si f es invertible definimos el Conjunto a-limite de x como

af(@) = a(z) = ) (Uf”(@) (2.7)

neN \i=n

un punto a-limite de x serd aquel que esté en a(x).

cR

Definicién 4. Sea ¢' : X — X un flujo, y € X es un punto w-limite de x si existe {t,}, .

tal que limt, = o se tiene que lim @' (z) = y. Andlogamente y € X es un punto a-limite de x si
n—o0 n—o0
existe {tn},cn S R tal que T{zlvgotn = —0 se tiene que 7%273@90“ (z) =y.

El conjunto w-limite de x esta dado por:

wie) = () (F@): t>5}) (28)

seR

mientras que el Conjunto a-limite de x esta dado por

N (@t <) (2.9)

seR

ax) :
Definicién 5. Un punto x se dice que es Recurrente six € w(zx). Sea R(f) =: {puntos recurrentes de f}.
Notemos que todos los puntos periddicos de f son recurrentes.
Proposicion 1. 1. Los conjuntos a-limite y w-limite son cerrados y f-invariantes
2. R(f) es f-invariante.
Demostracion.

1. Claramente w(z) y a(z) son cerrados pues son interseccién de cerrados. Sea y € f(w(x)),
entonces la fibra de y, f~1(y) € w(x), tomemos z € f~1(y) = Ini, < N tal que f**(x) — z,
por continuidad de f tenemos que f***1(z) — f(z) = y. Por lo tanto y € w(z). Esto muestra

que w(x) es f-invariante. Retrocediendo el tiempo se prueba que a(z) es f-invariante.

2. Sea x € R(f), YU < X abierto tal que f(z) € U, tenemos que x € f~1(U). Como z es
recurrente In € N tal que f"(z) € f~1(U), luego f**1(x) € U. Por lo tanto f(R(f)) < R(f).

O
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Definicién 6. Un punto x es No-Errante, si VU vecindad abierta de x In € N tal que f™"(U)nU #
&. El conjunto de puntos No-Errantes se denotard por NW (f) (Non-Wandering).

Para el caso de flujos x serd No-Errante, si YU vecindad abierta de x 3T € R tal que '(U) N
U # @ parat > T. El conjunto de puntos No-Errantes se denotard por NW (¢t).

Proposicion 2.
a) NW(f) es cerrado f-invariante y contiene a a(x),w(zx) Yo e X

b) Todo punto recurrente es no-errante. Mds ain R(f) € NW(f).

Demostracion.

a) Sea {xp} € NW(f) tal que {z} — . Tomemos U 3 z vecindad abierta de x, entonces existe
Ky e N, tal que zy, € U, como zy, es no-errante Inyg,, tal que f™o (U) nU # & =z e NW(f) .".
NW(f) es cerrado.

Sea x € NW(f), YU € X abierto tal que f(x) € U, tenemos que x € f~1(U). Luegodn € N tal
que (f"(f71U)) n f7HU)) # @,= (f"(U) nU) # @. Por lo tanto NW (f) es f -invariante.

Sea y € w(x), entonces 3 f"(x) — y. Sea U 3 y vecindad abierta de y. Luego 3 ko € N, tal
que, [ (z) € U, Yk = ko. Por otro lado f~™#(U) es abierto y z € f~™(U) := V, Vk = ko. Sea
gk = g1 — ng = fI(U) = fre+1(V) 5 fre+1(z), Vk = ko. Entonces f™+1(z) € (fi*(U) nU) =
ye NW(f), . w(x) c NW(f).

Tomando tiempos negativos, el mismo argumento muestra que a(z) € NW(f).

b) Seaxz e R(f)yxeU = 3IneNtalque f*() e U = (f"(U) nU) # @. Asi R(f) € NW(f)

por a) R(f) = NW(f) = NW(f).

O
Proposicién 3. a) Sea f un homeomorfismo, y € O(x) y z € O(y), entonces z € O(x).
b) Sea f continua, y € OF(x) y z € O+ (y). Entonces z € OF (x).
Demostracion. a) Como y € O(x), entonces 3 {f™(x)}, oy tal que limp_o0 {f™(x)} = y con

{nr} € Z . Ademds, como z € O(y) 3 {f™ (y)} tal que lims_,o {f™ (y)} = 2z con {ns} < Z. Por lo
tanto, z = limgs—oo {f™ (limg—o [ (2))} = limsooolimp—e [ (f7 (x))
= limp s—oo [T (2) .. 2 € O(z).

b) es el caso anterior pero con {ny},{ns} < N.
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Definicion 7. Sea X compacto. Un subconjunto Y < X cerrado, no vacio y f-invariante es un
Conjunto Minimo de f, siiZ @ Y cerrado, no vacio y f-invariante. Un conjuntoY compacto, f-
mvariante es minimo si y solo si, la orbita positiva de todo punto en'Y es denso en'Y . Notemos que
una orbita periddica es un conjunto minimo. Si todo X es un conjunto minimo, entonces diremos

que f es minimo.

Proposicién 4. Sea f: X — X un sistema dindmico topoldgico. Si X es compacto, entonces X

contiene conjunto minimo de f.

Demostracion. Sea C =: {Y € X | Y es cerrado, no vacio y f — invariante}, entonces (C, <) es un
conjunto parcialmente ordenado no vacio pues X < C. Tomemos K < C un conjunto totalmente
ordenado, entonces cualquier interseccién finita de K es no vacia. Como X es compacto por la

propiedad de interseccién finita tenemos que, (| K # @. Entonces por el Lema de Zorn, C contiene
kel
un elemento minimo, el cual, es un conjunto minimo de f. O

En espacios topologicos compactos, todo punto en un conjunto minimo es recurrente, por lo

que, la existencia de conjuntos minimos implica la existencia de puntos recurrentes.

Definicién 8. Un subconjunto A de N ¢ Z es relativamente denso, si 3(k > 0) € N tal que
({n,n+1,...n+k}nA) # @ Vn. Un punto x € X es Casi Periddico, si VU vecindad de x, el
conjunto {i € N| fi(z)} es relativamente denso en N.

Proposicién 5. Si X es un compacto Hausdorff y f : X — X es continua, entonces OF(z) es

minimo de [ <= x es casi periddico.

Demostracidn. [Br,St] O

2.2.3. Transitividad Topolégica y Mixing Topolégico

Definicién 9. Un sistema dindmico f : X — X es Topoldgicamente Transitivo, si existe un

punto x € X tal que su drbita positiva, OF(x), es densa en X.

Definicién 10. Sea ¢! : X — X un flujo. ¢ es Topoldgicamente Transitivo si existe x € X

tal que OF () es densa en X.

Proposicion 6. Si X no tiene puntos aislados, entonces f es topoldgicamente transitivo si y sélo

si existe x € X tal que w(x) es denso en X.

Demostracion. |=| Si O}'(m) = X para algin z € X, entonces Yy € X In; € N tal que f™(z) >y
= y € w(z) luego X = w(x).

|<|Si w(z) = X para algin z € X, VU abierto Iy € w(z) tal que y € U = Jkg € N tal que
f™(z) e U Vk = ko, entonces (O;’(x) N U) # 0. O

De misma manera se prueba que:
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Proposicién 7. Si X no tiene puntos aislados, entonces ©t es topolégicamente transitivo si y sélo

st existe x € X tal que w(x) es denso en X.

Teorema 1. Sea (X, T) un espacio topoldgico Hausdorff, localmente compacto y sequndo numerable.
Sea f: X — X continua. f es topolégicamente transitivo si y sélo si, para cualesquiera dos abiertos
U,V € X, existe N = N(U,V) €N tal que (fN(U)nV) # 2.

Demostracion. |=| Sea f topolégicamente transitiva y sea z € X tal que O;{ () = X, entonces
YU,V € T, O;{(:c) intersecta U y V por lo tanto In,m € N tal que f*(x) e Uy f™(z) e V =
(fm™U)NV) # @.

|<=| Para cualquier V € 7 tenemos que YU € 7, existe N tal que (f¥(U) n V) # @, entonces

< U f"(V)) NnU # @, YU < X abierto, por lo tanto ( U f"(V)) es denso y abierto en X. Sea

neN neN

{Vi},eny una base numerable de 7. Por el teorema de categoria de Baire Z = () | f”(%)) es
€N \neN
denso, en particular es no vacio. Asi Vz € Z, z eventualmente entra en cada V;, esto implica que

O}'(z) =X. O

Definicién 11. Un sistema dindmico f : X — X es un Mixing Topoldgico, si para cualesquiera
dos abiertos no vacios Uy, Us € X IN (U, Us) > 0 tal que (f"(U1) nUs) # &,V n = N.

Definicién 12. Sea ¢! : X — X un flujo. @' es topoldgicamente mizing si VU,V < X abiertos
erviste T = T(U,V) >0 tal que ¢*(U) "V £ @, ¥Vt = T.

Corolario 1. Sea (X, T) un espacio topoldgico Hausdorff, localmente compacto y seqgundo numera-

ble. Sea f: X — X topoldgicamente mixing. Entonces f es topoldgicamente transitivo.
El converso no es cierto [Br,St].

Proposicién 8. Sea (X, 7) Hausdorff, sequndo numerable y localmente compacto. Sea ¢* : X — X

un flujo topolégicamente mizing. Entonces ¢! es topoldgicamente transitivo.

Demostracion. Consideremos el mapa al tiempo 1, ¢! = ¢ : X — X. Sean U,V < X abiertos,
como ¢! es topolégicamente mixing 37 > 0 tal que ! (U) "V # &, Vt > T, tomemos N (U,V) € N
tal que N >t > T, entonces o™ (U) "V # @. Por el teoema Jz e X tal que {¢" ()}, oy es denso

en X, como {¢"(2)},cn € OF (%), tenemos que OF (x) es denso en X. O

2.3. Teoria Ergdédica

Definicién 13. Sea (X, T) un espacio topolégico. Sea Q una coleccidn no vacia de subconjuntos de
X. Esta es una o-dlgebra, si Q es cerrada bajo complementos y uniones numerables. La o-dlge-

bra mds pequenia que contenga a todos los subconjuntos abiertos de X se llama o-dlgebra de Borel.

Una Medida 1 en Q es una funcion o-aditiva no negativa pn: @ — R, tal que p(2) = 0. X

tiene medida finita si u(X) < 00. p es Sigma Finita si X es la unidn numerable de subconjuntos

10
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de medida finita. El complemento de un conjunto de medida cero, se dice que tiene Medida Total.

Un Espacio de Medida es la terna (X, Q, ). Sean (X, Q,un) y (Y, Q',v) dos espacios de me-
dida, un producto de espacios de medida es (X x Y, Q" u x v), donde Q" es la o-dlgebra generada
por Q x Q' relativa a la medida p x v. Sean (X,Q,pn) y (Y,Q',v) espacios de medida, el mapa
f: X =Y se dice que es Medible, si la preimagen de todo conjunto v-medible es p-medible y se
dice que Preserva Medida si n(T~1(A)) = v(A) VAe Q.

Teorema 2 (Recurrencia de Poincaré). Sea (X, Q,u) un espacio de medida finita y f : X — X
una transformacion medible que preserva la medida p. Sea E € X cualquier subconjunto medible

con u(E) > 0. Entonces para p-c.t x € E existen infinitos n € N para los cuales f"(x) € E.

Demostracion. Sea Eg = {x € E | f"(z) ¢ EVn € N} el conjunto de puntos en E que nunca regresan
a E. Notemos que si m > n > 1 entonces f~™(Eq)n f~"(Eg) = &, puessiz € f~™(Ey)n f~™(Ey)
=y=f"x)e Eyy fm"(y) = f™(x) € Ey .". y regresa al menos una vez a E contradiciendo la
definicién de Ej.

Luego como f preserva a p tenemos que pu(f~"(Ey)) = p(Eo) Vn € N por tanto:

w5 (Bo)) = Y ulf " (Bo)) = Y ulEo). (2.10)

neN neN neN
Como p es finita tenemos que pu(Egy) = 0.

Ahora sea F' el conjunto de puntos x € E tal que regresan a E una cantidad finita de veces,
entonces Yz € F 3k € N tal que f*(z) € Ey. Luego, F < |J f~*(Ey) por lo tanto:

keN
p(F) < p({JF5(Eo)) = Y u(Eo) = 0. (2.11)
keN neN

O

Corolario 2. Sea (X, Q, 1) un espacio de medida finita y ' : X — X un flujo medible que preserva
la medida . Sea E < X cualquier subconjunto medible con u(E) > 0 y sea t, — 0. Entonces para

p-c.t x € E existen infinitos n € N para los cuales @'~ () € E.

2.3.1. Distribuciones Asintéticas y Medidas Invariantes

Definicién 14. Sea f : X O un mapeo continuo, x € X y un conjunto U < X . Denotemos por

Fy(f,z,n) el nimero de enteros k € {1,...,n — 1} tales que f*(x) € U, es decir, el nimero de visitas

. . . . . . . L. . FU (fv x, n)
al conjunto U bajo las primeras n iteraciones de x. Si existe el limite Fy (f,z) = lim ———— se
n—oo

le llama Frecuencia Asintdtica y da la densidad asintética de la distribucion de las iteraciones
entre U y X\U.

11
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Uno puede redefinir la frecuencia asintdtica notando que f*(z) e U, siy sélo si, xu(f¥(z)) =1,

donde xy es la funcion caracteristica del conjunto U. Por lo tanto, tenemos que:

v(f,z,n) Z xu(f*(x)
Fy(f,z) = lim — Z xu(f*(x)) (2.12)

1
En general, para f : X O,z € X yp: X — R, si existe el limite I;(p) := lim 722;3 o(fF(x)),

se le conoce como Promedio de Birkhoff de la funcion ¢.

Lema 1. Si consideramos B°(X) con la topologia uniforme, entonces tenemos que, I, : B(X) — R

cumple con las siguientes propiedades :

LAL(@)] < suple()] = lelpox)

yeX
2. Linealidad: I(ap + b)) = al,(p) + bl (v); Ya,be R
3. Positividad: I,(¢) 20 st >0y l,(1)=1

4. Invarianza bajo f: I.(wo f) = I.(p) o equivalentemente I ;) (@) = L.(p).

1
Demostracion. Supongamos que [im 722;3 o(f*(x)) existe, entonces:
n—oon

L L ()| = | lim — Zk o p(fR()] <

n—oon

lim — Z}k !w(fk(w))l<jg§|<p(y)l

n—oon

n—oon

1
2. Ya,b € R, In(ap + by) = lim ~337(ap + by)(f*(z)) = (lzm Sl o(fR (e ))> +
1
b (,{@30”22—3 ¢(f’“(x))> = al,(p) + bI,(v)
3. Sea p € C°(X,R) tal que ¢ > 0, entonces:

0 < ¢(f*(2)),¥k = 0 < Zk Zoe(fF@) vn =0 < L(yp).
Seal: X — R, 1(3@) = 1,Vm € X, entonces:

12



2.3. Teoria Ergédica Preliminares

O

Corolario 3. Si X es localmente compacto, existe una tinica medida de Borel p, tal que, I, (p) =

§odps y con pg f-invariante.
X

Demostracion. Por las propiedades 1-3 junto con el teorema de representacién de Riesz-Markov,

tenemos que, existe una tnica medida de probabilidad p tal que, I,(p) = Sgodu Ademis, de la

propiedad 4, u(f~1(A)) = p(A); VA p-medible.

Lo anterior se puede ver considerando abiertos U y aproximando a la funcién caracteristica xu
por arriba con funciones continuas f,, tal que § f,dp — pu(U), y después aproximando conjuntos

ma&s generales por conjuntos abiertos.

Entonces tenemos que,

L(g) = fX odpia, (2.13)

donde p, es una medida de Borel en X, f-invariante. O

2.3.2. Existencia de Medidas Invariantes

Teorema 3 (Krylov-Bogolubov). Cualquier mapa continuo de un espacio de medida X compacto,

tiene una medida de Borel invariante.

Demostracion. Sea f : X — X y x € X. Tomemos un conjunto denso numerable {p1, @a,...} S

1
s —1 .
C°(X). Para toda m, la sucesién 522:0 ©m(f¥(x)) es acotada, por lo tanto, contiene una subsu-
cesion convergente. Después de un proceso diagonal, es posible encontrar una subsucesion ng; k € N

tal que existe

np—1
T(om) = lim — 3" om(f7( 2.14
(¢m) n'L”Zonk jZO o (7 (x (2.14)

Vm e N . Sea ¢ una funcién continua arbitraria. Fijemos € > 0 y tomemos ¢,, tal que sup|p(z) —

©m(x)] < €, entonces, reX
L5 et 1t ,
g Z D 2, om(F (@) + . Y, (@ (@) = em(f(2))) - (2.15)
y = =

El primer término converge a J(p,,), el segundo estd acotado en valor absoluto por e. Entonces,
todos los puntos limite de la ecuacién de la izquerda difieren a lo més por €. Como € es arbitrario,

el siguiente limite existe:

1 ,
J(p) =: lim — Z o(f7 (). (2.16)

13



2.3. Teoria Ergédica Preliminares

J : C°%(X) — R es lineal, acotado, positivo e invariante. Por el teorema de representacién
de Riesz-Markov tenemos que, J(¢) = {¢@du,, donde p, es una medida de probablilidad f —

invariante. O

El teorema anterior implica que cualquier transformacién continua, no necesariamente inverti-
ble, f : X — X de un espacio metrizable compacto, puede verse como una transformacién que

preserva la medida del espacio de Lebesgue generado por la medida de Borel en X.

Definicién 15. Sea (X, Q, 1) un espacio de medida finitay f : X — X una transformacidn medible
que preserva la medida p. Entonces diremos que f es Ergodico con respecto a la medida i, si para
todo E € Q tal que f~Y(E) = E, entonces i(E) =0 6 u(E) = u(X).

Normalizando la medida p podemos suponer que tenemos una medida de probabilidad por lo que

siempre podemos suponer que u(X) = 1.

Proposicién 9. Sea (X, Q, u) un espacio de probabilidad y f : X — X una transformacion medible

que preserva la medida . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f es Ergddico
b) VE € Q tal que u(f~H(E)AE) =0, entonces u(E) =0 6 u(E) = 1.

¢) Vo : X — R medible con ¢ o f = ¢, entonces ¢ es constante p-c.t.p.

2.3.3. El Teorema Ergddico de Birkhoff

Sea (X, Q, u) un espacio de medida y f : X — X una transformacién que preserva la medida.
Para una funcién medible ¢, definamos el operador U(¢) = ¢(f(z)). El operador Uy es un en-
domorfismo del dlgebra L?(X, Q, u), y dado que f preserva la medida, resulta ser una isometria
para p > 1, esto es: |[Us(¢)|, = |l¢ll, V¢ € LP(X,Q, p). Si f es invertible, entonces U;l =Up
también resulta ser una isometria y por tanto, Uy es un operador unitario en L?(X, Q, u). Sea
{p, ¥y = § (@) (z)du(z) el producto interno en L2(X Q, n), y U* el adjunto de U.

Lema 2. Sea U una isometria de un espacio de Hilbert H, entonces U(p) = ¢ < U*(p) = .

Demostracion. Yo, € HU*U(p),v) = U(p), U(¥)) = {p, ) . U*U(p) = @, pues U*U(p) — ¢, ¢) =
0.

[=] Si U(¢) = ¢, multiplicando por U* tenemos que U*U(p) = U*(p) = ¢ = U*(y).
[«<] Por propiedades el operador adjunto tenemos que, como U es una isometria, U* también

lo es. Supongamos que U*(¢) = ¢, entonces Vi) € H (¢, U(p)) = U*(¢), o) = U* (), U*(p)) =
W) = W, U(p) =) =0V e H .. U(p) = . 0

14
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Teorema 4 (Ergédico de Birkhoff). Sea f : (X,Q,u) — (X, Q,un) una transformacion de un
espacio de medida finita que preserva medida, ¢ € L'(X, Q, iu). Entonces el limite

1 n—1

plx) =t lim — > o(f*(x)), (2.17)
k=0

existe para casi todo x € X, es p-integrable y f-invariante y satisface,

L pdp = L wdp. (2.18)

Si ademds suponemos que p € L?(X, Q, ), entonces @ es la proyeccion ortogonal de o al subes-

pacio de funciones f-invariantes.

1
Si f es invertible, entonces lim ,Zz;é o(f~*(x)) también converge a @ para casi todo punto.
n—oon

De manera similar, si f* es un flujo de (X, Q, u) que preserva medida, ¢ € L*(X, Q, 1). Enton-

et = 1 [ (s (2.19)
)
pr@) = [ el (2.20)

convergen a una funcion ¢ para casi todo punto y SX pdp = SX wdp.

. O

Demostracion. [Br,St

Corolario 4. Una transformacidn, f : (X, Q,u) — (X, Q,un), de un espacio de medida finita que
preserva medida, es ergédico <= Yo € L'(X, Q, u),

n—1 1
e |
Jim s 33 6@ = gy | i (221)

para casi todo x € X.

El corolario [4 nos dice que una transformacién f, de un espacio de medida finita que preserva
medida, es ergddico si y sélo si, el promedio de tiempo y el promedio del espacio de una funcién

medible son iguales para casi todo punto.
Ademsds, nos garantiza que para demostrar la ergodicidad de un sistema dindmico, basta che-

car la ecuacién (2.21)) para un subconjunto denso en L!(X, Q, i), como por ejemplo, las funciones

continuas, C%(X).

15
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2.4. Variedades Diferenciables

Dada una funcién h : @ € R? — R, diremos que es de clase C", r € N U {o0,w, B}, B € (0,1)

segun los siguientes casos:

= Sir e N entonces h es r veces diferenciable y su derivada de orden r es continua en €.
= Sir = o entonces h tiene derivadas de todos los 6rdenes.
= Sir = w entonces h es analitica real.

= Sir=0,8€(0,1) entonces h es Holder continua con exponente de Holder S.

Definicién 16. Sea (M,T) un espacio topolégico Hausdorff, seqgundo numerable. M es una Va-
riedad Diferenciable de dimension d, si es localmente homeomorfa a R? y tiene un atlas dife-

renciable. Esto es:

Existe una cubierta abierta U = {U;},., de M, tal que Vi € I hay un mapa @; : Uy — ¢;(U;) <
R?, tal que @; es un homeomorfismo. La pareja (@;,U;) se llama Carta Coordenada y el conjunto
de cartas ® = {@;,U;},c; se llama Atlas. Dos cartas coordenadas (pi,Us), (p;,U;) € ® tales que
(U; nU;) # @, tienen Funciones de Transicion de clase C", con 1 < r € N u {oo,w}, si se
tiene que los mapas ;o p;* i (U; 0 U;) — @;(U; 0 Uj) y @i 0 @;1 son de clase C". Decimos
que el atlas ® es de clase C", si para todo par de cartas coordenadas con interseccion mo vacia, sus
funciones de transicion son de clase C". En ese caso, existe un unico altas mdzximo ¥ de clase C”

que contiene a .

Un atlas o mazimo de clase C” sobre M, se llama estructura diferenciable de clase C". A

la pareja (M, ) se llama Variedad Diferenciable de clase C".

Ejemplo 2. (R, ) con a = {(Id,R%)}; La Grassmanniana de k-subespacios en V. Este iltimo

ejemplo lo estudiaremos a continuacion.

2.4.1. Grassmannianas

Definicién 17. Sea V' un espacio vectorial de dimension d. Si d > k, al conjunto de subespacios
vectoriales de dimension k en V', lo denotaremos por Gry (d; k), el cual se conoce como la Grass-
manniana de k-subespacios en V. Si V. = R%, denotaremos a la Grassmanniana de k-planos en
R?, Grra(d; k), simplemente por Gr(d; k).

Proposicién 10. Gr(d; k) tiene estructura de variedad diferenciable de dimension (d — k)k.

Demostracion. La estructura de variedad diferenciable de Gr(d; k), la obtendremos exhibiendo un
atlas coordenado cuyas funciones de transicién sean difeomorfismos. Para esto, empecemos definien-

do una topologfa 7 para Gr(d; k). Sea W < R? un k-subespacio vectorial, W+ < R? su complemento
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ortogonal, [ [y : R? — W la proyeccién ortogonal sobre W, y [T : R? — W la proyeccion
ortogonal sobre W+

Definamos una base 3 de abiertos como sigue: 8 := {Ow,c}y, _ga donde:

Ow,e = {W' <R*| dim(W’) = k y para € > 0, [y (z) — 2| < e[y (z) — z|, V2 # 0 en W'},

(2.22)
y tomemos a 7 como la topologia generada por .
Ahora, para cada W < R? tomemos
Ow = {W' <R |y : W — W es isomorfismo}, (2.23)

ésta es una vecindad abierta que contiene a W. Veamos que funciona como carta coordenada, para

ello, tomemos a Hom(W ,W+) y recordemos, que este espacio vectorial tiene una clasica identifica-
cién con R(@=K)k, Asi, RE =W W+,

Supongamos que W' € Oyy. Como [[,, : W' — W es un isomorfismo, entonces tiene una
inversa lineal Ly, : W — W', por lo tanto, [[. oLw,w’ es un mapeo lineal de W a W+, y
en consecuencia, es un elemento de Hom (W, W+) = R@=F¥ A este punto lo definiremos como

ew (W). De esta manera tenemos definido el mapa:

pw : O —> RUIE

W' = pw (W') =Ty o Lw,w (2.24)

¢w es continua y su inversa ¢}/ manda a cada elemento, A € Hom(W, W) al k-subespacio
vectorial oy (A) = {z + Az | # € W}, que no es més que la grafica de A.

Ahora probemos que las funciones de transicién entre cualesquiera dos cartas coordenadas son
diferenciables. Sean Wy W' € Gr(d; k) y sean Ow y Oy sus respectivas cartas coordenadas,

veamos que @y o (,0;[,1 es diferenciable en ow (Ow N Owr) S Rd—F)k,

Tenemos que W @ W+ = R? = W' @ W' Para A € ow(Ow n Owr), sea S = ¢y (A)
y A" W' — W't el tinico mapa lineal tal que S = {y + A’y | y € W’'}. Entonces Yy € W' =
y+ A'y = x + Az, para algin z € W. Por lo tanto = + Az —y = A'y e W'+

Luego sea,

grafa: W — R?
r—x+ Az (2.25)
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Notemos que Ker(Ily) = W', ademés como y € W’ tenemos que,

0=y (z+ Az — y) = Uy (x + Az) — My (y) = (Ll o grafa) (z) —y
=y = Iy o grafa)(z) (2.26)

Como S € (Ow n Ow), entonces Iy o grafa es invertible, por lo tanto tenemos que z =

(Ily o grafa)” " (y) v asi obtenemos una expresién de A’ en terminos de A

Ay = grafae) —y = grafa (w0 grafa) ™) (5) — y (2.27)

Y como grafa depende diferenciablemente de A tenemos que el mapa,

@w’ © (pa/l : QOW(OW M OW/) g Hom(W/, Wu')
A A (2.28)

Es diferenciable. De manera andloga, concluimos que @y o @;Vl/ también es diferenciable, con lo

que se sigue la afirmacion del enunciado. O

2.4.2. Morfismos entre Variedades Diferenciables

Sean M? N9 variedades diferenciables de clase C” y clase C*, respectivamente. Un mapa f :
M — N se dice Morfismo o Funcién Diferenciable entre M y N de Clase C*, k < min {r, s},
si para todo x € M, 3 (p,U) carta coordenada de x y (¢, V) carta coordenada de f(x) tal que
Yofop i) R — (V)< R? es de clase CF.

f

zelU - Vaf(=)
) by
U — Vv
o) | = W)

Decimos que un mapa f : M — N es suave, si es de clase C®.

2.4.3. Haces Fibrados

Sean M, F variedades diferenciables. Un Haz Fibrado (diferenciable) sobre M con fibra tipica
F,es (E,m, M, F) donde E es una variedad diferenciable y 7 : E — M es una funcién diferenciable
y suprayectiva que cumple con la siguiente propiedad, Vo € M 3U 3 z abierto tal que, 7~ }(U) € E

es difeomorfo a U x F'y hace conmutar el siguiente diagrama,
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~W(U) = UxF
N LDy
M

En particular tenemos que Vr € M, 771 (x) =~ {z} x F ~ F.

Definiciéon 18. Un mapa o : M — FE tal que wo o = Idy; se llama Seccion.

Ejemplo 3. Sea M una variedad diferenciable de dimension d.

1. SeaTM = | | T, M, entonces TM es una variedad diferenciable de dimension 2d ver [Taub.
xeM
La terna (TM,n, M) conm: TM — M, v, — x. Es un haz fibrado (Vectorial) sobre M cuyas

fibras son T, M =~ R? y, se le conoce, como el Haz Tangente de M.

2. Denotemos por Gr(TM;k) = || Grr,m(d; k) el Haz Grassmanniano de distribuciones
xeM

de dimension k en TM. (Gr(TM;k),7,M) con 7 : Gr(TM;k) — M, I¥ — x, es un haz
fibrado sobre M cuyas fibras son Gry,p(d; k).

2.4.4. Tensores

k
Definicién 19. Sea V' un espacio vectorial de dimension d y V* el espacio dual de V. Un ( . )—

Tensor sobre V, también llamado Tensor k-covariante [-contravariante, es un mapa multili-

neal:
F:V¥x o . xV*¥xVx---xV ->R. (2.29)

l—veces k—wveces

k
El espacio de ( ] )— Tensores sobre V' serd denotado por le(V). Notemos que

TFV) =V VeV - @ V* (2.30)

l—veces k—wveces

Si FeTF(V)yGeTP(V), denotemos por F @ G al tensor dado por :
F®G(Ww!, AL ooy Thotp) 1= Fwl, Wl oy, o zn) G T a Thtp). (2.31)

k
Notemos que F ® G € {Z“Z+J;P(V),

Si{e1,...,eq} es una base de V' y {gpl, e <pd} es su correspondiente base dual, entonces una base
para Tl’“(V) estd dada por, {ej1®, .r, @65, ® 1@, ...,@(pi’“}, con 1 < jg,1, < d . Por tanto, para
cualquier F € TF(V) puede ser escrito en términos de esta base como,

Fildie; ®, .., e, ® 9@, .., ®p™. (2.32)

1k
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Al espacio de k-Tensores Covariantes Alternantes sobre V lo denotamos por A*(V) y a

sus elementos los llamaremos k-formas en V.

Sean V;, W espacios vectoriales de dimension d;,d, respectivamente; con 1 < i < k. Denotemos

k
por Hom( x V;, W) al espacio de los mapas k-lineales de V; x ... x Vj, en W.
i=1

Lema 3. Sea V un espacio vectorial de dimension d. Hay un isomorfismo natural entre T (V) y
Hom(V>F x (V*)*L V).

Demostracion. Consideremos el siguiente mapa,

@ : Hom(V**F x (V¥)*L, V) - T (V)

Fwh, .l oy, o) = O(F) (W0l w2, (2.33)

donde ®(F)(w!, ...,wh, !t 2y, . 2p) 1= W THEF).

De la linealidad de w'*! se sigue la linealidad de ®. Ahora veamos que ® es inyectivo. Si ®(F) = 0
= Wt (F) =0Vt e V¥ < F =0..® es inyectivo.

Luego como Hom(V** x (V*)*L V) = L(VOF @ (V¥)® V), tenemos que dim(Hom(V>** x
(V¥)*LV)) = dim(VEF @ (V¥)®) . dim(V) = d**' - d = d**!*1. Por otro lado, dim(TF.,(V)) =

dF+*1 1o que termina la prueba. O

k
Sea M una variedad diferenciable, un ( Z )— Tensor en z € M es un elemento de T} (T, M).

k
Definicién 20. Definimos el Haz de ( ; )- Tensores en M como el haz vectorial dado por,

THM) = || THTM), (2:34)

xzeM

con proyeccion
7 TF(M) — M
FeTHT,M) — x. (2.35)
Y el Haz de k-Formas en M como,

AR(M) = | | AT, (2.36)
xeM
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con proyeccion

7 AR (M) > M
we AMT, M) — z. (2.37)

0

Si (x%) es un sistema de coordenadas locales en U € M y x € U, los vectores 61} forman una
x

base para T M cuya base dual es {da:i}, entonces, cualquier tensor F € le(TxM) puede expresarse

en términos de esta base como,

.0 0 _ .
Flo S g ® dz"'®, ..., @dz’*. (2.38)

Un Campo Tensorial en M es una seccion suave de algin haz tensorial TF(M) y una k-

Forma Diferenciable es una seccion suave al haz A*(M).

k
Denotaremos por 77“(M) al espacio de todos los campos tensoriales de rango ( ; ) en M,

asi como, QF (M) al espacio de todas las k-formas diferenciables en M.

El caso T1(M) corresponde a los Campos Vectoriales Diferenciables y lo denotaremos por
X(M).

Ademds, tenemos las siguientes identificaciones TH(M) = QY (M) y que T°(M) = C*(M).

2.4.5. Variedades Riemannianas

2
Definicién 21. Sea M una variedad diferenciable de dimensién d y sea T*(M) el haz de < 0 )-

tensores en M.

Para 1 < r, una Métrica Riemanniana de clase C" de M, es una seccién g : M — T?(M)
de clase C", tal que g es simétrica g.(X,Y) = ¢.(Y, X), positiva definida g,(X,X) >0 si X # 0
Ve € M. Una métrica Riemanniana g en M induce un Producto Interno en cada espacio tan-
gente Ty M, definido como(X,Y ), := g,(X,Y), VX,Y € T, M que depende C" de x. Asi mismo,
de manera candnica {-,-), genera la norma en T, M dada por: | X|, = 1/{X, X),.

En coordenadas locales (z') la métrica Riemanniana se ve, g = g;jdz' @ da’, con g;;(z) =

<aii , %%E Si consideramos el producto simétrico de 1-formas dado por n ®w := %(77 Rw+w®
n), junto con la simetria de g;; nos da la siguiente expresion para la métrica Riemanniana en

coordenadas locales (x*),
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g = gijda' ©da’. (2.39)

M equipada con una métrica Riemanniana de clase C", se llama Variedad Riemanniana de
clase C" y se denota por (M, g).

(o) o]

Ejemplo 4. (R% g), g = {-,-); La esfera S¢ = {xeRdH | |z] = 1}, (8% g) con g = {-,-) |ga
(lddj).

Definicién 22. Sea (M, g) una variedad Riemanniana suave y sea X (M) el conjunto de Campos

Vectoriales en M de clase C*. Una Conexion Afin es un mapeo,

YV X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) > VxY (2.40)

tal que cumple las siguientes propiedades:
1. VixenyZ = fVxZ +hVyZ
2.Vx(Y+2)=VxY +VxZ
5. Vx(fY) = [VxY + X(f)Y,

VX, Y, ZeX(M) y f,he C*(M).
Una conexion es Compatible con la Métrica g si satisface:

Vxg(Y,Z)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) (2.41)
VX,Y,Z € X(M).

Definicion 23. Una conexion es stmétrica si

[X,Y] = VxY — VyX. (2.42)

Teorema 5 (Levi-Civita). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Eziste una dnica conexidn V

en M tal que, es simétrica y compatible con la métrica g. [Lee|

A esta conexién se le llama Conexion Riemanniana 6 Conexién de Levi-Civita.

2.4.6. Foliaciones

Definicién 24. Sea M una variedad diferenciable de dimension d y de clase C". Una Foliacion
F en M de clase C* con hojas CY, es una famila F = {Lqa} 4 de subvariedades conexas de clase

C? y de dimension k, con s <r ,q<r yk <d, que satisface:
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1. UA{LQ}=M,a¢B=>LaﬂL5=®
ae

2. Eziste un atlas mdzimo {(p,Uy)} de clase C*, tal que Vx € M la carta coordenada, (0y, Uy)

tiene las siguientes propiedades:

a) ¢o(Uy) = BF x Bk c R¥ x R¥* donde B* son bolas abiertas en R'.
b) Si (¢u,Uy) es tal que (Uy N Ly) # &, entonces

(pI(Uw N La) = {(SC], ---awd) € (pz(Uz) | Tk+1 = Ck+15---yLd = cd)} (243)
con ¢; € R.

A cada Ly se le llama Hoja de F yVx € M, denotaremos por F(zx) la hoja de F que contiene
a . Una Caja Foliada es ¢;'(B* x B¥™F) y o 1 (B* x {n}) son sus correspondientes Hojas
Locales.

Observacion 1. Notemos que:

1. Si (02, Uz) y (94, Uy) son tales que (Uy nUy,) # @, entonces las funciones de transicion

Oyt 0 (Up nUy) — @y (Uy nUy) son de la forma o, 09, (Uy nUy) = (hi(€,n), ha(n)),
(&n) e RF x RI7F,

2. El grado de regularidad de las hojas L., como subvariedades de M es independiente del grado
de regularidad de la foliacion F, solo dependen de la reqularidad de M.

Por ejemplo, F puede ser una foliacion de clase C*®, con hojas de clase C1 con s < q. En

particular, estaremos interesados en estudiar foliaciones CP, B € (0,1) con hojas suaves (C*).

Ejemplo 5. Sea M una variedad diferenciable completa y con caracteristica de Euler x(M) = 0,
entonces M admite un campo vectorial no nulo de clase C*, V. Por el teorema de existencia y
unicidad de ecuaciones diferencales ordinarias, el flujo generado por las soluciones de V, ¢f, es

completo; por lo tanto, es una foliacion M de dimension 1 de clase C' con hojas {got}te]R de clase
ct.

Definicién 25. Una Distribucién de Dimension k en M? de clase C", es un campo de subes-
pacios tangentes de dimension k de clase C", {T'(x)},cps con T(x) < T,M y dim(T(z)) = k V.

También, lo podemos pensar como una seccidn de clase C" al haz Grassmanniano Gr(TM;k).

Una distribucion es Integrable, si para todo x € M existe una subvariedad de dimension k, tal

que sea tangente a la distribucion en todo punto.
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3

Dinamica Hiperbolica y Sistemas Anosov

3.1. Conjuntos Hiperbdlicos

Sea M una variedad Riemanniana de clase C!, @ # U € M un subconjunto abierto, y f : U —
f(U) € M un difeomorfismo local de clase C*. Un subconjunto A € U compacto y f — invariante
se llamard Hiperbdlico, si I\ € (0,1), ¢ > 0 y unas familias de subespacios {E*(x) < T, M}zep ¥
{E%(x) < TyM}gen tal que Vz e A

1. T,M = E*(z) ® E*(z)

[\

(%)) < At 0% Vot € B¥(2) y >0
3. 1dfs (v")] < eA” o] Vot € E(a) y n > 0

4. dfy [E°(2)] = E°(f(2)) y df [E"(2)] = E*(f(x))

Mas atin para A < p diremos que un difeomorfismo f admite una (A, u)-Descomposicién si
cumple las propiedades 1,2 y 4 y reemplazando 3 por:
35 df ()] < ep™ v, Vot € EM(x) y n = 0.

A E*(x) se le llama Subespacio Estable y a E“(z) Subespacio Inestable. Las familias
{E%(x)}ser ¥ {E“(2)}sen inducen 2 distribuciones llamadas Distribucién Estable e Inestable,

respectivamente.

Si M es una variedad Riemanniana compacta y se tiene que el conjunto hiperbdlico coincide
con M (A = M), entonces llamaremos al difeomorfismo f, Difeomorfismo de Anosov o Difeo-

morfismo Uniformemente Hiperbdlico.

Proposicién 11. Sea A un conjunto hiperbdlico de f, entonces los subespacios E®(x) y E"(x)
dependen continuamente de x € A. Ademds, dim(E*(x)) y dim(E*“(x)) son constantes en cada

componente conexa de A.
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Demostracion. Para toda x € A, sea {z,},..y S A tal que, {z,,} — z. Como dim(T,M) = d < 0,
pasando a una subsucesion {z,,, } de ser necesario, podemos asumir que dim(E*(z,,)) = k = cte.
Tomemos {¢ (xm)i}le una base ortonormal de E*(z,,). Sea SAM la restriccién del haz tangente

unitario a A.

Notemos que Vm y Vi, {g(xm)i}le € SaAM. Por compacidad de SAM, {&(xm):} — & en SAM,
Vi = 1,...,k y por continuidad de II : S\M — A, II({(x,);) — x, por lo tanto, & € S, M Vi.

Ademas, la continuidad de df, nos garantiza que,

a2 (€l = tim afz ()il < X ((lim Je(em)il) = X" i (3.1)

.. & € E5(x) Vi, esto implica que dim(E*(x)) > k.

Andlogamente, tenemos que dim(E"(z)) = d — k y como dim(E?®(x)) + dim(E"(x)) = d, con-
cluimos que dim(E*(z)) = k y dim(E"(x)) = d — k. Con esto, se obtiene la continuidad de los
mapas,  — E*(z) y x — E"(x) y, al mismo tiempo, la continuidad de A 3 & — dim(E"(z)) € N
y de A sz — dim(E"(x)) € N, de donde se sigue que las dimensiones de los subespacios estables e

inestables son constantes en las componentes conexas de A.

Miés atin, como df, es un isomorfismo y como df, [E*(z)] = E*(f(z)) y df. [E"(z)] = E“(f(z)),
tenemos que, si para algin = € A, In € N tal que f™(z) estd en una componente conexa diferente
que la de x entonces dim(E*(z)) = dim(E*(f™(x)) y dim(E"(z)) = dim(E*(f"(x)). Esto es, las
dimensiones de los espacios invariantes son constantes a lo largo de la 6rbita de cada componente

conexa de A. O

Denotemos por s = dim(E*(x)) y por u = dim(E"(x)) entonces, la proposicién [11] es equiva-
lente a decir que ¥; : A — Gr(TA, i), i = s,u es continua.

Corolario 5. Los subespacios E*(x) y E*(x) son uniformemente transversales. Esto es, existe

ag > 0 tal que para todo x € A v® € E*(x) y v* € E*(x), el dngulo entre v° y v* es al menos de «p.

Demostracion. Sea a(x) el dngulo minimo entre v® € E*(z) y v* € E*(z). Como E*(z) n E"(x) =
{0}, a(x) > 0. Como = — E‘(z), i = s,u es continua en A (proposicién |11, entonces a(z) es

continua en A, por compacidad a(z) alcanza un minimo positivo «y. O

Proposicién 12. Si A es un conjunto hiperbdlico de f con constantes A y ¢, entonces Ve > O existe
una métrica Riemanniana (-,-) , C', en una vecindad de A, llamada la métrica de Lyapunov con
respecto a f, tal que cumple las condiciones de hiperbolicidad con constantes N =X+e Y ¢ =1 Yy

los subespacios E*(x) y E*(x) son € — ortogonales, i.e. <vs,v“>/ < e Yv®,v" unitarios y p € A.

Demostracion. Para x € A, v® € E*(z) y v* € E*(x), definamos las siguientes normas:
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o] = > (4 &7 [df2 ()]
n=0

ot = S A+ o) df (v (3.2)
n=0

Estas series convergen uniformemente en cada bola de radio r > 0, es decir, para [[v¥|, [[v®| < r

0 A
y « € A. Esto se puede ver ya que tenemos que la serie geométrica Y, <H> converge, por
n=0 €

J A\
tanto, dado n > 0 tenemos que kg € N tal que >’ < —}, Vi >k = k.
nekal \ A+ € c

Por lo que, para la primera serie se tiene,

J

J k
DA+ A @) = Y A+ Idfﬁ(vs)l‘— Y, e dfr ()]
n=0

n=0 n=k+1
j A n j )\ n
< Z c|l——] v <er- Z ( ) <n (3.3)
n=k+1 <A + 6) n=k+1 A te

Vi >k = ko Vv® € B3(0) € E®(x). Esto muestra que la serie es uniformemente de Cauchy en
B:(0) € E*(x), de donde se sigue la convergencia uniforme en BZ(0).

, 0
Andlogamente, tenemos que la serie [v*|| = > (A + €)™ ||df, " (v")| converge uniformemente
n=0

en BY(0) <€ E*(x).
Por lo tanto, para v® € E*(x),
w ! ’
ldfa (v Z A+ 2 W) = A+ (v’ =) < (A + ) o7 (34)

Y andlogo, para v* € E*(x) se da que |df;*(v H (A+e Hv“||

/ ’ 2 ’ 2
Para v = v" + v® € T,M, x € A, definamos |v| = \/(v“| ) + (HvSH ) . La métrica Rieman-

niana se recupera de esta norma, de la siguiente manera:

) =5 (o ul) = (1) = (u)"). (35)

Esta métrica es continua, los subespacios invariantes son ortogonales entre si y f satisface las
condiciones de hiperbolicidad con constantes ¢ = 1 y A + €. Ahora, técnicas estandar de topologia

diferencial (ver por ejemplo el ejercicio 3 (b) de la seccién 2 del capitulo 2 en [Hirsch|, pag 56.), nos
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’
permiten aproximar a (-,-) en A uniformemente por una métrica Riemanniana suave, definida en

una vecindad de A. O

3.2. Conos Invariantes

Como se ha visto, los conjuntos hiperbdlicos estan definidos en términos de familias invariantes
de subespacios lineales de T, M. En esta seccién, se dard una caracterizacién de hiperbolicidad en

términos de familias invariantes de conos lineales.

Definicién 26. Sea A un conjunto hiperbdlico de f: U — f(U) € M. Dado que las distribuciones
{E%(2)}zen y {E™(x)}ser son continuas en A, éstas se pueden extender a distribuciones continuas
{E*(2)}sen ¥ {E“(2)}sen, definidas en una vecindad U(A) 2 A. Si x € U(A) y v € T, M, sea
v=v"+0v" conv®e E‘S(x) y ot e E“(x) Asumamos que esta métrica es la métrica de Lyapunov

con constante A. Para o > 0, definamos los Conos Estable e Inestable de tamaiio o como:

Ko(z) = {v e T.M/|v"] < aJv”[}
Ko(x) = {ve T, M/ [[v*] < afo"|} (3.6)

Generalizando esta idea, un cono Cg,(x) en T, M, se define como la imagen de K (z) bajo una

transformacion lineal invertible para j = s, u.

Para un cono C, denotemos por 8‘ =:int(C) | J{0}.

Observacién 2. Notemos que un cono K7 (z) lo podemos pensar como un conjunto de subespacios

vectoriales de T, M de dimension j, para j = S, u.

Para ser mds precisos, notemos que KJ(x) = Ogi o, donde:

Opi o i={W <T,M | dim(W) = j, |llg;(v) —v| < a|dgmn-; (v) — v|, Vv e W}. (3.7)

Esto es la cerradura del abierto Og; o en la Grassmaniana Grr,a(d;j). Con el fin de dar

claridad a la idea anterior, veamos el ejemplo del cono K¥(x).

Ejemplo 6. K¥(z) = Opu 4.

|2] Tomemos W € Ogu o , entonces Yv € W, se tiene que:

| < afv] (3.8)

27



3.2. Conos Invariantes Dinamica Hiperbdlica y Sistemas Anosov

S W < K¥(z) y en consecuencia KX (x) 2 Ogu q.
€| Sea W < TuM, dim(W) =u y W < K¥(x). Entonces Vv e W, se tiene que

Mg (o)~ ] = o] < acfe] = a5 (2) ~v] (39)

. W e Opguq . Ahora sélo falta ver que, Yv € K%(z), IW tal que, ve W < K¥(x) y dim(W) = u.
Esto se cumple, pues tomando v € K%(z) y una base {e;};_, para E*(z). Como E"(z) € K!(x),
entonces e; € K¥(x),Yi. Consideremos el conjunto {€i17€i2,--~>€z‘u,1} de w — 1 wvectores, tal que
hagan de {ueil,eiz, ...,eiufl} un conjunto linealmente independiente. Este ultimo conjunto clara-

mente estd en K*(x).

u—

Ahora, tomemos w = av+); aje;; una combinacion lineal de {U, e, }j 11 Como Y aje;, € E"(x),
concluimos que:
lw?|| = av®]| < efal [o*] = o av”|| < o [l (3.10)

Esto nos dice que, W = Span ({U,eij };:11) c K¥(z) y se sigue la afirmacion deseada, con lo

cual concluimos el ejemplo.

Proposicién 13. Sea A, = {z € U/dist(x,\) < €}. Para toda o > 0 Je(a) > 0 tal que, fi(A.) S
UA),i=-1,0,1 yVzeA,

dfz[Ko(2)] = K5(f(2))

df; L [KE(f ()] € Ko@) (3.11)

Demostracion. Tomemos € > 0 tal que las distribuciones E*(z) y E®(x) se puedan extender conti-
nuamente a lo largo de A, de tal manera que, Va € A, T, M = E%(x) ® E*(x) y las condiciones
de hiperbolicidad se sigan cumpliendo. De ser necesario, tomemos una e¢ mas chica a modo que,
fi(A) € U(A). Notemos que Yo' € E¥(x), |v| = de}?}l(x) o dfzv“H < A|dfzv.

Entonces para v € K¥(z), v = v* + v*® tenemos que:

ldfe0®|| < Ao’ < Aafo”] < afo”] < ad[dfer”| < oldfzv®], (3.12)

S dfa[Kg(2)] = Ko (f(2). (3.13)
Andlogamente, se tiene que para v € K2 (z), sucede que, df;é)(v) € K:(x) y por tanto,

o

df ;) L3 (F(@))] € K (a). (3.14)

O
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Proposicién 14. Para toda § >0, 3 a >0 y e > 0 tal que, fi(A) S U(A), i=-1,0,1 y Yz € A:

de;l(v)H <0+ N v st ve KX (z)
ldfz ()| < (8 +X) || si ve K2 (x). (3.15)
Demostracion. Sea § > 0. Como f*(A) < U(A),i = —1,0, 1 entonces, por continuidad tenemos que,
, )
fY(A) € U(A),i = —1,0,1 para alguna € > 0. Tomemos 0 < o < Y €(a), como en la proposicién

anterior. Entonces, para v € K3 (x), se tiene que:

ldfe ()| = lldfe(v*) + dfe(v®)] < dfe (V)] + |dfe (v*)| < afldfe(0®)] + [ldfe(v®)]
= (a+ D [dfe(0®)] < (@ + DA[(")] = (6 + X [(0*)] < (6 + A) o] - (3.16)

donde la dltima desigualdad se obtiene porque los subespacios E*(z) y E%(x) son e—ortogonales.

Con un argumento similar, se puede concluir que para v € K¥(z),

ldfs ()] < @+ ) [lo] - (3.17)
O

Teorema 6 (Conos Invariantes). Sea A un subconjunto compacto e invarante de f: U — f(U) <
M. Supongamos que Joe > 0 y que existen distribuciones continuas {E’S(x)}ze/\ Y {Eu(fE)}weA tal
que, T,M = E*(x) ® E*(z), Yo € A y que los a — conos K2(x) y K%(x), determinados por los

subespacios E*(z) y E"(x), satisfacen:
ALK € K@) L di KE ()] € Ka)
@ @) < Aol para 0 % v e K@) y | )] < AJv] para 0% v € K3 (2)
Entonces A es hiperbdlico.

Demostracion. La primera vineta, junto con un argumento inductivo, implica que:

dfF[Ka(@)] € K (f"(x)) y que df 1./ [EK(f" (2)] = K4 (x) (3.18)

Mas general,

df froy (K& (5 (2))] € Ka(f* (@) y que df i [ (" (@))] € Ko (F5(2)), (3.19)

Vn, ke N.
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Y la segunda vineta implica:

df;™(v)| < A" [v]| para 0 # v e KZ(x)
ldfz ()] < A" o] para 0 # v € K () (3.20)

Del ejemplo |§|, podemos pensar a K¥(x) como el conjunto de planos OEu(a:) o Que a su vez
lo podemos pensar contenido en H om(E“
Graf(Tw) < E*(x) @ E*(z), con Ty : E*

z), E5(x)), ya que YW € OE"(wLa se puede ver como,
z) — E5(z) lineal; i.e. W = (v, Ty (v*)).

—_ —~

Recordemos que para T € Hom(E"(x), E%(z)), la norma 1T, = rrédacl T (v)||, hace de Hom(E"(z), E*(z))
vESYUT
un espacio de Banach (ver [Clapp]), y por tanto Og.(,) . con la métrica [W| = ||Tw |, resulta ser

un espacio métrico completo, pues es OEu(x) ., cerrado en Hom(E“(x), Es(x))

Esto nos permite interpretar la primera vineta de la siguiente manera,

dfx (OEu(w),Oé) g OE'“(f(a:)),a (3.21)

Por la regla de la cadena tenemos df}tn(z) = dfp-1(g) 0+ odfp-n(y) Yn € N. Luego, si iden-
tificamos Tp—i+1(yy M ~ Tp-i(,yM podemos pensar que df]?_n(l) =dfy-1(py 0 0dfy-1(y) Vn €N,
as{ df}‘_ : OEu( )

z),a

()

Con este argumento se obtiene que:

ldfe (W) = ldfa(Tw)llo = méz, [dfs (Tw(v))]

veSu—1

< i ATy (0)] = A| mé, [Tw (@)l = Al = AW]. (3.22)

Esto muestra que df ;-1(,) es una contraccién, luego por el teorema de punto fijo de Banach,

tenemos que, 3! punto E“(z) fijo el cual puede ser encontrado de la siguiente forma:

E%(z) = lim {df]’},n - (W)} . (3.23)

n—o0

para cualquier W € K!(x), en particular para E*(x). Cabe mencionar que, la sucesién {df}‘,n(x) (W)} .
€
estd bien definida gracias a la linealidad de df, y a la identificacion de T'f-n ;) M con T, M discutida !

previamente.

De igual manera, es facil concluir que df;* : O B

)0 O €s una contraccién cuyo punto fijo

denotaremos por E*(x).

Por dltimo, veamos que las distribuciones E*(x) y E*(x) hacen de A un conjunto hiperbdlico.
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Para este fin, basta con checar la invarianza de E*(z) y E*(x), pues por construccién, E*(x), E*(x)

cumplen con las demés propiedades.

La invarianza de E*(z) se da, si ahora pensamos a df, : OE'“(:J:),a — OEu(f(x)),av entonces:

s (2" (@)) = df. | Vi {dffn oy (W)} | = lim dfy [{dfn oy V)] = B*(F). (320)
Andlogamente, se tiene que df, [E*(z)] = E*(f(z)). O

Proposicién 15. Sea A un conjunto hiperbdlico de f con la métrica de Lyapunov. Entonces V§ > 0

hay € > 0 tal que, las distribuciones E*(x) y E*(x) se pueden extender a A¢ y:

1. E"(x) sea continuo en A* y E*(x) sea continuo en A2, donde

={zxeU:dist(f"(x),A) <eVneN}
Ai ={zeU:dist(f"(z),A) <¢,VneN}. (3.25)

2. Size (A f(Ae)), entonces df, [E¥(x)] = E*(f(x)) y dfs [E°(x)] = E° f(z)).
3. |dfe(v)| < (6 + X)|Jv]; Yz € Ac y Yv € E*(z).
4. |df )| < 6+ A) Jvll; Vo € Ae y Vo € E%(z)

Demostracion. Sea § > 0 , toma «, € como en las proposiciones y y tal que A. < U(A).
Extiende continuamente las distribuciones E¥(z) y E*(z) en A se extienden continuamente a dis-
tribuciones E*(z) y E¥(z) a lo largo de A..

Para = € ANA?, sea n(z) € N tal que f*(z) € Ac Vn € {0,...,n(z)} vy f"@+(x) ¢ A..
Entonces definamos E*(x) = dfff(&f (Es(f”(z)(z))). Luego para x € A%, definamos E*(z) =

lzm dffn(x) (E‘S (f”(z))) Este subespacio estd bien definido, pues, haciendo el mismo tipo de con-

51dera010nes que en el teorema |§|, tenemos que E*(x) es un punto fijo de la contraccion df ;(106 ) en el

cono K2 (x). Dadas estas definiciones es fdcil ver que se cumple 2

Para ver que E®(x) depende continuamente de 2 € A%, tomemos una sucesién (xj)ren tal que
xp — xo, k — o0 denotemos por Y, (zy) = dffn(m) (Es(f"(xk))> Vk € N, luego tenemos que,
E#(xzy) = lim Y, (x) y, por otro lado, por continuidad de E'S(x) tenemos que Yy, (xg) = klim Yo (zk)

n—o0 —00

y queremos ver que klzm E¢(xy) = E*(x0),
—0
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Mi(z1) - Ya(z)} now ES(21)
{Yl(l'k) Yn(ack)} n—o0 Es(l'k) (326)
S O S
(Vi(zo) -+ Yalzo)} now E(x0)

Entonces para todo abierto U en el haz Grassmanniano Gr(TM;s) que contenga a E*(xg),
tenemos que IN € N tal que Y, (x¢) € U VYn = N, luego IK,, € N tal que Y, (zx) € U Yk = K,
= E®(xy) € U Yk = K, y VYn = N. Esto muestra que, E*(x;) — E®(x9), k — o0, con lo que

concluimos la continuidad de E*(z) y por tanto 1.

El resto de las propiedades nos las da la proposicion O

3.3. e-Pseudo Orbitas

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y dp;(-, ) la distancia en M dada por la métrica Rieman-

niana.

Definicién 27. Una e-pseudo érbita de f: U — M es una sucesidn (x,) € U finita o infinita
tal que, dyr(zni1, f(zn)) < €, Yn € Z. Se dice que una e-pseudo orbita es 6—sombreada por la
orbita Of(x) de x € U, si dpy(zp, f*(z)) <, Vn e Z.

El siguiente teorema (aunque técnico) es sumamente importante, pues, serd utilizado en varias
ocasiones para desmostrar propiedades importantes de los conjuntos hiperbdlicos. La motivacién

de este teorema surge a partir del Lema de sombreamiento [

Teorema 7 (Sombreamiento de Anosov). Sea U < M abierto, f : U — f(U) € M un difeomor-

fismo y A un conjunto hiperbdlico de f.

Entonces, hay un abierto Q(A) € U tal que, A S Q y existen €,00 > 0 tal que Y6 > 0 Je > 0
con las siguientes propiedades:

Vg :Q — g(Q) < M difeomorfismo de clase C? con dei (g, f) < €0 y para cualquier homeomor-
fismoh : Y —Y de un espacio topoldgico junto con un mapa continuo ¢ € C°(Y, Q) tal que satisfaga
deo(poh,go¢) = sug{dM(QS oh(y),g0¢(y))} <e. Entonces I e CO(Y,Q) tal que poh =goh y

ye

doo(¢,9) <.

Mds atin, es localmente unico en el siguiente sentido: si ' o h = go ' para algin ¢’ : Y — Q
con dgo(p, V') < do, entonces ' = 1.
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(D) O (®)
$1 O 190 = v O 1Y
h ¥ h
Y -— Y Y -— Y

€ — conmutativo = conmutativo

Demostracion. Notemos que, buscamos un mapa v € C°(Y,Q), el cual es un punto fijo de la apli-
cacion F : CY(Y,Q) — C°(Y,Q) , B+ go Boh™! Por tanto, la idea central de la demostracién
es llevar el problema al teorema de punto fijo de Banach. La mayor dificultad serd justificar que
se satisfacen las hipétesis del teroema de punto fijo. De ahi, sélo resta observar que se cumplen las

propiedades requeridas.
Daremos la prueba en 3 pasos:

Paso 1: Preambulo.

Notemos primero que, por compacidad de A podemos tomar 2 € M acotado con respecto a la
métrica inducida por M; esto es, tomemos (2, dps) como subespacio métrico acotado de (M, dyy).
Esto se da, por ejemplo, si 2 = A, con ¢ > 0 suficientemente pequena. Asi, todo mapa continuo

B:Y — Q es acotado, por lo que, C°(Y, Q) es un espacio métrico completo con la métrica uniforme
deo(a, B) = Sug{dM(a(y),ﬁ(y))} (ver [Clapp]).
yeE

Queremos también modelar a C%(Y, Q) con un espacio de Banach adecuado, esto a fin de tener
el concepto de diferenciabilidad. De hecho, se tiene que C°(Y, ) es una variedad de Banach; aun-
que para nuestro fin, bastara con darle este tipo de estructura a una bola abierta con centro en ¢,

By(¢) < C°(Y,Q), como lo haremos a continuacién:

Dado ¢ € C°(Y, ), consideremos el espacio de campos vectoriales continuos y acotados a lo

largo de ¢.
Bg(K TM) : {v e CUY,TM) : v(y) € TyyyM, sup {|v(y)|} < oo} . (3.27)
yeY

BY (Y, TM) equipado con la norma uniforme ||v],, = su};fa{Hv(y)H} es un espacio vectorial nor-
ye

mado completo (Banach).

Luego, para 6 > 0 suficientemente pequenia, sabemos que el mapa
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A': By(¢) — BY(Y,TM)

es un homeomorfismo entre By () y Bg’(O) < B(Y, TM).

Ahora, consideremos el mapa:

F® = AFA™' : B§(0) — BY(Y,TM)
FP(0)(y) = expy,) (9(exponi(y) (0(h1 () - (3:29)

Notemos que, si v es un punto fijo de F'®, entonces .A~!(v) es un punto fijo de F. Ademas, F'? es

diferenciable en v en el sentido de Fréchet. De hecho, dado que g es de clase C? = F? es de clase C2.

La regla de la cadena implica que,

DF?),€) (y) = d (expy °
(( ) )( ) ( ¢(y))g(ezpd)(h,l(y))(v(h*l(y))

Geap 1) 0= w)) © UETPo(n= (1)) )o(n= (s (R ()- (3.30)

Paso 2: Hiperbolicidad de (DF?)y¢
Veamos que (DF?)p¢ es un operador lineal hiperbdlico, esto es, que tiene espectro fuera del

circulo unitario.

Denotemos por, TpyM = E?(:E) @ E} (2), a la descomposiciéon hiperbélica de f. Sabemos que
existe una vecindad Q(A) 2 A, tal que la descomposicion TAM = E¥(z) @ E(x) se extiende
continuamente a lo largo de Q y la proposicion [I5] nos permite ademds, tomar las distribuciones
df,, invariantes (no necesariamente invariante por mds iteraciones de df,). A esta descomposicién
también la denotaremos ToM = E¥(x) ® E3(z).

Para todo = € Q, sea df; : ToM — E{(f(2)) i = u,s; asi, dfy(v) = dff(v) + df3(v). Sea
(df2), = dfs

H(df;f)uH*l < Ay |I(dfs),] < A; mientras que, por la invarianza de las distribuciones estable e

R (df}v)u = dfi |E}‘(m)- Entonces, por la hiperbolicidad de f, tenemos que

inestable, tenemos que (df;), = 0 = (dfy),. Por tanto,

_( @), 0
dfm—< 0 (dfi)s> (3.31)

De manera andloga, Vg € C(2, M) tenemos que con respecto a la misma descomposicién
ToM = E}L(JJ) @E;(x),
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N
49 ((dg:>u (dg;>s> (332

Luego para ¢ > 0, existe ¢g = 0, tal que si de1(f, g) < €9, tenemos que

l(dgs), I <X,
[(dgz) [l < dA,
[(dgz), [ < oA,
[(dgz) [l < A (3.33)

Por otro lado, la descomposicién ToM = Ef(z)® Ef(z), induce la siguiente descomposicién en
BY(Y,TM) = F* @ F* con,

Fr={veBy(Y,TM): v(y) € E¥(6(y))}
F*={veBY(Y,TM): v(y) € E{(¢(y))} . (3.34)

De manera analoga al caso de dimensién finita discutido anteriormente, definamos los mapas,
(DF2) : Bg(Y, TM) — F® con i = u,s; y ahora, con respecto a la descomposicién Bg(Y, TM) =
FU@F?, definamos (DF?) := (DF?)! |zu y (DF?). := (DF?)?
das parciales en el sentido de Fréchet de los mapas (DF?)? con respecto a F* y F*, respectivamente

Fs que no son mas que las deriva-

(ver [Clapp]). De ahi que,

. [ (DED: (DR
Do = < (D) <DF?;’>>2> (3:3)

Recordemos que d(ewp; 1),, = Id, esto implica que, para cualquier p > 0, 3¢ > 0 tal que
Hd(e:rp;ll)p2 — Id| < p, si da(p1,p2) < €. Como A € (0,1) = 0 < A™! — 1 entonces, si tomamos
p < A7! —1 tenemos que, [d(exp, )y, | < |d(exp,!)p, — Id| + |1d]| < p + 1. Ademds, para v = 0

concluimos que:

((DF?*)o€) (y) = d (exp, o dgotn-10y)) © £ (). (3.36)

W)
W)/ g(s(h=1(y))

Por lo que, si dco(¢, gph™!) < ey der(f, g) < €o se tiene lo siguiente:

Definamos p1 := (p+ 1)), entonces u < 1. Ahora acotemos la norma de (DF?)$. Sea £°(y) € F°,

entonces:
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loFere )] = |a (con,) o 06 07 0)

g(#(h=1(v))

—1 s s/ —1
= Hd (exp(b(y))g(qﬁ(h*l(y)) ‘ Hd%(h*l(y)) 0 &*(h (y))H

< (p+ 1) i o€ ()

<(p+ DA = ple]- (3.37)

Esto implica que, (DFéb )%| < p. Célculos andlogos muestran que:

—1

((DF):| <o, |(DF): <p

<duy H(DF(?)Z

Esto implica que, para § suficientemente pequena, el espectro de DFO¢ esta fuera del circulo

unitario, y por tanto, es un operador lineal hiperbdlico.

Paso 3: Definicién del mapa contractivo
Por el paso 2 tenemos que, DF(? tiene espectro hiperbdlico. Esto implica que, DFSb — Id es
(DFY — Id)—1H <R

invertible y, por tanto, 3R > 0 tal que )

Por otro lado, F'? es de clase C2. Luego, su expansién de Taylor alrededor de 0 nos da, F?(v) =
F?(0) + DF(jb(v) + H(v), con H(v) = o(|v])) (ver teorema de Taylor en espacios de Banach, [Cole]
6 [Wouk]). Por tanto, si v es un punto fijo de F?(v), cumple que:

(DFY — Id)(v) = — (F*(0) + H(v)) (3.38)

entonces definamos el operador,

T(v) = (—(DFg’ — Id)~ (F(0) + H)) (v). (3.39)

Notemos que, F? € C? si g € C2. Entonces para toda vy, vg € Bg’(O), sea vy = (1 — t)vy + tus,
t € [0,1]. Luego

HF¢(1}1) - F¢(U2)H < s);u%) HDFiH v — va (3.40)
€

Ademds tenemos que para toda £ y para toda v € Bg’(O),

[F)ew)] < [ (eonyl,y )| [dsenpyr e,

ldtewpag-s )| 60 @) - (3.41)
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Como g es C! cercano a F, entonces Hd (exp;(ly)) H Hdgew%(h_l(y))

| a(ezpgonr )| < -

Asi la ecuacién implica |(DF?),¢| < C[€]| con C constante. Luego, por Banach-Steinhaus
tenemos que |[DF?| es acotado para toda v € B(‘f(O). Esto prueba que F'¢ es Lipschitz en Bg’(())

con constante K.

Un arguneto similar al anterior implica que DF? es Lipschitz y por lo tanto DH también es

Lipschitz con constante K.

Observamos que
IT(0n) = T(v2)]| = | ~(DF = 1d) ™ (H(w1) — H(v2))|

< |-(DFg — 1a)7 | |(H(v1) = H(v))]

< Rﬁﬂf{HDH(vt)ll} vy = val|
€

< RK (ma {[v1], [vzl}) Jor = o] (3.42)
Ademas,
ITO) = |~(DF§ — 1a)" (F*(0))| < R|F*(O)] = R |eanzf,) (9(o(h (1))
= Rdco(é,g0poh™) = Rdeo(ph,go ¢) < Re. (3.43)

Ahora, tomemos dg < ﬁ, 0 <min{d,dp}, € <

, as{ para vy, vy € B?O (0) € BY(Y, TM)

2R
I7(01) = To2)] < 5 oy = va] (3.44)
y
7o)l <. (3.45)

Entonces, T es una contraccion y por el teorema de punto fijo de Banach T tiene un unico
punto fijo v € B?O (0) y, por tanto, F tiene un tnico punto fijo ¢ = A~ 1v € Bs,(¢); que de hecho,
se encuentra en Bg)(O) c ngo (0), yaque T (Bg(O)) c Bg(O). O

Lema 4 (Sombreamiento de Anosov). Sea A un congunto hiperbdlico de f : U — f(U) < M.
Entonces existe Q(A) 2 A, tal que para 6 > 0, e > 0 tal que V (x) e—drbita finita o infinita en

Q, es §-sombreada por una drbita de f.

Demostracion. Sea Y = Z con la topologia discreta, (xy) e—érbita, g = f (g = 0), h : Z — Z;
hk)=k+1,¢:Z — Q; ¢(k) = xx. Luego, como () es una e—6rbita, dys(¢ o h(k), f o ¢(k)) =
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dpyr(zps1, f(zg)) <€ = doo(poh, fod) <e.

Entonces, por el teorema de sombreamiento, 31 € C%(Z,Q) y § > 0 tal que poh = fot y

deo(¢,) < 6. Esto es, si (k) = yr = yr+1 = Yo h(k) = fo(k) = f(yx). Por tanto, si x = yo
tenemos que, ¥(k) = f¥(x) Vk € Z. Luego, como d¢o (¢, ) < § = dy(xk, f¥(x)) < 6, Vk € Z.

o L e A 3(9)
mt G tme 2= ¥l O 1y
7 ki)l 7 7 ki)l 7

O

Teorema 8 (Anosov Closing Lemma). Sea M wuna variedad Riemanniana. Sea A un conjunto
hiperbdlico de f : U — f(U) € M. Entonces, existe una vecindad abierta Q(A) 2 A y existe € > 0
tal que para toda 6 > 0 y cualquier e-drbita periddica (xg, ..., Tm—1) en Q, Iy € Q tal que f™(y) =y,
y se tiene que dys(xy, f¥(y)) <8 Yk =0,1,...,m — 1.

Demostracion. Sea Y = Z,, con la topologia discreta, g = f (eg = 0), h : Zp, — Zpm; h(k) =k +1
(mod m), ¢ : Zp, — ; ¢(k) = x1. Como (z) es una e—brbita = deo(¢ o h, f 0 ¢) < €. Luego, el

teorema de sombreamiento de Anosov implica el Clossing Lemma. O

Proposicién 16. Sea A un conjunto hiperbdlico de f : U — f(U) € M. Entonces Per(f |a)
NW(f | a)-

Demostracion. Seae >0y xz € NW(f | o). Tomemos § tal que d(¢oh, fop) < §.SeaU = B%(I’)GA.
Comoxz € NW(f | A), Intal que f*(U)nU # &.Seaze [~ (f*(U)nU) = Un f~(U). Entonces,
si denotamos por zj, := f¥(2), k = 0...,n — 1, tenemos que, d(z9, f(an_1)) = d(z, f*(z)) < §y
d(zg+1, f(z) =0Vk =0,...,n— 2 por la tanto {z, f(z), ..., f”fl(z)} es una d-6rbita, por el Anosov

closing lema, existe un punto periédico de periodo n a distancia menor que € de z. O

Corolario 6. Sea f: M — M difeomorfismo de Anosov, entonces Per(f) = NW(f).

3.4. Variedades Estables e Inestables

Teorema 9 (Hadamard-Perron). Sea A < pu, r =1, y Vn € Z sea f, : R? — R? un difeomorfismo
de clase C7, tal que (z,y) e R* @RI, sea s = d — u.

fn(@,y) = (An(2) + an(, ), Br(y) + Bu(x,y)) (3.46)

donde A, : R* — R" y By, : R® — R son mapas lineales con |A;Y| < p™t, |Bn| < A y 0y (0) = 0,
Bn(0) = 0.

Entonces existe yo = Yo(A, p) tal que para todo v € (0,79) existe un § = 6(\, p,7y) con la siguiente
propiedad:

St |an]co <6y |Bnlco <6 para toda n € Z entonces
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1. Existe una familia vnica {W,} }nez de variedades C' de dimension u,

W, =A{(, 05 (2)) [z € R"} = Graf(py). (3.47)

2. Eriste una familia tinica {W, }nez de variedades C* de dimension u,

W =A@, ¢, (2) [z e R’} = Graf(e,), (3.48)

+

donde ¢ :R* >R y ¢ : R? - R*, sup |l <~
ne

y se satisfacen las siguientes propiedades:

a) fTL(Wn_) = W7;+1 ; fn(er_) = Wn++1'
b) |fm(2)| < X |z| para z€ W, [ £.11(2)] < (W) | 2lpara = € WL,

i
donde N := (1 +~v)(A+ (1 + < ——0=y.
onde X i= (L+ A+ 0(1+9)) < == =ip

c) Sea N <v <y
Si | forr—10---0 fu(2)]| < Cvl|z|| VL = 0 y alguna C > 0 entonces z € W, .
Si|fnep oo fa1(2)] <Cv=L|z| VL =0 y alguna C > 0 entonces z € W,t.

Finalmente, en el caso hiperbdlico A <1 < pu, las familias {W } ez y {W,, nez son variedades
de clase C".

La demostracién de este teorema puede ser encontrada en [KaH].

Una de las aplicaciones mas importantes del teorema Hadamard-Perron es al siguiente teorema.

Teorema 10 (Variedades Estables e Inestables). Sea A un conjunto hiperbdlico para un difeomor-
fismo f: U — M de clase C*, tal que df en A admite una (\, p)-descomposicion con X < 1 < p.
Entonces, para cada x € A, existe un par de discos, C encajados, a saber, Wi (z) y Wi (). Estos
discos son llamados Variedad Estable Local y Variedad Inestable Local, respectivamente. Ademds,

cumplen que:
L Tzwlsoc(z) = E'Zi TIWlI(L?c(x) = E;r7
2 FWhol@) € Wio(F(@)), £ OV (@) € Wi (F @)
3. Para toda § > 0, existe C(0) tal que para n € N, entonces:
siye Wp (z) =

dar (f" (@), " (y)) < C(E)A +6)"dwm (2,y) (3.49)

siye Wi (z) =

Ay (f7" (), 7" (y) < C(0) (1 = 0) " dar (2, y) (3.50)
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4. Eziste B > 0 y una familia de vecindades Uy, las cuales contienen la bola Bg(x), con x € A,

tal que:

Wlsoc(x) = {y | fn(y) € Uf"(m)7n =0,1,2,--- }7
Wllj)('('r) = {y | fﬁn(y) € Uf*"(z)/n = 03 1727 e } (351)

Demostracion. Para cada x € A tomemos un sistema coordenado tal que la descomposicién T, M =
E%(z) ® E*(z) sea identificada con R = R* @ R®. Sea D. = B“(0) x B:(0) < T, M, con B*(0)
E%(x) y B:(0) € E*(x). Por compacidad de A, 3e > 0 tal que exp, : D. — M es inyectivo Ya € A
y por lo tanto es un difeomorfismo entre D, y una vecindad de x en M digamos, V.(z). Ahora

definamos la familia de mapas:

fae= eacp;(lw) o foexpy: D — RY (3.52)

Utilizando una bump function podemos extender f;. a todo T,M = R?. Denotemos por

fz a esta extensién. Entonces f,(0) = 0, ademds sabemos que dexpy = Id. Luego (df.)o =

(dexp;(lw))foempm(O) © (df)expm(O) © (dexpx)O = (dexp;(lw))f(z) © (df)w old = (df)w por el teorema de
expansién de Taylor tenemos que f(2) = (dfz)o + R(2) con R(0) = 0y R(z) = o(|z]) = [|R(2)] o

es pequeno.

Asi con respecto a las descomposiciones T,M = E%(z) @ E*(z) y R? = R* @ R® tenemos que
z = (,9):

(df o) | o) 0
dfz)o =dfz =
(dfz)o = df ( 0 (dfz) |Bs(2) )

Ahora denotemos por Ay = (dfx) Ev(x)s By = (dfx) |E“(z)a al(xay) = Ru(xay)v 51(5E,y) =
R*(z,y), de esta forma tenemos que, f, = (41(z) + a1(z,y), Bi(y) + Bi(z,y)). Con |AT!]| < pt,
|B1] < Ay a1(0) = 0, 51(0) = 0.

Con una construccién anédloga tenemos que para todo x € A y para cada elemento de la 6rbita
Oy (x), obtenemos una sucesién de difeomorfismos f,, = fn(z) : R — R? que cumplen con las

condiciones del teorema de Hadamard-Perron [0} de donde se sigue el resultado. O

Definicion 28. Los conjuntos:
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W (@) = | JF T Wi (f"(@)))

neN

W (@) i= ([ Wise(f " (2))) (3.54)

neN

estdn definidos independientemente de una eleccion particular de Wi, . y Wi .. Son variedades dife-
renciables inyectivamente inmersas en M y son llamadas Variedad Estable Global y Variedad

Inestable Global respectivamente. Se pueden caracterizar topolégicamente por

W) = {y e M | du(f"(2), ") — 0}

wi@) = {ye M| du(f " (@), () — 0} (3.55)

Proposicién 17. Siz,y € A,z € W} _(x) n W} (y), entonces la interseccion Wi () n Wi (y)
contiene una vecindad abierta de z en ambas variedades. Un resultado similar se vale para variedades

inestables locales.

Demostracion. Por la desigualdad del tridngulo y la parte 3) del teorema de variedades estables e
inestables dar(f"(2), f*(y)) < dar(f"(x), [*(2)) +dm (f"(2), ["(y)) = 0O

Luego por la parte 4) f™(y) € W}, .(f™(z)) para n suficientemente grande. Por lo tanto f™(W} .(y)) <
Wi (f™(z)). Como f"(W; . (y)), f*(Wi.(z)) € Wi .(f*(x)) son discos abiertos su interseccién es
abierta en Wy (f"(x)) y por tanto en f*(W;i (x)) v en f*(W;.(y)). Por dltimo notemos que
2 € [T W) 0 " Wine(@)))- .

Corolario 7. Si para x,y € A las variedades estables globales W*(x) y W#(y) tienen interseccion

no vacia, entonces W?(x) = W*(y). Lo mismo sucede con las variedades inestables globales.

Proposicién 18. Sean W?(x) y W¥(y) las bolas de radio € en W?*(x) y W¥(y), respectivamente.
Entonces existe € > 0 tal que Vx,y € A la interseccion WE(x) nW(y) consiste de a lo mds un punto

[z,y], v existe § > 0 tal que si dpr(x,y) < 6 para algunos x,y € A, entonces WE(x) n W*(y) # 2.

Demostracion. Es una implicacién directa del corolario |5l y del teorema de variedades estables e
inestables [T0l O

Corolario 8. Sea V = A, la nube de radio € entorno a A. Entonces las familias de variedades
{We(x)} y (W (x)} definen un par de foliaciones transversales W* y WY en V€ M. El grado de
reqularidad de estas es el mismo que el de sus distribuciones tangentes E°y E*.

3.5. Estabilidad de conjuntos hiperbdlicos

Proposicién 19. Sea A un conjunto hiperbdlico de f. Existe un abierto U(A) 2 A y e > 0 tal

que, si K € U(A) es un compacto invariante bajo un difeomorfismo g : U — M con dci(g, f) <€,
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entonces K es un conjunto hiperbdlico de g.

Demostracion. Extendamos las distribuciones E'; y E a distribuciones continuas E?, E;ﬁ alo largo
de U(A). Sea X € (0,1) la constante de hiperbolicidad para f en A, entonces Vv # 0 [[v]| — A |v|| > 0,
por lo tanto, tomemos 0 < € < |[v| — Aljv]|. Como dei(g, f) < €, para un o > 0 suficientemente
pequeno, los o — conos definidos por las distribuciones ES, E“f cumplen que paraz e Ly 0 # v e

K!(x), entonces

|dgyt (v)| < |ldfy ()| + e < Afo] + €< o] . (3.56)

Por continuidad de ||, IX" € (0,1) tal que A o] + € < X v, .". ||dgz ' (v)| < N [v]. Con un
argumento similar tenemos que si x € K y 0 # v € K&(x), entonces |dg,(v)| < A’ |v|. Tomemos
A* = mdax (N, \") para tener una tnica constante que funcione en ambos casos. Por compacidad de

K, podemos asumir que ademds, A* es la misma Vz € K.
El siguiente célculo:

ldgav®| < A" [v°] < Aafo¥| < afo"] < aX* |dg.v"| < a|dg.v"| (3.57)

demuestra que dg,[K%(z)] € K%(g(z)), y de manera similar se tiene dff_(;) [K:(f(x))] © Ki(x).

Por el teorema de conos invariantes [6] tenemos que, K es un conjunto hiperbélico de g. O

Definicién 29. Sea Dif f1(M) el conjunto de difeomorfismos C* de una variedad Riemanniana

M con la topologia C*.

Corolario 9. FEl conjunto de difeomorfismos de Anosov de una variedad Riemanniana M compacta,
es un abierto en Dif f*(M).

Demostracion. De la proposicion tomando A = M se sigue que si f es un difeomorfismo de
Anosov , entonces Vg € Dif f1(M) tal que g € B.(f) para e suficientemente pequefio, entonces g

también es Anosov. O

Proposicién 20. Sea A € U conjunto hiperbdlico de f: U — M. Para toda Q € U tal que Q 2 A
y Ve > 0,35 >0 tal que Vg : Q@ — M con dei(g, f,) < § IK € Q conjunto hiperbdlico de g y un
homeomorfismo ¢’ : KK — A tal que ' o g |xc= f |a ot y deo(h, Id) <.

Demostracion. Sea Y = A, h = f |, ¢ : A — U la inclusién y ¢y = €. Asi, tenemos que dgo(¢ o
h,go¢) = deco(f |a,9 |a) < €. Por el teorema de sombreamiento de Anosov, tenemos que, 3 un
mapeo continuo ¢ : A — Q tal que 1o f [a= g o, con doo(d,1) < e. Ahora definamos K =1p(A).
De nuevo aplicando el teorema de sombreamiento de AnosovaY =K ,h=glc,d =f|ayla
inclusién ¢ : K — M (ya que dco(¢oh,g' 0¢) = dco(dpog [, [ [a 0p) < dco(g |, f |a oY) <€)
para obtener ¢ : K — U con ¢/ og |xc= f |a o¢’. Por la unicidad ¢)=* = ¢)’. Para d suficientemente
pequenio el mapeo 1)’ esté cercano a la identidad y por la proposicién [19| K es hiperbdlico. O
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Definicién 30. Un difeomorfismo f de clase C' de una variedad diferenciable M es Estructu-
ralmente Estable si Ve > 0 36 > 0 tal que g € Dif'(M) y dist1(g, f) < §, entonces existe un
homeomorfismo h : M — M para el cual foh = hog ydisty(h,Id) <e.

Corolario 10. Los difeomorfismos de Anosov son estructuralmente estables.

Demostracion. Este es el caso de la proposicién anterior en el que A = M. O

3.6. Flujos Hiperbdlicos y Flujos de Anosov

Los resultados vistos a lo largo del capitulo 3 tienen su respectiva contraparte para el caso de
flujos, la mayoria se deducen de manera directa del caso discreto simplemente tomando el ¢y3- map.
Para algunos otros hay que hacer pequenas consideraciones y hacer pequenas adaptaciones en las

demostraciones del caso discreto.

A continuacién presentaremos brevemente algunos de los resultados para el caso continuo con

el objetivo de dar una luz de como deducirlos del caso discreto.

Definicién 31. Sea M una variedad Riemanniana de clase C', @ # U < M un subconjunto

abierto, y ' : R x U — ©*(U) € M un flujo local de clase C*. Denotemos por E°(z) al subespacio

dt
y pt-invariante se llamard Hiperbdlico, si IX € (0,1), ¢ > 0 y unas familias de subespacios
{E%(x) K TuM}zen y {E“(x) < TpyM}aen tal que Vr € A

d
de TyM generado por el flujo, es decir, E¢(x) := R [ —? tO)- Un subconjunto A € U compacto

1. T,M = E*(2) ® E"(z) ® E(x)

2. [yt (v*)] < A 0] Vo* € E*(z)yt = 0

3. [dgst ()] < A o] Vot € E%(z)yt = 0

4. dp [B°(2)] = E°(¢! (2))de;, [E*(2)] = E*(¢'(2)).

A E*(z) se le llama Subespacio Estable, a E*(x) Subespacio Inestable y a E°(x) Subes-
pacio Central. Las familias {E°(x)}pen y {E"(x)}zen inducen 2 distribuciones llamadas Distri-
bucién Estable e Inestable, respectivamente; y a la familia {E°(x)}zen la llamaremos Distri-

bucion Central.

Notemos que, de hecho, esta descomposicién genera otras 2 distribuciones, E"¥*(x) = E*(x) @
Ec(z) y EV"(z) = E%(x) ® E°(z), llamadas Distribucién Estable Débil e Inestable Débil,
respectivamente.

Para el caso en que M sea compacta y A = M llamaremos a ¢' Flujo de Anosov.

Definicién 32. Sea o' : R x U — p'(U) € M un flujo local. Para todo to € R llamamos Mapa al
Tiempo tg 6 to-Map al difeomorfismo local obtenido al fijar t = tg
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@' xU — o (U) = M. (3.58)
Si A € U es hiperbdlico para el flujo ' entonces el to-Map cumple que Yz € A
1. T,M = E*(z) ® E%(x) ® E°(z)
2. gy (v*)] < eA™e || Vo® € E*(z) yn >0

3. |ldpzm* (v")] < eA™ ot Vo € E¥(x) yn >0
4. dep [E°(x)] = E°(e" (x)) y dpyp' [E"(x)] = E* (¢ (2)).

En general, a un conjunto A que cumple con las propiedades anteriores donde no necesariamente

la distribucion central es de dimension uno, lo llamaremos Conjunto Parcialmente Hiperbdlico.

Notemos que, el subespacio central E¢(z) de un flujo hiperbdlico es de dimensién uno y depende
diferenciablemente de x € A. En cuanto a los otros 2 subespacios invariantes tenemos la siguiente

proposicién.

Proposicién 21. Sea A un conjunto hiperbdlico de ¢*, entonces los subespacios E*(z) y E“(x)
dependen continuamente de x € A. Ademds, dim(E*®(x)) y dim(E*“(x)) son constantes en cada

componente conexa de A.

Demostracion. A es parcialmente hiperbélico para el to-map (0. Entonces, con el mismo argumento

que la proposicén [11] se sigue la afirmacion. O
Como en el caso discreto denotemos por s = dim(E*(x)) y por u = dim(E*(z)).

Corolario 11. Sea A un conjunto hiperbdlico de ', entonces los subespacios EV*(z) y EV(x)
dependen continuamente de x € A. Ademds, dim(E**(z)) = s+ 1 y dim(E“"(x)) = u+ 1 en cada

componente conexa de A.

Teorema 11 (Conos Invariantes para Flujos). Sea A € U un subconjunto compacto e invarante
de ot : U — M. Supongamos que Ia > 0 y que existen distribuciones continuas {E*(x)}zen ¥
{E*(x)}aen tal que, T,M = E*(z) ® E"(z) ® E°(x), Yz € A y que los a-conos K¥*(z) y K¥*(z),
determinados por los subespacios E"*(x) ® E*(x) y E*(x) ® EV%(x), satisfacen:

L [KE ()] € Ky (e' (@), del ) K8 (' (@)] € Ki* ()

d

y 2 ldea(0)] < Aol para 0 # v e K3*(z).

d
= et (W) < Ao] para 0 # v e K3 ()
Entonces A es hiperbélico para .

Demostracién. Toma dp' y a las descomposiciones inducidas E**(z) @ E%(z) y E¥"(z) @ E*(z),

aplicales el teorema de conos invariantes para difeomorfismos. O
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Definicién 33. Sea M wuna variedad Riemanniana y ¢' : R x M — M un flujo diferenciable.

Una curva diferenciable ¢ : R — M, diremos que es una e-pseudo érbita para el flujo ©t, si

le(t) — o(c(®)| <€, VEeR. Sic es periddica, diremos que es una e-pseudo drbita cerrada.

Una curva diferenciable ¢ : R — M es d-sombreada por la orbita de x € M, si 3 una funcion

diferenciable s : R — R, con pTal 1| < 6 tal que dpr(c(s(t), o' (x)) < 6, Vt e R.

Notemos que, a diferencia del caso discreto (donde la 6rbita sombreada es tnica para § pequena),
aqui la eleccién de s no es tunica, pues la érbita puede admitir varias reparametrizaciones en el

tiempo. Sin embargo, la 6rbita sigue siendo tunica.

Teorema 12 (Sombreamiento de Anosov para Flujos). Sea ¢! un flujo diferenciable y A un con-
Junto hiperbdlico para p'. Entonces, existe una vecindad Q(A) 2 A y existen ey, 09 > 0 tal que
V6 > 0, 3¢ > 0 con las siguientes propiedades:

Vit : Q — Q) € M flujo de clase C? con der (¥, ') < € y para cualquier flujo continuo
v Y =Y de un espacio topoldgico Y, junto con un mapa continuo p € C°(Y,Q) tal que p(~*(y))
es una curva C' Yy € Y y cuyo vector tangente ﬁp(wt) lo (v) en p(y) depende continuamente de

y. Ademds, que satisfaga

sup { (5027 o 0 550 0 o ) f < (3.59

yey

d
Entonces, existe un mapa s:Y x R — R, con %89 — 1] <6 y BeCUY,Q) tal que,

Boy'® — ylog (3.60)

y Sgg{dM(P,ﬁ)} <.

Mds atin, f3 es tinico médulo una reparametrizacion del tiempo, si B oy7v() = apto B’ para algin

oy : R >R, |—oy - 1‘ < 8y sup{dm(p, B')} < 0o entonces, B'(y) = B(y*vE+7)=0v®)(y) para
yey

Ty : R = R suficientemente pequena.

Demostracion. Reduciremos el problema al Teorema de sombreamiento para difeomorfismos via
un método de transversalidad y restrinjamos las consideraciones del teorema a un subconjunto de

perturbaciones del mapa p : Y — €, en donde la solucién g sea tnica.

Sea E < T'M el subfibrado vectorial de codimensién uno que es ortogonal al campo vectorial

generado por el flujo ¢, v = Lot [,_,.

Luego, Vx € M tomemos una bola pequena D, < E,, tal que exp, : D, — M esté bien definido

y sea S, = exp,(D;). En una vecindad U, suficientemente pequenia de z € M, hay una proyeccién
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canénica 7, : U, — S, a lo largo de las érbitas de !, Luego, denotemos por S al espacio de mapas
B:Y — Qtal que B(y) € S,,). Para cualquier flujo ! suficientemente cercano a ¢!, definimos el

operador F' en S por,

(FB)(y) = (myy 09t 0 Boy ) (y). (3.61)

Como en el caso discreto, podemos identificar localmente S con I, el espacio de campos vecto-

riales u : Y — T'M a lo largo de p(y), u(y) € E,y,)

un operador, F? en I'. Un punto fijo u de '’ produce un punto fijo 8 de F' via el mapa exp,

. El operador F' se representa localmente por
y)
El mapa § envia las érbitas de v en érbitas de . Las mismas estimaciones que en el caso discreto,
nos permiten utlilizar el teorema de punto fijo de Banach para garantizar la existencia de 3. Fi-

nalmente, como el punto fijo § es un mapa en S, tenemos que 3(y) € D,(,) y, como D, depende

ply
diferenciablemente de z, tenemos que ( es diferenciable a lo largo de las orbitas de v y la tasa de

cambio de tiempo —s, es cercana a 1. O

dt

Corolario 12 (Lema sombreamiento Flujos). Sea M una variedad Riemanniana o' un flujo dife-
renciable y A un conjunto hiperbdlico de p'. Entonces existe una vecindad Q(A) de A tal que para

§ > 0 existe € > 0 tal que toda e-6rbita en Q(A) es §-sombreada por una érbita de o' .
También tenemos un closing lemma para flujos.

Corolario 13 (Anosov Closing Lemma para Flujos). Sea M una variedad Riemanniana @' un
flujo diferenciable y A un conjunto hiperbdlico de ©t. Entonces existe una vecindad Q(A) de A y
€0, 00 > 0 tal que para § > 0, existe € > 0 tal que toda e-drbita cerrada en Q(A) es §-sombreada por

una drbita periddica de ©t.

Proposicién 22. Sea A un conjunto hiperbélico de ot : U — o' (U) € M. Entonces Per(pt |z) =
NW(g" | a)-

Corolario 14. Sea ' : M — M de Anosov, entonces Per(f) = NW(f).

Proposicién 23 (Variedaes Estables e Inestables). Sea A un conjunto hiperbdlico para un difeo-
morfismo @' : M — M de clase C", ty > 0. Entonces, para cada x € A, eziste un par de discos
encajados de clase CT , a saber, W} (x) y W (z). Estos discos son llamados Variedad Estable

(Fuerte) Local y Variedad Inestable (Fuerte) Local, respectivamente. Ademds, cumplen que:
1 T Wi (o) = B3 ToWp (@) = B
2 P (Wi() © Wi (@' (@), o (Wi(2)) © Wi (ot (@) Ve > to;
3. Para toda 6 > 0, existe C(0) tal que para n € N

dist(p'(z), o' (y)) < C(8)(\ + 0)tdist(z,y) para y e W§ (x), t > 0.
dist(e~ (z), " (y)) < C(0)(X + 8) " 'dist(x,y) para y e W (z), t > 0.
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4. Ezxiste una familia continua de vecindades U, de x € A, tal que:

Wite(@) = {y | ¢(4) € Upray,t > 0; dur (9 (2), ¢ (9)) — 0}

t—o0

Wito(@) = {5 | 7 (1) € Upegoyst > 05 dur(™" (@), 97" () — 0} (3.62)
Demostracion. Consideremos el to-map, ¢f. Aplicando el teorema de Hadamard-Perron a la des-
composicion T, M = E“*(x) @ E*(x) nos garantiza la existencia de W} (z) que satisfacen las
propiedades 1) - 4), para ¢ € Ntg. De nuevo aplicando Hadamard-Perron a la descomposicién
T, M = E"(z) ® E"*(z) obtenemos la existencia de W} (z) cumpliendo con 1) - 4) para —t € Nty.

Notemos que 4) se cumple para todo ¢ € Nty y como ty fue elejido arbitrariamente entonces
4) se cumple para todo ¢t > 0. También veamos que 3) se cumple para todo ¢ > 0 ajustando la
constante C(4), ya que {¢"},c(;, 1, 4+1) €8 equicontinuo y ademds podemos pensar al flujo definido en

una vecindad precompacta de A. O

Definicion 34. Los conjuntos:

W (@) == o' Wi (e™' (2))), (3.63)

estdn definidos independientemente de una eleccion de particular de Wi . o WY_. Son variedades
diferenciables inyectivamentente inmersas en M y son llamadas Variedad Estable (Fuerte)
Global y Variedad Inestable (Fuerte) Global respectivamente. Se pueden caracterizar por

We(@) = {ye M| du('(2),¢'(4)) — 0}

t—0

W(x) = {ye M| du(¢™"(@),97 (1)) — 0} (3.64)

t—ao0

Las siguientes variedades

W () = | o' (W*())

teR

W) = o' 7 (@), (3.65)

son llamadas Variedad Estable Débil Global y Variedad Inestable Débil Global, respecti-
vamente. Se tiene que T,W" = E*(z) ® E°(x) y TW™" = E%(x) ® E°(z).

Proposicién 24. Sea A un conjunto hiperbdlico de pt. Existe un abierto U(A) 2 A y e > 0 tal que,
si K € U(A) es un compacto invariante bajo un difeomorfismo 1t con dci (9t ¢!) < €, entonces K

es un conjunto hiperbolico de ?.
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Demostracion. Extendamos continuamente las distribuciones Ej)t, E;t y Efa,, a lo largo de U(A).
Sea A € (0,1) la constante de hiperbolicidad para ¢! en A, entonces Yv # 0 [jv — X |v| > 0, por
lo tanto, tomemos 0 < € < [[v]| — A |v|. Como dc1 (¥, ¢!) < €, para un a > 0 suficientemente
pequeno, el a-cono, K»**(z), definido por la descomposicién E};’f @ E;ft cumple que para x € L y

0 # v e KY"(x), entonces
d —t d t

d
Por continuidad de ||-||, 3N € (0,1) tal que Ao + € < X |v], . %Hdgp;t(v)\\ < X |v|. Con un

d
argumento similar tenemos que si x € Ly 0 # v € K2*(x), entonces p [det (v)| < A ||v||. Tomemos
A* = max(N,\") para tener una tinica constante que funcione en ambos casos. Por compacidad de

K podemos asumir que ademds, \* es la misma Vz € K.
El siguiente calculo:

ldez ()] < A o]l < Ao o] < a o] < aX* [deg, (v")]| < a[dil, ()], (3.67)

demuestra que dp’, [KY(z)] € K¥(¢'(x)), y de manera similar se tiene dw;f(w) [K:(o'(x))] € KE(x).

Por el teorema de conos invariantes para flujos tenemos que, K es un conjunto hiperbélico de ¢f. O

Definicién 35. Sea Flow'(M) el conjunto de flujos C' de una variedad Riemanniana M con la

topologia C*.

Corolario 15. El conjunto de flujos de Anosov de una variedad Riemanniana M compacta, es un
abierto en Flow(M).

! es un flujo de Anosov,

Demostracion. De la proposicion tomando A = M se sigue que si ¢
entonces Vi)' € Flow! (M) tal que g € B.(f) para e suficientemente pequeiio, entonces )’ también

es Anosov. O

Proposicién 25 (Estabilidad de Conjuntos Hiperbdlicos). Sea A € U conjunto hiperbdlico de
@t : U — M. Para toda Q < U tal que Q 2 A y Ve > 0, 36 > 0 tal que Y¢* : Q — M con
der (9t oY) < § IK = Q congunto hiperbdlico de ' y un homeomorfismo h : K — A tal que
hot |ic= ! |p oh ydco(h,Id) < e.

Demostracion. Sea Y = A, vt = ¢t [y Vt, p: A — U la inclusién y €y = €. Asi tenemos que,
d d d d

p(4(2)) = @ I es Oy doo((p©7) los (0 0 p) lo) = dew (59" n)g 7 (8 [a)g) < e. Por

el teorema de sombreamiento de Anosov para flujos tenemos que, 3 un mapa s : A x R — R, con

sp — 1| < § y un mapa continuo 8 : A — Q tal que o @*®) |y= 1)’ o B, con deo(p, B) < .

dt
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Ahora definamos K =8(A). De nuevo aplicando el teorema de sombreamiento de Anosov para

- d
flujos a Y = K , 4t = ¢! |, ¥* = ¢* |s v la inclusién p : K — M (ya que dco(%(poyt) lo
d - d d
’@(wt o0p) o) = dco(%(ﬂ}t |K)g s %(got |a ©8),) < €) para obtener un mapa o : A x R — R, con
d
=0~ 1| <6 yunmapah: K — U con hot)?® |c= ¢! |s oh. Para § suficientemente pequefo el
mapeo h estd cercano a la identidad y por la proposicién 24] K es hiperbélico. O

Definicién 36. Un flujo ¢t de clase C' es Estructuralmente Estable si Ve > 0 36 > 0 tal que
para todo flujo V¥t con dei (Y, ') < 8, entoces existe un homeomorfismo h : M — M, y o, una

reparametrizacion suave del tiempo, para el cual o' o h = ho "M y disty (h,Id) < e.

Corolario 16 (Estabilidad Estructural de Flujos de Anosov). Los flujos de Anosov son estructu-

ralmente estables.

Demostracion. Toma A = M y aplica la proposicién anterior. O
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4

Ergodicidad de los Difeomorfismos de Anosov

En 1939 E. Hopf, demostré en [Ho] y [Ho2] (véase también [Ho3|), que el flujo geodésico en
una variedad Riemanniana cerrada M con curvatura constante negativa y en una superficie cerrada
S con curvatura Gaussiana negativa, no necesariamente constante, es ergédico con respecto a la
medida Riemanniana, utilizando lo que hoy en dia se conoce como el Argumento de Hopf. Sin
éxito durante anos, algunos mateméticos (incluido Hopf), intentaron demostrar la ergodicidad del
flujo geodésico para los casos restantes. Es decir, cuando dim(M) = d > 3 y la curvatura seccional
de M es negativa y variable. La dificultad con la que se enfrentaron fue que, en general, la estruc-
tura de producto local definidas por las foliaciones estable e inestable del flujo geodésico tiene un
sistema coordenado que ni siquiera es C!, y por esto, no se puede aplicar el teorema de Fubini
para garantizar una desintegracion de la medida Riemanniana a lo largo de las hojas de dichas

foliaciones y asi obtener la ergodicidad del flujo geodésico.

No fue hasta 1967 que D. Anosov en [An| logra demostrar el caso general. Para esto, Anosov
demuestra que en general, las distribuciones tangentes a las foliaciones estable e inestable no son
distribuciones C!, pero si tienen cierto grado de regularidad, ddndose cuenta que dependen de ma-
nera Holder de M. Con esto, tiene la virtud de reemplazar la diferenciabilidad por la continuidad
absoluta de las foliaciones estable e inestable en el argumento de Hopf, para asi probar la ergodi-

cidad del flujo geodésico.

Con el argumento de Hopf y la continuidad absoluta, Anosov, no sélo demostré la ergodicidad
del flujo geodésico en variedades Riemannianas cerradas con curvatura seccional negativa, sino tam-
bién logra demostrar la ergodicidad para cualquier sistema dindmico de clase C?, Uniformemente
Hiperbdlico, también conocidos como sistemas Anosov. Esto fue realmente importante, pues de la
estabilidad estructural de los sistemas Anosov, se obtuvo el primer ejemplo de sistemas dindmicos

ergédicamente estables.

Desde entonces, el argumento de Hopf se ha utilizado en una gran cantidad de ocasiones para
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demostrar la ergodicidad de muchos sistemas dindmicos, y forma una herramienta estandar en esta

parte de la teoria.

4.1. Foliaciones Absolutamente Continuas

En esta seccién estudiaremos el concepto de Foliaciones Absolutamente Continuas y algunas
nociones derivadas de él, este concepto es una herramienta escencial de la dindmica hiperbdlica.
Lo que veremos es de gran interés para el trabajo y en general para el estudio de esta parte de la
teoria; pues recopila y unifica conceptos, definiciones, proposiciones y teoremas que surgen en los
diferentes libros, articulos recientes y no tan recientes, en particular en : [Br,St], [PVW], [Pu,Sh],
[Bu,Wi|, [AVW] y [Anl.

Para este fin, la mayoria de las proposiciones estan demostradas a detalle, algunas siguiendo
las pruebas dadas por la literatura y otras demostradas de manera diferente. Se incluyen algunos
resultados que aparecen dentro de la literatura antes mencionada donde muestran equivalencias de
estos conceptos, asi como se crean y demuestran algunos resultados a manera de ver equivalencias

entre nociones que, en principio, son diferentes.

4.1.1. Foliaciones Absolutamente Continuas

Sea M? una variedad Riemanniana. Denotemos por m el volumen Riemanniano y my el volu-
men Riemanniano inducido a una subvariedad N de clase C''. Denotemos por Ay a la o-dlgebra
de Borel sobre N.

Sea F una foliacién continua de M. Entonces toda hoja F(x) y toda transversal local ¥ pueden

ser equipadas con la medida Riemanniana inducida mz(,) y ms, respectivamente. Asf tenemos que

(F(x), Ar(a), mF)) ¥ (X, As, mx) son espacios de medida.

Definicién 37. Sean u, v dos medidas sobre el mismo espacio de medida (X, Q). p es Absoluta-
mente Continua con respecto a v, y lo denotaremos por p < v, si YA medible, tal que v(A) =0,

implica que p(A) = 0.

En forma breve:

(v(A) = 0) = (u(A) = 0) (4.1)
En particular, supongamos que hay medidas p, v que cumplen, p(A) = § G fdv VA e Qy f
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medible y positiva. Entonces si ¥(A) = 0 tenemos que p(A) = 0 por tanto p « v. El siguiente

teorema es el converso a esta situacion.

Teorema 13 (Radon-Nikodym). Sean p, v medidas positivas tal que p < v. Entonces 3 f = 0
medible, tal que p(A) = SA fdv YA € Q. Ademds, es iunica en el siguiente sentido, si h es otra

funcion con esta propiedad, entonces h = f pu— c.t.p..
. . H
A f se le conoce como la derivada de Radon-Nikodym y se denota por o
v

Este es un resultado cldsico en probabilidad y teoria de la medida, se puede encontrar en [Dur]

6 [Tay].

Definicién 38. ([Br,SH/;p144) Sea F una foliacion de M¢ de dimension k. (U, ) una carta coorde-
nada para la foliacion en M y ¥ = o~ ({y} x B¥F) una transversal local de clase C'. La foliacién
F es absolutamente continua, si VX yV U existe una familia medible de funciones medibles
positivas 0, : Fy(z) — R, llamadas densidades condicionadas (6 desintegraciones [AVW];p7)

tales que para cualquier subconjunto medible A < U.

m<A>:J f 14(2, 9)3% (y)dm (o) (y)dims (). (4.2)
S JF(x)

Como U tiene una estructura local de producto i.e. U = Us, x Uz(y), donde Ur(,) = (U N F(x)).
Luego para todo A < U, tal que A este en el semianillo de los rectdngulos Sy 7(,). Entonces, si

denotamos por f(z,y) = 1a(z,y)0z(y) € LY(E x F(x), Asx r(z)) por Fubini ([Tay]) tenemos que:

1.
fac(y) = ]-A]:(m) (y)(sm(y) € Ll(F(x)vA]:(w)) (43)

my —c.t.p. T e .

My — ct.py € F(r).

L Jf(x) S y)dm = L g(a)dms(z) (4.5)

Asi tenemos,
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j( j 1A<x,y>5x<y>dmf<x><y>> dms(z) = f ( j my)dmm)(y)) dms(z)
= F(x) As, AF(2)

_ f B2 (y)dm 7 2) (y) s ()
A

(4.6)

Como Sy 7(2) genera a As, 7(,), implica que m « msmz(,) localmente. En otras palabras,
m es absolutamente continua con respecto a la medida producto mzyms en U. El teorema de

dm

Radon-Nikodym implica que d,(y) = , por lo que 6,.(y) es positiva m — c.t.p.

d(mzm}'(z))

De hecho, también se tiene que mz,yms < m.
Lema 5. Sea F absolutamente continua y sea Z < U tal que m(Z) = 0. Entonces mzgg)(Z

F(z)) =0my —ctp zeX.

Demostracion. Sea Z, = {ye F(z): (x,y) € Z}, entonces (1z).(y) = (1z,)(y). Ademds Z n
F(x) = Z,. Luego la continuidad absoluta de F implica:

0=m(2) = j L(r) 12(2, )82 (4)dm r o) (9)dmss ()

_ f f(lzg(y)am(y)dmf@(y) dms (z) = f f 5 dmy () [dms(z) (A7)

3\ F(z) X \Zn F(z)
— § 0z (y)dm g (y) = 0, mg —c.t.p. x € X. Como & (y) es positiva m — c.t.p. conclui-
Zn F(x)
mos que mz(y)(Z N F(z)) =0 myg —ct.p. veX. O

Corolario 17. Si F es absolutamente continua. Entonces m g yms < m localmente.

Demostracion. Sea Z < U un conjunto tal que m(Z) = 0. Por el lema anterior, tenemos que

m}-(w)mg(Z) =0. O

Definicién 39. ([AVW|;p10),([PVW];p1) Sea F una foliacién de M? de dimension k. (U, ) una
carta coordenada para la foliacion en M, y ¥; = o~ *({y;} x B¥™*), para y; € B¥ con i =1,2; dos

transversales locales de clase C*. Consideremos hsy 3z, 1 21 — 22 la holonomia entre ¥1 y Xo.

Diremos que F tiene holonomia aboslutamente continua ¢ que F es absolutamente con-
tinua transversalmente (|Br,St/;p145), si para toda carta coordenada para la foliacion (U, p) y
para toda holonomia hy, s, entre cualesquiera 2 transversales, el push-forward (hs, s,), ms, es

absolutamente continuo con respecto a msy, .
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Observacién 3. Intercambiando los roles de X1 y Yo, tenemos que de hecho, (hsx, x,), ms,
es equivalente a ms,: Denotemos por h := hy, 5, y tomemos A tal que 0 = (h)ymy, (A) =
my, (h=1(A)). Como (hs,x,)”' = hs,x, tenemos que (h™')yms, < my,, luego si my, (B) = 0
= my,(h(B)) = 0. En particular para B = h='(A) tenemos que msx,(h(B)) = mx,(A) = 0.
Asims, < (hs, 5,), ms, -

Proposicion 26. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es absolutamente continua transversalmente.

2. my, ((hs,.5,) "1 (A)) = Szmz 1aJpdms, YA € Sy medible y con Jy, : 3o — R medible y positiva.
Para cualesquiera 2 transversales.

3. my, (hy, »,(4)) = Szl 1aJp—1dmy, YA € 31 medible y con J,-1 : £1 — R medible y positiva.
Para cualesquiera 2 transversales.

A Jy y a Jy-1 se les conoce como Jacobianos, pues generalizan el caso diferenciable.

Demostracion. 1)= 2) Sean X1,3, transversales como F tiene holonomia absolutamente conti-
nua, el push-forward de ms,, (hs, x,), ms, es equivalente a mx,. En particular, tenemos que
(hs, 5,), ms, € ms,, por el teorema de Radon-Nikodym |13 tenemos que existe una funcién Jj,

positiva y medible tal que:

(hsy 54), s, (A) = L Jydms, (48)

para todo A medible. Entonces tenemos que:

s, (hey 52) "1 (A)) = (b, 5,), M, (A) = j

J}Ldmgz :f lAJhdmzz (4.9)
A

PP

2)= 1) Si tenemos que msy, ((hs, ,) " (4) = {5, LaJndms, = §, Jndms, VA € 3 medible,
por el comentario al final de la definicién se tiene que (hy, x,), My, € my,.

1)«<=3) Como (hg, n,)"' = hy, n, asf estamos en el caso 1)«<=2). M4ds ain la observacién
junto con Radon-Nikodym |13|implican que Jj,-1 = J, L O

Proposicién 27. Sea F una foliacion absolutamente continua de una variedad Riemanniana M,
y sea f: M — R una funcion medible. Supongamos que hay un conjunto Z < M de medida cero tal
que f es constante en F(x)\Z para toda hoja F(x). Entonces f es esencialmente constante en casi
toda hoja, es decir, para cualquier transversal X, la funcion f es mg(,)-esencialmente constante

para casi todo x € X2 con respecto a la medida my.

Demostracion. La continuidad absoluta implica que m z(,)(Z n F(x)) = 0 para casi todo x € ¥ con

respecto a la medida my. O
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Lema 6 (Teorema de Cambio de Variable). Sean (X, Ax,u) v (Y, Ay,v) espacios de medida y
h: X — Y un mapa bimedible tal que hy'v « p. Entonces Vo € LY(Y,v), §odv = §(poh)J,-1dpu.
Y X

d(hy'v)
du
Demostracion. Por Radon—Nikodympara toda fe LN X,hy'v) = fJp 1 e LN(X,p) y

Donde Jy,-1 es la derivada de Radon-Nikodyim

J fd(hztv) = f fIn-1dp. (4.10)
X X

Por otro lado siempre se tiene que p € L (Y, hyji) < pohe LYY, i) y §pd(hyfi) = §(poh)dp
v X

para cualquier ji. Luego tomando i = hy'v y h: (X, hy'v) — (Y,v) tenemos:

f@pdu = J(pd hy(h J woh)d(hy'v) = J(gp o h)Jp-1dp (4.11)

Y Y X X
O

Proposicién 28. Si F es absolutamente continua transversalmente entonces es absolutamente

continua.

Demostracion. Sea Xy U como en la definicién x €Y y sea Z una foliacién de clase C' trans-
versal a F tal que, ¥ € Z(x), Zy(x) =X,y U = Uye}-u(x) Zy(y). Claramente, Z es absolutamente
continua y transversalmente absolutamente continua. Sea 0,(-) las densidades condicionales para
Z. Como Z es una foliacién C!, § es continua, y por lo tanto, medible. Tomemos un subconjunto

A < U medible, por el teorema de Fubini se tiene,

m<A>:j f 14(y, 2)5, (2)dm sy (2)dm o) (). (4.12)
Ful(z) JZu(y

Denotemos por hy, := hy z,(,) a el mapa de holonomia a lo largo de las hojas de F desde
Zy(xz) =X a Zy(y), y sea Jy(-) el Jacobiano de h,. Entonces por el teorema de cambio de variable

[6] tenemos que:

f 1A<y,z>$y<z>dmz<y><z>=j 14(y, iy (5)) (Jy(5)) - 3y (hy(5))dms(s)  (4.13)
Zu(y) D)

De nuevo Fubini nos permite cambiar el orden de las integrales de la primera ecuacion, que es

una integral con respecto al producto de medidas, tenemos que:

)= [ [ a6 (55 9) oDz s () (@410)
S JFu(z)

De manera similar, sea hg := hry (z),Fy (s) 1a holonomfa a lo largo de las hojas de Z desde Fys(x)
a Fy(s), s € ¥y J, el Jacobiano de hy. Transformemos la integral sobre Fy(z) en una integral

sobre Fy(s) con el siguiente cambio de variable:
1
r=hy(s),y =h, (r):
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f 14(y by (5)) (J74(5)) By (hy (5) iz ()
Fu(x)

_ L ( )1A(ES(7“),hy(s))Jy—l(s)Sﬁs(T)(hy(s))js(r)dm]:(s) (r). (4.15)
Uuls
Esta ultima igualdad junto con la ecuacién (4.14)), da la continuidad absoluta de F. O

En general tenemos que si Fy es absolutamente continua NO implica que Fy; es absolutamente
continua transversalmente [Br,St]. En la siguiente subseccién veremos que en caso de que tenga

Jacobianos acotados estas 2 nociones son equivalentes (proposicién [31)).

4.1.2. Continuidad Absoluta con Jacobianos Acotados

Definicién 40. ([Bu, WiJ;p460) Una foliacion local Fy es Absolutamente Continua con Ja-
cobiano Acotado siV a € (0,%], existe ¢ = 1 tal que para cualquier transversal suave ¥, que

forme un dngulo entre las F-hojas de al menos «, y VA € U m-medible se cumpla que:

c'm(A) < fz mr(An Fy(z))dms(z) < em(A). (4.16)

Una foliacion local Fyy es Absolutamente Continua Transversalmente con Jacobianos
'3
y Yo que formen un dngulo entre las F-hojas de al menos o, y VA € ¥1 my, -medible se cumpla

Acotados, si para todo a € (0, Z], existe ¢ = 1 tal que para cualesquiera 2 transversales suaves ¥

que:

Cilmzl (A) < My, (h21,22 (A)) < emy, (A) (417)

Proposicion 29.
c'm(A) < J Mz, (z)(A 0 Fy(x))dms(r) < em(A) (4.18)
by

siy solo sim(A) = §g, {7 o) La(@, y)0a(y)dmz ) (y)dms (@) con d:(y) acotado.
. dp dv
Demostracion. Primero recordemos que si 4y v son dos medidas finitas equivalentes y o son
voap
-1
dv du
las respectivas derivadas de Radon-Nikodym entonces tenemos que -\
" v

|=| Observemos que

f Mry o) (A O Fi () dms () = f f dm 5y (o) (4) A (2) (4.19)
b S JANFy (x)

_ J f La(@, y)dm g, (o (y)dms (x)
» JFu(x)

= m]_-U(I)mg (A)
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Entonces (4.18)) implica que m « Mg, zyMms ¥ Mz, @zyms « m. Por el teorema de Radon-
Nikodym 3 6(z,y) = d,(y) funcién medible positiva definida en U tal que para todo A € U medible

m(4) = Ty, T, ) L (2 9)8 (9)dm s, () (y) dms ().

Ahora, sea A, = {y e Fy(z) : (x,y) € A}, entonces (14),(y) = (14,)(y). Ademds A n Fy(z) =
A,. Asi para todo A € U medible,

m(4) = j Jm) 1A(2, )52 (5)dm gy o) () dms ()

< CJ mr, (AN Fy(x))dms(z)
b

=cC (m}-U(w)mg(A))
(4.20)
1
L 1 0. (y)d - (y)d <c VAC dible,
uego me(x)mz(A) Sz} S]:U(w) A(z,9)6:(y) MFy( )(y) mx(x) < ¢, V U medible
= 0.(y) < e
Por otro lado

mryoms(A) = | (@) dm < n(a) (1.21)

1
Luego WSA (6(y)) " dm < ¢, VA < U medible = (8,(y)) " < ¢, por lo tanto ¢! < 8, (y).
m
Asf concluimos que ¢~ < §,(y) < c.

<] Sim(A4) = § S}.U(x) 14(2,y)02(y)dmr, (2)(y)dms(x) entonces Fy es absolutamente con-

tinua en el sentido de la definicién luego por el corolario tenemos que m y mz, )My son

-1

equivalentes. Entonces si ¢; < 6, (y) < co. tenemos que c;* < (6,(y)) ™" < ¢’ Asf tenemos que:

m(A) = f fm) 14(2, )8, (4)dm zy (o) (3)dms(x)
< L LU(:@ La(z,y)dmz, () (y)dms(z)

= Cy fz Mz, ) (AN Fy(r))dms(z).

= c; 'm(A) < §gmr, ) (A Fy(z)dms(z).
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|z (A Fo@)ims () = m ms(4)

Il
b 4
=S
8
—~
<
I
—
U
3

N
o
> ?
QA
3

= ¢ m(A).

Tomando ¢ = max {cfl7 02}, entonces a) y b) implican que:

c'm(A) < J mr(An Fy(z))dms(x)
b

< em(A). (4.22)

Este resultado justifica el nombre de la definicién [40] pues muestra que Fy es absolutamente
continua con Jacobianos acotados si y solo si Fy es absolutamente continua (17]) con densidades

condicionales (derivadas de Radon-Nikodym) acotadas. O

Proposicién 30. Una foliacion local Fy es absolutamente continua transversalmente con Jaco-
bianos acotados <= Fy tiene holonomia absolutamente continua y sus Jacobianos Jp, Jp-1 son

acotados en Xy y Yo respectivamnete.

Demostracion. [=>] Supongamos que tenemos:
Cilmzl (A) < my, (h21122 (A)) < emy, (A) (423)

Claramente, si mx, (A) = 0 = myx, (hs, 5, (A4)) = 0. Luego Fy tiene holonomia absolutamente
continua.
Sea A con my, -medida positiva. Como ¢~ tmy, (A) < mx, (hr(A)) < cms, (A) entonces tenemos

que:

C—lj 1adms, <f 1(h21122(,4))dm22 :f 14Jp-1dmys, < CJ ladms, (4.24)
21 22 E1 E1

dividiendo todas las desigualdades por my, (A) tenemos que Jy,-1 es acotado.
Invirtiendo los papeles de 31 y 35 tenemos que J;, es acotado en 3.

[«<] Tomemos A my, -medible y supongamos que Fy tiene holonomia absolutamente continua

y Jn <1, Jp-1 < co . Sea ¢ = max {c1, co}. Entonces,

s, (4) = |

1aJp-1dmy, < ¢ f 1adms, = cymyg, (A) < emy, (A). (4.25)
DY

D3]
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4.1. Foliaciones Absolutamente Continuas Ergodicidad de los Difeomorfismos de Anosov

Por otro lado,

my, (A) = mzl((h‘zlaEZ)_l © hzl,EZ (A)) = J; 1h>:1,22(A)Jhdm22
2

< Czj Ly, 5, (A)dms, = coms, (hs, 5,(A4)) < ems, (hs, 5, (4)).
PP

(4.26)

Con estos dos célculos tenemos que: ¢~ tmy;, (A) < myx, ((hs, 5,(4)) < cms, (A). O

El siguiente resultado nos dice que las nociones de absolutamente continua y absolutamente

continua transversalmente son la misma en caso de que se tenga Jacobianos acotados.

Proposicién 31. ([PVW],p4) Una foliacion local Fy es absolutamente continua transversalmente

con Jacobianos acotados, si y sélo si Fy es absolutamente continua con Jacobianos acotados.
Demostracion. [=] Por las proposiciones [29] y [30] es una implicacién directa de la proposicién

[<] (PYW];p4-5). O
4.1.3. Desintegracién de Medidas

Definicién 41. ([AVIW];p7) Sea (X, Q, 1) un espacio métrico con medida de Borel finita y sea P
una particion de X en subconjuntos medibles. Denotemos por fi a la medida inducida por la o-dlge-
bra generada por P. Esto es, i es el pushforward de p bajo la proyeccion candnica, en el espacio

de las particiones.

Un Sistema de Medidas Condicionales o Desintegracion de p con respecto a P es una

familia {j1p} pep de medidas de probabilidad en X tal que:

1. pp(P) =1 para casi todo P € P con respecto a la medida p.

2. Dada una funcion continua ¢ : X — R, la funcién P — §odpp es medible y se tiene:

| ot - L ( | wdup> a(P). (4.27)

Dada una particién arbitraria P de X, no siempre es posible obtener una desintegracion de pu.

El siguiente resultado nos dice que la desintegracion existe si la particién P es medible.

Teorema 14 (Rokhlin). Si P una particion medible de X, entonces eziste un sistema de medidas
condicionales relativas a P. Mds atn, es esencialmente unica en el sentido de que si existe otra
desintegracion relativa a P, entonces coinciden en un conjunto de medida total con respecto a la

medida fi.
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La demostracion de este teorema no es muy dificil; sin embargo, esta al margen de este trabajo,

pero puede ser encontrada en [Rokh] o en una versién més depurada en [Vi].

Definicién 42. ([PVW];p1) Una Foliacién Local Transversal a F, es una foliacion local T de

U, cuyas hojas son transversales a las hojas de F y son de dimension complementaria.

Sea F una foliaciéon de M, tomemos una vecindad abierta U de M que trivialice a F . En esta
subseccién sélo consideraremos la foliacién local Fyy. Denotaremos por {u, | « € U} la descomposi-

cién de Rokhlin de m a lo largo de las hojas F(x).

Definicion 43. F es Absolutamente Continua por Hojas si y solo si, para toda x € U, la

desintegracion ji, es equivalente a mzyy, m—c.t.p.. Es decir, mz ) < pg Y o < Mr(y), m—c.t.p..
Corolario 18. Si F es absolutamente continua por hojas <= F absolutamente continua.
Demostracion. Es una aplicacién directa del teorema de Rokhlin O

Teorema 15. ([PVW/;p2) Fu es absolutamente continua por hojas si 3 T, foliacidn local trans-
versal a Fy, tal que T es absolutamente continua transversalmente y la F-holonomia, hf—(%) ()

es absolutamente continua para casi todo par de T-hojas T (z0), T (z).

Demostracion. Sea T una foliacién local transversal a F y absolutamente continua transversalmen-
te, esto es, para cualesquiera dos transversales X1 y Yo el pushforward de my, bajo la T-holonomia

T s, 5., (hTzhgz) . s, , es absolutamente continuo con respecto a msy,. Ademds supongamos que
T tiene la propiedad que (hf’(zo),T(z)> , T (z0) « M () para casi todo par de T-hojas T (z0), T (2).

Entonces tenemos lo siguiente:

a. La proposicion 28 implica que 7 es absolutamente continua por tanto para todo 2 € U medible

m(2) = f j 102, 2)6. (2)dmy o (@)dm g (ag) (2) (4.28)
F(zo) JT(2)

b. Como (h$(20)7T(Z))* MT(29) € M () ¥ si definimos T () :== Xy hi(z())j(z) = h7, imitando la
prueba de la proposicién [26| muestra que para todo B medible

mrz) () (B)) = leJh‘;dmz (4.29)

entonces el teorema de cambio de variable [ nos dice que:

| taGos@dnre @ = | oG 0) Ute) 607 @) (130)
T(2) by

Luego
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m(2) - L( | L( Loy () (2
[ [ 10 b @) Gt w) - 5. @)dms(g)dm s, (2
F(zo) JE
(4.31)
Por Fubini:
o= j Lo(2 B (1) - (T2 (1) - 82 (W () dims () dim g (2
-|. f o LW 0) - U2 ) 007 ) (2)dms)
(4.32)

-1
Para cualesquiera par de hojas F(xg), F(x) se tiene que (h;(wo) f($)> ME(z) € ME(gy), POT

-1
lo tanto, si (h;(aﬁo),}'(z)) = h;(r),}'(zo) = hwo, la equivalencia en la proposicion 26| implica que
mf(xo)(h;ro(A) = J Ladprdmz(y) (4.33)
F(z)

entonces teorema de cambio de variable [6

JF( La(e ) U2 ) 50 ))dmran (2) =

z

Jf( Lol )b W) U3 0) g, (b ) Ghg)dmr(uw) (434

asi tenemos que

m(@) = | f ) W7 () - (2 () 0n ay (0T (9)) - (T () g (w)dims () (4.35)

Notemos que esto no muestra que Fy es absolutamente continua pues ¥ no es cualquier trans-
versal si no que es una de las hojas de 7.
Por otro lado, consideremos en U la particién dada por las hojas de Fyy. Para 2 € U el teorema

de Rokhlin implica que las medidas u, para cada hoja F(z) cumplen

m(2) = jp Lm 1odpta (w)dji(P) (4.36)
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Como cada elemento en el espacio de las particiones lo representa una hoja, ie, V [z] € P tenemos
que [z] = F(z). Entonces cualquier ¥ transversal a Fy parametriza al espacio de particiones, ya
que cada hoja F(z) intersecta a ¥ en un dnico punto z, luego [z] es representado por z. De esta
forma el pushforward de m bajo la proyeccién de U a P es el pushforward de m bajo la proyeccién

de U a ¥ a lo largo de las hojas, esto implica que ji = my. Luego:

m(2) = JE Jf(x) 1odp,(w)dms(y) (4.37)

Tomando ¥ = T (zp), la unicidad esencial en el teorema de Rokhlin nos garantiza que i, es
equivalente a Mz () Para my —c.t.p y € .
O

Corolario 19. Si F es absolutamente continua transversalmente, entonces F es absolutamente

continua por hojas.
Proposicion 32. Las siguientes afirmacidones son equivalentes:
1. Fy es absolutamente continua por hojas.

2. Existe una foliacion local transversal T , absolutamente continua transversalmente tal que la

Fu-holonomia es absolutamente continua para m-casi todo par de T -hojas.

8. Para toda foliacion local transversal T absolutamente continua transversalmente, la Fy -

holonomia entre casi todo par de T -hojas, es absolutamente continuo.

Demostracion.
3) = 2) obvio

2) = 1) corolario anterior

1) = 3) es un resultado de [PVW]. O

4.2. El Argumento de Hopf

En los 30’s Eberhard Hopf demostré que los flujos geodésicos en superficies cerradas con curva-
tura Gaussiana negativa y en variedades Riemanianas cerradas con curvatura seccional constante
negativa son ergddicos con respecto a la medida Riemanniana [Ho], [Ho2|. Para esto Hopf utilizé un
bonito método geométrico motivado por la nauraleza hiperbdlica del problema, el cual describire-

mos a continuacién para el caso de difeomorfismos de Anosov.

Notemos que si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov de clase C? conservativo. Entonces

tenemos una relaciéon de equivalenca estable dada por
T~y = yeW(z) = liﬂ(}ch(f”(:E),f"(y)) =0 (4.38)
s n—
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y una relacion de equivalenca inestable dada por

T~y<e=ye W' (z) <= limdpy (f7"(z), f7"(y)) = 0. (4.39)

n—o0
Partiremos el método en 2 pasos para exhibir explicitamente la obstruccién con la que se en-

frenté Hopf y algunos de sus contemporaneos para demostrar el caso general.

El primer paso en el método de Hopf es ver que los promedios de Birkhoff de funciones m-
integrables son constantes m — c.t.p. a lo largo de la variedad estable e inestable. Sea ¢ : M — R

una funcién en L'(M,m) y sea:

¢ = limsup— Z pof (4.40)
¢~ = limsup— Z poft (4.41)

Como f preserva la medida en Riemanniana en M (pues es conservativo). El teorema ergédico
de Brikhoff implica que V¢ € L?(M,m), los limites y existen m — c.t.p, ademas la
funcién ¢+ es igual (mod 0) a la proyeccién de ¢ sobre las funciones f-invariantes en L?(M,m) y
por tanto ¢ = ¢~ m — c.t.p. Por densidad de C°(M) en L*(M,m) basta checar para ¢ € C°(M):

Lema 7. Sea f: M — M Anosov conservativo y sea ¢ : M — R continua. Entonces:
a. ¢t es constante en W3(x) y ¢~ es constante en W¥(z) m — c.t.p. x € M.

b. ¢t es constante a lo largo de W*(x) y de W*(z) m —c.t.p. x € M.

Demostracion.

1 .
a) Por Birkhoff tenemos que lzmsgép S po fi= #_,T’(}oﬁzyﬂ oo f', m—ctp. Como ¢ es

continua entonces para todo z € M y y € W*(z), lzrgzo lo(f™(x)) — &(f™(y))| = 0. Luego el limite

de Cesaro ii%%zyzl l[p(f™(x)) — &(f™(y))| = 0. Entonces

¢t (2) — ™ (y)| < lim — Z\¢ @) = o(f" ()| =0. m—ctp (4.42)

n—>oon

Esto implica que ¢+ (z) = ¢*(y) m — c.t.p.. Analogamente tenemos que ¢~ es constante en
W¥(z) m — c.t.p.

b) Como ya mencionamos, ¢* = ¢~ m — c.t.p. ya que las funciones f-invariantes coinciden con

las funciones f~1- invariantes (pues o f = ¢ < ¢o f~1 = ¢), entonces el inciso a) implica que de
hecho ¢* es constate en W*(z) y W¥(z) m — c.t.p. x € M. O
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El segundo paso en el método de Hopf es para probar que f es ergddico a partir del paso uno.
Esto se reduce a demostrar que para toda funcién continua ¢ la funcién ¢ es constante m — c.t.p.

sabiendo que que de hecho ¢ es constate en W*(x) y W¥(z) m — c.t.p. z € M.

Por conexidad de M basta mostrarlo en una carta de las foliaciones W?* y W*". Después de
empujar de manera suave a ¢ y las foliaciones locales W§; y W{ con una carta obtenemos un par
de foliaciones trnsversales F° y F* en el cubo (—1,1)" y una funcién medible ¥+ : (=1,1)" — R

que es dx; - - - dz,-constante a lo largo de las hojas de F° y F*.

Cuando las foliaciones W?* y W* son al menos C*, implica que F* y F* también son C', luego
bajo un cambio de coordenadas diferenciable podemos hacer que F* y F* coincidan con las foliacio-
nes paralelas a los subespacios coordenados transversales. En este caso el teorema de Fubini implica
que existe una desintegraciéon de la medida dz; - - - dx,, en las medidas dz;, - - - dx;, y dx;, - - - dx;,
de F*° y F" respectivamente. Por lo tanto, cualquier funcién medible que sea constante a lo largo
de F° y F" es constante dxq ---dx, — c.t.p. x € M. Esto termina la prueba en el caso que W?* y

W sean diferenciables.

El método original de Hopf, asume que las foliaciones estables e inestables son foliaciones C'!.

Hasta ahora se sabe que esto sucede sélo en algunos casos por ejemplo:

= cuando dim(M) = 2
= cuando la curvatura seccional K de M es constante.

» cuando la curvatura seccional varia en K € (—4, —1] [Hi,Pu]

Hopf en sus articulos [Ho| y [Ho2], intuye y propone que su método funcionard para demos-
trar la ergodicidad del flujo geodésico para cualquier variedad Riemannana cerrada con curvatura
seccional negativa. Durante anos se intenté demostrar la ergodicidad del caso general, siguiendo
el metodo propuesto por Hopf, en particular intentando exausivamente demostrar la dependencia

diferenciable de las foliaciones W* y W*.

No fue hasta los 60’s donde Dimitri Anosov prueba en [An], que en general las foliaciones estable
e inestable de un difeomorfismo o un flujo unifomemente hiperbélico no son C* ni siquiera en el
caso de suponer a f analitica. Sin embargo, la intuicién de Hopf no estaba tan errada, pues en
el mismo articulo, Anosov, demuestra la ergodicidad de estos flujos y difeomorfismos en el caso
general, utlilizando el mismo método de Hopf, pero con una adaptacion técnica hecha por él y por
Sinai[An,Si]. Ellos notaron que si bien las distribuciones tangentes a W* y W* no son C, sf tienen
cierta regularidad, a saber, son Holder continuas, con esto lograron demostrar que W*® y W* son
absolutamente continuas, propiedad suficiente para exhibir la ergodicidad de los sistemas dindmicos

uniformemete hiperbdlicos y conservativos.
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Posteriormente esta idea geométrica, que escencialmente depende sélo de la hiperbolicidad y
mas aun del comportamiento asintético de f, se ha utlilizado en diversas ocasiones y contextos
para demostrar la ergodicidad de sistemas dinamicos, por ejemplo, Charles Pugh y Michel Shub en
[Pu,Sh| y posteriormente Keith Burns y Amie Wilkinson en [Bu,Wi|, utlizaron este método reem-
plazando la transversalidad de las foliaciones por el concepto de su-accesibilidad, para demostrar

la ergodicidad de algunos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos.

A la fecha este método propuesto por Hopf forma parte de las herramientas escenciales en la
dinamica hiperbdlica y actualmente se le conoce como el ARGUMENTO DE HOPF. Una de
las versiones mas generales, mejor detallada y refinada del Argumento de Hopf fue hecha por Yves

Coudéne en [Coud| donde se ve que puede ser utlilizada en contextos bastante generales.

Recapitulemos esta subseccién con el siguiente teorema:

Teorema 16 (Argumento de Hopf). Sea f: M — M un difeomorfismo de Anosov m-conservativo

de clase C?. Para toda funcién ¢ : M — R m-integrable y f-invariante cumple que:
a. ¢ sea m-esencialmente constante a lo largo de las foliaciones W?.
b. ¢ sea m-esencialmente constante a lo largo de las foliaciones W".

Entonces ¢ es m-esencialmente constante, y por lo tanto f es ergddico con respecto a m.

4.3. Continuidad Holder de las Distribuciones
Estables e Inestables

Definicién 44. Sea W < V' un subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimension finita.

Para v eV, definamos,

dist(v, W) = min |lv — w| (4.43)
weWw

Para W', W <V subespacios de V de dimension k, definamos,

dist(W', W) = mazx { max dist(v, W), maz dist(w, W')} (4.44)

k k
'UGSW, weSyy,

donde Sk, = {ve W' | |jv| =1} y S, = {we W | |w| = 1}.

Lema 8. Sea Li, : RN — R¥ i = 1,2, dos sucesiones de transformaciones lineales. Asumamos que

para algin b >0 y 6 € (0,1) tal que:

L, — L2, <ébv, (4.45)

para todo n > 0.
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Supongamos que hay 2 subespacios EY,E*> < RN 1y unas constantes ¢, \,;u > 0, conc> 1; A < p

y A <b, tal que

|LLv| < eA™ |v] sive B

|Liw| =t Jw]  siwlE’ (4.46)

Entonces dist(E', E?) < 3¢?Ks(osn—log A)/(logb—log A)

Demostracion. Sea K} := {ve RN || Liv| < 2cA™ |v]}. Sea v € K. Escribamos v = v! + v},
donde v' € E' y v LFL.

Notemos que

|Lnvi] = [Ln (1) + L5 (") = Ly (v1)]

< |Lhh) + LL Y| + | L (oY) (4.47)
Por lo tanto, |Liv} | —||LL(v")| < [LL(v}) + LL(wY)].
Entonces tenemos que:
ko] = L300 + o)) > 130D - [EA6D] > e ol - e o] (@
y por lo tanto,
1 —-n 1 n 1 2 A '
[D)] < e (| Ly ()] + eA™ [v!]) < 3e " [v] (4.49)
de donde se sigue que,
A n
dist(v, E*) = min [v—0"| = |v—o'| = |(v])] <3¢ () [v] - (4.50)
vlep?! M
E+1 k
A A A
Sea v = 7 < 1. Existe un tinico ntimero natural k tal que v**! = <b) <0< (b) =~k Por

tanto vF <4714, = (i) = Mo () < (y1g)lon (%) = (l;) gloar(5).

Sea v? € E2. Entonces
b)
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|25 < [ Eko®] + [ (2k = LE) o7
< 2R?| Lk = Zi] o, 0] < X o] + 8% o]
A
< (A" + (09)" o] < 2eA%) 7] (4.51)

De aqui que v? € K}, por lo tanto, E? € K}. Con un argumento simétrico tenemos que,

E' < K2. Por lo tanto,

k
diSt(El, EQ) < 302 (2) < 302§5(10g#710g )/ (log b—log )\)_ (452)

O

Los siguientes dos lemas son técnicos, pero son muy interesantes. Surgen motivados en resulta-

dos de [Clapp] que se generalizan a variedades diferenciables.

Lema 9 (Desigualdad del valor medio para variedades Riemannianas). Sean (M,g) y (N,g’) va-
riedades Riemannianas conexas. 2 € M un abierto geodésicamente convexo. f : {2 — N de clase

C'. Entonces:

a. Y,y € 2, sup de%g(t)”oo < 0, donde VY : [0,1] — §2 es la geodésica tal que v¥(0) = = y
te[0,1]
(1) =y.

b. dn(f(x), f(y)) < o ldf oo, - dar(,y)

En particular si sup |df .|, < o0, se tiene que dn(f(x), f(y)) < sup |df .|, -drm(z,y), Yo,y € 2.
zef? ze(2

Demostracion. a. Como t — de»ygg(t) ||Ooes continua, la afirmacién se da por compacidad de [0, 1].

b. Sea A:={a:[0,1] > N:aeC', a(0) = f(z)ya(l) = f(y)}. Tenemos que
7O = 4520 GEO] < a2, B2 (4.53)

luego
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1

= sup dev H dar(z,y). (4.54)

Por ultimo si sup ldf.|, < oo. Entonces VYz,y € §2 por b) se tiene que dn(f(x), f(y)) <

sup [df o ., dw y) < sup [df | - das (a,).
te[0,1]

O

Lema 10 (Una interpretacién de la derivada). Sean M y N, variedades diferenciables de al menos

clase C*, y f : M — N de clase C*. Entonces df define una seccion C*~1 al haz vectorial
(TM @ f*(T*N), 7, M).

Demostracion. Tenemos que Vo € M df, : T,M — Ty, N, luego df, € Hom(T, M, T,y N). Por
otro lado, sabemos que Hom(T; M, Ty(,)N) es naturalmente isomorfo a T, M ® f(x)N, via el mapa
F :— V(F)(v,w) donde a cada I : TyM — Ty, N le asigna W(F) : T, M x T*(w)N — R, dada
por U(F)(v,w) := w(Fv), claramente U(F') es bilineal por tanto pertenece a T, M ® T¥ | N. Esto

f(x)
implica que df, € T, M ® T;.‘(I)N.

Notemos que TM ® T*N no es un fibrado sobre M. Esto se arregla tomando el pullback
f*(T*N). Asi TM ® f*(T*N) fibra a M, y por el parrafo anterior tenemos que df : M — TM ®
f*(T*N) y el lema se sigue. O

Proposicién 33. Sea f un difeomorfismo C? de una variedad compacta de clase C?, M. Entonces

para cada ne N yVre M, e > 0 tal que

drymes =Ny (dfy s dfy)) < b du(z,y) (4.55)
para toda y € exp,(B:(0)) = B(z) y b> 0.

Demostracion. Counsideremos exp, : T, M — M entonces Je > 0 tal que exp, : B.(0) — B.(z)

es difeomorfismo, asi B¢(x) es geodesicamente convexo. Denotemos por E al haz TM ® f*(T*N),

como f es C?, entonces df : M — E es C' y por compacidad de M, sup HdeZHOO < 0. Luego por
zeM

la desigualdad del valor medio para variedades Riemannianas (lema 9) tenemos,

dg(dfz, dfy) < SUp Hd fz” ~dy (2, y) (4.56)
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Sea b := fg]\]; ||d2fZHoo’ luego,

A (dfy,dfy) < sup |2f"] - du (@)
ze
< sup (It 12 F sl o €2 £, } - dn ()

<O -dy(z,y) (4.57)

O

Teorema 17. Sea M una variedad compacta C? y f : M  un difeomorfismo de Anosov de clase

C?. Sean 0 < A <1 < p yc >0 tales que |dftv®| < eA™||vf] y |dfio"| < cp™|Jv¥| Yo € M,

v® e E*(x), v* € E%(x) y Vn e N. Sea b := sup HdeZHOO. Entonces la distribucion estable E*(x) es
zeM

Holder continuo con exponente o = (log u — log A)/(logb — log ).

Demostracion. Por el lema [33] tenemos que

drmeps (rx Ny (dfy dfy)) < b du (0, y). (4.58)

Utilizando el transporte paralelo de z a y el cual es una isometria, o bien el teorema de encaje
de Whitney y pensando a M como una subvariedad regular de RY para N suficientemente grande,
podemos aplicar el lema |8} tomando E®(z) = E', E*(y) = E?, df}) = L,, df)) = L} y 0 =
dy(z,y) < 1.y concluir que:

dist(E®(x), E(y)*) < K (da(z,y)?) (4.59)

conK:3c2%. O

Corolario 20. Con las hipdtesis del teorema tenemos que la distribucidn inestable E*(x) es

Hoélder continua.

Demostracion. Sustituyendo df, por df, ' e intercambiando los roles de E“(z) y E*(x) en los

resultados anteriores se obtiene el resultado deseado. O

Teorema 18. Las foliaciones estable e inestable de un difeomorfismo de Anosov son transversal-

mente absolutamente continuas.

Demostracion. Esta prueba se puede encontrar en [Br,St], [Pu,Sh] o la prueba original en [An] O

4.4. Ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov

Para demostrar la ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov utlilizaremos el Argumento de
Hopf, el cual, hemos desarrollado a lo largo de las secciones anteriores. Ahora sélo resta la tltima

parte de este programa propuesto por Hopf.
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Para x € M consideremos la variedad estable e inestable:

W3 (x) :={y e M [ d(f"(x), f"(y)) = 0, sin — o0} (4.60)

Wh(x) := {y eM|d(f~™(x), f"(y)) =0, sin— oo}. (4.61)

Como mencionamos en la seccién [£.2] vimos que si tomamos una funcién continua, su proyeccién

a las funciones f-invariantes es constante en W*(z) y en W*(z) m-c.t.p. veamos el caso general.

Lema 11. Sea f : M — M Ansosov conservativo. Sea ¢ : M — R una funcion medible y f-

invariante. Entonces ¢ es constante méd 0 en los conjuntos inestables y estables.

Demostracion. Probaremos sélo el caso de la variedad estable, el caso inestable es andlogo. Sin pérdi-
da de generalidad, asumamos que ¢ es no negativa. Para un real a, sea ¢,(x) = min(¢(x),a). La

funcién ¢, es f-invariante y basta demostrar el lema para ¢, con a € R arbitraria. Sea ¢, : M — R

una sucesién de funciones continuas tal que §, (¢, — x| dm(z) < % El teorema ergédico de Birk-

hoff implica que el siguiente limite existe para casi toda x.

n—1
U @) = lim S (£ (x) (162)
=0

Por la invarianza de m y ¢,, para toda j € Z

1> | @) i@l am@) = | 16,7 0) = )] dm)
= | 16uts) = ul )] ) (4.6
y por lo tanto,
1"& 1"& 1
D= D) anw) < 13 | (o) ~nF @) am) <. 4o

Como probamos en 1ema|ﬂ Vi en ¥;f (y) = ¢ (z) siempre que y € W*(z) y ¢} (z) esté definido.
Por lo tanto, 3 un conjunto de medida cero N, tal que ¢;" (z) existe y es constante en W*(z)\Ny. Es-
to implica que ¢ (z) = limy_1; (x) es constante en la foliacién estable en M\ | J N, . Claramente
a(z) = ¢F (x) mod 0. O

Teorema 19. Un C? difeomorfismo de Anosov que preserva la medida Riemanniana es ergddico.

Demostracion. Sea ¢ una funcién m-medible y f-invariante. Por el lema anterior, 3 un conjunto de

medida cero N tal que ¢ es constante en las hojas de W* en M\N; y otro conjunto de medida
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cero N, tal que ¢ es constante en las hojas de W* en M\N,,.

Sea x € M y U 3 x una vecindad abierta como en la definicién de continuidad absoluta para W*
y W?. Sea G € U el conjunto de puntos z € U para los cuales myy:(.)(Ns (V1 W?*(2)) =0y z ¢ N,.
Sea G < U el conjunto de puntos z € U para los cuales myyu () (N, [1W*(2)) =0y z ¢ N,. Por el
lema los conjuntos G y G, tienen medida total en U, y por tanto, G5 [ G, también. De nuevo,
por la continuidad absoluta de W*, existe un subconjunto de medida total de puntos z € U tal que
2 € (Gs(Gu) y para myypu(y-c.t.p. 2’ € W (2), 2 también estd en G () Gy. La transversalidad de
W¥ y W?* implican que ¢(x) = ¢(z) para casi todo punto x € U. Como M es conexa, ¢ es constante
mod 0 en M. O

Definicién 45. Diremos que una medida p sobre una variedad Riemanniana M es suave, si tiene
densidad continua q con respecto al volumen Riemanniano m i.e. p(A) = § , q(x)dm(z) para cada
conjunto de Borel A< M.

Corolario 21. Un C? difeomorfismo de Anosov que preserva una medida suave es ergddico.
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5)

El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

5.1. Tensor de Curvatura

Definicién 46. Sea (M,g) una variedad Riemanniana. El Endomorfismo de Curvatura de

Riemann se define como el mapeo:
R:X(M)x X(M)x X(M)—> X(M);

R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —Vxy1Z. (5.1)
Por el lema@ podemos pensar que R € T3(M). Dicho tensor, en coordenadas locales (x%), se es-

) Lo y k 0 ; ) ) o 0 0 . 0
cribe R = R;;;'dx' @dx? @dx ®w donde R;;1" estdn definidos por R el e Rijk e

Ahora definamos el Tensor de Curvatura de Riemann como, R, := R
Ry : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) - C*(M)

Ro(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W). (5.2)

En coordenadas locales (z?) se escribe Ry, = Ryjrdr'®dz! @dz*@dxt donde Rijri = gim Rijr™ -

Sea I, <€ T, M un subespacio de dimension 2 y {X(x),Y (x)} una base de II,. La Curvatura

Seccional de 11, en x estd dada por:

(5.3)

R,.(X,)Y,X)Y)
|z

<X7X><KY>_<X7Y>2
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Proposicion 34. M tiene curvatura seccional constante k € R, si y sélo si

Demostracién. [=]Supongamos que K(II,) = £ ¥ II, < T, M y denotemos por R(X,Y,Z, W) =
(X, WYY, Z) —(Y,W){(X, Z). Entonces,

R(X,Y,X,Y) = 5 (X, XD, Y) (X, V)’ = k (R(X, Y, X, Y)) .
Como K (II,) determina a R,, ([dC]), tenemos que:
Rn(X,Y,Z,W) = & (R(X, Y, Z, W)) — Kk ((X, WYY, Z) — (Y, WYX, Z)). (5.5)
[«<]Supongamos ahora que R,,(X,Y,Z, W) = ISJE(X, Y, Z,W). Entonces, VX,Y €Il,

R,.(X,)Y,X)Y) = /@E(X,Y,X,Y) = n<X,X><Y,Y>7<X,Y>2

R, (X,Y, X,Y)
K= =
(X, X) (YY) —(X,Y)?
VK(II,) , con k = cte. O

K(X,Y) = K(I1,), (5.6)

Definicién 47. También podemos pensar al endomorfismo de curvatura R como una matriz simétri-

ca con entradas en las 2-formas alternantes.

5.2. Geometria del Flujo Geodésico
5.2.1. Geodsésicas

Definicién 48. Sean N, M wvariedades diferenciables y f : M — N un mapa suave. Un Campo
Vectorial a lo Largo de f, es un mapa X : M — TN, tal que X (x) € TyyN Vo € M. Denotemos

X(f) el conjunto de campos vectoriales a lo largo de f.

En particular, sivy: (a,b) —> M es una curva suave, un Campo Vectorial a lo largo de ~ es
un mapa X : (a,b) — TM, tal que X(t) € T,;;yM Vt € (a,b), y X(v) denota el conjunto de campos

vectoriales a lo largo de .

Ejemplo 7. Sea v : 1 — M una curva suave.

0

ox'*

1. y € Ty4yM para toda t, donde y = 'y*(a%) En coordenadas locales () = v(t)
2. Sea Ve X(M), Vtel sea V(t) = Vv(t)
El segundo inciso del ejemplo anterior motiva la siguiente definicién.
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Definicién 49. Un campo vectorial V € X(v) es Extendible, si existe un campo vectorial Ve
X(M) tal que, V(t) = Vo, YVt e 1.

Proposicién 35. Sea V una conexion lineal en M ¥~y : I — M, V determina un inico operador
Dy X(y) = X(7), (5.7)

que satisface las siguientes propiedades:

a. Di(aV + W) = aD(V) + BD(W) Vo, 8 € R (R- linealidad)

b. Di(fV) = Z—‘:V + fDy(V) Vf e C®(I) (Regla de Leibniz)

c. Si'V es extendible, entonces para toda extension V de V se tiene

DV (t) = ViV, (5.8)

VYV e X(v), Di(V) es llamada Derivada Covariante de V' a lo largo de ~.

Demostracion. Toma coordenadas alrededor de y(tg), entonces tenemos que

V(t) =V (lf)i = V7(t)0

oI
DtV(to) = Vj(to)aj + Vj(to)v;y(to)aj
= (V*(to) + V7 (to)7' (k)T ((t0)) ) 0. (5.9)

Esto es tnico, si D; existe.

Para ver la existencia, se define DV (tg) como en (5.9) en cada carta coordenada a lo largo de

~(t). Por compacidad y unicidad se define en toda v(t). O

Definicién 50. Sea (M,g). La Aceleracién de una curva vy : (a,b) — M es el campo vectorial a

lo largo de v dado por Di(¥). Una curva es una Geodésica, si tiene aceleracion cero. Es decir,

dy
D,| — | = t. 1

Sea v una geodésica, en coordenadas locales (z*) de una vecindad abierta de vy , U € M. v se
expresa y(t) = (z*(t),...,z(t)), por lo tanto, la ecuacion (5.10) se expresa:

dy dx* o dxtdad\ 0
D (dt) (G 0T )

= (@#*(t) + T (x(t)d’ ()i’ (1) = 0. (5.11)
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Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en M y con el cambio de variable

y' = z* obtenemos,

L

g =~ )y (0)y (¢), (5.12)

z

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en T'M. Al campo vectorial en

TM definido por el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, se le llama Spray Geodésico.

Teorema 20. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Dado x € M y v € T, M, existe una tnica

geodésica v : (—e,€) = M tal que v(0) =z y ¥(0) = v.

Demostracion. Tomemos coordenadas locales (z°) en un abierto trivializante U < M, entonces
V(z,v) € U x R Por el teorema de existencia unicidad de EDO, sabemos que existe ¢ > 0 y
una tnica solucién, ¥ : (—e,e) - TU < TM que satisface la ecuacién del spray geodésico con
condiciones iniciales z, v. Sea y(t) = 7 0 ¥(t), donde 7 : TM — M, v, — x. Por construccién, =y

cumple con las propiedades deseadas. O

Definicién 51. Por el teorema tenemos que 7 : (—e, ) — TM estd dado en un abierto triviali-

zante por

A(t) = (v(1),¥(1)), (5.13)

donde v es una géodesica. ¥ induce una pseudoaccion sobre TM, gt : (—e,e¢) x TM — TM;

(t,ve) — F(t). Esto es el flujo generado por el spray geodésico y se llama Flujo Geodésico de M.

Observacion 4. Como veremos mds adelante las orbitas del flujo geodésico resultan estar definidas
en todo R. Por lo tanto, el flujo geodésico resulta ser un flujo completo, i.e. g¢ define una accién
de R en TM

¢ :RxTM —TM (5.14)

5.2.2. Campos de Jacobi

Definicién 52. Una Curva Regular por Pedazos o Curva Aadmisible C* es un mapa con-
tinuo 7 : [a,b] — M y una inmersion de clase C* en cada [a;, a;+1] (como variedad con frontera)
cona=a <ag <..<ar_1 <a,.="b. También consideraremos la curva v : {a} > M, v(a) = x

como curve admisible.
Una Familia de Curvas Admisibles es un mapa continuo T : (—e,€) x [a,b] > M tal que,
T, (t) :=T(s0,t) es una curva admisible ¥sg € (—¢,€).

Toda familia de curvas admisibles define dos colecciones de curvas: Las Curvas Principales

[y, (t) := [(so,t) definidas en [a,b] fijando sy constante y las Curvas Transversales I''0(s) :=
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['(s,to) definidas en (—¢, €) fijando t. Las curvas principales son de clase C* por pedazos, mientras
que, las transversales son de clase C* en (—¢,¢). Cuando I' es diferenciable en todo (—¢,€) x [a, b]

(visto como variedad con frontera), entonces los campos vectoriales tangentes a lo largo de las dos fa-

milias de curvas 0;I'(s, t) = &I‘s (t) y 0sT'(s,t) = d—I‘t(s) forman campos vectoriales a lo largo de I'.
s

Si V' es un campo vectorial a lo largo de I', podemos calcular las derivadas covariantes D;V y

D,V alo largo de las curvas principales y transversales, respectivamente.
Lema 12. Sea T : (—¢,¢) x [a,b] > M una familia de curvas admisibles en una variedad Rieman-
niana, entonces para cada (—€, €) x (a;,a;+1) se tiene:

DyosT" = Dgo, I (5.15)

Demostracion. Tomemos coordenadas alrededor de T'(sg,tp), entonces en una vecindad de este

punto, I se ve: ['(s,t) = (z'(s,1),...,2"(s,t)), por lo tanto,

oxk 0 oxk
0= ok = o
oxk

Tomando derivada covariante de los campos ;' y d,I" a lo largo de las curvas I'*(s) yI's(#),

respectivamente:

0sot = ot ds I

o%zk Ot ol L
Do = I Ok

0%xk ot ol L
Do = —+ I Ok

atds s ot

02zk (%Ui(?a:jrk 5 517
“\ et oot ) % (5.17)

y por la simetrfa de T'}; = T'%;, ambas expresiones son iguales. O

b
Definicién 53. Sea v : [a,b] = M una curva admisible. Una Variacion de v es una familia

de curvas admisibles T' tal que To(t) = ~(t) ¥t € [a,b]. Se llama Propia si I's(a) = v(a) y

Ts(b) = v(b) Vs. Si T es una variacion de 7, el Campo de Variacion de T es el campo vectorial

Vt) = a—I’(O,t) a lo largo de ~y. Esto es, el campo definido por el vector velocidad de las curvas
s
transversales en s = 0.

Sea 7 : [a,b] &> M un segmento de geodésica y sea I' : (—¢,¢€) X [a,b] — M una variacién de 7.

I" es Variacién por Geodésicas si Vs € (—¢,€) , T's(t) es una geodésica. Denotemos por T(s,t) :=
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0 0
af‘(s,t) y S(s,t) = a—l"(s,t), entonces la ecuacién del spray geodésico nos dice: D;T = 0. Por lo
s

tanto, tomando derivada covariante con respecto a s tenemos DsD;T = 0.

Lema 13. Si T es cualquier familia de curvas admisibles y V' es un campo vectorial a lo largo de

I' entonces:

DD,V — DD,V = R(S,T)V, (5.18)
donde R es el endomorfismo de curvatura.

Demostracion. Como este hecho es local, tomemos un abierto U = M y coordenadas locales (z°)

en U. Entonces en U, V(s,t) = V"(s,t)%
: .
S0 Vi oo 0
DV =DVigs = Gram TV Pigg
Vi o ovi_ 9 oVE 0 , 0
D.D)V ="+ D+ D +ViD,Dy—
v 080t ox? + ot oxrt + 0s  ogt +V L oxi
Andlogamente,
R2Vio ovi_ o Vi 0 ; 0
DDV = s o T a5 Dot T ot Dogg TV Dl
Restando 5 5
D,D,V — D,D,V = V' D,Dy— — D;Dy— (5.19)
oxt oxt

Sean z7(s,t) las funciones coordenadas de I'(s,t) en U, entonces

0 ox? 0
T=—T =——
ot ) = o
0 oxk o
= —TI(s,t) = — . 2
S 0s (s:%) 0s oz (5.20)
Como e son campos extendibles a todo U € M
IAZ
=
0 0 0 o’ 0
‘o~ VT VHsor T ot on

0
y como V _o_ —— también son extendibles,
oxJ axz
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0 oz’ x 0
:DsDtaxi_vS<at Vi o ) - 6t> 7o 6xl ot (sta.iijaxi)
_ %t 9 (o L o 2
~ 0s oxk \ ot th 6xl ot 3eF czj ox’
0%l 0 oz’ oz
" dsot (V(IJ (7:E’) ot 0s ( Vs (7;E’> ' (5:21)

Anélogamente, tenemos que:

0 0%a* 0 ox* 0x’ 0
DiDs5r = s (vajk axi> o5 ot <V,wv axz>' (5:22)
Por lo tanto,
0 0 oz oxk 0 0
DuDigs = D5 = 5 a5 ( Vo Ve Ve ax1>
oxJ ox* o 0 0 ozF 0 dx) 0 0 0
ST (L O RO ) T Rs,T) . 2
ot 0s R <6mk’ (9333> ot R( 0s oxk’ ot 6$3> ox' RS, )6331 (5:23)

Finalmente, sustituyendo esta tltima igualdad en (5.11f), tenemos que

9
oxt

0
oxt

D,D,V — DD,V = V" <D3Dt - DtDsa‘ii> =V (R(S, T) > = R(S,TV. (5.24)

O

Teorema 21. Sea v una geodésica y V un campo vectorial a lo largo de v. Si V es un campo de

variacion de una variacion por geodésicas de 7y, entonces V satisface :

D?V + R(V,4)y = 0. (5.25)

Demostracion. Como V es campo de variacién de una variacion por geodésicas de -y, tenemos

que: To(t) = v(¢), S(0,t) = (0sT)(0,t) = V(t) y T(s,0) = 0,I'(s,0) = ¥(¢). Como = es geodésica
entonces,

0= D,D;T = D;D;T + R(S,T)T = D;D;S + R(S,T)T = D?V + R(V,7)7. (5.26)

O

Definicién 54. Cualquier campo vectorial a lo largo de una geodésica v que satisfaga la ecuacion

anterior se llama Campo de Jacobs.

Proposiciéon 36. Todo Campo de Jacobi a lo largo de una geodésica v es el campo de variacion

de alguna variacion por geodésicas de y.
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Teorema 22 (Existencia y Unicidad de campos de Jacobi). Sea v : I — M una geodésica a € I
y = y(a). Para todo par de vectores X,Y € T, M, 3! campo de Jacobi J a lo largo de v tal que,

satisface las siguientes condiciones iniciales: J(a) = X y DyJ(a) =Y.

Demostracion. Tomemos una base ortonormal para T, M y la extendemos paralelamente a lo largo
de . Entonces J(t) = J(t)E;(t) .". La ecuacién de Jacobi es:

J+ Ry J3"' =0, (5.27)

el cual, es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden en M. Trans-
formando a un sistema de EDO lineal de primer orden en T'M con el clasico cambio de variables
Ji = Vi, tenemos que 3 {Ji(¢), Vi (t)}?:1 soluciones linealmente independientes para el sistema de

ecuaciones y una tunica solucién, que ademds, cumple con las condiciones iniciales dadas. O

Observacién 5. Como D,y = 0 y como R(¥,7)y = 0 (pues R es antisimétrico) tenemos que,

Jo(t) = A(t) es un campo de Jacobi con condiciones iniciales Jo(0) = ¥(0) y Dy Jo(t) = 0.

También, J1(t) = ty(t) es un campo de Jacobi con condiciones iniciales J1(0) = 0 y D, J1(t) =
7(0).

Corolario 22. Sea Jac(vy) € T (v) el subespacio vectorial de campos de Jacobi a lo largo de una

geodésica v con y(0) = x. Entonces, Jac(vy) tiene dimensidn 2d.

Definicién 55. Un Campo Tangencial a lo largo de la curva vy es un campo verctorial V tal que
V(t) es un multiplo de y(t) Vt.

Un Campo Normal es aquel que V (t) Ly (t)Vt.
Proposicién 37. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa con curvatura seccional K cons-

tante, y consideremos que las geodésicas en M tienen velocidad uno. Entonces, los Campos de Jacobi

Normales a lo largo de una geodésica v con condicion inicial t = 0 estan dados por:

sen(tvVK)E(t) siK >0
J(t) = tE(t) siK =0
senh(tv/—K)E(t) siK <0,
donde E(t) es un campo paralelo y ortogonal a v a lo largo de 7.

Demostracion. Basta probarlo por cartas coordenadas, por lo tanto, supongamos que «y estd con-
tenida en una carta coordenada. Por la propocicion el teorema 21| y usando que <7, 7> =1y
<J, 'y> = 0, tenemos que

0=DiJ+ R(J,7)y=Di{J + K ({(3,7)J —{J,4)7) = D{J + KJ. (5.28)

Tomemos un campo normal paralelo, E(t), a lo largo de v = D;E(t) = 0. Entonces, J(t) =
w(t)E(t)
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%w(t) B
20 B(t) = K (w(t)E ()
Pw(t)
ErEa —K - w(t)

Esta tltima igualdad es una EDO cuya solucién con condicién inicial w(0) = 0, estd determinada

de manera tnica, dependiendo de K de la siguiente manera,

sen(tVK)  si K >0
w(t) = t siK =0 (5.29)
senh(tv/—K) siK <0

con lo que tenemos el resultado deseado. O

5.2.3. Puntos Conjugados

Definicién 56. Sea v : I — M una geodésica y sea to € I. El punto y(to) es Congugado con (0)
a lo largo de vy, si existe un campo de Jacobi J # 0, a lo largo de v tal que J(0) = 0 = J(¢o).
5.2.4. Meétrica de Sasaki e Identificacién de T, )TM con Jac(vy)

Definicién 57. Sea TTM el haz tangente del haz tangente TM de M. Definamos el mapa K :
TTM — TM de la siguiente manera. Para £ € T, TM tomemos una curva suave v en TM tal
que ¥(0) = &. Sea a(t) = wo~(t) la proyeccion de la curva v a M donde w : TM — M. Pense-
mos a v € X(a), es decir, como v € TM puede ser pensado como un campo vectorial a lo largo

de a. Entonces, definamos K(€) = Va7 |t=o= D¢ |t=0. A K lo llamaremos Mapeo de Conexion.

El Subhaz Horizontal H — TM estd definido como: H = Ker(K) = {{€ TTM | K(§) = 0},
donde cada fibra H,,_ es el subespacio vectorial de T,,, TM dado por:
H,, = {(0°00)4(0) € T,,TM | (0°0 0)(0) = v (Vaer),_, =0} (5.30)

En la ecuacion anterior, a es una curva suave en M y o es una seccion de TM. El Subhaz
Vertical V — TM estd definido como: V = Ker(my) = {£ € TTM | m4(§) = 0}, donde w7 : TM —
M.

Proposicion 38. FEl haz TTM es la suma de Whitney de V y H.

Demostracion. Sea 0 : TM — TTM la seccién cero. Primero veamos que {0} = V n H. Para esto,

tomemos £ € V n H. En particular, ¢ € T,,, TM para algun v, € TM.

Seae>0yy:(—€€) = TM tal que v(0) = v, y ¥(0) = £ Pensemos a v € X (7 o). Tomemos
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un abierto trivializante U de = en M. Tomando e suficientemente pequeno, podemos suponer que
y(t) e 7 H(U) = U x R? Vt € (—¢,¢). Ahi ~ tiene la siguiente forma:
V() = (2(t), v(t))- (5.31)

Ahora, como £ € H = K(§) = 0, esto es 0 = (Vys,7) (0) = 7 es un campo paralelo a lo

largo de 7 o 7. Entonces, tenemos que «y es constante a lo largo de la curva z(t) .. en 7= *(U),
V() = (x(t),v(0)) Vt € (=€ €).

Por otro lado, como £ € V' tenemos que,

0 = a0, (6) = Tau, (0)) = Taro) (ool ) = (70 Maol( =) = a0l )
= z(t) = z(0). (5.32)

Con esto concluimos que v es constante v, ie: y(t) = (z(0),v(0)) Vi € (—e,€), .. £ =%(0) =0¢€
T, TM.

Por tltimo, notemos que dim(H,,) = d pues es el espacio de campos paralelos a lo largo de
m o7y, y claramente, dim(V,,) = d. Por otro lado, sabemos que dim(T,, TM) = 2d, .". T,,,TM =
H,, ®V,,. O

Definicién 58. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y TM el haz tangente. Definamos la Métri-
ca de Sasaki en TM dados 53 C € T(z,v)TM; gTM(fa C) = g(W*(g),T{'*(C)) + g(lC(f), ’C(C)) St pen-
samos a la métrica como un producto punto en cada tangente, podemos pensar a la métrica de

Sasaki de la siguiente forma:

(&, C>T(l.,,u)TM = (m«(§), W*(C»TmM + (K(6), ’C(C)>TmM . (5.33)

Proposicién 39. Sea v, la geodésica tal que ¥(0) = x y 7(0) = v. Entonces T, ,yTM es isomorfo

a Jac(vy,), donde Jac(7y,) es el espacio de campos de Jacobi a lo largo de 7, .

Demostracion. Consideremos la siguiente transformacion lineal © : T(, y\TM — Jac(vy), & = Jo,
donde J¢(t) es el tinico campo de Jacobi a lo largo de 7, con condiciones iniciales J¢(0) = my(§) y
jE(O) = K(§). La proposicién 38| y el teorema [22] demuestran que © es inyectiva y el corolario

que es suprayectiva. O

La proposiciéon anterior es muy importante pues nos permite calcular el crecimiento del flujo
geodésico g* : TM <« via campos de Jacobi, ya que, si tomamos la métrica de Sasaki en TM
tenemos la siguiente relacién:

H2

lag" )" = 16l + | Je(t) (5.34)
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5.3. Dinamica del Flujo Geodésico

En esta seccién estudiaremos las propiedades dindmicas del Flujo Geodésico sobre una variedad

Riemanniana M.

5.3.1. Dinamica Lagrangiana

La dindmica Lagrangiana es de gran interés en areas de Matematicas Puras y Aplicadas, asi como
en la Fisica. Por ejemplo, en el Calculo de Variaciones, Sistemas dindamicos, Ecuaciones Diferen-
ciales, Geometria , Mecénica Clésica, entre otras. Esta es una teorfa muy amplia, que para fines
de este trabajo, sélo se presentaran los conceptos més fundamentales y bésicos. Por esto, sélo se

considerard el caso de Lagrangianos Auténomos.

Definicién 59. Sea (M, g) una variedad Riemanniana completa con métrica g.(-,-). Un Lagran-

giano definido en M, es una funcion suave

L:TM —>R
(2,v) — L(z,v), (5.35)
que cumple las siguientes propiedades:

1. Superlinealidad:
L(z,v)

5.36
lel—o o] (530)

uniformemente en x € M, equivalentemente Va € R, 3b € R tal que:
L(z,v) = a|v|| — b¥(x,v) € TM. (5.37)

0*L
2. Convexidad: El Hessiano Tj(x,v) en coordenadas lineales sobre la fibra T, M es uni-

formemente definido positivo V(z,v) € TM. i.e. Ja > 0 tal que:

(w, Lyy(,0) - w) = a|w| (5.38)

V(z,v)eTM y weT,M.

3. Limitado : Vr > 0
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Lr) = sup L(z,v) <o
(z,v)eETM
[vl<r
h(r) = sup w- Lyy(z,v) w < 0. (5.39)
H(z,v) <r
[w]=1

Definicién 60. Para cualquier par de puntos x1, x5 € M, denotemos por C* [x1,29;T] al conjunto
de curvas C*, o : [0,T] — M , tal que a(0) = z1 y a(T) = zo.

La Accion de L sobre los caminos de x1 a xo es el mapa:

A:C*[xy,20;T] - R

T
a(t) — L L(a(t), a(t))dt. (5.40)

Nuestro siguiente objetivo es encontrar los Puntos Criticos de A, de donde deduciremos la

ecuacion de Euler-Lagrange.

Proposicién 40. Una curva a € OF [x1,29; T es un punto critico de la accion A de L, entonces

a(t) satisface la siguiente ecuacion, llamada ecuacién de Euler-Lagrange:

oL . d oL .
5, (alt),a(t)) = 2 = (a(t), a(t), (5.41)

en coordenadas locales. Consecuentemente, ésta ecuacion no depende del sistema de coordenadas.

Demostracion. Tomemos coordenadas locales (z") alrededor de a(t) y consideremos cualquier va-

riacién propia de a(t) de clase C* & : (—e¢,€) x [0,T] — M, para algiin € > 0 suficientemente

pequernio tal que Vs € (—¢,€), ds(t) esté dentro del sistema de coordenadas locales (z"). (Notemos
que as(t) € CF [x1, 22, T] Vs € (—¢,¢)).

Entonces «(t) es un punto critico de A <

:L <$L(as(t)7as(t))~zg&s(t)+CZ}L(&s(t)yas(t)) js&s(t)> lo=o @t
T . .
[ (L@ s @G ) (O (5.42)
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Integrando por partes el segundo sumando, tenemos que :

T

d : d d

—L NsaNS 'iiNS dt =
fo (dv (s, &s) dtdsa)

T
ddL . - d . dL . - d .
= _J(] <dtd’l}<as,a$) : dsas> dt + <dv(0‘37as) : as) |0T7

pero como las curvas transversales en 0 y en T son constantes i.e. @5(0) = z1 v &s(T) = 1 Vs,
tenemos que £&,(0) =0y £&,(T) =0, y por tanto, (%(&s, q) - L ) 0
Con esto concluimos que,

T T
dL : d d d dL : d
Ns‘a Ns . Ns dt = — Ns; Ns : Ns dt
L (dv(a‘ as) dtdsa) J < (0is, Ois) a>

Entonces,

T
dL : d d dL : d
_ D) - b v oy O b oy d
0= (5.42) L (d:v (Qs, Q) dsas dt dv (as, as) dsas> (t)|5=0dt

-[ ' (Se.a0) - G 5ra@.am) (Faon, ) G

Como la eleccién de la variacién ds(t) fue arbitraria, la conclusién anterior se cumple para todo
.. d ~
campo variacional -d(t))._,

a lo largo de «, y por lo tanto, tenemos que la igualdad anterior se
da si y sélo si

oL ‘ d oL

5, (), at)) = — = (alt), &(t)) = 0. (5.45)

O

La ecuacion de Euler-Lagrange asociada a un Lagrangiano L en coordenadas locales induce
una EDO de segundo orden en M dada por:

oL, . dorL, . 0oL, .. 0xr O°L N
g(x,x) = ﬁg(x,x) = ag(az,x) en + GO (m,x)g (5.46)

Esto es,

Ly(z,2) = Lyy(2,2) - T+ Lyy(z,2) - & (5.47)

Recordemos que & = Dyx.

Definicion 61. De la converidad de L tenemos que Ly, es invertible. Esto implica que, la EDO

de seqgundo orden anterior, la podemos transformar en la siguiente EDO de primer orden en T M :

T =uv

0= (Lyw) ™ (Lg = Ly - 0) (5.48)
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Por tanto, la ecuacién de FEuler-Lagrange define un flujo o' en TM dado por p'(zg,vo) =
(2y(t), 24 (t)), llamado el Flujo de Euler-Lagrange donde x, : (a,b) — M es la solucidn a la
ecuacion (5.48) con condiciones iniciales x,(0) = zo y T, (0) = vp.

Ejemplo 8. Sea M =R% y V : RY - R una funcion suave acotada y m > 0. Definamos el mapa:

L(z,v) = 3m{v,v) — V(z), que es un Lagrangiano.

1.
m Lz, v) = lim 3, v) — V() = 1m lim |v| ) — lim Vi) = 0
lol—w o] Jvl—o0 ]l 2\ oo lvl—oo [v]
.. L es superlineal.
2.
oL 0 1 d
_ R _ — J
) = Falgm @) = Vi) = m Y
=

0L 0 < i
g Y =™ avij;” = mdy;

0L

i.e. la matriz Hessiana Ly,(x,v) = m - Id y como m > 0, tenemos que ENEm; es positivo
V'OV

definido. .". L es convezo.

3. Vr=0
1 1,
Lr) = sup  L(z,v) = sup —m{v,v)y—V(z)<-mr‘— supV(z) <ow
(z,v)eR? xR? (z,v)eR?¢ 2 zeR?

[vl<r [vl<r

h(r) = sup (w,Ly,(z,v)wy= sup {w,(m-Id)w)=mlw,wy=m < 0
”(T’T\}\)Jfr [ (\Tqﬁ)ﬂfr

.. L es limitado.

Por (5.48)) tenemos que, la ecuacién de Euler-Lagrange en T M de este Lagrangiano es

=0
ov 5.49
o1 (Ve (5.49)
m o\ Ox
ov
y se le conoce como ecuacién de Newton, pues si denotamos por f(z) := a—(m) recuperamos la
x
segunda ley de Newton en mecéanica clasica.
f(z) = mi. (5.50)
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Ejemplo 9. Sea M variedad Riemanniana completa yV : M — R una funcion suave acotada. Defi-

nimos L(z,v) = 1k, (v,v)—V(z) donde 1k, (v,v) es una forma cuadrdtica positiva definida en TM.

A la forma cuadrdtica k se le conoce como Energia Cinética y a la funcion V como Energia

Potencial.

1.

3.

Recordemos que la métrica Riemanniana induce en T,M un producto interno (-,-), V.
Ademds, ki (-,-) es continuo, por lo tanto, tenemos que k, alcanza su minimo al restingirnos

al compacto S, es decir:

inf ky(v,v) =c. (5.51)

[v]=1

Notemos que ¢ > 0 pues k, es positivo definido.

- kI(HUTH’ H%H) >c, Vo #0, = ky(v,0) > CHUHQ, Vv e T,M, entonces,

= (5.52)

L(z,v) o tk(vn)—V(z) 1 V(x)
2 Z 3¢ <| im, v ”) o

m =
lol—o vl o =00 o] o v

. L es superlineal.

Una vez fija la base {v'} en T, M, k, tiene la siguiente expresion matricial ky = (k);i, donde

(k) ji i= kg (v7,0").

oL 0 1 10 v 1 d z
555 0) = 55 (Gha(v,0) = V() = iw;(kx)kw o' =52 l;(km)ﬂv = ku(v,°)
=
O2L d
m ,’U j[’l) = )j’L = k’w(’U,’U)

que es positivo definido ya que k, lo es.

. L es convexo.

Yr =0

1 1
Lr)= sup L(z,v)= sup (km(v,v) — V(m)) < - ||km”oo7"2 — supV(z) < 0
(z,v)eTM (z,v)eR?? 2 2 zeR4
[vl<r [v]<r
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donde, |kgll, =1 sup |kg(u,v)|.
el vl =1

h(r) = sup {(w,Ly(z,v)w) = sup {w, (km)32w> < sz”oo (w,w) = ”kIHoo < 0
| (z,0)|<r [ (z,v)l<r
[w]=1 [w]=1

.. L es limitado.

Definicién 62. La Funcion de Energia del Lagrangiano L, E: TM — R, estd definida por
—(z,v) - v — L(z,v). (5.53)
Proposicién 41. Sea z(t) solucién a la ecuacion de Euler-Lagrange, entonces %E(x,:c) =0 y,

por lo tanto, E : TM — R es invariante bajo el flujo lagrangiano ¢t. En consecuencia los conjuntos

de nivel E=Y(c), llamados Niveles de Energia, son invariantes bajo .

D

> : d oLy -\ _ L (0 -
Demostracion. Como x(t) satisface 3 5= (x,z) = 57 (z, ) tenemos,

d . d (oL )
gE(xﬁE) %(x,x) - @ — L(x, )

T dt
doL oL . 0L oL
7@5(‘%71’)x+%(‘r7x).m_£(x7x)x—%(x,x)~x

doL  oJ0L :
= ag(x,x) — %(m,x) -z =0. (5.54)

Esto implica que E es constante en las érbitas del flujo ¢' i.e. E(z,v) = ¢ V(z,v) € Oy (2(t), 2(t)),

y por tanto, el siguiente diagrama conmuta:

t

T™ % TM
N E

E
R

De aqui, facilmente podemos concluir que, para toda fibra E~1(c), ¢ (E_l(c)) =EYc). O

El siguiente Lagrangiano es un caso particular del ejemplo [9 pero es de gran importancia,
pues su flujo de Euler-Lagrange coincide con el flujo geodésico. Se trata del caso en que la forma
cuadrética k;(v,v) estd dada por la métrica Riemanniana de M y cuando la energia potencial es

cero.
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Ejemplo 10. Sea M wariedad Riemanniana completa. Consideremos el Lagrangiano L(x,v) =

29:(v,0) = ||v||i, donde g, (v,v) es la métrica Riemanniana.
La ecuacion (5.48) implica que, el campo vectorial de Euler-Lagrange estd dado por:

Dyi = 0, (5.55)

el cual genera al fujo geodésico gt en TM (definicién @)

5 0
Por otro lado, %= (z,v) -v = 0—% ||v|\i v =12|v], ﬁ ‘v = HvHi, luego, la energia asociada a
v v
L es: ’
2 1,0 1, 9
B(e,v) = ol ~ § ol = £ ol (5.56)

de donde concluimos que, los niveles de energia E~1(c) son los haces tangentes de esferas

{vac eTM : |v,|* = 20} (5.57)

La proposicion anterior nos garantiza que toda la dindmica del flujo geodésico ocurre en los niveles
de energia E~'(c). Es decir, para estudiar la dindmica del flujo geodésico basta restringirnos a
cualquier E=1(c), pues las érbitas permanecen en estos y la dindmica en la direccion transversal a
los niveles de energia es trivial. En particular, es util y estandar restringir el estudio de la dindmica

del flujo geodésico al haz tangente unitario SM = E_l(%).

El dltimo resultado de esta seccién serd ver que el flujo de Euler-Lagrange de una variedad

Riemanniana completa estd definido para todo ¢t € R, para esto ocuparemos el siguiente lema.

Lema 14. )
E(xz,v) == —£(0) + A@, (5.58)
donde A:= inf (Ly(z,v) w,w).
(z,v)eTM
Jw]=1
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Demostracion. De la convexidad de L tenemos que:

d
dsE(x SU) |s=1=

d
FAC
= (( (z, sv ) sv+ Ly(z sv)ﬁ(sv) - aL(JC,SU)) ls=1
0s 0s
ox 0 ox

~ (oG + ot o0 ) -0+ Lol = (£ Llos0) 5+ £ Lles0) ) ) s

= ((Lyy(z, s0) - v, sv} + Ly(x, sv)v — (Ly (2, s0)0))) |s=1= (L (x, $V) - v, 5 |s=1
= (Lyy(x,0) - v,0) > 0.

(z,5v) - sv — Lz, sv)) |s=1

(5.59)
Entonces, la funcién s — E(z, sv) es creciente Yv, por lo tanto:
v?g%m}wE(x v) = E(z,0) = —L(x,0). (5.60)
Luego, como L es convexo Ja > 0 tal que:
A= inf (Ly(z,v) - w,wy=> inf alw|®=a>0. (5.61)
(z,v)eTM (z,v)eTM
[wl=1 [w|=1
Por otro lado, como L es Imitado:
£(0) = supL(z,0) = —inf — L(x,0) = —inf E(x,0)
zeM zeM zeM
= —((0) < E(z,0). (5.62)

Finalmente, con el teorema fundamental del Célculo, concluimos que:

Il g v Il v
E(z,v) = E(z,0) + J 7E(x,sm)ds > —((0) + J;) <Lw(ﬂc,sv) . |U||’S|v|>ds

0
ol v w o > ol e
oo (T, 85— ) - —, ds = —/(0 +AJ sds = —£(0) + A——. 5.63
J < ol ol Tol O+a) O+ a5 (663)

O

Proposicién 42. El Flujo de Euler-Lagrange o' es completo.

Demostracion. Sea v, € TM. Supongamos que (a,b) es el maximo intervalo de definicién de la
curva t — ¢'(v,). Como L es auténomo, sin perdida de generalidad, podemos suponer que a < 0,
b>0yque ¢ =uv,.
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Sea ¢ = E(v,), por la proposicién tenemos que la érbita dev, se queda en este nivel de

energia, esto es F (¢t(v,)) = ¢, Vt € (a,b).
I

Por el lema (14} ¢ = E (p!(v,)) = —£(0) + AH@(+$)7 por lo tanto

0< @' (va)| <A =——F =0, (5.64)

Vt € (a,b).

Ahora supongamos que b < 0.
Como ¢! (vy) = (z4(t), T,(t)), entonces V1 € (0,b), |2,(t)| < oy

dist(z,(0), z,(t1)) = inf (J 1 I5@)| dt) < JOI | (t)]| dt < aty <ab.  (5.65)

YEC* [24,(0),my (t1);5t1] 0

Entonces, a partir de t = 0, ¢*(v,) queda presa en el interior del compacto:
C = {(y,w) € TM | dist(x,y) < ab; Ju] < a}, (5.66)

donde = = II(v,).

Ahi, el campo de Euler-Lagrange es uniformemente Lipschitz y acotado, entonces por el lema
de escape de soluciones EDO, podemos extender el intervalo de definicién de ¢! hacia el futuro

contradiciendo que (a, b) es el maximo intervalo de definicién.
Por dltimo, notemos que el caso en que —o0 < a se obtiene del caso anterior recorriendo el flujo
hacia el pasado ya que ¢~ *(v,) = (¢~ 1) (v,) Vt > 0. O

Corolario 23. El Flujo geodésico g' es completo.

5.3.2. Dinamica Hamiltoniana

Definicién 63. Sea M wuna variedad diferenciable. Recordemos que una 2-forma diferenciable es
una seccion suave al haz de 2-campos tensoriales antisimétricos, w : M — A?(M). La forma w
es no degenerada, si lo es para cada punto x, esto es, w’ : TyM — TEM; vy — w(vg,-) es un

isomorfismo Yx € M.

Una 2-forma diferenciable no degenerada cerrada (dw = 0), se llama Forma Simpléctica. Una
variedad diferenciable M equipada con una 2-forma simpléctica w se llama Variedad Simpléctica

y se denota por (M,w).

Si (M,w) y (N,n) son variedades simplécticas y f : M — N es un difeomorfismo tal que

f*n = w, entonces f se dice que es un Difeomorfismo simpléctico o un Simplectomorfismo,
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si (M,w) = (N,n). Entonces [ se conoce como Transformaciéon Candnica.

Proposicién 43. Sea (M,w) una variedad simpléctica, entonces M es de dimension par y w™ es

una forma de volumen.

Demostracion. Sea xo € M, tomemos una carta local (z°) = (z!,...,2%) para un abierto U 3 x

tal que TU ~ T, M x U. Tomemos 2 campos vectoriales linealmente independientes e;(x) y
en+1(x), definidos Vo € U y tal que w(e1(x),ent1(z)) # 0. Estos campos locales existen pues
w es no degenerada. Reescalando los campos e1(z) y en+1(x) si es necesario, podemos suponer que

w(e1(x),ent1(x)) = 1. Entonces, por la antisimetria de w tenemos que w (en4+1(2),e1(z)) = =1y
w(ex1(x),e1(x)) = w (eny1(2), ent1(x)) = 0.

Ahora, tomemos el subhaz E () de TU definido por la distribucién de dimensién 2 generada por
los campos vectoriales e1(z) y ept1(x) ie. Yo € U, E1(z) = span{e1(x), ent+1(x)}. Consideremos
el complemento simplecto-ortogonal a Eq, Es(x) := {ve TU | w(v,w) = 0 Vw € Ey(z)}. Entonces,
para todo campo vectorial local v(z) y para todo w(z) = Aej(x) + A" e, 1(z) € Ey, tenemos

que:

w—w,epy1)er +w(vyer) epir,w) =w,w) —w (v, epp1) wler,w) +w (v, er) w(enti,

w)
)\n+1 wler, ent1 )

=Mw(v,e1) + A" w(v, 1) —w (v, en1) (Mwler,er) +
+w (v, e1) (x\lw(en+1, e1) + N w(ens, en+1))
=Mw(v,e1) + A" w(v, ent1) —w (v, enq1) (A1) —w (v, e1) (M) = 0.
(5.67)

Por lo tanto, para todo campo vectorial local v(z), tenemos que, v—w (v, €,+1) €1—w (v, €1) €pt1 €
E,. Ademds, claramente E; (] F2 = 0, entonces tenemos que TU = E; @ Es.

Ahora podemos aplicar el mismo argumento al subhaz E5(z) y garantizar la existencia de dos
vectores ex(x) y enva(x) en cada fibra Ey(z) para todo x € U con la propiedad anterior. Esto
gracias a que w es no degenerado, y asi inductivamente. Esto demuestra que si w es no degenerado,

entonces la dimensién de todas las fibras T',U de TU es par, digamos d = 2n.

El argumento anterior implica que existen coordenadas locales (z%) = (x!, ..., 2%") en U tal que si
L . .
{6;} es la base de secciones dual de {e;}, entonces la forma simpléctica en U, se ve: w = >, 6" A9*T™.
i=1
Esto implica que w™ = w A ... A w # 0. Pues

Wr'=WA...AW= Z N R AN LIS/ LE

=1

(—1)"71!91 A A O£ 0. (5.68)
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Entonces w” es una forma de volumen.

O

Definicién 64. Sea T*M el haz cotangente de M?. w : T*M — M la proyeccion candnica, se

tiene entonces que,

d’]Tp : TpT*M - 7‘.(17).2\4
§ > dmy(6), (5.69)

con py = (z,p).

La 1-forma de Liouwville 6 en T*M estd dada por:

0p(&) = pldr(§)) &€ T (T*M). (5.70)

La forma Simpléctica Candnica en T*M se define como: w = df.

Una carta local (z*) de M induce una carta local en T*M dada por (z*,...,x%,p", ...,p?). Por
d .
lo tanto, para p € T*M podemos escribirlo como p = > p;dx*. En estas coordenadas, la forma de
i—1

1=

Liouville 6 y su derivada exterior w se ven:

d
0 = pdx = Ep,-dxi
i=1

d
w=dpAdr= dei A dx;. (5.71)

i=1
Proposicién 44. (T*M,df) es una variedad simpléctica

Demostracion. Basta ver que w = df es una forma simpléctica. Para esto veamos que, por definicion,

es un 2-tensor antisimétrico. Ademas,

W TM —T*M
(2,0) = (z,w(v,")), (5.72)

es un isomorfismo de haces vectoriales, por lo que w es no degenerada.

d
También dw = >, d(dp; A dz;) = 0. .. w es una forma simpléctica. O
i=1
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Teorema 23 (Truco de Moser). Sea M una variedad diferenciable y wg, wy dos formas simplécticas
en M tal que [wo] = [w1] en H3x(M). Si para toda t € [0,1] la 2-forma:

wy =twy + (1 —t)wo (5.73)

es simpléctica en M. Entonces existe una familia suave de difeomorfismos o : M — M con

oo = Idy tal que ofwy = wy, YVt e [0,1].

Demostracién. Tenemos que [4£w;] = [w; —wo] = [0] € H3x(M). Luego 36 € 2'(M) tal que
%wt = w1 —wp = df. Como w; es no degenerado para cada ¢ existe un inico campo vectorial suave

X tal que wy, Xy = —0.

Integrando localmente a la familia suave de campos vectoriales X; generamos una isotopia
(homotopia por encajes) suave o : M x [0,1] — M (por ejemplo, o¢(x) = ¢;(x) donde ¢ (x) es el
flujo local de X) tal que:

B9t () = X, 0 0u(x) (5.74)
dt
o bien
dos ~
Xi(z) = dis ot o7 (). (5.75)

Entonces por la regla de la cadena y la identidad de Cartan:

d d
%afwt =0, Lx,w + J;“ﬁwt = o} (d(we,Xy) + dwi, Xt) + 07df = —0}df + 0dd =0 (5.76)

Por lo tanto ofw; = offwy = wo. O

Teorema 24 (Darboux: Coordenadas Simplécticas). Sea (M,w) una variedad simpléctica. Enton-
o a
ces para todo x € M, existe una carta (U, p*,x") alrededor de x tal que wyy = > dp* A dx.
i=1

Demostracion. Para todo x € M 3 un abierto W de z y coordenadas (p’,z%) tal que w, =

(de" A dml> . Entonces en W hay 2 formas simplécticas wg = w y wy = (del A dxl).
i=1 z i=1
Como wy y wy son cerradas y no degeneradas tenemos que wy — wy es una 2-forma cerrada con

(wo — w1)z = 0. Reduciendo W de ser necesario hasta obtener un abierto contraible, el lema de
Poincaré implica que es localmente exacta, por lo tanto wy — w; = dn para alguna n € 21 (W) con

. = 0, por lo tanto [wo] = [w1] en Hip(W).
Por otro lado, como wy y wy son no degeneradas por continuidad en t, w; = twy + (1 — t)wy

es no degenerada V¢ € [0,1] en un abierto V' de z suficientemente pequeno, esto implica que w; es

simpléctica en V', Vt.
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Tomando U = W n V, el truco de Moser implica que 3 una familia suave de difeomorfismos
ot : U — U con og(z) = z y tal que ofw; = wp, Vt € [0,1]. Asi tomando ¢ = 1 tenemos que
a A d .
wy = ofwy; = of (Zalpz A d:ﬂ) = > d(p* o 01) A d(z* o 01). Las coordenadas buscadas son:
i=1
P =0f(p") = (' oo1) y T = of(a’) = (¢’ 0 0). .

i=1

Definicién 65. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Un Hamiltoniano es una funcién suave

H : M — R. El campo vectorial xg asociado a H definido por:

W,XH = W(XHa ) = dHa (577)

se le conoce como Campo Hamiltoniano 6 Gradiente simpléctico. Veamos que en coordenadas

simplécticas define la ecuacion diferencial:

. 0H O0H
= _ o
P dp opi
0H o0H
- _H. = _2" _ 5.78
p v ox ox; ( )
Para esto, basta ver que xpg := (g—g, —ZTZ) satisface la definicion de campo Hamiltoniano:
W XH = Z (dp; A dx),xg = Z (dpi,xH) A dx; — dp; A Z (dxi,xm)
i=1 i=1 i=1
n
0H
= Z dpl —_d ;= dH. (5.79)

Como toda ecuacion diferencial ordinaria, la ecuacion diferencial anterior define un flujo H?

llamado el Flujo Hamiltoniano.
Proposicién 45. H es invariante bajo la accion del flujo Hamiltoniano H?.

Demostracion. Recordemos que w,xg = dH y Ht = x - Utilizando la regla de la cadena, podemos

ver facilmente que H es invariante, pues:

ZHH') = dH(HYH! = Hyi + Hyp = 0. (5.80)

O

Teorema 25 (de Liouville). El flujo hamiltoniano H' es simpléctico, esto es, preserva la forma

simpléctica w y en consecuencia preserva el volumen.
Demostracion. H! preserva la forma simpléctica w pues,

d

()" @)] = Zww = dlw xu) + (dw,xm) = ddH) + (0,xm) = 0, (5.81)

94



5.3. Dindmica del Flujo Geodésico El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

donde .2, es la derivada de Lie para formas difrenciales definida por Zyn = d(n,x) + (dn,x)-
Esto prueba que (’Ht)* (w) es constante V¢t € R y por la proposicién tenemos que preserva el

volumen. O

En particular, estamos interesados en estudiar los Hamiltonianos asociados al haz contangente
T*M de una variedad Riemanniana (M, g), esto es, las funciones suaves H : T*M — R. M4s atin,

nos restringiremos sélo al estudio de Hamiltonianos de la forma:

H(.’L‘,p) = UQ%%/JBW {p(v) - L(‘T7 U)} ) (582)

donde L(z,v) es un Lagrangiano. A primera vista, esta clase de Hamiltonianos puede parecer un
poco extrana, pero recordando que L es convexo, podemos reconocer que H no es mas que el Dual
Convexo de L (H = L*). Este es un objeto cléasico dentro del andlisis real, por lo que, es bastante

natural tener interés por estos Hamiltonianos.

Notemos que no es obvio que Ju € T, M tal que u realice el maximo de la funcién p(v) — L(z, v),
por lo que a priori H puede tomar valores en (—oo, 0], as{ que en principio deberfamos definir

H(xz,p) = sup {p(v) — L(x,v)}. Sin embargo, la siguiente proposicién nos dice que esto no ocurre,
veT,

que H(z,p) e RY(x,p) e T*M y que Ju € T, M tal que p(u) — L(z,u) = n%d%:/[ {p(v) — L(z,v)},
veTy
probando que H estd bien definido.

Observacion 6. Antes de pasar a la proposicion mencionada vale la pena observar una propiedad
inmediata de H que viene de una conocida propiedad de las funciones convexas: si (F)er es una
familia de funciones convexas, entonces su envolvente superior supF; también es una funcion con-
vera. el

Fijemos v e T, M y notemos que el mapa p — p(v) — L(x,v) es convexo en p, de donde concluimos

que H(xz,p) = sup {p(v) — L(z,v)} también es convexo en p.

veT,
Proposicién 46. Dado (xz,p) e T*M yve T, M sea F,(p,v) := p(v) — L(z,v) entonces tenemos
que H(z,p) = n%d% {F;(p,v)}. Entonces, H(x,p) < o ¥(x,p) € T*M. Mds ain, para cada (x,p) €
veTy,
T*M , Jue T, M tal que F,(p,u) = de%:/[ {F:(p,v)}.
VEL g

Demostracion. Sea (x,p) € T*M recordemos que mazx F, = —( min (—F),)), por lo que, basta ver
veT, M veT, M

que —F, alcanza su minimo en T,, M. Para esto veamos que —F,.(p,v) = L(x,v)—p(v) es super lineal:

Como p : T, M — R lineal y continua, entonces p alcanza su minimo g y su maximo v si nos

restringimos a SIM .. u < p(w) < v Vw € SLM. Luego, como L es super lineal

—_F L L
m B _ g, ( (z,v) —p<“>) > o BB Gy
v[|—>o0 vj|—©0

lel—o o] o] o] o]

por tanto, —F,, es super lineal.
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—F. (p,v)
[l

—Fz(p,v)

- El’rLO € N tal que W

> 1si ||v| = ng. Observemos que, de hecho, > 1si|v| =n,

Yn = ng.

= dng € N tal que —F,(p,v) = ||v| si |v| = n, ¥n = ng. Entonces, —F,(p,v) = ||v| = n,
Vv e BS, donde B, = {ve T, M : |v| < n}, por tanto, —F,(p,v) = n Yv € BS. Entonces,

n < inf (—Fy(p,v)) (5.84)

vEBE

Por otro lado, Vn = ng como —F, es continua y B, es compacto —F, alcanza su minimo en

cada B,,. Luego, sin < m = B, < B,,, entonces

min (—F;(p,v)) < min (—Fy(p,v)) (5.85)

vEB,, vEB,
Ahora, tomemos n = ng, tal que mBz'n (—Fy(p,v)) < n, como ya mencionamos anteriormente,
v€Bn,

sabemos que Ju € B, tal que —F,(p,u) = mjz'gn(me(p,v)). Asi, se tiene que,
vEBy,

a. —Fy(p,u) < —F,(p,v) Yve B,

b. —F,(p,u) < min(=Fy(p,v))<n < inf (=F.(p,v)) < —F.(p,v) Vv e BE.
(4,3,4) VEBn, (4,3,3) veBE

b. Implica que —F,(p,u) < c©

a. y b. implican que —F,(p,u) < —F,(p,v) Yve T, M, i.e, —F.(p,u) = n}'%(fFr(p,v)).
veT,
Por dltimo, concluimos que H(z,p) = — ( ﬂ%i%(—Fz(p, U))) = Fy(p,u). O
veT,

Observemos que la proposicién anterior nos inspira a encontrar un método para calcular H(x, p),

pues como garantiza la existencia de md%[ (Fy(p,v)), es una buena aproximacién comenzar por en-
veT,

contrar los puntos criticos de F,(p,v), los cuales cumplen la relacién %Fm (p,v) = 0. De hecho, de

esta forma sélo obtendremos los méximos de F',, como muestra el siguiente corolario.

Corolario 24. Sea H = L* donde L es un Lagrangiano. Entonces H(x,p) = pv — L(x,v), donde

p cumple la relacion p = Ly (z,v).

Demostracion. Es bien sabido que una funcién céncava sélo tiene como puntos criticos a maximos

globales.

Veamos que F', es céncava en v: Dado (z,p) € T*M sea A€ [0,1] y v,w € T, M, tenemos de la

linealidad de p y la convexidad de L que,
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F.(p, v+ (1= XNw) =p(Av+ (1 = Nw) — Lz, w + (1 = Nw)
< Ap(v) + (1 = N)p(w) — AL(x,v) — (1 = N) L(z,w) = AF,(p,v) + (1 — A F.(p, w) (5.86)

Como los puntos criticos cumplen,

0= 2 Flp0) = 3 (p(v) ~ L(w0)) = p — Ly (z,0), (5.87)
= p= Ly(z,v).
o H(z,v) = max, {Fp(p,v)} = pv — L(z,v) con p = L,(z,v). O

Notemos que un calculo analogo al hecho en la demostracién del corolario anterior, muestra que,

si L es estricamente convexo F', serd estrictamente céncavo, por lo que, tendrd un tinico maximo.

Ejemplo 11. Calculemos unos ejemplos simples para irnos familiarizando con el dual convero

H = L*de una funcion convezra L.

Sea M = R y notemos que una 1-forma p € T*R no es mds que la funcion lineal descrita por
la recta y = pt. En este caso, es fdcil dar una interpretacion geométrica (grifica) de la constuccion

del dual convexo:

Sea L : TR — R, tenemos que L(x,t) es una funcién conveza en t, para cada x definamos L, :
R — R como: L,(t) = L(x,t). Ahora tomemos la grdfica de L, (t) y la grdfica de la recta y(t) = pt
en R%. Sea t(p) el punto en que la curva estd mds lejos de la recta en la direccion vertical tomando
en cuenta “distancias negativas”. Entonces, ¥p la funcion Fy(p,t) = pt — L, (t) tiene un mdzimo

con respecto a t en t(p). El dual convexo estd definido como H,(p) = p-t(p)— L(t(p)) = Fi(p,t(p)).

Ahora consideremos los Lagrangianos L : TR — R dados por:

a. L(z,t) = t2: este es un caso particular del Lagrangiano en el ejemplo @ cuandod =1, m =2y
V(z) = 0. Entonces queremos definir el Hamiltoniano H = L* : T*R — R dado por H(x,p) =
max (Fy(p,t)) donde Fy(p,t) = pt — t.
teT,.R
Queremos entonces maximizar F,(p,t), como L es estrictamente convexa F, tiene un tnico
punto critico que satisface, 0 = (%Fm(p, t) = p—2t = el mdzimo de F, lo alcanza en t = %p

H(z,p) = Fu(p, 3p) = 30° = 107 = 10°.

b. L(x,t) = mt?: este también es un caso particular del ejemplo@ cuandod =1y V(z) =0. En-

tonces tenemos que, Fy(p,t) = pt — %mtz. Luego, {%Fx(p, t) = p—mt y como L es estrictamente

. L. 4. .. 1 . _ 1,2 1.2
conveza entonces Fy, tiene un inico punto critico mdximo ent = —-p.". H(z,p) = D 5Pt =
1,2
2mp .

97



5.3. Dindmica del Flujo Geodésico El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

c. Sean o, B > 1 tal que é + % =1, L(x,t) = éta, %Fw(p, t) = p—t*1, entonces tiene un tinico
1

mdzrimo en t = pa—1,

talt _ 1,2 L ST - Lya LY a2t _ L
H(p) = p 5T 4t =yt - et = (1 L)t = L

Teorema 26 (Fenchel-Moreau). Sea E un espacio vectorial normado L : E — (—o0, 0] conveza y

semicontinua inferiormente tal que L no sea la constante c0. Entonces L** = L.

Omitiremos la demostracién por estar al margen de los fines de este trabajo. Sin embargo, ésta

se puede encontrar en [Brez).

Corolario 25. Sea L un Lagrangiano y H el Hamiltoniano asociado dado por H = L*. Entonces
H* =L** = L.

En la observacion [6] vimos que H es convexo en p, ahora veamos que también es stper lineal.

Proposicién 47. Sea L un Lagrangiano y H = L* el Hamiltoniano asociado. Entonces H es siper

lineal.

Demostracién. Para todo p € T*M Jv € T, M tal que, |p| = |[v]| y p(v) = |p|*. Ahora fijemos

cualquier A>0yp#0yseav = )\ﬁ. Asi
p

H(z,p) = miz {p(v) - L(z,v)} > p(5) - L(a,D)

VRN YRR - C) NN
= POy~ HE AR = A~ L@ Ay

= A|p|| — max {L(x,v 5.88
Ipl iz {L(z.v)) (559)
por lo tanto:
Alpl = mazx {L(z, v)}
H

timing TP S piin g 5O )\ (5.89)

Ipl—o  P] " p—ed ol
como A\ es arbitraria, tenemos que H(x,p) es superlineal. O

A estas alturas ya debe ser mas que evidente que Lagrangianos y Hamiltonianos estén fuerte-
mente relacionados, y de hecho, tienen propiedades similares. A continuacién veremos que podemos

concluir propiedades dindmicas de uno a través de estudiar las propiedades dindmicas del otro.

Definicién 66. Definimos la Transformacién de Legendre como: L : TM — T*M ; L(x,v) =
(2, Ly(z,0)).

Proposicion 48. La transformacion de Legendre L es una conjugacion entre el flujo Lagrangiano

y el flujo Hamiltoniano.
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Demostracion. Tenemos que L = L** = H*, por lo tanto si p = L, (z, v) tenemos que v = H,(z,p).
Notemos que (H o £)(z,v) = H(x, Ly(z,v)) = Ly(z,v)v — L(z,v) = E(x,v).

Asi H(z,p) = EoL™' = p-H,(z,p) — L(z, Hy(z,p)) = pv— L(z,v). Luego H, = —L, entonces

las ecuaciones de Euler-Lagrange

d
T=_r=v= H,
'—iL =L,=-H (5.90)
p - dt v T T T x .
son las mismas que las ecuaciones Hamiltonianas (Gradiente simpléctico). O

Ejemplo 12. Consideremos ahora el Lagrangiano en el ejemplo. L(z,v) = 3g.(v,v) = 3 HvHi vi-
mos que el flujo de Euler-Lagrange asociado es justamente el flujo geodésico, gt. Ademds la ec
en tenemos que: Ly(x,v) = ||v|\i Luego el Hamiltoniano asociado es H(z,p) = EoL ™ (x,p) =
Il = 3 Iplz = 3 Il

Ejemplo 13. Sea L(z,v) = 5kz(v,v) — V(x) en el ejemplo @

1

2

La energia estd dada por:
1 1

E(z,v) = Ly(z,v) - v — L(z,v) = ky(v,v) — <2km(v,v) - V(w)) = ikaj(v,v) +V(x). (5.91)

Por tanto el Hamiltoniano es:

%kw (p,p) + V() (5.92)

Dado un Hamiltoniano H, hay veces que es interesante considerar la dindmica de éste, restrin-

H(xz,p) = (EOE_l) (x,p) =

gida a las hipersuperficies H = ¢, que en muchas ocasiones resultan ser compactas. En particular,
para el flujo geodésico de una variedad Riemanniana compacta sucede esto y cuyas fibras son haces

de esferas sobre M.

Si ¢ es un valor regular de H y la hipersuperficie H. := H~!(c) = {x € M | H(x) = ¢} es com-
pacta, entonces el sistema Hamiltoniano preserva una 1-forma no degenerada w.. Localmente se
puede descomponer la medida 2n-dimensional generada por w en medidas (2n-1)-dimensionales en
H .. s para |d| suficientemente pequenio y considerar las medidas condicionales definidas médulo una

constante multiplicativa. Asi podemos estudiar la dindmica hamiltoniana restringida a las fibras H...

En el caso de T* M, la forma simpléctica w no sélo es cerrada sino también exacta. La 1-forma 6 =
n
> pidx; satisface que df = w. Esta 1-forma 6 definida en T* M no depende de la carta coordenada.
i—1
Por supuesto, en general, un sistema Hamiltoniano en 7% M no preserva 6 6 cualquier otra 1-forma
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que su derivada exterior sea w. Por esto, la siguiente proposiciéon nos dice qué condiciones necesita

el Hamiltoniano H para tener la invarianza de 6.

Proposicién 49. El campo vectorial Hamiltoniano x g en T* M preserva la 1-forma de Liouville 0
a lo largo de la hipersuperficie H=1(c), si y sélo si el Hamiltoniano puede ser tomado positivamente

homogéneo en p modulo funciones, i.e. H(z,ap) = ®(a)H (z,p) para o > 0.

Demostracion. Si 6 es invariante tenemos que:

0=L,0=d0xu)+ Owxn) = (dH) + d(0,xn). (5.93)

Entonces d(0,xm)(v) = 0 si dH(v) = 0. Como dH(v) = 0 Vv tangente a la hipersuperficie
tenemos que 6,y es constante en cada componente conexa de la hipersuperficie H~1(c), esto se
da si

0,xs = p(H) (5.94)

para alguna funcién ¢ € C'. En coordenadas de Darboux tenemos que
H(z,ap) = ®(a)H(z,p) (5.95)

Donde @' = ¢ O

Ejemplo 14. Un caso particular de esto es el Flujo Geodésico, pues el Hamiltoniano asociado a
€l es una funcion cuadrdtica en p, y por tanto, preserva la restriccion de 8 a cualquier hipersuperfice

de energia H..

La restriccion de 0 a la hipersuperfice H. para un valor reqular de H, es un ejemplo de una
1-forma tal que 0 A (d0)"~1 es no degenerada y es una motivacion para el estudio de la siguiente

clase de variedades diferenciables.

Definicién 67. Sea M una variedad orientable de dimension 2n — 1 y 6 una I1-forma sobre M.
Entonces 0 es una Forma de Contacto si la (2n — 1)-forma 6 A (d0)"~! es no degenerada. M
equipada con una forma de contacto 0, se llama Variedad de Contacto y se denota por (M,0). Un
Difeomorfismo de Contacto es un difeomorfismo de (M,0) que preserva su forma de contacto.

A un flujo en (M, 0) que preserva la forma de contacto se le llama Flujo de Contacto.

A diferencia de las variedades simplécticas que admiten varios campos hamiltonianos, las va-
riedades de contacto vienen equipadas con un campo vectorial canénico V' definido por 8,V =1
y df,V = 0. Este campo vectorial es tnico pues, dim(ker(df™)) = 1 y ademds, es distinto de 6,
por la hipétesis de no degeneracién. Como 6,V = cte, la derivada de Lie £ 0 = 0, por lo que, el
flujo de V preserva la forma de contacto y por tanto, todo lo definido en términos de 6, como es
el caso del volumen, al flujo generado por V se le conoce como Flujo Caracteristico de la forma
de Contacto. Supongamos que x es un campo vectorial cuyo flujo preserva la forma de Contacto

6, entonces también tiene que preservar ker(df™), y por tanto, debe conmutar con el flujo carac-
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teristico de 6. Esto quiere decir que, todo flujo de Contacto viene de conmutar el flujo caracteristico.

Con un argumento anélogo, todo difeomorfismo de contacto se obtiene al conmutar el difeomor-

fismo de contacto caracteristico.

Ahora, si la variedad de contacto es un nivel de energia de un hamiltoniano homogéneo, V'

resulta ser el campo vectorial Hamiltoniano.

Como nuestro interés es el estudio de flujos geodésicos, la siguiente proposicion es un resultado

sustancial en esta seccién.

Proposicion 50. FEl flujo geodésico de una variedad Riemanniana es un flujo caracteristico para

SM y por lo tanto un flujo de contacto.

Demostracion. El flujo geodésico es un flujo Hamiltoniano de un Hamiltoniano homogéneo. Luego,
la restriccién a las hipersuperficies H. de los flujos Hamiltonianos de un Hamiltoniano homogéneo

son flujos caracteristicos para los niveles de energia, y por lo tanto, de contacto. O

5.4. El Flujo Geodésico en Variedades Cerradas

con Curvatura Seccional Negativa

Un ejemplo de flujos de Anosov muy importante y verdaderamente impresionante, tanto por
sus implicaciones dindmicas como por su exquisita geometria, es el caso de los fujos geodésicos en

variedades Riemannianas compactas con curvatura seccional negativa.

Recapitulemos algunas cosas vistas en los capitulos anteriores.
Sea (M, g) una variedad Riemanniana con métrica Riemanniana g, (v,v). Denotemos por T'M

el haz tangente de M y por SM := {u € TM/||u| = 1} el haz tangente unitario.

1
Definamos el Lagrangiano: L : TM — R, L(z,v) := 50 (v,v). Dado el sistema dindmico en TM
definido por la ecuacion de Euler-Lagrange asociado a este Lagrangiano igual que su restriccion a

SM coincide con el Flujo Geodésico de la variedad Riemanniana (M, g) como lo muestra el ejemplo

o

Para X, Y, Z, W € T, M, sea R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z, W) el tensor de curvatura en .
R(u,v,u,v)
{uyudv,vy—{u,v)?’
Curvatura Seccional del plano IT € T, M generado por u,v. Recordemos que k no depende de la

Entonces para u,v € T, M linealmente independientes, definamos k(u,v) = la

eleccién de u, v € II, sélo depende de su envolvente lineal II.

Ahora notemos que si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta tal que su curvatura sec-

cional —k, < 0, Vx € M, por compacidad, tenemos que existe k > 0 tal que, —k, < -k <0Vre M
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ie: la curvatura seccional de M esta siempre acotada por una constante negativa —k.

Los campos de Jacobi Y : t — Y(t) € T',(;) M alo largo de una geodésica v : R — M, se obtienen
como soluciones de la ecuacién de Jacobi: Y (t) + K(t)Y (t) = 0, con K(t) := R(~'(t), )7 (¢).

Un campo de Jacobi tangencial es de la forma Y'(t) = f(¢)7(¢), con f(t) = 0, y por lo tanto,
lineales en el tiempo. Por otro lado, la proyeccién Y7 sobre #(t) de cualquier campo de Jacobi Y,
es de la misma forma con f(t) = (Y (£),4(t)), pero f(t) = <Y(t),7(t)> — —{k(t), Y (t)) = 0, por
lo que la proyeccién tangencial Y7 sobre Y es un campo de Jacobi. Por linealidad de la ecuacién

de Jacobi, lo mismo se cumple para Y+ := Y — YT que es ortogonal a +(t).

Algo interesante de los campos de Jacobi es que, el hecho que surjan como variaciones de geodési-

cas refleja la dindmica del flujo geodésico g* en el siguiente sentido.

Para x € M y v € T, M denotemos por ~, la geodésica con v,(0) = = y 7,(0) = v, entonces

existe el siguiente isomorfismo

0,:T,TM — T,M®T,M (5.96)
¢ = (z,2) (5.97)

tal que
Og(Dg'¢) = ((Y(1),Y(t)) (5.98)

/

donde Y es el campo de Jacobi a lo largo de 7, con Y (0) = , Y (0) = .

Esto nos permite describir la dindmica del flujo geodésico en términos de la evolucién de los

campos de Jacobi y hablar sobre la accién de g* 6 dgt sobre los campos de Jacobi.

Los dos campos de Jacobi linealmente independientes con crecimiento lineal, corresponden a
reparametrizaciones afines de la geodésica; es decir, shifts del punto inicial y cambios de velocidad
uniformes. La primera variacién corresponde a la direccién del flujo geodésico en el haz tangente
unitario SM, el segundo es transversal a SM. Por tanto, para ver que el flujo geodésico en SM es
de Anosov, basta ver que el espacio de campos de Jacobi ortogonales admiten una descomposicién

en subespacios contractivos y expansivos.
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Para estudiar los campos de Jacobi ortogonales, es suficiente saber que son soluciones de la

ecuacion de Jacobi:

Y(t) + K@#)Y(t) =0, (5.99)

donde K es un operador simétrico, negativo definido que, bajo las hipdtesis de curvatura y compa-

cidad, implican la existencia de k£ > 0 tal que

(KY,)Y) < —k{Y,Y) (5.100)

siempre que Y v y tal que

(KY,KY) < kYY) (5.101)

VY e SM.
Como cualquier cota superior de la curvatura seccional puede ser tomada como —k, tomemos
0<k<1

Para mostrar la hiperbolicidad del flujo geodésico tomaremos la norma en T, M @ T, M dada

por la metrica de Sasaki.

[u,v]| = A/{u,uy+{v,v) (5.102)

para u,v € T, M.

(r¥)
Lema 15. > 6 define un d—cono Csen T,M @ T, M.
v

Demostracion. Sea

4 <Y Y>
Cs={v=Y+YeT,M@®T,M/ (5.103)

o
Y=M,.,.Y.)y Y = (Yl, ..., Y,), entonces > § implica
|
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PRAEE (Yﬁ ¥ \Yf)
i:l ) L
e ZYzYL =9 (ZYLQ + ZY;)
=1 1=1

i=1

n n . 1 n )
=YY+ YV - 5(25%) <0
=1 =1 =1

1
1 0 ~o5 0
20 Y,
0 1 o 1 :
. . 55 Y.,
(Y1, Y, Y, V) | ¢ - 26 " l<o (5.104)
1 0 Y,
3% 1 0 :
Yo
0 1 O 1
i 24
. : Y
ie: (Y,Y)Q ( v > <0 (5.105)
6 bien: <(Y, V), Q(Y, Y)> <0 (5.106)
Donde Q es la siguente forma cuadratica de 2n x 2n:
I, — (I,
Q= L % (In) (5.107)
—5n)  In

Con I,, la matriz identidad de n x n.

Notemos que det(Q) = det((I,)(In) — (=5 (In)) (=55 (In))) = (1 = (55)%)™, luego si tomamos
0 < % tendremos que det(Q)) < 0. Entonces como @ es simétrica, sabemos que 3 P € Oy, (R) tal
que Q = P~'DP donde

al, 0]
D = (O _ﬂ(In)>,a,ﬁ>0 (5.108)
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Esto significa que existe un cambio lineal de coordenadas P en T,M @ T,M tal que, Cs es la
imagen del cono estdndar K, := <P(Y, Y), D [P(Y, Y)]> < 0 bajo la transformacién lineal P~1,

con vy = — le.:
o

s (o o[

- <P LP(Y,Y), P [ YY) >
= (PIP(V,Y), P(PQPTY) [P(V,V)])
- <(y, V), Q(Y,Y) > = Cs. (5.109)

Recordemos que k € (0,1] y notemos que para k > 0 y a,b > 0 numeros reales entonces:

L (a—

b)? = a% —2ab+b* = 0 = a® + 2ab + b* > 4ab, i.e. (a + b)? = 4ab, luego a + b > 2v/ab

l\D\»—t

b+ ka
a+b

2. k<lebt+ka=ka+kbe

=k

_ /1248
3. I<;>O<:>k2<k2+8k©k—\/k2+8k<0©%>0

1k — k25 Y, Y>
Lema 16. Para 0 < < mzn{§, 74} la familia de §—conos Cs dada por <

estrictamente invariante.

a (Y.Y) <Y Y>
Demostracion. Es suficiente demostrar que — > 0 cuando

«/<Y,Y><Y,Y> <Y Y>+k<YY>
Por la observacion anterior tenemos que >k

T A

Y,Y

Luego, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y tomando 5 = 0, se tiene que:

|
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d (7¥) () (P rv] -2 (ny) ((nr) « (V)

i il
) <Y7Y> (KY,Y) ) <Y, Y> <Y — KY, Y>
e e el
<Y, Y> + k(YY) <Y, Y> <KY, Y>
= 12 —26 2 12
vy vyl vy
L \/<KY, KY) <Y,Y>
>k—2
ST
>k—25|5+k V<Y’Y><};’Y>
vyl
>k25(5+§>>252k6+k>0 (5.110)
O
Tomando § < % independientemente de € < 1, tenemos entonces € < 4¢?62 y <Y, Y) € Cs.
1+c c
d . ) .
oo Y] (V) e(vy)
b
_ <YY2—E<KY};> 25—6\/<KY7K%>§Y7Y> >5- Z V<Y7Y>.<};Y> >5— ;/f
vyl vy vyl vy|

Esto prueba que los campos de Jacobi en Cj expanden exponencialmente.

Definicién 68. Sea (X,d) un espacio métrico y e > 0. Decimos que A € X es e-Denso en X si
d(z,A) <e, YreX.

Lema 17. SiVz e M , W¥%(x) es densa en M IR = R(¢) > 0 tal que la bola de radio R en cada
variedad inestable (Wi(z)) es e-densa en M.

Demostracion. Sea x € M y € > 0. Por compacidad de M existen z1,...,z; € M tal que M =
J

U Bej2(2i). Como W¥(x) = |J Wi(x) es denso en M, Vi € {1,...,5}, (Bejpo(z:) n W¥(z)) # 2,
i=1 R>0
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por lo tanto existe R(z;) > 0 tal que (Be/z(zi) N W}é(Zi)(x)) # @. Tomando R(z) = maz {R(z;)}

1<i<)
muestra que W}é(m)(x) es e-densa en M.

Como W* es una foliacién continua existe d(x) > 0 tal que W}é(z)(y) es e-densa Vy € Bj(y ().
Por compacidad de M existen z1,...,2r € M tal que las §(z;)-bolas cubren M. Asi R(e) =

max {R(x;)} satisface el lema. O
1<i<k

Proposicién 51. Sea ¢t : M — M un flujo de Anosov. Si toda variedad inestable W*(x) es densa

en M. Entonces ©' es mizing topoldgico.

Demostracion. Sean YU,V < M abiertos, queremos ver que 3T tal que o*(U) "V # @, Vt > T.
Sean z,y € M y ¢ > 0 tales que W¥(z) € U y Be(y) € V. Tomemos R = R(e) como
en el lema como ¢! expande uniforme y exponencialmente a la variedad inestable W¥(z) te-
nemos que IT(U,V) > 0 tal que Wg(o'(x)) S ' (W(x)), ¥t = T. Luego por el lema & #
Wi(@' (@) N Be(y)) < (' We(x)) n V), ¥t = T. O

Lema 18. Sea (M, 0) una variedad de contacto compacta. Si o' : M — M es un flujo de contacto

Anosov, entonces ker(f) = E* @ E*.

|0(v)|
Demostracion. Tenemos que SM es compacto por lo tanto 0 es acotadaen SM = C := supw <
v#0 v
w. Si v € E*(x) y como ¢! es un flujo de contacto y por tanto 6 es ¢’-invariante, tenemos que

10(v)| = [pL(0(v))| = 0(L" (V)] < C | (v)| =, 0, por lo tanto O(v) = 0 Vv € E*. Andlogamente
tenemos que #(v) = 0 Vv € E™. O

Corolario 26. Sea ' : M — M un flujo de contacto Anosov. Entonces:
1. W*(z) es densa en M
2. ¢! es topoldgicamente mizing
3. ¢! es topolégicamente transitivo

4. NW(g') =M
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