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4.3. Continuidad Hölder de las Distribuciones

Estables e Inestables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4. Ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5. El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas 72

5.1. Tensor de Curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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agradecido pues de alguna forma han aportado en mi crecer.

vi



A LA MEMORIA DE MIS ABUELOS

MACARIO Y CONCEPCIÓN



”Las matemáticas son la belleza

en su expresión más pura”

Mónica Clapp



1

Introducción

El objetivo principal de este trabajo es demostrar que el flujo geodésico de variedades Rieman-

nianas cerradas con curvatura seccional negativa y de dimensión d , es un flujo de Anosov y exhibir

las implicaciones más relevantes de este hecho. Para alcanzar esta meta, el trabajo toma la siguiente

ĺınea:

En el caṕıtulo 2 empezaremos comentando un poco la historia del problema a manera de motiva-

ción. También, recordaremos la teoŕıa preliminar que se utilizará a lo largo del trabajo. Algunas de

las proposiciones de este caṕıtulo no se demuestran, sin embargo, se hace referencia a la literatura

donde se puede encontrar.

En el caṕıtulo 3 se trata la teoŕıa general de conjuntos hiperbólicos y sistemas de Anosov .

Aqúı se ven algunas de las propiedades que tienen estos sistemas dinámicos. Las secciones más

relevantes son la 3.2, en particular es el teorema 6 donde se da una caracterización de los conjun-

tos hiperbólicos a partir de conos invariantes, la cual se utilizará para demostrar la hiperbolicidad

del flujo geodésico. La sección 3.5, la cual trata de la estabilidad estructural de los sistemas hi-

perbólicos, para este fin se usa el teorema de sombreamiento de Anosov 7, el cual es muy tecnico,

pero muy util pues de él también se derivan otros resultados como el Closing Lema 8. Por últi-

mo, en la sección 3.6 se estudia los resultados de las secciones anteriores en sus versiones para flujos.

El caṕıtulo 4 es de los más importantes del trabajo pues trata de la ergodicidad de los flujos

hiperbólicos. En la sección 4.1.1 se estudia el concepto de Foliaciones Absolutamente Continuas,

ingrediente sustancial para demostrar la ergodicidad de los sistemas dinámicos hiperbólicos. La

sección 4.2 desarrolla expĺıcitamente el afamado Argumento de Hopf. Los resultados importantes

de esta sección son el teorema 17, donde se exhibe que las distribuciones estables e inestables de un

difeomorfismo de Anosov son Hölder continuas, un punto técnico, pero a la vez clave en la teoŕıa

de dinámica hiperbólica y el teorema 19 que prueba que un difeomorfismo de Anosov conservativo

de clase C2 es ergódico.
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Introducción

El caṕıtulo 5, además de ser muy interesante, es importante pues estudia las propiedades genera-

les del flujo geodésico de variedades Riemannianas, aśı como la geometŕıa requerida para demostrar

la hiperbolicidad de este flujo en el caso de variedades cerradas con curvatura seccional negativa.

Además, dará las herramientas para comprender los flujos geodésicos en variedades y un punto de

vista geométrico y dinámico para atacar problemas que los involucren. La proposición 39 muestra

que con los campos de Jacobi se puede entender el crecimiento asintótico del flujo geodésico. La

proposición 49 es importante para la ergodicidad, ya que muestra que el flujo geodésico deja inva-

riante a la medida de Liouville. Además, la proposicón 50 garantiza que toda la dinámica del flujo

geodésico está contenida en el tangente unitario, por lo que, basta restringirnos a él.

Por último, en el lema 16 demostraremos que el flujo geodésico de variedades Riemannianas ce-

rradas con curvatura seccional negativa es Anosov y, por ende, ergódico y estructuralmente estable.

2



2

Preliminares

2.1. Un Poco de Historia

El flujo geodésico en variedades Riemannianas cerradas (compactas, conexas y sin frontera) con

curvatura seccional negativa, es ya bastante conocido y estudiado por muchos matemáticos a lo

largo del tiempo y a la fecha constituye una parte importante de la teoŕıa en dinámica hiperbólica.

Uno de los primeros en estudiar las propiedades dinámicas de este flujo fue E. Hopf en los 30’s, en

particular, él estaba interesado en demostrar su ergodicidad.

Una caracteŕıstica importante del flujo geodésico en este tipo de variedades es que es un flujo

hiperbólico, lo cual quiere decir que, para cada punto px, vq del haz tangente unitario SM de M , el

espacio tangente en el punto px, vq tiene una descomposición como suma directa de: un subespacio

estable que contrae exponencialmente; un subespacio inestable que expande exponencialmente y un

subespacio central de dimensión 1, el cual es tangente al flujo. Es decir:

Tpx,vqSM “ Espx, vq ‘ Eupx, vq ‘ R

˜

d

dt
gt |t“0

¸

(2.1)

Este resultado se le atribuye a D. Anosov, pues en los 60’s lo demostró en la versión más general

que se conoce. Para lograrlo, Anosov, caracterizó una clase de sistemas dinámicos para variedades

Riemannianas tanto en su caso discreto como continuo, los cuales ahora llevan su nombre: Sistemas

Anosov. Ser un sistema Anosov (ya sea el caso de difeomorfismos o de flujos) tiene una gran riqueza

dinámica, ya que poseen propiedades como, por ejemplo, ergodicidad, estabilidad estructural, entre

otras. Anosov se dio cuenta que la geometŕıa en este tipo de variedades bastaba para garantizar

la hiperbolicidad del flujo geodésico en SM y que este hecho implica la ergodicidad del flujo. Este

último hecho, E. Hopf lo hab́ıa intuido años antes pero sólo lo pudo demostrar para el caso de

superficies cerradas con curvatura Gaussiana (seccional) negativa y para el caso de variedades con

curvatura seccional constante negativa, pues resulta que para demostrar la ergodicidad del flujo

geodésico se requiere que las distribuciones estables e inestables a lo largo de la variedad sean

3



2.2. Dinámica Topológica Preliminares

tangentes a una foliación estable e inestable, respectivamente y que éstas cumplieran con ser abso-

lutamente continuas, obteniendo aśı la ergodicidad. A este método se le conoce hoy en d́ıa como el

“argumento de Hopf”.

El problema con que se enfrentó Hopf para demostrar el caso general fue que sólo en los ca-

sos anteriores, las distribuciones de planos dependen de manera diferenciable de SM , en general

estos campos de planos dependen sólo continuamente de SM lo cual imposibilita utilizar técnicas

estándar de geometŕıa diferencial para integrarlos y aśı obtener las foliaciones deseadas.

La virtud de Anosov fue el darse cuenta de que estos campos de planos eran un poco más que

simplemente continuos, estos siempre resultan depender de manera Hölder continua de SM y esto

basta para garantizar su integrabilidad en foliaciones absolutamente continuas y de ah́ı utilizar el

argumento de Hopf.

A partir de Anosov se creó alrededor del mundo una gran industria de matemáticos dedicados a

estudiar los sistemas Anosov y el flujo geodésico en variedades Riemannianas, surgiendo aśı, teoŕıas

que generalizan a estos sistemas dinámicos. Esto ha permitido una mejor comprensión de ellos.

2.2. Dinámica Topológica

Definición 1. Consideremos a los semigrupos N “t0, 1, ...u y R`0 “ R` Y t0u.

Un Sistema Dinámico Discreto consiste en un espacio topológico pX, τq no vaćıo junto con

un mapeo continuo f :X Ñ X y un semigrupo formado por las iteraciones de f . Para n P N la n-ési-

ma iteración de f es fn :“ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝
n´veces

f , f0 :“ IdX . Si f es invertible entonces f´n :“ f´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝
n´veces

f´1.

En este caso las iteraciones forman un grupo.

Un Sistema Dinámico Continuo consiste en un espacio topológico pX, τq no vaćıo junto

con una familia continua de mapas de un parámetro
 

ϕt : X Ñ X{t P R`0
(

tales que forman un

semigrupo, es decir,

ϕ : R`0 ˆX Ñ X es continua, con ϕpt, xq “ ϕtpxq tal que:

ϕ0pxq “ x @x P X

ϕt ˝ ϕspxq “ ϕt`spxq @s, t P R`0 ,@x P X,

a este sistema dinámico se le llama Semiflujo.

Análogamente, si se trata de una familia continua de mapas de un parámetro real, tϕt : X Ñ X{t P Ru,
entonces formará un grupo y el sistema dinámico se le llamará Flujo.

Ejemplo 1. Ecuaciones Diferenciales.
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2.2. Dinámica Topológica Preliminares

Los flujos surgen de manera natural como soluciones a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

(EDO). Para empezar con los ejemplos, supongamos que
¨
x “ V pxq es una ecuación diferencial

autónoma en Rd, donde el campo vectorial V : Rd Ñ Rd es continuamente diferenciable. Por el

teorema de existencia y unicidad de EDO [Arn], @x P Rd D! solución ϕtpxq con condiciones inicia-

les x en tiempo t “ 0 y definida @t P p´ε, εq para algún ε ą 0. Asumamos que ϕtpxq está definida

@t P R. Entonces tenemos que para t fija, el mapeo en tiempo t, ϕt : Rd Ñ Rd, dada por x ÞÑ ϕtpxq

es un difeomorfismo y por ser autónoma, ϕtpϕspxqq “ ϕt`spxq, por lo tanto ϕt forma un flujo.

Ahora supongamos que tenemos un flujo ψt : Rd Ñ Rd, y que además el mapa px, tq ÞÑ ψtpxq es

diferenciable, entonces tenemos definida la siguiente ecuación diferencial

¨
x “

d

dt
ψtpxq (2.2)

Por ejemplo, consideremos la EDO
¨
x “ Ax, donde A es una matriz de tamaño dˆd, entonces el

flujo de esta EDO está dado por ϕtpxq “ eAtx. Si A tiene espectro hiperbólico, entonces las órbitas

de los puntos en el subespacio generado por los vectores propios asociados a valores propios con

parte real negativa, se aproximan exponencialmente al origen, mientras que los puntos en el subes-

pacio generado por los vectores propios asociados a valores propios con parte real positiva, divergen

exponencialmente del origen. Éste es uno de los primeros ejemplos de una dinámica hiperbólica.

Otro ejemplo de un flujo de una ecuación diferencial no lineal, seŕıa las soluciones a la ecuación

del péndulo sin fricción:

:θ ` senθ “ 0, (2.3)

que es equivalente al sistema:

¨
x “ y

¨
y “ ´senx. (2.4)

Este ejemplo es interesante porque resulta ser un campo Hamiltoniano, concepto que discutire-

mos más adelante.

Definición 2. Sea tf t : X Ñ Xu un sistema dinámico, dejemos correr a t en N,Z,R`0 ó R.

Para x P X, la Semi-órbita Positiva de x es O`f pxq “
Ť

tě0
f tpxq. En el caso que la dinámi-

ca forme un grupo, la Semi-órbita Negativa de x es O´f pxq “
Ť

tď0
f tpxq. La Órbita de x es

Of pxq “ O`f pxq YO
´
f pxq “

Ť

t
f tpxq.

5



2.2. Dinámica Topológica Preliminares

Un x P X es un Punto Periódico de periodo τ ą 0 si fτ pxq “ x . Si x es un punto periódico,

el τ ą 0 más pequeño que cumpla que fτ pxq “ x se llama Periodo Mı́nimo de x. La órbita de un

punto periódico se llama Órbita Periódica. Si f tpxq “ x @t, entonces x se le llama Punto Fijo.

Un subconjunto A Ď X es f - invariante, si f tpAq Ď A @t; f - invariante hacia adelante,

si f tpAq Ď A @t ě 0 y f - invariante hacia atrás, si f´tpAq Ď A @t ě 0.

2.2.1. Suspensiones y Secciones Transversales

A continuación veremos una forma de pasar de un sistema dinámico discreto a uno continuo y

viceversa.

Dado un mapa f : X Ñ X y una función c : X Ñ R`, tomemos el siguiente espacio cociente:

Xc “
 

px, tq P X ˆ R` | 0 ď t ď cpxq
(

{px,cpxqq”pfpxq,0q (2.5)

donde pfnpxq, tq ”

ˆ

x,

ˆ

n´1
ř

i“0

cpf ipxqq

˙

` t

˙

.

La Suspensión de f con función de tiempo de retorno c, es el semiflujo

φs : Xc Ñ Xc dado por φspx, tq “ px, t` sq.

Una Sección Transversal a un flujo o semiflujo φt es un subconjunto cerrado Σ Ď X tal que:

Toda órbita de φt intersecta a Σ.

Tx “ tt P R` | φtpxq P Σu es un subconjunto discreto no vaćıo de R` @x.

Definimos el Tiempo de Retorno a Σ por τ : Σ Ñ R`, tal que τpxq “ inf tt ą 0 | φtpxq P Σu.

Definamos el mapa de Primer Retorno ó Aplicación de Poincaré por, f : Σ Ñ Σ, tal que

fpxq “ φτpxqpxq.

A veces es útil usar Secciones Transversales Locales como, por ejemplo, cerca de órbitas

periódicas. En este caso se llaman Secciones de Poincaré.

Otra manera de definir un sistema dinámico discreto a partir de uno continuo es tomar la órbita

del mapa al tiempo t0 (t0-map).

2.2.2. Conjuntos Ĺımite y Recurrencia

Definición 3. Sea f : X Ñ X un sistema dinámico topológico y sea x P X. Un punto y P X es

un punto ω-ĺımite de x, si existe una sucesión de tnku Ď N tal que fnkpxq Ñ y . Al conjunto de

todos los puntos ω-ĺımite de x se denotará por ωf pxq ó simplemente por ωpxq en el caso que sea

6
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clara la dependencia de f .

Equivalentemente tenemos que,

ωpxq “
č

nPN

˜

ď

iěn

f ipxq

¸

. (2.6)

Si f es invertible definimos el Conjunto α-ĺımite de x como

αf pxq “ αpxq “
č

nPN

˜

ď

iěn

f´ipxq

¸

(2.7)

un punto α-ĺımite de x será aquel que esté en αpxq.

Definición 4. Sea ϕt : X Ñ X un flujo, y P X es un punto ω-limite de x si existe ttnunPN Ď R
tal que lim

nÑ8
tn “ 8 se tiene que lim

nÑ8
ϕtnpxq “ y. Análogamente y P X es un punto α-limite de x si

existe ttnunPN Ď R tal que lim
nÑ8

tn “ ´8 se tiene que lim
nÑ8

ϕtnpxq “ y.

El conjunto ω-limite de x esta dado por:

ωpxq :“
č

sPR

´

tϕtpxq : t ą su
¯

(2.8)

mientras que el Conjunto α-limite de x esta dado por

αpxq :“
č

sPR

´

tϕtpxq : t ă su
¯

(2.9)

Definición 5. Un punto x se dice que es Recurrente si x P ωpxq. Sea Rpfq “: tpuntos recurrentes de fu.

Notemos que todos los puntos periódicos de f son recurrentes.

Proposición 1. 1. Los conjuntos α-ĺımite y ω-ĺımite son cerrados y f -invariantes

2. Rpfq es f -invariante.

Demostración.

1. Claramente ωpxq y αpxq son cerrados pues son intersección de cerrados. Sea y P fpωpxqq,

entonces la fibra de y, f´1pyq Ď ωpxq, tomemos z P f´1pyq ñ Dnk Ď N tal que fnkpxq Ñ z,

por continuidad de f tenemos que fnk`1pxq Ñ fpzq “ y. Por lo tanto y P ωpxq. Esto muestra

que ωpxq es f -invariante. Retrocediendo el tiempo se prueba que αpxq es f -invariante.

2. Sea x P Rpfq, @U Ď X abierto tal que fpxq P U , tenemos que x P f´1pUq. Como x es

recurrente Dn P N tal que fnpxq P f´1pUq, luego fn`1pxq P U . Por lo tanto fpRpfqq Ď Rpfq.

7
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Definición 6. Un punto x es No-Errante, si @U vecindad abierta de x Dn P N tal que fnpUqXU ‰

∅. El conjunto de puntos No-Errantes se denotará por NW pfq (Non-Wandering).

Para el caso de flujos x será No-Errante, si @U vecindad abierta de x DT P R tal que ϕtpUqX

U ‰ ∅ para t ą T . El conjunto de puntos No-Errantes se denotará por NW pϕtq.

Proposición 2.

a) NW pfq es cerrado f -invariante y contiene a αpxq,ωpxq @x P X

b) Todo punto recurrente es no-errante. Más aún Rpfq Ď NW pfq.

Demostración.

a) Sea txku Ď NW pfq tal que txku Ñ x. Tomemos U Q x vecindad abierta de x, entonces existe

K0 P N, tal que xk0
P U , como xk0

es no-errante Dnk0
, tal que fnk0 pUq X U ‰ ∅ ñ x P NW pfq 6

NW pfq es cerrado.

Sea x P NW pfq, @U Ď X abierto tal que fpxq P U , tenemos que x P f´1pUq. LuegoDn P N tal

que
`

fnpf´1pUqq X f´1pUq
˘

‰ ∅,ñ pfnpUq X Uq ‰ ∅. Por lo tanto NW pfq es f -invariante.

Sea y P ωpxq, entonces D fnkpxq Ñ y. Sea U Q y vecindad abierta de y. Luego D k0 P N, tal

que, fnkpxq P U , @k ě k0. Por otro lado f´nkpUq es abierto y x P f´nkpUq :“ V , @k ě k0. Sea

jk “ nk`1 ´ nk ñ f jkpUq “ fnk`1pV q Q fnk`1pxq, @k ě k0. Entonces fnk`1pxq P
`

f jkpUq X U
˘

ñ

y P NW pfq, 6 ωpxq Ď NW pfq.

Tomando tiempos negativos, el mismo argumento muestra que αpxq Ď NW pfq.

b) Sea x P Rpfq y x P U ñ Dn P N tal que fnpxq P U ñ pfnpUq X Uq ‰ ∅. Aśı Rpfq Ď NW pfq

por a) Rpfq Ď NW pfq “ NW pfq.

Proposición 3. a) Sea f un homeomorfismo, y P Opxq y z P Opyq, entonces z P Opxq.

b) Sea f continua, y P O`pxq y z P O`pyq. Entonces z P O`pxq.

Demostración. a) Como y P Opxq, entonces D tfnkpxqukPN tal que limkÑ8 tf
nkpxqu “ y con

tnku Ď Z . Además, como z P Opyq D tfnspyqu tal que limsÑ8 tf
nspyqu “ z con tnsu Ď Z. Por lo

tanto, z “ limsÑ8 tf
nsplimkÑ8f

nkpxqqu “ limsÑ8limkÑ8f
nspfnkpxqq

“ limk,sÑ8f
nk`nspxq 6 z P Opxq.

b) es el caso anterior pero con tnku , tnsu Ď N.

8
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Definición 7. Sea X compacto. Un subconjunto Y Ď X cerrado, no vaćıo y f -invariante es un

Conjunto Mı́nimo de f , si EZ Ł Y cerrado, no vaćıo y f -invariante. Un conjunto Y compacto, f -

invariante es mı́nimo si y sólo si, la órbita positiva de todo punto en Y es denso en Y . Notemos que

una órbita periódica es un conjunto mı́nimo. Si todo X es un conjunto mı́nimo, entonces diremos

que f es mı́nimo.

Proposición 4. Sea f : X Ñ X un sistema dinámico topológico. Si X es compacto, entonces X

contiene conjunto mı́nimo de f .

Demostración. Sea C “: tY Ď X | Y es cerrado, no vaćıo y f ´ invarianteu, entonces pC,Ďq es un

conjunto parcialmente ordenado no vaćıo pues X Ď C. Tomemos K Ď C un conjunto totalmente

ordenado, entonces cualquier intersección finita de K es no vaćıa. Como X es compacto por la

propiedad de intersección finita tenemos que,
Ş

kPK
K ‰ ∅. Entonces por el Lema de Zorn, C contiene

un elemento mı́nimo, el cual, es un conjunto mı́nimo de f .

En espacios topológicos compactos, todo punto en un conjunto mı́nimo es recurrente, por lo

que, la existencia de conjuntos mı́nimos implica la existencia de puntos recurrentes.

Definición 8. Un subconjunto A de N ó Z es relativamente denso, si Dpk ą 0q P N tal que

ptn, n` 1, ..., n` ku XAq ‰ ∅ @n. Un punto x P X es Casi Periódico, si @U vecindad de x, el

conjunto
 

i P N | f ipxq
(

es relativamente denso en N.

Proposición 5. Si X es un compacto Hausdorff y f : X Ñ X es continua, entonces O`pxq es

mı́nimo de f ðñ x es casi periódico.

Demostración. [Br,St]

2.2.3. Transitividad Topológica y Mixing Topológico

Definición 9. Un sistema dinámico f : X Ñ X es Topológicamente Transitivo, si existe un

punto x P X tal que su órbita positiva, O`pxq, es densa en X.

Definición 10. Sea ϕt : X Ñ X un flujo. ϕt es Topológicamente Transitivo si existe x P X

tal que O`ϕ pxq es densa en X.

Proposición 6. Si X no tiene puntos aislados, entonces f es topológicamente transitivo si y sólo

si existe x P X tal que ωpxq es denso en X.

Demostración. tñu Si O`f pxq “ X para algún x P X, entonces @y P X Dnk P N tal que fnkpxq Ñ y

ñ y P ωpxq luego X “ ωpxq.

tðuSi ωpxq “ X para algún x P X, @U abierto Dy P ωpxq tal que y P U ñ Dk0 P N tal que

fnkpxq P U @k ě k0, entonces
´

O`f pxq X U
¯

‰ ∅.

De misma manera se prueba que:
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Proposición 7. Si X no tiene puntos aislados, entonces ϕt es topológicamente transitivo si y sólo

si existe x P X tal que ωpxq es denso en X.

Teorema 1. Sea pX, τq un espacio topológico Hausdorff, localmente compacto y segundo numerable.

Sea f : X Ñ X continua. f es topológicamente transitivo si y sólo si, para cualesquiera dos abiertos

U, V Ď X, existe N “ NpU, V q P N tal que pfN pUq X V q ‰ ∅.

Demostración. tñu Sea f topológicamente transitiva y sea x P X tal que O`f pxq “ X, entonces

@U, V P τ , O`f pxq intersecta U y V por lo tanto Dn,m P N tal que fnpxq P U y fmpxq P V ñ

pfm´npUq X V q ‰ ∅.

tðu Para cualquier V P τ tenemos que @U P τ , existe N tal que pfN pUq X V q ‰ ∅, entonces
ˆ

Ť

nPN
f´npV q

˙

XU ‰ ∅, @U Ď X abierto, por lo tanto

ˆ

Ť

nPN
f´npV q

˙

es denso y abierto en X. Sea

tViuiPN una base numerable de τ . Por el teorema de categoŕıa de Baire Z “
Ş

iPN

ˆ

Ť

nPN
f´npViq

˙

es

denso, en particular es no vaćıo. Aśı @z P Z, z eventualmente entra en cada Vi, esto implica que

O`f pzq “ X.

Definición 11. Un sistema dinámico f : X Ñ X es un Mixing Topológico, si para cualesquiera

dos abiertos no vaćıos U1, U2 Ď X DNpU1, U2q ą 0 tal que pfnpU1q X U2q ‰ ∅, @ n ě N .

Definición 12. Sea ϕt : X Ñ X un flujo. ϕt es topológicamente mixing si @U, V Ď X abiertos

existe T “ T pU, V q ą 0 tal que ϕtpUq X V ‰ ∅, @t ě T .

Corolario 1. Sea pX, τq un espacio topológico Hausdorff, localmente compacto y segundo numera-

ble. Sea f : X Ñ X topológicamente mixing. Entonces f es topológicamente transitivo.

El converso no es cierto [Br,St].

Proposición 8. Sea pX, τq Hausdorff, segundo numerable y localmente compacto. Sea ϕt : X Ñ X

un flujo topológicamente mixing. Entonces ϕt es topológicamente transitivo.

Demostración. Consideremos el mapa al tiempo 1, ϕ1 “ ϕ : X Ñ X. Sean U, V Ď X abiertos,

como ϕt es topológicamente mixing DT ą 0 tal que ϕtpUq X V ‰ ∅, @t ě T , tomemos NpU, V q P N
tal que N ą t ą T , entonces ϕN pUqXV ‰ ∅. Por el teoema 1, Dx P X tal que tϕnpxqunPN es denso

en X, como tϕnpxqunPN Ď O`ϕ pxq, tenemos que O`ϕ pxq es denso en X.

2.3. Teoŕıa Ergódica

Definición 13. Sea pX, τq un espacio topológico. Sea Q una colección no vaćıa de subconjuntos de

X. Ésta es una σ-álgebra, si Q es cerrada bajo complementos y uniones numerables. La σ-álge-

bra más pequeña que contenga a todos los subconjuntos abiertos de X se llama σ-álgebra de Borel.

Una Medida µ en Q es una función σ-aditiva no negativa µ : Q Ñ R, tal que µp∅q “ 0. X

tiene medida finita si µpXq ă 8. µ es Sigma Finita si X es la unión numerable de subconjuntos

10
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de medida finita. El complemento de un conjunto de medida cero, se dice que tiene Medida Total.

Un Espacio de Medida es la terna pX,Q, µq. Sean pX,Q, µq y pY,Q1, νq dos espacios de me-

dida, un producto de espacios de medida es pX ˆ Y,Q2, µˆ νq, donde Q2 es la σ-álgebra generada

por Q ˆ Q1 relativa a la medida µ ˆ ν. Sean pX,Q, µq y pY,Q1, νq espacios de medida, el mapa

f : X Ñ Y se dice que es Medible, si la preimagen de todo conjunto ν-medible es µ-medible y se

dice que Preserva Medida si µpT´1pAqq “ νpAq @A P Q1.

Teorema 2 (Recurrencia de Poincaré). Sea pX,Q, µq un espacio de medida finita y f : X Ñ X

una transformación medible que preserva la medida µ. Sea E Ď X cualquier subconjunto medible

con µpEq ą 0. Entonces para µ-c.t x P E existen infinitos n P N para los cuales fnpxq P E.

Demostración. Sea E0 “ tx P E | f
npxq R E@n P Nu el conjunto de puntos en E que nunca regresan

a E. Notemos que si m ą n ě 1 entonces f´mpE0qXf
´npE0q “ ∅, pues si x P f´mpE0qXf

´npE0q

ñ y “ fnpxq P E0 y fm´npyq “ fmpxq P E0 6 y regresa al menos una vez a E contradiciendo la

definición de E0.

Luego como f preserva a µ tenemos que µpf´npE0qq “ µpE0q @n P N por tanto:

µp
ď

nPN
f´npE0qq “

ÿ

nPN
µpf´npE0qq “

ÿ

nPN
µpE0q. (2.10)

Como µ es finita tenemos que µpE0q “ 0.

Ahora sea F el conjunto de puntos x P E tal que regresan a E una cantidad finita de veces,

entonces @x P F Dk P N tal que fkpxq P E0. Luego, F Ď
Ť

kPN
f´kpE0q por lo tanto:

µpF q ď µp
ď

kPN
f´kpE0qq “

ÿ

nPN
µpE0q “ 0. (2.11)

Corolario 2. Sea pX,Q, µq un espacio de medida finita y ϕt : X Ñ X un flujo medible que preserva

la medida µ. Sea E Ď X cualquier subconjunto medible con µpEq ą 0 y sea tn Ñ8. Entonces para

µ-c.t x P E existen infinitos n P N para los cuales ϕtnpxq P E.

2.3.1. Distribuciones Asintóticas y Medidas Invariantes

Definición 14. Sea f : X ý un mapeo continuo, x P X y un conjunto U Ă X . Denotemos por

FU pf, x, nq el número de enteros k P t1, ..., n´ 1u tales que fkpxq P U , es decir, el número de visitas

al conjunto U bajo las primeras n iteraciones de x. Si existe el ĺımite FU pf, xq “ lim
nÑ8

FU pf, x, nq

n
se

le llama Frecuencia Asintótica y da la densidad asintótica de la distribución de las iteraciones

entre U y XzU .

11



2.3. Teoŕıa Ergódica Preliminares

Uno puede redefinir la frecuencia asintótica notando que fkpxq P U , si y sólo si, χU pf
kpxqq “ 1,

donde χU es la función caracteŕıstica del conjunto U . Por lo tanto, tenemos que:

FU pf, x, nq “
n´1
ÿ

k“0

χU pf
kpxqq

FU pf, xq “ lim
nÑ8

1

n

n´1
ÿ

k“0

χU pf
kpxqq (2.12)

En general, para f : X ý, x P X y ϕ : X Ñ R, si existe el ĺımite Ixpϕq :“ lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 ϕpf

kpxqq,

se le conoce como Promedio de Birkhoff de la función ϕ.

Lema 1. Si consideramos B0pXq con la topoloǵıa uniforme, entonces tenemos que, Ix : B0pXq Ñ R
cumple con las siguientes propiedades :

1. |Ixpϕq| ď sup
yPX

|ϕpyq| “ }ϕ}B0pXq

2. Linealidad: Ixpaϕ` bψq “ aIxpϕq ` bIxpψq; @a, b P R

3. Positividad: Ixpϕq ě 0 si ϕ ě 0 y Ixp1q “ 1

4. Invarianza bajo f : Ixpϕ ˝ fq “ Ixpϕq o equivalentemente Ifpxqpϕq “ Ixpϕq.

Demostración. Supongamos que lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 ϕpf

kpxqq existe, entonces:

1. |Ixpϕq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 ϕpf

kpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0

ˇ

ˇϕpfkpxqq
ˇ

ˇ ď sup
yPX

|ϕpyq|

2. @a, b P R, Ixpaϕ ` bψq “ lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0paϕ ` bψqpfkpxqq “ a

˜

lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 ϕpf

kpxqq

¸

`

b

˜

lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 ψpf

kpxqq

¸

“ aIxpϕq ` bIxpψq

3. Sea ϕ P C0pX,Rq tal que ϕ ě 0, entonces:

0 ď ϕpfkpxqq,@k ñ 0 ď
1

n

řn´1
k“0 ϕpf

kpxqq @n ñ 0 ď Ixpϕq.

Sea 1 : X Ñ R, 1pxq “ 1,@x P X, entonces:

Ixp1q “ lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 1pfkpxqq “ lim

nÑ8

1

n

řn´1
k“0 1 “ 1

4. Ixpϕ ˝ fq ´ Ixpϕq “ lim
nÑ8

1

n

´

řn´1
k“0 ϕpf

k`1pxqq ´
řn´1
k“0 ϕpf

kpxqq
¯

“ lim
nÑ8

1

n
pϕpfnpxqq ´ ϕpxqq “ 0
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Corolario 3. Si X es localmente compacto, existe una única medida de Borel µx tal que, Ixpϕq “
ş

X

ϕdµx y con µx f -invariante.

Demostración. Por las propiedades 1-3 junto con el teorema de representación de Riesz-Markov,

tenemos que, existe una única medida de probabilidad µ tal que, Ixpϕq “
ş

X

ϕdµ. Además, de la

propiedad 4, µpf´1pAqq “ µpAq; @A µ-medible.

Lo anterior se puede ver considerando abiertos U y aproximando a la función caracteŕıstica χU

por arriba con funciones continuas fn tal que
ş

fndµ Ñ µpUq, y después aproximando conjuntos

más generales por conjuntos abiertos.

Entonces tenemos que,

Ixpϕq “

ż

X

ϕdµx, (2.13)

donde µx es una medida de Borel en X, f -invariante.

2.3.2. Existencia de Medidas Invariantes

Teorema 3 (Krylov-Bogolubov). Cualquier mapa continuo de un espacio de medida X compacto,

tiene una medida de Borel invariante.

Demostración. Sea f : X Ñ X y x P X. Tomemos un conjunto denso numerable tϕ1, ϕ2, ...u Ď

C0pXq. Para toda m, la sucesión
1

n

řn´1
k“0 ϕmpf

kpxqq es acotada, por lo tanto, contiene una subsu-

cesión convergente. Después de un proceso diagonal, es posible encontrar una subsucesión nk; k P N
tal que existe

Jpϕmq “: lim
nÑ8

1

nk

nk´1
ÿ

j“0

ϕmpf
jpxqq (2.14)

@m P N . Sea ϕ una función continua arbitraria. Fijemos ε ą 0 y tomemos ϕm tal que sup
xPX

|ϕpxq ´

ϕmpxq| ă ε , entonces,

1

nk

nk´1
ÿ

j“0

ϕpf jpxqq “
1

nk

nk´1
ÿ

j“0

ϕmpf
jpxqq `

1

nk

nk´1
ÿ

j“0

`

ϕpf jpxqq ´ ϕmpf
jpxqq

˘

. (2.15)

El primer término converge a Jpϕmq, el segundo está acotado en valor absoluto por ε. Entonces,

todos los puntos ĺımite de la ecuación de la izquerda difieren a lo más por ε. Como ε es arbitrario,

el siguiente ĺımite existe:

Jpϕq “: lim
nÑ8

1

nk

nk´1
ÿ

j“0

ϕpf jpxqq. (2.16)
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J : C0pXq Ñ R es lineal, acotado, positivo e invariante. Por el teorema de representación

de Riesz-Markov tenemos que, Jpϕq “
ş

ϕdµx, donde µx es una medida de probablilidad f ´

invariante.

El teorema anterior implica que cualquier transformación continua, no necesariamente inverti-

ble, f : X Ñ X de un espacio metrizable compacto, puede verse como una transformación que

preserva la medida del espacio de Lebesgue generado por la medida de Borel en X.

Definición 15. Sea pX,Q, µq un espacio de medida finita y f : X Ñ X una transformación medible

que preserva la medida µ. Entonces diremos que f es Ergódico con respecto a la medida µ, si para

todo E P Q tal que f´1pEq “ E, entonces µpEq “ 0 ó µpEq “ µpXq.

Normalizando la medida µ podemos suponer que tenemos una medida de probabilidad por lo que

siempre podemos suponer que µpXq “ 1.

Proposición 9. Sea pX,Q, µq un espacio de probabilidad y f : X Ñ X una transformación medible

que preserva la medida µ. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es Ergódico

b) @E P Q tal que µpf´1pEq4Eq “ 0, entonces µpEq “ 0 ó µpEq “ 1.

c) @φ : X Ñ R medible con φ ˝ f “ φ, entonces φ es constante µ-c.t.p.

2.3.3. El Teorema Ergódico de Birkhoff

Sea pX,Q, µq un espacio de medida y f : X Ñ X una transformación que preserva la medida.

Para una función medible ϕ, definamos el operador Uf pϕq “ ϕpfpxqq. El operador Uf es un en-

domorfismo del álgebra LppX,Q, µq, y dado que f preserva la medida, resulta ser una isometŕıa

para p ě 1, esto es: }Uf pϕq}p “ }ϕ}p @ϕ P L
ppX,Q, µq. Si f es invertible, entonces U´1

f “ Uf´1

también resulta ser una isometŕıa y por tanto, Uf es un operador unitario en L2pX,Q, µq. Sea

xϕ,ψy “
ş

X
ϕpxqψ̄pxqdµpxq el producto interno en L2pXQ, µq, y U˚ el adjunto de U .

Lema 2. Sea U una isometŕıa de un espacio de Hilbert H, entonces Upϕq “ ϕ ô U˚pϕq “ ϕ.

Demostración. @ϕ,ψ P H xU˚Upϕq, ψy “ xUpϕq, Upψqy “ xϕ,ψy6 U˚Upϕq “ ϕ, pues xU˚Upϕq ´ ϕ,ψy “

0.

rñs Si Upϕq “ ϕ, multiplicando por U˚ tenemos que U˚Upϕq “ U˚pϕq ùñ ϕ “ U˚pϕq.

rðs Por propiedades el operador adjunto tenemos que, como U es una isometŕıa, U˚ también

lo es. Supongamos que U˚pϕq “ ϕ, entonces @ψ P H xψ,Upϕqy “ xU˚pψq, ϕy “ xU˚pψq, U˚pϕqy “

xψ,ϕy ùñ xψ,Upϕq ´ ϕy “ 0 @ψ P H 6 Upϕq “ ϕ.
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Teorema 4 (Ergódico de Birkhoff). Sea f : pX,Q, µq Ñ pX,Q, µq una transformación de un

espacio de medida finita que preserva medida, ϕ P L1pX,Q, µq. Entonces el ĺımite

ϕ̄pxq “: lim
nÑ8

1

n

n´1
ÿ

k“0

ϕpfkpxqq, (2.17)

existe para casi todo x P X, es µ-integrable y f -invariante y satisface,

ż

X

ϕ̄dµ “

ż

X

ϕdµ. (2.18)

Si además suponemos que ϕ P L2pX,Q, µq, entonces ϕ̄ es la proyección ortogonal de ϕ al subes-

pacio de funciones f -invariantes.

Si f es invertible, entonces lim
nÑ8

1

n

řn´1
k“0 ϕpf

´kpxqq también converge a ϕ̄ para casi todo punto.

De manera similar, si f t es un flujo de pX,Q, µq que preserva medida, ϕ P L1pX,Q, µq. Enton-

ces,

ϕ`τ pxq “
1

τ

ż τ

0

ϕpf tpxqqdt (2.19)

y

ϕ´τ pxq “
1

τ

ż τ

0

ϕpf´tpxqqdt, (2.20)

convergen a una función ϕ̄ para casi todo punto y
ş

X
ϕ̄dµ “

ş

X
ϕdµ.

Demostración. [Br,St].

Corolario 4. Una transformación, f : pX,Q, µq Ñ pX,Q, µq, de un espacio de medida finita que

preserva medida, es ergódico ðñ @ϕ P L1pX,Q, µq,

lim
nÑ8

1

n

n´1
ÿ

k“0

ϕpfkpxqq “
1

µpXq

ż

X

ϕpxqdµ, (2.21)

para casi todo x P X.

El corolario 4 nos dice que una transformación f , de un espacio de medida finita que preserva

medida, es ergódico si y sólo si, el promedio de tiempo y el promedio del espacio de una función

medible son iguales para casi todo punto.

Además, nos garantiza que para demostrar la ergodicidad de un sistema dinámico, basta che-

car la ecuación (2.21) para un subconjunto denso en L1pX,Q, µq, como por ejemplo, las funciones

continuas, C0pXq.
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2.4. Variedades Diferenciables Preliminares

2.4. Variedades Diferenciables

Dada una función h : Ω Ď Rd Ñ Rq, diremos que es de clase Cr, r P N Y t8, ω, βu, β P p0, 1q
según los siguientes casos:

Si r P N entonces h es r veces diferenciable y su derivada de orden r es continua en Ω.

Si r “ 8 entonces h tiene derivadas de todos los órdenes.

Si r “ ω entonces h es anaĺıtica real.

Si r “ β, β P p0, 1q entonces h es Hölder continua con exponente de Hölder β.

Definición 16. Sea pM, τq un espacio topológico Hausdorff, segundo numerable. M es una Va-

riedad Diferenciable de dimensión d, si es localmente homeomorfa a Rd y tiene un atlas dife-

renciable. Esto es:

Existe una cubierta abierta U “ tUiuiPI de M , tal que @i P I hay un mapa ϕi : Ui Ñ ϕipUiq Ď

Rd, tal que ϕi es un homeomorfismo. La pareja pϕi, Uiq se llama Carta Coordenada y el conjunto

de cartas Φ “ tϕi, UiuiPI se llama Atlas. Dos cartas coordenadas pϕi, Uiq, pϕj , Ujq P Φ tales que

pUi X Ujq ‰ ∅, tienen Funciones de Transición de clase Cr, con 1 ď r P N Y t8, ωu, si se

tiene que los mapas ϕj ˝ ϕ
´1
i : ϕipUi X Ujq Ñ ϕjpUi X Ujq y ϕi ˝ ϕ

´1
j son de clase Cr. Decimos

que el atlas Φ es de clase Cr, si para todo par de cartas coordenadas con intersección no vaćıa, sus

funciones de transición son de clase Cr. En ese caso, existe un único altas máximo Ψ de clase Cr

que contiene a Φ.

Un atlas α máximo de clase Cr sobre M , se llama estructura diferenciable de clase Cr. A

la pareja pM,αq se llama Variedad Diferenciable de clase Cr.

Ejemplo 2. pRd, αq con α “
 

pId,Rdq
(

; La Grassmanniana de k-subespacios en V . Este último

ejemplo lo estudiaremos a continuación.

2.4.1. Grassmannianas

Definición 17. Sea V un espacio vectorial de dimensión d. Si d ą k, al conjunto de subespacios

vectoriales de dimensión k en V , lo denotaremos por GrV pd; kq, el cual se conoce como la Grass-

manniana de k-subespacios en V . Si V “ Rd, denotaremos a la Grassmanniana de k-planos en

Rd, GrRdpd; kq, simplemente por Grpd; kq.

Proposición 10. Grpd; kq tiene estructura de variedad diferenciable de dimensión pd´ kqk.

Demostración. La estructura de variedad diferenciable de Grpd; kq, la obtendremos exhibiendo un

atlas coordenado cuyas funciones de transición sean difeomorfismos. Para esto, empecemos definien-

do una topoloǵıa τ para Grpd; kq. Sea W Ă Rd un k-subespacio vectorial, WK Ă Rd su complemento
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2.4. Variedades Diferenciables Preliminares

ortogonal,
ś

W : Rd Ñ W la proyección ortogonal sobre W , y
ś

WK : Rd Ñ WK la proyección

ortogonal sobre WK.

Definamos una base β de abiertos como sigue: β :“ tOW,εuWăRd donde:

OW,ε :“
 

W 1 ă Rd | dimpW 1q “ k y para ε ą 0,
›

›ΠW pxq ´ x
›

› ă ε
›

›ΠWKpxq ´ x
›

›,@x ‰ 0 en W 1
(

,

(2.22)

y tomemos a τ como la topoloǵıa generada por β.

Ahora, para cada W ă Rd tomemos

OW :“
 

W 1 ă Rd | ΠW : W 1 ÑW es isomorfismo
(

, (2.23)

ésta es una vecindad abierta que contiene a W . Veamos que funciona como carta coordenada, para

ello, tomemos a HompW ,WKq y recordemos, que este espacio vectorial tiene una clasica identifica-

ción con Rpd´kqk. Aśı, Rd “W ‘WK.

Supongamos que W 1 P OW . Como
ś

W : W 1 Ñ W es un isomorfismo, entonces tiene una

inversa lineal LW,W 1 : W Ñ W 1, por lo tanto,
ś

WK ˝LW,W 1 es un mapeo lineal de W a WK, y

en consecuencia, es un elemento de HompW,WKq “ Rpd´kqk. A este punto lo definiremos como

ϕW pW
1q. De esta manera tenemos definido el mapa:

ϕW : OW ÝÑ Rpd´kqk

W 1 ÞÑ ϕW pW
1q “ ΠWK ˝ LW,W 1 (2.24)

ϕW es continua y su inversa ϕ´1
W manda a cada elemento, A P HompW , WKq al k-subespacio

vectorial ϕ´1
W pAq “ tx`Ax | x PW u, que no es más que la gráfica de A.

Ahora probemos que las funciones de transición entre cualesquiera dos cartas coordenadas son

diferenciables. Sean W y W 1 P Grpd; kq y sean OW y OW 1 sus respectivas cartas coordenadas,

veamos que ϕW 1 ˝ ϕ´1
W es diferenciable en ϕW pOW XOW 1q Ď Rpd´kqk.

Tenemos que W ‘ WK “ Rd “ W 1 ‘ W 1K. Para A P ϕW pOW X OW 1q, sea S “ ϕ´1
W pAq

y A1 : W 1 Ñ W 1K el único mapa lineal tal que S “ ty `A1y | y PW 1u. Entonces @y P W 1 ñ

y `A1y “ x`Ax, para algún x PW . Por lo tanto x`Ax´ y “ A1y PW 1K

Luego sea,

grafA : W ÝÑ Rd

x ÞÑ x`Ax (2.25)
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Notemos que KerpΠW 1q “W 1K, además como y PW 1 tenemos que,

0 “ ΠW 1px`Ax´ yq “ ΠW 1px`Axq ´ΠW 1pyq “ pΠW 1 ˝ grafAq pxq ´ y

ñ y “ pΠW 1 ˝ grafAqpxq (2.26)

Como S P pOW X OW 1q, entonces ΠW 1 ˝ grafA es invertible, por lo tanto tenemos que x “

pΠW 1 ˝ grafAq
´1
pyq y aśı obtenemos una expresión de A1 en terminos de A

A1y “ grafApxq ´ y “ grafA

´

pΠW 1 ˝ grafAq
´1

¯

pyq ´ y (2.27)

Y como grafA depende diferenciablemente de A tenemos que el mapa,

ϕW 1 ˝ ϕ´1
W : ϕW pOW XOW 1q Ñ HompW 1,W 1Kq

A ÞÑ A1 (2.28)

Es diferenciable. De manera análoga, concluimos que ϕW ˝ϕ
´1
W 1 también es diferenciable, con lo

que se sigue la afirmación del enunciado.

2.4.2. Morfismos entre Variedades Diferenciables

Sean Md, Nq variedades diferenciables de clase Cr y clase Cs, respectivamente. Un mapa f :

M Ñ N se dice Morfismo o Función Diferenciable entre M y N de Clase Ck, k ď min tr, su,

si para todo x P M , D pϕ,Uq carta coordenada de x y pψ, V q carta coordenada de fpxq tal que

ψ ˝ f ˝ ϕ´1 : ϕpUq Ď Rd Ñ ψpV q Ď Rq es de clase Ck.

xPU
f
Ñ V Qfpxq

ϕ Ó Ó ψ

ϕpUq Ñ
ψ˝f˝ϕ´1

ψpV q

Decimos que un mapa f : M Ñ N es suave, si es de clase C8.

2.4.3. Haces Fibrados

Sean M , F variedades diferenciables. Un Haz Fibrado (diferenciable) sobre M con fibra t́ıpica

F , es pE, π,M,F q donde E es una variedad diferenciable y π : E ÑM es una función diferenciable

y suprayectiva que cumple con la siguiente propiedad, @x PM DU Q x abierto tal que, π´1pUq Ď E

es difeomorfo a U ˆ F y hace conmutar el siguiente diagrama,

18
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π´1pUq
–
ÝÑ U ˆ F

Œ
π

Ó ΠU

M

En particular tenemos que @x PM , π´1pxq – txu ˆ F – F .

Definición 18. Un mapa σ : M Ñ E tal que π ˝ σ “ IdM se llama Sección.

Ejemplo 3. Sea M una variedad diferenciable de dimensión d.

1. Sea TM “
Ů

xPM

TxM , entonces TM es una variedad diferenciable de dimensión 2d ver [Taub].

La terna pTM, π,Mq con π : TM ÑM , vx ÞÑ x. Es un haz fibrado (Vectorial) sobre M cuyas

fibras son TxM – Rd y, se le conoce, como el Haz Tangente de M .

2. Denotemos por GrpTM ; kq “
Ů

xPM

GrTxM pd; kq el Haz Grassmanniano de distribuciones

de dimensión k en TM . pGrpTM ; kq, π,Mq con π : GrpTM ; kq Ñ M , Πk
x ÞÑ x, es un haz

fibrado sobre M cuyas fibras son GrTxM pd; kq.

2.4.4. Tensores

Definición 19. Sea V un espacio vectorial de dimensión d y V ˚ el espacio dual de V . Un

˜

k

l

¸

-

Tensor sobre V , también llamado Tensor k-covariante l-contravariante, es un mapa multili-

neal:

F : V ˚ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ˚
loooooooomoooooooon

l´veces

ˆ V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V
loooooomoooooon

k´veces

Ñ R. (2.29)

El espacio de

˜

k

l

¸

- Tensores sobre V será denotado por T kl pV q. Notemos que

T kl pV q “ V b ¨ ¨ ¨ b V
loooooomoooooon

l´veces

b V ˚ b ¨ ¨ ¨ b V ˚
loooooooomoooooooon

k´veces

. (2.30)

Si F P T kl pV q y G P T pq pV q, denotemos por F bG al tensor dado por :

F bGpω1, ..., ωl`q, x1, ..., xk`pq :“ F pω1, ..., ωl, x1, ..., xkqGpω
l`1, ..., ωl`q, xk`1, ..., xk`pq. (2.31)

Notemos que F bG P T k`pl`q pV q.

Si te1, ..., edu es una base de V y
 

ϕ1, ..., ϕd
(

es su correspondiente base dual, entonces una base

para T kl pV q está dada por,
 

ej1b, ...,bejl b ϕ
i1‘, ...,bϕik

(

, con 1 ď jq, ip ď d . Por tanto, para

cualquier F P T kl pV q puede ser escrito en términos de esta base como,

F j1...jli1...ik
ej1b, ...,bejl b ϕ

i1‘, ...,bϕik . (2.32)
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Al espacio de k-Tensores Covariantes Alternantes sobre V lo denotamos por ΛkpV q y a

sus elementos los llamaremos k-formas en V .

Sean V i,W espacios vectoriales de dimensión di,d, respectivamente; con 1 ď i ď k. Denotemos

por Homp
k
ˆ
i“1
Vi,W q al espacio de los mapas k-lineales de V1 ˆ ...ˆ Vk en W .

Lema 3. Sea V un espacio vectorial de dimensión d. Hay un isomorfismo natural entre T kl`1pV q y

HompV ˆk ˆ pV ˚qˆl, V q.

Demostración. Consideremos el siguiente mapa,

Φ : HompV ˆk ˆ pV ˚qˆl, V q Ñ T kl`1pV q

F pω1, ..., ωl, x1, ..., xkq ÞÑ ΦpF qpω1, ..., ωl, ωl`1, x1, ..., xkq, (2.33)

donde ΦpF qpω1, ..., ωl, ωl`1, x1, ..., xkq :“ ωl`1pF q.

De la linealidad de ωl`1 se sigue la linealidad de Φ. Ahora veamos que Φ es inyectivo. Si ΦpF q “ 0

ñ ωl`1pF q “ 0 @ωl`1 P V ˚ ô F “ 0 6 Φ es inyectivo.

Luego como HompV ˆk ˆ pV ˚qˆl, V q – LpV bk b pV ˚qbl, V q, tenemos que dimpHompV ˆk ˆ

pV ˚qˆl, V qq “ dimpV bk b pV ˚qblq ¨ dimpV q “ dk`l ¨ d “ dk`l`1. Por otro lado, dimpT kl`1pV qq “

dk`l`1, lo que termina la prueba.

Sea M una variedad diferenciable, un

˜

k

l

¸

- Tensor en x PM es un elemento de T kl pTxMq.

Definición 20. Definimos el Haz de

˜

k

l

¸

- Tensores en M como el haz vectorial dado por,

T kl pMq “
ğ

xPM

T kl pTxMq, (2.34)

con proyección

π : T kl pMq ÑM

F P T kl pTxMq ÞÑ x. (2.35)

Y el Haz de k-Formas en M como,

ΛkpMq “
ğ

xPM

ΛkpTxMq, (2.36)
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con proyección

π : ΛkpMq ÑM

ω P ΛkpTxMq ÞÑ x. (2.37)

Si pxiq es un sistema de coordenadas locales en U ĎM y x P U , los vectores

#

B

Bxi

+

forman una

base para T xM cuya base dual es
 

dxi
(

, entonces, cualquier tensor F P T kl pTxMq puede expresarse

en términos de esta base como,

F j1...jli1...ik

B

Bxj1
b, ...,b

B

Bxjl
b dxi1b, ...,bdxik . (2.38)

Un Campo Tensorial en M es una sección suave de algún haz tensorial T kl pMq y una k-

Forma Diferenciable es una sección suave al haz ΛkpMq.

Denotaremos por T k
l pMq al espacio de todos los campos tensoriales de rango

˜

k

l

¸

en M ,

aśı como, ΩkpMq al espacio de todas las k-formas diferenciables en M .

El caso T1pMq corresponde a los Campos Vectoriales Diferenciables y lo denotaremos por

X pMq.

Además, tenemos las siguientes identificaciones T 1pMq “ Ω1pMq y que T 0pMq “ C8pMq.

2.4.5. Variedades Riemannianas

Definición 21. Sea M una variedad diferenciable de dimensión d y sea T 2pMq el haz de

˜

2

0

¸

-

tensores en M .

Para 1 ď r, una Métrica Riemanniana de clase Cr de M , es una sección g : M Ñ T 2pMq

de clase Cr, tal que g es simétrica gxpX,Y q “ gxpY,Xq, positiva definida gxpX,Xq ą 0 si X ‰ 0

@x P M . Una métrica Riemanniana g en M induce un Producto Interno en cada espacio tan-

gente T xM , definido comoxX,Y yx :“ gxpX,Y q, @X,Y P TxM que depende Cr de x. Aśı mismo,

de manera canónica x¨, ¨yx genera la norma en T xM dada por: }X}x :“
a

xX,Xyx.

En coordenadas locales pxiq la métrica Riemanniana se ve, g “ gijdx
i b dxj, con gijpxq “

@

B
Bxi ,

B
Bxj

D

x
. Si consideramos el producto simétrico de 1-formas dado por η d ω :“ 1

2 pη b ω ` ω b

ηq, junto con la simetŕıa de gij nos da la siguiente expresión para la métrica Riemanniana en

coordenadas locales pxiq,

21



2.4. Variedades Diferenciables Preliminares

g “ gijdx
i d dxj . (2.39)

M equipada con una métrica Riemanniana de clase Cr, se llama Variedad Riemanniana de

clase Cr y se denota por pM, gq.

Ejemplo 4. pRd, gq, g “ x¨, ¨y; La esfera Sd “
 

x P Rd`1 | }x} “ 1
(

, pSd,
˝
gq con

˝
g “ x¨, ¨y |Sd

([dC]).

Definición 22. Sea pM, gq una variedad Riemanniana suave y sea X pMq el conjunto de Campos

Vectoriales en M de clase C8. Una Conexión Af́ın es un mapeo,

∇ : X pMq ˆ X pMq Ñ X pMq

pX,Y q ÞÑ ∇XY (2.40)

tal que cumple las siguientes propiedades:

1. ∇fX`hY Z “ f∇XZ ` h∇Y Z

2. ∇XpY ` Zq “ ∇XY `∇XZ

3. ∇XpfY q “ f∇XY `XpfqY ,

@X,Y, Z P X pMq y f, h P C8pMq.

Una conexión es Compatible con la Métrica g si satisface:

∇XgpY,Zq “ gp∇XY, Zq ` gpY,∇XZq (2.41)

@X,Y, Z P X pMq.

Definición 23. Una conexión es simétrica si

rX,Y s “ ∇XY ´∇YX. (2.42)

Teorema 5 (Levi-Civita). Sea pM, gq una variedad Riemanniana. Existe una única conexión ∇
en M tal que, es simétrica y compatible con la métrica g. [Lee]

A esta conexión se le llama Conexión Riemanniana ó Conexión de Levi-Civita.

2.4.6. Foliaciones

Definición 24. Sea M una variedad diferenciable de dimensión d y de clase Cr. Una Foliación

F en M de clase Cs con hojas Cq, es una famila F “ tLαuαPA de subvariedades conexas de clase

Cq y de dimensión k, con s ď r , q ď r y k ă d, que satisface:
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1.
Ť

αPA
tLαu “M , α ‰ β ñ Lα

Ş

Lβ “ ∅

2. Existe un atlas máximo tpϕx, Uxqu de clase Cs, tal que @x PM la carta coordenada, pϕx, Uxq

tiene las siguientes propiedades:

a) ϕxpUxq “ Bk ˆBd´k Ď Rk ˆ Rd´k, donde Bi son bolas abiertas en Ri.

b) Si pϕx, Uxq es tal que pUx X Lαq ‰ ∅,entonces

ϕxpUx X Lαq “ tpx1, ..., xdq P ϕxpUxq | xk`1 “ ck`1, ..., xd “ cdqu (2.43)

con ci P R.

A cada Lα se le llama Hoja de F y @x PM , denotaremos por Fpxq la hoja de F que contiene

a x. Una Caja Foliada es ϕ´1
x pB

k ˆ Bd´kq y ϕ´1
x pB

k ˆ tηuq son sus correspondientes Hojas

Locales.

Observación 1. Notemos que:

1. Si pϕx, Uxq y pϕy, Uyq son tales que pUx X Uyq ‰ ∅, entonces las funciones de transición

ϕy ˝ϕ
´1
x : ϕxpUxXUyq Ñ ϕypUxXUyq son de la forma ϕy ˝ϕ

´1
x pUxXUyq “ ph1pξ, ηq, h2pηqq,

pξ, ηq P Rk ˆ Rd´k.

2. El grado de regularidad de las hojas Lα como subvariedades de M es independiente del grado

de regularidad de la foliación F , sólo dependen de la regularidad de M .

Por ejemplo, F puede ser una foliación de clase Cs, con hojas de clase Cq con s ď q. En

particular, estaremos interesados en estudiar foliaciones Cβ, β P p0, 1q con hojas suaves (C8).

Ejemplo 5. Sea M una variedad diferenciable completa y con caracteŕıstica de Euler χpMq “ 0,

entonces M admite un campo vectorial no nulo de clase C1, V . Por el teorema de existencia y

unicidad de ecuaciones diferencales ordinarias, el flujo generado por las soluciones de V , ϕt, es

completo; por lo tanto, es una foliación M de dimensión 1 de clase C1 con hojas tϕtutPR de clase

C1.

Definición 25. Una Distribución de Dimensión k en Md de clase Cr, es un campo de subes-

pacios tangentes de dimensión k de clase Cr, tT pxquxPM con T pxq ď TxM y dimpT pxqq “ k @x.

También, lo podemos pensar como una sección de clase Cr al haz Grassmanniano GrpTM ; kq.

Una distribución es Integrable, si para todo x PM existe una subvariedad de dimensión k, tal

que sea tangente a la distribución en todo punto.
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3

Dinámica Hiperbólica y Sistemas Anosov

3.1. Conjuntos Hiperbólicos

Sea M una variedad Riemanniana de clase C1, ∅ ‰ U ĎM un subconjunto abierto, y f : U Ñ

fpUq Ď M un difeomorfismo local de clase C1. Un subconjunto Λ Ď U compacto y f ´ invariante

se llamará Hiperbólico, si Dλ P p0, 1q, c ą 0 y unas familias de subespacios tEspxq ď TxMuxPΛ y

tEupxq ď TxMuxPΛ tal que @x P Λ

1. TxM “ Espxq ‘ Eupxq

2. }dfnx pv
sq} ď cλn }vs} @vs P Espxq y n ě 0

3. }df´nx pvuq} ď cλn }vu} @vu P Eupxq y n ě 0

4. dfx rE
spxqs “ Espfpxqq y dfx rE

upxqs “ Eupfpxqq

Mas aún para λ ă µ diremos que un difeomorfismo f admite una pλ, µq-Descomposición si

cumple las propiedades 1,2 y 4 y reemplazando 3 por:

3*. }df´nx pvuq} ď cµ´n }vu}, @vu P Eupxq y n ě 0.

A Espxq se le llama Subespacio Estable y a Eupxq Subespacio Inestable. Las familias

tEspxquxPΛ y tEupxquxPΛ inducen 2 distribuciones llamadas Distribución Estable e Inestable,

respectivamente.

Si M es una variedad Riemanniana compacta y se tiene que el conjunto hiperbólico coincide

con M (Λ “M), entonces llamaremos al difeomorfismo f , Difeomorfismo de Anosov o Difeo-

morfismo Uniformemente Hiperbólico.

Proposición 11. Sea Λ un conjunto hiperbólico de f , entonces los subespacios Espxq y Eupxq

dependen continuamente de x P Λ. Además, dimpEspxqq y dimpEupxqq son constantes en cada

componente conexa de Λ.
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Demostración. Para toda x P Λ, sea txmumPN Ď Λ tal que, txmu Ñ x. Como dimpTpMq “ d ă 8,

pasando a una subsucesión
 

xmj
(

de ser necesario, podemos asumir que dimpEspxmqq “ k “ cte.

Tomemos tξpxmqiu
k
i“1 una base ortonormal de Espxmq. Sea SΛM la restricción del haz tangente

unitario a Λ.

Notemos que @m y @i, tξpxmqiu
k
i“1 Ď SΛM . Por compacidad de SΛM , tξpxmqiu Ñ ξi en SΛM ,

@i “ 1, ..., k y por continuidad de Π : SΛM Ñ Λ, Πpξpxnqiq Ñ x, por lo tanto, ξi P SxM @i.

Además, la continuidad de dfx nos garantiza que,

}dfnx pξiq} “ lim
mÑ8

}dfnx pξpxmqiq} ď cλn
´

lim
mÑ8

}ξpxmqi}
¯

“ cλn }ξi} (3.1)

6 ξi P E
spxq @i, esto implica que dimpEspxqq ě k.

Análogamente, tenemos que dimpEupxqq ě d ´ k y como dimpEspxqq ` dimpEupxqq “ d, con-

cluimos que dimpEspxqq “ k y dimpEupxqq “ d ´ k. Con esto, se obtiene la continuidad de los

mapas, x ÞÑ Espxq y x ÞÑ Eupxq y, al mismo tiempo, la continuidad de Λ Q x ÞÑ dimpEupxqq P N
y de Λ Q x ÞÑ dimpEupxqq P N, de donde se sigue que las dimensiones de los subespacios estables e

inestables son constantes en las componentes conexas de Λ.

Más aún, como dfx es un isomorfismo y como dfx rE
spxqs “ Espfpxqq y dfx rE

upxqs “ Eupfpxqq,

tenemos que, si para algún x P Λ, Dn P N tal que fnpxq está en una componente conexa diferente

que la de x entonces dimpEspxqq “ dimpEspfnpxqq y dimpEupxqq “ dimpEspfnpxqq. Esto es, las

dimensiones de los espacios invariantes son constantes a lo largo de la órbita de cada componente

conexa de Λ.

Denotemos por s “ dimpEspxqq y por u “ dimpEupxqq entonces, la proposición 11 es equiva-

lente a decir que Ψi : Λ Ñ GrpTΛ, iq, i “ s, u es continua.

Corolario 5. Los subespacios Espxq y Eupxq son uniformemente transversales. Esto es, existe

α0 ą 0 tal que para todo x P Λ vs P Espxq y vu P Eupxq, el ángulo entre vs y vu es al menos de α0.

Demostración. Sea αpxq el ángulo mı́nimo entre vs P Espxq y vu P Eupxq. Como Espxq XEupxq “

t0u, αpxq ą 0. Como x ÞÑ Eipxq, i “ s, u es continua en Λ (proposición 11), entonces αpxq es

continua en Λ, por compacidad αpxq alcanza un mı́nimo positivo α0.

Proposición 12. Si Λ es un conjunto hiperbólico de f con constantes λ y c, entonces @ε ą 0 existe

una métrica Riemanniana x¨, ¨y
1

, C1, en una vecindad de Λ, llamada la métrica de Lyapunov con

respecto a f , tal que cumple las condiciones de hiperbolicidad con constantes λ
1

“ λ` ε y c
1

“ 1 y

los subespacios Espxq y Eupxq son ε´ ortogonales, i.e. xvs, vuy
1

ă ε @vs, vu unitarios y p P Λ.

Demostración. Para x P Λ, vs P Espxq y vu P Eupxq, definamos las siguientes normas:
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3.1. Conjuntos Hiperbólicos Dinámica Hiperbólica y Sistemas Anosov

}vs}
1

“

8
ÿ

n“0

pλ` εq´n }dfnx pv
sq}

}vu}
1

“

8
ÿ

n“0

pλ` εq´n
›

›df´nx pvuq
›

› (3.2)

Estas series convergen uniformemente en cada bola de radio r ą 0, es decir, para }vu}, }vs} ď r

y x P Λ. Esto se puede ver ya que tenemos que la serie geométrica
8
ř

n“0

˜

λ

λ` ε

¸n

converge, por

tanto, dado η ą 0 tenemos que Dk0 P N tal que
j
ř

n“k`1

˜

λ

λ` ε

¸n

ď
η

cr
, @j ą k ě k0.

Por lo que, para la primera serie se tiene,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j
ÿ

n“0

pλ` εq´n }dfnx pv
sq} ´

k
ÿ

n“0

pλ` εq´n }dfnx pv
sq}

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

j
ÿ

n“k`1

pλ` εq´n }dfnx pv
sq}

ď

j
ÿ

n“k`1

c

˜

λ

λ` ε

¸n

}vs} ď cr ¨

¨

˝

j
ÿ

n“k`1

˜

λ

λ` ε

¸n
˛

‚ă η (3.3)

@j ą k ě k0 @v
s P Bsrp0q Ď Espxq. Esto muestra que la serie es uniformemente de Cauchy en

Bsrp0q Ď Espxq, de donde se sigue la convergencia uniforme en Bsrp0q.

Análogamente, tenemos que la serie }vu}
1

“
8
ř

n“0
pλ ` εq´n }df´nx pvuq} converge uniformemente

en Bur p0q Ď Eupxq.

Por lo tanto, para vs P Espxq,

}dfxpv
sq}

1

“

8
ÿ

n“0

pλ` εq´n
›

›dfn`1
x pvsq

›

› “ pλ` εqp}vs}
1

´ }vs}q ă pλ` εq }vs}
1

(3.4)

Y análogo, para vu P Eupxq se da que
›

›df´1
x pvuq

›

›

1

ă pλ` εq }vu}
1

.

Para v “ vu ` vs P TpM , x P Λ, definamos }v}
1

“

c

´

}vu}
1
¯2

`

´

}vs}
1
¯2

. La métrica Rieman-

niana se recupera de esta norma, de la siguiente manera:

xv, wy
1

“
1

2

ˆ

´

}v ` w}
1
¯2

´

´

}v}
1
¯2

´

´

}w}
1
¯2
˙

. (3.5)

Esta métrica es continua, los subespacios invariantes son ortogonales entre śı y f satisface las

condiciones de hiperbolicidad con constantes c “ 1 y λ` ε. Ahora, técnicas estándar de topoloǵıa

diferencial (ver por ejemplo el ejercicio 3 (b) de la sección 2 del caṕıtulo 2 en [Hirsch], pag 56.), nos
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permiten aproximar a x¨, ¨y
1

en Λ uniformemente por una métrica Riemanniana suave, definida en

una vecindad de Λ.

3.2. Conos Invariantes

Como se ha visto, los conjuntos hiperbólicos están definidos en términos de familias invariantes

de subespacios lineales de T pM . En esta sección, se dará una caracterización de hiperbolicidad en

términos de familias invariantes de conos lineales.

Definición 26. Sea Λ un conjunto hiperbólico de f : U Ñ fpUq ĎM . Dado que las distribuciones

tEspxquxPΛ y tEupxquxPΛ son continuas en Λ, éstas se pueden extender a distribuciones continuas

tẼspxquxPΛ y tẼupxquxPΛ, definidas en una vecindad UpΛq Ě Λ. Si x P UpΛq y v P TxM , sea

v “ vs ` vu con vs P Ẽspxq y vu P Ẽupxq. Asumamos que esta métrica es la métrica de Lyapunov

con constante λ. Para α ą 0, definamos los Conos Estable e Inestable de tamaño α como:

Ks
αpxq “: tv P TxM{ }v

u} ď α }vs}u

Ku
αpxq “: tv P TxM{ }v

s} ď α }vu}u (3.6)

Generalizando esta idea, un cono Cjβpxq en TxM , se define como la imagen de Kj
αpxq bajo una

transformación lineal invertible para j “ s, u.

Para un cono C, denotemos por
˝

C “: intpCq
Ť

t0u.

Observación 2. Notemos que un cono Kj
αpxq lo podemos pensar como un conjunto de subespacios

vectoriales de TxM de dimensión j, para j “ s, u.

Para ser más precisos, notemos que Kj
αpxq “ OEj ,α, donde:

OEj ,α :“ tW ă TxM | dimpW q “ j,
›

›ΠEj pvq ´ v
›

› ď α
›

›ΠEm´j pvq ´ v
›

›,@v PW u. (3.7)

Esto es la cerradura del abierto OEj ,α en la Grassmaniana GrTxM pd; jq. Con el fin de dar

claridad a la idea anterior, veamos el ejemplo del cono Ku
αpxq.

Ejemplo 6. Ku
αpxq “ OEu,α.

tĚu Tomemos W P OEu,α , entonces @v PW , se tiene que:

›

›ΠEupvq ´ v
›

› ď α
›

›ΠEspvq ´ v
›

›

ùñ
›

›vu ´ v
›

› ď α
›

›vs ´ v
›

›

ùñ
›

›vs
›

› ď α
›

›vu
›

› (3.8)
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6 W Ď Ku
αpxq y en consecuencia Ku

αpxq Ě OEu,α.

tĎu Sea W ă TxM , dimpW q “ u y W Ď Ku
αpxq. Entonces @v PW , se tiene que

›

›ΠEupvq ´ v
›

› “
›

›vs
›

› ď α
›

›vu
›

› “ α
›

›ΠEspvq ´ v
›

› (3.9)

6 W P OEu,α . Ahora sólo falta ver que, @v P Ku
αpxq, DW tal que, v PW Ď Ku

αpxq y dimpW q “ u.

Esto se cumple, pues tomando v P Ku
αpxq y una base teiu

u
i“1 para Eupxq. Como Eupxq Ď Ku

αpxq,

entonces ei P K
u
αpxq,@i. Consideremos el conjunto

 

ei1 , ei2 , ..., eiu´1

(

de u ´ 1 vectores, tal que

hagan de
 

v, ei1 , ei2 , ..., eiu´1

(

un conjunto linealmente independiente. Este último conjunto clara-

mente está en Ku
αpxq.

Ahora, tomemos w “ av`
ř

ajeij una combinación lineal de
 

v, eij
(u´1

j“1
. Como

ř

ajeij P E
upxq,

concluimos que:

}ws} “ }avs} ď α |a| }vu} “ α }avu} ď α }wu} (3.10)

Esto nos dice que, W “ Span
´

 

v, eij
(u´1

j“1

¯

Ď Ku
αpxq y se sigue la afirmación deseada, con lo

cual concluimos el ejemplo.

Proposición 13. Sea Λε “ tx P U{distpx,Λq ă εu. Para toda α ą 0 Dεpαq ą 0 tal que, f ipΛεq Ď

UpΛq, i “ ´1, 0, 1 y @x P Λε

dfxrK
u
αpxqs Ď

˝

Ku
αpfpxqq

df´1
fpxqrK

s
αpfpxqqs Ď

˝

Ks
αpxq (3.11)

Demostración. Tomemos ε ą 0 tal que las distribuciones Eupxq y Espxq se puedan extender conti-

nuamente a lo largo de Λε, de tal manera que, @x P Λε, T xM “ Eupxq ‘ Espxq y las condiciones

de hiperbolicidad se sigan cumpliendo. De ser necesario, tomemos una ε más chica a modo que,

f ipΛεq Ď UpΛq. Notemos que @vu P Eupxq, }vu} “
›

›

›
df´1
f´1pxq

˝ dfxv
u
›

›

›
ď λ }dfxv

u}.

Entonces para v P Ku
αpxq, v “ vu ` vs tenemos que:

}dfxv
s} ď λ }vs} ď λα }vu} ă α }vu} ď αλ }dfxv

u} ă α }dfxv
u} , (3.12)

6 dfxrK
u
αpxqs Ď

˝

Ku
αpfpxqq. (3.13)

Análogamente, se tiene que para v P Ks
αpxq, sucede que, df´1

fpxqpvq P
˝

Ks
αpxq y por tanto,

df´1
fpxqrK

s
αpfpxqqs Ď

˝

Ks
αpxq. (3.14)
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Proposición 14. Para toda δ ą 0, D α ą 0 y ε ą 0 tal que, f ipΛεq Ď UpΛq, i=-1,0,1 y @x P Λε:

›

›df´1
x pvq

›

› ď pδ ` λq }v} si v P Ku
αpxq

}dfxpvq} ď pδ ` λq }v} si v P Ks
αpxq. (3.15)

Demostración. Sea δ ą 0. Como f ipΛq Ď UpΛq, i “ ´1, 0, 1 entonces, por continuidad tenemos que,

f ipΛεq Ď UpΛq, i “ ´1, 0, 1 para alguna ε ą 0. Tomemos 0 ă α ď
δ

λ
y εpαq, como en la proposición

anterior. Entonces, para v P Ks
αpxq, se tiene que:

}dfxpvq} “ }dfxpv
uq ` dfxpv

sq} ď }dfxpv
uq} ` }dfxpv

sq} ď α }dfxpv
sq} ` }dfxpv

sq}

“ pα` 1q }dfxpv
sq} ď pα` 1qλ }pvsq} “ pδ ` λq }pvsq} ď pδ ` λq }v} . (3.16)

donde la última desigualdad se obtiene porque los subespacios Espxq y Eupxq son ε´ortogonales.

Con un argumento similar, se puede concluir que para v P Ku
αpxq,

›

›df´1
x pvq

›

› ď pδ ` λq }v} . (3.17)

Teorema 6 (Conos Invariantes). Sea Λ un subconjunto compacto e invarante de f : U Ñ fpUq Ď

M . Supongamos que Dα ą 0 y que existen distribuciones continuas tẼspxquxPΛ y tẼupxquxPΛ tal

que, TxM “ Ẽspxq ‘ Ẽupxq, @x P Λ y que los α ´ conos Ks
αpxq y Ku

αpxq, determinados por los

subespacios Ẽspxq y Ẽupxq, satisfacen:

dfxrK
u
αpxqs Ď Ku

αpfpxqq , df´1
fpxqrK

s
αpfpxqqs Ď Ks

αpxq

›

›df´1
x pvq

›

› ă λ }v} para 0 ‰ v P Ku
αpxq y }dfxpvq} ă λ }v} para 0 ‰ v P Ks

αpxq

Entonces Λ es hiperbólico.

Demostración. La primera viñeta, junto con un argumento inductivo, implica que:

dfnx rK
u
αpxqs Ď Ku

αpf
npxqq y que df´nfnpxqrK

s
αpf

npxqqs Ď Ks
αpxq (3.18)

Más general,

dfnfkpxqrK
u
αpf

kpxqqs Ď Ku
αpf

n`kpxqq y que df´n
fn`kpxq

rKs
αpf

n`kpxqqs Ď Ks
αpf

kpxqq, (3.19)

@n, k P N.
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Y la segunda viñeta implica:

›

›df´nx pvq
›

› ă λn }v} para 0 ‰ v P Ku
αpxq

}dfnx pvq} ă λn }v} para 0 ‰ v P Ks
αpxq (3.20)

Del ejemplo 6, podemos pensar a Ku
αpxq como el conjunto de planos OẼupxq,α, que a su vez

lo podemos pensar contenido en HompẼupxq, Ẽspxqq, ya que @W P OẼupxq,α se puede ver como,

GrafpTW q Ď Ẽupxq ‘ Ẽspxq, con TW : Ẽupxq Ñ Ẽspxq lineal; i.e. W “ pvu, TW pv
uqq.

Recordemos que para T P HompẼupxq, Ẽspxqq, la norma }T }8 “ máx
vPSu´1

}T pvq}, hace deHompẼupxq, Ẽspxqq

un espacio de Banach (ver [Clapp]), y por tanto OẼupxq,α, con la métrica }W } “ }TW }8 resulta ser

un espacio métrico completo, pues es OẼupxq,α cerrado en HompẼupxq, Ẽspxqq.

Esto nos permite interpretar la primera viñeta de la siguiente manera,

dfx

´

OẼupxq,α

¯

Ď OẼupfpxqq,α. (3.21)

Por la regla de la cadena tenemos dfnf´npxq “ dff´1pxq ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ dff´npxq @n P N. Luego, si iden-

tificamos Tf´i`1pxqM « Tf´ipxqM podemos pensar que dfnf´npxq “ dff´1pxq ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ dff´1pxq @n P N,

aśı dfnf´npxq : OẼupxq,α ý

Con este argumento se obtiene que:

}dfxpW q} “ }dfxpTW q}8 “ máx
vPSu´1

}dfx pTW pvqq}

ď máx
vPSu´1

λ }TW pvq} “ λ

„

máx
vPSu´1

}TW pvq}



“ λ }TW }8 “ λ }W } . (3.22)

Esto muestra que dff´1pxq es una contracción, luego por el teorema de punto fijo de Banach,

tenemos que, D! punto Eupxq fijo el cual puede ser encontrado de la siguiente forma:

Eupxq “ ĺım
nÑ8

!

dfnf´npxqpW q
)

. (3.23)

para cualquierW P Ku
αpxq, en particular para Ẽupxq. Cabe mencionar que, la sucesión

!

dfnf´npxqpW q
)

nPN
está bien definida gracias a la linealidad de dfx y a la identificacion de T f´npxqM con T xM discutida

previamente.

De igual manera, es fácil concluir que df´1
x : OẼspxq,α ý es una contracción cuyo punto fijo

denotaremos por Espxq.

Por último, veamos que las distribuciones Eupxq y Espxq hacen de Λ un conjunto hiperbólico.

30



3.2. Conos Invariantes Dinámica Hiperbólica y Sistemas Anosov

Para este fin, basta con checar la invarianza de Eupxq y Espxq, pues por construcción, Eupxq, Espxq

cumplen con las demás propiedades.

La invarianza de Eupxq se da, si ahora pensamos a dfx : OẼupxq,α Ñ OẼupfpxqq,α, entonces:

dfx rE
upxqs “ dfx

”

ĺım
nÑ8

!

dfnf´npxqpW q
)ı

“ ĺım
nÑ8

dfx

”!

dfnf´npxqpW q
)ı

“ Eupfpxqq. (3.24)

Análogamente, se tiene que dfx rE
spxqs “ Espfpxqq.

Proposición 15. Sea Λ un conjunto hiperbólico de f con la métrica de Lyapunov. Entonces @δ ą 0

hay ε ą 0 tal que, las distribuciones Eupxq y Espxq se pueden extender a Λε y:

1. Eupxq sea continuo en Λuε y Espxq sea continuo en Λsε , donde

Λuε “ tx P U : distpfnpxq,Λq ă ε,@n P Nu

Λsε “
 

x P U : distpf´npxq,Λq ă ε,@n P N
(

. (3.25)

2. Si x P pΛε X fpΛεqq, entonces dfx rE
upxqs “ Eupfpxqq y dfx rE

spxqs “ Esfpxqq.

3. }dfxpvq} ă pδ ` λq }v}; @x P Λε y @v P Espxq.

4.
›

›df´1
x pvq

›

› ă pδ ` λq }v}; @x P Λε y @v P Eupxq

Demostración. Sea δ ą 0 , toma α, ε como en las proposiciones 13 y 14 y tal que Λε Ď UpΛq.

Extiende continuamente las distribuciones Espxq y Eupxq en Λ se extienden continuamente a dis-

tribuciones rEspxq y rEupxq a lo largo de Λε.

Para x P ΛεzΛ
s
ε , sea npxq P N tal que fnpxq P Λε @n P t0, ..., npxqu y fnpxq`1pxq R Λε.

Entonces definamos Espxq “ df
´npxq

fnpxqpxq

´

rEspfnpxqpxqq
¯

. Luego para x P Λsε , definamos Espxq “

lim
nÑ8

df´nfnpxq

´

rEspfnpxqq
¯

. Este subespacio está bien definido, pues, haciendo el mismo tipo de con-

sideraciones que en el teorema 6, tenemos que Espxq es un punto fijo de la contraccion df´1
fpxq en el

cono Ks
αpxq. Dadas estas definiciones es fácil ver que se cumple 2.

Para ver que Espxq depende continuamente de x P Λsε , tomemos una sucesión pxkqkPN tal que

xk Ñ x0, k Ñ 8 denotemos por Ynpxkq “ df´nfnpxq

´

rEspfnpxkqq
¯

@k P N, luego tenemos que,

Espxkq “ lim
nÑ8

Ynpxkq y, por otro lado, por continuidad de rEspxq tenemos que Ynpx0q “ lim
kÑ8

Ynpxkq

y queremos ver que lim
kÑ8

Espxkq “ Espx0q,
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tY1px1q ¨ ¨ ¨ Ynpx1qu nÑ8 Espx1q

... ¨ ¨ ¨
...

...
...

tY1pxkq ¨ ¨ ¨ Ynpxkqu nÑ8 Espxkq

Ó kÑ8 ¨ ¨ ¨ Ó kÑ8
... Ó?

tY1px0q ¨ ¨ ¨ Ynpx0qu nÑ8 Espx0q

(3.26)

Entonces para todo abierto U en el haz Grassmanniano GrpTM ; sq que contenga a Espx0q,

tenemos que DN P N tal que Ynpx0q P U @n ě N , luego DKn P N tal que Ynpxkq P U @k ě Kn

ñ Espxkq P U @k ě Kn y @n ě N . Esto muestra que, Espxkq Ñ Espx0q, k Ñ 8, con lo que

concluimos la continuidad de Espxq y por tanto 1.

El resto de las propiedades nos las da la proposición 14.

3.3. ε-Pseudo Órbitas

Sea pM, gq una variedad Riemanniana y dM p¨, ¨q la distancia en M dada por la métrica Rieman-

niana.

Definición 27. Una ε-pseudo órbita de f : U Ñ M es una sucesión pxnq Ď U finita o infinita

tal que, dM pxn`1, fpxnqq ď ε, @n P Z. Se dice que una ε-pseudo órbita es δ´sombreada por la

órbita Of pxq de x P U , si dM pxn, f
npxqq ă δ, @n P Z.

El siguiente teorema (aunque técnico) es sumamente importante, pues, será utilizado en varias

ocasiones para desmostrar propiedades importantes de los conjuntos hiperbólicos. La motivación

de este teorema surge a partir del Lema de sombreamiento 4.

Teorema 7 (Sombreamiento de Anosov). Sea U Ď M abierto, f : U Ñ fpUq Ď M un difeomor-

fismo y Λ un conjunto hiperbólico de f .

Entonces, hay un abierto ΩpΛq Ď U tal que, Λ Ď Ω y existen ε0, δ0 ą 0 tal que @δ ą 0 Dε ą 0

con las siguientes propiedades:

@g : Ω Ñ gpΩq ĎM difeomorfismo de clase C2 con dC1pg, fq ă ε0 y para cualquier homeomor-

fismo h : Y Ñ Y de un espacio topológico junto con un mapa continuo φ P C0pY,Ωq tal que satisfaga

dC0pφ ˝ h, g ˝ φq “ sup
yPY

tdM pφ ˝ hpyq, g ˝ φpyqqu ă ε. Entonces Dψ P C0pY,Ωq tal que ψ ˝ h “ g ˝ψ y

dC0pφ, ψq ă ε.

Más aún, es localmente único en el siguiente sentido: si ψ1 ˝ h “ g ˝ ψ1 para algún ψ1 : Y Ñ Ω

con dC0pφ, ψ1q ă δ0, entonces ψ1 “ ψ.

32



3.3. ε-Pseudo Órbitas Dinámica Hiperbólica y Sistemas Anosov

Ω
g
Ñ gpΩq

φ Ò öε Ò φ

Y
h
Ñ Y

ùñ
D!ψ

Ω
g
Ñ gpΩq

ψ Ò ö Ò ψ

Y
h
Ñ Y

ε´ conmutativo ùñ conmutativo

Demostración. Notemos que, buscamos un mapa ψ P C0pY,Ωq, el cual es un punto fijo de la apli-

cación F : C0pY,Ωq Ñ C0pY,Ωq , β ÞÑ g ˝ β ˝ h´1. Por tanto, la idea central de la demostración

es llevar el problema al teorema de punto fijo de Banach. La mayor dificultad será justificar que

se satisfacen las hipótesis del teroema de punto fijo. De ah́ı, sólo resta observar que se cumplen las

propiedades requeridas.

Daremos la prueba en 3 pasos:

Paso 1: Preámbulo.

Notemos primero que, por compacidad de Λ podemos tomar Ω ĎM acotado con respecto a la

métrica inducida por M ; esto es, tomemos pΩ, dM q como subespacio métrico acotado de pM,dM q.

Esto se da, por ejemplo, si Ω “ Λς con ς ą 0 suficientemente pequeña. Aśı, todo mapa continuo

β : Y Ñ Ω es acotado, por lo que, C0pY,Ωq es un espacio métrico completo con la métrica uniforme

dC0pα, βq “ sup
yPY

tdM pαpyq, βpyqqu (ver [Clapp]).

Queremos también modelar a C0pY,Ωq con un espacio de Banach adecuado, esto a fin de tener

el concepto de diferenciabilidad. De hecho, se tiene que C0pY,Ωq es una variedad de Banach; aun-

que para nuestro fin, bastará con darle este tipo de estructura a una bola abierta con centro en φ,

Bθpφq Ď C0pY,Ωq, como lo haremos a continuación:

Dado φ P C0pY,Ωq, consideremos el espacio de campos vectoriales continuos y acotados a lo

largo de φ.

B0
φpY, TMq :

"

v P C0pY, TMq : vpyq P TφpyqM, sup
yPY

t}vpyq}u ă 8

*

. (3.27)

B0
φpY, TMq equipado con la norma uniforme }v}8 “ sup

yPY
t}vpyq}u es un espacio vectorial nor-

mado completo (Banach).

Luego, para θ ą 0 suficientemente pequeña, sabemos que el mapa
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A : Bθpφq Ñ B0
φpY, TMq

βpyq ÞÑ exp´1
φpyqpβpyqq, (3.28)

es un homeomorfismo entre Bθpφq y Bφθ p0q Ď B0
φpY, TMq.

Ahora, consideremos el mapa:

Fφ “ AFA´1 : Bφθ p0q Ñ B0
φpY, TMq

Fφpvqpyq “ exp´1
φpyq

`

gpexpφph´1pyqqpvph
´1pyqq

˘

. (3.29)

Notemos que, si v es un punto fijo de Fφ, entonces A´1pvq es un punto fijo de F . Además, Fφ es

diferenciable en v en el sentido de Fréchet. De hecho, dado que g es de clase C2 ñ Fφ es de clase C2.

La regla de la cadena implica que,

`

pDFφqvξ
˘

pyq “ d
´

exp´1
φpyq

¯

gpexpφph´1pyqqpvph
´1pyqq

˝

dgexpφph´1pyqqpvph
´1pyqq ˝ dpexpφph´1pyqqqvph´1pyqqξph

´1pyqq. (3.30)

Paso 2: Hiperbolicidad de pDFφq0ξ

Veamos que pDFφq0ξ es un operador lineal hiperbólico, esto es, que tiene espectro fuera del

ćırculo unitario.

Denotemos por, TΛM “ Euf pxq ‘ Esf pxq, a la descomposición hiperbólica de f . Sabemos que

existe una vecindad ΩpΛq Ě Λ, tal que la descomposición TΛM “ Euf pxq ‘ Esf pxq se extiende

continuamente a lo largo de Ω y la proposición 15 nos permite además, tomar las distribuciones

dfx invariantes (no necesariamente invariante por más iteraciones de dfx). A esta descomposición

también la denotaremos TΩM “ Euf pxq ‘ E
s
f pxq.

Para todo x P Ω, sea df ix : T xM ÞÑ Eif pfpxqq i “ u, s; aśı, dfxpvq “ dfux pvq ` dfsxpvq. Sea
`

df ix
˘

s
“ df ix |Esf pxq y

`

df ix
˘

u
“ df ix |Euf pxq. Entonces, por la hiperbolicidad de f , tenemos que

}pdfux qu}
´1
ă λ y }pdfsxqs} ă λ; mientras que, por la invarianza de las distribuciones estable e

inestable, tenemos que pdfsxqu “ 0 “ pdfux qs. Por tanto,

dfx “

˜

pdfux qu 0

0 pdfsxqs

¸

(3.31)

De manera análoga, @g P C1pΩ,Mq tenemos que con respecto a la misma descomposición

TΩM “ Euf pxq ‘ E
s
f pxq,
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dgx “

˜

pdguxqu pdguxqs
pdgsxqu pdgsxqs

¸

(3.32)

Luego para δ ą 0, existe ε0 ě 0, tal que si dC1pf, gq ă ε0, tenemos que

}pdguxqu}
´1
ă λ,

}pdguxqs} ă δλ,

}pdgsxqu} ă δλ,

}pdgsxqs} ă λ. (3.33)

Por otro lado, la descomposición TΩM “ Euf pxq‘E
s
f pxq, induce la siguiente descomposición en

B0
φpY, TMq “ Fu ‘ Fs con,

Fu “
 

v P B0
φpY, TMq : vpyq P Euf pφpyqq

(

Fs “
 

v P B0
φpY, TMq : vpyq P Esf pφpyqq

(

. (3.34)

De manera análoga al caso de dimensión finita discutido anteriormente, definamos los mapas,

pDFφv q
i : B0

φpY, TMq ÞÑ F i con i “ u, s; y ahora, con respecto a la descomposición B0
φpY, TMq “

Fu‘Fs, definamos pDFφv q
i
u :“ pDFφv q

i |Fu y pDFφv q
i
s :“ pDFφv q

i |Fs que no son más que las deriva-

das parciales en el sentido de Fréchet de los mapas pDFφv q
i con respecto a Fu y Fs, respectivamente

(ver [Clapp]). De ah́ı que,

DFφ0 “

˜

pDFφ0 q
u
u pDFφ0 q

u
s

pDFφ0 q
s
u pDFφ0 q

s
s

¸

(3.35)

Recordemos que dpexp´1
p qp “ Id, esto implica que, para cualquier ρ ą 0, Dε ą 0 tal que

›

›dpexp´1
p1
qp2
´ Id

›

› ă ρ, si dM pp1, p2q ă ε. Como λ P p0, 1q ñ 0 ă λ´1 ´ 1 entonces, si tomamos

ρ ă λ´1 ´ 1 tenemos que,
›

›dpexp´1
p1
qp2

›

› ď
›

›dpexp´1
p1
qp2
´ Id

›

› ` }Id} ă ρ ` 1. Además, para v “ 0

concluimos que:

`

pDFφq0ξ
˘

pyq “ d
´

exp´1
φpyq

¯

gpφph´1pyqq
˝ dgφph´1pyqq ˝ ξph

´1pyqq. (3.36)

Por lo que, si dC0pφ, gφh´1q ă ε y dC1pf, gq ă ε0 se tiene lo siguiente:

Definamos µ :“ pρ` 1qλ, entonces µ ă 1. Ahora acotemos la norma de pDFφv q
s
s. Sea ξspyq P Fs,

entonces:
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›

›pDFφv q
s
sξ
spyq

›

› “

›

›

›

›

d
´

exp´1
φpyq

¯

gpφph´1pyqq
˝ dgsφph´1pyqq ˝ ξ

sph´1pyqq

›

›

›

›

ď

›

›

›

›

d
´

exp´1
φpyq

¯

gpφph´1pyqq

›

›

›

›

›

›

›
dgsφph´1pyqq ˝ ξ

sph´1pyqq
›

›

›

ă pρ` 1q
›

›

›
dgsφph´1pyqq ˝ ξ

sph´1pyqq
›

›

›

ă pρ` 1qλ }ξs} “ µ }ξs} . (3.37)

Esto implica que,
›

›

›
pDFφ0 q

s
s

›

›

›
ă µ. Cálculos análogos muestran que:

›

›

›
pDFφ0 q

s
u

›

›

›
ă δµ,

›

›

›
pDFφ0 q

u
s

›

›

›
ă δµ y

›

›

›
pDFφ0 q

u
u

›

›

›

´1

ă µ.

Esto implica que, para δ suficientemente pequeña, el espectro de DFφ0 está fuera del ćırculo

unitario, y por tanto, es un operador lineal hiperbólico.

Paso 3: Definición del mapa contractivo

Por el paso 2 tenemos que, DFφ0 tiene espectro hiperbólico. Esto implica que, DFφ0 ´ Id es

invertible y, por tanto, DR ą 0 tal que
›

›

›
pDFφ0 ´ Idq

´1
›

›

›
ă R.

Por otro lado, Fφ es de clase C2. Luego, su expansión de Taylor alrededor de 0 nos da, Fφpvq “

Fφp0q `DFφ0 pvq `Hpvq, con Hpvq “ op}v}q (ver teorema de Taylor en espacios de Banach, [Cole]

ó [Wouk]). Por tanto, si v es un punto fijo de Fφpvq, cumple que:

pDFφ0 ´ Idqpvq “ ´
`

Fφp0q `Hpvq
˘

(3.38)

entonces definamos el operador,

T pvq :“
´

´pDFφ0 ´ Idq
´1pFφp0q `Hq

¯

pvq. (3.39)

Notemos que, Fφ P C2 si g P C2. Entonces para toda v1, v2 P B
φ
θ p0q, sea vt “ p1 ´ tqv1 ` tv2,

t P r0, 1s. Luego

›

›Fφpv1q ´ F
φpv2q

›

› ď sup
tPI

›

›DFφvt
›

› }v1 ´ v2} (3.40)

Además tenemos que para toda ξ y para toda v P Bφθ p0q,

›

›pDFφqvξpyq
›

› ď

›

›

›
d
´

exp´1
φpyq

¯
›

›

›

›

›

›
dgexpφph´1pyqq

›

›

›

›

›dpexpφph´1pyqqq
›

›

›

›ξph´1pyqq
›

› . (3.41)
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Como g es C1 cercano a F , entonces
›

›

›
d
´

exp´1
φpyq

¯›

›

›

›

›

›
dgexpφph´1pyqq

›

›

›

›

›dpexpφph´1pyqqq
›

› ă 8.

Aśı la ecuación 3.41 implica
›

›pDFφqvξ
›

› ď C }ξ} con C constante. Luego, por Banach-Steinhaus

tenemos que
›

›DFφv
›

› es acotado para toda v P Bφθ p0q. Esto prueba que Fφ es Lipschitz en Bφθ p0q

con constante K1.

Un arguneto similar al anterior implica que DFφ es Lipschitz y por lo tanto DH también es

Lipschitz con constante K.

Observamos que

}T pv1q ´ T pv2q} “

›

›

›
´pDFφ0 ´ Idq

´1pHpv1q ´Hpv2qq

›

›

›

ď

›

›

›
´pDFφ0 ´ Idq

´1
›

›

›
}pHpv1q ´Hpv2qq}

ă Rsup
tPI
t}DHpvtq}u }v1 ´ v2}

ă RK pmáx t}v1} , }v2}uq }v1 ´ v2} (3.42)

Además,

}T p0q} “
›

›

›
´pDFφ0 ´ Idq

´1pFφp0qq
›

›

›
ă R

›

›Fφp0q
›

› “ R
›

›

›
exp´1

φpyq

`

gpφph´1pyqqq
˘

›

›

›

“ RdC0pφ, g ˝ φ ˝ h´1q “ RdC0pφh, g ˝ φq ă Rε. (3.43)

Ahora, tomemos δ0 ă
1

2RK , θ ă min tδ, δ0u, ε ă
θ

2R
, aśı para v1, v2 P B

φ
δ0
p0q Ď B0

φpY, TMq

}T pv1q ´ T pv2q} ă
1

2
}v1 ´ v2} (3.44)

y

}T p0q} ă
θ

2
. (3.45)

Entonces, T es una contracćıon y por el teorema de punto fijo de Banach T tiene un único

punto fijo v P Bφδ0p0q y, por tanto, F tiene un único punto fijo ψ “ A´1v P Bδ0pφq; que de hecho,

se encuentra en Bφθ p0q Ď Bφδ0p0q, ya que T
´

Bφθ p0q
¯

Ď Bφθ p0q.

Lema 4 (Sombreamiento de Anosov). Sea Λ un conjunto hiperbólico de f : U Ñ fpUq Ď M .

Entonces existe ΩpΛq Ě Λ, tal que para δ ą 0, Dε ą 0 tal que @ pxkq ε´órbita finita o infinita en

Ω, es δ-sombreada por una órbita de f .

Demostración. Sea Y “ Z con la topoloǵıa discreta, pxkq ε´órbita, g “ f (ε0 “ 0), h : Z Ñ Z;

hpkq “ k ` 1, φ : Z Ñ Ω; φpkq “ xk. Luego, como pxkq es una ε´órbita, dM pφ ˝ hpkq, f ˝ φpkqq “
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dM pxk`1, fpxkqq ă ε ñ dC0pφ ˝ h, f ˝ φq ă ε.

Entonces, por el teorema de sombreamiento, Dψ P C0pZ,Ωq y δ ą 0 tal que ψ ˝ h “ f ˝ ψ y

dC0pφ, ψq ă δ. Esto es, si ψpkq “ yk ñ yk`1 “ ψ ˝ hpkq “ f ˝ ψpkq “ fpykq. Por tanto, si x “ y0

tenemos que, ψpkq “ fkpxq @k P Z. Luego, como dC0pφ, ψq ă δ ñ dM pxk, f
kpxqq ă δ, @k P Z.

Ω
f
Ñ fpΩq

xk Ò öε Ò xk

Z k`1
Ñ Z

ùñ
D!ψ

Ω
f
Ñ fpΩq

ψ Ò ö Ò ψ

Z k`1
Ñ Z

Teorema 8 (Anosov Closing Lemma). Sea M una variedad Riemanniana. Sea Λ un conjunto

hiperbólico de f : U Ñ fpUq Ď M . Entonces, existe una vecindad abierta ΩpΛq Ě Λ y existe ε ą 0

tal que para toda δ ą 0 y cualquier ε-órbita periódica px0, ..., xm´1q en Ω, Dy P Ω tal que fmpyq “ y,

y se tiene que dM pxk, f
kpyqq ă δ @k “ 0, 1, ...,m´ 1.

Demostración. Sea Y “ Zm con la topoloǵıa discreta, g “ f (ε0 “ 0), h : Zm Ñ Zm; hpkq “ k ` 1

(mod m), φ : Zm Ñ Ω; φpkq “ xk. Como pxkq es una ε´órbita ñ dC0pφ ˝ h, f ˝ φq ă ε. Luego, el

teorema de sombreamiento de Anosov implica el Clossing Lemma.

Proposición 16. Sea Λ un conjunto hiperbólico de f : U Ñ fpUq Ď M . Entonces Perpf |Λq “

NW pf | Λq.

Demostración. Sea ε ą 0 y x P NW pf | Λq. Tomemos δ tal que dpφ˝h, f˝φq ă δ. Sea U “ B δ
2
pxqXΛ.

Como x P NW pf | Λq, Dn tal que fnpUqXU ‰ ∅. Sea z P f´npfnpUqXUq “ UXf´npUq. Entonces,

si denotamos por zk :“ fkpzq, k “ 0...., n ´ 1, tenemos que, dpz0, fpan´1qq “ dpz, fnpzqq ă δ y

dpzk`1, fpzkq “ 0 @k “ 0, ..., n´ 2 por la tanto
 

z, fpzq, ..., fn´1pzq
(

es una δ-órbita, por el Anosov

closing lema, existe un punto periódico de periodo n a distancia menor que ε de z.

Corolario 6. Sea f : M ÑM difeomorfismo de Anosov, entonces Perpfq “ NW pfq.

3.4. Variedades Estables e Inestables

Teorema 9 (Hadamard-Perron). Sea λ ă µ, r ě 1, y @n P Z sea fn : Rd Ñ Rd un difeomorfismo

de clase Cr, tal que px, yq P Ru ‘ Rd´u, sea s “ d´ u.

fnpx, yq “ pAnpxq ` αnpx, yq, Bnpyq ` βnpx, yqq (3.46)

donde An : Ru Ñ Ru y Bn : Rs Ñ Rs son mapas lineales con
›

›A´1
n

›

› ď µ´1, }Bn} ď λ y αnp0q “ 0,

βnp0q “ 0.

Entonces existe γ0 “ γ0pλ, µq tal que para todo γ P p0, γ0q existe un δ “ δpλ, µ, γq con la siguiente

propiedad:

Si }αn}C0 ă δ y }βn}C0 ă δ para toda n P Z entonces
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1. Existe una familia única tW`
n unPZ de variedades C1 de dimensión u,

W`
n “ tpx, ϕ

`
n pxqq | x P Ruu “ Grafpϕ`n q. (3.47)

2. Existe una familia única tW´
n unPZ de variedades C1 de dimensión u,

W´
n “ tpx, ϕ

´
n pxqq | x P Rsu “ Grafpϕ´n q, (3.48)

donde ϕ`n : Ru Ñ Rs y ϕ´n : Rs Ñ Ru, sup
nPZ

}dϕ˘n } ă γ

y se satisfacen las siguientes propiedades:

a) fnpW
´
n q “W´

n`1 , fnpW
`
n q “W`

n`1.

b) }fmpzq} ă λ1 }z} para z PW´
m ,

›

›f´1
m´1pzq

›

› ă pµ1q´1 }z}para z PW`
m ,

donde λ1 :“ p1` γqpλ` δp1` γqq ă
µ

1` γ
´ δ “: µ1.

c) Sea λ1 ă ν ă µ1.

Si }fn`L´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fnpzq} ă CνL }z} @L ě 0 y alguna C ą 0 entonces z PW´
n .

Si }fn´L ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fn´1pzq} ă Cν´L }z} @L ě 0 y alguna C ą 0 entonces z PW`
n .

Finalmente, en el caso hiperbólico λ ă 1 ă µ, las familias tW`
n unPZ y tW´

n unPZ son variedades

de clase Cr.

La demostración de este teorema puede ser encontrada en [KaH].

Una de las aplicaciones más importantes del teorema Hadamard-Perron es al siguiente teorema.

Teorema 10 (Variedades Estables e Inestables). Sea Λ un conjunto hiperbólico para un difeomor-

fismo f : U Ñ M de clase C1, tal que df en Λ admite una pλ, µq-descomposición con λ ă 1 ă µ.

Entonces, para cada x P Λ, existe un par de discos, C1 encajados, a saber, Ws
locpxq y Wu

locpxq. Estos

discos son llamados Variedad Estable Local y Variedad Inestable Local, respectivamente. Además,

cumplen que:

1. TxWs
locpxq “ E´x , TxWu

locpxq “ E`x ;

2. fpWs
locpxqq ĎWs

locpfpxqq, f
´1pWu

locpxqq ĎWu
locpf

´1pxqq;

3. Para toda δ ą 0, existe Cpδq tal que para n P N, entonces:

si y PWs
locpxq ñ

dM pf
npxq, fnpyqq ă Cpδqpλ` δqndM px, yq (3.49)

si y PWu
locpxq ñ

dM pf
´npxq, f´npyqq ă Cpδqpµ´ δq´ndM px, yq (3.50)
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4. Existe β ą 0 y una familia de vecindades Ux, las cuales contienen la bola Bβpxq, con x P Λ,

tal que:

Ws
locpxq “ ty | f

npyq P Ufnpxq, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u,

Wu
locpxq “ ty | f

´npyq P Uf´npxq, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u. (3.51)

Demostración. Para cada x P Λ tomemos un sistema coordenado tal que la descomposición T xM “

Eupxq ‘ Espxq sea identificada con Rd “ Ru ‘ Rs. Sea Dε “ Buε p0q ˆB
s
ε p0q Ď TxM , con Buε p0q Ď

Eupxq y Bsε p0q Ď Espxq. Por compacidad de Λ, Dε ą 0 tal que expx : Dε Ñ M es inyectivo @x P Λ

y por lo tanto es un difeomorfismo entre Dε y una vecindad de x en M digamos, V εpxq. Ahora

definamos la familia de mapas:

fx,ε “ exp´1
fpxq ˝ f ˝ expx : Dε Ñ Rd (3.52)

Utilizando una bump function podemos extender fx,ε a todo TxM “ Rd. Denotemos por

fx a esta extensión. Entonces fxp0q “ 0, además sabemos que dexp0 “ Id. Luego pdfxq0 “

pdexp´1
fpxqqf˝expxp0q ˝ pdfqexpxp0q ˝ pdexpxq0 “ pdexp

´1
fpxqqfpxq ˝ pdfqx ˝ Id “ pdfqx por el teorema de

expansión de Taylor tenemos que fxpzq “ pdfxq0 `Rpzq con Rp0q “ 0 y Rpzq “ op}z}q ñ }Rpzq}C0

es pequeño.

Aśı con respecto a las descomposiciones T xM “ Eupxq ‘ Espxq y Rd “ Ru ‘ Rs tenemos que

z “ px, yq:

pdfxq0 “ dfx “

˜

pdfxq |Eupxq 0

0 pdfxq |Espxq

¸

Rpzq “ pRupx, yq, Rspx, yqq (3.53)

Ahora denotemos por A1 :“ pdfxq |Eupxq, B1 :“ pdfxq |Eupxq, α1px, yq :“ Rupx, yq, β1px, yq :“

Rspx, yq, de esta forma tenemos que, fx “ pA1pxq ` α1px, yq, B1pyq ` β1px, yqq. Con
›

›A´1
1

›

› ď µ´1,

}B1} ď λ y α1p0q “ 0, β1p0q “ 0.

Con una construcción análoga tenemos que para todo x P Λ y para cada elemento de la órbita

Of pxq, obtenemos una sucesión de difeomorfismos fn “ ffnpxq : Rd Ñ Rd que cumplen con las

condiciones del teorema de Hadamard-Perron 9, de donde se sigue el resultado.

Definición 28. Los conjuntos:
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Wspxq :“
ď

nPN
f´npWs

locpf
npxqqq

Wupxq :“
ď

nPN
fnpWu

locpf
´npxqqq (3.54)

están definidos independientemente de una elección particular de Ws
loc y Wu

loc. Son variedades dife-

renciables inyectivamente inmersas en M y son llamadas Variedad Estable Global y Variedad

Inestable Global respectivamente. Se pueden caracterizar topológicamente por

Wspxq “
!

y PM | dM pf
npxq, fnpyqq ÝÑ

nÑ8
0
)

Wupxq “
!

y PM | dM pf
´npxq, f´npyqq ÝÑ

nÑ8
0
)

(3.55)

Proposición 17. Si x, y P Λ,z P Ws
locpxq XWs

locpyq, entonces la intersección Ws
locpxq XWs

locpyq

contiene una vecindad abierta de z en ambas variedades. Un resultado similar se vale para variedades

inestables locales.

Demostración. Por la desigualdad del triángulo y la parte 3) del teorema de variedades estables e

inestables dM pf
npxq, fnpyqq ď dM pf

npxq, fnpzqq ` dM pf
npzq, fnpyqq Ñ

nÑ8
0

Luego por la parte 4) fnpyq PWs
locpf

npxqq para n suficientemente grande. Por lo tanto fnpWs
locpyqq Ď

Ws
locpf

npxqq. Como fnpWs
locpyqq, f

npWs
locpxqq ĎWs

locpf
npxqq son discos abiertos su intersección es

abierta en Ws
locpf

npxqq y por tanto en fnpWs
locpxqq y en fnpWs

locpyqq. Por último notemos que

z P f´1 pfnpWs
locpyqq X f

npWs
locpxqqq.

Corolario 7. Si para x, y P Λ las variedades estables globales Wspxq y Wspyq tienen intersección

no vacia, entonces Wspxq “Wspyq. Lo mismo sucede con las variedades inestables globales.

Proposición 18. Sean Ws
ε pxq y Wu

ε pyq las bolas de radio ε en Wspxq y Wupyq, respectivamente.

Entonces existe ε ą 0 tal que @x, y P Λ la intersección Ws
ε pxqXWu

ε pyq consiste de a lo más un punto

rx, ys, y existe δ ą 0 tal que si dM px, yq ă δ para algunos x, y P Λ, entonces Ws
ε pxq XWu

ε pyq ‰ ∅.

Demostración. Es una implicación directa del corolario 5 y del teorema de variedades estables e

inestables 10.

Corolario 8. Sea V “ Λε la nube de radio ε entorno a Λ. Entonces las familias de variedades

tWspxqu y tWupxqu definen un par de foliaciones transversales Ws y Wu en V ĎM . El grado de

regularidad de estas es el mismo que el de sus distribuciones tangentes Esy Eu.

3.5. Estabilidad de conjuntos hiperbólicos

Proposición 19. Sea Λ un conjunto hiperbólico de f . Existe un abierto UpΛq Ě Λ y ε ą 0 tal

que, si K Ď UpΛq es un compacto invariante bajo un difeomorfismo g : U ÑM con dC1pg, fq ă ε,
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entonces K es un conjunto hiperbólico de g.

Demostración. Extendamos las distribuciones Esf y Euf a distribuciones continuas rEsf , rEuf a lo largo

de UpΛq. Sea λ P p0, 1q la constante de hiperbolicidad para f en Λ, entonces @v ‰ 0 }v}´λ }v} ą 0,

por lo tanto, tomemos 0 ă ε ă }v} ´ λ }v}. Como dC1pg, fq ă ε, para un α ą 0 suficientemente

pequeño, los α´ conos definidos por las distribuciones rEsf , rEuf cumplen que para x P K y 0 ‰ v P

Ku
αpxq, entonces

›

›dg´1
x pvq

›

› ă
›

›df´1
x pvq

›

›` ε ă λ }v} ` ε ă }v} . (3.56)

Por continuidad de }¨}, Dλ1 P p0, 1q tal que λ }v} ` ε ă λ1 }v}, 6
›

›dg´1
x pvq

›

› ă λ1 }v}. Con un

argumento similar tenemos que si x P K y 0 ‰ v P Ks
αpxq, entonces }dgxpvq} ă λ2 }v}. Tomemos

λ˚ “ máxpλ1, λ2q para tener una única constante que funcione en ambos casos. Por compacidad de

K, podemos asumir que además, λ˚ es la misma @x P K.

El siguiente cálculo:

}dgxv
s} ď λ˚ }vs} ď λ˚α }vu} ă α }vu} ď αλ˚ }dgxv

u} ă α }dgxv
u} (3.57)

demuestra que dgxrK
u
αpxqs Ď Ku

αpgpxqq, y de manera similar se tiene df´1
fpxqrK

s
αpfpxqqs Ď Ks

αpxq.

Por el teorema de conos invariantes 6 tenemos que, K es un conjunto hiperbólico de g.

Definición 29. Sea Diff1pMq el conjunto de difeomorfismos C1 de una variedad Riemanniana

M con la topoloǵıa C1.

Corolario 9. El conjunto de difeomorfismos de Anosov de una variedad Riemanniana M compacta,

es un abierto en Diff1pMq.

Demostración. De la proposición 19, tomando Λ “ M se sigue que si f es un difeomorfismo de

Anosov , entonces @g P Diff1pMq tal que g P Bεpfq para ε suficientemente pequeño, entonces g

también es Anosov.

Proposición 20. Sea Λ Ď U conjunto hiperbólico de f : U ÑM . Para toda Ω Ď U tal que Ω Ě Λ

y @ε ą 0, Dδ ą 0 tal que @g : Ω Ñ M con dC1pg, f, q ă δ DK Ď Ω conjunto hiperbólico de g y un

homeomorfismo ψ1 : KÑ Λ tal que ψ1 ˝ g |K“ f |Λ ˝ψ
1 y dC0ph, Idq ă ε.

Demostración. Sea Y “ Λ, h “ f |Λ, φ : Λ ãÑ U la inclusión y ε0 “ ε. Aśı, tenemos que dC0pφ ˝

h, g ˝ φq “ dC0pf |Λ, g |Λq ă ε. Por el teorema de sombreamiento de Anosov, tenemos que, D un

mapeo continuo ψ : Λ Ñ Ω tal que ψ ˝ f |Λ“ g ˝ ψ, con dC0pφ, ψq ă ε. Ahora definamos K “ψpΛq.
De nuevo aplicando el teorema de sombreamiento de Anosov a Y “ K , h “ g |K, g1 “ f |Λ y la

inclusión φ : K ãÑ M (ya que dC0pφ ˝ h, g1 ˝ φq “ dC0pφ ˝ g |K, f |Λ ˝φq ă dC0pg |K, f |Λ ˝ψq ă ε)

para obtener ψ1 : KÑ U con ψ1 ˝ g |K“ f |Λ ˝ψ
1. Por la unicidad ψ´1 “ ψ1. Para δ suficientemente

pequeño el mapeo ψ1 está cercano a la identidad y por la proposición 19 K es hiperbólico.
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Definición 30. Un difeomorfismo f de clase C1 de una variedad diferenciable M es Estructu-

ralmente Estable si @ε ą 0 Dδ ą 0 tal que g P Dif1pMq y dist1pg, fq ă δ, entonces existe un

homeomorfismo h : M ÑM para el cual f ˝ h “ h ˝ g y dist0ph, Idq ă ε.

Corolario 10. Los difeomorfismos de Anosov son estructuralmente estables.

Demostración. Este es el caso de la proposición anterior en el que Λ “M .

3.6. Flujos Hiperbólicos y Flujos de Anosov

Los resultados vistos a lo largo del caṕıtulo 3 tienen su respectiva contraparte para el caso de

flujos, la mayoŕıa se deducen de manera directa del caso discreto simplemente tomando el t0- map.

Para algunos otros hay que hacer pequeñas consideraciones y hacer pequeñas adaptaciones en las

demostraciones del caso discreto.

A continuación presentaremos brevemente algunos de los resultados para el caso continuo con

el objetivo de dar una luz de como deducirlos del caso discreto.

Definición 31. Sea M una variedad Riemanniana de clase C1, ∅ ‰ U Ď M un subconjunto

abierto, y ϕt : RˆU Ñ ϕtpUq ĎM un flujo local de clase C1. Denotemos por E0pxq al subespacio

de TxM generado por el flujo, es decir, Ecpxq :“ R

˜

d

dt
ϕt |t“0

¸

. Un subconjunto Λ Ď U compacto

y ϕt -invariante se llamará Hiperbólico, si Dλ P p0, 1q, c ą 0 y unas familias de subespacios

tEspxq ď TxMuxPΛ y tEupxq ď TxMuxPΛ tal que @x P Λ

1. TxM “ Espxq ‘ Eupxq ‘ Ecpxq

2. }dϕtxpv
sq} ď cλt }vs} @vs P Espxqyt ě 0

3. }dϕ´tx pv
uq} ď cλt }vu} @vu P Eupxqyt ě 0

4. dϕtx rE
spxqs “ Espϕtpxqqdϕtx rE

upxqs “ Eupϕtpxqq.

A Espxq se le llama Subespacio Estable, a Eupxq Subespacio Inestable y a Ecpxq Subes-

pacio Central. Las familias tEspxquxPΛ y tEupxquxPΛ inducen 2 distribuciones llamadas Distri-

bución Estable e Inestable, respectivamente; y a la familia tEcpxquxPΛ la llamaremos Distri-

bución Central.

Notemos que, de hecho, esta descomposición genera otras 2 distribuciones, Ewspxq “ Espxq ‘

Ecpxq y Ewupxq “ Eupxq ‘ Ecpxq, llamadas Distribución Estable Débil e Inestable Débil,

respectivamente.

Para el caso en que M sea compacta y Λ “M llamaremos a ϕt Flujo de Anosov.

Definición 32. Sea ϕt : RˆU Ñ ϕtpUq ĎM un flujo local. Para todo t0 P R llamamos Mapa al

Tiempo t0 ó t0-Map al difeomorfismo local obtenido al fijar t “ t0
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ϕt0 : ˆU Ñ ϕt0pUq ĎM. (3.58)

Si Λ Ď U es hiperbólico para el flujo ϕt entonces el t0-Map cumple que @x P Λ

1. TxM “ Espxq ‘ Eupxq ‘ Ecpxq

2. }dϕnt0x pvsq} ď cλnt0 }vs} @vs P Espxq y n ě 0

3. }dϕ´nt0x pvuq} ď cλnt0 }vu} @vu P Eupxq y n ě 0

4. dϕnt0x rEspxqs “ Espϕnt0pxqq y dϕnt0x rEupxqs “ Eupϕnt0pxqq.

En general, a un conjunto Λ que cumple con las propiedades anteriores donde no necesariamente

la distribución central es de dimensión uno, lo llamaremos Conjunto Parcialmente Hiperbólico.

Notemos que, el subespacio central Ecpxq de un flujo hiperbólico es de dimensión uno y depende

diferenciablemente de x P Λ. En cuanto a los otros 2 subespacios invariantes tenemos la siguiente

proposición.

Proposición 21. Sea Λ un conjunto hiperbólico de ϕt, entonces los subespacios Espxq y Eupxq

dependen continuamente de x P Λ. Además, dimpEspxqq y dimpEupxqq son constantes en cada

componente conexa de Λ.

Demostración. Λ es parcialmente hiperbólico para el t0-map ϕt0 . Entonces, con el mismo argumento

que la proposicón 11 se sigue la afirmación.

Como en el caso discreto denotemos por s “ dimpEspxqq y por u “ dimpEupxqq.

Corolario 11. Sea Λ un conjunto hiperbólico de ϕt, entonces los subespacios Ewspxq y Ewupxq

dependen continuamente de x P Λ. Además, dimpEwspxqq “ s` 1 y dimpEwupxqq “ u` 1 en cada

componente conexa de Λ.

Teorema 11 (Conos Invariantes para Flujos). Sea Λ Ď U un subconjunto compacto e invarante

de ϕt : U Ñ M . Supongamos que Dα ą 0 y que existen distribuciones continuas tẼspxquxPΛ y

tẼupxquxPΛ tal que, TxM “ Ẽspxq ‘ Ẽupxq ‘ E0pxq, @x P Λ y que los α-conos Kws
α pxq y Kwu

α pxq,

determinados por los subespacios Ẽwspxq ‘ Ẽupxq y Ẽspxq ‘ Ẽwupxq, satisfacen:

dϕtxrK
wu
α pxqs Ď Kwu

α pϕtpxqq, dϕ´tϕtpxqrK
ws
α pϕ

tpxqqs Ď Kws
α pxq

d

dt
}dϕ´tx pvq} ă λ }v} para 0 ‰ v P Kwu

α pxq y
d

dt
}dϕtxpvq} ă λ }v} para 0 ‰ v P Kws

α pxq.

Entonces Λ es hiperbólico para ϕt.

Demostración. Toma dϕ1 y a las descomposiciones inducidas Ẽwspxq ‘ Eupxq y Ẽwupxq ‘ Espxq,

apĺıcales el teorema de conos invariantes para difeomorfismos.

44
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Definición 33. Sea M una variedad Riemanniana y ϕt : R ˆ M Ñ M un flujo diferenciable.

Una curva diferenciable c : R Ñ M , diremos que es una ε-pseudo órbita para el flujo ϕt, si

} 9cptq ´ 9ϕpcptqq} ă ε, @t P R. Si c es periódica, diremos que es una ε-pseudo órbita cerrada.

Una curva diferenciable c : R Ñ M es δ-sombreada por la órbita de x P M , si D una función

diferenciable s : RÑ R, con

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dt
s´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă δ tal que dM pcpsptq, ϕ
tpxqq ă δ, @t P R.

Notemos que, a diferencia del caso discreto (donde la órbita sombreada es única para δ pequeña),

aqúı la elección de s no es única, pues la órbita puede admitir varias reparametrizaciones en el

tiempo. Sin embargo, la órbita sigue siendo única.

Teorema 12 (Sombreamiento de Anosov para Flujos). Sea ϕt un flujo diferenciable y Λ un con-

junto hiperbólico para ϕt. Entonces, existe una vecindad ΩpΛq Ě Λ y existen ε0, δ0 ą 0 tal que

@δ ą 0, Dε ą 0 con las siguientes propiedades:

@ψt : Ω Ñ ψtpΩq Ď M flujo de clase C2 con dC1pψt, ϕtq ă ε0 y para cualquier flujo continuo

γt : Y Ñ Y de un espacio topológico Y , junto con un mapa continuo ρ P C0pY,Ωq tal que ρpγtpyqq

es una curva C1 @y P Y y cuyo vector tangente
d

dt
ρpγtq |0 pyq en ρpyq depende continuamente de

y. Además, que satisfaga

sup
yPY

"

dM p

ˆ

d

dt
pρ ˝ γtq |0 pyq,

d

dt
pψt ˝ ρq |0 pyq

˙*

ă ε. (3.59)

Entonces, existe un mapa s : Y ˆ RÑ R, con

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dt
sy ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă δ y β P C0pY,Ωq tal que,

β ˝ γsptq “ ψt ˝ β (3.60)

y sup
yPY

tdM pρ, βqu ă δ.

Más aún, β es único módulo una reparametrización del tiempo, si β1 ˝γσyptq “ ψt ˝β1 para algún

σy : R Ñ R,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dt
σy ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă δ y sup
yPY

tdM pρ, β
1qu ă δ0 entonces, β1pyq “ βpγsypt`τyq´σyptqqpyq para

τy : RÑ R suficientemente pequeña.

Demostración. Reduciremos el problema al Teorema de sombreamiento para difeomorfismos v́ıa

un método de transversalidad y restrinjamos las consideraciones del teorema a un subconjunto de

perturbaciones del mapa ρ : Y Ñ Ω, en donde la solución β sea única.

Sea E Ď TM el subfibrado vectorial de codimensión uno que es ortogonal al campo vectorial

generado por el flujo ϕt, v “ d
dtϕ

t |t“0.

Luego, @x PM tomemos una bola pequeña Dx Ď Ex, tal que expx : Dx ÑM esté bien definido

y sea Sx “ expxpDxq. En una vecindad Ux suficientemente pequeña de x PM , hay una proyección
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canónica πx : Ux Ñ Sx a lo largo de las órbitas de ϕt. Luego, denotemos por S al espacio de mapas

β : Y Ñ Ω tal que βpyq P Sρpyq. Para cualquier flujo ψt suficientemente cercano a ϕt, definimos el

operador F en S por,

pFβqpyq :“ pπρpyq ˝ ψ
1 ˝ β ˝ γ´1qpyq. (3.61)

Como en el caso discreto, podemos identificar localmente S con Γ, el espacio de campos vecto-

riales u : Y Ñ TM a lo largo de ρpyq, upyq P Eρpyq. El operador F se representa localmente por

un operador, F ρ en Γ. Un punto fijo u de F ρ produce un punto fijo β de F v́ıa el mapa expρpyq.

El mapa β env́ıa las órbitas de γ en órbitas de ψ. Las mismas estimaciones que en el caso discreto,

nos permiten utlilizar el teorema de punto fijo de Banach para garantizar la existencia de β. Fi-

nalmente, como el punto fijo β es un mapa en S, tenemos que βpyq P Dρpyq y, como Dx depende

diferenciablemente de x, tenemos que β es diferenciable a lo largo de las órbitas de γ y la tasa de

cambio de tiempo
d

dt
sy es cercana a 1.

Corolario 12 (Lema sombreamiento Flujos). Sea M una variedad Riemanniana ϕt un flujo dife-

renciable y Λ un conjunto hiperbólico de ϕt. Entonces existe una vecindad ΩpΛq de Λ tal que para

δ ą 0 existe ε ą 0 tal que toda ε-órbita en ΩpΛq es δ-sombreada por una órbita de ϕt .

También tenemos un closing lemma para flujos.

Corolario 13 (Anosov Closing Lemma para Flujos). Sea M una variedad Riemanniana ϕt un

flujo diferenciable y Λ un conjunto hiperbólico de ϕt. Entonces existe una vecindad ΩpΛq de Λ y

ε0, δ0 ą 0 tal que para δ ą 0, existe ε ą 0 tal que toda ε-órbita cerrada en ΩpΛq es δ-sombreada por

una órbita periódica de ϕt.

Proposición 22. Sea Λ un conjunto hiperbólico de ϕt : U Ñ ϕtpUq ĎM . Entonces Perpϕt |Λq “

NW pϕt | Λq.

Corolario 14. Sea ϕt : M ÑM de Anosov, entonces Perpfq “ NW pfq.

Proposición 23 (Variedaes Estables e Inestables). Sea Λ un conjunto hiperbólico para un difeo-

morfismo ϕt : M Ñ M de clase Cr, t0 ą 0. Entonces, para cada x P Λ, existe un par de discos

encajados de clase Cr , a saber, W s
locpxq y Wu

locpxq. Estos discos son llamados Variedad Estable

(Fuerte) Local y Variedad Inestable (Fuerte) Local, respectivamente. Además, cumplen que:

1. TxW
s
locpxq “ Esx, TxW

u
locpxq “ Eux ;

2. ϕtpW s
locpxqq ĂW s

locpϕ
tpxqq, ϕ´tpWu

locpxqq ĂWu
locpϕ

´tpxqq @t ě t0;

3. Para toda δ ą 0, existe Cpδq tal que para n P N

distpϕtpxq, ϕtpyqq ă Cpδqpλ` δqtdistpx, yq para y PW s
locpxq, t ą 0.

distpϕ´tpxq, ϕ´tpyqq ă Cpδqpλ` δq´tdistpx, yq para y PWu
locpxq, t ą 0.
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4. Existe una familia continua de vecindades Ux de x P Λ, tal que:

W s
locpxq “

!

y | ϕtpyq P Uϕtpxq, t ą 0; dM pϕ
tpxq, ϕtpyqq ÝÑ

tÑ8
0
)

Wu
locpxq “

!

y | ϕ´tpyq P Uϕ´tpxq, t ą 0; dM pϕ
´tpxq, ϕ´tpyqq ÝÑ

tÑ8
0
)

. (3.62)

Demostración. Consideremos el t0-map, ϕt0 . Aplicando el teorema de Hadamard-Perron a la des-

composición T xM “ Ewupxq ‘ Espxq nos garantiza la existencia de W s
locpxq que satisfacen las

propiedades 1) - 4), para t P Nt0. De nuevo aplicando Hadamard-Perron a la descomposición

T xM “ Eupxq ‘Ewspxq obtenemos la existencia de Wu
locpxq cumpliendo con 1) - 4) para ´t P Nt0.

Notemos que 4) se cumple para todo t P Nt0 y como t0 fue elejido arbitrariamente entonces

4) se cumple para todo t ą 0. También veamos que 3) se cumple para todo t ą 0 ajustando la

constante Cpδq, ya que tϕtutPrt0,t0`1s es equicontinuo y además podemos pensar al flujo definido en

una vecindad precompacta de Λ.

Definición 34. Los conjuntos:

W spxq :“
ď

tą0

ϕ´tpW s
locpϕ

tpxqqq

Wupxq :“
ď

tą0

ϕtpWu
locpϕ

´tpxqqq, (3.63)

están definidos independientemente de una elección de particular de W s
loc o Wu

loc. Son variedades

diferenciables inyectivamentente inmersas en M y son llamadas Variedad Estable (Fuerte)

Global y Variedad Inestable (Fuerte) Global respectivamente. Se pueden caracterizar por

W spxq “
!

y PM | dM pϕ
tpxq, ϕtpyqq ÝÑ

tÑ8
0
)

Wupxq “
!

y PM | dM pϕ
´tpxq, ϕ´tpyqq ÝÑ

tÑ8
0
)

(3.64)

Las siguientes variedades

Wwspxq :“
ď

tPR
ϕtpW spxqq

Wwupxq :“
ď

tPR
ϕtpWupxqq, (3.65)

son llamadas Variedad Estable Débil Global y Variedad Inestable Débil Global, respecti-

vamente. Se tiene que TxW
ws “ Espxq ‘ Ecpxq y TxW

wu “ Eupxq ‘ Ecpxq.

Proposición 24. Sea Λ un conjunto hiperbólico de ϕt. Existe un abierto UpΛq Ě Λ y ε ą 0 tal que,

si K Ď UpΛq es un compacto invariante bajo un difeomorfismo ψt con dC1pψt, ϕtq ă ε, entonces K
es un conjunto hiperbólico de ψt.

47
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Demostración. Extendamos continuamente las distribuciones Esϕt , E
u
ϕt y Ecϕt a lo largo de UpΛq.

Sea λ P p0, 1q la constante de hiperbolicidad para ϕt en Λ, entonces @v ‰ 0 }v} ´ λ }v} ą 0, por

lo tanto, tomemos 0 ă ε ă }v} ´ λ }v}. Como dC1pψt, ϕtq ă ε, para un α ą 0 suficientemente

pequeño, el α-cono, Kwu
α pxq, definido por la descomposición Ewsϕt ‘ Euϕt cumple que para x P K y

0 ‰ v P Kwu
α pxq, entonces

d

dt

›

›dϕ´tx pvq
›

› ă
d

dt

›

›dϕtxpvq
›

›` ε ă λ }v} ` ε ă }v} . (3.66)

Por continuidad de }¨}, Dλ1 P p0, 1q tal que λ }v} ` ε ă λ1 }v}, 6
d

dt
}dϕ´tx pvq} ă λ1 }v}. Con un

argumento similar tenemos que si x P K y 0 ‰ v P Kws
α pxq, entonces

d

dt
}dϕtxpvq} ă λ2 }v}. Tomemos

λ˚ “ máxpλ1, λ2q para tener una única constante que funcione en ambos casos. Por compacidad de

K podemos asumir que además, λ˚ es la misma @x P K.

El siguiente cálculo:

›

›dϕtxpv
sq
›

› ď λ˚ }vs} ď λ˚α }vu} ă α }vu} ď αλ˚
›

›dϕtxpv
uq
›

› ă α
›

›dϕtxpv
uq
›

› , (3.67)

demuestra que dϕtxrK
u
αpxqs Ď Ku

αpϕ
tpxqq, y de manera similar se tiene dϕ´tϕtpxqrK

s
αpϕ

tpxqqs Ď Ks
αpxq.

Por el teorema de conos invariantes para flujos tenemos que, K es un conjunto hiperbólico de ϕt.

Definición 35. Sea Flow1pMq el conjunto de flujos C1 de una variedad Riemanniana M con la

topoloǵıa C1.

Corolario 15. El conjunto de flujos de Anosov de una variedad Riemanniana M compacta, es un

abierto en Flow1pMq.

Demostración. De la proposición 24, tomando Λ “ M se sigue que si ϕt es un flujo de Anosov,

entonces @ψt P Flow1pMq tal que g P Bεpfq para ε suficientemente pequeño, entonces ψt también

es Anosov.

Proposición 25 (Estabilidad de Conjuntos Hiperbólicos). Sea Λ Ď U conjunto hiperbólico de

ϕt : U Ñ M . Para toda Ω Ď U tal que Ω Ě Λ y @ε ą 0, Dδ ą 0 tal que @ψt : Ω Ñ M con

dC1pψt, ϕtq ă δ DK Ď Ω conjunto hiperbólico de ψt y un homeomorfismo h : K Ñ Λ tal que

h ˝ ψt |K“ ϕt |Λ ˝h y dC0ph, Idq ă ε.

Demostración. Sea Y “ Λ, γt “ ϕt |Λ @t, ρ : Λ ãÑ U la inclusión y ε0 “ ε. Aśı tenemos que,

ρpγtpxqq “ ϕt |Λ es C1 y dC0p
d

dt
pρ ˝ γtq |0,

d

dt
pψt ˝ ρq |0q “ dC0p

d

dt
pϕt |Λq0 ,

d

dt
pψt |Λq0q ă ε. Por

el teorema de sombreamiento de Anosov para flujos tenemos que, D un mapa s : Λ ˆ R Ñ R, con
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dt
sx ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă δ y un mapa continuo β : Λ Ñ Ω tal que β ˝ ϕsptq |Λ“ ψt ˝ β, con dC0pρ, βq ă ε.
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Ahora definamos K “βpΛq. De nuevo aplicando el teorema de sombreamiento de Anosov para

flujos a Y “ K , γt “ ψt |K, ψ̃t “ ϕt |Λ y la inclusión ρ : K ãÑ M (ya que dC0p
d

dt
pρ ˝ γtq |0

,
d

dt
pψ̃t ˝ ρq |0q “ dC0p

d

dt
pψt |Kq0 ,

d

dt
pϕt |Λ ˝βq0q ă ε) para obtener un mapa σ : Λ ˆ R Ñ R, con

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dt
σx ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă δ y un mapa h : KÑ U con h ˝ψσptq |K“ ϕt |Λ ˝h. Para δ suficientemente pequeño el

mapeo h está cercano a la identidad y por la proposición 24 K es hiperbólico.

Definición 36. Un flujo ϕt de clase C1 es Estructuralmente Estable si @ε ą 0 Dδ ą 0 tal que

para todo flujo ψt con dC1pψt, ϕtq ă δ, entoces existe un homeomorfismo h : M Ñ M , y σ, una

reparametrización suave del tiempo, para el cual ϕt ˝ h “ h ˝ ψσptq y dist0ph, Idq ă ε.

Corolario 16 (Estabilidad Estructural de Flujos de Anosov). Los flujos de Anosov son estructu-

ralmente estables.

Demostración. Toma Λ “M y aplica la proposición anterior.
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4

Ergodicidad de los Difeomorfismos de Anosov

En 1939 E. Hopf, demostró en [Ho] y [Ho2] (véase también [Ho3]), que el flujo geodésico en

una variedad Riemanniana cerrada M con curvatura constante negativa y en una superficie cerrada

S con curvatura Gaussiana negativa, no necesariamente constante, es ergódico con respecto a la

medida Riemanniana, utilizando lo que hoy en d́ıa se conoce como el Argumento de Hopf. Sin

éxito durante años, algunos matemáticos (incluido Hopf), intentaron demostrar la ergodicidad del

flujo geodésico para los casos restantes. Es decir, cuando dimpMq “ d ě 3 y la curvatura seccional

de M es negativa y variable. La dificultad con la que se enfrentaron fue que, en general, la estruc-

tura de producto local definidas por las foliaciones estable e inestable del flujo geodésico tiene un

sistema coordenado que ni siquiera es C1, y por esto, no se puede aplicar el teorema de Fubini

para garantizar una desintegración de la medida Riemanniana a lo largo de las hojas de dichas

foliaciones y aśı obtener la ergodicidad del flujo geodésico.

No fue hasta 1967 que D. Anosov en [An] logra demostrar el caso general. Para esto, Anosov

demuestra que en general, las distribuciones tangentes a las foliaciones estable e inestable no son

distribuciones C1, pero śı tienen cierto grado de regularidad, dándose cuenta que dependen de ma-

nera Hölder de M . Con esto, tiene la virtud de reemplazar la diferenciabilidad por la continuidad

absoluta de las foliaciones estable e inestable en el argumento de Hopf, para aśı probar la ergodi-

cidad del flujo geodésico.

Con el argumento de Hopf y la continuidad absoluta, Anosov, no sólo demostró la ergodicidad

del flujo geodésico en variedades Riemannianas cerradas con curvatura seccional negativa, sino tam-

bién logra demostrar la ergodicidad para cualquier sistema dinámico de clase C2, Uniformemente

Hiperbólico, también conocidos como sistemas Anosov. Esto fue realmente importante, pues de la

estabilidad estructural de los sistemas Anosov, se obtuvo el primer ejemplo de sistemas dinámicos

ergódicamente estables.

Desde entonces, el argumento de Hopf se ha utilizado en una gran cantidad de ocasiones para
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demostrar la ergodicidad de muchos sistemas dinámicos, y forma una herramienta estándar en esta

parte de la teoŕıa.

4.1. Foliaciones Absolutamente Continuas

En esta sección estudiaremos el concepto de Foliaciones Absolutamente Continuas y algunas

nociones derivadas de él, este concepto es una herramienta escencial de la dinámica hiperbólica.

Lo que veremos es de gran interés para el trabajo y en general para el estudio de esta parte de la

teoŕıa; pues recopila y unifica conceptos, definiciones, proposiciones y teoremas que surgen en los

diferentes libros, art́ıculos recientes y no tan recientes, en particular en : [Br,St], [PVW], [Pu,Sh],

[Bu,Wi], [AVW] y [An].

Para este fin, la mayoŕıa de las proposiciones están demostradas a detalle, algunas siguiendo

las pruebas dadas por la literatura y otras demostradas de manera diferente. Se incluyen algunos

resultados que aparecen dentro de la literatura antes mencionada donde muestran equivalencias de

estos conceptos, aśı como se crean y demuestran algunos resultados a manera de ver equivalencias

entre nociones que, en principio, son diferentes.

4.1.1. Foliaciones Absolutamente Continuas

Sea Md una variedad Riemanniana. Denotemos por m el volumen Riemanniano y mN el volu-

men Riemanniano inducido a una subvariedad N de clase C1. Denotemos por AN a la σ-álgebra

de Borel sobre N .

Sea F una foliación continua de M . Entonces toda hoja Fpxq y toda transversal local Σ pueden

ser equipadas con la medida Riemanniana inducida mFpxq y mΣ, respectivamente. Aśı tenemos que

pFpxq,AFpxq,mFpxqq y pΣ,AΣ,mΣq son espacios de medida.

Definición 37. Sean µ, ν dos medidas sobre el mismo espacio de medida pX,Qq. µ es Absoluta-

mente Continua con respecto a ν, y lo denotaremos por µ ! ν, si @A medible, tal que νpAq “ 0,

implica que µpAq “ 0.

En forma breve:

µ ! ν

ðñ

pνpAq “ 0q ñ pµpAq “ 0q (4.1)

En particular, supongamos que hay medidas µ, ν que cumplen, µpAq “
ş

A
fdν @A P Q y f
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medible y positiva. Entonces si νpAq “ 0 tenemos que µpAq “ 0 por tanto µ ! ν. El siguiente

teorema es el converso a esta situación.

Teorema 13 (Radon-Nikodym). Sean µ, ν medidas positivas tal que µ ! ν. Entonces D f ě 0

medible, tal que µpAq “
ş

A
fdν @A P Q. Además, es única en el siguiente sentido, si h es otra

función con esta propiedad, entonces h “ f µ´ c.t.p..

A f se le conoce como la derivada de Radon-Nikodym y se denota por
dµ

dν
.

Este es un resultado clásico en probabilidad y teoŕıa de la medida, se puede encontrar en [Dur]

ó [Tay].

Definición 38. ([Br,St];p144) Sea F una foliación de Md de dimensión k. pU,ϕq una carta coorde-

nada para la foliación en M y Σ “ ϕ´1ptyuˆBd´kq una transversal local de clase C1. La foliación

F es absolutamente continua, si @ Σ y @ U existe una familia medible de funciones medibles

positivas δx : FU pxq Ñ R, llamadas densidades condicionadas (ó desintegraciones [AVW];p7)

tales que para cualquier subconjunto medible A Ď U .

mpAq “

ż

Σ

ż

Fpxq
1Apx, yqδxpyqdmFpxqpyqdmΣpxq. (4.2)

Como U tiene una estructura local de producto i.e. U “ UΣˆUFpxq, donde UFpxq “ pUXFpxqq.
Luego para todo A Ď U , tal que A este en el semianillo de los rectángulos SΣˆFpxq. Entonces, si

denotamos por fpx, yq “ 1Apx, yqδxpyq P L
1pΣˆ Fpxq,AΣˆFpxqq por Fubini ([Tay]) tenemos que:

1.

fxpyq “ 1AFpxqpyqδxpyq P L
1pFpxq,AFpxqq (4.3)

mΣ ´ c.t.p. x P Σ.

2.

gpxq “

ż

Fpxq

fxpyqdmFpxqpyq “ 1AΣ
pxq

ż

Fpxq

δxpyqdmFpxqpyq P L
1pΣ,AΣq (4.4)

mFpxq ´ c.t.p y P Fpxq.

3.
ż

Σ

ż

Fpxq
fpx, yqdm “

ż

Σ

gpxqdmΣpxq (4.5)

Aśı tenemos,

52



4.1. Foliaciones Absolutamente Continuas Ergodicidad de los Difeomorfismos de Anosov

ż

Σ

˜

ż

Fpxq
1Apx, yqδxpyqdmFpxqpyq

¸

dmΣpxq “

ż

AΣ

˜

ż

AFpxq

δxpyqdmFpxqpyq

¸

dmΣpxq

“

ż

A

δxpyqdmFpxqpyqdmΣpxq

(4.6)

Como SΣˆFpxq genera a AΣˆFpxq, implica que m ! mΣmFpxq localmente. En otras palabras,

m es absolutamente continua con respecto a la medida producto mFpxqmΣ en U . El teorema de

Radon-Nikodym implica que δxpyq “
dm

dpmΣmFpxqq
, por lo que δxpyq es positiva m´ c.t.p.

De hecho, también se tiene que mFpxqmΣ ! m.

Lema 5. Sea F absolutamente continua y sea Z Ď U tal que mpZq “ 0. Entonces mFpxqpZ X

Fpxqq “ 0 mΣ ´ c.t.p. x P Σ.

Demostración. Sea Zx “ ty P Fpxq : px, yq P Zu, entonces p1Zqxpyq “ p1Zxqpyq. Además Z X

Fpxq “ Zx. Luego la continuidad absoluta de F implica:

0 “ mpZq “

ż

Σ

ż

Fpxq
1Zpx, yqδxpyqdmFpxqpyqdmΣpxq

“

ż

Σ

¨

˚

˚

˝

ż

Fpxq

p1ZxqpyqδxpyqdmFpxqpyq

˛

‹

‹

‚

dmΣpxq “

ż

Σ

¨

˚

˚

˝

ż

Z X Fpxq

δxpyqdmFpxqpyq

˛

‹

‹

‚

dmΣpxq (4.7)

ðñ
ş

Z X Fpxq
δxpyqdmFpxqpyq “ 0, mΣ´ c.t.p. x P Σ. Como δxpyq es positiva m´ c.t.p. conclui-

mos que mFpxqpZ X Fpxqq “ 0 mΣ ´ c.t.p. x P Σ.

Corolario 17. Si F es absolutamente continua. Entonces mFpxqmΣ ! m localmente.

Demostración. Sea Z Ď U un conjunto tal que mpZq “ 0. Por el lema anterior, tenemos que

mFpxqmΣpZq “ 0.

Definición 39. ([AVW];p10),([PVW];p1) Sea F una foliación de Md de dimensión k. pU,ϕq una

carta coordenada para la foliación en M , y Σi “ ϕ´1ptyiu ˆB
d´kq, para yi P B

k con i “ 1, 2; dos

transversales locales de clase C1. Consideremos hΣ1,Σ2 : Σ1 Ñ Σ2 la holonomı́a entre Σ1 y Σ2.

Diremos que F tiene holonomı́a aboslutamente continua ó que F es absolutamente con-

tinua transversalmente ([Br,St];p145), si para toda carta coordenada para la foliación pU,ϕq y

para toda holonomı́a hΣ1,Σ2 entre cualesquiera 2 transversales, el push-forward phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ1 es

absolutamente continuo con respecto a mΣ2 .
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Observación 3. Intercambiando los roles de Σ1 y Σ2, tenemos que de hecho, phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ1

es equivalente a mΣ2
: Denotemos por h :“ hΣ1,Σ2

y tomemos A tal que 0 “ phq˚mΣ1
pAq “

mΣ1
ph´1pAqq. Como phΣ1,Σ2

q´1 “ hΣ2,Σ1
tenemos que ph´1q˚mΣ2

! mΣ1
, luego si mΣ1

pBq “ 0

ñ mΣ2
phpBqq “ 0. En particular para B “ h´1pAq tenemos que mΣ2

phpBqq “ mΣ2
pAq “ 0.

Aśı mΣ2
! phΣ1,Σ2

q
˚
mΣ1

.

Proposición 26. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es absolutamente continua transversalmente.

2. mΣ1pphΣ1,Σ2q
´1pAqq “

ş

Σ2
1AJhdmΣ2 @A Ď Σ2 medible y con Jh : Σ2 Ñ R medible y positiva.

Para cualesquiera 2 transversales.

3. mΣ2phΣ1,Σ2pAqq “
ş

Σ1
1AJh´1dmΣ1 @A Ď Σ1 medible y con Jh´1 : Σ1 Ñ R medible y positiva.

Para cualesquiera 2 transversales.

A Jh y a Jh´1 se les conoce como Jacobianos, pues generalizan el caso diferenciable.

Demostración. 1)ñ 2) Sean Σ1,Σ2 transversales como F tiene holonomı́a absolutamente conti-

nua, el push-forward de mΣ1 , phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ1 es equivalente a mΣ2 . En particular, tenemos que

phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ1 ! mΣ2 , por el teorema de Radon-Nikodym 13 tenemos que existe una función Jh,

positiva y medible tal que:

phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ1pAq “

ż

A

JhdmΣ2 (4.8)

para todo A medible. Entonces tenemos que:

mΣ1
pphΣ1,Σ2

q´1pAqq “ phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ2

pAq “

ż

A

JhdmΣ2
“

ż

Σ2

1AJhdmΣ2
(4.9)

2)ñ 1) Si tenemos que mΣ1pphΣ1,Σ2q
´1pAqq “

ş

Σ2
1AJhdmΣ2 “

ş

A
JhdmΣ2 @A Ď Σ2 medible,

por el comentario al final de la definición 37, se tiene que phΣ1,Σ2
q
˚
mΣ1 ! mΣ2 .

1)ðñ3) Como phΣ1,Σ2q
´1 “ hΣ2,Σ1 aśı estamos en el caso 1)ðñ2). Más aún la observación 3

junto con Radon-Nikodym 13 implican que Jh´1 “ J´1
h .

Proposición 27. Sea F una foliación absolutamente continua de una variedad Riemanniana M ,

y sea f : M Ñ R una función medible. Supongamos que hay un conjunto Z ĎM de medida cero tal

que f es constante en FpxqzZ para toda hoja Fpxq. Entonces f es esencialmente constante en casi

toda hoja, es decir, para cualquier transversal Σ, la función f es mFpxq-esencialmente constante

para casi todo x P Σ con respecto a la medida mΣ.

Demostración. La continuidad absoluta implica que mFpxqpZXFpxqq “ 0 para casi todo x P Σ con

respecto a la medida mΣ.
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Lema 6 (Teorema de Cambio de Variable). Sean pX,AX , µq y pY,AY , νq espacios de medida y

h : X Ñ Y un mapa bimedible tal que h´1
˚ ν ! µ. Entonces @ϕ P L1pY, νq,

ş

Y

ϕdν “
ş

X

pϕ ˝ hqJh´1dµ.

Donde Jh´1 es la derivada de Radon-Nikodyim
dph´1

˚ νq

dµ
.

Demostración. Por Radon-Nikodym 13 para toda f P L1pX,h´1
˚ νq ùñ fJh´1 P L1pX,µq y

ż

X

fdph´1
˚ νq “

ż

X

fJh´1dµ. (4.10)

Por otro lado siempre se tiene que ϕ P L1pY, h˚µ̃q ô ϕ ˝ h P L1pY, µ̃q y
ş

Y

ϕdph˚µ̃q “
ş

X

pϕ ˝ hqdµ̃

para cualquier µ̃. Luego tomando µ̃ “ h´1
˚ ν y h : pX,h´1

˚ νq Ñ pY, νq tenemos:

ż

Y

ϕdν “

ż

Y

ϕdph˚ph
´1
˚ νqq “

ż

X

pϕ ˝ hqdph´1
˚ νq “

ż

X

pϕ ˝ hqJh´1dµ (4.11)

Proposición 28. Si F es absolutamente continua transversalmente entonces es absolutamente

continua.

Demostración. Sea Σ y U como en la definición 38, x P Σ y sea Z una foliación de clase C1 trans-

versal a F tal que, Σ Ď Zpxq, ZU pxq “ Σ, y U “
Ť

yPFU pxqZU pyq. Claramente, Z es absolutamente

continua y transversalmente absolutamente continua. Sea δyp¨q las densidades condicionales para

Z. Como Z es una foliación C1, δ es continua, y por lo tanto, medible. Tomemos un subconjunto

A Ď U medible, por el teorema de Fubini se tiene,

mpAq “

ż

FU pxq

ż

ZU pyq
1Apy, zqδypzqdmZpyqpzqdmFpxqpyq. (4.12)

Denotemos por hy :“ hΣ,ZU pyq a el mapa de holonomı́a a lo largo de las hojas de F desde

ZU pxq “ Σ a ZU pyq, y sea Jyp¨q el Jacobiano de hy. Entonces por el teorema de cambio de variable

6 tenemos que:

ż

ZU pyq
1Apy, zqδypzqdmZpyqpzq “

ż

Σ

1Apy, hypsqq pJypsqq ¨ δyphypsqqdmΣpsq (4.13)

De nuevo Fubini nos permite cambiar el orden de las integrales de la primera ecuación, que es

una integral con respecto al producto de medidas, tenemos que:

mpAq “

ż

Σ

ż

FU pxq
1Apy, hypsqq

`

J´1
y psq

˘

¨ δyphypsqqdmFpxqpyqdmΣpsq (4.14)

De manera similar, sea hs :“ hFU pxq,FU psq la holonomı́a a lo largo de las hojas de Z desde FU pxq
a FU psq, s P Σ y Js el Jacobiano de hs. Transformemos la integral sobre FU pxq en una integral

sobre FU psq con el siguiente cambio de variable:

r “ hypsq, y “ h
´1

s prq:
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ż

FU pxq
1Apy, hypsqq

`

J´1
y psq

˘

δyphypsqqdmFpxqpyq

“

ż

FU psq
1Aphsprq, hypsqqJ

´1
y psqδhsprqphypsqqJsprqdmFpsqprq. (4.15)

Esta última igualdad junto con la ecuación (4.14), da la continuidad absoluta de F .

En general tenemos que si FU es absolutamente continua NO implica que FU es absolutamente

continua transversalmente [Br,St]. En la siguiente subsección veremos que en caso de que tenga

Jacobianos acotados estas 2 nociones son equivalentes (proposición 31).

4.1.2. Continuidad Absoluta con Jacobianos Acotados

Definición 40. ([Bu,Wi];p460) Una foliación local FU es Absolutamente Continua con Ja-

cobiano Acotado si @ α P p0, π2 s, existe c ě 1 tal que para cualquier transversal suave Σ, que

forme un ángulo entre las F-hojas de al menos α, y @A Ď U m-medible se cumpla que:

c´1mpAq ď

ż

Σ

mF pAX FU pxqqdmΣpxq ď cmpAq. (4.16)

Una foliación local FU es Absolutamente Continua Transversalmente con Jacobianos

Acotados, si para todo α P p0, π2 s, existe c ě 1 tal que para cualesquiera 2 transversales suaves Σ1

y Σ2 que formen un ángulo entre las F-hojas de al menos α, y @A Ď Σ1 mΣ1
-medible se cumpla

que:

c´1mΣ1
pAq ď mΣ2

phΣ1,Σ2
pAqq ď cmΣ1

pAq. (4.17)

Proposición 29.

c´1mpAq ď

ż

Σ

mFU pxqpAX FU pxqqdmΣpxq ď cmpAq (4.18)

si y sólo si mpAq “
ş

Σ

ş

FU pxq 1Apx, yqδxpyqdmFpxqpyqdmΣpxq con δxpyq acotado.

Demostración. Primero recordemos que si µ y ν son dos medidas finitas equivalentes y
dµ

dν
,
dν

dµ
son

las respectivas derivadas de Radon-Nikodym entonces tenemos que
dν

dµ
“

˜

dµ

dν

¸´1

.

tñu Observemos que

ż

Σ

mFU pxqpAX FU pxqqdmΣpxq “

ż

Σ

ż

AXFU pxq
dmFU pxqpyqdmΣpxq (4.19)

“

ż

Σ

ż

FU pxq
1Apx, yqdmFU pxqpyqdmΣpxq

“ mFU pxqmΣpAq.
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Entonces (4.18) implica que m ! mFU pxqmΣ y mFU pxqmΣ ! m. Por el teorema de Radon-

Nikodym D δpx, yq “ δxpyq función medible positiva definida en U tal que para todo A Ď U medible

mpAq “
ş

Σ

ş

FU pxq 1Apx, yqδxpyqdmFU pxqpyqdmΣpxq.

Ahora, sea Ax “ ty P FU pxq : px, yq P Au, entonces p1Aqxpyq “ p1Axqpyq. Además AXFU pxq “
Ax. Aśı para todo A Ď U medible,

mpAq “

ż

Σ

ż

FU pxq
1Apx, yqδxpyqdmFU pxqpyqdmΣpxq

ď c

ż

Σ

mFU pAX FU pxqqdmΣpxq

“ c
`

mFU pxqmΣpAq
˘

(4.20)

Luego
1

mFU pxqmΣpAq

ş

Σ

ş

FU pxq 1Apx, yqδxpyqdmFU pxqpyqdmΣpxq ď c, @A Ď U medible,

ñ δxpyq ď c.

Por otro lado

mFU pxqmΣpAq “

ż

A

pδxpyqq
´1
dm ď cmpAq (4.21)

Luego
1

mpAq

ş

A
pδxpyqq

´1
dm ď c, @A Ď U medible ñ pδxpyqq

´1
ď c, por lo tanto c´1 ď δxpyq.

Aśı concluimos que c´1 ď δxpyq ď c.

tðu Si mpAq “
ş

Σ

ş

FU pxq 1Apx, yqδxpyqdmFU pxqpyqdmΣpxq entonces FU es absolutamente con-

tinua en el sentido de la definición 38 luego por el corolario 17 tenemos que m y mFU pxqmΣ son

equivalentes. Entonces si c1 ď δxpyq ď c2. tenemos que c´1
2 ď pδxpyqq

´1
ď c´1

1 . Aśı tenemos que:

a.

mpAq “

ż

Σ

ż

FU pxq
1Apx, yqδxpyqdmFU pxqpyqdmΣpxq

ď c2

ż

Σ

ż

FU pxq
1Apx, yqdmFU pxqpyqdmΣpxq

“ c2

ż

Σ

mFU pxqppAX FU pxqqdmΣpxq.

ñ c´1
2 mpAq ď

ş

Σ
mFU pxqppAX FU pxqqdmΣpxq.
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b.

ż

Σ

mFU pxqppAX FU pxqqdmΣpxq “ mFU pxqmΣpAq

“

ż

A

pδxpyqq
´1
dm

ď c´1
1

ż

A

dm

“ c´1
1 mpAq.

Tomando c “ máx
 

c´1
1 , c2

(

, entonces a) y b) implican que:

c´1mpAq ď

ż

Σ

mF pAX FU pxqqdmΣpxq

ď cmpAq. (4.22)

Este resultado justifica el nombre de la definición 40 pues muestra que FU es absolutamente

continua con Jacobianos acotados si y solo si FU es absolutamente continua (17) con densidades

condicionales (derivadas de Radon-Nikodym) acotadas.

Proposición 30. Una foliación local FU es absolutamente continua transversalmente con Jaco-

bianos acotados ðñ FU tiene holonomı́a absolutamente continua y sus Jacobianos Jh, Jh´1 son

acotados en Σ1 y Σ2 respectivamnete.

Demostración. rñs Supongamos que tenemos:

c´1mΣ1pAq ď mΣ2phΣ1,Σ2pAqq ď cmΣ1pAq. (4.23)

Claramente, si mΣ1
pAq “ 0 ùñ mΣ2

phΣ1,Σ2
pAqq “ 0. Luego FU tiene holonomı́a absolutamente

continua.

Sea A con mΣ1
-medida positiva. Como c´1mΣ1

pAq ď mΣ2
phF pAqq ď cmΣ1

pAq entonces tenemos

que:

c´1

ż

Σ1

1AdmΣ1
ď

ż

Σ2

1phΣ1,Σ2 pAqq
dmΣ2

“

ż

Σ1

1AJh´1dmΣ1
ď c

ż

Σ1

1AdmΣ1
(4.24)

dividiendo todas las desigualdades por mΣ1pAq tenemos que Jh´1 es acotado.

Invirtiendo los papeles de Σ1 y Σ2 tenemos que Jh es acotado en Σ2.

rðs Tomemos A mΣ1 -medible y supongamos que FU tiene holonomı́a absolutamente continua

y Jh ď c1, Jh´1 ď c2 . Sea c “ máx tc1, c2u. Entonces,

mΣ2pAq “

ż

Σ1

1AJh´1dmΣ1 ď c1

ż

Σ1

1AdmΣ1 “ c1mΣ1pAq ď cmΣ1pAq. (4.25)
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Por otro lado,

mΣ1
pAq “ mΣ1

pphΣ1,Σ2
q´1 ˝ hΣ1,Σ2

pAqq “

ż

Σ2

1hΣ1,Σ2
pAqJhdmΣ2

ď c2

ż

Σ2

1hΣ1,Σ2
pAqdmΣ2

“ c2mΣ2
phΣ1,Σ2

pAqq ď cmΣ2
phΣ1,Σ2

pAqq.

(4.26)

Con estos dos cálculos tenemos que: c´1mΣ1pAq ď mΣ2pphΣ1,Σ2pAqq ď cmΣ1pAq.

El siguiente resultado nos dice que las nociones de absolutamente continua y absolutamente

continua transversalmente son la misma en caso de que se tenga Jacobianos acotados.

Proposición 31. ([PVW],p4) Una foliación local FU es absolutamente continua transversalmente

con Jacobianos acotados, si y sólo si FU es absolutamente continua con Jacobianos acotados.

Demostración. rñs Por las proposiciones 29 y 30 es una implicación directa de la proposición 28.

rðs ([PVW];p4-5).

4.1.3. Desintegración de Medidas

Definición 41. ([AVW];p7) Sea pX,Q, µq un espacio métrico con medida de Borel finita y sea P
una partición de X en subconjuntos medibles. Denotemos por µ̂ a la medida inducida por la σ-álge-

bra generada por P. Esto es, µ̂ es el pushforward de µ bajo la proyección canónica, en el espacio

de las particiones.

Un Sistema de Medidas Condicionales o Desintegración de µ con respecto a P es una

familia tµP uPPP de medidas de probabilidad en X tal que:

1. µP pP q “ 1 para casi todo P P P con respecto a la medida µ.

2. Dada una función continua ϕ : X Ñ R, la función P ÞÑ
ş

ϕdµP es medible y se tiene:

ż

X

ϕdµ “

ż

P

ˆ
ż

ϕdµP

˙

dµ̂pP q. (4.27)

Dada una partición arbitraria P de X, no siempre es posible obtener una desintegración de µ.

El siguiente resultado nos dice que la desintegración existe si la partición P es medible.

Teorema 14 (Rokhlin). Si P una partición medible de X, entonces existe un sistema de medidas

condicionales relativas a P. Más aún, es esencialmente única en el sentido de que si existe otra

desintegración relativa a P, entonces coinciden en un conjunto de medida total con respecto a la

medida µ̂.
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La demostración de este teorema no es muy dif́ıcil; sin embargo, está al margen de este trabajo,

pero puede ser encontrada en [Rokh] o en una versión más depurada en [Vi].

Definición 42. ([PVW];p1) Una Foliación Local Transversal a F , es una foliación local T de

U , cuyas hojas son transversales a las hojas de F y son de dimensión complementaria.

Sea F una foliación de M , tomemos una vecindad abierta U de M que trivialice a F . En esta

subsección sólo consideraremos la foliación local FU . Denotaremos por tµx | x P Uu la descomposi-

ción de Rokhlin de m a lo largo de las hojas Fpxq.

Definición 43. F es Absolutamente Continua por Hojas si y sólo si, para toda x P U , la

desintegración µx es equivalente a mFpxq, m´c.t.p.. Es decir, mFpxq ! µx y µx ! mFpxq, m´c.t.p..

Corolario 18. Si F es absolutamente continua por hojas ðñ F absolutamente continua.

Demostración. Es una aplicación directa del teorema de Rokhlin 14.

Teorema 15. ([PVW];p2) FU es absolutamente continua por hojas si D T , foliación local trans-

versal a FU , tal que T es absolutamente continua transversalmente y la F-holonomı́a, hFT pz0q,T pzq
es absolutamente continua para casi todo par de T -hojas T pz0q, T pzq.

Demostración. Sea T una foliación local transversal a F y absolutamente continua transversalmen-

te, esto es, para cualesquiera dos transversales Σ1 y Σ2 el pushforward de mΣ1
bajo la T -holonomı́a

hT Σ1,Σ2
,
`

hT Σ1,Σ2

˘

˚
mΣ1

, es absolutamente continuo con respecto a mΣ2
. Además supongamos que

T tiene la propiedad que
´

hFT pz0q,T pzq

¯

˚
mT pz0q ! mT pzq para casi todo par de T -hojas T pz0q, T pzq.

Entonces tenemos lo siguiente:

a. La proposición 28 implica que T es absolutamente continua por tanto para todo Ω Ď U medible

mpΩq “

ż

Fpx0q

ż

T pzq
1Ωpz, xqδzpxqdmT pzqpxqdmFpx0qpzq (4.28)

b. Como
´

hFT pz0q,T pzq

¯

˚
mT pz0q ! mT pzq y si definimos T pz0q :“ Σ y hFT pz0q,T pzq “ hFz , imitando la

prueba de la proposición 26 muestra que para todo B medible

mT pzq
``

hFz
˘

pBq
˘

“

ż

Σ

1BJ
´1
hF
z
dmΣ (4.29)

entonces el teorema de cambio de variable 6 nos dice que:

ż

T pzq
1Ωpz, xqδzpxqdmT pzqpxq “

ż

Σ

1Ωpz, h
F
z pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δzph

F
z pyqqdmΣpyq (4.30)

Luego
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mpΩq “

ż

Fpx0q

ż

T pzq
1Ωpz, xqδzpxqdmT pzqpxqdmFpx0qpzq

“

ż

Fpx0q

ż

Σ

1Ωpz, h
F
z pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δzph

F
z pyqqdmΣpyqdmFpx0qpzq.

(4.31)

Por Fubini:

mpΩq “

ż

Fpx0q

ż

Σ

1Ωpz, h
F
z pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δzph

F
z pyqqdmΣpyqdmFpx0qpzq

“

ż

Σ

ż

Fpx0q

1Ωpz, h
F
z pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δzph

F
z pyqqdmFpx0qpzqdmΣpyq

(4.32)

Para cualesquiera par de hojas Fpx0q, Fpxq se tiene que
´

hTFpx0q,Fpxq

¯´1

˚
mFpxq ! mFpx0q, por

lo tanto, si
´

hTFpx0q,Fpxq

¯´1

“ hTFpxq,Fpx0q
“ hTx0

, la equivalencia en la proposición 26 implica que

mFpx0qph
T
x0
pAq “

ż

Fpxq

1AJhT
x
dmFpxq (4.33)

entonces teorema de cambio de variable 6.

ż

Fpx0q

1Ωpz, h
F
z pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δzph

F
z pyqqdmFpx0qpzq “

ż

Fpxq
1Ωph

T
x0
pwq, hFz pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δhT

x0
pwqph

F
z pyqq ¨ pJhT

x
pwqqdmFpxqpwq (4.34)

aśı tenemos que

mpΩq “

ż

Σ

ż

Fpxq
1Ωph

T
x0
pwq, hFz pyqq ¨ pJ

´1
hF
z
pyqq ¨ δhT

x0
pwqph

F
z pyqq ¨ pJhT

x
pwqqdmFpxqpwqdmΣpyq (4.35)

Notemos que esto no muestra que FU es absolutamente continua pues Σ no es cualquier trans-

versal si no que es una de las hojas de T .

Por otro lado, consideremos en U la partición dada por las hojas de FU . Para Ω Ď U el teorema

de Rokhlin implica que las medidas µx para cada hoja Fpxq cumplen

mpΩq “

ż

P

ż

Fpxq
1Ωdµxpwqdµ̂pP q (4.36)
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Como cada elemento en el espacio de las particiones lo representa una hoja, ie, @ rzs P P tenemos

que rzs “ Fpxq. Entonces cualquier Σ transversal a FU parametriza al espacio de particiones, ya

que cada hoja Fpxq intersecta a Σ en un único punto z, luego rzs es representado por z. De esta

forma el pushforward de m bajo la proyección de U a P es el pushforward de m bajo la proyección

de U a Σ a lo largo de las hojas, esto implica que µ̂ “ mΣ. Luego:

mpΩq “

ż

Σ

ż

Fpxq
1ΩdµxpwqdmΣpyq (4.37)

Tomando Σ “ T pz0q, la unicidad esencial en el teorema de Rokhlin nos garantiza que µx es

equivalente a mFpxq para mΣ ´ c.t.p y P Σ.

Corolario 19. Si F es absolutamente continua transversalmente, entonces F es absolutamente

continua por hojas.

Proposición 32. Las siguientes afirmaciónes son equivalentes:

1. FU es absolutamente continua por hojas.

2. Existe una foliación local transversal T , absolutamente continua transversalmente tal que la

FU -holonomı́a es absolutamente continua para m-casi todo par de T -hojas.

3. Para toda foliación local transversal T absolutamente continua transversalmente, la FU -

holonomı́a entre casi todo par de T -hojas, es absolutamente continuo.

Demostración.

3q ñ 2q obvio

2q ñ 1q corolario anterior

1q ñ 3q es un resultado de [PVW].

4.2. El Argumento de Hopf

En los 30’s Eberhard Hopf demostró que los flujos geodésicos en superficies cerradas con curva-

tura Gaussiana negativa y en variedades Riemanianas cerradas con curvatura seccional constante

negativa son ergódicos con respecto a la medida Riemanniana [Ho], [Ho2]. Para esto Hopf utilizó un

bonito método geométrico motivado por la nauraleza hiperbólica del problema, el cual describire-

mos a continuación para el caso de difeomorfismos de Anosov.

Notemos que si f : M ÑM es un difeomorfismo de Anosov de clase C2 conservativo. Entonces

tenemos una relación de equivalenca estable dada por

x „
s
y ðñ y PWspxq ðñ lim

nÑ8
dM pf

npxq, fnpyqq “ 0 (4.38)
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y una relacion de equivalenca inestable dada por

x „
u
y ðñ y PWupxq ðñ lim

nÑ8
dM pf

´npxq, f´npyqq “ 0. (4.39)

Partiremos el método en 2 pasos para exhibir expĺıcitamente la obstrucción con la que se en-

frentó Hopf y algunos de sus contemporáneos para demostrar el caso general.

El primer paso en el método de Hopf es ver que los promedios de Birkhoff de funciones m-

integrables son constantes m ´ c.t.p. a lo largo de la variedad estable e inestable. Sea φ : M Ñ R
una función en L1pM,mq y sea:

φ` “ limsup
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

φ ˝ f i (4.40)

φ´ “ limsup
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

φ ˝ f´i (4.41)

Como f preserva la medida en Riemanniana en M (pues es conservativo). El teorema ergódico

de Brikhoff implica que @φ P L2pM,mq, los ĺımites (4.40) y (4.41) existen m ´ c.t.p, además la

función φ` es igual (mod 0) a la proyección de φ sobre las funciones f -invariantes en L2pM,mq y

por tanto φ` “ φ´ m´ c.t.p. Por densidad de C0pMq en L1pM,mq basta checar para φ P C0pMq:

Lema 7. Sea f : M ÑM Anosov conservativo y sea φ : M Ñ R continua. Entonces:

a. φ` es constante en Wspxq y φ´ es constante en Wupxq m´ c.t.p. x PM .

b. φ` es constante a lo largo de Wspxq y de Wupxq m´ c.t.p. x PM .

Demostración.

a) Por Birkhoff tenemos que limsup
nÑ8

1

n

řn
i“1 φ ˝ f

i “ lim
nÑ8

1

n

řn
i“1 φ ˝ f

i, m ´ c.t.p.. Como φ es

continua entonces para todo x P M y y P Wspxq, lim
nÑ8

|φpfnpxqq ´ φpfnpyqq| “ 0. Luego el ĺımite

de Cesàro lim
nÑ8

1

n

řn
i“1 |φpf

npxqq ´ φpfnpyqq| “ 0. Entonces

ˇ

ˇφ`pxq ´ φ`pyq
ˇ

ˇ ď lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

|φpfnpxqq ´ φpfnpyqq| “ 0. m´ c.t.p (4.42)

Esto implica que φ`pxq “ φ`pyq m ´ c.t.p.. Analogamente tenemos que φ´ es constante en

Wupxq m´ c.t.p.

b) Como ya mencionamos, φ` “ φ´ m´ c.t.p. ya que las funciones f -invariantes coinciden con

las funciones f´1- invariantes (pues φ ˝ f “ φ ô φ ˝ f´1 “ φ), entonces el inciso a) implica que de

hecho φ` es constate en Wspxq y Wupxq m´ c.t.p. x PM .
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El segundo paso en el método de Hopf es para probar que f es ergódico a partir del paso uno.

Esto se reduce a demostrar que para toda función continua φ la función φ` es constante m´ c.t.p.

sabiendo que que de hecho φ` es constate en Wspxq y Wupxq m´ c.t.p. x PM .

Por conexidad de M basta mostrarlo en una carta de las foliaciones Ws y Wu. Después de

empujar de manera suave a φ` y las foliaciones locales Ws
U y Wu

U con una carta obtenemos un par

de foliaciones trnsversales Fs y Fu en el cubo p´1, 1qn y una función medible ψ` : p´1, 1qn Ñ R
que es dx1 ¨ ¨ ¨ dxn-constante a lo largo de las hojas de Fs y Fu.

Cuando las foliaciones Ws y Wu son al menos C1, implica que Fs y Fu también son C1, luego

bajo un cambio de coordenadas diferenciable podemos hacer que Fs y Fu coincidan con las foliacio-

nes paralelas a los subespacios coordenados transversales. En este caso el teorema de Fubini implica

que existe una desintegración de la medida dx1 ¨ ¨ ¨ dxn en las medidas dxi1 ¨ ¨ ¨ dxis y dxi1 ¨ ¨ ¨ dxiu
de Fs y Fu respectivamente. Por lo tanto, cualquier función medible que sea constante a lo largo

de Fs y Fu es constante dx1 ¨ ¨ ¨ dxn ´ c.t.p. x P M . Esto termina la prueba en el caso que Ws y

Wu sean diferenciables.

El método original de Hopf, asume que las foliaciones estables e inestables son foliaciones C1.

Hasta ahora se sabe que esto sucede sólo en algunos casos por ejemplo:

cuando dimpMq “ 2

cuando la curvatura seccional K de M es constante.

cuando la curvatura seccional varia en K P p´4,´1s [Hi,Pu]

Hopf en sus art́ıculos [Ho] y [Ho2], intuye y propone que su método funcionará para demos-

trar la ergodicidad del flujo geodésico para cualquier variedad Riemannana cerrada con curvatura

seccional negativa. Durante años se intentó demostrar la ergodicidad del caso general, siguiendo

el metodo propuesto por Hopf, en particular intentando exausivamente demostrar la dependencia

diferenciable de las foliaciones Ws y Wu.

No fue hasta los 60’s donde Dimitri Anosov prueba en [An], que en general las foliaciones estable

e inestable de un difeomorfismo o un flujo unifomemente hiperbólico no son C1 ni siquiera en el

caso de suponer a f anaĺıtica. Sin embargo, la intuición de Hopf no estaba tan errada, pues en

el mismo art́ıculo, Anosov, demuestra la ergodicidad de estos flujos y difeomorfismos en el caso

general, utlilizando el mismo método de Hopf, pero con una adaptación técnica hecha por él y por

Sinai[An,Si]. Ellos notaron que si bien las distribuciones tangentes a Ws y Wu no son C1, śı tienen

cierta regularidad, a saber, son Hölder continuas, con esto lograron demostrar que Ws y Wu son

absolutamente continuas, propiedad suficiente para exhibir la ergodicidad de los sistemas dinámicos

uniformemete hiperbólicos y conservativos.
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Posteriormente esta idea geométrica, que escencialmente depende sólo de la hiperbolicidad y

más aun del comportamiento asintótico de f , se ha utlilizado en diversas ocasiones y contextos

para demostrar la ergodicidad de sistemas dinámicos, por ejemplo, Charles Pugh y Michel Shub en

[Pu,Sh] y posteriormente Keith Burns y Amie Wilkinson en [Bu,Wi], utlizaron este método reem-

plazando la transversalidad de las foliaciones por el concepto de su-accesibilidad, para demostrar

la ergodicidad de algunos difeomorfismos parcialmente hiperbólicos.

A la fecha este método propuesto por Hopf forma parte de las herramientas escenciales en la

dinámica hiperbólica y actualmente se le conoce como el ARGUMENTO DE HOPF. Una de

las versiones más generales, mejor detallada y refinada del Argumento de Hopf fue hecha por Yves

Coudène en [Coud] donde se ve que puede ser utlilizada en contextos bastante generales.

Recapitulemos esta subsección con el siguiente teorema:

Teorema 16 (Argumento de Hopf). Sea f : M ÑM un difeomorfismo de Anosov m-conservativo

de clase C2. Para toda función φ : M Ñ R m-integrable y f -invariante cumple que:

a. φ sea m-esencialmente constante a lo largo de las foliaciones Ws.

b. φ sea m-esencialmente constante a lo largo de las foliaciones Wu.

Entonces φ es m-esencialmente constante, y por lo tanto f es ergódico con respecto a m.

4.3. Continuidad Hölder de las Distribuciones

Estables e Inestables

Definición 44. Sea W ă V un subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimensión finita.

Para v P V , definamos,

distpv,W q “ mı́n
wPW

}v ´ w} (4.43)

Para W 1,W ă V subespacios de V de dimensión k, definamos,

distpW 1,W q “ máx

#

máx
vPSk

W 1

distpv,W q, máx
wPSkW

distpw,W 1q

+

(4.44)

donde SkW 1 “ tv PW 1 | }v} “ 1u y SkW “ tw PW | }w} “ 1u.

Lema 8. Sea Lin : RN Ñ RN , i “ 1, 2, dos sucesiones de transformaciones lineales. Asumamos que

para algún b ą 0 y δ P p0, 1q tal que:

›

›L1
n ´ L

2
n

›

›

8
ď δbn, (4.45)

para todo n ą 0.
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Supongamos que hay 2 subespacios E1,E2 ď RN y unas constantes c, λ, µ ą 0, con c ą 1; λ ă µ

y λ ă b, tal que

›

›Linv
›

› ď cλn }v} si v P Ei

›

›Linw
›

› ě c´1µn }w} si wKEi (4.46)

Entonces distpE1, E2q ď 3c2 µλδ
plog µ´log λq{plog b´log λq.

Demostración. Sea K1
n :“

 

v P RN |
›

›L1
nv

›

› ď 2cλn }v}
(

. Sea v P K1
n. Escribamos v “ v1 ` v1

K,

donde v1 P E1 y v1
KKE

1.

Notemos que

›

›L1
nv

1
K

›

› “
›

›L1
npv

1
Kq ` L

1
npv

1q ´ L1
npv

1q
›

›

ď
›

›L1
npv

1
Kq ` L

1
npv

1q
›

›`
›

›L1
npv

1q
›

› (4.47)

Por lo tanto,
›

›L1
nv

1
K

›

›´
›

›L1
npv

1q
›

› ď
›

›L1
npv

1
Kq ` L

1
npv

1q
›

›.

Entonces tenemos que:

›

›L1
nv

›

› “
›

›L1
npv

1 ` v1
Kq
›

› ě
›

›L1
npv

1
Kq
›

›´
›

›L1
npv

1q
›

› ě c´1µn
›

›v1
K

›

›´ cλn
›

›v1
›

› (4.48)

y por lo tanto,

›

›pv1
Kq
›

› ď cµ´n
`›

›L1
npvq

›

›` cλn
›

›v1
›

›

˘

ď 3c2

˜

λ

µ

¸n

}v} (4.49)

de donde se sigue que,

distpv,E1q “ mı́n
ṽ1
PE1

›

›v ´ ṽ1
›

› “
›

›v ´ v1
›

› “
›

›pv1
Kq
›

› ď 3c2

˜

λ

µ

¸n

}v} . (4.50)

Sea γ “
λ

b
ă 1. Existe un único número natural k tal que γk`1 “

˜

λ

b

¸k`1

ă δ ď

˜

λ

b

¸k

“ γk. Por

tanto γk ă γ´1δ, ñ

˜

µ

λ

¸k

“ γklogγp
µ
λ q ă pγ´1δqlogγp

µ
λ q “

˜

µ

λ

¸´1

δlogγp
µ
λ q.

Sea v2 P E2. Entonces,
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›

›L1
kv

2
›

› ď
›

›L2
kv

2
›

›`
›

›

`

L1
k ´ L

2
k

˘

v2
›

›

ď
›

›L2
kv

2
›

›`
›

›L1
k ´ L

2
k

›

›

8

›

›v2
›

› ď cλk
›

›v2
›

›` bkδ
›

›v2
›

›

ď pcλk ` pb
λ

b
qk
›

›v2
›

› ď 2cλkq
›

›v2
›

› . (4.51)

De aqúı que v2 P K1
k , por lo tanto, E2 Ď K1

k . Con un argumento simétrico tenemos que,

E1 Ď K2
k . Por lo tanto,

distpE1, E2q ď 3c2

˜

λ

µ

¸k

ď 3c2
µ

λ
δplog µ´log λq{plog b´log λq. (4.52)

Los siguientes dos lemas son técnicos, pero son muy interesantes. Surgen motivados en resulta-

dos de [Clapp] que se generalizan a variedades diferenciables.

Lema 9 (Desigualdad del valor medio para variedades Riemannianas). Sean pM, gq y pN, g1q va-

riedades Riemannianas conexas. Ω Ď M un abierto geodésicamente convexo. f : Ω Ñ N de clase

C1. Entonces:

a. @x, y P Ω , sup
tPr0,1s

›

›dfγyxptq
›

›

8
ă 8, donde γyx : r0, 1s Ñ Ω es la geodésica tal que γyxp0q “ x y

γyxp1q “ y.

b. dN pfpxq, fpyqq ď sup
tPr0,1s

›

›dfγyxptq
›

›

8
¨ dM px, yq

En particular si sup
zPΩ

}dfz}8 ă 8, se tiene que dN pfpxq, fpyqq ď sup
zPΩ

}dfz}8 ¨dM px, yq, @x, y P Ω.

Demostración. a. Como t ÞÑ
›

›dfγyxptq
›

›

8
es continua, la afirmación se da por compacidad de r0, 1s.

b. Sea A :“
 

α : r0, 1s Ñ N : α P C1, αp0q “ fpxq y αp1q “ fpyq
(

. Tenemos que

›

›

›

9fpγyxqptq
›

›

›
“

›

›dfγyxptq p 9γyxptqq
›

› ď
›

›dfγyxptq
›

›

8
} 9γyxptq} , (4.53)

luego
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dN pfpxq, fpyqq “ inf
αPA

ż 1

0

} 9αptq} dt

ď

ż 1

0

›

›

›

9fpγyxqptq
›

›

›
dt

ď sup
tPr0,1s

›

›dfγyxptq
›

›

8

ż 1

0

} 9γyxptq} dt

“ sup
tPr0,1s

›

›dfγyxptq
›

›

8
dM px, yq. (4.54)

Por último si sup
zPΩ

}dfz}8 ă 8. Entonces @x, y P Ω por b) se tiene que dN pfpxq, fpyqq ď

sup
tPr0,1s

›

›dfγyxptq
›

›

8
dM px, yq ď sup

zPΩ
}dfz}8 ¨ dM px, yq.

Lema 10 (Una interpretación de la derivada). Sean M y N, variedades diferenciables de al menos

clase Ck, y f : M Ñ N de clase Ck. Entonces df define una sección Ck´1 al haz vectorial

pTM b f˚pT˚Nq, π,Mq.

Demostración. Tenemos que @x P M dfx : TxM Ñ TfpxqN , luego dfx P HompTxM,TfpxqNq. Por

otro lado, sabemos que HompTxM,TfpxqNq es naturalmente isomorfo a TxMbT˚fpxqN , v́ıa el mapa

F :ÞÑ ΨpF qpv, ωq donde a cada F : TxM Ñ TfpxqN le asigna ΨpF q : TxM ˆ T˚fpxqN Ñ R, dada

por ΨpF qpv, ωq :“ ωpFvq, claramente ΨpF q es bilineal por tanto pertenece a TxM b T˚fpxqN . Esto

implica que dfx P TxM b T˚fpxqN .

Notemos que TM b T˚N no es un fibrado sobre M . Esto se arregla tomando el pullback

f˚pT˚Nq. Aśı TM b f˚pT˚Nq fibra a M , y por el párrafo anterior tenemos que df : M Ñ TM b

f˚pT˚Nq y el lema se sigue.

Proposición 33. Sea f un difeomorfismo C2 de una variedad compacta de clase C2, M . Entonces

para cada n P N y @x PM , Dε ą 0 tal que

dTMbf˚pT˚Nqpdf
n
x , df

n
y q ď bndM px, yq (4.55)

para toda y P expxpBεp0qq “ Bεpxq y b ą 0.

Demostración. Consideremos expx : TxM Ñ M entonces Dε ą 0 tal que expx : Bεp0q Ñ Bεpxq

es difeomorfismo, aśı Bεpxq es geodesicamente convexo. Denotemos por E al haz TM b f˚pT˚Nq,

como f es C2, entonces df : M Ñ E es C1 y por compacidad de M , sup
zPM

›

›d2fz
›

›

8
ă 8. Luego por

la desigualdad del valor medio para variedades Riemannianas (lema 9) tenemos,

dEpdfx, dfyq ď sup
zPM

›

›d2fz
›

›

8
¨ dM px, yq (4.56)
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Sea b :“ sup
zPM

›

›d2fz
›

›

8
, luego,

dEpdf
n
x , df

n
y q ď sup

zPM

›

›d2fnz
›

›

8
¨ dM px, yq

ď sup
zPM

!

›

›d2ffnpzq
›

›

8

›

›d2ffn´1pzq

›

›

8
...
›

›d2fz
›

›

8

)

¨ dM px, yq

ď bn ¨ dM px, yq (4.57)

Teorema 17. Sea M una variedad compacta C2 y f : M ý un difeomorfismo de Anosov de clase

C2. Sean 0 ă λ ă 1 ă µ y c ą 0 tales que }dfnx v
s} ď cλn }vs} y }dfnx v

u} ď cµn }vu} @x P M ,

vs P Espxq, vu P Eupxq y @n P N. Sea b :“ sup
zPM

›

›d2fz
›

›

8
. Entonces la distribución estable Espxq es

Hölder continuo con exponente α “ plogµ´ log λq{plog b´ log λq.

Demostración. Por el lema 33 tenemos que

dTMbf˚pT˚Nqpdf
n
x , df

n
y q ď bndM px, yq. (4.58)

Utilizando el transporte paralelo de x a y el cual es una isometria, o bien el teorema de encaje

de Whitney y pensando a M como una subvariedad regular de RN para N suficientemente grande,

podemos aplicar el lema 8, tomando Espxq “ E1, Espyq “ E2, dfnx “ L1
n, dfny “ L2

n y δ “

dM px, yq ă 1. y concluir que:

distpEspxq, Epyqsq ď K pdM px, yq
αq (4.59)

con K “ 3c2 µλ .

Corolario 20. Con las hipótesis del teorema 17 tenemos que la distribución inestable Eupxq es

Hölder continua.

Demostración. Sustituyendo dfx por dfx
´1 e intercambiando los roles de Eupxq y Espxq en los

resultados anteriores se obtiene el resultado deseado.

Teorema 18. Las foliaciones estable e inestable de un difeomorfismo de Anosov son transversal-

mente absolutamente continuas.

Demostración. Esta prueba se puede encontrar en [Br,St], [Pu,Sh] o la prueba original en [An]

4.4. Ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov

Para demostrar la ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov utlilizaremos el Argumento de

Hopf, el cual, hemos desarrollado a lo largo de las secciones anteriores. Ahora sólo resta la última

parte de este programa propuesto por Hopf.
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Para x PM consideremos la variedad estable e inestable:

Wspxq :“ ty PM | dpfnpxq, fnpyqq Ñ 0, si nÑ8u (4.60)

Wupxq :“
 

y PM | dpf´npxq, f´npyqq Ñ 0, si nÑ8
(

. (4.61)

Como mencionamos en la sección 4.2 vimos que si tomamos una función continua, su proyección

a las funciones f -invariantes es constante en Wspxq y en Wupxq m-c.t.p. veamos el caso general.

Lema 11. Sea f : M Ñ M Ansosov conservativo. Sea φ : M Ñ R una función medible y f -

invariante. Entonces φ es constante mód 0 en los conjuntos inestables y estables.

Demostración. Probaremos sólo el caso de la variedad estable, el caso inestable es análogo. Sin pérdi-

da de generalidad, asumamos que φ es no negativa. Para un real a, sea φapxq “ mı́npφpxq, aq. La

función φa es f -invariante y basta demostrar el lema para φa con a P R arbitraria. Sea ψk : M Ñ R

una sucesión de funciones continuas tal que
ş

M
|φa ´ ψk| dmpxq ă

1

k
. El teorema ergódico de Birk-

hoff implica que el siguiente ĺımite existe para casi toda x.

ψ`k pxq “ lim
nÑ8

1

n

n´1
ÿ

i“0

ψkpf
ipxqq (4.62)

Por la invarianza de m y φa, para toda j P Z

1

k
ą

ż

M

|φapxq ´ ψkpxq| dmpxq “

ż

M

ˇ

ˇφapf
jpyqq ´ ψkpf

jpyqq
ˇ

ˇ dmpyq

“

ż

M

ˇ

ˇφapyq ´ ψkpf
jpyqq

ˇ

ˇ dmpyq (4.63)

y por lo tanto,

ż

M

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φapyq ´
1

n

n´1
ÿ

i“0

ψkpf
ipyqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dmpyq ď
1

n

n´1
ÿ

i“0

ż

M

ˇ

ˇφapyq ´ ψkpf
ipyqq

ˇ

ˇ dmpyq ă
1

k
. (4.64)

Como probamos en lema 7 ψk en ψ`k pyq “ ψ`k pxq siempre que y PWspxq y ψ`k pxq esté definido.

Por lo tanto, D un conjunto de medida cero Nk tal que ψ`k pxq existe y es constante en WspxqzNk. Es-

to implica que φ`a pxq “ limkÑ8ψ
`
k pxq es constante en la foliación estable en Mz

Ť

Nk . Claramente

φapxq “ φ`a pxq mod 0.

Teorema 19. Un C2 difeomorfismo de Anosov que preserva la medida Riemanniana es ergódico.

Demostración. Sea φ una función m-medible y f -invariante. Por el lema anterior, D un conjunto de

medida cero Ns tal que φ es constante en las hojas de Ws en MzNs y otro conjunto de medida
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cero Nu tal que φ es constante en las hojas de Wu en MzNu.

Sea x PM y U Q x una vecindad abierta como en la definición de continuidad absoluta para Wu

y Ws. Sea Gs Ď U el conjunto de puntos z P U para los cuales mWspzqpNs
Ş

Wspzqq “ 0 y z R Ns.

Sea Gu Ď U el conjunto de puntos z P U para los cuales mWupzqpNu
Ş

Wupzqq “ 0 y z R Nu. Por el

lema 27, los conjuntos Gs y Gu tienen medida total en U , y por tanto, Gs
Ş

Gu también. De nuevo,

por la continuidad absoluta de Wu, existe un subconjunto de medida total de puntos z P U tal que

z P pGs
Ş

Guq y para mWupzq-c.t.p. z1 PWu
U pzq, z

1 también está en Gs
Ş

Gu. La transversalidad de

Wu y Ws implican que φpxq “ φpzq para casi todo punto x P U . Como M es conexa, φ es constante

mód 0 en M .

Definición 45. Diremos que una medida µ sobre una variedad Riemanniana M es suave, si tiene

densidad continua q con respecto al volumen Riemanniano m i.e. µpAq “
ş

A
qpxqdmpxq para cada

conjunto de Borel A ĎM .

Corolario 21. Un C2 difeomorfismo de Anosov que preserva una medida suave es ergódico.
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5

El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

5.1. Tensor de Curvatura

Definición 46. Sea pM, gq una variedad Riemanniana. El Endomorfismo de Curvatura de

Riemann se define como el mapeo:

R : X pMq ˆ X pMq ˆ X pMq Ñ X pMq;

RpX,Y qZ “ ∇X∇Y Z ´∇Y∇XZ ´∇rX,Y sZ. (5.1)

Por el lema 3 podemos pensar que R P T 3
1 pMq. Dicho tensor, en coordenadas locales pxiq, se es-

cribe R “ Rijk
ldxibdxjbdxkb

B

Bxl
donde Rijk

l están definidos por R

˜

B

Bxi
,
B

Bxj

¸

B

Bxk
“ Rijk

l
B

Bxl
.

Ahora definamos el Tensor de Curvatura de Riemann como, Rm :“ R5

Rm : X pMq ˆ X pMq ˆ X pMq ˆ X pMq Ñ C8pMq

RmpX,Y, Z,W q “ xRpX,Y qZ,W y . (5.2)

En coordenadas locales pxiq se escribe Rm “ Rijkldx
ibdxjbdxkbdxl donde Rijkl “ glmRijk

m .

Sea Πx Ď TxM un subespacio de dimensión 2 y tXpxq, Y pxqu una base de Πx. La Curvatura

Seccional de Πx en x está dada por:

KpΠxq “ KpX,Y q|x “

˜

RmpX,Y,X, Y q

xX,Xy xY, Y y ´ xX,Y y
2

¸

|x

. (5.3)
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Proposición 34. M tiene curvatura seccional constante κ P R, si y sólo si

RmpX,Y, Z,W q “ κ pxX,W y xY,Zy ´ xY,W y xX,Zyq . (5.4)

Demostración. rñsSupongamos que KpΠxq “ κ @ Πx Ď TxM y denotemos por rRpX,Y, Z,W q “

xX,W y xY,Zy ´ xY,W y xX,Zy. Entonces,

RmpX,Y,X, Y q “ κ xX,Xy xY, Y y ´ xX,Y y
2
“ κ

´

rRpX,Y,X, Y q
¯

.

Como KpΠxq determina a Rm ([dC]), tenemos que:

RmpX,Y, Z,W q “ κ
´

rRpX,Y, Z,W q
¯

“ κ pxX,W y xY, Zy ´ xY,W y xX,Zyq . (5.5)

rðsSupongamos ahora que RmpX,Y, Z,W q “ κ rRpX,Y, Z,W q. Entonces, @X,Y P Πx

RmpX,Y,X, Y q “ κ rRpX,Y,X, Y q “ κ xX,Xy xY, Y y ´ xX,Y y
2

ñ

κ “
RmpX,Y,X, Y q

xX,Xy xY, Y y ´ xX,Y y
2 “ KpX,Y q “ KpΠxq, (5.6)

@KpΠxq , con κ “ cte.

Definición 47. También podemos pensar al endomorfismo de curvatura R como una matriz simétri-

ca con entradas en las 2-formas alternantes.

5.2. Geometŕıa del Flujo Geodésico

5.2.1. Geodésicas

Definición 48. Sean N,M variedades diferenciables y f : M Ñ N un mapa suave. Un Campo

Vectorial a lo Largo de f , es un mapa X : M Ñ TN , tal que Xpxq P TfpxqN @x PM . Denotemos

X pfq el conjunto de campos vectoriales a lo largo de f .

En particular, si γ : pa, bq ÑM es una curva suave, un Campo Vectorial a lo largo de γ es

un mapa X : pa, bq Ñ TM , tal que Xptq P TγptqM @t P pa, bq, y X pγq denota el conjunto de campos

vectoriales a lo largo de γ.

Ejemplo 7. Sea γ : I ÑM una curva suave.

1. 9γ P TγptqM para toda t, donde 9γ “ γ˚p
B
Bt q. En coordenadas locales 9γptq “ γiptq B

Bxi .

2. Sea rV P X pMq, @t P I sea V ptq “ rVγptq

El segundo inciso del ejemplo anterior motiva la siguiente definición.
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Definición 49. Un campo vectorial V P X pγq es Extendible, si existe un campo vectorial rV P

X pMq tal que, V ptq “ rVγptq, @t P I.

Proposición 35. Sea ∇ una conexión lineal en M @γ : I ÑM , ∇ determina un único operador

Dt : X pγq Ñ X pγq, (5.7)

que satisface las siguientes propiedades:

a. DtpαV ` βW q “ αDtpV q ` βDtpW q @α, β P R (R- linealidad)

b. DtpfV q “
Bf

Bt
V ` fDtpV q @f P C

8pIq (Regla de Leibniz)

c. Si V es extendible, entonces para toda extensión rV de V se tiene

DtV ptq “ ∇ 9γptq
rV , (5.8)

@V P X pγq, DtpV q es llamada Derivada Covariante de V a lo largo de γ.

Demostración. Toma coordenadas alrededor de γpt0q, entonces tenemos que

V ptq “ V jptq
B

Bxj
“ V jptqBj

DtV pt0q “ 9V jpt0qBj ` V
jpt0q∇ 9γpt0qBj

“

´

9V kpt0q ` V
jpt0q 9γipt0qΓ

k
ijpγpt0qq

¯

Bk. (5.9)

Esto es único, si Dt existe.

Para ver la existencia, se define DtV pt0q como en (5.9) en cada carta coordenada a lo largo de

γptq. Por compacidad y unicidad se define en toda γptq.

Definición 50. Sea pM, gq. La Aceleración de una curva γ : pa, bq ÑM es el campo vectorial a

lo largo de γ dado por Dtp 9γq. Una curva es una Geodésica, si tiene aceleración cero. Es decir,

Dt

˜

dγ

dt

¸

“ 0,@t. (5.10)

Sea γ una geodésica, en coordenadas locales pxiq de una vecindad abierta de γ , U Ď M . γ se

expresa γptq “ px1ptq, ..., xdptqq, por lo tanto, la ecuación (5.10) se expresa:

Dt

˜

dγ

dt

¸

“

ˆ

dxk

dt2
` Γkijptq

dxi

dt

dxj

dt

˙

B

Bxk

“
`

:xkptq ` Γkijpxptqq 9xiptq 9xjptq
˘

“ 0. (5.11)
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Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en M y con el cambio de variable

yi “ 9xi obtenemos,

9xk “ yk

9yk “ ´Γkijpxptqqy
iptqyjptq, (5.12)

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en TM . Al campo vectorial en

TM definido por el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, se le llama Spray Geodésico.

Teorema 20. Sea pM, gq una variedad Riemanniana. Dado x P M y v P TxM , existe una única

geodésica γ : p´ε, εq ÑM tal que γp0q “ x y 9γp0q “ v.

Demostración. Tomemos coordenadas locales pxiq en un abierto trivializante U Ď M , entonces

@px, vq P U ˆ Rd. Por el teorema de existencia unicidad de EDO, sabemos que existe ε ą 0 y

una única solución, γ̃ : p´ε, εq Ñ TU Ď TM que satisface la ecuación del spray geodésico con

condiciones iniciales x, v. Sea γptq “ π ˝ γ̃ptq, donde π : TM Ñ M , vx ÞÑ x. Por construcción, γ

cumple con las propiedades deseadas.

Definición 51. Por el teorema 20 tenemos que γ̃ : p´ε, εq Ñ TM está dado en un abierto triviali-

zante por

γ̃ptq “ pγptq, 9γptqq, (5.13)

donde γ es una géodesica. γ̃ induce una pseudoacción sobre TM , gt : p´ε, εq ˆ TM Ñ TM ;

pt, vxq ÞÑ γ̃ptq. Esto es el flujo generado por el spray geodésico y se llama Flujo Geodésico de M .

Observación 4. Como veremos más adelante las orbitas del flujo geodésico resultan estar definidas

en todo R. Por lo tanto, el flujo geodésico resulta ser un flujo completo, i.e. gt define una acción

de R en TM

gt : Rˆ TM Ñ TM (5.14)

5.2.2. Campos de Jacobi

Definición 52. Una Curva Regular por Pedazos o Curva Aadmisible Ck es un mapa con-

tinuo γ : ra, bs Ñ M y una inmersión de clase Ck en cada rai, ai`1s (como variedad con frontera)

con a “ a1 ă a2 ă ... ă ar´1 ă ar “ b. También consideraremos la curva γ : tau Ñ M , γpaq “ x

como curva admisible.

Una Familia de Curvas Admisibles es un mapa continuo Γ : p´ε, εq ˆ ra, bs Ñ M tal que,

Γs0ptq :“ Γps0, tq es una curva admisible @s0 P p´ε, εq.

Toda familia de curvas admisibles define dos colecciones de curvas: Las Curvas Principales

Γs0ptq :“ Γps0, tq definidas en ra, bs fijando s0 constante y las Curvas Transversales Γt0psq :“

75
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Γps, t0q definidas en p´ε, εq fijando t0. Las curvas principales son de clase Ck por pedazos, mientras

que, las transversales son de clase Ck en p´ε, εq. Cuando Γ es diferenciable en todo p´ε, εq ˆ ra, bs

(visto como variedad con frontera), entonces los campos vectoriales tangentes a lo largo de las dos fa-

milias de curvas BtΓps, tq “
d

dt
Γsptq y BsΓps, tq “

d

ds
Γtpsq forman campos vectoriales a lo largo de Γ.

Si V es un campo vectorial a lo largo de Γ, podemos calcular las derivadas covariantes DtV y

DsV a lo largo de las curvas principales y transversales, respectivamente.

Lema 12. Sea Γ : p´ε, εq ˆ ra, bs ÑM una familia de curvas admisibles en una variedad Rieman-

niana, entonces para cada p´ε, εq ˆ pai, ai`1q se tiene:

DtBsΓ “ DsBtΓ (5.15)

Demostración. Tomemos coordenadas alrededor de Γps0, t0q, entonces en una vecindad de este

punto, Γ se ve: Γps, tq “ px1ps, tq, ..., xnps, tqq, por lo tanto,

BtΓ “
Bxk

Bt

B

Bxk
“
Bxk

Bt
Bk

BsΓ “
Bxk

Bs
Bk. (5.16)

Tomando derivada covariante de los campos BtΓ y BsΓ a lo largo de las curvas Γtpsq yΓsptq,

respectivamente:

DtBsΓ “

˜

B2xk

BsBt
`
Bxi

Bt

Bxj

Bs
Γkji

¸

Bk

DsBtΓ “

˜

B2xk

BtBs
`
Bxi

Bs

Bxj

Bt
Γkji

¸

Bk

“

˜

B2xk

BsBt
`
Bxi

Bt

Bxj

Bs
Γkij

¸

Bk, (5.17)

y por la simetŕıa de Γkij “ Γkji, ambas expresiones son iguales.

Definición 53. Sea γ : ra, bs Ñ M una curva admisible. Una Variación de γ es una familia

de curvas admisibles Γ tal que Γ0ptq “ γptq @t P ra, bs. Se llama Propia si Γspaq “ γpaq y

Γspbq “ γpbq @s. Si Γ es una variación de γ, el Campo de Variación de Γ es el campo vectorial

V ptq “
B

Bs
Γp0, tq a lo largo de γ. Esto es, el campo definido por el vector velocidad de las curvas

transversales en s “ 0.

Sea γ : ra, bs ÑM un segmento de geodésica y sea Γ : p´ε, εq ˆ ra, bs ÑM una variación de γ.

Γ es Variación por Geodésicas si @s P p´ε, εq , Γsptq es una geodésica. Denotemos por T ps, tq :“
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B

Bt
Γps, tq y Sps, tq :“

B

Bs
Γps, tq, entonces la ecuación del spray geodésico nos dice: DtT “ 0. Por lo

tanto, tomando derivada covariante con respecto a s tenemos DsDtT “ 0.

Lema 13. Si Γ es cualquier familia de curvas admisibles y V es un campo vectorial a lo largo de

Γ entonces:

DsDtV ´DtDsV “ RpS, T qV, (5.18)

donde R es el endomorfismo de curvatura.

Demostración. Como este hecho es local, tomemos un abierto U Ď M y coordenadas locales pxiq

en U . Entonces en U , V ps, tq “ V ips, tq
B

Bxi
ñ

DtV “ DtV
i B

Bxi
“
BV i

Bt

B

Bxi
` V iDt

B

Bxi

ñ

DsDtV “
B2V i

BsBt

B

Bxi
`
BV i

Bt
Ds

B

Bxi
`
BV i

Bs
Dt

B

Bxi
` V iDsDt

B

Bxi

Análogamente,

DtDsV “
B2V i

BtBs

B

Bxi
`
BV i

Bs
Dt

B

Bxi
`
BV i

Bt
Ds

B

Bxi
` V iDtDs

B

Bxi
.

Restando

DsDtV ´DtDsV “ V i
ˆ

DsDt
B

Bxi
´DtDs

B

Bxi

˙

(5.19)

Sean xjps, tq las funciones coordenadas de Γps, tq en U , entonces

T “
B

Bt
Γps, tq “

Bxj

Bt

B

Bxj

S “
B

Bs
Γps, tq “

Bxk

Bs

B

Bxk
. (5.20)

Como
B

Bxi
son campos extendibles a todo U ĎM

ñ

Dt
B

Bxi
“ ∇T

B

Bxi
“ ∇ Bxj

Bt
B

Bxj

B

Bxi
“
Bxj

Bt
∇ B

Bxj

B

Bxi

y como ∇ B

Bxj

B

Bxi
también son extendibles,
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ñ DsDt
B

Bxi
“ ∇S

ˆ

Bxj

Bt
∇ B

Bxj

B

Bxi

˙

“ S

ˆ

Bxj

Bt

˙

¨∇ B

Bxj

B

Bxi
`
Bxj

Bt

ˆ

∇S∇ B

Bxj

B

Bxi

˙

“
Bxk

Bs

B

Bxk

ˆ

Bxj

Bt

˙

¨

ˆ

∇ B

Bxj

B

Bxi

˙

`
Bxj

Bt

ˆ

∇ Bxk

Bs
B

Bxk

∇ B

Bxj

B

Bxi

˙

“
B2xj

BsBt
¨

ˆ

∇ B

Bxj

B

Bxi

˙

`
Bxj

Bt

Bxk

Bs

ˆ

∇ B

Bxk
∇ B

Bxj

B

Bxi

˙

. (5.21)

Análogamente, tenemos que:

DtDs
B

Bxi
“
B2xk

BtBs
¨

ˆ

∇ B

Bxk

B

Bxi

˙

`
Bxk

Bs

Bxj

Bt

ˆ

∇ B

Bxj
∇ B

Bxk

B

Bxi

˙

. (5.22)

Por lo tanto,

DsDt
B

Bxi
´DtDs

B

Bxi
“
Bxj

Bt

Bxk

Bs

ˆ

∇ B

Bxk
∇ B

Bxj

B

Bxi
´∇ B

Bxj
∇ B

Bxk

B

Bxi

˙

“
Bxj

Bt

Bxk

Bs
R

ˆ

B

Bxk
,
B

Bxj

˙

B

Bxi
“ R

ˆ

Bxk

Bs

B

Bxk
,
Bxj

Bt

B

Bxj

˙

B

Bxi
“ RpS, T q

B

Bxi
. (5.23)

Finalmente, sustituyendo esta última igualdad en (5.11), tenemos que

DsDtV ´DtDsV “ V i
ˆ

DsDt
B

Bxi
´DtDs

B

Bxi

˙

“ V i
ˆ

RpS, T q
B

Bxi

˙

“ RpS, T qV. (5.24)

Teorema 21. Sea γ una geodésica y V un campo vectorial a lo largo de γ. Si V es un campo de

variación de una variación por geodésicas de γ, entonces V satisface :

D2
tV `RpV,

.
γq

.
γ “ 0. (5.25)

Demostración. Como V es campo de variación de una variación por geodésicas de γ, tenemos

que: Γ0ptq “ γptq, Sp0, tq “ pBsΓqp0, tq “ V ptq y T ps, 0q “ BtΓps, 0q “
.
γptq. Como γ es geodésica

entonces,

0 “ DsDtT “ DtDsT `RpS, T qT “ DtDtS `RpS, T qT “ D2
tV `RpV,

.
γq

.
γ. (5.26)

Definición 54. Cualquier campo vectorial a lo largo de una geodésica γ que satisfaga la ecuación

anterior se llama Campo de Jacobi.

Proposición 36. Todo Campo de Jacobi a lo largo de una geodésica γ es el campo de variación

de alguna variación por geodésicas de γ.
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Teorema 22 (Existencia y Unicidad de campos de Jacobi). Sea γ : I Ñ M una geodésica a P I

y x “ γpaq. Para todo par de vectores X,Y P TxM , D! campo de Jacobi J a lo largo de γ tal que,

satisface las siguientes condiciones iniciales: Jpaq “ X y DtJpaq “ Y .

Demostración. Tomemos una base ortonormal para T xM y la extendemos paralelamente a lo largo

de γ. Entonces Jptq “ J iptqEiptq 6 La ecuación de Jacobi es:

..

J `RijklJ
.
γ
k .
γ
l
“ 0, (5.27)

el cual, es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden en M . Trans-

formando a un sistema de EDO lineal de primer orden en TM con el clásico cambio de variables
9J i “ V i, tenemos que D

 

J iptq, V iptq
(n

i“1
soluciones linealmente independientes para el sistema de

ecuaciones y una única solución, que además, cumple con las condiciones iniciales dadas.

Observación 5. Como Dt
.
γ “ 0 y como Rp

.
γ,

.
γq

.
γ “ 0 (pues R es antisimétrico) tenemos que,

J0ptq “
.
γptq es un campo de Jacobi con condiciones iniciales J0p0q “

.
γp0q y DtJ0ptq “ 0.

También, J1ptq “ t
.
γptq es un campo de Jacobi con condiciones iniciales J1p0q “ 0 y DtJ1ptq “

.
γp0q.

Corolario 22. Sea J acpγq Ď T pγq el subespacio vectorial de campos de Jacobi a lo largo de una

geodésica γ con γp0q “ x. Entonces, J acpγq tiene dimensión 2d.

Definición 55. Un Campo Tangencial a lo largo de la curva γ es un campo verctorial V tal que

V ptq es un múltiplo de
.
γptq @t.

Un Campo Normal es aquel que V ptqK
.
γptq@t.

Proposición 37. Sea pM, gq una variedad Riemanniana completa con curvatura seccional K cons-

tante, y consideremos que las geodésicas en M tienen velocidad uno. Entonces, los Campos de Jacobi

Normales a lo largo de una geodésica γ con condición inicial t “ 0 están dados por:

Jptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

senpt
?
KqEptq si K ą 0

tEptq si K “ 0

senhpt
?
´KqEptq si K ă 0,

donde Eptq es un campo paralelo y ortogonal a
.
γ a lo largo de γ.

Demostración. Basta probarlo por cartas coordenadas, por lo tanto, supongamos que γ está con-

tenida en una carta coordenada. Por la propocición 34, el teorema 21 y usando que
@ .
γ,

.
γ
D

“ 1 y
@

J,
.
γ
D

“ 0, tenemos que

0 “ D2
t J `RpJ,

.
γq

.
γ “ D2

t J `K
`@ .
γ,

.
γ
D

J ´
@

J,
.
γ
D .
γ
˘

“ D2
t J `KJ. (5.28)

Tomemos un campo normal paralelo, Eptq, a lo largo de γ ñ DtEptq “ 0. Entonces, Jptq “

wptqEptq
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ô D2
twptqEptq “ ´K pwptqEptqq

ô
B2wptq

Bt2
Eptq “ ´K pwptqEptqq

ô
B2wptq

Bt2
“ ´K ¨ wptq

Esta última igualdad es una EDO cuya solución con condición inicial wp0q “ 0, está determinada

de manera única, dependiendo de K de la siguiente manera,

wptq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

senpt
?
Kq si K ą 0

t si K “ 0

senhpt
?
´Kq si K ă 0

(5.29)

con lo que tenemos el resultado deseado.

5.2.3. Puntos Conjugados

Definición 56. Sea γ : I ÑM una geodésica y sea t0 P I. El punto γpt0q es Conjugado con γp0q

a lo largo de γ, si existe un campo de Jacobi J ‰ 0, a lo largo de γ tal que Jp0q “ 0 “ Jpt0q.

5.2.4. Métrica de Sasaki e Identificación de Tpx,vqTM con Jacpγvq

Definición 57. Sea TTM el haz tangente del haz tangente TM de M . Definamos el mapa K :

TTM Ñ TM de la siguiente manera. Para ξ P TvxTM tomemos una curva suave γ en TM tal

que 9γp0q “ ξ. Sea αptq “ π ˝ γptq la proyección de la curva γ a M donde π : TM Ñ M . Pense-

mos a γ P X pαq, es decir, como γ Ď TM puede ser pensado como un campo vectorial a lo largo

de α. Entonces, definamos Kpξq “ ∇ 9αγ |t“0“ Dtγ |t“0. A K lo llamaremos Mapeo de Conexión.

El Subhaz Horizontal H Ñ TM está definido como: H “ KerpKq “ tξ P TTM | Kpξq “ 0u,

donde cada fibra Hvx es el subespacio vectorial de TvxTM dado por:

Hvx “

!

pσ ˝ αq˚p0q P TvxTM | pσ ˝ αqp0q “ vx; p∇ 9ασq|t“0
“ 0

)

. (5.30)

En la ecuación anterior, α es una curva suave en M y σ es una sección de TM . El Subhaz

Vertical V Ñ TM está definido como: V “ Kerpπ˚q “ tξ P TTM | π˚pξq “ 0u, donde π : TM Ñ

M .

Proposición 38. El haz TTM es la suma de Whitney de V y H.

Demostración. Sea 0 : TM Ñ TTM la sección cero. Primero veamos que t0u “ V XH. Para esto,

tomemos ξ P V XH. En particular, ξ P TvxTM para algún vx P TM .

Sea ε ą 0 y γ : p´ε, εq Ñ TM tal que γp0q “ vx y 9γp0q “ ξ. Pensemos a γ P X pπ ˝ γq. Tomemos
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5.2. Geometŕıa del Flujo Geodésico El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

un abierto trivializante U de x en M . Tomando ε suficientemente pequeño, podemos suponer que

γptq P π´1pUq – U ˆ Rd @t P p´ε, εq. Ah́ı γ tiene la siguiente forma:

γptq “ pxptq, vptqq. (5.31)

Ahora, como ξ P H ñ Kpξq “ 0, esto es 0 “ p∇ 9π˝γγq p0q ñ γ es un campo paralelo a lo

largo de π ˝ γ. Entonces, tenemos que γ es constante a lo largo de la curva xptq 6 en π´1pUq,

γptq “ pxptq, vp0qq @t P p´ε, εq.

Por otro lado, como ξ P V tenemos que,

0 “ π˚vxpξq “ π˚vxp 9γp0qq “ π˚γp0qpγ˚0p
B

Bt
qq “ pπ ˝ γq˚0p

B

Bt
q “ x˚0p

B

Bt
q

ñ xptq “ xp0q. (5.32)

Con esto concluimos que γ es constante vx, ie: γptq “ pxp0q, vp0qq @t P p´ε, εq, 6 ξ “ 9γp0q “ 0 P

TvxTM .

Por último, notemos que dimpHvxq “ d pues es el espacio de campos paralelos a lo largo de

π ˝ γ, y claramente, dimpVvxq “ d. Por otro lado, sabemos que dimpTvxTMq “ 2d, 6 TvxTM “

Hvx ‘ Vvx .

Definición 58. Sea pM, gq una variedad Riemanniana y TM el haz tangente. Definamos la Métri-

ca de Sasaki en TM dados ξ, ζ P Tpx,vqTM , gTM pξ, ζq “ gpπ˚pξq, π˚pζqq ` gpKpξq,Kpζqq. Si pen-

samos a la métrica como un producto punto en cada tangente, podemos pensar a la métrica de

Sasaki de la siguiente forma:

xξ, ζyTpx,vqTM “ xπ˚pξq, π˚pζqyTxM ` xKpξq,KpζqyTxM . (5.33)

Proposición 39. Sea γv la geodésica tal que γp0q “ x y 9γp0q “ v. Entonces Tpx,vqTM es isomorfo

a Jacpγvq, donde Jacpγvq es el espacio de campos de Jacobi a lo largo de γv.

Demostración. Consideremos la siguiente transformación lineal Θ : Tpx,vqTM Ñ Jacpγvq, ξ ÞÑ Jv,

donde Jξptq es el único campo de Jacobi a lo largo de γv con condiciones iniciales Jξp0q “ π˚pξq y
9Jξp0q “ Kpξq. La proposición 38 y el teorema 22 demuestran que Θ es inyectiva y el corolario 22,

que es suprayectiva.

La proposición anterior es muy importante pues nos permite calcular el crecimiento del flujo

geodésico gt : TM Ðâ v́ıa campos de Jacobi, ya que, si tomamos la métrica de Sasaki en TM

tenemos la siguiente relación:

›

›dgtpξq
›

›

2
“ }Jξptq}

2
`

›

›

›

9Jξptq
›

›

›

2

. (5.34)
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5.3. Dinámica del Flujo Geodésico

En esta sección estudiaremos las propiedades dinámicas del Flujo Geodésico sobre una variedad

Riemanniana M .

5.3.1. Dinámica Lagrangiana

La dinámica Lagrangiana es de gran interés en áreas de Matemáticas Puras y Aplicadas, aśı como

en la F́ısica. Por ejemplo, en el Cálculo de Variaciones, Sistemas dinámicos, Ecuaciones Diferen-

ciales, Geometŕıa , Mecánica Clásica, entre otras. Ésta es una teoŕıa muy amplia, que para fines

de este trabajo, sólo se presentarán los conceptos más fundamentales y básicos. Por esto, sólo se

considerará el caso de Lagrangianos Autónomos.

Definición 59. Sea pM, gq una variedad Riemanniana completa con métrica gxp¨, ¨q. Un Lagran-

giano definido en M , es una función suave

L : TM Ñ R

px, vq ÞÑ Lpx, vq, (5.35)

que cumple las siguientes propiedades:

1. Superlinealidad:

lim
}v}Ñ8

Lpx, vq

}v}
“ 8 (5.36)

uniformemente en x PM , equivalentemente @a P R, Db P R tal que:

Lpx, vq ě a }v} ´ b@px, vq P TM. (5.37)

2. Convexidad: El Hessiano
B2L

BviBvj
px, vq en coordenadas lineales sobre la fibra T xM es uni-

formemente definido positivo @px, vq P TM . i.e. Da ą 0 tal que:

xw,Lvvpx, vq ¨ wy ě a }w}
2

(5.38)

@ px, vq P TM y w P TxM.

3. Limitado : @r ě 0
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`prq :“ sup
px,vqPTM
}v}ďr

Lpx, vq ă 8

hprq :“ sup
}px,vq}ďr
}w}“1

w ¨ Lvvpx, vq ¨ w ă 8. (5.39)

Definición 60. Para cualquier par de puntos x1, x2 PM , denotemos por Ck rx1, x2;T s al conjunto

de curvas Ck, α : r0, T s ÑM , tal que αp0q “ x1 y αpT q “ x2.

La Acción de L sobre los caminos de x1 a x2 es el mapa:

A : Ck rx1, x2;T s Ñ R

αptq ÞÑ

ż T

0

Lpαptq, 9αptqqdt. (5.40)

Nuestro siguiente objetivo es encontrar los Puntos Cŕıticos de A, de donde deduciremos la

ecuación de Euler-Lagrange.

Proposición 40. Una curva α P Ck rx1, x2;T s es un punto cŕıtico de la acción A de L, entonces

αptq satisface la siguiente ecuación, llamada ecuación de Euler-Lagrange:

BL

Bx
pαptq,

.
αptqq “

d

dt

BL

Bv
pαptq,

.
αptqq, (5.41)

en coordenadas locales. Consecuentemente, ésta ecuación no depende del sistema de coordenadas.

Demostración. Tomemos coordenadas locales pxiq alrededor de αptq y consideremos cualquier va-

riación propia de αptq de clase Ck rα : p´ε, εq ˆ r0, T s Ñ M , para algún ε ą 0 suficientemente

pequeño tal que @s P p´ε, εq, rαsptq esté dentro del sistema de coordenadas locales pxiq. (Notemos

que rαsptq P C
k rx1, x2, T s @s P p´ε, εq).

Entonces αptq es un punto cŕıtico de A ô

0 “
d

ds
Aprαsptqq|s“0

“

ż T

0

d

ds
Lprαsptq, 9

rαsptqq|s“0
dt

“

ż T

0

ˆ

d

dx
Lprαsptq, 9

rαsptqq ¨
d

ds
rαsptq `

d

dv
Lprαsptq, 9

rαsptqq ¨
d

ds
9
rαsptq

˙

|s“0
dt

“

ż T

0

ˆ

d

dx
Lprαs, 9

rαsq ¨
d

ds
rαs `

d

dv
Lprαs, 9

rαsq ¨
d

dt

d

ds
rαs

˙

ptq|s“0
dt. (5.42)
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Integrando por partes el segundo sumando, tenemos que :

ż T

0

ˆ

d

dv
Lprαs, 9

rαsq ¨
d

dt

d

ds
rαs

˙

dt “

“ ´

ż T

0

ˆ

d

dt

dL

dv
prαs, 9

rαsq ¨
d

ds
rαs

˙

dt`

ˆ

dL

dv
prαs, 9

rαsq ¨
d

ds
rαs

˙

|T0 ,

pero como las curvas transversales en 0 y en T son constantes i.e. rαsp0q “ x1 y rαspT q “ x1 @s,

tenemos que d
ds rαsp0q “ 0 y d

ds rαspT q “ 0, y por tanto,
´

dL
dv prαs,

9
rαsq ¨

d
ds rαs

¯

|T0“ 0.

Con esto concluimos que,

ż T

0

ˆ

dL

dv
prαs, 9

rαsq ¨
d

dt

d

ds
rαs

˙

dt “ ´

ż T

0

ˆ

d

dt

dL

dv
prαs, 9

rαsq ¨
d

ds
rαs

˙

dt (5.43)

Entonces,

0 “ (5.42) “

ż T

0

ˆ

dL

dx
prαs, 9

rαsq ¨
d

ds
rαs ´

d

dt

dL

dv
prαs, 9

rαsq ¨
d

ds
rαs

˙

ptq|s“0
dt

“

ż T

0

ˆ

BL

Bx
pαptq,

.
αptqq ´

d

dt

BL

Bv
pαptq,

.
αptqq

˙ˆ

d

ds
rαsptq|s“0

˙

dt (5.44)

Como la elección de la variación rαsptq fue arbitraria, la conclusión anterior se cumple para todo

campo variacional d
ds rαsptq|s“0

a lo largo de α, y por lo tanto, tenemos que la igualdad anterior se

da si y sólo si

BL

Bx
pαptq,

.
αptqq ´

d

dt

BL

Bv
pαptq,

.
αptqq “ 0. (5.45)

La ecuación de Euler-Lagrange asociada a un Lagrangiano L en coordenadas locales induce

una EDO de segundo orden en M dada por:

BL

Bx
px,

.
xq “

d

dt

BL

Bv
px,

.
xq “

B

Bx

BL

Bv
px,

.
xq ¨

Bx

Bt
`
B2L

pBvq2
px,

.
xq
B
.
x

Bt
. (5.46)

Esto es,

Lxpx,
.
xq “ Lxvpx,

.
xq ¨

.
x` Lvvpx,

.
xq ¨ :x (5.47)

Recordemos que :x “ Dt 9x.

Definición 61. De la convexidad de L tenemos que Lvv es invertible. Esto implica que, la EDO

de segundo orden anterior, la podemos transformar en la siguiente EDO de primer orden en TM :

.
x “ v

.
v “ pLvvq

´1 pLx ´ Lxv ¨ vq
(5.48)
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Por tanto, la ecuación de Euler-Lagrange define un flujo ϕt en TM dado por ϕtpx0, v0q “

pxvptq,
.
xvptqq, llamado el Flujo de Euler-Lagrange donde xv : pa, bq Ñ M es la solución a la

ecuación (5.48) con condiciones iniciales xvp0q “ x0 y
.
xvp0q “ v0.

Ejemplo 8. Sea M “ Rd y V : Rd Ñ R una función suave acotada y m ą 0. Definamos el mapa:

Lpx, vq “ 1
2m xv, vy ´ V pxq, que es un Lagrangiano.

1.

lim
}v}Ñ8

Lpx, vq

}v}
“ lim
}v}Ñ8

1
2m xv, vy ´ V pxq

}v}
“

1

2
m

ˆ

lim
}v}Ñ8

}v}

˙

´ lim
}v}Ñ8

V pxq

}v}
“ 8

6 L es superlineal.

2.
BL

Bvj
px, vq “

B

Bvj
p
1

2
m xv, vy ´ V pxqq “ m

d
ÿ

j“1

vj

ñ

B2L

BviBvj
px, vq “ m ¨

B

Bvi

d
ÿ

j“1

vj “ mδij

i.e. la matriz Hessiana Lvvpx, vq “ m ¨ Id y como m ą 0, tenemos que
B2L

BviBvj
es positivo

definido. 6 L es convexo.

3. @r ě 0

`prq “ sup
px,vqPRdˆRd

}v}ďr

Lpx, vq “ sup
px,vqPR2d

}v}ďr

1

2
m xv, vy ´ V pxq ă

1

2
mr2 ´ sup

xPRd
V pxq ă 8

hprq “ sup
}px,vq}ďr
}w}“1

xw,Lvvpx, vqwy “ sup
}px,vq}ďr
}w}“1

xw, pm ¨ Idqwy “ m xw,wy “ m ă 8

6 L es limitado.

Por (5.48) tenemos que, la ecuación de Euler-Lagrange en TM de este Lagrangiano es

.
x “ v

.
v “ 1

m

˜

BV

Bx
pxq

¸

(5.49)

y se le conoce como ecuación de Newton, pues si denotamos por fpxq :“
BV

Bx
pxq recuperamos la

segunda ley de Newton en mecánica clásica.

fpxq “ m:x. (5.50)
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Ejemplo 9. Sea M variedad Riemanniana completa y V : M Ñ R una función suave acotada. Defi-

nimos Lpx, vq “ 1
2kxpv, vq´V pxq donde 1

2kxpv, vq es una forma cuadrática positiva definida en TM .

A la forma cuadrática k se le conoce como Enerǵıa Cinética y a la función V como Enerǵıa

Potencial.

1. Recordemos que la métrica Riemanniana induce en T xM un producto interno x¨, ¨yx @x.

Además, kxp¨, ¨q es continuo, por lo tanto, tenemos que kx alcanza su mı́nimo al restingirnos

al compacto Sd´1, es decir:

inf
}v}“1

kxpv, vq “ c. (5.51)

Notemos que c ą 0 pues kx es positivo definido.

ñ kxp
v
}v} ,

v
}v} q ě c, @v ‰ 0, ñ kxpv, vq ě c }v}

2
, @v P T xM , entonces,

lim
}v}Ñ8

Lpx, vq

}v}
“ lim
}v}Ñ8

1
2kxpv, vq ´ V pxq

}v}
ě

1

2
c

ˆ

lim
}v}Ñ8

}v}

˙

´ lim
}v}Ñ8

V pxq

}v}
“ 8 (5.52)

6 L es superlineal.

2. Una vez fija la base
 

vi
(

en TxM , kx tiene la siguiente expresión matricial kx “ pkxqji, donde

pkxqji :“ kxpv
j , viq.

BL

Bvj
px, vq “

B

Bvj
p
1

2
kxpv, vq ´ V pxqq “

1

2

B

Bvj

ÿ

k,l

pkxqklv
kvl “

1

2
2 ¨

d
ÿ

l“1

pkxqjlv
l “ kxpv, ¨q

ñ

B2L

BviBvj
px, vq “

B

Bvi

d
ÿ

l“1

pkxqjlv
l “ pkxqji “ kxpv, vq

que es positivo definido ya que kx lo es.

6 L es convexo.

3. @r ě 0

`prq “ sup
px,vqPTM
}v}ďr

Lpx, vq “ sup
px,vqPR2d

}v}ďr

ˆ

1

2
kxpv, vq ´ V pxq

˙

ă
1

2
}kx}8 r

2 ´ sup
xPRd

V pxq ă 8
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donde, }kx}8 “: sup
}u},}v}“1

|kxpu, vq|.

hprq “ sup
}px,vq}ďr
}w}“1

xw,Lvvpx, vqwy “ sup
}px,vq}ďr
}w}“1

xw, pkxqjiwy ď }kx}8 xw,wy “ }kx}8 ă 8

6 L es limitado.

Definición 62. La Función de Enerǵıa del Lagrangiano L, E : TM Ñ R, está definida por

Epx, vq “
BL

Bv
px, vq ¨ v ´ Lpx, vq. (5.53)

Proposición 41. Sea xptq solución a la ecuación de Euler-Lagrange, entonces
d

dt
Epx,

.
xq “ 0 y,

por lo tanto, E : TM Ñ R es invariante bajo el flujo lagrangiano ϕt. En consecuencia los conjuntos

de nivel E´1pcq, llamados Niveles de Enerǵıa, son invariantes bajo ϕt.

Demostración. Como xptq satisface d
dt
BL
Bv px,

.
xq “ BL

Bx px,
.
xq tenemos,

d

dt
Epx,

.
xq “

d

dt

˜

BL

Bv
px,

.
xq ¨

.
x´ Lpx,

.
xq

¸

“
d

dt

BL

Bv
px,

.
xq ¨

.
x`

BL

Bv
px,

.
xq ¨ :x´

BL

Bx
px,

.
xq ¨

.
x´

BL

Bv
px,

.
xq ¨ :x

“

˜

d

dt

BL

Bv
px,

.
xq ´

BL

Bx
px,

.
xq

¸

¨
.
x “ 0. (5.54)

Esto implica que E es constante en las órbitas del flujo ϕt i.e. Epx, vq “ c @px, vq P Oϕtpxptq,
.
xptqq,

y por tanto, el siguiente diagrama conmuta:

TM
ϕt

Ñ TM

Œ
E

Ó E

R

De aqúı, fácilmente podemos concluir que, para toda fibra E´1pcq, ϕt
`

E´1pcq
˘

“ E´1pcq .

El siguiente Lagrangiano es un caso particular del ejemplo 9, pero es de gran importancia,

pues su flujo de Euler-Lagrange coincide con el flujo geodésico. Se trata del caso en que la forma

cuadrática kxpv, vq está dada por la métrica Riemanniana de M y cuando la enerǵıa potencial es

cero.
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Ejemplo 10. Sea M variedad Riemanniana completa. Consideremos el Lagrangiano Lpx, vq “
1
2gxpv, vq “

1
2 }v}

2
x, donde gxpv, vq es la métrica Riemanniana.

La ecuación (5.48) implica que, el campo vectorial de Euler-Lagrange está dado por:

Dt 9x “ 0, (5.55)

el cual genera al fujo geodésico gt en TM (definición 50).

Por otro lado, BL
Bv px, vq ¨ v “

B

Bv
1
2 }v}

2
x ¨ v “

1
22 }v}x

v

}v}x
¨ v “ }v}

2
x; luego, la enerǵıa asociada a

L es:

Epx, vq “ }v}
2
x ´

1

2
}v}

2
x “

1

2
}v}

2
x , (5.56)

de donde concluimos que, los niveles de enerǵıa E´1pcq son los haces tangentes de esferas

!

vx P TM : }vx}
2
“ 2c

)

(5.57)

La proposición anterior nos garantiza que toda la dinámica del flujo geodésico ocurre en los niveles

de enerǵıa E´1pcq. Es decir, para estudiar la dinámica del flujo geodésico basta restringirnos a

cualquier E´1pcq, pues las órbitas permanecen en estos y la dinámica en la dirección transversal a

los niveles de enerǵıa es trivial. En particular, es útil y estándar restringir el estudio de la dinámica

del flujo geodésico al haz tangente unitario SM “ E´1p 1
2 q.

El último resultado de esta sección será ver que el flujo de Euler-Lagrange de una variedad

Riemanniana completa está definido para todo t P R, para esto ocuparemos el siguiente lema.

Lema 14.

Epx, vq ě“ ´`p0q `A
}v}

2

2
, (5.58)

donde A :“ inf
px,vqPTM
}w}“1

xLvvpx, vq ¨ w,wy.
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Demostración. De la convexidad de L tenemos que:

d

ds
Epx, svq |s“1“

d

ds
pLvpx, svq ¨ sv ´ Lpx, svqq |s“1

“

˜˜

d

ds
Lvpx, svq

¸

¨ sv ` Lvpx, svq
B

Bs
psvq ´

B

Bs
Lpx, svq

¸

|s“1

“

ˆˆ

B

Bx
Lvpx, svq

Bx

Bs
`
B

Bv
Lvpx, svq

B

Bs
psvq

˙

¨ sv ` Lvpx, svqv ´

ˆ

B

Bx
Lpx, svq

Bx

Bs
`
B

Bv
Lpx, svq

B

Bs
psvq

˙˙

|s“1

“ pxLvvpx, svq ¨ v, svy ` Lvpx, svqv ´ pLvpx, svqvqqq |s“1“ xLvvpx, svq ¨ v, svy |s“1

“ xLvvpx, vq ¨ v, vy ą 0.

(5.59)

Entonces, la función s ÞÑ Epx, svq es creciente @v, por lo tanto:

min
vPTxM

Epx, vq “ Epx, 0q “ −Lpx, 0q. (5.60)

Luego, como L es convexo Da ą 0 tal que:

A :“ inf
px,vqPTM
}w}“1

xLvvpx, vq ¨ w,wy ě inf
px,vqPTM
}w}“1

a }w}
2
“ a ą 0. (5.61)

Por otro lado, como L es lmitado:

`p0q “ sup
xPM

Lpx, 0q “ ´inf
xPM

´ Lpx, 0q “ ´inf
xPM

Epx, 0q

ñ ´`p0q ď Epx, 0q. (5.62)

Finalmente, con el teorema fundamental del Cálculo, concluimos que:

Epx, vq “ Epx, 0q `

ż }v}

0

d

ds
Epx, s

v

}v}
qds ě ´`p0q `

ż }v}

0

B

Lvvpx, svq ¨
v

}v}
, s

v

}v}

F

ds

“ ´`p0q `

ż }v}

0

s

B

Lvvpx, s
v

}v}
q ¨

v

}v}
,
v

}v}

F

ds ě ´`p0q `A

ż }v}

0

sds “ ´`p0q `A
}v}

2

2
. (5.63)

Proposición 42. El Flujo de Euler-Lagrange ϕt es completo.

Demostración. Sea vx P TM . Supongamos que pa, bq es el máximo intervalo de definición de la

curva t ÞÑ ϕtpvxq. Como L es autónomo, sin perdida de generalidad, podemos suponer que a ă 0,

b ą 0 y que ϕ0 “ vx.
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Sea c “ Epvxq, por la proposición 41, tenemos que la órbita devx se queda en este nivel de

enerǵıa, esto es E pϕtpvxqq “ c, @t P pa, bq.

Por el lema 14, c “ E pϕtpvxqq ě ´`p0q `A
}ϕtpvxq}

2

2 , por lo tanto

0 ď
›

›ϕtpvxq
›

› ď

c

2pc` `p0qq

A
:“ α, (5.64)

@t P pa, bq.

Ahora supongamos que b ă 8.

Como ϕtpvxq “ pxvptq,
.
xvptqq, entonces @t1 P p0, bq,

›

›

.
xvptq

›

› ď α y

distpxvp0q, xvpt1qq “ inf
γPCkrxvp0q,xvpt1q;t1s

ˆ
ż t1

0

} 9γptq} dt

˙

ď

ż t1

0

›

›

.
xvptq

›

› dt ď αt1 ď αb. (5.65)

Entonces, a partir de t “ 0, ϕtpvxq queda presa en el interior del compacto:

C :“ tpy, wq P TM | distpx, yq ď αb; }w} ď αu , (5.66)

donde x “ Πpvxq.

Ah́ı, el campo de Euler-Lagrange es uniformemente Lipschitz y acotado, entonces por el lema

de escape de soluciones EDO, podemos extender el intervalo de definición de ϕt hacia el futuro

contradiciendo que pa, bq es el máximo intervalo de definición.

Por último, notemos que el caso en que ´8 ă a se obtiene del caso anterior recorriendo el flujo

hacia el pasado ya que ϕ´tpvxq “ pϕ
´1qtpvxq @t ą 0.

Corolario 23. El Flujo geodésico gt es completo.

5.3.2. Dinámica Hamiltoniana

Definición 63. Sea M una variedad diferenciable. Recordemos que una 2-forma diferenciable es

una sección suave al haz de 2-campos tensoriales antisimétricos, ω : M Ñ Λ2pMq. La forma ω

es no degenerada, si lo es para cada punto x, esto es, ω5 : TxM Ñ T˚xM ; vx ÞÑ ωpvx, ¨q es un

isomorfismo @x PM .

Una 2-forma diferenciable no degenerada cerrada (dω “ 0), se llama Forma Simpléctica. Una

variedad diferenciable M equipada con una 2-forma simpléctica ω se llama Variedad Simpléctica

y se denota por pM,ωq.

Si pM,ωq y pN, ηq son variedades simplécticas y f : M Ñ N es un difeomorfismo tal que

f˚η “ ω, entonces f se dice que es un Difeomorfismo simpléctico o un Simplectomorfismo,
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si pM,ωq “ pN, ηq. Entonces f se conoce como Transformación Canónica.

Proposición 43. Sea pM,ωq una variedad simpléctica, entonces M es de dimensión par y ωn es

una forma de volumen.

Demostración. Sea x0 P M , tomemos una carta local pxiq “ px1, ..., xdq para un abierto U Q x0

tal que TU » Tx0
M ˆ U . Tomemos 2 campos vectoriales linealmente independientes e1pxq y

en`1pxq, definidos @x P U y tal que ω pe1pxq, en`1pxqq ‰ 0. Estos campos locales existen pues

ω es no degenerada. Reescalando los campos e1pxq y en`1pxq si es necesario, podemos suponer que

ω pe1pxq, en`1pxqq “ 1. Entonces, por la antisimetŕıa de ω tenemos que ω pen`1pxq, e1pxqq “ ´1 y

ω pe1pxq, e1pxqq “ ω pen`1pxq, en`1pxqq “ 0.

Ahora, tomemos el subhaz E1pxq de TU definido por la distribución de dimensión 2 generada por

los campos vectoriales e1pxq y en`1pxq i.e. @x P U , E1pxq “ span te1pxq, en`1pxqu. Consideremos

el complemento simplecto-ortogonal a E1, E2pxq :“ tv P TU | ωpv, wq “ 0 @w P E1pxqu. Entonces,

para todo campo vectorial local vpxq y para todo wpxq “ λ1e1pxq ` λn`1en`1pxq P E1, tenemos

que:

ωpv ´ ω pv, en`1q e1 ` ω pv, e1q en`1, wq “ ωpv, wq ´ ω pv, en`1qωpe1, wq ` ω pv, e1qωpen`1, wq

“ λ1ωpv, e1q ` λ
n`1ωpv, en`1q ´ ω pv, en`1q

`

λ1ωpe1, e1q ` λ
n`1ωpe1, en`1q

˘

`ω pv, e1q
`

λ1ωpen`1, e1q ` λ
n`1ωpen`1, en`1q

˘

“ λ1ωpv, e1q ` λ
n`1ωpv, en`1q ´ ω pv, en`1q

`

λn`1
˘

´ ω pv, e1q
`

λ1
˘

“ 0.

(5.67)

Por lo tanto, para todo campo vectorial local vpxq, tenemos que, v´ω pv, en`1q e1´ω pv, e1q en`1 P

E2. Además, claramente E1

Ş

E2 “ 0, entonces tenemos que TU “ E1 ‘ E2.

Ahora podemos aplicar el mismo argumento al subhaz E2pxq y garantizar la existencia de dos

vectores e2pxq y en`2pxq en cada fibra E2pxq para todo x P U con la propiedad anterior. Esto

gracias a que ω es no degenerado, y aśı inductivamente. Esto demuestra que si ω es no degenerado,

entonces la dimensión de todas las fibras T xU de TU es par, digamos d “ 2n.

El argumento anterior implica que existen coordenadas locales pxiq “ px1, ..., x2nq en U tal que si

tθiu es la base de secciones dual de teiu, entonces la forma simpléctica en U , se ve: ω “
n
ř

i“1

θi^θi`n.

Esto implica que ωn “ ω ^ ...^ ω ‰ 0. Pues

ωn “ ω ^ ...^ ω “
n
ÿ

i1,...,in“1

θi1 ^ θi1`n ^ ...^ θin ^ θin`n

“ p´1qnn!θ1 ^ ...^ θ2n ‰ 0. (5.68)

91



5.3. Dinámica del Flujo Geodésico El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

Entonces ωn es una forma de volumen.

Definición 64. Sea T˚M el haz cotangente de Md. π : T˚M Ñ M la proyección canónica, se

tiene entonces que,

dπp : TpT
˚M Ñ TπppqM

ξ ÞÝÑ dπppξq, (5.69)

con px “ px, pq.

La 1-forma de Liouville θ en T˚M está dada por:

θppξq “ ppdπpξqq ξ P TppT
˚Mq. (5.70)

La forma Simpléctica Canónica en T˚M se define como: ω “ dθ.

Una carta local pxiq de M induce una carta local en T˚M dada por px1, ..., xd, p1, ..., pdq. Por

lo tanto, para p P T˚M podemos escribirlo como p “
d
ř

i“1

pidx
i. En estas coordenadas, la forma de

Liouville θ y su derivada exterior ω se ven:

θ “ pdx “
d
ÿ

i“1

pidxi

ω “ dp^ dx “
d
ÿ

i“1

dpi ^ dxi. (5.71)

Proposición 44. pT˚M,dθq es una variedad simpléctica

Demostración. Basta ver que ω “ dθ es una forma simpléctica. Para esto veamos que, por definición,

es un 2-tensor antisimétrico. Además,

ω5 : TM Ñ T˚M

px, vq ÞÑ px, ωpv, ¨qq, (5.72)

es un isomorfismo de haces vectoriales, por lo que ω es no degenerada.

También dω “
d
ř

i“1

dpdpi ^ dxiq “ 0. 6 ω es una forma simpléctica.
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Teorema 23 (Truco de Moser). Sea M una variedad diferenciable y ω0, ω1 dos formas simplécticas

en M tal que rω0s “ rω1s en H2
dRpMq. Si para toda t P r0, 1s la 2-forma:

ωt “ tω1 ` p1´ tqω0 (5.73)

es simpléctica en M . Entonces existe una familia suave de difeomorfismos σt : M Ñ M con

σ0 “ IdM tal que σ˚t ωt “ ω0, @t P r0, 1s.

Demostración. Tenemos que
“

d
dtωt

‰

“ rω1 ´ ω0s “ r0s P H2
dRpMq. Luego Dθ P Ω1pMq tal que

d
dtωt “ ω1´ω0 “ dθ. Como ωt es no degenerado para cada t existe un único campo vectorial suave

Xt tal que ωt{Xt “ ´θ.

Integrando localmente a la familia suave de campos vectoriales Xt generamos una isotoṕıa

(homotoṕıa por encajes) suave σ : M ˆ r0, 1s Ñ M (por ejemplo, σtpxq “ φst pxq donde φst pxq es el

flujo local de Xt) tal que:

dσt
dt
pxq “ Xt ˝ σtpxq (5.74)

o bien

Xtpxq “
dσs
ds

|s“t σ
´1
t pxq. (5.75)

Entonces por la regla de la cadena y la identidad de Cartan:

d

dt
σ˚t ωt “ σ˚t LXtωt ` σ˚t

d

dt
ωt “ σ˚t pdpωt{Xtq ` dωt{Xtq ` σ

˚
t dθ “ ´σ

˚
t dθ ` σ

˚
t dθ “ 0 (5.76)

Por lo tanto σ˚t ωt “ σ˚0ω0 “ ω0.

Teorema 24 (Darboux: Coordenadas Simplécticas). Sea pM,ωq una variedad simpléctica. Enton-

ces para todo x PM , existe una carta pU, pi, xiq alrededor de x tal que ω|U “
d
ř

i“1

dpi ^ dxi.

Demostración. Para todo x P M D un abierto W de x y coordenadas ppi, xiq tal que ωx “
ˆ

d
ř

i“1

dpi ^ dxi
˙

x

. Entonces en W hay 2 formas simplécticas ω0 “ ω y ω1 “

ˆ

d
ř

i“1

dpi ^ dxi
˙

.

Como ω0 y ω1 son cerradas y no degeneradas tenemos que ω0 ´ ω1 es una 2-forma cerrada con

pω0 ´ ω1qx “ 0. Reduciendo W de ser necesario hasta obtener un abierto contráıble, el lema de

Poincaré implica que es localmente exacta, por lo tanto ω0 ´ ω1 “ dη para alguna η P Ω1pW q con

ηx “ 0, por lo tanto rω0s “ rω1s en H2
dRpW q.

Por otro lado, como ω0 y ω1 son no degeneradas por continuidad en t, ωt “ tω1 ` p1 ´ tqω0

es no degenerada @t P r0, 1s en un abierto V de x suficientemente pequeño, esto implica que ωt es

simpléctica en V , @t.
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Tomando U “ W X V , el truco de Moser implica que D una familia suave de difeomorfismos

σt : U Ñ U con σ0pxq “ x y tal que σ˚t ωt “ ω0, @t P r0, 1s. Aśı tomando t “ 1 tenemos que

ω0 “ σ˚1ω1 “ σ˚1

ˆ

d
ř

i“1

dpi ^ dxi
˙

“
d
ř

i“1

dppi ˝ σ1q ^ dpxi ˝ σ1q. Las coordenadas buscadas son:

pi “ σ˚1 pp
iq “ ppi ˝ σ1q y xi “ σ˚1 px

iq “ pxi ˝ σ1q.

Definición 65. Sea pM,ωq una variedad simpléctica. Un Hamiltoniano es una función suave

H : M Ñ R. El campo vectorial χH asociado a H definido por:

ω{χH “ ωpχH , ¨q “ dH, (5.77)

se le conoce como Campo Hamiltoniano ó Gradiente simpléctico. Veamos que en coordenadas

simplécticas define la ecuación diferencial:

.
x “ Hp “

BH

Bp
“
BH

Bpi
.
p “ ´Hx “ ´

BH

Bx
“ ´

BH

Bxi
. (5.78)

Para esto, basta ver que χH :“ p BH
Bpi
,´ BH

Bxi
q satisface la definición de campo Hamiltoniano:

ω{χH “
n
ÿ

i“1

pdpi ^ dxiq{χH “
n
ÿ

i“1

pdpi{χHq ^ dxi ´ dpi ^
n
ÿ

i“1

pdxi{χHq

“

n
ÿ

i“1

BH

Bpi
dpi `

BH

Bxi
dxi “ dH. (5.79)

Como toda ecuación diferencial ordinaria, la ecuación diferencial anterior define un flujo Ht

llamado el Flujo Hamiltoniano.

Proposición 45. H es invariante bajo la acción del flujo Hamiltoniano Ht.

Demostración. Recordemos que ω{χH “ dH y
.

Ht “ χH . Utilizando la regla de la cadena, podemos

ver fácilmente que H es invariante, pues:

d

dt
HpHtq “ dHpHtq

.

Ht “ Hx
.
x`Hp

.
p “ 0. (5.80)

Teorema 25 (de Liouville). El flujo hamiltoniano Ht es simpléctico, esto es, preserva la forma

simpléctica ω y en consecuencia preserva el volumen.

Demostración. Ht preserva la forma simpléctica ω pues,

d

dt

”

`

Ht
˘˚
pωq

ı

“ L χHω “ dpω{χHq ` pdω{χHq “ dpdHq ` p0{χHq “ 0, (5.81)
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donde L χ es la derivada de Lie para formas difrenciales definida por L χη “ dpη{χq ` pdη{χq.

Esto prueba que pHtq
˚
pωq es constante @t P R y por la proposición 43, tenemos que preserva el

volumen.

En particular, estamos interesados en estudiar los Hamiltonianos asociados al haz contangente

T˚M de una variedad Riemanniana pM, gq, esto es, las funciones suaves H : T˚M Ñ R. Más aún,

nos restringiremos sólo al estudio de Hamiltonianos de la forma:

Hpx, pq “ máx
vPTxM

tppvq ´ Lpx, vqu , (5.82)

donde Lpx, vq es un Lagrangiano. A primera vista, esta clase de Hamiltonianos puede parecer un

poco extraña, pero recordando que L es convexo, podemos reconocer que H no es más que el Dual

Convexo de L (H “ L˚). Éste es un objeto clásico dentro del análisis real, por lo que, es bastante

natural tener interés por estos Hamiltonianos.

Notemos que no es obvio que Du P T xM tal que u realice el máximo de la función ppvq´Lpx, vq,

por lo que a priori H puede tomar valores en p´8,8s, aśı que en principio debeŕıamos definir

Hpx, pq “ sup
vPTxM

tppvq ´ Lpx, vqu. Sin embargo, la siguiente proposición nos dice que esto no ocurre,

que Hpx, pq P R @px, pq P T˚M y que Du P T xM tal que ppuq ´ Lpx, uq “ máx
vPTxM

tppvq ´ Lpx, vqu,

probando que H está bien definido.

Observación 6. Antes de pasar a la proposición mencionada vale la pena observar una propiedad

inmediata de H que viene de una conocida propiedad de las funciones convexas: si pF qiPI es una

familia de funciones convexas, entonces su envolvente superior sup
iPI

Fi también es una función con-

vexa.

Fijemos v P TxM y notemos que el mapa p ÞÑ ppvq ´Lpx, vq es convexo en p, de donde concluimos

que Hpx, pq “ sup
vPTxM

tppvq ´ Lpx, vqu también es convexo en p.

Proposición 46. Dado px, pq P T˚M y v P TxM sea Fxpp, vq :“ ppvq ´ Lpx, vq entonces tenemos

que Hpx, pq “ máx
vPTxM

tFxpp, vqu. Entonces, Hpx, pq ă 8 @px, pq P T˚M . Más aún, para cada px, pq P

T˚M , Du P T xM tal que Fxpp, uq “ máx
vPTxM

tFxpp, vqu.

Demostración. Sea px, pq P T˚M recordemos que máx
vPTxM

Fx “ ´p mı́n
vPTxM

p´Fxqq, por lo que, basta ver

que´Fx alcanza su mı́nimo en TxM . Para esto veamos que´Fxpp, vq “ Lpx, vq´ppvq es super lineal:

Como p : T xM Ñ R lineal y continua, entonces p alcanza su mı́nimo µ y su máximo ν si nos

restringimos a S1
xM 6 µ ď ppwq ď ν @w P S1

xM . Luego, como L es super lineal

lim
}v}Ñ8

´Fxpp, vq

}v}
“ lim
}v}Ñ8

ˆ

Lpx, vq

}v}
´ pp

v

}v}
q

˙

ě lim
}v}Ñ8

Lpx, vq

}v}
´ µ “ 8, (5.83)

por tanto, ´Fx es super lineal.
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ùñ Dn0 P N tal que ´Fxpp,vq
}v} ě 1 si }v} ě n0. Observemos que, de hecho, ´Fxpp,vq

}v} ě 1 si }v} ě n,

@n ě n0.

ùñ Dn0 P N tal que ´Fxpp, vq ě }v} si }v} ě n, @n ě n0. Entonces, ´Fxpp, vq ě }v} ě n,

@v P Bcn, donde Bn “ tv P TxM : }v} ď nu, por tanto, ´Fxpp, vq ě n @v P Bcn. Entonces,

n ď inf
vPBcn

p´Fxpp, vqq (5.84)

Por otro lado, @n ě n0 como ´Fx es continua y Bn es compacto ´Fx alcanza su mı́nimo en

cada Bn. Luego, si n ď m ñ Bn Ď Bm, entonces

mı́n
vPBm

p´Fxpp, vqq ď mı́n
vPBn

p´Fxpp, vqq (5.85)

Ahora, tomemos n ě n0, tal que mı́n
vPBn0

p´Fxpp, vqq ď n, como ya mencionamos anteriormente,

sabemos que Du P Bn tal que ´Fxpp, uq “ mı́n
vPBn

p´Fxpp, vqq. Aśı, se tiene que,

a. ´Fxpp, uq ď ´Fxpp, vq @v P Bn

b. ´Fxpp, uq ď
p4,3,4q

mı́n
vPBn0

p´Fxpp, vqq ď n ď
p4,3,3q

inf
vPBcn

p´Fxpp, vqq ď ´Fxpp, vq @v P Bcn.

b. Implica que ´Fxpp, uq ă 8

a. y b. implican que ´Fxpp, uq ď ´Fxpp, vq @v P TxM , i.e, ´Fxpp, uq “ mı́n
vPTxM

p´Fxpp, vqq.

Por último, concluimos que Hpx, pq “ ´

ˆ

mı́n
vPTxM

p´Fxpp, vqq

˙

“ Fxpp, uq.

Observemos que la proposición anterior nos inspira a encontrar un método para calcular Hpx, pq,

pues como garantiza la existencia de máx
vPTxM

pFxpp, vqq, es una buena aproximación comenzar por en-

contrar los puntos cŕıticos de Fxpp, vq, los cuales cumplen la relación B
BvFxpp, vq “ 0. De hecho, de

esta forma sólo obtendremos los máximos de F x como muestra el siguiente corolario.

Corolario 24. Sea H “ L˚ donde L es un Lagrangiano. Entonces Hpx, pq “ pv ´ Lpx, vq, donde

p cumple la relación p “ Lvpx, vq.

Demostración. Es bien sabido que una función cóncava sólo tiene como puntos cŕıticos a máximos

globales.

Veamos que F x es cóncava en v: Dado px, pq P T˚M sea λ P r0, 1s y v, w P TxM , tenemos de la

linealidad de p y la convexidad de L que,

96



5.3. Dinámica del Flujo Geodésico El Flujo Geodésico en Variedades Riemannianas

Fxpp, λv ` p1´ λqwq “ ppλv ` p1´ λqwq ´ Lpx, λv ` p1´ λqwq

ď λppvq ` p1´ λqppwq ´ λLpx, vq ´ p1´ λqLpx,wq “ λFxpp, vq ` p1´ λqFxpp, wq (5.86)

Como los puntos cŕıticos cumplen,

0 “
B

Bv
Fxpp, vq “

B

Bv
pppvq ´ Lpx, vqq “ p´ Lvpx, vq, (5.87)

ñ p “ Lvpx, vq.

6 Hpx, vq “ máxv tFxpp, vqu “ pv ´ Lpx, vq con p “ Lvpx, vq.

Notemos que un cálculo análogo al hecho en la demostración del corolario anterior, muestra que,

si L es estricamente convexo F x será estrictamente cóncavo, por lo que, tendrá un único máximo.

Ejemplo 11. Calculemos unos ejemplos simples para irnos familiarizando con el dual convexo

H “ L˚de una función convexa L.

Sea M “ R y notemos que una 1-forma p P T˚R no es más que la función lineal descrita por

la recta y “ pt. En este caso, es fácil dar una interpretación geométrica (gráfica) de la constucción

del dual convexo:

Sea L : TRÑ R, tenemos que Lpx, tq es una función convexa en t, para cada x definamos Lx :

RÑ R como: Lxptq “ Lpx, tq. Ahora tomemos la gráfica de Lxptq y la gráfica de la recta yptq “ pt

en R2. Sea tppq el punto en que la curva está más lejos de la recta en la dirección vertical tomando

en cuenta “distancias negativas”. Entonces, @p la función Fxpp, tq “ pt ´ Lxptq tiene un máximo

con respecto a t en tppq. El dual convexo está definido como Hxppq “ p ¨ tppq´Lptppqq “ Fxpp, tppqq.

Ahora consideremos los Lagrangianos L : TRÑ R dados por:

a. Lpx, tq “ t2: este es un caso particular del Lagrangiano en el ejemplo 8 cuando d “ 1, m “ 2 y

V pxq ” 0. Entonces queremos definir el Hamiltoniano H “ L˚ : T˚R Ñ R dado por Hpx, pq “

máx
tPTxR

pFxpp, tqq donde Fxpp, tq “ pt´ t2.

Queremos entonces maximizar Fxpp, tq, como L es estrictamente convexa Fx tiene un único

punto cŕıtico que satisface, 0 “ B
BtFxpp, tq “ p´ 2t ñ el máximo de Fx lo alcanza en t “ 1

2p 6

Hpx, pq “ Fxpp,
1
2pq “

1
2p

2 ´ 1
4p

2 “ 1
4p

2.

b. Lpx, tq “ 1
2mt

2: este también es un caso particular del ejemplo 8 cuando d “ 1 y V pxq ” 0. En-

tonces tenemos que, Fxpp, tq “ pt´ 1
2mt

2. Luego, B
BtFxpp, tq “ p´mt y como L es estrictamente

convexa entonces Fp tiene un único punto cŕıtico máximo en t “ 1
mp 6 Hpx, pq “ 1

mp
2´ 1

2mp
2 “

1
2mp

2.
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c. Sean α, β ą 1 tal que 1
α `

1
β “ 1, Lpx, tq “ 1

α t
α, B

BtFxpp, tq “ p´ tα´1, entonces tiene un único

máximo en t “ p
1

α´1 ,

Hpx, pq “ p
1`

1
α´1 ´ 1

αp
α
α´1 “ p

α
α´1 ´ 1

αp
α
α´1 “

ˆ

1´
1

α

˙

p
α
α´1 “

1

β
pβ.

Teorema 26 (Fenchel-Moreau). Sea E un espacio vectorial normado L : E Ñ p´8,8s convexa y

semicontinua inferiormente tal que L no sea la constante 8. Entonces L˚˚ “ L.

Omitiremos la demostración por estar al margen de los fines de este trabajo. Sin embargo, ésta

se puede encontrar en [Brez].

Corolario 25. Sea L un Lagrangiano y H el Hamiltoniano asociado dado por H “ L˚. Entonces

H˚ “ L˚˚ “ L.

En la observación 6 vimos que H es convexo en p, ahora veamos que también es súper lineal.

Proposición 47. Sea L un Lagrangiano y H “ L˚ el Hamiltoniano asociado. Entonces H es súper

lineal.

Demostración. Para todo p P T˚xM Dv P TxM tal que, }p} “ }v} y ppvq “ }p}
2
. Ahora fijemos

cualquier λ ą 0 y p ‰ 0 y sea v “ λ
v

}p}
. Aśı

Hpx, pq “ máx
vPTxM

tppvq ´ Lpx, vqu ě ppvq ´ Lpx, vq

“ ppλ
v

}p}
q ´ Lpx, λ

v

}p}
q “ λ

ppvq

}p}
´ Lpx, λ

v

}p}
q

ě λ}p} ´ máx
Bλp0q

tLpx, vqu (5.88)

por lo tanto:

liminf
}p}Ñ8

Hpx, pq

}p}
ě liminf

}p}Ñ8

λ}p} ´ máx
Bλp0q

tLpx, vqu

}p}
“ λ (5.89)

como λ es arbitraria, tenemos que Hpx, pq es súperlineal.

A estas alturas ya debe ser más que evidente que Lagrangianos y Hamiltonianos están fuerte-

mente relacionados, y de hecho, tienen propiedades similares. A continuación veremos que podemos

concluir propiedades dinámicas de uno a través de estudiar las propiedades dinámicas del otro.

Definición 66. Definimos la Transformación de Legendre como: L : TM Ñ T˚M ; Lpx, vq “
px, Lvpx, vqq.

Proposición 48. La transformación de Legendre L es una conjugación entre el flujo Lagrangiano

y el flujo Hamiltoniano.
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Demostración. Tenemos que L “ L˚˚ “ H˚, por lo tanto si p “ Lvpx, vq tenemos que v “ Hppx, pq.

Notemos que pH ˝ Lqpx, vq “ Hpx, Lvpx, vqq “ Lvpx, vqv ´ Lpx, vq “ Epx, vq.

Aśı Hpx, pq “ E ˝L´1 “ p ¨Hppx, pq´Lpx,Hppx, pqq “ p·v´Lpx, vq. Luego Hx “ ´Lx entonces

las ecuaciones de Euler-Lagrange

9x “
d

dt
x “ v “ Hp

9p “
d

dt
Lv “ Lx “ ´Hx (5.90)

son las mismas que las ecuaciones Hamiltonianas (Gradiente simpléctico).

Ejemplo 12. Consideremos ahora el Lagrangiano en el ejemplo 10. Lpx, vq “ 1
2gxpv, vq “

1
2 }v}

2
x vi-

mos que el flujo de Euler-Lagrange asociado es justamente el flujo geodésico, gt. Además la ec (5.56)

en 10 tenemos que: Lvpx, vq “ }v}
2
x. Luego el Hamiltoniano asociado es Hpx, pq “ E◦L´1px, pq “

}p}
2
x ´

1
2 }p}

2
x “

1
2 }p}

2
x.

Ejemplo 13. Sea Lpx, vq “ 1
2kxpv, vq ´ V pxq en el ejemplo 9.

La enerǵıa está dada por:

Epx, vq “ Lvpx, vq ¨ v ´ Lpx, vq “ kxpv, vq ´

ˆ

1

2
kxpv, vq ´ V pxq

˙

“
1

2
kxpv, vq ` V pxq. (5.91)

Por tanto el Hamiltoniano es:

Hpx, pq “
`

E◦L´1
˘

px, pq “
1

2
kxpp, pq ` V pxq (5.92)

Dado un Hamiltoniano H, hay veces que es interesante considerar la dinámica de éste, restrin-

gida a las hipersuperficies H “ c, que en muchas ocasiones resultan ser compactas. En particular,

para el flujo geodésico de una variedad Riemanniana compacta sucede esto y cuyas fibras son haces

de esferas sobre M .

Si c es un valor regular de H y la hipersuperficie Hc :“ H´1pcq “ tx PM | Hpxq “ cu es com-

pacta, entonces el sistema Hamiltoniano preserva una 1-forma no degenerada ωc. Localmente se

puede descomponer la medida 2n-dimensional generada por ω en medidas (2n-1)-dimensionales en

Hc`δ para |δ| suficientemente pequeño y considerar las medidas condicionales definidas módulo una

constante multiplicativa. Aśı podemos estudiar la dinámica hamiltoniana restringida a las fibras Hc.

En el caso de T˚M , la forma simpléctica ω no sólo es cerrada sino también exacta. La 1-forma θ “
n
ř

i“1

pidxi satisface que dθ “ ω. Esta 1-forma θ definida en T˚M no depende de la carta coordenada.

Por supuesto, en general, un sistema Hamiltoniano en T˚M no preserva θ ó cualquier otra 1-forma
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que su derivada exterior sea ω. Por esto, la siguiente proposición nos dice qué condiciones necesita

el Hamiltoniano H para tener la invarianza de θ.

Proposición 49. El campo vectorial Hamiltoniano χH en T˚M preserva la 1-forma de Liouville θ

a lo largo de la hipersuperficie H´1pcq, si y sólo si el Hamiltoniano puede ser tomado positivamente

homogéneo en p modulo funciones, i.e. Hpx, αpq “ ΦpαqHpx, pq para α ą 0.

Demostración. Si θ es invariante tenemos que:

0 “ L χHθ “ dpθ{χHq ` pθω{χHq “ pdHq ` dpθ{χHq. (5.93)

Entonces dpθ{χHqpvq “ 0 si dHpvq “ 0. Como dHpvq “ 0 @v tangente a la hipersuperficie

tenemos que θ{χH es constante en cada componente conexa de la hipersuperficie H´1pcq, esto se

da si

θ{χH “ ϕpHq (5.94)

para alguna función ϕ P C1. En coordenadas de Darboux tenemos que

Hpx, αpq “ ΦpαqHpx, pq (5.95)

Donde Φ1 “ ϕ

Ejemplo 14. Un caso particular de esto es el Flujo Geodésico, pues el Hamiltoniano asociado a

él es una función cuadrática en p, y por tanto, preserva la restricción de θ a cualquier hipersuperfice

de enerǵıa Hc.

La restricción de θ a la hipersuperfice Hc para un valor regular de H, es un ejemplo de una

1-forma tal que θ ^ pdθqn´1 es no degenerada y es una motivación para el estudio de la siguiente

clase de variedades diferenciables.

Definición 67. Sea M una variedad orientable de dimensión 2n ´ 1 y θ una 1-forma sobre M .

Entonces θ es una Forma de Contacto si la p2n ´ 1q-forma θ ^ pdθqn´1 es no degenerada. M

equipada con una forma de contacto θ, se llama Variedad de Contacto y se denota por pM, θq. Un

Difeomorfismo de Contacto es un difeomorfismo de pM, θq que preserva su forma de contacto.

A un flujo en pM, θq que preserva la forma de contacto se le llama Flujo de Contacto.

A diferencia de las variedades simplécticas que admiten varios campos hamiltonianos, las va-

riedades de contacto vienen equipadas con un campo vectorial canónico V definido por θ{V “ 1

y dθ{V “ 0. Este campo vectorial es único pues, dimpkerpdθnqq “ 1 y además, es distinto de θ,

por la hipótesis de no degeneración. Como θ{V “ cte, la derivada de Lie L V θ “ 0, por lo que, el

flujo de V preserva la forma de contacto y por tanto, todo lo definido en términos de θ, como es

el caso del volumen, al flujo generado por V se le conoce como Flujo Caracteŕıstico de la forma

de Contacto. Supongamos que χ es un campo vectorial cuyo flujo preserva la forma de Contacto

θ, entonces también tiene que preservar kerpdθnq, y por tanto, debe conmutar con el flujo carac-
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teŕıstico de θ. Esto quiere decir que, todo flujo de Contacto viene de conmutar el flujo caracteŕıstico.

Con un argumento análogo, todo difeomorfismo de contacto se obtiene al conmutar el difeomor-

fismo de contacto caracteŕıstico.

Ahora, si la variedad de contacto es un nivel de enerǵıa de un hamiltoniano homogéneo, V

resulta ser el campo vectorial Hamiltoniano.

Como nuestro interés es el estudio de flujos geodésicos, la siguiente proposición es un resultado

sustancial en esta sección.

Proposición 50. El flujo geodésico de una variedad Riemanniana es un flujo caracteŕıstico para

SM y por lo tanto un flujo de contacto.

Demostración. El flujo geodésico es un flujo Hamiltoniano de un Hamiltoniano homogéneo. Luego,

la restricción a las hipersuperficies Hc de los flujos Hamiltonianos de un Hamiltoniano homogéneo

son flujos caracteŕısticos para los niveles de enerǵıa, y por lo tanto, de contacto.

5.4. El Flujo Geodésico en Variedades Cerradas

con Curvatura Seccional Negativa

Un ejemplo de flujos de Anosov muy importante y verdaderamente impresionante, tanto por

sus implicaciones dinámicas como por su exquisita geometŕıa, es el caso de los fujos geodésicos en

variedades Riemannianas compactas con curvatura seccional negativa.

Recapitulemos algunas cosas vistas en los caṕıtulos anteriores.

Sea pM, gq una variedad Riemanniana con métrica Riemanniana gxpv, vq. Denotemos por TM

el haz tangente de M y por SM :“ tu P TM{ }u} “ 1u el haz tangente unitario.

Definamos el Lagrangiano: L : TM Ñ R, Lpx, vq :“
1

2
gxpv, vq. Dado el sistema dinámico en TM

definido por la ecuación de Euler-Lagrange asociado a este Lagrangiano igual que su restricción a

SM coincide con el Flujo Geodésico de la variedad Riemanniana pM, gq como lo muestra el ejemplo

10.

Para X,Y, Z,W P TxM , sea RpX,Y, Z,W q “ xRpX,Y qZ,W y el tensor de curvatura en x.

Entonces para u, v P TxM linealmente independientes, definamos kpu, vq “ Rpu,v,u,vq

xu,uyxv,vy´xu,vy2
, la

Curvatura Seccional del plano Π Ď TxM generado por u, v. Recordemos que k no depende de la

elección de u, v P Π, sólo depende de su envolvente lineal Π.

Ahora notemos que si pM, gq es una variedad Riemanniana compacta tal que su curvatura sec-

cional ´kx ă 0, @x PM , por compacidad, tenemos que existe k ą 0 tal que, ´kx ă ´k ă 0 @x PM
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ie: la curvatura seccional de M está siempre acotada por una constante negativa ´k.

Los campos de Jacobi Y : tÑ Y ptq P TγptqM a lo largo de una geodésica γ : RÑM , se obtienen

como soluciones de la ecuación de Jacobi:
..

Y ptq `KptqY ptq “ 0, con Kptq :“ Rpγ1ptq, ¨qγ1ptq.

Un campo de Jacobi tangencial es de la forma Y ptq “ fptq
.
γptq, con

..

fptq “ 0, y por lo tanto,

lineales en el tiempo. Por otro lado, la proyección Y T sobre
.
γptq de cualquier campo de Jacobi Y ,

es de la misma forma con fptq “
@

Y ptq,
.
γptq

D

, pero
..

fptq “
A ..

Y ptq,
.
γptq

E

“ ´
@

k
.
γptq, Y ptq

D

“ 0, por

lo que la proyección tangencial Y T sobre Y es un campo de Jacobi. Por linealidad de la ecuación

de Jacobi, lo mismo se cumple para Y K :“ Y ´ Y T que es ortogonal a
.
γptq.

Algo interesante de los campos de Jacobi es que, el hecho que surjan como variaciones de geodési-

cas refleja la dinámica del flujo geodésico gt en el siguiente sentido.

Para x P M y v P TxM denotemos por γv la geodésica con γvp0q “ x y
.
γvp0q “ v, entonces

existe el siguiente isomorfismo 39

Θv : TvTM Ñ TxM ‘ TxM (5.96)

ζ ÞÑ px, x1q (5.97)

tal que

ΘgtvpDg
tζq “ ppY ptq,

.

Y ptqq (5.98)

donde Y es el campo de Jacobi a lo largo de γv con Y p0q “ x,
.

Y p0q “ x1.

Esto nos permite describir la dinámica del flujo geodésico en términos de la evolución de los

campos de Jacobi y hablar sobre la acción de gt ó dgt sobre los campos de Jacobi.

Los dos campos de Jacobi linealmente independientes con crecimiento lineal, corresponden a

reparametrizaciones afines de la geodésica; es decir, shifts del punto inicial y cambios de velocidad

uniformes. La primera variación corresponde a la dirección del flujo geodésico en el haz tangente

unitario SM , el segundo es transversal a SM . Por tanto, para ver que el flujo geodésico en SM es

de Anosov, basta ver que el espacio de campos de Jacobi ortogonales admiten una descomposición

en subespacios contractivos y expansivos.
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Para estudiar los campos de Jacobi ortogonales, es suficiente saber que son soluciones de la

ecuación de Jacobi:

..

Y ptq `KptqY ptq “ 0, (5.99)

donde K es un operador simétrico, negativo definido que, bajo las hipótesis de curvatura y compa-

cidad, implican la existencia de k ą 0 tal que

xKY, Y y ď ´k xY, Y y (5.100)

siempre que Y K
.
γ y tal que

xKY,KY y ă k2 xY, Y y (5.101)

@Y P SM .

Como cualquier cota superior de la curvatura seccional puede ser tomada como ´k, tomemos

0 ă k ď 1.

Para mostrar la hiperbolicidad del flujo geodésico tomaremos la norma en TxM ‘ TxM dada

por la metrica de Sasaki.

}u, v} :“
a

xu, uy ` xv, vy (5.102)

para u, v P TxM .

Lema 15.

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ define un δ´cono Cδen TxM ‘ T xM .

Demostración. Sea

Cδ :“

$

’

&

’

%

v “ Y `
.

Y P TxM ‘ TxM{

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ

,

/

.

/

-

, (5.103)

Y “ pY1, ..., Ynq y
.

Y “ p
.

Y 1, ...,
.

Y nq, entonces

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ implica
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n
ÿ

i“1

Yi
.

Yi ě δ

ˆ

}Y }
2
`

›

›

›

.

Y
›

›

›

2
˙

ðñ

n
ÿ

i“1

Yi
.

Yi ě δ

˜

n
ÿ

i“1

Y 2
i `

n
ÿ

i“1

.

Y 2
i

¸

ðñ

n
ÿ

i“1

Y 2
i `

n
ÿ

i“1

.

Y 2
i ´

1

δ

˜

n
ÿ

i“1

Yi
.

Yi

¸

ď 0

pY1, ..., Yn,
.

Y 1, ...,
.

Y nq

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

»

—

—

–

1 O

. . .

O 1

fi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

—

–

´
1

2δ
O

. . .

O ´
1

2δ

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

—

–

´
1

2δ
O

. . .

O ´
1

2δ

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

1 O

. . .

O 1

fi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Y1

...

Yn
.

Y 1

...
.

Y n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ď 0 (5.104)

ie: pY,
.

Y qQ

˜

Y
.

Y

¸

ď 0 (5.105)

ó bien:
A

pY,
.

Y q, QpY,
.

Y q
E

ď 0 (5.106)

Donde Q es la siguente forma cuadrática de 2nˆ 2n:

Q :“

˜

In ´ 1
2δ pInq

´ 1
2δ pInq In

¸

(5.107)

Con In la matriz identidad de nˆ n.

Notemos que detpQq “ detppInqpInq ´ p´
1
2δ pInqqp´

1
2δ pInqqq “ p1 ´ p

1
2δ q

2qn, luego si tomamos

δ ă 1
2 tendremos que detpQq ă 0. Entonces como Q es simétrica, sabemos que DP P O2npRq tal

que Q “ P´1DP donde

D :“

˜

αIn O

O ´βpInq

¸

, α, β ą 0 (5.108)
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Esto significa que existe un cambio lineal de coordenadas P en TpM ‘ TpM tal que, Cδ es la

imagen del cono estándar Kγ :“
A

P pY,
.

Y q, D
”

P pY,
.

Y q
ıE

ď 0 bajo la transformación lineal P´1,

con γ “
β

α
i.e.:

P´1pKγq “ P´1
´A

P pY,
.

Y q, D
”

P pY,
.

Y q
ıE¯

“

A

P´1P pY,
.

Y q, P´1D
”

P pY,
.

Y q
ıE

“

A

P´1P pY,
.

Y q, P´1pPQP´1q

”

P pY,
.

Y q
ıE

“

A

pY,
.

Y q, QpY,
.

Y q
E

“ Cδ. (5.109)

Recordemos que k P p0, 1s y notemos que para k ą 0 y a, b ą 0 numeros reales entonces:

1. pa´ bq2 “ a2 ´ 2ab` b2 ě 0 ñ a2 ` 2ab` b2 ě 4ab, i.e. pa` bq2 ě 4ab, luego a` b ě 2
?
ab

ô

?
ab

a` b
ď

1

2

2. k ď 1 ô b` ka ě ka` kb ô
b` ka

a` b
ě k

3. k ą 0 ô k2 ă k2 ` 8k ô k ´
?
k2 ` 8k ă 0 ô

k ´
?
k2`8k

´4
ą 0

Lema 16. Para 0 ă δ ă mint
1

2
,
k ´

?
k2`8k

´4
u la familia de δ´conos Cδ dada por

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ es

estrictamente invariante.

Demostración. Es suficiente demostrar que
d

dt

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ą 0 cuando

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 “ δ.

Por la observación anterior tenemos que

c

xY, Y y
A .

Y ,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ď
1

2
y que

A .

Y ,
.

Y
E

` k xY, Y y
›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě k

Luego, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y tomando

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 “ δ, se tiene que:
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d

dt

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 “

´A .

Y ,
.

Y
E

`

A ..

Y , Y
E¯

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

´ 2
A

Y,
.

Y
E´A

Y,
.

Y
E

`

A ..

Y ,
.

Y
E¯

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

4

“

A .

Y ,
.

Y
E

´ xKY, Y y
›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ´ 2

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

A

Y ´KY,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

ě

A .

Y ,
.

Y
E

` k xY, Y y
›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ´ 2δ

¨

˚

˝

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ´

A

KY,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

˛

‹

‚

ě k ´ 2δ

¨

˚

˚

˝

δ `

c

xKY,KY y
A .

Y ,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

˛

‹

‹

‚

ě k ´ 2δ

¨

˚

˚

˝

δ ` k

c

xY, Y y
A .

Y ,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

˛

‹

‹

‚

ě k ´ 2δ

ˆ

δ `
k

2

˙

ě ´2δ2 ´ kδ ` k ą 0 (5.110)

Tomando δ ă
k

1` c
´3
2

independientemente de ε ă
1

c
, tenemos entonces ε ă 4c2δ2 y

´

Y,
.

Y
¯

P Cδ.

Como

d

dt

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

“

A

Y,
.

Y
E

` ε
A ..

Y ,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2

“

A

Y,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ´ ε

A

KY,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ ´ ε

c

xKY,KY y
A .

Y ,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ ´
ε

c

c

xY, Y y
A .

Y ,
.

Y
E

›

›

›
Y,

.

Y
›

›

›

2 ě δ ´

?
ε

2c
ą 0

Esto prueba que los campos de Jacobi en Cδ expanden exponencialmente.

Definición 68. Sea pX, dq un espacio métrico y ε ą 0. Decimos que A Ď X es ε-Denso en X si

dpx,Aq ă ε, @x P X.

Lema 17. Si @x P M , Wupxq es densa en M DR “ Rpεq ą 0 tal que la bola de radio R en cada

variedad inestable (Wu
Rpxq) es ε-densa en M .

Demostración. Sea x P M y ε ą 0. Por compacidad de M existen z1, . . . , zj P M tal que M “
j
Ť

i“1

Bε{2pziq. Como Wupxq “
Ť

Rą0

Wu
Rpxq es denso en M , @i P t1, ..., ju,

`

Bε{2pziq XWupxq
˘

‰ ∅,
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por lo tanto existe Rpziq ą 0 tal que
´

Bε{2pziq XWu
Rpziq

pxq
¯

‰ ∅. Tomando Rpxq “ máx
1ďiďj

tRpziqu

muestra que Wu
Rpxqpxq es ε-densa en M .

Como Wu es una foliación continua existe δpxq ą 0 tal que Wu
Rpxqpyq es ε-densa @y P Bδpxqpxq.

Por compacidad de M existen x1, . . . , xk P M tal que las δpxiq-bolas cubren M . Aśı Rpεq “

máx
1ďiďk

tRpxiqu satisface el lema.

Proposición 51. Sea ϕt : M ÑM un flujo de Anosov. Si toda variedad inestable Wupxq es densa

en M . Entonces ϕt es mixing topológico.

Demostración. Sean @U, V ĎM abiertos, queremos ver que DT tal que ϕtpUq X V ‰ ∅, @t ě T .

Sean x, y P M y ε ą 0 tales que Wu
ε pxq Ď U y Bεpyq Ď V . Tomemos R “ Rpεq como

en el lema como ϕt expande uniforme y exponencialmente a la variedad inestable Wupxq te-

nemos que DT pU, V q ą 0 tal que Wu
Rpϕ

tpxqq Ď ϕtpWu
ε pxqq, @t ě T . Luego por el lema ∅ ‰

pWu
Rpϕ

tpxqq XBεpyqq Ď pϕ
tpWu

ε pxqq X V q, @t ě T .

Lema 18. Sea pM, θq una variedad de contacto compacta. Si ϕt : M ÑM es un flujo de contacto

Anosov, entonces kerpθq “ Eu ‘ Es.

Demostración. Tenemos que SM es compacto por lo tanto θ es acotada en SM ñ C :“ sup
v‰0

|θpvq|

}v}
ă

8. Si v P Espxq y como ϕt es un flujo de contacto y por tanto θ es ϕt-invariante, tenemos que

|θpvq| “ |ϕt˚pθpvqq| “ |θpϕ
tpvqq| ď C }ϕtpvq} Ñ

tÑ8
0, por lo tanto θpvq “ 0 @v P Es. Análogamente

tenemos que θpvq “ 0 @v P Eu.

Corolario 26. Sea ϕt : M ÑM un flujo de contacto Anosov. Entonces:

1. Wupxq es densa en M

2. ϕt es topológicamente mixing

3. ϕt es topológicamente transitivo

4. NW pϕtq “M
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