UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

Facurtap DE CIENCIAS

Clasificacion de grupos de automorfismos en
dominios k-conexos en la esfera de Riemann

T E S | S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Matematico

PRESENTA:

Inti Cruz Diaz

TUTORA

Marfa de los Angeles Sandoval Romero

Ciudad Universitaria, D. F.


Lourdes
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria, D. F.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Dedicatoria

Para quienes hacer matemdticas
es hacer de humanismo.






Agradecimientos

A mi madre primeramente, porque sin ella nada de esto hubiera sido posible. Gracias
mama por estar conmigo siempre, por mantenerte ecudnime ante mis locuras, por man-
tenerme y por quererme mucho.

Al viejo también por presionar para que ya acabara (era necesario) y por las opiniones.
A mi carnal Ja-chi-min .. si se puede hermano hay que seguirle dando.

A mi familia entera, gracias a mi abuelo por ensenarme disfrutar la chamba y a mi abue-
lita por la comida caliente, sabe bien que no es cualquier cosa.

A mi camarada Pavel por esas primeras discusiones matematicas, gracias por no dejarme
tener la razon.

A Diana por meterme a la clinica y a Emanuel por sacarme, aunque olvidaste mis panta-
lones, gracias a los dos por acompanarme.

A mi psicéloga Ximena y mi psiquiatra Dr. Galvan, por mantenerme a flote estos tltimos
16 meses. A Paloma porque me quiere y ser cable a tierra.

A Fernandez, Cesar, Carmen, Paco, Rolando, mis maestros, por ensenarme matematica
y sobre todo por ensefiarme a amarla.

A mi asesora Angeles, gracias doc. por recibirme en su cubiculo cuando estaba perdido y
sin asesor, por la paciencia de trabajar conmigo, de corregir mis errores y por la confianza
de ser su ayudante y mandarme a varias escuelas de matematica.

A Jawad y Paco por el apoyo para ir a Brasil, lamento no haber conseguido mas.

A la facultad, la quiero y siento orgullo de haberme formado aqui, nunca me falto nada
en sus pasillos y aulas.

A la sociedad matematica mexicana, pues a travez de su proyecto mujeres en las mate-
maticas, me ah brindado apoyo econémico para terminar esta tesis.

A mis sinodales Francisco, Oscar, Berlanga, Cesar por las recomendaciones y correcciones
hechas al trabajo.

Y a quien me falta, sepa que mi memoria es corta pero mi gratitud muy grande, gracias
por estar ahi.






Indice general

Introduccién I
1. Preliminares. 1
1.1. Andlisis Complejo. . . . . . . . . 1
1.2. La féormula integral de Cauchy.. . . . . . .. ... .. ... 3
1.3. Grupos topoldgicos y su geometria. . . . . . . . .. ... 9
1.3.1. Matrices no singulares y su métrica. . . . . . . . .. ... ... ... 10

1.3.2. Grupos discretos. . . . . . . ... 11

1.3.3. El Grupo de Mébius sobre R™. . . . . . . .. ... ... .. .... 12

1.3.4. Transformaciones de Mébius complejas. . . . . . . .. .. ... ... 18

1.3.5. Grupos elementales . . . . . . ... ... oL 27

2. Aut(Q) para dominios 1 y 2 conexos. 33
2.1. Conceptos introductorios. . . . . . . . . ... 34
2.2.  Primeros grupos de automorfismos. . . . . . .. ... 35
2.3. Caracterizacién de dominios simplemente conexos. . . . . . . . . .. .. .. 42
2.4. Descomposicién de Iwasawa de Aut(D).. . . . . . ... ... ... 45

3. Equivalencia de regiones k-conexas, k > 1. 51
3.1. Presentacion de resultados claves y definiciones. . . . . . . . . . .. .. .. 51
3.1.1. Revision de algunas ideas topolégicas. . . . . . . .. .. ... ... 23

3.1.2. Funciénes armonicas. . . . . . . . . ... 26

3.1.3. El problema de Dirichlet y su soluciéon. . . . . . . . . ... ... .. 58

3.2. Representacion de dominios k-conexos como anillos rasgados. . . . . . . . . 60
3.3. La estructura de grupo topologico de Aut(€2). . . .. ... ... ... ... 64

7



8 INDICE GENERAL
4. El teorema de clasificacién de M(2). 69
4.1. Definiciones y presentacion del Teorema . . . . . . . . ... .. ... ... 69
4.2. Resultados preliminares. . . . . . . . . . . ... L L 73
4.3. La prueba del teorema de clasificacion. . . . . . . . ... 75
4.3.1. Dominios simplemente conexos. . . . . . . . ... ... ... .... 76

4.3.2. Dominios doblemente conexos. . . . . . . ... ... 78

4.3.3. Dominios k-conexos con k> 3. . . . . . . ... 80



Introduccion

En el programa de ingreso de 1872 a la Facultad Filoséfica y al Senado de la K.
Friedrich-Alexanders- Universitat en Erlangen, Felix Klein [1] se pregunta por el problema
fundamental que aborda la geometria. Asume el conocimiento de lo que es una variedad
y sobre ello apunta:

"... Hay en el estudio de las variedades tantos tipos diferentes como en la geometria, y es
valido, también como en la geometria, hacer resaltar las analogias y las diferencias de
las investigaciones realizadas independientemente... "

Utiliza el concepto elemental de grupo de transformaciones espaciales, el cual entiende
como un grupo de funciénes biyectivas actuando en el espacio (variedad).

El nos dice y hace eco en nosotros, que olvidemos la imagen sensible, matemdticamente
inesencial y consideremos una variedad en el espacio y un grupo actuando sobre ella,
donde cualquier grupo tiene igual derecho, el problema general de la geometria surge
naturalmente:

..."Sea dada una variedad y un grupo de transformaciones de ella; investiguense los
objetos pertenecientes a la variedad desde el punto de vista de aquellas propiedades que
permanecen invariantes bajo las transformaciones del grupo..."

Denominamos grupo principal a la totalidad del grupo actuando en la variedad. Aho-
ra, uno puede decir que: Las propiedades geométricas permanecen invariantes bajo las
transformaciones del grupo principal, o bien que :

..."Las propiedades geométricas estan caracterizadas por su invariabilidad bajo las
transformaciones del grupo principal...”

L Acaso esto no es de lo mas natural? al menos en los ejemplos mas cercanos, hacer
geometria es ubicarse en un espacio y sacar propiedades de sus elementos invariantes bajo
ciertas transformaciones, es decir que no sean exclusivas del punto escogido.

Por lo tanto el problema general de la geometria se puede plantear como:
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..."Sea dada una variedad y un grupo de transformaciones de ella. Desarrdllese la teoria
de invariantes relativa al grupo..."

Buscar propiedades geométricas es buscar aquellos atributos de los objetos espaciales que
son invariantes bajo las transformaciones de un grupo.
El problema inverso también resulta interesante.

..."Dada una variedad y una propiedad de los objetos espaciales, busquese el grupo bajo
el cual, estd resulta invariante..."

Bien, eso es lo que nos propusimos estudiar.

Nos preguntamos son las transformaciones en dominios contenidos en la esfera de Rie-
mann que preservan localmente los angulos. Es decir, ;Cuéles son las transformaciones
conformes que tienen como dominio y contradominio conjuntos abiertos y conexos en la
esfera de Riemann?.

Para algunos dominios este estudio ya es bastante conocido, caso por ejemplo de la esfera
de Riemann, C, o el disco de Poincaré, D. Este ultimo es interesante porque el grupo
principal que conserva la conformidad coincide con el grupo de isométrias bajo la métrica
hiperbdlica.

Basados en los trabajos de diversos autores que citamos donde es correspondiente, logra-
mos dar una caracterizacion de quienes son los grupos principales para dominios en la
esfera de Riemann. Si no explicita, si bajo conjugaciones.

Nos seguimos preguntando ;Qué otras propiedades geométricas se tienen bajo la accién
de estos grupos principales?.

Nuestro estudio comenzé con una lectura del capitulo doce del libro Complex Analysis:
The Geometric Viewpoint, Steven G. Krantz [2]. Fue aqui donde encontramos nuestra
primera definiciéon de grupos de automorfismos, los primeros ejemplos y de donde surge la
duda sobre la clasificacién de estos grupos. Para continuar con nuestro proyecto nos apo-
yamos en el articulo Conformal Automorphisms of Plane Domains, A.F. Beardon [3], ahi
él autor da un teorema de clasificacién de grupos de automorfismos que resuelve nuestro
problema. Restaba ahora trazar el camino desde los conocimientos que un estudiante de
licenciatura posee, hasta llegar a exponer en el tltimo capitulo todos los pormenores que
la lectura de [3] presenta.

Incluimos en los preliminares una seccién dedicada al estudio de grupos topologicos y
la geometria de grupos discretos, el cual estd inspirado en [4]. En el siguiente capitulo,
calculamos explicitamente algunos grupos de automorfismos y derivamos de ellos un par
de propiedades interesantes.

Para el capitulo tres hemos expuesto algunos teoremas técnicos que justifican las sim-
plificaciones hechas al problema de clasificacién. Aunque no probamos el teorema que
utilizamos, decidimos incluir una versién equivalente para mostrar que en este tema exis-
te una interlocucién con otras areas de la matemaética.

El dltimo capitulo estd integrado por una explicacién mas extensa de los articulos [3] y
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On the number of 1 — 1 directly conformal maps which a multiply-connected plane region
of finite connectivity p (> 2) admits onto itself, M. Heins [5], el cual hace referencia a un
resultado probado por G. Julia en Sur la representation conforme des aires multiplement
connezxes [6], que junto con otro resultado citado por A. Beardon en [3], no son tratados.
Nos limitamos simplemente a citar dichas referencias, y utilizar los resultados. De no ser
asi, la tesis se desviaria en gran medida de su objetivo.






Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Analisis Complejo.

Seran tutiles algunos resultados por demés conocidos de analisis complejo. Esta seccién
es un compilado de ellos y sirve como introduccion al lenguaje utilizado en el resto del
trabajo. Las definiciones y teoremas fueron tomadas de [7, p. 1-15], para mayores detalles
recomendamos leer la referencia.

Sea f : U — C una funcién compleja y continuamente diferenciable (en el sentido del
célculo de varias variables) sobre un abierto U del plano complejo. Podemos escribir
f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y) con u(x,y),v(x,y), funciénes de valor real

Definicién 1.1. La funcion f(x,y) es holomorfa en un punto (x,y) € U, si satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ou ov ou ov

La funcion f es holomorfa en U, si es holomorfa en todo punto (x,y) € U.

Teorema 1.1 (Teorema de singularidades removibles de Riemann). Sea f un mapeo
holomorfo, en el disco perforado D(P,r) = D\ {P}. Si f es acotada, entonces f tiene
una continuacion analitica en todo el disco,D(P,r), Es decir, existe una funcién holomorfa

f_ en D(P7 T) tal que f'D(P,r) = f

Uno de los conceptos primordiales con los que estaremos trabajando es el de dominio,
va sea en la esfera de Riemann o bien en el plano complejo.

Definicién 1.2 (Dominio). Un dominio en el plano complejo C o en la esfera de Riemann
Cwo, €s una region abierta y conexa.
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Teorema 1.2. Si f es una funcion holomorfa en un dominio U,
{zeU: f(z) =0},
no tiene puntos de acumulacion en U.

Teorema 1.3 (Desigualdad de Cauchy). Sea f una funcion holomorfa en un dominio U
que contiene al disco cerrado D(P, R). La derivada de f satisface la siguiente desiqualdad:

09 M
() ron< 25

Donde M es el supremo de | f| sobre el disco D(P, R).

Teorema 1.4 (Liouville). Si f es una funcion holomorfa y acotada definida en todo C,
f debe ser una funcion constante.

Teorema 1.5 (Principio del argumento). Sea f un mapeo holomorfo en un dominio U, y
sea vy una curva topologicamente trivial, positiva orientada, cerrada y simple en U. Asuma
que f no se anula en . Existen a lo mds una cantidad finita k de ceros de f dentro de ~y
(considerando la multiplicidad) y:

1 /
2mi ) f(§)
Teorema 1.6 (Teorema de Hurwitz). Sea U un dominio y {f;}32, una sucesion de fun-

ciones holomorfas en U que convergen uniformemente en compactos, si ninguna de las f;
tiene ceros en U, [ es idénticamente cero 6 f no tiene ceros en U.

Teorema 1.7. Sea f una funcion holomorfa en un dominio U, si existe un punto P € U
tal que
f(P) = f(2)] vVz2eU

Entonces f es una funcion constante.

Teorema 1.8 (Lema de Schwarz). Si f : D — D es una funcion holomorfa tal que
f(0) =0, entonces:

|f(2)] < |z] y [f/(0)] = 0.
Si |f(2)| = |z] para alguna z € D\ {0} o bien |f'(0)] = 1, entonces f es una rotacion,
donde f(z) = e - 2 para algin A € R.

Definicién 1.3 (Familia normal). Una familia S de funciones en un dominio U, es
llamada normal, si y solo si, cualquier sucesion de elementos en § tiene una subsucesion
que converge uniformemente en subconjuntos compactos de U.

Teorema 1.9 (Montel). Sea U un dominio en el plano complejo y & una familia de
funciones holomorfas en U. Si existe una M positiva tal que :

[F(z)l <M

para toda z € U y toda F en S, entonces § es una familia normal.
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Otro de los conceptos que esta presente durante toda la tesis es la nocion de mapeo
conforme, los cuales se caracterizan por ser localmente equivalentes a una rotacién seguida
de una dilatacion. Nosotros trabajaremos con la siguiente definicién equivalente.

Definicién 1.4 (Mapeo conforme). Sea f funcion holomorfa en U C C abierto, escribi-
mos f = u + iv con u,v funciones de variable real. f es un mapeo conforme si y solo si
la matriz Jacobiana real en P € U,

1) =) e )

es distinta de cero.

La definicién anterior es equivalente a que la derivada compleja de f no se anule, o
bien que f sea un mapeo holomorfo y biyectivo (en su imagen). Pasaremos una y otra vez
entre estas definiciones segin sea conveniente. Llamamos también mapeo biholomorfo a
un mapeo conforme.

Decimos que f es conforme en € si y sélo si es conforme para todo P € ().

El siguiente teorema no puede ser anunciado sino como un clasico: el Teorema del
mapeo de Riemann.

Teorema 1.10 (Teorema del mapeo Riemann). Sea U un subdominio propio de C, si U
es homeomorfo al disco unitario, entonces es conformemente equivalente al disco unitario
abierto.

Teorema 1.11 (Caratheodory). Sea @ C C un conjunto simplemente conexo, cuya fron-
tera es una curva de Jordan simple. Seaiqﬁ : Q — D un mapeo conforme'. Entonces ¢ se
extiende a un homeomorfismo de € en D.

Teorema 1.12 (Teorema de Cauchy). Sea f una funcion analitica en una region Q. Sea
v una curva cerrada contenida en G, homotopica a un punto en G, entonces:

Lf:a

1.2. La férmula integral de Cauchy.

A partir de cualquier forma diferencial real, podemos crear una p-forma imaginaria al
multiplicarla por ¢. Las formas diferenciales complejas son sumas de la forma w; + iwo,

IQue existe por Teorema del mapeo de Riemann
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con wi, wy formas reales. El producto cuna se extiende de forma natural y los operadores
dy [ se extienden de tal forma que conmutan con la multiplicacién por i,

dw = dwy + 1dws, /w:/w1+i/ wWa.
X X X

El teorema de Stokes que es valido para formas diferenciales reales lo es para formas
complejas pues se cumple para sus partes real e imaginaria. Podemos usar las herramientas
de las formas diferenciales reales para probar un teorema fundamental en la teoria de
variable compleja: La formula integral de Cauchy, esto lo hacemos con miras a una futura
generalizacion del principio del argumento.

Probaremos varios lemas que dan lugar a la expresion que buscamos.
Lema 1.1. Sea z = x + iy la funcion coordenada compleja usual en C, dz = dx + idy.

Demostracion. z = z+iy con x,y 1-formas reales, la afirmacion se sigue de la definicion
de derivada exterior.

Lema 1.2. Sea f(2) una funcion con valor complejo en un abierto U de C. Probaremos
que la 1-forma f(2)dz es cerrada, si y sdlo si, f(z) = f(x,y) satisface la ecuacion de
Cauchy Riemann:

of _of

=1—.
dy ox
Si f(2)dz es cerrada, diremos que f es una funcién holomorfa en U™

Demostracién. Supongamos que f = fi1 +ifs entonces

of _ o o
or O ox
oF _oh | o
dy 0Oy oy

Por otra parte df = df, + idfs y por tanto,

_Oh, L OhOh  0f Of . 0f
df = ( 5 dx + dy dy) + i( 5 dx + o dy) = 8:cdx+ ayaly
De la definicion de derivada exterior,
B _ofof |
d(fdz) =df Ndz = (8xdx + aydy) A (dz + idy)

Supongamos que fdz es una 2-forma cerrada que opera en C* ( el plano tangente a C
es C). Podemos aplicarla al vector (eq,e2) vy,

Esta no es mas que una equivalencia de lo que nosotros ya habiamos definido anteriormente como
funcién holomorfa.
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0=d(fdz) (e1,e2) = (df Ndz) (eq,e3)

= {(g];d:c + Z?J;dy) A (dz +idy)} (e, e2)
= (Ghdo+ Fagyien - (o +idy)ies) - (Go+ Shanien) - (@ + idn)(en
= i(g‘; - g“;dy)
que se traduce en la ecuacion de Cauchy-Riemann.
Ahora supongamos que dicha ecuacion es verdadera.
d(fdz) = df Ndz
= (gid:p + g;dy) A (dz + idy)
= gidx Nidy + gzdy Ndx
- (zgidx) A dy + gijdy Adz
- g]ycdx/\dy%—(;‘;dy/\dx
= gjyrdx/\dy—gjyrdx/\dy:O

Por tanto fdz es cerrada.

Notese que la ecuacion de Cauchy Riemann es equivalente a las siguientes ecuaciones
reales

ofi 0fs Ofi  0fs

8x_3yy0y_ or

Lema 1.3. El producto de dos funciones holomorfas f y g es una funcién holomorfa.

Qe son las que aparecen de forma usual en los textos de variable compleja y que hemos acogido
para la definicién de funcién holomorfa.
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Demostracion. Si [ es funcion real y g posiblemente compleja,

0 0 +1 . _ 0 0
fo _ Ol tigy) _ Jagr + fo1, +ifage +1f g2, = ig e
Ox Ox Ox Ox
Andlogamente si f y g son funcidnes complejas,
ofy _of 0
or 0z’ Bz’
ofg _of 9
Oy 8y oy”’
De donde:
ofg _ af f af _ ;919
dy 83/ 83:' Yor

Lema 1.4. La funcion coordenada compleja z, es holomorfa.
Demostracion. Notemos simplemente que:
d(zdz) =dzNdz = 0.

Dado que el producto de funciones holomorfas, la suma de ellas y la multiplicacion por
escalares es una funcion holomorfa, podemos concluir que los polinomios complejos son
holomorfos.

Lema 1.5. Sea f holomorfa en v1 y v2, dos curvas cerradas y homotopicas en U:
f(2)dz= ¢ f(z)dz
71 2

Demostracion. Desarrollando cada lado de la igualdad:

§ Gz = [ ifd

) 1Gdz = [ v fde

Es un ejercicio cldsico que al ser vy, vo funciénes homotdpicas sobre S*, las integrales
son tquales.

Lema 1.6. 57 f es holomorfa en una region simplemente conexa U,

ﬁ f(z)dz =

para cualquier curva cerrada 7.
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Demostracion. Como U es simplemente coneza, cualquier curva cerrada 7y es homoto-
picamente equivalente a un punto. Por el resultado anterior:

ﬁf(Z)dz = fcf(z)dz = ]g(]*(f(z)dz) —0.
1

Lema 1.7. La funcion f(z) = o holomorfa en el plano perforado C ~\ {a}.

Demostracién. Para a = 0 consideramos la funcion f(z) como funcién de x y vy,

T oy
X = —1 .
fz.y) v +y? a4 y?

Calculando sus derivadas parciales respecto a x,

of, . 1 222 . 2y
@) = Wory @ Ve e
B 2xy , 1 222
T Ty e T e
y respecto a vy,
of . 2y _ 1 222
%) = Twrer T T e

concluimos que se satisface la ecuacion de Cauchy-Riemann, por lo tanto f(z) = — es
z

holomorfa en C ~\ {0}.

Componiendo con a f una translacion, f(z) =

también es holomorfa en C \ {a}.
z—a

Lema 1.8. Sea C, un circulo de radio r en torno al punto a € C.

1
/ dz = 2mi.
Cr Z—a

Demostracion. La curva que define a C,. es homotépicamente equivalente a la de cual-
quier circulo, incluyendo al de radio 1. Hacemos el cdlculo para r = 1, tomando h(z) =
zZ+a.

B (F(2)d2) = (f o h) det(h(2))dz = idz.

1

De manera que basta integrar la funcion — en el circulo unitario.
z

Sea v : [0,27] — Cy definida como (t) = (cos(t),sin(t)),

1 1
Sdr = / dz + id
/Clzz clsz:+z'y($+ly)

X . Yy i
- - dz +id
fo G g e i)

1 Yy
= dx + d
/cl @+ T @)
. 1 Y
T A S
o @™~ @™
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Al calcular cada término se obtiene:
1 Y 2 x Y
—dv + ————d = ——de+ —2——d
/01 (96 iy (@) y) ! ((:L“Q ) T @2 ) y)
27

= ) (— cos(t) sin(t)dt + sin(t) cos(t)dt)

S—

I
o

1 Yy I T Yy .
/ca((wuyz)dy‘(xuy?)dx) -/ (<w2+y2>d“<x2+y2>d>

— /027r (cos(t) cos(t)dt + sen(t) sen(t)dt)

= 27
La prueba del lema es la union de ambas igualdades.

Lema 1.9. Sea f(2) una funcion holomorfa en U y C,. un circulo de radio v con centro
en a, entonces:

> (_a)adz = 2mif(a)

Demostracién. Sabemos que:

dz

orif(a) = / J(a)

Crz2—a

Para cualquier r, |f(z) — f(a)| < € y € — 0 cuando r — 0. Dado que la integral anterior
no depende de r,

L@y LG M=
. zZ—a . zZ—a ¢ |z—d
Donde C' = o dz.
¢, |z —al

Cuando r — 0 las desigualdades se conservan y con ello se corrobora la igualdad original.

Finalmente podemos probar la formula integral de Cauchy

Teorema 1.13 (Férmula integral de Cauchy). Sean f una funcion holomorfa en U y
una curva cerrada en U que no pasa a través de a € U,

1o f@)

2 Jy 2z —a

dz = W(y,a)f(a).
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Demostracion. Sabemos que si v es una curva cerrada, entonces.

j{/w:W(y,a)/Clw.

Por lo que nuestro resultado se traduce en que:

Z—a Crz2—Q

Si fuese necesario, recomendamos lectura rapida de [8] en la seccién de formas diferen-

ciales, le recordamos que existe una versién traducida que edita la Facultad de Ciencias
de la UNAM.

1.3. Grupos topolégicos y su geometria.

En esta seccién establecemos las definiciones y conceptos concernientes a grupos to-
polégicos que son retomados en el ultimo capitulo. Son importantes pues la clasificacion
de los grupos de automorfismos que estudiaremos, esta dada en términos de propiedades
topologicas y algebraicas; el concepto de grupo topoldgico relaciona ambas.

Para esta breve introduccién nos hemos basado en [4, cap. LILIILIV V], y tratado de
presentar una version digerida y orientada a nuestros fines, cualquier omision claramente
es nuestra responsabilidad.

Grupos topoldogicos.

Comenzamos con la siguiente definicion:

Definiciéon 1.5 (Grupo topolégico). Un grupo topoldgico G es un grupo, que visto como
un conjunto, estd dotado de una topologia T y donde ambas estructuras (algebraica y
topoldgica) estan relacionadas de la siguiente manera:

» Para todo x € G el mapeo, x — ' (de G en G ), es continuo con la topologia 7.

» Y el mapeo (z,y) = zy (de G X G en G ) es continuo respecto a la topologia T.

Dos grupos topologicos son isomorfos cuando existe una biyeccion entre ellos, que es al
mismo tiempo un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo. Es decir, son equivalentes
como grupo y como espacio topolégico.

Un grupo topolégico G es discreto si la topologia en GG es la topologia discreta.
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Proposicion 1.1. Sea G un grupo topoldgico, para todo y € G, el mapeo x — xy es un
homeomorfismo de G en si mismo. Lo mismo es verdadero para el mapeo x — yzx.

Demostracién. Notemos que para todo y € G, el espacio G x {y} tiene una topologia
natural dada por Ax{y}, donde A es un abierto para G. El mapeo v — (x,y) es claramente
un homeomorfismo de G en G x {y}, asi mismo (x,y) — xy es un mapeo continuo de
G x {y} en G (pues lo es en todo G x G). Por lo tanto la composicion de ambas es un
homeomorfismo.

Corolario 1.1. Sea G un grupo topolégico y x € G tal que {x} es abierto. Para toda
y € G, {y} es un abierto y por tanto G es discreto.

Dados un grupo topolégico G y a € G, podemos definir los siguientes operadores:

T
V() = zax ta! = [x;0].

Usando induccion sobre n:
¢"(r) = ¢"(x)a.

En ciertas circunstancias las iteradas " (x) del conmutador convergen a la identidad y
dada la tltima igualdad, ¢™(z) converge a su tnico punto fijo a.

Si el grupo en cuestién es discreto, ¢"(x) = a a partir de una n lo suficientemente grande.
Sea GG un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G denotado H <G. G/H tiene la
estructura usual del grupo cociente con la topologia cociente.

Teorema 1.14. Si H <G, G/H con las estructuras usuales es un grupo topolégico.

1.3.1. Matrices no singulares y su métrica.

Una matriz con coeficientes complejos:

a b
induce una transformaciéon de Mobius ¢ :

(z)_az+b
g Cdz+ b’

si y sélo si A es una matriz no singular, es decir si su determinante, det(A) = ad — bc es
distinto de cero, el grupo de matrices complejas no singulares es el grupo general lineal
GL(2,C). Aquellas cuyo determinante es igual a uno conforman el grupo especial lineal,
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SL(2,C).
La traza de una matriz A esta definida por:

tr(A) =a+d.

La traza es invariante bajo conjugaciones y transposiciones, ademas de sacar escalares.
Definimos la matriz Hermitiana transpuesta A* de A como:

Dadas dos matrices

[ a D [ a B
() ooe(95)

definimos entre ellas un producto escalar [A, B] como:

[A, B] = tr(AB*) = aa + b3 + ¢y + do.

N

Como cualquier producto escalar, [z, y| induce la norma [z, y]% y la métrica [z —y,z—y|=.
En nuestro caso la norma || Al estd dada explicitamente:

IA] = [A, A]2 = (Ja]? + B + |¢] + |d|?)z.

1.3.2. Grupos discretos.

En esta seccion nuestra atencion estara puesta en los subgrupos del grupo topolégico
GL(2,C). Recordamos que un subgrupo G de GL(2,C) es discreto si y sélo si como
subespacio topoldgico tiene la topologia discreta. Se sigue que si X, A;, Ay --- estan en
Gy A, — X entonces A, = X para toda n lo suficientemente grande. No es necesario
suponer que X € G, basta que X € GL(2,C).

Regresando al caso de GG subgrupo discreto,

Ap(Apy) P 5 XX =1

y por lo tanto A,, = A, 1 para casi toda n.
Si deseamos probar que un cierto grupo G es discreto, basta ver que hay un punto en GG
que es aislado y en particular que la identidad lo es. Que es equivalente a que se verifique
que:

inf{|| X —I|| : X e G, X #1} >0,

i.e. que {/} es un abierto en G.

En término de sucesiones, G es discreto si y sélo si para toda sucesién {A4,,} C G, tal
que A, — I, A, = I para casi todo n.

Al trabajar con SL(2,C) obtenemos una formulacion para la topologia discreta en
términos de la norma.
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Lema 1.10. El subgrupo G < SL(2,C) es discreto si y sélo si, para cada entero positivo
k, el conjunto:
{AeG:|All <k}

es finito.

Este criterio muestra que un grupo discreto G en SL(2, C) debe ser a lo mas numerable.
Y de hecho,
G =U,2,G,,

donde
G,={AecG:|A| <k}

Cualquier subgrupo de un grupo discreto, es discreto.
Si G es discreto, cualquier grupo conjugado de G, (i.e. BGB™!) lo es también. Esto se
debe a que X — BXB™! es un homeomorfismo de GL(2,C) en si mismo.

1.3.3. El Grupo de Mobius sobre R".

Maés alla de las propiedades que son por deméas conocidas de las transformaciones de
Mobius, en este capitulo estudiaremos algunas que consideramos necesarias para exposi-
ciones futuras.

La esfera con centro en a y radio r, S(a,r) en R" esta dada por:

S(a,r)={z€eR": |z —a| =1}

La reflexién en S(a,r) es la funcién ¢ definida por:

¢(x):a+< r >(m—a). (1.1)

|z —al

Si denotamos r — x* com x* = ﬁ la férmula general de 1.1 esta dada por:

o(2) = a+1*(x — a)’

Falta definir esta reflexién ¢ en x = a. Para esto adjuntamos a R™ un punto al que
denotamos oo y formamos la union:

A

R" = R" U {o0}.

A lo que denominamos el espacio R™ extendido.
Naturalmente |¢(z)] — +oco cuando x — a, por lo que definimos ¢(a) = co. Asi, la
reflexion ¢ actiia en R™ y es una funcién biyectiva que tiene como tnicos puntos fijos a
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S(a,r).

Definimos un plano, P(a,t), con t € R, contenido en R como un conjunto de la forma:
P(a,t) ={z € R": (z-a) =t} U{oo},

Donde (x-a) es el producto interior usual en R™. Por definicién oo esta en todos los planos
P(a,t).
Una reflexién ¢ en el plano P(a,t) se define como:

¢(z) =z + Aa,

donde el pardmetro real X es tal que i(z + ¢(z)) estd en P(a,t), ddndonos una formula
explicita para ¢:

o(z) =2 —2[(x - a) —t]a", (1.2)
cuando € R" y ¢(0c0) = co. Nuevamente, ¢ actia sobre R", es un mapeo biyectivo y el
conjunto de puntos fijos de la transformacién es P(a,t).

Con la métrica usual en R™ las reflexiones son continuas, sin embargo no tenemos clara la
nocién de continuidad en oo y ¢~ *(o00). Debemos construir una métrica definida en todo
R" y que haga a ¢ continua en todo el espacio extendido.

El espacio R es inmerso de forma natural en R"*! mandando z — # donde:

= (21, ,Ty), T=(x1,",2Tp,0).

Por supuesto co = oco. De esta forma x — T es un mapeo biyectivo de R™ en el plano
Zns1 contenido en R™H,

El plano P(e,+1,0) puede ser mapeado de forma biyectiva en la esfera S™ = S(0,1) C
R”“, al proyectar & desde e,1, y tomar como m(z) al Gnico punto aparte de e, que
interseca a la esfera.

El mapeo 7 es conocido como la proyeccion estereograifica de R"™ en S™. Esta proyeccion
no es unica, podemos hacer esto mismo proyectando desde a € S™ al plano P(a,0), que
es topolégicamente, diferenciablemente y conformemente equivalente a P(e,41,0), estas
también son proyecciones estereograficas. FExiste para 7, una descripcion analitica:

21, 2z, |z|* -1
= y T ) € Rn7
Qb(x) <|x|2+1 22+ 17 |22 + 1 r

donde por definicién m(00) = €,,41.
Como x — 7(&) es biyectiva, podemos transferir la métrica euclidiana de S™ a una métrica
d en R™ denominada métrica cordal y definida como:

d(LU,y) = |7T('%) - 7'('(3])|7 T,y € R"™.
Una cuenta tediosa pero simple muestra que:

2|z —yl|

six, 00
dz,y) = { OHD20tpn2 v (1.3)
(1+]2[2)? Y=
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Esta formula muestra que la métrica d restringida a R™ induce la misma topologia que
la métrica euclidiana. Y con ella, toda reflexion es continua.

Definicién 1.6 (Transformaciones de Mobius). Una transformacion de Mdébius que actia
en R™ es la composicion de una cantidad finita de reflexiones (en esferas o planos).

Definicién 1.7. El grupo de transformaciones de Mdbius actuando en R" es llamado
grupo general de Mébius y es denotado por GM (R™).

Teorema 1.15. Toda reflexion es conforme e invierte la orientacion.
Definicién 1.8. El grupo de Mébius M(R™) actuando en R" es el subgrupo de GM(R™)

que consiste en todas las transformaciones de Mobius que preservan la orientacion.

Sea ¢ una reflexién en la esfera S(a,r), la siguiente es una férmula bastante 1til,
o(z) —o(y)l =7 ((y —a)" = (z —a)"). (1.4)
Enunciamos a continuacion algunas propiedades importantes para las cuales usaremos
el término esfera para referirnos a una esfera de la forma S(a,r) o bien a un plano.
Teorema 1.16. Sea ¢ una transformacion de Mobius y X una esfera. Entonces, ¢(X) es

también una esfera.

La ecuacién que define a una esfera ¥ (S(a,r) o P(a,t)) es:

|z|> = 2(x - a) + |a]* —r* =0,

—2(z-a)+2t=0,

que pueden ser descritas con la formula general,
aoglz|®> — 2(z - a) + apiq = 0,

Donde a = (ay, -+ ,a,), ao=0,1y a,13 = —1r% 2t .
Denominamos vector coeficiente de ¥ a (ag,ay,- - ,an41), €l cual estd inicamente deter-
minado, excepto por un miultiplo escalar real distinto de cero. Méas aun, en cualquier caso
se verifica que,

la* = apany1.

Definicién 1.9. Sean 3 y ¥ dos esferas con vectores coeficientes (ag, -+ ,ans1) y (bo,+++ ,bpy1)
respectivamente. El producto inverso (X,%') de ¥ y X/ es:

12(a-b) — apbp+1 — ant1bol

2(|al? = agtn+1)7 ([ = boba+1)?

(2,5 = (1.5)
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Dos esferas ¥ y ¥’ son ortogonales si (X,%) = 0.

Teorema 1.17. Para cualquier transformacion de Mobius ¢ y cualesquiera esferas ¥ y
>,
(¢(2),0(X)) = (£,%).

Teorema 1.18. Sean X una esfera, o la reflexion en X y I el mapeo identidad. St ¢ es
cualquier transformacion de Mdébius que fija a todo punto x € X, ¢ =1 o ¢ = 0.

Corolario 1.2. Cualesquiera dos reflexiones son conjugadas en GM(R")

Demostracién. Sean 31,01 y X9,09 dos esferas (planos) y sus respectivas reflexiones.
Ezxiste ¢ € GM(R™) tal que:

Yo~ fija a todos los puntos de Yo y no es la identidad, el lema anterior nos asequra
que:

Yop~t = oy

Sea o la reflexion en la esfera X, dos puntos x,y son inversos con respecto a > siy
sélo si, y = o(x). Por supuesto z = o(y).

Teorema 1.19. Sean x,y puntos inversos con respecto a una esfera X y sea ¢ una trans-
formacion de Mdobius. ¢(x) y ¢(y) son puntos inversos con respecto a la esfera ¢(X).

Demostracién. Sea oy la reflexion en la esfera ¢p(3), sabemos que es conjugada de o y
por tanto, ¢~ to1 = o, o de forma equivalente, o1¢ = ¢o. Por lo tanto, para x,y inversos
respecto a Xi:

01¢(x) = ¢po(x) = d(y).

FEs decir que o1 mapea a ¢(x) en ¢(y) y por tanto son puntos inversos respecto a ¢p(X).

Definicién 1.10 (Razén cruzada). Dados cuatro distintos puntos x,y,u,v € R™, defini-
mos la razon cruzada de esos puntos como:

[, y,u,v] = (1.6)

Usando la expresion obtenida en 1.3 para la métrica cordal, la anterior definicion tiene
la siguiente forma:
[z —ul- |y —v]

[z, y,u,v] = )
|z —y| - [u—vl

Teorema 1.20. Un mapeo ¢ : R* — R" es una transformacion de Mébius si y sélo si
preserva la razon cruzada.
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La extension de Poincaré.

Poincaré observo que cada transformaciéon de Mobius ¢ actuando en R tiene una
extensién natural a una transformacién de Mobius ¢ que actia en R+ y de esta forma
GM(R™) puede ser estudiado como subgrupo de GM (R™*1). Esta extensién depende de
la inmersion x — T, que ya hemos definido.

Para cada reflexion ¢ actuando en R definimos una reflexién é como sigue:

Si ¢ es la reflexién en S(a,r), a € R, entonces ¢ es la reflexién en S(a,r); si ¢ es la
reflexién en P(a,t), entonces ¢ es la reflexién en P(a, t).

Siz € R"y y = ¢(x) entonces de 1.1 y 1.2:

¢(x17 T 71:%70) = (y, T 7yn70) - ¢(ZL’) (17)

Y en ese sentido ¢ extiende a ¢. De forma alternativa, podemos identificar a R™ con
R"™ x R y escribir 1.7 como:

¢(x,0) = (¢(x),0).

Es facil notar que q?) deja invariante al plano z,41, y a cada uno de los semiespacios
Tpt1 < 0y xpp1 > 0, para esto sélo observemos que la coordenada (n + 1) de ¢(x) con-
serva el signo de la coordenada n + 1 de x, que se deduce de las férmulas generales 1.1 y
1.2.

Toda transformacion de Mobius ¢ que actia en ]R", es la composicion de una cantidad
finita de reflexiones ¢;, es decir ¢ = ¢ - - - ¢;, por tanto, existe al menos una transforma-
ci6n de Mébius ¢ = ¢y -+ - ¢;, que extiende la acciéon de ¢ a R™™ en el sentido de 1.7 y
que ademas preserva:

H™™ = {(21, - ,Tns1) : Tny1 > 0},

De hecho sélo puede existir una. Si 91, 15 son dos extensiones de la misma transformacién
b, 1y 11, fija a los puntos en el plano z,,11 = 0y por tanto, es la reflexién en dicho plano, o
la identidad, como deja invariante a H"*!, sélo puede ser la identidad y por tanto 1; = 1)s.

Definicién 1.11 (Extensién de Poincaré). La extension de Poincaré de ¢ en GM (R™) es
la transformacion ¢ en GM (R™) definida anteriormente.

Notemos que si ¢ = ¢y, y Y = 1y -+ -1, estdn en GM(IEA{{”“), la extensién de
Poincaré de ¢ esta dada por:

QY = (1 pmthr -+ n) = Pr- Piby P = P
Centremos ahora nuestra atencién en la accién de la extensién de Poincaré ¢ en H"t!. Si
¢ es una reflexién en la esfera S(a,r) con a € R™ sabemos que:

|6(2) — $(y)| r’

ly—al  Je—ally—al




1.3. GRUPOS TOPOLOGICOS Y SU GEOMETRIA. 17

Denotamos [qz;(:z)] ; ala coordenada j de #(x), de la formula general de las reflexiones en
la esfera:

(@) — Tt

|z — al?
Usando las anteriores expresiones:
1o@) =0 _ r'y—a] |z—af |y-af
[D(@) 1[0 |z —alPly—al* rzpp 1%Ynt
_ -yl
Tn4+1Yn+1
Lo cual nos dice que la expresion
a2
z =yl (1.8)
Tn+1Yn+1

es invariante bajo reflexiones en la esfera. Sea ahora ¢ la reflexion en el plano P(a,t)
con a € R". ¢ es una isometria euclidiana y més ain:

[¢(x)]n+l = Tn+1

Lo cual nos dice que bajo esta reflexiéon 1.8 también es invariante. Concluimos entonces
que es invariante bajo todas las extensiones de Poincaré.

Una consecuencia inmediata es que la extension de Poincaré de cualquier ¢ € GM (R”)
es una isometria en H"*! con la métrica riemanniana p dada por:

B |dx|

Tn+41

ds

H"*! con la métrica riemanniana p es nuestro primer modelo de espacio hiperbdlico, a p
se le denomina métrica hiperbdlica.

Una de las representaciones usuales del espacio hiperbdlico H"*! es el disco unitario B" !,
un resultado 1til e interesante es que GM (R”) es conjugado en GM (R”“) del subgrupo
en GM(R™) que deja invariante al disco B"t!. Para este modelo es conocido que si

r € Bt | |
1+ |z

0) =1 .

p(z,0) og<1_m>

Mas propiedades interesantes pueden resultar de estudiar la extensién de Poincaré de
GM (R™) como subgrupo de GM (R™*!). Sin embargo concluimos nuestro estudio proban-
do que GM (R™) tiene estructura de grupo topolégico y comentando el caso de R2.

La estructura Topolégica de GM(R").

Uno de los mas importantes teoremas de distorsién para las transformaciones de Mo-
bius nos dice que:
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Teorema 1.21. Sea ¢ una transformacion de Mdbius actuando en Rn y sea p la métrica
hiperbélica en H" . Entonces:

s, e g = explple i, dlensn) (19

Asumamoslo.
Con la métrica cordal el espacio R™ es compacto y todo elemento en GM (R") lo mapea
en si mismo, por lo que la métrica de la convergencia uniforme en GM (R") definida como:

D(¢,¢) = sup{d(¢(z),¢(z)) : x € (R")}.
tiene sentido. Esta es la métrica de la convergencia uniforme respecto a la métrica cordal.
Teorema 1.22. GM(R”) es un grupo topologico con respecto a la métrica D.

Demostracion. FEl teorema anterior nos dice que para cada ¢ € GM (R”), existe una
constante positiva c(¢) = exp p(ens1, ¢(€ns1)) tal que, para toda x,y € R":

d(¢(x), d(y)) < c(P)d(z,y).

Claramente, para cualesquiera ¢, P y W también se tiene que:

D(én, dat) = sup{d(¢ri(z), ap()) : € (R")}
Si hacemos y = ¢ (x),

sup{d(d1(x), oib(x)) - v € (R} = sup{d(61(y), ¥2(y)) : y € (R")} = D(¢n, ).

Por lo tanto:

D(¢, p191) < D(¢9, 910) + D(919), ¢191)

D
< D(, ¢1) + c(91) D(, 1). (1.10)

De esta forma, el mapeo (¢,10) — ¢ es un mapeo continuo en cualquier punto (p1,11).
De manera similar el mapeo 1) — =1 es continuo en ¢,

D(¢~"¢7") = D(¢~ 0, v~ Y) = D(¢™ ', 1) =
=D(¢7',07'¢) < c(¢7)D(¥, 9).

1.3.4. Transformaciones de Mobius complejas.

Las transformaciones de Mobius usualmente son representadas como mapeos de la

forma:
az+b

9(z) = (1.11)
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Donde los coeficientes a,b,c,d € C y ad — bc # 0. La funciéon g se define de manera
pertinente en los puntos de conflicto de forma que acttia biyectivamente en C'V. Se puede
observar que ¢g~! es también de la forma 1.11.

Definicién 1.12. Definimos como M a la clase de las funciones de Mébius de la forma
1.11.

Claramente M es un grupo de funciénes y el siguiente teorema nos dice quién es
explicitamente este grupo.

Teorema 1.23. M = M(R?).

Demostracién. En el caso de dimension 2, donde hemos identificado a C(= R?) con
la esfera de Riemann, los reflexiones en esferas o planos, son transformaciones que no
invierten la orientacion y tienen la forma:

az+b
cz+d

ab — cd # 0.

Si componemos dos de estos mapeos, obtenemos uno que estd contenido en M, por lo
tanto M(R?) C M.

Ahora supongamos que g € M y tiene la forma de 1.11. Si ¢ = 0 entonces g es bien una
translacion o una rotacion compuesta por una exrpansion, digamos:

g(2) :OH—%(z—a)

para alguna . En cualquier caso son generadas por un numero par de reflexiones y por
tanto g € M(R?).
Asumamos ahora que ¢ # 0. El circulo isométrico Q) de g es:

Qy={2€C:|ecz+d|l = lab — belz},

—d ad—bc).

que es el circulo S(=¢, **

Sean z,w € Qy:
(ad — be)(z — w)
|9(2) — g(w)| = |
(cz+d)(cw + d)
Usando la formula 1.4 se puede corroborar que o, la reflexion en el circulo isométrico de
g, también cumple esta propiedad. Por lo tanto ¢ = go también la comparte.
La formula 1.1 para las reflexiones en una esfera nos dice que:

| = |z —wl|.

—d lad — be| (z + 9)
c e e+ 4

o(z) =

IVEn esta seccién usamos C, para denotar el plano complejo extendido, pues es la notacién clasica al
exponer estos temas. Sin embargo, nosotros usamos C,, cuando nos referimos méas adelante a la esfera

PN

de Riemann, que en ese momento no distinguimos cualitativamente de C.
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Y por lo tanto,

B _ao(z)+b

o) = 9(o(2) = S (112
_afeo(z) +d] —(ad—dc) a U
B cleo(z) + d] Cc c\u|( +d)

donde hemos denotado u = ad — bc.
Por lo tanto el mapeo ¢(z) = az + [ con |a| = 1 es obtenido como la composicion de

un numero impar de reflexiones y g € M por ser la composicion de un nimero par de
reflexiones.

Por lo tanto M = M(R?).

Este teorema establece una caracterizacion de las transformaciones de Mobius con las
que estaremos trabajando, en lo posterior usaremos una u otra segun nos convenga.

Teorema 1.24. Sean zy, 29, 23 y Wy, we, w3, puntos cualesquiera en C. Existe una unica
transformacion de Mdbius que mapea a 21, zo, 23 €N Wy, We, W3, respectivamente.

Un cuaternion es una matriz compleja de 2 x 2 de la forma:
zw
q= ( R ) : (1.13)

El conjunto de los cuaterniones H verifican:

i) H es un grupo abeliano con respecto a la adicion;

ii) Los cuaterniones distintos de cero forman un grupo no abeliano con respecto a la
multiplicacion;

iii) H es un espacio vectorial real de dimensién cuatro con base:

=(50) =0 %)
j=(_01(1)> k:<gé)

donde la suma y la multiplicacion de cuaterniones obedecen a las reglas de suma y
multiplicacion de matrices.
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Los cuaterniones contienen una copia de C a través del mapeo:
r 41y — xl + yi.
Un punto (z,y,t) € R? es representado con el cuaternién:
x + yi +1j. (1.14)

Sea g € M | si el cuaternion 1.14 es de la forma z + tj, donde z = = + 7y. La extension
de Poincaré de g es dada por:

(az + b)(cz + d) + act® + |ad — beltj

1.15
lez + d|? + |c|?t? (1.15)

g(z+1tj) =

Una matriz es unitaria si:

AA* =1.

Cualquier matriz unitaria cumple que:
1 = det(A)det(A*) = |det(A)|>.

A la clase de matrices unitarias complejas con determinante uno las denotamos por
SU(2,C).

Teorema 1.25. Sea A una matriz en SL(2,C). Las siguientes proposiciones son equiva-
lentes y caracterizan a los elementos de SU(2,C).

i) A es unitaria;
i) |A]* =
iii) A es un cuaternion.

Teorema 1.26. Sea A € SU(2,C). El mapeo X — AX A~ es una isometria del espacio
de matrices en si mismo.

Cualquier matriz compleja de 2 x 2 en GL(2,C) induce un mapeo g en M a través de
la formula A — g4, donde:

a b az+b
A_<c d)’ gA(Z>_cz+d'

Denotamos por ¢ al mapeo A — g4 que es una inmersién de GL(2,C) en M y decimos
que A se proyecta en un representante g4. Una cuenta sencilla nos muestra que:

9gagdB = YAB,
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con lo cual ® es un morfismo de grupos.
A es elemento del kernel K de ® si y sélo si,

az+b:Z vz e C.
cz+d

Utilizando z = 1,0, oo obtenemos que :

KzKW@z{(SS):a#%.

Por tanto M es isomorfo a GL(2,C)/K. Que en términos menos formales nos dice que
g4 determina a la matriz A excepto por un miltiplo escalar distinto de cero.

Por lo general estamos mas interesados en la restriccién de ® a SL(2,C), donde el kernel
de esta restriccion es:

Ko=KNSL(2,C) ={I,—1I}.

De esta manera, cada funcién g en M es la proyeccion de dos matrices digamos A y —A.
Deducimos entonces que M es isomorfo a SL(2,C)/{I, —I}.
Las funciénes,
tr?(A) IA]*
det(a)’ |det(A)|’

son invariantes bajo la transformacion A — AA, A # 0 e inducen las funciénes en M:

A€ GL(2,C),

tr*(A) IA]*

traza® = _—.
) det(A) 7 Jdet(A))3

Donde A es una de las matrices que se proyecta en g. A menudo abreviamos tr?(g) para
referirnos a traza®(g) y usamos |traza(g)| para la raiz positiva de tr?(g). Obsérvese que
traza®(g) es invariante bajo cualquier conjugacién.

Teorema 1.27. Para cada g € M tenemos que:

lgll* = 2 cosh p(j. g7).

Teorema 1.28. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) Ae SU(2,C);
ii) g(j) =7 (donde g es la extension de Poincaré de g, = g);
iii) |lgll* = 2;

w) fgf™' es una transformacién lineal ortogonal, con f(w) = (w — j)(w + 7)7'j y
w=2z+1tj;

v) g es una isometria en C con la métrica cordal d.
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Puntos fijos y clases conjugadas.

Sea X un conjunto arbitrario, una permutacion de X es una funcién biyectiva de X
en X. Los puntos fijos de una permutacién g, son aquellos x € X tales que g(z) = z,
decimos en este caso que g fija a x.

Definicién 1.13. Sean G cualquier grupo de permutaciones de X y x € X. Definimos
Gy, el estabilizador de x (en G), como:

Gy ={9€G:g(x) =z}

Definicién 1.14 (G-érbitas). Definimos la orbita (o G-orbita) G(x) de x, como el sub-
conjunto de X dado por:
G(X)={gy(z) e X : g € G}.

Teorema 1.29. Para todas h,g € G un grupo de permutaciones, h(z) = g(z) si y solo si

hG, = 9G, .

Demostracién. Si hG, = gG,, siempre exvisten l1,ly € G, tales que h(ly) = g(l2), por
tanto h(x) = h(l;)(z) = g(ls)(x) = g(z).

Supongamos ahora que h(z) = g(z). Entonces, para todo | € G, l; = g 'hl es elemento
de G. Pues,

hx) =g hi(z) = g~ 'h(i(x)) = ¢~ (h(x)) = g7 (9(2)) = .
Por tanto hl = gl; y hG, = gG,.
Esto permite definir una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases en G/G,

(definidas por [h] = hG,) vy los elementos en la 6rbita G(z) de z, dada por [h] — h(zx).
La siguiente definiciéon no estda amarrada a que G sea un grupo de permutaciones.

Definicién 1.15 (Subgrupos conjugados). Dos subgrupos, Gy y G1 de G, son conjugados
si y sélo si existe un h € G tal que Gy = hG1h™L.
Como g € G fija a x si sélo si hgh™! fija a h(z), se tiene que:
Gh(m) = thh_l

De donde, si x y y estdn en la misma érbita (ie y = h(z)) sus estabilizadores son
conjugados.

Por supuesto, grupos conjugados son isomorfos y desde el punto de la accién geomé-
trica (sobre C4,) también son equivalentes. En principio estamos interesados en acciones
de subgrupos de M, de forma que establecemos nuestros resultados con mira a que se
conserven bajo conjugaciones.
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Definicién 1.16. Definimos F,, como el conjunto de puntos fijos de g.

Lema 1.11. S7 hg = gh,
MEg) =F, y g(Fy) = Fh.

Demostracion. Sea x € F},,

h(g(x)) = g(h(x)) = g(z).

Por tanto g(z) € Fy, y g(Fy) C Fy,. Ademds F, = F,_1 y h™'g™' = g7'h~, por tanto
sustituyendo g por g=t, concluimos que g=*(F}y,) C F, lo que pasa si y sélo si (Fy) C gFy,
lo cual prueba la igualdad.

Retornamos al estudio de los subgrupos G de M actuando sobre C,.
Se sabe que una transformaciéon de Mobius distinta de la identidad, fija uno 6 dos puntos
en C. Esto insinta una posible clasificacién de subgrupos de Mobius con respecto al
numero de puntos fijos. Dicha clasificacion es invariante bajo conjugaciones.
Es conveniente introducir cierto tipo de transformaciones de Mébius normalizadas.
Sea k € C distinta de cero, definimos:

my(z) = kz (sik #1)

mi(z) =z+1:

a las cuales llamamos formas estandar.
Para toda k:

1
tr¥(my) =k + T 2.

Si g (# I) es cualquier transformacion de Mébius, fija dos puntos a, 8 € Co, 6 bien tiene
un unico punto fijo a« € C,, (en este caso escogemos cualquier otro punto 5 € C, distinto
de ). Sea h cualquier transformacién de Mébius tal que:

h(a) = o0, h(B) =0, h(g(B)) =1 sig(B)# B,

y notemos que hgh™'(c0) =0y :

a0 =} 560 75

Si g fijaa ay 8, hgh™" fija a 0 e co, por lo que g debe ser una rotacién y existe k(# 1)
tal que hgh™'(2) = mg(2).

Si g s6lo fija a o, hgh™" fija oo y hgh™'(0) = 1 por tanto hgh™" = m;.

En cualquier caso g(# I) es conjugado de alguna forma estandar my. Esto ayuda a probar
el siguiente teorema.

Teorema 1.30. Sean f y g transformaciones de Mdbius distintas a la identidad. f y g
son conjugadas si y sélo si tr*(f) = tr*(g).
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Usamos ~ para referirnos a la relacion de equivalencia dada por la conjugacién.

Demostracién. De la férmula para la tr*, se sabe que si f ~ g entonces tr*(f) = tr*(g).
Supongamos que tr*(f) = tr*(g), existen formas estindar tales que f ~ m, y g ~ my.
Entonces:

tﬂ(mp) = th(f) = t72<9) = tﬁ(mq)

Se ha calculado de forma explicita la traza de las formas estdndar y de ello se deduce
quep=q 6p=1/q. Que my, ~ my, se cumple trivialmente si ¢ =1 y en general:

hmyh™ =my,, con h(z) = —;
z

de donde m, ~ m, y por tanto f ~ g.

Ahora clasificaremos las transformaciones de Mobius en término de sus puntos fijos
en R3 y como es natural comenzamos estudiando los punto fijos de las transformaciones
estandar.

La accién de my en R3 estd dada por:

milz 4+ ) = k= Kt (k # 1);

m1(2+tj)22+1+tj,

Esto nos facilita calcular los puntos fijos de m — k, claramente:

i) m, fija solamente a oo;
ii) si |k| # 1 entonces my, fija solamente a 0, oo;

iii) Silk| =1 pero k # 1 el conjunto de puntos fijos de my, esta dado por:
{tj :t € R} U {o0}.
La siguiente definicion establece la clasificacion de las transformaciones de Mobius respecto
a la cantidad de puntos fijos en R?® de cada una.

Definicién 1.17. Sea g (# 1) una transformacién de Mobius. Diremos que:

i) g es parabolico si y sélo si g tiene un unico punto fijo en Cy, (equivalentemente que
g~ mi).

i) g es lozodromico si y sdlo si g tiene exactamente dos puntos fijos en R3 (equivalen-
temente g ~ my, donde |k| # 1).
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iii) g es eliptico si y solo si g tiene una cantidad infinita de puntos fijos en R3 (equiva-
lentemente g ~ my, donde |k| =1, k #1).
Una consideracién importante es la siguiente:

Definicién 1.18. Supongamos que g es una transformacion es loxodromica. Decimos que
g es hiperbdlica si g(D) = D para D un disco (o un semiplano) en Cu. Y puramente
loxodromico en otro caso.

La transformacién g(z) = 2z es hiperbdlica y g(z) = —2z puramente loxodrémica.
El siguiente teorema relaciona la traza con la clasificacion antes dada.

Teorema 1.31. Sea g(# I) cualquier transformacion de Mobius entonces:

1. g es parabdlico si y sélo si tr*(g) = 4;
2. g es eliptico si y sélo si tr*(g) € [0,4);
3. g es hiperbélico si y sélo si tr*(g) € (4,00);

4. g es estrictamente lozodrémico si y sélo si tr*(g) € (—o0,0).

Para cualquier grupo el conmutador de g y h es:
l9.h] = ghg™'h™" = g(hg~'h ™).

Sean A, B € SL(2,C) que representan a g y h respectivamentes, transformaciones de
Mobius. Ellas estan tiinicamente determinadas excepto por un factor +1, de manera que

trlg,h] = tr(ABA™'B™1),
estd bien determinado independientemente de la eleccion de A y B.

Teorema 1.32. i) Dos transformaciones de Mdébius g y h tienen un punto fijo en
comun en C si y sold si trlg, h] = 2.

i) Si gy h son dos transformaciones de Mobius distintas a la identidad que comparten
un punto fijo en C, ocurre:

a) [g,h] =1 y entonces gh = hg y F, = Fj; o bien
b) [g,h| es parabolico y entonces gh # hg y Fy # Fy,.

Teorema 1.33. Sean g y h transformaciones de Mdbius distintas a la identidad. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

i) gh=hg
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i) WF,) =F,, g(F,) = Fy,;

iii) F, = F}, 6 g y h comparten un punto fijo en H? y se cumple que g*> = h* = (gh)* =1
Yy Fg N Fh = @

Teorema 1.34. Un subgrupo G de M contiene sélo elementos elipticos (y la identidad),
si y solo si los elementos de G comparten un punto fijo en H?.

Si G es de orden finito es eliptico . Por lo tanto todos los elementos de un subgrupo
finito de M tienen un punto fijo cémun en H?.
Sea g un elemento eliptico, si los puntos fijos de G en C son « y 3, los puntos fijos de ¢
son los puntos del circulo I' ortogonal a C y que pasa a través de o y 3, esto al considerar
la conjugacion que envia a g a alguna de las formas estandar.

Definicién 1.19 (Eje). Definimos el eje de una transformacion eliptica g, como el se-
micirculo resultante de la interseccion de T (el conjunto de puntos fijos de g) con H3.
Denotamos A, = T NH?.

La condicién de que dos elementos elipticos ¢ y h compartan un punto fijo en H?, se
traduce a que A, y Ay se intersecan en H>.

Teorema 1.35. Sean h y g son dos elementos elipticos. Los puntos fijos de g y h en C son
cociclicos. Si en adicion [g, h] es eliptico o la identidad, los ejes A, y Ay, son concurrentes

en H3.
El siguiente teorema ayuda a entender las iteraciones de los elementos en M .

Teorema 1.36. i) Sea g un elemento parabélico con punto fijo o. Para todo z € Cy,
g"(z) — a. La convergencia de hecho es uniforme en compactos de Cy \ {a}.

i) Sea g lozodrémico con puntos fijos a y B. Pueden ser nombrados de forma que
g"(2) = «a (si z # ). La convergencia es uniforme en compactos de Co, \ {8}.

iii) Sea g un elemento eliptico con puntos fijos o y 5. g deja invariante a todo circulo
para el cual o y B son puntos inversos.

1.3.5. Grupos elementales

En esta seccion se describen los subgrupos de M (transformaciones de Mobius) que
poseen una estructura particularmente simple, los grupos elementales.

Definicién 1.20. Un subgrupo G de M se dice que es elemental si y solo si existe una
G-érbita finita en R3.
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Si existe un punto G invariante o G es finito, G es elemental. Si GG es abeliano, G esta
compuesto de elementos estrictamente elipticos y por tanto es elemental, o bien, contiene
algin elemento parabélico o loxodrémico, en este caso por el teorema 1.33 iii), G también
es elemental. Por lo tanto, cualquier subgrupo abeliano de M es elemental.

Con esta notacion podemos clasificar a los grupos elementales en tres tipos:

Tipo 1: Sin > 2o {z1, - 2,} no estan en C.

Si los puntos z; no estan en C entones cada g € G tiene alguna potencia g™ que fija
a todas las z;, entonces g™ es eliptica, y por lo tanto g también lo es (o bien es la
identidad). Si n > 3y {x1, - x,} estd contenido en C,, g™ es la identidad y ¢ es
un elemento eliptico.

Si G es del tipo 2 sélo contiene elementos elipticos y la identidad, por tanto existe
un punto =z € H que es fijado por todo elemento de G, y al mapear H en B3 y x en
0, vemos entonces, que G es conjugado en GM (R?) del subgrupo SO(3).

Tipo2: n=1y z; € C.

En este caso G es conjugado en M de un subgrupo donde todo elemento fija al oo
y toma la forma z — az 4+ b. De donde G es conjugado del grupo de similaridades
euclidianas en C V.

Tipo3: n=2y x,29 € C

En este caso G es conjugado de un subgrupo de M donde todos los elementos dejan
invariante a {0, 00}. Por lo tanto son de la forma,

z—=az’ a#0,s° =1,

. Pero esto estd bien definido? Es decir, ; Qué pasa si en lugar de tomar una G(x) 6rbita
finita, tomo otra dérbita G/(y) 7. Ocurre que dada la forma particular de cada subgrupo, no
es posible que convivan dentro de una mismo subgrupo érbitas de distintas cardinalidades.
De hecho se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.3. Si G(z) y G(y) son drbitas finitas, entonces:
|G(2)] =1G ().

Ahora nos proponemos a clasificar a todos los grupos elementales y discretos.
Si G es un grupo elemental del tipo 1 podemos asumir que todo elemento de G fija
a j € H3, pues G sélo contiene elementos elipticos. Sabemos por el teorema 1.27 que
lg||* = 2 para todo g € G, por lo que G es necesariamente finito. Por tanto G es conjugado
de un subgrupo finito de SO(3) y alguno de los grupos de simetria de los sélidos regulares.

VUna similaridad es un mapeo de la forma x — ré(x) + zo con ¢ una isometria euclidiana.
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Definicién 1.21 (Vértice). Decimos que v € C es un vértice, si v es un punto fijo de
algun g € G distinto a la identidad. Denotamos como V' al conjunto de vértices.

Definimos como E al siguiente conjunto finito (de cardinalidad |E]):
E={(g,v):9g€GuveV,g) =V}

g es eliptico , tiene exactamente dos vértices (aqui nos referimos a puntos fijos en C y no
en M) y,
Bl =2(]G|] - 1).
El estabilizador de un vértice v es G,,, por lo tanto:
B = (1G] = D).
veV

El conjunto V' es particionado por G en ¢rbitas disjuntas V; - -- Vs y como los estabiliza-
dores de cada v € Vj tienen el mismo nimero de elementos, digamos n;,

Bl =2 > (1G] = 1) = [Vil(n; — 1).
j=1veV; j=1
Cada érbita G(v) estd en correspondencia uno a uno con las clases de equivalencia en
G/G,, entonces para cada v € V;, V; = G(v) y:

ol _la
|G| Us;

Vil =

Eliminando |V}| obtenemos

Hemos excluido al grupo trivial por lo que |G| > 2y

1
1<2(1- =) <2
_( |G|>_

Por definicién n; # 2 y por lo tanto:

Loy <1 1 ) <

-5 < - — s.

2 O nj
Estas desigualdades muestran que s =2 o0 s = 3.
Cuando s = 2 sélo existen dos vértices y todos son fijados por elementos de G, bajo
conjugacion GG es un grupo ciclico finito de rotaciones de C.
Si s = 2 los unicos posibles grupos son aquellos que son conjugados de Ay, Sy v As
VI Que corresponden a los grupos de simetria del tetraedro, el octaedro y el icosaedro
respectivamente. Ahora trataremos de distinguir entre grupos elementales (discretos) del
tipo 1 y del tipo 2.

VIEn la parte final estos son aquellos que forman precisamente los grupos del tipo (3a).
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Teorema 1.37. Seae g un elemento loxodromico y supongamos que f 1y g tiene exacta-
mente un punto fijo en comin. Entonces (g, h) es no discreto.

Supongamos que G es discreto y no es del tipo 1. Debe contener elementos parabdlicos
o loxodromicos. Supongamos que GG contiene un elemento parabdlico g, que sin pérdida
de generalidad fija a oo, todos los demas elementos deben fijar a oo pues es la tinica orbita
finita (para todo z, {¢"(z) : m € R} es de cardinalidad infinita). El teorema anterior nos
asegura que g no contiene elementos loxodrémicos. Por lo tanto G es del tipo 2.
Si comenzamos ahora con g € G elemento loxodrémico que fija a 0 y a 0o, nuevamente todo
elemento de G los deja invariantes. Por lo tanto G no puede contener puntos parabdlicos,
de forma que G es del tipo 1 o del tipo 2.
Examinemos la estructura de los grupos discretos del tipo 2 con elementos hiperbdlicos.
G so6lo contiene elementos parabodlicos, la I y posiblemente algunos elementos elipticos.
Bajo alguna conjugaciéon todo elemento de G fija a co y por lo tanto es de la forma
z = az + . Como este elemento sélo puede ser eliptico o parabdlico, || = 1y por lo
tanto G es conjugado de un grupo de isometrias euclidianas en C.
Denominamos a « el multiplicador del mapeo 2z — «az 4+ [ y en general, denotamos al
multiplicador de g como ay4. Todo elemento parabdlico fija un dnico punto, por tanto
ag = 1 siy solo si g es un elemento parabdlico o la identidad.
El conjunto S de multiplicadores de ¢ € G es un subgrupo multiplicativo del grupo
{z € C: |z| =1} y el mapeo 6 : G — S definido como 6(g) = o, es un morfismo. El
kernel de 0 T', es el grupo de translaciones en G (recordemos que para esta a; = 1). Como
G/T es isomorfo a S = 0(G), podemos describir a G dando una descripcién explicita de
SyT.
G contiene una translacién, digamos f(z) = z+ A, y si g(z) = az +  estd en G,

gfg =z +a

Deducimos que G contiene a z — z + s\ para toda s € S. Como G es discreto S no
puede acumularse en C pues induciria una sucesién convergente en G. Por lo tanto S es
un subgrupo ciclico y finito de {|z| = 1}. Se puede deducir ademés que:

S={1w, --w '},

donde p s6lo puede tomar los valores 1,2,3,4 y 6.
Para describir a T', definimos A como el conjunto de las A; tales que z — z + A\; esta en
G.
Se demuestra que:
T={z— z+n\+mpu}

Donde A es un elemento de A\ {0} con médulo minimo. Y p elemento de médulo minimo
en A\ {n\:ne€Z}.
Ahora podemos describir a G. Seleccionamos a g € GG con multiplicador w, el generador
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de S. Los elementos g, g?,--- g7 ! tienen multiplicadores w,w? -+ w?! (con w? = 1y
5 # q < 6). Por lo tanto G se descompone como:

G=TUTgU---Tg" "
Esto nos muestra que todo elemento en G es de la forma:
z = w2+ n\+my,

donde k, m,n son enteros y 5 # k < 6 es positivo.

Ahora supongamos que G es discreto y elemental con elementos loxodrémicos. Prime-
ramente supongamos que todo elemento de G deja fijos al 0 y al oo, asi que son de la
forma:

g(z) =az, a#0.
El mapeo 0 : G — {x € R : z > 0} definido como #(g) = |ay,| es un homomorfismo de
G en el grupo multiplicativo de los enteros positivos. Ademads el kernel E de 6 consiste
en [ y los elementos elipticos en G. E' es discreto y por lo tanto es un grupo ciclico finito
generado por z — wz, donde w? = 1.
La imagen de 6(G) es el conjunto {|ay| : ¢ € G} que no se acumula en 1, de ser asi existen
elementos g, € G distintos tales que:

1
gall* = laf* + of 72 (9n(2) = a’z),

lo cual contradice que G sea discreto. Sea A > 1 el real mayor que uno de médulo minimo.
Entonces:

0(G) ={\" : nZ}.
sea g(z) = az, donde |a] = A; entonces G se descompone en:

G - UnGZEgn

Y cada elemento de G es de la forma:

2z — whaz,

donden e Z,keZ y0 <k <q.SiA=1 el grupo es un grupo ciclico de tipo 1. En otro
caso, GG es infinito y no contiene elementos parabdlicos.

Finalmente consideramos el caso general del grupo elemental, discreto y con elementos
loxodrémicos. Supongamos que {0, 00} es G invariante, denotamos Gy el subgrupo de G
que fija a 0 e oo, del cual conocemos su forma.

Si G es propio, G necesariamente contiene un elemento h tal que:

h(0) = 0o, h(oco0) = 0.

Bajo alguna conjugacion (dejando a 0 e o) podemos asumir que h(1) = 1, y por lo tanto
h(z) = % Si f en G intercambia a 0 e oo, f € Gy y es de indice 2 en g, de forma que los
elementos en GG son como en 1.3.5 o bien:
z = wha" =,
z
Esto completa nuestra discusion sobre grupos elementales discretos.






Capitulo 2

Aut(€)) para dominios 1 y 2 conexos.

En este capitulo introducimos el concepto de grupo de automorfismos para dominios
en C,, (la esfera de Riemann) y los calculamos para el disco, el anillo unitario y una franja
simplemente conexa.

Posteriormente se da una caracterizacién de dominios simplemente conexos via propieda-
des topologicas y algebraicas del grupo de automorfismos asociado.

Nota aclaratoria.

Saltaremos sin ningtn reparo entre dominios contenidos en el plano complejo ( C) y
en la esfera de Riemman ( C,, ), debemos notar que esto no genera ningtin problema.
Esto es posible gracias al teorema del mapeo de Riemann. Si 2 C C,, propiamente, el
dominio es el plano complejo o un conjunto contenido en un dominio simplemente conexo
que no es el plano, por tanto es conformemente equivalente a un conjunto contenido en
el disco unitario que da igual donde lo consideremos inmerso, pues la topologia de C
considerado inmerso en la esfera de Riemman es equivalente a la del plano complejo.

Se entiende que un dominio es simplemente conexo si su grupo fundamental es trivial y
no es simplemente conexo si es conexo y su grupo fundamental no es trivial, no es nuestra
intencion ahondar demasiado en cémo el grupo fundamental cuenta el niimero de hoyos
de un dominio, sin embargo es bueno dejar claro desde el principio, que cuando hablemos
de un dominio k-conexo, nos referimos a que el complemento del dominio, pensadolo
contenido en la esfera de Riemann, tiene k componentes simplemente conexas. Asi, un
dominio 1 conexo es un dominio simplemente conexo y un 2 conexo es aquel que sélo tiene
un hoyo en la regién interna del dominio.

Todo esto esta definido de manera muy poco formal pues para ello es necesaria la nocion de
la curva de Jodan, sin embargo nos parece que bastan estas nociones para seguir adelante
en nuestra exposicion.

33
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2.1. Conceptos introductorios.

Un dominio €2 es una regién abierta y conexa en Cg.

Definicién 2.1 (Automorfismos conformes). Sea Q@ C C. un dominio. Definimos el
conjunto de automorfismos conformes de S, Aut(SY) , como el conjunto de todas las trans-
formaciones conformes que van de £ en €.

Teorema 2.1. Aut(Q)) es un grupo bajo la composicién de funciones:

Demostracién. Aut() cumple todas las propiedades de un grupo;
s La composicion de dos automorfismos de €2 es un automorfismo de €.

s Toda transformacion conforme tiene inversa conforme, por lo tanto todo automor-
fismo de ) tiene inverso en el conjunto.

= Fl mapeo identidad es el elemento neutro del conjunto.

= La operacion composicion es asociativa.

De ahora en adelante nos referimos a Aut(€2) como el grupo de automorfismos de QVI.

Para el desarrollo del capitulo es necesario el siguiente resultado, la herramienta em-
pleada para su demostracion sera desarrollada en el capitulo siguiente, lo enunciamos y
dejamos pendiente su demostracion.

Teorema 2.2. 5i Q) C Cy, (0 enC) es un dominio, Aut(Q2) es un grupo topolégico con
la topologia de la convergencia uniforme en la métrica cordal (o con la topologia de la
convergencia uniforme en compactos respecto a la métrica usual si se tiene que Q2 C C).

Decimos que dos dominios €21, €25 son conformemente equivalentes, si existe una fun-
cion f : €y — €y, conforme y biyectiva.
Si dos dominios son conformemente equivalentes sus grupos de automorfismos son iso-
morfos como grupos topoldgicos.

Teorema 2.3. Sean €21,y dos dominios equivalentes via f : Q1 — Qs funcion conforme,
entonces:

F: Aut(Qy) — Aut(£2s)
¢ = Flo)=[f""of

es un isomorfismo de Grupos Topoldgicos.

La prueba de esto es en realidad una lectura del Lema 3.5 (ver mas adelante).

VIIPara una lectura méas amplia de los conceptos aqui expuestos, recomendamos al lector [2, cap. 12],
que es de donde, en gran medida, hemos tomado estas lineas.
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2.2. Primeros grupos de automorfismos.

Nos proponemos calcular explicitamente los grupos de Automorfismos del disco Uni-
tario y el de los anillos, dado que la conjugacién por transformaciones conformes preserva
la estructura de grupo topoldgico, el calculo sera valido para la infinidad de dominios a
los que son equivalentes.

Un criterio de convergencia que usaremos a menudo es;

Lema 2.1. Sea § = {pn}2, es una familia de funciones conformes en un dominio
G C Cy, tales que v, — ¢ puntualmente en G. ¢, — ¢ uniformente en compactos.

Demostracion. Como ¢, — ¢ puntualmente, § es una familia de funciones conformes
localmente acotada, por el teorema de Montel § es una familia normal y contiene una
., o .

subsucesion {¢n, }j:1 que converge uniformemente a @ en compactos.

Afirmamos que toda la familia § converge uniformemente en compactos. Supongamos que
no.

Existe entonces un compacto K C G y una subsucesion {¢y,, }32, de § que no converge
uniformemente en K. Es decir, existe € > 0 y una subsucesion de {¢y,, }32, que para no
complicar mas la notacion nombramos de la misma manera, tal que:

lon, — @l > €, Vng.

El teorema de Montel nos dice que {¢n, }72, €s una familia normal y contiene una subsu-
cesion que converge uniformemente en compactos, es decir que para el compacto K existe
una k para la cual:

ln, — @l <€

Esto es una contradiccion.
Por lo tanto ¢, — ¢ uniformemente en compactos.

La siguiente proposicion sera 1til en resultados subsecuentes.

Proposicién 2.1 (H. Cartan). Sea 2 C Co, un dominio acotado (por lo tanto contenido
enC),peQyao:Q— Q tal que ¢(p) =p. Si ¢'(p) = 1 entonces ¢ es la identidad.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, p = 0, pues basta realizar una translacion
(que es una transformacion conforme), que no afecta en nada la derivada de la funcion
¢. Al expandir ¢ en series de potencias en torno a p, tenemos que:

(2) = 2 + Py(2) + O(|2|F™).

Si ¢(z) no es la identidad, en una vecindad de p, Py es el primer monomio de grado k
distinto de cero y de orden superior a uno en la serie de Taylor. Notemos que:

Plz) = (7 5 0(0))2"
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Definimos ¢’ (2) = ¢ o...0 ¢ j-veces, afirmamos que:

o o
"0 = " (0)

Para k =1, la afirmacion es clara. Si la suponemos para k — 1, tenemos que para k:

ok 0 oF1 o OF1 9 Ot oF
ok (0) = ”@(WW(O) = &(”Ww(o) = @(WW”(O) = 5 "(0).

k ak
En resumen: n——¢(0) = ng”(O) y retornando a la expresion de ¢ en serie de
2

potencias de Taylor y usando la igualdad anterior podemos concluir que:

¢"(2) = 2+ nPy(z) + O(|z|*)

FEscojamos discos D(0,a) C Q C D(0,b) . Para 0 < j € Z sabemos que Dom(0,a) C
Dom¢’(z) C D(0,b). Utilizando la desigualdad de Cauchy para nuestro indice k obtenemos
que,

ok ok . b- k!
| =—=¢(0)] = | z=¢’(0)] <
O] = 1 (0)] <

Si j — oo la desigualdad se conserva, lo que implica que :

ak

£ 6(0)] =0

que se traduce en,
P, =0

contradiciendo lo supuesto y por lo tanto ¢(z) = z.

En los préximos teoremas denotamos D = {z € C : |z| < 1} al disco unitario ,
yA={zeC: i <|z] <1} al anillo centrado en 0 con radio menor y mayor %, 1,
respectivamente.

Lema 2.2. Sea f: D — D una funcién holomorfa tal que f(0) = 0. f € Aut(Q) si y sdlo
st, existe w € C con |w| =1 tal que Vz € D, f(z) = wz .

Demostracién. Si w € C con |w| = 1, f(2) = wz es una funcion conforme del disco
unitario en el disco unitario.
Si f € Aut(Q) tal que fija al cero (ie. f(0)=0), g= f~': D — D € Aut(Q) y también



2.2.  PRIMEROS GRUPOS DE AUTOMORFISMOS. 37

fija al cero (ie. g(0) = 0), de forma que ambos mapeos tienen imagen contenida en D y
por lo tanto |f(z)| < 1. Por el lema de Schwarz podemos decir que:

!/

IF )<t y |40)]<1.

Y usando la regla de la cadena:

/

1=(I)'(0) = (fog)(0)= f(0)g (0).

De esta dltima ecuacion y de la cota de los mddulos de las derivadas se sigue que |f (0)| =
Ly O =1

La parte de la unicidad del lema de Schwarz nos dice que f(z) = f'(0)z. Para concluir
simplemente tomamos w = f'(0) .

Definimos A = {qﬁa Ca(z) = =2, con a€C,lal < 1} subgrupo de las transforma-

1-az’
ciones de Mo6bius, que son automorfismos conformes del disco unitario.

Teorema 2.4 (Grupo de automorfismos del disco unitario). Sea f : D — D funcion
holomorfa, f es un automorfismo conforme de D, si y solo si existen complejos a y w con
la| <1 y|w| =1, tales que para toda z € D,

f(2) =w- ¢a(2)

Demostracién. Que la funcion f(z) = w - ¢.(2) es un mapeo conforme es claro pues es
una rotacion sequida de una transformacion de Mdbius.
St f es un automorfismo conforme del disco unitario notaremos que se verifica la igualdad.
Sea b = f(0), considérese el siquiente mapeo conforme:

(@6 0 £)(0) = ¢u(f(0)) = d4(b) =0,
por el lema anterior existe w € C con |w| =1 tal que:
(fpo f)(z) =wz  VzeD.

No es dificil ver que (¢p)™' = ¢_y. Deducimos que:

f(z2) = (¢n) " (w2) = ¢_p(w2)
wztb 2 4 bw™!
1+bwz “ 14 bw1z

Donde hemos usadé que 1 = w lw =aw y o =w"'.

Definimos a = b-w™! y es asi que,

f(2) =w- da(2).
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Tenemos ahora caracterizado Aut(D).

El siguiente teorema brinda una representacion de Aut(A), donde
1
A:{zEC:§<]z]<2}.

Teorema 2.5 (Grupo de automorfismos del anillo unitario). Aut(A) es el grupo generado

por las rotaciones ¢ — € y la inversion \ : ( — %

La demostracion se sigue a partir de varios lemas para los cuales denotamos por
A(p,r1,72) al anillo con centro en p, radio menor r; y radio mayor rs.

Lema 2.3. Para todo anillo A existe un radio R tal que el anillo puede ser mapeado via
una transformacion de Mobius en el anillo Ar = {z € C|1 < |z| < R}.

Demostracién. Sea A(p,r1,79), consideramos la siguiente transformacion de Mdobius:
A A(p,ri,re) = A(0,7r1,72) dada por z — z—p

Esto centra al anillo en el origen, ahora podemos aplicar a este nuevo disco la homotecia
((z) = =, tomando Ao¢ obtenemos la transformacion de Mobius buscada y donde R = 2.

Figura 2.1: Representante canénico de un Anillo
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Lema 2.4. La inversion z — % es un automorfismo de Ag.

Lema 2.5. Sea f: Arp — Ag un mapeo biholomorfo. C' C Ag es un circulo con centro en
el origen. f mapea la region interior del circulo en la region interior o exterior determinada

por f(C).

Demostracion. Demostraremos el lema usando reduccion al absurdo.

Supongamos que existen x,y en la region interior de C, tales que f(x), f(y) estin en la
region interior y exterior de f(C') respectivamente.

Cualquier trayectoria que une a f(x) con f(y), interseca a f(C) en algin punto, digamos
f(2). Como f es un mapeo biolomorfo, v es una trayectoria que une a x yy si y solo si
f(y) (que va de f(x) a f(y)) también lo es.

Por lo tanto, si v C Agr es una trayectoria que une a x con y, esta interseca a C' en algin
punto z, por lo tanto no esta totalmente contenida en la region interior de C. Concluimos
que esta Tegion no es conexa por trayectorias, lo cual es falso (es un anillo).

Para todo x,y que estén en la region interior (exterior) determinada por C, f(z), f(y)
estan en la misma region determinada por f(C).

7 o
@ Nmaljan
SE/R Y

S

Figura 2.2: La transformacién f mantiene las regiones.

Lema 2.6. Sea [ : Agr — As un mapeo biholomorfo y {z,} C Ar una sucesion tal que
|zn] = 1. |f(2n)] = 1 tal vez salvo por una inversion, es decir si |f(z,)| no converge a 1,
|C - f(zn)| = 1 donde ¢ es una inversion y de forma andloga si |z,| — R, |f(z,)] — S.
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Demostracién. Sea {z,} C Ag tal que |z,| — 1, supongamos que existe f(v) € Ag
punto de acumulacion de {f(z,)}, debe haber una subsucesion {z, } de {z,} tal que
f(zn,) = f(v). Por la bicontinuidad de f esto ocurre si y solo si |z, | — |v|, contradi-
ciendo el hecho de que |z,| — 1. Por lo tanto todo punto de acumulacion de {f(z,)} estd
en la frontera de As.

Afirmamos que todos los puntos de acumulacion de {f(z,)} deben tener la misma norma.
De no ser asi existen dos subsucesiones {zn,}, {zm,} de {zn} tales que |f(zn,)| — 1y
|f(2m,)| = S, podemos suponer (escogiendo j y k suficientemente grandes) que |f(zy,)| <
S+1

7 < |f(zmo)l-
El circulo C(o,%) divide en dos al anillo, en la region interior estan contenidas las imdge-

nes de {z,,} y en la exterior las de {2y, }. La imagen inversa del circulo f~' o C' describe
una curva contenida en Ag en la cual podemos inscribir un circulo de radio 1 + €; dado
que las normas de z, convergen a 1, eviste una N tal que {zn,} y {2m,} estdn contenidas
en ese circulo y por lo tanto en el interior de la curva f~1oC , sin embargo sus imdgenes
van a parar o distintas componentes de la imagen de esta curva (que no es sino el circulo
original) contradiciendo el lema anterior.

Finalmente nétese que |f(z,)| € (1,S) (un intervalo acotado), por lo cual tiene un pun-
to de acumulacion, el cual podemos suponer de norma uno (si esto no fuese asi basta
componer con una inversion), afirmamos que |f(z,)] — 1. De no ser asi para e = 1+ g
generamos una subsucesion {z,, } de {z,} tal que {f(zn,)} C A(0,€,S) que por ser un
conjunto acotado tiene un punto de acumulacion, que solo puede tener norma € o S, dan-
do como resultado dos puntos de acumulacion con norma distinta, lo cual hemos probado
no es posible. De esto se sigue el lema original.

Lema 2.7. La funcion f: Ar — Ag se extiende a el plano complejo perforado.

Demostracion. Intentaremos extender la funcion f primero a un anillo de radio Ar,c
con C' > 0 una constante, de ahi, iterando el proceso podremos extender la funcion a
todo el plano complejo menos el disco unitario. Posteriormente componiendo a f con una
inversion, es posible extenderla, usando el mismo procedimiento a todo C\ 0.

Sea p un punto sobre el circulo exterior de Ar y p, una rotacion en el origen tal que
pp(p) = R. Por el lema de reflexion de Schwarz existe un disco de radio C' centrado en 1
en el cual es posible extender a fp~t, por lo tanto existe un disco de radio C centrado en
p en el cual es posible extender a f.

Como esta constante C' nos sirve para todo p € Ag, hemos extendido f a Aric.
Repitiendo ese proceso iterativamente podemos extender f a todo el plano complejo menos
el disco unitario cerrado.

Sea 0(z) = % la inversion de Ag, la composicion f -0~ se puede extender nuevamente a
todo el plano menos el disco unitario, es decir que f se extiende a todo el disco de radio
R.

Al juntar ambas extensiones y por la unicidada en el lema de Schwarz, [ se extiende
analiticamente a todo C\ 0.

Si denotamos D, (f) a la derivada compleja de f en xo, D.(f) es distinta de cero
Vo € Ag por ser f una funcién conforme. De esta manera la funciéon g(z) = f(%) tiene
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derivada compleja distinta de cero en A = Apy por tanto es conforme en Ap. Esta
funcién g es la que define a la extension de Schwarz de f y debe ser conforme.

Lema 2.8. f se extiende analiticamente a un automorfismo de C\ {0}

Demostracién. Hemos probado que podemos extender a f conformemente en C\ {0},
resta ver que su imagen estd contenida en C\ {0}.

Supongamos que existe xg # 0 tal que f(xo) = 0, claramente xq no puede estar en el
anillo Ag, por tanto existe un paso en nuestra iteracion en la extension de f donde aun
no se asigna a ningun punto el valor 0 y en el siguiente paso esto deberia suceder, sin
embargo, por como se define la funcion f extendida en el siguiente paso (a manera del
valor conjugado de la funcion valuada en el conjugado), para asignar el cero es necesario
que previamente [ haya tomado este valor. Que supusimos no era ast.

Por tanto la funcion f extendida, tiene como imagen a C\ {0} y es elemento de su grupo
de automorfismos.

Por el teorema de singularidades de Riemann el 0 es una singularidad removible y f
se convierte en un automorfismo de C que deja fijo al cero, por lo tanto:

f(z) = az.

Esta caracterizacion se ha dado salvo la composicion de f con una inversion, es por esto
que concluimos que el grupo de automorfismos de Ag esta generado por las rotaciones en
el origen y la inversion.
Para acabar nuestra presentacién de algunos grupos de automorfismos consideremos la
region:

Q={z+wy: |yl <1}

Teorema 2.6. Para la region €2 definida anteriormente:

MQ)={z—z+t:teR}U{z— —z+t:teR} =
{z—=z2z4+t:teR}UA{z— 2+t:t R}

Demostracion. Notemos que los dos discos que forman las componentes conexas de )€
son permutados por todo elemento de su grupo de automorfismos que es en realidad un
subgrupo de MV, Consideremos ¢ € Aut(Y), y x,y € Q° pertenecientes a componentes
distintas, si ¢(x) y ¢(y) estuviesen en la misma componente, existiria una trayectoria,
entre ¢(x) y ¢(y), al componer alguna parametrizacion de dicha trayectoria con ¢~ ten-
driamos que x,y también estdn conectados por un trayectoria acotada, lo cual es imposible.
La interseccion de la cerradura de ambos discos (pensando a Q C Cy,) es {oo} el cual es
invariante bajo los elementos de M(2), pues de no serlo caeria en el plano complejo y
cualquiera que fuese su imagen traeria problemas dada la continuidad de las transforma-
ciones de Mobius.

VIIEsto se vera mas tarde.
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FEsto nos dice que para todo ¢ € M(QQ) ¢(z) = az+b. Claramente a € R, pues lo contrario
implica una rotacion lo cual no es posible. Asi mismo |a| = 1, lo contrario induce una
contraccion (o expansion) en el eje complejo, que tampoco es posible. Inmediatamente:

M@Q)={z—z2+t:tcRYU{z > —2+t:tcR} =
{z—=z2z4t:teR}UA{z = 2+t:t €R},

donde v es un elemento eliptico dado por v(z) = —z.

2.3. Caracterizacion de dominios simplemente cone-
XOS.

Los grupos de automorfismos tienen una estructura topologica y algebraica intere-
sante, a continuacién mostramos como ciertas propiedades topoldgicas y algebraicas nos
permiten caracterizar a dominios simplemente conexos en la esfera de Riemann.

El siguiente teorema y el teorema del mapeo de Riemann (que es lo que va de fondo),
nos dan una relacién entre la conexidad de un dominio y la compacidad del grupo de
automorfismos asociado.

Teorema 2.7. Sea Q C C C C,, un dominio acotado con frontera del tipo C' (i.e. la
frontera es un conjunto finito de curvas, simples, cerradas y continuamente diferenciables).
Si Aut(2) es no compacto entonces ) es conformemente equivalente al disco unitario [2,
p.2063].

Por el teorema del mapeo de Riemann basta probar que 2 es simplemente conexo (2
no puede ser todo C pues todas sus fronteras estdn acotadas). Demostraremos esto en
varios pasos:

1) Existe una érbita no compacta.

Afirmamos que existen p € 2 y elementos ¢; en Aut(Q2) tales que ¢;(p) se acumula en
algin punto g € 612, ésta es la negaciéon de la compacidad por sucesiones.
Si éste no fuera el caso, para cualquier sucesién 1; C Aut(€2) y cualquier punto p € €,
1;(p) se encuentra metido en un conjunto compacto fijo L C €2, donde L es la érbita de
P bajo Aut(€2).
Dado que  estd acotado existe una constante M > 0 tal que |¢(w)| < M para todo
w e Qy todo ¢ € Aut(Q).
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Aut(€2) es una familia normal y para ¢; hay entonces una sucesién convergente en com-
pactos vj, v lo hace a una funcién holomorfa 1.

Cada una de las v;, es univaluada, por el teorema de Hurwitz la funcién 1, también lo
sera.

Para todo p € Q se tenifa que v, (P) € L C Q (L un compacto) y concluimos que 1
mapea ) en Q. Por lo cual ¢y es un automorfismo de €2, pero esto diria que Aut(f2) es
compacto contradiciendo nuestra hipétesis.

Concluimos que existen automorfismos ¢; y puntos p y ¢ que cumplen nuestra afirmacion.

Definicién 2.2 (Funcién de cima). Decimos que n: Q — Q es una funcién de cima, con
punto cima en q Si:

1. n es continua en ).

2. n es holomorfa en Q.

8. n(q) =1.

4. In(Q)] < 1 para todo ¢ € Q,{q}.

2) Existe una funcién de cima en el punto ¢ € 6§

La funcién puede ser obtenida a través de mapear a ) de forma candnica via una
funcién 1 en el anillo unitario con tantos hoyos como el grado de conexidad de {2 menos
uno (la existencia de dichas funciénes se estudia en capitulo siguiente).

Por el teorema de Carathéodory ¢ puede ser extendida de forma continua y equivalente
a la frontera de ). Sin pérdida de generalidad ¢ € 02 y es mapeado bajo ¢ en 1 € §D.
La funcion: e

7O ==,
es una funciéon de cima para el punto 1 € 6D, de donde = f o1 es la funcién de cima
que buscamos para 2 en q.

» Sea K C () subconjunto compacto y 9;, p y ¢ como en el primer punto, existe una
subsucesion 1, de 1; tal que v¥;, — ¢ uniformemente en K.

Sean 1, p y ¢ como en el paso inicial y p la funcién de cima que encontramos anterior-
mente. Consideremos los mapeos:

gi = 1o
que son holomorfos por ser la composicién de funciénes holomorfas y acotados en médulo
por 1 pues u es acotada por 1.
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El teorema de Montel nos dice que g; tiene una subsucesion g;, que converge uniforme-
mente en compactos a una funcién limite gq.
Claramente |go(¢)| < 1 para toda ¢ € 2, sin embargo:

go(p) = lm gi(p) = Um p(¢i(p)) = p( lm ¢i(p)) = p(q) = 1.
1—r—00 1—— 00 1—— 00

Por el principio del modulo maximo gy = 1.

Pero la funcién de cima ;1 no es constante, la alternativa que queda es que v;, converja

uniformemente en compactos a la funcién contante ¢ (a lo menos puntualmente y por

converger a una funcién continua la convergencia es uniforme en compactos). Que es lo

que afirmamos originalmente.

» Existe un disco abierto D centrado en ¢, tal que 2 N D es simplemente conexo.

La observacion principal es que si la intersecciéon de dos discos es distinta del vacio,
esta es una region simplemente conexa.
Al ser Q2 de tipo C! su frontera es la unién finita curvas de Jordan, por lo tanto es k-conexo
y §2 es equivalente aun k-dominio circular C,, (como se observa en el siguiente capitulo).
Existe un disco lo suficientemente pequeno C ; que interseca al dominio circular C,, en
una region simplemente conexa, la imagen inversa de dicho circulo es también una region
simplemente conexa donde se puede tomar el disco C que es una region simplemente
conexa y que contiene a q.

= El dominio €2 es simplemente conexo

Supongamos que no. Entonces existe una curva cerrada 7 : [0, 1] — € que no puede
ser deformada en 2 a un punto. Sin embargo la imagen de la curva v es compacta, por lo
tanto existe una k tal que ¢, (v) € DN Q.

No obstante ¢;, (7) es una curva cerrada que esta contenida en un conjunto simplemente
conexo DN, asi que ¢, (7) puede ser deformada en una punto dentro de D N Q. Pero el
mapeo ¢;, es un automorfismo de €2 y la imagen de v puede ser deformada en un punto.
Esto es una contradiccion.

() es simplemente conexo y por el Teorema de mapeo de Riemann también es conforme-
mente equivalente al disco unitario.

Hasta este punto hemos realizado el andlisis de una propiedad topologia de Aut(£),

pero podemos usando la prueba anterior decir algo mas de €2 a partir de una propiedad
algebraica de Aut(€2).

Definicién 2.3. Decimos que el grupo Aut(D) actia transitivamente en Q) si dados p,q €
Q existe un ¢ € Q tal que ¢(p) = q.
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Uno puede preguntarse ;Qué dominios tienen grupo transitivo de automorfismos? el
siguiente teorema nos brinda una respuesta.

Teorema 2.8. 57 () C C es un dominio suave con grupo de automorfismos transitivo, 2
es conformemente equivalente al disco unitario.

El teorema es consecuencia del siguiente par de lemas.

Lema 2.9. Sea p € 052 punto cima y 2y € 2 un punto fijo. Supongamos que ¢; € Aut(Q)
satisface ¢j(zy) — p cuando j — oo. Si K C Q es un compacto existe una subsucesion
b, tal que ¢j, — p (funcidn constante p) uniformemente en K

Sea f una funcién de cima en el punto p. Consideramos la familia { f o¢;} de funciénes
holomorfas y acotadas uniformemente por 1, el teorema de Montel nos asegura que ésta
es una familia normal y posee una subsucesién {f o ¢, } que converge en compactos
a una funcién g, que dada la acotaciéon uniforme cumple que |g(z)| < 1, sin embargo
fodj.(20) = 1y g(z) =1, el principio del médulo méximo nos dice que f o ¢;, converge
uniformemente en compactos a la funcion constante 1, i.e. ¢ = 1. Pero f sélo toma el
valor 1 en p, por lo tanto ¢;, — p uniformemente en compactos.

El 4ltimo lema junto con el teorema del mapeo de Riemann nos dara la prueba del teorema
principal.

Lema 2.10. Si Q tiene grupo de automorfismos transitivo S es simplemente conezo [9].

Supongamos que §2 no fuese simplemente conexo. Existe un bucle (curva cerrada sim-
ple) A : [0, 1] — Q que no puede ser continuamente deformado a un punto en €2, la imagen
A de dicho bucle es la imagen continua de un compacto y por tanto A también lo es. Sea
{#;} € Q convergente a p. Dado que Aut(€)) es transitivo, existe {¢;} C Aut(Q2) tal que
¢j(20) = zj, por el lema anterior existe una subsucesién ¢;, que converge uniformemente
apen A
Sea U una vecindad de p simplemente conexa (construida como en el teorema anterior),de
la definicién de convergencia uniforme existe una n tal que ¢;,(A) C U N como ¢;, es
un homeomorfismo, en realidad A si puede ser deformada a un punto en 2. Esto es una
contradiccion. Por tanto €2 es simplemente conexo.

2.4. Descomposiciéon de Iwasawa de Aut(D).

En la teoria de grupos de Lie existen importantes teoremas de estructura que nos sir-
ven para comprender la accién del grupo Aut(2) sobre €2, el teorema de descomposicion
de Iwasawa es uno de ellos.

En esta seccion damos la descomposicién de Iwasawa de Aut(D).
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Aunque parezca redundante creemos que es importante recordar que estamos conside-
rando a D como un subconjunto de la esfera de Riemann, pues en cierto momento las
transformaciones de Mobius deben actuar sobre el punto al infinito que existe sélo en C..
Los siguientes teoremas los asumimos por ser necesarios pero la prueba escapa de los
alcances de esta tesis.

Teorema 2.9. Aut(D) es un grupo de Lie semisimple y conexo.

Teorema 2.10 (Descomposicién de Iwasawa). Sea G un grupo de Lie, semisimple y co-
nexo. Entonces podemos escribir:

G=FK- A-N,

donde, K, A y N, un grupos de Lie, respectivamente compacto, abeliano y nilpotente
X respectivamente [2, p. 268].

Buscamos descomponer Aut(D) en subgrupos K, A y N, como los del Teorema 2.10.
Definimos, .
K = {e™]x e R}

K es un subgrupo compacto de Aut(D) pues a toda sucesion {e)};cy = {cos(6;) +
isin(6;)}jen se le puede extraer una subsucesion convergente.

Denotamos por H al hemiplano superior complejo.

Definimos C': D — H como:

C(¢)=i-——  Y(eD.

Observe que:

¢ € Aut(D) & C o O ' € Aut(H).
¢ € Aut(H) & C ' ¢ C € Aut(D).

De esto, obtenemos (tal vez con un abuso de notacién) que:
Aut(D) = CAut (H)C~.
Supongamos que hemos obtenido para Aut(H) una descomposicién de Iwasawa, es
decir que Aut(H) = K’ - A" - N'. Entonces:
Aut(D) = CAwt(H)C ' =C(K'- A" - N)C™' = (CK'C™") - (CA'C™Y) - (CN'C™).

Donde cada conjugado es compacto, abeliano o nilpotente segtin corresponda.
Basta encontrar la descomposicién de Iwasawa de Aut(H) para conocer alguna de Aut(D).

XDecimos que un grupo es nilpotente si existe un entero k tal que todo conmutador de orden k es la
identidad.



2.4. DESCOMPOSICION DE IWASAWA DE AUT(D). 47

Lema 2.11. Una transformacion de Mdbius:

o) = s
es un automorfismo de H si y sélo si, a,b,c,d € R.

Demostracién. Sea k = ad — be, k € R\ 0. Observamos que:

ol6) = ((\/E)1> ak+b _ ag+§

(VR ) c€+d e +d

Y podemos suponer sin pérdida de generalidad que k = ad — bc = 1.
Notese que:

donde ad — bé = 1

ai+b  (ai+b)(—ci+d)

p(i) =

ci+d A +d?
Por lo que
) da — bc
Im(p(i)) = 21 > 0.

De esta forma sabemos que (i) € H.

SizeR, p(z) € R y por lo tanto p(R) = R.
Afirmamos que V& € H, p(§) € H. De no ser asi, p(§) € Int(H®).
Como H es simplemente conexo, existe una trayectoria v que une a i con &, tal que vy
esta totalmente contenida en H, sin embargo () es una trayectoria entre o(i) y (&),
que estan contenidas en distintos hemisferios de la esfera de Riemann, por tanto, existe
t € [0,1] tal que, p(y(t)) € R y dado que R es invariante bajo o, () € R. Lo cual no es
posible dada la eleccion de 7.
Concluimos que ¢(z) € H, es decir o(H) C H.
De forma andloga se demuestra p(int(H¢)) € int(H€).
Ninguna de las contenciones ¢(H) C H y p(int(H®)) C int(H°) es propia.

De lo contrario:
Coo = ¢(Coo) = p(HW R W int(H%)) C ¢(H) & p(R) & o(int(H)) C Cq.

Lo cual es absurdo. Por lo tanto ¢(H) = H.

=) Dado que ¢ fija a H, afirmamos que fija a su vez a R.

Sea r € R, entonces o(r) € R. Suponiendo que no, ¢(r) € int(HC), como ¢ es una
funcion abierta y continua, todo abierto U C int(H°) de ¢(r) tiene como preimagen a
otro abierto, pero UNH = 0, lo que implica que p(U) es un abierto de r que no interseca
a H. Lo cual es falso.

Concluimos que p(R) C R.

Como ¢~ tambien fija a H, o ' (R) C R de donde, R = ¢(¢ " (R)) C ¢(R).
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A A

Ambas contenciones implican que p(R) = R.
al +b
S = -, st eR:
ca 0(6) = S si g

o(§) =

aé +b b\  —
- () R = ete)

Como ambas son transformaciones de Mobius que coinciden en mas de tres puntos, p = ¢.

Podemos concluir que: B
a b\ \ a b
c d) c d)’

De esto 1 = ad — bc = N2ad — cb = \? por tanto X = 1.
Esto nos dice que, o bien a,b,c,d son reales o puramente imaginarios.
No pueden ser puramente imaginarios pues:

ai+b  (ai+b)(—ci+d)

wli) = ci+d |ci + d|?
De esto:
, (—cb + ad) ad — b “ad —be —1
m(‘ﬁ@)) ’Ci—l—d’Q |Ci+d|2 ’ci—l—d’Q ’Ci—Fd’Q

Por lo tanto a,b,c,d € R.

Este dltimo teorema sumado al hecho de que todo elemento del grupo Aut(H) es una
transformacién de Mébius (puesto que es el conjugado por una transformacién de Mébius
de Aut(D) un subgrupo de transformaciones de Mobius) nos caracteriza totalmente a los
automorfismos de H.

Deseamos descomponer:

a +b
PlE) = S = kea- (O
con k, «, v pertenecientes a subgrupos de Lie de Aut(H),compacto, abeliano y nilpotente
respectivamente. Recordemos que, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ad —
bc = 1.
Definimos:
V() =&+n y N ={v,: peR}

N’ es un grupo abeliano, y por tanto nilpotente.
ax(&)=X y A ={ay: AeR"}

A’ es un grupo abeliano.

Finalmente:
= €+

k(g)_m K' ={k : 7,6 €R}.
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Una cuenta mostrard el porque de K’ y su compacidad.

fwﬁ):cAWE_f

e

il = &) +6(1 +¢)

c !

—0i(1=&) +v(1+¢)

_ (=01 -+ +€) — (il - §)
i(—=0i(1 = &) + (1 + &) + (yi(1 = &)

_ A= +yil+E -1 -¢ -1+
(L =& +7i(1+& +v(1 =& +(1+

—20 4217 (=0 + i)

20 + 2iv& (0 + 1)

(v +i9)
BCEDRE

§
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Es decir que K, es conjugado del subgrupo K construido al inicio de esta seccién, como

uno es conjugado del otro, ambos son compactos.

Es una cuenta larga pero simple, mostrar que los coeficientes u, A, §, 7, esta inicamente

determinados y cumplen que:

de+ b
v@=£+£i;
() = a® + ¢,

Y finalmente

(a*d — abe)C + (be? — adc)

k(C) =

(adc — be?)¢ + (ad — abe)

Para el grupo nilpotentente, N/, consideramos un elemento cualquiera v, en el, estudiando
) ) I 9

su conjugado obtenemos que:

U
—u+21

U+ 2

— N 5—
N E) = — (2. ( i
e 1 - (—u+2i)5

Que son una rotacién por una transformacion de Mobius.

Finalmente, sea o) € A calculando el conjugado nuevamente:

S
1— (357

chre (&) =

Una transformacion de Mobius.
De esta forma hemos descompuesto a Aut(D).

A—1

A1

)

).






Capitulo 3

Equivalencia de regiones k-conexas,
k> 1.

En el capitulo 2 se ha dicho que dos dominios €2, y €25 son conformemente equiva-
lentes si existe entre ellos una transformacién conforme y biyectiva y si dos dominios son
conformemente equivalentes sus grupos de automorfismos también son equivalentes como
grupos topoldgicos via la conjugacion por la transformacion conforme entre ellos.

En el conjunto de todos los dominios contenidos en C,, podemos definir una relacién de
equivalencia, donde §2; esta relacionado con €25 si son conformemente equivalentes.
Dicha relacion de equivalencia induce a través de la conjugacién una particién en el con-
junto de los grupos de automorfismos de dominios en la esfera de Riemann.

Nuestro objetivo en este capitulo es obtener representantes utiles para cada clase de equi-
valencia. Donde por ttiles entendemos aquellos que nos permitan generar una clasificacion
(salvo conjugaciones) de los grupos de automorfismos de los dominios complejos y que
ademas sean cualitativamente simples de estudiar.

3.1. Presentacion de resultados claves y definiciones.

Comencemos formalizando un concepto importante para la exposicién del capitulo®.

Definicién 3.1 (Regiones multiplemente conexas). Sea Q@ C Co, un dominio. §) es fi-
nitamente conexo si su complemento C,o\S2 tiene una cantidad finita de componentes
conezas. Decimos que es k-conezo (k < 00) si Coo\2 tiene k componentes conezas [2, p.

85].

XEsta seccién es una lectura de [2, cap. 4] y [10] principalmente

51
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Hasta el momento hemos definido solamente cuando dos dominios en el plano complejo
son conformemente equivalentes, sin embargo ;Cuando son equivalentes dos dominios en
la esfera de Riemann ?.

Una transformacion conforme es aquella que localmente se ve como una rotacién seguida
de una homotecia en el plano complejo, esto es equivalente a que la diferencial de la
transformacién en cada punto sea distinta de cero, adoptaremos esto como definicion.

Definicién 3.2. Una funcion f : €y C C — Qo C Cy es conforme, si y solo si la
diferencial df , es distinta de cero para cada punto en €)y.

Sean f: Q; C Cy — Qy C Cy funcién conforme, p € Qy y f(p) € Qa, para ambos
puntos existe una representacién en coordenadas locales de forma que la funcion f es
conforme si y so6lo si es conforme en su expresion local.

De esta forma dos dominios son conformemente equivalentes en la esfera de Riemann, si
y s6lo si son conformemente equivalentes en coordenadas locales independientemente del
atlas que consideremos.

Como C, es una variedad que puede ser cubierta con un minimo de dos cartas, si Q2 C C,
y ademas es abierto, bajo cierta carta es mapeado en un abierto contenido en C. Nosotros
trabajaremos principalmente con las proyecciones estereograficas, de las cuales solo se
necesitan un par de ellas para generar un atlas conforme o analitico y donde cada una de
las cartas mapea biyectivamente a la esfera menos un punto en el plano complejo.

Asi las cosas, probar que dos dominios contenidos propiamente en la esfera de Riemann
son conformemente equivalentes, es probar que alguna de sus representaciones en el plano
complejo lo son.

Para dominios doblemente conexos contenidos en el plano complejo se tiene un resultado
bastante elegante.

Teorema 3.1. Sea 2 C C un dominio doblemente conexo tal que ninguna de las compo-
nentes conexas de su complemento es un punto. Entonces €2 es conformemente equivalente
a un anillo.

. Tenemos un resultado equivalente para dominios en la esfera de Riemann?.
Si 2 C Cy es un dominio 2-conexo donde ninguna componente conexa de su complemento
es un punto, existe una carta coordenada ¢ tal que ¢(£2) es conformemente equivalente a
un anillo, por lo que de hecho €2 es equivalente a un anillo en la esfera de Riemann.
Hemos usado que la proyeccion estereografica es una carta que mapea a la esfera menos
un punto en el plano complejo que ademaés preserva circunferencias, asi, cuando hablamos
del circulo unitario en la esfera de Riemann o un anillo en la esfera de Riemann, nos
referimos a la preimagen del circulo o un anillo bajo la proyeccién estereografica.
En esta seccién, buscamos demostrar un resultado un poco mas general, que sin ser el
resultado que usaremos en la préxima seccién es un paso preliminar de aquel y ayuda a
entender algunos detalles del enunciados y la prueba.
El enunciado para dominios planos es.
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Teorema 3.2 (Teorema de representacién de regiones multiplemente conexas por anillos
menos arcos.). Sea 2 C C un dominio k-conezxo, k > 2. Asumamos que ninguna compo-
nente de su complemento es un punto. Existe un holomorfismo biyectivo ¢ : 2 — B donde
B es un anillo A= {¢ € C:c<|C| < C} con k —2 arcos concéntricos removidos [2].

Si Q C Qy es un dominio k-conexo con ninguna de las componentes conexas de su
complemento un punto, localmente (en alguna carta) es un dominio en el plano complejo
cuyo complemento tiene k-componentes conexas. Por lo que si el teorema es vélido, la
imagen de €2 bajo una carta es conformemte equivalente a un anillo en plano como el que
describe el teorema, por lo tanto ) es equivalente a un anillo en la esfera de Rieman con
k — 2 arcos removidos.

Definicién 3.3 (Dominio circular). Q@ C C, es un dominio circular, si y sélo si el
complemento de ) tiene k componentes conexas todas ellas discos.

La caracterizacién que nosotros usaremos es en realidad la siguiente.

Teorema 3.3 (Teorema de representacién de regiones multiplemente conexas por do-
minios circulares.). Sea  C C un dominio k-conexo, k > 2, y asumamos que ninguna
componente de su complemento es un punto. Existe una transformacion conforme y bi-
yectiva ¢ : Q — C donde C es un dominio circular [10].

Nuestra prueba se realizard en varios pasos, antes recordaremos algunas ideas bésicas
sobre homologia y sobre el periodo de las integrales. Dichos resultados son discutidos de
forma mas amplia en la bibliografia indicada, la demostracion de estos resultados nos
desvia de nuestro fin, ademéas que algunos de ellos son geométricamente intuitivos.

En este capitulo trabajaremos sélo con dominios contenidos en la esfera de Riemann.

3.1.1. Revision de algunas ideas topologicas.
Ciclos y periodos.

Sea ¢ una curva contenida en C y a un punto que no esta en la curva. Se define el
indice de ¢ con respecto a a como:

n(C,a) 1 j{ dz

om Je z—a’

El indice es siempre un entero e intuitivamente mide el nimero de veces que ( se enrolla
entorno a a, donde consideramos que la orientacion de la curva es positiva al recorrerse
en sentido contrario a las manecillas del reloj y negativa cuando lo hace en el sentido
contrario.
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Diremos que una curva cerrada ¢ en un dominio 2 es homdloga al cero si el indice de la
curva es cero con respecto a cualquier punto a € Q¢. Consecuentemente un dominio €2 es
simplemente conexo si todo curva cerrada en €2 es homdéloga al cero.

Sea 2 C C, un conjunto k-conexo. Denotamos por Ay, As---, A, a las componentes
conexas del complemento de €2, donde A; es la componente que contiene a 00.

Lema 3.1. Podemos encontrar ciclos (j con j =1,--- k —1, tales que:

» n((j,a) =1 para todo a € A; y
» n((j,a) =0 para toda a € QN\A;.

Demostracién. La componente Ay es acotada y simplemente conexa (de no ser asi ten-
dria un “hoyo” en su interior, es decir otra componente conexa de 2, lo cual no es posible).
Por el teorema del mapeo de Riemann, existe ¢ mapeo conforme que manda a Ay en D.
Bagjo la accion de ¢, cada una de las componentes A; va a dar a un conjunto cuya frontera
es una curva cerrada y acotada que podemos suponer se encuentra en la region exterior
a D (en caso contrario componemos a ¢ con una inversion). Como la frontera de p(A;)
es compacta para toda j al igual que 0p(SY), obtenemos que

r=min{|z| : z € Uj210p(A;)} > 1.

Sea 1 < a < r, tomamos la curva definida por @‘1(0(07a)) obtenemos un primer ciclo de
los deseados. Para obtener el resto aplicamos este proceso de forma iterada pero tomando
en cuenta que ahora las componentes conexas no son seran los Ay sino el interior de los
ciclos obtenido anteriormente.

Sea v C Q un ciclo y a € Aj, el valor de n(7v, a) es (por conectividad de A;) indepen-
diente de la eleccién de a € A;, llamamos ¢; a dicho valor constante.
El indice del ciclo:

H=79—C7 —CY2 Ck—1Vk—1,

es cero con respecto a cualquier a € Q¢ X! de forma que p es homologa a cero.

Podemos decir que la curva v es homéloga a una combinacion lineal de vy, v9 -+, Yp_1-
Es facil verificar (usando la "linealidad"sobre las curvas) que los coeficientes que hacen de
1 homologa al cero estan tinicamente determinados.

Motivados por esto llamamos base de homologia para €2 al conjunto

{’}/1772 e 77]671}-

No necesariamente esta es la tnica base de homologia, pero toda base de homologia
tiene exactamente k — 1 elementos (por construccién de la base tenemos un 7; por cada
componente conexa acotada de Q°). Hemos establecido que toda regiéon con conexidad

XIDado que ¢; es un entero la notacién tiene sentido. Aqui ¢;v; significa ¢; copias del ciclo ;.
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Figura 3.1: Ciclos para una base de homologia

finita tiene una base de homologia finita y viceversa.

La idea de la base de homologia tiene una interpretacién en términos de integrales de
linea complejas.

Para cualquier funcion f holomorfa en €2 , se tiene que:

ﬁf(z)dz =0 8 f(z)dz + czf f(z)dz+ -+ Ck_l?g f(z)dz

Y2 k—1

Esta es la versién homolégica del teorema de Cauchy. A los nimeros,

Pi={ f(z)d

Y
se les llama periodos de la diferencial fdz.

Sabemos del estudio del teorema de Cauchy, que para ciertos dominios (un rectdngulo
por ejemplo) es posible definir una antiderivada para una funcién holomorfa f por medio
de

F2) = F©ae.

Aqui la integral esté definida sobre cualquier curva continuamente diferenciable basada
en el punto fijo zp. Inversamente, si f es una funcién holomorfa dad, en el rectangulo R y
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F es una antiderivada de f bien definida y univaluada, entonces I’y f es tan relacionadas
por medio de la férmula anterior.

Pondremos en contexto (de homologia) las ideas elementales de los tltimos parrafos al
decir que dado un dominio €2, para que f tenga una antiderivada bien definida y univaluada
es una condiciéon necesaria y suficiente que todo periodo sea nulo.

3.1.2. Funcidnes armonicas.

Definicién 3.4. Una funcion real valuada v : U — R en un conjunto abierto U C C es
una funcion arménica si f € C*(U) y X!

Au = 0.

Donde el operador Laplaciano esta definido por

Lema 3.2. Sea u es una funcion armonica en una region €2, entonces:

1) = o) = i3 2, 3.1)

define una funcion holomorfa en €.

Demostracion. Reescribamos 3.1 como f = u, + 1(—uy), como u es C? tiene sentido
tomar las derivadas de parciales de orden 2 y dado que u es armonica Uz, = —Uy,,
deducimos que:

(Uz)e = —Uyy = (=Uy)y Y (Us)y = Usy = Uye = —(—Uy ),

cumpliéndose asi las ecuaciones de Cauchy-Riemann para la funcion f.

Es 1til escribir ahora

ou  Ou
fdz = (% - Z@)<dx + dy)

ou ou [ Ou, Ou
= (%dx + 8ydy> +1 <_8ydx8xdy>

Xl Recordemos que una funcién f : U — R es de clase C*, si y sélo si sus derivadas parciales son de
k
clase C*.
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La parte real de ésta ultima expresion es simplemente la diferencial real de u.
En caso de que u tenga una funcién conjugada arménica™™ v en €2, tenemos que

dy Tor

pues se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
En general, aun en un anillo, no siempre existe para u alguna funcién v conjugada, bien
definida y univaluada, es por eso que en lugar de escribir dv introducimos la notacion:

ou ou
*du = ——d —d
U ay r+ o7 Y

Denominamos a *du la diferencial conjugada de du. Sabemos que:
fdz = du+ i*du.

Sea 7 una curva homologa al cero (por tanto el interior a la curva es simplemente conexo),
por el teorema 1.13 sabemos que:

osz(z)dz:j{duﬂf*du

Denotamos int v a la region interior de la curva v, que por cierto esta contenida en 2, du
es una forma exacta y utilizando el teorema de Stokes:

/du:/ ddu) = [ 0=o0.
o inty inty

Por lo que la primera integral se anula, y el segundo término debe ser cero.

f du =0 (3.2)

o bien

Deseamos dar una interpretacion geométrica de (3.3).
Sea 7(t) = z(t) una parametrizacién de nuestra curva cerrada v . Si a(t) = arg(2'(t)) es
la direccién del vector tangente a v en ¢, podemos escribir:

dx = |dz|cos a

dy = |dz|sin a.
Supongamos que el vector normal a la curva apunta a la derecha del tangente. La direccién
del vector normal estard dada por f = a — 7/2. cosa = —sinf y sina = cos 3, por lo
que la derivada direccional de u en la direccién normal esta dada por:
ou ou ou
S =cosp-—+sinp- —,
on p ox B dy

XM Toda funcién real (armdénica) v tal que u + 1w es holomorfa es llamada conjugada armdnica de u
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y a la cual denominamos derivada normal.
Tenemos entonces que:

ou ou
du = ——d —d
U = oy x+ax Y

= —gu\dz\ cos o + g]dz] sin «v

:<cosﬁ a——i—smﬁ >| ]

_ (@n> 2.
£ (o) e=0

para todos los ciclos v que son homoélogos al cero en ).

Esto nos permite plantear en un nuevo lenguaje algo que ya habiamos concluido en la
seccién pasada.

Si*Q es una region simplemente conexa todos los ciclos son homdlogos al cero y por tanto

Podemos reescribir (3.2) como:

]{ du = 0 para todos los ciclos 7. Via el teorema de Cauchy es posible definir una funcién

conjugada armonica para u. Si en lugar de eso (2 es multiplemente conexo, la funcién
conjugada tiene periodos pues la base de homologia no es trivial y:

* ou
du = z
v 753’ <8n> ‘ |

para cada elemento de una base de homologia vy, , Vk_1.

3.1.3. El problema de Dirichlet y su solucién.

Definicién 3.5 (El Laplaciano). El operador diferencial Laplaciano se define como:
0? 0?
A2+ 2
<8x2 + Oy? )
Definicién 3.6 (Funciéon arménica). Una funcion u en un dominio 2 se dice que es

armonica, st
Au = 0.

Resulta de interés (al menos para nuestro fines inmediatos) resolver el siguiente pro-
blema de valores en la frontera.
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Sea ¢ una funcién continua en 0f). Considere las condiciones para una funcion u €
C%Q) N C(Q).

Au=0 en(,

u=w en Of.

Al problema de encontrar una solucién a estas ecuaciones con sus hipodtesis en la
frontera se le denomina un problema de Dirichlet.
Este no es el espacio para desarrollar una discusion sobre este tema que tiene vida propia,
pues nos desviaria de nuestro objetivo, razén por la cual citamos solamente un par de
resultados que seran de utilidad para hacer fluida la exposiciéon posterior.

Definicién 3.7. Sea Q2 un dominio en C y P € 0S). Decimos que P tiene una barricada,
si existe un punto QQ € Q° tal que el segmento PQ sélo interseca a 2 en P.

Figura 3.2: Barricada de un punto P

Teorema 3.4. Sea 2 C C un dominio. Asumamos que cada punto de 0S) tiene una
barricada, entonces un problema de Dirichlet sobre €) siempre tiene solucion.

Lema 3.3. Sea Q C C un dominio C'. Todo punto de O tiene una barricada.

Corolario 3.1. Sea Q C C un dominio C*. Todo problema de Dirichlet sobre ) tiene
solucion.

Corolario 3.2. Sean uy,us funciones armonicas definidas en €2 C C, continuas en €,
que coinciden en la frontera (ie uy |agn= us |an) entonces uy = ug en Q.
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Sea 2 C C,, un dominio suave (cuya frontera es la unién finita de curvas de Jordan
simples) y £ C 0f) un conjunto finito de arcos de la frontera de €2, los cuales pueden ser
en particular alguna componente conexa de la frontera. Considérese el siguiente problema

de Dirichlet:
0 sizedOQFE

(bu(z):{l size kb

Definicién 3.8 (Medida armoénica). Definimos ¢ : Q — C la medida armdnica de E en
z € ), como la solucion del anterior problema de Dirichlet valuada en z.

Este problema de Dirichlet no tiene una condiciéon de frontera continua, la discusion
de la existencia y unicidad de dicha medida armonica no es trivial, pero nuevamente este
no es lugar para llevarla a cabo.

3.2. Representaciéon de dominios k-conexos como ani-
llos rasgados.

El teorema que buscas probar es:

Teorema 3.5 (Teorema de representacion de regiones multiplemente conexas por anillos
rasgados.). Sea Q C C un dominio k-conezo, k > 2. Asumamos que ninguna componente
de su complemento es un punto. Existe un holomorfismo biyectivo ¢ : Q2 — B donde B es
un anillo A ={¢ € C:c < |(] <C} con k —2 arcos concéntricos removidos [2].

Probemos un resultado preliminar.

Teorema 3.6. Sea 2 C C,, un dominio k-conexo, 2 es conformemente equivalente a un
dominio suave.

Gracias a que dos proyecciones estereograficas desde dos puntos distintos forman un
atlas conforme de C, si ) es k-conexo existe una manera de proyectarlo en una region
k-conexa en C, si ahi es conformente equivalente a un dominio suave también lo sera en
la esfera de Riemman. Basta suponer entonces que 2 C C.

Demostracion. Sean Ay, As,---, A, las componentes conexas del complemento de €2,
donde Ay, es la componente no acotada y ninguna de las A; es un punto, de lo contrario
podemos suponer que el dominio € es el dominio original union ese punto y si encontra-
mos un dominio €y conformemente equivalente a este nuevo dominio, la imagen del punto
agregado estd unicamente determinado y quitando su imagen a €y, habremos obtenido un
dominio suave equivalente al dominio original.

Ay es una region simplemente conexa, por el teorema del mapeo de Riemann, existe
un mapeo conforme que manda a Ay en el complemento del disco unitario, por lo que
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Q es llevado a una region k-conexa contenida en el disco unitario con frontera exterior
un circulo y donde las imdgenes de Ay, --- Ap_1 son las componentes conexas acotadas de
su complemento, denotamos a las imdgenes de estos conjuntos distinguidos de la misma
manera que sus preimagenes.

La frontera exterior de la nueva region §) es el circulo unitario al que podemos parametri-
zar en direccion positiva. La frontera es por lo tanto una curva suave, cerrada, orientada
positiva y simple, a la cual denominamos Cl.

Consideramos la region simplemente conexa definida como A§, esta region es equivalente
(via un mapeo conforme) al exterior del circulo unitario, la imagen de Cy es otra vez una
curva suave, cerrada, y simple a la que sequimos llamando Cy, que sin embargo no es
necesariamente un circulo.

Como en el caso anterior la imagen de la curva frontera de A{ es el circulo unitario.
Podemos repetir este proceso de forma iterativa k — 2 veces mas para el resto de las com-
ponentes conexas. Claramente el dominio obtenido al final es conformemente equivalente
al original y todas las curvas fronteras son suaves, cerradas y simples.

N

DCs

Cs <=
G Z
cz‘ /

Figura 3.3: Transformaciéon de un dominio arbitrario en un dominio suave.

El teorema basta ser probado entonces para dominios suaves.
Recordemos que C}, es el borde exterior con orientaciéon positiva y el borde C; con j < k
posee orientacién negativa.
Para un borde C; con 1 < j < k, el indice con respecto a cualquier punto en la regién
interior a C}, es —1 y para cualquier punto exterior es 0. Para C}, el indice vale 1 respecto
a cualquier punto interior y 0 para la region exterior.
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Ci+ Cy---+ (O} es la frontera de ().

Por otra parte, dado que 0€) esta constituida por curvas analiticas, se puede considerar
localmente como segmentos de un circulo y por tanto, cada punto en la frontera posee
una barricada y el problema de Dirichlet en ) siempre tiene solucion.

Para cada 1 < j < k consideremos el problema de Dirichlet con condiciones de frontera
1 en C; y 0 en los otros bordes. Denominamos w; a dicha solucién y w;(z) es la medida
armonica de C; en z con respecto a (2.

El clasico teorema del maximo nos asegura que si u es una funciéon real valuada y ana-
litica en un dominio €2, esta no puede alcanzar su maximo en ) a menos que u sea una
funcién constante. Un corolario inmediato es que si €2 esta acotado y u es continua en 052,
claramente u alcanza su maximo en € y coincide con el méximo de u en la frontera de €,
un razonamiento analogo nos conduce a una afirmaciéon dual para el minimo.

Esto finalmente resulta en que 0 < w;(z) < 1 para todo z €  y como

w1+w2--~—|—wk51

en la frontera de Q
wy+wy---+wr,=1 en €.

Uno puede nuevamente mapear cada uno de los contornos de manera conforme en el
circulo unitario y via el lema de reflexiéon de Schwarz, la medida armoénica w, es extendida
analiticamente a la frontera de Q y podemos decir que w, es arménica en €.

Claramente C7,C5 - - - , C} es una base de homologia para 2. Y para cada j la diferencial
de la conjugada armonica tiene periodo «;,, con respecto a (), definido por:

ow; .
Wy = o an]ds:/m dwj.

Lema 3.4. No existe una combinacion lineal,
)\1’LU1 + )\2w2 R )\kflwkfl (34)

con coeficientes constantes reales \;, que posea una funcion conjugada arménica y univa-
luada, a menos que todos los \; sean iguales a cero.

Demostracion. Supongamos que 3.4 es la parte real de una funcion holomorfa f en 2.
Usando el argumento de reflexiones pasado, podemos suponer que f se extiende analitica-
mente a Q. Claramente Ref es igual a \; en C; para j <k y 0 en Cy, por lo tanto cada
uno de los contornos es mapeado a un segmento de linea paralelo al eje imaginario.

Si T no pertenece a ninguno de los segmentos, la funcion Arg(f(z) —T) es armonica y en
cada contorno C; posee una rama univaluada.

EL principio del argumento nos dice que f no toma el valor 7 en §2, pues existiria un
punto en Q donde la funcion Arg(f(z) — 7) no tiene sentido y no se puede afirmar que
por lo tanto esta bien definida en 2. Asi que la imagen de Q) esta contenida en la union
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de los segmentos de recta.

Por ser f una funcion holomorfa se puede concluir que su imagen es abierta, esto es una
contradiccion pues la union de los segmentos de recta no contiene a ningun abierto.

La tinica manera que esto sea posible, es que la funcion f sea la constante cero y A\j =0
para toda j.

Consideremos ahora el siguiente sistema de ecuaciones:

Aoy + 0 Moy - N = 0
Aoig  + 0 ANows - Moo = 0
Aorg—1 + Moogo1 + o0 Mg p—1 = 0

Llamamos u(z) = Z?;ll Ajw; una funciéon solucion y el sistema de ecuaciones es equivalente
a que:

/ ‘du=0 Yme{1,2,--- k—1}.
Cm

Si el sistema de ecuaciones tiene una tinica solucién y por tanto una tnica funcién solucion
u, esta debe ser la formada por coeficientes constantes cero. Del lema anterior u es la parte
real de una funciéon univaluada armoénica. Por el contrario, si u es una funcién solucién y
posee una funcién conjugada univaluada armoénica v, *du = dv y:

/ *du:/ dv = 0.
m Cm

Por el teorema anterior, nuevamente los coeficientes que generan a u estan Unicamente
determinados y son todos ceros, por lo que el sistema tiene una tnica solucién y es la
trivial.

Afirmamos que efectivamente el sistema tiene una tnica solucién.

Este resultado nos dice que el siguiente sistema no homogéneo tiene una tinica solucion.

Ao+ Ao A+ Mo = 2w
Ao+ Aows o0 Mmoo = 0
Aok + MNoog1r + oo Mmiogoip—r = 0
Notemos que
(9wj
i+ oo+ = - =0

Ci+CottCp, ON

Pues C1 + C5 + - - - + ('}, es una curva homologa a cero. Desprendemos de esta tltima
igualdad que:
Qj1t Qo+ Qg1 = — Qg
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La ecuacion:
Moty + Aogr + o0 A1y = 27

es redundante en el sistema de ecuaciones.

Esto nos dice que existe una soluciéon de forma tal que A\jw; + Aows - - - + A\p_1wp_1 tiene
una conjugada armoénica f multivaluada de periodo +27 en los ciclos C1, Cy e igual a cero
en el resto.

Con razonamientos como los utilizados previamente, obtenemos que Re(f) es constante
e igual a A\; en C; (A, = 0).

Consideramos una rama de la funcién f(z) y definimos F(z) = ef(z), que estd bien
definida y es holomorfa.

El siguiente teorema es la prueba final de nuestro resultado.

Teorema 3.7. La funcion F es un mapeo biyectivo y holomorfo de §2 en B, el anillo
A={CeC:c< (| <C}econ k —2 arcos concéntricos removidos.

Demostracién. F(z) esta bien definida, es holomorfa y el dominio es claramente como
se indica. Resta verificar que sea univaluada y biyectiva.

Los contornos Cy, Cy, corresponden a los contornos exteriores en interiores de anillo, mien-
tras los contornos Cy,--- ,Ci_1 son a los arcos removidos del anillo. Aqui es pertinente
pensar a cada arco como una curva cerrada donde ambos lados curvados han sido forzados
a coincidir.

Hemos corroborado que si {2 es un dominio k-conexo en la esfera de Riemann, entonces
es conformemente equivalente a un anillo con £—2 arcos removidos contenido también en la
esfera. Como mencionamos al inicio del capitulo, exite otra version de este teorema donde
el conjunto de representantes de estos dominios son los llamamos dominios circulares y
son los que nos interesan pues en ellos se vale el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Sea Q un dominio circular entonces, Aut(Q2) es subgrupo de las transfor-
maciones de Mdébius [10].

De esta forma, nuestro problema de clasificacién original se traduce en clasificar sub-
grupos de las transformaciones de Mébius, que en general resultan ser mas accesibles que
un grupo abstracto como Aut(£2).

3.3. La estructura de grupo topoldgico de Aut((?).

El objetivo de esta seccion es verificar que para cualquier dominio €2 en C, el grupo de
automorfismos de €2 tiene con la composicion de funciénes y la topologia de la convergencia
uniforme respecto a la métrica cordal, estructura de grupo topoldgico.

Enunciamos a continuaciéon un par de resultados que son por deméas conocidos en la
literatura, pero resultan necesarios en la demostraciéon que proponemos.
Hemos denotado por M al grupo de las transformaciones de Mobius.
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Teorema 3.9. El grupo de transformaciones de Mébius M con la topologia de la conver-
gencia uniforme en la métrica cordal es un grupo topologico.

Teorema 3.10. Sea G < M. G es un grupo topoldgico.

La topologia de G esta dada por la métrica de la convergencia uniforme al igual que
en M, G como subconjunto de M es también un espacio topoldgico y un subgrupo. Las
funciénes que hay que verificar que son continuas lo son sobre todo M y en particular
sobre G.

Si D es un dominio circular canénico, Aut(D) es un subgrupo de las transformaciones de
Mobius y por tanto un grupo topoléogico.

Sea H grupo topoldgico y G un grupo dotado de una topologia (no asi un grupo topolé-
gico) y una funcién biyectiva h* que es homeomorfismo y morfismo de grupos al mismo
tiempo. jSera cierto que G es un grupo topolégico?. La afirmacién es que si.

Los proximos dos lemas técnicos seran de ayuda para exhibir la veracidad de esta
ultima afirmacion.

Lema 3.5. Sean H y G grupos. Si denotamos por |l : G — G a la funcion tal que
I(g) = g~ para toda g € G y como I* a la funcién con la misma regla de correspondencia
sobre H, el siguiente diagrama conmuta

G ‘5@

"

cuando la funcion h* es un homeomorfismo de grupos.

Demostraciéon. Sea x € G entonces I*(h*(x)) = (h*(x))™', el inverso en H de h*(z).
Por otra parte h*(I(x)) = h*(x™1), como h*(z) - h*(z7') = h*(xz™') = h*(eq) = ey, de la
unicidad del inverso (h*(x))™* = h*(x™') y por tanto el diagrama conmuta.

Lema 3.6. Si denotamos como L : G x G — G a la funcion tal que L((f,g9)) = g
para toda f,g € G y L* a la funcion con la misma regla de correspondencia sobre H x H,
entonces el siquiente diagrama conmuta

GxG —5 @

(h*,h*)l l(h*,h*)

HXHTH

cuando la funcion h*, es un homeomorfismo de grupos.
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Demostracién. Sea (f,g) € G x G entonces

L¥((h*(f),h*(9))) = *(f) - h*(g) = h*(fg) = h*(L((},9))),

por tanto el diagrama conmuta.

Si ademés de nuestras hipotesis pedimos que H sea un grupo topologico y que nuestra
funcion h* sea abierta y continua, dado que nuestros diagramas conmutan y h* es inver-
tible, las funciénes [* y L* son funciénes continuas y por tanto GG hereda la estructura de
grupo topologico.

El parrafo anterior nos da una estrategia para probar que Aut({2) es un grupo topolégi-
co. Basta exhibir una funcién biyectiva, continua y abierta, que respete la estructura de
grupos entre Aut(Q2) y algiun grupo topolégico.

Por nuestros teoremas de representacion canénica de dominios finitamente conexos, todo
dominio k-conexo 2 es equivalente via una transformaciéon conforme A a D un dominio
circular k-conexo (h : 2 — D), cuyo grupo de automorfismos es un grupo topologico,
definimos A* : Aut(D) — Aut(2) dada por h*(g) = h™'gh.

Teorema 3.11. La funcion h* definida anteriormente es:
i) Un homeomorfismo de grupos (ie. h*(f - g) = h*(f)-h*(g))

ii) Una funcion continua y abierta.

Demostracién. Para probar i), sean f,g € Aut(Q2), por definicion:

W (f-g)=h" - (frg)h=h""(f-h-h™g)h=(h7"-f-h)-(h™t-g-h) =h"(f) I"(g).

La biyectividad de la conjugacion es clara.
Para el inciso i) definimos f* = h*(f) con f € Aut(D). Recordemos que:

Bigy(f) = {g" € Aut() : g = f*] < ¢}

Y
BR/(f) ={g € Aut(D) : |lg — fIl < €}.
Donde || - || es la norma de la convergencia uniforme con la métrica cordal (denotada |-|).
Mostraremos que para toda € > 0 existe una 0 > 0 tal que para todo g € B(%(f), h*(g) €
B ().
(¢)

Por el teorema de extension de Caratheodory h se puede extender continuamente a la
frontera de D, por lo tanto h como funcion extendida es continua en un cerrado y acotado
con la métrica cordal, por lo tanto es continua en un compacto.

Sabemos que existe una § > 0 tal que si z,y € Q tales que |v — y| < & entonces |h(x) —
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h(y)| < e
Sea g € Aut(D) tal que ||g — f|| < 6, para toda w € Q

lg(w) — f(w)] < 6.
Como g(w), f(w) € D, para toda w € D
|h(g(w)) = h(f(w))| <e.

Por otra parte h es una biyeccion entre Q y D, por lo que para toda w € ) existe z € D
tal que w = h™Y(z). Por tanto para toda z € D

(g(h™(2))) = h(f(h™'(2)))] < e.
Es decir que
lg" = [l <

Con esto se prueba que la funcion h* es continua.
Si intercambiamos h por h™' concluimos que h es abierta.

Corolario 3.3. Aut(Q2) es un grupo topoldgico para todo dominio contenido en C.






Capitulo 4

El teorema de clasificacion de M ().

Al inicio de esta tesis nos hemos propuesto como objetivo dar una clasificacién de los
grupos de automorfismos de dominios contenidos en la esfera de Riemann. Este capitulo
estd dedicado a ese resultado.

Este capitulo esta plenamente basado en el articulo [3], cualquier error en la redaccion es
responsabilidad nuestra y no del autor.

Desarrollamos una serie de definiciones y resultados que son necesarios para hacer clara
la exposicion del teorema de clasificacion, lo enunciamos y la prueba se sigue a través de
una serie de lemas y corolarios.

4.1. Definiciones y presentacién del Teorema

Denotaremos como M al grupo de transformaciones de Mobius actuando en C.
Para cualquier subdominio 2 C C, definimos como M (£2) al subgrupo de transformacio-
nes de Mébius contenidas en Aut(€).

Definicién 4.1. Un subgrupo uniparamétrico de M (o de cualquier grupo de Lie), es un
homeomorfismo ' del grupo aditivo de R en M. Nos permitimos usar I para referirnos
tanto al homeomorfismo como a su imagen, I'(R).

Lema 4.1. I" es un subgrupo abeliano de M
Demostracién. Sean a,b € I' con I'(a) = a y ['(8) = b, tenemos que:
ab=T(a)T'(B) =T(a+p) =T(f+ a) =T(B)'(«a) = ba.

Teorema 4.1. Salvo por una conjugacion en M, los grupos uniparamétricos estin dados
por:

69
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w {z > z2+4+t:teR}

» {z > ezt e R}

Si I es un subgrupo uniparamétrico de M , es abeliano y por lo tanto elemental. El
siguiente lema identifica la cardinalidad de las 6rbitas de los grupos uniparamétricos.

Lema 4.2. Sea I' < M subgrupo uniparamétrico, toda orbita finita de I' es de cardinalidad
uno.

Demostracién. Sea {zg,x1, -+ ,x,} una orbita finita de T'. Supongamos que n > 1,
definimos:

inf{t € RY : T'(t)(xo) = x;} si existe t > 0 tal queT(t)(xg) = z;
ti = si toda t tal queT'(t)(xg) = x4
sup{t € R™ : T'(t)(xp) = x;} es menor que cero

I'(t;)(xo) = x; para toda 0 < i < n pues para cada i existe una sucesion de t}' tales que
[' es un homeomorfismo entre grupos topologicos y en particular es una aplicacion conti-
nua, por lo tanto I'(t}) — ['(t;) uniformemente (que define a la topologia en los grupos de
automorfismos).

En particular T'(tY") converge puntualmente para xqy, donde se tiene que:
D(#7)(x0) *== T(t:) (o),

pero T(t")(zo) = x; es una sucesion constante, por tanto I'(t;)(zo) = ;.
Podemos suponer que:

b <to---tj1 <to <ty <---<tpyj<n.

Sabemos que para toda t > 0 eziste j tal que I'(t)(xo) = x;, si j fuese siempre igual a
cero para toda t > 0, T'(t)(xo) = x¢ y para toda t < 0 T'(t)(xq) = (T(—t)) " (xg) = xg. Por
tanto n = 0, lo cual contradice nuestra hipotesis.

Sea ahora ty < t. <t;, tal que I'(t.)(xo) = x; para alguna i # 0, de no poder encontrarla
para toda t € (0,t;), I'(t)(xo) = xo y por lo tanto I'(t;)(zo) = xo, lo cual es falso.

Sin embargo te < t; =inf{t € RT : I'(t)(xo) = x;} y I'(te)(x0) = x;, contradiccion.

Por tanto la orbita finita de " sélo puede contener a xg.

De la clasificacion de los grupos elementales sabemos que I' debe ser del tipo 2. Por lo
tanto es conjugado de un grupo de similaridades euclidianas donde cada elemento es de
la forma az + b.

Si {zo} es una oOrbita finita de I', 2o es un punto fijo para todo I'(t) € T.
Ocurre alguna de las siguientes opciones para I grupo uniparamétrico:



4.1. DEFINICIONES Y PRESENTACION DEL TEOREMA 71

1. T tiene s6lo una érbita finita (y con ello, todo g € I' tiene un tinico punto fijo).

2. T tiene dos érbitas finitas (' y con ello, todo g € T" tiene dos puntos fijos).

En caso de que I' tenga més de dos orbitas finitas, I' seria simplemente la identidad y la
aplicacion I' constante, lo cual contradice que I' sea uniparamétrico. Revisemos cada uno
de los casos.

Caso 1. I tiene s6lo una orbita finita (y con ello todo g € I' tiene un tnico punto fijo).

Sabemos que ' es conjugado de un grupo de isométrias del plano que deja fijo a sélo
un punto, sin pérdida de generalidad ese punto es co. Por lo tanto todo elemento g(t) de
I" se ve como ¢(t)(z) = z + b(t). Afirmamos que b(t) es una funcién lineal.

La funcién b(t) es aditiva pues para todo s,t € R:

z+b(t+5) = g(t +5)(2) = g(t) - 9(s)(2) = 2+ b(t) + b(s),

para toda z. Por lo tanto, b(t + s) = b(t) + b(s). Por induccion sobre n, b(nt) = nb(t) y :

n 1 1
b(1) = (") = b(n-—) =n-b(>).
W =b") =b(n- 5y =m0}
Despejando en la primera y tltima igualdad, b(+) = £ - b(1).
Se sigue que b(Z) = m-b(L) = 2 .b(1), se tiene que b(t) y ¢-b(1) son funciénes continuas

que coinciden en un conjunto denso en R, por lo tanto son iguales, es decir que b(t) = ¢-b(1)
y b(t) saca escalares.
Concluimos que g(t)(z) = z + bt con b # 0. Tomando h(z) = bz € M :

1
htg(t)h(z) = htg(t)(bz) = h™ (bz + bt) = B(bz +bt) =z +t.
Caso 2. I tiene dos orbitas finitas ( y con ello todo g € T" tiene dos puntos fijos).

Sin pérdida de generalidad (es decir salvo conjugaciones por transformaciones de Mo-
bius) estos puntos son {0,00}. Por lo tanto todo elemento en I' es una rotaciéon de la
forma g(t)(z) = a(t)=.

Afirmamos que la funcién a(t), es tal que a(t + s) = a(t)a(s).
Para todo entero n:
ant) =a(t+t---+1t)=a(t)"
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por lo tanto a(+) = a(1)= y para todo n, m enteros:

Sea w un numero complejo tal que a(l) = e®
a(™) = a(l)» = e en un subconjunto denso de R, por ser ambas continuas las funcio-
nes coinciden en todo R, es decir que «a(t) = e™".

Estos grupos son imagen homeomorfa de R excepto cuando w es puramente imagi-
nario. Podemos pensar la aplicaciéon [' como una funciéon de R en C y a la imagen de
esta aplicacion como una curva suave, donde en el primer caso se pinta una recta y en
el otro una espiral exponencial o un circulo; esté ultimo ocurre cuando w es puramente
imaginario.

Todo subgrupo uniparamétrico de M es elemental y posee uno 6 un par de puntos inva-
riantes en C..

Definicién 4.2 (Grupo Kleiniano). Un Grupo Kleiniano es un subgrupo discreto no ele-
mental de M.

Con estés definiciones podemos citar el teorema principal del capitulo (y de la tesis) [3,
p. 246].

Teorema 4.2 (Teorema de Representacion de M(€2)). Sea Q C Cy, se tiene que:

1. SiQ es simplemente conexo, M (L)) es conjugado en M de algunos de los siguientes
grupos:
la) M(Cy);
1b) M(C);
1e) M(D);
1d) T o T'UAT donde T' es un grupo uniparamétrico de M y ~ un elemento eliptico
de orden 2;

le) I' o T'UAT donde I' es un grupo ciclico y discreto, y v es un elemento eliptico
de orden 2;

1f) Un grupo Kleiniano (no elemental).

2. Si Q) es doblemente conexo, M () es conjugado en M de alguno de los siguientes
grupos:

2a) El subgrupo de Mdbius que deja invariantes a {0,00};

2b) El grupo S' de todas las rotaciones en el origen;
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1

2¢) El grupo K generado por z — — (la inversién en el origen) y S*;
z

2d) Un subgrupo finito de K.

3. Si Q tiene conectividad de al menos 3, M(D) es el conjugado en M de alguno de
los siguientes grupos:

3a) Un subgrupo finito de SO(3,R);
3b) Un subgrupo finito y discreto de M.

Si dos dominios €2y, 25 son equivalentes via h : 2; — {25 un mapeo conforme:
Aut(Qy) = hAut(Q)h ™
y h* Aut(Qy) — Aut(£2;) definida como:
h*(g) = hgh™" Vg € Aut(Q;)

es un homeomorfismo de grupos topoldgicos y €2y v €25 son equivalentes como grupos to-
pologicos.

No es necesariamente cierto que M (€2;) sea conjugado de M (£23). Si €2 es de conectividad
finita es equivalente a un dominio circular Cg, para el cual M (Cq) = Aut(Cq) *1V. Usual-
mente M (2) C Aut(Q2) y M(Q) deberia corresponder bajo la conjugacién a un subgrupo

Nuestro teorema de representacion de regiones k-conexas y el teorema de clasificacion
de los subgrupos de Mobius de los grupos de automorfismos permite conocer cuales son
todos los posibles grupos de automorfismos de dominios k-conexos que actiian en la esfera
de Riemann, pues todo dominio k-conexo es conjugado de un dominio canénico circular,
por lo tanto todo grupo de automorfismos es topolégicamente equivalente al grupo de Mo6-
bius del dominio circular canénico correspondiente, que ya a sido considerado en nuestra
lista.

4.2. Resultados preliminares.

Sean €21, {2y dos dominios equivalentes via un mapeo conforme h : 2; — €2y, diremos
que h es canoénico, cuando 2y sea un dominio candnico circular.
Sea h un mapeo candnico entre {2 y ©. Todo automorfismo del dominio © es una trans-
formacion de Mobius, de forma que h define un isomorfismo 6 entre M () < Aut(Q2) y
O(M(Q)) = My(Q2) < M(O), definido como:

0:9g—hgh'.
XIVSi D es un dominio circular Aut(D) = M (D).




74 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE CLASIFICACION DE M ().

Atn cuando h g h™! es una transformacién que formalmente no esta definida fuera de ©,
estd puede ser extendida a una transformaciéon de Mobius, a la que seguimos denotando
hgh™L.

A través de esta seccion, a menos que se especifique lo contrario, reservamos la notacion
0, h, M(2) para los casos en que {2 tiene conectividad finita, y tanto h como © son
candnicos.

Necesitaremos de los siguientes resultados topologicos.

Lema 4.3. Sea Q2 un dominio en la esfera de Riemann, entonces M(Y) y My(Q2) son
subconjuntos cerrados de M.

Demostracién. Sea {g,} C M(Q) una sucesion convergente a g € M, mostraremos que
g sigue siendo un automorfismo de €2.

Supongamos g no es automorfismo de ), eziste entonces z € Q, tal que g(z) ¢ Q. Tenemos
que gn(z) — g(2), de donde g(y) € Q, como g(z) € Q concluimos que g(z) € ON.

Como g es bicontinua, existe un disco () centrado en g(z) tal que,

g H(QN(Cx\ Q) C O

Esto no es posible, pues de ser ast, existe w € g~ (QNExt Q) tal que, g(w) € Ext Q y dada
la convergencia de g, a g, existe una n lo suficientemente grande tal que g,(w) € Ext (2,
contradiccion.

Por lo tanto M(Q2) es cerrado.

Sea {fn} C Mp(Q) convergiendo a algin elemento f de M y g, € M(Q), los elementos
correspondientes a f, bajo la conjugacion, f, = hg,h™', es una observacion simple que
gn — g en M(Q). M(Q) cerrado, por tanto f, — hgh™', que es un elemento de My (Q).
Por tanto M,(Q2) es cerrado.

Se puede argumentar también, que M;(Q2) es cerrado, pues 6 es un homeomorfismo
de grupos topoldgicos, en particular es una funcién bicontinua. Dado que M}(€2), es la
imagen de un cerrado en M, su imagen es también un cerrado en M.

Lema 4.4. M(Q) es discreto si y sdlo si My(QQ) es discreto.

Demostracion. Un subgrupo G de M es discreto si y solo las inicas sucesiones conver-
gentes son las sucesiones constantes (para una n lo suficientemente grande).
Supongamos que M(Q) es discreto. Sea l,, sucesion en My(Q) que converge a la identi-
dad, entonces 071(1,,) converge a la identidad en M(Q), por lo tanto es una sucesién de
constantes. Concluimos que l,, es una sucesion constante.

El regreso es andlogo.

Lema 4.5. M(D) es elemental si y solo si Mp(S2) es elemental.

Demostracién. Al ser 6 un isomorfismo de grupos entre M(Q2) y M,(Q), la estructura
de elementalidad se preserva.
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Brevemente, decimos que f, funcién analitica es una funcion automorfa en un subgrupo
I < M XV siy sélo si, para toda z en el dominio de definicién de f y todo v € T se
cumple que:

f(vz) = f(2).

El dltimo lema de esta seccion introduce el andlisis en la discusion.

Definicién 4.3. Definimos la derivada Schwarziana para una funcion f como:
Si(z) = (f"/ )+ (f"/f)
y esta sujeta a la siguiente regla de la cadena:

Srg(2) = Sp(g2)lg ()] + Sy(2),

Una observaciéon importante es que esta derivada se anula en las transformaciones de
Mobius.
Recordemos que el isomorfismo 6 de M (2) en M,(Q2) es dado por g — f, donde hg = fh.
Con estas observaciones podemos probar el siguiente lema:

Lema 4.6. La diferencial Sy(2)(dz)* es una funcién automorfa en M(Q). Para toda
geM(Q):
Su(g2)lg' (2)]” = Sh(2).

Andlogamente S; ' (2)(dz)? es una funcion automorfa en My (S2).

Demostracién. Sea g € M(2),5,(z) = 0 por ser g una transformacion de Mdébius. Lla-
mamos [ € My(QQ) a la transformacion de Mébius que corresponde a g via el isomorfismo

6.

El lema se sigue de las siguientes igualdades:

Su(g2)lg ()] = S(92)[g' (2)]* + Sy(2) =
Sha(2) = Spu(2) = Sp(h(2)) [ (2)]* + Su(2) = S(2).

4.3. La prueba del teorema de clasificacién.

La presente seccion es la demostracion del resultado principal de la tesis y esta dividida
en funcion de la conexidad del dominio.

XVUsualmente se pide que el grupo I' sea discontinuo, sin embargo el resultado en [11] que utilizamos,
no lo requiere asi
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4.3.1. Dominios simplemente conexos.

Asumimos que ) es simplemente conexo.
SiQ)=Cy, M(Q2) = M.
Si Q es la esfera perforada, M(§2) debe ser conjugado de M (C) pues Q2 es la imagen bajo
alguna rotacion de la esfera sin el polo norte, que es como identificamos al plano complejo.
Estos son los dos primeros casos de nuestra lista.
Para el resto de los casos, por el teorema del mapeo de Riemann existe un mapeo canonico
h : 2 — D y los cuatro casos pendientes corresponden a cuando M (D) es (o no) elemental
y discreto.
Caso 1. En el que M (£2) no es elemental y discreto.

Por definicién (de un grupo Kleiniano) este es el caso (1f).
Caso 2. En el cual M () no es elemental y no discreto.

Sabemos que M} (€2) no es elemental ni discreto y en adicion este grupo admite a la
funcién automorfa Sy,-1(2)dz?. En [11] se muestra que estos grupos sélo admiten a las fun-
ciones automorfas triviales, por lo tanto Sj-1 es cero y h es de Mobius. En este caso 2 debe
ser un disco pues h manda discos en discos. Concluimos que M (€2) es conjugado de M (D).

Caso 3. En el cual M(Q) es elemental y discreto.

Ya hemos clasificado a todos los grupos elementales discretos, resta decidir ctiales de
esos pueden surgir como algin M (£2).
Supongamos que M () es finito. M(£2) es conjugado del subgrupo finito M,(D) que
sabemos es ciclico. De forma que M () también es ciclico y por lo tanto en este caso es
(Le).

Cualquier grupo finito y ciclico puede ocurrir, tomemos por ejemplo:
Q=C\ {rexp(if) : r > 1},

el plano menos n distintos radios, uniformemente distribuidos.

Si M(2) es infinito debe contener elementos parabédlicos o loxodrémicos pero no ambos.
Supongamos primero que M (2) contiene elementos parabdlicos. Sin pérdida de generali-
dad podemos asumir que todos los elementos parabdlicos fijan a 0o, el cual necesariamente
estd en la frontera de §2. Para convencerse note que para un punto w # oo en {2, la érbita
de este elemento no es acotada con la métrica euclidiana.

El subgrupo de elementos parabélicos en M () es ciclico de rango dos. En el tltimo caso
el subgrupo es generado por las translaciones:

= zZA\, 2=z
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Unamos w € €2 con cada una de sus iméagenes w + A\ y w + p, por medio de dos curvas
contenidas en (), recordemos que €2 es conexo. Consideremos todas las translaciones de
esas curvas bajo las translaciones:

z2—=>z+nA+mu m,n € Z.

La imagen de las curvas bajo estas translaciones generan una especie de cuadricula de
todo el plano complejo, con lo cual cualquier circulo contenido en C puede ser separado del
infinito por medio de una curva contenida en €). Esto no es posible pues €2 es simplemente
conexo y distinto de C, tenemos una contradiccion.

Los elementos parabdlicos de M(€2) forman un subgrupo ciclico. Al revisar la lista de
posibles grupos elementales M (€2) debe ser de la forma (1e). Los dos casos enunciados en
(Le) se pueden dar. Considere por ejemplo €2 igual a:

{z+1iy: -2 <y <sin(z)}.

Tomemos el caso de elementos loxodrémicos, los cuales dejan invariante {0,00}. Aqui
M(Q) es (bajo alguna conjugacién) generado por la unién de un grupo ciclico infinito:

{z = d"z:nel}, la|l#1,

un grupo (posiblemente finito) de rotaciones {z — bz : |b| = 1} y posiblemente un ele-
mento z — £ de orden 2. Si el grupo de rotaciones estuviera presente podriamos generar

una curva que separa al 0 del infinito, lo cual no debe pasar. Por lo tanto obtenemos un
grupo M (2) del tipo (le).

Caso 4 M(f2) elemental y no discreto.

Supongamos que M (€2) contiene una sucesién de elementos parabélicos distintos {g, }°°
que convergen a I. Dado que M(£2) es elemental todo ellos tiene el mismo punto fijo, que
salvo una conjugacion por un mapeo de Mobius podemos suponer es oo. Por lo tanto:

gn(2) =2+t, t,—0.

tTL
[tn
de forma que r = m,, + r, con |r,| < 1. Entonces,

Escojamos una subsucesion de {g, }>2; tal que converja a w de modulo uno. Sea r € R

r
[tn]”

y m, la parte entera de
(gn)™(2) = 2 + Mty
es elemento de M(2). Como (g,)™" (2) = z + mut, y

ln
mnltnl = W(r - |tn|rn)

tn

mpt, =
1

se tiene que
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y (gn)™ — g con g(z) = z + rw.
M () es cerrado y por lo tanto g € M () y M(Q2) debe contener al subgrupo unipara-
métrico {z — z +rw : r € R}.

Q2 debe ser la unién de todas las lineas paralelas de la forma {z + rw : r € R} con z
elemento de 2. Como 2 es conexo, ) debe ser una banda, un semiplano o C.

Hemos supuesto que M(€2) es elemental, por tanto no puede ser un semi plano y al ser
conformemente equivalente al disco unitario no puede ser C. Por lo tanto {2 es equivalente
a una banda y M (Q2) es del tipo (1d).

Emplearemos un argumento similar para cuando sélo existe una sucesién de elementos
distintos no parabdlicos (i.e. loxodrémicos o elipticos) {g,}2; que convergen a I. Pode-
mos suponer que todos ellos dejan invariante al conjunto {0,000} y por ser una sucesién
convergente, existe una n lo suficientemente grande a partir de la cual g,(z) = a,z y
a, — 1.

Sea L,, = log(a,) de forma que L, — 0. Tomemos una subsucesion de {g,}>>, tal que
‘fz‘ converja a un elemento w con |w| = 1.

Sea t € R y m, la parte entera de ——

[Ln]
tn L,
=My +1n y 1 — Ly = my Ly,
| L] |Ly|
Por lo tanto: .,
€t|LZ|6_T‘nL" p— ean'n — amn

De donde a™ — et y
(gn)™(2) — e™z.

Nuevamente (g,)""(z) es elemento de M (2) que es un conjunto cerrado y por lo tanto
z — ez también es elemento de M (Q).

Deducimos que €2 debe ser la union de semirayos desde el origen (si w es real), la unién
de espirales exponenciales (si w es complejo pero no puramente imaginario) o la unién de
circulos concéntricos (si w es puramente imaginario). El tltimo caso no es posible pues
implica que 2 sea un disco y M (£2) no seria elemental.

Hemos completado la prueba para dominios simplemente conexos.

4.3.2. Dominios doblemente conexos.

Si ambas componentes conexas del complemento de € son puntos M () es del tipo
(2a).
Si s6lo una de las componentes conexas del complemento de €2 es un punto y la otra un
disco, via una transformacion de Mobius, €2 uniéon dicho punto puede ser mapeado sobre-
yectivamente en el disco unitario con el punto mapeado en el origen. Los automorfismos
deben dejar invariante al disco y al origen y por lo tanto M (Q2) es conjugado del grupo
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de rotaciones.

Si Q2 es acotado por dos circulos, existe una transformacion de Mobius que lo mapea en
un anillo. Por lo tanto M (€2) del tipo (2c).

Faltan analizar los casos generales para cuando s6lo una de las componentes conexas del
complemento de {2 es un punto y cuando ninguna de ellas lo es. El primero de esos casos
se obtiene analogamente al tratamiento del caso mas general.

Sea 2 2-conexo y no acotado por puntos. Supongamos que M (2) es infinito.

Sea h un mapeo canoénico de €2 en un anillo A centrado en el origen y acotado por dos
circulos de radio r, R. M () es infinito y también M, (2). Sin embargo M (A) consiste de
todas las rotaciones junto con la involucién z — ¢ con |a| = rR. La composicién de dos
involuciones es una rotacién y por lo tanto M (£2) debe contener un nimero infinito de
ellas.

Notemos que es valido el siguiente lema:

Lema 4.7. Un grupo infinito de rotaciones (cada una representada por un complejo de
modulo uno) es un grupo denso en el grupo de rotaciones.

Demostracion. Si el grupo contiene algin elemento o con argumento irracional, el sub-
grupo generado por él es denso en S*. Si por el contrario, todo elemento en el grupo tiene
argumento racional, existe una sucesion de puntos con rango racional que converge a 0,
tomando el subgrupo aditivo generado por ellos, podemos obtener un subgrupo denso en
St

O

M (€2) es denso en el grupo de rotaciones y por lo tanto M, (Q2) contiene a todas.
Ahora podemos completar la prueba.
M, () contiene un elemento de orden infinito (tomemos alguno que tenga argumento
irracional). Para z € A la sucesién de iteraciones

f2), (=),

es densa en un subconjunto compacto de A (un circulo) y claramente no converge. Estas
propiedades son trasmitidas a g = h™!fh en M(Q), por lo tanto g s6lo puede ser un
elemento eliptico, esto lo sabemos del estudio de las iteraciones de transformaciones de
Moébius. Podemos suponer que g fija a 0 e co y por lo tanto es una rotaciéon de 6rden
infinito. Concluimos que M (£2) debe contener a todas las rotaciones y 2 es la union de
circulos concéntricos en el origen y por lo tanto un anillo. M (2) es del tipo (2¢).

Cuando 2 es acotado por un punto, mapeamos a {2 unién el punto faltante en el disco
unitario via un mapeo canénico h de forma que el origen se corresponde con el punto ex-
terior de €. Concluimos también que M;,(Q2) contiene una cantidad infinita de rotaciones
y el resto de la prueba es anéloga.
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Finalmente supongamos que M (2) es finito. Tomando h un mapeo canénico de 2 en
un anillo A, observamos que M;(2) es un subgrupo finito de M(A). Si M (£2) contiene
a la inversion f ésta conmuta a 0 e oo y tiene un punto fijo, sin pérdida de generalidad
g = h~! fh también los conmuta y tiene un punto fijo y por lo tanto debe ser una inversién.
Si f es una rotaciéon sta sélo tiene dos puntos fijos, el 0 e 0o, sin pérdida de generalidad
g = h™! fh también los fija y es una rotacién. Por lo tanto M () es de la forma (2d).

Para cuando € es acotado por un punto, mapeamos a {2 uniéon el punto faltante en
el disco unitario via un mapeo canénico h de forma que el origen se corresponde con el
punto exterior de Q. Aqui M},(€2) sélo contiene una cantidad finita de rotaciones y el resto
del analisis es analogo.

4.3.3. Dominios k-conexos con k > 3.

En esta seccién estudiamos los resultados del articulo On the number of 1 — 1 directly
conformal maps which a multiply-connected plane region of finite connectivity p > 2 admits
onto itself. [5]

Gaston Julia demostré en [6], que dominios planos k conexos con k > 3 sélo admiten un
numero finito de automorfismos, de hecho afirma que este nimero no puede exceder a
k(k — 1)(k — 2). Para el resto de esta exposicién supondremos a menos que se indique lo
contrario, que 2 < k < o0o.

En esta secciéon buscamos probar el siguiente teorema:

Teorema 4.3. Para todo dominio Q de conectividad k > 2, Aut(Q2) es isomorfo a algin
subgrupo finito de M.

El teorema para dominios k-conexos con k£ > 3 que buscamos probar es un corolario
directo de este primer resultado.

Todo dominio k-conexo es conformemente equivalente a un dominio circular y el grupo
de automorfismos de dominios circulares es subgrupo de las transformaciones de Mdobius.
Como los grupos de automorfismos de dominios equivalentes son isomorfos, basta estudiar
los grupos de automorfimos de dominios circulares.

En el resto de esta seccion denominamos region canonica perforada a una regién en el
plano cuya frontera consiste en una cantidad finita de puntos.
El siguiente teorema reduce un tanto, aquellas regiones representativas.

Teorema 4.4. Para todo dominio circular 0 k-conexo existe una region canonica perfo-
rada 2, tal que:

1. Contiene a €2 como subregion, ie £ C Q*.

2. Es invariante bajo cualquier elemento de Aut(Y), es decir Aut(€2) < Aut(Q*).
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Demostracion. Sea () una region canonica circular de conexidad k > 2 cuya frontera
consiste de puntos o circulos. Las fronteras que consisten de un solo punto no se alteran.
Sean By, PBe -+ Bm (1 < m < k) los circulos frontera. Procedemos como sigue.
Supongamos que [y es mapeado en si mismo por medio de g € Aut(Q)) distinta de la
tdentidad. Como estamos trabajando con grupos finitos de M, todos los elementos de
Aut(2) son elipticos y en particular g es eliptico.

Bajo la conjugacion por una transformacion de Mdébius h, podemos suponer que P es el
circulo unitario, como g es eliptico y preserva al circulo unitario, es una rotacion y deja fijo
al origen, sea (. el punto correspondiente al 0 que es fijado por g. No es dificil ver (usando
la representacion de By como el circulo unitario) que cualquier elemento de Aut(€) que
fija a . también deja invariante a B. Al provenir de rotaciones (bajo la conjugacion),
los elementos de Aut(Y) que fijan a By forman un grupo ciclico y para cualquiera de
estas transformaciones (excepto 1) (i es el inico punto fijo en esa componente conexa del
complemento de €.

Si By no es fijado por ninguna transformacion en Aut(Q)) excepto la identidad, la drbita
de By estd constituida por n circulos disjuntos, cada uno de ellos es algin B; y donde n
es el orden de Aut($2). Estos circulos son permutados por los automorfismos de 2.

Para remplazar estas regiones por puntos sea wg € [P, un punto en alguno de estos
circulos, consideremos:

Aut(Q)(w) = {wo, wy -+ - w,},

su Aut(Q2)-orbita.
Bajo este procedimiento Q) es sustituido por una region 0*, que contiene a §2, y acotada
por k puntos distintos. Claramente Q* es invariante bajo cualquier elemento de Aut($2).

Dado un entero k, un subgrupo finito G de M se denomina admisible relativo a k, si
existe una region perforada candnica €2, k-conexa e invariante bajo la accion de cualquier
elemento en G. Dado G, los enteros para los cuales GG es admisible son enlistados en la
siguiente tabla®Vl,

XVIEsta tabla proviene del estudio de los subgrupos finitos de M.
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\ Si G es isomorfo a H Las k con GG admisible estan dadas por \
Un grupo ciclico de orden n n {% + %J
donde a=20,1,2
b=0,1,2, sa+b>0
El grupo Diédrico de orden 2n n{%+g+ﬂ
donde a=0,1
b=0,1
c=0,1,2, -+ ;a+b+c>0
El grupo del tetraedro 12 {% + g 4 %J
donde a=0,1,2
b=0,1
c=0,1,2, -+ ;a+b+c>0
El grupo del octaedro 24|14+ 24244
donde a=0,1
b=0,1
c=0,1
d=0,1,2, -+ ;a+b+c+d>0
El grupo del icosaedro 60 %4—%4_%4_%
donde a=0,1
b=0,1
c=0,1
d=0,1,2, --- ;a+b+c+d>0

Tabla 4.1: Subgrupos admisibles.

Esta lista es la prueba de nuestro teorema, pues para toda region circular €2 existe una
region perforada candnica Q* tal que :

Aut(Q) < Aut(Q").

La tabla nos dice quienes son los posibles Aut(Q2*) y de ellos Aut(2) es un subgrupo de
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los enlistados. El caso (3a) corresponde a los grupos Diedrales y el (3b) al resto.

Un par de corolarios

Son consecuencia inmediata de nuestra clasificion los siguientes corolarios:

Corolario 4.1. Sea Q2 un dominio doblemente conexo. ) estd acotado por dos circulos,
sty solo si M(Q2) es infinito.

Corolario 4.2. Para cualquier dominio Q de conectividad uno o dos, Aut(Q) = M(Q),

si y solo si las componentes del complemento de 2 son discos. Esto es falso si € tiene
conectividad de al menos tres.

Calculo de N(k).

Sabemos que para todo dominio k conexo, |[Aut(Q)| < k(k — 1)(k — 2), por lo tanto
tiene sentido definir:

N (k) = max{|Aut(Q)| : Q es k-conexo},
En vista de que todo dominio circular estda contenido en una regiéon canoénica perforada,

si deseamos saber quién es N (k) basta considerar este tltimo tipo de regiones.

Lema 4.8. N(k) es acotado inferiormente por 2k.

Demostraciéon. Consideremos a §2 la region perforada candénica y k-coneza:
Q:Cw\{e%i% ck=1,2---p—1}.
Su grupo de automorfismos estd dado por:
1 2rd
Aut(Q) =(S 12— =T : 2z > erz)
z

No es muy dificil ver que el orden de este grupo es 2p.

En la tabla 4.1 hemos considerado a todos los subgrupos finitos de M. Dado que
N(k) > 2k, basta considerar aquellos subgrupos admisibles cuyos 6rdenes sean al menos 2k
para obtener representantes de subgrupos admisibles de orden k que ayuden a determinar
N (k) . Estos se pueden determinar con respecto a la tabla 4.1 y son dados a continuacion:
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k Subgrupos admisibles orden del grupo
relativos a k y de orden > 2k
| #4,6,8,12,20,30 || Diedral [ 2p
Tetraedral 12
4 Diedral 8
Tetraedral 12
6 Octahedral 24
Diedral 12
Octahedral 24
8 Diedral 16
Octahedral 24
12 Icosahedral 60
Diedral 24
Icosahedral 60
20 Diedral 40
Icosahedral 60
30 Diedral 60

Tabla 4.2: Posibles grupos conjugados de M (£2), 2 dominio k-conexo (k > 3).

La informacion de la tabla 4.2 se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 4.5. Si k > 2 es distinto a 4,6,8,12,20, N(k) = 2k. Y para el resto de los
valores de k se tiene que:

N(4) =12, N(6)=N(8) =24, N(12)= N(20) = 60.
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