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F(∆A) en mod-A 54
3.1. Equivalencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Bibliograf́ıa 63

4



Introducción

La noción de Sistema estratificante fue introducida en 2002 por K. Erdmann y
C. Sáenz (ver [10]). Dicho concepto generaliza la noción de módulo estándar y de
módulo inclinante caracteŕıstico asociados a las álgebras casi-hereditarias y a una
generalización de ellas, las llamadas álgebras estándarmente estratificadas. Dichas
álgebras han sido ampliamente estudiadas desde finales de los años 80 y aparecen en
el contexto de los grupos algebraicos, álgebras de Lie y categorias de peso máximo.
Estas últimas categorias fueron introducidas por E. Cline, B. Parshall y L. Scott en
[7].

Las álgebras casi-hereditarias se definen mediante una cadena de ideales idem-
potentes, que resultan dif́ıciles de encontrar, por ello, era deseable tener una mejor
manera de estudiar dichas álgebras. Esta nueva forma fue introducida por V. Dlab y
C. M. Ringel en [9]; en dicho art́ıculo se introduce por primera vez la clase de módu-
los estándar Λ∆ asociada a una K-álgebra de dimension finita Λ, que son Λ-módulos
cocientes de los Λ-módulos proyectivos ΛP (i) de esta álgebra Λ.

Una de las propiedades más importantes de las álgebras estándarmente estrati-
ficadas es su conexión con los módulos inclinantes, y fue introducida en 1991 por
C.M.Ringel (ver [13]). En dicho art́ıculo se estudian las propiedades homológicas de
la categoŕıa F(∆) de los módulos Λ∆-filtrados de un álgebra casi-hereditaria Λ y
se construye el llamado módulo caracteŕıstico T asociado a a F(∆). C. M. Ringel
mostró que el módulo T resulta ser un módulo inclinante y además, el álgebra de
endomorfismos A = EndΛ(T ) es de nuevo casi-hereditaria. Varios de estos resultados
fueron generalizados por I. Agoston, D. Happel, E. Lukacs y L. Unger en [2].

En la noción de sistema estratificante (Θ, Y ,≤), el conjunto Θ generaliza la noción

del conjunto de los módulos estándar, el módulo Y =
t⊕
i=1

Y (i) el concepto del módulo

5



Introducción 6

caracteŕıstico T y ≤ es el orden natural en el conjunto 1, 2, . . . , t que indexa a los
módulos del conjunto Θ.

El objetivo de esta tesis es estudiar las propiedades generales del concepto de
sistema estratificante. Dichas propiedades fueron dadas por K. Erdmann y C. Sáenz
en [10]. El contenido temático del trabajo está distribuido en tres caṕıtulos. En
el primero, estudiamos las nociones básicas: álgebra de dimension finita, álgebras
de carcaj y módulos estándar. En el segundo, se estudia la definición de sitema
estratificante y sus principales propiedades. En estas se muestra claramente como el
nuevo concepto, es una generalización de las nociones previamente introducidas para
las álgebras casi-hereditarias y estándarmente estratificadas. Además, se muestra
que cada sistema estratificante produce un álgebra estándarmente estratificada (a
la derecha); a saber, dado el sistema estratificante (Θ, Y ,≤), se demuestra que el
álgebra A = EndΛ(Y ) es un álgebra estándarmente estratificada (a la derecha). Ver
Teorema 2.2.24. En la última sección de este caṕıtulo se dan varios ejemplos que
ilustran el resultado anterior.

Por último, en el tercer caṕıtulo, se muestra que dado un sistema estratificante
(Θ, Y ,≤), la categoŕıa F(Θ) ⊆ Λ-mod (de los Θ-módulos filtrados) y la categoŕıa
F(∆A) ⊆ mod-A (de los ∆A-módulos filtrados) son contravariantemente equivalen-
tes.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo abordaremos la definición de K-álgebra de dimensión finita,
de K-álgebra de carcaj y de los módulos estándar. Además, proporcionaremos los
resultados relevantes relacionados con dichos conceptos. Hemos intentado hacer esto
de una forma concisa, por lo que hemos omitido varias demostraciones.

Cabe señalar que es importante entender el concepto de módulo estándar, ya que
es éste el que motiva la noción de Sistema estratificante.

1.1. Álgebras

Como su nombre lo indica, en esta sección estudiaremos el concepto de K-álgebra
básica, conectada de dimensión finita. En este trabajo, K denotará un campo, los
anillos que consideraremos serán anillos asociativos con uno, pero nos referiremos a
ellos como anillos únicamente.

Definición 1.1.1. Sea K un campo y Λ un anillo asociativo con uno, denotado por
1Λ.

1. Decimos que Λ es una K-álgebra si Λ tiene estructura de K-espacio vectorial
de forma tal que el producto por escalares es compatible con la multiplicación
del anillo Λ.

Es decir, que ∀ k ∈ K y ∀ a, b ∈ Λ, se tiene que k · (ab) = (k · a)b = a(k · b)

7
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2. Decimos que Λ es una K-álgebra de dimensión finita cuando Λ es de dimensión
finita como K-espacio vectorial.

Los siguientes anillos son ejemplos de K-álgebras. En cada uno de los ejemplos,
la estructura de K-espacio vectorial es la usual.

Ejemplo 1.1.2.

1. Todo campo K es una K-álgebra de dimensión uno.

2. Mn(K), el anillo de las matrices de n × n con coeficientes en K, es una K-
álgebra de dimensión n2.

3. K[x], el anillo de los polinomios con coeficientes en K, es una K-álgebra de
dimensión infinita.

Definición 1.1.3. Se dice que un campo K es algebraicamente cerrado si todo poli-
nomio no constante f(x) en K[x] tiene una ráız en K.

Se sabe que la definición anterior es equivalente a pedir que todo polinomio
no constante f(x) en K[x] tenga todas sus ráıces en K. En particular, se tiene la
siguiente observación.

Observación 1.1.4. Si K es algebraicamente cerrado y f(x) ∈ K[x] (no constante),
entonces f(x) = a0(x− k1) . . . (x− kn) donde k1, . . . , kn son las ráıces, no necesaria-
mente distintas, de f(x), y a0 ∈ K.

Ejemplo 1.1.5.

1. El campo C de los números complejos es algebraicamente cerrado.
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Las K-álgebras que consideraremos a partir de ahora serán siempre K-álgebras de
dimensión finita. Por comodidad nos referiremos a ellas, a menudo, únicamente como
K-álgebras y supondremos siempre que K es un campo algebraicamente cerrado.

Ahora bien, se sabe que Λ-Mod es la categoŕıa de los Λ-módulos izquierdos, y
también que, si Λ es una K-álgebra de dimensión finita, entonces Λ-mod la subcate-
goŕıa plena de Λ-Mod cuyos objetos son los Λ-módulos finitamente generados, consta
de los Λ-módulos que tienen estructura de K-espacio vectorial de dimensión finita.

Aśı, dado un Λ-módulo M en Λ-mod, se tiene que M es artiniano y noetheriano
(ya que dimkM <∞). Por ello, por el Teorema de Krull-Schmidt, M tiene una des-
composición única (salvo isomorfismo) en suma directa de Λ-módulos inescindibles:

M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mt.

Ahora, si consideramos al Λ-módulo regular ΛΛ, tenemos que ΛΛ = Λ1Λ, de donde
vemos que ΛΛ es finitamente generado, y por lo anterior,

ΛΛ = P (1)⊕ · · · ⊕ P (n) (1)

con P (1), . . . , P (n) Λ-módulos inescindibles, y por el Teorema de Krull-Schmidt, esta
descomposición es única salvo isomorfismo. Además, como ΛΛ es un Λ-módulo libre,
se tiene que cada P (i) es un Λ-módulo proyectivo para toda i = 1, . . . , n.

Nos referiremos a la descomposición (1) de ΛΛ como la descomposición de ΛΛ en
suma directa de Λ-módulos proyectivos inescindibles.

Por otra parte, también se sabe que si P ∈ Λ-mod es un Λ-módulo proyectivo e
inescindible, entonces, P ' P (i) para alguna i = 1, . . . , n.

Esto es, que {P (1), . . . , P (n)} es una lista completa de representantes de las clases
de isomorf́ıa de los Λ-módulos finitamente generados proyectivos e inescindibles, (no
necesariamente no isomorfos).

Más aún, se sabe que cada Λ-módulo P (i)/radP (i) es un Λ-módulo simple para
toda i = 1, . . . , n. Y si S es un Λ-módulo simple, entonces S ' P (i)/radP (i) para
alguna i = 1, . . . , n.

Lo que implica que el conjunto {P (1)/radP (1), . . . , P (n)/radP (n)} es una lista
completa de representantes de las clases de isomorf́ıa de los Λ-módulos simples, (no
necesariamente no isomorfos). Ver por ejemplo en [6]

Lo anterior motiva la siguiente definición.
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Definición 1.1.6. Sea Λ una K-álgebra de dimensión finita, se dice que Λ es básica,
si los Λ-módulos proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposición ”no se
repiten”.

Es decir, si ΛΛ = P (1) ⊕ · · · ⊕ P (n) donde P (1), . . . , P (n) son Λ-módulos pro-
yectivos e inescindibles, se tiene que P (i) ' P (j) implica i = j.

Ejemplo 1.1.7.

1. La C-álgebra Λ = {(a, b) : a, b ∈ C}, donde (a, b)·(c, d) = (ac, bd) no es básica,
ya que Λ = Λ(1, 0)⊕Λ(0, 1) y se puede ver fácilmente que Λ(1, 0) ' Λ(0, 1).

2. La C-álgebra Λ = C, es una C-álgebra básica.

Definición 1.1.8. Sea Λ una K-álgebra de dimensión finita, decimos que Λ es co-
nectada o inescindible si Λ no es suma directa de dos K-álgebras. Equivalentemente,
Λ es conectada si 0Λ y 1Λ son los únicos idempotentes centrales de Λ.

Ejemplo 1.1.9.

1. La C-álgebra Λ = {(a, b) : a, b ∈ C}, donde (a, b) · (c, d) = (ac, bd) no es
conectada, ya que Λ = Λ(1, 0)⊕ Λ(0, 1) con Λ(1, 0) y Λ(0, 1) C-álgebras.

2. Λ = M2(C) es conectada, ya que 0Λ y 1Λ son los únicos idempotentes centrales
de Λ. Ver [4]

En este trabajo supondremos, a menos que indiquemos de otro modo, que Λ es
una K-álgebra básica, de dimensión finita e inescindible y que K es un campo alge-
braicamente cerrado. Una K-álgebra con las propiedades antes mencionadas puede
ser caracterizada mediante una K-álgebra de carcaj módulo un ideal admisible, ver
el Teorema 1.2.18, que es un resultado del matemático P. Gabriel; por ello, en la
siguiente sección estudiaremos estas álgebras.
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1.2. Álgebras de Carcaj

En esta sección estudiaremos la noción de álgebra de carcaj. Dichas álgebras
son importantes ya que se sabe que toda K-álgebra Λ de dimensión finita, básica
e inescindible es isomorfa a un álgebra de carcaj módulo un ideal admisible. Ver
Teorema 1.2.18

Definición 1.2.1. Un carcaj C es una gráfica orientada, conexa y finita. Denotamos
por C0 al conjunto de vértices de C y por C1 al conjunto de flechas de C.

Como C es finita, se tiene que | C0 |<∞ y que | C1 |<∞; dado que C es conexa,
para cada par de vértices en C existe un camino (no necesariamente dirigido, ver la
Definición 1.2.3) que los une, y puede haber lazos y aristas múltiples.
Si α ∈ C1, es decir, α es una flecha de C, denotaremos α : i→ j para indicar que α
inicia en el vértice i y termina en el vértice j.

Ejemplo 1.2.2. Los siguientes son ejemplos de carcajes:

1α 99 βee 3 β // 2
α
��

4
γ

OO

δ ��

1 6

5

ε
@@

1
α

��
3 β // 4

2
γ

@@

El concepto de camino dirigido es esencial en el desarrollo de este caṕıtulo. A
continuación damos la definición.

Definición 1.2.3. Dado un carcaj C, un camino dirigido de i a j de longitud n, es
una sucesión de vértices y flechas (i/α1, . . . , αn/j) con n ≥ 1, que satisface que :

α1 inicia en i

vértice final de α1 = vértice inicial de α2

vértice final de α2 = vértice inicial de α3
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...
vértice final de αn = j

Si n = 0 pedimos que i = j y en este caso asociamos a cada vértice su camino trivial
(o de longitud 0), que denotamos por τi := (i//i).

Definición 1.2.4. Denotaremos por KC el K-espacio vectorial cuya base es el con-
junto de todos los caminos dirigidos del carcaj C.

Al K-espacio vectorial KC se le da estructura de K-álgebra, definiendo primero
el producto en los elementos de la base. Es decir, el producto de los caminos dirigidos
(i/α1, . . . , αn−1, αn/j) y (h/β1, . . . , βp−1, βp/m) se define por:

(i/α1, . . . , αn−1, αn/j) • (h/β1, . . . , βp−1, βp/m) = 0 si h 6= j.
(i/α1, . . . , αn−1, αn/j) • (h/β1, . . . , βp−1, βp/m) = (i/α1, . . . , αn, β1, . . . , βp/m)
si h = j.

El producto anterior se extiende bilinealmente a todo KC de tal forma que se
obtiene una K-álgebra cuyo uno es

1KC =
∑
i∈C0

τi

Por comodidad, denotaremos (h/β1, . . . , βp−1, βp/m) por β1 . . . βp−1βp.

A esta K-álgebra se le llama la K-álgebra de carcaj asociada a C.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos el siguiente carcaj.

C : 2
β

��
1

α
@@

γ
��

4

3
δ

@@
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La base ξ de la K-álgebra KC es ξ = {τ1, τ2, τ3, τ4, α, β, γ, δ, αβ, γδ}. Por lo tanto,
dimKKC = 10.

Algunas de las propiedades de la K-álgebra KC serán enunciadas en el siguiente
teorema. Para su demostración ver por ejemplo en [6].

Teorema 1.2.6. Sea C un carcaj. Entonces:

1. El conjunto {τi : i ∈ C0} es un sistema completo de idempotentes ortogonales
y primitivos de la K-álgebra KC.

2. La K-álgebra KC es inescindible y básica.

3. La K-álgebra KC es de dimensión finita si sólo si C no tiene ciclos dirigidos.
(Es decir, caminos dirigidos de longitud n > 0 que empiezan y terminan en el
mismo vértice.)

Demostración. Ver por ejemplo en [6, Proposición 2.2.1, Proposición 2.2.2 y Propo-
sición 2.2.3].

Ejemplo 1.2.7. Para ilustrar el inciso 3. del teorema anterior veamos cómo los
ciclos dirigidos en un carcaj provocan que el álgebra de caminos KC sea de dimensión
infinita.

Consideremos el carcaj 1 βee . La base de la K-álgebra KC es
γ = {τ1, β, β

2, β3, . . . , βn, . . . }, por lo que la dimensión de KC es infinita.

Dado que nos interesa estudiar sólo álgebras de dimensión finita, será necesario
estudiar cocientes del álgebra KC. Para ello, será indispensable considerar ciertos
ideales (bilaterales) de KC.

Empezaremos estudiando el ideal F generado por todas las flechas del carcaj.
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Definición 1.2.8. Denotaremos por F el ideal de la K-álgebra KC generado por
todas las flechas del carcaj C.

Observación 1.2.9. Se puede probar que F es un ideal bilateral.

Observación 1.2.10. El ideal F coincide con el K-subespacio vectorial de KC que
tiene por base los caminos dirigidos no triviales, es decir, los caminos dirigidos de
longitud n ≥ 1.

La importancia del ideal F de KC nos la da la siguiente proposición.

Proposición 1.2.11. El radical de la K-álgebra KC coincide con el ideal F cuando
el carcaj C no tiene ciclos dirigidos.

Demostración. Ver por ejemplo en [6].

Cosideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.12. Sea el carcaj

C : 2
γ

��

6

1

α
@@

β ��

4 ε // 5
ϕ

@@

η

��
3

δ

@@

7

F es el ideal bilateral generado por las flechas del carcaj C, de donde
F = {α, β, γ, δ, ε, η, ϕ, αγ, βδ, γε, δε, εϕ, εη, αγε, βδε, γεϕ, δεη, γεη, δεϕ,
αγεϕ, βδεη, αγεη, βδεϕ}
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Para avanzar en el desarrollo de la sección, necesitamos esta definición.

Definición 1.2.13. Sea KC una K-álgebra de carcaj y R un ideal bilateral de KC.
Decimos que R es admisible si:

1. R está contenido en F 2.

2. R contiene alguna potencia de F . Es decir, existe t ≥ 2 tal que F t ≤ R.

Ejemplo 1.2.14. Sea el carcaj

C : 2
β

��

5
γ

��
1

α
@@

ε
��

4

η
��

3
ζ

@@

6

δ

OO

y R =< αβ−εζ, βη, ηδγ > en KC. Es claro que R ⊆ F 2 ya que todos sus genera-
dores tienen longitud mayor o igual a 2, y F 5 ⊆ R ya que F 5 =< αβηδγ, εζηδγ, ηδγηδ >

Las propiedades más importantes de la K-álgebra cociente KC/R, con R un ideal
admisible, son enunciadas en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.15. Consideremos la K-álgebra cociente KC/R, con R un ideal ad-
misible. Entonces :

1. El conjunto {τ̄i : i ∈ C0} es un sistema completo de idempotentes ortogonales
y primitivos de la K-álgebra KC/R, donde τ̄i es la clase de τi en KC/R

2. KC/R es una K-álgebra inescindible.

3. KC/R es de dimensión finita.

4. KC/R es básica.
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Demostración. Ver por ejemplo en [6, Proposición 2.3.1, Proposición 2.3.2, Proposi-
ción 2.3.3 y Proposición 2.3.6].

Ejemplo 1.2.16. Consideremos la K-álgebra de carcaj del Ejemplo 1.2.14., y vea-
mos la importancia de que el ideal R, con el que se hace la K-álgebra cociente, sea
admisible para poder obtener una K-álgebra de dimensión finita.

Sea R =< α, β >. Es claro que R * F 2; por lo tanto, R no es admisible, ya que
no cumple con el inciso 1. de la definición 1.2.12.

Ahora, si calculamos la K-álgebra cociente KC/R, obtenemos que ésta contiene
al menos un ciclo dirigido ya que η̄δ̄γ̄ ∈ KC/R y η̄δ̄γ̄ 6= 0, por lo tanto, por el inciso
3. del Teorema 1.2.6., la K-álgebra KC/R es de dimensión infinita.

Dada una K-álgebra KC y un ideal admisible R, podemos considerar la proyec-
ción canónica Π : KC → KC/R.

El siguiente resultado establece que el radical de KC/R es igual a Π(F ).

Teorema 1.2.17. Denotemos por F̄ a la imagen del ideal F bajo la proyección
canónica Π : KC → KC/R. Se tiene que rad(KC/R) = F̄ y entonces radm(KC/R) =
F̄m para m ≥ 1.

Demostración. Ver por ejemplo en [6, Proposición 2.3.4].

El teorema que se presenta a continuación es el resultado más importante de esta
sección y es un resultado del matemático P. Gabriel. Su importancia radica en que,
gracias a este resultado, podemos remitirnos a estudiar sólo las álgebras cocientes de
caminos KC/R.
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Teorema 1.2.18. Toda K-álgebra Λ de dimensión finita, básica e inescindible sobre
un campo algebraicamente cerrado es isomorfa al cociente de un álgebra de carcaj
módulo un ideal admisible R.

Demostración. Ver por ejemplo en [6, Sección 3.2].

Definición 1.2.19. Sea R un ideal admisible del álgebra KC. Una relación ρ es
un elemento no nulo de R. Es decir, ρ es una combinación K-lineal de caminos de
longitud mayor o igual a dos.
En caso de que los caminos que constituyen a ρ tengan todos el mismo vértice inicial
y el mismo vértice final, por ejemplo s y t, se dice que la relación ρ es legible o que
es una relación legible de s a t.

Ejemplo 1.2.20. Sea el carcaj

C : 2
β

��

5
γ

��
1

α
@@

ε
��

4

η
��

3
ζ

@@

6

δ

OO

y el ideal admisible R =< αβ − εζ, βη, ηδγ > de KC.
Consideremos ρ = αβ − εζ, es claro que es un elemento de R ya que es uno de

sus generadores.
Se tiene también que αβ comienza en 1 y termina en 4, al igual que εζ, por lo

que se tiene que ρ = αβ − εζ es una relación legible de 1 a 4 de KC.
Por otro lado, si consideramos ρ = βη + ηδγ, ésta no es una relación legible, ya

que βη comienza en 2 y termina en 6, mientras que ηδγ comienza en 4 y termina
en 4.



Caṕıtulo 1. Preliminares 18

Proposición 1.2.21. Sea R un ideal admisible del álgebra de carcaj KC, enton-
ces R posee un sistema legible de generadores, es decir, un conjunto finito de KC-
generadores que son relaciones legibles.

Demostración. Ver por ejemplo en [6, Proposición 4.1.2].

1.3. Módulos Estándar

Como ya se dijo, en esta sección Λ denotará una K-álgebra de dimensión finita,
básica e inescindible sobre un campo algebraicamente cerrado. Por comodidad, nos
referiremos a Λ sólo como una K-álgebra o como un álgebra. Además trabajaremos
con Λ-módulos derechos finitamente generados. Por el Teorema de Krull-Schmidt, ver
[3, Teorema 12.9], sabemos que Λ tiene una única descomposición (salvo isomorfismo)
de la forma

ΛΛ = e1Λ ⊕
e2Λ ⊕ · · ·⊕ enΛ (1)

donde eiΛ es un Λ-módulo proyectivo inescindible para toda i = 1, ...., n y {e1, e2, ...., en}
es un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos.

Nos referimos a la descomposición (1) como la descomposición de ΛΛ en suma
directa de Λ-módulos proyectivos inescindibles.

Dada la descomposición (1) de ΛΛ, se sabe que:

1. Los Λ-módulos derechos S(i) = eiΛ/rad(eiΛ) para i = 1, ...., n forman una
lista completa de todos los Λ-módulos simples (salvo isomorfismo).

2. El Λ-módulo proyectivo eiΛ es la cubierta proyectiva del simple S(i) para
i = 1, ...., n. Se acostumbra denotar a eiΛ por P (i) para toda i = 1, . . . , n.

3. El radical de cada Λ-módulo eiΛ, rad(eiΛ), es un submódulo maximal de
eiΛ, y por tanto, rad(eiΛ) es el único submódulo maximal de eiΛ para toda
i = 1, ...., n, ya que eiΛ es inescindible.
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Además:

1. La envolvente inyectiva de cada simple S(i) será denotada por I(i) para toda
i = 1, ...., n.

2. Fijamos el orden natural ≤ en el conjunto {1, 2, ...., n}, que por comodidad
denotaremos por [1, n].

Para construir los módulos estándar necesitamos la siguiente definición .

Definición 1.3.1. Sea M ∈ mod-Λ y U una familia de objetos en mod-Λ. La traza
de U en M , TrU(M) , es el submódulo de M generado por el conjunto

⋃
U∈U

⋃
f∈HomΛ(U,M)

Im(f)

Los siguientes lemas establecen propiedades fundamentales de la traza de un
módulo proyectivo P en ciertos módulos cocientes.

Lema 1.3.2. Sean M,N,P ∈ mod-Λ con P proyectivo, entonces:

1. HomΛ(P,M/TrP (M)) = 0.

2. Si N es un submódulo de M y HomΛ(P,M/N) = 0, entonces
TrP (M) ⊆ N .

Demostración. Ver por ejemplo en [12, Lema 2.2.].

Lema 1.3.3. Sean Λ una K-álgebra y Y, Z ∈ mod-Λ. Entonces TrY (Z) es el mayor
submódulo de Z tal que existe un epimorfismo ϕ : Y m → TrY (Z) para algún m ≥ 1.
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Demostración. Notemos que HomΛ(Y, Z) ' HomΛ(Y, TrY (Z)). Consideremos una
base {f1, ...., fm} del K-espacio vectorial HomΛ(Y, TrY (Z)) y el morfismo ϕ : Y m →

TrY (Z) dado por ϕ(y1, ...., ym) :=
m∑
i=1

fi(yi).

Veamos queϕ es un epimorfismo. En efecto, dado x ∈ TrY (Z), existe un morfismo

f : Y → Z tal que f(y) = x para algún y ∈ Y . Como f =
m∑
i=1

aifi se sigue que

x = f(y) =
m∑
i=1

fi(aiy) = ϕ(a1y, ...., amy). Probando que ϕ : Y m → TrY (Z) es un

epimorfismo.
Por otro lado, si N ≤ Z es tal que existe un epimorfismo f : Y m → N , entonces

tenemos el morfismo if : Y m → Z, donde i : N → Z es la inclusión canónica. De
donde N = Im(if) ⊆ TrY (Z).

Esto muestra que TrY (Z) es el mayor submódulo de Z con la propiedad mencio-
nada.

Teniendo lo anterior, estamos listos para definir los módulos estándar.

Definición 1.3.4. Sea Λ una K-álgebra y sea ΛΛ = e1Λ ⊕
e2Λ ⊕ · · ·⊕ enΛ su des-

composición en suma directa de proyectivos inescindibles.

1. Para cada i = 1, ...., n, denotamos U(i) := TrP>i(P (i)), donde
P>i :=

⊕
j>i

P (j). Es decir, U(i) =
∑

f :
⊕
j>i

P (j)→ P (i)
Imf .

2. Para cada i ∈ [1, n], definimos al i-ésimo módulo estándar derecho por:

∆(i) = P (i)/U(i).

3. Al conjunto ∆ = {∆(1),∆(2), ....,∆(n)} se le conoce como el conjunto de los
Λ-módulos estándar derechos.

4. Denotamos por F(∆) la subcategoŕıa plena de mod-Λ que consta del Λ-módulo
cero, y de todos los M ∈ mod-Λ no cero que tienen una ∆-filtración, esto es,
una cadena finita de Λ-submódulos:
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F : M = M0 > M1 > .... > Mm−1 > Mm = 0.

donde Mi/Mi+1 ' ∆(ji) para i = 0, ....,m− 1.

A la categoŕıa F(∆) se le conoce como la categoŕıa de los módulos buenos
derechos.

Observación 1.3.5.

1. Es claro de la definición de módulo estándar que ∆(n) = P (n).

2. El Λ-submódulo U(i) es un submódulo propio de P (i) para todo i ∈ [1, n].

Una vez que hemos definido los módulos estándar, estamos listos para dar la defi-
nición de un álgebra estándarmente estratificada a la derecha. Para ello, recordemos
que hemos fijado el orden de los Λ-módulos simples S(1), S(2), . . . , S(n), y que hemos
fijado el orden natural ≤ en el conjunto [1, n] = {1, 2, . . . , n}. Para hacer énfasis en
lo anterior, en la siguiente definición denotaremos la K-álgebra Λ por (Λ,≤).

Definición 1.3.6. Sea (Λ,≤) una K-álgebra. Se dice que Λ es un álgebra estándar-
mente estratificada a la derecha si ΛΛ ∈ F(∆) esta definición es la que se da en
[2].

Procederemos ahora a dar una caracterización de los Λ-módulos estándar, ésta
nos será muy útil más adelante. Para ello, recordemos las siguientes definiciones.

Definición 1.3.7. Sea M 6= 0 un Λ-módulo derecho. Se dice que una cadena finita

M = M0 > M1 > · · · > Mm = 0

de submódulos de M es una serie de composición de longitud m para M , si Mi−1/Mi

es simple ∀ i ∈ [1,m].
Los módulos simples Mi−1/Mi se llaman los factores de composición de la serie

o factores de composición de M, ∀ i ∈ [1,m].
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Como es bien sabido, el Teorema de Jordan-Hölder establece que el número de
veces que aparece cada módulo simple como factor de composición de M es inde-
pendiente de la serie de composición de M si dimK(M) <∞, y por ende la longitud
también.

Aśı pues, podemos dar la siguiente definición.

Definición 1.3.8. Sea Λ una K-álgebra , M ∈ mod-Λ y S ∈ mod-Λ simple. La
multiplicidad de S en M , es decir, el número de veces que aparece S como factor de
composición de M , será denotada por [M : S].

El siguiente resultado es bien conocido.

Proposición 1.3.9. Sea Λ una K-álgebra, i ∈ [1, n] y M ∈ mod-Λ, entonces
HomΛ(P (i),M) 6= 0 si y sólo si [M : S(i)] 6= 0.

Demostración. Ver por ejemplo en [12, Proposición 2.5.].

Procedemos ahora a dar la caracterización de los módulos estándar. Para cada
i ∈ [1, n] definimos el conjunto:

Qi = {P (i)/L : L ≤ P (i) y [P (i)/L : S(j)] = 0 para j > i}.

Es decir, Qi es el conjunto de todos los módulos cocientes de P (i) que tienen sólo
factores de composición S(k) con k ≤ i. Nótese que S(i) = P (i)/rad(P (i)) ∈ Qi.

En Qi definimos el orden parcial ⊆ dado por P (i)/L ⊆ P (i)/T si L ⊇ T . Con la
notación anterior tenemos la siguiente caracterización de los Λ-módulos estándar.

Proposición 1.3.10. Para cada i ∈ [1, n], se tiene que el i-ésimo módulo estándar
derecho ∆(i) es el único elemento maximal de Qi con respecto al orden parcial ⊆.

Es decir, ∆(i) es el cociente maximal de P (i) que tiene sólo factores de compo-
sición S(k) con k ≤ i.
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Demostración. Primero veamos que ∆(i) ∈ Qi para toda i ∈ [1, n].
Sea F una serie de composición de ∆(i) = P (i)/U(i), es decir,

F : P (i)/U(i) = M0/U(i) > M1/U(i) > · · · > Ms/U(i) = 0.

donde {Ml}sl=0 son Λ-submódulos de P (i) y que contienen a U(i) (por el teorema
de la correspondencia). Supongamos, para llegar a una contradicción, que S(j), con
j > i, es un factor de composición de ∆(i), es decir, para algún k ∈ {0, ...., s − 1}
tenemos:

(Mk/U(i))/(Mk+1/U(i)) ' S(j).

Consideremos las proyecciones canónicas

Π1 : Mk
//Mk/U(i) , Π2 : Mk/U(i) // (Mk/U(i))/(Mk+1/U(i)) , y la proyec-

ción canónica Πrad(P (j)) : P (j) // S(j) .
Dado que P (j) es un Λ-módulo proyectivo, tenemos que existe f : P (j) → Mk

tal que el siguiente diagrama conmuta:

P (j)
f

tt

Πrad(P (j))
��

Mk Π1
//Mk/U(i) Π2

// S(j) // 0

Como Mk ≤ P (i), podemos considerar a f : P (j) → P (i) y dado que j > i,
tenemos que Imf ≤ U(i). De donde, Π1f = 0. Por lo que 0 = Π2Π1f = Πrad(P (j)).
Lo que lleva a una contradicción, ya que P (j)/rad(P (j) = S(j) 6= 0 por ser S(j)
simple, y Πrad(P (j)) un epimorfismo.

Por lo tanto, ∆(i) = P (i)/U(i) tiene sólo factores de composición S(j) con j ≤ i.
La demostración de que ∆(i) es el cociente maximal de P (i) que tiene factores

de composición S(k) con k ≤ i es análoga y la omitiremos.

En los siguientes resultados enunciaremos algunas de las principales propiedades
que satisfacen los módulos estándar y la categoŕıa F(∆).
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Proposición 1.3.11. Sean Λ una K-álgebra , M ∈ mod-Λ y 6 el orden natural en
[1, n] , entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

1. [M : S(i)] 6= 0 si HomΛ(∆(i),M) 6= 0.

2. HomΛ(TrP>i(P (i)),M) = 0 si y sólo si [M : S(j)] = 0 para j > i.

3. Existe j > i tal que [M : S(j)] 6= 0 si Ext1
Λ(∆(i),M) 6= 0.

Demostración. Ver por ejemplo en [12, Proposición 2.8.].

Proposición 1.3.12. Sean Λ una K-álgebra y 6 el orden natural en [1, n]. Entonces:

1. HomΛ(∆(i),∆(j)) = 0 , si i > j.

2. Ext1
Λ(∆(i),∆(j)) = 0 , si i ≥ j.

3. El Λ-módulo estándar ∆(i) es inescindible para cada i ∈ [1, n].

Demostración. Ver por ejemplo en [1, Lema 3.4.10 y Lema 3.4.11].

Definición 1.3.13. Dada una subcategoŕıa Y de mod-Λ y X ∈ mod-Λ. Se dice que
Ext1

Λ(Y , X) = 0 si Ext1
Λ(Y,X) = 0 para toda Y ∈ Y.

Lema 1.3.14. Sea ∆ = {∆(i)}ni=1 el conjunto de los Λ-módulos estándar derechos.
Si X ∈ mod-Λ, entonces Ext1

Λ(F(∆), X) = 0 si y sólo si Ext1
Λ(∆(i), X) = 0 para i ∈

[1, n].

Demostración. Supongamos que Ext1
Λ(∆(i), X) = 0 para toda i ∈ [1, n]. Sea M ∈

F(∆) y F una ∆-filtración de M , es decir:
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F : M = M0 > M1 > .... > Mm−1 > Mm = 0.

donde Mi/Mi+1 ' ∆(ji) para i ∈ [1,m− 1]. Consideremos la sucesión exacta corta:

0→Mm−1 →Mm−2 →Mm−2/Mm−1 → 0.

Aplicamos el funtor HomΛ(�, X) a esta sucesión exacta y obtenemos la sucesión
exacta larga

0→ HomΛ(Mm−2/Mm−1, X)→ HomΛ(Mm−2, X)→ HomΛ(Mm−1, X)→
Ext1

Λ(Mm−2/Mm−1, X)→ Ext1
Λ(Mm−2, X)→ Ext1

Λ(Mm−1, X)→ . . .

Como Ext1
Λ(Mm−2/Mm−1, X) = 0 y Ext1

Λ(Mm−1, X) = 0 pues Mm−1 ' ∆(jm−1),
se tiene que Ext1

Λ(Mm−2, X) = 0. Se sigue inductivamente que Ext1
Λ(M,X) = 0.

Por otra parte, si Ext1
Λ(F(∆), X) = 0, entonces, en particular, se tiene que

Ext1
Λ(∆(i), X) = 0 para toda i ∈ [1, n].

Como Corolario del siguiente Teorema, podemos determinar con mayor facilidad
cuando un álgebra (Λ,≤) es estándarmente estratificada.

Teorema 1.3.15. La subcategoŕıa F(∆) es cerrada por extensiones y sumandos
directos.

Demostración. Ver [13, Teorema 2].

El siguiente Corolario establece, en particular, que una K-álgebra (Λ,≤) es
estándarmente estratificada a la derecha si y solamente si los Λ-módulos derechos
eiΛ están en F(∆) para toda i = 1, . . . , n.

Corolario 1.3.16. Sea Λ una K-álgebra, ΛΛ ∈ F(∆) si y solamente si eiΛ ∈ F(∆)
para toda i ∈ [1, n].

A continuación, se presentan dos ejemplos de álgebras de carcaj en las que se
calculan los módulos estándar.
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Dado que necesitamos trabajar en la categoŕıa mod-Λ de los Λ-módulos derechos,
escribiremos los caminos usando la composición de flechas a la derecha.

Ejemplo 1.3.17. Sea Λ ' KC/I donde C es el carcaj

C : 1 α // 2 βee

e I el ideal admisible I =< β2 > de KC.
En nuestro caso, P (1) = e1Λ = Ke1

⊕
Kα

⊕
Kαβ, y es en este punto en donde

introduciremos otra notación para representar estos Λ-módulos derechos proyectivos,
que nos facilitará tanto su representación, como el cálculo posterior de los módulos
estándar.

Para P (1) = Ke1
⊕
Kα

⊕
Kαβ, lo que hacemos es representarlo como

P (1) = 1
α
��
2
β
��
2

Procedemos de la misma manera con P (2) = e2Λ = Ke2
⊕
Kβ, con lo que obte-

nemos que :

P (2) = 2
β
��
2

Ahora, para calcular los Λ-módulos estándar, usamos la Proposición 1.3.10., con
lo que obtenemos que : ∆(1) = S(1) y ∆(2) = P (2).

Ejemplo 1.3.18. Sea Λ ' KC/I donde C es el carcaj

C : 1
α1
(( 2

β1

hh
α2
(( 3

β2

hh
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e I el ideal admisible I =< α1α2, β2β1, β1α1 − α2β2, β2α2 >.
Calculamos los Λ-módulos proyectivos asociados a los vértices y los Λ-módulos

estándar como en ejemplo precedente y obtenemos:

P (1) = 1
α1
��
2
β1
��
1

de donde ∆(1) = S(1).

P (2) = 2
β1

��

α2

��
1

α1 ��

3

β2��
2

de donde, ∆(2) = 2
β1
��
1

P (3) = 3
β2
��
2

de donde, ∆(3) = P (3).
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Sistemas Estratificantes

En este caṕıtulo daremos primero la definición de sistema estratificante y estudia-
remos sus propiedades principales. Después veremos que los sistemas estratificantes
nos proporcionan álgebras estándarmente estratificadas. Para esto, es necesario re-
cordar algunos conceptos que se presentaron en el caṕıtulo anterior.

Sea Λ una K-álgebra de dimensión finita, básica e inescindible sobre un campo
algebraicamente cerrado, denotamos por Λ-Mod a la categoŕıa de todos los módulos
izquierdos sobre Λ, y denotamos por Λ-mod, a la categoŕıa de todos los módulos
izquierdos finitamente generados sobre Λ. Durante todo el caṕıtulo, trabajaremos
únicamente en la categoŕıa Λ-mod, por lo que, por comodidad, diremos que M es un
Λ-módulo o un módulo, en lugar de decir queM es un Λ-módulo izquierdo finitamente
generado.

Por otra parte, también se sabe que si Λ es una K-álgebra de dimensión finita
y M ∈ Λ-mod, entonces M es un K-espacio vectorial de dimensión finita, y por lo
tanto, M es de longitud finita. Esto es, M tiene una serie de composición.

Teniendo esto claro, podemos comenzar con la noción de sistema estratificante.

2.1. Sistemas Estratificantes

Como su nombre lo indica, en esta sección estudiaremos el concepto de siste-
ma estratificante. Para esto, necesitamos definir la categoŕıa F(C) de los módulos
filtrados por una clase C de Λ-módulos.

28
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Definición 2.1.1. Dada una clase C de Λ-módulos, denotamos por F(C) a la sub-
categoŕıa plena de Λ-mod cuyos objetos son el módulo cero, y todos los Λ-módulos
que son filtrados por módulos en C.

Es decir, un Λ-módulo no cero M está en F(C) si existe una cadena finita

M = M0 > M1 > · · · > Mm−1 > Mm = 0

de Λ-submódulos de M tales que Mi/Mi+1 es isomorfo a un módulo en C, para toda
i = 0, 1, . . . ,m− 1. En particular, si C = ∅ , entonces, F(C) = {0}.

A una cadena finita como la anterior se le conoce como una C-filtración de M y
se denota:

F : M = M0 > M1 > · · · > Mm−1 > Mm = 0

Esto es, F(C) = {X ∈ Λ−mod: X tiene una C−filtración}.
En el desarrollo del caṕıtulo también usaremos la siguiente notación: Sean X y

Y dos subcategoŕıas plenas de Λ-mod. Escribimos

Ext1
Λ(X ,Y) = 0 cuando Ext1

Λ(X, Y ) = 0 ∀ X ∈ X y ∀ Y ∈ Y .

A continuación damos la definición de sistema estratificante de talla t.

Definición 2.1.2. La definición de sistema estratificante que se utiliza en este tra-
bajo, es la dada en [10]. Sean Θ = {Θ(i)}ti=1 un conjunto de Λ-módulos (no cero),
Y = {Y (i)}ti=1 un conjunto de Λ-módulos inescindibles, y ≤ el orden total natural
en el conjunto [1, n] = {1, . . . , t} de números naturales.

Decimos que el sistema (Θ, Y ,≤) es un sistema estratificante de talla t si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. HomΛ(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j > i.

2. Para cada i ∈ [1, t], existe una sucesión exacta

0 // Θ(i) αi // Y (i) βi // Z(i) // 0

tal que Z(i) ∈ F{Θ(j) : j < i}.
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3. Ext1
Λ(F(Θ), Y ) = 0, donde Y =

t⊕
i=1

Y (i).

Nota 2.1.3. La definición anterior es lo que llamaron sistema estratificante Ext-
inyectivo los autores en [11]

En los dos ejemlos que siguen se componen las flechas como funciones.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos el Ejemplo 1.3.17. Es decir, sea C el carcaj:

C : 1 α // 2 βee

e I el ideal admisible I =< β2 >.
Tenemos que los Λ-módulos proyectivos son P (1) = 1

α
��
2
β
��
2

y P (2) = 2
β
��
2

.

Sabemos que los módulos estándar son ∆(1) = S(1) = I(1), ∆(2) = P (2).
Además el módulo inyectivo I(2) coincide con P (1).

Sea Θ = ∆ = {∆(i)}2
i=1 y Y = {∆(1), P (1)}, veamos que (∆, Y ,≤) es un sistema

estratificante de talla 2.
Verifiquemos las tres propiedades antes mencionadas:
1. HomΛ(∆(2),∆(1)) = 0.
Se cumple por la Proposición 1.3.12 y del hecho que estamos considerando módu-

los estándar.
2. Veamos que existen las sucesiones exactas cortas enunciadas en la Definición

2.1.2
Es directo de la definición de sistema estratificante, que para ∆(1) la sucesión

exacta corta es 0 −→ ∆(1) −→ ∆(1) −→ 0 −→ 0.
Para ∆(2) la sucesión exacta corta es 0 −→ ∆(2) −→ P (1) −→ ∆(1) −→ 0,

donde P (1) es inescindible y ∆(1) ∈ F{∆(j) : j < 2}.
Por lo tanto, se cumple la condición 2.
3. Veamos que Ext1

Λ(F(∆), Y ) = 0 con Y = ∆(1) ⊕
P (1).
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Se tiene que Ext1
Λ(F(∆), Y ) = Ext1

Λ(F(∆),∆(1) ⊕
P (1)) =

Ext1
Λ(F(∆),∆(1)) ⊕ Ext1

Λ(F(∆), P (1)).
De donde, basta probar que Ext1

Λ(F(∆),∆(1)) = Ext1
Λ(F(∆), P (1)) = 0.

Dado que ∆(1) = I(1) y P (1) = I(2) son módulos inyectivos, se tiene que
Ext1

Λ(F(∆),∆(1)) = Ext1
Λ(F(∆), I(1)) = 0 y Ext1

Λ(F(∆), P (1)) = 0.
Por lo tanto, Ext1

Λ(F(∆), Y ) = 0 y se cumple la condición 3.
Con esto se concluye que (∆, Y ,≤) es un sistema estratificante de talla 2.

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 2.1.5. Sea Λ ' KC/I donde C es el carcaj

C : 1x 99

α
(( 2

β

hh yee

e I el ideal admisible I =< x3, y3, x2 − αβ, y2 − βα, βx, αy, yβ, xα >.
Tenemos que los Λ-módulos poyectivos son P (1) = 1

x

��

α

��
1

x
��

2

β��
1

y P (2) = 2
β

��

y

��
1

α
��

2

y
��

2
Definimos los módulos Θ(1) = 1

x
��
1

y Θ(2) = 2
β
��
1

Considerando lo anterior tenemos que P (1) = I(1), P (2) = ∆(2) = I(2), Θ(1) =
∆(1) y Θ(2) 6= ∆(2).

Sea Θ = {Θ(1),Θ(2)} y Y = {Θ(1), P (1)}, veamos que (Θ, Y ,≤) es un sistema
estratificante de talla 2.

Verifiquemos las tres propiedades de la Definición 2.1.2.
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1. HomΛ(Θ(2),Θ(1)) = 0.
Por contradicción, supongamos que existe un homomorfismo 0 6= f : Θ(2) −→

Θ(1).
Como Im(f) ≤ Θ(1) se tienen dos casos.
Caso 1: Si Im(f) = Θ(1) entonce f es un epimorfismo, y como Θ(1) y Θ(2) son

K-espacios vectoriales de dimensión 2, se tiene que f es isomorfismo. De donde,
Θ(2) ' Θ(1), lo que es una contradicción.

Caso 2: Si Im(f) � Θ(1) se procede análogamente al caso anterior y tendŕıamos
que S(2) ' S(1), lo que es una contradicción.

En los dos casos se llega a una contradicción, por lo tanto, se concluye que f = 0
y se cumple la condición 1.

2. Veamos que existen las sucesiones exactas cortas enunciadas en la Definición
2.1.2

Es directo de la definición de sistema estratificante, que para Θ(1) la sucesión
exacta corta es 0 −→ Θ(1) −→ Θ(1) −→ 0 −→ 0.

Para Θ(2) la sucesión exacta corta es 0 −→ Θ(2) −→ P (1) −→ Θ(1) −→ 0, por
lo que se cumple la condición 2.

3. Veamos que Ext1
Λ(F(Θ), Y ) = 0 con Y = Θ(1) ⊕

P (1).
Se tiene que Ext1

Λ(F(Θ), Y ) = Ext1
Λ(F(Θ),Θ(1) ⊕

P (1)) =
Ext1

Λ(F(Θ),Θ(1)) ⊕ Ext1
Λ(F(Θ), P (1)).

De donde, basta probar que Ext1
Λ(F(Θ),Θ(1)) = Ext1

Λ(F(Θ), P (1)) = 0.
Recordemos que P (1) = I(1), por lo que es inmediato que Ext1

Λ(F(Θ), P (1)) = 0.
Para probar que Ext1

Λ(F(Θ),Θ(1)) = 0, basta probar que Ext1
Λ(Θ(1),Θ(1)) =

Ext1
Λ(Θ(2),Θ(1)) = 0.
Consideremos la sucesión exacta corta 0 −→ Θ(2) −→ P (1) −→ Θ(1) −→ 0.
Aplicando el funtor HomΛ(�,Θ(1)) se obtiene la sucesión exacta larga

0 −→ HomΛ(Θ(1),Θ(1)) −→ HomΛ(P (1),Θ(1)) −→ HomΛ(Θ(2),Θ(1)) −→
Ext1

Λ(Θ(1),Θ(1)) −→ Ext1
Λ(P (1),Θ(1)) −→ . . .

como HomΛ(Θ(2),Θ(1)) = 0 y Ext1
Λ(P (1),Θ(1)) = 0 por ser P (1) proyectivo obte-

nemos la sucesión exacta corta 0 −→ Ext1
Λ(Θ(1),Θ(1)) −→ 0 lo que nos dice que

Ext1
Λ(Θ(1),Θ(1)) = 0.
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Procediendo de manera análoga a la anterior, se obtiene que Ext1
Λ(Θ(2),Θ(1)) =

0.
Por lo anterior podemos concluir que Ext1

Λ(F(Θ),Θ(1)) = 0, y por lo tanto
Ext1

Λ(F(Θ), Y ) = 0.
Se cumple la condición 3, por lo tanto, (Θ, Y ,≤) es un sistema estratificante de

talla 2.

2.2. Propiedades fundamentales de los Sistemas
Estratificantes

En esta sección, enunciaremos las principales propiedades de los sistemas estratifi-
cantes. Con referencia a lo mencionado, necesitamos recordar la definición de algunas
categoŕıas relacionadas a la categoŕıa F(C) y también algunos conceptos de álgebra
homológica.

Definición 2.2.1. Sea F(C) la categoŕıa de los Λ-módulos filtrados por la clase C.
Se definen I(C) y P(C), las subcategoŕıas plenas de Λ-mod, de la siguiente ma-

nera:

I(C) = {X ∈ Λ−mod : Ext1
Λ(F(C), X) = 0}

P(C) = {X ∈ Λ−mod : Ext1
Λ(X,F(C)) = 0}.

Recordemos la definición de funtor covariante (contravariante respectivamente)
exacto. Esta definición será utilizada en el desarrollo del caṕıtulo.

Definición 2.2.2. Sean C y D categoŕıas abelianas, F : C → D un funtor covariante
y G : C → D un funtor contravariante. Se dice que:

1. F es exacto si para cada sucesión exacta 0 // X
f // Y

g // Z // 0 en
C, la sucesión 0 // FX

Ff // FY
Fg // FZ // 0 es exacta en D.

2. G es exacto si para cada sucesión exacta 0 // X
f // Y

g // Z // 0 en
C, la sucesión 0 // GZ

Gg // GY
Gf // GX // 0 es exacta en D.
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Comencemos entonces con la primera propiedad de los sistemas estratificantes, a
este efecto, necesitamos definir la multiplicidad de cada Θ(i) en un Λ-módulo M .

Definición 2.2.3. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t, M ∈ F(Θ) y
F una Θ-filtración de M

F : M = M0 > M1 > · · · > Mm−1 > Mm = 0.

Para i ∈ [1, t] definimos la multiplicidad de Θ(i) en M con respecto a F , [M : Θ(i)]F ,
como el número de cocientes en la Θ-filtración F de M isomorfos a Θ(i).

Probaremos que, para cada i ∈ [1, t] y para cada M ∈ F(Θ), la multiplicidad
[M : Θ(i)]F no depende de la Θ-filtración de M , ver Teorema 2.2.8. Sin embargo,
para poder llegar a este resultado necesitamos los siguientes lemas que probaremos
a continuación.

Cabe señalar que en los siguiente resultados estaremos utilizando la notación
introducida en la Definición 2.1.2

Lema 2.2.4. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Entonces
HomΛ(Θ(i+ s), Z(i)) = 0 para todo s ∈ {0, ...., t− i}.

Demostración. Sean f : Θ(i+ s)→ Z(i) un Λ-homomorfismo, s ∈ {0, ...., t− i} y F
una Θ-filtración de Z(i)

F : Z(i) = M0 > M1 > · · · > Mm−1 > Mm = 0.

Consideremos ΠMi
: Mi−1 →Mi−1/Mi la proyección canónica para toda i = 1, . . . ,m.

Dado que Z(i)/M1 ' Θ(j1) para algún j1 < i, consideremos entonces el siguiente
diagrama:

Θ(i+ s) f // Z(i)
ΠM1
��

Z(i)/M1

ϕ1
��

Θ(j1)
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Donde ϕ1 es un isomorfismo de Z(i)/M1 a Θ(j1). Por la definición de sistema
estratificante, se tiene que HomΛ(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j > i, y j1 < i < i + s por
lo que 0 = ϕ1ΠM1f : Θ(i + s) → Θ(j1). Además ϕ1 es un isomorfismo , de donde
ΠM1f = 0, lo que implica que Imf ≤ KerΠM1 = M1.

Dado que M1/M2 ' Θ(j2) para algún j2 < i, podemos considerar el siguiente
diagrama:

Θ(i+ s) f //M1

ΠM2
��

M1/M2

ϕ2
��

Θ(j2)

Donde ϕ2 es un isomorfismo de M1/M2 a Θ(j2). Por el argumento anterior, se
tiene que Imf ≤ M2. Se sigue inductivamente, que Imf ≤ Mm = 0 y por lo tanto
f = 0. Por tanto, HomΛ(Θ(i+ s), Z(i)) = 0.

Lema 2.2.5. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Entonces
Ext1

Λ(Θ(i+ s),Θ(i)) = 0 para todo s ∈ {0, ...., t− i}.

Demostración. Por ser (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t, se tiene la su-
cesión exacta corta 0→ Θ(i)→ Y (i)→ Z(i)→ 0 para toda i ∈ [1, t].

Consideramos entonces esta sucesión y le aplicamos el funtor HomΛ(Θ(i+ s),�).
Con lo que se obtiene la sucesión exacta:

0→ HomΛ(Θ(i+ s),Θ(i))→ HomΛ(Θ(i+ s), Y (i))→ HomΛ(Θ(i+ s), Z(i))→
Ext1

Λ(Θ(i+ s),Θ(i))→ Ext1
Λ(Θ(i+ s), Y (i))→ . . .

Por el inciso 3 de la Definición 2.1.2, se tiene que Ext1
Λ(Θ(i+ s), Y (i)) = 0 y por

el Lema 2.2.4, se tiene que HomΛ(Θ(i + s), Z(i)) = 0, de donde, por ser sucesión
exacta, se tiene que Ext1

Λ(Θ(i+ s),Θ(i)) = 0 para todo s ∈ {0, ...., t− i}.

Lema 2.2.6. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Entonces
HomΛ(Θ(i+ s), Y (i)) = 0 para todo s ∈ {1, ...., t− i}.
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Demostración. Por ser (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t, se tiene la su-
cesión exacta corta 0→ Θ(i)→ Y (i)→ Z(i)→ 0 para toda i ∈ [1, t].

Consideramos entonces esta sucesión y le aplicamos el funtor HomΛ(Θ(i+ s),�).
Con lo que se obtiene la sucesión exacta:

0→ HomΛ(Θ(i+ s),Θ(i))→ HomΛ(Θ(i+ s), Y (i))→ HomΛ(Θ(i+ s), Z(i))→
Ext1

Λ(Θ(i+ s),Θ(i))→ Ext1
Λ(Θ(i+ s), Y (i))→ . . .

Por hipótesis, i + s > i ya que s ≥ 1, de donde, por el inciso 1 de la Definición
2.1.2, se tiene que HomΛ(Θ(i+ s),Θ(i)) = 0 y por el Lema 2.2.4 se tiene que
HomΛ(Θ(i+ s), Z(i)) = 0, de donde, por ser sucesión exacta, se tiene que
HomΛ(Θ(i+ s), Y (i)) = 0.

Lema 2.2.7. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Entonces HomΛ(�, Y (i))
es un funtor exacto en F(Θ). Es decir, para toda sucesión exacta corta cuyos Λ-módu-
los estén todos en F(Θ) el funtor es exacto.

Demostración. Sea 0→ N →M → K → 0 una sucesión exacta en F(Θ). Aplicando
el funtor HomΛ(�, Y (i)), se obtiene la sucesión exacta:

0→ HomΛ(K,Y (i))→ HomΛ(M,Y (i))→ HomΛ(N, Y (i))→ Ext1
Λ(K,Y (i))

Como por el inciso 3 de la Definición 2.1.2 Ext1
Λ(K,Y ) = 0 se sigue que

Ext1
Λ(K,Y (i)) = 0.
De donde, se obtiene la sucesión exacta corta

0→ HomΛ(K,Y (i))→ HomΛ(M,Y (i))→ HomΛ(N, Y (i))→ 0.

Por tanto, HomΛ(�, Y (i)) es un funtor exacto en F(Θ).

En este punto, contamos ya con todos los resultados necesarios para demostrar
la propiedad que se enuncia a continuación.

Teorema 2.2.8. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Para M ∈ F(Θ)
la multiplicidad de Θ(i) en una Θ-filtración es independiente de la filtración para
todo i ∈ [1, t].
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Demostración. Como F(Θ) ⊆ Λ-mod y Λ es una K-álgebra de dimensión finita,
entonces si M ∈ F(Θ), M es un K-espacio vectorial de dimensión finita, y por tanto
HomΛ(M,Y (i)) es un K-espacio vectorial de dimensión finita.

Denotaremos por dij = dimHomΛ(Θ(i), Y (j)) como K-espacio vectorial. Sea
D = (dij) la matriz con entradas dij. (D ∈Mtxt(K))

Por el Lema 2.2.6, se tiene que D es una matriz triangular superior, y dii 6= 0 ya
que, por el inciso 2 de la Definición 2.1.2, existe αi ∈ HomΛ(Θ(i), Y (i)) no cero para
todo i ∈ [1, t]. Sea M ∈ F(Θ) y F una Θ-filtración de M

F : M = M0 > M1 > · · · > Mn−1 > Mn = 0

Consideremos la sucesión exacta corta

0→Mn−1 →Mn−2 →Mn−2/Mn−1 → 0

Aplicamos el funtor HomΛ(�, Y (i)) a la sucesión anterior. Por el Lema 2.2.7 se
obtiene la sucesión exacta corta

0→ HomΛ(Mn−2/Mn−1, Y (i))→ HomΛ(Mn−2, Y (i))→ HomΛ(Mn−1, Y (i))→ 0

se sigue que

dimHomΛ(Mn−2, Y (i)) = dimHomΛ(Mn−2/Mn−1, Y (i)) + dimHomΛ(Mn−1, Y (i))

Y como Mn−1 ' Θ(j1) y Mn−2/Mn−1 ' Θ(j2) con j1, j2 ∈ [1, t] se tiene que

dimHomΛ(Mn−2, Y (i)) = dj1i + dj2i.

Consideremos ahora la sucesión exacta corta

0→Mn−2 →Mn−3 →Mn−3/Mn−2 → 0

Por el argumento anterior se obtiene que

dimHomΛ(Mn−3, Y (i)) = dj1i + dj2i + dj3i.

Se sigue inductivamente, denotando por mj al número de cocientes isomorfos a
Θ(j) en la Θ-filtración F que

dimHomΛ(M,Y (i)) =
t∑

j=1
mjdji = (m1 m2 . . . mn)Di

(con la multiplicación de matrices usual).
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donde Di es la i-ésima columna de D.

Para i = 1, se tiene que dimHomΛ(M,Y (1)) =
t∑

j=1
mjdj1 = m1d11, ya que dji = 0

para todo j > 1.
Ahora bien, dimHomΛ(M,Y (1)) y d11 6= 0 son fijos, de donde, despejando m1 se

obtiene que

m1 = dimHomΛ(M,Y (1))/d11 es fijo.

Continuando por inducción en el conjunto de ı́ndices, se tiene que

dimHomΛ(M,Y (k)) =
t∑

j=1
mjdjk = mkdkk +

k−1∑
j=1

mjdjk

como mj está determinado para 1 ≤ j ≤ k − 1 y dkk 6= 0 se tiene que

mk = [dimHomΛ(M,Y (k))−
k−1∑
j=1

mjdjk]/dkk.

Por lo tanto, mk no depende de la Θ-filtración para todo k ∈ [1, t].

Del resultado anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.9. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Entonces:

1. [Y (i) : Θ(i)] = 1.

2. [Y (i) : Θ(j)] = 0 para j > i.

3. Y (i) 6' Y (j) si i 6= j.

Demostración. Por el inciso 2 de la Definición 2.1.2, se tiene que para cada Θ(i)
existe la sucesión exacta corta

0 // Θ(i) αi // Y (i) βi // Z(i) // 0

donde Z(i) ∈ F{Θ(j) : j < i}. Además, por ser sucesión exacta corta, se tiene que
Z(i) ' Y (i)/Θ(i). Por lo que consideraremos la sucesión exacta corta

0→ Θ(i)→ Y (i)→ Y (i)/Θ(i)→ 0.

Sea F una Θ-filtración de Y (i)/Θ(i)
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F : Y (i)/Θ(i) = Y0/Θ(i) > Y1/Θ(i) > · · · > Ys−1/Θ(i) > Ys/Θ(i) = 0.

con Yp/Θ(i)�Yp+1/Θ(i) ' Yp/Yp+1 ' Θ(jp) con jp < i para todo p = 0, . . . , s− 1.
Por el teorema de la correspondencia, se tiene que la Θ-filtración F induce una

Θ-filtración H de Y (i)

H : Y (i) = Y0 > Y1 > · · · > Ys−1 > Ys = Θ(i) > 0.

donde Yp/Yp+1 ' Θ(jp) con jp < i para todo p = 0, . . . , s− 1 y Ys ' Θ(i).
De donde, por el Teorema 2.2.8, se tiene que [Y (i) : Θ(i)] = 1 y que

[Y (i) : Θ(j)] = 0 para j > i.
Para demostrar el inciso 3, suponemos sin pérdida de generalidad que i < j. Por

los incisos 1 y 2 de este corolario, se tiene que [Y (i) : Θ(i)] = 1, [Y (i) : Θ(j)] = 0 y
que [Y (j) : Θ(j)] = 1 por lo que Y (i) 6' Y (j) dado que Θ(j) es factor de composición
de Y (j) pero no lo es de Y (i).

Definición 2.2.10. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y M ∈ F(Θ).
Definimos la Θ-longitud de M como:

lΘ(M) =
t∑
i=1

[M : Θ(i)]

Los siguientes resultados y definiciones son necesarios para probar que para un
sistema estratificante (Θ, Y ,≤) de talla t y M ∈ F(Θ), existe una sucesión exacta

0→M → Y0 → Y1 → · · · → Yk → 0

donde Yr ∈ add(Y ) para todo r ∈ [0, k] y k < max(M). Ver Teorema 2.2.18

Definición 2.2.11. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y M ∈ F(Θ).
Definimos max(M) como el mayor ı́ndice j tal que [M : Θ(j)] 6= 0.

Lema 2.2.12. Sean (Θ, Y ≤) un sistema estratificante de talla t y M,N,K ∈ F(Θ)
tales que existe la sucesión exacta corta

0→ K →M → N → 0
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Entonces max(M) = máximo{max(K),max(N)}.

Demostración. Como consideramos una sucesión exacta corta, se tiene que N '
M/K, por lo que, demostraremos el lema para la sucesión exacta corta

0→ K →M →M/K → 0.

Sea F una Θ-filtración de K

F : K = K0 > K1 > · · · > Ks−1 > Ks = 0.

donde Kp/Kp+1 ' Θ(jp) con jp ≤ max(K) para p = 0, . . . , s− 1.
Sea G una Θ-filtración de M/K

G : M/K = M0/K > M1/K > · · · > Mn−1/K > Mn/K = 0.

donde Mq/K�Mq+1/K ' Θ(jq) con jq ≤ max(M/K) para q = 0, . . . , n− 1.
Consideremos H la Θ-filtración de M inducida por las filtraciones anteriores

H : M = M0 > M1 > · · · > Mn−1 > Mn = K > K1 > · · · > Ks−1 > Ks = 0.

donde Mq/Mq+1 ' Θ(jq) para q = 0, . . . , n − 1. y Kp/Kp+1 ' Θ(jp) para p =
0, . . . , s− 1.

Por lo tanto max(M) =máximo{max(K),max(N)}.

Lema 2.2.13. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y M ∈ F(Θ). Si
max(M) = i, entonces Ext1

Λ(Θ(i+ s),M) = 0 para s ∈ {0, ...., t− i}.

Demostración. Sea F una Θ-filtración de M

F : M = M0 > M1 > · · · > Mn−1 > Mn = 0.

Consideremos la sucesión exacta corta

0→Mn−1 →Mn−2 →Mn−2/Mn−1 → 0

donde Mn−1 ' Θ(j1) y Mn−2/Mn−1 ' Θ(j2) con j1, j2 ≤ i.
Aplicando el funtor HomΛ(Θ(i+ s),�) a la sucesión exacta corta anterior, obte-

nemos la sucesión exacta
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0→ HomΛ(Θ(i+ s),Mn−1)→ HomΛ(Θ(i+ s),Mn−2)→
HomΛ(Θ(i+ s),Mn−2/Mn−1)→ Ext1

Λ(Θ(i+ s),Mn−1)→ Ext1
Λ(Θ(i+ s),Mn−2)→

Ext1
Λ(Θ(i+ s),Mn−2/Mn−1)→ . . .

Como Ext1
Λ(Θ(i + s),Mn−1) ' Ext1

Λ(Θ(i + s),Θ(j1)) = 0 por el Lema 2.2.5, y
Ext1

Λ(Θ(i+ s),Mn−2/Mn−1) ' Ext1
Λ(Θ(i+ s),Θ(j2)) = 0 por el Lema 2.2.5, se tiene

que Ext1
Λ(Θ(i+ s),Mn−2) = 0.

Inductivamente se llega a que Ext1
Λ(Θ(i+ s),M) = 0 para s ∈ {0, ...., t− i}.

Del resultado anterior tenemos la siguiente observación.

Observación 2.2.14. En la Θ-filtración F de M , se tiene que Mn−1 ' Θ(i), donde
i = max(M).

Proposición 2.2.15. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y M ∈
F(Θ). Entonces existe una sucesión exacta corta

0→ Θ(i)n →M → N → 0

donde i = max(M) , N ∈ F{Θ(j) : j < i} y n ∈ N.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre lΘ(M).
Si lΘ(M) = 1 se tiene que M ' Θ(i) para alguna i ∈ [1, t], y la sucesión exacta

corta buscada es

0 −→ Θ(i) −→M −→ 0 −→ 0

Supongamos que el lema es cierto para Λ-módulos N ′ ∈ F(Θ) tales que lΘ(N ′) <
n. Sea M ∈ F(Θ) un Λ-módulo tal que lΘ(M) = n. Esto es, existe F una Θ-filtración
de M tal que

F : M = M0 > M1 > · · · > Mn−1 > Mn = 0.

donde Mp/Mp+1 ' Θ(jp) para todo p ∈ [0, n− 1].
Consideremos al Λ-módulo M1, que tiene una Θ-filtración con n − 1 factores de

composición, de donde, por hipótesis de inducción existe una sucesión exacta corta

0→ Θ(j)n1 →M1 →M ′ → 0
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donde j = max(M1) y M1/Θ(j)n1 'M ′ ∈ F{Θ(l) : l < j}.
Se tienen tres casos posibles:

1. M/M1 ' Θ(j0) donde j0 < j.

Como j0 < j, se tiene que max(M) = j = max(M1). Consideremos las suce-
siones exactas cortas

0→ Θ(j)n1 →M →M/Θ(j)n1 → 0 (1)

0→M1/Θ(j)n1 →M/Θ(j)n1 →M/M1 → 0 (2)

En (2), como max(M1/Θ(j)n1) < j y max(M/M1) = j0 < j, por el Lema
2.2.12, se tiene que max(M/Θ(j)n1) < j de donde M/Θ(j)n1 ∈ F{Θ(l) : l <
j}. Y por lo tanto, (1) es la sucesión buscada.

2. M/M1 ' Θ(j0) donde j0 = j.

Como j0 = j, se tiene que max(M) = j = max(M1). Consideremos la sucesión
exacta corta

0→M1 →M →M/M1 → 0

por el Lema 2.2.13, la sucesión se escinde, de donde M = M1
⊕
M/M1 '

M1
⊕ Θ(j) y M/Θ(j)n1+1 ' (M1

⊕ Θ(j))/Θ(j)n1+1 ' M1/Θ(j)n1 ∈ F{Θ(l) :
l < j}.

De donde, la sucesión exacta corta buscada es

0→ Θ(j)n1+1 →M →M/Θ(j)n1+1 → 0

3. M/M1 ' Θ(j0) donde j0 > j.

Como j0 > j, se tiene que max(M) = j0, y como max(M1) = j < j0 se tiene
que , por el Lema 2.2.13, la siguiente sucesión exacta corta se escinde.

0→M1 →M →M/M1 → 0
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De donde,M = M1
⊕
M/M1 'M1

⊕ Θ(j0) yM/Θ(j0) ' (M1
⊕ Θ(j0))/Θ(j0) '

M1 (por el Segundo Teorema de Isomorfismo) y M1 ∈ F{Θ(l) : l < j0}.

Por lo que, la sucesión exacta corta buscada es

0→ Θ(j0)→M →M/Θ(j0)→ 0

la proposición queda demostrada.

Definición 2.2.16. Sea M ∈ Λ-mod. Definimos add(M) como

add(M) = {X ∈ Λ−mod : ∃ n ∈ N y L ∈ Λ−mod tal que X
⊕
L = Mn}.

Lema 2.2.17. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y M ∈ F(Θ).
Entonces existe una sucesión exacta corta

0→M → Y ′ →M ′ → 0

donde M ′ ∈ F(Θ), max(M ′) < max(M) y Y ′ ∈ add(Y ), donde Y =
t⊕
i=1

Y (i).

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre i = max(M).
Supongamos que max(M) = 1. Esto es, si F es una Θ-filtración de M .

F : M = M0 > M1 > · · · > Mn−1 > Mn = 0.

se tiene que Mj/Mj+1 ' Θ(1) para todo j ∈ [0, n− 1].
Consideremos la sucesión exacta corta

0→Mn−1 →Mn−2 →Mn−2/Mn−1 → 0

por el Lema 2.2.13, esta sucesión se escinde, por lo que Mn−2 ' Θ(1) ⊕ Θ(1). Se
sigue inductivamente que M ' Θ(1)n donde n es el número de cocientes que tiene
F , la Θ-filtración de M . Ahora bien, por el inciso 2 de la Definición 2.1.2 se tiene
que Θ(1) = Y (1), de donde M ' Y (1)n. Por lo que se obtiene la sucesión exacta
corta

0→M → Y (1)n → 0→ 0.
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donde Y (1)n ∈ add(Y ) y 0 ∈ F(Θ) con max(0) = 0 < 1. Por lo tanto esta sucesión
es la buscada.

Supongamos que el lema se cumple para L ∈ F(Θ) tal que max(L) < i. Sea
M ∈ F(Θ) tal que max(M) = i. Por el Lema 2.2.15, existe la sucesión exacta corta

0→ Θ(i)n →M → N → 0

donde N ∈ F{Θ(l) : l < i}, por lo que max(N) < i de donde, por hipótesis de
inducción, existe una sucesión exacta corta

0 // N
f // Y // N // 0

donde Y ∈ add(Y ), N ∈ F(Θ), y max(N) < max(N).
Consideremos el diagrama conmutativo push-out

0

��

0

��
0 // Θ(i)n //

��

M //

g

��

N // 0

0 // Y (i)n //

��

W //

��

N // 0

Z(i)n

��

Z(i)n

��
0 0

Como N ∈ F(Θ) y por el inciso 3 de la Definición 2.1.2, Ext1
Λ(F(Θ), Y ) = 0, se

tiene que el segundo renglón se escinde. De donde W ' Y (i)n ⊕
N.

Consideremos ahora los monomorfismos f y g con los que obtenemos el homo-
morfismo  g1

fg2

 : M −→ Y (i)n ⊕ Y

donde

g =
 g1

g2

 : M −→ Y (i)n ⊕N

y Y (i)n ⊕
Y ∈ add(Y ).
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Consideremos la sucesión exacta corta

0→ W/M → (Y (i)n ⊕
Y )/M → (Y (i)n ⊕

Y )/W → 0

Como, por el diagrama de push-out, W/M ' Z(i)n y max(Z(i)n) < i y
(Y (i)n ⊕

Y )/W ' Y /N ' N y max(N) < i, se tiene, por el Lema 2.2.12, que
max((Y (i)n ⊕

Y )/M) < i. Por lo que la sucesión exacta corta buscada es

0→M → Y (i)n ⊕
Y → (Y (i)n ⊕

Y )/M → 0

el lema queda demostrado.

En este punto, contamos ya con todos los resultados necesarios para demostrar
la propiedad que se enuncia a continuación.

Teorema 2.2.18. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y M ∈ F(Θ).
Entonces existe una sucesión exacta

0→M → Y0 → Y1 → · · · → Yk → 0

donde Yr ∈ add(Y ) para todo r ∈ [0, k] y k < max(M).

Demostración. Por el Lema 2.2.17, existen las sucesiones exactas cortas

0 //M
h // Y0

f //M ′ // 0

0 //M ′ g // Y1
h′ //M ′′ // 0

donde Y0, Y1 ∈ add(Y ), M ′,M ′′ ∈ F(Θ) y max(M ′′) < max(M ′) < max(M).
Veamos ahora que la siguiente sucesión es exacta

0 //M
h // Y0

gf // Y1
h′ //M ′′ // 0

Como Imf = M ′, se tiene que Imgf = Img = Kerh′. Sea x ∈ Kergf , como g
es un monomorfismo, se sigue que f(x) = 0, de donde, x ∈ Kerf = Imh. Además,
se tiene que Imh = Kerf ≤ Kergf , por lo que Imh = Kergf .

Como h′ es un epimorfismo y h es un monomorfismo, se tiene que la sucesión
anterior es exacta. Se sigue inductivamente que existe una sucesión exacta

0→M → Y0 → Y1 → · · · → Yk → 0
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donde Yr ∈ add(Y ) para todo r ∈ [0, k] y k < max(M).

Finalmente, probaremos la última y más importante propiedad de los sistemas
estratificantes. Es decir, probaremos que, dado un sistema estratificante (Θ, Y ,≤)

de talla t, la K-álgebra A = EndΛ(
t⊕

j=1
Y (j)) es una K-álgebra estándarmente es-

tratificada a la derecha (ver el Teorema 2.2.24). Para poder llegar a este resultado
necesitamos las siguientes definiciones y los siguientes lemas que probaremos a con-
tinuación.

El siguiente resultado es un corolario del Lema 1.3.14 del caṕıtulo 1.

Corolario 2.2.19. Sea Λ una K-álgebra de dimensión finita y ∆ = {∆(i)}ni=1 el
conjunto de los Λ-módulos estándar derechos. Si ∆(i) = P (i) para toda i ∈ [1.n].
Entonces I(∆) = mod− Λ.

Demostración. Sea X ∈ mod-Λ, como P (i) es proyectivo, se tiene que
Ext1

Λ(P (i), X) = 0 para toda i ∈ [1, n], y como ∆(i) = P (i) para toda i ∈ [1, n], se
sigue que Ext1

Λ(∆(i), X) = 0 para toda i ∈ [1, n], de donde, por el Lema 1.3.14, se
tiene que Ext1

Λ(F(∆), X) = 0. Por lo tanto, X ∈ I(∆).

Corolario 2.2.20. Sea Λ una K-álgebra de dimensión finita y ∆ = {∆(i)}ni=1 el
conjunto de los Λ-módulos estándar derechos. Si ∆(i) = P (i) para toda i ∈ [1, n]
entonces ∆(i) = Y (i) para toda i ∈ [1, n].

Demostración. Se sigue de la caracterización 1.6 en [11] y del Corolario 2.2.19.

Lema 2.2.21. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t y Y =
t⊕
i=1

Y (i). Si

(HomΛ(Y (i), Y ))A ' (HomΛ(Y (j), Y ))A entonces Y (i) ' Y (j), donde
A = EndΛ(Y ).

Demostración. Si h : HomΛ(Y (i), Y ) −→ HomΛ(Y (j), Y ) es un A-isomorfismo, se
tiene que existe h′ : HomΛ(Y (j), Y ) −→ HomΛ(Y (i), Y ) tal que hh′ = IHomΛ(Y (i),Y )

y h′h = IHomΛ(Y (j),Y ). Se sabe (ver [8, 1.1.3]) que
HomA(HomΛ(Y (i), Y ),HomΛ(Y (j), Y )) ' HomΛ(Y (j), Y (i)), por lo que existen g :
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Y (j) −→ Y (i) y g′ : Y (i) −→ Y (j) Λ-homomorfismos tales que F (g) = h y
F (g′) = h′ con F = HomΛ(�, Y ).

Como hh′ = F (g)F (g′) = F (g′g) = IHomΛ(Y (i),Y ) entonces

F (g′g) : HomΛ(Y (i), Y ) −→ HomΛ(Y (i), Y )
F (g′g)(f) 7−→ g′gf = f

para todo f ∈ HomΛ(Y (i), Y ).
En particular, para ii : Y (i) −→ Y , la i-ésima inclusión natural, se tiene que

F (g′g)(ii) = g′gii = ii = IY (i)ii y, como ii es monomorfismo, se sigue que g′g = IY (i).
Análogamente, se obtiene que gg′ = IY (j). Por lo tanto g′ : Y (i) −→ Y (j) es

isomorfismo y Y (i) ' Y (j).

Lema 2.2.22. Sean (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t, M ∈ F(Θ) y
F (M) = HomΛ(M,Y ). Entonces F (M) tiene una F (Θ)-filtración de A-módulos
donde A = EndΛ(Y ). Además, si max(M) = i, se tiene que max(F (M)) = i.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre el max(M).
Si max(M) = 1, por la Proposición 2.2.15 existe la sucesión exacta corta

0→ Θ(1)n →M →M ′ → 0

donde M ′ ∈ F{Θ(j) : j < 1} de donde, M ′ = 0 por lo que M = Θ(1)n. Consideremos
la cadena de A-módulos derechos

F (M) > F (Θ(1)n−1) > · · · > F (Θ(1)) > 0

donde cada cociente es isomorfo F (Θ(1)), con lo que queda demostrado el caso para
max(M) = 1.

Supongamos que el lema se cumple para N ∈ F(Θ) y tal que max(N) < i. Sea
M ∈ F(Θ) tal que max(M) = i, por la Proposición 2.2.15 existe la sucesión exacta
corta

0→ Θ(i)n →M →M ′ → 0

donde M ′ ∈ F{Θ(j) : j < i}. Aplicando F = HomΛ(�, Y ) a la sucesión anterior, se
tiene la sucesión exacta corta

0→ F (M ′)→ F (M)→ F (Θ(i)n)→ 0
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Y como, por hipótesis de inducción, F (M ′) tiene una F (Θ)-filtración y F (Θ(i)n)
también tiene una F (Θ)-filtración, se sigue que F (M) también la tiene.

Además, por el Lema 2.2.12 se tiene que
max(F (M)) =máximo{max(F (M ′)),max(F (Θ(i)n))} = i. Con lo que queda de-
mostrada la propiedad.

En este punto, ya podemos demostrar la propiedad fundamental que se enuncia
a continuación.

Comentario 2.2.23. En el siguiente resultado estaremos trabajando con el álgebra
A = EndΛ(Y ) que es un álgebra a la derecha, por lo que, en ciertos puntos de la
demostración, se compondrán las funciones a la derecha.

Es decir, si f : M → N y g : N → L, entonces f ◦ g : M → L.

Teorema 2.2.24. Sea (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla t. Entonces A =
EndΛ(Y ) es estándarmente estratificada a derecha, con ∆(i)A = HomΛ(Θ(i), Y ) con
respecto a ≤op, el orden natural opuesto.

Demostración. Denotamos por P (i) = HomΛ(Y (i), Y ) a los A-módulos proyectivos
inescindibles derechos. Por el Lema 2.2.21 se tiene que A es básica. Por el inciso 2
de la Definición 2.1.2 tenemos la sucesión exacta corta

0 // Θ(i) αi // Y (i) βi // Z(i) // 0

donde Z(i) ∈ F{Θ(j) : j < i}. Aplicando el funtor F = HomΛ(�, Y ) a la sucesión
exacta corta anterior, obtenemos la sucesión exacta corta

0 // HomΛ(Z(i), Y ) l // HomΛ(Y (i), Y ) F (αi) // HomΛ(Θ(i), Y ) // 0

Por el Lema 2.2.22 se tiene que HomΛ(Z(i), Y ) tiene una F (Θ)-filtración y por
lo tanto P (i) tiene una F (Θ)-filtración. Aśı que es suficiente probar que F (Θ(i)) =
∆(i)A con respecto al orden opuesto. Es decir, se probará que HomΛ(Θ(i), Y ) es el
cociente maximal de P (i) con factores de composición S(j) con j ≥ i.
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Como HomΛ(P (j), F (Θ(i))) ' HomΛ(Θ(i), Y (j)), (en [8, 1.1.3]), por el Lema
2.2.6 se tiene que HomΛ(P (j), F (Θ(i))) = 0 para j < i. Por lo tanto, por la Pro-
posición 1.3.9 se tiene que [F (Θ(i)) : S(j)] = 0 para j < i. Consideremos ahora la
sucesión exacta corta

0 // U(i) // P (i) // ∆(i) // 0

donde U(i) =
∑

f :P (j)→P (i)
Imf donde j < i.

Sea j < i y g := P (j)→ P (i). Mostraremos que Img ⊆ F (Z(i)).
Como HomΛ(P (j), P (i)) ' HomΛ(Y (i), Y (j))(ver [8], existe h : Y (i)→ Y (j) tal

que F (h) = g.
Por el Lema 2.2.6, se tiene que HomΛ(Θ(i), Y (j)) = 0. Por lo que αih = 0

y 0 = F (αih) = F (h)F (αi) = gF (αi) y se sigue que Img ⊆ F (Z(i)) ya que
F (Z(i)) ' Iml = KerF (αi). Por lo tanto, U(i) ⊆ F (Z(i)), de donde, se tiene
que P (i)/F (Z(i)) ⊆ P (i)/U(i) por lo que F (Θ(i)) ⊆ ∆(i).

Veamos ahora que Iml ⊆ U(i). Sea G una F (Θ)-filtración de F (Z(i)).

G : F (Z(i)) = M0 > M1 > · · · > Mm−1 > Mm = 0

donde Ms/Ms+1 ' F (Θ(js)) para s ∈ [0,m− 1]. Consideremos el diagrama

0 // P (jm−1)
πF (Z(jm−1))

��

// P2

β2
��

// P (jm−2)
π2

xx
πF (Z(jm−2))

��

// 0

0 //Mm−1
i1 //Mm−2 //Mm−2/Mm−1 // 0

donde Mm−1 ' F (Θ(jm−1)), Mm−2/Mm−1 ' F (Θ(jm−2)) y
P2 = P (jm−1) ⊕

P (jm−2) y P (jm−1, P2 y P (jm−2 son cubiertas proyectivas de Mm−1,
Mm−2 y Mm−2/Mm−1 respectivamente.

Tenemos que β2 := (πF (Z(jm−1))i1, π2) : P2 → Mm−2 es un epimorfismo. Además
jm−1 < i y jm−2 < i. De manera análoga obtenemos el diagrama conmutativo

0 // P2

β2
��

// P3

β3
��

// P (jm−3)
π3

xx
πF (Z(jm−3))

��

// 0

0 //Mm−2
i2 //Mm−3 //Mm−3/Mm−2 // 0
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donde P3 = P2
⊕
P (jm−3) y β3 = (β2i2, π3) : P3 → Mm−3 es un epimorfismo y

jm−3 < i.

Continuando con este procedimiento se tiene que Pm =
m⊕
k=1

P (jm−k) con jm−k < i

para toda k ∈ [1,m] y un epimorfismo βm : Pm → F (Z(i)). Tenemos el morfismo
βml : Pm → P (i) donde Imβml = Iml, ya que βm es un epimorfismo, lo cual implica
que Imβm ' F (Z(i)) y como l es monomorfismo, se sigue que Imβml ' F (Z(i)) '
Iml, por lo que se tiene que F (Z(i)) ' Iml ⊆ U(i). Podemos entonces concluir que
F (Z(i)) ' U(i). Por lo tanto ∆(i)A = HomΛ(Θ(i), Y ).

Una observación importante es que dado el conjunto ∆ = {∆(i)}ni=1, de los
Λ-módulos estándar, siempre se pueden encontrar Λ-módulos inescindibles Y =
{Y (i)}ni=1 tales que (∆, Y ,≤) es un sistema estratificante de talla n. Ver [10, Le-
ma 1.8.2].

2.3. Ejemplos de Álgebras de Endomorfismos

En esta sección se ejemplifica el último teorema de la sección anterior. A partir
de sistemas estratificantes de talla t, se calculará el álgebra de endomorfismos A y
probaremos que es un álgebra estándarmente estratificada a la derecha.

Ejemplo 2.3.1. Tomemos el carcaj del Ejemplo 2.1.5 y el mismo ideal admisible,
es decir: Sea C el carcaj

C : 1x 99

α
(( 2

β

hh yee

e I el ideal admisible I =< x3, y3, x2 − αβ, y2 − βα, βx, αy, yβ, xα >.
Para este primer ejemplo, consideramos el mismo sistema estratificante de talla

2 que en el Ejemplo 2.1.5. Recordemos rápidamente éste. Sea Θ = {Θ(1),Θ(2)} y
Y = {Θ(1), P (1)} con Θ(1) = 1

x
��
1

y Θ(2) = 2
β
��
1

Se sabe que (Θ, Y ,≤) es un sistema estratifcante de talla 2, y Y = Θ(1) ⊕
P (1).
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Se tiene entonces que A = EndΛ(Y ) = EndΛ(Θ(1) ⊕
P (1))

Se puede ver que el álgebra A es isomorfa al álgebra KC ′/I, donde

C ′ : 1 = P (1)
Π --

2 = Θ(1)
i

mm

e I es el ideal admisible I =< iΠiΠ >

Tenemos que calcular los A-módulos proyectivos y estándar de esta álgebra.
Recordemos que usamos la composición de flechas de izquierda a derecha, ya que

en el Teorema 2.2.24 trabajamos con un álgebra a la derecha, es decir, la composición
de homomorfismos es de izquierda a derecha.

Los A-módulos proyectivos son P (1)A= 1
Π
��
2
i
��
1

Π
��
2
i
��
1

y P (2)A = 2
i
��
1

Π
��
2
i
��
1

de donde, los A-módulos estándar son ∆(1)A = S(1)A y ∆(2)A = P (2)A.
Y A es un álgebra estándarmente estratificada a la derecha ya que los A-módulos

proyectivos tienen una ∆-filtración. En efecto, las ∆-filtraciones son

P (1)A > P (2)A > 0

y

P (2)A > 0.

Ejemplo 2.3.2. En este ejemplo usaremos otra vez el álgebra de carcaj del ejemplo
anterior, pero tomaremos otro sistema estratificante de talla 2.

Sean Θ = {Θ(1),Θ(2)}. y Y = {Θ(1), P (2)} con Θ(1) = 1
x
��
1

y Θ(2) = P (2).
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Se prueba de manera ánaloga al Ejemplo 2.1.5 que (Θ, Y ,≤) es un sistema es-
tratificante de talla 2.

Se sigue entonces que A = EndΛ(Θ(1) ⊕
P (2)) es isomorfa al álgebra KC ′/I

donde

C ′ : 1a 99 2 bee

Con a : Ke2
⊕
Ky → Ky

⊕
Ky2 dada por e2 → y y y → y2 y

b : Ke1
⊕
Kx → Kx dada por e1 → x e I es el ideal admisible I =< a3, b2 >,

obteniendo los A-módulos proyectivos derechos
P (1)A = 1

a
��
1
a
��
1

y P (2)A = 2
b
��
2

.

De donde, los A-módulos estándar derechos son ∆(1)A = P (1)A y ∆(2)A =
P (2)A.

Se sigue que A es un álgebra estándarmente estratificada a la derecha.

Ejemplo 2.3.3. Sea Λ ' KC/I donde C es el carcaj

C : 3 α // 1 2βoo 4γoo

e I el ideal admisible I =< γβ >.
Los Λ-módulos proyectivos son P (1) = 1 P (2) = 2

β
��
1

P (3) = 3
α
��
1

y P (4) = 4
γ

��
2

De donde, los Λ-módulos estándar son ∆(1) = P (1), ∆(2) = P (2), ∆(3) = P (3)
y ∆(4) = P (4).

Ahora bien, como ∆(i) = P (i) para toda i ∈ [1, 4], por el Corolario 2.2.20 se
tiene que ∆(i) = Y (i) para toda i ∈ [1, 4], y (∆,∆ ≤) es un sistema estratificante de
talla 4.

Por lo que, A = EndΛ(
4⊕
i=1

Y (i)) = EndΛ(
4⊕
i=1

∆(i)) es isomorfa al álgebra KC ′/I

donde
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C ′ : 1 2 3

c

��
4

b

��
aoo

e I es el ideal admisible I =< ac >, obteniendo los A-módulos proyectivos derechos
P (1)A = 1 P (2)A = 2 P (3)A = 3

c
��
1

P (4)A = 4
a

��

b

��
3 2

De donde, los A-módulos estándar derechos son ∆(1)A = P (1)A, ∆(2)A = P (2)A,
∆(3)A = P (3)A y ∆(4)A = P (4)A. Es evidente que P (i)A ∈ F(∆) para toda i ∈ [1, 4],
por lo que A es un álgebra estándarmente estratificada a la derecha.



Caṕıtulo 3

Equivalencia contravariante entre
las categoŕıas F(Θ) en Λ-mod y
F(∆A) en mod-A

3.1. Equivalencia

En este caṕıtulo, como su nombre lo indica, probaremos la existencia de una
equivalencia contravariante entre la categoŕıa F(Θ) en Λ-mod, de los Λ-módulos
izquierdos finitamente generados que tienen una Θ-filtración, y la categoŕıa F(∆A)
en mod-A, de los A-módulos derechos finitamente generados que tienen una ∆A-
filtración. Ver Teorema 3.1.9.

Recordemos primero algunos objetos que hemos utilizado en los caṕıtulos an-
teriores. Λ denotará un álgebra de dimensión finita, básica e inescindible sobre un
campo K algebraicamente cerrado. En la categoŕıa Λ-mod, consideramos un sistema
estratificante de talla t denotado por (Θ, Y ,≤) y, por el Teorema 2.2.24 podemos
construir el álgebra de endomorfismos A = EndΛ(Y ) que es un álgebra estándarmen-

te estratificada a la derecha con respecto a ≤op donde Y =
t⊕
i=1

Y (i).

Los funtores contravariantes que utilizaremos para probar la equivalencia an-
tes mencionada son los funtores F := HomΛ(�, Y ) : mod(Λ) → mod(A) y G :=
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HomA(�, Y ) : mod(A)→ mod(Λ).
Habiendo dicho esto, podemos comenzar a desarrollar la teoŕıa de este caṕıtulo.
Recordemos la definición de transformación natural.

Definición 3.1.1. Sean C y D categoŕıas y F,G : C → D funtores covariantes, un
morfismo funtorial o transformación natural ϕ : F → G consiste de una familia de
morfismos en D, {ϕX}X∈C donde ϕX : FX → GX para cada objeto X de C que
satisface lo siguiente:

Para cada morfismo f : X → Y en C el siguiente diagrama conmuta

FX

Ff
��

ϕX // GX

Gf
��

FY ϕY

// GY.

Para el caso contravariante se piden las mismas hipótesis y el siguiente diagrama
conmuta

FX
ϕX // GX

FY

Ff

OO

ϕY

// GY.

Gf

OO

Procedemos ahora a definir la evaluación ε que nos permitirá construir la equi-
valencia.

Definición 3.1.2. Sea Λ una K-álgebra, Y ∈ Λ−mod y A = EndΛ(Y ). Considere-
mos los funtores F := HomΛ(�, Y ) : Λ−mod→ mod− A y
G := HomA(�, Y ) : mod− A→ Λ−mod.

La evaluación ε : 1Λ−mod → GF se define como la familia de morfismos
ε = {εX : X → GF (X)}X∈Λ−mod donde εX(x)(f) = f(x) para todo x ∈ X y para
todo f ∈ HomΛ(X, Y ).

Veamos ahora que esta evaluación es una transformación natural.

Lema 3.1.3. Sea Λ una K-álgebra, la evaluación ε : 1Λ−mod → GF es una transfor-
mación natural de funtores.
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Demostración. Primero veamos que εX(x) : HomΛ(X, Y ) → Y es un morfismo en
mod− A.

En efecto, dados dos morfismos f, g : X → Y y a ∈ A, se tiene que
εX(x)(f + g) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) = εX(x)(f) + εX(x)(g).
εX(x)(af) = (af)(x) = f(x)aop = aεX(x)(f).

Ahora veamos que εX : X → GF (X) es un morfismo en Λ−mod.
Sean f : X → Y , x, y ∈ X y λ ∈ Λ, se tiene que

εX(λx + y)(f) = f(λx + y) = λf(x) + f(y) = λεX(x)(f) + εX(y)(f) = (λεX(x) +
εX(y))(f).

Finalmente veamos que ε es una transformación natural, es decir, que para cada
morfismo α : M → N en Λ−mod, el siguiente diagrama conmuta

M

εM
��

α // N

εN
��

GF (M)
GF (α)

// GF (N)

En efecto, sean m ∈M y f ∈ F (N), se tiene que GF (α) ◦ (εM(m))(f) =
(εM(m)(F (α)f) = εM(m)(fα) = fα(m) = εN(α(m)(f)) y por lo tanto el diagrama
conmuta.

Observación 3.1.4. De manera análoga al lema anterior, se tiene otra transforma-
ción natural ε′ : 1mod−A → FG definida como la familia de morfismos
ε′ = {ε′X : X → FG(X)}X∈mod−A en mod − A donde ε′X(x)(f) = f(x) para todo
x ∈ X y para todo f ∈ HomA(X, Y ).

El siguiente lema será necesario.

Lema 3.1.5. Sean V y W K-álgebras, C y D subcategoŕıas plenas de V -mod y W -
mod respectivamente; H,L : C → D funtores aditivos y exactos y η : H → L una
transformación natural de funtores.

Si 0 //M ′ f //M
g //M ′′ // 0 es una sucesión exacta corta en C que se

escinde, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ηM : H(M)→ L(M) es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo).
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2. ηM ′ : H(M ′)→ L(M ′) y ηM ′′ : H(M ′′)→ L(M ′′) son monomorfismos (respec-
tivamente epimorfismos).

Demostración. Sea ξ : 0 //M ′ f //M
g //M ′′ // 0 una sucesión exacta corta

en C que se escinde; de donde, existen los morfismos f ′ : M → M ′ y g′ : M ′′ → M

en C, tales que f ′f = IM ′ y gg′ = IM ′′ y que forman la sucesión exacta corta
ξ′ : 0 //M ′′ g′ //M

f ′ //M ′ // 0 que también se escinde.
Ahora bien, por ser η una transformación natural entre los funtores H y L, tene-

mos los siguientes diagramas conmutativos en D

H(ξ) : 0 // H(M ′)
ηM′

��

H(f) // H(M)
ηM

��

H(g) // H(M ′′)
ηM′′

��

// 0

L(ξ) : 0 // L(M ′) L(f) // L(M) L(g) // L(M ′′) // 0

y

H(ξ′) : 0 // H(M ′′)
ηM′′

��

H(g′) // H(M)
ηM

��

H(f ′) // H(M ′)
ηM′

��

// 0

L(ξ′) : 0 // L(M ′′) L(g′) // L(M) L(f ′) // L(M ′) // 0

donde las sucesiones H(ξ), L(ξ), H(ξ′) y L(ξ′) se escinden dado que los funtores H
y L son aditivos.

(1)⇒ (2)
Aplicamos el Lema de la serpiente al primer diagrama y obtenemos queKer(ηM ′) =

0 y aplicándolo al segundo diagrama se obtiene que Ker(ηM ′′) = 0.

(2)⇒ (1)
Se obtiene también aplicando el Lema de la serpiente al primer diagrama, dado

que las sucesiones

Ker(ηM ′) // Ker(ηM) // Ker(ηM ′′) y

CoKer(ηM ′) // CoKer(ηM) // CoKer(ηM ′′) son exactas.

El siguiente resultado nos será de utilidad para probar el Teorema 3.1.9
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Proposición 3.1.6. Sean Λ una K-álgebra, (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de

talla t, Y =
t⊕
i=1

Y (i), A = EndΛ(Y ) y F y G los funtores definidos en la Definición

3.1.2. Entonces el morfismo evaluación εX : X → GF (X) dado por εX(x)(f) = f(x)
es un isomorfismo para cualquier X ∈ F(Θ).

Demostración. Sea X ∈ F(Θ), la demostración se hara por casos.

1. Si X = Y el morfismo εY : Y → GF (Y ) es un isomorfismo.

a) Monomorfismo: Sea x ∈ Y , si ε(x) = 0 entonces 0 = 0(1) = ε(x)(1) =
1(x) = x de donde, x = 0.

b) Epimorfismo : Sea f ∈ HomA(A, Y ), se tiene que f(a) = af(1) para toda
a ∈ A de donde, εY (f(1))(a) = a(f(1)) = af(1) de donde, f = εY (f(1))
y εY es suprayectiva.

2. Si X ∈ add(Y ), observemos primero que, para cada m ∈ N, se tiene que
εY m : Y m → GF (Y m) es un isomorfismo.

En efecto, F (Y m) = HomΛ(Y m, Y ) ' HomΛ(Y, Y )m = Am de donde,GF (Y m) '
G(Am) = HomA(Am, Y ) ' HomA(A;Y )m = Y m.

De donde, para X ∈ add(Y ) se sabe que existen m ∈ N y K ∈ mod(Λ) tales
que X ⊕

K = Y m. Por lo que se tiene que X ⊕
Y = Y m = GF (X ⊕

K) '
GF (X) ⊕

GF (Y ).

Ahora consideramos la sucesión exacta corta que se escinde

ξ : 0 // X // Y m // K // 0 en F(Θ),
por lo que obtenemos el diagrama conmutativo y exacto

ξ : 0 // X

εX
��

// Y m

εY m

��

// K

εK
��

// 0

η : 0 // GF (X) // GF (Y m) // GF (K) // 0

y, dado que, ξ se escinde, ε es una transformación natural y εY m es un isomor-
fismo, se tiene que, por el Lema 3.1.5 εX es un isomorfismo.
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3. Este es el caso general. Sea 0 6= X ∈ F(Θ), por el Teorema 2.2.18 se tiene la
sucesión exacta 0 // X // Y0

f0 // Y1
f1 // . . .

fs−1 // Ys // 0
donde Yr ∈ add(Y ) para toda r ∈ [1, s] y s < m = max(X), y además
Xi = Imfi ∈ F(Θ).

De donde, tenemos las sucesiones exactas cortas

εi : 0 // Xi−1 // Yi // Xi
// 0 para todo i ∈ [0, s−1] donde X−1 = X

y Xs−1 = Ys

Tomando la sucesión exacta corta 0 // Xs−2 // Ys−1 // Ys // 0
se tiene el diagrama conmutativo

0 // Xs−2

εXs−2
��

// Ys−1

εYs−1
��

// Ys

εYs

��

// 0

0 // GF (Xs−2) // GF (Ys−1) // GF (Ys)

y dado que εYs−1 y εYs son isomorfismos, ya que Ys−1, Ys ∈ add(Y ), se sigue que
εXs−2 también lo es. Se sigue inductivamente que εX es un isomorfismo.

Proposición 3.1.7. Sean V y W K-álgebras, C una clase de objetos en V -mod y
H : V − mod → W − mod un funtor covariante (respectivamente contravariante)
exacto. Entonces, H(F(C)) ⊆ F(H(C)).

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que H es covariante.
Sean M ∈ F(C) y

F : M = M0 > M1 > · · · > Mm−1 > Mm = 0 una C-filtración de M .

Como Mi/Mi+1 ' Ci para toda i ∈ [0,m− 1], tenemos la sucesión exacta corta

0 //Mi+1 //Mi
// Ci // 0

en V -mod. Aplicando H a esta sucesión y usando el hecho de que H es exacto en
F(C), obtenemos la sucesión exacta en W -mod
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0 // H(Mi+1) // H(Mi) // H(Ci) // 0

para cada i ∈ [0,m − 1]. Como H(Mm−1) ' H(Cm−1) y F(H(C)) es cerrado por
extensiones, se tiene que H(Mm−2) ∈ F(H(C)). Se sigue inductivamente que M ∈
F(H(C)).

La siguiente proposición nos proporciona los resultados que faltan para probar el
teorema principal de esta sección, ver Teorema 3.1.9.

Proposición 3.1.8. Sean Λ una K-álgebra, (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de

talla t, Y =
t⊕
i=1

Y (i) y A = EndΛ(Y ). Entonces las siguientes condiciones se satis-

facen:

1. Ext1
A(N, Y ) = 0 para todo N ∈ F(∆A).

2. La restricción G|F(∆A) : F(∆A) → Λ-mod es un funtor exacto y además
G(F(∆A)) ⊆ F(Θ).

3. La evaluación ε′X : X → FG(X) dada por ε′X(x)(f) = f(x) es un isomorfismo
en mod-A para cualquier X ∈ F(∆A).

Demostración. Primero probaremos los incisos 1 y 2.
Veamos que G := HomA(�, Y ) es exacta en F(∆A). Consideremos la sucesión

exacta

0 // Θ(i) // Y (i) // Z(i) // 0 en Λ-mod.
Aplicando el funtor F := HomΛ(�, Y ) que es exacto, obtenemos la sucesión

exacta corta

0 // HomΛ(Z(i), Y ) // HomΛ(Y (i), Y ) // HomΛ(Θ(i), Y ) // 0
donde P (i)A = HomΛ(Y (i), Y ) y ∆(i)A = HomΛ(Θ(i), Y ). Ver Teorema 2.2.24.

De donde, obtenemos la sucesión exacta corta

0 // F (Z(i)) // P (i)A // ∆(i)A // 0
Aplicamos el funtor G a dicha sucesión y obtenemos el siguiente diagrama con-

mutativo, con el isomorfismo ε de la Definición 3.1.2
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0 // Θ(i)
εΘ(i)'
��

f // Y (i)
εY (i)'
��

g // Z(i)
εZ(i)'
��

// 0

0 // G(∆(i)A) f ′ // G(P (i)A) g′ // GF (Z(i)) h′ // Ext1
A(∆(i)A, Y ) // 0

Como g es suprayectiva, εY (i) y εZ(i) son isomorfismos, se tiene que g′ es suprayec-
tiva, de donde, por el morfismo de conexión se sigue que Ext1

A(∆(i)A, Y ) = 0 para
todo i ∈ [1, t] por lo que, Ext1

A(F(∆A), Y ) = 0.
Finalmente, la imagen de F(∆A) bajo G está contenida en F(Θ). En efecto, ya

que G es un funtor exacto sobre F(∆A), de donde, por la Proposición 3.1.7, se tiene
que
G(F(∆A)) ⊆ F(G(∆A)) y G(∆A) = Θ por lo que G(F(∆A)) ⊆ F(Θ).

Probemos ahora el inciso 3.
Sea M ∈ F(∆A), probaremos por inducción sobre la ∆A-longitud de M que ε′M

es isomorfismo.
Primero ε′∆(i)A

: ∆(i)A → FG(∆(i)A) es un isomorfismo para toda i ∈ [1, t]. En
efecto, ya que, como Θ(i) ∈ F(Θ), por la Proposición 3.1.6, se tiene que GF (Θ(i)) '
Θ(i) de donde, FG(∆(i)) = FG(F (Θ(i))) = F (GF (Θ(i))) ' F (Θ(i)) = ∆(i)A.

Si l∆A
(M) = 1 entonces, M ' ∆A(j) para algún j ∈ [1, t] y por lo tanto

ε′M : M → FG(M) es isomorfismo, por lo hecho anteriormente.
Supongamos que el resultado es cierto para todo módulo M ∈ F(∆A) y tal que

l∆A
(M) = n. Sea N ∈ F(∆A) tal que l∆A

(N) = n+ 1.

Sea F : N = N0 > N1 > · · · > Nn > Nn+1 = 0 una ∆A-filtración de N .

con Ni/Ni+1 ' ∆(ji) para todo i ∈ [0, n]. En particular, N/N1 ' ∆(j0) y N1 ∈
F(∆A) con l∆A

(N1) = n. De donde, por hipótesis de inducción, y sabiendo que F y
G son funtores exactos, tenemos el diagrama conmutativo

0 // N1

ε′N1
��

// N

ε′N
��

// ∆(j0)
ε′∆(j0)
��

// 0

0 // FG(N1) // FG(N) // FG(∆(j0)) // 0

y por hipótesis de inducción ε′N1 es isomorfismo; y se probó anteriormente que ε′∆(j0) es
isomorfismo, de donde, aplicando el Lema de los 3, se tiene que ε′N es isomorfismo.
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Teniendo los resultados anteriores, podemos finalmente demostar el teorema prin-
cipal de este caṕıtulo

Teorema 3.1.9. Sean Λ una K-álgebra, (Θ, Y ,≤) un sistema estratificante de talla

t, Y =
t⊕
i=1

Y (i) y A = EndΛ(Y ). Entonces, la categoŕıa F(Θ) ⊆ Λ-mod es contrava-

riantemente equivalente a la categoŕıa F(∆A) ⊆ mod-A.

Demostración. Primero veamos que el funtor F := HomΛ(�, Y ) induce una equiva-
lencia entre F(Θ) y su imagen; es decir, probaremos que, si V,W ∈ F(Θ) entonces,
HomΛ(W,V ) ' HomA(F (V ), F (W )).

Sean V,W ∈ F(Θ), se tiene que HomA(F (V ), F (W )) =
HomA(F (V ),HomΛ(W,Y )) y se sabe que HomA(F (V ),HomΛ(W,Y )) '
HomΛ(W,HomA(F (V ), Y )) = HomΛ(W,HomA(HomΛ(V, Y ), Y )) (ver ejercicio 4, pági-
na 32 de [5]) además, como V ∈ F(Θ), por la Proposición 3.1.6, se tiene que
HomA(HomΛ(V, Y ), Y ) ' V de donde , se sigue que
HomΛ(W,HomA(HomΛ(V, Y ), Y )) ' HomΛ(W,Y ).

Por lo tanto, HomΛ(W,V ) ' HomA(F (V ), F (W )).
Ahora bien, por la Proposición 3.1.7, se tiene que F (F(Θ)) ⊆ F(F (Θ)) donde

F (Θ) = ∆A por el Teorema 2.2.24, por lo que F (F(Θ)) ⊆ F(∆A). De donde, para
terminar con la demostración, basta ver que F (F(Θ)) contiene a todos los A-módulos
con ∆A-filtraciones.

Esto se sigue de la Proposición 3.1.8 ya que, por el inciso 2, se tiene que el funtor
G := HomA(�, Y ) es exacto en F(∆A) y G(F(∆A)) ⊆ F(Θ); y, por el inciso 3 de
la misma proposición, se tiene que ε′X : X → FG(X) es un isomorfismo para toda
X ∈ F(∆A).

De donde, se sigue que todo módulo X ∈ F(∆A) está contenido en F (F(Θ)).
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Distrito Federal México, 2014.
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