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Introduccion

Hace aproximadamente cincuenta y cinco anos K. Morita presenté los
primeros resultados importantes sobre las equivalencias entre las categorias
de moédulos sobre un par de anillos. Estos resultados, caracterizan una equi-
valencia entre un par de categorias de modulos a izquierda sobre dos anillos,
los cuales estan representados por los funtores covariantes inducidos por un
par de funtores adjuntos sobre bimdédulo, que es llamado un progenerador.

La teoria de inclinacién surge como un método universal para la cons-
truccién de equivalencias entre dos subcategorias plenas de dos categorias
de médulos finitamente generados sobre un éalgebra de artin. Estas equiva-
lencias fueron introducidas en el contexto de las categorias de modulos de
algebras de dimension finita. La teoria de inclinacién, ahora, se considera
una herramienta esencial en el estudio de muchas areas de las matematicas,
incluyendo teoria finita y algebraica de grupos, geometria algebraica no con-
mutativa y conmutativa, y la topologia algebraica. En particular, Rickard
muestra que los complejos inclinantes son el ingrediente necesario en el desa-
rrollo de una teoria de Morita para las categorias derivadas. El objetivo de
esta tesis es presentar los conceptos basicos de la teoria clasica de inclinacién.

La historia de la teoria de inclinacion se puede rastrear desde 1973 en un
articulo de Bernstein, Gelfand y Ponomarev [BGP]. Dicho trabajo, fue moti-
vado por Gabriel en [Gal] (1972), en el que prueba que el dlgebra de caminos
KA de un carcaj finito A sobre un campo K, admite sélo un nimero finito
de clases de isomorfismo de moédulos inescindibles precisamente cuando el
carcaj subyacente de A es una unién disjunta de diagramas Dynkin de tipo
A, D,, E¢ E; o Eg. En este caso, las clases de isomorfismo estan en biyec-
cién con las raices positivas de la correspondiente algebra de Lie semisimple.
La visién proporcionada por Bernstein, Gelfand y Ponomarev fue que estos

IIT



v INTRODUCCION

modulos inescindibles se pueden construir de forma recursiva a partir de los
modulos simples, a través de los funtores de reflexién, en la misma manera
que las raices positivas se construyen a partir de las raices simples a través de
la accion en las reflexiones simples del grupo de Weyl. Como consecuencia,
se observo que el cambio de la orientacion del algebra no cambia en gran
medida la categoria de modulos. En 1979 Auslander, Platzeck y Reiten en
[APR] definieron los funtores de reflexién sin usar carcajes. Los médulos in-
clinantes que introdujeron se llaman ahora moédulos APR-inclinantes y son
todavia muy ttiles en el estudio de las algebras de artin.

El hito importante en el desarrollo de la teoria de la inclinacién fue el
articulo de Brenner y Butler, ver [BB] (1979). Fue aqui donde se introduce
el concepto de un A-médulo inclinante T, y la equivalencia inducida por el
funtor Homy (7, —) entre ciertas subcategorias de mod(A) y mod(T"), para
' = End,(T)°".

El conjunto de axiomas de médulo inclinante fue simplificado, en [HR]
por Happel y Ringel (1982), donde consideraron funtores adicionales como
Ext} (T, —) para obtener una imagen mucho més completa. Esto dltimo, se
generalizé ain mds por Miyashita (1986) (ver [Mi]) y Happel (1988) (ver
[Hal).

La tesis, que se presentan en el Capitulo 1. Comienza con definiciones y
notacion basica sobre anillos. La introduccién del concepto de anillo opues-
to es vital en esta escinde, ya que, como se discutira a lo largo de la tesis,
nos proporciona dos maneras de multiplicar, ya sea en anillos de endomor-
fismos, K-dlgebras y K-moédulos. También se discute la categoria de médulos
Mod(R).

En el capitulo 2, se estudia la categoria de complejos en una categoria
de médulos. Se introduce la nocién de homologia y de funtores derivados.
Se demuestran los teoremas clasicos del algebra homoldgica y hace su apa-
ricién el funtor Ext!(M, —). Se presenta la nocién de dimensién proyectiva e
inyectiva de un moédulo, asi como la relacion que hay con los funtores deriva-
dos y sucesiones exactas que nos ayudan con el célculo de dichas dimensiones.

En el capitulo 3, dirigimos nuestra atencién a las algebras de artin y a
su categoria de modulos finitamente generados. El proceso de proyectiviza-
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cién, permite convertir los problemas que implican s6lo un ntimero finito de
modulos, en un algebra de artin, a problemas sobre moédulos proyectivos en
alguna otra algebra de artin. Otra propiedad importante, de las algebras de
artin, es que hay una dualidad entre la categorias de mddulos finitamente
generados sobre un dlgebra de artin y la categoria de modulos finitamente
generados sobre su algebra opuesta. Por otro lado, damos una introduccién
a las sucesiones que casi se escinden, que son un especial tipo de sucesiones
exactas cortas de modulos y desempenan un papel central en la teoria general
de representaciones de dlgebras de artin. Las sucesiones que casi se escinden
se introducen a través de los conceptos duales de morfismos minimales a iz-
quierda y derecha que casi se escinden. Estas nociones dan lugar no sélo a las
sucesiones que casi se escinden, sino también al concepto béasico de morfismo
irreducible.

En el capitulo 4, introducimos la nocion de mdédulo inclinante parcial
y médulo inclinante, que son moédulos muy parecidos a los progeneradores.
En este capitulo, se prueban ciertas equivalencias que nos dicen cuando un
modulo inclinante parcial es un médulo inclinante; asi como también, la re-
lacién que hay entre los médulos inclinantes y los pares de torsién. En este
mismo capitulo, se establece el Teorema de Brenner y Butler que nos da dos
equivalencias de categorias. Después vemos la importancia del Teorema de
Brenner y Butler, con sus consecuencias importantes, entre las cuales esta
el Lema de conexion, que nos ayuda con el calculo de sucesiones que casi
se escinden. Por ultimo, investigamos los moédulos inclinantes que dividen y
caracterizamos dichos médulos mediante el Teorema de Hoshino, ademas de
ver todas sus propiedades.

En el capitulo 5, damos una breve introduccién a los médulos n-inclinantes
de dimensién proyectiva finita (Miyashita), con los cuales se inducen n + 1
equivalencias de categorias, entre subcategorias de médulos de dos dlgebras
de artin. Para concluir, damos dos consecuencias del Teorema de inclinacién

(Miyashita).
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Capitulo 1

Nociones basicas

En este primer capitulo introducimos conceptos y terminologia funda-
mentales para el estudio de esta tesis, como lo son la nocion de categoria,
funtor, algebra y médulo. Cabe resaltar que dicha introduccion, en algunos
aspectos, es meramente recordatoria y que no pretende ser exhaustiva. Para
complementar algunas de las nociones que usaremos libremente en la pre-
sente tesis (como por ejemplo, las nociones de suma directa de médulos y
moédulo artiniano) se recomienda [Wi].

1.1. Categorias

Definicién 1.1.1. Una categoria C se compone de una clase de objetos
Obj(C), una clase de morfismos Home y una operacion

o : Hom¢ x Home — Homg,

parcialmente definida tales que

C1)
Home = ]  Home(A, B),
(A,B)e0Obj(C)2

donde Hom¢ (A, B) es un conjunto para todo A, B € Obj(C).
C2) ¥ A, B, C, D € Obj(C), se tiene que

Hom¢(A, B) = Home(C,D) #0) — A=C y B=D.

1



2 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS

C3) La operacion parcialmente definida o en Home x Home se restringe a
una funcion

o: HOch(B, C) xHomc(A, B)—) HOIHc(A, C)

(fig) > fog

y satisface las siguientes propiedades.

a) ¥ f, g, h € Home se tiene que (fog)oh = fo(goh) (es asociativa)
siempre y cuando tengan sentido la composiciones.

b) ¥V X € Obj(C) ewmiste 1x en Home(X,X) tal que, para toda f en
Hom¢(A,B) foly=f=1gof.

Definicién 1.1.2. Sean C yC’ categorias. Decimos que C' es una subcategoria
de C si satisface las siguientes propiedades

SC1) Obj(C") € Obj(C).
SC2) Home (A, B) C Home(A, B) V A, B en Obj(C').

SC3) La operacion o¢r en C' se obtiene por restriccion en C' de la operacion
oc enC.

SC4) ¥ A en Obj(C'), si 1y y 1x son las identidades en C' y C, respectiva-
mente, entonces 1y, = 14.

Si ademds se satisface la siguiente condicion
SC2’) Home (A, B) = Home(A, B) V A, B en Obj(C'),
diremos que C' es una subcategoria plena de C.

Sea C una categoria. Para cada A, B € Obj(C), denotaremos cada f €

Hom¢ (A, B) como f: A — B o bien A J, B. Note que esta notacion tiene
sentido por la condicién C2) de la definicién de categoria. Por otro lado, la
composicion de morfismos g o f se suele escribir también como g f.
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1.2. Objetos especiales y morfismos
Definicién 1.2.1. Sea f: A — B un morfismo en C. Decimos que:
a) fes un monomorfismo si¥ g,h: X — A fg= fh implica g = h.
b) fes un epimorfismo si¥ g,h: B — X gf = hf implica g = h.
c) fes un split-mono si existe g: B — A tal que gf = 1a.

d) fes un split-epi si existe g : B — A tal que fg = 1g.

e) fes un isomorfismo si f es un split-mono y un split-epi.

Si existe un isomorfismo g: X — Y, decimos que X y Y son isomorfos y
escribimos X =Y.

Para cada conjunto S, denotaremos por |S| a la cardinalidad de dicho
conjunto.

Definicion 1.2.2. Decimos que C' € C es un objeto cero siV X en C se tiene
que |Home (X, C)| = 1 = |[Home(C, X)|.

Note que el objeto cero, cuando existe, es tinico salvo isomorfismo. En tal
caso, es usual denotar al objeto cero con el simbolo 0.

Definicién 1.2.3. Sea C una categoria. Decimos que

a) P es un objeto proyectivo en C si para cada epimorfismo f: A — By
cualquier morfismo g: P — B en C existe h: P — A tal que fh = g. Lo
anterior se ilustra con el siguiente diagrama conmutativo.

P

Jh //j
Y g
AZ B
—~B.

En tal caso, se dice que el morfismo g se factoriza a través del epimorfismo

/
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b) I es un objeto inyectivo en C si para cada monomorfismo f: A — B y
cualquier morfismo g : A — I en C existe h : B — I tal que hf = g. Lo
anterior se ilustra con el siguiente diagrama conmutativo.

A-L.p

7/
gl 7 3h
1.

En tal caso, se dice que el morfismo g se factoriza a traves del monomor-

fismo f.

1.3. Funtores

Definicién 1.3.1. Sean C y D categorias. Un funtor covariante F' de C en
D es una correspondencia, entre objetos y morfismos de la categoria C, esto
es,

F:C—-D

(AL By (P(a) "0 p(BY)
que preserva la composicion de morfismos y las identidades. Esto es,
F1) F(gf)=F(9)F(f) VY f, g en Hom¢, que se puedan componer;
F2) F(1x) = 1px) ¥V X € Obj(C).

Definicién 1.3.2. Sean C y D categorias. Un funtor contravariante de C en
D es una correspondencia
F:C—D

AL By~ (F(B) ™Y F(a))

que tmuierte el orden de la composicion de morfismos y preserva las identi-
dades. Esto es,

CF1) F(gf)=F(f)F(g9) V f. g en Home, que se puedan componer;
CF,?) F(lx) = 1F(X) vV Xe ObJ(C)

Definicién 1.3.3. Sean A5 B % ¢ funtores. La composicion GF : A — C
se define por medio de las siguientes reglas GF(A) = G(F(A)) V A € Obj(A)
y GF(f) = G(F(f)) ¥ f € Homs.
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En general, para referirnos a un funtor covariante F', diremos simple-
mente que F es un funtor. En caso que F' sea contravariante, lo diremos
explicitamente.

Definicién 1.3.4. Sean F,G : A — B funtores. Una transformacién natural
n:F — G es una familia de morfismos n = {na : F(A) = G(A)}aca en B
tal que ¥ f: X =Y en A el siguiente diagrama en B

F(X) - GQ(X)

ny

es conmutativo, esto es, G(f)nx = ny F(f). Si nx es un isomorfismo, para
cada X € A, decimos que 1 es un equivalencia natural. En tal caso, se
dice que nx es un isomorfismo natural . Si existe una equivalencia natural

n: F — G, decimos que F' y G son naturalmente equivalentes y escribiremos
F~G.

Definicién 1.3.5. Sea F' : C — D un funtor. Decimos que
a) F es fiel (pleno) si la funcién inducida por F
F : Hom¢(C, D) — Homp(F(C), F(D))
es inyectiva (suprayectiva) ¥V C, D en C.
b) Fes denso si¥ D € D existe C en C tal que F(C) = D.

c) F es una equivalencia de categorias si existe un funtor G : D — C tal que
GF ~1¢c y FG ~ 1p.

1.4. Algebras

Definicién 1.4.1. Sean G un conjunto no vacio y una operacion binaria
-1 GXG — G. Decimos que (G, -) es un monoide si la operacion es asociativa
y tiene una identidad. Fsto es,

a) (v y)-z=x-(y-2)Vu vy z€GqG;
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b) existee € G tal quee-x=x-e=xVze G

Definicién 1.4.2. Decimos que un monoide (G,-) es un grupo si todo ele-
mento en G tiene un inverso, es decir, ¥V x € G existe un y € G tal que

rTy=e=y-r.
Ademds, si la operacion es conmutativa. Esto es,
ry=y-x, Vr,yeaq,
diremos que (G, -) es un grupo abeliano.

Se suele denotar + a | operaciéon binaria de un grupo abeliano y, como
(G,4+) a un grupo abeliano.

Definicién 1.4.3. Sea (G, +) un grupo abeliano. Decimos que H C G es un
subgrupo abeliano de G si H# O yx—y e HY z,y € H.

Definicién 1.4.4. Sean (G,+) y (H,+) grupos abelianos. Decimos que una
funcion f: G — H es un morfismo de grupos abelianos si

flx+y) = f(x)+ fly) Vr,yed.

Definicién 1.4.5. Un tuplo (R,+,-,1g) es un anillo si (R,+) es un grupo
abeliano y (R, -, 1gr) es un monoide tales que

a-(b+c¢)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c VabceR.
Decimos que un anillo (R, +,-,1r) es conmutativo si
a-b=0b-a Va,be R.

El anillo (R,+,-, 1g) usualmente se conoce como anillo asociativo con
unidad, y estos anillos son los tnicos que consideraremos en esta tesis. Por
simplicidad, escribiremos R en lugar de la cuaterna anterior.

Definicién 1.4.6. Sean R y S anillos. Decimos que una funcion o : R — S
es un morfismo de anillos si satisface

RM1) « es un morfismo de grupos abelianos;

RM2) a(a-b) =afa) -a(b) VYa, beR;
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RMS)) Oé(lR) = 13.

Definicién 1.4.7. Sea (R,+,-,1g) un anillo. El anillo opuesto de R es la
cuaterna (R,+,-P, 1g) donde

r-®fs:=s-r Vr,s€R.
Denotaremos al anillo opuesto de R por RP.

Por simplicidad, la multiplicacién x - y en un anillo R, se suele escribir
como zxy. Para distinguir a un elemento z € R en el anillo opuesto R,
se suele escribir . Note que como grupos abelianos R = R, la diferencia
estriba en los productos (que esencialmente son distintos). Por lo que Ry R
podrian ser distintos como anillos (a no ser que R sea un anillo conmutativo).
Note que V z,y € R, se tiene que Py = (yx)°.

Definicién 1.4.8. Sean R un anillo e I C R. Decimos que I es un ideal
izquierdo (derecho) de R, y escribimos I <, R (I <, R), si I es un subgrupo
abeliano de R y¥ r € R y a € I se tiene que ra € I (ar € I). Decimos que I
es un ideal de R, y escribimos I < R si es un ideal izquierdo y derecho de R.

Definicién 1.4.9. El centro de un anillo R es
C(R):={reR|sr=rs Vsé€R}

Definicién 1.4.10. Sean K un anillo conmutativo y R un anillo. Una K-
dlgebra (R, K, p) es una terna tal que

o:KxR—R, (k,r)—k-r

es una funcion (accion izquierda de K en R) que satisface los siguientes
azriomas.

Al) k-(r+s)=k-r+k-s Vke K Vr seR.
A2) (k+1l)-r=k-r+l-r Vkle K VYreR.
A3) (kl)-r=k-(l-r) VkleK VYreR.

Af) 1g-r=r VY re R.

A5) k-(rs)=(k-r)s=rk-s) VYke K Vr seR.
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1.5. Modbdulos

Definicién 1.5.1. Sea R un anillo. Decimos que una terna (M, +,«) es un
R-mddulo a izquierda si (M,+) es un grupo abeliano y

a:RxM— M, (r,m)—r-m

es una funcion (accion a izquierda de R a M) que satisface los siguientes
axriomas.

LM1) (r+s)-m=r-m+s-m Vrsc€ R, ¥Vme M.
LM2) r-(m+n)=r-m+r-n VYreR mne M
LM3) (rs) - m=r-(s-m) Vrse R VYmeM.
LMj) 1g-m=m ¥ me M.

Frecuentemente se escribira rm en lugar de r - m.

Definicién 1.5.2. Sean M y N R-mddulos a izquierda. Decimos que una
funcion a : M — N es un morfismo de R-mddulos (a izquierda) si es R-
lineal. Es decir, ¥V m, n € M y r € R se tiene que

a(m+rn) = a(m) + ra(n).

Denotamos por Mod(R) a la categoria cuyos objetos son los R-mddulos a
izquierda, y los morfismos son los morfismos de R-mddulos (a izquierda). En
tal caso, la composicion de morfismos es la composicion usual de funciones.

Se escribira gk M para enfatizar que M € Mod(R) si hay muchos anillos
involucrados.

Definicién 1.5.3. Sea M € Mod(R). Decimos que N C M es un R-
submddulo de M si N #0 y¥ r e R, Y m,n € N se tiene que rm +n € N.

Escribiremos N < M si N es un R-submodulo de M.

Definicién 1.5.4. Sea R un anillo. Decimos que una tercia (M, 4+, «) es un
R-mddulo a derecha si (M,+) es un grupo abeliano y

a:MxR— M, (mr)—m-r

es una funcion (accion a derecha de R a M) que satisface los siguientes
azriomas.
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RM1) m-(r+s)=m-r+m-s Vrse R Yme M
RM2) (m+n)-r=m-r+n-r VYreR mnec M.
RM3) m-(rs)=(m-r)-s Vmnrse R, Y me M.
RMj) m-1p=m ¥V me M.

Se escribira Mg para enfatizar que M es un R-moddulo a derecha. Note-
mos que todo R-moédulo a derecha Mg, se puede ver como un R°P-modulo
a izquierda definiendo la accion r? - m = mr Vr € R,Ym € M. Por lo
que Mod(RP) se puede ver como la categoria de R-mdédulos a derecha. A
continuacion definiremos algunos submoédulos importantes.

Definicién 1.5.5. Sea f : M — N un morfismo en Mod(R). Tenemos las
stguientes nociones.

a) El Kernel (nicleo) del morfismo f es el morfismo
Ker(M 2 N) := Ker(f) "0 1,

donde Ker(f) :={m € M | f(m) =0} y K(f) es la inclusion de Ker(f)
en M.

b) La imagen del morfismo f es el morfismo
m(M L N) = M"Y (),
donde Im(f) :={f(m) € M | m e M} yI(f)(m):= f(m) Vme M.
¢) El Cokernel (co-nicleo) del morfismo f es el morfismo
Coker(M % N) := N Y Coker(f),

donde Coker(f) := N/Im(f) y C(f)(n) := f(n) +Im(f) Vn e N.

Veamos, a continuacion la propiedad universal del Kernel.

Proposicién 1.5.6. Sea f: M — N en Mod(R). Entonces¥ g : L — M
tal que fg =03l h: L — Ker(f) con K(f)h=g.
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Lo anterior lo podemos expresar a través del siguiente diagrama conmutativo
en Mod(R)

L—2 M
oo
Ker(f)

Demostracion. Dado que fg = 0, tenemos que Im(g) < Ker(f). Sea h =
il(g), donde i : Im(g) — Ker(f) es la inclusién. Es claro que g = K(f)h.
La unicidad se sigue del hecho que K(f) es un monomorfismo. ]

' h

Dualmente, se tiene la propiedad universal del Cokernel.

Proposicién 1.5.7. Sea f: M — N en Mod(R). EntoncesV g: N — L tal
que gf =0 3! h: Coker(f) — L con hC(f) = g.

Lo anterior lo podemos expresar a través del siguiente diagrama conmutativo
en Mod(R)

N—9% .

\ ]3! h
G

Coker(f)

Definicién 1.5.8. Sean M € Mod(R) y N < M. Decimos que N es un
submaodulo mazximal st N #+# M y~¥ L < M, con L # M, tal que N < L se
tiene que N = L. Denotamos por

My :={N € M | N es un submodulo mazimal}.
El radical de M es el R-submodulo de M
rad(M) := ﬂ X.

XeMy

Si My =0, se define rad(M) = M. Por dltimo, se define el top de M como
el R-modulo cociente
top(M) := M /rad(M).

Definicién 1.5.9. Sean M € Mod(R) y {M,}icr una familia de R-submddu-
los de M. La suma de la familia {M;}ier es el R-submddulo de M

ZMi = {ij | J C 1, |J]es finitoy m; € M; para toda j € J}.

iel jed
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Definicién 1.5.10. Sean M y S € Mod(R). Decimos que S es simple si.S # 0
y para todo Z < S se tiene que 0 = Z o bien Z = S. Sea {S;}icr la familia
de todos los submaodulos simples de M. El soclo de M es el R-submddulo de

M
soc(M) = Z S;.

iel
Sea {M;}icr una familia de objetos en Mod(R). Denotamos por

a) BierM; a la suma directa de la familia {M;}ier. S M; = M; Vi, j €1,
denotaremos a @®;c1M; por M(I);

b) [L;c; M; al producto de la familia {M;}ic;. Si M; = M; Vi, j € 1, denota-
remos a [[,.; M; por M.

En caso que |I| = n, con n € N, escribiremos M™ en lugar de M) y M'.
Definicién 1.5.11. Sean M y N € Mod(R). Decimos que

a) M estd generado por N si existe un epimorfismo g : NU — M. En tal
caso, decimos que M es finitamente generado por N si |I| = n, n € N.
Decimos que M estd finitamente generado si estd finitamente generado por
rR. Denotaremos por gen(N) a la subcategoria plena de Mod(R), cuyos
objetos son todos los R-mddulos finitamente generados por N.

b) M estd cogenerado por N si existe un monomorfismo f : M — NI. En
tal caso, decimos que M es finitamente cogenerado por N si |I| = n,
n € N. Denotaremos por cogen(N) a la subcategoria plena de Mod(R)
cuyos objetos son todos los R-mddulos finitamente cogenerados por N.

Definicién 1.5.12. Decimos que M € Mod(R) es inescindible si M # 0 y
para cualquier descomposicion de M en suma directa M = M' @& M" se tiene
que M' =0 o bien M" = 0.

A continuacién definiremos una lista de subcategorias de Mod(R) que
utilizaremos en esta tesis.

Definicién 1.5.13. Denotaremos por

a) mod(R) a la subcategoria plena de Mod(R), cuyos objetos son todos los
R-mddulos finitamente generados;
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b) add(M) a la subcategoria plena de mod(R), cuyos objetos son todos los
R-mdédulos N para los cuales existe un R-mddulo L tal que N & L = M™
para algun n € N;

c) P(R) a la subcategoria plena de mod(R), cuyos objetos son todos los R-
modulos proyectivos finitamente generados;

d) Z(R) a la subcategoria plena de mod(R), cuyos objetos son todos los R-
modulos inyectivos finitamente generados.

Definicién 1.5.14. a) Sea f : L — M en Mod(R). Decimos que f es mi-
nimal a izquierda st ¥ h : M — M tal que hf = f se tiene que h es un
1somorfismo.

b) Sea g : M — N en Mod(R). Decimos que g es minimal a derecha si ¥
k: M — M tal que g = gk se tiene que k es un isomorfismo.

Definicién 1.5.15. Sea M € Mod(R). Decimos que

a) m : Po(M) — M es una cubierta proyectiva de M, si wy es un morfismo
minimal a derecha y Po(M) es un R-mddulo proyectivo.

b) to: M — 1o(M) es una envolvente inyectiva de M, si 1y es un morfismo
minimal a izquierda e Io(M) es un R-mddulo inyectivo.

Es bien conocido que todo R-médulo tiene una envolvente inyectiva, pero
no todo R-moédulo tiene una cubierta proyectiva.

Definicién 1.5.16. Una sucesion de morfismos {fiy1 1 Miy1 — M;}icz en
Mod(R)

e —> MZ‘+2 fi—+>2 Mi+1 fi—+>1 Mz f% M,;_l fi—_>1 Mi—l —

es llamada exacta en M; si Im(fiy1) = Ker(f;). Decimos que la sucesion es
exacta st es exacta en M; Vi € 7.

En general, diremos que una sucesién exacta, es exacta corta si es de la
forma
0->ML NSNS0

En caso contrario, pondremos explicitamente la forma de la sucesién exacta.
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Definicién 1.5.17. Sea F' : Mod(R) — Mod(S) un funtor (contravariante).
Decimos que

a) F es exacto izquierdo si para toda sucesion exacta 0 — M — N — L — 0
0— F(M)— F(N)— F(L), (0— F(L) — F(N)— F(M))
es una sucesion exacta.
b) F es exacto derecho si para toda sucesion exacta 0 - M — N — L — 0
F(M)— F(N)— F(L) — 0, (0 - F(L) - F(N) — F(M))
es una sucesion exacta.

c) F es exacto si es exacto izquierdo y derecho.
Definicién 1.5.18. Sea M € Mod(R). Decimos que

a) una sucesion exacta 0 — M — Iy — Iy de R-mddulos es una presentacion
myectiva de M si Iy y Iy son R-mddulos inyectivos.

b) una sucesion exacta P, — Py — M — 0 es una presentacion proyectiva
de M si Py y Py son R-mddulos proyectivos.

Note que todo R-mddulo M tiene una presentacion inyectiva, ya que todo
R-médulo tiene una envolvente inyectiva. Mas atn, M tiene una presentacion
proyectiva, ya que todo R-moddulo tiene un epimorfismo desde un R-médulo
libre. Ahora, veamos una clase importante de presentaciones

Definicién 1.5.19. Sea M € Mod(R). Decimos que

a) 0 = M B 1g(M) 2 1,(M) es una presentacion inyectiva minimal de M
sitg: M — 1o(M) es la envolvente inyectiva de M e 1y es la composicion
del Cokernel de vy y de la envolvente inyectiva Coker(iy) — I (M).

b) Pr(M) 5 Po(M) % M — 0 es una presentacion proyectiva minimal de M
si o : Po(M) — M es la cubierta proyectiva de M y m; es la composicion
del Kernel de mo y la cubierta proyectiva Py(M) — Ker(m).

Note que todo R-moédulo M tiene una presentacién inyectiva minimal,
pero no necesariamente una presentacién proyectiva minimal en Mod(R).
Esto se debe a que todo R-mdédulo tiene una envolvente inyectiva pero no
necesariamente una cubierta proyectiva.
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Definicién 1.5.20. Sean R un anillo conmutativo y C una categoria. Deci-
mos que C es una R-categoria si satisface

PC1) Home(X,Y) € Mod(R) V X, YenC;

PC2) la composicion en C es R-bilineal. Es decir, (rf + g)h =r(fh) + gh y
frg+k)=r(fg)+ fk,YVre RyV f, g, h, k € Hom¢, donde tengan
sentido las composiciones anteriores.

St R =7 decimos que C es una Z-categoria o bien una categoria preaditiva.

Definicién 1.5.21. Decimos que C es una categoria aditiva si es preaditiva,
tiene objeto cero y ¥V X, Y € C existe el coproducto X &Y € C.

Es claro que Mod(R) es una categoria aditiva, con objeto 0 el médulo
trivial, donde la suma de morfismos esta dada de la siguiente manera

(f+9)(z):= f(z)+g(x) Yf g€ Homg(M,N), Vo € M.

Definicién 1.5.22. Sea T : C — D un funtor entre categorias preaditivas.
Decimos que T es aditivo siV X, Y € C el morfismo inducido por el funtor

T : Home(X,Y) — Homp(T(X),T(Y))
es un morfismo de grupos abelianos.

Definicién 1.5.23. Sean M € Mod(R?), N € Mod(R) y G un grupo abe-
liano. Decimos que

a) una funcion f: M x N — G es R-balanceada, si f es Z-bilineal y
f(mr,n) = f(m,rn) ¥r € R,Ym € M,¥n € N.

b) (T,7) es un producto tensorial de M y N, si T es un grupo abeliano,
T: M xN — T es una funcion R-balanceada y¥ g: M x N — G funcion
R-balanceada se factoriza de manera unica a través de T.

Note que por la propiedad universal, los productos tensoriales son tinicos
hasta isomorfismos. La siguiente proposicion nos muestra que siempre existen
los productos tensoriales.

Proposicién 1.5.24. Sean M € Mod(R?) y N € Mod(R). Entonces, eziste
un producto tensorial (M @r N, T) de M y N.
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Demostracion. Sea F = ZM*N) el Z-médulo libre sobre M x N, con base

{[m,n] | m € M, n € N}. Ahora, sea K el Z-submddulo de F' generado por
los elementos de la forma

[m + mlvn] - [m7n] - [m,>n]’ [m’ n+ nl] - [m7n] + [ma n/]7

[rm,n] — [m,rn],

conm,m' € M,n,n" € Nyr € R. Consideremos M@rN := F/K, definimos
la funciéon 7: M x N — M ®r N,

(m,n) = m®n:=[m,n]+ K.

Notemos que 7 es R-balanceada por la descripcion de K. Ahora, sea 3 : M X
N — T una funcién R-balanceada, tenemos que 3 v : F' — T un morfismo
de grupos abelianos tal que vy[m,n] = f(m,n), con lo cual Ker(p) < K,
por la propiedad del Cokernel existe un unico morfismo de grupos abelianos
¥:M®r N — T tal que g =77. ]

Para terminar esta seccién mencionaremos dos lemas importantes respec-
to a sucesiones exactas en Mod(R). El primero es conocido como el Lema de
la serpiente y el segundo como el Lema de los cinco.

Lema 1.5.25. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas y
columnas ezactas en Mod(R).

Ker(f) Ker(g) Ker(h)
K(f) K(g) K(h)
M—*2 o — Y 0
! 9 h
0 N—* N Y N
C(f) C(g) C(h)

Coker(f) Coker(g) Coker(h).
Entonces, existen unos inicos morfismos

Ker(f) 3 Ker(g) 3 Ker(h),

Coker(f) By Coker(g) A Coker(h)
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que hacen conmutar el diagrama anterior y existe un morfismo 6 : Ker(h) —
Coker(f), llamado morfismo de conexion, tal que la siguiente sucesion es
ezacta en Mod(R).

Ker(f) 3 Ker(g) 33 Ker(h) KN Coker(f) oy Coker(g) i Coker(h).

Mds atin, si @ es un monomorfismo, a1 es un monomorfismo y si ¢’ es un
epimorfismo, By es un epimorfismo.

Demostracion. Ver [Wi, 7.15]. O

Lema 1.5.26. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas
ezactas en Mod(R).

M, M, M; My M

N

Nl N2 N3 N4 N5.

a) Si f1 es un epimorfismo y fo, f1 son unos monomorfismos, entonces fs
es un monomorfismo.

b) Si fs es un monomorfismo y fa, fi son unos epimorfismos, entonces f3
es un epimorfismo.

Demostracion. Ver [Wi, 7.18]. O

1.6. Bimodulos

Definicién 1.6.1. Sean M un grupo abeliano y R, S anillos. Decimos que
M es un R-izquierdo S-derecho bimddulo, y escribimos gMs, si las siguientes
condiciones se satisfacen

a) rM € Mod(R), Mg € Mod(S°);
b) r(ms) = (rm)s Vre R Vse S Vmell

Ejemplo 1.6.2. Sean M € Mod(R). Se tiene que M € Mod(Endg(M)), via
la accién derecha

m- fP = f(m) Vfe&Endg(M),¥Vm € M.
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Mas atin, M es un R-izquierdo Endg (M )-derecho bimddulo. En efecto,

r(m- f?) =r(f(m)) = f(rm) = (rm) - f*,
V fe€Endgr(M),Vme M,V reR.

Ejemplo 1.6.3. Sean R, S y T anillos. Dados g Mg, gpN7 v sL7 bimddulos,
se tienen las siguientes estructuras de bimodulos

a) Homg(rMg,gr N7) es un S-izquierdo T-derecho bimédulo, via la estruc-
tura

s- f(m) = f(ms), f-t(m):= f(m)t
V f € Homgr(M,N),Vse S, VteT yVme M.

b) Homy(grNr,s Lr) es un S-izquierdo R-derecho bimédulo, via la estructura
s-f(n):=sf(n), f-r(n):=f(rn)
vV f € Homp(N,L),Vse S, Vre RyVnéeN.
¢) M ®g L es un R-izquierdo T-derecho bimddulo, via la estructura
r-(mel)=rmal, (M) -t:=maxlt
VreRVteT,VieL yVmeM.

Estas estructuras de bimédulos son las que usaremos a partir de ahora.

1.7. K-algebras de caminos

Ahora daremos una técnica para construir K-dlgebras determinadas por
un carcaj (grafo orientado) finito @) y un campo K : la K-édlgebra de caminos

KQ.

Definicién 1.7.1. Un carcaj @ es una terna (Qo, Q1,d), donde Qq es el
conjunto de vértices de @, Q1 es el conjunto de flechas de @ y d : Q1 —
Qo X Qo una funcion con d(a) = (o(a),t(«)), donde o(«) es el origen de «
y t(a) es el término de a. En tal caso, cada o € @1, se puede pensar como
una flecha o(a) = t(a).

Decimos que @Q es finito si |Qo U Q1| =n, con n € N.
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Definicién 1.7.2. Sea ) un carcaj finito. Se tienen los siquientes tipos de
caminos en Q).

a) Un camino de longitud n > 1 en el carcaj Q, es una sucesion ordenada
de n flechas p = -+ asaq con o(ar1) = t(ay) V1 < i < n—1.
Para un camino p = «,, - - - asayy, de longitud n, definimos o(p) = o(ay) y
t(p) = t(an).

b) Los vértices i € Qq, se les asigna un camino trivial, conocidos como los
caminos de longitud cero, se denotan por €; y o(€;) := 1 =: t(€;).

¢) Un camino no trivial p, se dice que es un ciclo dirigido si o(p) = t(p).

Denotaremos por @),,, n € N, al conjunto de todos los caminos en () de
longitud n.

Definicién 1.7.3. Sean Q) un carcaj finito y K un campo. Denotamos por K@
al K-espacio vectorial cuya base es el conjunto U,en@,, de todos los caminos
en (). Para cada n € N, denotaremos por KQ, al K-espacio vectorial cuya
base es el conjunto Q.

Note que KQ = ®,enK(Q,, como K-espacio vectorial.

Definicién 1.7.4. Sea ) un carcaj. La concatenacion de caminos en () es
una funcion Q,, X Qn = KQpmin, definida para cada m, n € N, como sigue.
Para a = oy - asay y B= B+ o

{ B+ Bofrov - apcy si () = o(),
0 si t(a) # o(B).

La concatenacion de caminos en @), se extiende K-bilinealmente a un producto
KQ x KQ — KQ como sigue

(Z bzﬂz, Z (leéj) — Z Z b,»ajﬁiaj.
i=1

j=1 i=1 j=1

Ba =

Dicho producto en KQ), se le conoce como el producto inducido por la conca-
tenacion de caminos.

Note que el producto en K@), inducido por la concatenacion de caminos,
hace que K@ sea una K-dlgebra. La K-algebra K@) es llamada la dlgebra de
caminos de () sobre K.
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Ejemplo 1.7.5. Sean K un campo y @) el siguiente carcaj

01
N
02 03
O4.

Entonces {e1, €, €3, €4, 0, 3,7, 9, v, 63} es una K-base para KQ.

La siguiente proposicién es inmediata de la definicién de una algebra de
caminos.

Proposicion 1.7.6. Sean K un campo y Q un carcaj finito. Entonces K@)
es una K-dlgebra de dimension finita si y solo si () no tiene ciclos dirigidos.

Demostracion. Ver [ARS, Proposicién 1.1]. O

Definicién 1.7.7. Dado un carcaj @), denotaremos por § al ideal generado
en KQ por Q.

Definicién 1.7.8. Sean @) un carcaj finito y KQ la K-dlgebra de caminos.

a) Una relacion en @, de a a b, es una K-combinacion lineal Z?:o riw;, con
Wi € Qm, m > 2, con o(w;) = a y t(w;) = b para toda i.

b) Un ideal I de KQ, se dice que es admisible si existe n € N tal que F* <
I < §* para algin n > 2. El par (Q,1), con I admisible, es llamado un
carcaj con relaciones.

Ejemplo 1.7.9. Sean K un campo, () el siguiente carcaj

7\

5

ol

3
o7,

y I = 2. Entonces A = KQ/I tiene una K-base {¢; + I,ex + I, e3+ I, o +
LB+ 1,v+1}.

A(ey + I) tiene una K-base {€¢; + [, + I}, A(ea + I) tiene una K-base
{ea+ 1,6+ 1}y Ales+ I) tiene una K-base {e3 + I,v + I}.
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Ejemplo 1.7.10. Sean K un campo, () el siguiente carcaj

O1
N
02 03
N
047

e I el ideal generado por ya — §5. Entonces A = KQ/I tiene una K-base
{as+Lee+Les+1leg+1L,a+1,0+1,v+ 1,0+ 1,va+I}.

A(ey + I) tiene una K-base {e; + 1, a+ 1,5+ 1,va+ I}, A(es + I) tiene una
K base {ea+ 1,7+ 1}, A(es+I) tiene una K-base {e3+ 1,0+ 1}y A(es+ 1)
tiene una K-base {e; + I}.

Definicién 1.7.11. Decimos que un dlgebra A es bdsica si dada la descom-
posicion A = @ | P;, con P, A-mddulos inescindibles proyectivos, se tiene

que P; no es isomorfo a P; sii # j.

El siguiente teorema nos muestra la importancia de las dlgebras de cami-
nos sobre carcajes con relaciones.

Teorema 1.7.12. Sea A una K-dlgebra de dimension finita bdsica con K al-

gebraicamente cerrado. Entonces existe un carcaj finito Q) y un ideal admisible
I de KQ tales que A= KQ/I.

Demostracion. Ver [ARS, Corolario 1.10]. O

Definicién 1.7.13. Sean Q) un carcaj finito y K un campo. Una representa-
cion D sobre mod(K) es una funcién D : @ — mod(K) tal que

a) Vie Qo D;€mod(K);
b)Vae@,a:i—j  D,:D;— Dj es un morfismo en mod(K).

Denotamos por repk (@) a la clase de todas las representaciones D sobre
mod(K).

Definicién 1.7.14. Sean ) un carcaj finito y K un campo.
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a) Una familia de morfismos f = {fi : D; = E;}icq, en mod(K) es un
morfismo de representaciones f: D — E siV «a: i — j € (1, el siguiente
diagrama

D; -2 D;
fi

[

AR 1))
Eq, J

N

~

conmuta en mod(K).

b) Sean f: D — E yg: E — F morfismos de representaciones. La fami-
lia gf == {g:fi : D; — F;} es llamada la composicion de morfismos de
representaciones.

c)V f,g: D — E morfismos de representaciones, tenemos

o f+g9:={fi+9:Di = Eiticqo-

Se puede verificar, usando las definiciones anteriores, que repk(Q) es una
K-categoria.

Definicién 1.7.15. Sean KQ una K-dlgebra de caminos y D € repk(Q).
Entonces, tenemos los siguientes morfismos en mod(K)

a) para un camino p = oy, - - - ey de longitud n > 2, definimos
D, = D,, -+ Du,Da,,,
Dy, :=kD, Vke K

b) para una relacion w =Y. kw;, definimos

Dw = io Dkiwi

Definicién 1.7.16. Sea KQ una K-dlgebra de caminos y w = Y. kiw;
una relacion. Decimos que una representacion D cumple con la relacion w si
D, =0.
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Definicién 1.7.17. Sea (Q,I) un carcaj con relaciones sobre un campo K.
Las representaciones repk(Q, I) del carcaj con relaciones (Q, 1) es la subca-
tegoria plena de repk(Q) cuyos objetos son las representaciones D tales que
D,, = 0 para cada relacion w € I.

Ejemplo 1.7.18. Sean K un campo, () el siguiente carcaj
o3
7N
2502 o
N4
ol

e I =<8 — My >. La siguiente es una representacién en repg (Q, I)
K
N\
K
N
K,

pues 1xlxg — 1glxg = 0. Mientras la siguiente representaciéon no esta en
repK(Q7 I)

ol

D=K¥X . K

K
N
D=K™ K K
N A
0,

pues gl — 0 =1k # 0.
El siguiente teorema relaciona las categorias mod(KQ/I) y repk(Q).

Teorema 1.7.19. Sean (Q, I) un carcaj con relaciones sobre Ky A = KQ/I.
Entonces mod(A) y repk(Q, I) son categorias equivalentes.

Demostracion. Ver [ARS, Proposicién 1.7]. O



Capitulo 2

Funtores derivados

En diversos entornos, suele suceder que una sucesién exacta corta a me-
nudo induce (bajo ciertas construcciones) una ”sucesion exacta larga”. El
concepto de funtores derivados explica y aclara muchas de estas construccio-
nes. Supongamos que F' : Mod(R) — Mod(S) es un funtor exacto derecho.

Sean:0— A Jy B % € — 0 es una sucesién exacta corta en Mod(R).
Aplicando F' a dicha sucesién exacta se obtiene la sucesion exacta

)Y rB) ™Y Fo) > 0.

Uno podria preguntarse como seguir esta sucesion, hacia la izquierda, para
formar una sucesién exacta larga. En sentido estricto, esta cuestion esta mal
planteada, ya que siempre hay muchas maneras diferentes para hacer esto.
Pero resulta que hay una forma canénica de hacerlo, dada por los funtores
derivados a izquierda de F'. Para cada entero ¢« > 1, hay un funtor L;F :
Mod(R) — Mod(S), tal que da a lugar a la siguiente sucesion exacta larga

o= 1 F(A) - L1F(B) —» LiF(C) = F(A) = F(B) - F(C)—0

De esto vemos que F' es un funtor exacto si y sélo si L; F' = 0. Por lo que, en
cierto sentido, el funtor derivado a izquierda de F' mide ”hasta qué punto” F'
estd cerca de ser un funtor exacto. Si el objeto C' en la sucesion 7 es proyectivo,
entonces la sucesion se escinde. La aplicacion de cualquier funtor aditivo a
una sucesion que se escinde da como resultado una sucesién que se escinde,
por lo que, en este caso Ly F(C) = 0.

23
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2.1. Complejos

Definicién 2.1.1. Sea R un anillo. Un complejo Co en Mod(R) es una

sucesion
C

dnl dc
Coivio = Chn B C, B Cy =+

de morfismos en Mod(R) tal que d5dS., = 0V n € Z. Decimos que el
complejo Cy es aciclico si dicho complejo es una sucesion exacta. Dualmente,
un cocomplejo C*® es una sucesion

dzt dz,
C*:o- Ot S on S ottt

de morfismos en Mod(R) tal que didi™' = 0V n € Z. Decimos que el
cocomplejo C'* es aciclico si dicho cocomplejo es una sucesion exacta.

Definicién 2.1.2. Sean Cy y Do complejos en Mod(R). Una familia ¢ =
{¢i : C; = D,}icz de morfismos en Mod(R), es un morfismo de complejos
@ :Cq = Ds, 51V n €7 el siguiente diagrama conmuta

d$,,
n
On+1 I Cn

Pn+1 l j@n

Dn+1 D—) Dn
dn+1

Sean ¢ : Cqg — Dy y b : Dy — E, morfismos de complejos. La composicion
de morfismos estd dada por

Yop:i= {%90@' 0y — Ei}iGZ-

De manera similar se definen los morfismos de cocomplejos ¢ : C* — D® y
la composicion de dichos morfismos.

Ya que los morfismos de complejos son definidos entero a entero, como
morfismos de R-mdédulos, es facil ver que los complejos forman una categoria
aditiva. Denotaremos por Com,(R) a la categoria de complejos de R-médulos,
donde 1¢,:={1¢, }icz es la identidad y

o+ :={p +v;:C; = D;}iez
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es la suma de morfismos. Dualmente, denotaremos por Com®(R) a la cate-
goria de cocomplejos de R-mddulos.

Sean ¢ : Cy — D, un morfismo de complejos y n € Z. Dado que d5dS, ; =0
implica que Im(d¥, ;) < Ker(dY), podemos definir el siguiente R-médulo

Ha(C4) 1= Ker(dy) /Tm(dy,.y),

para cada n € Z. En tal caso H,(C,) se conoce como el n-ésimo mddulo
de homologia de C,. Ahora bien, como ¢ : Cy — D, es un morfismo de
complejos tenemos que

0 = ¢,1dSK(dS) = df) 0, K(dS)),

donde K(d%) denota el kernel del morfismo d. Por la propiedad universal
del Kernel, existe un morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

C C
Ker(dC) 2" .o % o, (2.1.1)
|
I Kn(p) | j‘ﬂn l%ﬁn—l
Y
Ker(d?) <) n 7 Dy,_1.

Por el diagrama anterior, tenemos las siguientes igualdades
= 1(d;)K(d})Ka(p) = 1(dy)pnK(dy),

donde I(d?) es la factorizacién de d2 a través de su imagen. Por la propiedad
universal del Cokernel, existe un morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama

K(dy)

Ker(d9) C, Im(dS) (2.1.2)
|
Kn(‘P)l lﬂa" 13 In(p)
¥
D D
Ker(d,)) KeraD) n ) Im(d;)

Ahora tenemos el siguiente diagrama conmutativo

1(d%, )

n+1 K(dg)

Cri1 Im(dS, ) o Ker(d9) Cy

‘Pnﬂj In+1(<ﬂ)l LKn@P) l@n

Dria Im(dy7, ) Ker(d,) D,

I(dE-H) o
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donde «, es la inclusién de Im(dS, ;) en Ker(dS). Por lo tanto
K(dy) ) Ku(p)onl (1) = K(dy o Iy (9)1(dy ),

yva que K(d?) es un monomorfismo y I(dS, ) es un epimorfismo. Asf, tenemos
que el cuadrado de en medio del diagrama anterior es conmutativo. Por lo
que se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Im(dC, ) —2"— Ker(d¥) — ") 1,(C.) (2.1.3)
|
1n+1(@)l LKn(sa) 13! Hu(p)
\
Im<d7?+1> O/n Ker(d5> C(O/L) HH(‘D‘)

Esto es, cada ¢ : C4 — D, induce (para cada n € Z) un morfismo de R-
modulos

Ha () : Ha(Cs) = Ha(Ds),

donde H,(z + Im(d$,,)) = ¢n(z) + Im(d? ;) V € Ker(dY).
Andalogamente, para cada cocomplejo C* y n € Z, se define el n-ésimo R-
moédulo de cohomologia

H*(C*) := Ker(dg)/Im(d}™).

Dado un morfismo ¢ : C* — D*® de cocomplejos, se tiene el morfismo de
R-médulos

H(¢) - HY(C*) = H'(D*),
donde H*(z + Im(d}y™)) = ¢™(x) + Im(d}; ") V = € Ker(dR).

Proposiciéon 2.1.3. Sean R un anillo y n € Z. La correspondencia H, :
Come(R) — Mod(R) dada por

(Co % D) (H(Cy) ™Y H,(D,))
es un funtor aditivo.

Demostracion. Sean ¢, ¢ : Cy — Do, ¥ : Dy — E4 y n € Z. Por las cons-
trucciones dadas en (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3), se tiene que K, (1¢,), L+1(1c,)
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y Hn(1¢,) son claramente los morfismos identidad. Ahora bien, por la cons-
truccién de K,,(¢) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C C
Ker(dC) %) o W o
Kﬂ(@)l LSDTL Pn—1
!
Ker(d,) —g > Du ——5—= Ducs
E
Kor(df) —cm—En ——— Fuc

Por la unicidad de K,,(¢¢) tenemos que K,,(v¢)=K,, (1)K, (¢). Analégamen-

te Kn(¢+90):Kn(¢)+Kn((10)? In+1 WSO) :In+1 (w>1n+l (@) y
L1 (o+9)=1l11(6)+141(). Por ultimo tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo

Im(dy ) —2— Ker(dy) ——~ H,(C,)
In+1(g0)j Kn(SO) HH(SO)
() —— = Ker(d,) —5——=,(D.)
In+1(¢)j Kn (%) Hn ()
() ——— Ker(d}) —c—=—H,(E.)

Ast H,,(¢v)H,(¢)=H, (¢¢) y analégamente H,,(¢)+H, (¢)=H,(¢+¢). Por lo
tanto H,, es un funtor aditivo. O

El funtor H, : Come(R) — Mod(R) es llamado el n-ésimo funtor de
homologia. Analogamente tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.4. Sean R un anillo y n € Z. La correspondencia H" :
Com*(R) — Mod(R) dada por

(C* 5 D*) s (1HY(C®) " 1Y (D))
es un funtor aditivo.

El funtor H* : Com®*(R) — Mod(R) es llamado el n-ésimo funtor de
cohomologia.
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2.2. La sucesion exacta larga de homologia

Lema 2.2.1. Sean C, € Com,(R) yn € Z. Entonces, existe un morfismo
An 1 Coker(dS ;) — Ker(d5_,)
de R-mddulos tal que Ker(\,) = Hy(C,) y Coker(\,,) = Hy—1(Cl).

Demostracion. Ya que dSdS,, = 0, se tiene que I(d,)d,+1 = 0. Por la pro-
piedad universal del Cokernel obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

d¢

n+1
CnJrl Cn

C(dgy1)

Coker(dS,.)

Ker(dS ).

Qn—1

Sea A\, := a,,_10,. Por otro lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

0 (2.2.1)
|
t1n(d, ) —— Iin(dS,.) 0——0
]
0 — Ker(d¢ ) Ch ) Im(dY) ——=0
TN
H,(C,) Coker(dS. ;) e Im(d9).

Por el Lema de la serpiente, existe v, tal que la siguiente sucesion
0 — Ha(Ca) 23 Coker(d<, ;) 2% Tm(dS) — 0

es exacta. Por lo tanto, como «,_; es un monomorfismo, tenemos las si-
guientes igualdades Ker(\,)=Ker(8,)=H,(C,). Por construccién, tenemos
que Coker(ay,—1)=H,_1(C,) y B, es un epimorfismo. Por lo tanto, se tiene
que Coker(\,)=Coker(ca,_1)=H,_1(C,). O

Definicién 2.2.2. Decimos que una sucesion 0 — C 4 D, i) E, — 0 en

Com,(R) es exacta si, para cadan € Z, la sucesion 0 — C, 23 D,, i E,—0
es exacta en Mod(R).
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Teorema 2.2.3. Sea 0 — C, > D, i) FE. — 0 una sucesion exacta en
Come(R). Entonces, para cada n € Z, existe w, : Hy(Fs) — Hy_1(C,) tal
que la siguiente sucesion

() MY H(Da) ™Y HA(EL) €3 Ha (Cl) o -
es ezacta en Mod(R).

Demostracion. Sea n € Z. Tenemos por la construccién en (2.1.1) y la pro-
piedad universal del cokernel, el siguiente diagrama conmutativo con las dos
filas centrales exactas.

Ker(dS) "% Ker(aP) =) Ker(a?) (2.2.2)
K(dS) K(dP) Ker(dF)
0 c,— % . p, E, 0
s P dy
0 Cnfl o1 D, 1 E, 1——0
C(dS) C(dP) C(dF)

Coker(d<) o Coker(d?) —— Coker(d”).

Cu(¥)

Por el Lema de la serpiente, las siguientes sucesiones son exactas.
0 — Ker(d9) o) ke er( dD) Ker(dE)

Coker(dc) Coker(dD) ) Coker(dE) — 0.
Por el Lema 2.2.1 y el Lema de la serpiente, tenemos el siguiente diagrama
con filas y columnas exactas.

<I>1 CI)Q

H,(D.) H,(E.) (2.2.3)

! 17

n Tn Tn

Coker(d<, ) = Ecoker(d?, ) = Coker(d, ) — 0

Hy(C4)

An AL A
0 Ker(dg) Tl(@)) Ker(d,’?) Kn1(9) Ker(df)
C(An) C(A%L) C(An)
anl(Co> Hn71<Do) Hn 1(Eo)

d3
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Es claro, por (2.1.3), que ®3 y &4 son H,,_1(¢) y H,_1(¢), respectivamente.
Ahora veamos que ®;=H,,(¢). En efecto,

%%C(an): Cri1(9)1mCl(an) (2.2.3)
= Coia(p)C(d5 K (dn) (2.2.1)
= C(d1)pnK(dn) (2.2.2)
= C(dy.)K(d}))Ka(p) (2.2.2)
= 7.C(e7,)Ka(y). (2.2.1)

Luego, como 7/, es un monomorfismo, ®,C(a,,)=C(c/,)K,(¢). Mas atn, por

la construccién de Hy, (), concluimos que H, (¢)=®;. Andlogamente se tiene
que H,(1)=®,, y entonces por el Lema de la serpiente, existe w, tal que la
siguiente sucesion

S H,(C) MY H (D) MY Ho (L) 93 H o (CL) -
es exacta en Mod(R). O

Anélogamente, se puede probar el siguiente resultado para cohomologias.

Teorema 2.2.4. Sean 0 — C* % D* % E* 5 0 una sucesion ezacta en
Com®(R). Entonces, para cada n € 7, existe w" : H*(E*) — H*(C*®) tal
que la siguiente sucesion

H"( 50) °) H" ()

o) Y gy Y e ey <8 ety -

es exacta en Mod(R).

2.3. Homotopias

Definicién 2.3.1. Sean ¢, ¥ : Cy — D, en Come(R). Decimos que ¢ y 1
son homotdpicos en Come(R) si existe una familia S = {S, : C;, = Dpy1}nez
de morfimos en Mod(R), llamada homotopia, tal que

- ¢n = d7?+15n + Sn_ldg Vn E Z

En tal caso, se suele escribir S : ¢ ~ 1) o bien @ ~ 1.
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Proposicién 2.3.2. Sean ¢, ¢ : Co — Do en Come(R) tales que ¢ ~ 1.
Entonces
Hu(p) =Ho(v) VneZ

Demostracion. Sean S = {S,}nez una homotopia entre ¢ y ¥ y n € Z.
Consideremos z € Ker(dS). Por definicién, tenemos que

Ua(@) = ¢a(2) = dns1 Sy (2) + Snyady (2) = di)y1 Su(2),

con lo cual tenemos que Im(¢p, — ) < Im(d?, ;). Entonces Hy(¢n — ¢n) = 0,
va que el funtor H,, es aditivo, se concluye que H,(v) = H,(¢). O

Definicién 2.3.3. Sea F' : Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo. Se tiene
la correspondencia ComgF'(—) : Come(R) — Com,(S)

Come F'(¢)

(Cy 5 D) = (Com,F(C,) =" Com,F(D,)),

donde
C C
COIH.F(C.) SN F(On—l—l) F(d—">+l) F(Cn) F(—dil) F(Cn_l) - ...

y ComeF (@), = F(pn) ¥V n e€Z.

Note que ComgF'(—) : Com,e(R) — Com,(S) es un funtor aditivo. Andlo-
gamente, se define el funtor aditivo Com*F'(—) : Com®*(R) — Com*(.S).

Definicién 2.3.4. Sea F' : Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo contrava-
riante. Se tiene la correspondencia ComgF'(—) : Come(R) — Com®(S)

Come F'

(Cs 2 D.) v (ComaF(D,) “™ Com, F(C*)),

donde

ComgF(D,): ---— F(D,_1) =% F(D,) F(Dpyi1) — -
y ComeF'(¢)y, = F(pn) ¥V 1 € Z.

Lema 2.3.5. Sean F : Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo y ¢, ¥ : Cy —
D, en Come(R) tales que ¢ ~ 1. Entonces, ComgF(p) ~ ComeF'(1)).
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Demostracion. Sea S = {S,}nez una homotopia entre ¢ y 1. Por ser F
aditivo, tenemos, para cada n € Z las siguientes igualdades

F(SON) - F(wn) F(Spn - @Z)n)
(d2 1Sy + Sp-1dS)
F(d2 )F(S,) + F(S,-1)F(dS).

Por lo tanto ComgF'(S) = {F(S,,) }nez es una homotopia entre Com,F'(¢) y
Com,F'(v)). O

Por el lema y la proposicién anterior, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Sea F': Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo. Si ¢ ~
en Come(R), entonces

H,Com,F'(¢) = H,Com,F(v)) Vn € Z.

2.4. Resoluciones

Definicién 2.4.1. Sea M € Mod(R). Una resolucion proyectiva de M en
Mod(R) es un complejo aciclico Py(M) € Comg(R) tal que

a) Pi(M) es un R-mddulo proyectivo ¥ i > 0.
b) Py(M):= M.
¢) PBL(M)=0Vi>-2.

Denotaremos por Py(M) al complejo truncado asociado a la resolucién pro-
yectiva Py(M) como sigue

[ P(M)  si i>0,
Pi(M)'_{O st 1 <.

Definicién 2.4.2. Sea M € Mod(R). Una co-resolucion inyectiva de M en
Mod(R) es un cocomplejo aciclico I*(M) € Com®(R) tal que

a) I'(M) es un R-mddulo inyectivo ¥ i > 0.

b) I7Y(M) := M.
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¢) I(M)=0Vi> -2

Denotaremos por I*(M) al cocomplejo truncado asociado a la co-resolucion
inyectiva I*(M) como sigue

— [ I(M) st 12>0,
[(M) = { 0 st 1 <O.

Sea M € Mod(R). Es claro que M admite una resolucién proyectiva y se
debe a que, para todo R-moddulo, siempre existe un epimorfismo Fy — X,
con Fx un R-mdédulo libre (en particular proyectivo). Por otro lado, dado
que todo R-mdédulo X admite una envolvente inyectiva X — Iy(X), se tiene
que M tiene una co-resolucion inyectiva.

Teorema 2.4.3. Sean oo : M — N en Mod(R), Po(M) y Po(N) resoluciones
proyectivas. Entonces existe ¢ : Po(M) — Po(N) en Com,(R) tal que p_1 =
a. El morfismo inducido @ : Py(M) — Py(N) se le llama levantamiento de
a. Mds ain dos levantamientos de o son homotdpicos en Come(R).

Demostracion. La demostracion la haremos por induccion sobre la longitud
del complejo P,(M). En efecto, dado que Py(M) es un R-médulo proyectivo,
tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

dP.(M)
Py(M) -2 M——0
|
J o | a
Y
PoN) i N ——0.

0

Por hipdtesis de induccion, la propiedad universal del Kernel y dado que
P,(M) es un R-mo6dulo proyectivo, tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

gPe (M) 5:(1M>
P,(M) - P,_1(M) P, _o(M)
N
3 ©On | > ~ LSDnl l@n2
% SO as dPe
P,(N) ~ 7" Py 4(N) P, 2(N)

N Pe (N)
~ K(d,*y")
1(df* )y N T !

Ker(d>* ™M) = Im(df*™).

n—1
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Por induccién, existe ¢ : Po(M) — Py(N) en Com,(R) tal que p_; = a.
Ahora bien, sean @ y 1 dos levantamientos de o. Veamos que son homotépicos
estos morfismos. En efecto, la construccién de la homotopia S : @ ~ 9 la
haremos por induccion. Sea S; = 0 V ¢ < 0, supongamos que existe S, _;
paran > 1, es decir, ¢, 1 — V¥, 1 = Sn,gdf'_(y) + df'(N)Sn,l, y en tal caso
tenemos las siguientes igualdades

dg'(N)(wn T — Sn71df'(M)) — dQ’(N)gon _ dQ°(N)¢n _ dg‘(N)Sn,ldf‘(M)

= (pno1 — Ypg — dM G, _1)dP+OD)
= (Sn—QdP.(M) + df'(N)Sn—l . df.(N)Sn_l)d,f.(M)

n—1

= Spoady*Val> ) =,

Por ello Im(p,, — ¥, — n,ldf'(M)) < Ker(dg‘(N)), y como P,(M) es un
R-médulo proyectivo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

_ Py (M)
/an/ - } l@n_wn_sn—ld'rlj.(kl)
<=7 Py(N Po(N
Poa1(N) 1P ) Im(dn ( )) = Ker(dn—(l ))-
Entonces ¢, — 1, — n_ldﬁ'(M) = df‘(N)Sn y por lo tanto S : ¢ ~ . ]

Anéalogamente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.4. Seana : M — N en Mod(R), I*(M) y I*(N) co-resoluciones
inyectivas. Entonces existe p : [*(M) — I*(N) en Com®*(R) tal que p~' = .
El morfismo inducido @ : 1*(M) — I*(N) se le llama levantamiento de o.
Mds aun dos levantamientos de o son homotopicos.

Definicién 2.4.5. Decimos que dos complejos Cy y Dy son homotopicamente
equivalentes si existen morfismos p : Co — Do y ¥ : Dy — C, tales que

o~ g, y oy ~ 1p,.

Proposicion 2.4.6. Dos resoluciones proyectivas truncadas de M son ho-
motdpicamente equivalentes ¥ M € Mod(R).
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Demostracion. Sean Py(M) y Qo(M) dos resoluciones proyectivas de M. Por
el Teorema 2.4.3 existen levantamientos de la identidad 1p : M — M,
P:P(M)— Qe(M)y:Qe(M)— Po(M), tales que el siguiente diagrama

es conmutativo

P.(M) P.(]\/I)

e Pt (M) P(M) —— Po(M)— M
L‘inLl Pn %o l

gi(lM) Qc(]”)
= Qna (M) — Qn(M) — Qo(MY*— M
l¢n+1 wn Yo l

Peo (M) P.(M)
e P (M) P (M) —— Po(Mf*— M

Por el diagrama anterior, la composiciéon ¢@ : P,(M) — Py(M) es un levan-
tamiento de 1,7, pero 15, es claramente un levantamiento de 15;. Entonces,
por el Teorema 2.4.3, se tiene Y@ ~ L any- Ansdlogamente Bt ~ Lo, (- Por
lo tanto Py(M) y Q.(M) son homotépicamente equivalentes. ]

Similarmente, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.7. Dos resoluciones inyectivas truncadas de M son ho-
motdpicamente equivalentes ¥ M € Mod(R).

2.5. La categoria homotdpica IC,(R)

Definicién 2.5.1. Sea C una R-categoria aditiva. Un ideal I < C es una
clase de morfismos I = {I(X,Y)}x yyec2 tal que

a) I(X,Y) es un R-submddulo de Home(X,Y).

b) Para toda sucesion wh XL v Zen C, se tiene que, si f € [(X,Y)
entonces gf € I(X,Z) y fh € I[(W,Y).

Proposicion 2.5.2. Sean C una R-categoria aditiva e I < C. Entonces, el
cociente C /I es una R-categoria aditiva, donde

a) Obj(C/I) := Obj(C).
b) Home,;(X,Y) := Home(X,Y)/I(X,Y)V X, Y € C.



36 CAPITULO 2. FUNTORES DERIVADOS

¢) (f+IY, Z))oc/i(g+1(X,Y)) = fg+1(X.Z) V[f:Y =Z g:X—=Y.

Demostracion. Basta ver que la composicion esta bien definida para ver que
C/I es una categoria. En efecto, sean f1,fo : X = Y, g1,90 : Y — Z tales
que fi+I(X)Y) = fo+I(X,)Y)yn+IY,Z) = go+ I(Y,Z). Entonces
fi— fo € I(X,Y), y por definicién ¢,(f1 — f2) € I(X,Z). Andlogamente
(g1 — go)fo € I(X, Z), con lo cual g1 f1 — gofs € [(X,Z) porque [(X,Z) es
un submédulo de Home (X, Z). Ast g1 f1 + (X, Z) = gofa + (X, Z) y por lo
tanto la composicion estd bien definida. Usando ahora que C es aditiva, se
sigue via el funtor cociente ¢ : C — C/I, que C/I es aditiva. ]

Veamos una propiedad que cumplen las categorias cociente.

Proposicion 2.5.3. Sean C, D R-categorias aditivas, [ IC y F :C — D un
funtor aditivo. Si F(f) =0V f € I, entonces existe un unico funtor aditivo
F :C/I — D que hace conmutar el siguiente diagrama

C i D
N A
c/I,

donde ¢(X) =XVXeCyq(f)=f+IX,Y)Vf: X—>Y.

Demostracion. Veamos que la asignacién F : C/I — D dada por F(X) =
FX)VX eC/I, F(f +I(X,Y)) = F(f) VY f : X — Y cumple con la
proposicién. En efecto, veamos que estd bien definida. Sean f + I(X,Y) =
g+ I(X,Y), con lo cual f —g € I(X,Y), por hipdtesis F(f —g) = 0,
consecuentemente F'(f) = F(g) ya que el funtor F' es aditivo. Por lo tanto el
funtor F estd bien definido y claramente F = Fgq.

Para finalizar, veamos la unicidad. Sea @ : C/I — D un funtor aditivo tal
que F' = Qq. Tenemos que F(X)=Q(X)V X €C/Iy

QU +1(X,Y)) = Qq(f) = F(f)
V f: X —=Y.Conlocual F=Q. O

Para simplificar la notacion, escribiremos F' en lugar de F' cuando sea
claro el contexto.
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Definicién 2.5.4. La clase de homotopia H en Come(R) es

H = {H(Xe, Vo) }(xa vy eComa ()2
donde H(X,,Ys) :={f: Xe = Ys | f ~0}.
Lema 2.5.5. H es un ideal en Com,(R).

Demostracion. Sean W,, X,,Y,, Zy € Come(R), f,9 € H(X,,Ys), h: Wy —
Xe,j: Yo = ZoyreR.

Veamos que H(X,,Y,) es un R-submdédulo de Com,(X,,Y,). En efecto, por
hipdtesis existen homotopias S : f ~ 0, S’ : g ~ 0, entonces

Tfn— Gn = dZH (TSn - S;z) + (TSn—l - 51/1—1>d§

Vn € Z. Con lo cual rf — g € H(X,,Y,). Concluimos que H(X,,Y,) <
Com, (X, Ys).

Ahora veamos que fh € H(W,,Y,). Por hipétesis f, = dZHSn—f—Sn,ldff, con
lo cual

fahn = dy 1 Sphy 4 Snoadyy by = dy 1 (Suhy) + (Sne1hn—1)d)

va que h € Com,(W,, X,), asi fh € H(W,,Y,).
Andlogamente jf € H(X,, Z,). Por lo tanto H < Com,(R). O

Definicién 2.5.6. La categoria homotopica de complejos de R-modulos es
Ke(R) := Come(R)/H
y q: Come(R) = Ko(R) es el funtor candnico.

Note que de la Proposicion 2.3.2 se sigue que Eﬂ(f) =0V f ~0, asi que,
por la Proposicién 2.5.3, existe un tinico funtor H, : Ke(R) — Mod(R) tal
que H,(f + I(X,Y)) = H,(f) V f : X — Y. Esto es, se tiene el siguiente

diagrama conmutativo

Com, (R) —== Mod(R)

q ol
Hp

K.(R).
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Por simplicidad se suele escribir H, en lugar de H,, el cual también se le
conoce como el n-ésimo funtor de homologia.
Andlogamente, se define la categoria homotépica K*(R) de cocomplejos de

R-médulos y el funtor de cohomologfa H' : K*(R) — Mod(R) que hace
conmutar el diagrama

Com®(R) === Mod(R)
K*(R), '

al cual por simplicidad escribimos H" en lugar de H'.

2.6. Funtores derivados

Sea f : M — N un morfismo en Mod(R). Por el Teorema 2.4.3 existe
un morfismo ¢ : Po(M) — P,(N) en Com,(R) tal que ¢_; = f. Luego,
consideramos el morfismo inducido @ : P,(M) — P,(N) y el funtor cociente
q: Come(R) — KCe(R), con lo cual la asignacion

—e : Mod(R) — K.(R)

(M 5 N) = (B.(M) B Po(N)),

es un funtor aditivo. Note que la asignacién anterior esta bien definida (hasta
isomorfismos en KC,(R)), ya que dos resoluciones proyectivas truncadas son
isomorfas en Ko (R) (Proposicién 2.4.6) y ¢(%) es tinico por el Teorema 2.4.3.
Andlogamente, dado un morfismo f : M — N en Mod(R), por el Teorema
2.4.4 existe un morfismo ¢ : I*(M) — I*(M) tal que ¢! = f. Luego,
consideramos el morfismo inducido v : I*(M) — I*(N) y el funtor cociente
q: Com*(R) — K*(R), con lo cual la asignacién

—*: Mod(R) — K*(R)

(M Ly N s (To(M) "% T (V)),

es un funtor aditivo. Note que la asignacién anterior esta bien definida (hasta
isomorfismos en K*(R)) ya que dos co-resoluciones inyectivas truncadas son
isomorfas en K*(R) (Proposicion 2.4.7) y ¢(®) es tnico por el Teorema 2.4.4.
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Con los dos funtores anteriores, se pueden construir los funtores deriva-
dos de un funtor aditivo F' : Mod(R) — Mod(S) como sigue. Note que
H,Com,F(f) =0V f € H(X,,Ys) V X,,Y, € Com,(R) por el Corolario
2.3.6. Por lo que Com,F' induce un unico funtor aditivo

Com,F : Ko(R) — Ko(S)
que hace conmutar el siguiente diagrama

Come (F)

Com,(R) Com,(S)
qu lqs
Ke(R) Com. T Ko (S),

donde gr y gs son, respectivamente, los funtores cocientes.
El n-ésimo funtor derivado a izquierda de F’ es

L,F : Mod(R) — Mod(S)

L,F := H,Com F(—,).

En el caso que F': Mod(R) — Mod(S) sea un funtor contravariante, tenemos
que Com,F' induce un unico funtor aditivo

Com, : Ko(R) — K°(5)

que hace conmutar el siguiente diagrama

Com,(R) Come(F) Com*(.5)
Ko(R) " Ko(S).

El funtor n-ésimo funtor derivado a izquierda de F' es
L"F : Mod(R) — Mod(S)

L"F := H*ComeF'(—,).

De manera dual, tenemos la construccion del n-ésimo funtor derivado a de-
recha de F'.
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Sea F': Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo. El n-ésimo funtor derivado a
derecha de ' es
R"F : Mod(R) — Mod(S)
R"F := H*Com" F(-*).
En el caso que F' : Mod(R) — Mod(S) sea un funtor contravariante. El
n-¢simo funtor derivado a derecha de F' es

R, F : Mod(R) — Mod(S5)
R,F = H,Com®F(-*).

Esta contruccién se puede generalizar a categorias abelianas con suficientes
inyectivos y proyectivos, al lector interesado se recomienda [Ro].

Proposicién 2.6.1. Sea F' : Mod(R) — Mod(S) un funtor (contravariante)
aditivo exacto derecho (izquierdo). Entonces LoF ~ F (L°F ~ F).

Demostracion. Sean M € Mod(R) y P,(M) una resolucién proyectiva de M.
Como F' es exacto derecho, se tiene que la siguiente sucesion es exacta

F(dPo(J\/f))

F(P) = " F(R)

S Py 0

Por el primer teorema de isomorfismo, tenemos el isomorfismo #,; que hace
conmutar el siguiente diagrama

F(R)

i ~

HoF(C) = LoF(M)

Dado que el isomorfismo 8,; es natural, concluimos que L°F ~ F.
Por otro lado, si F' es contravariante y exacto izquierdo, entonces la siguiente
sucesion es exacta

( P.(M))

0— FM) ") p(R) W) B(Ry).

Peo (M)
Por lo que F(M) ) Ker(F(d)*™))) = LOF(M) es un isomorfismo

natural. []
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De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.2. Sea F' : Mod(R) — Mod(S) un funtor (contravariante)
aditivo y ezacto izquierdo (derecho). Entonces ROF ~ F (RoF ~ F).

Proposicién 2.6.3. Sea F': Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo y exacto.
Entonces LyF(M) =0V n € Nt y M € Mod(R).

Demostracion. Sean Py(M) una resolucién proyectiva de M y n € NT. Por
ser F' exacto, la siguiente sucesién es exacta F'(P,1(M)) — F(P,(M)) —
F(P,—1(M)) y por definiciéon L, F (M) = 0. O

De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.4. Sea F': Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo y exacto.
Entonces R*F(M) =0V n € Nt y M € Mod(R).

Proposicién 2.6.5. Sea F': Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo. Si P €
Mod(R) es proyectivo, entonces L,F(P) =0V n € NT.

Demostracion. Claramente P,(P) :--- — 0 — P es una resolucién proyecti-
va trunca de P. Por lo tanto L,F(P) =0V n € N*. O

De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 2.6.6. Sea F' : Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo. Si I €

Mod(R) es inyectivo, entonces R*"F(I) =0V n € N*.

2.7. Sucesiones exactas largas del funtor de-
rivado

El siguiente lema es conocido por el Lema de la herradura.
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Lema 2.7.1. Toda sucesion evacta 0 — A 5 B % €' — 0, en Mod(R), se
extiende a un diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 0 (2.6.1)
0—>K—>K ——K'—0
0—>P—>P ——=P'—0
Qp (p/ (p//
0—A——>B—>C—>0
0 0 0

con P, P' y P" R-mddulos proyectivos.

Demostracion. Existen ¢ : P — Ay ¢" : P — C epimorfimos con P, P”
R-médulos proyectivos. Sean PP = P& P”, + : P — P @& P” la inclusién
canbnica y m : P @& P” — P” la proyeccién canoénica. Usando que P” es
proyectivo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

P//

aylu
©

Sea ¢’ = (11,109), donde 11 = fp y 1y es el morfismo anterior. Finalmente,
por el lema de la serpiente, se obtiene el diagrama anterior. O

Teorema 2.7.2. Sean F : Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo y 0 — A EN

B % C — 0 una sucesion exacta en Mod(R). Entonces existen morfismos
de conexion A, : L,F(C) — L,_1F(A), V n € NT, tales que la siguiente
sucesion es exacta

AL F(A) = LyF(B) — LaF(C) 2 Ly F(A) — - -
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Demostracion. Por el lema anterior, tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo con filas y columnas exactas

0 0 0
0—>K—>K' ——K"——0
0—>P—>P ——>P' —0

(7] (p/ 4,0”
0—A—=B—>C—>0

0 0 0.

Aplicando de nuevo el Lema de la herradura para la sucesién exacta 0 —
K — K' — K" — 0, obtenemos el correspondiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas (donde ademds, en la segunda fila sus objetos
son proyectivos). Repitiendo el procedimiento anterior, tenemos una sucesién
exacta en Com,(R)

0 — P.(A) = P.(B) — P,(C) — 0,

donde P,(A), P.(B) y P.(C) son resoluciones proyectivas de A, By C, res-
pectivamente. Ahora bien, para cada n € N, la sucesion exacta

0—-P,—-P =P/ —0
se escinde, y como el funtor F' es aditivo, la sucesion
0— F(P,) — F(P)) — F(P))—0
se escinde. Por lo tanto
0 — ComyF(P,(A)) = Com,F(P,(B)) — Com,F(P,(C)) — 0

es exacta en Com,(R). Entonces, por el Teorema 2.2.3, tenemos la siguiente
sucesion exacta larga

LA L F(A) = LyF(B) — LaF(C) 25 Ly F(A) — - -
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De forma dual tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.3. Sean F': Mod(R) — Mod(S) un funtor aditivo y 0 — A EN
B % C — 0 una sucesion exacta en Mod(R). Entonces, existen morfismos
de conexion A™ : RPF(C) — R F(A) V n € NT tales que la siguiente
sucesion es ezacta.

AN

" RPF(A) - RPF(B) — RPF(C) 23 RIF(A) = -

Definicién 2.7.4. Decimos que una sucesion de transformaciones naturales
F% G5 T, es exacta en proyectivos si¥ P € Mod(R) proyectivo, se tiene
que

0— F(P)™ G(P) B T(P)—0

es una sucesion exacta.

Teorema 2.7.5. Sea F 5 G 5 T una sucesion de transformaciones natu-
rales, la cual es exacta en proyectivos. Entonces ¥V M € Mod(R) existe un
morfismo wy, : Ly,T (M) — L, 1F(M) tal que la siguiente sucesion es exacta

en Mod(R)
Ly F(M) = LaG(M) = L,T(M) =3 Ly, 1 F(M) — -
coo = LT (M) B LoF (M) — LoG(M) — LoT(M) — 0

Demostracion. Sea P,(M) una resolucién proyectiva de M, ya que n y T son
transformaciones naturales, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

- F(P,,1) —=F(P,) — cee F(P)) ——=0

- = G(Py1) —=G(P,) — cee G(P)) —=0
annﬂ jnpn lnpo

- T(Py1) —=T(P,) — cee = T(Fy) —0.

Puesto que la sucesién F - G = T es exacta en proyectivos, tenemos que V
neN

T

0— F(P) = G(P,) ™ T(P,) -0
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es una sucesiéon exacta en Mod(R). Por lo tanto

0 — F(Po(M)) 5 G(Py(M)) - T(Ps(M)) — 0,
es una sucesiéon exacta en Com,(R), y por el Teorema 2.2.3, se obtiene la
sucesion exacta requerida en el teorema. O

Como aplicacién de estas dos sucesiones exactas largas, vamos a ver que
los dos funtores derivados del funtor Hom son isomorfos.

Proposicién 2.7.6. Para todo M, N € Mod(R), se tienen los siquientes
isomorfismos
Extip (M, N) = extz(M,N) VneN.

Demostracion. La prueba se hard por induccion. Por la Proposicion 2.6.1 y
Proposicién 2.6.2 tenemos que

Ext} (M, N) = Homg (M, N) = ext} (M, N).

Sea 0 =+ N — I — S — 0 una sucesiéon exacta con I un R-médulo inyectivo.
Luego se tiene la siguiente sucesion exacta en proyectivos

Homg(—, N) — Homg(—, I) — Homg(—, S),

Por otro lado, ya que el funtor Homg(—, ) es exacto, por la Proposicién
2.6.3, tenemos que ext} (M, I) =0V n € NT. Luego, por la Proposicién 2.6.6
Ext} (M, I) =0, con lo cual tenemos el siguiente diagrama conmutativo por
las sucesiones largas del funtor derivado, dadas en el Teoremas 2.7.3 y el
Teorema 2.7.5 (para funtores contravariantes)

Homg (M, I) — Homg (M, S) — Ext (M, N) —=0

(
| | “|
(

Hompg (M, I) — Homg (M, S) — ext{ (M, N) ——0

Por el Lema de los cinco, ®; es un isomorfismo.

Supongamos que n > 1y Exti(M,N) = extik(M,N) VY M, N € Mod(R),
de nuevo por las sucesiones largas del funtor derivado, dadas en el Teorema
2.7.3 y el Teorema 2.7.5 (para funtores contravariantes)

0 = Ext® (M, I) — Exti (M, S) —= Exti™ (M, N) —= Exti™ (M, I) = 0

(Dnl/ lq)n+l

0= exth(M, ) —=ext} (M, S) ——exti™ (M, N) ——ext}{™ (M, 1) =0
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Por hipétesis de induccion, ®,, es un isomorfismo. Por lo tanto ®,,,; es un
isomorfismo por el Lema de los cinco. O

2.8. Dimensiones homolégicas en Mod(R)

Definicién 2.8.1. Sea M € Mod(R).

a) Sea Po(M) :---P,(M) = P,_1(M) — --- Po(M) — M — 0 una resolu-
cion proyectiva de M.
Decimos que Py(M) tiene longitud n, y escribimos ((Py(M)) = n, sin es
el menor natural tal que Pp,(M) =0V m >n+ 1.
Decimos que Py(M) tiene longitud infinita si ¥ n € N 3 m > n tal que

Py, #0.

b) La dimension proyectiva de M en R es
pd(M) :=min{n € N | I P,(M) con {(P,(M)) = n}.

Si M no tiene resoluciones proyectivas de longitud finita, diremos que M
tiene dimension proyectiva infinita y escribimos pd(M) = oo.

c¢) La dimension global de R es

gl.dim(R) := max{pd(M) | M € Mod(R)}.

d) Sea I*(M) :0— M — I°(M) — -+ — I"(M) — I"""(M) — -+ una
co-resolucion inyectiva de M.
Decimos que I*(M) tiene longitud n, y escribimos £(I*(M)) =n, sin es
el menor natural tal que I"™(M) =0V m >n+ 1.
Decimos que I*(M) tiene longitud infinita si ¥V n € N 3 m > n tal que
(M) #0.

e) La dimension inyectiva de M en R es
id(M) :=min{n € N| 3 I*(M) con {(I*(M)) = n}.

st M no tiene co-resoluciones inyectivas de longitud finita diremos que M
tiene dimension inyectiva infinita y escribimos id(M) = oo.

Es claro ver que pd(P)=0 si y sélo si P es un R-mdédulo proyectivo.
Analégamente id(7)=0 si y sélo si I es un R-mddulo inyectivo.
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Definicién 2.8.2. Sean M € Mod(R), P.,(M) una resolucion proyectiva de
M y I*(M) una co-resolucion inyectiva de M. Decimos que

a) Q" (M) = Ker(df’_(lM)) es la n-sizigia de M relativa a Py(M).
b) Q (M) = Coker(d?.’(i/[)) es la n-cosizigia de M relativa a 1°(M).

Proposicién 2.8.3. Sea P € Mod(R). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) P es proyectivo.
b) Exti(P,N)=0 Vi>1,¥N € Mod(R).
¢) ExtL(P,N)=0 YN € Mod(R).

Demostracion. a) = b). Se sigue de la Proposicién 2.6.3.

b) = ¢). Es clara.

c) = a).Sea0 - L - M — N — 0 una sucesién exacta en Mod(R).
Aplicando el funtor Homg (P, —) a la sucesién exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesion exacta

0 — Homg(P, L) — Homg(P, M) — Homg(P, N) — Extx(P, L) =0
Por lo tanto P es proyectivo. O
De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8.4. Sea I € Mod(R). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) I es inyectivo.
b) Exti(M,I)=0 Vi>1,VM € Mod(R).
¢) Exti(M,I) =0 VYM € Mod(R).
El siguiente resultado es conocido como el Lema del corrimiento
Lema 2.8.5. Sean M, N € Mod(R) yn > 1. Entonces,

a) Extit (M, N) = Exth (Q"(M),N) VP,(M) resolucién proyectiva de M
Vi > 1.
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b) Exti™ (M, N) = Exth (M, Q™(N)) VI*(N) co-resolucién inyectiva de N
Vi > 1.

Demostracion. Sélo probaremos a), puesto que b) es similar. Sean ¢ > 1y
Pu(M):-+— Py(M) — -+ — Py(M) — M — 0 una resolucién proyectiva
de M. Entonces la sucesién exacta

0— Q' (M) — Py(M)— M —0
induce una sucesion exacta larga y por la Proposicion 2.8.3
o= Extpt TN (Py(M), N) = 0 — Extit=H(QY (M), N) — Extit (M, N) =0

Por lo cual Extit 1 (QY(M), N) = Ext} (M, N). Ahora bien, consideremos
la siguiente sucesién exacta 0 — Q*(M) — P (M) — QYM) — 0, estd
induce otra sucesion exacta larga

s 0= BExtRTT3H(Q*(M), N) — Extit=HQY(M),N) — 0

Por lo cual ExtitH(QY(M), N) = Exti™2(Q*(M), N). Siguiendo el proce-
dimiento anterior, obtenemos la siguiente cadena de isomorfismos

Extit(M, N) = Exty '~ 1(QY (M), N) = Exti2(Q*(M), N)
... Exth (Q(M), N).

]

Ahora daremos una relacion entre el funtor Ext y las dimensiones proyec-
tivas e inyectivas.

Teorema 2.8.6. Para M € Mod(R), las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) pd(M) <n.
b) Extg(M,N)=0 V N &€ Mod(R) ym>n+1.
¢) Exti'(M,N)=0 V¥V N € Mod(R).

d) La n-ésima sizigia relativa Q"(M) de M es un R-mddulo proyectivo para
cualquier resolucion proyectiva Py(M) de M.
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Demostracion. a) = b) Por definicién, existe una resolucién proyectiva
Py(M):---0— P,(M)—---— Py(M)— M — 0. Asi Homg (P,,(M),N) =
0V m>n+1,y porlo tanto Extg (M, N) =0V m >n+ 1.

b) = c¢) Es clara.

¢) = d) Se sigue del Lema del corrimiento y la Proposicién 2.8.3.

d) = a) Es claro. O

De forma dual tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8.7. Para N € Mod(R), las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) id(N) <n.

b) ExtR(M,N)=0 ¥V M € Mod(R) ym >n+ 1.

¢) Ext™ (M, N)=0 Y M € Mod(R).

d) La n-ésima co-sizigia relativa Q~"(N) de N es un R-mddulo inyectivo para
cualquier resolucion inyectiva I*(N).

Ahora veremos cémo se comportan la dimensién proyectiva e inyectiva en
sucesiones exactas

Proposiciéon 2.8.8. Para toda sucesion eracta 0 — L — M — N — 0 en
Mod(R), las siguientes desigualdades se cumplen.

a) pd(N) < max{pd(M),pd(L) + 1}.

b) pd(M) < max{pd(L), pd(N)}.

¢) pd(L) < max{pd(M),pd(N) — 1}.

Demostracion. Sea T' € Mod(R). Aplicamos el funtor Homg(—, 7)) a la su-
cesion exacta anterior y tenemos la siguiente sucesion exacta larga

Exty '(L,T) — Exti(N,T) — Exti(M,T) — Exti (L, T) — Exti™ (N, T)
Si n-1=méax{pd(M), pd(L) + 1}, por el Teorema 2.8.3 Exth(M,T) = 0y
Extp '(L,T) = 0 y as{ Ext&(N,T) = 0, con lo cual pd(N) < n — 1 por el
Teorema 2.8.3.

Ahora bien, si n-1=méx{pd(N), pd(L)}, por el Teorema 2.8.3 Ext}(M,T) =
0 y de nuevo por el Teorema 2.8.3, pd(M) <n — 1.

Por dltimo, si n-1=max{pd(M), pd(N) — 1}, por el Teorema 2.8.3 tenemos
que Ext}(L,T) =0y por lo tanto pd(L) <n — 1. ]
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De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8.9. Para toda sucesion evacta 0 — L — M — N — 0 en
Mod(R), las siguientes desigualdades se cumplen.

a) id(N) < max{id(M),id(L) — 1}.
b) id(M) < max{id(L),id(N)}.
¢) id(L) < max{id(M),id(N) + 1}.

Por tltimo, veamos cémo se comporta la dimensiones proyectiva e inyec-
tiva en sumas directas finitas.

Proposicién 2.8.10. Sea {M;}!" | una familia finita de médulos en Mod(R).
Entonces pd(&}_; M;) = max{pd(M;) | 1 <i<n}.

Demostracion. La prueba se hard por inducciéon sobre n. Si n = 1 es claro.
Supongamos que n > 1. Sea i tal que pd(M;) < pd(M;) paratodal < j <n.
Entonces, tenemos la siguiente sucesion exacta

0= M; = &j 1 M; = &y i My — 0

Luego, por hipétesis de induccién pd(®y_; 1., Mi) < pd(M;). Por otro la-
do, de la Proposicién 2.8.8 c), se sigue que pd(M;) < pd(Dj_oM;) y de la
Proposicién 2.8.8 b), concluimos que pd(®}j_,M;) < pd(M;). Por lo tanto

pd(&7_oM;) = pd(M;). —~
De forma dual, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8.11. Sea {M;}", una familia finita de R-mddulos. Enton-
ces, id(@®F,M;) = max{id(M;) | 1 <i < n}.



Capitulo 3

Teoria de Auslander-Reiten

Una caracteristica importante de la teoria de dlgebras de artin, es que
los anillos de endomorfismos de médulos finitamente generados son de nuevo
algebras de artin. En principio, esto le permite a uno traducir los problemas
que involucran sélo a un numero finito de moédulos finitamente generados
sobre un algebra de artin a problemas sobre médulos proyectivos finitamen-
te generados sobre alguna otra algebra de artin. Este procedimiento, se le
conoce como el proceso de proyectivizacién. Otra propiedad importante de
las algebras de artin es que hay una dualidad entre la categoria de médulos
finitamente generados y la de médulos finitamente generados sobre el anillo
opuesto.

Un tipo especial de sucesiones exactas de médulos, que desempenan un papel
central en la teoria representaciones de algebras de artin en general, son las
sucesiones que casi se escinden. Por ello, es necesario introducir las nociones
de morfismos que casi se escinden a izquierda y a derecha. Estas nociones
dan lugar no sélo a las sucesiones que casi se escinden, sino también a los
morfismos irreducibles. Ademas de la teoria general, varios ejemplos y tipos
especiales de sucesiones que casi se escinden se discuten.

En este capitulo no probaremos los resultados mas importantes, pero a cam-
bio senalaremos los topicos que se necesitaran de estas areas. El lector in-
teresado puede ver todos los detalles requeridos en los libros [ASS] y [ARS].

o1
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3.1. Algebras de artin

Definicién 3.1.1. Sea A una R-dlgebra. Decimos que A es una R-dlgebra de
artin si, R es un anillo artiniano y rRA € mod(R).

Teorema 3.1.2. Sean A es una R-dlgebra de artin y I := Iy(top(R)) la
envolvente inyectiva de top(R). Entonces, el funtor

Dy := Homg(—, ) : mod(A) — mod(A)

es una dualidad de categorias y Dpor : mod(A%) — mod(A) es un casi-
inverso, esto €s, Dy 0 Dpop = 1iod(aer)y ¥ Daor 0 Dy = Tioq(a)-

Demostracion. Ver [ARS, Teorema 3.3]. O
Note que también Dyor : mod(A°?) — mod(A) es una dualidad.

Proposicion 3.1.3. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, los funtores
Dy, Homp(—,Dper(A)) : mod(A) — mod(A°) son isomorfos.

Demostracion. En efecto, para cada M € mod(A), tenemos los siguientes
isomorfismos naturales.

Da(M) = Hompg(M,T)
= Homp(A ® M, 1) M=A@y M
= Homp (M, Hompg(A, 1)) (Adjuncién Hom-Tensor)
= Homy (M, Dper (A)).

]

Proposicién 3.1.4. Sea M € mod(A). Entonces M tiene una presentacion
proyectiva e inyectiva minimal en mod(A).

Demostracion. Ver [ARS, Corolario 3.4]. O

Definicién 3.1.5. El funtor v := DyeyHomy(—, A) : mod(A) — mod(A) es
llamado el funtor de Nakayama .

Teorema 3.1.6. El funtor de Nakayama v : mod(A) — mod(A) se restinge

a una equivalencia de categorias v|pay: P(A) — Z(A) con casi-inversa V' :=
HOmA(DAop (A), —).
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Demostracion. Ver [ASS, Proposicién I11.2.10]. O

En lo que sigue, introduciremos el grupo de Grothendieck Kq(A) asociado
a una R-dlgebra de artin A.

Definicién 3.1.7. Denotamos por

a) F(mod(A)) al grupo abeliano libre generado por las iso-clases [M| de equi-
valencias de mdédulos en mod(A), donde [M] := {N € mod(A) | N = M}.

b) R(mod(A)) al subgrupo de F(mod(A)) generado por las siguientes expre-
siones [N|+[L]—[M] siempre que 0 — N — M — L — 0 sea una sucesion
exacta.

¢) El grupo de Grothendieck Ko(A) := F(mod(A))/R(mod(A)).
Definicién 3.1.8. Sea M € mod(A) con A una R-dlgebra de artin.
a) Una filtracion (finita) F de M es una cadena finita F = {F;}!, tal que
0=F<---<F < F=M.
Los factores de composicion de F son los cocientes

F/Fy, 0<i<n-—1

b) Decimos que una filtracion F de M es una serie generalizada de compo-
sicion (sgc) si cada factor de composicion es simple o cero. En caso que
cada factor de composicion sea simple, diremos que F es una serie de
COMPOSLCION.

c¢) Para cada mddulo simple S y F una sgc de M, la multiplicidad de S en
M, respecto a F, es

mb (M) = |{i € N| F/Fiy ~ S},

d) Para cada médulo simple S, la multiciplidad de S en M es

mg(M) := min{m§ (M) | F es sgc de M}.
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El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Jordan-Holder y
nos dice que la multiplicidad de los simples en M no depende de la serie
generalizada de composicion. El resultado proviene de la teoria de grupos, C.
Jordan prueba en [Jo] que los factores de composicién no dependen del orden
en la serie de composicién y Otto Holder prueba en [Ho| que los factores de
composicion no dependen de la serie de composicion. en 1889 en su articulo
Zuriickfiihrung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf eine Kette von
Gleichungen. Después, modificado para R-moédulos por Emil Artin en 1939.

Teorema 3.1.9. Sean M € mod(A) con A una R-dlgebra de artin, F y
G series generalizadas de composicion de M . Entonces, para cada maodulo
simple S, tenemos que

mg (M) = m§ (M) = mg(M).
Demostracion. Ver [ARS, Teorema 1.2]. O

Definicién 3.1.10. Sean M € mod(A) con A una R-dlgebra de artin y
una familia completa de simples {Sy,- - ,S,} en mod(A). Llamamos vector
dimension dim(M) de M, al vector renglon

dim(M) = (my (M), mo(M),--- ,m,(M)) € Mat,»:1(Z).
donde m;(M) := mg, (M).

Ahora veamos la conexion que exite entre el vector dimensién y el grupo

de Grothendieck.

Lema 3.1.11. Sean A una R-dlgebra de artin y una sucesion exacta
0> M1 —>M,—---— My — M —0

en mod(A). Entonces
n+1

> (=1)'dim(M;) = 0.

i=1
Demostracion. Ver [ASS, Lema 3.3]. O

Teorema 3.1.12. El grupo Ko(A) es abeliano libre con base {S1,S2,- -+ , Sy}
y la aplicacion dim : Ko(A) — Z* es un isomorfismo de grupos abelianos.
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Demostracion. Ver [ARS, Teorema 1.7]. O

Del resultado anterior, tenemos que el nimero de A-médulos simples no
isomorfos dos a dos coincide con rkKy(A) el rango del grupo de Grothen-
dieck Ko(A). En caso que n = rkKy(A), consideraremos la familia completa
{S1,Ss,--+,S,} de A-médulos simples no isomorfos dos a dos. Para cada i,
denotaremos por P(i) a la cubierta proyectiva de S;, y por I(i) a la envolvente
inyectiva de S;.

Lema 3.1.13. Sean A una R-dlgebra de artin, M € mod(A) y ' = End, (M)°P.
Sin =rkKo(A), tenemos los siguientes isomorfismos ¥V 1 < i < n.

Homy (P (i), M) = DrHomy (M, 1(i)).
Demostracion. Ver [ACPV, Lema 1.2]. O
El siguiente resultado es conocido como el proceso de proyectivizacién.

Teorema 3.1.14. Sean T € mod(A) y I' = End (7). Entonces, el funtor
evaluacion er := Homy (T, —) : mod(A) — mod(T"), satisface las siguientes
propiedades.

a) et : Homy (7", M) = Homy (ex(T"),er(M))VT" € add(T), ¥V M € mod(A).
b) Homy (T, —) : add(T) — P(I') es una equivalencia de categorias.
Demostracion. Ver [ARS, Proposicién 2.1]. O

Para finalizar esta seccion, veamos unos lemas homologicos que nos ayu-
dardn en el Capitulo 4. Para ello, diremos que un complejo (cocomplejo)
Co € Comg(A) (respectivamente C* € Com®(A)) es de A-médulos finitamen-
te generados si C,, € mod(A) (respectivamente C" € mod(A)) V n € Z.
Denotaremos por com,(A) a la subcategoria plena de Com,(A), cuyos obje-
tos son los complejos de A-mddulos finitamente generados. Analogamente, se
introduce com®(A).

Lema 3.1.15. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, tenemos los siguien-
tes isomorfismos de R-mddulos

Ext} (M, N) = Extiop(DA(N),DA(M)) VM,N € mod(A),Vn € N.
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Demostracion. Consideremos una resolucion proyectiva de M en mod(A)
P(M): -+ — P,u(M) = P,(M) — --- P (M) = By(M) - M — 0,

notamos que comgyDy(F,) es una co-resolucién inyectiva de Dy (M) y el si-
guiente isomorfismo de co-complejos, dado que D, es una dualidad

0 0

Homy (M, N) Homer (Da(N), Do (M))

Homy (M, P,(M))

Hompor (DA (N), Dp(P,(M)))

Homy (M, P, y1(M)) — Hompor (Da(N), DA(P11(M)))

Por lo tanto, Ext} (M, N) = Exthep(Da(N), D (M)). O

Teorema 3.1.16. Sean A una R-dlgebra de artin, M € mod(A), I' =
Endy(M)? y X € mod(T"). Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos
funtoriales V i € N

Tor! (M, X) 22 D je» Extho, (M, Dp(X)).
Demostracion. Ver [CE, Proposicién 5.3]. ]

Para ver méas férmulas homoldgicas se sugiere [CE]. En todo lo que sigue,
A es una R-algebra de artin basica.

3.2. Sucesiones que casi se escinden

Definicién 3.2.1. Sea f: M — N en mod(A). Decimos que
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a) f casi se escinde a la izquierda si no es split-mono y¥V h: M — L que no
sea un split-mono existe j : N — L tal que jf = h.

b) f casi se escinde a la derecha si no es un split-epi y ¥ h : L — N que no
un sea split-epi existe j : L — M tal que fj = h.

Proposicion 3.2.2. Sean f: M — N y g : L — N morfismos minimales
que casi se escinden a la derecha. Entonces, existe un isomorfismo h tal que

g=rh

Demostracion. Dado que f y ¢g son morfismos que casi se escinden a derecha
existen unos morfismos h : L — M y k : M — L tales que g = fhy
f=gk,asi f = fhky g = gkh. Luego, como f y ¢ son morfismos minimales
a derecha tenemos que hk y kh son automorfismos. Por lo tanto A es un
isomorfismo. O

De forma dual, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.3. Sean f: M — N y g : M — L morfismos minimales
que cast se escinden a la izquierda. Entonces existe un isomorfismo k tal que

g=kf.

Lema 3.2.4. Sea P € mod(A) proyectivo inescindible. Entonces f : M — P
es un morfismo minimal que casi se escinde a derecha si y solo si f es un
monomorfismo y Im(f) = rad(P).

Demostracion. Veamos que la inclusién ¢ : rad(P) — P es minimal que
casi se escinde a derecha. En efecto, ¢ es un monomorfimo y asi es minimal a
derecha. Dado que, P es proyectivo inescindible rad(P) es el inico submédulo
maximal de P, con lo cual rad(P) # P y consecuentemente ¢ no es un split-
epi, ya que no es un epimorfismo. Luego, sea h : L — P no split-epi, como P
es proyectivo se tiene que h no es un epimorfismo, con ello Im(h) < rad(P),
por ello h se factoriza a traves ¢. Con lo cual, concluimos que ¢ es minimal
que casi se escinde a derecha.

Ahora bien, sea f : M — P minimal que casi se escinde a derecha, por
la Proposicion 3.2.2 existe un isomorfismo k tal que f = ik, asi, f es un
monomorfismo al ser composicién de monomorfismos y Im(f) = Im(:) =
rad(P).

Reciprocamente, si f es un monomorfismo tal que Im(f) = rad(P). Sélo
basta ver que f casi se escinde a la derecha. En efecto, f no es un split-epi,
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ya que no es un epimorfismo y f = I(f), con I(f) un isomorfismo, dado que
f es un monomorfismo. Ahora, sea g : N — P no split-epi, ya que ¢ es un
morfismo que casi se escinde a derecha, tenemos que existe un morfismo ¢
tal que

g=19' = fI(f)"'q.

De forma similar, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.5. Sea I € mod(A) inyectivo inescindible. Entonces, g : I — M
es minimal que casi se escinde a la izquierda si y solo st g es un epimorfismo

y Ker(g) = soc(I).

Definicién 3.2.6. Sea f: M — N en mod(A). Decimos que f es irreducible
st no es split-mono, ni split-ept y para toda descomposicion f = gh se tiene
que g es un split-epi o h es un split-mono.

Teorema 3.2.7. Sea M € mod(A).
a) f:L— M enmod(A) es irreducible si y solo si M # 0 y existe f': L —
f/

b) g: M — N es irreducible si y sélo M # 0 y existe ¢ : M — N tal que
9,9 : M & M’ — N es minimal que casi se escinde a derecha.

M’ tal que [f L — M®M' es minimal que casi se escinde a izquierda.

Demostracion. Ver[ASS, Teorema IV.1.10]. O

Veamos una consecuencia de lo anterior. Sea P un A-moédulo proyectivo

inescindible, el morfismo 0 # f : M — P es irreducible si y sélo si existe
un A-médulo M’ tal que M & M’ = rad(P) y f es la composicién de las
inclusiones i : M — rad(P), j : rad(P) — P.
Por dualidad, si I es un A-moédulo inyectivo inescindible, el morfismo 0 #
g : I — N es irreducible si y soélo si, existe un A-médulo N’ tal que N @
N’ = I/soc(I) y g es la composicién de las proyecciones p : [ — I/soc(I),
q:1I/soc(l) — N'.

. e . . J g
Definicién 3.2.8. Decimos que una sucesion exacta 0 — L — M — N — 0
es una sucesion que casi se escinde si f es minimal que casi se escinde a
wzquierda y g es minimal que casi se escinde a derecha.
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Veamos unas condiciones equivalentes a que una sucesion exacta sea una
que casi se escinde.

Teorema 3.2.9. Sean:0 — L 5 M % N — 0 una sucesion ezacta en
mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

a) La sucesion n casi se escinde.

b) L es inescindible y g casi se escinde a la derecha.

c) N es inescindible y f casi se escinde a la izquierda.

d) fes minimal y casi se escinde a la izquierda.

e) g es minimal y casi se escinde a la derecha.

f) L, N € ind(A) y fy g son irreducibles.

Demostracion. Ver [ASS, Teorema IV.1.13]. O
Definicién 3.2.10. Sea f: M — N € mod(A). Decimos que

a) fse factoriza a través de un mddulo proyectivo si f = gh con h: M — P,
g: P— Ny P un A-mddulo proyectivo.

b) f se factoriza a través de un mddulo inyectivo si f = st cont: M — I,
s: I — N yIun A-mddulo inyectivo.

Lema 3.2.11. Sea f : M — N € mod(A). Entonces, las siguientes condi-
ctones son equivalentes.

a) f se factoriza a través de un mddulo proyectivo.

b) Sea g: P — N un epimorfismo con P un A-mddulo proyectivo. Entonces
existe h : M — P tal que f = gh.

Demostracion. Supongamos que f se factoriza a través de un mddulo pro-
yectivo. Consideremos g : P — N un epimorfismo con P un A-médulo pro-
yectivo. Por hipdtesis existen morfismos j : M — Q y k: ) — N con () un
A-moédulo proyectivo tales que kj = f. Asi pues, existe [ : Q — P tal que
gl = k. Sea h =137, con lo cual f = gh.

Reciprocamente, existe un epimorfismo p : A — N, con n € N. Por hipétesis
existe h : M — P tal que f = ph. ]
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De manera dual, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.12. Sea f : M — N € mod(A). Entonces, las siguientes condi-
crones son equivalentes.

a) f se factoriza a través de un mddulo inyectivo.

b) Sea g: M — I un monomorfismo con I un A-mddulo inyectivo. Entonces
existe h : I — N tal que f = hg.

Definicién 3.2.13. Para M, N € mod(A), tenemos los siguientes subcon-
Juntos de Homy (M, N).

a) P(M,N):={f: M— N| fse factoriza a través de un mddulo proyectivo}.
P = {P(M, N)}M,Nemod(A)-

b) Z(M,N) :={f: M — N| fse factoriza a través de un mddulo inyectivo}.
1:= {I(M, N)}M,NEmod(A)-

Si f: M — N en mod(A) se factoriza a través de un proyectivo, se sigue

del Lema 3.2.11, que dado un epimorfismo p : P — N, f € Im(M,p), con

lo cual P(M,N) = ImHomy(M,p) y P cumple con la condicién b) de la

Definicion 2.5.1, con lo cual P es un ideal en mod(A). Analégamente, 7 es
un ideal en mod(A).

Definicién 3.2.14. Tenemos las siguientes categorias cociente de mod(A).

a) mod(A) := mod(A)/P es la categoria estable modulo proyectivos.

b) mod(A) := mod(A)/Z es la categoria estable mddulo inyectivos.

Consideremos M € mod(A) y Py(M) 5 Po(M) =% M — 0 una resolucién
proyectiva minimal de M. Se define la transpuesta como el siguiente A°-
modulo

Coker(Hom , (my, A)) =: Tr(M).

Por lo que se tiene la sucesién exacta en mod(A%) .
0 — Homy (M, A) — Homy (Po(M), A) — Homp(P1(M),A) — Tr(M) — 0.
Se puede probar que la transpuesta induce una dualidad
Tr : mod(A) — mod(A°P)
Ver [ASS, Proposicién 1V.2.2].
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Definicién 3.2.15. Las composiciones 7 := DpopTr y 77! := TrDyp son
llamadas translaciones de Auslander-Reiten .

Note que las asignaciones anteriores no son necesariamente funtores en la
categoria de médulos finitamente generados. En cambio,

7 :mod(A) — mod(A)

771 :mod(A) — mod(A),

son equivalencias de categorias. Ver [ARS, Proposicién 1.9]. Algunas propie-
dades de las translaciones de Auslander-Reiten se enumeran en la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.2.16. Sean M, N € ind(A). Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

a) M es proyectivo si y sélo si T(M) = 0.
b) M es inyectivo si y sélo si 771 (M) = 0.

c) Si M no es proyectivo, entonces T(M) es inescindible no inyectivo y
(M) = M.

d) Si M no es inyectivo, entonces T7-(M) es inescindible no proyectivo y
T Y (M) = M.

e) Si M y N no son proyectivos, entonces M = N si y solo si 7(M) = 7(N).

f) Si M y N no son inyectivos, entonces M = N si y sélo si 771(M) =
77 1(N).
Demostracion. Ver [ASS, Proposicién 1V.2.10]. O

Lema 3.2.17. Sea P1(M) & Po(M) % M — 0 una resolucién proyectiva
manimal de M. Entonces se tiene la siguiente sucesion eracta

0—=7(M)—=vPi(M)) = v(Po(M)) — v(M)— 0.
Demostracion. Es clara de las definiciones de 7 y v. O

Corolario 3.2.18. Sea M € mod(A). Entonces, pd(M) < 1 si y sdlo si
Homp (Dper (A), 7(M)) = 0.
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Demostracion. Consideremos Py(M) & Po(M) %2 M — 0 una resolucién
proyectiva minimal de M. Por el Teorema 3.1.6 y el Lema 3.2.17 tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 —=V/(r(M)) —= V(v (P1 (M) —= ¥/ (v(Po(M)))

| |

Py (M) Po(M) M 0,

donde los morfismos verticales son isomorfismos. Por lo anterior, se tiene que
pd(M) <1 si s6lo si Homp(Dper (A), 7(M)) = 0. O

De manera dual, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.19. Sea M € mod(A). Entonces, id(M) < 1 si y sdlo si
Homp (771(M), A) = 0.

Los siguientes isomorfismos naturales son conocidos como las férmulas de
Auslander-Reiten.

Teorema 3.2.20. Sean M y N € mod(A). Entonces, se tienen los siguientes
isomorfismos de R-maodulos

Ext) (M, N) = DgHom, (7 *(N), M) = DgHomy (N, 7(M)),
los cuales son funtoriales en ambas variables.
Demostracion. Ver [ASS, Teorema IV.2.13]. O

Corolario 3.2.21. Sea M € mod(A) tal que pd(M) < 1. Entonces,
Ext} (M, N) = DgHomy (N, 7(M)).

Demostracion. Veamos que Z(N,7(M)) = 0. En efecto, dado que Dpon(A) es
un cogenerador inyectivo, tenemos un monomorfismo ¢ : N — Do (A)". Por
el Lema 3.2.12 existe un morfismo f : Dpop (A)" — 7(M) tal que

Homy (f, 7(M)) = P(N, 7(M)).
Por otro lado, Homp (Dper(A), 7(M)) = 0, con lo cual f =0y asi

P(N,7(M)) = ImHomy (i, 7(M)) = 0.
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Por las férmulas de Auslander-Reiten, tenemos los siguientes isomorfismos
naturales

Homy (N, 7(M))

Exth (M, N) = Dy 5

= DrHom, (N, 7(M)).

Por dualidad, tenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.2.22. Sea M € mod(A) tal que id(M) < 1. Entonces,
Exth (M, N) = DgrHomy (7' N, M).

El siguiente teorema nos dice que siempre existen las sucesiones que casi
se escinden en moédulos inescindibles.

Teorema 3.2.23. Sea M € ind(A).
a) Si M no es proyectivo, entonces existe una sucesion que casi se escinde

0—7(M)—>E—M—D0.

b) Si M no es inyectivo, entonces existe una sucesion que casi se escinde

0—>M—E— 71 M)—0.

Demostracion. Ver [ASS, Teorema IV.3.1]. O
Corolario 3.2.24. Sea M € ind(A)

a) Si M no es proyectivo, entonces existe un morfismo irreducible f : N — M
si y solo si existe un morfismo irreducible f': 7(M) — N.

b) Si M no es inyectivo, entonces existe un morfismo irreducible g : M — L
si y sdlo si existe un morfismo irreducible g’ : L — 7= 1(M).

Demostracion. Ver [ASS, Proposicién IV.3.8]. O

Corolario 3.2.25. Sea S € mod(A) simple. Si S es proyectivo, no inyectivo
y f:S — M es irreducible, entonces M es proyectivo.
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Demostracion. Por el Teorema 3.2.7, podemos asumir que M € ind(A). Su-
pongamos que M no es proyectivo. Por el Corolario 3.2.24, existe un morfismo
irreducible h : 7(M) — S. Lo cual es una contradiccién al Lema 3.2.4. [

De manera similar, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.26. Sea S € mod(A) simple. Si S es inyectivo, no proyectivo
yg: N — S esirreducible, entonces N es inyectivo.

Proposicién 3.2.27. Sea M € ind(A) proyectivo e inyectivo no simple,
entonces la sucesion exacta

0 — rad(M) — rad(M)/soc(M) & M — M /soc(M) — 0
casi se escinde.
Demostracion. Ver [ASS, Proposicién 1V.3.11]. O

Ahora veremos una las herramientas mas ttiles en el estudio de algebras
de Artin.

Definicién 3.2.28. El carcaj de Auslander-Reiten I'(mod(A)) de mod(A) se
define como sigue.

a) Los vértices de I'(mod(A)) son las clases de isomorfismos [M| de A-mddu-
los inescindibles.

b) Para cada M, N € ind(A), existe una flecha [M] — [N] si y sélo si existe
un morfismo irreducible f : M — N. Estd flecha esta munida de un par
de enteros positivos (a,b) llamados su valuacion. Para mds detalles sobre
la valuacion de una flecha, recomendamos al lector ver en [ARS] capitulo

VII.

Definicién 3.2.29. Decimos que A es un dlgebra de tipo de representacion
finita si tiene un numero finito de clases de isomorfismos de modulos ines-
cindibles.

Uno de los hechos més importantes de las dlgebras de representacién
finita, es que todo morfismo es la suma de composiciones de morfismos irre-
ducibles.
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Proposicion 3.2.30. Si A es un dlgebra de representacion finita. Entonces
I'(mod(A)) no tiene flechas maltiples i.e. la valuacion de todas las flechas es

(1,1).
Demostracion. Ver [ASS, Proposicién 1V.4.9]. O

El siguiente teorema es llamado el teorema de Auslander.

Teorema 3.2.31. Si I'(mod(A)) admite una componente conexa y finita T,
entonces I'(mod(A)) =T,

Demostracion. Ver [ASS, Teorema IV.5.4]. O

Para finalizar esta seccién, veremos el carcaj de Auslander-Reiten de un
algebra con ayuda de toda la informacion que sabemos de los morfismos
irreducibles a partir de las sucesiones que casi se escinden. Se sabe que los
pozos del carcaj son los simples inyectivos y las fuentes son los proyectivos
simples.

Ejemplo 3.2.32. A estda dada por por el siguiente carcaj con relaciones

afy = 0. Veamos todos los morfismos irreducibles que podamos obtener.
Como P(3), P(4) y P(2) son proyectivos e inyectivos no simples, por la Pro-
posicion 3.2.27, tenemos las siguientes sucesiones exactas que casi se escinden

0—P(1)—

P
0= P(2) = PE3)®P(2)/S(1) — P@3)/5(1) —
0 — rad(P(4)) — P(4) ® S(3) = 1(3) — 0,

2) = 5(2) =0,

ya que

Por 1ultimo, tenemos la siguiente sucesion exacta que casi se escinde

0—S(3) —1(3) = S(4) — 0.
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Dibujaremos el carcaj de Auslander-Reiten. A la izquierda los transladados
de cada mdédulo inescindible y cada elemento lo denotaremos por su vector
de dimensién que es unico.

N N Nl
([ ———————— 011Q<;;;; <<<<<<<<<<< ;;;;;9011
0111

1110



Capitulo 4

Teoria inclinante clasica

La teoria de la inclinaciéon describe una manera de relacionar las cate-
gorias de médulos de dos algebras utilizando los llamados médulos inclinantes
y funtores inclinantes asociados. Aqui, la segunda es el dlgebra de endomor-
fismos de un moédulo inclinante con respecto a la primer algebra. La teoria
de inclinacion fue motivada por la introduccién de los funtores reflexivos por
Bernstein, Gelfand y Ponomarev (1973). Dichos funtores se utilizaron para
relacionar las representaciones de dos algebras, las cuales fueron reformula-
das por Auslander, Platzeck y Reiten (1979), y generalizados por Brenner y
Butler (1980) que introdujeron los funtores inclinantes. Finalmente, Happel
y Ringel (1982) simplificaron la teorfa inclinante (clasica) dandole la forma
en que se le conoce hoy en dia.

A lo largo de este capitulo, denotaremos por A a una R-algebra de artin, y
por mod(A) a la categoria de los A-mddulos a izquierda finitamente genera-
dos. Usaremos la notacién introducida en los capitulos anteriores.

Para simplificar la notacién escribiremos, en ocasiones,

MM, N) := Extj(M,N).

Sin = 0, escribiremos (M, N).
Anélogamente, escribiremos, en ocasiones,

N(X,Y) = Tork (X, Y).

Sin = 0, escribiremos ' (X, Y). Note que 5 (M, N) = Homy (M, N) y ' (X,Y) =
XérY.

67
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4.1. Teoria de torsién en mod(A\)

Para iniciar, definiremos las categorias perpendiculares y Tor-ortogonales.

Definicién 4.1.1. Sean X una clase de A-mddulos en mod(A) y YV una
clase de A-mddulos en mod(A°). Para cada i € N, se tienen las siguientes
subcategorias plenas de mod(A).

a) La i-ésima categoria perpendicular a derecha
X+ = {M € mod(A) | Exti (X,M) =0V X € X}.
La categoria perpendicular a derecha X+ = Ny X0,
b) La i-ésima categoria perpendicular a izquierda
LiX = {M € mod(A) | Exth(M,X)=0V X € X}.
La categoria perpendicular a izquierda ~X = ﬂ(ﬁi)(.
¢) La i-ésima categoria Tor-ortogonal a derecha
V'i:={M € mod(A) | Tor™(Y,M)=0VY € V}.
La categoria Tor-ortogonal a derecha Y := Noe; Y.
También, tenemos la siguiente subcategoria plena de mod(A°P).
d) La i-ésima categoria Tor-ortogonal a izquierda
Tix .= {M € mod(A?) | Tor(M,X) =0V X € X}.
La categoria Tor-ortogonal a izquierda "X := ﬂgéi/'\f.

Definicién 4.1.2. Decimos que un par de subcategorias plenas (T,F) de
mod(A) es un par de torsion en mod(A), si T = F y F =T*o,

Decimos que el par de torsion (T, F) se escinde si todo mddulo inescindible
pertenece a T o bien a F.

Las subcategorias T y F son llamadas, respectivamente, la clase de torsién
y la clase libre de torsién. Ahora veamos unas propiedades basicas de estas
clases.
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Proposicién 4.1.3. Sea (T,F) un par de torsion en mod(A). Entonces,
las clases T y F son cerradas por isomorfismos, sumas directas finitas y
sumandos directos. En particular, T y F son subcategorias plenas y aditivas

de mod(A).

Demostracion. Sélo probaremos el enunciado anterior para 7T, ya que para
F es analogo.

Sean M € T, N € Fy f: M — X un isomorfismo. Dado que Hom(—, N)

es un funtor, tenemos que Homp (X, N) Homa(f,) Homp (M, N) = 0 es un

isomorfismo. Con lo cual X € 1o F =T,
Sea L un sumando directo de M € T . Luego, existe F' tal que L & F = M.
En particular, para N € F,
0 = Hompa (M, N) = Homu (L, N) & Homp (F, N);

yasi L € 0 F =T.
Sean M, T € T. Aplicando Homy(—,N) a M & T, con N € F, tenemos que

Homp (M & T, N) = Homa (M, N) & Homa(T,N) =0
Por lo tanto, M @ T € H0F =T ]

Ahora veamos, a partir de un par de torsion, cémo construir otro par de
torsién mediante la dualidad usual Dy : mod(A) — mod(A).

Ejemplo 4.1.4. Sea (7, F) un par de torsién en mod(A). Entonces, el par
(DA(F),DA(T)) es un par de torsién en mod(A°P).
En efecto, sean F' € Fy T € T. Dado que, Dj : mod(A) — mod(A°) es una
dualidad, tenemos que

0 = Homy (T, F') = Homper (DA (F), DaA(T)).
Concluimos que, Dp(F) = “Dx(T) y Da(T) = Da(F)*°. Por lo tanto
(DA(F),DA(T)) es un par de torsién en mod(A°P).
Definicién 4.1.5. Decimos que F': mod(A) — mod(A) es :

)
a) un subfuntor del funtor identidad 1yoqay st F(M) < MV M € mod(A)
yV f: M — N el siguiente diagrama conmuta

f

M N
iM] TiN
F(M) 7— F(N),

flron
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donde 1y y iy son las respectivas inclusiones;
b) idempotente si F? = I,
c) radical si F es un subfuntor de lyoqay y F(M/F(M)) =0V M € mod(A).

Decimos que F': mod(A) — mod(A) es un radical idempotente si F' satisface
las condiciones b) y ¢) anteriores.

Las siguientes proposiciones caracterizan las clases de torsion y las clases
libres de torsion.

Proposicién 4.1.6. Sea T una subcategoria plena de mod(A). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) Existe una subcategoria F tal que (T, F) es un par de torsion en mod(A).
b) T es cerrada por cocientes y extensiones.

c¢) Eziste un radical idempotente t : mod(A) — mod(A) idempotente radical
tal que
T ={M € mod(A) | t(M) = M}.

Demostracion. a) = b). Supongamos que T es la clase de torsién de un par
de torsién (7 ,F). Consideremos una sucesion exacta 0 - L — M — N — 0
en mod(A). Aplicando el funtor Homy (—, F), con F' € F, ala sucesién exacta
anterior, se obtiene la siguiente sucesién exacta

0 — Homy (N, F) — Homy (M, F') — Homu (L, F).

Ahora bien, si M € T se tiene que Homy (N, F) = 0. Por lo que N € Lo F =
T, probandose que T es cerrada bajo cocientes. Supongamos ahora que L,
N € T. Luego de la sucesién anterior, se concluye que M € “°F = T; con
lo cual T es cerrada bajo extensiones.

b) = ¢). Sean M € mod(A) y t la traza de 7. Es decir,

t(M):=> {Im(f) | f:T— MconT €T}

Por hipétesis, T es cerrada bajo extensiones. Con lo cual T es cerrada bajo
sumas directas finitas. Notamos que t(M) < M y M € mod(A). Por lo que
existen {f; : T; — M}, con T; € T tales que (M) = >_"  Im(f;). Sean
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X =& Im(f;)) y p: X — t(M) el epimorfismo canénico. Dado que T
es cerrada bajo sumas directas finitas y cocientes, tenemos que t(M) es el
mayor submédulo de M que estd en T, con lo cual t(M) = M si y sélo si
MeT.

Veamos que t es un radical idempotente. En efecto, sean f : M — N y
g:T— M, conT € T. Luego f(Im(g)) =Im(fg), y asi f(¢(M)) < t(N).
Sea x € t(M), conlo cual @ = > | filw;) vy fi : Ti = M con T; € T. Sea
fi = 11(f;) la factorizacién de f; a través de la imagen. Entonces

n

Zfz’(%) =z =Y 1(fi)(x:)

=1

por lo que z € t(t(M)) y asi t*(M) = t(M).
Solo falta ver que t es radical. Supongamos que t(M/t(M)) = M'/t(M) con

t(M) < M < M.
Lo anterior induce una sucesion exacta
0—=t(M)— M —t(M/t(M)) — 0,

dado que t(M), t(M/t(M)) € T y T es cerrada por extensiones, tenemos
que M’ € T. Con esto M’ = t(M) y por lo tanto t(M/t(M)) = 0.

c) = a). Sean F := {N € mod(A) | t{(N) =0} y M € mod(A) tal que
Homy (M, N) =0V N € F. Dado que t es un funtor radical, tenemos que
t(M/t(M)) = 0. Por lo que M/t(M) € F, con lo cual la proyeccién natural
m: M — M/t(M) es el morfismo cero. Concluimos que M /t(M) = 0 y asi
M=tM)eT.

Reciprocamente, sea N € mod(A) tal que Homy (M, N) =0V M € T. Dado
que t(N) € T, la inclusién ¢ : t¢(N) — N es el morfismo cero, con lo cual
t(N) = 0 y consecuentemente N € F. Por lo tanto (7,F) es un par de
torsién en mod(A). O

Proposicién 4.1.7. Sea F una subcategoria plena de mod(A). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) Existe una subcategoria T tal que (T,F) es un par de torsion.

b) F es cerrada por submddulos y extensiones.
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c¢) Existe un radical idempotente t : mod(A) — mod(A) tal que
F ={M € mod(A) | t(M) = 0}.

Demostracion. Es analoga a la anterior. O]

Definicién 4.1.8. Sea (T, F) un par de torsion en mod(A). Para cada M €
mod(A), a la sucesion ezacta

0—=>t(M)— M — M/t(M) — 0,

donde t es la traza de T, se le conoce como la sucesion canonica de M en
(T,F). Note que, por la prueba de la Proposicion 4.1.6, se tiene que t(M) €
T y M/t(M) € F.

Veamos que la sucesiéon candnica es unica en el siguiente sentido.
Corolario 4.1.9. Sean (T, F) un par de torsion en mod(A) y
0—>M —>M-—M" -0

una sucesion exacta con M' € T y M" € F. Entonces, la sucesion exacta
anterior es isomorfa a la sucesion candnica de M en (T, F).

Demostracion. Sea t la traza de T. Como t(M) es el mayor submédulo en
M tal que t(M) € T, por la propiedad universal del Cokernel, el siguiente
diagrama con filas y columnas exactas conmuta

0 Ker(f)
|
M M M 0
T
0 £(M) M ——=M/t(M)
t(M)L /M ol

Luego, por el Lema de la serpiente, se sigue que Ker(f) = ¢(M)/M’. Usan-
do ahora que F es cerrada bajo submddulos y 7 es cerrada por cocientes,
concluimos que Ker(f) € T N F. Por lo tanto Ker(f) = 0. Asi f es un
isomorfismo y M’ = t(M). O
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Corolario 4.1.10. Sean S € mod(A) simple y (T, F) un par de torsion en
mod(A). Entonces S es de torsion o S es libre de torsidn.

Demostracion. Sea 0 — t(S) — S — S/t(S) — 0 la sucesién candnica de S
en (T,F). Sit(S) # 0, se sigue que t(S) =S yasi SeT.

Supongamos que t(S) = 0. Entonces, S/t(S) = S, y como F es cerrada por
isomorfismos, tenemos que S € F. [

Recordemos que 7 y 7! denotan a las translaciones de Auslander-Reiten
(Ver, Definicién 3.2.15).

Proposicién 4.1.11. Sean M € ind(A) y (T,F) un par de torsion en
mod(A). Entonces se cumple lo siguiente.

a) M € 1T siy solo si T(M) € F.
b) M € Fir siy solosiT ' (M)eT.

Demostracion. Sélo probaremos a) ya que b) es andloga. Supongamos que
T(M) € F ysea X € T. Por las férmulas de Auslander-Reiten tenemos que

Homy (X, 7(M))
I(X,7(M))

Exth (M, X) = DgHom, (X, 7(M)) = Dg =Dg0=0.

Con lo cual, M € 11 T.

Reciprocamente, sea M € +1T. Supongamos que 7(M) ¢ F. Luego, como F
es una subcategoria aditiva de mod(A), tenemos que 7(M) # 0; y asi M no
es proyectivo. Consideremos la sucesion que casi se escinde

0= (M) L ES M0,
y la sucesién canénica de 7(M) en (T, F)
0—t(r(M)) uN (M) B 7(M)/t(r(M)) — 0.
Como 7(M) ¢ F, se tiene que p no es un monomorfismo, y asi p no es

un split-mono. Usando ahora que f casi se escinde a la izquierda, existe un
morfismo k : E — 7(M)/t(t(M)) tal que kf = p. Luego, por el Lema de la
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serpiente, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas

0 0 1)
0——t(r(M)) —~ F— % M0
% h H
00— (M) - E——M—>0
0 ——7(M)/t(T(M)) T(M)/t(r(M)) —0—0
0 0.
Como t(7(M)) € T, tenemos que la primera fila, del diagrama anterior, se
escinde, con lo cual existe ¢" : M — F tal que ¢'¢g” = 1. Por lo tanto
ghg” = ¢'¢g" = 1,4, lo cual contradice que g no es un spli-epi. O]

Definicién 4.1.12. Sean X C mod(A) una subcategoria plena y M € mod(A).
Decimos que:

a) f: M — X es una X-preenvolvente de M si X € X y¥ g: M — X' con
X' € X existe h : X — X' tal que g = hf. Decimos que X es una clase
preenvolvente (covariantemente finita) si cada N € mod(A) admite una
X -preenvolvente.

b)t: X — M es una X-precubierta de M si X € X yV r: X' — M con
X' € X existe s : X' — X tal que r = ts. Decimos que X es una clase
precubriente (contravariantemente finita) si cada N € mod(A) admite
una X -precubrierta.

c) X es funtorialmente finita si es covariantemente y contravariantemente
finita.

Proposicién 4.1.13. Sea M € mod(A). Entonces add(M) es funtorialmente
finita.
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Demostracion. Veamos que cada N € mod(A) tiene una add (M )-precubierta.
En efecto, consideremos el I'médulo Homy (M, N), con I' = Enda(M)? y
k € Homy (M, N). Dado que Homu (M, N) € mod(I"), tenemos un conjunto
hy
ho
de generadores {g1, g, ,gn}. Porlo que existe h = | | : M — M™ tal

ho,
que

k= gih1 + g2ha + - - - gnlon.
Por lo tanto, el morfismo Homy (M, g) : Homy (M, M™) — Homy (M, N) es

un epimorfismo, con ¢ := [g1,92, - ,gn] : M™ — N.
Ahora bien, sean M’ € add(M), t: M’ — Ny M" tales que M' @& M" = M".
Por la propiedad universal del coproducto, existe p = [p1,pa, -+ ,ps] : M" —

N tal que t = puq, donde pq : M’ — M" es la inclusiéon canénica. Por otro
lado, puesto que Homy (M, g) es un epimorfismo, existen {\;}’; tales que
p; = g\;. Asi pues, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M™ = M’ D M M1 M
T
M™ N.

g

Con lo cual t = gAp;. Entonces g es una add(M )-precubierta y consecuente-
mente add(M) es contravariantemente finita.

Analégamente, se prueba que add(M) es covariantemente finita y por lo tanto
funtorialmente finita. ]

Lema 4.1.14. Sea f : M" — N wuna add(M)-precubierta. Entonces f es un
epimorfismo si y solo si N € gen(M).

Demostracion. Sea p : M™ — N un epimorfismo. Entonces, existe un mor-
fismo h : M™ — M’ tal que p = fh, con lo cual f es un epimorfismo.
La reciproca es clara. O

Similarmente, tenemos el siguiente lema.

Lema 4.1.15. Sea f : N — M’ una add(M)-preenvolvente. Entonces f es
un mononorfismo si y sélo si N € cogen(M).

Lema 4.1.16. Sean M, N € mod(A) y I' = Enda(M)°. Entonces



76 CAPITULO 4. TEORIA INCLINANTE CLASICA

a) N € gen(M) si y sdlo si el morfismo funtorial
ey : M ®@pr Homy (M, N) — N, (m® f— f(m)),
es un epimorfismo.
b) N € cogen(M) si y sdlo si el morfismo funtorial
dn : N — Hompop (Homy (N, M), M), (n— (g~ g(n))),
es un monomorfismo.

Demostracion. Sélo probaremos a), ya que la prueba de b) es anéloga.
Sea f: M" — N una add(M)-precubierta. Note que por el Lema 4.1.14 f es
un epimorfismo, y por lo tanto, tenemos la siguiente sucesion exacta

0—>Ker(f)—>M’i>N—>0.

Aplicamos el funtor Homy (M, —) a la sucesion anterior, obteniendose la su-
cesion exacta

0 — Homy (M, Ker(f)) — Homy (M, M") """ Hom, (M, N) — 0,

ya que f: M'"— N es una add(M )-precubierta. Aplicando el funtor M ®r —
a la sucesién anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas
exactas

F(Mv A<M7 Ker(f))) - F(Mv A<M7 M/)) _>F(M7 A(M7 N))F —0

Ker(f) M’ N 0

Como €y es el isomorfismo candnico, aplicando el Lema de la serpiente al
diagrama anterior tenemos que €y es un epimorfismo.

Supongamos que €y es un epimorfismo. Dado que Homy (M, N) € mod(T")
existe un epimorfismo h : I'* — Homy (M, N), y consecuentemente, tenemos
la siguiente composicion de epimorfismos.

M" = M ep I 3" M @p Homs (M, N) % N.

Por lo tanto N € gen(M). O
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Proposicién 4.1.17. Sea M € mod(A). Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

a) (gen(M), M+0) es un par de torsién si M € “1gen(M).
b) (toM,cogen(M)) es un par de torsion en mod(A) si M € cogen(M )41,

Demostracion. Supongamos que M € Ligen(M). Veamos que gen(M) es
cerrada por extensiones y cocientes. En efecto, sea 0 - K — N — L — 0
una sucesiéon exacta en mod(A), con L, K € gen(M). Aplicando el funtor
Homy (M, —) a la sucesion anterior, por hipétesis, obtenemos la siguiente
sucesion exacta de I'-mddulos, con I' = End(M)P,

0 — Homy (M, K) — Homy (M, N) — Homy (M, L) — 0.

Aplicando el funtor M ®r — a la sucesion exacta anterior, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas

F(MaA(MaK))ﬁF(MaA(MvN))ﬁF(M7A(M7L>>ﬁO

L

K N L 0.

Por el Lema 4.1.16 €x y €7, son epimorfismos y por el Lema de los cinco ey es
un epimorfismo. Es claro que gen(M) es cerrada bajo cocientes. Luego, por
la Proposicién 4.1.6 gen(M) es una clase de torsién.

Basta ver que M*° = gen(M)*°. En efecto, sean M’ € gen(M), M" €
Mtoy f: M — M". Entonces existe un epimorfismo p : M™ — M’, por
hipétesis fp = 0, dado que p es un epimorfismo tenemos que f = 0, con
lo cual M” € gen(M)*o. Por tltimo, puesto que M € gen(M), se tiene que
gen(M)+o C Mo y por lo tanto ML0 = gen(M)1o. O

Para finalizar esta seccién daremos condiciones para que un par de torsién
se escinda.

Proposicién 4.1.18. Sea (T,F) un par de torsion en mod(A). Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes.

a) El par de torsion (T, F) se escinde.

b) La sucesion candnica de M en (T, F) se escinde ¥ M € mod(A).
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c) THT)CT.
d) T(F) C F.
e) Extp(N,M)=0 VMeT,VNEeF.

Demostracion. a) = b). Sea M € mod(A). Por hipétesis y el Teorema de
Krull-Schmidt

M=M"® - ®&M*dMT ® - &ML

con M; e TV1<i<tyMyeFVt<j<t+s ComoT yF son
cerradas bajo sumas directas finitas, tenemos que X = M{' @& --- @ M;* € T
yY = M @@ M € F. Asi pues, la sucesién canénica de M en
(T,F) se escinde, ya que (por el Corolario 4.1.9) ésta es isomorfa a 0 —
X —=>X®Y =Y — 0 que se escinde.

b) = ¢). Sea M € T inescindible. Si M es inyectivo, se tiene que 77(M) =
0, con ello 77'(M) € T. Si M no es inyectivo, tenemos la siguiente sucesién
que casi se escinde 0 — M — E — 77 1(M) — 0. La sucesién canénica de
E en (T,F), induce el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas

0 — Ker(p)
0 M l? H%M)—w
(R
0 t(E) E E/t(E) —=0
|
t(E)/M —=0.

Dado que t(E) € T, se tiene que t(F)/M € T, ya que T es cerrada por
cocientes. Por el Lema de la serpiente Ker(p) = M/t(E). Entonces, por el
Corolario 4.1.9 la sucesién exacta

0 — Ker(p) = 7 4(M) & E/t(E) - 0,

es la sucesién canénica de 771(M) en (T,F). Por hipdtesis, la sucesién
anterior se escinde. Con lo cual 77}(M) = Ker(p) € T, ya que si fuera
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771 (M) = E/t(E) la sucesién que casi se escinde se escinde, lo cual es una
contradiccion.

c) = e).Sean M € T y N € F. Por hipétesis y las férmulas de Auslander-
Reiten, tenemos los siguientes isomorfismos de R-moédulos

Homy (771 (M), N)

Ext} (N, M) = Dp— 00N

=0.

e) = a). Sea E € ind(A). Consideremos la sucesién canénica de F,
0O—-M-—=>FE—-N-=0

en (7,F). Por hipétesis, la sucesién anterior se escinde. Por lo tanto F &
MeT obien EXN € F.
Anélogamente se prueban b) — d) y d) = e). O

4.2. Moébdulos inclinantes parciales

Definicién 4.2.1. Decimos que T € mod(A) es inclinante parcial si satisface
las siguientes condiciones.

TM1) pd(T) < 1.
TM2) Ext)(T,T) = 0.

Ejemplo 4.2.2. Por el Teorema 2.8.6, todo A-médulo proyectivo es incli-
nante parcial.

Proposicién 4.2.3. Sea T € mod(A). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) T es inclinante parcial.
b) pd(T) <1 ygen(T) C TH.
c¢) (T*, cogen(7(T))) es un par de torsién en mod(A) y Exti(T,T) = 0.

Demostracion. a) = b). Sean T un A-mo6dulo inclinante parcial y M €
gen(T'). Por hipdtesis, existe una sucesiéon exacta 0 - N — 17" — M — 0.
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Aplicando el funtor Homy (7, —) a la sucesién exacta anterior. Dado que
pd(T") < 1, por el Teorema 2.8.6, tenemos la siguiente sucesién exacta

Exty (T, T") — Exty (T, M) — 0.

Como Ext} (T, —) es un funtor aditivo, tenemos que Ext} (7,7") = 0, y por
lo tanto Ext} (T, M) = 0.
b) = c). Aseguramos que Ext} (N, 7(T)) =0V N € cogen(7(T)).
En efecto, como pd(T") < 1, por el Corolario 3.2.21 y por hipdtesis, tenemos
que

0 = DRExt} (T, T) = Homy (T, 7(T)).

Asi, dados f : T'— N y un monomorfismo j : N — 7(7")", tenemos que jf =
0. Por lo tanto Homy (7, N) = 0V N € cogen(7(7")). Sea N € cogen(r(T)),
por las formulas de Auslander-Reiten, tenemos que

Hom, (T, N)

Ext} (N, 7(1) = DeHom, (T, N) = Dp— T

= Dr0 = 0.

Ahora bien, dado que 7(M) € cogen(7(M))*!, de la Proposicién 4.1.17, se
tiene que (+°7(T),cogen(7(T))) es un par de torsién en mod(A). Veamos
ahora que *07(T") = T+, En efecto, dado que pd(T") < 1, por el Corolario
3.2.21, tenemos que

DrExt} (T, M) = Hom, (M, 7(T)),

asi M € T4 siy sélo si Homy (M, 7(T)) = 0.
¢) = a). Sea N € mod(A). Consideremos la siguiente sucesién exacta,
dada por la envolvente inyectiva de N, ¢g : N — Io(V),

0— NS Iy(N)— Q(N)—0.

Aplicando el funtor Homy (7, —), a dicha sucesién, obtenemos la siguiente
sucesion exacta

Exty (T,Q 1 (N)) — Ext} (T, N) — Ext3 (T, Io(N)).

Ahora bien, dado que Iy(N) € T+ y T+ es una clase de torsién, con lo
cual es cerrada por cocientes, tenemos que Ext}(T,Q7'(N)) = 0. Luego,
de la sucesién anterior, concluimos que Ext3 (7, N) = 0. Finalmente, por el
Teorema 2.8.6 pd(7) < 1; probandose que T es inclinante parcial. O
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Sea P un A-modulo proyectivo. Note que: si P es un generador, entonces
gen(P) = P41, Por lo cual, no se da siempre la igualdad anterior. Veamos
otro par de torsion asociado a un A-mddulo inclinante parcial.

Proposicion 4.2.4. Sea T € mod(A) inclinante parcial. Entonces, el par
(gen(T), T+0) es de torsion en mod(A).

Demostracién. Se sigue de la Proposicién 4.2.3 b) que T' € *1gen(T'), por la
Proposicién 4.1.17 (gen(T'), T+°) es un par de torsién en mod(A). O

Definicién 4.2.5. Sea M € mod(A). El anulador de M en A es
ann(M) :={a € A | aM = 0}.
Decimos que M es fiel si ann(M) = 0. Note que ann(M) < A.

Lema 4.2.6. Sea M € mod(A). Entonces, M es fiel si y solo si Dy(M) es
fiel.

Demostracion. Supongamos que M es fiel. Sea a € A tal que
0 = Da(M)a = Homg (M, Ij(top(R)))a.

Dado que Ip(top(R)) es un cogenerador inyectivo en mod(R), tenemos un
monomorfismo en mod(R)

i
U2
i=|.|:M—=Io(top(R))".
in
Luego,
i1(am)
is(am)
i(m)a = . =0,

in(am)

ya que por hipétesis, tenemos que ij(am) =0V 1 < j<nyVme M.
Consecuentemente aM = 0, con lo cual a = 0.
Si DA(M) es fiel, por lo anterior tenemos que M = Do Dy (M) es fiel. [
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Lema 4.2.7. Para M € mod(A), las siguientes condiciones son equivalentes.
a) M es fiel.

b) AN € cogen(M).

¢) Dpop(Ay) € gen(M).

Demostracion. a) <= b). Supongamos que M es fiel. Sea f : A — M’
una add(M )-preenvolvente. Consideremos z € M y g, : A — M tales que
r = g.(1). Como g, se factoriza a través f, tenemos que f(a) = 0 implica
que ar = g,(a) = 0; dado que x es arbitrario, concluimos que aM = 0, y asi
a = 0. Por lo tanto f es un monomorfismo, probéandose que A € cogen(M ).

hy
ha
Reciprocamente, sean h = | . | : A — M"™ un monomorfismo y a € A tales
hy,
hl(a) ah1<1)
h2(a) ahg(l)
que aM = 0. Entonces h(a) = . = . = 0, y por lo tanto
hn(a) ah, (1)
a € Ker(h) = {0}; probandose que M es fiel.
b) <= c¢). Se sigue de la equivalencia anterior y del Lema 4.2.6. O

La siguiente proposiciéon nos da condiciones necesarias y suficientes para
ver, cuando un maédulo fiel es inclinante parcial.

Proposicién 4.2.8. Sea T' € mod(A) fiel. Entonces, T es inclinante parcial
si y solo si 7(T) € To.

Demostracion. Supongamos que T es inclinante parcial. Luego, por la Pro-
posicién 4.2.4 (gen(T"), T+°) es un par de torsién en mod(A) y, por la Propo-
sicién 4.2.3, T € t1gen(T). Por lo tanto, de la Proposicién 4.1.11, tenemos
que 7(T) € F.

Reciprocamente, asumimos ahora que 7(T') € T+°. Dado que T es fiel, por
el Lema 4.2.7, existe un epimorfismo p : 7" — Djop(A). Aplicando el funtor
Homp(—,7(7")) a el morfismo p, obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 — Homy (Dper (A), 7(T")) — Homa (T, 7(T)).
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Como Homy (7™, 7(T")) = 0, tenemos que Homp (Der (A), 7(T")) = 0. Luego,
por el Corolario 3.2.18, concluimos que pd(7T") < 1y, del Corolario 3.2.21, se
obtiene el siguiente isomorfismo

Ext) (T, T) = DrHom, (T, 7(T))) = 0.
Por lo tanto T es inclinante parcial. [

Veamos que la hipotesis "1 es fiel”, en la proposicién anterior, es funda-
mental.

Ejemplo 4.2.9. Sea A el algebra de caminos del siguiente carcaj

1 2 B 3

o
O ——= 0" ——>0

con la relacion Sa = 0.
Consideremos la siguiente sucesién exacta,

0— S(2) — P(1) — S(1) — 0.
Dado que P(1) =1(3), P(1) no es simple y, del hecho que
rad(P(1)) = soc(P(1)) = S(1),

por la Proposiciéon 3.2.27, la sucesion exacta anterior casi se escinde. Con lo
cual, tenemos que S(2) = 7(S(1)) y asf S(2) € S(1)+°. Ahora bien la resolu-
ci6én proyectiva minimal de S(1) estd dada por

P(2) P(1)
\ /
S(2)

Por lo que pd(S(1)) = 2 y asi S(1) no es inclinante parcial.

0—— P(3)

S(1) —0

4.3. Modulos inclinantes

Definicién 4.3.1. Sea T' € mod(A) inclinante parcial. Decimos que T es
inclinante si satisface la siguiente propiedad adicional.
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TMS3) Existe una sucesion exacta 0 - A — 17" — T" — 0,
conT', T" € add(T).

Por el Lema 4.2.7, si T es un A-mdédulo inclinante, entonces T es fiel,
dado que por hipétesis A € cogen(T).
El siguiente lema es conocido como el Lema de Bongartz y justifica el nombre
de médulo inclinante parcial, al dar una forma de completarlo a un médulo
inclinante.

Lema 4.3.2. Sea T' € mod(A) inclinante parcial. Entonces, existe un A-
modulo E tal que T ® E es un A-maodulo inclinante.

Demostracion. Sean I' = Enda(T)? y {e1,ea, -+ ,€,} un conjunto de ge-
neradores del T-mdédulo Ext} (T, A). Podemos representar cada e; con una
sucesion exacta 0 - A — E; — T — 0. Dichas sucesiones exactas inducen el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0—>A"—>@" E—>T"—0 (4.3.1)
T
0 A E " 0,

donde V : A" — A es la co-diagonal y la segunda fila se obtiene de la primera
haciendo el push-out.

Denotaremos por e al elemento de Ext} (7™, A) representado en (4.3.1) y p; :
T — T™ lai-ésima inclusién canénica. Luego, aplicando el funtor Homy (77, —)
a la segunda fila de (4.3.1), tenemos la siguiente sucesién exacta de I'-médulos

-+ = Homy (T, T™) 2% Extl (T, A) — Ext (T, E) — Ext\(T,T") = 0. (*)

Ahora, veamos que el morfismo de conexion A, es un epimorfismo. En efecto,
sea 1 < i < n y consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas
exactas
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Dado que V=1, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 A E; T 0

g

0 A E ™ 0.

Con lo cual Ag(;) = e; y con ello Ay es un epimorfismo. Luego, tenemos que
Ext}i (T, F) = 0 por (*). Por otro lado, aplicando los funtores Homy(—, T)
y Homy(—, F) a la segunda fila de (4.3.1), tenemos las siguientes sucesiones
exactas

0 =Exty(T",T) — Exty(E,T) — Exty (A, T) =0
0 = Ext} (1", F) — Ext}(E, F) — Ext}i(A, E) =0

Concluimos que Exti (E®T, E®T) = 0. Por la Proposicién 2.8.8, aplicado a
la segunda fila de (4.3.1), se sigue que pd(E) < 1. Luego, por la Proposicién
2.8.10, obtenemos que pd(F & T) < 1. Finalmente, de la segunda fila de
(4.3.1), resulta que el A-médulo T' @ E satisface la condicién TM3). Por lo
tanto T' @ E es un A-mddulo inclinante. ]

El A-médulo E, construido en la prueba anterior, es conocido como el
complemento de Bongartz de T, y la segunda fila (4.3.1), es llamada la su-
cesion exacta de Bongartz .

Proposicion 4.3.3. Sea E un complemento de Bongartz de un modulo in-
clinante parcial T. Entonces T+ = (T @ E)Y

Demostracién. Sea M € (T @ E)*'. Entonces, Extl (T ® E, M) = 0 y dado
que el funtor Ext}(—, M) es aditivo, obtenemos que Ext} (T, M) = 0.
Reciprocamente, sean M € T+ y 0 =+ A — E — T™ — 0 la sucesién exacta
de Bongartz de T'. Aplicamos el funtor Homa(—, M) a la sucesién anterior y
obtenemos la siguiente sucesion exacta

0 = Ext} (1", M) — Ext} (E, M) — Ext} (A, M) = 0.
Luego, Ext}(E, M) =0y por lo tanto Ext}(F & T, M) = 0. O

Ahora daremos una lista de condiciones equivalentes para que un A-médu-
lo inclinante parcial sea inclinante.

Teorema 4.3.4. SeaT' € mod(A) inclinante parcial. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.
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a) T es inclinante.
b) TH NTHo = {0}.
c) gen(T) =T+,

d) Para toda f: T — M add(T)—precubierta, con M € T+, se tiene que f
es un epimorfismo y Ker(f) € T,

e) B (TH)NTH = add(T).
f) SiT @ E es un A-mddulo inclinante parcial, entonces E € add(T).
g) Para todo P proyectivo inescindible, existe una sucesion exacta
0=>P—=>T —>T"-0
conT', T" € add(T).
h) T+o = cogen(7(T)).

Demostracion. ¢) <= h). Se sigue de la Proposicién 4.2.3 y la Proposicién
4.2.4. Por lo tanto sélo probaremos las primeras equivalencias.
a) = b). Sea M € T+ NT+o. Por hipétesis, existe una sucesién exacta

0=A—=T —-T"—0,

conT", T" € add(T'). Aplicando el funtor Homy (—, M) a la sucesién anterior,
obtenemos la siguiente sucesion exacta

0 = Homy (7', M) — Homy (A, M) — Exth(T”, M) = 0.

Por lo tanto M = 0.

b) = c¢). Por la Proposicién 4.2.3 b), tenemos que gen(7) C T*'. Sean
M e T4 f: T — M una add(T)-precubierta de M. Aseguramos que f es
un epimorfismo. En efecto, sea f = iI(f) la factorizacién de f a través de su
imagen. Consideremos la siguiente sucesion exacta

0 — Im(f) % M & Coker(f) — 0.

Notemos que Im(f) € T+, ya que T+ es una clase de torsién (ver Propo-
sicién 4.2.3 ¢)). Luego, aplicando el funtor Hom, (7', —) a la sucesién exacta
anterior, obtenemos la siguiente sucesién exacta

AT () *5Y (7, M) = A(T, Coker(f)) — L(T, Im(f)) = 0.
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Veamos que Coker(f) € T*°. En efecto, sea g : T — M. Dado que f es
una add(T')-precubierta, existe h : T — T" tal que g = fh = i(I(f)h), con
lo cual se tiene que Homy (T, Coker(f)) = 0. Por otro lado, puesto que T
es una clase de torsion y M € T+, tenemos que Coker(f) € T+'. Luego,
Coker(f) € T+ n T+ = {0}, y asi, f es un epimorfismo. Por lo tanto
M € gen(T).

¢) = d). Sean M € T+ y f: T' — M una add(T)-precubierta. Por el
Lema 4.1.14 f es un epimorfismo, ya que por hipétesis T+ = gen(T'). Luego,
tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Ker(f) =T — M — 0.

Aplicando el funtor Homy (T, —) a la sucesién exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesion exacta

-oo = Homy (T, T") — Homy (T, M) — Ext, (T, Ker(f)) — Exty (T, T"),

dado que Homy (T, f) es un epimorfismo y 7" € gen(T) = T+'; concluimos
que Ker(f) € T+

d) = e). Sea N € add(T). Por hipétesis, existe F € mod(A) tal que
N @ E =T". Dado que el funtor Ext} (7™, —) es aditivo, tenemos que

Exth (N, M) @ Ext} (E, M) = Ext} (T", M) =0 VM e TH.

Por lo que N € +1(T+1). Ahora bien, es claro que N € T, lo cual implica
que N € L1 (TH)ynT+e,
Reciprocamente, sea N € 11(T+1) N T4, Por hipétesis, existe una sucesién

exacta
0—=L—T —N-—0,

con L € T+ y T" € add(T'). Por consiguiente, la sucesién anterior se escinde
y por lo tanto N € add(T).

e) = f).Sean E € mod(A) tal que T@® E es un A-médulo inclinante parcial
y E’ un complemento de Bongartz de T'. Por hipétesis y la Proposicién 4.3.3,
tenemos que

EcaddTOoFE)="(TeoE)")n(TeE)" =(TH)NTH = add(T).

Con lo cual T es inclinante. Ahora, sea X € T, Por d), existe una sucesién
exacta 0 - L — T" — X — 0, con L € T+ y T" € add(T). Aplicando
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el funtor Homy (E, —) a la sucesion anterior, tenemos la siguiente sucesion
exacta
Exth (E,T") — Ext)(F, X) — Ext3(E, L).

Ahora bien, como T' @ E es un A-mddulo inclinante parcial, se sigue que
Ext}i (B, T') = 0 = Ext3(F, L);

y con ello E € 11(TH) N T+ = add(T).

f) = g). Sea P un A-médulo proyectivo inescindible. Por el Lema de
Borgantz, existe un A-médulo E tal que T'é& E es un A-mdédulo inclinante;
y por definicién, existe una sucesién exacta 0 — A — L' — L” — 0 con L/,
L" € add(T @ E) = add(T"), ya que por hipétesis E € add(T"). Dado que A
es una algebra de artin, existe un split-epi p : A — P que induce el siguiente
diagrama de pushout conmutativo con renglones exactos

0—sA—sL'—L"— 0
o]
0—>P—F——1"— 0

Sélo basta ver que F' € add(T @ E). En efecto, como p es un epimorfismo, se
sigue que h es un epimorfismo. Por lo tanto F' € gen(T' ® E) = (T ® E)*1,
puesto que T'® E es inclinante. Por otro lado, sea M € (T @ E)*'. Aplicando
el funtor Homy(—, M) a la sucesion exacta de la fila inferior del anterior
diagrama anterior, tenemos la siguiente sucesién exacta

0 = Exty(L", M) — Ext} (F, M) — Ext) (P, M) = 0.

Por lo tanto F € (T @ E)1) N (T @ E) = add(T @ E) = add(T).

g) = a). Podemos asumir que A es una R-élgebra de artin bésica.
Por lo tanto, tenemos una familia completa de proyectivos inescindibles
{P,Py,---,P,} tal que & P, = A. Ahora bien, para cada 1 < i < n,
existe una sucesién exacta

0= P =T/ =T—=0
con T/, T!" € add(T'). Dichas sucesiones inducen la siguiente sucesién exacta
02 A=@ B =T =0T - &LT =T" =0,
donde 7", T" € add(T). o
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El teorema anterior muestra que: si 7" es un A-médulo inclinante, entonces
add(T) = +1(T+)NT+1. La siguiente proposicién muestra quien es (7)1,
Proposicién 4.3.5. Sea T € mod(A) inclinante. Entonces T(A) = (T+1)+1.

Demostracion. Por el Teorema 2.8.7, se tiene que Z(A) C (7)1,
Reciprocamente, sea X € (T+')*1. Entonces, la envolvente inyectiva de X
to: X — Ip(X), induce una sucesién exacta

0— X = Ip(X) = Q (M) —0.

Dado que, Io(X) € T+ y T es una clase de torsién, tenemos que Q~1(M) €
T+t Por lo que Exti(Q71(M),X) = 0, y consecuentemente, la sucesién
anterior se escinde; probandose que X es inyectivo. O

Veamos un ejemplo de un médulo inclinante parcial y fiel que no es incli-
nante.

Ejemplo 4.3.6. Sea A el dlgebra de caminos del siguiente carcaj

con la relaciéon fa = 0. Sea T' = P(4) @ P(3). Veamos que el médulo T' es
fiel. En efecto, tenemos que rad(P(2)) = P(1) y rad(P(4)) = P(3), con lo cual
T es fiel por el Lema 4.2.7. Dado que T es proyectivo, es incinante parcial.
Por otro lado, A = T @ P(1) & P(2) es inclinante parcial. Entonces, por el
Teorema 4.3.4 f) T' no es inclinante.

En lo que sigue, veremos algunas aplicaciones del Teorema 4.3.4.

Corolario 4.3.7. Sean T € mod(A) inclinante y M € T+1. Entonces, existe
un complejo aciclico

To:o T BTy B M0

con Ty € add(T), Im(f;) € T+ y fi : T, — Im(f;) una add(T)-precubierta
para todo i € N.
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Demostracion. Por el Teorema 4.3.4 d), tenemos la siguiente sucesién exacta

Tg\ /Tl\ /TO fo_ M 0
Kel"(f1> Kel"(fo),
con T; € add(T) y Ker(f;) e T+ VieN. O

Corolario 4.3.8. Sean T' € mod(A) inclinante y I' = End(T")°P. Entonces
M € T siy sdlo si el morfismo funtorial €y : T @p Homp (T, M) — M es
un isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que €y : T ®p Homy (T, M) — M es un iso-
morfismo. Entonces, por el Lema 4.1.16 y el Teorema 4.3.4 ¢) tenemos que
M € gen(T) =T

Reciprocamente, sea M € T, Por el Teorema 4.3.4 d), existe una suce-
sién exacta 0 = L - T" — M — 0, con L € T+ y T' € add(T). Luego,
aplicamos el funtor Homy (7', —), tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Homy (7', L) — Homy (T, T") — Homy (T, M) — 0.

Aplicando el funtor T Xr — a la sucesién anterior, tenemos el siguiente dia-
)
grama conmutativo con filas exactas

T ®p Homy (T, L) — T ®p Homy (T, T") —= T @r Homy (T, M) — 0

lsL lew leM

L T M 0.

Como €7, es un epimorfismo y €7 es un isomorfismo, por el Lema de los cinco,
concluimos que €,; es un isomorfismo. ]

Para concluir esta seccion, daremos un ejemplo de un médulo inclinante
cuyo par de torsién no se escinde y otro donde si.
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Ejemplo 4.3.9. Sea A el algebra de caminos dada por el siguiente carcaj
o3
AN
O1 O5
N A
ol

o2
con relaciones Sa = 07, ey = 0.
Sea T := P(1)@P(4) @ P(4)/S(2) @ P(5) @ 1(4). Note que los correspon-
dientes vectores dimension son
dim(P(1)) = 10000, dim(P(4)) = 11010,
dim(P(4)/5(2)) = 10010, dim(P(5)) = 10111,
dim(I(4)) = 00011.

Veamos que T es inclinante. En efecto, dado que P(1), P(4), P(5) son pro-
yectivos; y por otra escinde tenemos las siguientes resoluciones proyectivas

0—P(2) — P(4) - P(4)/S(2) — 0.

0—P(3) —P(5) —1(4) =0,
se sigue que pd(7T") < 1.
Por otro lado, P(1) @ P(4) @ P(5) es proyectivo y I(1) = P(5). Luego, por el
Corolario 3.2.21, tenemos los siguientes isomorfismos.
Exty (T, T) = Exty (P(4)/S(2) © 1(4),P(1) & P(4) ® P(5))

= Dr(Homa(P(1) ® P(4) @ P(5), 7(P(4)/5(2) ©1(4))))

= Dr(Homy (P(1) & P(4) & P(5),S(2) & S(3))) = 0.
Con lo cual, T es inclinante por el Teorema 4.3.4 g). Ahora bien, por el
Corolario 3.2.21 T+t = Lor(T) = 10S(2) @ S(3). Dado que no hay caminos

en el carcaj de Auslander-Reiten de los siguientes médulos inescindibles, que
denotaremos por su vector dimensién

01010, 00010, 10111, 00111, 00101, 00001, 00001
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a S(2) y S(3), tenemos que los primeros se encuentran en T+, y ademéas
P(1),P(5),P(4)/S(2) € T+, dado que son sumandos directos de T'. Consi-
deramos las siguientes sucesiones exactas, donde denotamos a los médulos
inescindibles por su vector dimension

0 — 10010 — 10110 — 00100 — O,

0 — 11010 — 11110 — 00100 — O,
0 — 10000 — 10100 — 00100 — 0,

con lo cual 10110, 11110, 10100 ¢ T~ y 10110, 11110, 10100 ¢ 70, Mientras
que S(2),S(3) € THo, dado que T es inclinante. Esto se puede representar,
mediante el siguiente carcaj de Auslander-Reiten, representando a cada A-
modulo inescindible, por su vector de dimension.

TJ_l TJ_()
10100 01010
10000 11110 00010 00101
\ / \ /10111 / \
/ \«
11010 10110 00111 00001
01000 10010 00100 00011

Lo cual muestra que el par de torsién no se escinde.

La siguiente clase de ejemplos, un poco més tedrico, se le debe a Aus-
lander, Platzeck y Reiten, y son los llamados APR-mdédulos inclinantes y se
remontan a los origenes de la teoria.

Ejemplo 4.3.10. Sean S(a) un A-mdédulo simple proyectivo no inyectivo y
T =71S(a)) ® (®p2P(b)). Entonces T es inclinante.

En efecto, notamos que la sucesion que casi se escinde, que empieza desde
S(a), es por el Corolario 3.2.25 de la forma

0— S(a) = P — 77'(S(a)) = 0,
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con P proyectivo. Por lo tanto T' cumple con las condiciones TM1) y TM3),
porque ningin sumando de P es isomorfo a S(a). Dado que pd(T) < 1
tenemos por el Corolario 3.2.21 que

Ext) (T, T) = Dg(Homy (T, S(a))) = 0,

yva que 7(T') = S(a); y por lo tanto, 7" es inclinante.

Por otro lado, sea M inescindible, entonces por el Corolaro 3.2.21 tenemos
que M € T4 siy sélo si Exth (T, M) = Dr(Homy(M,S(a))) = 0 y esto
tiltimo es equivalente a que M # S(a). Mientras que S(a) = 7(T') € T*° por
la Proposicién 4.2.8. Por lo tanto el par de torsién (T, T+0) se escinde.

4.4. Progeneradores

Definicién 4.4.1. Un A-mddulo P € mod(A) se dice que es un progenerador
st P es proyectivo y gen(P) = mod(A).

Proposiciéon 4.4.2. Si P € mod(A) es un progenerador, entonces P es
inclinante.

Demostracion. Por el Ejemplo 4.2.2 P es inclinante parcial, y por la Propo-
sicién 2.8.3, tenemos que gen(P) = mod(A) = PL'. Luego, por el Teorema
4.3.4 c), concluimos que P es inclinante. ]

De la existencia de la sucesién exacta en TM3), se puede verificar que si un
modulo inclinante es proyectivo entonces es un progenerador. A continuacion
daremos condiciones suficientes y necesarias en el algebra A, para que los
A-moédulos inclinantes coincidan con los progeneradores.

Definicién 4.4.3. Sea R un anillo. La dimension finitista pequena de R se
define como sigue

fin.dim(R) := sup{pd(M) | pd(M) < oo M € mod(R)}.

La conjetura finitista pequena establecida por H. Bass en 1960, afirma
que fin.dim(R) es un nimero finito, para cualquier anillo artiniano.

Teorema 4.4.4. Las siguientes condiciones son equivalentes en mod(A).

a) Todo mddulo inclinante es un progenerador.
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b) fin.dim(A) = 0.
Demostracion. a) = b). Supongamos que fin.dim(A) > 1. Luego, existe
M € mod(A), con pd(M)=1. Sea

Po(M):0— Py (M) S Po(M) 8 M —0

la resolucién proyectiva minimal de M. Consideremos I' := Endy (P1(M))? y
un conjunto de generadores {my, fo, -+, f,} del I'-médulo (P (M), Po(M)).
Luego,

f=1m foy o fa] s P1(M) = Po(M)"

es una add(Py(M))-preenvolvente y un monomorfismo. Consideremos la su-
cesion exacta

10— P (M) L Po(M)™ — Coker(f) — 0.

Note que Coker(f) = Ii(%ﬁi(i%éﬁ%ﬁ%?fj)v con lo cual Coker(f) = M & X,
y asi pd(Coker(f)) = 1. Luego, aplicando el funtor Homa(—,Po(M)) a n,

tenemos la siguiente sucesion exacta

A(Po(M)™, Po(M)) *V M) Py (M), Po(M)) = L (Coker(f), Po(M)) — 0.

Dado que f es una preenvolvente, se sigue que Homy (f, Po(M)) es un epi-
morfismo, lo cual implica que Ext} (Coker(f),Po(M)) = 0. Por lo tanto, si
aplicamos el funtor Homy (Coker(f), —) a n, se tiene la siguiente sucesién
exacta

L(Coker(f), Po(M)™) — 1 (Coker(f), Coker(f)) — 3 (Coker(f),P1(M)) =0,

ya que pd(Coker(f)) = 1. Asi pues, Coker(f) es un A-mddulo inclinante
parcial, y por el Lema de Borgartz, existe un A-médulo F' tal que Coker(f)@SF
es un A-médulo inclinante de dimension proyectiva 1.

b) = a). Sea T un A-médulo inclinante. Por hipétesis pd(7)=0, con lo
cual T" es proyectivo y por lo tanto 7" es un progenerador. O

Veamos una clase de anillos donde los médulos inclinantes y los progene-
radores coincidan.

Definicién 4.4.5. Un dlgebra A se dice que es auto-inyectiva (a izquierda)
si el A-maodulo reqular es A\ inyectivo.
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Teorema 4.4.6. Sea A auto-inyectiva. Entonces, los unicos A-maodulos in-
clinantes en mod(A) son los progeneradores.

Demostracion. Sea T un A-moédulo inclinante. Luego, existe una sucesién
exacta
0=A—=T —-T"—=0,

con 7", T" € add(T). Dado que 5 A es inyectivo, la sucesion se escinde, y por
ello existe un epimorfismo p : 7" — A. Entonces, por el Teorema 4.3.4 y el
Teorema 2.8.6, tenemos que

gen(T) = mod(A) = T+
Por lo tanto T" es un progenerador. ]

Veamos que fin.dim(A)=0 no implica que el dlgebra A sea auto-inyectiva.
Para ello, consideremos el siguiente ejemplo debido a I. Assem (ver [Ha, 2.14

(d)]).

Ejemplo 4.4.7. Sea A la siguiente algebra de caminos dada por el siguiente

carcaj
O1 02
X V
€ 03 ¢
/ X
O4 O5
con la relacion F? = 0.

Es claro que A no es auto-inyectiva, puesto que P(3) no es inyectivo. Veamos
que todo inescindible no proyectivo tiene dimensién proyectiva infinita. En
efecto, {S(1),5(2),5(3),5(4),S(5),1(3)} es una lista completa de inescindi-
bles no proyectivos. Ahora, calculemos la resolucién proyectiva minimal de

S(3).

P(3) P(4)e P(5b) —=P(1) ® P(2)

I e

S(3) S(4) @ S(5) S(1) ®S(2)

P(3) — = S(3) —=0,
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donde el renglén inferior son las sizigias de la resolucién. Por lo que S(3)
tiene dimensién proyectiva infinita.

Analogdmente, S(1),S(2),5(4),S(5) e I(3) tienen dimensién proyectiva infi-
nita. Por lo tanto fin.dim(A) = 0.

4.5. El Teorema de Brenner y Butler

Lema 4.5.1. Sean T € mod(A) inclinante, I' := Endx(T)%, M, N € T,
Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos naturales de R-mddulos.

a) Homy (M, N) = Homp(Homy (7, M), Homy (T, N)).

b) Exth (M, N) = Ext{(Hom (T, M), Hom, (T, N)).

Demostracion. a). Por el Corolario 4.3.7 tenemos un complejo aciclico
T, =T 3T 51,8 Mo,

con T; € add(T) para toda i € N. Por la propiedad universal del Kernel,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0

A(M,N) ATy, N) A(T1, N)
0 —>F(A(T7 M)v7 A(T7 N)) —>F(A(T> TO)? A(T7 N)) —>F(A(T7 T1)7 A(T7 N))

Por el Teorema 3.1.14, tenemos que los tltimos dos morfismos verticales son
isomorfismos, y por el lema de los 5, concluimos que

Homa (M, N) = Homp(Homy (T, M), Hom (T, N));

lo cual prueba a).
b). Por a) tenemos el siguiente isomorfismo en com®(A)

comgHomy (7, N) = com Homr(com,Homp (7', T, ), Homy (T, N)).

Dado que, por el Teorema 3.1.14, comgHomy (7, T,) es una resolucién pro-
yectiva de Homy (T, M), ya que fy es una add(T")-precubierta, se sigue que

H'(Homy (Ty, N)) = Extf.(Homy (T, M), Homy (T, N)).
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Por otro lado, consideremos la sucesion exacta

O—>Im(f1)—Z>T0—>M—>O,

que induce la siguiente sucesion exacta

HomA(z N)

Homy (7y, N) Homy (Im(f1), N) — Extjy (M, N) — 0.

Con lo cual Coker(Homy (i, N)) = Ext} (M, N). Consideremos la factori-
zacién de Homy(f1, N) = (I(Homy(f1, N)) a través de su imagen. Luego,
Homy(f2, N)e = 0, dado que I(Homy(f1,N)) es un epimorfismo. Por lo
tanto, existe un unico morfismo, por la propiedad universal del Cokernel

a : Im(Homa(f1,N)) — Homy(Im(f1), N), tal que el siguiente diagrama
conmuta

Homa (f1,N

Homy (Ty, N Hom, (T}, N)
\Lw /
ImHomy (f1, N Homy (p,N)
A«
Homy (T, N) TN Homy (Im(f1), V).

Ya que a es un monomorfismo, porque ¢ es un monomorfismo y [(Homu (f1, V))
es un epimorfismo, tenemos que

ImHomy (f1, N) = Homy (Im(f;), N).
Por lo tanto
H'com,(T,, N) = Homy (Im(f;), N)/ImHomy (1, N) = Coker(Homy (i, N)),
y asf Ext} (M, N) = Ext{.(Hom, (T, M), Hom, (T, N)). O

Sea T un A-modulo inclinante. La observacion crucial, en la teoria de
inclinacion, es que T' es un I'P-médulo inclinante, con I' := End(7")°, como
lo muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 4.5.2. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := End(T")°". En-
tonces T es un I'°P-mddulo inclinante.
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Demostracion. Dado que T es inclinante, existe una sucesion exacta
0=A—=T —=T"—0,

con 7", T" € add(T'). Aplicando el funtor Homy(—,7") a la sucesién exacta
anterior, tenemos la siguiente sucesion exacta

0— HOInA(T”’ T) - HOIHA(T/, T) — HomA(A7 T) =T —-0= EXt/l\(T”a T)

Como Homp (T, T), Hom (1", T) € P(I'°P), ya que los I"’-mdédulos anterio-
res son sumandos directos de copias de I'P| se sigue que pd(reT") < 1.

Por otro lado, usando el Lema 3.1.15, la Proposicién 3.1.3, y el Lema 4.5.1
b), tenemos los siguientes isomorfismos de R-mdédulos

Extop (T, T) = Extf(Da(T), DA(T))
=~ Exty(Hom (T, Dor (A)), Homp (T, Dpes (A)))
= EXtA<DA0p< ) DAOp(A)) = 0
Por ultimo, dado que pd(,T") < 1, existe una sucesién exacta
0-Q—-P—>T—0
con P, () A-moddulos proyectivos, que induce una sucesion exacta

0 — I'? = Homy (T, T) — Homy (P, T) — Homy (Q,T) — Ext,(T,T) = 0.

Puesto que, Homy (P, T), Homa(Q,T) € add(re»T), concluimos que 7' €
mod(I'?) es inclinante. O

Proposicién 4.5.3. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := End(T)°. En-
tonces, las R-dlgebras Endres (T') y A son isomorfas.

Demostracion. Para cada a € A, definimos
O T — T, t — at.
Note que ¢, € Endre,(T"). Consideremos
¢ : A — Endres (T, a > ¢q.

Es facil, ver que ¢ es un morfismo de R-dlgebras.
Sea a € A tal que p(a) = 0. Por definicién p(a)(t) = at =0Vt € T. Entonces
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a =0, ya que T es fiel. Por otro lado, tenemos los siguientes isomorfismos de
R-médulos

Endrer (T) = Endp(Da(T))
= Endr(Homy (7, Dper (A))) (Proposicién 3.1.3)
= Endp (Dper (A)) (Lema 4.5.1 a))
= Endper (A) = A.

Dado que Endrer(T) y A son R-médulos de longitud finita, del morfismo
inyectivo ¢ : A — Endres (T') de R-algebras y del isomorfismo de R-mddulos
Endrer (7)) = A, concluimos finalmente que ¢ es un isomorfismo de R-alge-

bras. n

Proposicién 4.5.4. Para un A-mddulo inclinante T y I' := End(T), las
siguientes condiciones se satisfacen.

a) TFTO - J_ODFop (TF) - Dl"op (T#O) - Dl"op (COgen(T(T)F)).
b) TFTI - L1I)I‘0p (TF) Drop (T ) Dpop (gen(Tp))
¢) (T1°,Ty") es un par de torsion en mod(T).

Demostracion. a). La primera 1gua1dad se da por el Teorema 3.1.16. Es fécil
ver la igualdad +°Drop (T1) = Dros (T %), y la ultima igualdad, se sigue de la
Proposicién 4.5.2 y el Teorema 4.3.4 h).

b). Se tiene similarmente de a), usando el Teorema 4.3.4 c).

c). Se sigue del Teorema 4.3.4 y el Ejemplo 4.1.3. [

Sean T" un A-médulo inclinante y I' :== End, (7). Para el siguiente lema,
consideremos los isomorfismos naturales definidos para cada Y € mod(I'):

(SY Y — HOHlA<T T ®r Y)
dado por (y — (t — t ®y)); el isomorfismo evaluacién

Yy Y = DreeDr(Y),  w(y)(f) = f(v);

y el isomorfismo del Teorema 3.1.16

Ny : T ®F Y — DAopHomI‘op (T DF(Y)) ﬁy(t X y)(f) = f(t) (y)
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Si M € mod(A°), tenemos el siguiente morfismo natural, por la Proposicién
4.5.2 y la Proposicion 4.5.3

prr 2 T @pop M — DrHomp (T, Dpos (M)),

dado por nuy(t@m)(f) = f(t)(m), el cual es un isomorfismo por el Teorema
3.1.16.

Lema 4.5.5. Usando la notacion anterior, existe un isomorfismo natural ®,
tal que el siguiente diagrama de transformaciones naturales es conmutativo

V'Y € mod(I")

Y o Homy (T, T ®r Y)
Y l@y
DI‘Op DF (Y) DI‘Op (T & Aop HOHIFOp (T, DF (Y) ) .

Drop (epp(v))

En particular, dy es un isomorfismo si y sélo si ep.(yy es un isomorfismo.

Demostracion. Sea Y € mod(I"). Consideremos los siguientes isomorfismos
naturales

ANTT(T@Y)) Ao A(T, Dior (por (T, Dr(Y))))
AT, Dpor (rer (T', Dr(Y)))) = Dree D (T, Daor (rer (T', Dr(Y))))
DresDra (T, Dos (oo (T, Dp(Y)))) ——rortiw) Dror (A (T,reon (T, Dr(Y))),

con Z = Homy (T, Daos Extop (T, Dr(Y))) y W = Hompep (T, Dr(Y)). Defini-
mos
@y := Drop () yzHomp (T, 0y ).

Veamos que ®y satisface las hipdtesis del Lema. En efecto, seany € Y, t € T
y f € Homreo (T, Dr(Y')). Entonces,

Dres (epp(v)) (7w (9) (@ f)) = W () eprry (T @ f
= enr(n)(t® f)(y) = f()(y).
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Por otro lado, tenemos la siguientes igualdades

Py oy (y)(t ® f) = Droo (pw)yzHoma (T, ny ) dy (y) (t ® f)
= Y2y Oy (Y)pw (t @ f)
= uw (t ® f)nydy(y)
= nydy (y)(t)(f)
=ny(t@y)(f) = f)(y)

]

Corolario 4.5.6. Usando la notacion anterior, se tiene que Y € TFTl sty
s6lo si 8y 1Y — Homy (T, T ®r Y) es un isomorfismo.

Demostracion. Dado que T es un ['P-modulo inclinante, tenemos las siguien-
tes equivalencias

Y €Ty <= Dp(Y)c Ty, (Proposicién 4.5.4)
<= €py(y) es un isomorfismo. (Corolario 4.3.8)
<= Jdy es un isomorfismo. (Lema 4.5.5)

]

Ahora podemos probar el resultado principal de este capitulo, que esta-
blece una relacién entre mod(A) y mod(I"). Dicho resultado es conocido como
el Teorema de Brenner y Butler.

Teorema 4.5.7. Sea T un A-mddulo inclinante y I' := End, (T)°. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Los funtores Homp(T,—) : T+ — T' y T @p — : T — T son
equivalencias casi-inversas.

b) Los funtores Exti (T, —) : T+ — T ° y Torl (T, =) : Ty — T1o son
equivalencias casi-inversas.

Demostracion. a). Sea M € T, Veamos que Homy (T, M) € Ty *. En efecto,
por el Teorema 4.3.4 d) existe una sucesién exacta

0—>L—-T —-M-=0
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con T" € add(T) y L € T+, Aplicando el funtor Hom, (T, —) a la sucesién
exacta anterior, obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 — Homy (7', L) — Hom (7, T") — Homy (T, M) — 0.

Luego, aplicamos el funtor 7' ®r — a la sucesién exacta anterior, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas, puesto que Hom (7T, 7") €
P(T) y consecuentemente Tor} (T, Homy (T, 7")) = 0

0~} (T.A(T. M) —="(TA(T, L)) —="(T.A(T.T"))

0 L T

Por el Corolario 4.3.8, tenemos que €y, e+ son isomorfismos. Con lo cual
Tor! (T, Homy (T, M)) = 0, por el Lema de los cinco.

Reciprocamente, sea Y € T; FT . Entonces, existe un epimorfismo p : [ — Y,

que induce otro epimorfismo ¢ : 7" = T @ I'™ & ®r Y, y asi, por el

Teorema 4.3.4 c), se sigue que, T ®p Y € gen(T) = T+,

Por el Corolario 4.3.8 €); es un ismorfismo natural y del Lema 4.5.6, se
tiene que, dy es un isomorfismo funtorial. Concluimos que, T+ y TFT ! son
categorias equivalentes.

b). Sean N € T4 y 0 - N — I — J — 0 una sucesién exacta, con
I € Z(A). Dado que I € T+, se tiene que J € TH, ya que T es una
clase de torsién. Luego, aplicamos el funtor Homy (7', —) a la sucesién exacta
anterior, obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 — Homy (T, I) — Homu (T, J) — Exty (T, N) — 0.

Aplicando el funtor T' ®r — a la sucesion exacta anterior, se tiene el si-
guiente diagrama conmutativo con filas exactas, puesto que J € T*, y asf,
Homy (T, J) € T{* por a)

0 _>l;(T7 zl\(Ta N)) - F<T7 A<T7 [)) _>F(T7 A(Ta J)) - F(T7 fl\(Ta N))

El!e’Nl ql E‘]l

0 N I J 0,

donde €y esta dada por la propiedad universal del Kernel. Por el Corolario
4.3.8, €1, €; son isomorfismos. Luego se sigue, del Lema de los cinco, que €y

——=0
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es un isomorfismo y T ®r Ext} (T, N) = 0, con esto T ®r Ext} (T, N) 2 N y
Ext} (T, N) € T, °.

Dualmente, sean X € TFTO y0— @ — P — X — 0 una sucesion exacta
con P € P(T'). Por la Proposicién 4.5.4, TFTO es una clase libre de torsion,
y se sigue de la Proposicion 4.1.7, que @) € TFT . Por otro lado, aplicando el
funtor T"®r — a la sucesion exacta anterior, obtenemos la siguiente sucesion
exacta

0— Torl (T, X) = T®rQ =T ®pr P — 0.

Por a), tenemos que T ®r Q € T+, Aplicando el funtor Homy (T, —), por lo
anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 Q P X

R

0 _>A(T> {(T’ X)) - A(T’ F(Tv Q)) —>A(T7 F<T7 P)) - /l\(T’ I;(Tv P))>

donde 0’y esta dada por la propiedad universal del Cokernel. Por el Corolario
4.5.6, é¢g, dp son isomorfismos. Finalmente, por el Lema de los cinco 0’ es
un isomorfismo y Homy (T, Tor} (T, X)) = 0, con ello Tor} (T, X) € T+ y
Ext} (T, Torl (T, X)) = X.

Por lo tanto, 740 y TFT  son categorias equivalentes. [

Una consecuencia del Teorema de Brenner y Butler es la versién del Teo-
rema de Morita para algebras de artin.

Teorema 4.5.8. Sean P € mod(A) un progenerador y I' = Endy(P)%P.
Entonces, el funtor Homy (P, —) : mod(A) — mod(T") es una equivalencia de
categorias con casi-inversa P ®@p — : mod(I') — mod(A).

Demostracion. Por la Proposicién 4.4.2, P es un A-médulo inclinante; y dado
que A € add(P), se tiene que P = Homy (A, P) € P(T"). Por el Teorema de
Brenner y Butler, tenemos la siguiente equivalencia de categorias

Homy (P, —) : P = mod(A) — P = mod(T).
[

El siguiente corolario nos dice que la composicion de funtores, que apare-
cen en el Teorema de Brenner y Butler, que no son cuasi-inversos se vuelve
cero.
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Corolario 4.5.9. a) Sea T un A-mddulo inclinante y I' :== End, (T)°?. Para
M € mod(A), las siguientes condiciones se satisfacen.

1) Tor! (T, Hom, (T, M)) = 0.
1) T @r Exth (T, M) = 0.
111) La sucesion candnica de M en (T, T+0) estd dada por
0 — T ®@pr Homy (T, M) 2 M — Torl (T, Ext} (T, M)) — 0.
b) Para X € mod(I"), las siguientes condiciones se satisfacen.
1) Homy (T, Torj(T, X)) = 0.
1) Exty (7,7 @r X) = 0.
1) La sucesion candnica de X en (T'°, T'1) esta dada por
0 — Ext} (T, Tork(T, X)) — X 2 Homa(T, T & X) — 0.

Demostracion. Sélo probaremos a), ya que la prueba de b) es anéloga.

Sea
0—t(M)— M — M/t(M) — 0,

la sucesién canénica de M en (T, T+0). Aplicamos el funtor Hom, (7'-) a
la sucesion candnica, con ello tenemos las siguientes sucesiones exactas

0 — Homy (7', t(M)) — Homy (T, M) — 0,
0 — Ext) (T, M) — Exth (T, M/t(M)) — 0.
Por el Teorema de Brenner y Butler tenemos los siguientes isomorfismos
Tor} (T, Homy (T, M)) = Tor} (T, Homy (T, t(M))) = 0,
T ®r Exty (T, M) = T ®r Exty (T, M/t(M)) = 0.

Solo basta ver los siguientes isomorfismos 7" @p Homy (T, M) = t(M) y
M/t(M) = Torl (T, Ext{(T, M)). En efecto, por el teorema de Brenner y
Butler a)

t(M) =T ®@pr Homy (T, t(M)) = T ®r Homa (T, M),
y por la escinde b)
M /t(M) =2 Tor! (T, Ext} (T, M/t(M))) = Torl (T, Ext} (T, M)).

Por lo tanto, la proposicién se sigue del Corolario 4.1.9. O



4.5. EL TEOREMA DE BRENNER Y BUTLER 105

El siguiente lema, que estableceremos sin prueba, nos ayudara a dar ejem-
plos de las equivalencias en K-algebras de dimension finita, con K un campo
algebraicamente cerrado.

Lema 4.5.10. Sea A una K-dlgebra de dimension finita, con K un campo
algebraicamente cerrado, T =Ty ® Ty ® --- & T,, € mod(A) un A-mddulo
inclinante, con T; € ind(A) V1 <i<n, T, 27T; sii#jyl =Ends(T)".
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Seanp; : T — T; la proyeccion candnica, ij : T; — T la inclusion candnica
yej =1i;p; Vje{1,2,---,n}. Entonces, {e1,€a,--- ,e,} es un sistema

completo de idempotentes ortogonales primitivos en I'. Ademds T'e; =2
Homy (T, 7T;) V¥V j € {1,2,--- ,n}.

b) dim(Homa (T, M)) = [dimyHomu (T, M), - - - , dimHompu (T;,, M)]
VMeTH.

c) dim(Ext} (T, N)) = [dimHoma (N, 7(T1)), - - - , dimHom (N, 7(T,))]*
V N € To.

Demostracion. Ver [ASS, Lema 3.10]. O

Veamos algunos ejemplos usando el lema anterior (ver [ASS] y [ACPV]).

Ejemplo 4.5.11. Sean A el dlgebra de caminos dada por el siguiente carcaj
sin relaciones

Ol<—02<—03

y T :=100 & 111 ¢ 001. En esté ejemplo denotaremos representaremos a ca-
da A-modulo inescindible por su vector dimensién, dado que es unico.
Veamos que T es un moédulo inclinante. En efecto, ya que A es una algebra
de caminos con carcaj finito, se tiene que A es hereditaria y por lo tanto
pd(T) < 1.

Por otra escinde, ya que 100, 111 son médulos proyectivos y 111, 001 son
modulos inyectivos, por el Corolario 3.2.21, tenemos los siguientes isomorfis-
mos

Ext} (T, T)= Ext) (001, 100)
=~ DrHomy (100, 7(001))
=~ DgHom, (100,010) = 0.
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Para finalizar, tenemos la siguiente sucesién exacta
0—A=100®110@ 111 — 100 & (111)* — 001 — 0,

donde 100 ¢ (111)2,001 € add(T). Por lo tanto T es un médulo inclinante.
Veamos la representaciéon de su par de torsién (741, T+°) en el siguiente
carcaj de Auslander-Reiten

T4 Tto

100 010 001
110 011
111

Por el Lema 4.5.10, tenemos las siguientes férmulas de los vectores
dimension

Hom, (T, 100) = 100, Homy (T, 111) = 110,
Hom, (T, 001) = 011, Hom, (T,011) = 010.
Ext} (T, 010) = 001,

Por lo tanto I' = End, (T')° es el dlgebra de caminos dada por el carcaj

con relacion af = 0.
El par de torsion (TFT 0, TFT ') esta representado en el siguiente carcaj de
Auslander-Reiten

To T
TF TF
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110

N

100 010 001

N,

011

Ejemplo 4.5.12. Sean A el algebra de caminos dada por el carcaj

con relacién Sfa = 0y el A-modulo T := 1101 ¢ 0101 & 0111 & 0001. En esté
ejemplo denotaremos representaremos a cada A-moédulo inescindible por su
vector dimension.

Veamos que 7T es un modulo inclinante. En efecto, 1101 es un médulo pro-
yectivo y ademas tenemos las siguientes resoluciones proyectivas

0 — 1000 — 1101 — 0101 — O,

0 — 1100 — 1101 © 0110 — 0111 — O,
0 — 1100 — 1101 — 0001 — 0.

Por la Proposicién 2.8.10 pd(T") = 1.

Por otra escinde, dado que 1101 es un modulo proyectivo y 1101, 0111, 0001
son modulos inyectivos, del Corolario 3.2.21, tenemos los siguientes isomor-
fismos.

Ext} (T, T)= Ext} (0101 @ 0111 & 0001, 0101)
= DrHom, (0101, 7(0101 @ 0111 @ 0001))
=~ DrHom, (0101, 1100 & 0100 @ 0110) = 0

Para finalizar, tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — A =1000 1100 ® 0110 @ 1101 — 0111 & (1101)* — (0001)* & 0101 — 0,
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donde 0111 & (1101)3, (0001)? @ 0101 € add(T). Por lo tanto T es un médulo
inclinante. Veamos la representacién de su par de torsiéon (T, 7+0) en el
siguiente carcaj de Auslander-Reiten

T Tt

0001

/

0111

/\\

0101 0010
/
1101

Por el Lema 4.5.10, tenemos las siguientes féormulas de los vectores
dimension

Hom, (T, 1101) = 1000, Hom, (T,0101) = 1100,
Hom, (T,0111) = 1110, Hom, (T, 0001) = 1111,
Hom, (T, 0010) = 0010, Ext} (T, 1000) = 0100,
Ext} (T, 1100) = 0111, Ext} (T,0100) = 0011

Ext) (T,0110) = 0001,

Por lo tanto I' = End, (T")? es el dlgebra de caminos dada por el siguiente
carcaj sin relaciones

El par de torsién (TFT o TFT 1) estd representado en el siguiente carcaj de
Auslander-Reiten

To
Ty T
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1111
/ \
1110 0111
1100 0110 0011
1000 0100 0010 0011

4.6. Consecuencias del teorema de Brenner y
Butler

Lema 4.6.1. Sean T un A-mddulo inclinante, T := End,(T)? y M € T.
Entonces, pd(rHomy (7, M)) < pd(aM).

Demostracion. Sila dimensién proyectiva de M es infinita, no hay nada que
probar.

Supongamos que pd(M) < oco. La prueba se hard por induccién sobre n =
pd(M). Si pd(M)=0, se tiene que, M es proyectivo. Dado que

M e (TH)ynT*,
y por el Teorema 4.3.4 e), M € add(T). Luego, por el Teorema 3.1.14
Hom (7', M) es un I'-médulo proyectivo, con lo cual pd(Homy (7, M)) = 0.
Por otro lado, por el Teorema 4.3.4 d), existe una sucesién exacta
0=L—->T —=M=0 (*)

tal que 7" € add(T") y L € T+, que induce la siguiente sucesién exacta

0 — Homy (7', L) — Homy (T, T") — Homy (T, M) — 0.
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Sea pd(M)=1. Aplicando el funtor Homy(—, N), con N € T+, a la sucesién
(*), tenemos la siguiente sucesién exacta

0 = Ext} (7", N) — Ext) (L, N) — Exti(M,N) = 0.

Entonces L € +1(TH) N T+ y por el Teorema 4.3.4 L € add(T), con
lo cual Homy (7, L) es un moédulo proyectivo (ver Teorema 3.1.14) y asi
pd(Hom, (T, M)) < 1.

Supongamos que n > 2. Como pd(7”) < 1, tenemos por la Proposicién 2.8.8
que pd(L) < n — 1. Luego, por hipétesis de induccién pd(Homy (T, L)) <
n — 1, ya que Homy(7,T") es un I'-médulo proyectivo. Ahora bien, de la
Proposicién 2.8.8, se sigue que

pd(Homy (T, M)) < pd(Homy (T, L)) + 1 < n.

Teorema 4.6.2. |gl.dim(A) — gl.dim(T")| < 1.

Demostracion. Sean X € mod(I') y 0 - Z - P — X — 0 una su-
cesion exacta de con P un ['-moédulo proyectivo. Por la Proposicion 4.5.4
TFT ! es una clase libre de torsion, y de la Proposicién 4.1.7, se tiene que
Z € TrTl. Luego, por el Teorema de Brenner y Butler, existe M € T+ tal
que Homy (T, M) = Z, por el Lema 4.6.1 y la Proposicién 2.8.8 tenemos las
siguientes desigualdades

pd(X) < pd(Z) +1 < pd(M) +1 < gl.dim(A) + 1.

Con lo cual, gl.dim(I') < gl.dim(A) + 1. Por otro lado, por la Proposicién
4.5.2, T es un I'P-mdédulo inclinante y por la Proposicién 4.5.3 Endres (7T") =
A. Por lo anterior, tenemos que gl.dim(A) < gl.dim(I") + 1 y por lo tanto
gl.dim(A) < gl.dim(T") + 1. O

Otra aplicacion, del teorema de Brenner y Butler y el lema de Bongartz,
es dar condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando un médulo
inclinante parcial es inclinante.

Proposicion 4.6.3. La correspondencia
(ol Ko(A) — Ko(r)
[M] s [Homy (T, M)] — [Exty (T, M)],

es un isomorfismo de grupos abelianos.
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Demostracion. Veamos que ¢ esta bien definida. En efecto, sea 0 — L —
M — N — 0 una sucesién exacta en mod(A). Dado que pd(7') < 1, tenemos
la siguiente sucesion exacta

0= A(T, L) = A(T, M) = o(T,N) = \(T, L) = (T, M) — (T, N) — 0.
Por el Lema 3.1.11, tenemos que
(A(T, M)] = [\(T, M)] = [o(T, L)] + [o(T, N)] = [A(T, L)] = [A(T, N)].

Por lo que, ¢ es un homomorfismo de grupos abelianos. Sea S € mod(T")
simple. Dado que (TFT o TFT ') es un par de torsién, tenemos por el Corolario
4.1.10, que S € TFTO o bien S € TFTl.

Sise TrT  por el Teorema de Brenner y Butler, se sigue que

Ext} (T, Tor} (T, S)) = S
y por el Corolario 4.5.9 Homy (7', Torj (T,S)) = 0. Con lo cual
p(—[Torp(T, S)]) = [S].

Dualmente, si S € T FT ' por el Teorema de Brenner y Butler, tenemos que
Homy (T, T ®r S) = S y por el Corolario 4.5.9 Ext} (T, T ®r S) = 0. Conse-
cuentemente
o([T'®r 5]) = [S].

Por lo tanto, ¢ es un epimorfismo y asi rkKgy(I') < rkKg(A). Por otro lado, por
la Proposicion 4.5.2, T es un I'P-médulo inclinante y por la Proposicion 4.5.3
Endres (7") = A. Por lo anterior, rkKo(A) < rkKo(I'). Finalmente, rkKo(A) =
rkKo(T"), lo cual implica que, ¢ es un isomorfismo. ]

Teorema 4.6.4. Sean X un A-mddulo inclinante parcial y
X=2X'eX3 @ --dX"

una descomposicion en mddulos inescindibles tales que X; 2 X; si it # j.
Entonces, X es inclinante si y sdlo si n = rkKg(A).

Demostracion. Supongamos que X es inclinante. Sea IV = End, (X). Por el
Teorema 3.1.14, n = rkKy(I") y por la proposicion 4.6.3 n = rkKq(A).

Reciprocamente, por el Lema de Bongartz existe un A-médulo E tal que
X @ E es inclinante. Luego, por la parte anterior, el nimero de sumandos
directos inescindibles no isomorfismos dos a dos de X @ F es igual a rkKy(A).
Por hipétesis n = rkKy(A), con lo cual F € add(X) y por lo tanto X es
inclinante . O]
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Veamos la conexién entre las sucesiones que casi se escinden en mod(I).

Definicién 4.6.5. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := End, (7). Deci-
mos que una sucesion 0 — Y — Z — X — 0, que casi se escinde en mod(T),
es una sucesion de conexion siY € To' y X € Tp°.

La siguiente proposicién muestra que hay un nimero finito de sucesiones
de conexién en mod(T).

Proposicion 4.6.6. Sea 0 - Y — Z — X — 0 una sucesion de conexion
en mod(I"). Entonces, existe I € ind(A) inyectivo tal que

Y = Homy (T, I).

Demostracion. Dado que Y € TFTI7 por el Teorema de Brenner y Butler,
existe I € T tal que Y = Homy (T, ). Sea

E:0—=1—-J—=L—=0

una sucesién exacta con J un A-médulo inyectivo. Dado que J € T+ y T

es una clase de torsién, se sigue que L € T+, Aplicando el funtor Homy (T, —)
., . . . ., T

a la sucesion exacta £, se obtiene la siguiente sucesion exacta en 1!

n:0—Y — Homy(7,J) - Homs (T, L) — 0.

Veamos que 7 se escinde. En efecto, ya que por hipétesis 77 1Y) = X € TFTO;
por la Proposicién 4.1.11, se tiene que Y € (TFTl)Ll. Luego, por el Corolario
4.5.9, se sigue que Homy (T, L) € TFTl, con lo cual 7 se escinde. Por otro lado,
por el Teorema de Brenner y Butler, se tiene que T'®r 1 es isomorfa a &, con
lo cual £ se escinde y se deduce que I es un A-moddulo inyectivo. Finalmente,
puesto que Y es inescindible y T' ®p — : TFT U — T es una equivalencia de
categorias, concluimos que T' ®r Y = [ es inescindible. O

No todos los médulos inyectivos inescindibles estdan en correspondencia
con las sucesiones de conexiéon. El siguiente teorema, conocido como el Lema
de conexidn, caracteriza los inyectivos inescindibles que lo hacen y determina
el término en la derecha de la sucesion.

Teorema 4.6.7. Sean T un A-mddulo inclinante, I' := Enda(T)? y S un
A-mdédulo simple. Entonces,

Tfl(HomA(T, Ih(9))) = Ext}\(T, Po(S5)),
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donde 1y(S) es la envolvente inyectiva de S y Po(S) es la cubierta proyectiva
de S.
En particular, Homp (T, 15(S)) € Z(T') si y sdlo si Po(S) € add(T).

Demostracion. Como Py(S) es inescindible, por el Teorema 4.3.4 existe una
sucesion exacta
n:05Py(S) =T LT =0

conT", 7" € add(T). Luego, aplicamos el funtor Homy (—, T") an y obtenemos
la siguiente sucesion exacta

0 — Homa (7", 7) "™ Homy (7", T) — Homy (Po(S), T) — 0,

la cual induce la siguiente sucesion exacta

7FDP)

0 = ron(a(Po(S), T), ) — par (u(T", T),T7) "L
— TrHomy (P (S),T) — 0.

Top (A (T//, T), FOP)

Por otro lado, consideramos el isomorfismo funtorial
Homy (T, T") — Homrer (Hom (77, T), Homy (T, T')),

dado por (f — Homy (f,T)), cuando 7" = T'. Como el funtor Homy (—,T") es
aditivo, tenemos que el morfismo anterior es un isomorfismo V 7" € add(T).
Luego, aplicamos el funtor Hom (7', —) a n y obtenemos la siguiente sucesién
exacta

0= A(T,Po(S)) = A(T.T) "5 (T, T") = (T, Po(S)) — 0.
De lo anterior, tenemos los siguientes isomorfismos de I'-mddulos.
Ext) (T, Po(S)) = Coker(Homy (T, f))

= Coker(Homrop (Homy (f,T),T))
= TrHomy (Po(S5), T).
Por el Lema 3.1.13, tenemos que Homy (Po(S), T") = DrHomy (7', 15(S)) v por
ende, los siguientes isomorfismos
Ext} (T, Po(S)) = TrHomy (Po(S), T)
= TrDrHomy (7', 1y(S))
>~ 7~ (Homy (T, 19(9))).
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Finalmente, si Py(S) € add(T), se sigue de lo anterior que
7 (Homy (T, 15(S))) = Exty (T, Po(S)) = 0

y por la Proposicién 3.2.16 Homy (7', 1y(.S)) es un I-médulo inyectivo.
Reciprocamente, si Homa (7, 13(.S)) es un I'-mddulo inyectivo, por la Propo-
sicién 3.2.16, tenemos que Ext} (T, Po(S)) = 0, con lo cual

Po(S) € *(TH)nTH.
Por el Teorema 4.3.4, concluimos que Py(.S) € add(T). O
Por tltimo, veamos unas aplicaciones del Lema de conexién.

Corolario 4.6.8. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := Enda(T')°P. Enton-
ces, para cada I € TFTl inyectivo inescindible existe un A-modulo simple S
tal que I = Homy (T, 1(S)) y Po(S) € add(T'), donde I(S) es la envolvente
inyectiva de S y Po(S) es la cubierta proyectiva de S.

Demostracion. Sea I € T* inyectivo inescindible. Por el Teorema de Bren-
ner y Butler, existe M € T tal que Homy (T, M) = I. Consideramos
to : M — Io(M), la envolvente inyectiva de M. Esta induce, la siguiente
sucesion exacta

n:0— M —=Ig(M)— QM) —0.

Luego, aplicamos el funtor Homu (7', —) a n y tenemos la siguiente sucesién

exacta
0 — I — Homy (T, 15(S)) — Homy (T, Q1 (M)) — 0.

Dado que I es inyectivo, tenemos que la sucesion anterior se escinde. Por
lo tanto, usando equivalencia Homy (T, —) : T+ — TPTl se sigue que 7 se
escinde. Con lo que M = Iy(S) para algin A-mddulo S simple. Por tltimo,
por el Lema de conexién Py(S) € add(T). O

Corolario 4.6.9. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := Enda(T)?. En-
tonces, X € ind(I") es inyectivo y proyectivo si y sdlo si existe un A-mddulo
simple S tal que X = Homy (T, 16(S5)), Po(S) € add(T") y I(S) € add(T).

Demostracion. Supongamos que X es ['-modulo inyectivo y proyectivo ines-
cindible. Por el Teorema 3.1.14, existe un sumando directo inescindible T’
de T tal que X = Homu(T,7"). Luego, por el Corolario 4.5.9, se tiene
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que X € T; FT 1. por el Corolario 4.6.8, existe un A-mddulo simple S tal que
T = 15(5) y Po(S) € add(T).

Reciprocamente, supongamos que X = Homy(7T,1(S)), Po(S) € add(T) y
I(S) € add(T'). Entonces, por el Lema de conexidn, se deduce que X es un
[-modulo inyectivo; y por el Teorema 3.1.14, se tiene que X es un I'-mddulo
proyectivo inescindible. O

Corolario 4.6.10. Sean T un A-mddulo inclinante, T' := Endy(T)? y S
un A-mddulo simple tal que Py(S) ¢ add(T). Consideramos la sucesion de
conexion en mod(I")

0 — Homy (T, 15(S)) & Z % Ext! (T, Py(S)) — 0.
Entonces, la sucesion candnica de Z en (T °, Tp ') es
0 — Ext} (T, rad(Po(S))) = Z — Homy (T, 14(S)/S) — 0.

Demostracion. Por el Corolario 4.1.10, se tiene que S € T+ o bien S € T+°.
Si S € T+, tenemos que la siguiente sucesién exacta estd en T

0= S5 1,(5) S 1,(S)/S — 0.

Notemos que ¢g; no es un isomorfismo. Luego, aplicamos la equivalencia
Homy (T, —) : T+ — T* a la sucesién exacta anterior, con lo cual obte-
nemos la siguiente sucesion exacta en T} !

0 — Homy (T, S) & Homa (T, 1o(S)) % Homa(T, I,(S)/S) — 0.

Puesto que ¢g; no es un isomorfismo, se tiene que ¢’ no es un split-mono. Por
otro lado, consideramos la sucesion radical de Py (.S)

0 — rad(Po(S)) — Po(S) — S — 0.
Del Teorema de Brenner y Butler, se sigue que
Po(S) = T ®@r Exty (T, Py(S)) € T,

Aplicando el funtor Homy (7', —) a la sucesién radical de Py(.S), de lo anterior
se tiene la siguiente sucesién exacta

0 — Homy (T, S) &5 Ext) (T, rad(Py(S))) L Extl (T, Po(S)) — 0.
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Aseguramos que la sucesion anterior no se escinde. En efecto, suponga-
mos que la sucesién anterior se escinde. Entonces, existe un epimorfismo
p : Exti(T,rad(Po(S))) — Homy(T,S), lo cual es una contradiccién, ya
que por el Corolario 4.5.9 a), se tiene que Ext}(T,rad(Po(S))) € Tp° y
Homy (T, S) € T *. Con ello ¢ no es un split-epi. Dado que f casi se escinde
a la izquierda y g casi se escinde a la derecha, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Ker(h) : AT, S)
e
AT, rad(Po(S5))) —=0

AT, rad(Po(S5)))

D'—1<—O<—©

Jh g’
0— (T, T9(S)) —2 Z L (T, 1(S)) 0
\ -
AT, 1o(S)) ——=a(T,1o(5)/5) 0

O=<—

Luego, por el Lema de la serpiente, obtenemos la siguiente sucesion exacta
0 = Ker(h) = A(T,5) = A(T,S) = A(T,15(S)) — A(T,15(S)/S) — 0.

Ahora bien, por la Proposicién 4.1.7, tenemos que Ker(h) € T ° y asi con-
cluimos que Ker(h)=0. Como kf = ¢, se deduce que k es un epimorfismo
y por lo tanto la siguiente sucesion es exacta, puesto que las laterales en el
diagrama anterior lo son

0 — Ext! (T, rad(Po(S))) 2 Z & Homa (T, 1o(S)/S) — 0.

Si S € T+o, la prueba es anéloga. n

4.7. Mobdulos inclinantes que dividen

Definicién 4.7.1. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := End, (7). Deci-
mos que
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a) T separa si el par de torsién (T4, T+0) se escinde.
b) T divide si el par de torsion (Tp°, Ty ') se escinde.

Veamos la utilidad de los mdédulos inclinantes que dividen en la caracte-
rizacién de las sucesiones que casi se escinden en mod(I").

Proposicién 4.7.2. Sean T un A-mddulo inclinante que divide, T' :== End, (T)°P
)
n:0=7(M)L L5 M0

una Sucesion que casi se escinde.

a) Si todos los términos de n estan en T, entonces la sucesion eracta

0 — Homy (7, 7(M)) "™ Hom, (7, L) """ Hom, (T, M) — 0

casi se escinde.

b) Si todos los términos de 1 estdn en T+, entonces la sucesion exacta

0 — Exti (T, 7(M)) "2 Bxd (7, 1) P Bt (T, M) = 0

casi se escinde.

Demostracion. Sélo probaremos a), ya que la prueba de b) es anédloga.
Veamos que el morfismo Homy (7, f) es irreducible. En efecto, dado que
Homy (T, —) : T+ — TFT ! es una equivalencia de categorias, se deduce que
los I'-médulos Homy (T, 7(M)), Homy (T, M) son inescidibles, Homy (7', f) no
es un split-mono, ni split-epi.

Sean h : Homa (T, 7(M)) — Z y k : Z — Homy (T, L), con Z inescindible, tal
que Homy (T, f) = kh. Notemos que k # 0, y puesto que TFT ! es una clase libre
de torsién, del hecho que Homy (7', f) # 0, concluimos que Z € TFT 1. Por el
Teorema de Brenner y Butler, existen £ € T+ b : 7(M) - Ey k' : E — L,
tales que, Hom, (T, E) = Z, Homy (T, h') = h y Homu (T, k") = k. Asi pues,
tenemos que f = h'K', por lo que h’ es un split-epi o &k’ es un split-mono,
consecuentemente h es un split-epi o £ es un split-mono.

Similarmente, Homy (7, g) es un morfismo irreducible. Luego, por el Teorema
3.2.9 la sucesion n casi se escinde. ]
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Proposicién 4.7.3. Sean T un A-mddulo inclinante que divide, I' :== End, (T")°P
y Y un I'-mddulo inescindible no proyectivo. Consideramos la sucesion que

casi se escinde
n:0—=-7Y)—>2Z—-Y —0.

Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones

a) Todos los téminos de 1 pertenecen a Ty *;
b) Todos los téminos de 1 pertenecen a Tp °;

c) n es de la forma
0 — A(T,15(S)) — A(T,15(S)/S)® ) (T, rad(Po(S))) — L (T, rad(Po(S))) — 0,

para algin A-mddulo simple S tal que su cubierta proyectiva Po(S) ¢
add(T).

Demostracion. Como el par de torsién (Tp°, Ty ') se escinde, tenemos que
Y € T/" o bien Y € T}°.

Supongamos que Y € TFTl. Por la Proposicion 4.1.18, se tiene que 7(Y) €
TFT '.y dado que TFT ! es cerrada por extensiones, se sigue que Z € TFT L.

Por otro lado, si Y € TFTO yT(Y) € TFTO, del hecho que TFTO es cerrada por
extensiones, tenemos que Z € TFT o,

Por 1ltimo, supongamos que Y € TFT *y 1Y) € TFT '. Por la Proposicion
4.6.6 y el Teorema 4.6.7, n es de la forma

0 — Homy (T, Io(S)) = Z — Exty (T, rad(Py(9))) — 0,

con S un A-médulo simple tal que su cubierta proyectiva Py(S) ¢ add(T).
Por el Corolario 4.6.10 la sucesién canénica de Z en (T1°, 77 ') es

0 — Ext} (T, rad(Po(S))) = Z — Homy (T, 1(S)/S) — 0.
La cual se escinde por la Proposicion 4.1.18. O]
Dualmente, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.7.4. Sean T un A-mddulo inclinante que divide, I :== End, (T")°P
y X € ind(I") no inyectivo. Consideramos la sucesion que casi se escinde

0= X = Z -7 HX)—0.

Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones
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a) Todos los téminos de & pertenecen a TFTl.
b) Todos los téminos de £ pertenecen a TFTO.
c) & es de la forma
0 = A(T,10(5)) = MT,1o(S)/S)@p (T, rad(Po(S5))) = A(T,rad(Py(S))) — 0,

para algin A-mddulo simple S tal que su cubierta proyectiva Po(S) ¢
add(T).

El Proceso de Proyectivizacion nos dice cudales son los I'-moddulos proyecti-
vos inescindibles. La siguiente proposicién nos indica cuales son los I'-mdédulos
inyectivos inescindibles.

Proposicion 4.7.5. Sean T un A-mddulo inclinante que divide y I' =
Enda (7). Consideremos {1y, ,Tr, Try1,- -, Tris} una lista completa de
sumandos directos de T inescindibles no isomorfos dos a dos tal que T; es un
A-mddulo proyectivo, S; = T;/rad(T;) V1 <i <71y T,1j no es un A-mddulo
proyectivo ¥V 1 < j <'s. Entonces

{A<T7 10(51))7 T >A(Ta IO(ST))’ }\(T, T(TTJrl))’ T 711X(T> T(Tr+8>>}7

es una lista completa de I'-maédulos inyectivos inescindibles no isomorfos dos
a dos.

Demostracion. Si s = 0, por el Teorema 4.6.4, tenemos que {Sy,---,S,} es
una lista completa de A-mdédulos simples. Con lo cual

{Hom (T, 1(S1)), -+ , Homa(T,1o(S;))}

es una lista completa de I'-moddulos inyectivos por la Proposicion 4.6.3 y el
Lema de conexién, ya que Py(S;) = T;.

Sea s > 1. Luego, tenemos que {Ext} (T, 7(T;41)), -, ExtA (T, 7(T;44))} no
son isomorfos dos a dos. Veamos que Ext} (T, 7(T,;)) es un I'-médulo inyec-
tivoV 1 < j < s. En efecto, supongamos que Ext} (T, 7(7})) no es inyectivo.
Consideremos la sucesién que casi se escinde, que inicia en Ext} (T, 7(Tr4;))

1:0 = Exty(T,7(Toy;)) = Z — 7 (Exty (T, 7(Tr45))) — 0.

Del Corolario 4.5.9, se sigue que Ext} (T, 7(T,;;)) € Ty °; por la Proposicién
4.1.16, se tiene que 7 (Ext} (T, 7(T,;))) € Ty °, dado que T} es cerrada por
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extensiones, concluimos que Z € Ty °. Aplicando la equivalencia Tor! (T, —) :
TFT 0 — T+o a n, obtenemos la siguiente sucesién exacta

£:0=>7(T4;) =L —N—0.

Luego, por la Proposicién 3.2.16, se tiene que 77 (7(T,4,)) = T,1; € T
por la Proposicién 4.1.11, tenemos que 7(7,..;) € *1(T+0), y asi, £ se escinde
y consecuentemente 7 se escinde, lo cual es una contradiccion. El resultado
se sigue ahora del Teorema 4.6.4. O

Lema 4.7.6. Sean T un A-mddulo inclinante, T := Endy(T)?, M € T+ y
N € T+o. Entonces, tenemos los siquientes isomorfismos funtoriales

Exty (M, N) = Exty ' (Homy (T, M), Ext) (T, N))  Vi>1.

Demostracion. Sea
n:0—=+N—=I—=L—=0

una sucesién exacta con I un A-mdédulo inyectivo. En particular, se sigue que
I €T+, y dado que T+ es cerrada por cocientes, concluimos que L € T,
Por el Teorema de Brenner y Butler, tenemos los siguientes isomorfismos
funtoriales

Ext(Homy (T, M), Homy (T, 1)) & Exty (M, 1) =0  Vi> 1.

Por otro lado, aplicamos el funtor Hom (7', —) a 7, obtenemos la siguiente
sucesién exacta

0 — Homy (T, I) — Homu(T, L) — Ext} (T, N) — 0.

Aplicando el funtor Homp(Homy (T, M), —) a la sucesién exacta anterior, se
obtiene la siguiente sucesion exacta

0— F(A(T7 M)aA(Ta I)) — F(A<T7 M)vA(T7 L)) — F(A(T7 M),}‘(T, N)) — 0

Por el Lema 4.5.1 a) y la propiedad universal del Cokernel, tenemos el si-
guiente isomorfismo natural

Homp(Homy (T, M), Ext} (T, N)) = Ext, (T, N)
y las siguientes sucesiones exactas V ¢ > 1,

0— %(A(T7 M)aA(Tﬂ L)) - %+1(A(T> M),}\(T, N)) — 0.
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Por lo tanto, se tienen los siguientes isomorfismos naturales

Exti™ (M, N) = Exth (M, L) = Ext.(Homy (T, M), Homy (T, L))
>~ Extp.(Homy (T, M), Ext) (T, N)).

]

Para finalizar esta seccion, el siguiente teorema debido a Hoshino nos da
condiciones necesarias y suficientes para ver que un A-mdédulo inclinante T
separa o divide.

Teorema 4.7.7. Para T un A-mddulo inclinante y T' := End,(T)?, las
sigutentes condiciones se satisfacen.

a) T divide si y sélo siid(N) =1V N € T+ — {0}.
b) T separa siy solo si pd(X) =1V X € T{° — {0}.

Demostracion. Probaremos sélo a), ya que la prueba de b) es andloga.

Supongamos que id(N)=1V N € T+ — {0}. Por la Proposicién 4.1.18, es
suficiente probar que Ext{.(Y,;X) =0V X € TFTO yvVY e TFT1. En efecto,
sean X € T/ y Y € Ty . Por el Teorema de Brenner y Butler, tenemos que
existen M € T+ y N € T+ tales que, X = Ext} (T, N) y Y = Homy (T, M).
Entonces, por el Lema 4.7.6, tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

ExtL(Y, X) & Exth(Homy (T, M), Exth (T, N)) = Ext (M, N) = 0.

Reciprocamente, si T divide. Sean N € T+ — {0} y

9° g' 92
0= N=I(N)=>L(N)=> LN)—---,

una corresolucién inyectiva de N, Ly = Im(g') y L1 = Im(g?). Luego, por
el Lema 4.7.6 y la Proposicion 4.1.18, tenemos los siguientes isomorfismos
funtoriales

Ext} (L1, Lo) = Ext3 (Ly, N) = Ext) (Homy (T, L), Ext} (T, N)) = 0,

del isomorfismo anterior, concluimos que Ly es inyectivo, con lo cual id(N) <
1.

Finalmente, puesto que Z(A) C T+ y 0 # N € T+, se concluye que pd(N) =
1. O]
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Como consecuencia, tenemos una gran variedad de algebras donde todos
los A-moédulos inclinantes dividen.

Corolario 4.7.8. Sean A un dlgebra hereditaria y T un A-mddulo inclinante.
Entonces, T es un A-mddulo inclinante que divide.

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.7.7 a). [

En el apendice A, hay un ejemplo de una R-algebra de artin que no es
una K-algebra de dimensién finita.



Capitulo 5

Teoria inclinante de Miyashita

En este capitulo expondremos una forma, dada por Y. Miyashita en [Mi],
de generalizar los médulos inclinantes inclinantes cldsicos. Ademas, proba-
remos el Teorema de inclinaciéon que generaliza al Teorema de Brenner y
Butler.

En este capitulo, A denotard una R-dlgebra de artin y mod(A) a la categoria
de A-médulos a izquierda finitamente generados.

5.1. Teorema de inclinacion

Definicién 5.1.1. Decimos que T' € mod(A) es n-inclinante, si satisface las
siguientes condiciones.

NT1) pd(T) < n.
NT2) Ext\ (T, T)=0 V1<i<n.
NT3) Eziste una sucesion exacta
O=>A->Ty—-T1— - —=T,—0,
conT; € add(T) VYV O0<i<n.

El siguiente lema sera de utilidad en el resto del capitulo.

123
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Lema 5.1.2. Sean M € mod(A), K € mod(A°P) y una sucesion ezacta

fo

No

0—=N, —>L,_, S A — Lo
Nr—l Nl

donde N; = Ker(f;_1) Vi>0.

a) Sea L;e Mtvo< J <r—1. Entonces, se tienen los siguientes isomor-
fismos ¥V k > 1.

Extk (M, No) = Exts™ (M, Ny) 2 - .- = ExtS™ (M, N,.).

b) Sea L; € *M ¥V 0 < j <r—1. Entonces, se tienen los siguientes isomor-
fismos ¥V k > 1.

Exct} (N, M) = Ext}™ (N,_1, M) & - - 2 Ext§™(No, M).

¢) Sea L; € K"V 0<j<r—1. Entonces, se tienen los siguientes isomor-
fismos V k > 1.

Torp, (K, No) & - - - 2 Torp,; (K, N,—;) = Tory " (K, N,).

Demostracion. La prueba es similar a la del Lema del corrimiento. O]

Teorema 5.1.3. Sean T un A-mddulo n-inclinante y I' := End(T")?. En-
tonces, T es un I'°P-mddulo n-inclinante y A = Endror(T') como A-mddulos
y R-dlgebras.

Demostracion. Por hipdtesis, existe una sucesion exacta
f f fn-1 *
0A=Ty 23T = -5 T, = 0. (*)

Aplicando el funtor Homy(—,T') a la sucesién exacta anterior, tenemos la
siguiente sucesién exacta

0 — Homy(T,,,T) — - -+ — Homy (7, T) — Homy (A, T) =T — 0,
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pues Ext} (Im(f;), T) = Ext} (T, T) =0V 0 <i <n—1, por el Lema 5.1.2.
Maés atin, dado que Homy (7}, T') son I'P-médulos proyectivos, tenemos que
pd(Tt) < n y los siguientes isomorfismos por el Lema 5.1.2

Extho, (T, T) & Extio, (Homy (T, T),T) =0,  V0<i<n.

Ahora bien, aplicando el funtor Homper (Hompa(—,7),T) a (*), tenemos el
siguiente complejo que es exacto en los dos primeros términos

0— EHdr@p(T) — Fop(A(To,T), T) — Fop(A(Tl,T), T) — e
Consideremos los isomorfismos funtoriales de A-mddulos
Q; TZL — HOmFop<HOH’lA(TlL',T),T), (tl — (f — f(tl)),

Vf:T,—>T ¥Vt €T, V0 <i<n. Luego, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

f1

0 A T, fo T

L

0—— Endpop<T) ﬁ-1"017(/\(7})7 T), T) —_— FOP(A<T1, T), T) —_—

Puesto que «; es un isomorfismo V 0 < ¢ < n, concluimos que la segunda
fila del diagrama anterior es una sucesion exacta y o : A — Endres (7') es un
isomorfismo. Similarmente a la Proposicién 4.5.3, se tiene que A y Endres(7")
son R-algebras isomorfas.

Por tltimo, como pd(T") < n, existe una resolucién proyectiva

PAT):0— P(T) B P, (T) "5 ... = Py(T) BT — 0.

Aplicando el funtor Homy (—, T") a la resolucion proyectiva P, (T'), obtenemos
la siguiente sucesion exacta de I'P-moédulos

0 = I'” = Homy (Fy(T), T) — - -+ = Homy (P (T), T) — 0,

va que Ext} (Im(p;),T) = ExtJKrl(T, T) =0V 0<j<n-—1,porel Lema
5.1.2. También, se tiene que Hom (P.(T"),T) € add(1r) V 0 < r < n. Por lo
tanto 7" es un I'’-moédulo n-inclinante. [

Lema 5.1.4. Para un A-mddulo n-inclinante T, las siguientes condiciones
se satisfacen.
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a) T+ C gen(T).

b) Para toda add(T)-precubierta f : T' — M, con M € T+, se tiene la
sucesion ezxacta
0— Ker(f) = T' L M =0,

donde Ker(f) € T+.
Demostracion. a). Sean M € T+, p: A" — M un epimorfismo y
Ny R S UL AN

una sucesién exacta, con T; € add(T) V0 < ¢ < n. Por el Lema 5.1.2, tenemos
que Ext} (Ker(f1), M) = Ext}(T,, M) = 0. Por otro lado, consideramos el
push-out de los morfismos f_; y p

0——A" 8 Ty Ker(fy) ——0

| b

0 M F Ker(f;) —= 0.

Dado que p es un epimorfismo, ¢ lo es. Con lo cual, M € gen(T), ya que la
sucesién exacta inferior del diagrama anterior se escinde.
b). Sea f : T — M una add(T')-precubierta, con M € T*. Por el Lema 4.1.14
y a), se tiene que f es un epimorfismo; con lo cual la siguiente sucesién es
exacta

n:O—)Ker(f)—>T’i>M—>O.

Aplicando el funtor Homy (7', —) a 1, obtenemos la siguiente sucesién exacta
,n Homp (T, f) 1
Homy (T, 7") = " Hom (T, M) — Exty (T, Ker(f)) — 0.

Asi, Exth (T, Ker(f)) = 0, puesto que Homy (T, f) es un epimorfismo. Por
ultimo, tenemos los siguientes isomorfismos, por el Lema 5.1.2 aplicado a 7,

Exty (T, Ker(f)) = Exti7'(T, M) =0 Vi >2.
Por lo tanto Ker(f) € T+. O

Proposicién 5.1.5. Sean T un A-mddulo n-inclinante y I' := End(T)°.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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a) El morfismo candnico €y : T @p Homp (T, M) — M es un isomorfismo
VMeT.

b) Homp(T, M) € T/ Y M €T+
c) Homp(T,M) e Ty VY MeT*.

Demostracién. Sea M € T+.
a).Sea f : T" — M una add(7")-aproximacion. Aplicando el funtor Homy (7, —),
a la sucesién exacta (ver Lema 5.1.4 b))

0= Ker(f) =T - M —0,
obtenemos la siguiente sucesion exacta
0 — A(T,Ker(f)) = A(T,T") — A(T, M) — 0.

Luego, aplicamos el funtor T"®r — a la sucesién exacta enterior, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 —>'1£(T7 A(T7 M)) - F(T7 A(T7 Ker(f))) - F(T7 A(T7 Tl)) - F(T7 A(T7 M)) —0

€Ker(f) l lET/ lGM

0 0 Ker(f) T M 0.

Por el Lema 4.1.16 y el Lema 5.1.4, se tiene que exer() €s un epimorfismo; y
por el Lema de los cinco €,; es un isomorfismo.

b). Por la propiedad universal del Kernel, el diagrama anterior, el inciso a),
y el Lema de los cinco, tenemos que Tor! (T, Homy (T, M)) = 0.

¢). Sea m > 1. Consideremos una sucesion exacta (ver Lema 5.1.4 b))

S~

Ker(fo)

donde f;, es una add(T)-precubierta y Ker(fy) € 1TV 0 < k < m — 1.
Aplicando el funtor Homy (T, —) a la sucesién exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesion exacta

fo

Ty M 0,

0 —— Ker(fn_1) Tt

0= A(T,Ker(fim-1)) = aA(T, Trn1) — -+ — A(T, To) — A(T, M) — 0.



128 CAPITULO 5. TEORIA INCLINANTE DE MIYASHITA

Puesto que Homy (T, Ty) € T{ , por el Lema 5.1.2 y b), tenemos que
Torl (T, Homu (T, M)) = Tor; (T, Homy (T, Ker(f,,_1))) = 0.
Por lo tanto, Homy (T, M) € T} . O

Definicién 5.1.6. Sean X' una clase de mdédulos en mod(A) y Y una clase de
modulos en mod(A°P). Para cada i € N, se tienen las siguientes subcategorias
plenas de mod(A).

a) La i-ésima categoria especial perpendicular a derecha de X

KE'(X) := {M € mod(A) | Exty (X, M) =0,YX € X,Vk € N,i # k}.

b) La i-ésima categoria especial ortogonal a derecha de Y
KTi(Y) := {M € mod(A) | Tor} (Y, M) = 0,VY € V,¥k € N,i # k}.
Note que KE°(X) = X+ y KTo(Y) = Y'. Veamos una aplicacién del
Teorema 3.1.16.
Lema 5.1.7. Sea M € mod(A?). Entonces

Dr (KT (My)) = KE® (3 M) ¥V m € N.

Proposicién 5.1.8. Sean T un A-mddulo n-inclinante y I' := End (7).
Para X € Ty, las siquientes condiciones se satisfacen.

a) El morfismo candnico dx : X — Homy (T, T ®r X) es un isomorfismo.
b) T@r X €T

Demostracion. Sea X € Ty . Por el Lema 5.1.7, tenemos que Dr(X) € ro T
a). Por la Proposicién 5.1.5 y el Teorema 5.1.3, tenemos que

enr(x) ¢ T @per Hompon (T, Dp(X)) — Dr(X)

es un isomorfismo. Luego, del Lema 4.5.5, concluimos que dx es un isomor-
fismo.

b). Por la proposicién 5.1.5 tenemos que Homrop (T, Dr(X)) € T)op. Luego,
por el Teorema 3.1.16 y el Lema 5.1.7, se tiene que

T ®p X 22 DyopHomres (T, Dp(X)) € T
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La Proposicién 5.1.5 y la Proposicién 5.1.8, se pueden reformular en el
siguiente teorema.

Teorema 5.1.9. Sean T un A-mddulo n-inclinante y I' := End(T")P. En-
tonces, el funtor
Homy (T, —) : T+ — T¢ ,

es una equivalencia de categorias con casi-inversa
Ter— T — T+
Demostracion. Es inmediata de las proposiciones 5.1.5 y 5.1.8. O

Proposicién 5.1.10. Sean T un A-mddulo n-inclinante y I' := End (7).
Entonces, para toda 0 < m < n, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Eziste un isomorfismo natural

e Torl (T, Ext®(T, M)) = M VM € KE™(T).

b) Ext(T, M) € KTu(Tp).

Demostracion. Por el Teorema 5.1.9, podemos asumir que m > 0. Sea M €
KE™(T'). Consideremos la co-resolucién inyectiva minimal de M

o i I,
Q~-m=1 (M) Q™ (M)

Por el Lema 5.1.2, tenemos los siguientes isomorfismos.

0 M I°

Ext}i (T, Q7 *(M)) 2 Ext\™(T,M)=0 V0O<k<m-—2. (1)
Ext} (T, Q" V(M)) = Ext®(T, M). (2)
Ext! (T, Q~™(M)) = Ext™(T, M) Yr >0. (3)

Por (3) tenemos que Q~™(M) € T*; y por (1), obtenemos la siguiente suce-
sién exacta

0— A(T,I°) = -+ = A(T, Q™D (M)) — 0.
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Luego, consideramos la siguiente sucesion exacta
0— QDM = I™t - Q™M) — 0;
por (2), tenemos la siguiente sucesién exacta
0= A(T, Q" D(M)) — A(T, 1™ — A(T, Q™(M)) — (T, M) — 0.

Con lo cual existen dos casos para analizar: m =1y m > 1.
Si m = 1, tenemos la siguiente sucesién es exacta

0 — A(T, I°) — A(T, Q2 Y(M))) — L(T, M) — 0.

Aplicando el funtor T' ®r — a la sucesion exacta anterior, obtenemos el si-
guiente diagrama conmutativo con filas exactas

(T AT, M) —=1 (T A(T, 1°) —= (T, A(T, Q71 (M))) —= (T, (T, M)) —=0

EIOl Eﬂl(M)l

M 0 Q1 (M) 0,

donde €0 y €g-1(ar) son isomorfismos por el Teorema 5.1.9.
Sea m > 1. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0

| |

A(T, [0) A(T,[l)—>A<T,Q_2(M))—>O
0 — A (T, 0" (M)) — (T, I') — A (T, 2-2(M)) — 0.

Dado que la fila inferior es exacta, la superior también. Aplicando el funtor
T ®r — a la sucesién exacta superior, obtenemos por el Teorema 5.1.9 el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 —>1;(T7 }\(Tv Q_Q(M))) - F(T7 }\(Ta IO)) —>F(T7 }\(Tv Il)) —0

A

0 M ° I,

donde f es un isomorfismo, puesto que €70 y en lo son. Por otro lado, dado
que la sucesién

AT, I = (T, ™(M)) — (T, M) — 0,
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es exacta, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

F<T7 A<T? [m_l)) - F(T7 A<T7 Q_m(M)>> - F<T7 T<T7 M)) —0

Jem-s Jeo-

[ Q-m(M) 0.

Con lo cual T'®@r ExtR (T, M) = 0. Consideramos ahora el siguiente diagrama
conmutativo

0—=1(T, \(T, Q7 (M))) —= - —= (T, A(T, Q"™(M))) —= (T, (T, M))

jf len—m(w

0 M o Q=" (M) 0.

Puesto que la sucesién inferior es exacta, la superior lo es. Luego, conside-
rando la sucesion exacta

0—a (T,1°) = - —=p (T, Q"™ V(M)) =7 (T, M) — 0. (*)
Por el Lema 5.1.2, tenemos que
Tor! (T, Exty (T, M)) = Tor} (T, Exth (T, Q" 3(M))) = M.

b). Del diagrama conmutativo anterior y (*), se tiene que T'®@p Ext{ (T, M) =
0, y por el Lema 5.2.1

Tory (T, Exty(T, M)) = Tor} (T, Q™ (M)) = 0
V1<[<m—1.Por dtimo
0 = Tor} (T, Homy (T, I°)) = Tor,, (T, Ext} (T, M)) Vi > 1.
Por lo tanto, Ext} (7T, M) € KT,,(1r). O
La siguiente proposicion es una generalizacién de la Proposicién 5.1.8.

Proposicién 5.1.11. Sean T un A-mddulo n-inclinante y I' := End (7).
Entonces, para cada 0 < m < n, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Existe un isomorfismo natural

S X — Exti (T, Torl (T, X)) VX € KT(Tr).
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b) Torl (T, X) € KE®(T).

Las ultimas dos proposiciones las podemos resumir en el siguiente resul-
tado, que es conocido como el Teorema de inclinacién.

Teorema 5.1.12. Sean T un A-médulo n-inclinante y I' :== End(T)?. En-
tonces, para cada 0 < m < n, el funtor

Exty (T, —) : KE™(T) — KT,,(Tr),
es una equivalencia de categorias, con casi-inversa
Tor. (T, —) : KTy (Tr) — KE™(T).

Note que el Teorema de Brenner y Butler es el Teorema de inclinacion,
cuando T es un A-médulo 1-inclinante.
Para ver otras equivalencias de categorias relacionadas a médulos inclinante,
se recomienda ver [As, 3,4], donde se da una equivalencia de categorias sobre
la categoria proyectivamente estable de una K-dlgebra de dimensién finita y
en [Ha, pdg 114] se da una equivalencia de categorias tridnguladas entre la
categoria derivada acotada de un algebra y la categoria derivada acotada del
algebra de endomorfismos de un médulo n-tilting.

5.2. Consecuencias del Teorema de inclina-
cion
Lema 5.2.1. Sean T un A-mddulo n-inclinante, I' := End, (T)? y I € Z(A).

Entonces,
id(rHomy (7', 1)) < n.

Demostracion. Sea X € mod(I"). Consideremos la resolucién proyectiva mi-
nimal de X

0 — Q1 (M) P, - Py X 0.

N

(M
Por el Teorema 3.1.16, el Lema 5.1.2 y el Teorema 5.1.3, se sigue que

0 2 Dpop Extid (T, Dr(X)) & Tory, (T, X) = Tor; (T, Q" (M)).
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Con lo cual, la siguiente sucesién es exacta
0 — (T, Q" " Y (M) — (T, P,) — (T, Q"(M)) — 0.

Asi, aplicamos el funtor Homy(—, I) a la sucesién exacta anterior, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0—=a("(T, Q[(M))a 1) —>A(F(T,fn)7 I) —=a(N(T, Q’T(M)), ) —=0

0_>F<Qn(M)7A (Tv I)) _>F(Pn7/\ <T7 [)) _>F(Qn+1(M>7A <T7 [)> —0,

donde 7 es la adjuncion Hom-Tensor. Dado que la sucesién inferior es exacta,
se sigue que Ext%H(X, Homy (T, 1)) = 0; y por lo tanto del Teorema 2.8.7
concluimos que

id(rHoma (7, 1)) < n.

O

Lema 5.2.2. Sean T un A-mddulo n-inclinante, I' := Endx (7). Entonces,
para cada M € T+, se tiene que

id(rHomy (T, M)) < id(, M) + n.
Demostracion. Supongamos que id(M) = r < co. Sea
0—+M—=1°— ... = 1" =0,

una co-resolucién inyectiva de M. Aplicando el funtor Homy (7, —) a la su-
cesién anterior, obtenemos la siguiente sucesién exacta, puesto que M € T+

0— A(T, M) = A(T,1°) — -+ = A(T, I") = 0.
Por el Lema 5.2.1 y la Proposicion 2.8.9, tenemos que
id(Homy (T, 1) < n+ 1.
Repitiendo, el argumento anterior » — 1-veces, se tiene que

id(rHomy (T, M)) < id(,M) + n.
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El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema 4.6.2 y se basa en
el hecho que la dimensién global es el supremo de las dimensiones inyectivas
de los médulos.

Teorema 5.2.3. |gl.dim(A) — gl.dim(T")| < n.

Demostracion. Sea X € mod(I"). Consideremos la resolucién proyectiva mi-
nimal
0—-0"X)—>P1— =P —>X—0.

Luego, por el Teorema 3.1.16, Lema 5.1.2 y el Teorema 5.1.3 se sigue que
0 = Dpor Extiids (T, Dp(X)) = Torl, (T, X) & Tor} (T, Q"(X)) Vi>0,

con lo cual Q"(X) € Ty . Por el Teorema 5.1.9 existe M; € T, para cada
0 <17 < n, tales que la sucesién exacta anterior es isomorfa a

0= AT, M) = A(T,My,_1) = -+ — A(T, My) - X — 0.
Por el Lema 5.2.2 y la Proposicion 2.8.9, se tiene que
id(A(T, Q" (X)) <id(Q"HX)) +n < gl.dim(A) + n.
Repitiendo, el argumento anterior n — 1-veces, se tiene que
id(X) < gl.dim(A) + n.

Concluimos que gl.dim(I") < gl.dim(A) + n. Por otro lado, como T es un
['°P-médulo n-inclinante y Endre» (7)) = A, se tiene que

gl.dim(A) < gl.dim(T") + n.
[l

Para finalizar este capitulo, mostraremos un teorema énalogo a la Propo-
sicion 4.6.3

Teorema 5.2.4. La correspondencia

¥ Ko(A) = Ko(I)

] Z )" [Exth (T, M)],

es un isomorfismo de grupos abelzanos.
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Demostracion. Analogamente a la Proposicién 4.6.3, se tiene que 3 es un
morfismo de grupos abelianos. Ahora bien, para cada X € mod(I"), conside-
remos la resolucién proyectiva minimal

0-Q"X)—>P,1— =P —>X—-0

En la demostracién del Teorema 5.2.3 se ve que Q"(X) € T . Por otro
lado, se tiene, por la definicién del grupo de Grothendieck, que [QF(X)] =
[P] — [HX)] V0 <k<n-—1;con lo cual

n—1

(X] = [P]+ (=D)"Q"(X)].

1=0

Consecuentemente, Ko (I') estd generado por T} . Ahora bien, sea Y € mod(T").
Por el Teorema de inclinacién, existe M € T+ tal que Homy (T, M) 2 Y. Por
definicién ¢ ([M]) = [Y], con lo cual 1kKy(I') < rkKy(A). Dualmente, dado
que T es un I'P-médulo n-inclinante y Endres (7') = A, por el Teorema 5.1.3,
se sigue que rkKg(A) < rkKy(T"). Por lo tanto v es un isomorfismo. O

Para ver mds aplicaciones se recomienda ver [AHK].
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Apéndice A
Ejemplo de un algebra de artin

En esté apéndice veremos una algebra de artin que no es una K-algebra
de dimensién finita y después haremos unos comentarios, por ejemplo, sobre
las representaciones sobre dicha algebra.

Ejemplo A.0.1. Sean
Q =e L =02 3 8

I:=<p3?>yA:=7,Q)/I el lgebra de caminos de @ sobre Z4 cociente el
ideal 1.
Sean €71, € los caminos de longitud cero asociados a los vértices respectiva-

mente, con lo cual tenemos que P(1)= Zye; @ Zya® Zyfov, P(2)= Zyeo ® Zyf5.
Consideremos el morfismo

F:P2) = P(1)

(62 = aaﬁ = 606),

dado que Coker(f)=P(2)/P(1), no es proyectivo, tenemos que la siguiente
sucesion exacta no se escinde

0—P(1) L P2) % P(1)/P(2) — 0.
Luego, consideramos el siguiente morfismo
[ P(2) = PQ)
(2 = Ba, B+ 0),

137
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como Im(f)#Im(f’), concluimos que Coker(f)2Coker(f’).
Por otro lado, consideramos un grupo de generadores {f, f’,---, g} del I'-
moédulo Homy (P(2), P(1)), donde I' := End, (P(2))”. Si

F=[f,f, - ga: P(2) = P(1)",

tenemos por el Teorema 4.4.4 que Coker(F) es inclinante parcial y que
{Coker(f),Coker(f")} C add(Coker(F')). Con lo cual, Coker(F) tiene al me-
nos dos sumandos directos inescindibles nos isomorfos, por el Teorema 4.6.4
el nimero de sumandos inescindibles no isomorfos de Coker(F) es 2, con lo
cual Coker(f)® Coker(f’) es inclinante, por el Teorema 4.6.4.

Notemos que en el ejemplo anterior, la representacién de P(1) cambia del
caso para una K-algebra de dimensién finita

puesto que

rad(P(1)) := -ZQO—> o) (? 8)

top(P(1)) 1= ez) — e )o.
Por 1ltimo si K es un campo se tiene que KQ/I, es una algebra Gorenstein
y

10

P(1) = 1(2) := .@_> o) (0 0)

es un sumando directo de todo A-mddulo inclinante.
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