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Introduccion

Dentro del area de la Topologia General uno de los conceptos fundamentales es el de
espacio compacto. Estos espacios poseen una caracteristica increiblemente poderosa que nos
permite deducir resultados de gran fuerza sobre su estructura. Es a partir de esta definicién
donde se empieza el estudio de condiciones mas débiles de compacidad como lo son el concepto
de espacio numerablemente compacto, espacio pseudocompacto y el objeto de estudio de este
trabajo, los espacios paracompactos.

El objetivo de este trabajo es evolucionar el concepto de espacio paracompacto como una
version “local”del concepto de compacidad, partiendo de aqui veremos que estos espacios
resultaran ser una version mas fuerte del concepto de normalidad, 1o cual nos permite realizar
una pequena jerarquia sobre aquellas propiedades que extienden a ese concepto. Para poder
seguir las ideas planteadas en este trabajo es recomendable que el lector tenga algunos
conocimientos previos del drea de Topologia General y de Teoria de Conjuntos, en concreto
este trabajo estard muy apegado a las notaciones, conceptos y resultados abordados en [Cal,
[En], [Ta] y [Wi], para preservar la estructura y claridad de las ideas se intentara que, salvo
por conceptos basicos y definiciones, este mismo trabajo proporcione las herramientas que
estaremos necesitando en nuestras demostraciones.

Un detalle importante es la clara divisién en dos partes que hemos realizado en este
trabajo y esto se debe a algunas diferencias tanto de dificultad de los conceptos como de
ritmo en las demostraciones.

En la primera parte nosotros comenzaremos desarollando el concepto de espacio para-
compacto, encontraremos varias caracterizaciones y estudiaremos propiedades basicas con
respecto a su comportamiento. Para esto nos apegaremos un poco en las ideas planteadas
tanto por R. Engelking [En] y S. Willard [Wi], pero agregamos una importante cantidad de
ejemplos para no sélo reafirmar los conceptos, sino también refutar posibles equivalencias
entre ellos. También, de ser posible, buscamos generalizar algunos conceptos expuestos en
estos dos libros, asi como realizar cada demostracion con lujo de detalle y de la manera mas
formal posible.

Algunas observaciones importantes para el primer capitulo, son:

= En la seccién 1.4 revisamos una caracterizacion adicional para los espacios paracompac-
tos atribuida a Michael [Mi] que utiliza una versién mas débil del concepto de familia
localmente finita. Esto nos permitira deducir de forma muy elemental el comporta-
miento de los espacios paracompactos con respecto a las funciones continuas, cerradas
y suprayectivas.

= En la seccién 1.5 hacemos una breve pausa para revisar un hermoso resultado de Lutzer
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INTRODUCCION

[Lu], completamente ajeno tanto a [En] y [Wi] que nos permite demostrar de forma muy
elemental el comportamiento de propiedades que se heredan a cerrados dentro de los
espacios linealmente ordenados. Este resultado serd de gran importancia para nosotros
durante el capitulo 3 pues nos permite mejorar considerablemente un resultado clasico
de M. E. Rudin con respecto a los espacios linealmente ordenados.

Durante el segundo capitulo nosotros debilitaremos el concepto de paracompacidad para
aterrizar en la paracompacidad numerable. En este capitulo revisaremos qué propiedades y
herramientas podemos rescatar de las que ya habiamos desarollado, e intentaremos estudiar
por qué muchas de éstas empiezan a fallar en esta versién méas débil.

Algunas observaciones importantes para este segundo capitulo, son:

» Dedicamos una seccién (2.2) en el segundo capitulo al estudio del concepto de binor-
malidad, el cual nos permite comenzar a estudiar si la paracompacidad numerable tiene
también alguna relaciéon intima con el concepto de normalidad.

En esta seccién revisamos una primera caracterizacién muy clasica de estos espacios
atribuida a Dowker [Do|, que es producto de una propiedad muy fuerte sobre los
espacios normales.

En esta seccién proponemos un nuevo y sencillo lema (2.9) que nos servird como puen-
te para poder realizar una caracterizacion fundamental para los espacios binormales,
resultado que combina todas las caracterizaciones atribuidas a Michael [Mi], Morita
[Mol] y Mansfield [Ma]. Este resultado lo compararemos con las caracterizaciones que
habiamos obtenido anteriormente para la paracompacidad, resaltando que puede ser
enganoso querer generalizarlas de manera directa, también destacamos cudles son las
razones por las cuales no podemos generalizarlas de ese modo.

También revisamos un teorema atribuido a Morita [Mo2] (teorema 2.12), que nos per-
mite generalizar el comportamiento de la paracompacidad numerable con respecto a
los subconjuntos F, en un espacio binormal.

» En la seccion 2.15 introducimos un resultado de Henriksen e Isbell [He] que nos permite
deducir de una manera muy elemental el comportamiento del producto de un espacio
numerablemente paracompacto con un espacio compacto.

» Finalmente, en la seccién 2.4 revisamos un resultado de Stone [St] con respecto al pro-
ducto arbitrario de espacios métricos, que utiliza fuertemente la teoria de los espacios
binormales. Las ideas clave para estos resultados se desarollan de manera paralela con
las expuestas (como ejercicio) en Willard [Wi].

Durante la segunda parte intentaremos resolver una pregunta que planteamos al final del
segundo capitulo: ;ezistird un espacio normal que no sea binormal? Para esta tltima seccién
(y capitulo) nos apegaremos a las ideas planteadas por M. E. Rudin en dos de sus articulos
que abordan estas preguntas, [Rul] y [Ru2]. Hacemos la separacién de esta seccién esperando
que el lector ya se encuentre completamente familiarizado con todos los conceptos, técnicas
y resultados expuestos dentro de la primera seccion asi como de conocimientos intermedios
del area de Teoria de Conjuntos (mismos que son expuestos en [Cal). Esto serd fundamental
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para poder seguir las ideas de este capitulo, que seran expuestas de una manera més directa
pero sin descartar la formalidad, en concreto se espera que un estudio adecuado de la primera
seccion sirva como preparacion adecuada para estudiar este ultimo capitulo.

Algunas observaciones para el tercer y ultimo capitulo son:

» En la seccién 3.1 mejoramos un resultado de M. E. Rudin (teorema 3.7) publicado en
[Ru2] que asegura que ningin espacio linealmente ordenado puede ser un espacio de
Dowker. Haciendo uso del teorema de Lutzer [Lu] que introdujimos en la seccién 1.4
deducimos que, de hecho, ningun subespacio de un espacio linealmente ordenado puede
ser un espacio de Dowker.

= En la seccién 3.2 introducimos el concepto de & de la manera original de Ostaszweski
[Os], y nos proponemos a revisar la existencia de un espacio de Dowker que es consis-
tente con los axiomas de Zermelo-Fraenkel con eleccion. Este ejemplo propuesto por
Rudin en [Ru2] y que aqui denominamos D; se desarolla de manera completa y formal.
Salvo la definicion del espacio e ideas muy generales sobre él mismo, proponemos y de-
mostramos en este trabajo todas las técnicas, lemas auxiliares y algunas propiedades
adicionales no abordadas por Rudin en el articulo original.

» En la tercera y ultima seccién abordamos la construccién del espacio de Rudin realizada
en [Rul], el cual es un ejemplo de un espacio de Dowker bajo el sistema de Zermelo-
Fraenkel con eleccién. Durante esta tultima secciéon abordamos la demostracion de cada
proposicién con completa formalidad, mostramos explicitamente las partes donde se
requiere el axioma de eleccién y realizamos algunos lemas adicionales y sencillos de
Teoria de Conjuntos que aclararén y serviran de apoyo a lo largo de las demostraciones.

Esperamos que este trabajo no sélo invite al lector a interesarse por el estudio de los
espacios paracompactos, sino que también pueda servir como una pequena guia de consulta
cuando necesite revisar algun resultado o propiedad de estos espacios. Sin nada mas que
agregar, invitamos al lector a iniciar este viaje con nosotros y visitar lo que son los espacios
paracompactos.
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Parte 1

Paracompacidad



Capitulo 1

Espacios Paracompactos

1.1. Preliminares

Las nociones de metrizabilidad y de compacidad son fundamentales para la Topologia
General pues son las estructuras mas comtinmente usadas en el Analisis Matematico, una de
las areas mas importantes de las matematicas.

Algunas preguntas naturales que suelen surgir son, ;existird una estructura mas gene-
ral que la de los espacios compactos?, de ser asi jesta estructura seguird siendo rica en
propiedades? jcomo estara relacionada con los espacios métricos?

Ante estas preguntas Diudonné introdujo la nocién de paracompacidad en 1944!, pero lo
que él no sabia es que su trabajo iba a mostrar conceptos que no sélo proporcionarian una
respuesta afirmativa a estas preguntas, sino que ademas darian pie a la prueba de algunos
resultados muy necesarios para el estudio de los espacios métricos.

Antes de realizar un estudio de los espacios paracompactos es necesario recordar algunas
definiciones béasicas. Recordemos que un espacio topoldgico es de Hausdorff o Ty si para
cualesquiera dos puntos distintos z y y existen abiertos ajenos U y V' del espacio tales que
x € U yy e V. Una familia F es una cubierta abierta de un espacio topoldgico X, si es
una familia de abiertos tal que UJE = X. Asi mismo una subcubierta G de una cubierta F
es una familia de abiertos G C F que cumple ser una cubierta del espacio X. Por dltimo un
espacio topologico es compacto si toda cubierta abierta tiene una subcubierta finita.

A partir de ahora trabajaremos bajo el contexto de los espacios Hausdorff a menos que
se mencione lo contrario.

Definicién 1.1. Dadas dos cubiertasU yV de un espacio topolégico X decimos que U refina
aV siy solo si para cada U € U existe V €V tal que U C V. Asi mismo también decimos
que U es un refinamiento de V. Si U es un refinamiento de V, escribimos U < V.

Algunas observaciones inmediatas son que toda cubierta abierta es un refinamiento de si
misma y que, ademas, es posible enunciar el concepto de compacidad usando esta definicién.

Proposicion 1.2. Un espacio topologico X es compacto si y solo si toda cubierta abierta de
X tiene un refinamiento finito.

!Dieudonné, Jean (1944), ” Une généralisation des espaces compacts”, Journal de Mathématiques Pures
et Appliquées



CAPITULO 1. ESPACIOS PARACOMPACTOS

Demostracion. Sean U una cubierta de X y V = {V},...,V,} un refinamiento finito de U.
Consideremos a la familia

U, ={zeU |V, c z}

Puesto que V refina a U, para cada i € {1,...,n} tenemos que U,, # (). Asi, para cada
i€{1,...,n} consideremos a V; € Uy,. Entonces la familiad = {V,...,V,,} es refinada por

V y por tanto
x=Jv=u.

Exhibiendo que U es una subcubierta finita de U.
Ahora si X es un espacio compacto, cualquier subcubierta finita es en si un refinamiento
finito. O]

Esta caracterizacion de compacidad da pie a investigar qué sucede al pedirle propiedades
ain mas especificas a los refinamientos de una cubierta. Ademas en topologia es muy usual
preguntarse por el caso local y el caso de los refinamientos no sera la excepcion.

Definicién 1.3. Sea X un espacio topologico. Decimos que una familia F de subconjuntos
de X es localmente finita si para cada x € X existe una vecindad U de x tal que U solo
intersecta a un numero finito de elementos de la familia F.

Con esta nueva definiciéon en mano ya podemos preguntarnos qué pasa en el caso local
en cuanto a las cubiertas y los refinamientos, esto es a lo que se le llama paracompacidad.

Definicién 1.4. Un espacio topologico es paracompacto si toda cubierta abierta tiene un
refinamiento abierto localmente finito.

Como toda buena definicién que busca generalizar un concepto anterior, es necesario
exhibir que en efecto caracteriza a una estructura nueva y que es una extension natural del
concepto que busca generalizar.

Proposicion 1.5. Todo espacio compacto es paracompacto.

Demostracion. Sea X un espacio compacto y sea U una cubierta abierta de X. Sea U =
{Ui,...,U,} una subcubierta finita de &. Entonces U refina a U y al ser una familia finita
entonces claramente también es localmente finita. O

Proposiciéon 1.6. Todo espacio discreto es paracompacto.

Demostracion. Sea X un espacio discreto. Sea U una cubierta abierta de X y consideremos
a la familia V = {{z} | x € X}. Claramente V es un refinamiento abierto de U localmente
finito al ser una familia de unitarios. O

Ejemplo 1.7. Cualquier conjunto infinito con la topologia discreta es un ejemplo de un
espacio paracompacto que no es compacto.

Demostracion. Dado que el conjunto es infinito, la cubierta abierta formada por todos los
unitarios es una cubierta abierta sin subcubiertas finitas. La proposiciéon anterior, por otra
parte, nos asegura que es un espacio paracompacto. ]
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1.1. PRELIMINARES

Proposicién 1.8. Sea X un espacio paracompacto, si todo subespacio abierto de X es pa-
racompacto entonces X es hereditariamente paracompacto.

Demostracion. Sea A un subespacio de X y sea U una cubierta abierta de A, entonces para
cada U € U, U es de la forma Vi N A donde V es abierto en X.
Consideremos a la familia

V={W|WnAelU, Werx}

Entonces |J V es un subespacio abierto de X y ademés V es una cubierta abierta de U V.
Como | JV es paracompacto tiene un refinamiento localmente finito W. Sea W4 = {Z N A |
Z € W}, entonces Wy es un refinamiento localmente finito de U. O]

Ahora que ya empezamos a tomar un poco de confianza con el concepto de paracompaci-
dad estudiando propiedades un tanto usuales (y casi hermanas de las mismas para espacios
compactos) es natural querer buscar maneras de caracterizarlos para poder trabajar con ellos
de una manera mucho mas cémoda. Las caracterizaciones que a continuacion estudiaremos
nos ayudaran a encontrar la relacién entre los espacios métricos y los paracompactos, asi
como encontrar las relaciones que tienen con respecto a los axiomas de numerabilidad.

Proposicién 1.9. Sea X un espacio topoldogico y F una familia localmente finita, entonces:

dx((JF) = Jex(U) | U € F}

Demostracion. Sabemos que para cada U € F se cumple que

cx(U) C clx(| JF)

y por tanto
| Helx(U) | U € F} Cex(| 7).

Ahora dado z € clx(|JF) puesto que F es localmente finita existe una vecindad V, de
z tal que el conjunto F, = {U € F |V, NU # 0} es finito. Por construccién tenemos que
Ve NU(F\F:) =0y por tanto = & clx (| (F\Fz)).

En consecuencia,

x € clx( U U)
UEFa

Pero como F, es finito tenemos que

cdx(|J U) = J{ax () |U € 7.}

UeFy

y por tanto
x € U{ch )| U € F}.



CAPITULO 1. ESPACIOS PARACOMPACTOS

Lema 1.10. Sea X wun espacio paracompacto y sean A y B subconjuntos cerrados de X.
St para cada v € B existen subconjuntos abiertos U, y V, tales que A C U,, x € V, y
U, NV, = 0 entonces existen dos subconjuntos abiertos U yV de X tales que ACU, BCV
yUNV =0.

Demostracion. Consideremos a la familia
F={V, |z € B}U{X\B}

Entonces F es una cubierta abierta del espacio X y puesto que X es un espacio para-
compacto tiene un refinamiento abierto localmente finito G.

Sea G ={U € G| UN B # 0} entonces claramente B C | JG. Notemos ademds que para
cada U € G tenemos que clx(U) N A = () puesto que existe algin € B tal que U C V,,
ACU, conU, NV, =0.

Asi si definimos a los conjuntos V =G y

U=X\|J{ax(U)|U g}
entonces tenemos que ACU, BCV yUNV = . O]

Este lema tan parecido a la nocién de regularidad nos serd 1til no solo para establecerla,
sino incluso para demostrar que de hecho son espacios normales.

Teorema 1.11. Todo espacio paracompacto es normal.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto.

Primero verifiquemos regularidad. Sea B un subconjunto cerrado de X y = € X\ B. Sea
A = {x}, entonces A es cerrado. As{ mismo como X es un espacio Hausdorff, para cada
2 € B existen abiertos U,,V, de X talesque z € U,, z € V, y U, NV, = (). Asi por el lema
anterior existen U,V abiertos de X tales que BC U, ACV yUNV = (. Por tanto, X es
regular.

Para verificar normalidad basta aplicar el lema de nuevo, si A y B son cerrados ajenos
en X entonces por regularidad, para cada x € B existen abiertos U,, V, tales que x € U, ,
ACV,y U, NV, =0 asi por el lema anterior existen dos abiertos U y V tales que B C U,
ACV yUNV ={. Por tanto, X es normal. O

Mais adelante veremos que el espacio linealmente ordenado, [0,w;), es un ejemplo de un
espacio normal que no es paracompacto.

Con esto ya establecimos que para que un espacio sea paracompacto al menos tiene que ser
un espacio normal, pero para poder dar ejemplos mucho mas interesantes es conveniente que
estudiemos una caracterizacion muy ttil de los espacios paracompactos. La que presentamos
a continuacion utiliza una generalizacion del concepto de familia localmente finita.

1.2. Una Primera Caracterizacion

Definicién 1.12. Sea X un espacio topologico. Decimos que una familia F de subconjuntos
de X es o-localmente finita si y sélo si F = J -, F,, donde cada F,, es una familia localmente
finita.



1.2. UNA PRIMERA CARACTERIZACION

Debe ser muy intuitivo que toda familia localmente finita es, en efecto, una familia o-
localmente finita, pero es importante notar que no toda familia o-localmente finita es local-
mente finita:

Ejemplo 1.13. Consideremos a N con la topologia discreta.
Para cada i € N consideremos a la familia

Fi={{n}|n>0}u{{0,...,i}}.

Ahora para cada z € N tenemos que la familia {U € F; | z € U} tiene a lo mds dos
elementos y por tanto la familia F =\J;-, Fi es o-localmente finita.

Notemos que F no es localmente finita pues la familia S = {{0,...,i} | i € N} es infinita
y ademds para cada U € S se tiene que 0 € U.

Ahora bien, no hay por que desanimarse pues de hecho si podemos rescatar todo lo que
hemos estudiado sobre familias localmente finitas, recordando que lo que mas nos preocupa
es el problema de los refinamientos de una cubierta.

Lema 1.14. Toda cubierta abierta o-localmente finita tiene un refinamiento localmente finito
(pero que no necesariamente es abierto).

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico y sea V una cubierta abierta o-localmente finita
del espacio X . Supongamos que V = | J;—, Vi donde para cada i € N la familia V; es localmente
finita.

Ademas consideremos que para cada i € N, V; = {V; | s € S;} y que

VieNVjeN(i+£j = Sn8; =0

Ahora para cada ¢ consideremos al conjunto W; = | JV;, entonces cada W; es abierto y
ademas la familia F = {W; | ¢ € N} es una cubierta abierta de X.
También para cada i consideremos al conjunto

Ay =W\ (UV%-)

J<u

Notemos que la familia G = {4, | i € N} es una familia localmente finita pues dado z € X
existe un primer ng € N tal que z € W,,, y para cada k < ngy se cumple x ¢ Wj,. Asi z € A,,
y ademds por construcciéon W,,, N A, = 0 para cada m > ng, asi W,,, es una vecindad de x
que intersecta sélo a un nimero finito de elementos de G.

Consideremos a la familia

]—":{Anﬂ\/;meN,sEUSi}
=0

Aseguramos que F es localmente finita pues dado zyp € X y ko € N tal que 2y € Wy, v
VEk < ko (x & Wy) entonces xg € Ay, v VI > ko(xog & A;). Asi Wy, es una vecindad de = que
sOlo intersecta a los primeros kg elementos de G, pero por definicién de cada A;, esta vecindad
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de x( intersecta a lo més a la familia {Wy, ..., Wy, }. Asi como cada V; es localmente finita
existen vecindades Ny, ..., Ny, de x( tales que intersectan a un nimero finito de elementos
de Vy, ... Vi, respectivamente, por tanto U = ﬂfio N; N Wy, es una vecindad de zy que sélo
intersecta a un nimero finito de elementos de la familia F.

Asi F es un refinamiento localmente finito de V. n

Lema 1.15. Sea X un espacio topoldgico. Si F = {A; |i €I} es una familia localmente
finita entonces F = {clx (A;) | i € I} también es localmente finita.

Demostracion. Sea x € X y consideremos a U una vecindad de x tal que el conjunto
{A; € F|A;NU # 0} es finito. Asf sin perdida de generalidad:

{AZE./—'-|AZHU7£®}:{AO¢177AOM}

Notemos que si a & {aq,...,a,} entonces A, NU = ) y por tanto clx(A,) NU = 0. De
tal manera que

Va € I\{aq,...,a,} (clx(Ag) NU = 0).
Ast, [{A; € F lelx(A) NU # 0} < R, y por tanto F es localmente finita. O

Ya por fin estamos preparados para dar una primera caracterizacion de los espacios
paracompactos.

Teorema 1.16. Sea X un espacio reqular. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es paracompacto;
2. toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-localmente finito;

3. toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento localmente finito (no necesariamente
abierto); y

4. toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado localmente finito.

Demostracion. 1) = 2) Sea U una cubierta abierta de X, como X es paracompacto
existe un refinamiento abierto localmente finito V de U. Asi, V es un refinamiento abierto
o-localmente finito de U.

2) = 3) Ahora, sea U una cubierta abierta de X y V un refinamiento abierto o-
localmente finito de Y. Entonces por el Lema 1.14 V tiene un refinamiento localmente finito,
y este a su vez es un refinamiento localmente finito de U.

3) = 4) Sea U una cubierta abierta de X, entonces para cada x € X consideremos a
U, € U tal que z € U,. Por la regularidad de X existe un abierto V, tal que

x eV, CcxV, CU,.

Asi la familia F = {V, | z € X} es una cubierta de X y por 3) tiene un refinamiento
localmente finito G ={U; | i € I} (no necesariamente abierto). Por el Lema 1.15, la familia
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G = {clx(U;) | i € I'} es localmente finita y cerrada. Como para cada i € I existe x € X tal
que U; C V,, entonces

Viel,Jr € X(clx (U;) Cclx (Vy) CU,).

Por tanto G es un refinamiento cerrado localmente finito de U.

4) = 1) Finalmente, sea U/ una cubierta abierta de X y sea V un refinamiento cerrado
localmente finito de Y. Para cada z € X sea W, una vecindad abierta de x que sélo intersecta
a un nuimero finito de elementos de V. Consideremos a F = {W, | x € X}, entonces F es
una cubierta abierta de X y por 3) tiene un refinamiento cerrado localmente finito F.

Ahora, dado V' € V consideremos a

vi=x\J{aeFlanv =0}
Notemos que para cada V' €V el conjunto V* es abierto puesto que la familia
{aeF|anv =0}

es una familia localmente finita de cerrados, y por la Proposicién 1.9 su unién es un conjunto
cerrado. Aseguramos que el conjunto V* = {V* | V € V} es cubierta de X.

Dado x € X, como V es una cubierta de X existe V, € V tal que v € V,, ahora dado
A € F notemos que si ANV, = () entonces x ¢ A. Por tanto,

VAe F(ANV, =0 — z ¢ A)

y por tanto
xeX\U{Aej—:\AﬂVx:@}:V;

Asi | JV* = X. Ahora para cada V' € V consideremos a Uy € U tal que V' C Uy y finalmente
al conjunto Wy = Uy N V*, entonces aseguramos que la familia W = {Wy | V € V} es un
refinamiento abierto localmente finito de /. Notemos que cada miembro es una interseccion
finita de abiertos y por tanto abierto. Observemos que por construccion

YWV eV(Wy CUy).
Por 1ltimo notemos que
Vee X(x eV NUy, e W)

y por tanto es una cubierta abierta de X. Basta ahora con demostrar que es una familia
localmente finita. Notemos que dado A € F tenemos que por definicién de V7,

Ve X(V;NA#D <= V,NA#0).

Por tanto como la familia V' es localmente finita existe una vecindad N, que s6lo intersecta
a un numero finito de elementos de )V y por tanto de F, a su vez como F es localmente finita
podemos encontrar una vecindad M, que sélo intersecta a un nimero finito de elementos
de F. Asi la vecindad N, N M, de x intersecta a sélo un ntmero finito de elementos de W.
Por tanto, WW es un refinamiento abierto localmente finito de U y por tanto X es un espacio
paracompacto. ]
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Esta primera caracterizacion que nos permite utilizar familias o-localmente finitas va a
ser de gran utilidad para demostrar algunos resultados extremadamente importantes de los
espacios paracompactos y en especial nos permitird por fin relacionarlos con los espacios
métricos. Antes de abordar este problema de lleno, es importante que veamos un par de
consecuencias inmediatas de este teorema.

Corolario 1.17. Todo espacio Lindeldf reqular es paracompacto.

Demostracién. Sea X un espacio Lindelof y U una cubierta abierta de X. Como X es un
espacio Lindelof existe una subcubierta abierta numerable & de Y. Supongamos que U =
{U; | i € N}, entonces como para cada i los unitarios {U;} son familias localmente finitas
tenemos que U= Uien 1Ui} v es, por tanto, una familia o-localmente finita. Como X es un
espacio regular, por el teorema anterior X es un espacio paracompacto. O

Es importante notar que el regreso no necesariamente ocurre.

Ejemplo 1.18. Consideremos al espacio wy con la topologia discreta, entonces es un espacio
paracompacto al ser un espacio discreto pero no es un espacio Lindelof, la familia de los
unitarios es una cubierta abierta mo numerable sin subcubiertas numerables.

Ahora bien, este resultado también nos ayuda para deducir algo muy importante: triste-
mente la paracompacidad no es una propiedad productiva.

Ejemplo 1.19. Consideremos a la recta de Sorgenfrey Ls. Al ser un espacio reqular y
Lindelof tenemos que es un espacio paracompacto por el Corolario 1.17. Recordemos, ademds,
que el producto Lg X Lg no es un espacio normal y por tanto tampoco es paracompacto. Asi
el producto de espacios paracompactos no necesariamente es paracompacto.

1.3. El Teorema de Stone

El ya tan prometido (y poderoso) resultado que veremos a continuacién no sélo nos dard
una gran cantidad de ejemplos de espacios paracompactos, también nos abrira las puertas
para observar que de hecho el producto de espacios paracompactos tiene problemas atn
teniendo un factor que es métrico.

Teorema 1.20 (de Stone). En un espacio pseudométrico cualquier cubierta abierta tiene un
refinamiento abierto localmente finito.

Demostracion. Sea (X, p) un espacio topolégico con la topologia inducida por la pseu-
dométrica p. Sea U una cubierta abierta de X.
Para cada U € U y para cada n € w definimos al siguiente conjunto,

1
U, = {m eU|p(z,X\U) > Q—n}
Notemos que si y € U, y 2 € X\U,41 entonces p(y, X\U) > 5= v p (2, X\U) < 5. Es
decir, dado a € X\U tenemos que: p (y,a) > 2% y p(z,a) < # y asi por la desigualdad
del tridngulo tenemos que para cada a € u

1 1
2_n_ on+1 Sp(y,CL)—p(Z,CL) Sp(y,z)
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y asi

onil < p(Un, X\Upny1) -

Ahora consideremos a (U, <) donde la relacién < bien ordena al conjunto U. Asi para cada
U € U y para cada n € w consideremos al siguiente conjunto,

Up =U\NJ{Vas |V eUV <U}.

Notemos que si U < V entonces V¥ C X\U,,1 y como U} C U, entonces por la primera
observacion tenemos que

st < P (UL V).

De nueva cuenta para cada U € U y para cada n € w definimos

*k * 1
U, —{x€X|p(x,Un)< 2n+3}.

Entonces puesto que la topologia es la inducida por la pseudométrica p, cada U * es abierto.
Ademas afirmamos que

YU EUNV EUNnEwU #V = p(U V") 2 505).

Puesto que si p (U, V) < ﬁ entonces existirian x, € U;* y y, € V7" tales que

1
o) < s

Asi, por las observaciones anteriores y la desigualdad del tridngulo tenemos que:

g = P (Un: Vi) < p(20,Un) + p(2o,yo) +p (40, Vi) <

on+1 !

Lo cual es una contradiccion.

Asi si consideramos para cada n € w al conjunto V,, = {U}* | U € U} entonces cada V,
es una familia localmente finita pues si x € U;* por la observacién anterior el mismo U}* es
una vecindad de x que sdlo intersecta a un miembro de la familia V,,, él mismo. Por tanto la
familia V = J, ., V» es o-localmente finita.

Ahora, notemos que para cada U € U y para cada n € w se cumple que

U= CU.

Pues dado = € U}* por definicién p(x,U}) < Qn%, de manera que para cada z € U}, dado

que p(z, X\U) > 2%, se sigue que

1 1
it < o~ s < P2 X\) = pla, ) < p(a, X\U).

Es decir, 0 < p(x, X\U) y por tanto z € U.

Por ultimo, V es una cubierta abierta de X pues dado z € X existe un elemento <-minimo
de U, V(z) tal que x € V(z). Asi mismo existe una m € w minima tal que = € V(x),, y por
tanto z € V (z)" C V(x)kr.

Por tanto el espacio X es paracompacto. ]
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Corolario 1.21. Todo espacio metrizable es paracompacto

Este resultado es bastante impresionante a primera vista pues los espacios métricos no
compactos nos son muy familiares y ademas nos da una herramienta bastante ttil para
probar resultados en los espacios métricos, justo una de las razones mas importantes por
las cuales el estudio de los espacios paracompactos tomé una gran importancia dentro de la
topologia.

Ahora que tenemos este resultado, veremos un ejemplo importante que nos serd muy util
mas adelante.

Ejemplo 1.22 (la linea de Michael). Definimos una topologia sobre R como sigue: un con-
Junto W es abierto si y solo si W = U UV donde U es abierto en la topologia usual de R
y V C R\Q. A este espacio topoldgico lo denotamos por M. Asequramos que M (conocido
como la linea de Michael) es paracompacto.

Demostracion. Primero notemos que todo abierto en la topologia usual de R es abierto en
M, asi M es un espacio Hausdorff.

Sea U una cubierta abierta de M, entonces U también es una cubierta de R. Ahora
consideremos a la familia A = {intg (U) | U € U}, entonces es una cubierta abierta del
subespacio abierto | JA de R. Como (J A es metrizable entonces por el Teorema de Stone
es un espacio paracompacto, asi existe un refinamiento abierto localmente finito F de A.
Notemos que como [ J A es un subespacio abierto de R, entonces cada miembro de la familia
F es abierto en R y por tanto en M.

Ahora consideremos al conjunto R = (R\Q)\ |JF. Asf la familia F = FU{{z} | = € R}

es un refinamiento abierto localmente finito de U. O

Este ejemplo cldsico fue utilizado por E. Michael para demostrar que (de hecho) no
podemos asegurar que el producto de un espacio paracompacto con un espacio métrico tiene
que ser paracompacto. Més adelante cuando veamos este ejemplo veremos que motivo uno
de los problemas fundamentales de la teoria de los espacios paracompactos: jqué se necesita
para que el producto de un espacio paracompacto con un espacio Hausdorff sea un espacio
normal?

1.4. Una Segunda Caracterizacion

La segunda caracterizacion que presentaremos se enfoca en aquellas familias que preser-
van cerradura, esta caracterizacion clasica presentada por Michael es de gran utilidad para
demostrar el comportamiento de los espacios paracompactos bajo funciones continuas. Para
esto requerimos establecer un par de definiciones y de lemas.

Definicién 1.23. Sea X un espacio topologico. Una familia F de subconjuntos de X es
discreta si para cada x € X existe una vecindad U, de x que intersecta a lo mads a un
elemento de F. Asi mismo una familia F es o-discreta si y sdlo si F = |J;o, F; donde cada
Fi es una familia discreta.
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Esta es una version més fuerte de las familias localmente finitas, puesto que toda familia
(0-)discreta es (o-)localmente finita. Una observacién inmediata es que toda familia discreta
de abiertos necesariamente es una familia de abiertos ajena por pares si consideramos a ellos
mismos como las vecindades para los puntos en el espacio.

Definicién 1.24. Sea X un espacio topoldgico. Una familia F = {Us | s € S} de subcon-
juntos de X preserva cerradura si

VS, € P(9) [clx ((J{Us | s € So}) = | J{clx (UL) | s € 8.}

Notemos que por la Proposiciéon 1.9 toda familia localmente finita preserva cerradura
pero no toda familia que preserva cerradura es localmente finita.

Ejemplo 1.25. Consideremos a N con la topologia discreta. La familia P(N) preserva ce-
rradura pero claramente no es localmente finita.

Lema 1.26. Sea X un espacio topologico tal que toda cubierta abierta de cardinalidad a lo
mas k (con Kk infinito) tiene un refinamiento cerrado que preserva cerradura, entonces:

1. Sild = {Us|s€ S} con |S| < Kk es una cubierta abierta de X entonces tiene un
refinamiento cerrado que preserva cerradura F ={Fy | s € S} tal que Vs € S (Fs C Usy).

2. X es normal.

Demostracion. 1) Sead = {Us | s € S} con |S| < k una cubierta abierta de X y sea U’ un
refinamiento

cerrado que preserva cerradura de Y. Ahora para cada s € S consideremos al conjunto
A;={A el | ACUs}. Como U preserva cerradura entonces

Vs e S (U Ay es cerrado y UAS C Us) )

Asi si definimos para cada s € S al conjunto Fy = [J A, entonces la familia F =
{Fs | s € S} es un refinamiento cerrado que preserva cerradura de U.

2) Sean A y B cerrados ajenos de X. Entonces la familia 4 = {X\A, X\B} es una
cubierta abierta de X. Por el inciso 1) existe una familia R = {F}, F3} de cerrados que
preserva cerradura y que refina . Sin perdida de generalidad supongamos que F; C X\Ay
que F» C X\ B. Asi obtenemos que

Por tanto X es normal. OJ

Lema 1.27 (de Dowker). Sea X un espacio normal. Sild = {Us | s € S} es una familia de
abiertos ajenos por pares y {Vs | s € S} es una familia de subconjuntos de X tales que | J, g Vs
es cerrado y Vs € S (Vs C Uy) entonces existe una familia discreta de abiertos {Ws | s € S}
tal que

Vs e S(V, C W, CUj)

13
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Demostracion. Consideremos al conjunto A C X de aquellos z € X tal que existe una
vecindad abierta B, que intersecta a un ntmero finito de elementos de U.

Notemos que A es abierto pues para cada z € A se tiene que B, C A, ademas tenemos
que J,eg Vs € A. Como X es normal y J ¢ Vs es cerrado entonces existe un abierto W tal
que

Uvicw ceaxw)cA
ses

Ahora consideremos para cada s € S al conjunto W, = U; N W. Entonces claramente
cada W es abierto al ser interseccién de dos abiertos y ademas V, C W,. Consideremos a la
familia W' = {W, | s € S}.

Dado z € X si x € A entonces la vecindad B, sOlo intersecta a un elemento de W’. Si
x ¢ A entonces = & cl,(W), por tanto existe una vecindad V,, de z tal que V, Nel, (W) =0
y por tanto no intersecta a ningun elemento de W'.

Asi W es una familia discreta de abiertos que cumple lo deseado. O

Ya estamos listos para estudiar nuestra segunda caracterizacién de espacios paracompac-
tos.

Teorema 1.28 (de Michael). Sea X un espacio reqular. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. X es paracompacto;
2. toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto que preserva cerradura;

3. toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento (no necesariamente abierto) que pre-
serva cerradura; y

4. toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado que preserva cerradura.

Demostracion. Las implicaciones 1) = 2) = 3) son inmediatas.
3) = 4) Sea U una cubierta abierta de X. Como X es regular entonces dado z € X y
V €U si z € V entonces existe un abierto U, tal que

l'engClX(Ux)gV
Asi existe una cubierta abierta V de X tal que la familia
V= {cx V)|V eV}

es un refinamiento de Y. Sea F un refinamiento que preserva cerradura de V), entonces la
familia

F={cdx(F)|FeF}

es un refinamiento cerrado que preserva cerradura de U.
4) = 1) Seald = {U; | s € S} una cubierta abierta de X. Supongamos que (U, <y) y
(S, <g) son conjuntos bien ordenados tales que

Vp,s e S(p<ss <= U, <y Us).

Ahora para cada k € N definiremos inductivamente familias {C;, | s € S} tales que:
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1. {Csk | s € S} es una cubierta cerrada de X que preserva cerradura tal que Vs €
S (Os,k g Us)

2. VS,t € S(t <g 8§ — Cs,k:—i—l N Ct,k = @)

Para n = 1 notemos que el Lema 1.26 (1) nos asegura la existencia de dicha cubier-
ta. Supongamos que tenemos definidas a las familias para i € {1,...,n}. Construyamos
{Consr | s € S}:

Para cada s € S consideremos a los conjuntos

Us,n—l—l - Us\ <U Ct,n) .
t<gs

Entonces como la familia {Cs,, | s € S} preserva cerradura, para cada s € S el conjunto
Us n+1 es abierto. Consideremos a la familia

{Usnyr | s € S},
Entonces esta familia es una cubierta de X pues dado z € X se cumple que el conjunto
{UseU|xeUst #0
y por tanto tiene un elemento <y -minimo Us,. Asi
Vi(t <s so = (¢ € Uy)).
Tenemos entonces que,

x & U Cirn y por tanto o € Ug 1.

t<gso

Ahora por el Lema 1.26 sea {Cs 41 | s € S} un refinamiento cerrado que preserva cerra-
dura de la cubierta {Us 41 | s € S} tal que

Vs € S (Cspni1 € Usntr) -
Asi por la construccion de la familia {Us 11 | s € S} tenemos que
Vit <g s = (Cipi1NCspn=10)). (1.1)
Para cada s € S y para cada ¢ € N consideremos al conjunto
Vi =X\ (U O) .
t+£s

Consideremos a la familia {V;; | s € S,i € N}. Notemos que para cada s € Sy para cada
i € N el conjunto V;; es abierto pues la familia {C}; | s € S} preserva cerradura. Ademas
por definiciéon tenemos que

Vs € S,\V/l € N(‘/SJ - Cs,i - US)
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Y ademas por construccion dado i € N,
s<gt(VeyinVi; =10).

Ahora sea z € X, entonces como la familia {C5; | s € S} es un refinamiento de la cubierta
U entonces por el buen orden de S podemos definir a; = min{s € S | x € Cs;}. As{ mismo
sea oy, = min {a; | i € N},
Asi x € V,,, k41 pues como z € C,, j entonces por construccién y por minimalidad de oy,
tenemos que:
Vala <s ay = (2 € Capt1))-

Y asi mismo por 1.1,
Vala >s ay = (2 € Capt1))-

Entonces la familia {V;; | s € 5,7 € N} es una cubierta abierta de X. Utilizando de nuevo
el Lema 1.26 sea {D;; | s € S,7 € N} un refinamiento cerrado que preserva cerradura de esta
cubierta tal que

Vs € 8,Vi e N(D,; C Vi)

Por tdltimo para cada i € N utilizando el Lema de Dowker consideremos una familia
discreta de abiertos {W; | s € S} tales que

Vs e S (D, €Wy, CVg,).

Entonces la familia {W;; | s € S,i € N} es un refinamiento abierto o-discreto de ¢ y por
tanto o-localmente finito. Usando asi el Teorema 1.16 tenemos que X es paracompacto. [J

En concreto, esta caracterizacién nos serd muy ttil para concluir un resultado que invo-
lucra a las iméagenes bajo funciones continuas de los espacios paracompactos, para esto nos
hara falta recordar un pequeno lema. También, por comodidad, denotaremos a la imagen
inversa de un conjunto A bajo una funcién f como f* [A].

Lema 1.29. Sea X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion continua,
cerrada y suprayectiva. Si X es un espacio normal entonces Y también lo es.

Demostracion. Consideremos dos cerrados ajenos Ay B en Y. Por continuidad los conjuntos
f<[A] y f<[B] son cerrados ajenos en X, por normalidad podemos encontrar dos abiertos
ajenos U y V en X tales que f< [A] CU y f< [B] C V. Puesto que la funcién f es cerrada
los conjuntos Y\ f [X\U] y Y\ f [X\V] son abiertos y ajenos en Y. Ahora, como f< [A] CU
y f es una funcién suprayectiva tenemos que

FUTTAINFIXNUL = AN FIXAU] =0

Asi A C Y\ f[X\U]y anédlogamente B C Y\ f [X\V]. Por tanto Y es un espacio normal.
[

Corolario 1.30. Sean X yY dos espacios topologicos y f : X — Y una funcion continua,
cerrada y suprayectiva. St X es un espacio paracompacto entonces Y también es paracom-
pacto.
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1.5. NORMALIDAD COLECTIVA

Demostracion. Puesto que la normalidad se preserva bajo funciones continuas y cerradas
tenemos que Y es un espacio normal. Sea U una cubierta abierta de Y entonces la familia

V={f"luveu}

es una cubierta abierta de X. Por el teorema anterior y el Lema 1.26 existe una familia
W ={Vy | U € U} refinamiento cerrado de V que preserva cerradura tal que

YU eU (Vy € f[U]).

Asf como f es una funcién continua y cerrada la familia F = {f[Vy] | U € U} es un
refinamiento cerrado que preserva cerradura de U. Asi, Y es paracompacto. O

Corolario 1.31. Sea X un espacio paracompacto, sid ={U; | s € S} es una cubierta abierta
de X entonces existe un refinamiento abierto (cerrado) localmente finito V = {V, | s € S}

tal que Vs € S (V; C Uy).

Demostracion. Como X es un espacio paracompacto entonces por el Teorema de Michael
y una construcciéon andloga a la realizada en el Lema 1.26 (usando que unién de abiertos
es abierta de ser necesario) existe un refinamiento abierto (cerrado) localmente finito V =
{Vs | s € S} tal que Vs € S (V; C Uy). O

Esta ultima caracterizacién reduce el problema de la paracompacidad a familias que pre-
servan cerradura, una propiedad que (cldsicamente) se ha presentado que poseen las familias
localmente finitas (como indica la Proposicién 1.9). Como hemos visto en las demostraciones
previas al teorema de Michael, poder encontrar este tipo de familias reduce considerable-
mente la dificultad de estudiar a nuestro espacio.

El corolario que acabamos de ver nos indica particularmente que la paracompacidad es
una propiedad topoldgica (como naturalmente se sospechaba) pero ya entrados en gastos es
natural querer saber qué sucede con los subespacios de espacios paracompactos, su relacién
con respecto a las otras formas de compacidad y mas atn: dado X paracompacto, jpodemos
al fin encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre un espacio Y tal que X X Y sea
un espacio paracompacto?

1.5. Normalidad Colectiva

Como vimos anteriormente todo espacio paracompacto es de hecho un espacio normal,
en esta pequena seccion estudiaremos una familia de espacios intermedia entre los espacios
paracompactos y los espacios normales: los espacios colectivamente normales.

Definicién 1.32. Un espacio topologico X es colectivamente normal si para cada familia
{Fs | s €S} discreta de cerrados existe una familia {Us | s € S} discreta de abiertos tales
que

Vs e S(Fs CUs)
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Una observacion inmediata es que todo espacio colectivamente normal es un espacio
normal pues si tomamos dos cerrados ajenos A y B, entonces la familia {A, B} es discreta,
por la normalidad colectiva los dos abiertos ajenos U y V tales que A C U y B C V son una
familia discreta de abiertos como la buscada. Mas adelante veremos que el regreso de esta
afirmacién no siempre es cierta.

Antes que nada serd conveniente introducir una caracterizacién bastante sencilla para
trabajar con mas comodidad.

Teorema 1.33. Un espacio topologico. X es un espacio colectivamente normal si y sélo si
para cada familia {Fy | s € S} discreta de cerrados existe una familia {Us | s € S} de abiertos
ajenos por pares tales que

Vs e S (Fs CUs)

Demostracion. Como una familia discreta de abiertos siempre es ajena por pares, basta con
demostrar el reciproco de esta afirmacion.

Primero veamos que X es un espacio normal: sean A y B dos cerrados ajenos de X,
entonces la familia { A, B} es discreta y por hipétesis existe una familia {U4 Ug} de abiertos
ajenos tales que A C U,y y B C Ug. Asi X es un espacio normal.

Ahora sea F = {F; | s € S} una familia discreta de cerrados y {Us | s € S} la familia de
abiertos ajenos por pares tales que Vs € S (F; C Us).

Como F = {F;|s €S} es una familia discreta entonces es localmente finita y asi por
la Proposicion 1.9 el conjunto GG = |J F es cerrado, asi mismo el conjunto H = X\ | J,.q Us
también es cerrado.

Como G y H son ajenos y X es un espacio normal existen dos abiertos ajenos U y V
tales que G C U y H C V. Consideremos a la familia {W, | s € S} donde

Vs €S (W, =U,NU)

Aseguramos que es la familia discreta de abiertos buscada. Dado s € S tenemos que
F; CUs y como | JF = G C U entonces tenemos que

F,CUNU =W

Veamos que es discreta: sea x € X, si z € H entonces V' es una vecindad abierta de x
que no intersecta a ningun elemento de la familia {WW | s € S}. De lo contrario si x ¢ H
entonces existe sp € S tal que x € Uy, y asi x € Wy, como la familia {W, | s € S} es ajena
por pares entonces Wy, es una vecindad abierta de x que intersecta sélamente a un elemento
de la misma familia. Asi X es un espacio colectivamente normal. n

Proposiciéon 1.34. Todo espacio numerablemente compacto y paracompacto es compacto.

Demostracion. Recordemos que en un espacio numerablemente compacto toda familia lo-
calmente finita de abiertos es finita. Asi en un espacio que cumpla estas dos condiciones se
tiene que toda cubierta abierta tendra un refinamiento finito. O

Utilizando esta nueva caracterizacion ya podemos ligar este concepto con el de espacio
paracompacto.
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Ejemplo 1.35. El espacio linealmente ordenado [0,w;) es un ejemplo de un espacio nume-
rablemente compacto no paracompacto. Mds adelante también veremos que, de hecho, es un
espacio hereditariamente colectivamente normal.

Proposiciéon 1.36. Todo espacio paracompacto es colectivamente normal.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y sea F = {F; | s € S} una familia discreta
de cerrados en X. Para cada x € X sea U, un abierto que a lo mas intersecta a un elemento
de F. Consideremos a la cubierta abierta Y = {U, | x € X'}, entonces como X es un espacio
paracompacto usando el Corolario 1.31 existe un refinamiento abierto localmente finito W =
{Ws | s € S} de la cubierta Y. Ahora para cada s € S sea

Vo =X\ J{elx(W) | W e W, clx(W) N F, = 0}

Asi tenemos que para cada s € S, Fy, C V; y ademés por la Proposicién 1.9 V; es abierto en
X. Ahora notemos que dado W € W tenemos que W C U, para alguna x € X, asi clx (W)
intersecta a lo mas a un elemento de F puesto que U, intersecta a lo mas a un elemento
de F y por tanto a lo més a un elemento de la familia V = {V; | s € S}, asi la familia V es
discreta y por tanto X es colectivamente normal. O

Ejemplo 1.37 (La construccién de Michael generalizada). Sea X un espacio topoldgico y
M C X un subespacio de X. Definimos una topologia sobre X como sigue: un conjunto W
es abierto si y solo si W =U UV donde U es abierto en la topologia de X yV C X\M. A
este espacio topologico lo denotamos como X .

Algunas observaciones son que el espacio Xy es Hausdorff al ser una topologia mds fina
que la original. Asi mismo notemos que para cada subconjunto U de X\M, tenemos que U
es abierto en la topologia de Xy y asi X\ M es un subespacio abierto y discreto del espacio
XM.

Por altimo, cuando el espacio X son los numeros reales y el subespacio M es el conjunto
de nidmeros irracionales entonces la construccion genera la linea de Michael (Ejemplo 1.22).

Lema 1.38. Sea X un espacio topologico y M C X. Si para cualesquiera dos cerrados ajenos
A y B del subespacio M C X existen abiertos ajenos U y 'V en X tales que ACU yBCV,
entonces el espacio Xy es un espacio normal.

Demostracion. Antes que nada una observacion importante es que si consideramos a M
como subespacio de X, entonces dado un abierto U de M existe un abierto de la forma
V UW donde V es abierto en X y W C X\ M tal que

U=VUuw)nM.

Como W C X\M entonces U = V N M. Por tanto la topologia que hereda M como
subespacio de X, es idéntica a la que hereda del espacio original X.

Sean A y B dos cerrados ajenos en X, entonces los conjuntos Ay = ANM y By = BNM
son cerrados y ajenos en el subespacio M de X, asi existen dos abiertos ajenos U y V' de X
tales que Ay CU y B; C V. Sean

U= (U\B)U (A\M)

19
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V=(V\A)U(B\M)

Entonces U y V son dos abiertos ajenos tales que A C U y B C V y por tanto X, es
un espacio normal. O

Un comentario importante es que existen espacios compactos donde una construccién
de Michael apropiada tendra como producto un espacio que no es normal, esto nos dice
que la paracompacidad no es suficiente para poder asegurar que la construccién de Michael
seguird siendo un espacio paracompacto. Un ejemplo de dicho espacio construido a partir
de espacios de Fort (y que requiere una cantidad amplia de detalles) puede consultarse sin
mayor problema en [En] (2.5.56).

Ahora bien, si nosotros logramos tener una condicién mas fuerte que sélo la paracompa-
cidad, podemos atn rescatar algo de provecho con respecto a la construccion de Michael.

Lema 1.39. Si X es un espacio hereditariamente paracompacto entonces el espacio Xy es
hereditariamente paracompacto.

Demostracion. Primero notemos que si A es un subespacio de X, entonces es de la forma
Yy donde Y C X y M’ = M NY, asi basta probar que el espacio X, es paracompacto.
Sea U una cubierta abierta de X/, entonces U es de la forma {Us; U V; | s € S} donde para
cada s € S el conjunto Uy es abierto en X y V; es un subconjunto de X\ M. Consideremos a
la familia U’ = {Us | s € S}, tenemos que U’ es una cubierta abierta del subespacio abierto
JU’ de X, al ser X un espacio hereditariamente paracompacto entonces la familia U’ tiene un
refinamiento abierto localmente finito V = {W; | s € S} donde para cada s € S el conjunto
W es abierto en el espacio | JU'. Como el subespacio | JU' es abierto en X, entonces V es
una familia de abiertos localmente finita de X,,.
Por dltimo consideremos a la familia F = VU{{z} |z € X\M}, entonces F es una
cubierta abierta localmente finita de X, que refina a U, asi X, es un espacio paracompacto.
O

Una observacion interesante es que la condicién de que el espacio X, sea hereditaria-
mente paracompacto no es suficiente para que X también lo sea: si consideramos al espacio
linealmente ordenado [0,w;) y consideramos a M = () entonces la construccién de Michael
genera al espacio wy con la topologia discreta. De esta manera el espacio [0, w;)ys es heredi-
tariamente paracompacto, sin embargo por lo dicho en el Ejemplo 1.35 el espacio [0,w;) ni
siquiera es paracompacto.

Con esto por fin podemos encontrar un espacio normal que no es colectivamente normal,
y asi, probar que en efecto es una generalizacién de estos mismos.

Ejemplo 1.40 (de Bing). Denotemos a 2% con la topologia discreta como C y consideremos
al espacio discreto de dos puntos, 2. Consideremos a F la familia de funciones de C a 2,
entonces es una familia de funciones continuas tales que |F| = 2I°l y ademds separa puntos

de cerrados. Ast, por el teorema de la diagonal, tenemos que la funcion f : C —>H§ =D

ferF
definida como f(x) = (fs()),cr €5 un encaje y asi C es homeomorfo a f[C].

Por dltimo consideremos a M = f[C] como subespacio de D y hagamos la construccion
de Michael, D).
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Proposicién 1.41. El espacio Dy es normal.

Demostracion. Sean Ay B dos cerrados ajenos en M y sea C' = f<[A], consideremos a x¢
la funcién caracteristica de C'. Sean U = 7y [{1}] y V = 7_[{0}], las imdgenes inversas de
la yc-ésima proyeccion.

Notemos primero que dado = € A, puesto que la funcién f es suprayectiva en su imagen,
existe z, € C tal que f(z,) = x; asi

Txc (JJ) = Txc © f(Z;p) = XC<Z:E) =1
Por tanto A C U y B C V. Puesto que U NV = (), por el Lema 1.38 el espacio Dy, es
normal. O
Proposicion 1.42. El espacio Dy no es colectivamente normal.

Demostracion. Supongamos que Dy, es un espacio colectivamente normal.

Como f es un homeomorfismo tenemos que M es un subespacio discreto de D y por tanto
de D). Consideremos a la familia V = {{z} | z € M}, entonces V es una familia discreta
de cerrados en D), y por el Teorema 1.33 existe una familia W = {W, | x € M} de abiertos
ajenos por pares tales que para cada x € M se cumple que x € W,. Por la construccion de
Michael para cada z € M tenemos que W, = U, UV, donde U, es un abierto de D y V, es
un subconjunto de D\ M y por tanto,

Ve e M (x e U,)

Asi la familiad = {U, | x € M} es una familia de abiertos no vacios y ajenos por pares

que cumple || = |M| = C, contradiciendo el hecho de que en un producto de espacios
separables toda familia de abiertos ajenos no vacios tiene que ser numerable.
Por tanto D), es un espacio normal que no es colectivamente normal. O

Para concluir esta pequena seccién revisaremos el comportamiento de los espacios colec-
tivamente normales con respecto a sus subespacios y vamos a estudiar un ejemplo concreto:
el de los espacios linealmente ordenados.

Proposicion 1.43. La normalidad colectiva es una propiedad que se hereda a subespacios
cerrados.

Demostracion. Sea X un espacio colectivamente normal, ¥ C X un subconjunto cerrado de
Xy
consideremos a F ={F; | s € S} una familia discreta de cerrados en Y. Notemos que F
también es una familia de cerrados en X gracias a que Y es un subconjunto cerrado de X.
Veamos que F es una familia discreta en X, consideremos a x € X. Si x € Y entonces
como F es una familia discreta en Y existe un abierto V, en X tal que x € V, y el conjunto
V., NY intersecta a lo mas a un elemento de la familia F. Asi, como la familia F esta
compuesta de cerrados de Y, entonces el abierto V, en X sigue intersectando a lo mas a un
elemento de F.
Por el contrario si z € Y entonces el abierto X\Y en X es una vecindad abierta de x que
no intersecta a ningin elemento de la familia F, mostrando que F es una familia discreta
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de cerrados en X. Como X es un espacio colectivamente normal, entonces existe una familia
discreta de abiertos de la forma U = {U, | s € S} tal que para cada s € S se tiene que
F, C U,. Para concluir, consideremos a la familia

Z/{Y:{USQY‘SES}

Entonces la familia Uy es una familia discreta de abiertos en Y, pues si tenemos x € Y
entonces una vecindad V, de x que intersecta a lo mas a un elemento de U intersectara a lo
mas a un elemento de Uy . Asi Y es un espacio colectivamente normal. O

Ya armados de este resultado veremos lo que sucede en el caso de los espacios linealmente
ordenados, pero primero necesitaremos un par de definiciones por comodidad para al final
aterrizar en una observacion de Lutzer (jincreiblemente ingeniosa!) que merece el titulo de
teorema. Dentro de lo siguiente es importante recordar que un subconjunto U de un conjunto
linealmente ordenado (X, <x) es convezo siy sélo si para cada par de puntos z,y € U sucede
que si x <x z <x y entonces z € U.

Definicién 1.44. Un espacio linealmente ordenado generalizado es una terna (X, 7x,<x),
donde (X,<x) es un orden lineal y Tx es una topologia mds fina que la inducida por el
orden lineal <xen X, donde ademds cada punto tiene una base de vecindades de conjuntos
converos con respecto al orden lineal <x.

Una observacion sencilla es que si (X, Tx,<x) es un espacio linealmente ordenado ge-
neralizado y Y C X entonces la terna (Y, 7x |y, <x|y) es un espacio linealmente ordenado
generalizado.

A estos espacios coloquialmente se les conoce como espacios GO, por sus siglas en inglés:
generalized ordered spaces.

Para empezar, probaremos el siguiente lema que nos dejara describir exactamente cémo
se comporta la topologia que tiene un espacio GO.

Lema 1.45. Sea (X, 7x,<x) un espacio GO y sea \x la topologia de orden inducida por el
orden <x en X. La familia

g(’) = {(I,-)) | T € X}U{((—,ZL’) | T e X}
U{lz, =) | [z, =) € mx\Ax } U{ (¢ 2] | (¢, 2] € 7x\Ax}
es una subbase para la topologia Tx.

Demostracion. Para probar este lema basta observar lo que sucede en aquellos abiertos que
no estan en la topologia de orden Ax. Sea U € 7x\\x, consideremos a la familia

U={Vel|VCU}.

Notemos entonces que | JU es un subconjunto propio de U y por tanto podemos tomar
x € U\ JU, ahora, como U es abierto en 7, consideremos una vecindad abierta convexa N,
de z tal que x € N, C U. Observemos que no existen y, z € N, tales que y <x = <x z pues
de lo contrario la vecindad abierta (y, z) es tal que

r € (y,z) C N, CU.
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Y por tanto se cumplirfa que z € | JU, lo cual es una contradiccién, asi podemos concluir
que x es un punto extremo del conjunto N,. Si ocurre que N, = {x} entonces claramente
los conjuntos [z, —) y (+, x| son abiertos en 7x y ademds = € [x,—) N (+—,z] C U.

Supongamos entonces que N, tiene més de un punto y que, sin perdida de generalidad, x
es un extremo izquierdo de N,. Asi tenemos que [z, —) = N,U(x, —) y por tanto [z, —) € Tx,
ademds también se cumple que dado y € N, \ {z} tenemos que

r€lr,—»)N(+,y) TN, CU.
Mostrando asi que la familia Go constituye una subbase para la topologia 7. O

Teorema 1.46 (de Lutzer). Todo espacio GO estd encajado como subespacio cerrado en
algun espacio linealmente ordenado.

Demostracion. Sea (X, Tx, <x) un espacio GO y sea Ax la topologia de orden inducida por
el orden <x en X. Consideremos un subconjunto X* de X x Z construido de la siguiente
manera:

X =X x{0}U{(x,n) | [z,—) € 7x\\x, n>0}U{(x,m) | («, 2] € Tx\A\x, m < 0}

Asi dotemos a X* con el orden lexicografico <y« y considerémoslo como un espacio
topoldgico linealmente ordenado. Aseguramos entonces que nuestro espacio original X es
homeomorfo al subespacio X x {0} de X*.

Primero observemos que X x {0} es cerrado: consideremos un punto de la forma (x,n) €
X*\(X x {0}) donde sin pérdida de generalidad n > 0, asi notemos que la vecindad abierta
((x,n —1),(x,n+ 1)) = (z,n) separa a este punto del conjunto X x {0}, mostrando que es
cerrado.

Ahora definamos la funcién natural f: (X, 7x) — X* como f (z) = (z,0), claramente es
una funcién biyectiva y por tanto solo basta demostrar que es continua y abierta para que
sea un homeomorfismo.

Para verificar continuidad basta confirmar que la imagen inversa de segmentos iniciales
y finales sea un conjunto abierto puesto que éstos forman una subbase para la topologia de
orden; siendo asi notemos que dado (z,n) € X* un elemento y € X cumple que f(y) €
(¢, (z,n))siysdlosiy<x zdy <x xzy0<n,esdecir, y € f<[(+, (x,n))] si y sblo si
y € (+,x)oy € (+<,x] y 0 <n. Por tanto

Sl (em)] = (= 2) 6 f7 (= (z,n))] = (¢, 2]

que son abiertos en la topologia 7x. De manera andloga podemos comprobar que en efecto
f< [({x,n),—)] es abierto en la topologia Tx.

Para demostrar que la funcién es abierta es suficiente demostrar que los elementos de la
subbase Go en efecto son conjuntos abiertos en X x {0}. Notemos que dado z € X tenemos
que

(=) x {0} = (X x{0}) N (&=, (2,0)) v (2, =) x {0} = (X x{0}) N ((2,0), =) .
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Ahora consideremos a un x € X tal que [z, —) € Tx\\x, entonces por definicién tenemos
que (z,1) € X*. Asi podemos ver que (y,0) € (X x {0})N (-, (z,1)) siy sélosiy € [x,—),
exhibiendo entonces que

[z, =) x {0} = (X x{0}) N (¢, (z, 1)) .
De manera analoga podemos comprobar que, de hecho,
(= 2] x {0} = (X x{0}) N ({z, 1), =)

Y asi la imagen de los elementos de la familia Go son abiertos en X x {0} y por tanto f
es un homeomorfismo. O

Este resultado tan ingenioso muestra su verdadera fuerza cuando trabajamos con pro-
piedades que se heredan a cerrados: si los espacios linealmente ordenados cumplen alguna
propiedad que se hereda a cerrados entonces automaticamente todo subespacio la cumplira.
Un ejemplo es la normalidad: como todo espacio linealmente ordenado es un espacio normal
entonces por el teorema de Lutzer cualquier espacio linealmente ordenado es hereditariamen-
te normal.

Es importante observar que este resultado también tiene un significado profundo de fon-
do: los espacios GO resultan ser precisamente subespacios de espacios linealmente ordenados,
de esta manera siempre podemos pensar sin distinciones en subespacios de linealmente or-
denados o en espacios GO.

Lema 1.47. Sea X un espacio linealmente ordenado. Para cualquier familia discreta F =
{{zs} | s € S} de unitarios de X existe una familia discreta de abiertos G = {Us | s € S} tal
que para cada s € S se tiene que xs € Us.

Demostracion. Sea X un espacio linealmente ordenado y F = {{z;} | s € a} una familia
discreta de unitarios de X indizada con un ordinal . Notemos que como la familia F es
discreta, entonces para cada s € «a siempre podemos considerar una vecindad abierta N,
de z, tal que dado t € a con t # s se cumple que z; ¢ N,. Construyamos nuestra familia
discreta de abiertos por induccién: como zy # z; y X es un espacio Hausdorff, podemos
encontrar dos abiertos ajenos Vy y V; tales que zp € V y 1 € Vi; asi la familia {Vy, Vi } es
una familia discreta de abiertos tal que xg € Vy v 1 € V.

Supongamos que tenemos una familia discreta de abiertos {Vs | 6 < 7} tal que para cada
0 < 7y se cumple que x5 € Vj, notemos ademas que por lo anterior podemos asumir que para
todo v € a con v &€ 3 se cumple que

xV¢U{VZ;|(5<7}.

Por regularidad para cada § < v podemos considerar una vecindad abierta Ws de x5 tal
que

x5 € W5 Cclx (Ws) C Vs

Construyamos asi a la familia H ={W; | 0 < 7}, notemos que también es una familia
discreta: dado x € X una vecindad que intersecta a lo méds a un miembro de la familia
{Vs | 6 <~} intersectard a lo mas a un miembro de la familia H.
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Como z, & |J{Vs | § < v} entonces

Ty & U clx (Ws) .

6<y

Pero como la familia H es discreta, usando la proposicién 1.9 tenemos que

xy & clx (UH) :

Asi {z,} y clx (UH) son cerrados ajenos en el espacio normal X, por tanto existen dos
abiertos ajenos W, y U tales que =, € V, y clx (UH) C U. Notemos ademas que usando
que la familia F es discreta, podemos pedir que para cada t € « tal que t # v se cumpla
que z; € V.. Consideremos a la familia

G, =HU{W,}.

Entonces la familia G, es discreta y se cumple que para cada § < « se tiene que x5 € W.
De esta manera concluimos el resultado por inducciéon hasta el ordinal a. O

Proposicion 1.48. Todo espacio linealmente ordenado es colectivamente normal.

Demostracion. Sea X un espacio linealmente ordenado y F = {F;|s € S} una familia
discreta de cerrados de X. Para cada s € S definamos a

W, = U{xy|xy€Fy xyﬂUFt }

t#s

Por definicién, para todo s € S el conjunto W, es abierto, aseguramos que la familia
G ={W, | s € S} es discreta.

Sea z € X y N, una vecindad abierta y convexa de x que sélo intersecta a algun Fj
con s € S. Supongamos que N, intersecta a algin W; con t # s, entonces necesariamente
intersecta a un intervalo de la forma (a,b) con a,b € F;. Como N, N Fy = () y N, es
una vecindad convexa, entonces necesariamente N, C (a,b), pues de lo contrario existiria
¢ € N;\ (a,b) y por convexidad necesariamente a € N, N F; o b € N, N Fy, lo cual es una
contradiccion.

Asi como N, C (a,b) entonces (a,b) N Fy # () y por tanto W, N Fy # (), lo cual contradice
la definicién del conjunto W;; por tanto N, sélo intersecta al conjunto Wy, concluyendo de
esta manera que la familia G es discreta.

Ahora consideremos a la familia

= {{x} lze FS\WS} .
seES

Veamos que también es una familia discreta: recordemos que como la familia F es discreta
entonces por la proposicién 1.9

clx (U]:) UCZX( §) -

seS
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Notemos que dado = € X si sucede que x € X \clx (|JF) entonces éste mismo abierto es
una vecindad que no intersecta a ningtiin miembro de la familia #H, por el contrario si z € | JG
entonces necesariamente = € (a,b) donde a,b € F; para alguna s € S. Notemos entonces que
(a,b) C Wy y por tanto esta vecindad abierta de z tampoco intersecta a ningin elemento de
la familia H.

Supongamos entonces que = € F,\W, para alguna s € S, notemos que necesariamente
x es un punto extremo de Fjy: si existieran a,b € F; tal que a < = < b entonces por
definicién z no serfa un elemento de F;\W,. También notemos que si sélo existe un punto
en F,\Ws entonces autométicamente una vecindad de = que sélo intersecta a Fy nos basta
para concluir, asi, supongamos que tenemos al menos dos elementos en Fy\W;. Como la
familia G es discreta, entonces existe una vecindad abierta y convexa NN, de x tal que a lo
mas intersecta a Wj.

Supongamos sin pérdida de generalidad que existe y € F,\W, con x < y, notemos
entonces que
(z,y) € Wy y por tanto (x,y) N F,\Ws = (. Consideremos entonces a la vecindad abierta
(¢<—,y)NN,, entonces = € (<—,y)NN, y por construccién sélamente intersecta al unitario {x}
de la familia H, concluimos asi que la familia H también es discreta. Para méas comodidad,
indicemos a la familia H como H ={z; |t € T}, entonces por el lema anterior podemos
encontrar una familia discreta de abiertos {O; | t € T'} tal que para cada t € T' se cumple
que z; € Oy.

Para cada s € S consideremos al conjunto abierto

VSZWSUU{Ot|xt€Fs\Wsyxt€Ot}

De esta manera aseguramos que la familia N' = {V; | s € S} es la familia discreta de
abiertos buscada. Notemos que por construccién para cada s € S tenemos que F, C V.

Por 1ltimo dado x € X usando que las familias G y H son discretas podemos encontrar
dos vecindades abiertas N, y M, de x tal que cada una intersecta a lo mas a un elemento
de las familias G y H respectivamente. Asi, la vecindad N, N M, intersecta a lo mas a un
miembro de la familia AV, mostrando que es discreta.

Por tanto el espacio X es colectivamente normal. O

Combinando este resultado con el teorema de Lutzer y la proposicién 1.43 podemos
deducir que de hecho,

Corolario 1.49. Cualquier espacio GO es hereditariamente colectivamente normal.

Recordando por fin a nuestro caballito de batalla, [0, w;), con esto podemos deducir que
es un espacio hereditariamente colectivamente normal no paracompacto. Como hemos visto
hasta ahora, hay una relacion bastante intima con respecto a la paracompacidad y la nor-
malidad, el hecho de que este espacio no alcance a escalar hasta contar con paracompacidad
es testigo de la fuerza que hay detras de ella.

Mas adelante veremos que atin podremos rescatar a este espacio debilitando la condicion
de la paracompacidad y que, de nueva cuenta, seguird apareciendo como un ejemplo para
descartar posibles equivalencias en nuestras definiciones.
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1.6. Subespacios, Suma Libre y la Propiedad Lindelof

Como vimos en el Corolario 1.17 todo espacio Lindelof regular es un espacio paracom-
pacto, en esta seccion estudiaremos algunos resultados adicionales que relacionan a estas dos
propiedades.

Lema 1.50. Sea X un espacio Lindelof. Si F es una familia localmente finita no vacia de
subconjuntos de X entonces F es numerable.

Demostracion. Sea X un espacio Lindelof y F una familia localmente finita de subconjuntos
no vacios de X. Entonces para cada x € X existe una vecindad abierta U, de x tal que U,
intersecta solo a un ntimero finito de elementos de F. Consideremos a la cubierta abierta

U={U,|zeX}
Entonces como X es un espacio Lindel6f tiene una subcubierta numerable de la forma
Uy ={U, | n € N}.

Asi como cada elemento de la familia F intersecta sélo a un nuimero finito de elementos
de la cubierta Uy entonces F es una familia numerable. O

Ahora bien es importante resaltar que el regreso no siempre es cierto, para esto tenemos
un ejemplo muy elemental.

Ejemplo 1.51. Consideremos al espacio linealmente ordenado [0,w;), recordemos que como
este espacio es numerablemente compacto entonces no puede contener subespacios cerrados
de cardinalidad no numerable.

Notemos entonces que si tenemos una familia localmente finita de conjuntos no vacios
F = {Fs|s €S} entonces podemos construir una familia localmente finita de puntos G =
{{zs} | s € S} tal que para cada s € S se cumple que x5 € Fy, de este modo tenemos que
UG constituye un subespacio cerrado de [0,w;) de cardinalidad S.

Utilizando la primera observacion obtenemos que |S| < w y por tanto toda familia local-
mente finita de [0,w;) tiene que ser numerable, pero en contraste del resultado anterior el
espacio [0,wy) no es Lindeldf ya que, de serlo, el espacio resultaria ser compacto.

Algo interesante es que es posible agregar algunas propiedades adicionales que nos per-
miten deducir un reciproco, para esto necesitaremos enunciar un par de conceptos nuevos.

Definicién 1.52. Sea X un espacio topolégico. Decimos que una familia es celular si es
una familia de abiertos no vacios y ajenos por pares. A un espacio Hausdorff en donde toda
familia celular es a lo mds numerable se le conoce como un espacio que satisface la c.a.c, o
la condicion de la anticadena contable.

Proposicién 1.53. Sea X un espacio topologico que satisface la c.a.c. Si F es una familia
de abiertos no vacios localmente finita, entonces F es numerable.
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Demostracion. Sea F ={U; | i € a} una familia de abiertos no vacios localmente finita y
supongamos que no es numerable.

Notemos que sin perdida de generalidad podemos suponer que « es el ordinal no nume-
rable wq, pues de no serlo podemos considerar a la familia

F={Uilicanw}u |J Us

w1<é<a

que es localmente finita y de cardinalidad w;.

Construyamos una nueva familia de conjuntos de la siguiente manera: como el conjunto
Uy es no vacio, podemos encontrar un elemento zy € U, y una vecindad abierta Ny de zq
que sélo intersecta a un numero finito de elementos de F.

De esta manera consideremos al conjunto de indices I (0) C w; de aquellos elementos de
F que intersectan a Ny. Asf para cualquier § € wi\I (0) tenemos que Us N Uy = 0.

Sea a € wy, supongamos que hemos construido la familia celular {Ng | 8 € a} y que
para cada 8 € a a los conjuntos de indices I (3). Notemos que (Jge, ! (8) es un conjunto
numerable, y por tanto wi\ (Uze, I (8) es no vacio y tiene un primer elemento, .

Como U, es no vacio podemos encontrar un elemento x., € U, y una vecindad abierta N,
de x, que sélo intersecta a un numero finito de elementos de F. Consideremos al conjunto
de indices I (7) C wy de aquellos elementos de F que intersectan a N,.

Por construccion tenemos que

(JNg)n N, =0

BEa

De esta manera concluimos la construccién de la familia celular de abiertos

G={Ns|Bew}

por recursion hasta w;.
Por tanto, el espacio no cumple la c.a.c. O

Combinando los dos resultados anteriores obtenemos un muy bonito resultado con res-
pecto a aquellos espacios paracompactos que satisfacen la c.a.c.

Corolario 1.54. Todo espacio topologico paracompacto X que satisfaga la c.a.c. es un es-
pacio Lindelof.

Demostracion. Si toda familia localmente finita de abiertos es numerable, entonces toda
cubierta abierta tiene un refinamiento numerable por ser un espacio paracompacto. Asi de
manera analoga a como caracterizamos a los compactos podemos conseguir una subcubierta
numerable y por tanto nuestro espacio es de Lindelof. O

Es importante notar la fuerza tan grande que tiene la hipdtesis de tener un espacio
con la c.a.c, pues muy facilmente la podemos romper simplemente utilizando un espacio
discreto de un tamano apropiado. Una pregunta que siempre es interesante es observar el
comportamiento de los subespacios que son densos y en el caso de los espacios paracompactos
estos se portan de una manera increiblemente amigable con esta propiedad.
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Teorema 1.55. Sea X un espacio paracompacto. Si X contiene un subespacio Lindelof denso
entonces el espacio X es Lindelof.

Demostracion. Sea U ={U, | s € S} una cubierta abierta de X y D un subespacio denso
Lindelof.

Como X es un espacio paracompacto, por normalidad y el Corolario 1.31 podemos con-
siderar un refinamiento abierto localmente finito F ={V; | s € S} de U. tal que para cada

s € S se cumpla que
‘/s g ClX (‘/;) g Us‘

Consideremos al conjunto
G={DnV;|seS}.

Entonces por el Lema anterior el conjunto G es numerable y ademas como la familia F
es cubierta de X tenemos que
D=|JDnV.

ses

Entonces tenemos que

X =clyD = cly <UDHVS>.

seS

Pero como la familia F preserva cerradura

clx (UDHVS) =|Jdx(DNV).

sES seS

Donde
Uedx(@nvy)cJex (Vi) € U
s€S seS ses
De esta manera como la familia G es numerable entonces sin pérdida de generalidad
podemos considerar que G = {DNW; |i € w} donde H = {W; | i € w} es un subconjunto
numerable de de la familia F. Asi, por lo anterior, la familia H es una subcubierta abierta
numerable de U.
Por tanto X es un espacio Lindelof. O

Corolario 1.56. Todo espacio separable paracompacto es un espacio Lindelof.

Demostracion. Si X es un espacio separable entonces contiene un subconjunto denso y nu-
merable D. Asi como D es un subespacio Lindelof denso de X por el resultado anterior X
es un espacio Lindelof. O

Para concluir esta seccién vamos a introducir dos propiedades sencillas pero importantes
de los espacios paracompactos con respecto a los subconjuntos cerrados y la suma topolégica.

Teorema 1.57. Sea X un espacio paracompacto. Si M es un subespacio F, de X entonces
M es paracompacto.
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Demostracion. Sea M un subespacio F, de X. Supongamos que

M:QE

donde para cada ¢ € N el subconjunto F; es cerrado en X.
Consideremos una cubierta abierta U = {Us | s € S} para M y ademds que para cada
s € S el conjunto Uy es de la forma

Us=MnNV;
donde V; es un abierto de X. Asi tenemos que para cada i € N la familia
{VilseStU{X\F}.

Es una cubierta abierta para el espacio X y por tanto tiene un refinamiento abierto
localmente finito R;.
Para cada ¢ € N consideremos a la familia

Vi={MAV|VeR yVNE +0}.

Finalmente la familia -
i=1

Es una cubierta abierta para M que es o-localmente finita y que refina a U.
Por tanto M es un espacio paracompacto. O

Corolario 1.58. La paracompacidad es una propiedad que se hereda a subconjuntos cerrados.

Naturalmente como ha de sospecharse, esta es una propiedad que muy dificilmente se
hereda a subconjuntos abiertos como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.59. Consideremos al espacio linealmente ordenado [0,w], entonces claramente
es paracompacto al ser un espacio compacto. El subconjunto [0,w;) es un abierto denso de
este espacio que no es paracompacto como vimos anteriormente. De manera similar, en el
espacio compacto [0,ws] el subconjunto [0,wy) es un abierto reqular que no es paracompacto.

Teorema 1.60. Si X = @ X, entonces X es un espacio paracompacto si y solo si cada
seS
sumando es paracompacto.

Demostracion. Recordemos que los abiertos en X son simplemente uniones de abiertos en
los espacios X y que ademas estos espacios son ajenos por pares.

Si el espacio X = € X, es paracompacto entonces como para cada s € S el espacio X
ses
es un subespacio cerrado de X, por el resultado anterior para cada s € S se tiene que X, es

un espacio paracompacto.
Ahora, supongamos que para cada s € S el espacio X, es paracompacto.
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SeaV = {V, | s € S} una cubierta abierta para X, entonces para cada s € S consideremos
a la familia V donde V; es un refinamiento abierto localmente finito para la cubierta abierta

{X;NV,|seS}

u=\Jv.

seS

del espacio X,. Entonces la familia

es un refinamiento abierto localmente finito de V. Notemos que la familia es localmente finita
en el espacio X gracias a que los espacios X son ajenos por pares.
Asi concluimos que X es un espacio paracompacto. ]

1.7. El Teorema de Tamano

Para concluir la tematica de aquellas operaciones que pueden conservar la paracompaci-
dad estudiaremos un 1ltimo resultado fundamental que caracteriza a los espacios paracom-
pactos en términos del producto con su compactacién de Stone-Cech. Esta caracterizacién
realizada por Tamano nos introducira de una manera muy natural a una nueva clase de
espacios: los espacios numerablemente paracompactos.

Recordemos que en el Ejemplo 1.22 hicimos la construccién de la linea de Michael defi-
niendo una nueva topologia sobre los nimeros reales, este espacio es esencial para el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.61 (de Michael). Consideremos a la linea M de Michael y al espacio P = R\Q
con la topologia que hereda de R, entonces el espacio P es completamente metrizable y sepa-
rable. Si definimos a X = M x P, entonces X no es un espacio normal y por tanto tampoco
es paracompacto.

Demostracion. Primero recordemos que el Teorema de Categoria de Baire nos asegura que
todo espacio completamente metrizable es un espacio de Baire. Asi podemos observar que
el conjunto P no puede ser un conjunto F, en los nimeros reales pues de serlo podriamos
descomponer a R de la forma

R:(UE)U{{queQ}.

Donde para cada n € N el conjunto F}, es cerrado y
(JF) =P
i=1

Asi como para cada n € N el conjunto F;, sélo tiene nimeros racionales tenemos que
clg (intg (Fy,)) = 0. Asi R serfa la unién numerable de subconjuntos nunca densos contradi-
ciendo que R es un conjunto de segunda categoria en si mismo.

Por ultimo notemos que P es un espacio separable al ser un subespacio de un espacio
métrico separable, ademas como QQ es un conjunto F, entonces IP es un espacio completamente
metrizable al ser un subespacio G5 de R.
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Consideremos al espacio X = M x P y a los conjuntos ajenos
A={(z,y) e X |z€Q} v B={(z,z) e X|zeP}.

Aseguramos que A y B son dos subconjuntos cerrados y ajenos de X que no pueden ser
separados por abiertos ajenos.

Primero, como Q es cerrado y discreto en M entonces A = QxP y por tanto es cerrado
al ser un producto de cerrados.

Ahora sea (xg, y0) € X\ B, entonces tenemos que g # yo y por tanto existen dos abiertos
ajenos en R tales que x € Uy y y € Vj.

Como Uy es abierto en R entonces también es abierto en M, ademas el conjunto Vo NP
es un abierto en P y por tanto tenemos que

(z0,90) € Up x (Vo NP).
Como U y V son ajenos entonces también se cumple que
Uy x (VoNP) C X\B.
Asi Ay B son cerrados en X. Consideremos un abierto U en X tal que A C U, veamos
que clx (U)N B # 0.

Consideremos a D = {d; | i € N} un conjunto denso y numerable de P y para caday € P
sea V, x W, una vecindad bésica abierta de (y,y) tal que

(y,y) € Vy x W, CU. (1.2)

En particular como W, es un conjunto abierto no vacio entonces existe ¢, € N tal que
d;, € W, por la densidad del conjunto D.
De esta manera para cada n € N sea

P,={yePli,=n}.

Y asi hagamos a
E = Jcxz(®).
i=1

Entonces como P no es un conjunto F, tenemos que E # P y entonces existe k € Ny
q € Q tal que ¢ € clg (Py), notemos que ademéds se cumple que (g, dy) € B.

Consideremos una vecindad abierta V' x W para (q,dy), entonces como R\clg (Py) es
abierto en R y por tanto en M entonces clg (P) es un conjunto cerrado de M, asi tenemos
que V NPy, # 0 pues ¢ € clg (Py).

Sea y € V NP, entonces tenemos que i, = k y asi d; € W,,, por tanto también se cumple
que

(y,di) €Vy x Wy vy (y,di) €V x W.

Y por 1.2 tenemos que

Asi toda vecindad abierta del punto (g, d,) intersecta a B, por tanto tenemos que clx (U)N
B # 0.

Asi A y B no se pueden separar con abiertos ajenos y por tanto el espacio X no es
normal. O]
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Ahora bien con esto vemos que ni siquiera basta con pedir que Y sea un espacio com-
pletamente metrizable y separable para poder preservar la paracompacidad, un resultado
bastante desalentador pero que al menos tendra remedio si consideramos a aquellos espacios
que son compactos. Ya por fin estamos listos para estudiar el Teorema de Tamano, pero antes
necesitaremos un par de resultados que nos ayudaran en el camino.

Teorema 1.62. Sean X y Y dos espacios topologicos y sea f : X — Y una funcion con-
tinua, suprayectiva y perfecta, es decir, cerrada y de fibras compactas. Si Y es un espacio
paracompacto entonces X también es paracompacto.

Demostracion. Sea {Us | s € S} una cubierta abierta de X. Para cada y € Y consideremos
a S(y) C S tal que S(y) sea finito y ademds cumpla que

e Y v

s€5(y)

Ahora, puesto que f es una funcién cerrada entonces el conjunto

V,=Y\r X\ | U.

s€S(y)

Es abierto en Y y ademads por un argumento analogo al usado en el Lema 1.29 tenemos
que y € V, y que ademads se cumple que

frcrvl=x\rx\yJuojlexnix\yJu)=U .

s€S(y) s€S(y) s€S(y)

Consideremos a la familiaf ={V, | y € Y'}, entonces U es una cubierta abierta del espa-
cio Y y como Y es un espacio paracompacto tiene un refinamiento abierto localmente finito
V ={W, |t € T}, asi la familia de imagenes inversas F = {f* [W;] | t € T} es una cubierta
abierta para X.

Veamos que F es una familia localmente finita: sea © € X, entonces existe una vecindad
abierta Vi) de f(x) tal que sélo intersecta a un ntimero finito de elementos de V y asf,
fe [Vf(x)} es una vecindad abierta de x que intersecta sélo a un nimero finito de elementos
de F.

Finalmente si consideramos a la familia
G={f"WinUs[teT,seS )}

Entonces es localmente finita, pues para cada t € T el conjunto S (y;) es finito y por tanto
una vecindad que intersectaba a un nimero finito de elementos de F seguird intersectando
a sOlo un nimero finito de elementos de la nueva familia G. m

Corolario 1.63. Sean X y Y dos espacios topologicos. Si X es un espacio paracompacto y
Y es un espacio compacto entonces el producto X XY es paracompacto.
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Demostracion. Como Y es un espacio compacto entonces la proyeccion 7y es una funcién
perfecta y por el resultado anterior el espacio X x Y es paracompacto. O

Con ayuda de este resultado ya podremos revisar el resultado de Tamano.

Teorema 1.64 (de Tamano). Sea X un espacio Tychonoff. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. X es paracompacto;
2. para toda compactacion cX de X se tiene que el producto X x cX es un espacio normal;
3. el producto X x X es normal; y

4. existe una compactacion cX de X tal que el producto X x c¢X es un espacio normal.

Demostracion. 1) = 2) Por el resultado anterior X X ¢X es un espacio paracompacto y
por tanto normal.
2) = 3) = 4) Es inmediato.
4) = 1) Sea {U; | s € S} una cubierta abierta de X y para cada s € S consideremos
un abierto V; en c¢X tal que Uy, =V, N X.
Entonces el conjunto
Z =X\ JV.

seS

es compacto al ser un cerrado en un compacto y en particular sigue siendo compacto en el
subespacio ¢X\ X de cX.

Consideremos a la diagonal A C X x X y al producto X x Z, entonces por construccion
tenemos que AN X x Z = (), aseguramos que ambos conjuntos son cerrados en el producto
X x ¢X. Claramente como Z es cerrado en ¢X entonces el producto X x Z es un cerrado de
X xcX.

Ahora sea z € (X x ¢X)\A, entonces z = (a,b) donde a € X y b# a con b € cX.

Como a # b existen dos abiertos ajenos U y V de ¢X tales que a € U y b € V, asi
tenemos que X N U es abierto en X y por tanto el conjunto (U N X) x V es un abierto de
X x cX tal que:

ze(UNX)xV C(X xcX)\A.

Asi la diagonal A es cerrada en X x cX.

Ahora como el espacio X x ¢X es normal, por el Lema de Urysohn existe una funcion
continua,

f: X xeX —[0,1] tal que f[A] C{0} vy f[X x Z] C{1}.

Definamos p : X x X — [0,1] de la siguiente manera:

p(z,y) = sup |f (z,2) — f (y,2)].

ze€cX

Aseguramos que p es una pseudométrica para X:
Primero si tomamos una x € X tenemos que
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p(ZL',l‘) = sup |f(x,z) —f(:L‘,Z)| = 0.

z€cX

Ahora si consideramos a x,y y z en X entonces por definicién:

p(x,y) = Selll))(|f(l‘,z) —f(y,z)|

es decir

sup |f (y,2) — f(z,2)| = p(y,).
z€cX

Por 1ltimo si consideramos a z,y y w en X entonces por definicién

p(:c,w) = sup |f(13,2) _f(wvz)"

z€cX

Y por desigualdad del tridngulo tenemos que para cada z € ¢X se cumple que

|f (2, 2) = fw, 2)] < |f(2,2) =y, )|+ [f (5, 2) = [ (w, 2)].

Y asi,

sup [ f (z,2) = f(w, 2)| < sup [f (z,2) = f (y, 2)| + sup [f (y, 2) = [ (w, 2)].

ze€cX z€cX z€cX

Por tanto podemos concluir que

plz,w) < p(z,y)+p(y,w).

Asi consideremos al espacio (X, 7,) con la topologia inducida por la pseudométrica p,
aseguramos que es una topologia mas gruesa que la original.

Sea xg € X y & >0.Sie > 1 entonces B (zg,e) = X x X. Supongamos que 0 < e <1y
consideremos una particién de [0, 1] de la siguiente forma:

£
P = {[to, 1), (t1, L2, - -, (tn_1, 1]} donde Yk € {1,...,n} <|tk_1 ] < §) .

Asi la familia F = {nxo f[U]NX | U € P} es una cubierta abierta para X. Identifi-
quemos a los elementos de la familia F como sigue:

» Ao = f{[to, t1)}
n Ve e {l,...,n—2} (A = fF {(te, tr1)})
[ ] An,1 = f<_ {(tnflvtﬂ}}

Y asi
F={ANnX|ie{l,...,n—1}}.

Ahora sea S C {1,...,n — 1} tal que para cada s € S se cumpla que zog € A, N X. Asi
para cada s € S consideremos abiertos basicos Gy x K tales que xg € Gy vy G, x K, C A,.
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Entonces tenemos que
{zo} x cX C UGS x K

ses

xo € ﬂGS C B(xg,¢).
seS
Por tanto la topologia 7, es mas gruesa que la original.
Ahora consideremos a la familia

u={(nd) rex).

Entonces U es una cubierta abierta para (X, 7,). Como este espacio tiene la topologia
inducida por la pseudométrica p entonces por el Teorema de Stone tiene un refinamiento
abierto localmente finito,

W = {W; |t €T}, notemos que la familia WV sigue siendo un refinamiento abierto con
respecto a la topologia original de X.

Notemos que para cadaxr € X yy € B (:1:, %) tenemos:

1

floy) =Gy = fyy)l <pley) <3

Asi f (z,y) < % cuando y € B (x,%) Ahora como para cada z € Z se cumple que

f(z,2z) = 1 entonces para cada t € T tenemos que clxW; N Z = () (donde la cerradura es
con respecto a la topologia original de X).
Ahora como

1
cdxW, CeclxB (x, 5) )

Entonces el conjunto clxW; es compacto y por tanto existe S (¢) C S finito tal que

W, C U U,.
seS(t)

Por ultimo consideremos a la familia
G={W,NnU, |teT,seS(t)}.

Entonces es una cubierta abierta localmente finita, puesto que los conjuntos S (t) son
finitos y ademds es un refinamiento de la cubierta original {U, | s € S}, por tanto X es
paracompacto. ]
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Capitulo 2

Espacios Numerablemente
Paracompactos

2.1. Una Caracterizacion

Como vimos anteriormente no necesariamente el producto de espacios paracompactos
sigue siendo un espacio paracompacto, pero gracias al resultado de Tamano podemos asegurar
que al menos se preserva bajo el producto con sus compactaciones. Asi mismo vimos que
la linea dispersa era un ejemplo de un espacio paracompacto cuyo producto con un espacio
separable tampoco llega a ser normal.

El estudio de este tipo de productos eventualmente aterrizo en los espacios numerable-
mente paracompactos al hacerse una pregunta que ya deberia parecernos natural: ;Si Y fuera
un espacio métrico compacto y X un espacio normal, tendremos que el producto X x Y sera
normal?

Definicién 2.1. Un espacio X es numerablemente paracompacto si y solo si toda cubierta
abierta numerable tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Algunas observaciones sencillas son que todo espacio paracompacto y todo espacio nu-
merablemente compacto es un espacio numerablemente paracompacto.

También es importante notar que estamos pidiendo refinamientos de cubiertas abiertas
numerables, en vez de utilizar refinamientos abiertos numerables. Esto es porque aquellos
espacios donde toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente finito y nu-
merable son precisamente los espacios de Lindelof paracompactos.

Primero estudiaremos la caracterizacion mas clasica para hacer el trabajo mucho mas
comodo.

Teorema 2.2. Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es numerablemente paracompacto;

2. para toda cubierta abierta numerable {U, | n € w} existe una cubierta abierta local-
mente finita

{V, | n € w} tal que para cada n € w se cumple que V,, C U,;
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3. para cada sucesion creciente Wo C Wy C ... de abiertos de X tales que | J;o, W; = X
existe una sucesion {F,, | n € w} de cerrados de X tales que para cadan € w se cumple
que F, C W, y UZyintx Fy = Xy

4. para cada sucesion decreciente Fy O Fy O ... de cerrados de X tales que ﬂ;’ioFi =0

existe una sucesion {W,, | n € w} de abiertos de X tales que para cadan € w se cumple
que F, CW, y (Nioy clxW; = 0.

Demostracion. 1) = 2) Seald = {U,, | n € w} una cubierta abierta numerable para X. Como
X es numerablemente paracompacto U tiene un refinamiento abierto localmente finito W.
Para cada n € w consideremos a la familia

Wn)={W|WeWyWCU,}.

Entonces para cada n € w tenemos que el conjunto

V. =Jw (n)
es abierto y ademas V,, C U,,. Asi tenemos que la familia
F={V,|new}

es un refinamiento abierto localmente finito de U.

2) = 3) Como la familia {W; | i € w} es una cubierta abierta numerable existe un re-

finamiento abierto localmente finito V = {V; | i € w} tal que para cada i € w se tiene que
Vi CW;.

Para cada ¢ € w consideremos a los conjuntos

F=x\Jv;

J>i

Entonces para cada ¢ € w tenemos que F; es un cerrado de X, ademas como X =
U{Vi| i € w} podemos observar que:

F=x\Jv,clJvclJw;

J>i J<i J<i
Ahora, como la familia {W; | i € w} es creciente se cumple que:

Jw; cwi.

J<i

Y por tanto para cada ¢ € w se tiene que F; C W;.

Por otra parte, dado z € X como la familia V es localmente finita existe una vecindad
abierta V' (x) de x tal que sélo intersecta a un nimero finito de elementos de V. Consideremos
a s (r) C w los indices correspondientes a aquellos elementos que intersecta.

Finalmente sea

n, =max{n|necs(z)}.
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2.1. UNA CARACTERIZACION

Notemos que para cada m > n, se tiene que V () NV, = (). Asf el conjunto F;,, es tal
que W (z) C F,,, y por tanto
x €intx k.
Consecuentemente,
(o]
i=1
3) < 4) Es inmediato.

3) = 1) Sead = {U, | n € w} una cubierta abierta numerable para X. Consideremos
para cada ¢ € w a los conjuntos
Wi =JU;

J<t
entonces la familia {IW; | i € w} es creciente, numerable y ademéds es cubierta para X.
Por hipdtesis existe una familia {F; | i € w} de cerrados de X tal que

oo
X = JintxF,
i=1
y tal que para cada i € w se tiene que F; C W;.
Asi para cada i € w los conjuntos

V%ZUi\UFj

j<t

son abiertos en X y ademés para cada i € w tenemos que V; C Uj.

Ahora, puesto que
J&cUw cUJu
j<i j<i j<i
entonces,
vA\Ju; c o\ JF) =V
1<t 7<i
Asi la familia V = {V; | i € w} es una cubierta abierta para X pues dado z € X si
consideramos a
i(zr)=min{n cwl|zelU,}
entonces tenemos que
T € Ui(w)\ U Uj CcV.
Jj<i(z)
Ahora como la familia
{intx(F};) | i € w}
es una cubierta abierta de X, entonces dado x € X existe una vecindad intx Fj,) tal que
para cada j > ¢ se tiene que
intx Fipy NV = 0
y por tanto la familia V es localmente finita.
Como V es un refinamiento abierto localmente finito de i/ entonces X es numerablemente
paracompacto. ]
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Una observaciéon clave que podemos hacer es que dada una sucesién decreciente F; O
F; D ...de cerrados de X y una sucesion de abiertos W = {W; | i € N} tales que para cada
n € N se tenga que F,, C W, entonces podemos pedir que la sucesiéon de abiertos VW sea
también decreciente. Simplemente si consideramos a la familia

W:{ﬁWi\neN}

i=1

Entonces es una familia de abiertos decreciente por construcciéon y ademas para cada

n € N se cumple que
F.c(\EcW
i=1 i=1

Asi indistintamente podemos suponer que las sucesiones que se obtienen en las caracte-
rizaciones 3 y 4 del Teorema 2.2 son crecientes y decrecientes respectivamente.

Corolario 2.3. Sea X un espacio normal, entonces X es un espacio numerablemente pa-
racompacto si y solo si para cada sucesion decreciente Fy O Fy D ... de conjuntos cerrados
de X tales que (2, F; = 0 existe una sucesion {W; | i € w} de abiertos de X tales que para
cada i € w se tiene que F; CW; y (o2, W; = 0.

Demostracion. Primero si X es un espacio numerablemente paracompacto entonces obtene-
mos lo buscado con el resultado anterior.

Para la implicacién de regreso consideremos a F = {F; | i € w} una sucesién decreciente
de conjuntos cerrados tal que (| F = (), entonces por hipétesis existe una sucesién W =
{W; | i € w} de abiertos de X tales que para i € w se tiene que F; C W; y ademds (| W = 0.

Entonces por normalidad para cada ¢ € w existe un abierto V; tal que

F;,CV, CexV; ©W;

y ademds tal que (;2; clxV; = 0.
Asi X es numerablemente paracompacto por la proposicién anterior. O

Habiendo establecido una buena caracterizacion podemos comenzar a estudiar algunas
propiedades sencillas de los espacios numerablemente paracompactos. Arrancaremos como
siempre estudiando el comportamiento en subespacios e intentaremos rescatar un poco de la
herramienta que tenfamos para los espacios paracompactos.

2.2. Espacios Binormales

Como vimos en el primer capitulo hay una relacion muy intima entre los espacios pa-
racompactos y la normalidad. Para poder trabajar con més comodidad serd conveniente
establecer una pequena definicion.

Definicién 2.4. Un espacio X es un espacio binormal si y solo si X es un espacio normal
y numerablemente paracompacto.
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Maés adelante vamos a hablar con mas profundidad acerca de espacios normales que no
sean binormales.

Teorema 2.5. Sea X un espacio numerablemente paracompacto. Si M es un subespacio
cerrado de X entonces M es numerablemente paracompacto.

Demostracion. Sea M un subespacio cerrado de X y sea U = {U, | n € N} una cubierta
abierta numerable de M.
Para cada n € N consideremos un abierto V,, de X tal que U,, = V,, N M. Asi la familia

G=1{U, |neN}U{X\M

es una cubierta abierta numerable para X y por tanto tiene un refinamiento abierto local-
mente finito numerable ¥V = {V,, | n € N}.
Ahora si consideramos a la familia

H={V,NM|neNyV,NM=# 0}

entonces H es una familia de abiertos en M y ademéds para cada n € N se tiene que existe
m € N tal que
U.N"MCV,NM.

Asi ‘H es un refinamiento abierto de U.

Finalmente como V es una familia localmente finita entonces dado = € M existe una
vecindad abierta N, de x tal que s6lo intersecta a un nimero finito de elementos de V), asi
la vecindad abierta N, N M sélo intersecta a un numero finito de elementos de H. Por tanto
‘H es localmente finita y por tanto M es numerablemente paracompacto. n

Atn habiendo obtenido este resultado tan natural es inevitable tener la sensacién de que
estamos perdiendo mucho al restringirnos a cubiertas numerables, en especial después de
haber obtenido caracterizaciones y herramientas fuertes para la versién paracompacta. La
realidad es que en el fondo nos esta faltando una propiedad importante: la normalidad.

Lo interesante es que si estamos trabajando en el contexto de los espacios binormales
podemos rescatar mucha de la herramienta que habiamos desarollado ya para los espacios
paracompactos. En concreto podemos recuperar aquellas caracterizaciones que siempre nos
hicieron la vida un poco més facil para deducir resultados més fuertes.

Empezaremos primero con una propiedad muy importante y poderosa de los espacios
normales, para esto necesitaremos una pequena definicion.

Definicién 2.6. Sea X un espacio topolégico. Una familia F de subconjuntos de X es punto
finita st para cada x € X se tiene que x pertenece a solo un numero finito de elementos de

F.

Es importante notar que toda familia localmente finita es claramente punto finita: una
vecindad abierta que soélo intersecta a un niimero finito de miembros de la familia es testigo
de aquellos miembros a los que pertenece el punto.

Lema 2.7. Un espacio topologico X es un espacio normal si y solo si para cualquier cubierta
abierta punto finita U = {Us | s € S} de X eziste un refinamiento abierto V = {V; | s € S}
de U tal que para cada s € S se cumple que cly (Vi) C Us.
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CAPITULO 2. ESPACIOS NUMERABLEMENTE PARACOMPACTOS

Demostracion. Sea U = {Us | s € a} una cubierta abierta punto finita de X, para més
comodidad supongamos que esta indizada con un ordinal, a.
Construyamos la familia por induccion de la siguiente manera: sea

F=x\ J U

0<d<a

Notemos que Fj es cerrado y ademas Fy C Uy. De esta manera por normalidad existe un
abierto V{ tal que
Fy €V Celx (Vo) C Ub.

Sea 7 € a y supongamos que hemos construido una familia {Vs | § € v} tal que para

cada d € v se cumple que
Fs C Vs Celx (Vs) C Us.

Consideremos al conjunto cerrado

E,=x\|JUs
JE
d#y
entonces por construccién tenemos que V, C U, y por normalidad podemos considerar un
abierto V,, tal que
F,CV,Cedx(V,) CU,.

Concluyendo por induccién la construccion de la familia V = {Vj | s € a}. Veamos que V
es una cubierta abierta para X.

Sea x € X, como la cubierta U es punto finita entonces existe un subconjunto finito y no
vacio S (z) de « de la forma

S(x) ={br, ... Bn}

tal que para cada 0 € a\S (x) se cumple que x & Usy.
Consideremos asi a

ﬁm = max {ﬁla 7ﬂn} .

Entonces por definiciéon tenemos que para cada 0 > [, se cumple que = ¢ Us. Ahora,
si existe 0 < (B, tal que x € Vy entonces terminamos, supongamos entonces que para cada
0 < B, se tiene que = & Vj.

Por definicién tendriamos entonces que para cada § < 3, se tiene que = &€ Us y por tanto
z € F B

Concluimos asi que la familia V' es un refinamiento abierto de U que cumple lo buscado.

Para la implicacion contraria, sean A y B dos cerrados ajenos en X y consideremos a la

familia de abiertos
U={X\A, X\B}.

Como U es una cubierta abierta del espacio X, podemos encontrar un refinamiento abierto
punto finito {U, V'} de U tal que

UCcx(U)CX\A v VCeyx (V)T X\B .
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Asi podemos concluir que X\clx (U) y X\clx (V) son dos abiertos ajenos tales que
AC X\clx (U)y BC X\cx (V).

Por tanto el espacio X es normal. O

Notemos que usando este pequeno lema podemos encontrar una primera caracterizacion
para espacios binormales.

Proposicion 2.8. Sea X un espacio normal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es un espacio numerablemente paracompacto,
2. toda cubierta abierta numerable tiene un refinamiento abierto punto finito;

3. para cualquier cubierta abierta numerable {U; | i € w} de X existe un refinamiento
abierto numerable {V; | i € w} tal que para cada i € w se cumple que clx (V;) C U;; y

4. para cada sucesion decreciente Fy O Fy D ... de conjuntos cerrados de X tales que
Ny Fi = 0 existe una sucesion {W; | i € w} de abiertos de X tales que para cada
i € w se tiene que F; CW; y (o, W; = 0.

Demostracion. 1) = 2) Toda familia localmente finita es punto finita.
2) = 3) Como X es un espacio normal podemos encontrar dicho refinamiento usando el
lema anterior.
3) = 4) Sea F ={F; | i € w} una sucesién decreciente de cerrados tal que (| F = 0.
Consideremos a la familia

G={X\F |icuw}.

Entonces G es una cubierta abierta numerable para X y por hipdtesis tiene un refina-
miento abierto numerable {V; | i € w} tal que para cada i € w se cumple que

Vi Cclx (Vi) € X\Fi.
De esta manera tenemos que la familia
H={X\clx (V}) | i € w}
es una sucesion de abiertos tales que para cada ¢ € w se cumple que
F; € X\clx (Vi) .

Ademas, (VH = 0 porque la familia {V; | i € w} es una cubierta del espacio X.
4) = 1) Esto es el regreso del Corolario 2.3. O

Ahora bien, lo natural despues de empezar a tratar con respacios binormales es querer
rescatar al Teorema de Michael (1.28), a primera vista podemos observar que en ese resultado
lo que mas importa es poder encontrar refinamientos de familias de cardinalidad a lo més un
cierto cardinal k fijo. La pregunta ahora es: jpodremos rescatar este teorema con sélo hacer
algunos ajustes en las demostraciones? Y si no, jqué es lo que hay de fondo para no poder
demostrar algo similar?
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Para comenzar en esta labor el lema que presentamos a continuaciéon nos sera de gran
ayuda para obtener una especie de caracterizacion fundamental para los espacios binorma-
les, este resultado nos ayudard a encontrar un refinamiento punto finito para una cubierta
numerable bajo ciertas condiciones. Morita demostré bajo las mismas hipotesis que existia
un refinamiento del tipo estrella (que no hemos trabajado en este texto), la versiéon que
presentamos a continuacion tiene una conclusion distinta que es mucho mas apegada a la
forma en la que hemos trabajado.

Lema 2.9. Sea X un espacio topoldgico y seald = {U,, | n € w} una cubierta abierta nume-
rable de X. Si existe una cubierta cerrada F ={F, |n € w} de X tal que para cada n € w
se cumple que F,, C U,, entonces U tiene un refinamiento abierto punto finito.

Demostracion. Seald = {U, | n € w} una cubierta abierta numerable de X. Consideremos a
F ={F, | n € w} una cubierta cerrada de X tal que para cada n € w se cumple que F,, C U,.
Para cada n € w consideremos a los siguientes conjuntos:

Wo = Uy y Wn:Un\U F;sin > 0.

<n
Notemos que para cada ¢ € w el conjunto W; es abierto y ademas W; C U;. Consideremos
de esta manera a la familia

W={W,|iecw}.

Veamos que W es una cubierta de X: sea x € X y supongamos que z ¢ Uy. Como la
familia F es una cubierta de X entonces existe una primer 7 € w tal que x € Fj, por tanto
para cada j € w tal que j < 7 se tiene que

y por tanto x € W;, mostrando que W es una cubierta abierta de X.

Del mismo modo para cada x € X existe un primer i (z) € w tal que & € Fy) y por
tanto para cada j € w con j > i(z) tenemos que x ¢ W; por construccién, mostrando que
W es una familia punto finita. n

Un resultado curioso es que podemos extender la fuerza de este lema un poco mas,
obteniendo una inocente caracterizacién para los espacios binormales.

Corolario 2.10. Un espacio topolégico X es binormal si y solo si para cada cubierta abierta
numerable

U={U, |necw} deX existe una cubierta cerrada F ={F,, | n € w} de X tal que para cada
n € w se cumple que F,, CU,.

Demostracion. Si el espacio es binormal entonces dada una cubierta abierta numerable U =
{U, | n € w} sabemos por la Proposicién 2.8 que existe un refinamiento abierto numerable
V ={V, | n € w} tal que para cada n € w se cumple que

De esta manera, la cubierta cerrada
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cumple lo buscado.

Ahora supongamos que para cada cubierta abierta numerable U = {U, | n € w} de X
existe una cubierta cerrada F ={F,, | n € w} de X tal que para cada n € w se cumple que
F, C U,, primero demostremos que el espacio X es normal.

Sean A y B dos cerrados ajenos en X y consideremos a la familia

U={X\A X\B}.

Entonces es una cubierta abierta de X y por hipdtesis existe una cubierta cerrada
V ={F}, F;} de X tal que
CX\A y F,CX\B

Notemos que entonces F; y F son cerrados ajenos y por tanto X\ ] y X'\ F son abiertos
ajenos tales que A C X\F} y B C X\ F,, demostrando asi que X es un espacio normal.

Por 1ultimo, dada cualquier cubierta abierta numerable & de X se cumplen las hipdtesis
del Lema anterior y por tanto ésta tiene un refinamiento abierto punto finito, como el espacio
X es normal entonces por la Proposicion 2.8 el espacio X es numerablemente paracompacto.

Asi el espacio X es binormal. n

Usando este lema, nos resultard sencillo demostrar la “gran caracterizacion” para los
espacios binormales.

Teorema 2.11 (de Michael-Morita-Mansfield). Sea X un espacio normal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. X es un espacio numerablemente paracompacto;
2. toda cubierta abierta numerable de X tiene un refinamiento cerrado localmente finito;

3. toda cubierta abierta numerable de X tiene un refinamiento cerrado que preserva ce-
rradura,

4. toda cubierta abierta numerable de X tiene un refinamiento cerrado o-discreto;

5. toda cubierta abierta numerable de X tiene un refinamiento cerrado o-localmente finito;
Y

6. toda cubierta abierta numerable de X tiene un refinamiento cerrado que es una union
numerable de familias que preservan cerradura.

Demostracion. Para demostrar este teorema la tinica demostracion que requiere gran trabajo
es que la afirmacion 6 implica 1 gracias a todo lo que hemos hecho hasta ahora. Primero
hagamos las més sencillas.

1) = 2) Seald = {U, | n € w} una cubierta abierta numerable de X. Por la Proposicién
2.8 existe un refinamiento abierto numerable V ={V; | i € w} tal que para cada i € w se
cumple que

Vi Celx (Vi) C U
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Como la familia V' es una cubierta abierta numerable para X entonces por el Teorema
2.2 tiene un refinamiento abierto localmente finito W = {W; | i € w} tal que para cada i € w
se cumple que

W; C V..

Asi la familia

W = {clx (W) | i € w}

Es un refinamiento cerrado localmente finito de U.

2) = 3) Toda familia localmente finita preserva cerradura.

3) = 4) Sea U = {U, | n € w} una cubierta abierta numerable de X. Consideremos a
V ={Ws | s € S} un refinamiento cerrado que preserva cerradura de Y.

Para cada n € w consideremos al conjunto

V.= J{w|wcu,ywev}.

Entonces como la familia ) preseva cerradura tenemos que para cada n € w el conjunto
V,, es cerrado. Asi obtenemos que la familia

G={V.|new}

es un refinamiento cerrado y numerable de U y por tanto o-discreto.

4) = 5) Cualquier familia discreta es localmente finita.

5) = 6) Cualquier familia localmente finita preserva cerradura.

6) = 1) Sea U = {U,, | n € w} una cubierta abierta numerable de X y sea F = -, F;
un refinamiento cerrado donde para cada i € w la familia F; preserva cerradura.

Para cada pareja i, j € w consideremos al conjunto

W= {FeF|Fcu}.

Como para cada j € w la familia F; preserva cerradura entonces para toda ¢ € w el
conjunto W; ; es cerrado en X. Notemos ademds que por construcciéon dado ¢ € w tenemos
que para cada j € w se cumple que

W, C U

ij &
Aseguramos que la familia G = {W,; | i,j € w} es una cubierta del espacio X.
Dado = € X sabemos que existe i € w tal que z € |J F;, en particular existe una F, € F;

tal que z € F,. Como F es un refinamiento de U entonces existe una j € w tal que
S Fx g Uj.

Por tanto z € W, ;, mostrando asi que la familia G es un refinamiento cerrado de la
familia .
Como la familia G es numerable podemos re-indizarla de manera natural como

Como G refina a U entonces para cada ¢ € w podemos encontrar alguna j (i) € w fija tal
que
Ci C Ujq)-
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Consideremos asi a la siguiente subcubierta numerable de U,
Ue = {Uji) | C; € Vi), Uiy €U} -
Por normalidad para cada j € w podemos encontrar un abierto O; tal que
C; € 05 C cx (05) € Ujgp.-

entonces la familia
Oc = {clx(0;) | j € w}

es una cubierta cerrada del espacio X tal que para cada j € w se tiene que
cx (0;) € Ujgy-

Asi por el lema anterior la familia Ug tiene un refinamiento abierto punto finito YW que
es a su vez un refinamiento abierto punto finito de la cubierta original U.

Como X es un espacio normal, por la Proposicion 2.8 el espacio X es numerablemente
paracompacto. ]

Es importante tener un poco de cuidado con este resultado: si recordamos nuestra primera
caracterizacion para espacios paracompactos (Teorema 1.16) es natural (jy enganoso!) querer
tener una caracterizacién lo més parecida que se pueda a ella. Concretamente en este teore-
ma demostramos que es suficiente con poder encontrar refinamientos abiertos o-localmente
finitos para poder asegurar que un espacio regular es paracompacto.

Es justo aqui donde tenemos que tener cuidado: en esta caracterizacion “fundamental”
de los espacios binormales no podemos sustituir las palabras “refinamiento cerrado” por
“refinamiento abierto” de manera libre en las afirmaciones 4 y 5: cualquier cubierta abierta
numerable es en si una cubierta abierta o-discreta y o-localmente finita si la vemos como la
union de los unitarios de sus elementos. En caso de que pudieramos sustituir dicha afirmacién
en este teorema, entonces automaticamente tendriamos que las nociones de espacio normal
y espacio binormal son equivalentes. jEsto sera posible?

Ahora bien, recordemos que justo este detalle fue lo que nos resolvié un problema impor-
tante para los espacios paracompactos: la paracompacidad es una propiedad que se hereda a
subespacios F, (Teorema 1.57). Pero por el comentario anterior, no sabemos si todo espacio
donde cada cubierta abierta numerable tenga un refinamiento o-localmente finito es nume-
rablemente paracompacto. Lo interesante es que al menos si podemos asegurar el regreso, y
justamente es este regreso el que necesitamos para volver a estudiar el comportamiento de
los subespacios F,.

Teorema 2.12 (de Morita). Sea X un espacio numerablemente paracompacto. Si'V es una
cubierta abierta o-localmente finita de X entonces existe un refinamiento abierto localmente
finito de V.

Demostracion. Sea V = |J;- V; una cubierta abierta o-localmente finita de X donde para
cada n € N la familia V), es localmente finita.
Para cada n € N sea

Vo=UJ{vIvew.
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Entonces para cada n € N el conjunto V,, es abierto y ademés como V es una cubierta
para X entonces la familia

W ={V,|neN}

es una cubierta abierta numerable para X y por tanto podemos considerar un refinamiento
abierto localmente finito W, de W.
Para cada n € N consideremos a

Up=J{Uemn|UCV,}.
Entonces por construccién U, es abierto y ademaés la familia
U={U,|neN}

es una cubierta abierta para X. Notemos que dado x € X si tomamos una vecindad N, que
solo intersecta a un numero finito de elementos de W,, entonces ella misma intersecta sélo
a un nuimero finito de elementos de /. Por tanto tenemos que U es un refinamiento abierto
localmente finito y numerable de la familia W.

Finalmente consideremos a la familia

H={U,NV |V eV, neN}.

Notemos que dado x € X como U es una cubierta del espacio existe n € N tal que xz € U,
pero por construcciéon tenemos que U,, C V,, y por tanto existe V' € V), tal que

xeU,NV.

Asi ‘H es una cubierta abierta para X y por construccion también refina a V.

Para concluir dado z € X tenemos que existe una vecindad abierta N, de z que sélo
intersecta a un nimero finito de elementos de U.

Asi existe una kg € N tal que para cada m > kg se tiene que

N, NU,, =0.

De esta manera para cada n < k, consideremos una vecindad abierta M, (z) tal que sélo
intersecta a un numero finito de elementos de V,, por lo que tendrémos que la vecindad
abierta de x definida como

ko
W, =\ M;(x)N N,
i=0
intersecta solo a un numero finito de elementos de H.

Asi H es un refinamiento abierto localmente finito de la cubierta V. O

Corolario 2.13. Sea X un espacio binormal. Si M es un subespacio F, de X entonces M
es un espacio binormal.

Demostracion. Recordemos primero que la normalidad es una propiedad que se hereda a
subespacios F,,. De esta manera utilizando el teorema anterior y repitiendo la demostracién
del Teorema 1.57 comenzando con una cubierta numerable, concluimos este resultado. [
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Corolario 2.14. Si X = @ X, entonces X es un espacio numerablemente paracompacto si
seS
y solo si cada sumando es numerablemente paracompacto.

Demostracion. Usando que la paracompacidad numerable se hereda a subespacios cerrados
como vimos al inicio de la seccion, podemos realizar una demostracién analoga a la del caso
paracompacto (Teorema 1.60). O]

2.3. El Teorema de Henriksen-Isbell

Siguiendo esta linea de pensamiento es natural preguntarse qué sucede cuando se trabaja
con productos de espacios numerablemente paracompactos, en esta seccién empezaremos a
analizar qué podemos obtener al cambiar las propiedades de nuestros factores para al final
aterrizar en otra caracterizacion de los espacios numerablemente paracomapctos en términos
de productos.

Teorema 2.15 (de Henriksen-Isbell). Sean X yY dos espacios topoldgicos y sea f : X — Y
una funcion perfecta. Entonces se cumple que X es un espacio numerablemente paracompacto
sty solo s1'Y es numerablemente paracompacto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio numerablemente paracompacto.

Sea F = {F; | i € N} una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados de Y tales que
NF=10.

Consideremos a la familia

Fo={/7IFl [ieN;}.

Entonces la familia 7 es una sucesién decreciente de cerrados tales que (| F< = (). Asi
por el Teorema 2.2 existe una sucesion decreciente {V,, | n € N} de abiertos de X tales que
para cada n € N se cumple que f< [F;] CV; y tal que

[e.e]

m Clx(‘/z) = @
i=1
Para cada n € N consideremos al conjunto

Gn =Y\ f[X\V.].

Entonces como f es una funcién perfecta y por tanto cerrada, se tiene que para cada
n € N el conjunto G,, es abierto en Y.
Notemos que dado n € N se cumple que

F, CY\f[X\V,]
pues para cada n € N tenemos que
O] CV, siysolosi X\V; C X\fT[F] .
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Es decir,
FOIRIC Vi siysolosi X\ViC f [Y]\f* [F] = f~ [V\F] .
Como f es una funcién suprayectiva concluimos que
JOIRICV siyslosi fIX\V] CY\F, .

Notemos que para cada n € N como V,,1 C V,,, tenemos que X\V,, C X\V, . y por
tanto

FIXAV] € FIXA\Vaa]

De este modo sucede que

YAS[XAVaia] CYASXAVL]

Asi tenemos que para cada n € N se cumple que G, 11 C G,,.
Por tltimo para demostrar que ()2, cly (G;) = () supongamos que existe y € (2, cly (G;).
Entonces para cada n € N como tenemos que

SRy € oI IXAVL]] = 7 (G

usando de nuevo que f es una funcién suprayectiva, se cumple que

SIS XAV = X\ [XAVL]] = Vi

Asi si definimos a la familia

H={/"HyHneclx(Va) [ n €N}

Entonces H es una familia decreciente de compactos con interseccion vacia, asi existe
k, € N tal que

F Ry nvelx (Vig) = 0.

En particular tenemos que

SRy} Cintx (X\ Vi)

Asi como f es una funcion perfecta existe una vecindad abierta V' de y tal que
FTIV]IE X\ Vi

En particular como f es una funcién suprayectiva, tenemos que V' C f[X\V,] y por
tanto

Y € cly (Gko) :
Lo cual es una contradiccion. Asi se cumple que

o0

m Cly(Gl) == @

=1
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Por tanto el espacio Y es numerablemente paracompacto.

Para la otra implicacién, supongamos que Y es numerablemente paracompacto.

Siud = {U, | n € N} es una cubierta abierta numerable para X, entonces para caday € Y
consideremos S (y) C N tal que S (y) sea finito y ademds se cumpla que

FHyN C U U..

seS(y

Como f es una funcién cerrada, entonces para cada y € Y podemos encontrar una
vecindad abierta V,, de y tal que

Ul v U U..

seS(y

Asi para cada y € Y consideremos al conjunto

Uy=|J{VCY|[Vesabiertoy VC | ] U,
s€S(y)

Entonces si consideramos a la familia
V= {Uy | Yy e Y}

tenemos que V es una cubierta abierta numerable para Y y por tanto tiene un refinamiento
abierto localmente finito W = {W,, | n € N}.
Notemos que tal como lo hicimos en el Teorema 1.62, si definimos a la familia

G={f"W,NnU,|neNAmeN}.

Entonces G es un refinamiento abierto localmente finito de la cubierta original U.
Asi X es un espacio numerablemente paracompacto. O]

Corolario 2.16. 5i X es un espacio compacto y'Y es un espacio numerablemente paracom-
pacto entonces el producto X XY es un espacio numerablemente paracompacto.

Demostracion. Como X es un espacio compacto entonces la proyeccion my : X x Y — Y
es una funcién perfecta, asi por el Teorema de Henriksen-Isbell se tiene que X X Y es un
espacio numerablemente paracompacto. m

Con esto ya podemos tomar el problema del producto de espacios normales y relacionarlo
con el concepto de espacio numerablemente paracompacto.

Recordemos que I denota al espacio compacto [0, 1] que se obtiene como subespacio de
R con la topologia euclidiana.
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Teorema 2.17 (de Dowker). Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. X x I es un espacio normal;
2. X es un espacio binormal; y

3. X XY es un espacio normal cuando Y es un espacio métrico compacto.

Demostracion. 1) = 2) Primero, si X x I es un espacio normal entonces X también lo es
al ser homeomorfo al subespacio cerrado X x {0} de X x I, veamos que es numerablemente

paracompacto.
Sea F = {F;|i € N} una sucesién decreciente de conjuntos cerrados de X tales que
(N F = 0, asi consideremos a la familia de abiertos

Definamos al conjunto C' como:

°° 1
O-Qmeﬁ
entonces C' es un abierto en X x I y por tanto su complemento A = X \C' es cerrado. Ahora,
si definimos B = X x {0}, tenemos que AN B = ().
Como X x I es un espacio normal, existen dos abiertos ajenos U y V en X X [ tales que
A CU y B CV. Notemos que en particular

dAxUNV =10

y por tanto
cdxUNB=10.

Ahora para cada n € N consideremos a los conjuntos,

o= frexi (o) eu).

Veamos que para cada n € N el conjunto G,, es abierto: dado (.CE, %) € U, como U es
abierto en X X [ existen dos abiertos basicos Uy y V; de X y de [ respectivamente tal que

1
<SL’,—) EUX X‘/].
n

Asi, para cada z € Ux tenemos que

1
(Z,—) cUx xV;
n

y por tanto Ux C G,,. Asi GG,, es abierto.
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Notemos que X\G,, C W,,, pues si z € G,, entonces (z, %) € C' y ademas

(%%) ¢ OWz X [07%)

asi,
n—1

zelywicw,
i=1
y por lo tanto z € W,,. De este modo para cada n € N tenemos que F,, C G,,.
Finalmente notemos que (2, G, = ), pues dado = € X como

(z,00CBCV
entonces existe una vecindad abierta V; del 0 tal que
{z} xV; CV

y asi existe n € N tal que (x, %) € V y por tanto (x, %) g U.

Con esto, podemos concluir que (2, G, = 0.

Asi por la proposicién anterior, X es un espacio binormal.

2) = 3) Sean A y B dos cerrados ajenos en X x Y y consideremos a U = {U,, | n € N}
una base numerable para Y.

Para cada x € X sean

As={yeY |(z,y) € A}

B, ={yeY|(z,y) € B}.
Una primera observacién es que el conjunto A, satisface que
{z} x A, = ({2} xY)N A
Usando entonces que el conjunto ({z} x Y) N A es cerrado en X X Y y que

cxxy ({x} x Ap) = {z} x cly (A),

tenemos que el conjunto A, tiene que ser un conjunto cerrado en Y.
Sea S el conjunto de todos los subconjuntos finitos de N, entonces para cada s € S sean

W, = J{Un I n€s}

Vi={re XA, CWn{zreX|B, CY\W,}.

Aseguramos que para cada s € S el conjunto V; es abierto en X.

Sea
xOE{$GX|AxQWS}
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Entonces por definicién A,, C W;; ahora dado y € Y'\W, notemos que (x,,y) & A pues
de estarlo tendriamos que y € A,, lo cual es una contradiccion a que y & Wi.

Asi como A es un conjunto cerrado en X X Y, para cada y € Y'\Wj existe una vecindad
abierta de la forma N, x M, tal que

(zo,y) € Ny x M, C (X x Y)\A.
Entonces el conjunto
V={M,|yeY\W}

es una cubierta abierta para el conjunto Y\ Wj.
Como Y\W; es cerrado en Y y por tanto compacto, existe una subcubierta finita de la
forma

{M,,,..., M, }

para algunos yi, ..., ¥y, € Y. Observemos asi que

N:mNyz

i=1
es una vecindad abierta de xy y ademas
N x (Y\W,) C (X xY)\A.

Asi para cada = € N tenemos que si (z,y) € A entonces por lo anterior tenemos que
y & Y\W, y por tanto y € Wy, es decir tenemos que A, C W lo cual demuestra que el
conjunto

(veX|A CW,)

es abierto en X y de manera andloga el conjunto
{r e X | B, CY\W,}

también es abierto en X.
Consideremos a la familia

F={Vs|seS}.

Aseguramos que F es una cubierta abierta para X. Tomemos entonces a © € X.
Primero, en caso de que A, = (), notemos que por definicién se cumple que Wy = 0 y por
tanto

Vi={reX|A CO0}n{zreX|B,CY}

de donde autométicamente se cumple que A, C () y por tanto z € Vj.
Ahora, dado z € X y y € A, podemos encontrar alguna U (y) € U tal que y € U (y) y
ademds, gracias a que Y es un espacio regular, se satisfaga que

yeUly) Cely (U(y) CY\B,
y tenemos entonces que la familia
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es una cubierta abierta para el conjunto A,.

Como el conjunto A, es compacto al ser cerrado en Y, entonces W, tiene una subcubierta
finita, asi existe s € S tal que A, C W, y ademads cly (W,) N B, = () por lo anterior, por
tanto tenemos que x € V.

Ahora como X es un espacio binormal, la familia F tiene un refinamiento abierto local-
mente finito G por ser una cubierta abierta numerable de X. Para cada s € S consideremos
a

O, =\ J{teglucVv}.

Entonces la familia H ={Os | s € S} es una cubierta abierta localmente finita de X tal
que para cada s € S se cumple que Oz C V.

Asi por el Teorema 2.2, existe una cubierta abierta localmente finita y numerable 7 =
{D; | s € S}, tal que para cada s € S se cumple que clx (Ds) C Os. Consideremos al conjunto

V=|]JD,xW.

seS

Entonces V' es abierto en X x Y y ademads tenemos que:

clxxy (V) = | (ddxDs x ey Wy) € | Vi x cly W,

ses ses
y asi

Bl J(VexelyW,) =0

sesS
por construccién de V.
Para concluir notemos que A C V' ya que dado (z,y) € A tenemos que existe s € S tal

que z € Dy, usando las propiedades anteriores tenemos que

CL’GDSQCZ)((DS)QOSQV;

y como x € Vi yy € A, entonces por definicion sucede que y € Wy, lo cual demuesta que
(x,y) € V. Por tanto tenemos que A C V y B C (X xY)\clxxy (V), mostrando que el
espacio X X Y es normal.

3) = 1) Es inmediato. O

2.4. Un Segundo Teorema de Stone

El resultado anterior nos asegura que el producto de un espacio binormal con un espacio
métrico compacto siempre es un espacio normal, pero es natural preguntarse si sera posible
modificar la restriccién que tenemos de usar un espacio métrico compacto y ain asi poder
preservar algo de provecho para tener un buen resultado.

Tristemente, la normalidad siempre ha sido una de las propiedades mas elusivas en cuanto
a poder caracterizar qué condiciones se necesitan para preservarla al realizar un producto de
espacio topoldgicos. El resultado que estudiaremos para cerrar este capitulo sera una especie
de generalizacion para nuestro resultado anterior, caracterizando por completo cuando un
producto arbitrario de espacios métricos resulta ser un espacio normal.
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Primero sera conveniente revisar un par de lemas, donde algunos de ellos no son mas que
observaciones casi inmediatas.

Lema 2.18. X es un espacio numerablemente compacto si y sélo si no contiene un subespacio
cerrado, discreto y numerable.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio numerablemente compacto. Como la com-
pacidad numerable es una propiedad que se hereda a cerrados, entonces cualquier subespacio
cerrado discreto y numerable seria numerablemente compacto lo cual no es posible.

Ahora supongamos que X no es un espacio numerablemente compacto, consideremos a
U = {U; | : € N} una cubierta abierta numerable para X sin subcubiertas finitas.

Sea r; € X, entonces existe n; € N tal que x € U,,,. Consideremos a

i=1

Entonces como U no tiene subcubiertas finitas existe xo € X'\V;. Como U es una cubierta
de X el conjunto
Ms = {n € N|zy € U, para alguna U, € U}

es no vacio y por tanto tiene un primer elemento n.
Asi sea

Vo = (U Ui)'

Supongamos que hemos definido {xy, ...,z }, {Vi, ..., Vi} v {n1, ..., n} .
Como U no tiene subcubiertas finitas existe

ng
Lht1 € X\ U U'z

i=1
Asi como en el paso base sea n; el minimo de
M1 = {n € N|zy41 € U,, para alguna U, € U}

Y sea
Nk+1

Virr = ( U Ui).

Entonces de manera recursiva podemos definir a N = {x,, | n € N}, aseguramos que es
un subespacio cerrado y discreto de X.
Notemos que dado x € X existe una k € N tal que = € U,. A su vez por construccion

tenemos que
U,NN ={z1,....,Tn}

para alguna m < k. Por tanto /N es un conjunto sin puntos de acumulacién y consecuente-
mente cerrado en X.
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Observemos que por construccion de M, para cada n € N se cumple que
n
Tni1 € Vn+1 pero Ty §Z U Vn
i=1

Primero notemos que V; N N = {z7}. Ahora dado zx; € N y usando que X es un
espacio Hausdorff, para cada n € {1, ..., k} existen abiertos ajenos U, y V,, tales que z,, € U,
Y Ty € Vi

Sea

Entonces C' N V41 es un abierto de X tal que
(C N Vk+1> NN = {l‘k+1} .
Por tanto N es un subespacio cerrado, discreto y numerable de X. O

Lema 2.19. Sea X = w" donde k es un ordinal no numerable.
St para cada n € w definimos a la familia

A, = {(zr) € X | si m # n entonces m = x; a lo mds para unl € Kk}
entonces la familia {A,, | n € w} es una familia de cerrados ajenos por pares.

Demostracion. Primero vamos a verificar que son ajenos: sea n € w y consideremos un punto
(x) € A,. Por definicién existe una funcién f : K — w tal que para toda k € k se tiene que

Como k es un ordinal no numerable entonces la funcién f no es inyectiva, asi por definicion
de Ay si consideramos al conjunto

Bu={kexr|f(m)+n)

entonces B, es un conjunto numerable de k y por tanto podemos concluir que el conjunto
Co=1{ken|fw)=n)

es no numerable. Asi tenemos que una sucesion (xy) € A, toma el valor de n un nimero no
numerable de veces.
Observemos que para cada n,m € w con n # my para cada sucesién (zy) € A, se cumple
que
Hk € k|x=n} >w

Hk € k| zr=m} <1

Por tanto A,, N A,, = (), mostrando que la familia {A,, | n € w} es de conjuntos ajenos
por pares.
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Veamos que son cerrados: sea n € w y consideremos un punto (x) € X\A,. Por definicién
de A,, existen al menos «, 5 € k tal que

To =Tg CON Ty # N .
Por tanto si consideramos a

U=y {za}]Nmg {aa}],

entonces U es una vecindad abierta de (x;) tal que para cada (yx) € U se cumple que

(U)o = (yk)ﬁ = Ta-

Por tanto U C X\ Ay y asi A, es cerrado en X.
Asi concluimos que {4,, | n € w} es una familia de cerrados ajenos por pares de X. [

Lema 2.20. §¢ X es un producto no numerable de un espacio discreto y numerable entonces
X no es un espacio normal.

Demostracion. Como todo espacio discreto y numerable es homeomorfo a w entonces supon-

gamos sin pérdida de generalidad que X = [[w donde & es un ordinal no numerable.
acERr
Para cada n € w definamos a los conjuntos

A, = {(zx) € X | si m # n entonces m = z; a lo més para un [ € x}.

Entonces por el lema anterior el conjunto {A,, | n € w} es una familia de cerrados ajenos
por pares de X, en particular tenemos que A; y A, son cerrados y ajenos.

Supongamos que existen abiertos ajenos U y V' de X tales que Ay C Uy Ay C V. Por
recursiéon definamos una sucesién de puntos {(x;) | i € w} en A; de la siguiente manera.

Primero sea zy la sucesién constante (1), como U es un conjunto abierto existe una
vecindad abierta de (1) tal que

(1) e ﬂ T {1} CU

donde ng es un conjunto finito de indices en k. Asi definamos a x; como sigue:

(1) nsit=aq, conneEng
1 . =
¢ 1 en otro caso

Asi tenemos que (z1) € U y por tanto podemos encontrar una vecindad abierta de (x1)
tal que
(1) € (Y me; [0 ] 0 () 78 [e)e ] €U
1€ENQ IS
donde n; es un numero finito de indices en «.
Supongamos que tenemos definidos {(z;) | i < k} y {n; | i <k}, consideremos a

m sii = a, conm € J;c,ny
1 en otro caso

($n+1)z~ = {
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Entonces (x,41) € U y por tanto existe una vecindad abierta de (z,41) tal que

(Tp41) € ﬂ lﬂ W; [(Sﬂnﬂ)aju N m T, [(anrl)aJ cU

i<k Ljen; i€ngyy

donde ngy1 es un nimero finito de incides en k.

Asi hemos completando la construccién de {(z;) | i € w} y adicionalmente de la familia
de indices {n; | i € w}.

Ahora sea (y) € X el punto tal que

(), = nsii=a,connéeclJ{n|iecw}
Y)i =\ 2 otro caso

Entonces por construccién tenemos que (y) € Ay C V y por tanto existe una vecindad
abierta de (y) tal que

k

v) € N5 | <V

i=0
Como el conjunto {5, ..., B, } es finito existe m € | J{n; | i € w} tal que para cada o > ay,
se cumple que

a & {Bo, ... Bu} -
Asi podemos encontrar una subfamilia n; tal que
{ai | i€ nk} N {6(% "'7571} - @
Finalmente consideremos a un punto (z) € X tal que

nsii=a,conn€lJ; . ny
(2), =< 1sii=a, conméeEn
2 otro caso

Entonces por construccion tenemos que

(z) e Lﬂ s [(a;n)%}] N () 75 [(2a)s,] CU

i<k Ljen; icng

Y ademas i
zemh [w)s| SV
i=0

Por tanto z € clx (V) N U, lo cual contradice el hecho de que U y V son dos abiertos
ajenos en X.
Por tanto X no es un espacio normal. O

Corolario 2.21. Sea X un producto de espacios topologicos. Si X es un espacio normal
entonces todos salvo un numero numerable de factores son numerablemente compactos.
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CAPITULO 2. ESPACIOS NUMERABLEMENTE PARACOMPACTOS

Demostracion. Recordemos primero que la normalidad es una propiedad que se hereda a
subespacios cerrados.

Si X tiene un numero no numerable de factores que no son numerablemente compactos
entonces por el Lema 2.18 cada uno tendria un subespacio cerrado, discreto y numerable.
Asi el producto de estos mismos seria un subespacio cerrado no normal de X por el Lema
2.20.

Por tanto X no es un espacio normal. ]

Finalmente por fin podemos concluir con el resultado buscado.

Teorema 2.22 (de Stone). Sea X un producto de espacios métricos. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

1. X es un espacio paracompacto,
2. X es un espacio binormal; y

3. Todos salvo un nimero numerable de factores son compactos.

Demostracion. 1) = 2) Como X es un espacio paracompacto, entonces X es un espacio
binormal.

2) = 3) Supongamos que X es un espacio binormal, entonces por el Corolario 2.21
todos salvo un nimero finito de factores son numerablemente compactos. Como las nociones
de compacidad numerable y de compacidad son equivalentes en espacios métricos entonces
todos salvo un numero finito de factores son compactos.

3) = 1) Supongamos que X = [[X; donde para cada k € k el espacio X} es
ker
metrizable.

Por hipdtesis y sin pérdida de generalidad podemos descomponer al espacio X en dos
factores Y = [[X; vy Z = [] X, tales que X es homeomorfo al producto Y x Z y en donde

1cw 1€k
Z es un produecto de espacif)s compactos y por tanto compacto.

Finalmente como Y es un producto numerable de espacios métricos, entonces Y es un
espacio metrizable y por el primer Teorema de Stone tenemos que Y es un espacio binormal
al ser paracompacto.

Por el Teorema 2.17 el espacio Y X Z es un espacio normal y por tanto X mismo es un

espacio normal. O

Naturalmente es bueno recordar que el Ejemplo 1.19 es testigo de que no podemos debi-
litar la hipétesis de que los espacios sean métricos.

Lo que hemos estudiando durante este capitulo ha tenido una relacion muy intima con los
espacios normales. Durante nuestra discusion, definimos por espacio binormal a los espacios
que son tanto numerablemente paracompacto como normales.

Es importante notar que muchos de nuestros resultados utilizan fuertemente la hipétesis
de tener un espacio binormal, pero seguramente el lector se ha dado cuenta que hay algo mas
de fondo ya que nunca mencionamos un ejemplo de un espacio normal que no sea binormal.

En el ano de 1949 Dowker introdujo la nocién de los espacios numerablemente paracom-
pactos, incluyendo ademads la caracterizacion que estudiamos durante este capitulo (Teorema
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2.4. UN SEGUNDO TEOREMA DE STONE

2.17). Fue en ese entonces donde surgié dicha pregunta: jexiste un espacio normal X tal que
el producto X x I no sea un espacio normal?, es decir jexiste un espacio normal que no sea
binormal? A los espacios que cumplen estas condiciones se les nombro espacios de Dowker.

Por muchos anos esta pregunta sélo tuvo respuestas con pruebas de consistencia. Fue has-
ta el ano de 1970 cuando Mary Ellen Rudin pudo construir un ejemplo utilizando solamente
los axiomas de Zermelo-Fraenkel con eleccién.

Ya que estamos tan metidos hasta este punto, intentaremos llegar hasta ese anhelado
ejemplo de Rudin, pero pasando primero por los ejemplos de consistencia. Veremos que esta
pregunta no es mas que una puerta que nos conduce a una aventura mucho mas densa y
misteriosa que la que hemos tenido hasta ahora.
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Espacios de Dowker

63



Capitulo 3

Espacios de Dowker

3.1. Espacios no Dowker

Retomando lo visto en el capitulo anterior, recordemos que a un espacio numerablemente
paracompacto y normal se le conoce como un espacio binormal y que a un espacio normal que
no es binormal se le conoce como espacio de Dowker. Durante este capitulo veremos coémo
construir diferentes tipos de espacios de Dowker utilizando algunas hipétesis adicionales a los
axiomas de Zermelo-Fraenkel con eleccion y veremos como influyen al cambiar de fortaleza
a estas nuevas hipotesis en las propiedades de nuestros espacios.

Al final intentaremos aterrizar en la estrella principal: el espacio de Rudin, un espacio
de Dowker que podemos construir sélamente a partir de los axiomas de Zermelo-Fraenkel y
utilizando el Axioma de Eleccién.

Antes que nada es necesario que nos familiaricemos de una manera un poco mas intima
con la caracterizacién que vamos a utilizar para obtener estos espacios, para ello primero
estudiaremos algunos espacios que no pueden ser espacios de Dowker.

Arrancaremos primero con una pequena reformulacion del Corolario 2.3 que servira como
nuestra definicién a utilizar.

Definicién 3.1. Un espacio topologico X es un espacio de Dowker si y solo si X es un
espacio normal y existe una sucesion decreciente Fy O Fy D ... de conjuntos cerrados de X
tales que (o) F; = 0 y tal que para cada sucesion {W; | i € w} de abiertos de X tales que
para cada i € w se tenga que F; C W, entonces (=, Wi # 0.

Recordemos que en el Capitulo 1 demostramos que todo espacio paracompacto es normal,
por tanto ningin espacio pseudométrico, compacto, discreto o Lindelof regular pueden ser
espacios de Dowker. Recordemos que la nocién de espacio de Moore estd intimamente ligada
a los espacios métricos, en especial por la conjetura de que todo espacio normal de Moore
es metrizable, hoy en dia se ha concluido que esta conjetura es independiente de Zermelo-
Fraenkel con eleccién, pero al menos como consuelo para nosotros atn podemos probar algo
con respecto a aquellos espacios de Moore que son normales.

Recordemos también que un espacio topoldgico es perfecto si todo cerrado se puede
expresar como la intersecciéon numerable de abiertos, es decir, si todo conjunto cerrado es
un conjunto G5. Adicionalmente a un espacio topolégico normal y perfecto se le suele llamar
espacio perfectamente normal.
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CAPITULO 3. ESPACIOS DE DOWKER

Proposicién 3.2. Ningin espacio perfecto puede ser un espacio de Dowker.

Demostracion. Sea X un espacio perfectamente normal y consideremos una sucesion decre-
ciente de conjuntos cerrados {F; | i € N} tales que (=, F; = 0.
Como X es un espacio perfecto para cada n € N existe una sucesiéon {D,, | i € N} de
conjuntos abiertos tales que
[ee]
() Dn, = F..
i=1

Para cada n € N definamos a
Un:ﬂ{Dki i <nAk<n}.

Entonces la familia

U={U,|neN}

es una sucesion de conjuntos abiertos tales que para cada n € N se cumple que F,, C U, y

ademas
(V{U.|neN}=({F.|neN}=0.
Por tanto X no es un espacio de Dowker. O

Antes de poder utilizar este resultado con los espacios de Moore, primero recordemos un
par de definiciones fundamentales para poder trabajar con ellos.

Definicién 3.3. Sea X un espacio topologico y sean A C X y U una cubierta de X. La
estrella de A con respecto a U se define como

St(AU) = J{U eU |[ANU # 0}
Dado x € X identificamos a la estrella de x con respecto a U como
St (z,U) = St ({z},U)

Definicién 3.4. Sea X un espacio reqular. Decimos que X es un espacio de Moore si existe
una familia numerable {W; | i € N} de cubiertas abiertas de X tal que para cada x € X la
familia

{St (z,W;) | i € N}
constituye una base de vecindades para el punto x. A una familia numerable de cubiertas
abiertas con esta propiedad se le conoce como un desarrollo del espacio X.

Proposicién 3.5. Todo espacio normal de Moore es un espacio perfectamente normal.

Demostracion. Sean X un espacio normal de Moore, A un subconjunto cerrado de X y
W = {W; | i € N} un desarrollo para el espacio X.
Aseguramos que

A:ﬁSt(A,w,.).

=0
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3.1. ESPACIOS NO DOWKER

Para cada n € N consideremos al conjunto
U,={UeW, |UNA#D}.

Primero, dado x € A como W es una familia de cubiertas abiertas para X entonces para
cada n € N se tiene que
T E U U,

es decir,
v e()StAW).
i=0

Ahora sea x € X\ A, como W es un desarrollo para X entonces existe una n € N tal que
St (x,Wy) € X\A

es decir,

J{U e W, [ {z} nU #0} € X\A.
Por tanto = & |J U, es decir,

e DX\UUn:X\ﬁSt(A,Wi).

En consecuencia -
A=()St(AW).
i=0

Por tanto A es G5 en X. Asi X es un espacio perfectamente normal. n
Uniendo asi la Proposicion 3.2 y la Proposicion 3.5 obtenemos que:
Corolario 3.6. Ningun espacio normal de Moore puede ser un espacio de Dowker.

Anteriormente abordamos con bastante insistencia a los espacios linealmente ordenados y
logramos demostrar que cualquier subespacio de ellos (es decir, cualquier espacio GO) es un
espacio colectivamente normal (Proposicion 1.48). Para concluir esta breve seccién veremos
que los espacios linealmente ordenados tampoco pueden ser espacios de Dowker, y no sélo
eso: haciendo uso del Teorema de Lutzer (1.46) mejoraremos un poco este resultado.

Teorema 3.7. Ningun espacio linealmente ordenado puede ser un espacio de Dowker.

Demostracion. Sea (X, <) un espacio linealmente ordenado y supongamos que es un espacio
de Dowker. Asi, existe una sucesiéon decreciente de conjuntos cerrados F ={F, | n € w} tal
que () F = 0 y que ademés para cada sucesion de abiertos W = {W,, | n € w} tal que si para
cada n € w se cumple que F,, C W,, entonces (W # ().

Una observacién importante es que la familia F estd compuesta de conjuntos cerrados
no vacios, pues de existir alguna n € w tal que F,, = ) al elegir una sucesién de abiertos
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CAPITULO 3. ESPACIOS DE DOWKER

que contenga a cada cerrado de F simplemente podemos cubrir a F;,, con el conjunto vacio
y como consecuencia la interseccion de esta familia de abiertos seria vacia.

Ahora, como para toda n € w el conjunto F,, es cerrado en X, dado z € X\ F,, podemos
encontrar un intervalo abierto U, tal que = € U, C X\F,. De esta manera para cada
n € w podemos considerar a [, como el conjunto de intervalos abiertos mazimales que no
intersectan al conjunto cerrado Fj,.

Como la sucesién F es decreciente y por construccién de la familia {I, | n € w} dado
Jn € I, podemos encontrar un intervalo J,,1 € I,,11 tal que

Jn g Jn—l—l-

De esta manera, dado Jy € I fijo podemos definir inductivamente una sucesion de la
forma {J, | n € w} tal que para cada n € w se cumple que

Jnan+1 y JnEIn

Consideremos asi a § = {5; |i € I} el conjunto de todas las sucesiones que cumplen
lo anterior. Definamos una relacion r sobre S de la siguiente manera: diremos que 5; esta
r-relacionado con S; si y solo si existe una n € w tal que para toda & > n se cumple que

(Si)i = (S5)y -

Claramente esta relacion es de equivalencia y por tanto podemos considerar al conjunto
cociente S/r. De esta manera, construyamos una familia maximal M C S de miembros no
equivalentes bajo la relacién r usando una funcién de eleccion.

Ahora, como [ F = ) para cada © € X podemos considerar a

i, =min{j cwl|x¢&F;}.

Lo que haremos a continuacién es construir una familia de abiertos W = {W,, | n € w}
tal que para cada n € w se tenga que F,, C W, pero (W = 0, contradiciendo nuestra
suposicién.

Sea x € F),, entonces para cada m > i, existe algun [ (x), € I, tal que z € [(z), , por
maximalidad de la familia M existe alguna sucesién J () € M y alguna k > i, tal que para
cada s > k se cumple que

J(x), =1(z),.
Ahora consideremos al abierto J (z), , entonces existe una vecindad abierta U, de z tal

que
rel, CJ(x), .

Construyamos asi al conjunto abierto

iz—1

V, = U\ U cx (J (x),) .

Por construccién tenemos que z € V,, C J (x); y ademds para cada n < i, se cumple que

VeNelx (J(x),)=0. (3.1)
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3.1. ESPACIOS NO DOWKER

De esta manera consideremos al conjunto abierto
W, =|J{Va |z €F,}.

Aseguramos que la familia W = {W,, | n € w} construida de esta manera es tal que
AW = 0.

Supongamos que existe x € (W y consigamos de manera andloga a lo anterior una
sucesién J (z) € M y alguna k > i, tal que para cada s > k se cumpla que J (), =, y un
intervalo abierto V, tal que x € V,, C J () ;. Y ademds que para toda n < i, se cumpla que

VeNelx (J(x),)=0.
Consideremos a J (x),, entonces por construcciéon tenemos que
J (x), C X\ F.
Como el conjunto J (x), es un intervalo entonces su cerradura es de la forma
clx (J (x),) = J (2), U My,

donde |My| < 2. Como la familia {X\F), | n € w} es una familia creciente de abiertos que
cubre a X, existe alguna n > k tal que

cx (J(z),) € X\F,.

Ahora, como x € ()W en particular se cumple que z € W,, y por tanto existe alguna
y € F, tal que z € V,,. Ademés, como y € F,, necesariamente tenemos que i, > n.
Ahora, por construccién de V, (3.1) tenemos que

yeV,CJ(y),, -
De esta manera, como = € V, y gracias a la maximalidad del intervalo J (y) ;, con respecto
a la familia I;, podemos asegurar que

J (@), =J(y);, =1(x), -

Y

Sea s > i, y supongamos que .J (z), = J (y),, notemos que por definicién J (x), C I (z),,,.
Por maximalidad de [ (x),,, en I, tenemos que [ (x), ; = J (y),,,, pues de lo contrario el
intervalo J (y),,, no serfa maximal en el conjunto I,;;. Asi tenemos que J (z),,, = J (¥),,; -

Por induccién concluimos que para cada s > ¢, se cumple que

Ahora como y € F,, entonces y & clx (J (z),), pero més ain: usando la construccién de
V, podemos asegurar que

V, Vel (J (x),) = 0.

Lo cual es una contradiccion, pues x € J (z),.
Asi, X no puede ser un espacio de Dowker. O
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CAPITULO 3. ESPACIOS DE DOWKER

Corolario 3.8. Cualquier espacio linealmente ordenado es numerablemente paracompacto.

Demostracion. Como todo espacio linealmente ordenado es un espacio normal, por el resul-
tado anterior tenemos que necesariamente son espacios numerablemente paracompactos al
no ser espacios de Dowker. O

Utilizando ahora el Teorema de Lutzer (1.46) podemos mejorar mucho méas este resultado
clasico de Mary Rudin.

Corolario 3.9. Ningun espacio GO puede ser un espacio de Dowker.

Demostracion. Como la paracompacidad numerable es una propiedad que se hereda a cerra-
dos, el Teorema de Lutzer nos asegura esto. O]

3.2. Algunos Espacios de Dowker

La existencia de un espacio de Dowker fue una pregunta que no tuvo una solucion directa
por mucho tiempo, fue durante este periodo de tiempo cuando Ostaszewski hace uso de
un principio combinatorio, consistente con ZFFE, para la construcciéon de ciertos espacios
topoldgicos. De este mismo modo se puede hacer un primer acercamiento (un tanto inocente)
hacia los espacios de Dowker.

Primero empecemos con la definicién del Principio Combinatorio de Ostaszewski, también
conocido simplemente como & o trébol.

Definicién 3.10. Se define a & como el siguiente enunciado:
Eziste una sucesion {S () | @ € wy y a es limite} tal que para cada ordinal limite o en
wy se cumple lo siguiente:

1. S(a) Ca,
2. S («) tiene tipo de orden w,
3. cada conjunto S («) es cofinal a « (es decir, sup (S (o)) = a); y

4. si S Cwy con |S| > wy entonces existe algin ordinal limite 5 en wy tal que S (B) C S.

A una sucesion que cumple estas cuatro propiedades se le conoce como sucesion .

Supongamos que existe una sucesién trébol {S () | @ € wy y « es limite}. Usando el

Axioma de Eleccion para cada ordinal limite a en w; consideremos una particion del conjunto
S (a) de la forma

{S(a)ijk 4,7k € w} (3.2)

tal que para cualesquiera dos ternas u,v € w® tales que u # v se cumpla que S (a), N
S (a), =0y ademés que para cada u € w? se tenga que |S (a),| = No.
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3.2. ALGUNOS ESPACIOS DE DOWKER

Ejemplo 3.11 (&). Consideremos al producto cartesiano wy X w y démosle una topologia
como sigue: diremos que un subconjunto U de wy X w es abierto si para cada elemento de U
de la forma (o + j,n) donde a es un ordinal limite en wy y j,n € w se cumple que para cada
1 < n existe un subconjunto cofinito S; del conjunto S (a)ijn tal que

{(B,)) | BeStcU

Claramente esta condicion define una topologia sobre wy X w, y de ahora en adelante
denotaremos a este espacio topologico como D;.

Veamos algunas propiedades del espacio D;.

Proposiciéon 3.12. FEl espacio Dy es un espacio Ti. Es decir, para cualquier v € Dy se
cumple que el conjunto {x} es cerrado en D;.

Demostracion. Sea (a,n) € wy X w y consideremos a algun (8,m) € w; X w con (a,n) #
(8,m).
Si B no es de la forma v 4+ k£ donde v es un ordinal limite en w; y k € w entonces por
definicién el conjunto {(/5,m)} es un abierto en D; tal que {(8,m)} C D;\ {(c,n)}.
Supongamos que 8 = v+ k donde v es un ordinal limite en w; y k € w. Para cada i < m
consideremos al conjunto

Si = 5 (B)jpm \ 00} -

Notemos entonces que S; es cofinito a S (), vy ademads para cada i < m se cumple que

ikm

{(v,i) [y €S} €D\ {(e, )}

Como cualesquiera de estos dos casos se cumplen para cualquier elemento en Di\ {(a,n)}
podemos concluir que el conjunto Dy \{(«,n)} es abierto en D;.
Asi el espacio es T. n

Lema 3.13. 5i A es un subconjunto no numerable de Dy entonces existe algun ordinal o € wy

y alguna 1 € w tal que
{(v.n) [v=a,n=1i} Ccp, (4).

Demostracion. Como A es no numerable entonces el conjunto
{new||AN(w x{n})] >N}
es no vacio, de esta manera podemos considerar a
i=min{n cw||AN (v x {n})| >No}.
Construyamos al conjunto
S={Becw |(B,i)e A}.

Notemos que por la definicién de i tenemos que S es un subconjunto no numerable de w;
y por & existe algiin ordinal limite o € wy tal que S (a) C S.
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Sean n > i, j € w y consideremos a un conjunto abierto U tal que (a + j,n) € U. Por
definicién tenemos que para cada k < n existe un subconjunto cofinito Cj, de S (a),;, tal
que

{(B.k) | BeC} CU
y en particular se cumple que
{(B,) | BeC:}cUN(S x{i}).
Por tanto tenemos que U N (S x {i}) # 0 y as
(a+j,n) € clp, (S x{i}).
Por tanto tenemos que

{(a+j,n)|n>1i, jew} Ccdlp, (S x{i}).

Consideremos una numeracién creciente e inyectiva de los ordinales limite en w; que son
mayores o iguales que « de la forma

{ailiEwl}.

Notemos por ejemplo que g = a y que a1 = a + w.
Sin € wy V esun abierto tal que (o, n) € V entonces, como antes, existe en particular
para cada ¢ < n un subconjunto cofinito C; de S (ay),,, tal que

i0n
Como S (aq) es cofinal a «; en particular

S (aq) N (g, 1) # 0.

Por tanto existe algin ordinal de la forma o + k € C; tal que (a + k,i) € V y asi VN
(S x {i}) # (0. Asi tenemos que para cada n € w se cumple que

(cv1,n) € clp, (S x {i}).

Sea ay un ordinal limite en w; y supongamos que para cada ordinal limite 7 tal que
a < v < asy para cada n > i se cumple que

(v,n) € clp, (S x {i}).

Sea m > iy W un abierto tal que (as,m) € W, entonces para cada [ < m existe un
subconjunto cofinito C; de S (as),,,, tal que

{(B, )| BeS}cwW

Pero por hipdtesis de induccién para cada ¢ < [ se cumple que
{(B,1) | B €S} Cclp, (S x{i}).
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Por lo tanto W Nclp, (S x {i}) # 0 demostrando asi que
(ag,m) € clp, (S x {i}).
Asi podemos concluir que
{(v;n) |7 = a,n>1i} Clp, (S x {i}).

Por tanto,
{(v.n) |v=>a,n>1i} Ceclp, (A).

Corolario 3.14. FEl espacio D1 no puede contener dos cerrados ajenos no numerables.

Demostracion. El Lema anterior nos asegura que si tenemos dos cerrados no numerables A
y B entonces existe algin ordinal limite o € wy y alguna i € w tal que

{(y,n) |y >a,n>i} CANB.

Corolario 3.15. FEl espacio Dy es hereditariamente separable.

Demostracion. Primero notemos que el espacio D; es separable: consideremos al subconjunto
(w+ 1) X w, claramente es numerable. Notemos en particular que

Sw)xwC(w+1) X w.

Usando un argumento inductivo completamente analogo al que utilizamos para demostrar
el Lema 3.13 podemos ver que

clp, (w4 1) X w) =w; X w.

Sea A un subconjunto no numerable de Dy, usando el Lema anterior sean
i=min{n €w||[AN(w x{n})| >N}, vy
ap=min{a €w; | S(a) C{f cw |(B,i) € A} y « es limite} .
Consideremos entonces al conjunto
Dp= <UA M (wr % {.7'})) U (S (o) x {1})-

J<i

Notemos que D4 es numerable y ademas D4 C A. Por construccién tenemos que
{(v.n) |v=a0,n =i} Cclp, (Da).

Asi tenemos que
ClA (DA) = ClD1 (DA) ﬂA =A

pues A C clp, (D4) por construccién.
Por tanto A es un subespacio separable de D;. O
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Usando este resultado nos resultarda mas sencillo demostrar que D; es un espacio normal,
para esto nos sera de utilidad definir una clase muy especial de conjuntos en este espacio
para poder reducir la carga de notacion.

Definicién 3.16. Consideremos un punto x € Dy de la forma (a+ j,n) donde o es un
ordinal limite en wy y j,n € w. Decimos que un conjunto R(x) es una rama para = si
para cada i < n existe un subconjunto cofinito S; del conjunto S («),. tal que R(z) =
{(B,9) | B e Siy U{x}.

Si x no es de la forma anterior entonces definimos su rama simplemente como R (x) =
{z} (es decir, sus ramas son triviales).

ijn

Una observacién inmediata es que usando esta notacién podemos decir que un subcon-
junto U C Dy es abierto en Dj si y sélo si para cada x € U existe una rama R (z) tal que
reR(x)CU.

Lema 3.17. Para cualquier x € Dy y cualquier rama R (z) de x se cumple que R () es un
conjunto cerrado en D;.

Demostracion. Supongamos que x = (« + j,n) donde « es un ordinal limite en wy y j,n € w.
Sea R (z) una rama de z, notemos que

Ty [B (2) \{z}] € 5 (a) C . (3-3)

Consideremos a y € D1\ R (z) tal que y = (5 + k, m) para algin 8 limite en w; y algunos
k,m € w.

Si 8 < a entonces como sup (S (5)) = By S («) tiene tipo de orden w entonces el conjunto
S (B) es acotado en S («). Asi tenemos que

1S (B) NS (a)] < Ro.

Asi el conjunto S (8) \S («) es cofinito en S (5) y por tanto el conjunto

R(y) = J{(B.9) | B€ S (B \S (@)} U{y}

i<m

constituye una rama de y tal que R (y) N R (x) = 0.
Es decir para cada ordinal limite § con § < « y para cualesquiera k, m € w existe una
rama de (8 + k,m) tal que
R((B+k,m))NR(z) = 0.

Supongamos que 5 = «. Notemos que para construir una rama para y necesitamos escoger
conjuntos cofinitos de la familia

S(@)y, = {5 () [ L <m}.

Por construccion de la particién de S («), para cada A € S (a)y se cumple que ANR (x) =
(), asi existe una rama de y tal que R (y) N R (x) = 0.

Para concluir, supongamos que § > «. De una manera analoga al primer caso el conjunto
S (a) es acotado en S () y por tanto el conjunto S () \\S () es cofinito en S (f). De manera
analoga a nuestro primer caso podemos encontrar una rama de y tal que R (y) N R (x) = ().

Por tanto el conjunto R (z) es cerrado en D;. O
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Corolario 3.18. Para cualquier x € Dy sin ramas triviales se cumple que

clp, (R (z) \{z}) = R (x).

Demostracion. Sea x € D; sin ramas triviales, supongamos entonces que =z = (o + j,n)
donde « es un ordinal limite en w; y j,n € w. Sea R (r) una rama de x.
Como cualesquiera dos conjuntos cofinitos de S (a)njn tienen interseccién no vacia, en-

tonces por definicion cualquier otra rama de z, R (x) cumple que

(R(2)\{z}) N R (x) # 0.

Por tanto cualquier vecindad abierta de z intersecta a R (z)\ {z}. Asi tenemos que

z € clp, (R (x) \{z})

y por tanto se cumple que
R(x) C clp, (R (x)\{z}).

Como R (z) es un conjunto cerrado en D; entonces podemos concluir que

clp, (R (x) \{z}) = R (x).
O

Gracias a esto podemos hacer una observacién importante: si tenemos un cerrado A € D,
entonces se cumple que xz € Dy \ A siy s6lo si existe una rama R (z) de x tal que R (z)NA = ().

Lema 3.19. Si A y B son dos cerrados ajenos en Dy tal que para algin ordinal limite 5 € w;
se cumple que A C (8 X w) entonces existen dos abiertos ajenos U y V tales que A C U,
(B+w)xw=UUVyBNExw)U((B+w)\b)xw) V.

Demostracion. Sean A, By 8 como en las hipotesis. Primero observemos que los conjuntos
B Xxwy (f+w)xw son ambos abiertos en D; gracias a que §y  + w son ordinales limite
en wy.

Otra observacion importante es que como [ X w es abierto entonces dado = € X w
siempre podemos considerar una rama R (z) tal que R (x) C § X w.

Como (ff + w) X w es numerable consideremos un numeracion inyectiva de sus elementos
de la forma

(B+w)xw={z;|iecw}.

Si zg € (AN (S X w)) entonces como xy ¢ B podemos considerar una rama R (zy) C
B X w tal que R (xg) N B = (). Definimos asi a Uy = R (zq) y Vo = 0.

Si por el contrario zp € A entonces consideramos una rama R (zg) C (5 4+ w) X w tal que
R(xz9) N A =0y definimos asf a Uy =0 y Vo = R ().

Supongamos que hemos construido dos conjuntos cerrados ajenos U, C S X wy V, C
(B + w) X w tales que para cada i < n existe una rama de z; tal que
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y que cumplan U, N B =0y V, N A= 0.
Si zp11 € (AN(B x w)) entonces consideremos una rama R (z,41) € f X w tal que
R (zp41) NV, = 0 y definimos asf a

Un+1 = Un UR (anrl) y Vn+1 = Vn

Notemos que por el Lema 3.17 el conjunto U, es cerrado.
Ahora, supongamos que x,.1 € Ay que x,.; € U,. Consideremos una rama R (z,1) C
B x w tal que R (z,41) NV, =0 definimos a

Un-‘rl = Un UR (In—i-l) y Vn+1 = Vn

Si x,41 € U, entonces tomemos una rama R (z,11) C (8 + w) Xw tal que R (x,41)NU, =
() y definamos
Un+1 = Un y Vn+l = Vn U R (.Z'n+]_) .

Concluyendo esta inducciéon obtenemos al final dos familias crecientes de cerrados U =
{Up|newtyV={V,]|new} tales que
(AN (B xw) < Ju,
(BN (Bxw)U((B+w)\B) xw) <YV,

y ademas
(B+w)Xxw= UUnUVn.

new

Notemos que por construccion se cumple que

Juyn(Jv) =0.

Definamos asi a

U=Uu y v=UV.

Aseguramos que U y V son abiertos en D;.
Supongamos que z € U, para alguna n € w, entonces z = x;, para alguna k£ € w. Como
x ¢ V entonces por construccion existe una rama R () tal que

R (xk) g Un+1~

Es decir, para cada z € U existe una rama R (z) tal que R (z) C U. Por tanto U y (de
manera andloga) V' son abiertos en D;. ]

Proposiciéon 3.20. En el espacio Dy para cualesquiera dos cerrados ajenos A y B existen
dos abiertos ajenos U y V tales que A CU y B C V. Como consecuencia Dy es un espacio
Hausdorff y por tanto también un espacio normal.
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Demostracion. Supongamos que A y B son dos cerrados ajenos en D;, entonces por el
Corolario 3.14 alguno de los dos es un conjunto numerable. Supongamos sin pérdida de
generalidad que A es numerable y que por tanto existe un ordinal limite § € w; tal que
AC B Xuw.

Usando la proposicién anterior consideremos dos abiertos ajenos U y V tales que A C U,
UuV=(pP4+w) xwy

(BN(Bxw)U((B+w)\B) xw V.
Consideremos asi al conjunto
W=VU(w\(f+w) Xw).
Aseguramos que W es abierto. Consideremos entonces a algin

(v,n) € ((W\ (6 +w)) x w)

donde 7 = a + j para algtn ordinal limite o € wi\ (6 +w) vy j € w.

Si @ > 4+ w entonces como sup (S («)) = a y el ordinal 5+ w es acotado en a entonces
el conjunto S (a)\ (6 + w) es cofinito en S («), por tanto podemos encontrar una rama de
(v,n) tal que

R((3m)) € @\ (B +w) x ).

Supongamos entonces que o = 3 + w, de manera andloga a la anterior tenemos que 3 es
acotado en § 4+ w y por tanto S (8 + w) \fS es cofinito en S (5 + w), por construccién de V'
tenemos entonces que

(S(B+w)\p) xwCV.

Por tanto existe una rama de (y,n) tal que
R((y,n)) €W,

demostrando asi que W es abierto. De esta manera tenemos que A C U, BC W yUNW = ().
Utilizando que el espacio es T y este resultado obtenemos que el espacio es Hausdorff y
consecuentemente, normal. ]

Es importante recordar las técnicas de induccion que utilizamos en los dos resultados
anteriores, ya que éstas se pueden utilizar siempre que estemos trabajando con abiertos nu-
merables en el espacio D; y con cerrados que no se intersecten en ese abierto. A continuacién
veremos algunas propiedades que resultan sencillas de verificar utilizando esta técnica, pero
que ademas demuestran la importancia y la fuerza de la induccion en este espacio.

Proposicion 3.21. El espacio D; es cero-dimensional, es decir, la familia de aquellos con-
jJuntos abiertos y cerrados en Dy forma una base para la topologia de D;.

Demostracion. Consideremos un abierto O en D; y sea x € O. Como O es abierto entonces
existe una rama de x tal que
r € R(x)CO.
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Ahora, gracias al Lema 3.17 los conjuntos R (z) y D;\O son cerrados y ajenos, usando
entonces el resultado anterior sean U y V dos abiertos ajenos en D; tales que R(x) C Uy
D;\O C V. Notemos en particular que por construccién tenemos que

x€R(x)CUCD\VCO.

Utilizando de nuevo el resultado anterior, consideremos dos abiertos ajenos S y 17" en D,
tales que
Di\V C Sy D;\O CT. Esto nos asegura que

UCD\VCSCD\TCO,
es decir, U y T son dos abiertos ajenos en D; tales que
D,=UUD\UCUUT
lo cual nos asegura que U es un conjunto abierto y cerrado en D;. O]
Proposicién 3.22. FEl espacio D, es hereditariamente normal.

Demostracion. Sea M un subconjunto de D; y consideremos a dos cerrados A y B de D;
tales que
(ANM)Nn (BN M) =0.

Primero, si existe un ordinal limite g € w; tal que M C X w entonces usando la misma
técnica de induccion del Lema 3.19 y la Proposicién 3.20 podemos encontrar dos abiertos
ajenos U y V tales que (ANM) C U, (BNM)CV, ((F+w)\f) xw CV yque ademés
cumplan que

UUV =(f+w) xXw.

De esta manera U N M y V N M son dos abiertos en la topologia relativa de M que
contienen a AN M y a BN M respectivamente.

Supongamos entonces que M es un subconjunto no acotado en D;. Notemos entonces que
ANM y BN M no pueden ser conjuntos no acotados al mismo tiempo: de serlo tendriamos
que A y B son cerrados no numerables y por el Lema 3.13 existiria algun ordinal a € w; y
alguna 7 € w tal que

{(v,n) |y>a,n>i} CANB.

Pero como M es no acotado, necesariamente tendriamos que (AN M)N (BN M) # 0, lo
cual es una contradiccion.
Supongamos entonces que existe un ordinal limite § € w; tal que AN M C 5 x w.

Usando asi nuestra técnica de induccién encontremos dos abiertos ajenos U y V tales que
(ANM)CU, (BNM)N(Bxw)CV, ((B+w)\B) xwCV yque ademds cumplan que

UUuV =(f+w) xXw.
Si ahora definimos al conjunto
W=VU(\(f+w) xw),

tenemos que U y W son dos abiertos ajenos en D; tales que (ANM)C Uy (BNM)CV.
Por tanto los conjuntos (U N M)y (V N M) son dos abiertos en la topologia relativa de
M que contienen a AN M y a BN M respectivamente.
Por tanto el conjunto M hereda una topologia que lo convierte en un espacio normal. [
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Proposicién 3.23. El espacio Dy es de Dowker.

Demostracion. Para cada n € w consideremos al conjunto

Dy = J{w x {i} | i>n}.

Notemos que para cada n € w el conjunto D,, es cerrado: dado (a, k) € D;\D,, tenemos
que k<nya€w

Supongamos que o = 4+ m con [ limite en w; y m € w, notemos asi que para cada
s < k se cumple que

{(v: k) | v € S(a) i} € Di\Dn.

Por tanto existe una rama de («, k) tal que
R((e, k) € D\ Dy,

demostrando que el conjunto D;\D,, es abierto en D;.

Consideremos asi a la familia decreciente de cerrados F ={D,, | n € w} y paracadan € w
sea U, un abierto en D; tal que D,, C U,,.

Dado que el conjunto U, es abierto, entonces el conjunto D;\U,, es un cerrado en D; que
es ajeno al cerrado no numerable D,,, asi por el Lema 3.13 tenemos que D;\U,, es un conjunto
numerable. De esta manera (y gracias al Azioma de Eleccion) tenemos que el conjunto

U x\U. =X\ U

necw new

es numerable y por tanto tenemos que (., Un # 0.
Asi concluimos que Dy es un espacio de Dowker. O

Veamos ahora algunas propiedades adicionales del espacio D;.

Lema 3.24. En el espacio Dy cualquier familia discreta de cerrados es numerable y tiene a
lo mds un miembro con cardinalidad no numerable. Mas ain: cualquier familia discreta de
cerrados numerables es acotada.

Demostracion. Sea F = {F; |i € I} una familia discreta de cerrados en D;. Notemos que
en particular es una familia de cerrados ajenos por pares, asi, el Corolario 3.14 nos asegura
que a lo més existe un unico ¢ € I tal que el conjunto F; es no numerable.

Notemos entonces que el conjunto G; = |J e\ (i} F; es cerrado y ajeno a Fj, gracias al
Corolario 3.14 podemos asegurar que el conjunto G; es numerable y consecuentemente el
conjunto I también.

Supongamos ahora que F es una familia discreta de cerrados numerables y que I es
un conjunto no numerable, como la familia F estd formada por conjuntos ajenos por pares
tenemos que el conjunto | JF es no numerable. Por tanto podemos considerar a

nO:mz’n{newl ‘U]—“ﬁ(wl X {n})‘ >N0}.
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Construyamos asi al conjunto

S:{BEwl | (B,no)GU}“}.

Por construccién S es un subconjunto no numerable de w; y por & existe algin ordinal
limite o € wy tal que S (a) C S.

Ahora, como el conjunto S («) es numerable existe un subconjunto numerable I, C I tal
que

S(a) x {ne} €| J{Fi|i€ I}.

Recordando la construccion realizada en el Lema 3.13 podemos asegurar que

{(v;d) | v=a,n>ne} Cclp, (S(a) x {no}).

Pero como el conjunto F es una familia discreta de cerrados en particular el conjunto
U{F:|i€ Iy} es cerrado en D; y por tanto se cumple que

{(v,d) [y = a,n>ne} | J{Fi|i€ I}

lo cual es una contradiccién ya que el conjunto | J{F; | ¢ € Iy} es numerable. Concluimos asf
que la familia F tiene que ser numerable.
Para concluir, supongamos que la familia F ya estd indexada como F = {F; | i € w}.
Como para cada i € [ el conjunto F; es numerable, entonces sup (m,, [F;]) € w;. Sin
pérdida de generalidad supongamos que la familia F estd indexada de tal manera que 7 < j
si y sélo si
sup (my, [Fi]) < sup (7, [F}]) -

Consideremos asi una funcién f : w — w; tal que para cada i € w se cumpla que

f (@) = sup (my, [F])

Entonces como la cofinalidad de wy es wq, la funcién f no es una funcién cofinal y por
tanto es acotada. Asf existe algin § € w; tal que para cada i € w se cumple que f (i) < 5.
Por tanto

UFcBxw).

Mostrando que F es una familia acotada en D;. O
Proposicién 3.25. El espacio D, es colectivamente normal.

Demostracion. Sea F = {F; | i € w} una familia discreta de cerrados, supongamos sin pérdi-
da de generalidad que F{, es un conjunto cerrado no numerable en D;.
Como la subfamilia discreta F\ {Fy} es acotada existe un ordinal limite 5 € w; tal que

A\ {F} €8 xw.

Haciendo un ligero ajuste a la técnica de induccién que usamos en el Corolario 3.19
construiremos una familia de abiertos ajenos por pares U = {U; | i € w} tal que para cada
1 € w se cumple que F; C Us.
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Como el conjunto (f + w) X w es numerable consideremos una numeracién inyectiva de
sus elementos de la forma

B+w)xw={x;]iew}.

Si zg € B X w entonces consideremos una rama R (zg) que sélo intersecte al cerrado F;
para alguna ¢ € I. Definamos asi a la familia de conjuntos:

R(xg) sij=1
() en otro caso

U(O)j:{

Sixg ¢ B X w entonces en particular xy € |JF\ {Fo}, como la familia F\ {Fy} es discreta
entonces el conjunto | J F\ {Fp} es cerrado en D;. Asi podemos encontrar una rama R (z) C
(8 +w) X w tal que

R (o) N | JF\{F} =0.

Definimos asi a la familia de conjuntos

R(xg) sij=0
() en otro caso

U(o>j:{

Ahora, si x1 € f X w tenemos que considerar algunos casos:
Sixy € U (0), para alguna ¢ € w entonces z; pertenece a una rama R () que no intersecta

al conjunto |JF\{F;}, como ademds el conjunto (J {U(O)j | j € w\ {z}} es cerrado pues

todos salvo un numero finito de ellos son vacios, entonces podemos encontrar una rama
R (x7) tal que

R (z1) ﬂUf\{E} =0

R(xl)ﬂU{U(O)j Ve w\{i}} = 0.

Definimos asi para cada j € w al conjunto

[ R(x)UU(0), sij=1
U); = { U (0); en otro caso

Notemos que todos salvo un nimero finito de miembros de la familia {U 0), 17 € w}

son vacfos, asi, si 21 no pertenece al cerrado (J;,, U (0); entonces consideremos una rama
R (z1) que intersecta sélamente a F; para alguna ¢ € w, ajena a J;,, U (0);, y definimos
para cada j € w

R(z1)UU(0), sij=i

U); = { U (0); en otro caso

En caso de que R (z1) N (UF) = 0 entonces definimos a

[ R(z1)UU(0), sij=0
U); = { U (0); en otro caso
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Six; € B X w tomamos una rama R (z1) C (f +w) X w tal que

R(x) n|JF\{Fo} =0,

y definimos
| R(z)UU(0), sij=0
v, = { U (0). en otro caso

J

Supongamos que para cada ¢ € w hemos definido una familia creciente de conjuntos
U(n), ={U (k); | k < n} donde para cada k < n el conjunto U (k), es un conjunto cerrado
al ser unién de ramas, que en la familia {U (n), | i € w} todos salvo un nimero finito de
miembros sean vacios y que ademas se cumplan las siguientes propiedades: para cualesquiera
1,] € w se cumple que

UumynJum),)=0sii#;

(JUm)nF =i
que ademas
Un)yC(B+w)xw y Ui>0u(n)igﬁxwv

y por ultimo que para cada ¢ < n exista una rama R (z;) del punto z; y una dnica j € w tal
que
R(z;) CU(n);.

Primero consideremos el caso en que x,.1 € § X w.

Si zp41 € U (n); para alguna i € w usando que la familia {U (n), | i € w} consta de
cerrados ajenos por pares podemos encontrar una rama R (z,41) C 8 X w tal que para cada
j € w con j # i se cumpla que

R(zp1) MU (n); =0

y asi definimos a la familia de conjuntos
R(xp41)UU (n); sij=1

U (n); en otro caso

v, - |

Supongamos entonces que
Tpt1 g U U (n)z :
S®

Como la familia {U (n), | i € w} consta de conjuntos cerrados y ademds todos salvo un
nimero finito son vacios, entonces el conjunto (J,.,, U (n); es cerrado en D;. Consideremos
entonces una rama R (z,41) € 8 X w que s6lo intersecte al conjunto F;, que sea ajena a
Uieo U (n);, v definamos a la familia
R(zp41)UU (n); sij=1
U (n); en otro caso

U(n—l—l)j:{
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Finalmente si z,,,1 € § X w entonces consigamos una rama R (x,11) C (8 4+ w) X w tal

que
R@Hnm<LﬂumJ>=@

>0
y definamos a la familia

R (20a) UU (n)g s j = 0
U (n); en otro caso

Un+1),= {
Notemos entonces que las familias crecientes de conjuntos
Un+1),={U k), | k<n+1}

satisfacen las condiciones exigidas en la hipdtesis de induccion, concluyendo la misma.
De esta manera para cada ¢ € w definamos al conjunto

U = JU (k).

kew

Notemos que por un argumento completamente analogo al usado en el Corolario 3.19
tenemos que la familia {U; | ¢ € w} consta de abiertos que son ajenos por pares y tales que

(ﬁ—i_w)xw:UUm
donde
((B+w)\B) x w C Uy

y que ademas para cada ¢ € w con ¢ > 0 se cumple que
F;, CU,.

Notemos que
F() - UOU(wl\(B—l—w) xw).

De esta manera concluimos lo buscado usando nuestra caracterizacién para espacios co-
lectivamente normales (Teorema 1.33). O

Proposiciéon 3.26. El espacio Dy no es localmente compacto.

Demostracion. Consideremos al punto (w+ w,0) € Dy y sea U un abierto en D; tal que
(W+w,0) € U. Como U es abierto en D; entonces existe una rama R ((w+ w,0)) de
(w+ w,0) tal que
R ((w+w,0)) CU.
Por definicién para construir el conjunto R ((w + w,0)) necesitamos subconjuntos cofini-
tos de S (w + w)yge- Construyamos una vecindad abierta V' del punto (w + w,0) como sigue:

para cada punto
(,0) € R(w+w,0)\ (wx {0}) U{(w+w,0)}),
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donde « es de la forma w + k para algin natural k € w. Escojamos un subconjunto cofinito
Ay, del respectivo conjunto S (w),, tal que el conjunto

{(8,0)| B € A} U{(w+k,0)}

constituye una rama, R ((w + k,0)), para el punto (w + k,0) tal que R ((w+ k,0)) C U.
Ahora, si tenemos un punto («,0) € R (w + w,0) N (w x {0}) entonces como (w x {0}) es
un subconjunto discreto de D; este punto tiene ramas triviales.
Para simplificar la notacion, supongamos sin pérdida de generalidad que existe m € w
tal que para todo k > m se cumple que

(wW+k,0) € R(w+w,0)\ (wU{(w+w,0)}).
De esta manera el conjunto
V=R(w+w,0)U{(5,0)| 5 € A,k >m}

es un abierto en D; tal que
(Ww+w,0)eV CU.

Ahora, como el espacio D; es cero-dimensional podemos encontrar una vecindad abierta
y cerrada W para el punto (w + w,0) tal que

(wHw,0)eWCVCU

Como W C V' y en particular W es una vecindad abierta para (w + w,0) entonces W es
un conjunto cuya construccién puede realizarse de una manera completamente analoga a la
del conjunto V.

Asi para simplificar la notacién supongamos que W = V| es decir, que V' es una vecindad
abierta y cerrada para (w + w, 0).

Como el conjunto Ay es cofinito en S (w),,, entonces para cada k > m consideremos un
punto z, € A y definamos al conjunto

Notemos que By, sigue siendo cofinito en S (w)y,, ¥ por tanto la familia

{(8,0) | B € B} U{(w+k,0)}
también constituye una rama para el punto (w + k,0), de esta manera el conjunto
O=R((w+w,0)U{(8,0)| 8 € B,k =m}
es un abierto en D; tal que
VO = {(z,0) | n>m,n € w}.

Para concluir, como el conjunto V' es cerrado en D; entonces el conjunto U\V es un
conjunto abierto en D;. Definamos asi a la familia

F=0UW\V)U{{(zs,0)} |n>m,new}.
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Notemos que el conjunto {{(z,0)} | n > m,n € w} es, en realidad, un conjunto cerrado:
si tenemos algin z € D; cuyas ramas son subconjuntos de S (w),,, para alguna k € w,
entonces podemos construir una rama utilizando el conjunto By, que es cofinito en .S (w) -
Esto nos asegura que en efecto existe una rama R (z) para z tal que

R(z)N{{(z,,0)} | n>m,n €w}=0.

Recapitulando entonces, la familia F constituye cubierta abierta para U en su topologia
relativa, pero no tiene subcubiertas finitas pues el subconjunto {z, | n € w} es un conjunto
cerrado, discreto y numerable en U.

De esta manera U no es un conjunto compacto y por tanto el punto (w + w,0) no posee
ninguna vecindad abierta compacta, notemos que es suficiente observar esto: si existiera
alguna vecindad compacta V' para el punto (w+ w,0), entonces gracias a que D; es un
espacio cero-dimensional podriamos obtener una vecindad abierta-y-cerrada W tal que

(WHw 0 CWCV

pero esto implicarfa que W es una vecindad abierta y compacta para el punto (w + w,0), lo
cual es una contradiccion.
Concluimos asi que el espacio D; no es localmente compacto. n

Para la siguiente proposicion sera necesario recordar una sencilla definicién.

Definicién 3.27. Un espacio topolégico X es primero numerable si y solo si para cada
xr € X emiste una base de vecindades numerable.

Un resultado muy tradicional y bien sabido es que en un espacio topologico primero
numerable X y para cada F C X se cumple que x € clx (F) si y solo si existe una sucesion
{z,, | n € w} C F que converge a x, es decir, para cada vecindad V de x existe N (V) € w
tal que {xy | k> N (V)} C V.

Proposicion 3.28. El espacio Dy no es primero numerable.

Demostracion. Supongamos que D; es un espacio primero numerable y consideremos de
nuevo al punto (w + w, 0) € D;. Gracias a la construccién realizada en el Lema 3.13 podemos
observar que

(w+w,0) € clp, (S (w) x {0})

y que por definicién existe una sucesién
{(2,0) | n € w} C S (w) x {0}

que converge a (w + w, 0).
Ahora, como el conjunto S (w + w) \w es cofinito en S (w + w) entonces el conjunto

R((w+w0) ={(w+w0)}U{(w+k0)[wt+ke(S(w+wpy\w)}

constituye una rama para el punto (w + w,0).
Consideremos finalmente al conjunto

A={kecw|(w+k,0) € (S(w+w)y \w)}
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y construyamos a
U=R((w+w,0)U{(80)]BES @ keA}

Notemos que, por construccién, U es un conjunto abierto en D; tal que (w + w,0) € U.
Haciendo uso de la convergencia existe alguna N € w tal que {(z,,,0) | m > N} C U.

Recordemos primero que la familia {S (w)y, | k¥ € A} estd conformada por conjuntos
ajenos por pares y que por la convergencia se cumple que

{(2,0) | k= N} C{S (W)opo | k € A}
es decir, la familia {S (w)y,, | & € A} induce una particién para la sucesion
{(zm,0) [m = N}.
Supongamos primero que para cada k € A se cumple que el conjunto
{(@m, 0) [m > N} NS (w)ge
es finito. Definamos entonces para cada k € A al conjunto
By, = 8§ (W)oro \{(@m, 0) [ m = N}

y notemos que por suposicién By es un conjunto cofinito en S (w),,,. Haciendo uso de esto
podemos construir un conjunto abierto

V=R((w+w,0)U{(B,0)| B € By, ke A}

tal que V N {(z,0) | m > N} =, lo cual es una contradiccién. De este modo existe k € A
tal que el conjunto {(z,,,0) | m > N} NS (w)yy, €s infinito.
Construyamos entonces al conjunto

R((w+w,0) ={(w+w,0)} U{(w+1,0) |l A\{k}}

que también constituye una rama para (w + w,0). Finalmente el conjunto

V= R((w+w.0)U{(8.0)| B €S ol € A\ {k})

constituye un abierto en D; tal que (w + w,0) € V pero que para cada M € w se cumple que
{(zm,0) |m =M} 2V

ya que por construccion necesariamente se cumple que {(z,,,0) | m > N} NS (w) g0 # 0.
De este modo, el espacio D; no es un ejemplo de un espacio primero numerable. O

Es importante notar que estas tltimas dos propiedades fallan en el espacio D; debido
a la manera tan arbritraria con la que elegimos subconjuntos numerables de wy. Es posible
mejorar la fuerza de este ejemplo si lo vemos desde “otra” perspectiva: si suponemos la
hipétesis del continuo podemos hacer una construccién alternativa de este mismo espacio
que logra preservar todas las propiedades anteriores y que ademas logra convertirlo en un
espacio localmente compacto y primero numerable.

Dicha construccion requiere el desarollo de técnicas similares a las que vimos anteriormen-
te y cuyo desarrollo formal serfa un ejercicio redundante con respecto al ejemplo anterior,
la definicién de este espacio y algunos detalles para su construccién pueden por supuesto
consultarse en [Ru2].
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3.3. El Espacio de Rudin

Para concluir nuestro viaje veremos la construccién de un espacio de Dowker en ZFF,
una construccién que (como es de esperarse) requiere bastante cuidado para no perderse.
Durante esta construccién denotaremos como N7 al conjunto de todos los niimeros naturales
mayores a cero y dado un ordinal o denotamos como ¢f («) al minimo ordinal que es cofinal
en «, es decir, su cofinalidad.

Primero consideremos al conjunto de funciones

F={f:N" 5w, |VneN(f(n) <w,)}
y apoyandonos de €él, definamos también a
Do={fe€F|FeNVneN (w<cf(f(n)<w)}.

Recordemos, ademas, que para cada n € w el ordinal w,, es regular. Por tanto la funcion
f : Nt — w, tal que para cada i € NT cumple que f (i) = w; es un elemento de Ds,
mostrando asi que este es un conjunto mo trivial. Es importante notar que por definicién
para cada f € Dy y para cada n € NT la condicién w < c¢f (f (n)) nos asegura que f (n) no
es un ordinal sucesor, este hecho lo utilizaremos bastante durante nuestra construccion.

Vamos a definir algunas relaciones de orden para los elementos de F' como sigue: dadas
f,g € F diremos que

f<gsiysélosiVne Nt (f(n) <g(n))

f=gsiysolosivVne NT(f(n) <g(n))

y por ultimo
f<igsiysélosidie N'(Vn>i(f(n)<gn))).

Es importante notar que existen elementos de F' que son incomparables bajo estas tres
relaciones: aquellas funciones f, g : Nt — w, definidas como

1 si nespar
fn) = { 0 si nesimpar
y
~J 0 st mespar
g(n) = { 1 si nesimpar

cumplen que f, g € F pero son claramente incomparables bajo estas tres relaciones, recordar
este detalle es importante para no cometer errores mas adelante.
Usando estas relaciones para cada pareja de elementos f, g € F' definamos al conjunto

Upg={h €Dy | f<h =g}
y consideremos asi a la familia
U={Usy | fge F}.
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Proposiciéon 3.29. La familia U constituye una base para una topologia Hausdorff sobre el
conjunto Ds.

Demostracion. Primero notemos que en F' podemos encontrar a la funciéon constante 0 :
Nt — w, tal que para cada n € N se cumple que 0 (n) = 0. De esta manera para cada
f € Dy se cumple que f € Up ¢, demostrando asi que (JU = Ds.

Consideremos a Uy, 4,,Uy, 4, € U y supongamos que existe h € Dy tal que h € Uy, 4 N
Uy, 4,- Definamos una funcién f : Nt — w,, tal que para cada n € N se cumpla que

F () = méz {fy (n) , fo (n)} + 1.

Como para cada n € NT el ordinal h (n) no es sucesor entonces se cumple que f < h'y
por tanto
h € Uf’h - Uf1,g1 N Uf%gQ.

Mostrando asi que U constituye una base para una topologia sobre Ds.

Consideremos ahora a hy, hy € D, tales que hy # hy y supongamos sin pérdida de
generalidad que hy (i) < hg (i) para alguna i € N*, claramente esta condicién nos asegura
que hy & Uo,h, -

Definamos entonces una funcién f; : Nt — w,, tal que para cada n € N*

|0 si n#i
fi(n)_{hl(i) si n=i

notemos entonces que hy € Uy, , v que ademds como hy (i) = f; (i) entonces h & Uy, p,.
Concluimos asi que D, con la topologia generada por la familia ¢/ es un espacio topoldgico
Hausdorff. Consecuentemente nos referiremos a este espacio como el Espacio de Rudin. [

Ya teniendo a nuestro candidato a ser espacio de Dowker, recordemos que necesitamos
demostrar que es un espacio normal y ademdas encontrar una sucesiéon decreciente Dy DO
D, D ... de conjuntos cerrados de D, tales que (.2, D; = 0 y tal que para cada sucesién
{U; | i € Nt} de abiertos de D, tales que para cada i € N se tenga que D; C U, entonces

Para esto nos serdn de gran ayuda dos familias de conjuntos: para cada n € N* conside-
remos al conjunto

D, ={feDy|Fi>n(f(i)=w)}
y de manera similar para cada n € Nt con n > 1 consideremos a
Co=A{f€Dy|Vi<n(f(i)=w)AVi>n(f(i)<w)}.

Recordemos que si tenemos f € D,, en particular

w<cf (f(1)<f(1) <w

y por tanto f (1) = wy, mostrando que en particular Dy = Ds.

Una observacién sencilla e importante es que dada n € N se cumple que C,, 11 C D,
ademds, notemos que la familia {D,, | n € N} es decreciente con respecto a la contencién,
veamos ahora que de hecho es una familia de conjuntos cerrados con interseccién vacia.
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Lema 3.30. Para cada n € NT el conjunto D,, es cerrado y ademds [,y D»n, = 0.

Demostracion. Sea n € NT y consideremos a f € Ds\D,,, notemos entonces que por defini-
cién para cada i > n se cumple que f (i) < w;. Ahora, si g < f entonces para cada i > n se
cumple que ¢ (1) < w; y por tanto

Uo,y € Do\D,,

mostrando que el conjunto D,, es cerrado en D;.
Por tltimo consideremos alguna f € Dy, entonces por definicién existe alguna i € NT tal
que para cada n € Nt se cumple que

w<ecf(f(n) <w

Notemos entonces que para toda j > ¢ se cumple que f (j) < w; puesto que w; < cf (w;) =
w;, mostrando asi que f ¢ D;.
Concluimos asi que (o, D; = 0. O

Ahora para lograr demostrar la segunda condicién sobre las familias de abiertos, va-
mos a tener que realizar algunas construcciones muy particulares. Para esto serda de gran
conveniencia dividir el trabajo en varios lemas para no perdernos en el camino.

Lema 3.31. Sea (A, <) un congunto parcialmente ordenado donde eziste ¢ € A tal que d < ¢
para alguna d € A. Entonces existe un subconjunto C C A tal que C' es un conjunto bien
ordenado con respecto al orden que hereda de (A, <), ¢ es el elemento minimo de C' y ademds
C' es maximal con respecto a estas propiedades.

Demostracion. Sea A un conjunto parcialmente ordenado que cumpla con las hipdtesis y
consideremos a la familia

F={BCA|(B,<g) es un buen orden, ¢ = min(B)}

que ademés cumpla con la propiedad de que dados B, D € F con B & D entonces D\B es
un conjunto de cotas superiores para B.
Consideremos una cadena C C F en el conjunto F, parcialmente ordenado con respecto
a la contencién, veremos entonces que el conjunto | JC es una cota superior para C.
Primero veamos que | JC es bien ordenado: consideremos un subconjunto B C [ JC tal
que B # (), entonces existe un elemento b € B N E para alguna £ € C. Como E es un
conjunto bien ordenado consideremos a

m =min(BNE)

aseguramos entonces que m = min(B). Sea © € B, entonces existe F' € C tal que z € F'y
como C es una cadena entonces se cumple que £ C F 6 F C E, notemos ademas que en
dado caso de que F' = E entonces automaticamente m < x.

Primero, si F' C F entonces claramente BN F C BN E y por tanto se cumple que m < x.
Si por el contrario sucede que x € F\ E, por hipdtesis para cada z € E se cumple que z < x
y en particular se cumple que m < x. En ambos casos se tiene que m < x, mostrando asi
que m = min(B).

De este modo tenemos que |JC € F y ademés para cada B € C se cumple que B C C,
por tanto el Lema de Zorn nos asegura que existe un elemento maximal en la familia F que
cumple dichas propiedades que hemos mencionado. O
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Lema 3.32. Consideremos a alguna n € NT conn > 1 y U un conjunto abierto en Dy tal
que

{heChu | f 201 h} CU
para alguna [ € Cpyq. Entonces existe g € C,, tal que {h € C,, | g <, h} CU.

Demostracién. Elijamos a n € Nt con n > 1, U un abierto en Dy y f € C,41 como en las
hipdtesis. Primero definamos una funcién &k : N* — w,, tal que para cada n € N

sz{fm s i#n

0 si 1=mn
notemos que k € C,. Supongamos que
{heC,|k=<,h}ZU.

En particular existe alguna h € C,,\U tal que k <,, h. Usando el lema anterior y el hecho
de que todo buen orden es isomorfo a un tnico ordinal, podemos encontrar un conjunto
maximal bien ordenado K C C,\U de la forma

K ={K,|ae\}
tal que para cada a € A\ se cumpla que k <, k, y ademas
Va, 5 € Mo < B siy sélo si kg <5, kg) -

Por definicién sabemos que para cada o € A se cumple que k, (n) < w, y ademds la
condicién anterior y el orden <, nos aseguran que

Va,B € Xa < B siy sélosi k, (n) < kg (n))

asegurandonos entonces que A < wy,.
Definamos una nueva funcién [ : Nt — w,, tal que para cada n € NT

[(n) =sup{ka(n)| a<A}.
Notemos asi que [ € F. Ahora, si suponemos que \ = w,, entonces
sup{ka (n) | @ < wp} = wy,

mostrando asi que | € C, 1 y que ademds por construccion se cumple que f <11 [, exhi-
biendo que

le{heCp | f20ns1 h} CU.

Asi por definiciéon de la topologia de D, existe una funcion h € F' tal que U,; C U.
Ahora, por construccién de [ sabemos que para cada i > n existe algin «; € w, tal que

ko, () > B (i) .

Consideremos entonces a
a=sup{a; |i>n}.
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Puesto que « es el supremo de un conjunto numerable de ordinales en w,, entonces el
hecho de que w,, es un ordinal regular nos asegura que o € w,.

De esta manera obtenemos que h < k, =< [, mostrando asi que k, € U, lo cual es una
contradiccion a la construccion de K y por tanto necesariamente A < wy,.

Finalmente definamos una funcién g : N* — w,, tal que para cada i € N*

N~ Jl@)+tw sioi>n
g(z)—{wi si i<n

Entonces por construcciéon g € C,, y ademds si existe una funcién h € C,\U tal que
g <n h, entonces para cada f € K se cumple que f <, h, contradiciendo la maximalidad de
la familia K. Concluimos asi que

{heCylg<nh}CU.
0

Corolario 3.33. Sea U un conjunto abierto en Do, si{h € Cy11 | f <ns1 h} C U para algu-
nan € Nt conn > 1y alguna f € C,11 entonces existe g € Cy tal que {h € Cy | g < h} CU.

Demostracion. Demostraremos esta afirmacion por induccién sobre aquellas n > 1. Primero,
si n = 2 entonces existe f € (3 tal que

{h603]f<3h}§U
Usando el lema anterior existe g € Cy tal que
{heCylg=2h}CU

en particular como

{heCy|g=<h}C{heCy|g=<sh}

entonces el resultado es valido para este caso.
Supongamos entonces que la afirmacién es valida para alguna k£ > 1 y supongamos que
U es un conjunto abierto tal que

{h€Cip1 | f <1 h} CU
para alguna f € Cj,;. Usando entonces el lema anterior existe una g € C}, tal que
{heCy|lgx<xh} CU
y asi por hipétesis de induccién existe alguna g € C5y tal que

{heCylg=<h}CU.
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En particular si existe un conjunto abierto U, tal que D,, C U, entonces como C,,1 C D,
al tomar una funcién cualquiera k, 1 € C,;1 podemos utilizar este corolario para asegurar
que existe una funcién f,, € Cs tal que

(heCy|fu=h}CU,

Lema 3.34. Consideremos una familia de abiertos {U; | i € N} tal que para cada i € NT
se cumpla que D; C U;, entonces ooy U; # 0.

Demostracién. Usando el lema anterior y la observacion para cada i € Nt consideremos una
funcion f; € Cy tal que
{heCy| fi<h}CU;

Ahora como para cada i € NT se cumple que f; € Cy entonces para toda n > 2 se cumple
que f; (n) < w,. Como para cada n > 2 la familia {f; (n) | i € NT} es numerable entonces se
cumple que

an =sup {f;(n)]ie N} €w,.

En particular como cf (a,, + w1) = wy, entonces se cumple que
ay + Wy < Wy
Definamos entonces una funcién g : N — w,, tal que para cada n € N*

(n) = a, +w; si n>2
g ] wy si n=1

Por construccion tenemos que g € Cy y que ademds para toda n > 1 se cumple que
fn = g y por tanto g € U,. Sabfamos por una observacion anterior que D; = Dy y por tanto
automaticamente g € Uj.

De este modo

g e ﬁUi
i=1

como se queria demostrar. O

Para concluir que el Espacio de Rudin es un ejemplo de un espacio de Dowker, es necesario
demostrar que es un espacio normal. Para esto demostraremos algo un poco mas fuerte: este
espacio serda un ejemplo de un espacio de Dowker colectivamente normal. Para esto sera
conveniente una notacion para unas funciones muy particulares en este espacio.

Definicién 3.35. Dado un subconjunto U C F definimos una funcién ty : NT — w,, tal que
para cada n € NT

ty (n) =sup{f(n) | f € U}.

Una observacion es que si V. C U C F entonces se cumple que ty =< ty.

Para poder demostrar la normalidad colectiva de este espacio haremos uso del Teorema
1.33, es decir, para cada familia discreta de cerrados {F; | s € S} en Dy encontraremos una
familia de abiertos ajenos por pares {Us | s € S} tal que para cada s € S se cumpla que
F, C U,. Primero veamos que es suficiente con encontrar una familia bastante particular de
cubiertas abiertas para nuestra familia de cerrados.
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Lema 3.36. Sea F = {F,|s € S} una familia discreta de cerrados de Do. Si existe una
familia de conjuntos {U, | a € w1} tal que para cada o € wy el conjunto U, es una familia de
abiertos ajenos por pares que cubren al conjunto | J F y tal que dados dos ordinales o, f € wy
tales que B < o entonces para todo V € U, exista un conjunto U € Us tal que V C U y que
cumpla que:

1. S8i 'V intersecta al menos a dos miembros de F entonces ty # ty; 0
2. Si U intersecta a lo mas a un miembro de F entonces U = V.

Entonces la familia {U, | & € w1} asequra que existe una familia {Us | s € S} de abiertos
ajenos por pares tales que para cada s € S se cumple que Fy C Us.

Demostracion. Sea f € |JF, dado a € w; existe un unico U, € U, tal que f € U,, notemos
ademads que si 8 < a entonces por hipétesis se cumple que Ug C U, para algin Ug € Ug y
en particular se cumple que ty, = ty,. Notemos que en caso de que U, intersecte a mds de
dos miembros de F entonces existe n € NT tal que

tUa (n) < tUﬂ (n)

de este modo el conjunto
{to,(n) | B<vy<w} Cw,

define una sucesion decreciente en el conjunto bien ordenado w,, asegurandonos que es un
conjunto finito. Por tanto podemos encontrar un ordinal numerable a; tal que 8 < o y tal
que el conjunto U,, intersecta a lo més a un miembro de la familia F.

Notemos entonces que gracias a la propiedad 2 de nuestras hipdtesis siempre que tengamos
un ordinal 5 € wy tal que ay < 'y a un conjunto V' € Us que satistaga U,, C V' entonces
se cumplird que U,, = V. Apoydndonos de esto definamos para cada s € S al conjunto

U= | U,

fEFs

Veamos ahora que la familia {U; | s € S} estd formada por conjuntos ajenos, para esto
es suficiente con ver que si tomamos a f € Fy y a g € Iy con s # t entonces Uy, N Uy, = 0.

Tomemos entonces a f € Fy, vy a g € F, con s # t y consideremos al ordinal a =
max {ay, o, }, por definicién de la familia U, y por construccién de los ordinales af y ay
tenemos que f € U, s EUsy g € Uy, € Uy. Como la familia U, estd formada de abiertos
ajenos por pares entonces automaticamente obtenemos que U,, N Uy, = () como se queria
mostrar.

Asi la familia de abiertos ajenos por pares {U; | s € S} satisface que para cada s € S se
cumple que Fy; C Uy, mostrando que nuestro espacio seria colectivamente normal gracias al
Teorema 1.33. O

Antes de discutir la construccion de estas familias, nos serd muy 1util revisar una propiedad
sencilla para este espacio.

Proposicién 3.37. El Espacio de Rudin es un P-espacio, es decir, todos los subconjuntos
G5 son conjuntos abiertos.
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Demostracion. Consideremos a una familia numerable de abiertos {U,, | n € w} en D, tales

que existe f € ()., Un- Notemos que para cada n € w existe una funcién g, € F tal que

fe Ugnyf cU,.
Definamos entonces una funcién g : N* — w,, tal que para cada i € N*

g(i) = sup{gn (i) [ n € w}.

Observemos que el conjunto {g, (i) | n € w} es a su vez numerable, asegurandonos en
particular que

cf (g(i) Sw <cf (f (@) < f ()

y por tanto tenemos que g < f. Ahora, para cada h € D, tal que g < h y para cada n € w,
se cumple que g, < h gracias a la construccién de g, mostrando que para cada n € w se
cumple que

Ugr ©Ug,.s € Un

y por tanto
fE€Uu €] Un
new
Mostrando que el conjunto ﬂnew U,, es abierto en D,. O

Ahora si, para poder encontrar una familia de cubiertas abiertas que cumplan todas las
propiedades del Lema 3.36, haremos una construccién paso a paso por recursiéon hasta ws.
Cada uno de los pasos de esta recursién requiere revisar algunos casos muy particulares,
para no perdernos sera conveniente ir revisando cada paso por separado para después poder
completar la recursiéon de una manera mas clara y sencilla.

Lema 3.38. Sea F = {F; | s € S} una familia discreta de cerrados de Dy y 6 un ordinal
limite en wy tales que para todo 5 < 0 hemos definido una familia de conjuntos abiertos
Us que cubre a |JF y tal que la familia {Us | B € d} satisface las hipotesis del Lema 3.36.
Entonces podemos encontrar una familia de abiertos Us que cubre a |JF y tal que la familia
extendida {Us | B < 6} sigue satisfaciendo las hipotesis del Lema 3.36.

Demostracion. Para cada f € |JF y para cada € 0 nuestras hipdtesis nos aseguran que
existe un unico conjunto Uy () € Uz tal que f € Uy (B), definamos asi para cada f € [JF
al conjunto

Up=()Us(B)

B<é

y consideremos asi a la familia

us={us 1 reJr}.

Gracias a que 0 es un ordinal numerable, la familia Us esta constituida por conjuntos
G5 y por tanto es una familia de abiertos ya que Dy es un P-espacio. Observemos también
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que si tenemos f, g € |JF tales que f # g, entonces dado un ordinal 8 < § se cumple que
U CUs(B) y U, CU,(B). Ast por hipétesis tenemos que

UrNUy CUs (B)N U, (B) =0

asegurandonos que la familia Us es de abiertos ajenos por pares. Verifiquemos para concluir
las ultimas dos condiciones.

Sea f € JF, B < 6 y supongamos que el conjunto Uy () intersecta al menos a dos
miembros de la familia F, notemos que en particular se cumple que

U CUr(B+1) CUs(B)

mostrando que Uy (5 + 1) intersecta al menos a dos miembros de la familia F y asi por
hipétesis se tiene que ty,(s11) # tu,(s), pero ademds ese hecho nos asegura también que

tu, 2 tups+) 2 tuse)

mostrando que necesariamente iy, # ty,(s) como querfamos demostrar.

Ahora, si nuestro conjunto Uy (f) intersecta sélo a un miembro de la familia F, entonces
por hipétesis para cada ordinal v € wy tal que v > § se cumple que Us (5) = Us(v),
asegurandonos asi que

Ur(B) < () Usr(B).

B<y<o

Notemos ahora que por hipdtesis para cada o < f se cumple que Uy (8) C Uy (o) y asi

tenemos que
Uy (8) € (ﬂ Uy (@) = Uy

<9

satisfaciendo asi la segunda condicion. De esta manera concluimos que la familia extendida,
{Up | B < §}, sigue satisfaciendo las propiedades el Lema 3.36. n

Para poder terminar el resultado por recursion necesitamos analizar el caso en el que
0 sea un ordinal sucesor, en este caso en particular vamos a necesitar hacer un par de
construcciones que pueden resultar densas, por esta razén iremos paso a paso y remarcando
las ideas importantes para no perdernos. Empecemos entonces con un sencillo lema sobre
una indizaciéon muy particular para conjuntos infinitos.

Lema 3.39. Sea n € w y consideremos un conjunto A de cardinalidad w,. Entonces eziste
una numeracion de los elementos de A de la forma {ay | A € w,} tal que para cada \ € w,
ya € A existe un ordinal v € wy, tal que A <y y a, = a.

Demostracion. Recordemos que gracias al Azxioma de Eleccion podemos encontrar una par-
ticion de w, de la forma {P; | i € w,} tal que para cada i € w, se cumple que |4;| = w,.
Notemos en particular que el conjunto P; no es acotado en w,,. Usando este hecho para cada
1 € w, consideremos una funcién biyectiva f; : P, — A y asi para cada ordinal A € w,
definamos

ay = fi; (\) siysélosi A € P,.
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Veamos que esta numeraciéon cumple lo buscado. Sean A € w,, y a € A, como || < N, =
|wy,| entonces existe un ordinal j € w, tal que

rclJp

1<j

Por tanto dado v > j se cumple que A N P, = (), de este modo consideremos al ordinal
Iy ! (a) € P, entonces por construccién se cumple que A\ < I '(a) y ademés
Ut =@

demostrando la afirmacién. O

Ya teniendo este resultado podemos atacar la construccién mas importante para esta
demostracion, de nuevo, es recomendable que el lector preste mucha atencion a los conceptos
clave que iremos senalando a lo largo de la prueba. Como una notacién conveniente vamos
a definir unos conjuntos muy especiales.

Definicién 3.40. Dado un conjunto abierto U de Dy para cada m € N definimos al con-
jJunto

Un=4{heU|VieN'(cf (h(i)) <wn)}.

Observemos que gracias a nuestra definicion del espacio Dy se cumple en particular que

U= ] Un. (3.4)

Lema 3.41. Sea F = {F; | s € S} una familia discreta de cerrados de Dy. Consideremos
un ordinal sucesor § € wy de la forma 6 = a+ 1 para algin o € wy tal que para todo B < §
existe una familia de conjuntos abiertos Ug que cubre a |JF y tal que la familia {Us | B € 6}
satisface las hipotesis del Lema 3.36. Si existe un conjunto abierto U € U, que intersecta al
menos a dos miembros de F y que ademds para cada n € NT satisface que cf (ty (n)) > w,
entonces para cada m € NT existe una funcion g € F tal que g < ty y tal que el conjunto
{h € Uy | g < h} intersecta a lo mds a un miembro de F.

Demostracion. Consideremos a F, d, {Us | B € 6} y U € U, como en las hipétesis y sea
m € NT. Realizaremos la demostraciéon de este lema por contradiccién: supongamos que
para toda funcién f € F tal que f < ty el conjunto {h € U,, | f < h} intersecta al menos a
dos miembros de la familia F.

Para toda i € NT tal que ¢« < m definamos al conjunto

M;={j e Nt |cf(ty (j) = w;} (3.5)

y también a
M={jeN"|cf (tr (J) > wm)-

Notemos que gracias a nuestras hipotesis estos conjuntos conforman una particion
(M;|1<i<m}u{M}
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para el conjunto N*.
Consideremos al conjunto de funciones

R={r:(m+D\{0} mwn |Vie (m+ D\{0}(r (i) <w)}. (3.6)
Usando un poco de aritmética cardinal podemos deducir que
1B| = |wm|™ = wmn.

Utilizando el Azioma de Eleccion junto con el lema anterior, consideremos una numera-
cién de los elementos de R de la forma {ry | A € w,,} tal que

VA€ w,,Vre RiIyew, A<yA(ry=r1)). (3.7)

Ahora, si tenemos i < m y j € M; entonces por 3.5 sabemos que cf (ty (7)) = w;.

Consideremos asi una sucesién creciente de la forma (s;), .. C tv (j) tal que
2

sup {(s), | 0 € wi} = tv (4) (3.8)
en pocas palabras, un conjunto creciente y cofinal a ty (7).

= Por recursién sobre w,, definiremos tres familias de funciones {f\ | A € w,,} C F,
{hx | A€wn} C Uny {ky|X€wn}t C U, tales que para cada A € w,, se cumple
que fa < hy, fr < kxy que ademas hy y k, pertenezcan a miembros distintos de F.

Para comenzar, definamos fy : Nt — w,, tal que para cada j € NT
. Siyoiy Sl j € M;parai € NT cont <m
poy={ o 5 IEe =
si jeM
Por construccién se cumple que fy < ¢y y asi por hipétesis existen dos funciones
ho, ko € U,, que pertenecen a distintos miembros de la familia F y que ademas fy < hg
y fo < ko.
Supongamos que tenemos un ordinal A\ € w,, tal que para cada v < A hemos definido a
las funciones f, € F'y h,, k, € Uy, tales que h, y k, pertenecen a distintos miembros
de F y que ademaés satisfacen que f, < hy y f, < k. Definimos entonces la funcién
fr: Nt — w, tal que para cada j € N*
A 0) i (i) si je€ M;parai e Nt coni<m
AJ) = . .
sup {n(j) | heUen sk} sijeM

Recordemos que por hipdtesis de induccién para cada v < A se cumple que h, € U, y
k. € Uy, es decir, para cada i € Nt se cumple que

méx {cf (h, (1)) ,cf (ky (D))} < wn.

En particular para cada j € M como se cumple que U, C U, entonces por definicién
de ty tenemos

max {h, (7),k, ()} < tv (j).
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Pero por definicién de M sabemos que cf (ty (7)) > wm. Lo cual nos asegura que
necesariamente se cumple

méax {hy (4) , by (5)} < tv () -

Con esto obtenemos que para cada j € M el conjunto {h () [P €U, ex{hy kv}} estd
acotado por el ordinal w,, y asi se cumple que

SUP{h(j) | he U {h’yvkv}} < W

YEX

asegurandomos que para cada j € M se cumple que
i) wm <tr ().

Ahora si j € M; para alguna i € N con i < m, entonces por la construccién que
hicimos en 3.8 se cumple que

(55) ) < tu (4) -

Juntando esto obtenemos que fy < ty y asi por hipotesis existen dos funciones hy, ky €
U,, que pertenecen a distintos miembros de la familia F y que ademas satisfacen que

I < hxy fa <k

De este modo concluimos nuestra recursién hasta el ordinal limite w,,.

= Una observacién importante es que nuestra construccién anterior nos asegura que para
cada
Jj € M se cumple que los conjuntos de ordinales {hy (j) | A < wm} y {kx (7)) | A < Wi}
son estrictamente crecientes y acotados por w,,. Esto nos asegura que

sup{hx (J) | A < wm} = wn, (3.9)

sup {kx () | A < wm} = wp.
» Definamos ahora una funcién g : NT — w,, tal que para cada j € Nt

. tU ( ) si ) € N+\M
9(7) = { supj{h,\ (1) | A <wn} si ? eEM (3.10)

Notemos primero que dada j € NT\M se cumple por nuestra hipdtesis general que

w < cf (tv (4) = cf (9 () < wm

y por otra parte si j € M entonces por la observacién 3.9 se cumple que ¢f (g (7)) = wp.

Juntando estas dos partes obtenemos que en general para cada j € NT se cumple que
cf (9(j)) < wmsr.

Demostrando que g € D,. Claramente, por construccién, también se cumple que g < ty.
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= Como nuestra familia F es discreta entonces existe una funcion f € F tal que el
conjunto Uy 4 intersecta a lo mds a un elemento de la familia F. Notemos en particular
que como f < g entonces nuestra observacion anterior nos asegura que f < ty.

» Recordemos que en 3.8 para toda ¢ € Nt tal que i« < m y cada j € M; nuestra suce-
sion (s;),¢,. era cofinal a ty (j). Usando esto y nuestra observacién anterior podemos
encontrar un ordinal o; € w; tal que

F () < (i), -
Consideremos entonces al ordinal
pi =sup{o; | j € M;}.
En particular como el conjunto M; es finito o numerable, se cumple que p; < w;.

» Definamos en el conjunto R (3.6) una funcién r : (m+ 1)\ {0} — w,, tal que para cada
€ (m+ 1)\ {0} se tenga que r (i) = w;. Gracias a nuestra observacién anterior, esta
construccién particular de r nos asegura que para cada ¢ € N* tal que i < m y cada
J € M; se cumple que
FG) < (85),0 -

Ahora, si tenemos j € M, entonces por la eleccién de f hace dos pasos teniamos que
f < g, lo cual ya nos asegura que f(j) < g(j). Usando entonces la definicién de g
(3.10) podemos encontrar un ordinal o; € wy, tal que

f () < ho,y (m).

Consideremos asi a
o=sup{o;|je M}

entonces por construccion tenemos que para cada ordinal v € w,, tal que ¢ < 7 se
cumple que

f(G) <min{h, (5),k, ()}

Usando entonces la numeracién de los elementos de R que hicimos en 3.7 podemos
encontrar un ordinal v € w,, tal que o <~ y tal que r, = r.

= Notemos ahora que gracias a nuestra construccién anterior, para toda j € M se cumple
que
FG) <hy(G) <g()
y que si j € M; para alguna i € N* con ¢ < m, entonces gracias a la construccién que
hicimos en 3.6 se cumple que

f(]) < (Sj)r(i) = <Sj)rw(z‘) <ty (]) = g(])

Lo cual nos asegura que en realidad h, € Uy, Notemos que a partir de nuestra
observacion 3.9 podemos hacer una construcciéon completamente analoga para deducir
que k., € Uy,.
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Por construccién las funciones h, y k, pertenecen a distintos miembros de la familia F
y asi, el conjunto Uy, intersecta al menos a dos miembros distintos de F, lo cual es una
contradiccion a la eleccion de la funcién f. O

Corolario 3.42. Bajo las mismas hipotesis del lema anterior, podemos encontrar una fun-
cion f € F tal que f < ty y tal que el conjunto {h € U | f < h} intersecta lo mds a un
miembro de F.

Demostracion. Consideremos a F, 6, {Ug | f € 6} y U € U, como en las hipdtesis. Usando
el lema anterior para cada n € NT consideremos a la funcién ¢, € F tal que ¢, < ty y tal
que el conjunto {h € U,, | g < h} intersecta a lo méds a un miembro de F. Definamos una
funcién f: Nt — w, tal que para cada i € N

f (i) =sup {g, (i) [neNT}.

Una observacién sencilla es que como el conjunto {g, (i) | n € Nt} es numerable, estd
contenido en ¢y (i) y ademds se cumple por hipétesis que w < cf (ty (7)), entonces para cada
i € NT se cumple que f (i) < ty (i), asegurandonos que f < ty.

Supongamos ahora que tenemos dos funciones h,k € U NJF tales que f < hy f < k.
Por la observacion 3.4 existen n,m € N* tales que h € U, y k € U,,.

Gracias a la construccién de la familia de funciones {g; | ¢ € N*} tenemos que g, 1m < h,
Jnim < k y ademds se cumple que h, k € U, ., lo cual implica que

hok € {h € Uptm | gnim < h}

y por tanto nuestra lema anterior nos asegura que h y k pertenecen al mismo miembro de
F.

Asi, el conjunto {h € U | f < h} intersecta a lo mds a un miembro de la familia 7. [

Ya teniendo estos resultados en nuestro repertorio, construyamos una familia que satisfaga
lo especificado en el lema 3.36.

Proposicién 3.43. Sea F = {F | s € S} una familia discreta de cerrados de Dy. Entonces
existe una familia de conjuntos {Uy, | o € w1} tal que para cada o € wy el conjunto U, es
una familia de abiertos ajenos por pares que cubren al conjunto |JF vy tal que dados dos
ordinales o, B € wy tales que 5 < «, entonces para todo V € U, exista un conjunto U € U
tal que V- C U y que cumpla que:

1. Si 'V intersecta al menos a dos miembros de F entonces ty # ty; 0

2. 81 U intersecta a lo mads a un miembro de F entonces U =V .

Demostracion. Sea F = {F; | s € S} una familia discreta de cerrados de Dy. Construiremos
nuestra familia de conjuntos {U,, | & € wy} por recursién hasta w;. Para comenzar definamos
Uy = {Ds} que por vacuidad cumple lo que queremos.

Supongamos ahora que hemos definido nuestra familia para todo ordinal 5 tal que 5 < §
para algin ¢ € w,. Supongamos primero que ¢ es un ordinal sucesor de la forma « + 1 para
algin a € w;.

Lo que haremos a continuacion es obtener una particion de cada abierto V' € U, en una
familia de abiertos ajenos por pares, Dy, que satisfagan lo buscado en esta proposicién. De
este modo consideremos V € U,,.
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» Si el conjunto V' intersecta a lo més un término de F definamos Dy = {V'}. Notemos
que dado 8 < a + 1 existe por hipdtesis de induccién un conjunto U € Up tal que
V C U, yaque
V € U,. Ademas si el conjunto U intersecta a lo mas a un miembro de F entonces
U =V por hipdtesis de induccion.

= Supongamos que el conjunto V' intersecta al menos a dos miembros de F y que existe
alguna i € NT tal que cf (ty (1)) < w.

Primero, si cf (ty (1)) < w entonces ty (i) es un ordinal sucesor de la forma ty (i) = y+1
para algin v € w,,. Notemos que por definicién de nuestro espacio, para cada funcién
f €V se cumple que ¢f (f (i)) > w. Recordando que por definicién para cada f € V
se cumple que f (i) < ty (i) entonces por lo anterior para cada f € V necesariamente
se cumple que f (i) < ty (i), lo cual contradice que ty (i) = sup{f (i) | f € V}. Asi
tenemos que cf (ty (1)) = w.

Consideremos entonces una sucesion estrictamente creciente {\, | n € Nt} C ¢y (i) tal
que
sup {\, | n € Nt} =ty (i).

Definamos asi a los conjuntos

Vi={f V] f(i)< A}

y para todan € NT conn > 1

Ve=A{feV ]| o <f(i)<}.

Ahora podemos definir para cada n € N* una funcién \, : N* — w,, tal que para cada
j €Nt

— . w; si JF#1
s ={y 57

—,n_ )0 si j#i

An(j)‘{ Ao sioj=i
Notemos entonces que V; = V N Vo/\j y que para cada n € NT con n > 1 se cumple
que o

n—17"'N

mostrando que el conjunto Dy = {V,, | n € Nt} es una familia de abiertos tal que
U Dy =V y que, por construccion, esta formada por conjuntos ajenos por pares.

Para concluir este caso tomemos un ordinal 8 < « + 1. Por hipétesis de induccién
existe un conjunto U € Uy tal que |J Dy C U. Por construccién para cada n € Nt se
cumple que

ty, (i) < A <ty (7).

101



CAPITULO 3. ESPACIOS DE DOWKER

Como el conjunto V' € U, intersecta al menos a dos miembros de F, entonces por
hipétesis de induccion se cumple que ty # ty. Como se cumple que

tv, 2ty 2ty
entonces se cumple que ty, # ty, como querfamos mostrar.
» Por dltimo supongamos que el conjunto V' intersecta al menos a dos miembros de F 'y

que para cada n € N* se cumple que cf (ty (n)) > w.

En este caso estamos bajo las hipotesis del corolario anterior y por tanto existe una
funcién f € F tal que f <ty y tal que el conjunto {h € V' | f < h} intersecta a lo més
a un miembro de F. Para cada M C N* definamos al conjunto

Vir={h eV |VneM(h(n) < f(n)AvneN\M(f(n) <h@)}.

Observemos que si existe algin M C NT tal que M # () y ty,, = ty, entonces dado
i € M para cada h € Vs se cumple que h (i) < f (i), lo cual contradice que f < ty.
Asi si existe algin M C N7 tal que ty,, = ty entonces debe cumplirse que M = ().
Como Vy ={h € V| f < h} entonces Vj intersecta a sélo un elemento de F.

Para concluir consideremos un ordinal § < «. Por hipdtesis de induccion existe un
conjunto U € U tal que |JDy C U. Primero, como V intersecta al menos a dos
miembros de F, entonces basta demostrar que para cada M C N*t se cumple que
ty,, # tu, lo cual podemos asegurar gracias a que

vy, 2ty 2ty
y que si M € P (M)\ {0} entonces

tVM =< tv =< tU-

Por hipétesis de induccién sabemos que ty # tyy y por tanto ty,, # ty.

Si por el contrario 8 = «a, entonces dado M € P (M) \ {0} por el argumento anterior
se cumple que ty,, # ty. Pero si M = () entonces el conjunto V' intersecta al menos
dos miembros de F mientras que Vj intersecta a s6lo un miembro de F', asegurandonos
que se cumple lo buscado por vacuidad.

De este modo consideremos a la familia
Z/{g:{DV ‘ VEMQ}.

Entonces esta familia, por la construccién anterior, satisface lo buscado.

Si suponemos que hemos definido la familia para cada ordinal 8 € w tal que 5 < § para
algun ordinal limite § € w; entonces el Lema 3.38 resuelve este caso.

De este modo podemos asegurar la existencia de la familia {U, | @ € w1} que cumple
todo lo buscado. O
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Utilizando esto y 3.36 obtenemos que el espacio de Rudin es un ejemplo de un espacio de
Dowker colectivamente normal cuya existencia sélo requiere los axiomas de Zermelo-Fraenkel
con eleccién. Es interesante ver que ni siquiera la normalidad colectiva en un espacio nos
asegura que tiene que ser numerablemente paracompacto.

Con esto hemos llegado por fin al final de nuestra aventura. Empezamos por estudiar a la
paracompacidad como un paso “intermedio” que existe entre la normalidad y la normalidad
colectiva, a estudiar una version mas débil que falla completamente en este aspecto.

Nuestro viaje en este tltimo capitulo nos llevé a estudiar espacios construidos hasta el
mas minimo detalle, pero esto no significa que no se haya realizado mas progreso en esta
area. Zoltan Balogh, Menachem Kojman y Saharon Shelah han logrado construir espacios de
Dowker que poseen funciones cardinales mas manejables a las de este espacio de Rudin, ha-
ciéndolos mucho mas atractivos y ricos en propiedades. Tristemente una revision exhaustiva
de estos espacios excede (jpor mucho!) los alcances de este trabajo.

Otra cuestion importante es justo la implicaciéon “inversa” de la pregunta principal de
este capitulo: jexisten espacios numerablemente paracompactos que no sean normales? la
respuesta a esto es si. Un espacio que cumple estas propiedades se conoce como espacio anti-
Dowker y el estudio de éstos fue de gran importancia para el estudio de los espacios de Moore.
Michael Wage logré en el ano de 1977 realizar una construccién que transforma cualquier
espacio perfectamente normal (pero no colectivamente normal) en un espacio anti-Dowker,
fue entonces cuando se deduce la existencia de un espacio anti-Dowker usando un espacio
con estas caracteristicas desarollado por Bing anteriormente. La soluciéon a esta pregunta
en concreto no es del todo sencilla, pero la construccién tan pronta de un ejemplo la hace
contrastar bastante con respecto a la que estudiamos nosotros. Invitamos a aquellos lectores
interesados en conocer mas teoria sobre los espacios de Dowker a revisar las referencias
incluidas al final de este escrito.

Esperamos que el lector haya disfrutado de acompafniarnos en este gran viaje que hemos
realizado y que hayamos logrado satisfacer sus curiosidades sobre lo que es la paracompacidad
y lo que son los espacios de Dowker. Es aqui donde invitamos a nuestros companeros de viaje
en seguir interesandose por el estudio de este tipo de propiedades y que, en un futuro, nos
invite también a seguirlo en algiin viaje propio.
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