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INTRODUCCION

Los seres humanos se sorprenden con frecuencia al descubrir que los fisicos estan aplicando su
especialidad a las finanzas y la economia. De hecho, muchos colegas que actualmente han
centrado su atencion en problemas de sociologia, economia y finanzas aun comentan en
ocasiones que estas areas no caen dentro del dominio de la fisica. La historia, sin embargo, nos
muestra lo contrario. Mientras que Aristételes, Copérnico, Newton, Huygens, Pascal, Bernoulli y
Halley son bien conocidos por sus estudios en fenomenologia natural, también son recordados por
importantes contribuciones que llevaron a gran comprension y avances en economia, finanzas y en

general las ciencias sociales.

El término econofisica fue acufiado a principios de la década de los noventas en una conferencia
sobre Fisica y Finanzas celebrada en Calcuta por Eugene Stanley para englobar el trabajo que los
fisicos realizaban sobre diversos aspectos de la economia. En sus inicios, la atencion se centré
principalmente en el analisis de mercados financieros. Sin embargo, pronto emergioé otra direccion
mas allegada a la economia que a las finanzas. Esta estudia las distribuciones de probabilidad del
dinero, riqueza e ingresos y la superpone con la ya afieja linea de investigacion en economia que

estudia la inequidad en una sociedad.

En este trabajo, se presenta a la econofisica como consecuencia inmediata de la relacion
interdisciplinaria que se ha estado manifestando desde hace ya algunos afios entre ciencias y
humanidades, en este caso particular, entre fisica y economia; se discute sobre su origen,
importancia y ventajas en el panorama cientifico y econémico modernos; se plantea uno de los
modelos y pilares de la fisica estadistica, la teoria cinética de colisiones en gases, en analogia a la
transferencia de dinero entre agentes en un sistema econdémico. Con esto, se plantea la
distribucion resultante de este fendmeno natural, la distribucion de Boltzmann-Gibbs, como
alternativa a la ley de Gibrat en el caso de ingresos bajos y medios, para explicar la funcion de
distribucion de probabilidad que sigue este proceso econémico en esta zona de la distribucion,
tomando en cuenta que el sistema econdmico sigue un principio de maxima entropia, y, a la vez,

una analogia entre el principio de conservacion de la energia con un principio conservativo local de



dinero, por primera vez planteados por dos reconocidos investigadores en econofisica: Dragulescu
y Yakovenko [23] [24]. Por otro lado, se plantea también la ya conocida y frecuentemente
encontrada, ley de Pareto para la zona de ingresos altos en la distribuciéon que, en su forma mas
general (las leyes de potencias), han sido recientemente fundamentales en la teoria de los
sistemas complejos para la deteccidon de sistemas dinamicos, cadticos, auto-organizados y no
lineales y cuyo origen es planteado desde diferentes perspectivas, tales como fendmenos criticos,

redes complejas, auto-organizacién, entre otros.

Con la base tedrica planteada y mediante el analisis de datos sobre ingresos publicados por el
Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) en su encuesta nacional de ingresos y gastos
de los hogares (ENIGH) para diferentes afos, se pretende comprobar que la distribucién del
ingreso en México puede ser modelada y caracterizada por los planteamientos y distribuciones
anteriormente mencionados aun cuando se considere un ajuste inflacionario para los ingresos de
cada ano. Esto, mediante el uso de herramienta matematica, estadistica y computacional, que
facilité la obtencion de distintos parametros caracteristicos de las distribuciones planteadas, asi

como del ajuste para las diferentes distribuciones propuestas.



ANTECEDENTES

. UN POCO DE ECONOMIA

La economia, y en particular las finanzas, se han convertido en el transcurso de la historia, en un
tema tan comun para cualquier persona como el estado del tiempo. A diario se puede verificar
esto, ya que en los periddicos de todo el mundo asi como en otros medios de comunicacion
masiva se analizan las finanzas junto al clima y, con el mismo interés, el estado de las bolsas en el
mundo, sus posibles amenazas y fluctuaciones. Incluso se pueden observar en internet paginas en
las que se aseguran poder obtener ganancias millonarias a partir de unos cuantos délares, lo cual
es indicativo del tremendo interés que las personas tienen, en general, en el poder del dinero y en

aprender a generarlo.

Incluso actualmente todos hemos oido hablar (o incluso desgraciadamente lo hemos vivido),
gracias a la gran difusion que se le da a estos temas, de crisis econémicas, inflacion y desempleo;
sabemos que los precios de los productos estan muy relacionados con la oferta y la demanda de
los mismos, hemos oido hablar de neoliberalismo, caidas de mercados, futuros, opciones,
portafolios financieros, etc., etc., etc. Sin embargo, pocos saben de qué se trata la economia. De
hecho, muy pocos saben ademas que muchas herramientas y perspectivas de la fisica tedrica y del
estudio de los sistemas complejos tienen aplicaciones en el estudio y descripcidon de sistemas

econdmicos Y financieros. Este es un tema del siguiente capitulo.

Por el momento, nos dedicaremos a tratar de describir a “grosso modo”, de qué trata la economia.

En términos generales, la economia estudia como las personas asignan e intercambian recursos y
qué consecuencias tienen estas acciones sobre las decisiones y acciones de otras personas. A

grandes rasgos, la economia se divide en las siguientes areas:

1. Microeconomia: Es la rama de la economia en donde se estudian las decisiones de
asignacion e intercambio de recursos a nivel de agentes individuales y/o firmas. Por
ejemplo, la determinacién de precios de bienes de intercambio, la ubicaciéon de negocios,

las estrategias de competencia entre firmas, entre muchos otros.



2. Macroeconomia: Se refiere a la descripcidon agregada de las actividades econdmicas. Por
ejemplo, la productividad y el consumo por sectores en una sociedad, en una regiéon o en
todo el pais. En esta area caen los estudios sobre la inflacién, recesion, producto interno

bruto, empleo, etcétera.

3. Finanzas: Se relaciona con las decisiones de asignacion de recursos en el tiempo bajo
condiciones de riesgo (incertidumbre). En particular podemos mencionar la descripciéon de
las actividades que se desarrollan en los mercados donde se compran y venden
instrumentos financieros como acciones y bonos; instrumentos derivados como opciones,
futuros y swaps (un swap es un contrato por el cual dos partes se comprometen a
intercambiar una serie de cantidades de dinero en fechas futuras); o los mercados de
divisas. Pero también abarca otras areas, como las finanzas personales, donde las
decisiones de asignaciéon de bienes en el tiempo determinan, por ejemplo, los fondos de

retiro, las inversiones familiares, etcétera.

De lo anterior es evidente que el campo de estudio de la economia es extremadamente amplio, y
de profundas repercusiones en todos los ambitos del quehacer humano. Esto hace realmente
sorprendente el hecho de que el grueso de la economia se base en una hipétesis fundamental:
“Las decisiones de los participantes en todo sistema econdémico se toman de manera racional’ [3].
Especificamente, cada agente toma sus decisiones buscando maximizar su “felicidad” (utilidad) [4].
Hay que mencionar que esta hipétesis no hace referencia a que es lo que hace feliz a cada
persona, sino que soélo afirma que los agentes buscan maximizar aquello que los haga felices,

cualquier cosa que esto sea’.

Evidentemente, esta hipotesis es sélo una aproximacion al comportamiento real de las personas,
pero suena plausible que en general, si represente bastante bien el comportamiento ‘tipico’ de los
actores en la economia. A partir de esta hipotesis, por ejemplo, se puede predecir el efecto que
tienen los impuestos sobre el precio y volumen de ventas de un producto, o que los mercados

equilibran en un estado ‘Optimo’ para todos los participantes [5].

1 . . .. s . ™ . , s . . .
Este es el denominado principio de maxima utilidad, pilar de la teoria econémica tradicional.



En finanzas, donde se incorpora la variable temporal al proceso de decisién, ademas de la
hipétesis de agentes racionales, se hace frecuentemente otra hipétesis: que los mercados son
“eficientes” (Hipotesis de Mercado Eficiente o HME). Esto significa que “se supone que toda la
informacién sobre un producto que pueda proveer la oportunidad de obtener una ganancia sin
riesgo incentiva acciones que ‘inmediatamente’ modifican el precio del producto, cancelando esa
oportunidad” [3], lo que significa que los precios cambian reflejando en cada instante toda la
informacion disponible. De manera muy explicita: esta hipotesis significa que los precios son
‘procesos markovianos’, cuyos cambios son independientes de la historia pasada del agente
econdmico. Muchos trabajos en literatura econdmica [29] [30] [31] usan un proceso estocastico
para describir dinamicas de ingreso o riqueza individual y asi derivar sus distribuciones de
probabilidad. A esto se le podria llamar “aproximacion de un solo cuerpo” debido a que las
fluctuaciones de ingreso o riqueza son consideradas independientemente para cada agente

economico [21].

Indudablemente, el alcance y éxito de los modelos econémicos son extraordinarios. Sin embargo,
es claro que todavia existen problemas por resolver, como es evidente a la vista de las frecuentes
crisis econdmicas que nos preocupan y afectan a todos y de uno de los problemas que ha
acompafado a la humanidad desde los inicios de la sociedad: la inequidad en la distribucién de

recursos naturales entre individuos.

Esto hace importante identificar y entender que es lo que ha fallado, o qué es necesario
implementar en los modelos econdmicos para, idealmente, evitar estas crisis, 0 en su defecto,
predecirlas y dar los pasos para resolverlas eficientemente, asi como plantear soluciones al

problema de la desigualdad en la reparticion de recursos entre agentes en una sociedad.

Ademas, no soélo se ha fallado en lograr predecir y evitar las crisis financieras, también se ha
fallado en la prediccion del impacto que las crisis tienen tanto a escala local como a escala global.
Esto es debido a que los modelos econdmicos frecuentemente no contemplan siquiera la
existencia de los eventos que desatan las crisis. Ante esto, los economistas han reconocido que

los supuestos sobre los que descansa la teoria econdmica podrian no ser del todo correctos. De
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hecho, economistas tan reconocidos como Paul Krugman y Joseph Stiglitz, ambos premios Nobel
de Economia (2008 y 2001, respectivamente) han manifestado su descontento con algunas de los

pilares tedricos de la economia (para mas detalle sobre este asunto se pueden consultar las Ref. 6

y 7).

De hecho, en mayor o en menor grado, todos los supuestos fundamentales de la economia han
sido cuestionados. Por ejemplo, se ha puesto en duda la hipétesis de agentes racionales. Existe
evidencia de que en ocasiones efectivamente si se toman decisiones de forma ‘irracional’;
decisiones mas orientadas por la aversion al riesgo que por la busqueda de maxima utilidad, y
otras decisiones tomadas siguiendo un comportamiento gregario (por presion social y herding o
pastoreo, el acto de actuar en manada) [3]. Como bien decia Keynes, “todas las caidas del
mercado estan sobrevaluadas por el panico de los inversionistas” [11]. Esto puede observarse en
la caricatura de la figura 1 en la que, en este escenario, los crashes se producen cuando los
agentes en grupo comienzan a vender, derrumbando los precios. Identificar hasta qué grado se
toman decisiones gregarias es importante para tratar de entender ciertos eventos no solo en el
mercado financiero [9], en el que también se han hecho analisis empiricos [10], sino también en el
intercambio de bienes y servicios (transacciones de dinero, el pago de sueldos y salarios, entre
otros) ya que podrian dar lugar a una ‘irracionalidad colectiva’, a panicos y a grandes colapsos

financieros y sociales [12] [3].

JUST A NORMAL DAY AT THE NATIONS MO IMPORTANT FINANCIAL INSTITUTION

Figura 1. Caricatura clasica de Kal (1989), que ilustra, de manera satirica, el comportamiento gregario y la irracionalidad de
agentes, en la sala de operaciones bursatiles. En palabras de Ricardo Mansilla en su libro Una breve Introduccion a la

Econofisica: “Los inversionistas son la especie mas asustadiza del planeta”.
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Otros posibles defectos en los fundamentos de la economia son, por un lado, el enfoque que del
‘agente representativo’, el cual ignora la diversidad en el mundo real y modela la economia como si
el mundo estuviese poblado por agentes y firmas ‘promedio’; en vez de contemplar que pueden
haber diferentes intereses y capacidades en juego, y por lo tanto una diversidad de objetivos y
estrategias actuando simultaneamente [9]. Por otro lado también se ha cuestionado la hipotesis de
que los mercados son estables, eficientes [13], cuando parece evidente que el estado en que se

encuentran frecuentemente, dificilmente podria identificarse como un estado de equilibrio [3].

. SISTEMAS COMPLEJOS

Todo el mundo hemos relacionado la palabra complejidad con dificultad. Algunas personas le
temen y otros hasta huyen de la misma, ya que en el argot tradicional, la palabra complejo suele
tener un sentido incluso negativo. Tanto asi que una de las definiciones del diccionario de la Real
Academia de la lengua de Espanola define complejo como “complicado”, y todos tenemos nocién

que complicar esta relacionado con hacer mas dificil.

Sin embargo, otra de las definiciones que da el diccionario, a manera de adjetivo es: “Que se
compone de elementos diversos”, y es esta la definicion que se apega més a la concepcion
moderna (y cientifica) de este término. Hoy en dia, se hace mucho hincapié en la importancia de la
dinamica no-lineal y de los sistemas complejos como herramientas sélidas y fundamentales para la

comprensién del mundo donde vivimos. En palabras de Octavio Miramontes:

“En la ultima década se ha producido, en practicamente todos los campos del quehacer cientifico,
una importante transformaciéon conceptual y metodolégica ligada intimamente al estudio de los
llamados fenémenos no-lineales, cuyo analisis se engloba, parcialmente, dentro de las llamadas
ciencias de la complejidad o de los sistemas complejos. Como parte de esta nueva visién, se ha
puesto en evidencia que diversas propiedades espacio-temporales de los sistemas complejos
surgen espontaneamente a partir de interacciones de los elementos constituyentes, en escalas de
tiempo y longitud considerablemente mayores que las escalas donde ocurren dichas interacciones.
Estas propiedades, llamadas propiedades emergentes, han comenzado a ser estudiadas con una
familia nueva de herramientas y de conceptos originados en la interaccion interdisciplinaria de
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varios campos de la ciencia, desde la fisica, la biologia, la quimica, la economia, la sociologia,

etcétera” [2].

Posteriormente, Miramontes nos otorga una caracterizacion de un sistema complejo (aun no es
posible hablar de una definicidon formal), algo similar a lo que podemos encontrar en un diccionario

convencional. El declara:

“Los sistemas complejos estan formados por un conjunto grande de componentes individuales que
interactian entre si y que pueden modificar sus estados internos como producto de tales
interacciones. Tales sistemas pueden ser estructuralmente simples, aunque tal simplicidad no
impide que exhiban comportamientos dinamicos diversos y no triviales. Los sistemas complejos
pueden situarse en regimenes criticos caracterizados por la presencia de fluctuaciones espaciales
y temporales en todas las escalas posibles. Esta situacién de criticalidad puede alcanzarse de
manera espontanea y sin la intervencion de factores o fuerzas externas al sistema; se habla
entonces de un proceso auto-organizado. El proceso de interacciones puede generar
comportamientos colectivos y globales. Es decir, conductas que no estan definidas en los
elementos individuales, pero que emergen como un proceso colectivo y que no pueden ser

reducidas ni explicadas tomando aisladamente los elementos constituyentes” [2].

Uno de los ejemplos mas simples de un sistema complejo que se puede hallar en el mundo fisico
es un fluido. Los fluidos consisten en muchas moléculas “individuales” que a su vez interactian
entre ellas por medio de fuerzas electromagnéticas e interacciones cudnticas. Estas
frecuentemente producen comportamiento complejo, que puede estar muy organizado, a la manera
de un tornado, o semi-cadtico, como en un flujo altamente turbulento. Lo que se ve en realidad a
menudo depende del tamano del observador. Granjeros en Estados Unidos frecuentemente ven el
fenémeno altamente estructurado como se puede apreciar en la figura 2. Sin embargo, una mosca
atrapada en la estela del mismo tornado se sorprendera sin duda alguna al saber que es parte de

dicho flujo bien definido [15].
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Figura 2. Un tornado es un ejemplo de fenédmeno altamente organizado a gran escala (visible para un observador fuera del
mismo), mientras que es aleatorio o azaroso a una escala local (experimentado asi por alguien que se encuentre en medio

del tornado).

El clima de la tierra, compuesto por la atmdsfera, la bidsfera, océanos, todos sujetos a procesos
intra y extra terrestres, tales como gravedad, radiacion solar y la generacion de gases de efecto
invernadero también forman ejemplos de sistemas complejos. Incluso con el poder computacional
moderno somos incapaces de predecir el clima, unicamente podemos mencionar probabilidades
sobre el mismo. Aun asi, este sistema cadtico contiene regularidades. Como el invierno viene
después del verano, o la noche del dia en patrones predecibles, esto también se refleja variaciones

sistematicas, estacionales y diarias del promedio de la temperatura [15].

La biologia es otra gran fuente de sistemas complejos. El cuerpo humano consiste de numerosos
oérganos con numerosas funciones que interactuan entre si, dependiendo de fuentes externas tales
como alimentos, aire y agua, para poder operar en un bien regulado y viviente estado. Ejemplo de
un 6rgano como sistema complejo es el cerebro, que consiste tipicamente de alrededor de 10"
neuronas. A nivel celular, la replicacion del ADN vy la formacién de proteinas son controlados por

varios procesos bioquimicos simultaneos dentro del sistema celular.

Para terminar con los ejemplos, uno de los sistemas mas complejos en nuestro mundo globalizado
y entrelazado podria decirse que es la sociedad misma: la sociedad global de humanos que forman
la economia con sus agentes, empleados, consumidores, bienes capitales tales como maquinas,

fabricas, sistemas de transporte, fuentes naturales y sistemas financieros.
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Muchos investigadores coinciden en que un sistema complejo es una “propuesta de organizacion
de la realidad”, concebida como una “totalidad organizada” abierta, condicionada por una
estructura e indescomponible [2]; y a esto podria agregarsele que esta posibilidad de organizacion
de formacion de estructuras se da en diversas escalas. Sin embargo, definir las escalas correctas
para hacer cualquier analisis no es sencillo. Por ejemplo, en biologia podriamos definir una
completa jerarquia de los niveles que van desde el nivel atdmico, pasando por el nivel celular y
hasta el estado humano. Podria pensarse que deberiamos empezar con calculos de mecanica
cuantica y terminar con alguna descripcion del comportamiento humano. Esto requeriria mas
informacion de la que podriamos tener en el presente pero incluso si tuviéramos acceso a dicha

informacion, estaria fuera del alcance de la habilidad de cualquiera.

Un punto clave para recordar es que cualquier descripcion macroscopica de un sistema usa
Unicamente unas pocas variables para caracterizar y describir el sistema de forma global o en
escalas de tiempo. EI movimiento microscépico no es de nuestro interés. Por ejemplo un fluido
puede ser descrito por la densidad local y campos de velocidades. Sin embargo, detras se
encuentran escondidos movimientos e interacciones de muchas moléculas que forman el sistema
completo. De manera similar al observar los mercados financieros, uno puede escoger las
variaciones en precios de los activos para caracterizar el sistema macroscopico. Sin embargo
detrés de estas fluctuaciones de los precios esta la economia global, manejada por los actos de
numerosos individuos comprometidos con el comercio, juntos ademas con eventos externos tales

como guerras, desastres naturales (terremotos, erupciones volcanicas, entre otros), etcétera [15].

Por otro lado, Germinal Cocho en el libro “Perspectivas en la teoria de sistemas”, nos presenta
algunas contribuciones de diversos cientificos importantes en el ambito de la teoria de sistemas
abiertos: desde llya Prigogine, premio Nobel de Quimica en 1975 por sus contribuciones a la
termodinamica lejos del equilibrio, y en particular por sus investigaciones sobre estructuras
disipativas, pasando por los planteamientos paralelos de Hermann Haken con respecto a lo que
denominé sinergética, en el que se estudian los cambios de fase fuera del equilibrio y la

autoorganizacion en fisica, quimica y biologia y sobre el inicio de las investigaciones de los
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sistemas complejos en México (en particular la Facultad de Ciencias y el Instituto de Fisica de la
UNAM) hasta finalmente llegar a las importantes aportaciones e investigaciones del famoso
Instituto de Investigaciones en Ciencias de la Complejidad, de Santa Fe, Nuevo México, EEUU, en
el que permanecen durante periodos de longitud variable, fisicos, matematicos, biélogos y
cientificos sociales, tratando de entender lo que se tiene de similar y de diferente, asi como el

planteamiento y solucién de diversos problemas interdisciplinarios.

El Instituto de Investigaciones en Ciencias de la Complejidad de Santa Fe, Nuevo México, EEUU,
creado en 1984, fue fundamental para el desarrollo de la teoria de los sistemas complejos y en
particular, en su aplicacion a la economia. Es probablemente la mas famosa institucion dedicada a
la investigacién de los sistemas complejos. Su fundador, George Cowan, es un distinguido
quimico, que compartié con anterioridad su tiempo entre director de investigaciones del Laboratorio
Nacional de Los Alamos y la gerencia de un banco local. Por aquella época, los sistemas
dinamicos cadticos, la geometria fractal, los autématas celulares y otras teorias de moda se habian
ganado el centro de la atencion de una parte importante de la comunidad cientifica. Las
computadoras permitieron explorar fendmenos y modelos de los cuales se tenia un conocimiento
muy incompleto, dado lo limitado de los procedimientos de investigacion. A manera de ejemplo,
Poincaré habia anunciado en sus trabajos que algunos sistemas poseian la propiedad de la
dependencia sensitiva con respecto a las condiciones iniciales, sin embargo, la irrupciéon del
concepto de sistema cadtico tuvo que esperar a Edward Lorenz y su precursor trabajo en 1963
(‘Deterministic Non-periodic Flow’, Journal of Atmospheric Science, Vol. 20, 1963), en el cual
mostré que en sus simulaciones computacionales de la dinamica atmosférica, si se cambiaban
ligeramente las condiciones iniciales, el comportamiento futuro del sistema cambiaba
drasticamente [11] (De igual forma los trabajos de Maurice Julia que estudié conjuntos fractales,
asi como B. Mandelbrot). Es importante mencionar que la definicion de sistema cadtico o de caos
propiamente, no existe, ya que la definicion de caos es basicamente la pregunta ;qué hace a un
sistema dinamico cadtico en vez de no cadtico? Para esto, Stephen Kellert (profesor emérito de
ecologia social y Senior Research Scholar de la Escuela de estudios forestales y ambientales de la

Universidad de Yale) proporciona una definicién de la teoria del caos adecuada y suficiente para
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los propdsitos de este trabajo. El define a la teoria del caos como: “el estudio cualitativo del
comportamiento aperiodico inestable en sistemas dinamicos no lineales deterministas” [14]. Cabe
mencionar que el mismo Kellert suele ser ambiguo en su definicién, en cuanto a si el caos es sélo
un comportamiento de modelos matematicos o de sistemas del mundo real, sin embargo, en este

trabajo lo manejaremos para ambos (en realidad las pruebas empiricas de esto son vastas).

En resumen: aunque aun no hay una definicién estricta acordada de sistema complejo,
probablemente el mejor modo de describirlo es diciendo que la complejidad es el comportamiento
de colecciones de muchas unidades interactuando y que evolucionan en el tiempo. Dichas
interacciones, que frecuentemente son no lineales, son responsables de fenédmenos colectivos
coherentes y de propiedades denominadas emergentes. Estas pueden ser descritas solamente de
escalas mucho mas grandes que la de unidades individuales, desde las que pueden no ser

directamente deducidas. En este sentido, el todo es mas que la suma de sus componentes.

En los anhelos de los fundadores del Instituto de Santa Fe estaba la creacién de una institucion
dedicada al estudio de los sistemas complejos. Esto incluia desde el origen de la vida hasta los
sistemas sociales. Cowan creyé que la economia estaba entre los sistemas complejos que
demandaban una urgente investigacién. Por esos anos, la economia neoclasica, que es la
‘corriente principal’ en las doctrinas econdmicas actuales [11], habia alcanzado ya un grado
elevado de formalismo matematico. Esta tendencia, que tiene su origen en la citada obra (y pese a
eso poco leida) Eléments d’economie politique pure, publicada en 1874 por el economista francés
Leén Walras, habia llevado a la construcciéon de un universo en el cual agentes econdmicos
perfectamente racionales intercambiaban sus mercancias en unos mercados perfectamente
competitivos que siempre tendian al equilibrio. A pesar de esto, la coincidencia entre teoria y
practica ha sido poco evidente [11]. Esto demostraba que habia mas que razones suficientes para

intentar un nuevo enfoque de los problemas econémicos.

Para esto, se organizaron tres conferencias sobre economia, con el unico fin de encontrar algun
nuevo paradigma que estuviera mas acorde con la realidad. En la Ref. 11 se menciona de forma

satirica, que cualquiera de las conferencias podria haberse descrito, en mayor o menor medida,
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como una conversacion de sordos entre profesionales de la economia y las finanzas por un lado, y
la comunidad cientifica (fisicos, matematicos, bidlogos y especialistas en ciencias de la
computacién) que conformaba el prestigioso Instituto de Santa Fe. Las tres conferencias pueden
resumirse, a muy grandes rasgos, en la confrontacion entre economistas que defendieron
fervientemente la HME, aun cuando no explicaba fendbmenos ocurrentes en la economia mundial
(como la crisis de la deuda externa del Tercer Mundo) y la comunidad cientifica, sorprendida de la
exuberancia de los modelos propuestos por su contraparte asi como de la distancia entre la teoria
econdémica y la realidad, que se habia hecho de “artilugios” (tales como el concepto de atractor
extrafio, entre otros) para intentar explicar dichos fenémenos, y darles una causa y un principio. La
vision de estos cientificos del problema era completamente opuesta a la de los profesionales de la
economia: “el centro de la argumentacion de estos especialistas fue el caracter no-lineal de los
fenémenos econémicos debido fundamentalmente al comportamiento adaptativo de sus agentes,
asi como la posibilidad real de simular escenarios econémicos complicados a partir de la potencia

de calculo alcanzada ya por las computadoras” [11].

Con esto quedaba demostrado que era necesario un nuevo enfoque, una perspectiva fresca de la
economia y de las razones del porque su pilar mas fuerte, la HME, no era del todo correcta. Los
cientificos estudiosos de los sistemas complejos alzaron la mano para su explicacién, pero fue en
la fisica (y en particular, en la fisica estadistica) en donde se encontraron modelos “satisfactorios”
para el entendimiento de los mercados, de la distribuciéon de la riqueza, entre otros fendmenos
econdmicos, asi como en muchos conceptos y estudios de la ciencia de la complejidad, que
apoyan y explican dichos fenémenos o bien, que son indicios de comportamiento complejo y

cadtico, tales como las leyes de potencias.

No cabe duda que el mercado financiero y en general los sistemas econémicos, son ejemplos
fuertes de sistemas complejos; sistemas que emerge como resultado de la actividad dinamica de
mucha, mucha gente que participa simultaneamente en transacciones financieras, causando que
los precios en los activos se muevan de arriba abajo en lo que parece ser, de lejos, formas

aleatorias. Tratar con sistemas que tiene muchos grados de libertad, tales como los abarcados por
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la actividad de la gente en un mercado financiero, o en transacciones econdémicas no es tarea facil.

Pero los estudiosos en complejidad y en fisica han aceptado este desafio.
[R ECONOMIA + FiSICA = ; ECONOFISICA?

Tras haber discutido y planteado a muy grandes rasgos de lo que trata la economia, sus bases y
algunos de sus puntos débiles, asi como haber dado un panorama general de lo que son los
sistemas complejos, su historia y como se presentan como una alternativa eficiente antes las
debilidades de la economia, dispondremos a explicar y plantear algunos de los recursos de la fisica
(ciencia fundamental en el estudio de los sistemas complejos) que se aplican a temas econémicos

y financieros.

Existen dos razones cruciales para que la fusion entre Fisica y Economia [11]. La primera, acorde
a Rama Cont (destacado especialista en estos temas) [16], es el deterioro del mercado de trabajo
académico para los fisicos. Esto los ha llevado en un gran nimero a las instituciones financieras,
las cuales los contratan con avidez debido a su soélida formaciéon matematica y habilidad en el uso
de las computadoras, deviniendo en ‘quants’ (analistas cuantitativos) de las mismas. El tipo de
resultados que se espera de ellos alli es el disefio de nuevos y sofisticados productos financieros o
el desarrollo de técnicas de analisis de grandes masas de datos provenientes de las series de
tiempo de precios en los mercados. El éxito obtenido en estas tareas ha llevado a algunos de ellos

a fundar sus propias firmas, ofreciendo servicios en el area de las finanzas [17].

El segundo motivo es de caracter mas cientifico. La Fisica Estadistica esta involucrada con
sistemas de un gran numero de particulas. Ha desarrollado métodos que pueden ser utilizados
para analizar el comportamiento de sistemas con un alto nUmero de componentes a partir de una
descripcion (quizas incompleta, esquematica o estilizada) de sus componentes individuales.
Algunos conceptos de esta rama de la Fisica ya habian sido utilizados con éxito en la comprension
de la evolucion biolégica, sintesis de proteinas y en el disefio de métodos de optimizacion entre
otros, por lo que no es extrafio que también sean utilizados con igual resultado en la economia y

las finanzas.
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La actividad de los fisicos en estos campos ha dejado de ser episdédica y una comunidad cientifica
con caracteristicas propias ha comenzado a emerger [11] [21]. Se han organizado ya varias
conferencias internacionales sobre el tema, varias revistas especializadas han visto la luz y
algunas prestigiosas revistas tradicionales han comenzado a publicar articulos sobre econofisica,

por lo que existe un gran reconocimiento a esta nueva area interdisciplinaria.

El trabajo de los investigadores en esta nueva area bien podria considerado la extension natural de
los intereses de los fisicos estadisticos. No obstante existen ciertos detractores de este punto de
vista. Los mismos argumentan fundamentalmente la falta de equivalencia entre el disefio de un
experimento fisico con condiciones controladas de laboratorio y el estudio empirico de las series
temporales que surgen de los mercados financieros. Estas ultimas representan acontecimientos
ocurridos en los mercados que dificilmente vuelvan a repetirse con toda exactitud. En otras
palabras que no pueden hacerse experimentos en los mercados financieros, habia cuenta de que
solo se posee una realizacion de todas las posibles manifestaciones del fendmeno [11] Sin
embargo, como han sefalado H. E. Stanley y R. N. Mantegna, esta caracteristica es compartida
por algunos campos de la Fisica, tales como la Astrofisica, Geofisica, y Fisica de la Atmdsfera. Por
lo tanto, existe la misma posibilidad de validar o rechazar una teoria en el campo de la econofisica

que en los antes mencionados y mejor establecidos campos de la Fisica.

El interés de los fisicos en economia en general, y sobre todo en tratar de entender y describir los
mercados financieros, despega con la disponibilidad de enormes cantidades de datos financieros
en la década de los ochentas, tras la contratacién de fisicos y mateméticos en Wall Street para

analizar el mercado.

Mas tarde, en los afios noventa, con el motivo de caracterizar los articulos de fisicos en dicho
campo, H. E. Stanley [18] denomina con el nombre de ‘Econofisica’ a esta area multidisciplinaria
que intenta combinar fisica, economia, matematicas y finanzas. Sin embargo, la conexién entre
economia y fisica es muy vieja, y los caminos de ambas disciplinas se han cruzado en varias
ocasiones [19]. Por ejemplo fue Daniel Bernoulli, el descubridor del principio de Bernoulli en

hidrodinamica, quien introduce el concepto de “utilidad” para describir las preferencias de la gente.
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De manera contrapuesta, a los economistas les gusta hacer notar que en el contexto de finanzas,
Louis Bachelier resolvié el problema matematico del movimiento Browniano antes que Einstein.
Especificamente, Bachelier en la defensa de su tesis de doctorado “La teoria de la especulaciéon” y
bajo la tutela de Henri Poincaré, uno de los mas grandes matematicos franceses de todos los
tiempos, desarrollé6 un modelo de caminata aleatoria para describir la dinamica de los precios [11].
Si bien el trabajo de Bachelier parece haber pasado desapercibido hasta muchos afios mas tarde
que resurgié el modelo de caminata aleatoria en relaciéon con la hipétesis de mercados eficientes,
esta linea de modelaciéon desemboca en la férmula de Black y Scholes, la cual permite asignar un
precio, y por lo tanto abrir el mercado de las opciones. La contraparte fisica, el movimiento
browniano, y su corroboracién experimental, que también merecié un Premio Nobel, terminaron de

disipar las dudas respecto a la naturaleza molecular de la materia [3].

De hecho, la fisica estadistica es la que tradicionalmente busca ser el puente entre la
fenomenologia microscopica y la macroscopica. Es importante sefialar que esta disciplina
trasciende la suposicion (a la postre erronea) de que la materia esta formada por moléculas que a
su vez estan sujetas a las mismas leyes fisicas que cualquier otro cuerpo. La descripcion
estadistica de la naturaleza incorpora procesos estocasticos como el término de ruido de la
ecuacion de Langevin para describir movimiento browniano, que buscan representar el
complejisimo y fundamentalmente impredecible efecto de las innumerables interacciones a la que
cada particula esta sujeta [3]. En principio, este enfoque es capaz de extenderse mas alla de los
sistemas en equilibrio y puede abarcar la descripcion de la cinética de sistemas caracterizados por
tener elementos impredecibles, practicamente indistinguibles al azar. Este camino culmina en el
tema del que se hablé en la seccidn anterior: los sistemas complejos. Es desde la perspectiva de la
fisica que se ha podido avanzar en el entendimiento de este tipo de sistemas, en los que, como ya
se menciond, pequefias perturbaciones pueden llevar a consecuencias enormes, y donde los
estados que alcanza el sistema, emergen de fendmenos colectivos y de interaccion entre sus

componentes.
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Por lo tanto, parece ser que la dinamica de los sistemas econdmicos surge de la actividad de
agentes (en ocasiones un gran numero de ellos) cuyas decisiones afectan las opciones y
perspectivas de otros agentes, todos con incentivos y objetivos mas o menos heterogéneos [3].
Sistemas de este tipo tienen los ingredientes necesarios y exhiben ciertas propiedades de los
sistemas complejos, y por lo tanto, las herramientas de la fisica estadistica, procesos estocésticos

y dindmica no lineal pueden ser de mucha utilidad para su subsecuente analisis.

a. Determinismo e imprevisibilidad

La evolucién temporal de sistemas fisicos tales como liquidos, sélidos o incluso algunos gases
pueden, en principio, modelarse usando mecanica newtoniana [15]. Esta teoria involucra
ecuaciones deterministas y, como resultado, las trayectorias completas de todas las particulas o

elementos del sistema, en principio pueden ser estimadas si son conocidos sus valores iniciales.

La dinamica de un sistema fisico clasico con N particulas puede formularse en términos de las

leyes de Newton del movimiento como:

de dp] dxl dXN
b=t g = (e gt )
conj =1hasta N ¢))

Donde x; es el vector de posicion de la particula j con masa m;, dx;/dt es su velocidad, p; es su
momento, y f; es la fuerza ejercida en ella por todas las demas particulas. Este conjunto de 2N
ecuaciones pueden, en principio, ser resueltas y las posiciones y los momento para las N

particulas, estimados como funcion del tiempo t, dadas las condiciones iniciales, p;(t =t;) Yy

x](t = tO)

Las componentes de la posicion y el momento forman un vector 6N-dimensional
r=(..q..;..p; ...) que define un estado microscopico particular del sistema. Asi, el sistema de N-
particulas completo puede ser representado por un punto en un espacio fase 6N dimensional,

abarcado por los ejes correspondientes a los 6N grados de libertad.
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El problema fundamental de la mecanica estadistica es hallar la relaciéon entre el mundo
microscopico descrito por I' y el mundo macroscépico. Para funciones de fuerza simples tales
como las lineales en las posiciones (e independientes de las velocidades), es posible hallar una
solucién de la ecuacion (1). Si la fuerza es no lineal en las coordenadas o dependientes del tiempo
(y tales fuerzas pueden ser frecuentes en sistemas sociales) entonces se deben de hacer uso de

simulaciones en computadora para obtener una solucion [15].

Esta aproximacion determinista para obtener una solucién ha sido desafiada de dos distintas

maneras [15] [21]:

- La mecanica cuantica nos dice que no podemos conocer simultaneamente de forma
precisa ambos, posicion y momento, de una particula. Sin embargo, aiun podemos
argumentar que algun caracter determinista es conservado como una propiedad de la
funcion de onda que describe al sistema.

- Ahora también sabemos que sin conocimiento absolutamente preciso de las condiciones
iniciales (algo que en general no es posible), la predictibilidad de las posiciones y los
momentos durante un largo tiempo simplemente no es posible y el comportamiento se

hace cadético.

El caos no se observa en sistemas simples donde las ecuaciones dinamicas gobernantes son
lineales [2] [15]. Para dichos sistemas, el principio de superposicion se sostiene y la suma de dos
soluciones de las ecuaciones gobernantes también es una solucién. La ruptura de la linealidad y
por lo tanto también del principio de superposicion es requerida para que el comportamiento de un
sistema no lineal se vuelva cadtico. Sin embargo la no linealidad por si misma no es suficiente: un
péndulo simple es gobernado por una ecuacion dinamica no lineal y la soluciéon basada en
funciones elipticas no tiene aleatoriedad o irregularidades [15]. Los solitones son otro ejemplo de
movimiento colectivo regular hallado en un sistema con acoplamientos no lineales. Estos son
estabilizados debido al balance entre no linealidad y efectos de dispersion. Pero mientras el

numero de grados de libertad aumenta, el potencial para caos determinista también lo hace. La

23



imprevisibilidad en dicho sistema surge de la susceptibilidad a las condiciones iniciales que

pueden, en practica, ser medidas unicamente de manera aproximada.

Una propiedad importante a mencionar de las ecuaciones de Newton en (1) es que son invariantes
respecto a inversion del tiempo [15] [21]. Aun girando los momentos o velocidades de alrededor en
un sistema mecanico, el sistema vuelve a trazar su camino y no hay manera de decidir la ruta
verdadera o preferida. Dentro de la mecanica clasica no hay flecha del tiempo. Sin embargo uno de
los resultados clave de la ciencia de la termodinamica es que, en un nivel macroscépico, dicha

flecha no existe.
b. Termodinamica y mecanica estadistica

Uno de los mas grandes logros cientificos que emergié de la actividad ingenieril durante la
revolucién industrial fue la termodinamica [8] [15] [21]. Esta teoria provee un gran entendimiento de
las relaciones entre energia, calor y trabajo y esta entre las teorias mejor conocidas del mundo

macroscopico.

Un sistema termodinamico, i. e., cualquier sistema macroscépico, puede caracterizarse con sélo
unos cuantos parametros medibles tales como, en el caso de un fluido, presion, volumen y
temperatura. Un estado termodinamico (macroscépico) se especifica por un conjunto particular de
valores de todos estos parametros necesarios para describir al sistema. Si el estado termodinamico
no cambia con el tiempo, se dice que el sistema esta en equilibrio termodinamico [32]. Una vez que
el sistema alcanza dicho estado, se quedara ahi y todas las propiedades macroscépicas no
cambiaran. Esto implica que existe, dentro de las leyes termodinamicas, una ‘flecha’ de tiempo

[15].

Asi, la mecanica estadistica surge de la pregunta: ; Como podemos interpretar o explicar las leyes
de la termodinamica en términos de mecanica clasica? Pareciera imposible debido a los dos
completamente diferentes aspectos del tiempo en la termodinamica y en la mecanica clasica. Este
problema fue uno de los que Ludwig Boltzmann abordé durante gran parte de su vida hasta

finalmente suicidarse en el ano 1906.
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Consideremos un sistema de N particulas conservativo (conservativo de energia) dentro de un
espacio fase 6N dimensional. El punto definido por el vector I' se movera alrededor en una hiper
superficie de dimension 6N — 1 para el cual, la energia total E es constante. La trayectoria jamas
se cruzara consigo misma, porque si lo hiciera, implicaria que el sistema en el punto de cruce no
sabria hacia dénde moverse. Ya que las ecuaciones de Newton (ecuacion 1) son Unicas, siempre
nos dirdn como viajara el sistema. Acorde al teorema de Poincaré, si se empieza en un cierto punto
y se dibuja una pequefia region arbitraria alrededor del punto, después de un tiempo
suficientemente largo la trayectoria finalmente conducird de nuevo a esa region del espacio fase

[15].

La hipotesis ergddica establece que sobre periodos largos de tiempo, el tiempo dedicado por el
sistema en cualquier region particular del espacio fase es proporcional al volumen de esa region.
Esto implica que todas las regiones accesibles del espacio fase son igualmente probable sobre
periodos suficientemente largos de tiempo [33]. Asi, desde un punto de vista mecanico, el
movimiento del sistema en el espacio fase es casi periodico. No tiene sentido hablar de que el
sistema ‘tienda al equilibrio’. |El sistema nunca sabe si esta en equilibrio o no! Esto aparenta ser
diferente al concepto de un equilibrio termodinamico del cual un sistema no puede escapar, una
vez que lo ha alcanzado; uno podria de hecho estar inclinado a decir que los dos puntos de vista

son légicamente diferentes [15].

Esta paradoja fue resuelta por Boltzmann y, posteriormente, formalizada por Gibbs, sefialando que
la mecanica es a lo microscopico y la termodinamica a lo macroscépico. El equilibrio
termodinamico es una nocién macroscopica y esta definido introduciendo un pequefio numero M,
de variables macroscopicas como la temperatura, densidad, energia libre y entropia que tienen una
tendencia a ser uniformes a través del sistema en consideracion [34]. M es claramente mucho mas

pequefo que N, el numero de entidades, tales como atomos, que forman el sistema completo.

Para establecer nuestra mecanica estadistica introducimos la funcion densidad de probabilidad
p(l,t) =p(..q;..,p;..; t) tal que la probabilidad de que el sistema se encuentre en un pequefio

elemento de volumen de espacio fase esté dada por la probabilidad ‘medida’:
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dP =p(l; t)dlr = p(...q; ., . Dj .. )Aqq ...dqsndpq ... AP3n-

Aqui, g; y p; son las componentes de posicidon y momento de las N particulas, respectivamente
[15]. Esta es una probabilidad a priori que encapsula nuestra confianza sobre el sistema, como se
discutird al final de esta seccion. La distribucién debe ser normalizada, i. e., [p(I,t)dl =1, en

donde la integral se hace en todo el espacio fase.

Supongamos ahora que prescribimos los valores asociados con las variables macroscépicas. Estas
corresponderan a diferentes regiones del subyacente espacio I'. En este sentido se observa que
un conjunto de variables macroscopicas corresponde a una regién particular o quiza regiones en el
espacio fase asociado con las variables microscépicas. La mecanica estadistica en equilibrio
asume que existe una regidon abrumadoramente grande [15] [35]. Esta regién se relaciona o
identifica entonces con una region de equilibrio, como se muestra en la Fig. 3. Si la trayectoria se

localiza dentro de una de las regiones mas pequefas, entonces el sistema no esta en equilibrio.

X Espacio fase

-G

Figura 3. Esquema del espacio fase que muestra como una region de equilibrio puede coexistir con otras regiones de no-

equilibrio.

Lo anterior puede quedar mejor ilustrado con el siguiente ejemplo. Imaginemos un globo de
volumen V = 1m3 que contiene moléculas de gas. Normalmente, todas las moléculas en el globo

estan distribuidas mas o menos uniformemente a lo largo del globo. De la descripciéon de arriba,
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podemos imaginar que existe la probabilidad de que todas las moléculas puedan hallarse en un
pequefio elemento del espacio dentro del globo, digamos AV=1cm®. Acorde a la hipétesis de
Poincaré, esto es ciertamente posible. Si dicho estado fuera altamente probable, entonces esta
claro que con todas las moléculas localizadas en una de las mitades del globo, este colapsaria. Sin
embargo, la probabilidad de que esto ocurra es extremadamente pequefa. Tipicamente, la

probabilidad de que una molécula esté confinada en una regién particular de volumen AV es

AV 107%m3
alrededor de —-~ =

e 1076, Entonces la probabilidad de hallar todas las 10** moléculas

simultaneamente en esta region es ~(107)%3, que es extremadamente pequefia.

Con esta “caricatura”, podemos ver que cuando el sistema esta en el estado de equilibrio, casi
siempre se quedara ahi. Sin embargo, en linea con el teorema de Poincaré, ciertas fluctuaciones
ocasionalmente ocurren y reflejan la evolucion del sistema a lo largo de otras regiones del espacio

fase.

La entropia S de un macroestado termodinamico se define como [15] [34] [35]:
S=—k3fp(1“,t)lnp(1“,t)df, (2)

Con la condicion de normalizacion [ p(I',t)dl' =1 y la constante de Boltzmann k; = 1.381 X
10723JK~1. En el caso de microestados discretos y contables r, en lugar de elementos de volumen

dr' en el espacio fase, la entropia puede expresarse como:

S=—ks ) pylnpy, 3)

Donde p, es la probabilidad del microestado p,. La condicion de normalizacion es entonces
Y. », =1, donde la suma es sobre todos los microestados accesibles. Para un sistema aislado en

equilibrio esto lleva a:

S=kglnW 4)
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Donde W es el numero de microestados consistentes con el macroestado, como se define por los
valores de energia, nUmero de particulas, y volumen del sistema. La ecuacion (4) se observa en la
lapida de Boltzmann y surge de asignar igual numero de probabilidades a priori p, = 1/W para
todos los microestados compatibles con las constricciones anteriores. Esto refleja que no hay razén

a priori de que un microestado se prefiera sobre otro para el sistema aislado en equilibrio térmico.

Con todo lo anterior, ahora puede verse que la clave para la extension de éste enfoque de fisica
estadistica a otros sistemas en areas, tales como la economia, sociologia, y biologia, es ser capaz
de especificar la probabilidad para la de ciertos estados microscépicos asi como de hallar una
cantidad conservada en determinado sistema [21]. Esto puede hacerse ya sea en la base de la
preparacion del sistema complejo o debido a una estimacién empirica adecuada. La nocion
intuitiva de dicha probabilidad es clara en juegos con dados o el lanzamiento de monedas, bajo la
suposicién de que son justos e imparciales. Esta probabilidad puede definirse empiricamente por la
frecuencia relativa de un hecho particular cuando el juego es repetido muchas veces. Esta
aproximacioén denominada ‘frecuentista’ a la teoria de probabilidad no es muy util para la
caracterizacion de sistemas complejos tales como los que ocurren en finanzas, biologia y
sociologia. En éstos, no es posible determinar frecuencias por repeticién de experimentos en el
sentido cientifico, ni tenemos tanta informacién acerca de posibles resultados. El camino a seguir
es interpretar la probabilidad como un grado de conviccién o confianza de que un evento ocurra.
Tal confianza a priori es necesariamente subjetiva y puede depender de la experiencia del

observador [15].

Esta idea fue introducida originalmente por Thomas Bayes en el siglo XVIII como una aproximacién
que combinara juicios a priori e informacién cientifica en un modo natural y aplicado a cualquier

proceso, si es 0 no repetible bajo condiciones constantes.

La generalizacion del método de fisica estadistica a sistemas sociales, econémicos entre otros
requiere tratarse desde el sentido de Bayes [15]. Es decir, un sistema en un nivel microscépico
puede caracterizarse por una funcién densidad de probabilidad p(I',t = t;) y la evolucién de esta

distribucion en el tiempo puede representarse por un mapa de p(I', t,) sobre la distribucion p(T',t)
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en un momento posterior t > t,. En otras palabras, la probabilidad total y por lo tanto nuestro grado
de confianza que se concreta en nuestra eleccion de probabilidades iniciales a priori capturada en

la distribucion inicial p (I, t,) se conserva.

Es usual el caso de que para sistemas de muchas particulas, una completa funcién de distribucién
de probabilidad p(I',t) que captura detalles de todos los grados de libertad no es requerida [15].
Una funciéon reducida es suficiente para obtener todas las propiedades de nuestro interés. Por
ejemplo, supongamos el vector de estado microscépico I' que engloba algunas variables
relevantes, x y otras variables redundantes o irrelevantes, y. La densidad de probabilidad p(T;t)
puede escribirse como p(x, y; t) y la distribucidn requerida que envuelva sélo la variable relevante x
se obtiene integrando sobre las variables irrelevantes, y. Asi p,(x;t) = [ dy p(x, y; t). Si la funcion
de distribucién de probabilidad inicial se normaliza, la funcion de densidad reducida también se

debe normalizar, i. e. [ p.(x,t)dx = 1.

Promedios de funciones arbitrarias de x pueden obtenerse sumando los valores de la funcién

relevante f(x), ponderada usando la funcion densidad de probabilidad [15]. Asi

(@) = || drdyropyio = [ df@paio. ®

En esta expresion, hay grados de libertad irrelevantes que estan escondidos en la funcién
reducida p,(x;t). Para mas detalle de propiedades de funciones de probabilidad se puede

consultar la referencia 15, capitulo 3.
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DISTRIBUCIONES DE BOLTZMANN-GIBBS Y DE PARETO: BASE TEORICA Y EVIDENCIA

EMPIRICA
1. DISTRIBUCION DE BOLTZMANN-GIBBS DE LA ENERGIA

La ley fundamente de equilibrio en mecanica estadistica es la distribucién de Boltzmann-Gibbs [21]
[35]. Esta establece que la probabilidad P(e) de encontrar un sistema o subsistema fisico en un

estado con energia ¢ viene dada por la funcién exponencial:
P(e) = ce ¢/T, (6)

Donde T es la temperatura y ¢ es una constante de normalizacion. La constante de Boltzmann kg
ha sido normalizada a la unidad, por medio de la eleccién de las unidades de energia para medir la
temperatura fisica T. Luego, el valor esperado de cualquier variable x puede obtenerse como:

Dk xe =T
0= emar

(7)

Donde la suma se toma sobre todos los estados del sistema. La temperatura es igual al promedio

de la energia por particula T~(¢), hasta un coeficiente numérico de orden 1.

La ecuacion (7) puede derivarse de distintas maneras. Una forma sofisticada de hacerlo, propuesta
por Boltzmann, usa el concepto de entropia descrito anteriormente. Consideremos N particulas con
energia total E. Dividamos el eje de energia en pequefios intervalos (bins) de anchura Ag y
contamos el numero de particulas N, teniendo las energias desde ¢, hasta ¢, + Ae. El radio % =P,
da la probabilidad para una particula de tener la energia ¢,. Luego calculamos la multiplicidad W,
que es el numero de permutaciones de las particulas entre diferentes intervalos o bins de energia

de manera que los nimeros de ocupacién de los intervalos no cambien. Esta cantidad esta dada

por la férmula combinatoria en términos de factoriales:

N!

W= NN ®)
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De hecho, el logaritmo de esta cantidad se define como la entropia S, dada en la féormula 4. En el
limite de numeros muy grandes, la entropia por particula puede escribirse de la siguiente férmula,

usando la aproximacioén de Stirling para factoriales:

SN My (M P, InP 9
N‘_ZW“(W)“Z b ©)

Ahora se quiere encontrar qué distribucion de particulas sobre diferentes estados de energia tienen
la mas alta entropia, i. e., la multiplicidad mas grande, siempre que la energia total del sistema
E =Y Ny&, tenga un valor fijo. La solucion de este problema puede ser facilmente hallada usando
el método de multiplicadores lagrangianos, y se puede encontrar en cualquier libro fisica

estadistica; la respuesta es la distribucion exponencial (6).

Este mismo resultado puede derivarse también por el teorema ergddico descrita en la seccion
anterior, que establece que el sistema de muchos cuerpos ocupa todos los estados posibles de
una energia total dada con igual probabilidad. Inmediatamente se sigue que la distribuciéon de

probabilidad de la energia de una particula individual esta dada también por la ecuacion (6).
Il LEY LOCAL DE CONSERVACION DEL DINERO

Las derivaciones planteadas en la seccién anterior son muy generales y sdélo usan caracteristicas
estadisticas del sistema y conservacion de energia. Debido a esto, podria esperarse que la
distribucion exponencial de Boltzmann-Gibbs (6) pueda aplicarse a otros sistemas estadisticos con

alguna cantidad conservada.

La economia es un enorme sistema estadistico con millones de agentes participantes, por lo que
es un blanco prometedor para la aplicacion de mecanica estadistica. Pero, ¢ existe alguna cantidad
conservada en un sistema econdmico? Dragulescu y Yakovenko [21] [22] argumentaron que dicha
cantidad conservada es el dinero m. En efecto, los agentes econdmicos ordinarios sélo pueden
recibir y dar dinero de otros agentes. No se les permite, “manufacturar’ dinero, por ejemplo,

imprimir billetes. Considere una transaccién econémica entre agentes i y j. Cuando el agente i paga
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dinero Am al agente j por algunos bienes o servicios, los saldos monetarios de los agentes cambia

de la siguiente manera:

m; > m; =m; — Am

m; - m; =m; +Am (10)

La cantidad total de dinero de ambos agentes antes y después de la transaccién permanece igual,
m; +m; =m; +mj (11)

Esto es, hay una ley de conservacion local para el dinero [15] [21] [22] [36]. La regla (10) para la
transferencia de dinero es analoga a la transferencia de energia de una molécula a otra en
colisiones moleculares en un gas, y la ecuacion (11) es analoga a la conservacion de la energia en
dichas colisiones. Modelos conservativos de éste tipo también han sido estudiados en literatura®

econdémica.

m;(t +1)

| nTERCAMBIO

AN

m, (1) mj(t+1)

Figura 4. Agentes i y j redistribuyen su dinero en el mercado: m;(t) y m;(t), su respectivo dinero como funcién del tiempo

t antes del intercambio, pasa a ser m;(t + 1) y m;(t + 1) después del intercambio.

Es importante enfatizar que en el modelo de Dragulescu y Yakovenko, la transferencia de dinero
de un agente a otro representa los pagos por bienes y servicios en el mercado econdémico. Sin
embargo, éste modelo sdlo da seguimiento al flujo de dinero, y no a qué bienes y servicios se

entregan a cambio [15] [21]. Una razdén para esto es que muchos bienes, como alimentos y otros

’ Ver por ejemplo Kiyotaki y Wright 1993 y Molico 1996.
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suministros, y la mayoria de los servicios, como un corte de cabello o ir al cine, no son tangibles y
desaparecen después de haberse consumido. Como no se conservan, y también porque son
medidos en diferentes unidades fisicas, los autores mencionan que no es muy practico mantener
seguimiento de ellos. En contraste, el dinero siempre se mide en la misma unidad (dentro de un
pais determinado con una moneda unica) y se conserva en transacciones locales (11), por lo que
es facil seguir la pista del flujo de dinero. También es importante darse cuenta de que un
incremento en la producciéon de un material no produce un incremento automatico en la oferta de

dinero. Sélo un banco central tiene el monopolio para cambiar la base monetaria M,,3.

A diferencia de agentes econdmicos ordinarios, un banco central o gobierno central pueden
inyectar dinero en la economia, para asi cambiar la cantidad total de dinero en el sistema [21]. Este
proceso es analogo a una afluencia de energia en el sistema desde fuentes externas; por ejemplo,
la tierra recibe energia del sol. Haciendo frente a estas situaciones, los fisicos empezaron con una
idealizacion de un sistema cerrado en equilibrio térmico y luego generalizaron a un sistema abierto
sujeto a afluencia energética. Siempre y cuando la tasa de afluencia de dinero de fuentes centrales
sea lenta comparada con procesos de relajacion en la economia y no cause hiperinflacion, el
sistema esta en equilibrio estadistico cuasi-estacionario con parametros que cambian lentamente.
Esta situacion es analoga a calentar una tetera en una estufa de gas lentamente, en donde la
tetera tiene un bien definido, pero lento, incremento de temperatura en cualquier instante de
tiempo. Un flujo de dinero también puede ser producido por transferencias internacionales a través
de las fronteras de un pais. Este proceso envuelve cuestiones complicadas de multiples monedas
en el mundo y sus tasas de intercambios®. Aqui se hizo uso de la idealizaciéon de una economia
cerrada para un pais con una sola moneda. Esta idealizacién es comun en la literatura econémica
y en la gran mayoria de los casos, es incorrecta o no alcanza para poder explicar algunos

fendmenos econémicos. Sin embargo, resulta ser un buen comienzo.

Otro problema importante con la conservacién del dinero es la deuda. Esta cuestién, asi como la

del crédito quedan fuera del alcance de este documento, pero se discuten con mayor detalle en la

*> McConnel y Brue, 1996.
4 McCauley, 2008.
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seccion I1.D. Ref. 21, y plantea modelos mas precisos de distribucion de riqueza y dinero. Sin
embargo, es importante mencionar que Draguelscu y Yakovenko consideran modelos simples, en
donde la deuda no es permitida (idealizacion que también es comun en literatura econémica). Esto
significa que los saldos monetarios de los agentes no pueden ser negativo, i. e., m; = 0 para toda i.
Las transacciones (10) pueden llevarse a cabo sélo cuando un agente tenga suficiente dinero para
pagar el precio: m; = Am, de lo contrario la transaccion no tiene lugar. Si un agente gasta todo su
dinero, el saldo llega a cero m; = 0, por lo que el agente no puede adquirir mas bienes de otros
agentes. Sin embargo, este agente aun pude recibir dinero de otros agentes por la entrega de
bienes o servicios a éstos. En la vida real, el saldo monetario cayendo a cero no es del todo

inusual para gente que subsiste de cheque en cheque [15] [21].

La ejecucion de la ley de conservacion local del dinero (11) es la clave para el funcionamiento
exitoso del dinero [21] [36]. Si a los agentes se les permitiera “manufacturar” dinero, éstos estarian
imprimiendo dinero y comprando todos los bienes por nada, lo que seria un desastre. El medio
fisico del dinero no es esencial aqui, mientras que la ley de conservacion local del dinero se haga
cumplir. Los dias del estandar del oro se fueron hace mucho, por lo que el dinero hoy en dia es
ciertamente el dinero fiduciario®, declarado a ser asi por el banco central. El dinero puede estar en
la forma de papel moneda, pero hoy en dia estd mas representado por digitos en un cuentas
bancarias computarizadas. La ley local de conservacion del dinero (11) es consistente con los
principios fundamentales de la contabilidad, ya sea en la forma de una sola entrada, o de dos. El
concepto de “equilibrio” en economia se extiende, en el trabajo de Dragulescu y Yakovenko al
equilibrio estadistico, que esta caracterizado por una probabilidad estacionaria de distribucion del
dinero P(m), contrario al equilibrio mecanico, donde las “fuerzas” de demanda y oferta se

emparejan.

El dinero llamado fiduciario es el que se basa en la fe o confianza de la comunidad, i. e., que no se respalda
por metales preciosos ni nada que sea una promesa de pago por parte de la entidad emisora
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il MECANICA ESTADISTICA DE LA DISTRIBUCION DEL DINERO

Muchos articulos en literatura economica® usan un proceso estocastico para describir la dinamica
de riqueza individual o ingresos y la derivacion de sus distribuciones de probabilidad. Esto podria
denominarse como una aproximacion de un solo cuerpo debido a que las fluctuaciones de ingresos
y riqueza se consideran independientes para cada agente econdmico. Inspirados por la teoria
cinética de Boltzmann de colision de particulas en gases, los econofisicos introdujeron una
alternativa de aproximacién de dos cuerpos, donde los agentes realizan transacciones econémicas
en parejas y transfieren dinero de un agente a otro. Esta aproximacion fue, de hecho, promovida
por el socidlogo John Angle en los afios ochenta (1986,1992, 1993, 1996,2002). Sin embargo, su
trabajo permanecié desconocido para los econofisicos hasta que Thomas Lux (2005) hizo desviar
la atencion de la comunidad hacia este modelo, siendo altamente citado en la literatura de
econofisica a partir de entonces. Mientras tanto y de manera independiente, los fisicos Isoplatov,
Krapivsky y Redner (1998) introdujeron un modelo estadistico de transferencia de dinero por
parejas entre agentes econdmicos, que es equivalente al modelo de Angle. Posteriormente
aparecieron 3 articulos muy influyentes que generaron una onda expansiva de publicaciones
consecuentes: Bouchaud y Mézard (2000), Chakraborti y Chakrabarti (2000) y Dragulescu y
Yakovenko (2000). EI modelo mas sencillo es éste ultimo y es el que se discute a continuacion. Los
estudios de transferencia de dinero y la distribucién estadistica del dinero resultante no tienen
contraparte en la economia moderna, por lo que son los econofisicos los que inician esta direccion,

aunque hay un antecedente relacionado a esto en la investigacion de la teoria del dinero”.

Dragulescu y Yakovenko, después de haber reconocido el principio de conservacion local del
dinero, argumentan que la distribucidn estacionaria del dinero P(m) debe estar dada por la funcién

exponencial de Boltzmann-Gibbs analoga a la ecuacion (6):

P(m) = ce ™/ Tm (12)

® Gibrat 1931, Kalecki 1945.
7 Kiyotaki y Wright, 1993.
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Con c una constante de normalizacion y T,, la “temperatura monetaria” que es igual a la cantidad
promedio de dinero por agente T = (m) = M/N en analogia con la temperatura fisica, donde M es

el total de dinero y N es el nUmero de agentes [21].

Para verificar ésta conjetura, Dragulescu y Yakovenko realizaron simulaciones computacionales
basadas en agentes de transferencia de dinero entre éstos. Inicialmente, todos los agentes tenian
la misma cantidad de dinero, $1000 por decir. Luego, un par de agentes (i,j) era seleccionado
aleatoriamente, la cantidad Am era transferida de un agente a otro, y el proceso se repetia muchas
veces [21]. Después de un periodo transitorio, la distribucién del dinero convergia a la forma
estacionaria de la figura |. Esta distribucion, como esperaban los autores, es bien ajustada por la

funcién exponencial (12).

Los autores manejaron muchas reglas diferentes para Am. En un modelo, la cantidad transferida
fue ajustada a una constante Am = $1, lo que significa en el contexto econémico que todos los
agentes estuvieron vendiendo sus productos al mismo precio Am = $1. Animaciones
computaciones de Chen y Yakovenko (2007) mostraron que la distribucién inicial de dinero primero
se ensancha a una curva simétrica gaussiana, caracteristica para un proceso de difusion. Luego, la
distribucion empieza a apilarse alrededor del estado m =0, que actia como la frontera
impenetrable por la condicidon impuesta m = 0. Como resultado, P(m) se hace sesgada
(asimétrica) y eventualmente alcanza la forma estacionaria exponencial de la figura I. La frontera
en m = 0 es analoga a la energia del estado base en fisica estadistica. Sin la condicion de frontera,
la distribucion de probabilidad del dinero no alcanzaria un estado estacionario. Las mismas

animaciones también mostraron como es que la entropia de la distribucién del dinero, definida
como % = —Y, P(my)InP(m,), crece desde el valor inicial S=0, donde todos los agentes tienen la

misma cantidad de dinero®, hasta el valor maximo en el equilibrio estadistico [15] [21].

8 Bajo las reglas de mercado actual, una distribucién en donde todos los agentes tengan la misma cantidad
de dinero es altamente improbable.
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Figura I. Grafica tomada del articulo de Dragulescu y Yakovenko (2000), obtenida a partir de una simulacion basada en
agentes. En el eje horizontal se coloca la cantidad de dinero m, y en el eje vertical la distribucién inicial de dinero. El
histograma y los puntos es la distribucién de probabilidad estacionaria del dinero P(m), y las curvas solidas son el ajuste

por medio de la distribuciéon de Boltzmann-Gibbs (12).

Este modelo con Am = 1 a pesar de ser muy simple e instructivo, es de hecho nada realista, ya
que todos los precios se toman como el mismo. En otro modelo considerado por los mismos

autores consideran a Am en cada transaccién como una fraccion aleatoria de la cantidad promedio
. M ’ . .
de dinero por agente, esto es Am=v (ﬁ) donde v es un numero aleatorio uniformemente

distribuido dado entre O y 1.

La distribucion aleatoria para Am es supuesta para representar la amplia variedad de precios para
diferentes productos en la economia real. Refleja el hecho de que los agentes compran y
consumen diferentes tipos de productos, algunos de ellos simples y baratos, algunos sofisticados y
costosos. Es mas, a distintos agentes les gusta consumir estos productos en diferentes cantidades,
por lo que hay una variacién en las cantidades pagadas Am, aun cuando el precio unitario del
mismo producto sea constante. La simulacién computacional de este modelo produce exactamente

la misma distribucién estacionaria (12), como en el primer modelo planteado [21].

La distribucién final es universal a pesar de las diferentes reglas para Am. Los modelos de

transferencia de dinero por parejas son atractivos por su simplicidad, pero representan un mercado
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bastante primitivo. La economia moderna esta dominada por grandes firmas, que consisten en
muchos agentes, Por lo que Dragulescu y Yakovenko también estudiaron un modelo con empresas
[15] [21]. Un agente a la vez es asignado para convertirse en una empresa o “firma”. La empresa

toma prestado capital K de otro agente y lo regresa con interés hK, contrata L agentes y les paga
salarios m, fabrica Q articulos de algun producto, los vende a Q agentes a un precio p, y percibe

ganancias F =pQ —wL — hK. Todos estos agentes son seleccionados aleatoriamente. Los
parametros del modelo estan optimizados siguiendo un procedimiento de textos sobre economia.
La curva de oferta y demanda agregada para el producto esta dada por p(Q) = v/Q", con Q la
cantidad que los consumidores comprarian a un precio p y n y v son algunos parametros. La
funcion de produccion de la empresa tiene la forma tradicional Cobb-Douglas Q(L,K) = LXK,
donde x es un parametro. Luego, la ganancia de la empresa F se maximiza respecto a Ky L. El
resultado neto de la actividad de la empresa es una transferencia de dinero de muchos cuerpos,
que también satisface la ley de conservacion del dinero. Simulaciones computacionales de este
modelo generan la misma distribuciéon exponencial (12), independientemente de los parametros del

modelo.

Benoit Mandelbrot (1960) ya habia dado la observacién de que “habia una gran tentacién a
considerar el intercambio de dinero que ocurria en interacciones econdmicas como andlogo al
intercambio de energia que ocurre en choques fisicos entre moléculas en un gas”. Se percaté de
que este proceso debia ocurrir en la distribucidn exponencial, por analogia con la distribucién
barométrica de la densidad en la atmdsfera. Sin embargo, descarté esta idea, debido a que ésta no
produce la ley de potencias de Pareto, y procedié a estudiar las distribuciones de Lévy estables.
Irénicamente, los datos econdémicos actuales (discutidos mas adelante) si muestran la distribucién

exponencial para la mayoria de la poblacién.

En este documento se discute éste modelo que, como ya se habia dicho anteriormente, resulta el
mas sencillo. En el articulo de Yakovenko y Rosser (2009), asi como en la referencia [36] se

discuten modelos mas elaborados, incluyendo, por ejemplo, modelos con deuda, modelos de
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distribucion de riqueza, etcétera. Sin embargo para los propdsitos de este documento, el modelo

planteado resulta ser suficiente.

V. DISTRIBUCION DE PARETO O LEY DE POTENCIAS

Muchas de las cosas que se miden en ciencia tienen una magnitud tipica o “escala”, un valor tipico
alrededor del cual las mediciones individuales se centran. Por ejemplo, la estatura de los seres
humanos. La mayoria de los adultos humanos estan alrededor de los 180 cm de estatura. Existe
alguna variacion alrededor de ésta, que depende notablemente del género, pero jamas vemos
personas que midan 10 cm de altura, o 500 cm. Ejemplos de este tipo de distribuciones son
muchos y muy variados: la velocidad de vehiculos que transitan por una autopista, el salario medio
de los empleados de una empresa, la vida media de los habitantes de un pais, entre muchos otros.
Sin embargo, no todas las cosas que medimos se centran alrededor de un valor tipico. Algunas
varian alrededor de un rango dinamico enorme, algunas veces de varios 6rdenes de magnitud. Un
ejemplo clasico de éste tipo de comportamiento es el tamafo de los pueblos y las ciudades. La
poblacién mas grande de cualquier ciudad en los Estados Unidos es de 8 millones para Nueva
York, hasta el censo realizado en el ano 2000. El pueblo con la poblacion mas pequefia es mas
dificil de precisar, ya que depende de a qué se le llame pueblo. Sin embargo, el Libro Guiness de
Records sefiala que el pueblo mas pequefio de los Estados Unidos es Duffield, Virgina, con una
poblacién de 52 habitantes. Desde cualquier punto del que se quiera ver, el radio de la poblacién
mas grande entre la mas chica es al menos de 150000. Claramente esto es bastante diferente de
lo que observamos para las estaturas de las personas. . E incluso un patrén aun mas llamativo se
revela cuando observamos el histograma de los distintos tamafios poblacionales de las ciudades,

mostrados en la figura 5.
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Figura Il. A la izquierda se aprecia el histograma de las poblaciones de todas las ciudades de los Estados Unidos con
poblacion de 1000 o mas. A la derecha se muestra otro histograma de los mismos datos, pero graficados en escala
logaritmica. La linea recta aproximada de este ultimo histograma implica que la distribucién sigue una ley de potencias.

Fuente: Articulo de Newman, Ref 20. Datos de censo en Estados Unidos del afio 2000.

En el panel izquierdo de la figura, se muestra un histograma simple de la distribucién de las
poblaciones en las ciudades de Estados Unidos. El histograma esta altamente sesgado a la
derecha, lo cual significa que mientras el grueso de la distribucion ocurre para bastantes ciudades
pequefas (la mayoria de las ciudades estadounidenses tienen bajo numero de poblacién), hay un
pequefio numero de ciudades con una poblacion mucho mas grande que el valor tipico, lo cual
produce la “cola” larga a la derecha del histograma. Lo que es verdaderamente sorprendente, por
otro lado, es el panel derecho de la figura Il, el cual muestra el histograma de la poblacién de las
ciudades nuevamente, pero esta vez graficado con logaritmos en los ejes horizontal y vertical.
Ahora un notable patrén emerge: el histograma, cuando se grafica en esta forma, sigue muy de
cerca una linea recta. Esta observacion parece haber sido hecha en primer lugar por Auerbach,

aunque frecuentemente se le atribuye a Zipf [20].

Hace mas de un siglo, el economista Vilfredo Pareto (1848-1923) realizd extensos estudios en
Europa y encontré que la distribucién de la riqueza sigue una cola, similar a la del tamafo de las
ciudades, para los sectores mas ricos de la sociedad [37] de la forma de una distribucién de

probabilidad, conocida ahora como ley de Pareto [36]:

p(x) = Cx™¢ (13)
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Donde x es el valor observado y C es una constante de normalizacion. Claramente, esta densidad
diverge en x — 0 por lo que ésta ecuacion no puede sostenerse para todos los valores x > 0, por lo
que debe existir algun limite inferir para el comportamiento de ley de potencias. Denotaremos este
limite como x,,,;,.- Y considerando a > 1, se sigue inmediatamente y tras calcular la constante de
normalizacion (La constante C en su mayoria no tiene interés: una vez que se fije a, la constante
esta determinada por el requerimiento de que la distribucion p(x) sume 1, i. e., que la funcion se

normalice)que:

=2 ()" aw

Xmin Xmin

Distribuciones de la forma de (14) se dice que siguen una ley de potencias. La constante o se

denomina parametro de escalamiento o exponente de Pareto [20].
a. Distribuciones libres de escala

Una distribucion de ley de potencias también se le denomina como una distribucion libre de escala,
debido a que es la unica distribucidon que es la misma sin importar la escala desde la que se

observe [20].

Supongamos que tenemos una distribucion de probabilidad p(x) para una cantidad x, vy

supongamos que, de algun modo, se deduce que ésta satisface la propiedad:

p(bx) = g(b)p(x) (15)

para toda b. Esto es, si incrementamos la escala o unidades por los cuales se midi6 x por el actor
de b, la forma de la distribucién p(x) no cambia, excepto por una constante multiplicativa [20]. Esta
propiedad es, desde luego, no verdadera para la mayoria de las distribuciones. De hecho no es
cierta para la distribucion exponencial, y so6lo es verdadera para un tipo de distribucion, la ley de

potencias.

Partiendo de la ecuacion (15), y tomando x =1, se tiene que p(b) = g(b)p(1). Asi, g(b) =

p(b)/p(1) y (14) se puede escribir como:
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_p(D)px)

p(bx) = o) (16)

Ya que esta ecuacidn se supone cierta para cualquier b, se puede diferencias ambos lados
respecto a b, para obtener:

p'(b)p(x)

xp'(bx) = ON

(17)

Donde p’ indica la derivada de p respecto a su argumento. Ahora, poniendo b=1 se obtiene:

dp  p'(D)

X o= p(_l)p(x) (18)

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden simple, con solucién:

Inp(x) = ﬂlnx + constante  (19)
p'(D)

Poniendo x=1 se halla que la constante es simplemente Inp(1), y luego sacando exponencial de

ambos lados, obtenemos finalmente:
p(x) =p(x™* (20)

Como ya se habia advertido, la distribuciéon de ley de potencias es la Unica funcién que satisface el

criterio de libertad de escala (15) [20].

Este hecho es mas que sdlo curioso, ya que existen algunos sistemas que se hacen libres de
escala para ciertos valores especiales de sus pardmetros regentes. Al punto definido por dicho
valor especial se le denomina una ‘transicién de fase continua’ y el argumento dado arriba implica
que en dicho punto las cantidades observables en el sistema deben adoptar una distribucion de ley
de potencias [20] [25]. Uno de los mecanismos fisicos propuestos para explicar la ocurrencia de las
leyes de potencias resultan ser los fenémenos criticos y el concepto asociado de criticalidad
auto-organizada, en el que un factor de escala de un sistema diverge, ya sea porque se ha

sintonizado el sistema en un punto critico especial en su espacio de parametros o debido a que el
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sistema automaticamente llega por si mismos a ese punto debido a algun proceso dinamico. A este
punto se le conoce como punto critico o transicion de fase [20] [25] (de manera mas especifica,
una transicion de fase continua). La divergencia puede dejar al sistema sin un factor de escala
apropiado para establecer el tamafo de alguna cantidad medida y la cantidad debe de seguir una
ley de potencias. Como fue propuesto por primera vez por Per Bak [38], es posible que algunos
sistemas dinamicos en realidad se ordenasen ellos mismos para siempre alcanzar puntos criticos,
sin importar sus condiciones iniciales. Otro de los mecanismos sugeridos para la explicacion de la
aparicion de leyes de potencias es el de redes libres de escala. En éstas, algunos nodos estan
altamente conectados, es decir, poseen un gran numero de enlaces a otros nodos, aunque el
grado de conexion de casi todos los nodos es bastante bajo. Propuestas por Lazlo Barabasi en
1999 tras realizar un mapeo de la web, establece que los nodos con gran cantidad de conexiones
("hubs") tienden a acumular rapidamente mas enlaces, mientras que los que poseen pocos enlaces
rara vez son el origen de nuevos enlaces. Los nuevos nodos segun este algoritmo se dice que
poseen una "preferencia" a ser enlazados con los nodos mas solicitados. Este algoritmo se
fundamenta en el concepto de "conexion preferencial" de los nuevos nodos que se incorporan a la
red [40]. De manera empirica, se ha descubierto que redes de crimen organizado, redes de
comercio internacional, redes de neuronas, entre muchas otras, siguen un comportamiento de
redes libres de escala. Aunque, pese a mucha de la evidencia, la causa fundamental de este

comportamiento aun no esta bien definida.

b. Midiendo leyes de potencias

Identificar el comportamiento de las leyes de potencias en cualquier sistema (natural o hecho por el
hombre) puede ser problematico. La estrategia comun hace uso del resultado que ya fue
mencionado: un histograma de cierta cantidad con una distribucién del tipo del ley de potencias
aparece como una linea recta cuando se grafica en escala logaritmica. Sin embargo, hacer
Unicamente un simple histograma, y graficarlo en escala logaritmica para ver si luce recta, es, en la

mayoria de los casos, un pobre camino para proceder.
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Otro, y en muchas formas superior, método de graficar los datos es calculando la funcién de
distribucién acumulativa (CDF por sus siglas en inglés). En vez de graficar un histograma simple de

los datos, se hace una grafica de la probabilidad P(x)de que x tenga un valor mayor o igual a x:

oo

P(x) = fo p(x')dx’ @1)

La grafica que se obtiene al hacer esto ya no es una simple representacion de la distribucidn de los
datos®. No obstante, es muy Uutil. Si la distribucién sigue una ley de potencias p(x) = Cx™¢,

entonces:

P(x) = j:’ gy — a— 1( X >—(a—1) 22)

Xmi Xmi
min min Mmin

Asi, la funcién de distribucion acumulativa P(x) también sigue una ley de potencias, pero con un
exponente diferente a — 1, que es 1 menos que el exponente original. Por lo que, si graficamos
P(x) en escala logaritmica, nuevamente tendremos una linea recta, pero con una pendiente menos

profunda.

Es importante notar que no hay necesidad alguna de hacer una particién de los datos para calcular
P(x). Por definicion, P(x) esta bien definida para todo valor de x y asi poder ser graficada como una
funcion normal perfecta sin hacer particiones. Esto evita todas las preguntas sobre qué tamafio
deben de tener las particiones. Asi mismo hace un mucho mejor uso de los datos: las particiones
de los datos aglutinan todas las muestras dentro de un rango dado juntos en una misma particion y
desecha cualquier informacion contenida en los valores individuales de las muestras dentro del

rango. Las distribuciones acumulativas no desechan ninguna informacion, todo esta en la grafica.
c. Parametros x,,;, y a para la demarcacion de las diferentes zonas en la distribucion

Para Pareto, y de hecho para la mayoria de los fisicos, la existencia de leyes de potencias sugiere

que algun fundamento dinamico esté involucrado. Pareto mismo propuso que las personas, en el

9 .z . . .z
En el caso en que la funcidn p(x") sea una funcién exponencial, como en la ecuacion (12), entonces P (x)
también es una funcion exponencial.
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transcurso de sus vidas, podian moverse a través de la distribucion en ambas direcciones (de
menor a mayor riqueza o viceversa), y esta idea de que una distribucién estatica de hecho no
implica una sociedad estatica, ha formado la base para los estudios recientes por un nimero

considerable de fisicos.

Sin embargo, no todo lo que brilla es oro, y en la practica se puede rara vez, o incluso nunca, estar
seguro de que una cantidad observada esta extraida de una distribucién de ley de potencias. Lo
mas que se puede decir es que nuestras observaciones son consistentes con la hipotesis de que x
esta extraida de una distribucion de la forma de la ecuacién (14). De hecho, como muestra Clauset
[25], detectar leyes de potencias en datos empiricos puede ser una tarea dificil. La mayoria de los
estudios empiricos existentes explotan el hecho de que la distribucion de ley de potencias sigue
una linea recta en una grafica con los ejes en escala logaritmica, con el exponente de la ley de
potencias igual a la pendiente absoluta de la recta ajustada. La existencia del comportamiento de
ley de potencias es frecuentemente visualizada en dicha grafica, mientras el exponente es
estimado usando regresion lineal, como ya se mencion6é anteriormente. Sin embargo, dicha
aproximacion sufre de varios inconvenientes [25]. En primera, el estimado de la pendiente usando
la regresion lineal puede ser muy sesgado. En segunda, la estadistica estandar R? para la
regresion lineal no puede ser tratada como una prueba de ajuste confiable para el comportamiento
de ley de potencias. En tercera, incluso si métodos tradicionales tienen éxito en verificar que un
modelo de ley de potencias es un buen ajuste a un conjunto de datos dado, es posible que algun
modelo alternativo ajuste de mejor manera los datos. Por lo que un analisis empirico completo
tendra que ser requerido para conducir una comparacion estadistica de este modelo con algunas
otras distribuciones candidatas. En algunos casos también podemos ser capaces de descartar

algunas otras hipé6tesis en competencia.

Dado un conjunto de datos observados y una hipotética distribuciéon con forma de ley de potencias
de la que se extrajeron los datos, quisiéramos saber si nuestra hipotesis es plausible. Una
aproximacioén estandar para responder este tipo de preguntas es mediante el uso de una prueba de

bondad de ajuste, la cual genera un valor p que cuantifica la plausibilidad de la hipétesis. Dichas
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pruebas estan basadas en la medida de la “distancia” entre la distribucién de datos empiricos y el
modelo hipotético. Esta distancia es comparada con las mediciones de distancia para conjuntos de
datos sintéticos comparables extraidos del mismo modelo, y el valor p esta definido como la
fraccion de las distancias sintéticas que son mas grandes que la distancia empirica. Si p es grande
(cercano a 1), entonces la diferencia entre los datos empiricos y el modelo puede ser atribuida a
so6lo fluctuaciones estadisticas; si es pequefa, el modelo no es ajuste plausible para los datos.
Incluso si nuestros datos son bien ajustados por una ley de potencias, aun es posible que alguna
otra distribucidn, tal como una exponencial o una del tipo log-normal, podria dar un ajuste igual de
bueno o mejor. Se puede eliminar esta posibilidad usando una prueba de bondad de ajuste,
simplemente calculando un valor p para un ajuste a la distribucién competente y compararlo con el

valor p de la ley de potencias.

Existe una gran variedad de medidores para cuantificar la distancia entre dos distribuciones, por
ejemplo, la utilizada por el mismo Clauset [25], quien mostré que la distribucion de riqueza entre los
estadounidenses mas ricos en 2003, compilada por la revista Forbes en su “rich list” o lista anual
de ricos en Estados Unidos, no es bien ajustada por el modelo de ley de potencias [27]. La idea
fundamental detras de este método es simple: se elige el valor de x,,;, (obtenida del conjunto de
datos) que hace que la distribuciéon de probabilidad de los datos medidos y la de mejor ajuste del
modelo de ley de potencias sean lo mas similares por encima del valor x,,;,,. En general, si se
escoge un x,,, mas grande que el valor real, se esta reduciendo efectivamente el tamafio del
conjunto de datos, lo que hara que las distribuciones de probabilidad resulten un ajuste mas pobre
debido a fluctuaciones estadisticas. Inversamente, si se elige un x,,;,, mas pequefio que el valor
real, las distribuciones diferiran debido a la diferencia fundamental entre los datos y el modelo con

el que se estan describiendo. En medio yace el mejor estimado.

Para datos de tipo no-normales, el medidor de la distancia entre dos distribuciones mas comun es
la estadistica de Kolmogorov-Smirnov (KS), que es simplemente la distancia maxima entre las

funciones de distribucién acumulativa de los datos y el modelo ajustado:

D = max |S(x) — P(x)]| (23)

X2Xmin
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Con S(x) la CDF de los datos para las observaciones con valor al menos de x,,;,, ¥ P(x) es la CDF
para el modelo de ley de potencias que mejor ajusta los datos en la regién x > x,,;,. El valor de

Xnin €Stimada es el valor que minimiza D.

La estadistica KS tiene una caracteristica sutil: su distribucién es conocida para conjuntos de datos
verdaderamente extraidos desde cualquier distribucion dada. Asi mismo, Ogwang [26] también ha
sometido a prueba el comportamiento de ley de potencias en los datos de Forbes sobre la riqueza
de los multimillonarios del mundo desde el afio 2000 y hasta el 2009. El encontré que la prueba de
bondad de ajuste KS, asi como la prueba Anderson-Darling y la prueba x2 rechazan el
comportamiento de ley de potencias para cada uno de los conjuntos de datos utilizados. Sin
embargo, Ogwang, ha probado si toda la gama de observaciones en sus datos sigue el
comportamiento antes mencionado, mientras que de hecho esto puede aplicarse sélo a un
subconjunto de las enormes cantidades de observaciones. Una metodologia mas apropiada para
detectar distribuciones de ley de potencias tendria que, por lo tanto, incluir un procedimiento para
estimar un limite inferior de dicho comportamiento [27]. En este mismo sentido la prueba KS es
recomendable para encontrar dicho limite, y éste limite resulta ser a partir del valor x,,;,

mencionado anteriormente.

Ahora consideramos la estimacion del parametro de escalamiento «. Estimar « de manera correcta
requiere un valor adecuado para el limite inferior x,,;, del comportamiento por ley de potencias en
los datos. El método elegido para ajustar modelos parametrizados tales como distribuciones de ley
de potencias a datos observados es el método de maxima verosimilitud [25], que posiblemente sea
el que dé estimaciones adecuadas de dichos parametros en el limite de muestras grandes [¢,?,¢,?].
Asumiendo que nuestros datos siguen una ley de potencias a partir de x = x,,,;,, S€ pueden derivar
estimadores de méaxima verosimilitud (MLE’s por sus siglas en inglés) del pardmetro de
escalamiento para casos continuos y discretos. Detalles de su derivacidon se encuentran en la

Referencia [25], apéndice B. Lo importante aqui es su uso.

El MLE para casos continuos es:
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n -1

Xi
a=1+n Zln (24)

Ko i
i=1 min

Aqui, las cantidades x;,i = 1...n son valores medidos de x y x,,;, s el valor minimo de x (en
situaciones practicas, x,,;, usualmente resultar ser no el valor mas pequefio de x, sino el mas

pequefio para el que el comportamiento de ley de potencias se mantiene).

Hay muchas, y muy variadas, distribuciones acumulativas que se miden en sistemas fisicos,
biolégicos, tecnoldgicos y sociales de varios tipos y que siguen un comportamiento de ley de
potencias al menos en alguna parte de su rango. La ubicuidad de este comportamiento en el
mundo natural ha llevado a los cientificos a preguntarse si hay un mecanismo Unico, simple,
subyacente que relacione todos estos sistemas. Muchos candidatos para dichos mecanismos han
sido propuestos, tales como “Criticalidad auto-organizada” y “tolerancia altamente optimizada”. Sin
embargo, la sabiduria convencional es que hay de hecho muchos mecanismos para producir leyes
de potencias y que cada uno es aplicable a diferentes casos. Ejemplos de distribuciones

acumulativas se muestran en la figura Ill.
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Figura lll. Distribuciones acumulativas o graficas de ‘rango/frecuencia’ de 9 cantidades que presuntamente siguen un
comportamiento de ley de potencias. (a) NUmero de ocurrencias de palabras en la novela Moby Dick de Hermann Melville.
(b) Numero de citas de articulos cientificos publicados desde el afio 1981 hasta junio de 1997. (c) Numero de visitas en la

web por 60000 usuarios del servicio America Online Internet del dia 1 de diciembre de 1997. (d) Nimero de copias de los
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libros mas vendidos en los Estados Unidos entre 1895 y 1965. (e) Numero de llamadas recibidas de usuarios telefénicos de
la compafiia AT&T en los Estados Unidos para un solo dia. (f) Magnitud de temblores en California entre enero de 1910 y
mayo de 1992. La magnitud es proporcional al logaritmo de la maxima amplitud del terremoto, y por lo tanto la distribucion
obedece una ley de potencias aun cuando el eje horizontal es lineal. (g) Diametro de crateres lunares. El eje verticual se
mide por kildmetro cuadrado. (h) Intensidad maxima de rayos gamma emitida por llamaradas solares, el conteo es por

segundo, medido desde la érbita de la Tierra entre febrero de 1980 y noviembre de 1989.

V. MODELOS TEORICOS DE DISTRIBUCION DE INGRESO

Con base en lo explicado para distintos modelos de distribucidon de dinero y riqueza, asi como los
diferentes comportamientos matematicos que rigen su dinamica, se plantea ahora el modelaje de
distribucion de ingreso. El ingreso r; es el influjo de dinero por unidad de tiempo a algun agente i.
Si el balance monetario m; es analogo a la energia, entonces el ingreso sera analogo a la potencia,
definida como el flujo de energia por unidad de tiemp021. Conceptualmente deberia distinguirse
entre las distribuciones de dinero y riqueza: mientras el dinero es regularmente transferido de un
agente a otro en transacciones por pares, no es tipico para los agentes intercambiar porciones de
sus ingresos [21]. Sin embargo, transferencias indirectas de ingreso pueden ocurrir cuando un
empleado es promovido y otro cesado o pierde su nivel mientras el presupuesto total es ajustado, o
cuando una compafiia obtiene un contrato mientras la otra lo pierde, etcétera. Una aproximacion
razonable, que tiene una larga tradicion en la literatura econémica, es tratar el ingreso individual r

como un proceso estocastico y estudiar su distribucidon de probabilidad. En general, se puede

: : . s mi(t+ 1)\ _ - my(t)
estudiar un proceso markoviano generado por una matriz de transiciones (m]_(t " 1)) =M (mj(t))

de un ingreso a otro, donde m;(t) es el ingreso del agente i al tiempo t y la matriz de colisiones M
define el proceso de intercambio descrito en la Fig. 4. En el caso en el que el ingreso r cambia por
una pequefa cantidad Ar sobre un periodo de tiempo At, el proceso markoviano puede ser tratado
como difusién de ingreso, por lo que puede aplicarse la ecuacion general de Fokker-Planck para

describir la evolucion temporal de la funcion de distribucion de ingreso P(r, t):

_ ) (@)

oP @ [AP N 6(BP)] -
at ~ ar or I’ At 2At (25)
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Donde los coeficientes A y B son determinados por el primer y el segundo momentos de cambios
de ingreso por unidad de tiempo. La solucion estacionaria d,P = 0 de la ecuacién (ecuacion de

difusion de Fokker-Planck) obedece la siguiente ecuacion con la solucién general:

d(BP) c [AG) ,
Era —AP, P(r) = mexp (— J-B(r’) dr ) (26)

Para la parte baja de la distribucion resulta razonable asumir que Ar es independiente de r, esto
es, los cambios en el ingreso son independientes del ingreso mismo. Este proceso es denominado
difusién aditiva [28]. En este caso, los coeficientes en la ecuacion (ecuacion de difusion de Fokker-
Planck) son constantes A,y B,. Entonces la ecuacién (ecuacion anterior) da la distribucion
exponencial P(r) «< exp(—r/T,) con la temperatura de ingreso efectiva T, = By/4, [21]. La
coincidencia de este resultado con la distribucién exponencial de Boltzmann-Gibbs (6) y (12) no es
accidental. En efecto, en vez de considerar interacciones por pares entre particulas, se puede
derivar la ecuacion (6) considerando transferencias de energia entre una particula y una gran
reserva, siempre que el proceso de transferencia sea “aditivo” [21] y no involucre una
discriminacion de tipo demonio de Maxwell [28]. Aunque dinero e ingreso son conceptos diferentes,
pueden tener distribuciones similares debido a que estan gobernados por principios matematicos
similares. Esta bien demostrado por distintos autores (Dragulescu y Yakovenko 2000; Slanina
2004; Cordier, Pareschi y Toscani 2005) que los modelos transferencia de dinero por pares pueden

ser descritos con cierto limite por la ecuacién de Fokker-Planck.

Por otro lado, para la parte alta o cola de la distribuciéon de ingreso, es razonable esperar que
Ar < r, i. e., los cambios en el ingreso son proporcionales al ingreso mismo [21]. Esto es conocido
como el principio de proporcionalidad de Gibrat [29], y el proceso se denomina difusion

multiplicativa [28]. En este caso, A = ar y B = br? y la ecuacién (26) da una distribucion de ley de

potencias P (1) « 1/r,,[+1 cona=1+a/b.

Generalmente los ingresos de la clase baja provienen de sueldos o salarios, en donde un proceso

aditivo es apropiado, mientras que en los ingresos de la clase alta vienen de bonos, inversiones,
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ganancias de capital entre otros, calculados en porcentajes, en donde aplican procesos
multiplicativos. Sin embargo, tanto procesos aditivos como multiplicativos pueden coexistir [21]. Si

asumimos que ambos procesos no estan correlacionados, tendremos A =A;,+ar y B=B, +

br? = b(ry +1%), con ry? = Bo/b. Por lo que, sustituyendo en (26), se obtiene la expresién [21],

e —(ro/Ty)arctan(r/rg)

[+ G /m e

P(r) = (27)

La distribucion (27) interpola entre la ley exponencial para bajo r y la ley de potencias para alto r,
debido a que cada proceso, aditivo o multiplicativo, domina en su limite correspondiente. El cruce

entre los dos regimenes tiene lugar en r = r,. Este modelo, obtenido por Yakovenko en 2009 tiene
tres parametros a medir: La temperatura T, = AO/BO, el exponente de Pareto a =1+ a/b y el cruce

ingreso de la zona baja a la zona alta .

Para verificar empiricamente las hipétesis aditivas o multiplicativas, es necesario tener datos de
movilidad de ingreso, i. e., los cambios en los ingresos Ar de la misma gente de un afo a otro, sin
embargo, esto no es usualmente accesible de manera publica, aunque la demarcacion entre
ambas zonas, ajustar las funciones correspondientes a cada una de éstas y encontrar sus
parametros caracteristicos, es como primera aproximacion, suficiente para un analisis de la

distribucién de ingreso.
VI. EVIDENCIA EMPIRICA DE DISTRIBUCIONES DE INGRESO Y RIQUEZA

Tras haber planteado los modelos de distribucion de dinero y riqueza siguiendo una distribucién ya
sea por Boltzmann-Gibbs o por ley de potencias y hablado de sus propiedades, asi como haber
discutido su matematica, se plantea ahora la evidencia empirica que se tiene de estas

distribuciones en datos del Reino Unido.

Tras analizar los datos de distribucidon de ingreso personal compilados por el Internal Revenue
Service (IRS) de retorno de impuestos en Estados Unidos para el periodo 1983-2001, Silva y

Yakovenko [28] encontraron, después de haber analizado las funciones de distribucion
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acumulativas C(r) (CDF’s), con r el valor del ingreso, para cada afo y graficadas en escala log-log,
que las distribuciones siguen para la zona baja la funcién de probabilidad del tipo Boltzmann-Gibbs
(alrededor de 97-98% de la poblacion) con una temperatura monetaria anual T, que oscilaba desde
los $19,000 ddlares en el afio 1983 hasta $40,000 en el afio 2001. También encontraron que

dichas graficas colapsan hacia una sola tras una normalizacion del ingreso (grafica de C(r) vs T/T ,
T

ingreso normalizado con la temperatura), lo que denotaria un equilibrio estadistico asociado al
equilibrio térmico en fisica [21] debido a que la distribucidon exponencial de la clase baja es muy
estable en el tiempo y uno de sus parametros esenciales, la temperatura monetaria T,,, cambia

poco y de manera lenta ano tras ano.

Por otro lado, para los puntos en la zona alta de la distribucion, no existe un colapso hacia una sélo
recta en escala log-log. Esta zona fue asociada con la distribucién de Pareto [21], encontrando que
el exponente de Pareto varia ano con afio, entre 1.4 a 1.8, concluyendo que no es universal. Los

datos obtenidos por estos autores se presentan en la figura V.

Salario ajustado al valor del dolaren 2001

4017 4017 401.70 4017

100%;

4900, 27.06 K8 ¢
» 150712770 KS |
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3

3
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1984, 20.27 k$
19+ * 1985,2115k$
1986, 2223 kS

1988, 2535 k$

+ 1989,26.38 k8

Porcentaje del numero acumulado de personas

0.019% i L L & T
0.1
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Figura IV. Porcentaje acumulativo de personas que ganan hasta cierto salario obtenido de su declaracién de impuestos en
Estados Unidos para diferentes afos. El salario aparece en el eje x (borde inferior) de manera que el promedio queda en 1
mientras que en el mismo eje, pero en el borde superior, el salario aparece en miles de délares ajustados al valor del dolar

en 2001. Se aprecian diferentes curvas para los afios ochenta y noventa. Silva y Yakovenko, Ref. 21.

Resultaria interesante comparar resultados teoricos para distribuciones de dinero y riqueza en
varios otros modelos con datos empiricos. Desafortunadamente dichos datos empiricos son

dificiles de hallar. A diferencia de los ingresos, la riqueza no es rutinariamente reportada por la
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mayoria de los individuos a su gobierno. Sin embargo, en algunos paises, cuando una persona
muere, todos los bienes deben ser reportados por propoésitos de impuestos de sucesion (impuesto
que se le aplica a una persona que acaba de heredar dinero o propiedades). Por lo que, en
principio, existen buenas estadisticas de distribucion de riqueza sobre los fallecidos, que, por
supuesto, es diferente de la distribucion de riqueza sobre los vivos. Usando y ajustando
procedimientos basados en la edad, género y otras caracteristicas de los fallecidos, La agencia de
impuestos o haciendo del Reino Unido (RU), Inland Revenue en inglés, reconstruyé la distribucion
de riqueza de toda la poblacion del RU (Her Majesty Revenue and Customs, 2003). La figura V
muestra los datos del RU para 1996 reproducidos por Dragulescu y Yakovenko (2001b). La figura

muestra la probabilidad acumulativa C(w) = f‘;o P(w")dw' como una funcion de la riqueza personal

neta w, que esta compuesta de bienes (efectivo, valores, propiedades, articulos de hogar, etc.) y
compromisos (hipotecas y otras deudas). Debido a que los datos estadisticos son usualmente
reportados a intervalos no uniformes de w, es mas practicos graficar la distribucion de probabilidad
acumulativa C(w) en lugar de su derivada, la densidad de probabilidad P(w). Afortunadamente,
cuando P(w) es una exponencial o una funciéon de ley de potencias, C(w) también es una

exponencial o una ley de potencias [20].

El panel principal en la figura V muestra una gréfica de C(w) en escala logaritmica, donde la linea
recta representa una dependencia de ley de potencias. La figura también muestra que la
distribucion sigue una ley de potencias C(w) « 1/w?® con exponente a = 1.9 para la riqueza mayor

a aproximadamente 100 k£.

Reino Unido, Datos de Hacienda para 1996

!

10%} Bolzmann-Gibbs

|

1% > Pareto

100%

0.1%

Porcentaje acumulativo de gente

0 20 40 60 80 100
Capital total neto, kilolibras

L
0.01%"0% 100 1000

Capital total neto (riquezal, kilolibras

53



Figura V. Distribucion de probabilidad acumulativa de la riqueza neta en el RU mostrado en escalas log-log (panel principal)
y log-lineal (recuadro). Los puntos representan los datos del Inland Revenue (Hacienda), y las lineas sdlidas estan

ajustadas por la exponencial (Boltzmann-Gibbs) y ley de potencias (Pareto). Dragulescu y Yakovenko, 2001b.

El recuadro en la figura V muestra los mismos datos en escala log-lineal, donde la linea recta

representa una dependencia exponencial: Se observa que, por debajo las 100 k£, los datos son
bien ajustados por la distribucién exponencial C(w) o exp (— Ti) con la temperatura efectiva de

riqueza T,, = 60 k£ (ésta corresponde a la riqueza media de 41 k£). La distribucién de riqueza esta
caracterizada por la ley de potencias de Pareto en la cola superior, mientras que en la parte baja
de la grafica, correspondiente a la gran mayoria de la poblacién (alrededor de 90%), la distribucion
esta caracterizada por la ley exponencial de Boltzmann-Gibbs). Se podria especular que la
distribucion de riqueza en la parte baja esta dominada por la distribucion de dinero, debido a que la
gente correspondiente no tienen otros bienes significativos (Levy y Levy, 2003), por lo que resulta
en una distribucion de Boltzmann-Gibbs. Por otro lado, la cola superior esta de la distribucion de
riqueza esta dominada por tasas de inversion (Levy y Levy, 2003), que implicaria una evolucion
temporal estocéstica de riqueza, lo que sugiere la presencia de una cola de ley de potencias como
un efecto de no-equilibrio que requiere constante crecimiento o inflacién de la economia, pero que
desaparece para un sistema cerrado con leyes conservativas, y que estan bien definidas por el

planteamiento descrito en la seccion sobre distribucion de Pareto.
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RESULTADOS
1. AJUSTE DE LA DISTRIBUCION DEL INGRESO EN MEXICO

En México, el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) publica, de manera bienal (a
partir del afio 1992 y con la excepcion del afio 2005 que, acorde al INEGI, fue un levantamiento
extraordinario), resultados sobre los ingresos y gastos de los hogares en su encuesta nacional de
ingresos y gastos de los hogares [41] (ENIGH). Las bases de datos con las que se trabajé son
archivos en formato DBF (data base file) que incluyen los ingresos mensuales y trimestrales de
cada individuo encuestado. Asi mismo, cada dato presenta varios folios. Uno de ellos es indicativo
del hogar al que pertenecen los individuos, por lo que con esto se pudo determinar qué ingresos
pertenecian a cada hogar mediante el acomodo por folio de los datos. Se encontraron hogares que
dependian hasta de 9 ingresos individuales. La suma de dichos ingresos resultaba ser el ingreso
mensual (o trimestral) por familia. Para el analisis de los datos realizado en este documento, se
consideraron los ingresos trimestrales familiares para los afios 1992, 1994, 1996, 1998, 2000,
2002, 2004, 2005, 2006 y 2008 considerando a su vez un ajuste inflacionario ajustado al valor
del peso mexicano en el afno 2012 (el ajuste se multiplicéd por cada dato de ingreso en las bases
de datos de los afos analizados). La cantidad total de datos para los ingresos individuales
oscilaba, dependiendo el afio, entre treinta y ciento diez mil, cifra que se vio reducida al considerar
los ingresos trimestrales familiares (entre diez mil y treinta mil dependiendo del afo). La
manipulacion de las bases de datos se realizé utilizando los softwares Microsoft Access 2010 y

Microsoft Excel 2010.

a. Estimacién de los parametros x,;, y a para la demarcacién entre la zona de

“ingresos bajos” de la zona de “ingresos altos”

Para determinar el valor de ingreso minimo x,,;,, a partir del cual existe comportamiento por ley de
potencias, el exponente de Pareto a y un “test de bondad de ajuste”, se utilizé6 cédigo de
programacion implementado en lenguaje Python por Joel Ornstein basado en la Ref. 25. Este script

implementa estimadores de méxima verosimilitud, tanto discretos como continuos, para el ajuste de
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distribuciones de ley de potencias a series de datos empiricos mediante la estadistica KS
planteada en el inciso ¢ de la seccion leyes de potencias del capitulo IV. Posteriormente a la
manipulacion de las bases de datos para obtener los ingresos trimestrales familiares, los archivos
fueron guardados en formato .dat para la aplicacion del script mencionado anteriormente usando
Python versién 5.7. Este mismo script calcula el exponente de Pareto utilizando la ecuacion (24).
Tanto el exponente, como el valor de ingreso minimo, ademas del porcentaje de ingreso
perteneciente a su porcentaje correspondiente de poblaciéon y finalmente, un ajuste de minimos
cuadrados generalizados (R?) obtenidos a partir de la prueba de bondad de ajuste para leyes de
potencias en cada afio son mostrados en la Tabla 1. A partir de estos datos, se obtuvo la
demarcacioén de las diferentes zonas de ingreso: la zona de ingreso bajo, ajustada por la ecuacién
(12) y la zona de ingreso alto, ajustada por la ecuacion (24) y cuyos parametros fueron obtenidos a
partir de las ecuaciones (23) para el valor de x,,;, ¥ (18) para el exponente de Pareto « mediante

las funciones de distribucion acumulativas o CDF’s.

ZONA DE INGRESO ALTO

Porcentaje del ingreso total

Afio/Pardmetro o x_min (§) Porcentaje de la poblacién total que se posee en esta zona R’
1992 2.653  79977.35 8.48 44,17 0.99
1994 2,999 81542.88 6.68 33.5 0.98
1996 3.43 124152 1.45 14.62 0.97
1998 3.029 57501.48 8.48 37.36 0.97
2000 3.122 86422.5 5.38 29.34 0.97
2002 3.701 143200.85 1.55 12.2 0.99
2004 3.274 115023 4.2 24.63 0.98
2005 3.118  72304.75 9.7 38.9 0.97
2006 3.325 107481.75 4.71 24.9 0.98
2008 3.062 84374.91 8.84 37.4 0.99

Tabla 1. Parametros caracteristicos de la zona de ingreso alto de la distribucién obtenidos para la demarcacion de la zona
de ingresos bajos a partir de las ENIGH’s. El valor de x,,;,, resulta ser el primer valor a partir del cual empieza la zona de
ingresos altos (esto es, comportamiento por ley de potencias) y, por ende, el valor en donde terminan los ingresos bajos. Se
muestran también el porcentaje de la poblacion total y su porcentaje del ingreso total que ésta posee, asi como resultados
de la prueba de minimos cuadrados sobre el ajuste de la ecuacion 22 obtenidos a partir de la prueba de bondad de ajuste

del script de Python basado en la Ref. 25 para los diferentes afios (1992-2008).
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Es importante mencionar que el ajuste inflacionario ' para establecer el valor de la moneda al valor
estandarizado del peso mexicano en el afio 2012 se realizé multiplicando un factor de actualizacion
calculado para cada afio por el valor de cada ingreso familiar [39]. Este factor se obtiene dividiendo
una variable denominada indice nacional de precios al consumidor (INPC) reciente (en este caso,
el INPC del afio 2012) publicado actualmente por el Banco de México, entre el INPC para el afio

respectivo”. Los valores de los distintos factores de actualizacion se muestran en la Tabla 2.

Ano Factor de Actualizacion
1992 6.29
1994 5.44
1996 2.8
1998 2.04
2000 1.67
2002 1.51
2004 1.38
2005 1.337
2006 1.285
2008 1.1627

Tabla 2. Factores de actualizacion del valor del peso ajustado al valor del mismo en el afio 2012. Estos factores fueron

multiplicados para sus respectivos afios por el valor del ingreso trimestral familiar de los datos de las ENIGH’s.

b. Graficas de los datos de las ENIGH’s del aino 1992 al 2008

A continuacién se muestran las gréficas de las funciones de distribucion acumulativas (CDF’s) con
y sin ajuste inflacionario de todo el intervalo del ingreso familiar. Las graficas incluyen el valor de la
“Temperatura monetaria” T,, obtenida a partir de un ajuste de minimos cuadrados usando la

ecuacion 12 aplicado a los datos correspondientes de la zona de ingresos bajos (x < xin)

10 . . -z _ . . . . . .
Se entiende por inflacién, el crecimiento continuo y generalizado de los precios de los bienes y servicios que se

expenden en una economia.

! E/ indice Nacional de Precios al Consumidor (INPC) es un indicador econémico que se emplea recurrentemente,
cuya finalidad es medir a través del tiempo la variacion de los precios de una canasta fija de bienes y servicios
representativa del consumo de los hogares. Es el instrumento estadistico por medio del cual se mide el fendbmeno
econdmico que se conoce como inflacién. Asi, el INPC es a la inflacion lo mismo que el termémetro es a la

temperatura, el barémetro a la presion atmosférica o el velocimetro a la velocidad.
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mediante el programa Origin versién 8.6. En ningun caso el ajuste por minimos cuadrados dio un

valor menor a R? = 0.99 y el promedio para todos los afios de este mismo valor fue de (R?) =

0.995.
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Grafica I. Funciones de distribuciéon acumulativa (CDF) del ingreso trimestral familiar para la década de los afios noventa

(inciso a) y la década de los afios dos mil (inciso b), sin ajuste inflacionario obtenido a partir de los datos de las ENIGH’s

para cada afio. Cada punto representa, para el eje x, el promedio de los ingresos trimestrales (los promedios se realizaron

con aproximadamente 1000 datos para la zona de ingreso bajo y 100 datos para la zona de ingreso alto), mientras que para

el eje y, su respectivo promedio de porcentaje acumulado de personas que tienen ese determinado ingreso. Las curvas

continuas son los respectivos ajustes para cada serie de datos (exponencial de la ecuacién 12 y por ley de potencias de la

ecuacion 22). La grafica se realizé de esta manera por cuestiones estéticas. Para el respectivo analisis se considero el total

de los datos (entre diez y treinta mil datos dependiendo el afo). Se muestran también las temperaturas monetarias de cada

afno. Se observa una clara demarcacion del ingreso en dos clases.
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A partir de ahora, se muestran las graficas considerando los ajustes inflacionarios mencionados
anteriormente y plasmados en la Tabla 2. EI comportamiento grafico es el mismo al de la Grafica I,
salvo que las curvas en la zona de ingreso bajo con el ajuste inflacionario, tienden a colapsar hacia
una sola curva, plasmada como una curva continla roja gruesa, tanto en la década de los noventa
como del dos mil.. Las graficas también incluyen la temperatura monetaria T, para los diferentes
afos analizados, valor que no cambio drasticamente afno con afo, salvo para la transicion de 1994

a 1996 y 2002 a 2004.
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Grafica ll. Funciones de distribucién acumulativa (CDF) del ingreso trimestral familiar para la década de los noventa (inciso
a) y dos mil (inciso b). La curva roja y gruesa de la zona de ingresos bajos es la curva hacia la que colapsan los datos de
todos los afios (caracterizados por los puntos transparentes), y las lineas rojas delgadas representan el ajuste para la zona
de ingresos altos (puntos con relleno). Nuevamente se muestran las temperaturas monetarias para cada afio y se observa

la demarcacién en dos regiones de todo el intervalo del ingreso.
Se encontré que las graficas para la zona de ingreso bajo graficadas en In(P(m)) vs m tienden
hacia una unica linea recta para el 90-98% de los datos, confirmando asi el comportamiento
exponencial por la ecuacion 12 para la zona baja de la distribucion (ajuste (R?) = 0.995). De las
pendientes de estas lineas rectas se determinan las temperaturas monetarias T,, para cada afio.

Asi mismo, de las gréficas en escala log-lineal se observa el colapso de todas las curvas de todos

los afos hacia una sola curva, lo que muestra que esta zona es muy estable, con un
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comportamiento cuasi-estacionario ya que esencialmente no cambié en el rango de 16 afios de
datos de ingresos, salvo por el incremento gradual del parametro T,,con el transcurso del tiempo y

que se vio mas brusco en las transiciones de los afios 1994 a 1996 y 2002 a 2004.

CDF DE INGRESO TRIMESTRAL FAMILIAR CON AJUSTE INFLACIONARIO
(LOG-LINEAL) 2002-2008

CDF DE INGRESO TRIMESTRAL FAMILIAR CON AJUSTE INFLACIONARIO

100.00% (LOG-LINEAL) 1992-2000 100.00%

o] s0% - Pendente T,, defa curva promediada

$27700.60

Pendsente T,, de la curva promediad

0% - 52221521

ao |

PORCENTAJE DEL NUMERO ACUMULADO DE PERSONAS
PORCENTAJE ACUMULADO DE PERSONAS

T T 1 T T T 1
8103 22026 50.674 100,000 8,103 22,028 59,874 160,000

LOG(INGRESO §) LOG{INGRESO $)

Gréfica lll. CDF’s exclusivamente de las zonas de ingreso bajo (exponenciales) trimestral familiar para los afios 1992-2000
(panel izquierdo) y 2002-2008 (panel derecho) graficados en escala log-lineal. Los puntos representan datos empiricos y la
curva roja la funcién promedio hacia la que colapsan todos los datos, tras el ajuste inflacionario. Dentro se encuentra el

valor de la pendiente, la temperatura monetaria T,,,, para cada funciéon promedio.

Por otro lado, para los ingresos x > x,,;, graficado en escala log-log se observa que las graficas
son lineas rectas que no colapsan hacia una sola recta. Esto significa que la distribucion cambia a
ley de potencias en esta zona, con el exponente de Pareto @ cambiante para cada afio. Pese a
haber utilizado el método de bondad de ajuste para el calculo del exponente de Pareto en vez de
determinarlo via las pendientes de las rectas de las graficas | y Il, los valores obtenidos mediante
éste ultimo no varian drasticamente respecto a los obtenidos por el script de bondad de ajuste de
la Ref. [25] (mediante la prueba de bondad de ajuste, se obtuve (R?) = 0.979). El parametro a
oscila entre 2.653 hasta 3.701, por lo que la ley de potencias no es universal para el ingreso alto.
Debido a que la ley de potencias decae en el ingreso m (para el comportamiento de de ley de
potencias x = m) mas lentamente que una funcidén exponencial, la cola larga de la distribucion
contiene mucho mas dinero (o ingreso) que la que se espera para la zona cuasi-estacionaria de la

distribucion.
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CONCLUSIONES

Gracias a la base de datos de la ENIGH fue posible el manejo adecuado de los datos con el fin de
saber qué familias dependia de cuales ingresos individuales. Con esto, fue posible obtener las
funciones de distribucion acumulativa (CDF) para cada afio y por lo tanto verificar (después de
ajuste por inflacion) que la distribucion del ingreso en México se caracteriza por dos clases
dominantes: la clase de ingresos bajos, regida por la distribucién de Boltzmann-Gibbs (promedio
de correlacion de 0,995) y la clase de ingresos altos regida por la distribucion de Pareto
(correlacion media de 0,979), similar a la distribucién del ingreso en otros paises reportado por
diferentes autores [8] [10] [11]. Asi llegamos a la conclusion de que las distribuciones propuestas
(Boltzmann-Gibbs de bajos ingresos y de Pareto de altos ingresos) son de caracter general para
México, independientemente del ano que se estudie. También se llega a la conclusién de que la
parte inferior de la distribucion es térmicamente estable o cuasi-estacionaria, con una temperatura
monetaria media trimestral (T,,) = $24,522.43 de 1992 a 2008 (ajustada al valor del peso mexicano
en 2012) debido a que las curvas colapsan hacia una sola en su correspondiente década y los
cambios de temperatura son lentos y poco bruscos, excepto para las transiciones del afio 1994 a
1996 y de 2002 a 2004, lo que significa una desestabilizacién para éstas zonas de las
distribuciones en dichos afnos y que pueden ser explicadas por diferentes causas econdémicas,

tales como la crisis que vivié el pais en 1994.

Ademas, se concluye que los ingresos de la clase baja sélo dependen de salarios, preservados de
forma local (principio de conservacion de dinero) y que sus operaciones de intercambio pueden
darse en interacciones entre pares de agentes (modelo cinético de transferencia de dinero) o entre
los agentes y un gran depodsito de dinero, lo que se refleja en su propia “estabilidad térmica”, ya
que, en principio, no tienen dependencia de variables muy complejas y cambiantes. Asi, se
refuerza la idea de una analogia entre sistemas estadisticos-termodinamicos (en particular la
distribuciéon de Boltzmann-Gibbs) con sistemas econdmicos, y como estos pueden ser modelados
desde perspectivas cinéticas de intercambio aleatorio de dinero (o ingreso) por parejas de manera

similar al intercambio de energia en choques moleculares en un gas ideal, considerando una
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cantidad conservada (que en economia resulta ser el dinero), como alternativa a modelos de la
economia neoclasica, mismos que utilizan procesos estocasticos para la descripcion de dinamicas
de ingreso o riqueza individual y con esto, derivar sus respectivas distribuciones de probabilidad
(aproximaciones por un solo cuerpo). Sin embargo, el estudio realizado en este trabajo para la
zona de ingreso alto de la distribucién (a partir, en promedio, alrededor de $ 95,000 pesos
mexicanos de ingreso trimestral) concuerda con la descripcidon histérica de tales ingresos
publicados en literatura econdmica. Ademas parece que los ingresos en esta zona dependen no
solo de salarios, sino ademas de algunos otros ingresos cuya estabilidad depende de muchos
otros factores y que parecen regirse por la distribucion de Pareto (correlacion media de 0.979);
estos ingresos pueden depender de inversiones, contribuciones en el mercado de valores, entre
otros, que no siguen un principio de conservacion local y cuya estabilidad es mucho menor que los
salarios convencionales, apoyandose en variables econdmicas mucho mas complicadas. Para el
analisis de distribucion de ley de potencias (distribucion que rige esta zona de ingreso), se tiene
que hacer uso de herramientas matematicas mas sofisticadas y novedosas explicaciones dadas
por la teoria de los sistemas complejos, algunas de ellas ya planteadas aqui, como las transiciones
de fase, y otras como la teoria de redes complejas. Sin embargo, para un analisis mas profundo
utilizando estas herramientas, se necesita mas informacién que la que nos pueden brindar las
ENIGH’s, tales como un seguimiento preciso para cada afo de cada uno de los agentes
econdmicos encuestados. Sin embargo, lo valioso es confirmar que el comportamiento por ley de
potencias se preserva en la zona de ingreso alto, como se ha publicado reiteradamente en la
historia de la literatura econdémica, desde los trabajos del mismo Vilfredo Pareto. Asi mismo, resulta
valioso confirmar el comportamiento exponencial en la zona baja de la distribucién en semejanza a
economias de distintos paises, y su explicacion desde la perspectiva de la fisica estadistica como
alternativa al modelo estocastico planteado por el economista R. Gibrat en su ley de crecimiento
proporcional. Esta perspectiva (de la econofisica) resulta ser mucho mas sencilla debido a que
contiene pocos parametros a medir, y que resultan ser concordantes con el modelo de gas ideal,
rompiendo con hipotesis fundamentales de la teoria econdmica convencional, tales como la

hipétesis de agentes racionales, ya que bajo la perspectiva de la teoria cinética, los agentes
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interactian de manera aleatoria buscando maximizar la entropia del sistema y no de manera
racional, buscando maximizar su ganancia, como propone el principio de maxima utilidad. Sin
embargo, recientemente se han publicado trabajos en donde relacionan este ultimo principio con el
principio de minima accion en fisica, que hacen ver que la naturaleza tiene su propio principio de

“ahorro”, por lo que se propone para posteriores trabajos el estudio de dicha relacion.

La teoria cinética de gases ideales aplicada a interacciones entre agentes econdmicos, las
transiciones de fase o las redes complejas, entre muchas otras teorias de ciencias duras y en
particular de fisica y, de manera mas actual, de los sistemas complejos, ofrecen explicaciones y
herramientas alternativas a las propuestas por economistas o sociélogos, que si bien, han hecho
grandes avances en la explicacién de diferentes fendmenos de areas sociales, también han
demostrado quedarse cortos para la correcta modelaciéon y formalizacion de otros tantos
fendomenos, tales como la distribucion del ingreso. Si bien, la econofisica no busca (ni buscara)
reemplazar a la economia como rama del conocimientos dedicada a éste tipo de estudios, puede
hacer grandes aportaciones que contribuyan en buena medida a la resolucién de problemas que
han afectado a la humanidad desde su origen, como la desigualdad social. Sin embargo,
primeramente es necesario comprender las dinamicas complejas de dichos sistemas, dinamicas
que dadas las herramientas convencionales, no han podido ser explicadas de manera suficiente,
por lo que es en este sentido que areas tan disimiles como las ciencias duras (fisica y sistemas
complejos) deberan conjuntarse con las ciencias sociales (economia o sociologia) para la mejor

modelacién de distintos fendmenos que nos atafien a todos.
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