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Introduccion

A grandes rasgos, un espacio universal para una clase de espacios topolégicos K,
es un espacio U € K tal que para cualquier X € K, existe un encaje j : X — U. El
ejemplo més simple de un espacio de este tipo, es el cubo de Hilbert @ = [0, 1]N, el
cual es un espacio universal para todos los espacios regulares segundo numerables.
Otro ejemplo es el cubo de Tychonoff [0,1]", el cual es un espacio universal para
los espacios de Tychonoff de peso a lo mas k.

Cuando la clase de espacios topoldgicos I tiene alguna estructura adicional, es
interesante preguntarse por la existencia de un espacio universal U que respete
esa estructura. Por ejemplo, si K es la clase de todos los espacios metrizables y
separables, entonces () es un espacio universal para K, pero el encajede j : X — @
(para X € K) no es una isometria. Sin embargo hay otros ejemplos de espacios
universales que si respeta esta estructura. Por ejemplo, el espacio de funciones
continuas C([0, 1], R) equipado con la norma del supremo es un métrico, separable
y completo que contiene copias isométricas de cualquier otro espacio métrico se-
parable (véase teorema . Otro espacio de este tipo es el espacio universal de
Urysohn U, el cual un espacio métrico, completo y separable y es el tinico espacio
que satisface las siguientes dos condiciones: 1) todo espacio métrico separable se
encaja de manera isométrica en Uy 2) si A, B C U son dos subconjuntos finitos y
j: A — B es una isometria entonces existe una isometria j : U — U que extiende
aj.

En este trabajo estamos interesados en encontrar un grupo topolégico I' que sea
universal para la clase de los grupos segundo numerables. Es decir, que I" es un
grupo segundo numerable y si G es cualquier grupo topolégico segundo numera-
ble, entonces existe j : G — I tal que j es a su vez un encaje topolégico y un
monomorfismo de grupos. Recordemos que un grupo topolégico es un grupo G
equipado con una topologia que hace continua la operacién del grupo y la funcién
que manda a cada elemento a su inverso.

Para ello desarrollamos el trabajo de V. V. Uspenskii [10], en el cual se prueba
que el grupo de automorfismos del cubo de Hilbert es un grupo universal para
la clase de los grupos segundo numerables. La demostraciéon de este resultado
requiere varios resultados preliminares. En este trabajo incluimos la mayoria de
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ellos. Sin embargo, hemos omitido la demostracion de aquellos que son muy béasicos
o conocidos.

Entre los resultados que se necesitan para entender la demostracién del resultado
principal de esta tesis, estd el Teorema de Keller. Este teorema nos dice que todos
los subconjuntos compactos, convexos y de dimensién infinita del espacio de Hil-
bert £9, son homeomorfos al cubo de Hilbert. La demostracién de este importante
teorema excede los propdsitos de este trabajo.

El presente trabajo queda enmarcado en el area de los Grupos Topoldgicos, aunque
tiene conexién con el Andlisis Matematico (en particular los espacios de Banach),
La teoria de las uniformidades, los espacios de funciones y la teoria de estructuras
Algebraicas en espacios topoldgicos. Por esta razon en la primera parte dedicamos
un espacio a cada uno de estos temas.

En el capitulo 1 desarrollamos y recordamos varios resultados de topologia general
y andlisis funcional que seran utilizados posteriormente. Damos particular impor-
tancia en desarrollar nociones béasicas de espacios de funciones ya que este tipo de
espacios es basico para nuestros fines. También introducimos brevemente la no-
cién de espacio uniforme, ya que esto ayudard en el siguiente capitulo a desarrollar
algunos resultados sobre la topologia de los grupos topolégicos. En el capitulo 2
se estudia todo lo referente a los grupos topoldgicos. Se veran algunos ejemplos
que seran utilizados posteriormente y se demostrara el teorema de metrizabilidad
de Birkhoff-Kakutani, el cual es béasico en la demostracién de nuestro objetivo
principal.

En la segunda parte se demuestra los resultados centrales de este trabajo. El capitu-
lo 4 estd dedicado a demostrar que el grupo de automorfismos del cubo de Hilbert
es un grupo universal para los grupos de segundo numerables (teorema .
La demostracién consiste en probar los siguientes dos resultados: 1) todo grupo
se encaja topoldgica y algebraicamente en el grupo de isometrias de un espacio
de Banach separable(teorema , y 2) el grupo de isometrias de un espacio
de Banach se encaja en el grupo de automorfismos de la bola unitaria del espa-
cio dual equipada con la topologia w* la cual es homeomorfa al cubo de Hilbert

(teorema 3.2.5)).

Por 1ltimo, para complementar este trabajo, en el capitulo 4, demostramos que el
espacio de funciones continuas C([0, 1], R) es un espacio universal para los espacios
de Banach separables (teorema . Es decir, para cualquier espacio de Banach
separable X existe un encaje lineal e isométrico j : X — C([0, 1], R). Observemos
que los espacios de Banach son un caso particular de grupos topolégicos. Como
corolario demostramos que el espacio C([0, 1], R) es un espacio universal para todos
los espacios métricos separables (Teorema .



Capitulo 1

Preliminares topoldgicos

1.1. Algunos resultados y definiciones basicas

Comenzaremos por recordar algunos resultados de Topologia General que seran
usados a lo largo del texto.

Proposiciéon 1.1.1. Sea X un espacio topoldgico compacto, Y un espacio topoldgi-
coTy y f: X —Y una biyeccion continua. Entonces f es homeomorfismo.

Demostracién. Lo tnico que hay que mostrar es que f~' : Y — X es continua,
para ello se mostrard que la imagen inversa de un cerrado es cerrado. Sea C' un
subconjunto cerrado de X. Como X es compacto entonces C' es compacto y como
f es biyeccién entonces existe C' C Y tal que f~1(C’) = C. Ademés puesto que f
es una biyeccién continua entones C’ = f(f~1(C")) = f(C) es compacto y como
Y es Hausdorff entonces C’ es cerrado por lo que f~! es continua. Con esto se
concluye que f: X — Y es un homeomorfismo. O

Proposicion 1.1.2. Sean X un espacio topoldgico, D un subconjunto denso de
X, Y un espacio topolégico Hausdorff y f,g funciones continuas de X en Y tal
que f(d) = g(d) para toda d € D. Entonces f(x) = g(x) para todo x € X.

Demostracion. Supongamos que existe x € X tal que f(z) # g(z). Como Y es
Hausdorff existen vecindades abiertas U, V ajenas y tales que f(x) € Uy g(z) € V.
Notemos que z € f~1(U) N g1 (V) := V,, por lo que V, es un vecindad abierta,
de z € X. Como D es denso, existe d € Dx tal que d € Vx, pero esto implica que
f(d) € Uy que g(d) € V. Como f y g coinciden en Dx, entonces f(d) = g(d) €
U NV. Pero esto es una contradicciéon puesto que U y V' son abiertos ajenos. Por
lo tanto concluimos que f(z) = g(z) para toda x € X. O

7
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Recordemos que un espacio X es localmente compacto, si para todo x € X y para
toda vecindad U, de z, existe una vecindad V, con cerradura compacta tal que
eV, CVyCU,.

Evidentemente si X es un espacio Hausdorff, X es localmente compacto si y sélo
si para cada x € X, existe K C X un subespacio compacto de X y un abierto U,
tal que x € U, C K.

1.1.1. Topologias débiles

Consideremos una familia de funciones F = {f, : X — Y, }aea, con X un conjun-
t0 y {(Ya, Ta) }aca una coleccién de espacios topolégicos. Ahora lo que se pretende
es asignar una topologia a X, que sea la minima topologia que haga continua a
cada f,. Notamos que para hacer esto posible, f,(U,) (con U, € 7,) debe ser un
abierto en X para cada a € A. Como la coleccién {f;1(Uy) : Uy € To}aca €s una
cubierta de X, entonces es subbase para una unica topologia a la que llamamos
topologia débil de X, generada por la coleccién de funciones F.

Definicion 1.1.3. Sea X un conjunto, decimos que X es un espacio pseudométrico
st existe una funcion d : X x X — R que cumple para cada x,y,z € X:

1. d(z,2) =0

2. d(z,y) = d(y, )

3. d(z,y) < d(z,z)+d(x,y).

Denotamos por (X,d) al espacio X con una pseudométrica d.

Notemos que la definicién anterior es practicamente la de espacio métrico salvo
que la hipdtesis de que d(x,y) = 0 no necesariamente implica que = = y.

Sea (X,d) un espacio métrico y A, B un par de subconjuntos no vacios de X.

Definimos la distancia de un punto z € X al conjunto A como

da(z) := d(A,x) = fng{d(x,a)}. Como A es no vacio entonces existe a € A,
ac

de manera que 0 < d(x, A) < d(a,z). Ahora consideremos la distancia entre dos
conjuntos d(A, B) := inf{d(a,b) : (a,b) € A x B}.

Notemos que las definiciones anteriores nos permiten formalizar la idea de lo que
entendemos por una distancia entre conjuntos, sin embargo, estrictamente no son
distancias. Lo que si cumplen son los axiomas para una pseudométrica. Para ver
esto notemos que d(A, B) puede ser cero sin ser el mismo conjunto. (Evidentemente
d(A,A) = 0, sin embargo) Sea X = N, A = {1} y B = {1,2}. Notemos que
d(A,B) =d(1,1) = 0 pero A # B.

Como nota adicional veamos que siempre que A sea un subconjunto cerrado de
X entonces d(x,A) = 0 si y sélo si z € A. Evidentemente si z € A entonces
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d(xz, A) = 0. Para la segunda implicacién notemos que como d(x, A) = 0 entonces
para todo ¢ > 0 existe a € A tal que d(z,a) < € y consideremos B(z,¢). Con
lo que se deduce que B(z,e) N A # () y por lo tanto x € A = A. Ademas si el
conjunto es compacto se pude mostrar que para toda x € X existe a € A tal que
d(z,A) =d(z,a).

Definicion 1.1.4. Sean X, Y espacios topoldgicos, A C X y
f A=Y una funcion continua. Decimos que F' : X — Y es una extension
continua de f si el siguiente diagrama conmuta.

x-toy

A

Teorema 1.1.5 (Teorema de Dugundji). Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial nor-
mado. Para cada espacio métrico X, para cada subconjunto cerrado A de X y para
cada funcion continua f : A — E, existe una extension continua F : X — E de f

tal que F(X) C conv(f(A)).

1.2. Topologias en espacio de funciones

Para empezar consideremos X, Y dos espacios topolégicos. Recordemos que Y X :=
{f : X — Y} esel conjunto de las funciones de X en Y y denotamos por C(X,Y’) C
Y X al subconjunto de las funciones continuas.

Existen varias manera de definir una topologia en C(X,Y).

Para cada punto x € X y cada abierto U € 7y definamos el siguiente conjun-
to
M(z,U) ={feCX,Y): f(x) e U}.

Consideremos la siguiente familia L := {M (z,U) :z € X, U € 7y }. Como Y € 7y,
L resulta ser una cubierta de C(X,Y’), de manera que existe una tnica topologia
para la cual L es subbase. Llamamos a dicha topologia la topologia punto abierta.
En otras palabras la topologia punto abierta es la que C'(X,Y') hereda de la topo-
logia producto de YX.

1.2.1. Topologia compacto abierta

Para cada compacto K C X, y cada abierto U € 1y, definimos
MK, U) ={feC(X,Y): f(K)CU}y sea

I'={M(K,U): K es compacto de X, U € 1y }.
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Al tomar esta cubierta como subbase obtenemos una tnica topologia en C'(X,Y)
de la cual I' es subbase. Esta topologia recibe el nombre de compacto abierta y
es mas fina que la punto abierta. Ademas, si X es discreto, entonces ambas topo-
logfas coinciden y C(X,Y) = YX. El espacio C(X,Y) equipado con la topologia
compacto abierta, serd denotado por C.(X,Y).

Definicién 1.2.1. Sean (X,7x), y (Y,7y) espacios topolégicos. La funcion § :
C(X,Y) x X =Y definida por Q(f,x) = f(x) es llamada la funcién evaluacion.

Teorema 1.2.2. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es localmente compacto,
entonces la funcion evaluacion es continua en Ce(X,Y) x X.

Demostracion. Sea (f,z) € Co(X,Y)xX yV C Y unavecindad de Q(f,z) = f(x).
Como f es continua y X es localmente compacto, existe un abierto W C X tal
que W es un conjunto compacto que cumple:

reWCWcfYV).

Entonces M (W, V) es una vecindad subbésica de f en C.(X,Y) y por lo tanto
O := M(W,V) x W es una vecindad de (f,z) € C.(X,Y) x X. Lo que falta es
mostrar que Q(0) C V. Sea (g,2) € O, entonces z € W C Wy g(W) C V. Por lo
tanto (g, z) = g(z) € V, con lo que se prueba la continuidad de €. O

Definicién 1.2.3. Sean X un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico. Con-
sideremos K C X un subconjunto compacto de X y definamos para cada f €
C(X,Y) y cada € > 0 el conjunto

B(K, f,e) :={9 € C(X,Y): Sg}f;{d(f(fv%g(x))} <e}.

Teorema 1.2.4. Sean X un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico. En-
tonces la familia B := {B(K, f,e) : K C X compacto, f € C(X,Y),e >0} es una

base para la topologia compacto abierta en C(X,Y).

1.2.2. Topologia de la convergencia uniforme

Definicién 1.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que d es acotada si
sup{d(z1,x2) : 1,22 € X} < 00.

Definicién 1.2.6. Sea X un espacio topoldgico, y (Y,d) un espacio métrico. De-
cimos que f: X =Y es una funcion d-acotada si

sup{d(f(z1), f(z2)) : 1,22 € X} < 0.
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El conjunto de todas las funciones f : X — Y, d-acotadas y continuas serd deno-
tado por BC(X,Y,d) o simplemente por BC'(X,Y).

Proposicién 1.2.7. Sean X espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico y con-
sideremos BC(X,Y,d). Entonces la funcion d* : BC(X,Y,d) x BC(X,Y,d) - R
dada por d*(f,g) = sup{d(f(x),g(x)) : © € X} es una métrica en el espacio de
funciones BC(X,Y,d), a la que nos referiremos como la métrica del supremo . A
la topologia generada por d* se le llamard la topologia de la convergencia uniforme.

Notemos que si d es acotada entonces d* define una métrica sobre BC'(X,Y) =
C(X,Y). Decimos que una topologia para C'(X,Y’) es admisible si la funcién eva-
luacién es continua.

Teorema 1.2.8. Sean X un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico, Enton-
ces la topologia de la convergencia uniforme es admisible .

Demostracion. Sea (fo,x0) € C(X,Y)x X ye > 0. Llamemos U = B(fo(zo), §) C
Y. De manera que la continuidad de fp nos permite asegurar que f; Ywoy=v
es una vecindad abierta de wg. Sea W := Bg-(fo,5) C C(X,Y), y considere-
mos (f,z) € W xV = Z. Como f € W entonces d*(f, fo) < § por lo que
d(f(z), fo(z)) < §. Ademds como z € V entonces d(fo(x), fo(zg)) < § y por lo
tanto tenemos:

< d(f(x), fo(2)) + d(fo(=), (fo(xo))) < g + g —-.

Con lo que se concluye la continuidad de la funcién evaluacion. O

Lema 1.2.9. Sean X y Y dos espacios topolégicos, xo € X y A un subconjunto
compacto de Y. Si W es una vecindad de xg x A C X XY, entonces existe una
vecindad U de xq tal que U x A C W.

Demostracion. Sea W una vecindad de g x A C X x Y. Para cada (zg,a) €
{zo} x A existe un bdsico W, = U, x V, tal que (zg,a) € W, C W. Llamemos
W = {W, :a € A}, notemos que W es una cubierta abierta del compacto xg x A
n
por lo que existe una subcubierta finita { Wy, }7_ ;. Definamos el abierto U = [ U,,.
i=1
Notemos que U x A C W puesto que U x a C W para toda a € A. O
Teorema 1.2.10. Sean X y Y espacios topoldgicos. Entonces toda topologia ad-
misible es mds fina que la topologia compacto abierta .

Demostracién. Sea T una topologia admisible en C'(X,Y’). Basta demostrar que
todo subbésico de la topologia compacto abierta es abierto de 7. Sea f € M (K, U),
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es decir f(K) C U. De manera que Q(f, K) CU. Conloque f x K c QY U) e T
y como consecuencia del lema @ tenemos que existe Uy vecindad de f tal que
Ur x K C Q71 (U). Adem4s para toda h € Uy, Q(h x K) C U por lo que Uy C
M(K,U). Esto nos permite ver que

MEU) = |J U
feM(K,U)

Por lo que M(K,U) es un abierto de 7.
O

Corolario 1.2.11. La topologia de la convergencia uniforme es mds fina que la
topologia compacto abierta.

Demostracion. Por el teorema la topologia de la convergencia uniforme es
admisible, de manera que el teorema [1.2.10| nos permite concluir que la topologia
de la convergencia uniformes es mas fina que la topologia compacto abierta. [

Teorema 1.2.12. Sea X un espacio topologico compacto y 'Y un espacio métrico.

Entonces la topologia compacto abierta coincide con la topologia de la convergencia
uniforme en C(X,Y).

Demostracion. Sabemos que la topologia de la convergencia uniforme el mas fi-
na que la topologia compacto abierta (corolario . Falta demostrar que la
topologia compacto abierta es més fina que la de la convergencia uniforme. Pa-
ra ello, sea f : X — Y una funcién continua y demostremos que para cualquier
vecindad B(f,e) existe una vecindad O de la topologia compacto abierta tal que
O C B(f,e).

Sea B(f,¢) una vecindad de radio € > 0. Para cada y € Y sea V,, := B(y, §), como
f es continua entonces Uy := f~1(V,) es un abierto en X. Por la misma razén,
f71(V,) es un conjunto cerrado en X. De manera que U, C U, C f~(V,), por lo

que para cualquier par de puntos x, z € f(U,) tenemos que d(z,z) < § < §. Como
{Uy}yey es una cubierta abierta del compacto X existe una subcubierta abierta
{Uy, Yizr-

Para cada i € {1,...,n} sea W; := {y € Y : d(y, f(Uy,)) < 5}, es decir W; es
una vecindad del compacto f(U,,). Notemos que para cualesquiera dos puntos
2,y € W; tenemos que d(z,y) < je.

w

n o n I
Por construccién, f € (| M (U;, W;). Por otra parte si g € [ M (U;, W;), entonces
i=1 i=1
dada z € X existe, i € {1,...,n} tal que * € U; C U;. De esta manera, como
g(z) € W; y f(z) € W; concluimos que d(g(z), f(z)) < 3. Entonces

3
d*(f,9) < £<e
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De lo que se deduce que g € B(f,¢), y por lo tanto la topologia compacto abierta
coincide con la topologia de la convergencia uniforme.

O]

Definicién 1.2.13. Sea (x,d) un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico.
Se dice que una familia F C C(X,Y) es equicontinua en el punto xo € X si para
todo € > 0 existe una vecindad U de g tal que d(f(z), f(z0)) < € para toda x € U
y toda f € F. Diremos que F es equicontinua si F es equicontinua en x para toda
z e X.

Como veremos a continuacion, las isometrias de un espacio métrico son un ejemplo
de una familia equicontinua.

Teorema 1.2.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces la familia de isometrias
de X, 1s(X), es una familia equicontinua de funciones.

Demostracion. Sea € > 0, x € X. Entonces, para todo f € Is(X) se tiene que
d(z,z') = d(f(x), f(2)). Asi, siempre que d(z,2") < € se tiene que d(f(z), f(z')) <
e para todo f € Is(X). Esto quiere decir que Is(X) es una familia equicontinua.

L]

Teorema 1.2.15. Sea F C C(X,Y) una familia equicontinua, donde X es un
espacio topoldgico y 'Y un espacio métrico. Entonces la topologia compacto abierta
y la topologia punto abierta coinciden.

Demostracion. Denotemos por 7, a la topolgia punto abierta en F y por 7. a la
topologia compacto abierta en F. Claramente 7, C 7.. Para demostrar la otra
contencion recordemos que los abiertos de la forma

B(K, f,e) :={g€ C(X,Y): sg}g{d(f(x),g(m)),l( C X compacto}}

forman una subbase para la topologia compacto abierta (por el teorema [1.2.4)).
De manera que es suficiente mostrar que para toda f € F, B(K, f,e) N F es un
abierto en F respecto de la topologia 7).

Como F es equicontinua también lo es B(K, f,e) N F. Por lo tanto para cada
x € K existe una vecindad U, tal que para toda y € U, y toda g € F se cumple
que

d(g(z),9(y)) <

De esta manera, la coleccion {U,},cx es una cubierta abierta del compacto K,
por lo que podemos encontrar una subcubierta finita {U,, }7 .

Para cada i € 1,...,n llamemos V; a la bola abierta en Y con centro en f(x;) y
radio . Consideremos M (z;,V;). Claramente f € M (x;, V;) pues f(xz;) € V; para
toda i € {1,...,n}. Esto nos dice que



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES TOPOLOGICOS

n
O=(\M(=z:,Vi))nF
i=1
es una vecindad de f en la topologia 7,. Falta mostrar que O C B(f, K,¢). Sea
h € O, entonces h(z;) € V; para toda i € {1,...,n} de manera que

d(h(w), f (@) < 7.

Paracadax € K existe una j € {1,...,n} tal que z € Uy,. Entonces d(f(z), f(z;)) <
$. Ademds como h € O C F se satisface d(h(z), h(z;) < 5.

En consecuencia

d(f(x), h(x)) < d(f(x), f(z5)) + d(f(x;), h(z;)) + d(h(z;), h(z))
<itita
=3
Por lo que concluimos que sup,¢{d(h(z), f(z))} < 35 < ey por lo tanto h €
B(f,K,¢). O

Definicién 1.2.16. Sea X wun espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico.
Decimos que una sucesion de funciones continuas (fn)nen C C(X,Y) converge
uniformemente a f : X — Y. Si para toda € > 0 existe una N € N tal que
d(f(x), fn(x)) < € para todan > N y toda X € X.

Teorema 1.2.17. Sea X un espacio, (Y,d) un espacio métrico entonces los si-
guientes enunciados se cumplen:

1. Si (fn)nen C BCu(X,Y) es una sucesion que converge uniformemente a f :
X =Y, entonces f € BC,(X,Y).

2. La sucesion (fn)nen converge a f uniformemente si y solo si (fn)nen converge
a f en la topologia de la convergencia uniforme de BC(X,Y).

La prueba de este teorema se puede consultar en [7, Cororalio 46.6, Teorema
46.8].

1.2.3. Teorema de la funcion asociada

Sean X,Y, Z espacios topologicos y a : X X Y — Z una funcién continua. Consi-
deremos la funcién & : X — C.(Y, Z) definida como

[a(2)](y) :== a(z,y) paratoday €Y.

Diremos que « y & son funciones asociadas.
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Teorema 1.2.18. Sean X,Y, Z espacio topoldgicos y a: X XY — Z una funcion.
Entonces se cumple

a) Si « es continua, entonces & es continua.

b) Sia: X — C.(Y,Z) es continua y Y es localmente compacto, entonces a es
continua.

Demostracion. (a) Sea M (A, V) C C.(Y, Z) un abierto subbésico. Para demostrar
la continuidad de & es suficiente demostrar que &~ 1(M(A,V)) es abierto en X.
Sea &(xg) € M(A,V), entonces

a(zg, A) = [a(z0)](4) C V.

Ademds, como « es continua podemos asegurar que o' (V) es una vecindad abierta,
del compacto 29 X A y por el teorema [1.2.9] existe una vecindad U C X de zg tal
que

UxAca (V).

Ahora veamos que U C &~ 1(M(A,V)). Siz € U, se cumple que {z} x A C a~}(V)
de manera que

[6(z)(A)] = a(z, A) C V.

Por lo tanto &(x) € M(A,V), lo cual demuestra la continidad de é.

Ahora demostraremos b). Como & es continua, también lo es el producto & x Idy :
XxY = C.(Y,Z)xY,donde Idy : Y — Y es la funcién identidad en Y. Ademas,
como Y es localmente compacto, por el teorema la funcién evaluacién € :
C.(Y,Z) xY — Z es continua. Por lo que Qo (& x Idy) : X xY — Z es una
funcién continua. Notemos que

Qo (ax Idy)(z,y) = Ua(z),y) = [a(@)](y) = a(z,y),

para todo (z,y) € X x Y. Es decir Qo (& x Idy) = «, y por lo tanto se concluye
que la funcién « es continua. O

1.3. Uniformidades

Sea X un conjunto y consideremos A, B C X x X. Definamos los siguientes con-
juntos:

—A:={(x,y): (y,z) € A}.
A+ B :={(z,z): existe y € X tal que (z,y) € A, (y,2) € B}.
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En general A+ (B + C) = (A+ B) + C, pero no siempre se cumple la conmuta-
tividad A + B # B + A. Para cada n € N definimos nA, de la siguiente manera:
1A = Ay teniendo definido (n — 1)A definimos nA =14+ (n — 1)A.

La diagonal de X x X se define como el conjunto Ax := {(z,z) :x € X} C X x X.
Diremos que V C X x X es un entorno de la diagonal si cumple:

Ay CVyV=-V.

Denotamos por Dx a la familia de entornos de la diagonal.

Para cada (z,y) € XxX yV € Dx,si(z,y) € V € Dx diremos que la "distancia”
entre  y y es menor que Vy lo denotamos como |z — y| < V. En caso contrario
[z —y[ =V

Decimos que el didmetro de A C X es menor que V € Dx (denotado por §(A) <
V), si para cada par z,y € Ay V € Dx se cumple que (z,y) € V, es decir,
|z —y| <V o equivalentemente A x A C V.

De lo anterior podemos ver que para z,y,z € X y V, V1, Vs € Dx se cumple:
1) [z—2| <V

2) [t—y|<Vsiysolosi|ly—z| <V

3) Silzr—y|<Viyly—2z| < Vaentonces |z —z| < Vi + Va.

Sea x € X, V € Dy, llamamos la bola de radio r y centro en x al siguiente
conjunto

Vgl ={ye Xz —y|<V}={ye X:(z,y) € V}.
Paray, z € V(x] se tiene |[y—z| < Vy |[x—z| < V porlo tanto |[y—z| < V4+V =2V,
es decir §(V[z]) < 2V.

Para un conjunto A C X y V € Dy, por la bola de radio V con centro en A nos

referiremos al conjunto V[A] = |J V][z].
€A

Ahora veremos que todo espacio uniforme tiene asociada una topologia.

Definicion 1.3.1. Sea X conjunto, decimos que una subfamilia U de Dx es una
uniformidad si satisface:

Ul) SiV e U, W € Dx es tal que V. C W entonces W € U.
U2) Si V1, V, € U entonces Vi N'Va € UL

U3) Para cadaV € U eziste W € U tal que 2W C V.

U4) NU:=NU €U = Ay.
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La pareja (X, U) se llama espacio uniforme .

Definicién 1.3.2. Sea (X,U) un espacio uniforme, decimos que una subfamilia
B de U es una base para la uniformidad si para cada V € U existe W € 5 de tal
manera que W C V.

Para cada B base de U tenemos que si Vi,Vo € 8 C U, entonces V3 N Vo € U,
de manera que por la definicién de la base § existe V € g tal que V. C V3 N V.
También notemos que para cada V C 3 existe W’ € U que cumple 2W’' C V' y
para W', existe W € 8 cumpliendo W C W', con lo que 2W C V. También, como
B es una subfamilia de U, entonces NU C NG y ademads para toda V € U existe
W € B de manera que W C V' y por lo tanto NS C NU.

De lo anterior, toda base 8 de U cumple:

B1) Si Vi, V; € 3, entonces existe V' € [ tal que V. C Vi N Va.
B2) Para cada V € § existe W € (3 tal que 2W C V.

B3) Ng = Ax

Lema 1.3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Sea V := Vi NVy con V; € U para
i =1,2 entonces V|x] = Vi[z] N Va[x].

Demostracion. Seay € V[z| entonces de la definicién tenemos (x,y) € V := V1NV,
por lo que (z,y) € Vi y (z,y) € V2 con lo que se puede afirmar que y € Vi[z] y
y € Valz] es decir y € Vi[z] N Va[z]. Ahora sea y € Vi[x] N Vax]. Es decir y € Vi[z]
y y € Vaz], y entonces (z,y) € V; para i € {1,2}. Esto ultimo permite afirmar que
(x,y) € ViNnVa y por lo tanto y € V[z].

O

Todo espacio uniforme tiene asociada una topologia que estd muy relacionada al
concepto de uniformidad.
Teorema 1.3.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Definimos la siguiente familia

Tv:={U C X : para cadax € U existe V € U tal que V[x] C U}.

Entonces (X, 1y) es un espacio topoldgico T;.

Demostracion. De la definicién de 1y, se tiene que X,0 € 1y. Sean Uy, Us € Ty y
x € Uy N Us. Entonces existen Vi[z] C Us y Va[z] C Us respectivamente, tomando
V :=ViNV; tenemos Vx| = Vi[z]NVa[z] C Uy NUs, de manera que Uy NUs € 1y.

Ahora consideramos {U,}qec4 una familia de elementos de 7y y sea z € |J U,.
acA
Entonces existe a, € A tal que z € U,, y por lo tanto existe V,, € U tal que
Va, [x] C Uy, . De manera que z € V,, [z] C |J U,, lo cual implica que |J U, € 1.
acA acK
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Solo falta ver que es Tj. Para esto sea U = X — {z} y veamos que es abierto.
Por (U4) tenemos que para toda y # = existe V € U tal que (x,y) ¢ V es decir
x ¢ V]y|] por lo que V[y] C U. Con esto concluimos que U es abierto.

O]

De hecho todo espacio es uniforme si y solo si es un espacio de Tychonoff. Este
conocido resultado puede consultarse en [4, teorema 8.1.20].

1.4. Espacios de Banach

Recordemos que en un espacio vectorial normado (E, ||-||) es un espacio de Banach
si es completo; es decir, si toda sucesion de Cauchy es convergente en X. Ademas
para (E,||-||g), (F,||||r) espacios vectoriales normados decimos que una funcién
lineal f : E — F es acotada, si existe C' € R tal que

f@)lF < Cllzl|e

para toda x € FE.

Sean (E,||-||g), (F,||-||r) espacios vectoriales normados y f : E — F una funcién
lineal acotada. Vamos a denotar y definir la norma de f como

11 := sup{C - [|f(2)[|r < C||z|| para toda z € E} (1.1)

Las siguientes expresiones son formas equivalentes de calcular la norma del opera-
dor f.

] = mfeep{C [[f(@)][F < Cllal[e}

If1l = sup{C - MEE < )
A= sup{|[F@)lr : [[2]le < 1)
= sup{[[F@)lr + [[2]le < 1}

Sea (E,|| - ||), espacio de Banach. El dual de E es el conjunto E* :={f : E - R:
fes lineal y acotada.} Equipado con la suma de funciones y la multiplicacién E*
es un espacio vectorial.
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Definicién 1.4.1. Sea (E,|| - ||) espacio de Banach y E* su dual. La topologia
débil del espacio E es la topologia débil generada por la familia E*. Es decir,
la topologia de E es aquella que tiene como elementos subbdsicos a la familia
{f~Y(U): f € E*,U abierto en R}.

Dado un espacio de Banach E, el doble dual de E es el espacio
E*:={f:E*—R | feslineal y acotada} (1.2)

donde f: E* — R es acotada si lo es respecto a la norma definida (|1.1)).

Todo espacio normado se encaja en E** a través de la identificaciéon x — x* donde
x*(f) := f(x) para todo f € E*

Definicién 1.4.2. Sea (E,|| - ||) espacio de Banach. La topologia débil estrella
(o débil x ) denotado por w*, es la topologia débil en E* generada por la familia
E C E*. FEs decir, la topologia de w* es la que tiene como subbdsicos, a los
conjuntos:

{(z*)"YU)|U abierto deR ,xz € E}

= {flf(z) e U}.

En otras palabras, la topologia débil x, es la restriccion de la topologia de la con-
vergencia puntual (o punto abierta) en E* C RE.

Recordemos que una funciéon A : E — F, entre espacios vectoriales E'y F, es afin
si para todo x,y € E y para todo ¢ € [0,1], se cumple que Atz + (1 — t)x) =
tA(z) + (1 — t)A(y). Evidentemente toda funcién lineal es afin.

Definicién 1.4.3. Sea E un espacio vectorial. Decimos que B C E es convezo si
para toda x,y € B y para todo t € [0,1] se tiene que (1 —t)x +ty € E.

Lema 1.4.4. Sean E, F espacios espacios vectoriales, A : E — F una funcidn
afin y C C E, un conjunto convezo. Entonces A(E) también es convexo.

Demostracion. Para cualesquiera z,y € C'y t € [0, 1] tenemos que tx+(1—t)y € C,
de manera que tA(z)+ (1 —t)A(y) = Atz + (1 —1t)y) € A(C). Evidentemente esto
demuestra el lema. O

Definicién 1.4.5. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. Sea A C X no va-
cid, llamamos casco convexo de A, al conjunto convexo mds pequeno que contiene

a A.
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1.4.1. Teorema de Alaoglu

Teorema 1.4.6 (Alaoglu). Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. Denotemos
por Bi(0) :={F € X* | ||F||x+ < 1} a la bola unitaria del dual. Entonces B es
compacta con la topologia w* .

Demostracion. Consideremos el producto topolégico

K = H D, donde D, :={z € R: |z] < ||z]|}.
reX

Para cada z € X definimos el siguiente conjunto E, := {|F(z)| : F' € Bf(0)}.
Sabemos que F' € B} (0) es equivalente a que |F(z)| < ||z|| para toda x € X, con
lo que se puede afirmar que E; C D, y por lo tanto B} (0) C K. Asignando a cada
D, la topologia usual de R y al producto K, la topologia producto, podemos usar
el teorema de Tychonoff y concluir que K es compacto.

Observemos que X* C R* y K c RX. Asf B} (0) C K N X*.

Ademis la topologia w* en X* es la heredada e R¥, mientras que la topologia
producto en K también es la heredada de RX. Asf la topologia w* en B} (0) coincide
con la topologia heredada de K. por lo tanto habria que demostrar que B{(0) es
cerrado en K.

Tomemos fp € Bf(0) C K donde Bj(0) denota la cerradura respecto de la topo-
logia 7 en K. Consideramos z,y € X «a,5 € Ry e > 0. Llamemos

Vip :={f € K:[fo(Z2) — f(2)| <&}

para T,y y * = 2z, z = ¥y, z = ax + [y V}, es una vecindad de fy y por lo tanto
Vi, N Bi(0) es no vacfa, por lo que podemos tomar una f € Vy, N Bf(0). De la
linealidad de f tenemos que

folax + By) — afo(z) + Bfo(y) = (fo— ez + By) —alfo — f)(@) + B(fo — f)(y)

de manera que

| folax + By) — afo(z) + Bfo(y)| < (1 +|af +18])e.

Como ¢ > 0 puede ser tan cerca a cero como queramos, podemos concluir que fy
es lineal.
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Ahora nos tomamos € > 0,2 € X y llamamos a Uy, :={f € K : |f(z)— fo(z)| < €},
la cual es una vecindad de fy en K. La interseccion Uy, N B (0) es no vacia y por
lo tanto existe f € Uy, N Bf(0). Observemos que

[fo(@)] < [folx) = fl)| + [f(x)] < e+1

yva que f € Uy N B7(0). Como € es arbitrario, tenemos |fo(z)| < 1 para toda
x € X. Esto prueba que fy € Bf(0) y por lo tanto B} (0) = Bf(0), en el compacto
K. Asi podemos deducir que Bj(0) es compacto, como se querfa demostrar.

O

Teorema 1.4.7. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado y separable. Si K C
X* es w*-compacto entonces K es metrizable con la topologia w*.

Demostracion. Sea {,}neny un conjunto denso numerable en X, y consideramos
la familia {2} },en € X donde

xp(f) == f(xy,) para cada f € X~

Por definicién, cada z}, es w*-continua. Sean f y g dos elementos de X*. Si z (f) =
x) (), para todo n, entonces f(z,) = g(z,) para toda n. Tanto f como g son
continuas y como {x,}nen €s un conjunto denso en X por la proposicién m
concluimos que f = g. Esto implica que la familia {z*},cn separa puntos. Como
{z} }nen es una familia numerable que separa puntos de X*, entonces por el lema
7?7 se concluye que K es metrizable en la topologia w*.

O

1.4.2. Teorema de Hahn-Banach

Definicién 1.4.8. Sea (X, || - ||) espacio vectorial normado. Dada p : X — R
decimos que p es una funcional convezxa Si:

1) p(xz) > 0 para toda x € X.
2) p(x +vy) < p(x) + py) para toda x,y € X.
3) p(A-z) =X p(x) para toda X > 0.

Teorema 1.4.9 (Teorema de Hanh-Banach). Sean (X, ||-||) espacio vectorial nor-
mado, M un subespacio propio de X, f: M — R una funcional lineal, p: X — R
una funcional convexa tal que f(m) < p(m) para toda m € M. Entonces existe
F : X — R una funcional lineal, acotada tal que Flyy = f y F(z) < p(x) para
toda x € X.
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La demostracién del teorema de Hanh-Banach puede ser consultada, por ejemplo,
en [0, Teorema 2.2]|.

Teorema 1.4.10. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado sobre R. Sea xo € X
tal que xo # 0. Entonces existe una funcional lineal acotada F : X — R tal que:

1) F(zo) = [|zoll
2) ||F[| = 1.

Demostracion. Sea M = span(xo) = {\-xo : A € R}. Definimos la funcional lineal
acotada f : M — R como f(\-zg) = \-||zgl||, claramente f es una funcional lineal.
Veamos que es acotada. Para ello notemos que

[f(A-20)| = [[A- 2ol
De manera que |f(m)| = ||m|| para toda m € M y en consecuencia ||f|| = 1.
Ahora, sea p: X — R definida por p(x) := ||z||.

Notemos que [ F(A-20)| = A [[zolll = A [zoll = A p(t0) = p(A- o). Por o que
estamos en la condiciones del teorema de Hanh-Banach y por lo tanto existe
una funcional lineal acotada F' : X — R tal que F|y = f vy |F(x)| < p(z) para
toda x € X. Lo anterior implica que |F'(z)| < p(z) = ||z|| entonces ||F(z)|| <1
falta mostrar que ||F'(z)|| > 1. Para esto recordemos que como F' es extensién de
f entonces

L= [[f[l = sup{[f(m)] : [Jm]| = 1} < sup{|F(z)| : [[=]| = 1}.

Por lo tanto ||F|| = 1. Finalmente F'(\ - zg) = f(A-x0) = A - ||xo||. En particular
cuando A\ = 1, F(zg) = ||zo]|. O

1.5. El cubo de Hilbert

Sea I := [0, 1] con su topologia usual. Llamemos cubo de Hilbert al espacio de fun-
ciones I, con la topologfa punto abierta (o topologia producto) que es equivalente
a la compacto abierta al ser N discreto. El cubo de Hilbert serda denotado por la
letra @), y es un espacio compacto conexo y metrizable. Su topologia esta genera-

da por la métrica d : Q x Q — R, dada por d(z,y) = Y. Envnl Ademds Q es
neN
afinmente homeomorfo al subconjunto

Q' = {z = (zp)nen € {2 : z,, € [0,1]}

o0
donde fo = {x = (2,)neny € RN 3 22 < 00} es el espacio de Hilbert.
i=1
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Uno de los resultados méas importantes en topologia de dimensién infinita es el
Teorema de Keller [L5.1]

Teorema 1.5.1 (Teorema Keller). Sea K un subconjunto compacto, convexo, no
vacio y de dimension infinita de lo. Entonces K es homeomorfo al cubo de Hilbert

Q.

La demostracién del Teorema de Keller puede ser consultada en [11l, Teorema
8.2.4].

Recordemos que un espacio métrico completo es aquel en el cual las sucesiones de
Cauchy convergen. A continuacién veremos que el cubo de Hilbert (Q) y C.(Q, Q)
son espacios completamente metrizables.

o
Teorema 1.5.2. El cubo de Hilbert Q con la métrica d(z,y) = > @, es
i=1

completo.

Demostracion. Sea (z,)neny C @ una sucesion de Cauchy. Supongamos que cada
elemento de la sucesién es de la forma x, = (27,)jen. Entonces para toda e > 0y
J € Nfija existe una N; € N tal que para toda n,m > N; se cumple que

o=l e ] e

De esta manera |az:7]1 - aﬂn\ < ¢ para toda n,m > N;. Por lo que (x%)neN es una

sucesién de Cauchy para cada j € N. Como I = [0,1] es completo, para cada j

existe y/ € I tal que lim 27, = y/. Definamos y := (y/);jen € Q, y sea jo € N tal
n—o0

o0
que > % < §, de esta manera
i=jo

oo |:CZ —yi\ oo 1 c
n
D Ty = > 2 Sy
1=jo 1=Jo
2i—1.¢

para toda n € N. Ahora para cada 1 < j < jo, sea N; tal que |mfl — | < ==
para todo n > N; y sea Ny := max{N; : j < jo}. Asi podemos asegurar que

[h = ' | = |k — e 1 _ e, 1 e ¢
Y T A T S gt m<atlm<gtyee

1<jo i=jo 1<jo i=jo 1=Jo
para toda n > Ny y por lo tanto lim z, = y. ]
n—oo

Teorema 1.5.3. Sea X un espacio topoldégico compacto, Y un espacio métrico
completo. Entonces C.(X,Y) es un espacio completamente metrizable.
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Demostracion. Como X es compacto la topologia de C.(X,Y) estd determinada
por la métrica p(f,g) := sup{d(f(z),g(z))} = mé):éc{d(f(x),g(x))}. Demostrare-
zeX z€

mos que esta métrica es completa.

Sea (fn)neny C Ce(X,Y), una sucesiéon de Cauchy. Consideremos para cada z € X
la sucesion (fi,(x))nen. De esta manera d(f,(x), fm(2)) < p(fn, fm) < € para toda
n,m > N € N. Asi, la sucesién (f,(x))neny C Y es de Cauchy para cada = € X.
Por lo que existe f(x) € Y tal que

lim f,(x) = f(x).

n—o0

Consideremos la funcién f : X — Y. Para concluir la demostracién, en virtud del
teorema |1.2.17] es suficiente demostrar que (f,)nen converge uniformemente a f.

Dado € > 0, existe N € N tal que si n,m > N, entonces

d(fn (@), fm () < p(fn, fm) < €/2

para toda x € X. Si fijamos m y hacemos tender n a infinito llegamos a que
AF (@), fon(@) = N d(Fa(a). f(e)) < /2 < 2.

Como la desigualdad anterior es cierta para todo m > N y para todo x € X,
concluimos que (fy,)nen converge uniformemente a f, como se queria demostrar.

O
Corolario 1.5.4. El espacio C.(Q,Q) es completo.



Capitulo 2

Grupos topoldgicos

2.1. Grupos topoldégicos

Definicion 2.1.1. Decimos que un conjuto G es un grupo si existe una operacion
x: G X G = G que cumple lo siguiente:

G1) Eziste e€ G talque exg=g=gx*e paratoda g€ G(existencia del
neutro.)

G2) (gxh)xk=gx(hxk) paratoda g,h,ke€ G (la operacion es asociativa,).

G3) Para cada g € G existe un inico ¢ € G tal que gxg =e =g xg
(existencia de un inverso).

Cuando la operacién en el grupo es obvia, el simbolo se suele omitir.

Definicién 2.1.2. Sea (G, e,*) un grupo. Decimos que G es un grupo topoldgico
si existe una topologia, T en G que hace continuas a la operacion de grupo * :
GxG — G, (g,h) = g*xh y ala funcion que manda a cada elemento a su inverso
1.G=G,g—g!

Un grupo topoldgico G, serd denotado por (G,1¢) = (G, 16, ¢€).

Como ejemplos de estas estructuras tenemos a R, R™, cualquier espacio normado,
el grupo GL(n) y O(n), con la topologfa heredada de R"* y S! C C.

En un grupo topolégico, las traslaciones Ry : G — G,y Ly : G — G dadas por
Ry(x) = xg y Ly(x) = gz son continuas para todo g € G. Ademads satisfacen que
Rgyo Ry = Rpg, Lgo Lp = Ly y Re = Idg = L. En particular Ryo Rj-1 = Re =
R,-1 0 Ry y por lo tanto R, es una biyeccion con inversa continua, es decir R, es
un homeomorfismo. Andlogamente, cada L, es un homeomorfismo.

25
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De lo anterior inferimos que dado cualquier subconjunto O de un grupo topdlogico
Gy z € G el conjunto zO = {zolo € O} es abierto (cerrado) si y sélo si O es
abierto (cerrado). Andlogamente, Oz = {ox|o € O} es abierto (cerrado) si y sélo
si O es abierto (cerrado).

En particular, si U es una vecindad de la unidad de G, entonces Uz y xzU seran
vecindades de z para todo x € G.

Dados un grupo topolégico Gy V C G, definimos V! como V=1 := {v~! | v € V}.

Definicién 2.1.3. Sea (G, g, €) un grupo topoldgico. Sea V una vecindad abierta.
Decimos que V es simétrica si cumple que V =V 1,

Sean U,V subconjuntos de un grupo topoldgico G. Definimos el conjunto UV :=
{wv|ue U,V eV}

Lema 2.1.4. Sean (G, 7g,€) un grupo topoldgico y V una vecindad abierta de la
unidad. Entonces existe una vecindad simétrica de la unidad U tal que U -U C V.

Demostracion. Sea V € 7 una vecindad de la unidad. Notamos que e - e = e,
de manera que por la continuidad de la operaciéon tenemos que existen vecindades
V1, V5 de e tales que V7 - Vo C V. Ahora definimos U = Vi N Vfl NVoN V{l. Este
conjunto es no vacio ya que al menos contiene a e. Sea x € V1 N Vl_1 y veamos que
esta vecindad es simétrica. Como = € V; y & = y~! para algiin y € V; entonces
x7! =y € Vi, es decir z y su inverso 27! estdn en V;. Ademds z7! € Vl_1 al ser
inversode x € V1 y x € Vfl por estar en Vi N Vfl, con lo que podemos concluir
que tanto & como 2~ ! pertenecen a Vi N Vl_l. Esto nos dice que x € Vi N V1_1 si
y solosi z™! € 1 N Vl_l, con lo que (Vi N Vl_l)_1 ="n Vl_l. Evidentemente la
argumentacién anterior sirve también para probar que (Vo N ‘/2—1)71 =1 N VQ_I.
Ahora veamos que si W, W', son vecindades simétricas entonces W N W' también
es simétrica.

Sean W, W' abiertos simétricos no vacios entonces para = € (W N W’)~! se tiene
que x = 2z~ ! para algin z €¢ W N W' = W1 nW’'~! por lo tanto (W N W")~1 C
W=rnWw' =t Siz € W='nW'~! entonces existen y € Wy z € W' tales que
y~! =2 = 27! es decir z = y. De lo que se concluye (W N W/)~1 = W=t nWw’-1,

Entonces (W NW/ )"l =W=InW' =t =W NW’', con lo que WNW’ es simétrica
siempre que W y W’ lo sean. En nuestro caso podemos concluir que U = V; N
Vl_1 NN V2_1 es un abierto simétrico, ademas U C Vi y U C V5 por como se
define U y como V7 - Vo C V entonces U - U C V. ]

Lema 2.1.5. Sea G, un grupo topoldgico y V. C G una vecindad del neutro. Enton-
ces existe una sucesion {Up tnen de vecindades simétricas de la unidad de manera
que U2, | C U,.
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Demostracion. Sea V € 71¢ una vecindad del neutro, por la proposicién [2.1.4] sa-
bemos que existe una vecindad simétrica de la unidad U tal que U -U = U? C V.
Ahora definimos Uy := V' y U; = U. Supongamos que las vecindades estan cons-
truidas para toda k < n. Por la proposicién [2.1.4] existe una vecindad simétrica del
neutro U1, tal que Ug 41 C Uy,. Tomandonos la familia asi obtenida se concluye
la prueba. ]

Teorema 2.1.6. Sean (G,7q,e) un grupo topoldgico C C G un subconjunto ce-
rrado y K C G un subconjunto compacto tales que K NC = (), entonces existe una
vecindad V de e tal que

(K-V)n(C-V)=10

Demostracion. Por el lema para cada vecindad V de la unidad existe una
vecindad simétrica U de la unidad tal que U - U C V. Aplicando nuevamente el
lemma a U obtenemos una vecindad simétrica U’ de la unidad tal que

v-u-ut-ucv

Ahora, si K = () entonces KV = () y el teorema se cumple. Supongamos que K # (),
y consideremos x € K. Como la interseccion C'N K es vacia, x no estd en C, y por
lo tanto G\C' es un abierto de G que contiene a x. As{ tenemos que 27! - G\C' es
una vecindad abierta de la unidad para cada x € K, por lo que existe un vecindad
simétrica V, de la unidad tal que

Esto implica que z -V, -V, -V, € G/C y por lo tanto (z -V, -V, -Vz)NC = 0.
Ahora notemos que la simetria de la vecindad V,, nos garantiza que

2V, VonC-V, =0 (2.1)

En efecto, si no fuera asi podriamos tomar z en la interseccién, elementos v, v, v3 €
Vi, ¢ € C de tal manera que = - v - vy = 2z = ¢ - v3, con lo que se tendria que
c= x~vl~vg~113_1 ex-V, V-V, C G/C, contradiciendo que (z-V,,-V,-V,)NC = (.

Notemos ahora que el conjunto {z -V, : x € K} es una cubierta abierta para K

puesto que x = x - ey V. es un entorno simétrico de la diagonal para toda = € K.

Al ser K compacto existe una subcoleccién finita de puntos {z; : i € {1,...,n}}, tal
n n

que K C | x;-Vy,. Definamos V := () V,, y supongamos que (K-V)N(C-V) # 0

=1 =1
entonces existen kg € K, v,w € V y ¢g € C tales que kg - v = ¢p - w. Ademas,

como KV CK-V,, CK -V, -V, vy C-V CV,, para toda i € {1,...,n}, entonces
xi Vg, - Vi, NC - Vi, # 0 o cual contradice la igualdad O
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Teorema 2.1.7. Sean (G,7g,eq) y (H, T, en) grupos topoldgicos y f : G — H,
un morfismo de grupos. Si f es continuo en el neutro eq, entonces f es continuo
en todo G.

Demostracion. Sea g € G. Llamamos h = f(g) y supongamos que U es una vecin-
dad que contiene a h en H. Como la traslacién izquierda Lj es un homomeorfismo,
existe una vecindad V' C H de ey, tal que hV C U. De la continuidad de f en eg
se tiene que f(W) C V para alguna vecindad W de eg. Como L4 es un homeo-
morfismo de G en si mismo, el conjunto gW es una vecindad abierta de g. Ademés
tenemos f(gW) = f(g)f(W) = hf(W) =C hV C U ya que f es homomorfismo.
Asf concluimos que f es continua en el punto g € G.

O

2.1.1. Acciones de grupos

Definicién 2.1.8. Sea X un conjunto y (G, x) un grupo. Decimos que G actia en
X por la izquierda si existe una funcion 0 : G x X — X que cumple lo siguiente:
Al) O(e,x) =z,

A2) 0((g +h),x) = 6(g, 0(h, z)).

En la préactica y cuando no haya riesgo de confusién, el simbolo de la accién se
suele omitir y se sustituye por la yuxtaposicién de elementos. Es decir, en lugar
de escribir (g, z) escribiremos simplemente gx.

Para cada g € G, definimos 6, : X — X como §,4(z) = 6(g,z). Notemos que esta
asignacién es biyectiva puesto que

egh(x) = H(Qh,l‘) = 9(979(}7’7 x))
= ngh(ai)

y por lo tanto 0,0,-1 = 0,1 =0 = 0,1,y 0. = Idx. De esta manera 6,1, es la
inversa bilateral de 0, y por lo tanto ¢, es biyectiva para toda g € G.

Ademas notemos que la asignacién © : G — Biy(X), dada por ©(g) = 6,4, es un
morfismo de grupos donde Biy(X) :={f: X — X : f es biyectiva}.

Para cada z € X llamamos G, := {g € G : gr = z} ,al grupo de isotropia o
estabilizador de z.
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Proposicién 2.1.9. El morfismo © : G — Biy(X), inducido por la accion 0 tiene

nicleo Ker(©) = (| Gy
reX

Demostracion. Notemos que g € Ker(©) implica que 6, = 6., de manera que
gr = x para toda z € X, por lo que g € G, para toda = € X.

Reciprocamente si g € (| G, entonces gr = x para toda  y por lo tanto 6, = 6.,
zeX
lo cual implica g € Ker(0).

O]

De la proposicién [2.1.9| notamos que © es inyectiva si y sélo si (| G, = {e}. Si
zeX
una accién cumple esto entonces © : G — Biy(X) es un monomorfismo. En este

caso se dice que © es efectiva o fiel.

Si X es un espacio topoldgico y G es un grupo topoldgico diremos que G actua
continuamente en X (o equivalentemente que X es un G-espacio) si existe una
acciéon continua © : G x X — X. En este caso cada cada 6, es un homeomorfismo
y por lo tanto la accién induce un morfismo 0’ : G — Homeo(X).

2.1.2. Grupos de isometrias y automorfismos

Definicién 2.1.10. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos. Decimos que una fun-
cion f: X =Y es una isometria si se cumple :

d(z,y) = p(f(x), f(y)) para toda z,y € X.

Denotemos por Is(X) a la familia de todas las isometrias suprayectivas f : X — X.
Notemos que todo elemento f € I's(X) es un homeomorfismo.

Observemos que si f € Is(X) entonces f es biyectiva y f~! € Is(X). Adem4s
la composicién de isometrias es una isometria y Idy € Is(X). Esto implica que
Is(X) es un grupo. A continuacién veremos que la topologia punto abierta hace a
Is(X) un grupo topoldgico.

Teorema 2.1.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces (Is(X),0) equipado
con la topologia punto abierta es un grupo topologico,.

Demostracion. Necesitamos demostrar que la composicién es una operacién con-
tinua y la funciéon que manda a cada elemento a su inverso también.

Definimos B(x, f,e) := {g € Is(X) : d(f(x),g9(z)) < e} y U := B(f(x)) € 74.
Observando que B(z, f,e) C M(x,U) con lo que B(z, f,£) es un subbdsico pa-
ra la topologia punto abierta de Is(X). Reciprocamente, dados x € X, U € 7x
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y f € M(z,U) existe un ¢ > 0 tal que B.(f(z)) C U. Entonces B(z, f,e) C
M(x,U) y por lo tanto la topologia punto abierta y la generada por los abiertos
B(z, f,e),e >0,z € X, f € Is(X) coinciden.

Sean f,g € Is(X) y B(x,go f,e), consideramos V := B(z, f,5) y U := B(y, 9, 5)
con y := f(z), y demostraremos que para todo (g1, f1) € U x V, se cumple que
g0 f1 € B(x,go f,e).

Observemos que d(f1(x), f(z)) < § vy d(g1(y),9(y)) < 5 Como g1 y f1 son iso-
metrias se tiene que:

(g1 0 fi(@). g f(@)) <d(g10 fi(@), g1 f(@) + dlgr © f(@),g 0 f(x))
—d(f1(@), J (@) +d(g1 © f(@),g 0 ()
=d(fi(@). () + (). 9(y)) < 5 +5 =<

Asi se concluye que d(g1 o fi(x),go f(z)) < ey por lo tanto g1 o f1 € B(z,go f,¢),
mostrando asi la continuidad de la composicién.

Para demostrar que la funcién que manda cada elemento a su inverso es continua
veamos que g € B(z, f,¢) si y solo si g7! € B(f(x), f~!,¢). Para ello recordamos
que g € Is(X) siy sélosi g7! € Is(X) por lo que d(z, g~ f(x)) = d(g(z), f(z)) <
e. Esto tltimo permite afirmar (B(x, f,€))~! = B(f(xz), f~!,¢) es abierto en la
topologia punto abierta. De manera que tomar inversos es una funciéon continua,
y por lo tanto Is(E) es un grupo topoldgico. O

Corolario 2.1.12. Sea (X, || -||) un espacio de Banach. Sea Is(X) el grupo to-
poldgico de isometrias de X e Is'(X) el subconjuto de las isometrias lineales de
X. Entonces 1s'(X) es un subgrupo topoldgico de Is(X).

Demostracion. Como la composicion de transformaciones lineales es lineal enton-
ces Is'(X) es un subgrupo de Is(X) bajo la composicién. Por el teorema
la composicion es continua con respecto de la topologia punto abierta, de esta
manera, al restringir la operacién a Is’(X) también es continua. De manera andlo-
ga la funcién que toma inversos es continua. Por lo tanto Is'(X) es un subgrupo
topoldgico de Is(X). O

Definicién 2.1.13. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. Denotamos por Aut(X)
al conjunto de todos los homeomorfismos de X en X, equipado con la topologia
compacto abierta.

Es evidente que Aut(X) posee estructura de grupo usando la composicién de fun-
ciones como operacion. Lo que se vera enseguida es que bajo ciertas condiciones
la topologia compacto abierta hace a Aut(X) un grupo topoldgico.
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Definicién 2.1.14. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. Definimos la familia de
conjuntos M(F,W) := {h € G tal que h(F) C W}, donde F es cerrado y W
es abierto. Sea L := {M(F,W) : Fes cerrado y W es abierto}. Esta familia defi-
ne una subbase para una topologia Tay(x) llamada la topologia basada en cerrados.

Teorema 2.1.15. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico normal. Entonces (Aut(X), Tau(x)),
donde Tayi(x) €s la topologia basada en cerrados, es un grupo topoldgico.

Demostracion. Veamos como se comporta la operacion que manda un elemento a
su inverso. Sean F'y W subconjuntos de X tal que F' es cerrado y W es abierto.

(M(F,W) ™' ={h € Aut(X) : h~' € M(F,W)}
={h € Aut(X) : h}( CW}
={h € Aut(X): FC W)}t
= {h € Aut(X): h(X\W) X\h(W) C X\F}
= M(X\W, X\F).

Como F es cerrado, X\ F' es abierto. Andlogamente, como W es abierto, X\W es
cerrado y por lo tanto (M (F,W))~t = M(X\W, X\F) es abierto en T4y (x)-

Ahora veamos que la composicién es continua. Sean f, g € Aut(X) llamemos h =
fog y supongamos que U := M (F, W) es una vecindad sub-bésica de h, en T Aut(X)-

Al estar h € U, se tiene que f(g(F)) C W, es decir g(F) C f~1(W). Como f, g son
homeomorfismos, tenemos que g(F) es cerrado y f~!(W) es una vecindad abierta
de dicho cerrado. Como X es normal existe una vecindad V' € 7x tal que g(F) C
V CcV C f~1(W). Notemos ahora que M (F,V) € Taut(x) €s vecindad de g y como
V C f7Y(W), M(V,W) es vecindad de f. Sea (f',g') € M(V,W) x M(F,V).
Entonces ¢/(F) C V' y f/(V) C W, de manera que

fllg@)cfV)ycrvycw

y por lo tanto f' o g € M(F,W) = U. Esto hace evidente la continuidad de la
composicién. O

Observamos que si X es compacto y Hausdorff entonces K C X es compacto si y
solo si K es cerrado. Esto implica que la topologia basada en cerrados y la topo-
logia compacto abierta de Aut(X) coinciden.

Teorema 2.1.16. Sea (X, 7x) un espacio topolégico Hausdorff y compacto. En-
tonces Aut(X), con la topologia compacto abierta es un grupo topoldgico.
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Demostracion. Como X es Hausdorff y compacto entonces es normal. El teorema
2.1.15/ nos permite concluir que Aut(X) con la topologia compacto abierta es un
grupo topoldgico.

O

Para el siguiente corolario notemos que las hipdtesis no asumen que Aut(X) sea
grupo topologico.

Corolario 2.1.17. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico Hausdorff, localmente com-
pacto y sequndo numerable equipado con la topologia basada en cerrados (en este
caso coincide con la topologia compacto abierta). Entonces Aut(X) es segundo nu-
merable.

Demostracion. Sea B base numerable para X, denotemos por K la familia de
cerraduras de B que evidentemente es numerable. Notemos que podemos suponer
que By K es cerrada bajo uniones finitas.

Ahora sea C' un subconjunto compacto de X y C' C U, con U abierto de X. Para
cada ¢ € C existe una vecindad U, tal que ¢ € U, C U. C U, con U, compacto y
U. € B.

Al ser C un conjunto compacto de X y {U.}.cc una cubierta de abiertos bésicos
para C, existe una subcubierta finita {U,}I,; de C. Como B es cerrada bajo
n
uniones finitas podemos afirmar que K := |J U,, pertenece a la base. Observemos
i=1
que C C K C U puesto que cada U, esta contenida U y la unién de estos contiene
a C. En conclusién para cada subconjunto compacto C' de X existe K € K de tal
manera que C C K C U. Por lo que {M(K,W): K € K, W € B} es una subbase
numerable para la topologia compacto abierta de Aut(X) la cual nos induce una
base numerable para esta topologia.
O

Corolario 2.1.18. Consideremos el cubo de Hilbert Q := I". Entonces Aut(Q)
es un grupo topologico seqgundo numerable.

2.2. Uniformidades en grupos topoldgicos

Teorema 2.2.1. Sea (G,7g,€) un grupo topoldgico. Entonces existe una familia
de base local de vecindades simétricas de e.

Demostracion. Consideramos la familia W :={U : U € 7¢,e € U}, la cual es una
base local de vecindades del neutro e € G. Sea Ng(e) :={V:V=UNU':U €
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W}. Observemos que para cada U € W, el conjunto U N U~! es no vacio puesto
que ambas son vecindades de la unidad e. Ademés UNU ! es abierto en G al ser la
intersecciéon de dos abiertos. Si U € W entonces UNUL Cc Uy UNU~! € Ng(e).
Esto prueba que Ns(e) es una base local de vecindades en e. Veamos que Nj(e)
consiste de vecindades simétricas, esto se deduce de las siguientes igualdades:

UnUHt={yt:yecUnUu 1} =UnU,

vaquey e UNU tsiysolosiy teUNnU.

Asi concluimos que Ny(e) es una base local de vecindades simétricas en e.

Definicién 2.2.2. Sean (G,7g,e) un grupo topolégico y Ns(e) una familia de
vecindades abiertas simétricas de e en G. Para cada elemento V€ Ny(e), definimos
los siguientes tres subconjuntos:

O, :={(g,h) e GxG:gheV}
v={(g,h) €GxG:gh™t €V}
Oy =0, N Oy,

Notemos que O}, | 7 v Oy son no vacios puesto que (g, g) es elemento de cada
uno de ellos, para todo g € GG. Esto quiere decir que la diagonal de G x G esté con-
tenida en O%/ N Oy NOy.

Teorema 2.2.3. Sea (G,7g,¢) yv € Ny(e). Entonces: O, O, y Oy son entornos
simétricos de la diagonal, abiertos en la topologia producto de G x G.

Demostracion. Definimos funciones i,i, : G X G — G x G dadas por
Z.l(g7 h) = (g_lv h)
ir(g.h) = (g,h7")

que evidentemente son continuas pues coordenada a coordenada lo son. Conside-
remos ahora funciones i, : G X G — G dadas por

i1(g,h) =g th y ir(g,h) :== gh™t.

Ambas funciones son continuas por ser la composicién de una funcién continua y
la operacién del grupo. Asi, tenemos que
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O :={(g,h) € Gx G:gth eV} = (i) (V)
0} :={(g,;h) €GxG:h7lgeV}=(i,) (V)

Como son la imagen inversa de funciones continuas y V' C G es abierto, entonces
O%, y Of, son abiertos y por lo tanto también Oy también es abierto. Ahora
veremos que son entornos simétricos.

Sea (g, h) € OL,. Entonces g~'h € V e invirtiendo tenemos (¢~ 'h) "1 € V-1 =V ya
que V es una vecindad simétrica. Esto prueba que h='g € V, es decir (h, g) € O.,.
Asi tenemos que Oﬁ/ es un entorno simétrico. Los demas casos son andlogos. [

Lema 2.2.4. Sea (G, 7g,€e) un grupo topoldgico. Sean U,V elementos de Ns(e) y
n€Ntadque V* =V -V.V....VcCU. EntoncesnO%/ COb, nOy, C O y
nOy C Op.

Demostracion. Verificaremos que nO{/ C Ob, los demads casos son analogos. El
caso n = 1 es trivial, por lo que se asumird que n > 2, si (z,y) € nO%/ existen
elementos z1, ..., 2z, en G tales que (z;,zi+1) € O{/ para cada i € {0,1,....,n — 1}
donde zy = z y z, = y. Entonces (2;)"'z;11 € V parai € {0,...,n — 1} por lo que
tenemos que

n—1
ry = H Z;le_l eV*cU.
=0

Esto implica que (z,y) € Ob, que es lo que se queria demostrar.

Sea X un espacio topolégico y V una uniformidad en el conjunto X. Decimos que
la uniformidad es compatible con X si la topologia generada por la uniformidad
coincide con la topologia original de X.

Para cada U € V y cada z € X, definamos el conjunto

U] ={ye X : (z,y) €U}

Dicho conjunto sera llamado la U-bola con centro en x. De esta manera diremos
que la uniformidad V es compatible con la topologia X, si la U-bola con centro en
x es una vecindad de z para cada U € V y la familia de U-bolas es una base de
vecindades para la topologia original de X.
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Sea (G, 7g,e) un grupo topolégico y D¢ la familia de entornos simétricos de la
diagonal de G x G. Definimos los siguientes conjuntos:

VL :={D € Dg: O}, C D para alguna U € N,(e)},
V& :={D € D¢ : Of; C D para alguna U € Ng(e)},
Ve :={D € D¢ : Oy C D para alguna U € Ng(e)}.

Consideremos las siguientes tres familias de subconjuntos de G x G :

BL :={0! : V € Ny(e)}
B¢ :={Oy, : V € Nq(e)}
By :={Oy : V € N4(e)}

Para cada V € Ng(e), observemos que:

Ovlel = {y € G : (r,9) € Ov} = {y € G : (1,) € O} N O} )
={yeG:zlyeVin{yeG oy teV}=aVnVa.

La ultima igualdad se justifica por lo siguiente: zy~' € V si y sélo zy~ ! =v € V.
Como V es simétrica lo anterior sucede si y s6lo si yz~! = v~! € V, lo cual implica
que y € V. Esto prueba que Vo = {y € G : zy~! € V}. Andlogamente se prueba
quexV ={yeG:xlyeV}

Teorema 2.2.5. Sea G un grupo topologico Ty. Las familias Vé,VCS y Vg son
uniformidades en el espacio G con BZG,BE y Bg como bases respectivamente.
Cada una de las tres uniformidades es compatible con la topologia original de G.

Demostracion. Verificaremos el teorema para Vé yva que los demads casos son analo-
gos.
Hay que mostrar que VCZ_; satisface los siguientes axiomas:

(Ul) SSOe VL y OCW € Dg, entonces W € V.
(U2) Si 01,09 € Vcl; entonces O1 N Oy € V(l;.

(U3) Para toda O € V, existe W € V}, tal que 2W C O.
(U4)

U4) NV} = Ag.
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El axioma (U1) es evidente por la definicién de V. Para verificar (U2) tomemos
elementos arbitrarios O1, Oy de VCl;. Por la definicién de VCI; existen Vi, Vo € Ng(e)
tales que O{/i C O; para i = 1,2. Definamos V := V; N Vs, entonces V € N;(e)
y O{, € Vé. Como O{, - Oi/l N O€/2 C 0O1N0O2y O NOy € Dg concluimos que
0O1N0y € Vé.

Para probar (U3) consideremos O € V. Entonces existe U € N;(e) tal que O}, C
O. Sea V € N;(e) tal que V2 C U. Luego W = O}, € V/, y por el lema anterior
2W C O}, C O, lo cual prueba (Us).

Ahora sean z, y elementos distintos de G. Tomemos V' € Ny(e) tal que y ¢ zV. Esto
implica que (z,y) ¢ O{, y por lo tanto ﬂVé C Ag. Como Ag C OVC{,, concluimos
que Ag = NV}, es decir se cumple (U4).

Esto nos dice que Vé es una uniformidad en G. Se sigue de la definicién de Vé y
de BL., que BZG es base para la uniformidad V(l;.

Falta ver que Vcl; es compatible con la topologia de G. Sea O € Vcl; vy x € G.
Entonces existe V € Ny(e) tal que O}, C O. Tenemos entonces que O [z] C O[x],
y de la definicién se sigue que O%/ [x] = 2V. Esto implica que z € xV C O[x] y por
lo tanto O[z] es una vecindad de z en G. Asf la familia {O[z] : O € V} es una
base de vecindades para G en z. Esto implica que Vé es compatible con G.

O]

Definicién 2.2.6. Sea (G, 7G,e) un grupo topolégico. Decimos que una funcion
f + G = R es uniformemente continua por la izquierda si para toda € > 0 existe
O € V} tal que | f(x)—f(y)| < € siempre que (x,y) € O. Andlogamente se definen la
funciones uniformemente continuas por la derecha como las funciones f: G — R
tal que para toda € > 0 existe O € Vi tal que |f(x) — f(y)| < € siempre que
(x,y) € O.

Lema 2.2.7. Sea (G,7G,€) un grupo topoldgico. Una funcion f : G — R es
uniformemente continua por la izquierda st y solo si para toda € > 0 existe una
vecindad V' del neutro tal que |f(zv) — f(x)| < € para toda x € G y para toda
v € V. Andlogamente, una funcion es uniformemente continua por la derecha si y
sélo si, para toda € > 0 existe una vecindad W de e tal que | f(wx) — f(x)| < € para
toda x € G y para toda w € W.

Demostracion. Se probard para las funciones uniformemente continuas por la iz-
quierda, la otra afirmacién es andloga. Sea f : G — R uniformemente continua
por la izquierda, entonces existe V' € Ns(e) tal que |f(y) — f(z)| < € para toda
(x,y) € O%/. Esto tltimo es equivalente a que 2~ 'y € V, es decir 2 'y = v para
alguna v € V. Asi, y = zv y por lo tanto y € zV si y sélo si (z,y) € O{/. De
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aqui se deduce que |f(zv) — f(z)| < € para toda x € G,v € V. Notando que los
argumentos anteriores son reversibles, se tiene el regreso. O

2.3. Metrizabilidad en grupos topolégicos

Definicién 2.3.1. Sea (G,7g,e) un grupo topoldgico, y sea N : G — R una
funcion. Decimos que N es una prenorma si cumple:

(n1) N(e) =0,
(n2) N(zy) < N(z)+ N(y),
(n3) N(x) = N(z™1).

Lema 2.3.2. Sea N una prenorma en un grupo G. Entonces N(x) >0

Demostracion. Sea x € G. Para toda x € GG tenemos que
0= N(e) = N(zz™') < N(z) + N(z™) = 2N ().

Por lo tanto podemos afirmar que N es no negativa. ]

Proposicién 2.3.3. Sea N una prenorma en un grupo G. Entonces |N(z) —
N(y)| < N(xy~1), para toda x,y € G.

Demostracion. Por (n2) tenemos que (y) < N(x )+ N(x~1ly). Andlogamente,
N(z) < N(y) + N(y~'z) = N((y~t2)~!) = N(z'y). De las dos desigualdades
concluimos que |N(z) — N(y)| < N(xy™). O

Proposiciéon 2.3.4. Para cualquier prenorma N definida en un grupo G, se tiene
que Zn == {x € G : N(z) = 0} es un subgrupo de G.

Demostracion. Sea x € Zy. Entonces 0 = N(z) = N(2~ 1), de manera que 27! €
G. Por otro lado si x,y € Zy entonces 0 < N(zy) < N(z) + N(y) =0, de lo que
se concluye que zy € Zy, y por lo tanto Zy es un subgrupo de G. O

Si consideramos un a > 0 y una prenorma N, es evidente que aN sigue siendo
un prenorma. Tambien es claro que la suma de prenormas es una prenorma. El
siguiente lema nos da una manera de construir prenormas a partir de funciones
reales acotadas definidas en G.

Lema 2.3.5. Sea f una funcion real acotada definida en un grupo G. Definimos
la funcion Ny : G — R, por N¢(z) := sup{|f(yz) — f(y)| : v € G}. Entonces Ny
€s UNa Prenorma.
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Demostracion. Para verificar (nl) observemos que

Ny(e) =sup{|f(ye) — f(y)| : y € G}
=sup{|f(y) — f(y)|:y € G} = 0.

Para demostrar (n3), consideramos z € X. Entonces Ny(z™!) = sup{|f(yz~"!) —
f(y)| : y € G}. Haciendo el cambio de variable y = zz, notamos que

Ny(a™) = sup{|f(z227") — f(z2)

tz € G} =sup{[f(zx) - f(2)] : 2 € G},

ya que z — zx, es un homeomorfismo para toda z € G. Esto prueba que Ny (x71) =
Ny ().

Para demostrar (ng) observemos la siguiente desigualdad:

[f (zxy) — f(2)] < [f(zzy) — f(za)| + [f(z2) = f(2)].

Haciendo el cambio de variable w := zx obtenemos que

Ny(wy) =sup{|f(22y) — f(2)] : 2 € G}
<sup{|f(zzy) — f(22)| : 2 € G} +sup{|f(22) — f(2)| : 2 € G}
=sup{|f(wy) — f(w)| : w € G} +sup{|f(22) — f(2)| : v € G}
=Ny(x) + N¢(y).

O]

En general, una prenorma no es continua y el siguiente lemma nos ayuda a deter-
minar cuando lo es.

Lema 2.3.6. Sean (G,7g,e) un grupo topolégico y N una prenorma definida en
G. Entonces N es continua si y sélo si para toda € > 0 existe una vecindad U del
neutro e de manera que N(x) < € para toda x € U.

Demostracion. Evidentemente si IV es continua lo es en el neutro e y puesto que
N(e) = 0, se tiene la afirmacién. Para el regreso sea zgp € G y € > 0, entonces existe
una U vecindad de e, tal que N(x) < € para toda x € U. Definamos V' = zyU, de
manera que V' es una vecindad de z9. Notemos que y € V siy sélo si 2, Yy € U, por
lo que N(z;'y) < e. De la proposicién obtenemos que |N(zg) — N(y)| < e,y
por lo tanto N es continua en zp. O

Corolario 2.3.7. Sea (G,7g) un grupo topoldgico y N una prenorma continua
en G. Entonces N es uniformemente continua tanto por la izquierda como por la
derecha.
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Demostracion. Dado € > 0 por el lema existe una vecindad U del neutro tal
que N(z) < ¢ para toda z € U. Como

|N(20) — N(uzp)| < N(2025 'u™') = N(u™') = N(u) < e,

por lo tanto N es uniformemente continua por la derecha. Andlogamente N es
uniformemente continua por la izquierda.

O]

El lema anterior nos dice que toda prenorma continua en G es, uniformemente
continua tanto izquierda como derecha, respecto de las uniformidades derecha e
izquierda definidas en G.

Definicion 2.3.8. Sea N una prenorma definida en G.
Definimos By(e) = {x € G : N(z) < €}, la N-bola de radio €. Denotamos
By = By(1)

Evidentemente, cuando N es continua By (g) es abierta para toda € > 0.

Lema 2.3.9. Sea (G,7g,e) un grupo topolégico, {U, : n € N} una sucesion de
vecindades abiertas simétricas de e, tal que U2, C U, para cada n € N. Entonces
existe una prenorma N que satisface:

1 2
(nd){zr € G: N(z) < 2—71} CU,Cc{zxeG:N(z) < Q—n}.
En particular esta prenorma es continua y acotada.

Demostracion. Construiremos recursivamente una sucesién de vecindades V(r),
. T 1 1 1

donde 7 es un racional diadico tales que: V(gz) = Up y V(5%) - V(gr) C V(5H).
Definimos V(1) = Uy, y V(3) = Us. Evidentemente estas vecindades satisfacen

ya que:

V(%) .V(%) = U CUp=V(1).

Sea n € N. Asumiendo que tenemos definidas vecindades abiertas V(4 ) de e para
cada m € {0,1,2,...,2"}. Ahora definimos

pha) e V(ER)V(E)

para cada m = {0,1,2,....2" — 1} y



40 CAPITULO 2. GRUPOS TOPOLOGICOS

V() =V (5) e = (5)-

para cadam € {0,1,2,...,2"—1},n € N. Y definimos V(%) =G, sim > 2" Esto

nos esta definiendo un vecindad abierta V' (r) para cada racional diadico r < 1.

V(#) (2.5)

m 1 m+1
2Yovi= 2.
V() V) < v (o) 26)
Si m+ 1> 2", entonces la ecuacién [2.6] es evidente.

Supongamos que es cierta para todo k < ny todo m € {1,..., 2k — 1}. Demos-
traremos el resultado para n + 1. Cuando m = 2k, tenemos lo siguiente:

V(2Z1> 'V(2n1+1> - V(Qii) 'V(2n1+1> - V(%) 'V(2n1+1>
V(G ) =V (),

Lo anterior debido a la definicién M de V(%ﬁil ).

Ahora asumimos que 0 < m = 2k + 1 < 2"+ para algin entero k, entonces:

V(QZZL) 'V(2n1+1> - 25:11) 'V(2n1+1)
ﬁn) 'V<2n1+1> 'V<2n1+1>

;)'Un-i-l'Un-‘rlCV(k)'Un

z 2

2) V(5

Por hipétesis de induccién tenemos

V() V(o) e v ) v ) v () - v ()

Con esto se prueba la afirmacién.

Ahora definimos la siguiente funcién real definida en G.

f(z) :=inf{r >0:2 € V(r)} para cada z € G.
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La funcién esta bien definida ya que x € V(2) = G. De la inclusién antes obtenida
deducimos que como {Up,}nen es una coleccién de vecindades simétricas de la
unidad entonces

m m 1 m+1
V(g) < Vig) Vi) V(o) 27)
Sean 0 < r < s, tal que r = 2F, s = 2!, con k < I € N entonces
V(r) Cc V(s).

Adema&s notemos que si f(x) < r entonces z € V(r). Asi f es una funcién no
negativa acotada superiormente (por 2). En virtud del lema la funcién N
definida como N(z) = sup{|f(yz) — f(y)| : y € G} es una prenorma definida en
G.

Hay que mostrar que N satisface (n4). Supongamos que tenemos un elemento
z € G tal que N(z) < 5. Notemos que f(z) = |f(ex)) — f(e)| < N(z) < 5,
lo cual implica que x € V(i) = U,,. Esto demuestra la primera parte, es decir
{r€G:N(z)< 3} CU,.

Para la segunda contencién, que ademas implica la continuidad de IV, sea x €
V(Q%) = U, y notemos que para cualquier punto y € G existe un k € N, tal que
k2l < f(y) < £. Entonces y € V(&) por Como z € V(3), tenemos que
! e V(Z%), ya que N es prenorma, de manera que yx,yr ' € V(%)V(Q%) C
V(%) Con esto tenemos f(yz) < % y flyz~h) < inn De lo anterior y de
la desigualdad %21 < f(y) obtenemos f(yx) — f(y) < 3, flyz™!) — fy) < 5.
Como f(y) > k—1y f(yx) < % entonces f(y) — f(yx) > —2%. Asf se obtiene
que |f(yz) — f(y)| < 2% = Qn%l, para cada y € G, por lo que N(z) < 2,1%1 O
Teorema 2.3.10. Sea (G, 7G,€e) un grupo topoldgico. Para cada vecindad abierta
U del neutro e, existe una prenorma continua definida en G de tal manera que la

bola unitaria By esta contenida en U.

Demostracion. Por el lema tenemos una familia {U, : n € N} de la unidad
que satisfacen las condiciones del lema [2.3.9] con Uy = U. Considerando la prenor-
ma N del lemma [2.3.9] entonces By esta contenida en U y N es continua. O

A un grupo topolégico se le llama uniformemente Tychonoff izquierdo si para cada
vecindad abierta V' de e, se tiene un funcién uniformente continua izquierda en GG
tal que f(e) = 0y f(z) > 1, para toda x € G/V. De manera aniloga se puede
definir un grupo uniformemente de Tychonoff derecho, con la misma propiedad
pero con funciones uniformemente continuas por la derecha. Un espacio G, se lla-
ma de Tychonoff si para cada vecindad abierta de la unidad se tiene una funcién
uniformente continua izquierda y derecha tal que f(e) =0y f(x) > 1, para toda
zeG/V.
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Teorema 2.3.11. Cada Grupo topoldgico G es uniformemente Tychonoff.

Demostracion. Sea U una vecindad de la identidad e € G por el teorema [2.3.10
existe una prenorma continua, acotada en G, tal que By C U. De manera que
N(e) =0y N(z) > 1 para toda z € G\V. O

2.3.1. Teorema de metrizabilidad Birkhoff-Kakutani

Definicién 2.3.12. Sea (G, 7g) un grupo topolégico metrizable. Denotemos por dg
a la métrica de G. Decimos que dg es invariante izquierda si dg(z,y) = dg(gz, gy)
para cualesquiera x,y € G. De manera andloga decimos que dg es una métrica
invariante derecha si dg(z,y) = dg(zg,yg) para cualesquiera x,y € G.

A continuacién demostraremos el teorema de metrizabilidad para grupos topologi-
cos de G.Birkhoff y S.Kakutani.

Teorema 2.3.13 (G.Birkhoff y S.Kakutani). Sea (G,7g,e) un grupo topolégico
T1. Entonces G es metrizable si y solo si G es primero numerable.

Demostracion. Evidentemente si (G, 7g,e) es metrizable, es primero numerable.
Para la otra implicacién consideramos una base numerable {W,, : n € N} del neutro
e de G. En virtud del lema podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que cada W, es na vecindad simétrica. Definimos la siguiente familia de abiertos
{U, : n € N} donde Uy = Wy y Ugy1 se construye de la siguiente manera: Sea Vi
una vecindad abierta simétrica de e tal que V,f C Ug. Definamos U1 := VxNWi4 1.
Notemos que Ulfﬂ C sz C Wi v que Ugy1 C Wiy1. Por lo tanto para todan € N
se cumplen las siguientes propiedades:

a)U, C W,
b)UZ, 1 C W,

Por construccion, esta nueva familia vuelve a ser base local del neutro. Por el lema
existe una prenorma continua tal que B N(%n) C U, para cada n € N. Esto
nos dice que BN(Q%) es una base local en G para e.

Ahora, dados z,y € G definimos px(z,y) = N(zy~!). Hay que mostrar que ¢y
es una métrica en G que genera la topologia de G.

Claramente

pn(z,y) = N(zy™) >0,
para toda z,y € G. También ¢y (x,z) = N(zz~!) = N(e) = 0, para cada x € G.
Ahora supongamos que

on(@,y) = N(zy™") =0,

es decir zy~! € By(5:) C U, para toda n. Como G es Ty, () U, = {e} y por lo

neN

1

tanto zy~" = e o, equivalentemente z = y.
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Para verificar la desigualdad del tridngulo, consideremos x, ¥, z € GG. Entonces:

on(z,2) =N(zz71)
=N(zy 'yz™') < N(zy™ ') + N(yz™h)
=pn(z,y) + on (Y, 2).

Para la simetria sélo basta recordar que la prenorma cumple:
on(z,2) = NzzY) = N((zz7H ™) = N(za™!) = on(z, 2).
De manera que @y, es una métrica en G.

Notemos que la métrica del teorema [2.3.13] es una métrica invariante derecha, es
decir on(z,y) = ¢n(z2z,yz), para toda x,y, z € G. Esto se justifica usando:

on(zz,y2) =N(zz(yz)™h)
=N(zzz"'y™") = N(zy ') = pn(2,9).

Como N es continua, la vecindad de e. By(e) := {y € G : pp(e,y) < €} es abierta
para toda ¢ > 0, por lo que By(g)z es la py-vecindad de radio € en x es al ser la
traslaciéon un homeomorfismo en un grupo topoldgico y al ser ¢y invariante por
la derecha.

Ademads, por la propiedad (n4) del teorema concluimos que {Bx(€)}e>0
constituye una base local en e (respecto a la topologia original de G). Asi { By (¢)x :
x € G,e > 0} es una base de vecindades abiertas para la topologia generada
por de G y por lo tanto la topologia generada por ¢y coincide con la original.

Asi concluimos que G es metrizable.
O

Corolario 2.3.14. Sea (G,7¢g) un grupo topolégico primero numerable y Ty. En-
tonces G admite una métrica invariante derecha ¢ y otra invariante izquierda .
Ambas generan la topologia original de G.

Demostracion. Consideremos una prenorma continua N en G, como en la prueba

del Teorema Definamos ¢(z,y) := N(zy™') v Mz,y) := N(z~'y), como
se vio en el Teorema p es una métrica invariante por la derecha compatible
la topologia de GG. Como la inversién en G es un homeomorfismo tenemos que A
genera la misma topologia que ¢ y es facil ver que es una métrica. Ademas cumple
ser invariante izquierda ya que:

Mzz, zy) =N ((zz) 12y)
=N(z" 127 2y) = N 1y) = Mz, y).
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Capitulo 3

Un grupo universal segundo
numerable

En este capitulo demostraremos que el grupo de automorfismos del cubo de Hilbert
Q, equipado con la topologia compacto abierta, es un grupo universal para la clase
de los grupos segundo numerables. Comencemos el capitulo describiendo algunos
aspectos topoldgicos de Aut(Q).

3.1. El grupo Aut(Q)

Denotemos por Aut(Q) al grupo de todos los automorfismos del cubo de Hilbert Q.
Es decir Aut(Q) es el conjunto de todos los homeomorfismos de @ en @ equipado
con la estrucutra de grupo que genera la operacion composicién de funciones.
Al ser @ un espacio compacto, Aut(Q) con la topologia compacto abierta es un
grupo topoldgico (teorema . Ademas, por la misma razén, se deduce que la
topologia de la convergencia uniforme y la topologia compacto abierta en Aut(Q)
coinciden (teorema [1.2.12)). Esto quiere decir que Aut(Q) es metrizable.

En general, un espacio métrico compacto y la métrica del supremo:

p(f,g) == supd(f(z),g(x)) (3.1)

zeX

genera la topologia compacto abierta en Aut(X) (teorema|1.2.12)).

Teorema 3.1.1. Sean (X,d) un espacio métrico compacto, y p la métrica del
supremo en Aut(X). Entonces la funcion D : Aut(X) x Aut(X) — R definida por

D(f,9) :==p(f.9) +p(f 97"

es una métrica compatible con la topologia compacto abierta en Aut(X).

45
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Demostracion. Claramente D es un métrica en Aut(X). Por otra parte, como
p(f,9) < D(f,9), la identidad Id gy (x) : (Aut(X), D) — (Aut(X),p) es continua.
Asi, la topologia generada por D es mas fina que la topologia generada por p.

Para completar la demostracion consideremos € > 0.y f € Aut(X). Por el teorema
Aut(X) es grupo topolégico, esto nos permite asegurar que la funcién que
manda a cada elemento de Aut(X) a su inverso es continua respecto a la topologia
compacto abierta, la cual coincide con la topologia generada por p. Por lo tanto
existe & > 0 tal que si p(f,g) < &', entonces p(f~',¢g7!) < § para toda g €
Aut(X).

Ahora definimos § := min{d’, 5}. Si p(f,g) < 0 entonces

D(f.9) = plf ) +p(f g <5 +5 ==

lo cual prueba que la topologia generado por p es més fina que la topologia generada
por D. Asi, concluimos que D es una métrica compatible con la original. O

Teorema 3.1.2. Sea Q) el cubo de Hilbert equipado con la métrica d definida
en la seccion . Sea p la métrica del supremo en Aut(Q)). Entonces la funcion
D : Aut(Q) x Aut(Q) — R definida por

D(f,g) :=p(f.9)+p(f 97"

es una métrica completa compatible con la topologia compacto abierta en Aut(Q).

Demostracion. Del teorema D : Aut(Q) x Aut(Q) — R dada por D(f,g) :=
p(f,9)+p(f~1,g71) es una métrica compatible con la topologia compacto abierta
definida en Aut(Q).

Veamos que (Aut(Q), D) es un espacio métrico completo. Sea (fp,)nen C Aut(Q) C
C.(Q,Q) una sucesién de Cauchy respecto de la métrica D. Como p(fy, fm) <

D(fn, fm) para toda n,m € N, (f,)nen es una sucesiéon de Cauchy respecto de la
métrica p. Asi, (fn)nen C Ce(@Q, Q) es una sucesién de Cauchy en el espacio métrico

completo (C.(Q,Q), p) (ver corolario , de manera que existe p € C.(Q, Q)
tal que

lim p(fn,¢) = 0.

n—o0

De manera anéloga se obtiene ¢ € C.(Q, Q) tal que

. -1 .
Jm p(f,9) =0.
Por el teorema la funcién evaluacién es continua en C.(Q, Q). Entonces:

v = lim fu(f7'(x) = ¢ o(x) para todaz € Q,
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por lo que ¢ o9 = Idg. Andlogamente,
x = lim f,'(fu(z)) = ¢ o @(x) para toda z € Q,
n—o0

por lo que ¥ o ¢ = Idg.

De lo anterior se deduce que ¢ € Aut(Q). Con lo que concluimos que D es una
métrica completa en Aut(Q). O

3.2. Encaje en un grupo de isometrias

Lema 3.2.1. Sea (X,d) un G-espacio, con una accion izquierda y supongamos
que d es invariante bajo traslaciones izquierdas para todos x,y € X y g € G. Sea
A C X y supongamos que A es G-invariante. Entonces A también es G-invariante.

Demostracion. Sea a € A. Entonces para todo € > 0 existe un a. € A tal que
d(a,a;) < e. Como d es una métrica invariante d(g * a,g * a:) = d(a,a:) < e.
Esto nos dice que g * a. € B(g*a,e), y por lo tanto B(g x a,e) N A # 0, es decir,
g*ac A O

Lema 3.2.2. Sean (G, 7g) un grupo topoldgico, E un espacio de Banach y D C E
un subconjunto denso. Supongamos que 0 : G x E — E es una accion que satisface
las siguientes condiciones.

1) D es G-invariante,

2) Olgxay es continua para toda d € D,

3) 0(g,-): E — E es una isometria para toda g € G.

Entonces 6 es continua.

Demostracion. Veamos primero que la funcién 6, : G — E es continua para toda

x € E, donde 6,(g) = 0(g,x). Sea z € E. Como D es denso en F, para toda ¢ > 0,
existe zp € D tal que |[x —xpl| < .

Por 2), 6,,, es continua y por lo tanto, dado g, € G existe una vecindad Uy, de go
tal que ||go * xp — h * xp|| < g, para toda h € Uy,. Asi, si h € Uy, entonces:
llgo * x — hxx|| <||go*x — go*xp|| + ||go * xp — h*xxpl|| + ||h * xp — h * x||

I3 3 e
—llo =l +ll90 % 20 — hxapl| +|lop — ol < £ + £+ 5 <,

ya que 0(go, ) y 0(h, ) son isometrias. De aqui se concluye que 6, es continua para
toda x € F.
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Ahora demostraremos la continuidad de § en todo G x E. Sean (g,z) € G X E,
€>0y U := B(z,5). Como 0, es continua, existe una vecindad V' de g en G tal
que [|g*x — h*z|| < § para toda h € V. Sea (h,y) € V x U entonces

gz —hxyl] <lgxz—hxz||+[[hxz—hxy|| = |lgz—hxz||+||z - y|\<2+§

Esto implica que 6 : G x E — E es continua. O

Teorema 3.2.3. Sean (X, ||-||) un espacio normado y F C X separable. Entonces
E := span(F) es separable.

Demostracion. Como F es separable, existe Dp C F denso y numerable. Definimos
n

el siguiente conjunto Dg = {>_ qiz; : ¢; € Q,z; € Dp}. Demostraremos que D
i=1

es un subconjunto denso y numerable en E. Consideremos g € F. Para todo € > 0

existe € D := span(F) tal que ||z — g|| < §. Como = € Dp, existen \; € R,

xz; € F conie{l,..,n} tales que:

i=1

Para cada i € {1,...,n}, sean ¢; € Q tal que |\; — ¢;| < €
v £; € Dp tal que ||:UZ —le < 5/75

Definamos Z por:

Z - &, (3.3)

Entonces z € D y

o — & < méx{; — qi] 6 € {1}y - 3 oy — ] < i = (3.4)

Por lo que
g =zl < llg — =l + [|lz — Z[| <e. (3.5)

Esto demuestra que Dg es denso en E. Como Dg es numerable, concluimos que
E es separable. Ademds, si Dg es invariante izquierdo entonces E es G-invariante.

O
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A continuacién se presentardn los teoremas base de este trabajo. Hasta ahora I's(E)
ha denotado simplemente las isometrias de F, en adelante y hasta el término de
esta seccién Is(E) denotard al subgrupo de isometrias lineales de E (Véase coro-

lario [2.1.12)).

Teorema 3.2.4. Sea G un grupo topoldgico T con base numerable. Entonces
existe un espacio de Banach separable E tal que G es topoldgicamente isomorfo
a un subgrupo de 1s(E) (las isometrias lineales de E). Es decir, existe un encagje
Y : G — Is(E) que a su vez es un monomorfismo de grupos.

Demostracion. Por el Teorema existe una métrica acotada d, invariante
por izquierda que determina la topologia de G. Sean z, g € G y definamos f,(g) =
d(z,g). Sean F = {f,: g € G} y Cp(G) el conjunto de funciones reales, continuas
y acotadas definidas en G con la métrica del supremo:

di(f,9) == sup,ea{lf(z) —g(2)[}.

Sea f, € F, entonces |fy(z1) — fg(x2)| = |d(g,z1) — d(g, z2)| < d(z1,x2) para toda
x1,T9 € G. Esto muestra que la familia F consiste de funciones continuas. Como d
es acotada tenemos que sup{|fy(x1) — fg(x2)| : 1,22 € G} es finito y por lo tanto
F C Cp(G). Sea

D := span(F)

en Cp(G) y
E:=D

la cerradura de D en el espacio de Banach Cy(G).

Veamos que F es separable. Para ello definamos la funcién ¢ : G — Cy(G) dada
por ¢(g) = fy. Primero veamos que ¢ es continua. Dada € G tenemos que

|fgr () = fg,(x)] = |d(g1, %) — d(g2,2)| < d(g1,92), para toda g1, g2 € G.

Tomando supremo sobre z € GG, tenemos que:

di(fg1, fg2) < d(g1,92) para toda g1, g2 € G,

y por lo tanto ¢ es continua. Ahora veamos que ¢ es inyectiva. Supongamos que
©(g1) = ¢(g2) para ciertas g1, g2 € G. Esto quiere decir que:

d(g1,x) = d(g2,x) para toda = € G.

Al evaluar en z = ¢g; obtenemos:

0=d(g1,91) = d(g2,91).
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Como d es métrica, podemos asegurar que g; = go y por lo tanto ¢ es inyectiva.

Ahora como ¢ es inyectiva y continua, resulta que ¢ es continua y biyectiva en
la imagen ¢(G). Como G es segundo numerable G es separable y por lo tanto
contiene un denso y numerable. Sea D un subconjunto denso numerable de G.
Sabemos que la continuidad de ¢ es equivalente a lo siguiente:

p(D) C (D).

Pero como D es denso esto nos da que:

p(D) = ¢(G) Cp(D)Np(G) C p(G).
De aqui concluimos que ¢(D) es denso en ¢(G). Como ¢ es inyectiva, tenemos que
lo(D)| = |D| = |N|. En conclusién, F = ¢(G) es separable.

Veamos que ¢ es isometria. Sean a,b € G. Ya observamos que

di(fa; f5) = ilelg{!fa(ﬂf) — folz)]} = igg{!d(a, z) —d(b,z)|} < d(a,b).

Por otra parte

d(a,b) = [d(a,b) = d(b,b)| = [fa(b) = f5(b)] < igg{lfa(w) = fo(@)|} = dufas Jo)-

De aqui concluimos que d(a,b) = di(fa, f») y por lo tanto ¢ : G — C(G) es una
isometria.

Para definir el encaje ¢ : G — Is(FE), definamos primero la accién 6 : G x Cy(G) —
Cy(G) definida por 6(g, f) := g - f, donde (g - f)(x) := f(g~'z). Lo primero que

hay que hacer es ver que 6 es efectivamente una accién izquierda.

1) (e- f)(x) = f(e 'x) = f(z) para todo z € X y por lo tanto e * f = f.

2) ((gh) - f)(x) = f((gh) " z) = f(h g~ e) = (h- f)(g~'2) = (g- (h- [))(x), para
todo x € X.
Esto implica que (gh) - f =g - (h- f) y por lo tanto § es una accién izquierda.

Aplicando la definicién de F y el hecho de que la métrica d es invariante por la
izquierda tenemos que

(9+ fa)(z) = d(a,g™"z) = d(ga, z) = fga(2).

Asi g - fo = fga Para todo a,g € G, y por lo tanto g - f, C F. Esto demuestra que
F es invariante bajo la acciéon ©.



3.2. ENCAJE EN UN GRUPO DE ISOMETRIAS 51

Ahora notemos que d, es G-invariante. Es decir d.(g- f,g-h) = d.(f, h) para todo
fiheCy(G)y g€ G. Sean f,h € Cp(G) y g € G. Entonces tenemos lo siguiente:

d(g- f,9-h) = ilelg{lf(g_l ) —h(g~'o)|} = zlelg{lf(y) —h(Y)l} = du(f; 1).

Ahora veamos que 6 es una accién lineal. Sean f,h € Cy(G), o, € Ry g € G.
Entonces dado = € G, tenemos que

(9-(af+Bh))(x) = (af+B8h) (g™ z) = af(g~ x)+Bh(g™ x) = alg-f)(z)+B(g-h) ().
Es decir, g- (af + 89) = a(g- f) + B(g* h). Con esto la funcién asociada 1) : G —
Is(E) C C(E, E) esté bien definida.

Adema&s con la linealidad de la accién podemos ver que D = span(F), es G-

n
invariante. En efecto si f = Y A;- fi € D, con \; € R, f; € F. Entonces g - (f) =
i=1

g- > Ni-fi=>_Ailg- fi), donde g- f; € F ya que F es G-invariante. Asi se deduce
i=1 i=1
que g-feD.

Lo que sigue es ver que 6 es continua en G x F. Sean (g, f,) € G x F. Como
R, : G — G definida por R,(z) := xa es continua, existe una vecindad O € 74 de
g, tal que d(ga, ha) < § para toda h € O. Sean h € O y [, € B(fa,§), entonces:

d*(h : faag ' fb) = Sug{’d(a7 hilx) - d(bagilx)’} = Sug{\d(ha, x) - d(gb7$)’}
S xe
< d(ha, gb) < d(ha, ga) + d(ga, gb)
= d(ha, ga) + d(a,b) = d(ha, ga) + ds(fa, f5) <&,
y por lo tanto H\fo es continua.

Ahora demostraremos que 0|gxp es continua. Para ello recordemos que la métrica

d, estd inducida por la norma del supremo Cy(G) dada por || f|| = sup{|f(z)|: = €

G}. Sea f € Dy consideremos 0 : G — Cy(G) definida por ¢(g) := 0(g, f) = g* [

Veamos que 6y es continua. Como f € D, existen f,, € F y a; € R\{0}, n € N,
n

tales que f = > a;fq,. Como 0|gxr es continua, para cada ¢ existe una vecindad
i=1

Ui de g tal que ||g - fa, — h - fa,l] < ﬁ para todo h € U;. Sea U := (U; y

o
=1
notemos que U es una vecindad de g. Ademds, para toda h € U se cumple que

g
— ==
nla;l

lg-f=nh-fll =D ailg: fo, = b fa)ll €D lailllg - fa, = b+ fall <D |
=1 =1 =1

Asi que 6 es continua para todo f € D.



52 CAPITULO 3. UN GRUPO UNIVERSAL SEGUNDO NUMERABLE

Sea (g,f) € G x D. Como §; es continua existe una vecindad U de g tal que
llg-f—h-f|]| <§ paratodo h € U. Sea V= B(f,5). Si (h,p) € U x V, entonces

9 £
Moo =g fl < Ilhe@—h-fll+ b f =g fIl < 5+ 5 =<

ya que |[|[h-o —h- f|| = ||¢ — fl|, por ser d, G—invariante. Esto demuestra que
0|axp es continua.

Por el lema la accion 0 : G x E — E es continua, como ya notamos antes su
funcién asociada 1) estd bien definida y esta dada por ¥(g)(f)(z) := f(g~'z). De
esta manera ¢ : G — Is(E) C C(E, E) es continua por el Teorema |1.2.18/ Ahora

mostraremos que % es un monomorfismo.

Dado f € E'y x € G, tenemos que

pan(f) () = ((ab) - f)(x) = f((ab)"'z) = f(b~"(a ')
(b f)la™'z) = (a- (b F))(x) = (ga° o) (f)(x)

De las ecuaciones anteriores obtenemos:
Pab = Pa © Pb (3.6)

y por lo tanto ¥ (ab) = 9(a) - 1(b). Note que ¢(e) = Idg. Ahora veremos que
es inyectiva. Sea g € G tal que ¥(g) = ¥(e), donde e es el neutro de G. Entonces
v(e) = e, ve(f)(x) = f(ex) = f(z) para toda f € E, x € G. Por otra parte
0q(f)(x) = f(g~'z), paratoda f € E y paratodax € G. Entonces f(g~'x) = f(x)
para toda f € F. Tomando f := f,-1 la cual estd dada por fy-1(z) = d(g~ ', 2),
concluimos que d(g~', g '2) = fg_1(g_1x) = d(g%,2) y evaluando en z = e
tenemos 0 = d(g~',g7!) = d(g~!,e). Como d es métrica, inferimos quee = g1 =g
y por lo tanto Ker(¢) = {e}.

Para completar esta demostraciéon hay que probar que ¥ es un encaje y para esto
se tiene que mostrar la continuidad de la inversa ¢! : ¢(G) — G.

Sea e € V una vecindad de la unidad en G. mostremos que la identidad de Is(E)
no estd en la cerradura de ¢ (G\V).

Sea £ > 0 tal que B(e,e) C V. Entonces para toda v € G\V C G\B(e,¢) se tiene
que d(v,e) > €. Sea fe(r) =d(z,e) € E'yv € G\V. Entonces tenemos lo siguiente:

di(P(v)(fe), () (fe)) = dulpu(fe), pe(fe)) = zggﬂfe(vx) — fe(z)[}

> | fe(v) = fe(e)] = |fe(v)| = d(e,v) > > 0.

Entonces d.(¢(v)(fe), (¥(e)(fe)) > € > 0 para cada v € G\V y por lo tanto, para
toda ¢p € P(G\V),

on & B(f, 1d1yp),€) = {en € Is(E) : du(pn(f)(2), pe(f)(2))) < €}
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para toda ¢ € (0,1). Es decir (G\V) N B(f, Id;sg),€) = 0. Por lo que Idrypg) ¢

P(G\V).

Con la propiedad anterior notemos que como Idyygy ¢ ¥(G\V) entonces, Idryg) €

Y(G)\Y(G\V). Por continuidad de ¢ : G — Is(E) tenemos que (G\V) C

P(G\V) y entonces

Tdry(m) € Y(GN\G(G\V) CU(GN\G(G\V).
Ast Idrgpy € Y(G)\Y(G\V) C(G)\¢(G\V). Ademas como 1) es biyeccién en la
imagen entonces ¥(G)\¢(G\V) = »(G\(G\V)) = (V) de manera que (Id;yp)) €

(W(G)\Y(G\V) C (V). Entonces

e =97 (Idp) € v (W(G)\WY(G\V)) C v (B(V)) = V.

Por lo que para la vecindad abierta V' de G definimos la vecindad abierta W :=
Y(G)\Y(G\V) de Idrypg) y concluimos que Y=Y (W) C V por lo tanto ! es
continua. Esto nos permite asegurar que ¥~! : (G) — G es continua y por lo

tanto ¢ : G — ¥ (G) es un homeomorfismo. O

Sea T : X — Y un operador lineal entre los espacios vectoriales X y Y. Para cada
f € Y* definiremos el operador T*(f) := foT. Asi T* : Y* — X™* es una una
transformacion lineal entre espacios de Banach.

Teorema 3.2.5. Sean E un espacio de Banach separable, B la bola (compacta)
unitaria del espacio dual E* con la topologia w* y sea I[s(E) el grupo de todas las
isometrias lineales de E. Para cadaT € 1s(E), denotamos por o(T) a la restriccion
a B del operador (T~1)*, es decir, o(T) := (T~1)*|5.

Si consideramos la topologia compacto-abierta en Aut(B), entonces

o:1s(E) — Aut(B)
es un encaje que ademds es un monomorfismo de grupos topoldgicos,.

Demostracion. Notemos que o esta bien definida, pues

lo(T) () @) = [[(f o T-H @) < NIANT @) = [Ja],

pues f € By T € Is(E), paratodaz € E. Asi ||o(T)(f)|| < 1, o equivalentemente
o(T) € Aut(B), de la definicién para la norma de los operadores. Demostremos la
parte algebraica. Es decir, que o es un monomorfismo de grupos.

Para ver que o es inyectiva, supongamos que 7' # H con T, H € Is(E). Entonces
existe v € E tal que T'(x) # H(z). Llamemos y = T'(x) y observemos que H ~1(y) #
T~(y), ya que, de no ser asi, H !(T(z)) = = y por lo tanto H(z) = T(z), lo cual
contradice nuestra hipétesis.
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Como H~1(y) # T~(y), por el teorema [1.4.10} existe f € B tal que
f(H Y(y) — T~(y)) # 0. Por lo tanto

Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Para ver que o es morfismo, consideremos f € B. En consecuencia,
o(ToH)(f)=(ToH) " )(f)=f(ToH)")=f(H1oT).
Por otro lado (o(T) o o(H))(f) = o(T)(f(H™')) = f(H™' o T~'). Note que

o(Idg) = Idp. Con esto se concluye que o es morfismo de grupos.

Para demostrar que o es continua, demostraremos que su funcién asociada 6 :
Is(E) x B — B definida por (T, f) = f o T~! es continua ( Ver Teorema .
B tiene la topologia w*, generada por la familia de funciones {z* : E* — R},cp,
donde z* esta definida por z*(f) := f(z). Sean U’ abierto de By 0(T,f) €

U’. Entonces podemos encontrar un abierto bésico U : ﬂ X (B(yi,ei)) tal
que O(T,f) € U C U'. Esto significa que (f o T~ 1)(x;) E B(yl,sz) es decir,
|(f o T7Y)(2;) — yi| < &; para toda i € {1,...,n}.

Sea € :=min{e; : i € {1,...,n}}. Para cada ¢ € {1,...,n} consideremos el subbasico
M(z;, B(z;, 5)) de Is(E) y definamos M := ﬁ M (z;, B(xi, 5)). Ademds consi-

i=1
deremos los subbdsicos M (z;, B(y;, 5)) y de manera andloga definamos el basi-

co M := ﬂ M (z;, B(y:, 5)). Consideremos el abierto basico Ml := M x M’ en
Is(E) x B y veamos que §(M) C U.

Recordemos que ||g(z)|ly < ||g]|-||z||x para todo operador lineal acotado g : X —
Y entre espacios vectoriales normados X,Y. Sea (H,g) € M C Is(E) x B. Como
H € Is(E), tenemos que ||H(z) — || = ||H (z) — z|| para toda z € E y como
g € B es un operador lineal acotado, se cumple que ||g(z)|| < ||g|| - ||=|| para todo
z € FE. Por lo tanto,

(g0 H™ ") (i) — il = (g0 H ") (wi) — g(i) + g(w:) — vl
< |g(H M (@:) — 2i)| + |g(z) — wil
<lgll - [1H " (i) — @il + |g(2i) — uil
< |[H (@) — mil| + |g(2:) — wil

g
= |[H (z;) — @l + |g(2i) — yz|< t5 =

2

Con esto ultimo tenemos que (M) C U C U’ de donde se deduce que 6 es continua,
y por el teorema [1.2.18] el teorema [1.2.15] y el teorema se concluye que la
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topolgia compacto abierta y la punto abierta coinciden en I's(F) asi que o también
es continua.

Para probar la continuidad de 0=! : o(Is(E)) — Is(E), como ¢ es monomorfismo,

es suficiente demostrar que ¢! es continua en la identidad.

Como E es separable, por el teorema [1.4.7] concluimos que B es metrizable. Sea
d una métrica compatible con la topologia w* de B. Definamos p : Aut(B) X
Aut(B) — R por

p(h, ) = sup{d(¥(f), o(f))}-

feB

Por el teoremall.2.12|p es compatible con la topologia compacto abierta en Aut(B).

Consideremos una vecindad subbésica M (z, B(z,¢)) con = € E de la identidad en
Is(E). Evidentemente la funcién z* : B — R dada por 2*(f) = f(x) es w*-continua
y como B es compacto, entonces z* es uniformemente continua. Esto quiere decir
dada e > 0, existe § > 0 tal que si d(f, g) < 0, entonces |f(z) — g(x)| < e.

Sea V. ={o(T) € o(Is(E)) | p(c(T),Idp) < €}. Afirmamos que para todo o(T') €
V se cumple que 0~ 1(o(T)) =T € M(x, B(z,¢)). En efecto, si T(z) = x, entonces
evidentemente 1" € M (x, B(z,¢)). Supongamos que T'(x) # x. Entonces ||T(z) —
z|| # 0y como T € Is(E) entonces

IT(2) — || = [T (z) — |-
Ahora, por el teorema de Hanh-Banach existe f € B tal que
IT(2) = || = [T (z) — 2| = | /(T (z) — )| = |/(T" () - f(x)|

Como o(T) € V, tenemos que d(o(T)(f), f) < p(o(T),Idg) < § y por lo tanto
(T~H*(f)(x) — f(x)| < e. Esto implica que ||T(x) — z|| < & para toda o(T) € V.
De aqui obtenemos que o~ 1(V) C M(z, B(z,¢)) y por lo tanto o~ ! es continua.

Finalmente deducimos que o : Is(E) — Aut(B) es un encaje de grupos topolégicos,
es decir encaje que ademas es morfismo de grupos. O

Teorema 3.2.6. Para cada espacio de Banach E, separable e infinito dimensional,
la bola B C E* unitaria equipada con la topologia w* es homeomorfa al cubo de
Hilbert.

Demostracion. Sea Dg := {d;};ey un subconjunto denso numerable de F y su-
pongamos que d; # 0 para toda i € N.
Definamos A : B — ¢9 como

_( fldg)
MO = (7)o

Recordemos que para f € B, como |f(x)| <||f]| - ||z|| para todo x € E, y por lo
tanto:
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2 1
Z‘Hdkﬂ zk‘ —ZQTk<°°

Por lo que A(f) € f2, es decir A esta bien definida.

Ahora veamos la continuidad de A. Sean ¢ > 0, f € B y tomemos ig € N tal

00 20
que Y. 2%,9 < &. Llamemos U = () (df) " (B(f(dx), %)), de manera que si
k=ig k=1

g € U, entonces

fd
IAF) = Mg)lI? = Z‘ HdkH 2k ‘ 22 20+222k ) *:5'

_'LO

Por lo tanto A es continua. Notemos que A es inyectiva puesto que si A(f) = A(g)
entonces f(di) = g(di) para toda k € N, de manera que como ¢ es Hausdorff y D
es un denso en E, por la proposicién concluimos que f(z) = g(z) para toda
x € E. Por lo que A es inyectiva.

Notemos ademds que A : B — (2 es una biyeccién continua en la imagen A(B),
donde B es compacto y ¢» es Hausdorff por lo que por la proposicién A es
un encaje.

Ademds B es un convexo pues las bolas en un espacio vectorial normado son
convexas. Evidentemente \ es una funcién lineal de manera que \(B) es un sub-
conjunto compacto y convexo de dimensién infinita de 5. Por el teorema de Keller

A(B) es homeomorfo al cubo de Hilbert ). Como ademas A : B — A(B) es
homeomorfismo se concluye que B es homeomorfo a Q). O

3.3. Un grupo universal segundo numerable

Ahora si estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este trabajo.

Teorema 3.3.1 (Uspenskii). Sea G un grupo topolégico sequndo numerable y T;.
Entonces eziste un encaje j : G — Aut(Q) que ademds es un morfismo de grupos,
donde Q = IV es el cubo de Hilbert. Asi, Aut(Q) es un grupo universal para la
clase de los grupos topoldgicos sequndo numerables.

Demostracion. Por el teorema [3.2.4] existe espacio de Banach separable £ y un
encaje de j : G < Is(F) que es un morfismo de grupos.

Por el teorema existe un encaje k : Is(E) — Aut(B), que es un morfismo de
grupos, donde B es la bola unitaria de £* con la topologia w*.
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Ademds, por el teorema3,2,6] B es homeomorfo al cubo de Hilbert @ y por lo tanto
existe un homeomorfismo ¢ : B — Q. Sea ¢ : Aut(B) — Aut(Q) dada por

d(h) =pohoy.

Veamos que ¢ es un isomorfismo de grupos. Para ello, sea h € Aut(Q) y definamos
H := ¢~ tohot. Entonces ¢(H) = potp L ohotporp™! = h, ya que v es biyeccion.
Por lo tanto ¢ es suprayectiva. Notemos que también es inyectiva, puesto que si
#(h) = é(g), entonces ) o hop~t = 1pogoy~! y de nueva cuenta, como 1 es
biyeccién, se tiene que h = g.

Notemos que ¢(Idg) = Idg y que
¢p(hog)=vo(hog)oy™ =(ohoy™)o(Yogoy™)=d(h)oe(g).

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. Ahora veamos que 1 es un homeomofismo. Para
esto, basta con ver la continuidad en sub-bésicos. Sea M := M (K, U) abierto sub-
basico de Aut(Q) y consideremos N := N (¥ ~1(K),%~1(U)), que es un abierto
subbésico en Aut(B) puesto que 1 : B — @ es un homeomorfismo. Sea h € N.
Entonces ¢(h)(K) = (Yohotp ™) (K) C (oyp~1)(U) = U. Por lo que ¢(N) C M,
con lo que se justifica la continuidad de ¢. La continuidad de ¢! se demuestra de
manera analoga.

Llamando g := ¢ o k o j, tenemos que g : G — Aut(Q) es un monomorfismo que
ademads es un encaje. Por los teoremas [2.1.16|y [2.1.17| se sigue que tanto Aut(B)
como Aut(Q) son grupos topolégicos segundo numerables. O
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Capitulo 4

Un espacio de Banach
Universal

En este capitulo demostraremos que el espacio C([0, 1], R) es un espacio universal
para los espacios de Banach separables. Observemos que un espacio de este tipo,
es un ejemplo particular de un grupo segundo numerable.

4.1. El conjunto de Cantor

Denotamos por 2 = {0, 1} el espacio discreto de 2 puntos, e I = [0, 1] con la topo-
logia que hereda de R.

Definicién 4.1.1. El conjunto de Cantor se define como A := 2N con la topologia
producto.

Este espacio es compacto, al ser producto de espacios compactos y es metrizable,
una métrica explicita para este espacio es la siguiente:

> a; — bl
da(a,b) = ’2 (4.1)
=1

donde a = (an)nen, b = (bp)nen.

El propésito de la presente seccién es demostrar algunas propiedades que satisface
el conjunto de cantor, las cuales seran utilizadas mas adelante.

Lema 4.1.2. Para toda n € N, el conjunto de cantor A es homeomorfo a A™

99
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Demostracion. Haremos la demostracion por induccion. Definimos f : AxA — A,
como f(a,b) := ¢ = (cp)nen donde a = (ap)nen, b = (bn)nen ¥y

an+t1  Sim es impar
Cn = 2

b% si n es par.

Notemos que la funcién definida no es mas que tomar el punto cuyas coordenadas
son las entradas de los puntos a y b ordenadas de la siguiente manera

(a, b) — (al, bl, a9, bQ, )

Veremos que en efecto f es un homeomorfismo. La inyectividad se sigue de lo
SigUiente) f((av b)) = f((CJ d))’ entonces ((117 b17 az, b27 ) = (017 d17 €2, d27 ) Yy por
lo tanto a; = ¢;, b; = d;, para toda i € N. Esto implica que (a,b) = (¢, d).

Para ver que f es suprayectiva tomemos h = (hy)nen € A 'y definimos (an )nen, (bn)nen
por a, = hop—_1y by, = ha, para todan € N. De esta manera f(a,b) = (a1, b1,...) =
(h1,h2, ..., hop—1, hop, ...). Asi concluimos que f es suprayectiva y por lo tanto una
biyeccién.

Ahora veamos que es continua. Para esto consideramos las proyecciones:

’l%AXA—)A iE{l,?},

donde ¥ (a, b) = a, ¥2(a,b) = b son continuas. Llamamos 7; a la proyeccién
m; : A — 2 de manera que,

aj sii=1

by sii=2.

(7'(']' Oﬁi)(a,b) = {

Por otro lado

aj+1 sl j es impar
(mjoflab)=¢, 2 (4.2)
b si j es par.
2
De manera que para los distintos casos: j = 2k — 1 , j = 2k y de la ecuacién
anterior obtenemos :

Tok—1 0 f(a,b) = a@e-n+1 = ay
2
9k © f(a,b) = b% = bk.
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Esto dltimo nos permite asegurar lo siguiente:

(Tax—10 f)(a,b) = T 0 V1(a,b) , (max © f)(a,b) = 7 0 Va2(a,b).

Con esto ultimo podemos afirmar de manera clara que cada m; o f es continua ya
que es la composicion de dos proyecciones continuas. Como f es una funcién al
producto A es suficiente ver que cada ;0 f es continua para toda ¢ € N, por lo que
f resulta ser continua. Para concluir este caso falta decir que como f : Ax A — A,
es una biyeccién continua de un compacto en un Hausdorff, entonces por el lema

f es un homeomorfismo.

Para el paso inductivo supongamos que para toda i < n, A’ es homeomorfo a A y
sea ¢ : A"~ — A un homeomorfismo. Asi, fo (¢ x Ida) : A" 1 x A — A resulta
ser un homeomorfismo, donde ¢ x Ida(a,b) := (p(a),b). O

A continuacién probaremos que AN es homeomorfo a A. La prueba conserva mu-
cha similitud con la demostracién anterior. Utilizaré que AN := (2N)N = oNxN_A]
ser N un espacio localmente compacto y Hausdorff, se vale el homeomorfismo en
los subespacios de funciones continuas, es decir Co (N, 2V) 2 C¢(N x N, 2). Como
N es discreto sabemos que C¢(N,2V) = 2M)N v CL(N x N, 2) = 2N v por esta
razén se concluye que 28V<N 2 (2NN,

Teorema 4.1.3. AN es homeomorfo a A

Demostracion. Recordemos que N x N es numerable de manera que existe una
biyeccién de o : N — N x N. Como se observé anteriormente AN es homeomorfo a
28N "donde 2 := {0,1}. Ahora, sea f : 28N — 2N definida de la siguiente manera:

fla) =aoa.

Notemos que f esta bien definida puesto que a € 28N es decir a : N x N — 2.

Para ver que f es inyectiva recordemos que « es suprayectiva de manera que
aoa = boa implica a = b, pues « es invertible por la derecha. Para ver la
suprayectividad, sea ¢ € A = 2V y recordamos que « es biyectiva y por lo tanto
existe . De esta manera definimos ¢ = coa~! € 28N y observemos que
f(d)=f(coa™)=coaloa=c, porlo que f es suprayectiva.

Para ver que f es continua definimos ¥; : 2 — 2 como ¥;(h) = h(3), la proyeccién
en la i-ésima coordenada. Anédlogamente nos tomamos 7, ) 2NN 5 9 como
T(n,m) (x) - .’IJ((TL, m))

Como 2NN y 9N "tienen la topologfa producto de Tychonoff tanto T(n,m) cOMO U;

son continuas.
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Ahora consideramos lo siguiente:
Vio fla) =0(aoa)=aoali) =m(a)
Esto demuestra que f es continua.

Para terminar esta prueba basta recordar que toda biyeccién continua de un es-
pacio compacto en un Hausdorff es homeomorfismo (Proposicién |1.1.1) y por lo
tanto f es homeomorfismo. O

Proposicién 4.1.4. El conjunto de Cantor es homeomorfo al subespacio de [0, 1]
que consiste de todos los numeros x € [0,1] cuya expansion ternaria consta uni-
camente de los digitos 0,2. Este conjunto también recibe el nombre de conjunto
ternario de Cantor.

Demostracién. Consideremos la funcién ¢ : A — [0, 1], definida por:

e(ai)ien) =23 5.
=1

Sea da(a,b) = > .2, |ai2_ibi| la métrica en A definida en Dadas ¢(a), p(b) €
»(A), tenemos:

OOCLZ' Oobl Ooai—bi
@) —p®) =123 55 -2l =2 ) “o|
i=1 i=1 =1

Sl ai—b,; > |ai—bi|
=1 i=1

De esta manera queda clara la continuidad de . Evidentemente ¢ es inyectiva y en
la imagen es una biyeccién, como es una biyeccién continua con dominio compacto
y el codominio Hausdorff entonces es un homeomorfismo ( Proposicién [1.1.1)). [

Proposicién 4.1.5. Existe una funcion g : A — [0, 1] continua y suprayectiva.

Demostracion. Recordemos que cada z € [0,1] C R, tiene una expresién binaria,

x =) ;2 5 cona; € {0,1} para toda i € N.

Sea g : A — [0, 1] definida como g((a;)ien) = Y 5=, 5. Evidentemente la funcién es
suprayectiva. La continuidad la obtenemos de la siguiente manera, si g(a), g(b) €
[0, 1] y entonces
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4.2. Teorema de Alexandrov-Urysohn

Definicion 4.2.1. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto cerrado de
X. Decimos que A es un retracto de X si existe una funcion continua r: X — A
tal que r|a = Ida, es decir el siguiente diagrama :

oA

X
iAT AA
A

conmuta. En este caso decimos que r es una retraccion.
Proposicién 4.2.2. Cada subespacio cerrado no vacio de A es un retracto de A.

Demostracion. Sea A un subespacio cerrado no vacié de A. Definiremos una fun-
cién r : A — A coordenada por coordenada.

Sea (Tn)neny = x € A. Para cada n € N, definimos la n-ésima coordenada de r(z)
por:

ag si existe a = (an)n € A tal que a; = z; para toda i < k

1 — x5 en caso contrario .

Notemos que por la definicién de r para cada z € A y cada n € N, existe una
a € A de tal manera que r(z); = a]' para cada i < n.

De manera que si tomamos la sucesién que correspondiente (a™),en, se tiene lo

siguiente
o
(@)= a! 1
d(r(z),a") = ), —— < 5
i=n+1 i=n+1

o0

Por lo que la sucesién de elementos {a" },,en converge a r(z). Como A es un cerrado
tenemos que r(x) € A, y por lo tanto r(A) C A. Notemos ademds que r(a) = a
para toda a € A.

Para demostrar que r : A — A es continua tomemos un abierto basico U de
n

A tal que 7(x) € U. Recordemos que U := [ 7 1(U,,) con U,, abierto para
i=1

1=
todo i € {1,...,n}, entonces r(z); € U,, para toda i € {1,...,n}. Ahora definimos
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n
V= N m ({xi}), como los factores de A son discretos V resulta ser abierto.
i=1

Ademas notemos que para toda y € V tenemos que y; = x; para toda ¢ < n con lo
que r(x); = r(y); para toda i < n. Es decir (V') C U y por lo tanto r es continua.

O

Teorema 4.2.3 (Alexandrov-Urysohn). Sea (X,d) un espacio métrico compacto.
Entonces X es imagen continua de A.

Demostracion. Como (X,d) es un espacio métrico compacto entonces es Tycho-
noff y segundo numerable. Por la demostracion del teorema de metrizabilidad de
Urysonh existe un encaje j : (X, d) — I". Como X es compacto entonces j(X) es
compacto y por lo tanto es cerrado.

Por la proposicién [4.1.5] existe una funcién continua y suprayectiva de g : A —
[0,1]. Sea G : AN — [0, 1], dada por:

G((cn)nen) = (9(cn))nen,  (Cn)nen € AN,

Ahora, como g es suprayectiva existe g* : [0,1] — A, de tal manera que g o g* =
Idjgy)- Consideremos G* : [0, 1]N — AN definida por G*((dn))nen) = (9% (dn))nen-
Observemos que (GoG*)((dn))nen = (9(9%(dn))nen = Idjg 1jn(dn)nen- Esto prueba
que G es supayectiva. Ademaés es evidente que G es continua.

Por el teorema [4.1.3 existe un homeomorfismo A : A — AN. Entonces la funcién
f:=Goh:A— [0,1"

es continua (al ser una composicién de funciones continuas), y suprayectiva (al
ser composicién de una biyeccién y de un funcién suprayectiva). Como j(X) es
compacto en IN entonces es cerrado y por lo tanto f~'(j(X)) es un conjunto
cerrado de A. Por la proposicién existe una retraccién 7 : A — f71(5(X)),
de manera que obtenemos

for(A)=fo(f71((X))) =4(X)
yva que f es una funcién suprayectiva. Para concluir notamos que como j : X —
[0, 1]N es encaje entonces existe 7! : j(X) = X y
(j_l ofor)(A)=X.

Como j~'o for es una funcién continua, resulta que X es imagen continua de A,
como se queria probar. O
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4.3. Teorema de Banach, Frechet y Mazur.

En esta seccién hay que aclarar un detalle en la notacion.

Definimos es espacio de Banach C([0,1]) como el conjunto de todas la funciones
continuas {f : [0,1] — R} equipado con la métrica del supremo. Al ser [0,1]
compacto, la topologia de la convergencia puntual coincide con la topologia com-
pacto abierta y por lo tanto C([0, 1]) es un espacio segundo numerable y separable.

Teorema 4.3.1. [Banach-Mazur] Sea (X,|| - ||) un espacio de Banach separable.
Entonces existe un isomorfismo, isométrico y lineal de X en un subespacio de

C([0,1]).

Demostracion. Como X es un espacio de Banach separable, por el teorema
la bola unitaria del dual Bx+ con la topologia w* es un espacio métrico compac-
to. Por el teorema de Alexandrov-Urysonh , existe una funcién continua y
suprayectiva ¢ : A — (By«,w*). Definamos la funcién T : X — C'(A,R) como

T(x):=Zogp

donde Z(f) = f(z) para toda f € X*. Como la topologfa w* hace continuas a las
funciones Z para toda = € X entonces T esta bien definida.

Ahora definiremos T : X — C]0, 1]. Para ello supongamos que A C [0, 1].

Siré¢ A/ sear; :=mix{p € A:p<r}, ro:=min{p € A:r < p}. Entonces
podemos escribir r como una combinacién convexa de rq, ro. Concretamente, r =
ayr1 + (1 — a)re, donde

ro —T

oy =

ro —1r1

Notemos que la desigualdad r1 < r < ry implica que o, € (0,1). Ademas, se sigue
de la definicién que «, depende continuamente de r.

Ahora la extensién se define como:

e T(@)(r) + (1 —a)T(z)(re) sirg¢ A
Te)(r) = {T(:U)(r) sir e A. (4.3)

Por lo explicado anteriormente, T'(z) estd bien definida. Lo que sigue es ver que
T(x) :[0,1] — R es continua para cada = € X.

Observemos que para todo r € [0,1] \ A existe una vecindad V' de r tal que r; y
r9 coinciden para toda r’ € V. En efecto dado r € [0,1]\A, sean 1 y ro como se
defini6 previamente. Entonces r € V = (r1,72) y VN A = (). Esto implica que V'
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es la vecindad buscada. De esta manera obtenemos una representacién tinica para
r’ € V con los mismos r;, i € {1,2}.

Esto implica que para todo r € V = (r1,r2),
T(x)(r) = a,T(@)(r1) + (1 = )T ()(r2)

lo cual implica que T'(x) es continua en V' y por lo tanto T'(x) es continua en r
para todo r € [0,1] \ A. Falta demostrar que T'(x) es continua en A.

Sea g € A ye>0.Como T( ) es continua, existe d; > 0 tal que para todo r € A
tal que |r — g| < &1 se cumple que |T(z)(r) — T(z)(q)| < €. En particular

I T(2)(r) = T(2)(a)| = T(x)(r) - T(z)(a)] <e.

Escojamos ¢ < §; con la siguiente propiedad: si [r—q| < § y r € [0,1]\ A, entonces
T —q| <01y |r2—q| < 1. En este caso T'(z)(r) = a,T(z)(r1) + (1 — o) T (x)(r2)

I T(2)(r) = T(2)(@)| = lovT(2)(r1) + (1 = o) T(2)(r2) — T(x)(q)|
= |, T(z)(r1) + (1—ozr) () (r2) — (v T(2)(q) + (1 = ar)T(x) ()]
< Jay T(@)(r1) — e T(2)(@)] + (1 = ap) T (2)(r2) — (1 = e)T(2)(q))]
—arIT(ﬂf)(

rl)—T( (@) + (1 = )| T(2)(r2) — T(x)(q)l
9 .

Las desigualdades anteriores prueban que T'(z) es continua en ¢ y por lo tanto

T(z) € C([0,1],R).

Es facil ver T' es una funcién lineal de X en C([0,1]). Sear € A,y ¢, := ¢(r) €
Bx~. Entonces

T(ax+2')(r) = (aZ + &) o o(r) = ¢, (azx + 2')

De aqui se deduce la linealidad de T y en consecuencia T’ también es lineal. Ademds
cumple

1T ()l := sup |T(z)(r)| = sup |T(x)(d)| (4.4)
rel0,1] deA
=sup|Zop(d)] = sup [Z(f)] = [|Z]| = [|=]|. (4.5)
deA fEByxs
La ultima igualdad se justifica notando que |Z(f)| = |f(z)| < ||f||||z|| = ||=||, por

lo que ||Z]| < ||z||. Adem&s como consecuencia del teorema Hanh-Banach [1.4.10
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existe f € Bx~ tal que Z(f) = f(x) = ||z||. Es necesario decir que se justifica
recordando que ¢ es suprayectiva. Por lo tanto ||Z|| = ||z|| y T" es una isometria
lineal de X en C[0,1].

O]

Por el teorema anterior, se dice que C([0,1]) es isométricamente universal para
todos los espacio de Banach separables.

En el siguiente teorema demostraremos que C([0, 1]) es un espacio universal para
los espacios métricos separables. Recordemos que el espacio ¢, se define como
el espacio vectorial de todas las sucesiones (x,)nen acotadas con entradas reales.
Este espacio es un espacio de Banach si lo equipamos con la norma: ||z||s :=
sup |z,| :n € N, = () nen.

Teorema 4.3.2 (Banach, Frechet, Mazur). Sea (X, d) un espacio métrico separa-
ble. Entonces existe un encaje isométrico de X en C([0,1]).

Demostracion. Sea D = (zy,)zen un denso numerable en (X, d). Tomemos zg € X
y definamos p : X — £, como

p(:c) = (d(IL’,l’n) - d(mna xO))nEN
Notemos que p esta bien definida. La desigualdad del tridangulo nos dice que
’d(x’ $n) - d($n7 CCQ)| S d(xu ZUQ),

por lo que p(z) € leo.

Ahora mostremos que p es una isometria de X en f,. Para ello sean z,2’ € X,
entonces

lp(z) — p(2')]|oo = sup \d(z, ) — d(zn, z0) — (d(z, 2n) — d(2n, T0))]

= sup|d(x, ;) — d(2', z,)| < d(z,2").
neN
Por lo tanto ||p(z) — p(2)]|cc < d(z, ). Falta ver que ||p(z) — p(z')||0o > d(z, 2').
Para esto sea ¢ > 0, como D es denso en X, entonces existe n € N tal que
d(z, ) < 5. Asi

d(z',x,) > d(a', ) — d(z,x,) > d(a',z) — %

Entonces

llp(z) = p(a')lloo = |d(2, 2n) = d(z, z0)| 2 d(2’, 2n) — d(z, 2n)
>d(2',x) — % — % =d(2',x) —e.
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Por lo tanto ||p(x) — p(2')||ec = d(z,2’) pues e > 0 es arbitraria. De manera
que p es una encaje isometrico del espacio X en el espacio de Banach /.. Sea
Y = span(p(X)) en l~. Entonces Y es separable y existe una isometria lineal
T:Y — C([0,1]). Por lo tanto la funcién 7" o p es un encaje isométrico de X en
un subconjunto de C([0, 1]). O
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