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Capitulo 1

Introduccién y alcance de la Tesis

1.1. Introduccion

La teoria de la dispersion evoca una imagen simple: Se empieza con varios objetos
separados, uno lejos del otro, que se mueven el uno hacia el otro, hasta que chocan y
vuelven a separarse. No siempre son importantes los detalles de la colision, siempre y
cuando se prediga donde y como van a terminar los objetos.

El problema directo de dispersién consiste en determinar la matriz de dispersion y
la informacién sobre los estados ligados cuando se conoce el potencial autoadjunto y
las condiciones a la frontera autoadjuntas. Existe otro problema teérico conocido como
el problema de dispersion inverso, que consiste en recuperar el potencial y la condicion
a la frontera para un grupo de datos de dispersion.

Se sabe en mecédnica cuantica que las particulas dispersadas por un campo potencial
estan completamente determinadas por la forma asintotica de la funcién de onda en in-
finito. De acuerdo a las ideas de Heisenberg, precisamente el comportamiento asintotico
de esas funciones de onda es lo que tiene un significado fisico. La cuestién que surge
naturalmente entonces es si es posible reconstruir el potencial a partir del conocimiento
de la forma asintética de las funciones de onda en infinito y, si es posible, encontrar
un método para llevar a cabo la construccién. Otra pregunta importante del problema
de dispersién inverso es la caracterizacion de los datos de dispersion; esto es, que los
datos de dispersiéon correspondan efectivamente a un tinico potencial y, eventualmente,
a una unica condicion a la frontera.

En el problema de disperién inverso, considerando la ecuaciéon de Srodinger con
un potencial autoadjunto y condiciones a la frontera autoadjuntas definidas, lo que
se busca en esta tesis es establecer las asintotas para altas y bajas energias de varias
cantidades relacionadas con la dispersion, como las soluciones de dispersion, la matriz
de Jost y la matriz de dispersion.
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El andlisis para bajas energias para la matriz de dispersion no es facil, ni siquiera
en el caso escalar. Por ejemplo, en el caso escalar para el eje completo se ha establecido
que la caracterizacion de los datos de dispersién dados por Faddeev podrian no soste-
nerse y que de hecho la continuidad de la matriz de dispersion no es clara cuando el
potencial valuado en un nimero real pertenecia a L1 (R), y se introdujo una suposicién
m4s fuerte de que pertenecia a Li(R) [2]. La prueba de la continuidad de la matriz de
dispersién se dio después en el caso escalar.

Para la ecuacién de Schrédinger, pueden definirse soluciones regulares e irregulares
a partir de las condiciones a la frontera. Las dos soluciones irregulares, conocidas como
la solucion de Jost, cumplen con la condiciéon de que, cuando r — 00, se comportan
como una onda plana. Ademads, forman un sistema de soluciones linealmente indepen-
dientes, por lo que la solucion regular puede expresarse como una combinacién lineal
de ambas.

La matriz de dispersion puede expresarse en términos de la soluciéon de Jost y de la
solucién regular. Su andlisis para altas y bajas energias es crucial para el estudio tanto
del problema de dispersién directo como del inverso, pues si no se conoce el compor-
tamiento de los datos de dispersion para energias cercanas a cero y muy grandes no
es posible resolver los problemas de dispersion relevantes. Ademas tiene una relevancia
directa en la dispersién en mecanica cuantica que involucra particulas de estructuras
internas como espines, dispersion en graficas y cables cuanticos. Por ejemplo, el pro-
blema que estudiamos describe 1 cables cuanticos muy delgados conectados formando
una grafica de un vértice con puntas abiertas. Una condicion a la frontera lineal es im-
puesta en el vértice y el comportamiento de cada cable esté regido por el operador de
Schrodinger. El problema tiene relevancia fisica en el disefio de puertas elementales en
computacién cuantica y en nanotubos para aparatos electrénicos microscépicos donde,
por ejemplo, cuerdas de atomos puedan formar una grafica con forma de estrellas.

1.2. Alcance de la Tesis

Esta tesis es un trabajo de deconstruccién de los articulos [1] y [2]. El primero con-
sidera la ecuacién matricial de Schrodinger con un potencial matricial en el semi eje
con la condicion a la frontera autoadjunta mas general cuando el potencial matricial
es integrable y tiene un primer momento finito, y muestra que la matriz de dispersion
correspondiente es continua en energia cero, da una férmula explicita para ese caso y
establece las asintotas para bajas energias de la matriz de Jost, su inversa y otras canti-
dades relevantes. El segundo considera la misma ecuacién y establece las asintotas para
altas energias de las cantidades mencionadas previamente; ademaés, bajo la suposicién
de que el potencial es integrable y tiene un primer momento finito, se deriva el teorema
de Levinson, relacionando el nimero de estados ligados con el cambio en el argumento
del determinante de la matriz de dispersion. Finalmente, se enuncian los resultados
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principales de [3], una ampliacién de [1] que supone que el potencial matricial tiene un
segundo momento.

En el segundo capitulo se determina el marco tedrico: Se establecen las bases de
los espacios de Hilbert y de los operadores lineales: Se definen los espacios de Hilbert
y algunas desigualdades como la de Bessel y la de Schwartz, la medida de Lebesgue y
sus propiedades, los operadores lineales y sus propiedades bésicas y los espacios LP.

En el tercer capitulo se estudian los conceptos, las relaciones y las propiedades
bésicas necesarias para los dos articulos. Se estudian las condiciones a la frontera y se
definen las matrices de Jost y de dispersion y se estudia cémo cambian bajo algunas
transformaciones.

En el cuarto se estudian las asintotas para la matriz de Jost, la matriz inversa de
Jost y la matriz de dispersion, para bajas energias, y se da una forma explicita para
la matriz S a energia cero. En el quinto se estudian las mismas cantidades, pero para
altas energias. Ademas, se demuestra el Teorema de Levinson.

En el sexto capitulo se enuncian los resultados principales de [3]. Finalmente, en el
séptimo capitulo se consideran algunos ejemplos de los articulos [1] y [3].
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Capitulo 2

Espacios de Hilbert y Operadores
Lineales

En este capitulo empiezan a transcribirse algunas de las descripciones fisicas de la
teoria de dispersion a un lenguaje matematico, junto con los conceptos necesarios mas
relevantes para entenderlo, y su contenido se basa en el libro [10] y en las notas del
curso Matematicas Avanzadas de Fisica impartido por el Dr. Ricardo Weder.

Definicién 2.1 Un espacio pre-hilberciano estd definido por las siguientes condiciones:
1. 'V es un espacio vectorial sobre R o sobre C.
2. Estd definido un producto escalar interno (-,-): V x V — C tal que:

a) (x,2) >0y (x,x) =0 siysolosix=0, conxeV.
b) <x7 y) = (y7 x)? x?y E V'
C) (OC.Z'—Fﬁy,Z) :Q($,Z)+,8(y,2), x, Y,z € V7 04766@'

d) Se tiene entonces anti linealidad:(z, ax + By) = (ax + By, 2) =
a(z,z) + By, z) = alz,2) + 5(z,9).

e) Tiene definida una norma: ||x|| = \/(x,z), donde la norma es una funcion
-1V = [0,00) tal que [|az|| = |af [[z]| y [Jo +y|| < [|=[| +[ly]].

Algunos ejemplos de espacios son:

i) 12, con z = (21,2,...) € C*®, con el producto interior definido como: (z,y) =
>z y con la condicién de convergencia: Y o |2|* < oo
=1~ Y g C 2 =1 IR .

ii) El espacio de funciones dado por:

Cla,b] = {f continuas en [a,b]}
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con ,
()= [ fagtayds,
donde ,
(10) = [ 1@Pds >0
y (f, f) =0siysdlosi f(x) =0.
Definicién 2.2 Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Entonces,
a) x,y €'V son ortogonales si (z,y) = 0.
b) Un sistema {x;}72, es ortogonal si (x;,x;) =0 Vi # j.
El sistema es ademds ortonormal si (x;,x;) = 8;; Vi, 7.

Teorema 2.3 Sea {z;}X, un sistema ortonormal. Entonces,

N N
le][* =D I, @) [P+ Nl =) (@)l P, (2.1)
=1 1

1=
con N finito.

Teorema 2.4 Desigualdad de Bessel. Para todo sistema ortonormal {z;},, se tiene

que:
N
el > ) |, ) (2:2)
Esta igualdad también se cumple para N = 0.
Teorema 2.5 Desigualdad de Schwartz. Sean =,y € C. Entonces,

(@, )| < [l]] - [yl (2.3)
Teorema 2.6 Ley del paralelogramo. Sean z,y € CVN. Entonces,
e+ yll* + o = yl* = 2l|2|* + 2[|y|]* = 2(||=[]* + [ly]]*), (2.4)
siempre y cuando ||z|| = \/(z,x) para algin producto escalar.
Proposicién 2.7 Sean x,y € CV. Entonces,

[l +yll < flel] + [yl (2.5)
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Dem. Tenemos que:

lz+yl? = (x+y,z+y)
= (v,2)+ (y,2) + (z,y) + (y,9)
< el + ||yl |* + 2Re|(x, y)|
< el + lyl P+ 2l - [yl|
= (=[] + llyl)*.

Es decir,
[z 4yl < [l + [lyll-

2.1. Espacios de Hilbert

Definicién 2.8 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto escalar
que es completo; es decir, que toda sucesion de Cauchy es convergente, donde una
sucesion es de Cauchy si iy, ;o0 ||Tn — || = 0 si y sélo si Ve existe N € N tal que
||Zn — Tm]| < € sin,m > N.

Definicién 2.9 Sea H un espacio de Hilbert. Un subespacio V- C H es un subespacio
de Hilbert si V' es completo.

Definicién 2.10 Sea M C H un subespacio de Hilbert. Su complemento ortogonal es:
M+ ={z € H|(x,y) =0 Vy € M}. (2.6)

Definicién 2.11 Sea M C H un subespacio de Hilbert. La distancia (x, M) estd defi-
nida como:
M) = inf — 2.
(z, M) = tnf ||z -y (2.7)

Teorema 2.12 Teorema de proyeccién. Sean H un espacio de Hilbert y M C H un
subespacio de Hilbert. Entonces H = M @ M+*. Es decir, Vo € H existen z € M,w €
M inicos tales que X = z 4+ w.

Notese que esto sélo es cierto si M es un subespacio de Hilbert, ya que si no lo es no
necesariamente seria cerrado, y la clausura es necesaria para que se cumpla el teorema.

Definicién 2.13 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado completo.

Definicién 2.14 Una base ortonormal es un sistema ortogonal y completo; i.e., un
sistema al que no se le pueden agregar vectores sin que deje de ser ortogonal.
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Teorema 2.15 Sea {z;}°, una base ortonormal. Entonces, Vx € H,

e’} N

xr = g (x,2;)x; = lim (x,2)x;
N—o00
=1 i=1

oo
][ =D I, ).
i=1

2.2. Teoria de la medida de Lebesgue
Definicién 2.16 Un algebra es una familia A de subconjuntos de U tal que:
i) YA € A se tiene que A€ A (A € A).
ii) YA € A se tiene que A|JB € A..
Definicién 2.17 A es una sigma édlgebra (o—dlgebra) si:
i) YA € A se tiene que A € A.
ii) YA € A se tiene que | J;—, A; € A.

Existen cuatro caracteristicas que son deseables en una medida definida para todos
los conjuntos de nimeros reales:

i) La medida m es una funcién m : P(R) — [0, oo] tal que YA C R m(A) € [0, oc].
ii) Para cualquier intervalo I, m(I) = I(I), donde [ es la longitud del intervalo.

iii) m es numerablemente aditiva. Es decir,

m (U Ai) = Zm(Ai),

st A;NA; = 0 para toda i # j.
iv) m es invariante bajo traslaciones. Esto es,
m(A+z)=m(A) VACR, Vz e R,

donde
A+z={yeRly=x+2z2z2¢€ A}

Sin embargo, no existe ninguna funciéon que cumpla con estas cuatro caracteristi-
cas, por lo que la medida se definird sélo para una o—algebra de ntimeros reales. En
consecuencia, no todos los conjuntos tienen medida. [5]
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Definicién 2.18 Una medida numerablemente aditiva es una funcion m de una o—dlge-

bra A en [0, 00| tal que:
m <U AZ-) = m(A), (2.8)
i=1 i=1

si Ai(A; =0 cuando i # j.

2.2.1. Medida exterior

Definicién 2.19 La medida exterior m* de A C R estd dada por:
m*(A) =f Y "I(1,), (2.9)

con A C |, I, donde I,, es un intervalo abierto.
Proposicién 2.20 Para cualquier intervalo J C R, se tiene que m*(J) = 1(J).
Proposicién 2.21 o) Si A C B, entonces m*(A) < m*(B).

b) YA, C R, se tiene que m* ({U,—; An) <> oo m*(A,).

Una conclusion de la proposicién anterior es que si A es numerable, m*(A) = 0.

2.2.2. Conjuntos medibles

Definicién 2.22 Un conjunto E C R es medible si VA C R se cumple que
m*(A) =m*(A[ ) E) +m*(A[ ) E°). (2.10)
Un conjunto medible satisface ciertas caracteristicas:
1. Cualquier conjunto E tal que m*(E) = 0 es medible.

2. Si los conjuntos E; y F3 son medibles, el conjunto E) | F> también es medible.

Una conclusiéon de estas caracteristicas es:

Teorema 2.23 La familia M de conjuntos medibles es una o— dlgebra.

2.2.3. Medida de Lebesgue

Definicién 2.24 La medida de Lebesgue, m, estd dada por:
m = m"|. (2.11)

Teorema 2.25 La medida de Lebesque, m, es numerablemente aditiva.
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Definicién 2.26 Sea f : R — R. Entonces f es continua si f~1(0) C R es abierto
para todos los abiertos O C R, con f~1(A) = {x € R|f(x) € A}.

Proposicién 2.27 Sea f a valores reales extendidos R = R J{—00, 0} definida en
D medible. Entonces son equivalentes:

a) Va € R, {z € D|f(z) > a} € M.

b) Va e R, {x € D|f(z) > a} € M.

¢) Va e R, {z € D|f(x) < a} € M.

d) Va e R, {z € D|f(z) < a} € M.

Notese que cualquiera de los incisos anteriores implica que:
Va e R, {z € D|f(x) = a} € M.

Definicién 2.28 Sea f : D — R. La funcion f es medible ss D € M y si se cumple
cualquiera de los incisos de la proposicion 2.27.

Definicién 2.29 Definimos la funcion caracteristica como:

Xa(z) = { (1) i ;i_ (2.12)

La funcién caracteristica de un conjunto A no medible es un ejemplo de funciéon no
medible.

Proposicién 2.30 Sean f,g funciones a valores reales definidas ambas en D (f, g :
D — R) medibles. Entonces son medibles:

i) f+ec,
i) cf,
iii) f+g,
w) fg,
con c € R constante.

Definicién 2.31 Decimos que las funciones f y g definidas en D son iguales en casi
todo punto si

m({z € D|f(x) # g(x)}) = 0.

Proposicién 2.32 Si f es medible y f = g en casi todo punto, entonces g es medible.
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Definicién 2.33 Decimos que f es una funcion simple si es medible y toma un niumero
finito de valores.

Definicién 2.34 La integral de Lebesgue de una funcion simple f = > a1 A;(x)

esta definida como:
/ f=Y am(4;), (2.13)
j=1

donde a; son nimeros reales distintos de 0 y m(A;) < oo (es decir, los conjuntos A,
son medibles).

Definicién 2.35 Sea f definida y acotada en un conjunto medible A con medida finita
m(A). Entonces,

fnf/Ew(x)d:c:sup/E(b(x)dx (2.14)

F<v f>¢
si y solo si f es medible [5].

Definicién 2.36 Sea f: E C M — R es acotada y m(E) < oo. Entonces definimos
la integral de Lebesgue como:

st o=l

donde 1 y ¢ son funciones simples.

Proposicién 2.37 Sea f acotada, integrable por Riemann en |a,b]. Entonces f es
integrable por Lebesgue en [a,b] y

b
Riemann R/ f(z)dx = f Lebesgue . (2.16)
a [a,b]

2.3. Operadores lineales en espacios de Hilbert

Un operador lineal en un espacio de Hilbert J es un mapeo linear entre vectores
de H. Estos operadores estan definidos por su dominio, D, por lo que dos operadores
lineales A y B son iguales si y sélo si D(A) = D(B)y Af = Bf Vf € D(A) = D(B).
También se usa la siguiente notacién: Si M es un subconjunto de DA, entonces AM
es el conjunto de vectores f en H tales que f = Ag para algin g en M. El conjunto
AD(A) se conoce como el rango del operador A.

Definicién 2.38 Un operador lineal A" es una extensién de A si D(A) C D(A') y si
Af=AfvYfe D(A).
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Definicién 2.39 Un operador lineal tiene clausura si para cualesquiera dos sucesiones
{fn} y{f.} de Cauchy en D(A) que convergen fuertemente al mismo limite f y {Af.}
y {Af.} también son de Cauchy, se cumple que lim Af,, = lim Af).

Si un operador A tiene una extensiéon cerrada B, entonces tiene clausura. Por otro
lado, si A tiene clausura, entonces su clausura A es su extension cerrada mas chica.

Definicién 2.40 Un operador lineal A es acotado si existe un numero M < oo tal
que ||Af|| < M| f|l para toda f € D(A). Si ese nimero M no eziste, entonces A es no
acotado.

Para los operadores acotados se define la norma como:

A
jal = sup LA/ (2.17)

renay.szo IIfII

Un operador acotado siempre tiene clausura.

Proposicién 2.41 Si A es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbet H, tiene
una extension acotada unica A al subespacio generado por D(A), es decir, la clausura

D(A) de D(A). A es cerrado, y ||A|| = ||A|l. En particular, si D(A) es denso en X,

entonces D(A) = 3.

Definicién 2.42 El dominio de un operador adjunto A* estd dado por todos los vec-
tores g € H para los que existe g* € H tal que:

(9, Af) = (g, f) Vf € D(A),

donde A tiene un domino denso. Asi, el mapa A* estd definido como A*g = g*.

Claramente A* es un operador lineal. Ademas, el adjunto de un operador lineal A
siempre es un operador cerrado. También se cumple que si A tiene clausura y es D(A)
denso, entonces

— %

A= Ay =4,

Proposicién 2.43 Sea A un operador acotado con D(A) = H. Entonces A* es acota-
do, D(A*) = 3 y [|A*|| = [|A||. Ademds, A** = A,

Definicién 2.44 Una proyeccién ortogonal, denotada por F', estd definida por las
siguientes caracteristicas:

D(F) = H (2.18)
F? = F=F" (2.19)
La propiedad més interesante de las proyecciones es que el conjunto de todas las

proyecciones ortogonales corresponde uno a uno con la familia de todos los subespacios

de H.
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Definicién 2.45 Q es una isometria si es un operador lineal tal que D(Q2) = H y si
Q*Q =1 para toda f € H.

Definicién 2.46 Una isometria U para la que UU* = I es ademds el operador iden-
tidad es un operador unitario. Es decir, U es unitario st

DU) = H (2.20)
vt = 1. (2.21)

Equivalentemente, U es unitario si Rango{U} = 3.

Definicién 2.47 Un operador A es simétrico si D(A) es denso en H y A C A*. Es
decir, si

(Af,g) = (9. AF)
para todo f,g € D(A).

Un caso especial es un operador autoadjunto, caracterizado por A* = A. Si A es aco-
tado y simétrico y D(A) sélo es denso en H, entonces la clausura A de A es autoadjunto

T . . , —%

Un operador simétrico A siempre tiene clausura. Ademas, A*™ C A* = A . De

aqui se sigue que la clausura A de un operador simétrico A también es simétrica y que
un operador autoadjunto siempre es cerrado.

Generalmente un operador simétrico A se dice esencialmente autoadjunto si A es

autoadjunto. Un operador esencialmente autoadjunto tiene una y sélo una extensién
autoadjunta.

Definicién 2.48 Una funcion i, medible es esencialmente acotada si existe un nime-
ro M < oo tal que |(x)| < M para casi todo x € A (con respecto a la medida de
Lebesgue).

2.4. Espacios L?

Primero definiremos la funcién caracteristica de un subconjunto medible.

Definicién 2.49 Sea (M;p) un espacio de medida; i.e., sea p una medida definida en
una o—dlgebra de subconjuntos del conjunto M. Sea A es un subconjunto medible de
M. Entonces definimos la funcion caracteristica de /A como:

Xa(s) = { é z ;ﬁ_ (2.22)
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Sea p € [1, 00]. Entonces LP(M; du) es el conjunto de todas las clases de equivalencia
de funciones medibles f : M — C que cumplen || f||, < oo, donde dos funciones son
equivalentes si son iguales p—casi todo punto, y donde || f||, estd definido como:

11l = {[;|f<sﬂpdu<sﬂlm9s11)<:oo (223)

[f]loc = f sup | f(s)], (2.24)
seM

donde se estd tomando el infimo del supremo de h(s) con h variando sobre todas las
funciones que son iguales a g en casi todo punto. Es decir, el infimo de todas las m
tales que la medida p(A,,) del conjunto A, = {s € M |g(s) > m} es cero.

LP(M;dp) es un espacio lineal normado completo con respecto a la norma || - ||,.

Teorema 2.50 Desigualdad de Hélder. Sean f € LP(M;du),g € LP(M;du) y 1/r =
1/p+1/q. Entonces f(-)g(-) € L"(M;du) y

1fglle < 17 1lpllglly (2.25)

Los siguientes enunciados son muy utiles cuando se trata con espacios L.

Lema 2.51 (a) Si A es un subconjunto medible de M con medida finita, p € [1,00] y
f € LP(M;du), entonces xa(:)f(:) € L"(M;du) para cada v € [1,p]. (b) Si1 <p <
q < oo, entonces LP(M;du) N LI(M;du) C L™ (M;du) para cada r € [p,q].

Teorema 2.52 Teorema de la convergencia dominada de Lebesque. Sean
i) g, fr € LY(M:dp)(t € R),
1) |fi(s)| < g(s) para casi toda s € M y toda t,
i11) limy_yy, f1(s) = f(s) para casi toda s € M.

Entonces se tiene tiene que f € L*(M;du) y

IMAMWWFAﬁwW®

t—to



Capitulo 3

Preliminares

Consideremos la ecuacion matricial de Schrodinger en el semi-eje
—" +V(z)yp = k*, x € (0,+00), (3.1)

donde la prima denota la derivada respecto a la coordenada espacial x y el potencial
V es una funcién matricial n x n valuada que pertenece a Li(RT) con RT := (0, +00).
Nétese que V' € Li(T) significa que cada entrada de la matriz V' es Lebesgue-medible
en el intervalo I y ademaés:

/I dx(1 + [2])|[V (2)]] < +oo,

donde ||V (x)|| denota la norma matricial. Claramente, una funcién matricial pertenece
a L1(RT) si y s6lo si cada una de sus entradas pertenece a Li(RT). Nétese que no se
ha asumido que V sea real, pero si se impondra la condicién de que sea autoadjunto,
ie.

V=V (3.2)
donde la daga denota el adjunto (el conjugado de la matriz transpuesta). Sin pérdida de
generalidad, podemos ver la funcién de onda 1 (k,z) de (3.1) tanto como una funcién
vectorial valuada con n componentes, o como una funcién matricial n X p valuada para
algin p tal que 1 < p < n.

Estamos interesados en el estudio de (3.1) con un potencial autoadjunto V' en
L}(RT) bajo la condicién a la frontera mas general en z = 0. Esta es la generalizacién
de la versién escalar (con n = 1) del problema correspondiente, donde la condicién a
la frontera méas general en x = 0 puede verse como:

(cos 0)¥(0) + (sin6)y'(0) = 0, (3.3)

donde el pardmetro 6 toma valores en el intervalo (0, 7. El caso especial cuando 6 = 7
corresponde a la condicién a la frontera de Dirichlet, y el caso cuando 6 = 7/2 corres-
ponde a la condicién a la frontera de Neumann.
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Una formulacién de la condicién a la frontera mas general en x = 0 para (3.1) es la
siguiente:

A1(0) + B1y'(0) = 0, (3.4)

de forma que las matrices constantes n x n Ay y B; satisfacen:
ABl = BiAl, (3.5)
rank[A; Bi] = n, (3.6)

i.e. A|B] es autoadjunta y la matriz n x 2n [A; Bj] tiene rango n.

Otra formulacién de la condicién a la frontera mds general en z = 0 para (3.1)
estd en términos de la matriz unitaria constante n x n Us como:

—By(0) + ALy (0) = 0, (3.7)
donde las matrices constantes auxiliares n x n Ay y Bs esan dadas por:

1 1
AQ = §(U2 + ]n)a By = §(U2 - In)? (38>

con I,, la matriz identidad n x n.

Proposicién 3.1 Las matrices Ay y By satisfacen las siguientes relaciones:
AlA, = A,Al BIB, = ByBI, A,Bl = ByAl, AlB, = BlA,, (3.9)
AAL+ ByBY = 1,, Ay+iBy =1, Ay—iBy="U,. (3.10)
Dem. Tenemos que, por (3.8):
ﬁ£@=;@+m;%+m:%h+@+%+m

1 1 1
= Q2L+ U+ Un) = 5(Us + L) 5 (U] + 1) = Ay A}

= AlA, = A, AL

i i 1

%@&:—ﬁw—mﬁ@—mzz@—@—@+m
1 i —i

:ﬂmrﬂyw@:?@—hﬂQMg—m:Bm;

= BB, = B,B].
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1 —i i
%&@=¢%+mgh@—hhﬁjh+@—%—m

; 1 1
- v = L - 1)h W) 4 1) = Bl

1 i i
%%&=;@+M;%—M=Z%+@—%—M

{ v 1
— (U = U2) = 5(Us = 1)5 (U] + 1) = BjA,

1 1 1 —1
— Ay Al + ByB) = §(U2 + In)é(Ug +I,) + §(U2 - [n)( 5 >(U2T —I,)

1 1 1
ZZ@h+@+%Hg@h—@FUﬁ=fh=h

= Ay AL+ ByBl = I,

—>A2+iBQI

1 1 1

(@+@ym§%—h)

| —

= A2+ZBQ =1,.

) .
-+@-u3:;@+hngw—h)

1 1 1
= §(In +Us) + §(U2 — 1) = §2U2 =U;

= AQ —ZBQ - UQ.

Es conveniente enunciar la condicién a la frontera mas general para x = 0 para

(3.1) en términos de las matrices n x n Az y Bs tales que:
—Bih(0) + Al (0) =0,
—BIAs + AlB; = 0,
AlAs+ BIBy > 0,

(3.11)
(3.12)
(3.13)
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i.e. AlBjs es autoadjunta y la matriz autoadjunta Al As 4+ Bl Bs es positiva. Nétese que
(3.13) implica la existencia de una matriz inica positiva Fs3 definida como:

= (A}As + BIB3)', (3.14)

de forma que Ej3 es autoadjunta e invertible.

Proposicién 3.2 La matriz E5 definida en (3.14) es autoadjunta e invertible, de forma
que:
Ey=Ej, (B}) ' (AlAs + B{By)E;' = L. (3.15)

Dem. Sabemos que:
= ((A}As + BiBy)'*)1 = ((A}As)" + (BiB3)")1/2 = (A3 A} + B3 B})1/2,
y por (3.9),

E} = (AlA; + BIBy)Y?
= El = F;

Sean ('3 y Hs definidas como:

_[Bs A E;Y 0
Cs = [Ag —Bg]’ 03[ 0 E;'|"
Proposicion 3.3 La matriz Hz cumple que HgHg = Is,, y por lo tanto es unitaria.
Dem.
£t 0] E;' 0
HiH; = _8 E;l} cgog{g o

(BN 01'[Bs As]T[Bs AT [E;Y 0
~ |0 EjY |As —Bs| |43 —Bs] | 0 Ej!

_ [Eh 0 } {B§ 14£1 {E% 143] {E&* 0 }
L o (B |4l -Bl| |45 =B | 0 E;!
[(Ed)~ 1B (ED-1AL 1 [BsEsY  AsE;!

(Ef)AL —(ES >1£ﬁ}[AsE§1 —E%EEJ
U$<E&+N&w—<ﬂwwmrﬂwwﬁ]
(E3)

1

[(E5) "1 (ALBs — BjAq) Byt (E)) ™ (AfAs + BBy By
y usando (3.14) y (3.15),

HIH, = {I” 0]

= HiH; = I,
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|
La proposicion anterior implica que:
Proposicién 3.4 Como Hj es unitaria,
AsE?AL + ByES2Bl = 1,, BB 2AL — A3E;2BL = 0. (3.16)
Dem.
I, = HyH)
By A3V [ESY o0 1 [(ESHT 0 Bi Al
|4 -Bs)| 0 EF? 0 (EyHT] |Al —BI
_[BsEs' AsEst | [(E)TBY (ED) AL
- AEyT BBy |(EDT'AL —(E))T'B]
_ [BsEgt AsE;V ) [E7'BY 0 E;AL
~ | A3Eyt -BiE;'| |Ej'AL —E;'BI
_ [B3E;%Bs + AsE;2Al BgEg2A§—A3E52B§]
|A3E;2BY — BsE;? AL A3E;2AL + ByE;2BI
donde usamos el hecho de que Fs5 es autoadjunta. Por lo anterior,
AsE72AL + BsE32Bl = 1,,  BsE;?Al — AsE3%Bl = 0.
|

A partir de ahora trabajaremos con las formulaciones dadas en (3.11)-(3.13) y cambia-
remos As, B3y F3 por A, By E.

Noétese que las condiciones a la frontera enunciadas en (3.4), (3.7) y (3.11) pueden
multiplicarse a la izquierda por una matriz invertible D sin que se cambie la condicion
a la frontera més general en = 0. Por ejemplo, tomando (3.11) y dejando el subindice
3, la multiplicacién derecha queda descrita a través de la transformacion

(A, B) — (A, B) := (AT, BT), (3.17)
para la que tenemos
(=BfA+ A'B) — —T(—=B'A+ A'B)(T)7,
(ATA+ B'B) — T"Y(ATA 4+ B'B)(T) ",

y por lo tanto (3.11)-(3.13) siguen siendo validas con (A, B) en lugar de (A, B). Asf,
el par transformado (A, B) puede ser usado en lugar de (A, B) en la formulacién de la
condicién a la frontera autoadjunta.



24 Preliminares

3.1. Equivalencia de las formulaciones de la condi-
cién a la frontera

En la seccién anterior se presentaron tres formulaciones de las condiciones a la
frontera més generales en = 0 para (3.1):

a) La formulacion (3.4)-(3.6).
b) La formulacién (3.7) y (3.8).

a) La formulacién que se usard (3.11)-(3.13).

Teorema 3.5 Las tres formulaciones a), b) y ¢) de las condiciones a la frontera au-
toadjuntas en x = 0 para (3.1) son equivalentes.

Dem. Veamos que c¢) = d).

Sea
Uy, = (As — iBs) B3 2(AL — iB)).

Sea la transformacién (A, B) — (A, B) = (AD', BD'). Podemos relacionar las condi-
ciones a través de ella:

0 = —Bly(0) + Af'(0) = D~ (B (0) + Aly/(0)) = 0

= By (0) + A/ (0).

0=—BliAs+ AlBs — D Y(=BlA, + AIB,)D™' =0
Usando (3.15) y (3.16) veremos que Ay = 2(Us + 1) y By = £(Us — I,).
U, = (As—iBs)E;%(Al—iBl)
= A3E;%Al — ByE;?Bl — i(A3E;2Bl + BsE;2AL)
= A,Al — ByB} — i(AyB] + ByAl)
= —AAl — BBl + 2(A,Al — 2iA,B]
= —I,+24,(Al —iB)
= _In + 2A27

donde usamos (3.10) y el hecho de que BJA, = AlB,. Es decir,

1
= Ay = 5(Us + L),
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Por otro lado,

Uy = (A;—iBs)E;*(A} —iB))
= A3E;%AL — BsE;?Bl — i(AsE2Bl + BsE;2AL)
— A,Al — B,Bl — i(AyB) + B,Al)
= A,Al + BBl — 2B, B} — 2iB, A},
= I, —2iB,y(Al —iBl)
I, — 2iBy,

donde nuevamente usamos (3.10) y el hecho de que B;Ag = A;Bg. Esto es,
= By= (s~ 1),
Ahora veamos que b) = a).
Sean A, = —B; y By = A; Entonces,
—Blp(0) + AW/ (0) =0 = A(0) + Biy/(0) = 0.
Ademés, como AlB, = Bl A,,

_BIAI = —AlBI
ie, ABl = BAl

Finalmente, sea
B2 A
@—LQJJ

Asi,

@@:FwﬁAMQQ@—£&L{Q o}

AlB, — BiA, AlA, + BiB, 0 —I,.

Claramente, rango[Cy]= 2n y Cj es unitaria; por otro lado tenemos que rango[B) ~ Al] =
rango[—A; Bi] = n.Y como el cambio de signos en las primeras n columnas no altera
el rango, el rango de [A; By es n. Luego, b) = a).

Finalmente, veamos que a) = ¢).
Sean Bs = —Al y A3 = B]. Entonces,
—A1(0) + Biy/(0) = B (0) + A3¢/(0) = 0.

Ademds, como A,B] = B, Al
BiA; = AlB,
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= —BgAg + A;Bg = 0.

Notese que:

t t Bj
AfA; + BiB; = [B1 Ay [AllT] , (3.18)
pues
B f ot i

Como la matriz que resulta del producto de estas dos matrices es autoadjunta, el cero
no puede ser uno de sus eigenvalores, porque en ese caso tendriamos un eigenvector v
con el cero como eigenvalor, lo que implicaria que:

0= (v, [Bl A {ﬁb _ <[ﬁﬂv, [ﬁ]w (3.19)
:’[ﬁr]” -0

B}
=v e Ker {|:A1T:|}
B
cxa{[B) s

Como la nulidad y el rango deben sumar n, el rango entonces tendria que ser es-
trictamente menor que n, lo que violaria el hecho de que el rango de esa matriz es
exactamente n por (3.6). Entonces, la matriz del producto de la derecha de (3.18) es
positiva, con lo que queda demostrado que a) implica b). |

Proposicién 3.6 Las tres formulaciones a), b) y ¢) de la condicion autoadjunta a la
frontera mds general también son equivalentes a la formulacion en términos de dos
matrices n X n constantes Ay y By como:

—Bjy(0) + Al (0) = 0, (3.20)

de forma que la matriz Cy es unitaria, donde se ha definido:

By A } : (3.21)

Cr= Lu ~B,

Dem. Por el teorema anterior, es suficiente demostrar la equivalencia de la proposicién
con c).
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=) Supongamos que (3.20) y (3.21) son ciertas. Sean Az = Ay y By = B,. Como
Cy es unitaria,

I _cote _ [BI AV] B As] _ [BiBa+AlAs BjA, - AlB,
o AEE T AL Bl |As —By AlB,BIAL  AlA, + BIB,
=1I,= = BIB,+AlA, >0,
0 = AlB,BlAl
Es decir,

—Bly(0) + Aly/(0) = 0
—BiA; + AlB; = 0
B;Bg + AgAg > 0.

<) Supongamos que c) es cierto. Sean Ay = A3Fy 'y By = BsE;'. Como —B:[A4—|—
ALBy = (B} (BlAs + ALBs) By ' = 0y BBy + AjAy = (E}) ™ (ByBs + AJA3) E3!
I,,, entonces C1Cy = I,,. Ademés, —Bly(0) 4+ As¢/(0) = 0, asi que (ED) 1Bl (0)
(EH 1ALy’ (0) = 0. Por lo tanto, —Biy(0) + Al (0) = 0.

m+

Ya hemos visto en (3.7) y en (3.8) que la condicién a la frontera autoadjunta mas
general para (3.1) puede enunciarse en términos de una matriz unitaria. Hay otras
opciones para esa matriz unitaria Uy que la que se dio en (3.8). Por ejemplo, puede
usarse:

—Bly(0) + Aly'(0) = 0, (3.22)
con las matrices n x n auxiliares A5 y Bs dadas por:
z t 1 i
A5 = §(U5—U5), B5 = §(U5+U5) (323)
Como en (3.23), puede diagonalizarse Us simultdneamente como:
Us = diag{e e ... e} 0, € R. (3.24)
Entonces, la condicion a la frontera se convierte en:
(cos0;)10;(0) + (sin6;)5(0) =0, j=1,..,n,
donde 9; denota la j—ésima columna de la solucién matricial n xn 1. De forma simi-
lar, para la eleccién de (3.8) para poner a (A, By) en términos de una matriz unitaria

Us, al diagonalizar Us como en (3.24), puede expresarse (3.7) como n condiciones a la
frontera separadas como:

sin (625 (0) + [cos (6,/2))5(0) =0, j =1,...n.
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3.2. Soluciones matriciales

En esta seccién se enuncian algunas soluciones matriciales para (3.1) y sus propieda-
des. Recordemos que usaremos las condiciones a la frontera enunciadas en (3.11)-(3.13)
sin el subindice 3. Cuando V' es autoadjunto y pertenece a Li(R"), la ecuacién ma-
tricial de Schrodinger (3.1) tiene varias matrices n X n que son solucién y satisfacen
ciertas condiciones iniciales o asintdticas, y su existencia ya es conocida.

La solucién de Jost de (3.1) es la solucién matricial nxn que satisface, ¥k € C+\{0}
las asintotas:

f(k,z) =e*[I, +o(1)], f'(k,z)=1ike™[I, +0(1)], x— oo. (3.25)

A continuacion enunciaremos un lema que serd muy til para establecer las propiedades
de las soluciones de Jost.

Definicién 3.7 Sea m(k,z) = e~ ** f(k,x) — 1 cuando x — oo. Entonces,
m" (k, x) + 2ikm/(k,z) = q(z)m(k, z)
es la nueva ecuacion a resolver. Definiremos la funcion Dy como:

Y ) 1
Dk(y) — / dt€22kt —
0

T (p2iky 1
A )

Lema 3.8 V k, la ecuacion integral
m(k,z) =1 —i—/ dtDy(t — x)q(t)m(k,t)
tiene una solucion m(k,x) que resuelve inicamente la ecuacion de Schrédinger m” +

2ikm’ = q(x)m, con m(k,z) — 1 cuando x — oo. Ademds satisface la condicion
m(k,x) = m(—k,z) y cumple las siguientes propiedades:

a) ||lm(k,x) — 1,]| < en(m)/k% < ecte/|k||%|e_

b) Nlm(k, ) — ]| < I EREEED [ a1+ [ela(n)] < Ko (=2,

&) Ilm!(k, 2)|| < % [ dt(1+ [#])]q(t)] < £, —o0 <z < oo

@) lm(k.2)]| < X4 [P dtla(t)], 0 <z < oo

Ademds, ¥ x, m(k,z) es analitica en C* y continua en C+. En particular, por b),
m(k,z) — I, € H*T.
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Finalmente, m(k,z) eviste V. k € Ct k # 0, con % continua en todos lados

donde k € C+. Si q € L}, entonces m(k,x) también existe y es continua en k = 0, con
la aproximacion:

dm(k
HuH<ctel+a¢)Vk>O q € Ls.

Observacion 1: a) muestra que para k # 0 fijo, m(k, z) es acotadaV x € R y b) muestra
que m(k, ) es acotada uniformemente ¥V k € C+ en cualquier semi-linea x > a, pero

que cuando x — —oo, m(k,0) podria crecer linealmente.

Observacion 2: si q € LY, entonces m(k,x) existe y es continua V k € C+, pero si
solo pertenece a L1, podria haber problemas con k = 0.

Dem. Las iteraciones de la integral de Volterra siempre convergen, por lo que:

m(k, ) =1, + > galk.z),

n=1

donde
gn(k,x) = / dxidxs...dx, Dy(xy — x)...Di(x1 — Tpv).
r<z1<..<xp

Ahora,

1 1 1 *° "
kol < [ dndedsao] o) = g ([ ddaor)
r<z1<...<xp ‘k| ‘k| n: T

porque || Dy(y)|| < ‘;‘ V k € C*. Alternativamente,

gn(k,2)]| < / day - din(wr — @) -~ (@0 — 2ny)la(@1)] - |a(an)
r<x1<..<xp

< / day - dan(ey — @) - (20— )lq(a1)] - [a(an)]
r<z1<..<xzp

_ %K];o_dt(t ~ o))

porque || Dy(y)|| <y, k>0yy>0.

Asi que
00 00 oo 1 o n
() = 1] = ||| < S lantbcalll < 3 g ([ ato)
n=1 n=1 n=1 ’ x
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Es decir, haciendo v(z) = ﬁ [ dtlq(t)] < cte,
[lm(k, ) = I]| < @ry(z) < €.
De la ecuacién anterior también puede verse que se va a infinito si x — —o0.

Por otro lado, tenemos que:

Ikl < Lo+ [ et - o)la®) it D)

= Lo+ [ a0l (e D]+ [ d)lato)] [ )]

+Aww@mwummmn+A dt(—2)|g(t)] |Jm(t, B)||.

<

:'N

donde
In+/ooo dt(t)]q(t)| [Im(t, k)| < (1 + e 0(0) /OOO dt(t)|q(t)|> Ko< oo

Sean M (k,z) = Kﬁfiﬁc)‘) y p(z) = (1 + |z])|q(x)| € Li. Entonces,

M(/{},l‘) < L)—i-/oodt

K(1+ |z

(1)
(1 + [x)

1+/wwmwMﬂhml

ie, M(k,z) < 1—|—/Oodtp(t)HM(k,t)H.

g [[M (K, D)[I(L +[2])

IN

Iterando nuevamente,

M(k,z) < 1+g(/ dt |p(t) )n:ni(/oodt\p )n

exp {/Oo dr(1 + \t!)\q(t)\} <Ky <oo
Ky (1 + |z|).

IN

= M(k,x)
ie, |lm(k, )]

A

Esto implica que

Imik,2) — L|| < Aww@mmnmmmu+ﬁmﬁv@mmemmn
a®vm{4mmunmoﬁw—wka/mda1+nm«wm

IA
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que puede dividirse en dos casos:

V<o, wmmm—hHSKm+wm/mﬁu+mmww

Va0, hﬂh@—hHS@@wwS@@/ at(1) ().

T

Asi que:

(k) = L < K301+ mix (~2,0)) [ de(1+ [ela(o)

= ||m(k,z) — I,,|| < K4(1 + méx (—zx,0)).

Ahora consideremos la ecuacién
7Mh@:—/)ﬁgmmh®mmﬂ

Sustituyendo b) en esta ecuacién,

m'(k,x) < K4/ dt ¥ =2 g(t)(1 + méx (—x,0))

gza/ww«wu+m»

= m'(k,z) < K4/ dt(1+[t))q(t) < K5 Yz € (—00,00).
De aqui se sigue que si z € (0, c0),

—K <m(k,z)—1 < K(1+méx(—=z,0))
= m/(k,x) = / dt e2* =D q(tym(k, t)

Klmﬁﬂw

IN

IN

:>m'(k,as)§K4/ dt q(t) V€ (0,00).
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Ahora veamos que es solucién de Schrodinger.

—m(k,z) = 1+ i :dt (eQik(t_“”) — 1) q(t)m(k,t)
= 1+ ie‘m‘” /: dt e**q(tym(k,t)
—m'(k,x) = %emw {—Qik /9«" dt e*™ q(t)ym(k,t) + e**q(z)m(k, z)
—pa(e)m(k, o)

= eZik"’“"/ dt eZiktq(t)m(k,t)

o0

(e 9]

—m(k,x) = —2ike”?* [ dt ¥ q(t)m(k,t) + e 2k ¥ g (x)m(k, 1)

2

= —2ike” ¥ [ dt *Mg(t)ym(k,t) + q(z)m(k, x).

8

Sustituyendo en m” 4 2itkm’ = gm, tenemos que:

m"(k,x) + 2ikm/ (k,z) = —Qike_z“m/ dt e**q(tym(k,t) + q(z)m(k, x)

o0

+2ike‘2ikw/ dt *Mq(tym(k,t)
i.e., m'(k,x)+ 2ikm/(k,x) = q(x)m(k, z).
Ademas,

o0

lim dt Dy(t — x)q(t)m(k,t) =0,
T—>00 T

por lo que:
m(k,z) =1, x— oc.

Y como m(k, x) satisface la ecuacién con una condicién asintética, la soluciin es tnica.

Por otro lado, ya habiamos dicho que:

m(k,x) =1+ galk,x),

n=1
con
gn(k,x) = / dzxidzy - - - dx, Di(zy — ) Di(x) — 20-1),
z<zr1<...<Tp

donde g, es analitica V k € C*+.
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Por otra parte, como g € R,

m(k,x) = 1+ /OO dt Dy(t — x)q(t)m(k,t)

1 o -
= 1- 5k /. dt e 2D g(tym(k, t)

= 1+ /oo dt D_g(t — x)q(t)m(k,t)
= m(—k,x).

i.e., m(k,x)=m(—k, ).

Para el resto de la prueba hay que considerar a 7 (k, x), que se obtiene iterando:

m(k,z) = / dt Dp(t — x)q(t)m(k, z) +/ dt Dy,(t — z)q(t)m(k, x). (3.26)
V ¢ € Li usamos la desigualdad [4]:

kDi(t — o) = \

t—x
a 2iku
/0 du u [ 8u€ }

'g?\t—m\,

para obtener:

/oo dt kDi(t — 2)q(tym(k, t)' < K(1+ méx (—z,0)) /OO dt (¢ — 2)|g(t)] < K(z) < 0o

y vemos que m(k,x), k # 0, k € Ct existe, con kr(k,z) continua, incluso cuando
k — 0:V g € L} usamos [4]

t—x
|| De(t — z)|| < H/ du 2iue*™ || < (t — x)*.
0

— Supongamos que x < 0. Entonces,

/mdttﬂq(tnnmw,wu - /“dtt2|q<t>|||m<k,t>||+ / dat 2lq(t)] (k. )]

T 0 T

< / "t Plg0)] Im(k )| + 22 / dt g(t)] [lmk. ).

0 T

Y como ||m(k,t)|] < K(1+ méx (—t,0)),

< K/ dt *|q(t) y+x2K/ dt |q(t |+:c2K/ dt (

< cte(1 +2?).
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— Supongamos que z > 0. Entonces,

/mdt 2lg(t)] [Im(k £)]] < K/Omdt 2lg(t)].

x

Asi que V x se cumple que:

/ " dt 2q)] [[mk, 1) < Ka(1 — wmix (2, 0)),

T

por lo que
|Irin(k, z)|| < Ka(1 — 2 mdx (—=,0)) + /Oo dt (t — z)[q@)] [[rm(k, t)|].

[terando, llegamos a que:
[ (k, z)|| < Ky(1 — 2 méx (—z,0))e’®), (3.27)

pues, andlogamente al caso de m(k, ),

[k, 2)|| < Ko(1 — xméx (—2,0)) + Y fulk, ),

n=1
donde
folk,z) = / dxy - dxg (T, — Tpo1)q(x1) - - q(z)
z<z1<...<Tp
< / dry - -drp(xy —x) - (T — Tpo1)q(1) -+ - q(20)
z<z1<...<Tp
< 2 ood "
= al t(t—m)lqt)] ) -
Asi que:

[rin(k, 2)|| < Ka(l—zméx(—2,0))+ Y </°° dt (t—x)|q<t)|>"

n=1

< Ky(1 - zmix (—2,0)) ) </OO dt (t — x)lq(t)l)
= Ky(1 — zméx (—z,0))e’@.

Esta cota asegura que las iteraciones en (3.26) convergen uniformemente en k [4].

Esto deja claro que || (k, )| existe y es continua V k € CT, incluyendo k = 0.
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Finalmente, V =z,

(ko) < Ko(l+2?) + / "t tla(t)] ik, 0)]] + (—a) / "t 1a(o)] |k, 0)|

xT

< Ka(t+a?)+ [ dedg)] Itk oll + 1ol [ de oo [bnGh. o)

0

< Ko(l+a2) + Kpe® / dt tlq(t)| + |2 / dat 1a(0)] [k, )]

0

Es decir,
h(k,z) < 1+/ dt (1+t%)|q(t)|h(k,1),

con

_ m(k, 1)
h(k,t) = Kol +22)
Iterando encontramos que:
) = 3 ([ i)
n=1 z

(/:o dt (1+ t2)\q(t)ydt>n

Bz

NE

i
o

Il
Q)

ie., ||k, 2)|] < Ku(1+ 2?).
n

De acuerdo a la forma en la que habiamos definido a m(k,z), m(k,x) = e~ f(k, x),
vemos que f(k,x) satisface la ecuacién integral:

flk,x) = eik”"m(k‘, x)

ikx 00

— eikzln + 6. / dt (GQik(t—LE) _ 1)q<t>€_lktf(]€, J}')
2ik [,

ke 1 k(t—z) —ik(l—z)

= e+ 5 dt (e e )a(t) f(k, z)
2k J,

. 1 [
= g [ dy s (bl = )V )

Es decir,

f(k,z) =e™* I, + % /woo dy sin (k(t — )V (y) f(k,y).

Ademds, como m(k,z), m'(k,z) y ¢ son analiticas V k € C* y continuas V k € C+,
con z fijo, f(k,x) y f'(k,x) son analiticas V k € C" y continuas V k € C*. Eso lo
enunciaremos en el siguiente teorema.
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Teorema 3.9 f(k,z) y f'(k,z) son analiticas ¥ k € C* y continuas ¥V k € C*, donde
f(k,z) es la solucion de Jost.

Proposicion 3.10 La solucion de Jost satisface la ecuacion
fO0) =L+ [ dy (v = 2V ()1(0.0)

Dem. Como f(k,z) es continua en k = 0,

F(0,2) = lim f(ka)

k—0

o / ikx : o
= lim [e In+ 52 ’ dy sin (k(t —2))V(y)f(0,y)

_ s g / Ty (- V() F(0.y).

Es decir,
f0,2) =1, + / dy (y — )V (1) £(0,1).

Veamos que, efectivamente, f(0, z) es solucién de la ecuacion —¢” (k, z)+V (x)y(k, z) =
0.

+ 0.0 =1+ | Ty V) F0.y) + o / "y V) £(0,9).

+ £0.2) = ~aV(2)f0.2) + [ Ty V() £(0.9) + 2V (2)£(0,2).

— f"(0,2) = 2V (x) f(0, x).

Asi que:
—f"0,2) + V() f(0,2) = =V (2)f(0,2) + V(z) f(0,z) = 0.

ie., —f"0,z2)+V(x)f(0,z)=0.

Teorema 3.11 Si se satisface que [} dx 2V (x) < oo, entonces la ecuacién (3.1)
con k = 0, ¥'(k,x) = V(z)¥(k,x), tiene un sistema fundamental de soluciones
E(z,0), EW(z,0) tales que:

: +
EW(z) = z[I, + o(1)], E'W(z) =1, + o(z™Y). (3.28)
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Dem. Ya sabemos que F(0, x) satisface la ecuacién:
B(0,2) = In+/ dt (t — 2)V () E(0, 1),

Derivando,

B(0,2) = — / VB0, 1),

Por otro lado, EM(z) esé definida como la solucién de una ecuacién integral:
EO(X) = 21, — / S v EY () - / it v EO@),
con 0 < h < < oo de forma que [°dt t{V(t)] < 1.
Veamos que es solucion de la ecuacién (3.1):
— EWY(z) = I, - / T V(t)EY + 2V () EY — 2V (2) EW

= FY = 1, - / dt V(t)EW
— E"Y =V (2)EW,

Asi que
E"Y —v(2)EYW =0.

De la ecuacion (3.28) tenemos que ' E()(z) est4 acotada en el intervalo 0 < h < x <
o0, pues, llamando n(z) = 2~ EW(z),

n(x) =1, — Zgn(x) - Zlnx,
n=1 n=1
con
gn(z) = / dxy..dx, V(ry)V(xg) - V(z,)
r<z1<...<zp
Inz = / dry..dx, 1 x,V(xy) - Vxy,).
h<zi1<..<zp<z

Ahora,

ol <o ([Cawen) v west([Caaver)
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por lo que
n(z) =1 = [ (ga(z) + Inx) <Z|gn +1nx|<Zygn I+ |Inzl
n=1 n=1
gZ(/ dt |V (¢ )+Z(/ dt t|V( )|)
n=1 z

= “@a(z) + PDB(2) < cte.

Es decir, n(z) estd acotada en el intervalo h < x < 0.
Veamos ahora el comportamiento asintético de las soluciones.
— EM (7).

Primero tenemos que:

/jdt tV(t)E(l)(az):—/t dt sV (s)ED(t )‘h+/hx {dt [/toods sV (s )] EO ().

Por la condicién [ _dx (1+ z)*|V(z)| < oo y el hecho de que E y E™ son acotadas,
tenemos que:

- /OO ds SV(S)E(l)(t)r =o(x), T —

t h

cte/zdt /Oods SV (s)
_ U ds s|V(s) |/dt+/ ds s|V(s) |/ dt}
[/h ds $2|V (s )|+x/m ds s|V (s )|]

ﬁ [e'e)
< e [x—lﬂ/ ds s|V(s)|—|—/ ds s|V (s)|
h VT

= o(x), z— 0.

y

’dt /h Utwds V(s )] ol >()’

IN

IN

Aplicando esto a la ecuacién (3.28),
EW(z) = xI, + o(x)

ie., EW(x)=x[l,+o(1)].
Quitdndole un orden y considerando que 2~ ' EM () es acotada y EW(z) ~ 27 EW (1),

EW(z) = I, + o(1).
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— E(z,0).
Como
/ dr (1+z)|V(z)| < oo, /OO dt (t —x)V(t)E(t,0) =0o(1), z — oo,

= E(z,0) = I, + o(1).
Ademas, .
/ dt VIO E(,0) = o(1/z), - oo,
= E'(z,0) = o(1/x).
|

Renombrando estas dos soluciones, tenemos las soluciones de 2n columnas que sa-
tisfacen las condiciones asintéticas (debido al comportamiento asintético, no pueden
ser combinaciones lineales):

f(0,z) = I, + o(1), f(0,z) =o(1/z), x— oo, (3.29)
g(0,2) = z[I,, + o(1)], d0,z) =1, +0(l), z— occ. (3.30)

Estas soluciones forman un sistema fundamental de soluciones para la ecuacién
—" +V(z)yp =0, x€(0,+00). (3.31)
Asi, cualquier vector ¢(x) que sea solucién de (3.31) puede escribirse como:
¢(x) = f(0,2)€ +9(0,2)n, € (0,+00), (3.32)

donde los vectores constantes £ y n en C" estdn unicamente determinados por ¢(x).
De (3.30) y (3.32) podemos ver que cualquier solucién de (3.31) que se comporte como
o(z) cuando x — +oo debe ser una solucién acotada.

Hay varias soluciones matriciales n x n de (3.1) que se definen al especificar algunas
condiciones iniciales constantes en un valor de x finito. Como resultado estas soluciones
son analiticas en k en todo el plano complejo para todo x fijo. Debido a su analiticidad,
se llaman soluciones requlares.

La solucién regular n x n ¢(k, z) satisface las condiciones iniciales

donde A y B son las matrices que aparecen en (3.11).
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Proposicién 3.12 La solucion reqular ¢(kx) satisface la relacion integral

e
Smk —+ E/ dy sink(z —y)V(y)o(k,y). (3.34)

0

¢(k,x) = Acoskx + B

Dem. Claramente ¢(k,0) = A. 'Y como

T

B 1 . . Lo
d(k,x) = Acoskx+ m sin kx + 2k |, dy (e*@e= v _ o= kz kY (1) (K, )

—ikx

1 i z )
= |5 [ vt - S [ ay vt

B
Acoskx + = sin kx

i T ikx
= othe) = v [ [T e ot + Gre v @tk o)
k —ikx T ) —tkx
| [ vt - S e oo

—kAsinkx + Bcoskx

1 ,
= —kAsinkx + Bcoskz + 5/ dy (@Y 4 e REY Y () (K, y)
0

ie., ¢'(k,x) = —kAsinkx + Bcoskz +/ dy cos (k(x —y))V(y)o(k,y).
0
Por lo que
¢'(k,0) = B.
Ademas,
/ 2 ik —ik
¢'(k,x) = —k*Acoskr — kBsinkx + 56 dy e "™V (y)o(k,y)
0
g ik ke [° ik
+e TV (@)e(k,x) — e dy €™V (y)o(k,y)
0
efikx )
—l—TemV(x)(/ﬁ(l{:,x)
k [* . .
= g [ dy (M = TNV ()6 (R, y) + V(@)o(k, 7)
0

—k*Acos kx — kBsinkz
ie, ¢"(k,x) = —k*Acoskr —kBsinkz — k/ dy sin (k(z — y))V(y)d(k,v)
0
+V(x)o(k, ).
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Asi que:
Z 2 B .
—¢"+V(z)p = k*(Acoskz + — sin kx)

% /0 "y sin (k(x — 9))V()o(k,y))

= k%0
- —¢//+V(l')¢:k2¢

Como puede verse, es solucién de (3.1).

Definamos ahora dos matrices n xn regulares adicionales soluciones de (3.1), C'(k, x)
y S(k,x), con condiciones iniciales en x = a, donde la matriz f(0,a) es invertible. La
existencia de dicho valor a estd asegurada por el hecho de que f(0,z) = I,, + o(1)
cuando x — oo y por lo tanto f(0,x) es invertible al menos para valores grandes de x.
De hecho, si f(0,a)"! existe, entonces debe existir f(k,a)™! en la vecindad de k = 0
en C*. Esto es porque para cada valor de z— fijo se sabe que f(k,x) es una funcién
continua de k& € CT. Por lo tanto, det [f(k,a)] es una funcién continua de k y si es
distinta de cero en k& = 0 debe ser distinta de cero en la vecindad de k = 0. Asi,
concluimos que:

f(k,a) = £(0,a) +o(1), f(k,a)™t = f(0,a)"" +o(1), k— en CT. (3.35)
La solucién que involucra el coseno C(k,x) satisface las condiciones iniciales
C(k,a)=1,, C'(ka)=0, (3.36)
y la solucién que involucra el seno S(k, x) satisface
S(k,a) =0, S'(k,a)=1I,. (3.37)

Asi, tenemos las representaciones integrales

C(k,z) = Icosk(x—a+ % /9«“ dy sink(x — a)V(y)C(k,y). (3.38)
S(k,a) — %@_a +% / dy sink(z—aV()Shy).  (3.39)

Nétese que suprimimos la dependencia de a en la notaciéon de estas soluciones.

Definimos otra solucién regular n x n de (3.1), w(k, z), que satisface las condiciones
iniciales
w(k,a) = f(0,a), w'(k,a)= f(0,a). (3.40)

Nuevamente suprimimos la dependencia de a en la notacién para w(k, x). Nétese que

w(0,7) = f(0,z), =€RT, (3.41)
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porque ambos lados satisfacen (3.1) cuando k = 0 y ambos satisfacen las mismas
condiciones iniciales en x = a dadas en (3.40). Puede verse de (3.36), (3.37) y (3.40)
que:

w(k,z) = C(k,x)f(0,a) + S(k,z)f'(0,a), (3.42)

pues satisface las condiciones iniciales pedidas:

w(k,a) = C(k,a)f(0,a)+ S(k,a)f'(0,a) = f(0,a)
w/(k7a) = O/(k7a>f(0aa) + Sl(k’a)f/(07a> = f/(oa a)7

donde f(k,z) es la solucién de Jost que aparece en (3.25).

Veamos que estas soluciones regulares satisfacen, V k € C, que

o(—k,x) = ¢(k,x), C(—k,x)=C(k,z), S(—k,z)=Sk,z), w(—kz)=wk, ).

(3.43)
— d(—k,x) = Acoskz — Bsmlzkx = _ik : dy sink(z — )V (y)é(k,y) = ¢(k, z)
L (k) = Teosk(r —a— _ik : dy sink(z — )V (y)C(k,y) = C(k, z)
S S(—ha) = —% - _ik jdy sink(z — a)V (y)S(k, y) = S(k, 7)
- wlhs) = g((];z;)x) £(0.0) + S(—k,2) (0, a) = C(k, 2) £(0,a) + S(k, 2) (0, )

Esto pasa porque k aparece como k? en (3.1) y los valores iniciales de estas soluciones
son independientes de k, como puede verse de (3.33), (3.36), (3.37) y (3.40).

Asociada con (3.1) tenemos la ecuacién adjunta
—(@N" + 'V (z) = k)%, =z € (0,+00), (3.44)

donde usamos (3.2) y un asterisco que denota conjugacién compleja. Nétese que si
Y(k,x) es una solucién a (3.1), entonces (+k*, )7 es solucién de (3.44). También
agregaremos que si ¥(k, x) tiene una extensién analitica de k € R a k € C*, entonces
Y(—k, )" también tiene una extensién analitica de k € R a k € C*, y de hecho esa
extension es igual a 1(—k*, )" para k € C*. Una consecuencia de esto es que, como
f(k,z)y f'(k,x) son analiticas para k € C*, f(—k,x)" y f'(—k, ) tienen extensiones
analiticas de k € R a k € CT dadas por f(—k*,2)" y f'(—k*,z)T, respectivamente.

Sea [F;G] := FG' — F'G el Wronskiano. Podemos ver que para cualquier solucién
n X p Y(k,x) y cualquier solucién n x g ¢p(k, ) de (3.1), los siguientes Wronskianos son
independientes de x:
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Proposicién 3.13 Los Wronskianos [¢(k*,x)'; 0 (k, z)] y [¢(—=k*, 2)T;¢(k, x)] son in-
dependientes de x.

Al evaluar los Wronskianos en x = 0 y en © = 400, podemos obtener varias
identidades, como las siguientes:

[f(£k, 2)'; f(£k, z)] = £2ikl,, k€R, (3.45)

[f(=k*,2)" f(k,2)] =, keC*t. (3.46)

3.3. La matriz de Jost y la matriz de Dispersion

En esta seccion introduciremos la matriz de Jost y la matriz de dispersiéon para
(3.1) con un potencial matricial autoadjunto V' € L}(R™) con la condicién a la frontera
autoadjunta (3.11)-(3.13). También presentamos algunos resultados preliminares que
se necesitan después para analizar el comportamiento en el limite de k—pequenas de
estas dos matrices y de la matriz inversa de Jost.

Recordemos que la matriz de Jost Fj correspondiente a (3.3) en el caso escalar (es
decir, cuando n =1 en (3.1)) estd definida con la ayuda de la solucién de Jost f(k,x)
como

(3.47)

Fy(k) = {—i[f’(k,()) t(cot&)f(k,())], 0 € (0,7),
f(k,0), 0=m.

Definiremos la matriz andloga de la funcion de Jost, llamada la matriz de Jost, de
forma que se reduce a la funcién de Jost conocida cuando n = 1. Recordemos también
que la matriz de dispersion en el caso escalar esta definida como:

—FG(_k), 0 € (0,m),
So(k) := {Fg(—ek()k) o_ (3.48)
Fy(k) ? -

El cambio de signo en (3.48) en el caso de Dirichlet (i.e., cuando § = 7) se da porque
(3.48) asegura que S(k) — 1 cuando V' — 0, lo que es una consecuencia del hecho
de que tanto el Hamiltoniano perturbado como el no perturbado satisfacen la misma
condicion autoadjunta a la frontera en x = 0. Definiremos la matriz de dispersién ge-
neralizando (3.48) al caso matricial. Por simplicidad, suprimiremos la dependencia de
la matriz de Jost y la de dispersién de la parametrizaciéon (A, B) de la condicién a
la frontera, y usaremos la notaciéon J(k) para la matriz de Jost en lugar de Jia p)(k);
también escribiremos S(k) para la matriz de dispersién en lugar de Sia (k). Notese
que antes usamos S(k,z) en (3.36) para denotar la solucién regular similar al seno de
(3.1), y no debe ser confundida con la notacién S(k) de la matriz de dispersién.



44 Preliminares

Definicién 3.14 La matriz de Jost J(k) para k € C* se define como:

donde f(k,x) es la solucion de Jost que aparece en (3.25), ¢p(k,x) es la solucion reqular
que aparece en (3.33) y A y B son las matrices que aparecen en (3.11)-(3.13) y (3.33).

Noétese que J no estd univocamente determinada por el potencial V' y la condicién
a la frontera autoadjunta (3.11)-(3.13), porque las tres condiciones son invariantes bajo
la transformacién (3.17), por lo que se tiene J — JDT bajo (3.17), indicando que la
definicién de J como la hemos dado es tinica salvo por una multiplicacién por la derecha
por una matriz constante invertible. Por otro lado, dicha postmultiplicacién no cambia
los ceros en C" del determinante de J(k). Estos ceros corresponden a las energias de
los estados ligados de (3.1) con la condicién a la frontera (3.11)-(3.13), por lo que las
energias de los estados ligados siguen estando univocamente determinadas por (3.49).

Teorema 3.15 Si V es autoadjunto y pertenece a Li(RT), entonces la matriz de Jost
J(k) es invertible para k € R\{0}.

Dem. Sea k € R. Definimos L(k) como:
L(k) := f'(—=k,0'/BE™2 + f(—k,0)/AE2, (3.50)
donde E es la matriz E5 de (3.14).
Usando (3.16), (3.45) y (3.49) podemos ver que J(k)L(k)" — L(k)J(k)' es igual a:

= (f(=k*,0)'B — f'(=k,0) A)(f'(=k,0)/ BE™2 + f(—k,0)TAE~2)T
—(f'(=k,0)'BE~2 + f(—k,0)lAE~?)(f(—kx,0)'B — f'(=k,0)TA)!
= [f(=k,0)BE?B'f'(—k,0) — f'(=k,0)BE~2B' f(—k,0)]
+[f(—=k, 0)TAE2AT ' (—k,0) — f'(=k, 00! AE2 AT f(—k,0)]
+[f(=k,0)'BE2AT f(—k,0) — f'(—k,0) AE2BT f'(—k, 0)]
+[f'(=k,0)'BE2AT f(—k,0) — f(—k,0) AE2BT f(—k,0)]
= [f(=k,0);(BE™2B' + AE2A") f'(=k,0)]
+f(=k,0)(BE2A" — AE72BY) f(—k,0)
+f'(=k,0)(BE2AT — AE72BY) f'(—k,0).

Es decir,
J(k)L(k)" = L(k)J (k)" = [f(—=k,2)T; f'(=k,2)]| _, = —2ik],, keR.  (3.51)

Si J(k) no fuera invertible para algin K, € R\{0}, entonces los renglones de J(ko)
serfan linealmente dependientes, por lo que u*.J(kg) = 0 para algin v € C"\{0} y
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también J(ko)Tu = 0. Sin embargo, esto implicarfa que:

0 = u'J(ko)L(ko)'u — uL(ko)J (ko) u

= —2ikoulu
= —2iko|ul]?
£ 0!
Luego, J(ko) es invertible V k € R\{0}. |

Definicién 3.16 La matriz de dispersion S(k) estd definida como:
S(k) :=—J(=k)J(k)', keR\{0}, (3.52)
y estd univocamente determinada por la condicion a la frontera y el potencial V.

Aunque J(k) estd univocamente determinada salvo por una multiplicacién por la
derecha por una matriz constante invertible, la determinacién tnica de S(k) esta ase-
gurada porque S(k) permanece invariante bajo la transformacion (3.17). Nétese que el
dominio de J(k) es k € CT porque f(—k,0)" y f/(—k,0) tienen extensiones analiticas
de k € Rak € C* y los valores de esas extensiones son f(—k*,0)" y f'(—=k*,0)f,
respectivamente.

Por otra parte, en general S(k) sélo esté definida para k reales porque normalmente
J(—k) no puede ser extendida de k € R a k € C*. Aun mads, la existencia de S(k)
cuando k£ = 0 debe ser estudiada por separado porque, como puede verse en el Teorema
anterior, la existencia de J(k)™! sélo estd asegurada para k € R\{0} y no puede ser
facilmente inferido de (3.52) si S(k) tiene limite mientras k& — 0 cuando J(0)~! no
existe.

Primero analizaremos el caso cuando V' es cero en (3.1). En ese caso, f(k,z) = ¢**I,
y (3.49) y (3.52) conducen a:

J(k) = B —ikA, [J(k)]'=(B—ikA)™", S(k)=—(B+ikA)(B—ikA)™",
puesto que:
J(k) = f(=k*,0)'B — f'(—=k*,0)'A = I,B — ikI,A = B — ik A,
y las demas identidades son inmediatas.
Ahora usaremos la representacion (3.23) para (A, B) con la forma diagonal de U

que se obtuvo en (3.24). Entonces se obtiene:

A = —diag{sinb,, ..,sin 6, }, B = diag{cos 0y, ..,cos 0, },
J(k) = diag{J1(k), ..., J(k)}, S(k) = diag{ 51 (k), ..., Sn(k)},
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donde

—cos0; + tksin 0
J;(k) := cosf; + iksinf;’

Ji(k) :=cosb; +iksinb;, S;(k):= (3.53)

pues:

—-A = %(U ~ U = %diag{ew1 —e7 e — 7Y} = —diag{sind,, ...,sind,}.

- B = %(U + U = %diag{ew1 e e 7Y = —diag{cos,, ...,cos6,}.
— J(k) = B —ikA = diag{cosf; +iksinb,...,cosb, + iksinb,}
= diag{J1(k), ..., Jo(k)}
— Sj(k) = —Jj(=k)J;(k)"" = —(cos0; — iksin6;)(cos b; + ik sin ;)"
B —cos; + ik sinb;
~ Jj(k) == cos0; + iksing;’

Como puede verse de (3.53), en el caso de Dirichlet, con §; = 7,
J]<k) =—1, [‘]J(k)]_l =—1, Sj(k) =—L
Por otro lado, en el caso de Neumann, con §; = /2,

. _ 1
Ji(k) =ik, [J(R)] 7 = Si(k) = 1.
Nétese que en el caso de Neumann J;(0) se desvanece linealmente cuando £ — 0
y no es una matriz invertible; sin embargo, S;(0) todavia estd bien definida porque
J(—k)[J(K)]7! tiene un limite bien definido mientras k — 0.

Proposicién 3.17 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la con-
dicion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y (5.1). En-
tonces, la solucion regular ¢(k,x) puede ser expresada en términos de la solucion de
Jost f(k,x):

1 1

Olk,x) = 5 f(k,@) T (k) = 3 f(—hk.2)J (k). k € R\{0}. (3.54)

Usando (3.25) podemos ver que las 2n columnas combinadas de f(k,z) y f(—k,x)
forman un sistema fundamental de soluciones vector-columna V k£ € R\{0}. Por lo
tanto, podemos escribir:

¢(k,x) = f(k,z)Ci(k) + f(=k, 2)Ca(k), ke R\{0}, (3.55)

para alguna Ci(k), Cs(k) € M, «,, que dependen de k pero no de x.
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Sustituyendo (3.55) en el Wronskiano y usando las identidades (3.45), (3.46) y
(3.49) obtenemos

[fEE )6k, 2)] = f(EE,2)1¢(k,2) — f/(£k",2) o (k, 2)
= f(EE )1 (f'(k,2)Ci (k) + f'(=k, ) Ca(k))
— [k ) (f(k,2)Ci (k) + f(—k,2)Ca(k))
= Cuk)(f(£E",2)" + f'(k,2) — f'(£K",2) f(k, @)
+Co (k) (f (R, 2) [ (=k, w) = f(£E", 2)" f (=, 2)
= Ci(R)[f (k") f(k, 2)] + Co(R)[f (K", )T f(=k, 2)].

Por (3.45) y (3.46), — Si tomamos +k*,

J(—k) = [f(k, o)t f(k,2)] = 26kCi(k) = Ci(k) = ﬁj(—k), k0.

— Si tomamos —k*,

T) = [~k ) f(—k )] = ~20kCak) = Colk) = —5J(K), K #0

Sea 1) € M, ,, una solucién de (3.1) tal que
Yk, x) = —2iko(k,x)J (k) (3.56)
donde ¢(k, z) es la solucion regular y J la matriz de Jost.

Asi, S(k) estd determinada univocamente por el potencial V' y la condicién a la
frontera (3.11) porque, como se verd méas adelante, J(k) es tnica excepto por la post-
multiplicacién de una matriz constante, por lo que S(k) es independiente de la para-
metrizacién particular usada en (3.11)-(3.13). En general, S(k) esta definida sélo para
algunas k € R porque J(—k) no puede ser extendida, generalmente, de k € Ra k € C*.
La continuidad de S(k) en k = 0 ya se demostré. Ain cuando J(k)™' puede no existir
en k = 0, ya se mostré que el producto del lado derecho de la ecuacién (3.52) tiene un
limite bien definido cuando k — 0 en R, por lo que el dominio de S(k) es k € R.

Proposicién 3.18 Consideremos al operador matricial autoadjunto de Schrodinger
con la condicion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y
(5.1). Entonces ¥V x € R la solucidn de (3.56) es continua para k € RT y puede ser
escrita como

Y(k,x) = f(=k,z)+ f(k,x)S(k), keR. (3.57)
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Dem. — Sea k € R\{0}. Entonces, de (3.56),

Wlka) = —2iko(k.a)J (k)"
= =it (G (Rl ) = 5o F(ba) (8 ) T8
= Flk) (T R)IE) ) + F(k )
Wlk,3) = F(—k.x) + 1k, 2)S()
— Sea k = 0. Como f(k,z) y S(k) son continuas V k € R,

l\D

$(0,2) = f(0,2) + f(0,2)5(0).

Es decir,
Ademas, el argumento anterior implica que que ¥ (k,x) también es continua V k € R

para alguna z € R* fija.
|

Algunas propiedades utiles de S(k) se muestran a continuacién. Gracias al resulta-
do del limite para k—chicas que veremos mas adelante, estas propiedades son validas
para toda k, incluyendo k = 0.

Proposicion 3.19 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y (5.1). Entonces
S(k) es unitaria y cumple que

S(—k)=S(k)™" = S(k‘)T, ke R. (3.58)
Dem. Tenemos que:

[W(k,2)T 0 (k,2)] = ok, 2) (k z) — ' (k,2) 0k, x)
= (f'(=k, )"+ Sk f(k,2)) (' (=k,2) + f'(k,2)S(k))

—(f'(=k, )"+ S(R)'f'(k, 2)) (F (—k, @) + f (k, 2)S (k)
= [f(=ka)lf (=k.2) = f'(—k,2) (k)]
+Hf (—k,2) f (k) = f'(=k,2) f(F, )]S(k‘)

+S(R)'[f (B, ) f' (=K, ) — f'(k, 2) (=K, )]
+S(R)'[f (k, )T f' (k, ) — f'(k, 2)" f(k, 2)]S (k)
= —2ikI, + 2ikS(k)TS(k).

ie, [k 2)¢(k 2)] = —2kI, +2ikS(k)IS(k), keR. (3.59)
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Por otro lado, usando (3.56) y recordando que k = k* porque k € R,

[k, )0k, 2)] = ik [T (k) o(k, 2)")(=2ike' (k, 5).J (k) )
—(2ik* [T (k)71 (k, 2)") (= 20k (K, 2) T (k) )
= —(2ik)*J (k)" [0 (i, )¢ (k, )] T (k)
+(2ik)* [T (k)¢ (k, 2) o (k, )] T (k) 7
Valuando en x = 0 (porque los Wronskianos son independientes de x),
= —(2ik)’[J(k) "' (ATB — BTA)J (k)™
= 0.

te, [0k 2) 00k 2)] =0, ke R\{O}. (3.60)
Sin embargo, (3.60) sigue siendo vélida en k = 0, porque k.J(k)~" tiene un limite bien
definido cuando £ — 0 en C*, como establece el Teorema 4.15. Comparando (3.59) y
(3.60),
—2ikI, + 2ikS(k)1S(k) =0, keR
= Sk =8k, keR

Ahora veamos la otra parte de la identidad:

W=k, 2)Ts 9k, 2)] = (=k,2)W (k,x) — ¢'(=k, 2)T(k, 2)
= (f(k,2)"+ S(=k) f(~k ))( "(=k,x) + f'(k,x)S(k))
—(f'(k,2)" + S(=k)'f ( ) (F(= k‘rv)+f(k‘ 2)5(k))
= [f(k,2)" f(=k,2)] + ()[( )% f(—k, )]
+f
—2

(k,2)"; (k 2)]S(k) + S(—k)! [f( k)" f(k, 2)]S(k)
= ikS(—k)" + 2ikS(k).
ie., [W(—kx) ¢k )] =2k(S(k)—S(—k)"), kecR. (3.61)

Y usando (3.56),
W=k, a) ok, 2)] = (=2ik[T(=k) " o(k, 2))"(—=2ike' (K, )T (k) ™)
—(=2ik[J(=k) ' (=k, 2)") (= 2ikp(k, ) T (k) )
= (2ik)*J/k) N (ATB — BTA)J(k)™*
= 0.
ie., [U(=k,x)(k 2)] =0, keR\{0}. (3.62)
Por el mismo argumento que en (3.60), (3.62) es valida para k =0 y:
2ik(S(k) — S(—k)") =0
= S(—k)=S(k), keR.
Es decir,
[(—k,x)T5(k,2)] =0, keR. (3.63)
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3.4. Transformaciones

En esta seccién hacemos énfasis en como la solucion de Jost, la solucion regular de
(3.1), la matriz de Jost y la matriz de dispersién cambian si las matrices Ay B que se
usan en la parametrizacién de la condicién a la frontera (3.11)-(3.13) son transformadas
sin afectar (3.12) y (3.13). En particular, consideramos una multiplicacién por la de-
recha por una matriz invertible, una transformacién unitaria por una matriz unitaria,
y una combinacién de las dos anteriores. Los resultados son ttiles para el analisis de
las asintotas de k—grandes de varias cantidades y para la derivacion del Teorema de
Levinson.

Proposicion 3.20 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la con-
dicion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y (5.1). Sean
A y B las matrices de (3.11)-(3.13), f(k,z) la solucién de Jost de (3.1) que satisface
(3.25), ¢(k,x) la solucion reqular de (3.1) que satisface (3.33), J(k) la matriz de Jost
de (3.49) y S(k) la matriz de dispersion de (3.52). Entonces,

a) Bajo la transformacion V — V y (A, B) — (AT, BT), con T € M,,,, invertible,
se tiene que

(f,¢,J,8) = (f,¢T,JT,S).

b) Bajo la transformacién V + MV M y (A, B) w— (MTAM, MTBM), con M €
M, ., unitaria, se tiene que

(f, 0, J,8) — (MM, MToM, MY JM, MTSM).

¢) Bajo la transformacion V.~ MTVM con M € M, y, unitaria y la combina-
cion de tres transformaciones consecutivas (A, B) — (MTAT,MTy, MT BT, MTs),
T1,T5 € M,,«,, invertibles, se tiene que:

(f, ¢, J,9) = (MTfM, MYQTMTy, MTJT M Ty, MTSTyMT). (3.64)

Dem. Tenemos que verificar que se satisfaga la ecuacién (3.1), la condicién a la frontera
(3.11)-(3.13), las asintotas de (3.25), las condiciones iniciales de (3.33), la definicién de
J(k) de (3.49) y la definicién de S(k) de (3.52).

a) V — V y (A,B) — (AT,BT), con T € M,,, invertible. Sean (A,B) =
(AT, BT).

—B1y(0) + Aly'(0) = —TT(By(0) + Aly’(0)) = 0
— —BTA+ AtB = —TH(BtA+ A'B)T =0
ATA+ BIB =T (ATA+ BIB)T > 0.

Tenemos, por [1] y [2], que:
—" + V()¢ = K,
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y
f=e*[I, +0(1/x)], [ =ike*[I, + o(1/x)].

Por otro lado,

N o(k,0) = ¢(k,0)T = AT = A
¢ (k,0) = ¢(k,0)T = BT = B.

= J(k) = JO)T = [f(—k",2)"; o(k, x)]T
= ]i(—k*,l’) Qf(k .%)T f( )jd)(k’x)T
= f(-k rc)W( z) = f/(=k* w) ¢(k, x)
= [f(=k"2)T; ok, 2)].
— S(k) = —J(=k)J(k) L = —JR)TT I (k)™ = —=J(=k)J(k)~* = S(k).

) V= MVM y (A,B) — (MTAM,M'BM), con M € M,,, unitaria. Sean
A, B) = (MTA, MTBM).

~B'A+ AlB = —MT(BTMMTA + ATMMIBYM = —MT(B'A+ ATBYM =0
ATA + BB = M(ATA+ BfB)M > 0.

Tenemos, por | , que:

{Bw ) + At/ (0) = —=MT(BTMy(0) + ATM/(0)) = 0

_¢/, + V($)¢ = kj2¢7
f=MfM = M (e*[I, + o(1/x)])M = e**[MTM + o(1/z)]
= ™[I, + o(1/z)],

T F = MM = M (ke (L, + o(1/2)])M = ike*=[MIM + o(1/2)]
= ike*®[I, + o(1/x)].
o(k,0) = MTp(k,0)M = MTAM = A
¢ (k,0) = Mt¢/(k,0)M = M{BM = B.
— J(k) MYJ(K)M = M[f(—k*, z)T; gb(k )| M

f(=k,2)1¢ (k, )T — f'(—k*, ) ¢ (k, 2)T

MTf(—k* 2) MM ¢/ (, x)M — MVf(—k*, 2)\ MM p(k, x) M
fg_k*vx)w;/(]{;?x) - f,<_k*7$)T§g(k’x)

[f(=k*, 2)t ok, x)).

— S(k) = M'S(k)M = MY (—J(k)J(k)"H)M
(=M J(=k)M)(MTJ (k) M) (3.65)

= —J(=k)J(k) . (3.66)
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c) Vs MIVM y (A B) — (MTAT\MT,, MTBT\MT5), con T,M € M,,,, donde
T es invertible y M es unitaria.

Por a), cuando se toma la transformacién (A, B) — (ATy, BT1), A y B, son vélidas
las ecuaciones. Por b), cuando se toma la transformacién V — MVM y (A, B) —
(MYTAT,MT,, MTBT\MTy) = (A’,B’), A" y B’ son vélidas. Finalmente, usando a)
nuevamente, (A’ B') — (A'Ty, B'T;), siguen siendo vélidas las ecuaciones, con lo que
queda demostrada la proposicion. |

Noétese que la transformacion V +— V' y (A, B) — (AT, BT') con una matriz invertible
T es sélo un cambio de parametrizacién en la condicién a la frontera (3.11)-(3.13).
Por otro lado, la transformacién de b) es un cambio de representacién en el sentido
mecanico-cuantico.

A partir del caso escalar, con n = 1, queremos ir de Ay B en (3.11)-(3.13) a Ay
B, donde

A= —diag{sinfy,...,sin6,)}, B := —diag{cosfy,...,cos6,)}, (3.67)

con los pardmetros reales 6; tomando valores de (0,7]. El caso especial 6; = 7 co-
rresponde a la condicién a la frontera de Dirichlet, mientras que el caso 6, = /2
corresponde a la de Neumann. Asumimos que hay ny valores con 6; = 7/2 y np valo-
res con 0; = 7, por lo que quedan nj; valores, con ny = n — ny — np, en el intervalo
(0,7/2) U (m/2, 7). Este andlisis toma en cuenta los casos especiales donde ny,np y
ny sean 0 o n.

Para pasar de A y B en (3.11) y (3.13) al par de matrices diagonales A y B de
(3.67) satisfaciendo (3.11)-(3.13), se necesitan otros resultados.

Sea
E = (ATA+ B'B)Y? (3.68)
con F positivo y, por lo tanto, definido univocamente.
Proposicién 3.21 Sean A y B tales que satisfacen (3.11)-(3.13). Entonces,
a) La matriz E es invertible y satisface
E=FE' EYA'A+B'B)E™' =1,. (3.69)
b) Se cumple que
(B+iA)E(B' A" = I,,, (3.70)
por lo que las matrices (B £iA)~" y (BT F4iA") son invertibles 5, de hecho,
(B+iA)™ = E7%(BY FiA"). (3.71)
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¢) La matriz U definida como
U:=(B—iA)E?(B! —iA"), (3.72)
es unitaria, y por lo tanto satisface UUT = UTU = I,,.

d) La matriz U definida en (3.72) también puede ser escrita como
U= (B—iA)(B+iA)™, (3.73)
y por lo tanto de Ut = U™! se sigue que
U= (B+iA)(B —iA)™
Dem. a)
E*=A"A+B'B= EYATA+ B'B)E™ = I,.
[ET)? = ((ATA+ B'B)/*)1)2 = (ATA+ B'B)! = ATA+ B'B= E' = E.

b) Sea
BE-1  AE-!
AE~Y —BE™!

Por (3.69) y (3.12),

-1 - -1t —1 4%
CTC:{BE AE H B EA]

AE! “1At —p1Bf
B~ 1(BTB + ATA)E “YB'A - ATB)E!
~ |E7Y(A'B - BtA)E! E*l(ATA + B'B)E!
Por lo tanto,

Por otro lado, como ya vimos que C' es unitaria,

L — oot — BE™?B'+ AE?A! BE2A' — AE2BT
n = T |AE2Bt — BE2A" AE2A' + BE2Bt|"

= AE2A"+ BE?B' =1, BE2A"—AE:B'=0.
Usando este resultado,
(B+iA)E3(B'FiA") = (BE?B'+ AE2A") i(BE2A" — AE*BY)
= (B+iA)E*(B'FiA") =1,
ie, (B+iA)=E"?B'FiA.
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c)
uut = (B —un 2(BY —iAN][(B + 0A)(E72(B" +iA")]
- (B- ) 2(BY —iAN) (B +iA)E7*(B" +iA")
= (B—iA)E " {E7'[B'B+ A'A+i(B'A - ATB)E™'} B(B! + iAT)
= (B- M) 2(B' +4Al)
= I,
ie., UU =1,
d)

U= (B—iA)(E%(B" —iA"))
= U= (B—iA)(B+i4)™"

Como U es unitaria, UT = U™, asi que:

Ul = (B+iA)(B —iA)™

Proposicién 3.22 Sean A y B matrices que satisfacen (3.12) y (3.13), y sean A y B
como en (3.67). Entonces,

A= MAT\MT,, B= M'BT\MT, (3.74)
para alguna M, Ty, Ty € M, M unitaria y T1 y Ty invertibles.
Dem. Como U es unitaria, podemos diagonalizarla con M unitaria tal que
MTUM = diag{e**, ... e*"}, (3.75)
para algin parametro constante (; € (0, 7]. Sea
Y = diag{e™, ... e }. (3.76)

Usando una matriz de permutaciéon P podemos reordenar (; como 6; de la forma en
que se habia dicho: ny;,np y ny. De (3.75) v (3.76),

MIUM = Y?2P = diag{e®?, ... 2},
Y P = diag{e?, ... e}, (3.77)
YIP = diag{e ™, ... e},
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Por otro lado, de (3.67) vemos que

B —iA = diag{cos; +isinb;,..., cos6, +isinf,}

= diag{e, ... "}, (3.78)
= (B—iA)t = B+iA = diag{e ™, ... e}, (3.79)
Por (3.71) sabemos que B + iA es invertible, por lo que
(B+iA)(B+iA)™' =1, (3.80)
Por (3.73),
(B—iA)(B+iA)'=1. (3.81)
Multiplicando (3.80) y (3.81) por MT,
MY (B +iA)(B+iA) MY 'P=Y"'P, (3.82)
MY(B —iA)(B+iA)"*MY™'P = MTUMY'P. (3.83)

De (3.75) y (3.76) sabemos que MTUM = Y? y por lo tanto MTUMY 1P = YP.
Reescribiendo (3.83),

MY(B —iA)(B+iA)'MY'P=YP. (3.84)
Por otro lado, de (3.77)-(3.79),
YP=B—iA, Y—-1P = B+iA. (3.85)

Usando (3.85) podemos reescribir (3.82) y (3.84), respectivamente como:

MY (B +iA)(B+iA)'MY™'P = B +iA, (3.86)
MY (B —iA)(B+iA)'"MY™'P = B —iA. (3.87)
Sean ) )
T, := (B+iA)™', Ty:= B +iA. (3.88)
Por (3.71) y (3.79), vemos que 17 y T» son invertibles y, ademas,
T7'=B+iA, T,'=B—iA. (3.89)
Reescribiéndolas, ) 3
MY (B +iA)TIMTy = B +iA, (3.90)
MY (B —iA)Ty\MT, = B —iA. (3.91)
Despejando,

- Lo - = = 1
B = §(B +iA+ B —iA) = 5(MT(B +iA)TYMTy + MY (B — i A)TyMTy)

1
- 5MT(B +iA+ B —iA)TYMTs.
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= B= M'BT,MT).

! (MY(B +iA)T\MT, — M'(B —iA)TyMT5)

2i

i %(BJFM—BJMA):
7
- %MT(B+iA—B+iA)T1MT2.
17

= A= MAT,MT,.
]

Debido a las Proposiciones 3.20 y 3.22 no hay mucha pérdida de generalidad al usar la
parametrizacién a la frontera especial con A v B. Asi, los resultados relevantes pueden
ser transferidos para obtener los resultados correspondientes con la parametrizacién
con Ay B de (3.11)-(3.13). Usaremos ” ~ ” para las transformaciones de la Proposi-
cién 3.20 ¢). Con la ayuda de (3.64) y (3.74) obtenemos las cantidades correspondientes
en cualquier parametrizacién a la frontera con A y B satisfaciendo (3.12) y (3.13). En
otras palabras,

Viz)=MV(z)M', A=MAT,'M'T7Y, B=MBT,'M'T, (3.92)

asi que

flk,x) = Mf(k,z)M',  J(k) = MJ(R)T, ' MYTTY, S(k) = MS(k)MT.  (3.93)



Capitulo 4

Analisis del operador de
Schrodinger para bajas energias

El objetivo principal es establecer, bajo la condicién a la frontera mas general en
x = 0, las asintotas para k—pequenas de varias cantidades relacionadas con (3.1) como
las soluciones de dispersién, la matriz de Jost, la matriz inversa de Jost y la matriz de
dispersion.

El problema de dispersién directo para (3.1) es determinar la matriz de dispersién
y la informacion de los estados ligados cuando la matriz del potencial V' y la condicion
a la frontera autoadjunta se conocen. Por otro lado, el problema de dispersién inverso
consiste en recuperar el potencial y la condicién a la frontera autoadjunta a partir de
un grupo de datos de dispersion.

Veamos la definicién de la matriz de Jost J(k) de (3.49). Cuando V' es autoadjunto
y pertenece a Li(RT), se sabe que el lado derecho de (3.49) es continuo en k € CT,
donde usamos C para el plano complejo, C* para la mitad superior del plano comple-
jo, y Ct := C* UR. Asi, J(0) existe. Veamos también la definicién de la matriz de
dispersién S(k) dada en (3.52) en términos de la matriz de Jost J(k). En caso de que
J(0) sea invertible, es claro de (3.52) que S(0) = —1I,. De cualquier forma, si J(0) no
es invertible no es claro si S(k) es continua en k = 0 y cudl es el valor de S(0) en caso
de que lo sea. Aqui nos enfocamos principalmente al caso en el que J(0)™! no existe.
Se prueba que, de hecho, S(k) es continua en k = 0 y se determina el valor de S(0),
que en general es diferente de —I,,. En caso de que J(0) sea invertible, los resultados
se reducen al caso facil cuando S(0) = —1I,.

Nétese que J(0) no es invertible si y sélo si el determinante det [J(0)] es cero. En el
caso escalar, cuando n = 1, esto es andlogo a Fy(0) = 0, donde Fy(k) es la funcién de
Jost de (3.47). El caso Fy(0) = 0 se conoce como el caso excepcional, y el caso Fy(0) # 0
se conoce como el caso genérico para (3.1), a saber, el caso cuando J(0) no es invertible.
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4.1. Comportamiento de £— chica

Para poder hacer el dnalisis del comportamiento de la matriz de Jost J(k), su in-
versa J(k)™! y la matriz de dispersién S(k) a bajas energfas, es necesario establecer
las asintotas para k—chicas de varias cantidades relacionadas con la solucién regular
(3.1).

Estamos interesados en el andlisis de la matriz de Jost J(k) cuando k — 0 en C*.
De (3.49) vemos que
J(0) = F(0,0)'B — f'(0,0)" A, (4.1)

y nos gustaria determinar qué tan rapido J(k) se aproxima a J(0) y si J(k)~! existe

en k = 0 y determinar su comportamiento cuando & — 0 en C+. También nos gustaria

saber acerca del comportamiento de k—chicas cuando V' es autoadjunto y pertenece a
Li(RT).

Como se dijo en (3.35), f(k,a) es invertible en la vecindad de & = 0 en C* para
algin valor a. En (3.49) se definié la matriz de Jost en términos de un Wronskiano
cuyo valor es independiente de x. Como puede verse mas abajo, es posible escribir
J (k)T en términos de Wronskianos evaluados en z = a e involucrando las soluciones
f(k,x),¢(k,x) y w(k,x) que aparecen en (3.25), (3.33) y (3.40), respectivamente.

Los siguientes resultados se necesitaran més tarde. Al referirnos a una constante
genérica, hablamos de una constante que no necesariamente tiene el mismo valor en
diferentes apariciones. Ademés, usaremos el siguiente resultado [1]:

Proposicién 4.1 V z € C+ tenemos que
C|Z|26[m(z)
T4z

c|Z|2€Im(z)
(142

|1 —cosz| < (4.2)

(sin 2| < c|zefm=) ‘ sin z
sinz| < ——— —

L+ |z 7

z

Proposicién 4.2 Si V es autoadjunto y pertenece a L1(R™), entonces la solucidén re-
gular w(k,z) de (3.1) que aparece en (3.40) satisface

k|(x — a) ’ (Im[k])(z—a) yars
] e , keCt, x>a, (4.3)

|w(k, z) —w(0,z)]| < c (m

donde c es una constante genérica.
Dem. De (3.38), (3.39) y (3.42) vemos que

sink(z — a)

w(k,z) = f(0,a)cosk(x —a)+ f'(0, a) )

+%/j dy sink(z —y)V(y)w(k,y).

(4.4)
Nétese que (4.4) lleva a que

w(0,2) = £(0,a) + f'(0,a)(x — a) + /x dy (z —y)V(y)w(0,y), (4.5)
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y por (3.41), w(0,z) = f(0,z). Asi, de (4.5) y de su derivada respecto a x, y conside-
rando que f'(0,z) = o(1/z),z — oo, obtenemos

£(0,0) + / "y Viy)w(0,y) = £(0,2)

S / "y V(g)w(0.y) = — £/(0,a) (4.6)

y, evaluando en z = 0,

F0.0) = af 0.0) + 2f0.0)+ [ dy Vpu(o.)
= 10.2)+ [ dy 3V ()u(0.y)
F0.0)=af (0.0) + of(.0)+a | dy V(0. y)
gt [y W)+ [ dy W u.)

F(0.0) —af'(0,0) = I+ / " dy gV ()w(0.y)

ie., /00 dy yV (y)w(0,y) = f(0,a) —af'(0,a) — I,. (4.7)

Podemos reescribir (4.6) como:

f1(0.0) = — / "y V(y)w(0y) - / "y Vy)w(0,y). (48)
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Usando (4.4),(4.5) y (4.8) tenemos que:

— w(k,z) —w(0,z)
sink(z — a)

00 = £ =)

+3 | v sinkte = V@l — [ dy @ =)Vl

a

= f(0,a)cosk(x —a)+ f'(0,a)

K
N\

= }"(O,a)[cos k(x —a) — T—I—% /aC dy sink(z —y)V(y)w(k,y)

a

_ sink(z —a)

—f'(0,a) <1 m) = /x dy (z — y)V (y)w(0,y)

Ko

A

= sar (122 ) iy vigon - [Ca @ oy o)
+ ((x . k}((x_)> /az dy V(y)w(0,y) + %/w dy sink(z —y)V(y)w(k,y)

a

K3

A

= K1+K2+1/xdy V(y)w(0,y)[k(z — a) —sink(z — a) — k(z —y) + sink(z — y)]

k
w3 | o skt =)V @) wtky) ~ w(0.9)
Le., w(k,z)—w(0,z) =K+ Ky + K5+ Ky, (4.9)
K, = f(0, a)['cos k(x —a) — 1] (4.10)
K, = (1 - %) (x — a)/ dy V(y)w(0,y) (4.11)
Ky = % /w dy V(y)w(0,y)[k(z —a) —sink(x —a) — k(x —y) + sink(z — 4412)
Ki = 3 [ dysinka = p)V@luthp) - w0.p) (1.13)

Por la Proposicién 4.1, y usando (4.10) y el hecho de que f(0,a) es acotado,

C|/{:|2(SL’ _ a)26lm[k](z—a)

(1 + [k|(z —a))?

1K < | f(0,a)[cosk(x—a)—1]|| < keCh z>a. (4.14)

Notemos que

) ’(fv—a) /:o dyV (y)w(0,y) ’ ‘ <

/:o dy(y—a)V(y)w(O,wH <

| draviwuo.)|
(4.15)



4.1. Comportamiento de k— chica 61

Las normas de (4.15) estdn acotadas por una constante porque V € Li(R") y w(0,z)

estd acotado por (3.29) y (3.41). Asi, de (4.11) y (4.15) y el segundo enunciado de

(4.2), tenemos:

clkf2(z — a)2etmible—)
1+ [kl(z —a))*

Veamos quién es K3 cuando k € C* y x > a. Escribimos (4.12) como:

|| K| < keCt z>a. (4.16)

Ky = /@/’ (1 — cos k=]V (y)w(0,y)

y usamos el tercer enunciado de (4.2) y el hecho de que x — 22/(1+2?) es una funcién
creciente V.o > 0, puessi 0 <z <y, 22 <y? = 22 +2%? <y’ +2%° = 22(1+9%) <

vi(1+2%) = con lo que la funcién es creciente.

2
_xt Yy
1+$2 S 1+y27
Con esto obtenemos:

c 2 Im[k} (z—a) T
Il < BEDE S v olleosl. @

Como w(0,y) estd acotada y V € LI(RT), de (4.17) obtenemos:
C|k’ ( )2 Im[k](z—a)

| K3 < , keC* z>a, (4.18)
(L+ [k(z —a))
para alguna constante genérica c.
Veamos quién es K, con k € CT y & > a. Sea
C(k,x) = e MDD (k, 2) — w(0, )] (4.19)
De (4.13) llegamos a que:
—(Im r—a 1 m z—a)

e < 1 [ aye e sin ke - IV llch). (420)
Usando el primer enunciado de (4.2) en (4.20) y el hecho de que x — z/ ( + ) es
creciente cuando x > 0, pues si 0 < z < y,= z(1 +y) < y(l+2) = 7 < liy,
obtenemos:

e < S [y i 42
1+ |k|(z = a) /J,

Usando (4.14), (4.16), (4.18) y (4.21) en (4.9), encontramos que:

((k,2) <

o L
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Sea
(1+ |k|(x — a))

x(k,z):= TR = a)? C(k,x). (4.23)
Podemos escribir (4.22) como:
1+ kl(x —a) [* clk|?(x — a)?
k) < 14 [ vl T k). (@20
De (4.24) obtenemos
ko) < 1 e [ dy ylIV)ltha), (4.25)

donde usamos para 0 <a <y < z:

k*y—a)® _ [k —a) |kly—a) _ [k(z—a)

T M=) = T4 R a) T4 M=) = 1+ R —a)

utilizando el hecho de que x +— z/(1 + x) es creciente ¥V = > 0.

A continuacién enunciaremos el lema de Gronwall [15]:

Lema 4.3 Sea z : [a,a + h] — R continua y tal que
0< / A+ Mz(s)ds

Va<z<a+h, con A,M > 0 constantes. Entonces,
0 < z(t) < AheM",

Va<t<a-+h.

Con ayuda del lema de Gronwall en (4.25)[1] y considerando que V € Li(R™T),
llegamos a que x(k,x) < ¢ para alguna constante genérica ¢, no necesariamente igual
a la ¢ de (4.25). Asi, usando (4.19) y (4.23) en x(k, z) < ¢, tenemos:

lw(k,z) —w(0,2)|| = ((k,z)e™MEDy(k, z)

clk|*(x — a)? plmlk)(z—a)
— (LA [kl(z —a))?

C

clk*(x—a)? | 3 _
k —w(0 < mkj(x-a) L < C+ > a
[|w(k,x) — w( ’X)H_C(1+\k|(x—a))ze , eCt, x>a

Ahora definiremos

P(k) = [w(=k",2)"; f(k,2)], (4.26)
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donde vemos que el Wronskiano es independiente de x:
P'(k) = [w(=k* )% f(k,z)]
= (w(=k*2)' f'(k,2) — ' (=k*, )T f (K, )’
= w(=k*, 2) " (k,z) —w"(k*, 2) f(k, 2)
= 0.

= P(k) es independiente de x.

Por lo tanto, con ayuda de (3.40) y (3.43), al evaluar ese Wronskiano en = = a obtene-
mos:

P(k) = w(—k* z) f'(k,x)—w(=k* z)f(k,2)
= f(O,ZL')Tf,(k, CL’) - f/(O,ZL’)Tf(kZ,ZL‘)

= P(k) = f(0,a)' f'(k,a) — f'(0,a)" f (K, a). (4.27)
[ |

Noétese que P(k) tiene una extensién analitica de & € R a k € C* porque f(k,a)
y f'(k,a) tienen esa propiedad. Es dificil obtener informacién ttil de (4.27) cuando
k — 0 porque para V € Li(R") s6lo podemos decir que

f(k,z) = f(0,2) +0o(1), f'(k,z)= f(0,2) +0(1), k—0en CF. (4.28)

En la siguiente proposicién evaluamos las asintotas para k—chicas de P(k) evaluando
el Wronskiano de (4.26) en x = +o00. Este resultado serd 1til al evaluar el limite de la
k—chica de la matriz de Jost J(k).

Proposicion 4.4 Si V es autoadjunto y pertenece a Li(RT), entonces la matriz P(k)
dada en (4.26) satisface

P(k) = ikI, +o(k), k—0enCT. (4.29)
Dem. Podemos evaluar el comportamiento asintdtico de w(—k*, x) y w'(—k*, z) cuando

x — oo a partir de (4.4). Adema&s, podemos ver el comportamiento asintético de f(k, x)
y f'(k,x) cuando x — oo en (3.25). Usando eso en (4.26),

P(k) = ike™ f(0,a)" — e**f'(0,a)" — /OO dy e™w(—k*, )V (y). (4.30)

Dividiendo la parte derecha, tenemos que:

P(k) = Pi(k) + Pa(k) + Ps(k), (4.31)
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donde
Pi(k) = ike™f(0,a)" —e*f(0,a) (4.32)
Pt = = [y Mk )~ w00V () (4.33)
Pt = = [ dy ) V) (4.34)

De (4.3) y la convergencia dominada de Lebesgue, se sigue que P»(k) = o(k) si k — 0
en CtVV € L}(R"), pues (4.3) establece que:

llw(k,z) —w(0,2)]| <ec (L_a))) o (ImK]) (z—a)

1+ |k|(z —a

y el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue afirma que si {f,}, es una
sucesion de funciones medibles, g es integrable y no negativa y se cumple que:

1) VneN, |f.(z)| < g(z) para casi todo x;
2) para casi todo z, f(z) = lim,, f,(x),
entonces f es integrable y [ f =1lim, [ f,.

En este caso fr = w(k,z)e™™® y por (4.3) se cumple 1). Por lo tanto,

Py(k) = h'm/dy M w(—k*,y)" — w(0,y)].
Por otro lado, usando (4.6), (4.7) y (4.34), llegamos a que:
Py(k) = f(0,a)" +ik[L, + af'(0,a)" — f(0,a)") + Pi(k), (4.35)
donde se definié
PRy = = [ dy [ 1= g0,V () (4.36)

pues como

/ Ty Vi)w(0,y) = —£(0,a)

por (4.6), y
/ dy 4V (y)w(0,y) = £(0.0) — af'(0,a) — I,
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por (4.7), sustituyendo en (4.34) llegamos a que:
Pk) = f1(0.a)! —ik[f(0,0)" — af(0,a)! — II] + Py(k)

- (/OO dy V(y)w(O,y))T — ik (/Oo dy yV(y)w(O,y))T

_/”@kw—mwmwwmmw*

a

= - /OO dy V(y)w(0,y)" — ik /OO dy yV (y)w(0,y)" — /OO dy ¢™w(0,y)"V (y)

a

+/M@V@mmwﬂ+m/m@ywwmaw*

=~ [ dy e u)ve),
que es lo que habiamos dicho.
Nétese que V z € C+,
. . clz
e =11 <clz|, ¥ —1—iz| < ——, 4.37
e~ 1] < clel, | <o (4.37

con ¢ una constante genérica no negativa independiente del nimero z, pues:

— para |z| > 1,
e 1] < e+ [1] = 2 < 22| = ol
<

— para |z| 1,
e — 1| = / dz ie™ S/ dx |iem|:/ dr =z < |z| = ¢|z].
0 0 0
Y ademas,
. . . / 1 2
|6 — 1 — 2] < | — 1] + Jiz] < ]| + |2] = 2| = < e
c 1+ ||
Usando la segunda desigualdad,
|5 []y[*

\awﬂs/m@Aw@—l—wwmawW@MSc/w@ w(0, )1V (y),

1+ [K]ly]

por lo que limy_,o |Py(k)| = 0. Es decir, Py(k) = o(k) si k — 0 en C*. Asi, usando
(4.31)-(4.36) llegamos a que:

P(k) =ik, + [ike™ —ik] (0, a)" + [I, + ika — ™| f'(0,a)" + o(k),
y por (4.37) cada coeficiente de f(0,a)" y f/(0,a)! es o(k?) si k — 0 en C¥. [
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Aungque (4.28) no nos da informacién extraordinaria, el siguiente teorema nos mues-
tra que f'(k,z)[f(k,z)]"! es diferenciable en k = 0 para cualquier valor fijo de = donde
la matriz f(0,z) es invertible.

Teorema 4.5 Supongamos que V de (3.1) es autoadjunto y pertenece a L1(RT). Si la
matriz constante f(0,a) es invertible, con f(k,x) la solucion de Jost que aparece en
(3.25), entoncesf'(k,z)[f(k,a)]™" es diferenciable en k =0 y

f(k,a)f(ka)™ = f(0,a)f(0,a) " +ik[£(0,a) "] £(0,a) " + o(k), k — OenC+.
(4.38)
Si en su lugar f'(0,a) es invertible en algin a € RT, entonces las soluciones de Jost
satisfacen

fk,a)f'(k,a)™ = £(0,a)f'(k,a)™" —ik[f'(k,a) ' f'(k,a)™" +o(k), k— 0 en CF.
(4.39)

Dem. Si f(0,a) es invertible, por la continuidad del determinante de f(k,a), f(k,a)
debe ser invertible en C*+ en la vecindad de & = 0. Entonces, de (4.27), P(k) =

f(0,a)Tf'(k,a) = £'(0,a)'f(k,a), y tenemos que:

f(ka)f(k,a)™ = [£(0,0)T]7f(0,0)" + [£(0,0)T] " P(k) f (k,a)"

= [£(0,a)"]7f'(0,@)" + [£(0,0)"] (£ (0, @) ' (K, a)

—f'(0,a)" f(k,a))f(k, )"

= [£0,0) ] (0, @) + f'(k,a) f(k, @) ™" = [£(0,@)T] 7' (0, )
= f(k,a)f(k.a)”"

f'(ka)f(k,a)= = [£(0, G)T]_lf’(()? a)' + [£(0,a) ] P(k) f (k,a) . (4.40)
Notemos que [f(—k*, z); f(k,z)] = 0 (de (3.46)) implica que:

[£(0,a)T]71(0,0)" = f(0,a) (0,a) " (4.41)
Usando (4.29) en (4.40) y (3.35) en (4.41),

fl(k,a)f(k,a)™ = £(0,a)f(0,a)™ + [f(0,a) ] ik, f(0,a) " +o(k), k—0
= £(0,a)f(0,a)" +ik[f(0,a) [T £(0,a) " + o(k), Kk — 0en CF,

que es lo que queriamos.
Andlogamente, si f'(0,a) es invertible,

flk,a)f'(k,a)~" = =[f(0,a) ] P(k) f'(k,a) ™ + [£'(0, )] 7" £(0, 0)".
En este caso [f/(0,a)"]71f(0,a)" = f(0,a)f'(0,a)~" por (3.46). Usando (4.29) y (3.35),

tenemos:

flk,a)f'(k,a)™ = £(0,a)f'(k,a)™" —ik[f'(k,a) "] f'(k,a)™" + o(k), &k — 0en C+.



4.1. Comportamiento de k— chica 67

Ahora expresaremos la matriz de Jost J(k) definida en (3.49) en términos de la so-
lucién de Jost f(k,z), las soluciones regulares ¢(k,z), w(k,z) y la matriz P(k) que
aparecen en (3.25), (3.33), (3.40) y (4.26), respectivamente.

Proposicién 4.6 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a L1(RT).
Entonces la matriz de Jost puede escribirse como:

J(k) =Ty (k) + Ty(k), ke CH, (4.42)
Tl(k> = _P(_k*)Tf(O7 a)il(b(k’ a’)? (4'43)
Ty(k) == f(=k*,a)'[f(0,0) " [w(=&", 2)T; o (k, )], (4.44)

y recordemos que el valor del Wronskiano que aparece en (4.44) es independiente de x.
Dem. Usando (3.49), podemos escribir J(k) en términos del Wronskiano. En z = a,
‘](k) = [f(_k*v x)T7 ¢(k7 ZL’)] |z:a

= f<_k*7 a>T¢/<k7 a’) - f/<_k*7 I)T(b(k? a’)
= Ti(k) + Ta(k) + T3(k),

Ty(k) = —(f'(=F",a) f(0,a) — f(=k",a) f(0,)) [ (0, a) "6 (k; a), (4.45)

Ty(k) = f(=k",a)'[£(0,a)7']'(£(0,0)'(¢/ (K, a) — f'(0, a) ' b(k, a)), (4.46)

Ty(k) = f(=k",a)'[£(0,a) '] (£(0,0)'((0,a) — f(0,a)' (0, a)) f(0,a) "' b(k, a).
(4.47)
Usando (4.27) en (4.45) vemos que

Tl(k) = _P(_k*)Tf([)? a)_1¢(k’ a)'
Usando (3.40) en (4.46) vemos que
Ty(k) = f(=k"a)'[£(0,a)71'(f(0,a) (w(=k",a) ¢/ (k,a) — w'(=k",a) $(k, a))
= f<_k*7 CL)T[f((L a)_l]T(f(Oa &)T[w(_k*> a)T; ¢(k> a)] ‘x:a’

que es equivalente a (4.44) porque el Wronskiano es independiente de x y puede ser
evaluado en z = a.

Finalmente, usando (3.46) con k = 0 en (4.47) podemos ver que T3(k) = 0. Es decir,
J(k) = Ty(k) + Ty(k), ke C+.

En el siguiente teorema se evalia el Wronskiano de (4.44).
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Proposiciéon 4.7 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(R™).
Entonces, el Wronskiano de (4.44) tiene las asintotas para k—chicas:

[w(=k*, 2)": ¢k, 2)] = J(0) + O(k*), k — OenCT, (4.48)

donde J(k) es la matriz de Jost definida en (3.49).

Dem. Como el valor del Wronskiano en (4.48) es independiente de z, lo evaluaremos
en z = 0.

(=)' 6k, 2)] = [w(=k*,2)! — w(0,)'; 6k, 2)] + [w(0,2)1; 6k, )] (4.49)

Por (3.33), (3.41) y (4.1), vemos que el segundo Wronskiano del lado derecho equivale,
cuando x = 0, a:

[w(0,2)%s ¢k, 2)][,_, = J(0),

pues
[w(0,2) o(k,2)][,_, = w(0,0)'¢'(k, ) — ' (0,0)'d(k, z)

= £(0,0)'B — f(0,0)TA
= J(0).

Ahora evaluamos en x = 0 el primer Wronskiano del lado derecho de (4.29). Usando
(3.1) y (3.44), podemos evaluar la derivada respeto a z:

%[w<_k*7 x)T - w(07 x>T; (b(k? I)] = w<_k*7 x)T¢//<k7 l’) + w/(_k*7 x)T(b/(k? ‘7:)
- w(O,x)Tqﬁ”(k:,x) /(0 J})Tgb,(k‘,l‘) —w"(—k*,x)Tgb(k‘,x)
w' (—k*, x)1 ¢ (k, x) +w" (0, 2) ¢ (k, ) +w'(0,2) ¢ (k, 2)
= w —k‘*, :U)T(b//(kv LL') o w(07 l.) ¢/I<k> .1') o ’LU”(—]{*, Qi’)T(b(k‘, I’)

0,2)")¢" (k, ) — (w"(=k",2)" — w"(0,2)")p(k, x)

0,2)")(=k*¢(k,z) + V(2)¢(k, z))

+HEw(=k, 2)" + V(@)w(=k", 2) ) é(k, ) — V(z)w(o,2)")¢(k, 7)
0

Es decir,

%[w(—k*,x) w(0,2)%; ¢k, 2)] = K*w(0, z) p(k, ). (4.50)

Por otro lado, integrando esa ecaucion en el intervalo [0, a] y usando (3.40) y (3.41), se
obtiene:

[w(=k*, 2)" —w(0,2)%; p(k, 2)]|,_, = K /0 dy f(0,y)'o(k,y).
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Esto significa que

[w(—k*, 2)"; p(k, 2)] = J(0) + O(k?), Kk — OenCH+.

Usando (4.5), (4.29), (4.42)-(4.44) y (4.48) tenemos la siguiente conclusion [1]:

Corolario 4.8 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(R"). En-
tonces, la matriz de Jost J(k) que aparece en (3.49) tiene el comportamiento para
k—chicas

£(0,a)[f(=k*,a)T]7 I (k) = J(0) — ik f(0,a)"'¢(0,a) + o(k), k— 0 en C*, (4.51)

donde f(k,z) y ¢(k,x) son la solucion de Jost y la solucion reqular de (3.25) y (3.33),
respectivamente, y a es cualquier punto donde la matriz f(0,a) es invertible.

Para poder estudiar el limite de k—chicas de J(k)~' es necesario que nos con-
centremos en el término O(k) que aparece en (4.51), especificamente f(0,a)~¢(0, a).
Usaremos el término Ker[J(0)] para referirnos al kernel de la matriz J(0).

Proposicién 4.9 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(RT).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Elvector u € C™ es un eigenvector de la matriz de Jost para la energia cero J(0)
con el eigenvalor cero, i.e., u € Ker[J(0)].

(b) ¢'(0,400)u = 0, donde ¢(k,z) es la solucion reqular de (3.1) que aparece en
(3.33)

(c) #(0,x)u estd acotada para x € [0, +00).
Dem. Veamos que (a) y (b) son equivalentes. Por (3.49), tenemos que
J(0) = £(0,2)'¢/(0,2) = £'(0,2)'é(0, ), (4.52)

donde la cantidad del lado derecho es independiente de z. Por (3.32) se sigue que cada
columna de ¢(0,z) es una combinacién lineal de las columnas de f(0,z) y de ¢(0,x).
Entonces existen «, 5 € M,,«,, de forma que

#(0,z) = f(0,x)a+g(0,2)3, z€RT. (4.53)
De la derivada respecto a x de (4.53) obtenemos:

#'(0,z) = f(0,z)a+ ¢'(0,z)8, =x€R*. (4.54)
Usando (3.29) y (3.30) en (4.54) llegamos a que:

¢'(0,+00) = o(1/z)o + (In + 0(1))
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= ¢'(0, +00) = S. (4.55)

Ahora, insertando (4.53) y (4.54) en el lado derecho de (4.52) y evaluando la expresién
resultante cuando x — 400, tenemos que:

J(0) = f(0,2)"(f'(0,2)a + ¢'(0,2)8) = f'(0,2)"(f(0, x)ax + g(0,2) ).
Por (3.29) y (3.30), si  — 400,
J(0) = In(1n)B = B, (4.56)
J(0) = ¢'(0,+00). (4.57)
Es decir, u € Ker[J(0)] siy sélo si J(0)u = ¢'(0, +00)u = 0, con lo que queda demos-
trada la equivalencia de (a) y (b).

Veamos ahora que (b) y (c) son equivalentes. Notemos que por (3.29), (3.30) y
(4.53), (0, z)u es acotada si y sélo si fu = 0 [1].

Luego, existe M € N tal que V = € RT, ||¢(0, z)u|| < M. Por otro lado, fu = 0 si
y s6lo si ¢'(0, +o00)u = 0, por (4.6), y con esto queda demostrada la equivalencia entre

(b) y (c). u

Ahora expresaremos ¢'(0,400) de otra forma. Haciendo k — 0 en (3.34) tenemos

¢(0,z) = A+ Bx + /Oa: dy (x —y)V(y)e(0, z). (4.58)

Derivando respecto a z,
§0.2) = B+ [ dy V()o(0.1)+ 2V (2)o(0.) = aV(2)o(0,);

es decir, i
§(0,2) = B + /0 dy V()$(0,1), (4.59)

Ahora, sabemos por (3.29)-(3.32) que ¢(0,z) puede crecer a lo méds como o(x) si x —
+00, asi que la integral de (4.59) existe si © — oo, y de (4.57) y (4.59) tenemos:

ﬂ®=¢®ﬁmﬁ=3+lmwvww&w-

Proposicién 4.10 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a L1(RT).
Entonces para cualquier vector u € Ker[J(0)] existe un tinico vector & € Ker[J(0)1]
tal que

¢(0, z)u = f(0,z)¢. (4.60)
El mapa u — & de Ker[J(0)] a Ker[J(0)T] es una biyeccion.
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Dem. De acuerdo con (3.32) podemos expresar a ¢(0,z)u como:

¢(07 x)u = f(ov Z’){ + 9(07 $)77,

asf que ¢(0, x)u es acotado, porque de forma equivalente a la Proposicién 4.9, u €Ker[.J(0)]
si y sélo si n = 0. Asi, el mapeo u — ¢ esta identificado con (4.44). Veamos que
¢ €Ker[J(0)']. Usando (4.1), encontramos que

J(0)'e = [BTf(0,0) — ATf'(0,0)]¢. (4.61)
Por otra parte, de (4.44) y su derivada, con ayudad e (3.33), vemos que
£(0,0)6 = $(0,0)u = Au, f'(0,0)¢ = ¢'(0,0)u = Bu. (4.62)
Usando (4.62) en (4.61) e imponiendo (3.12) llegamos a que:
J(0)T¢ = [Bf(0,0) — Af'(0,0)]¢ = B'Au — A"Bu = 0.
ie., J(0)¢=0.

Esto quiere decir que ¢ €Ker[.J(0)T]. Notemos que el mapa u + & es un mapa lineal de
Ker[J(0)] a Ker[J(0)T] porque, como puede verse en (4.60), se tiene que:

€= f(0,a)'¢(0,a)u, u € Ker[J(0)]. (4.63)

Este mapeo es uno a uno porque tiene nticleo cero: si & = 0 es (4.60), entonces
#0,2)u = 0y ¢'(0,z)u = 0. En particular, si x = 0, usando (3.33), tenemos que
Au =0y Bu=0, por lo que (ATA+ B'B)u = 0, lo que implica que u = 0 por (3.13).

Ademés, dim(Ker[J(0)]) = dim(Ker[J(0)']), por lo que el mapa u +— & de Ker[J(0)]
a Ker[J(0)T] es una biyeccién. |

4.2. Comportamiento para k— chica de J(k)™! y de
S(k)

En esta seccién establecemos las asintotas de k—chicas de la matriz de Jost J(k),
su inversa J(k)™!, y de la matriz de dispersién S(k). Como veremos, J(k) es continua
en k =0, J(k)™! tiene una singularidad del orden O(1/k) en k = 0 si J(0) tiene un
eigenvalor cero, J(k) es continua en k = 0 si el cero no es un eigenvalor de J(0), y que
S(k) es continua en k = 0 independientemente de si el cero es o no un eigenvalor de J(0).

Para poder analizar el comportamiento para k—chica de J(k)™!, analizaremos
(4.51), a quien podemos escribir como:

F(k)=J(0)—ikR+o(k), k—0enCT, (4.64)
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donde definimos
F(k) = f(0,a)[f(=k*,a)'"J(k), R:= f(0,a)'¢(0,a). (4.65)

De forma equivalente analizaremos el comportamiento de F(k)~' si & — 0 en C¥.
Como puede verse en la Proposicién 4.10, la restriccién de R a Ker[J(0)] implica la
existencia de un mapa invertible.

Supongamos que entre los n eigenvalores de J(0) el eigenvalor cero tiene multi-
plicidad g con una posible multiplicidad algebraica mayor v. En otras palabras, J(0)
tiene p eigenvectores linealmente independientes que corresponden al eigenvalor cero.
Es decir, J(0)v = 0 si y sélo si v € C" es el eigenvector, en cuyo caso Rv # 0 [1].

Definicién 4.11 Un bloque de Jordan es una matriz k x k de la forma

A 10 ... 0
0 N 1 ... 0

Ap = : A : € Kuxn-
0 0 0 ... X

Definicién 4.12 Una cadena de Jordan es la lista
(v, (T = M)v, ..., (T — \)F '),

donde X\ es eigenvalor del operador T +— V y k es el entero positivo mds pequeno tal
que (T — \)*v = 0.

Ahora escogeremos una base de Jordan para la matriz J(0). Supongamos que hay x
bloques en la forma canénica de J(0). Usaremos el subindice o para a = 1,..., k para
identificar las cadenas de Jordan. Asumamos que la a® cadena consiste de n, vectores
ua; YV je{l,...,n,}. Usaremos A\, para denotar el eigenvalor de J(0) asociado con
la a® cadena, donde los eigenvalores pueden repetirse.

Tenemos que:

J(0) — AaJuar =0
J(0) = AJutas | 66
[J(O) — )\a]ua]’ = Ua(jfl), ] = 2, ey Ny

asi que uq; es un eigenvector y u,; para toda j = 2,...,n, son los eigenvectores gene-

ralizados.

Como asumimos que el eigenvalor cero tiene una multiplicidad geométrica pu, sin
pérdida de generalidad hacemos A\, = 0paraa =1,...,uy Ay # Oparaa = u+1,... k.
Ordenamos los vectores de la base de Jordan de acuerdo a la regla de que u,; va antes
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de ug, sty sélosia < foa=pyj<s Asi, {ug1,u,...,u,} es una base de
Ker[J(0)] y nuestra base de Jordan estd dada por el conjunto ordenado {u,,}, i.e.,

{Ull, U2y -+ - 3 Ulng, U21, U22, - -« s U2ngs - - - 5y Ukly Uk2,y - - - ,Uﬁnn}. (467)

La base autoadjunta de Jordan correspondiente {v,;} satisface vljupt = 0qap0jt, CON

;¢ la delta de Kronecker, y los indices a y p se refieren a los bloques de Jordan. Los
vectores v, satisfacen:

J(0) — X )vgn, =0
[/ )T jj]v a | (4.68)
[J(0)T = A:Jvaj = Vags1), J=1,...,nq — 1,
Asf, {V1n,, V2ny, - - -, Uun, } forma una base para Ker[J(0)']. La base autoadjunta de
Jordan ordenada es {v,;}. Es decir,
{11, V125« -+, Vlny, V21, V22, + « + s Vongy « -+« s Ukl Un2s - « s Vg J- (4.69)

Sea S la matriz cuyas columnas estan dadas por los elementos del conjunto ordenado
(4.67). Entonces S~! es exactamente la matriz cuyos renglones son los elementos del
grupo ordenado {vlj} con el orden de (4.69).

Asi, la forma candnica de Jordan de J(0) es:

S1J(0)S = @ T (o), (4.70)

donde J,_ es el bloque de Jordan n, X n, con A, en la diagonal y uno en las entradas
de la superdiagonal. Como los primeros p bloques de Jordan J,_(\,) estan asociados
con el cero como eigenvalor y los otros (n — p) bloques con eigenvalores distintos de
cero, cada J,, (\,) es una matriz n, X n, que estd dada por:

010 ... 00
001 ... 00
oo = | 1 1o a=1...,p4, (4.71)
000 ...0°1
(000 ... 00|
[ A 10 0 0]
0 X1l ... 0 O
Joo= 1| + =+ o a=p+1,...,k, (4.72)
0 0 0 ... Ay 1
0 00 0 Ao |

Usaremos una tilde para denotar la transformacion a través de S. Es decir, =
STIMS YV M € M, «,. Aplicando esta transformacién a F(k) de (4.64) y (4.65

M
),
F(k)=J(0) —ikR+ o(k), k— 0en C+. (4.73)
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Inspeccionando (4.70)-(4.73) vemos que hay exactamente p columnas de F(k) que se
comportan como o(k) si k — 0 y que cada (n — u) columna contiene al menos una
entrada que no se va a cero si k — 0.

El siguiente objetivo es mover todas las entradas con 1 que aparecen en la super-
diagonal en los primeros p bloques de Jordan en (4.71) y juntar todas esas entradas
en la matriz identidad (v — p), I,—,. Recordemos que v y p corresponden a las mul-
tiplicidades algebrdica y geométrica, respectivamente, del eigenvalor cero de J(0), por
lo que hay exactamente (v — u) entradas por mover. Este movimiento va a consistir
de una permutacién de algunas de las primeras v columnas de J (0) y después de otras
permutaciones de algunos de los v primeros renglones de la matriz resultante. Las per-
mutaciones de las primeras v columnas pueden ser descritas como una matriz llamada
Py que se obtiene multiplicando J (0) por la derecha. Por otro lado, las permutaciones
de los primeros v renglones pueden ser descritas como una matriz llamada P, que se
obtiene multiplicando J (0) por la izquierda. Asi, tendremos que:

Py J(0) Py = diag{0,, Iy, Jn41, - - - Jn. (An) },

donde 0, denota la matriz cero p x p. Como P, y P, sélo afectan las primeras v
columnas y los primeros v renglones, respectivamente, tienen la forma:

[m o (om0
I I AP 2 R

para algunas matrices de permutacion Iy y II,.

Hablando formalmente, la matriz II; describe la permutaciéon m; dada por:

m (L. v)= (g1, ,q),

donde
¢ — n+...+n—1, 7=1... 4,
! T— 1+, T=pu+1,...,v

y a € {1,...,u} es el inico entero tal que para 7y p dados,
ni+ne+...+nNg1—a+Jj=7—pu,

para algun j € {2,...,n,}. Nétese que, como n,, > 1, la cantidad ny+no—+...4+n4_1—«

es una funcion no decreciente de «: sia, B € Z son tales que a < f3, es decir, § =

n-nimeros
o\

« + n para algin n € N, con n > 1, entonces n < N, +...+ng_1, por lo que
—a+nF...F N1 <ni+...+ng1+nag+...+ns1— 0 = fla) < f(H).

De forma similar, II; estd relacionada a la permutacion m, dada por:

o (1,...,v) = (01,...,0,),
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donde
n+...4+n. a=1... 4,
On =
a—pu+p—1, a=pu+1,... v

y p € {1,...,u} es el inico entero tal que para a y p dados,
ni+ne+...+n,1—p+s=a—u,
para algin s € {2,...,n,}.

Para implementar estas permutaciones hacemos ¢€; para toda j = 1,..., v el vector
columna de la base estandar de C” y hacemos II; la matriz v x v de permutacion cuya
Jj—ésima columna es ¢4, y Ily la matriz v X v de permutacién cuyo k—ésimo vector
renglén es €] . Observemos que si M € M,,.,, la matriz I, MTI; puede pensarse como
la matriz obtenida permutando las columnas de M de acuerdo con II; y permutando
sus renglones de acuerdo con II,.

Regresando a la matriz F'(k) de (4.65), al ponerla primero en la forma candnica de
Jordan F(k) y aplicamos P, y P, a las primeras v columnas y renglones de F(k) y
formamos la matriz Z (k) definida como

A(k)  B(k) ] — PE(k)PL = P,S~'F(k)SP, (4.75)

Z(k) = [ (k) D(k)

donde A(k) tiene tamano p x p, D(k) tiene tamafio (n — u) X (n — p), A(k) coincide
con la submatriz de F'(k) que consiste en las entradas de las al columnas y los sng
renglones, donde a=1,...,uy s=1,..., pu.

Los limites para las k—chicas de las entradas de los bloques de Z (k) estan descritos
en el teorema siguiente.

Teorema 4.13 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(RY).
Entonces, las asintotas cuando k — 0 en C* de A(k), B(k),C(k) y D(k), que aparecen
en (4.75), estdn dadas por

A(k) = kA +o(k), B(k)=kB,+o(k), C(k)=kCi+o0(k), D(k)= Do+ O(k),
(4.76)
donde A1, B1,C1 y Dy son matrices constantes; aun mas, Ay y Do son invertibles.

Dem. La invertibilidad de Dy se sigue del hecho de que consiste de bloques invertibles
y estd dada por:

DO = diag{ly_u, ‘]TLM-H) ey JnK(An,@)}a

con [,_, la matriz identidad de tamaiio (v — p) y Jp,.(As,.) los bloques de Jordan de
(4.70) que corresponden a los eigenvalores distintos de cero a = p+1,... K.
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De (4.64) y (4.73) obtenemos para la entrada (s, j) de Ay [1]:
(Al)sj = _ivlnsRujh
donde R es la matriz de (4.64) y (4.65).

Por (4.63) y la Proposicién 4.10, sabemos que R es un mapa invertible de Ker[.J(0)]
a Ker[J(0)]. Recordemos por (4.66) y (4.68) que {uiy, uai,...,u,;} es una base de
Ker[J(0)] y {vi1, V21, - .., Uun, } €s la base de Jordan de Ker[J(0)T]. Asi, la matriz de A;
es, aparte del factor —i, la matriz de representacion del mapa invertible R con respecto

a la base de Jordan y la base de Jordan adjunta. Es decir, A; es invertible. ]

Teorema 4.14 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(RY).
Entonces, las asintotas cuando k — 0 en C+ de Z(k) definida en (4.75) estd dada por:

%Al_l[lu +o(1)] _Al_lBlDO_1 } : (4.77)

Z(k)™ = { —Dy'CiAT +0(1)  Dit + O(k)

donde Ay, By, Cy y Dy son las matrices constantes que aparecen en (4.76) y la inverti-
bilidad de Ay y Dy estd garantizada en el Teorema 4.13.

Dem. Primero veamos que se satisface la férmula de descomposicién

I, -BD'|[A B I, 0] [A-BD'C 0 (478)
0 I, c D||-D'C I, |~ 0 D | '
pues
I, -BD'|1[A B I, o] [1I, -BD!
0 I, ¢ D||-D'C L, ~ |0 L.,
[A-BD'C B
i 0 D
 [A=BD'C B-BD'D
- 0 D
_ [A=BD'C 0
- 0 D |

Asi, tenemos que:

- (22 e g,
_ {@4—BD10)1 0 }{h _BDl]
0 D0 I )

v—p
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o equivalentemente:

L (A—BD'C)™! —(A—BD'C)'BD™!
2k = { _D'C(A- BD'C)"' —D'C(A-BD'¢)'Bp-'pt | (4TY)

Finalmente, usando (4.76) en (4.79) y el hecho de que A; y Dy son invertibles, obtene-
mos que

2kt = | #A Eto(D)] - —AyTBD
—Dy'CiAT +o(1) Dyt +O(k) |

que es lo que buscabamos. [ |

Con esto podemos evaluar el limite de la matriz de Jost J(k) de (3.49) para k—chicas,
de su inversa J(k)™' y de la matriz de dispersién S(k) de (3.52). De (4.65) y (4.75)
vemos que J(k) estd dada por:

J(k) = f(=k*,a)'[f(0,a)] 'SPy Z(k)P1S ™, (4.80)

donde el limite para k—chicas serd evaluado con ayuda de (3.35), (4.75) y (4.76). Por
otro lado, de (4.80) obtenemos

J(k) ™ =SPZ(k) " PST F(0,0) £(0,a) [f(—k, )], (4.81)

donde el limite serd evaluado usando (3.35) y (4.77). Usando (4.80) y (4.81) en (3.52)
llegamos a que

S(k) = —f(k, a)'[f(0, )| SPT Z(=k) Z(k) T ST f(0,0) [ f(—k,a)'] 71 (4.82)
También usaremos una consecuencia de (3.35): Para k — 0 en CT,
F0,0)' [f(=k", )] = L+ 0(1),  f(k,@)[f(0,0)T]7 = I + o(1). (4.83)

Teorema 4.15 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(RT).
Entonces, cuando k — 0 en Ct, la matriz de Jost J(k) tiene el comportamiento

1| KA1+ o(k) kBiA +o(k) | 51
_ 1 1 141 1g-1
J(k) = SP, { kCy+o(k) Do+ o(1) PS (4.84)
la matriz inversa de Jost J(k)™! tiene el comportamiento, cuando k — 0 en C+,
LATNL +0o(1)]  —A7'BIDy*t +o(1)
-1 E 1 P1Ho -1
Tk~ = 5h { _DCAT o) Dyl +o(l) ] RS, (485)

y la matriz de dispersion S(k) es continua en k =0 y S(k) = S(0)+o(1) cuando k — 0
en R, con

I, 0
201 AT 1,

donde Ay, By,Cy1 y Do son las matrices de (4.76), p es la multiplicidad geométrica
del eigenvalor cero de la matriz de Jost para la energia cero J(0), P, y Py son los
operadores de permutacion de (4.74) y S es la matriz de (4.70).

S(0) = SP;t [ } PSS, (4.86)
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Dem. Usando (4.76) y (4.83) en (4.80) llegamos a (4.84):
J(E) = f(=k*,a)'[f(0,a)] 'SPy Z(k) P S~
Sik— 0en C+,

kAl + 0(/{7) kBlAl + O(/{Z)

“1g-1
kCy +o(k) D+ o(1) ST

J(k) = [I, + o(1)]SP;*

Usando (4.77) y (4.83) en (4.85) llegamos a:

J(k) = f(=k*,a)'[£(0,a)" ] SP Z (k)P ST

Al +o(1)]  =AUBIDG +o(1) ] oo
—Dy'C1AT 4 0o(1) Dyt +o(1) S
Finalmente, usando (4.75)-(4.77) llegamos a que, si k — 0 en C¥,
- o [~kAi+o(—k) —kByA, + o(—k)
Z (k2 = {—szl Fo(-k) Do+ o(1)
FAT L +0(1)]  —AT'BIDG! +o(1)
—Dy'CLAT 4 o(1) Dyt +0(1)
—1,+o(1) + kB, Dy 'C1 AT + o(k) + o(1) o(k)
—2C1 AT, + o(1)] — CLAT! + o(1) kC1AT'BiDg' + o(1) + I, + o(k)

Es decir [1],
—1I, +o(1) o(k)

—2C, AT +o(1) I, + o(k) (4.87)

Z(~k)Z(k)" = [

Y luego, usando (4.87) y (4.83) en (4.82), obtenemos (4.86) y S(k) = S(0) + o(1) si
k— 0en R,

S(k) = —f(k,a)'[f(0,a)1] 'SP Z(=k) Z(k) ' PST (0, ) [f (=K, )]
= ety % | nso

I o(k)

_ -1 T
= S(0) = SP, {201141‘1 e

| s

Ademads, S(k) = S(0) + o(1). |
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4.3. Resultados adicionales para k—chica

Recordemos que, cuando k = 0 en (3.1), de acuerdo a (3.31), ¢" = V(z)¢p, x €R.
Ademas, por (3.29) y (3.30),

f(0,z) =1, + o(1), f(0,z) =o(1/z), x— oo,
g(0,2))z[I, + o(1)], d0,z) =1, +o0(l), x— oo.

De (3.29) y (3.30) vemos que las 2n columnas combinadas de f(0,z) y ¢(0,z) forman
un sistema fundamental de soluciones para (3.31). De (3.29) vemos que las n columnas
de f(0,z) forman n soluciones linealmente independientes para (3.31) que permanecen
acotadas cuando z — oco. Anédlogamente, (3.30) indica que las n columnas de ¢(0, z)
forman n soluciones linealmente independientes de (3.31) que se vuelven no acotadas
cuando z — oo.

Del lado izquierdo de la ecuacién w(k, z) = f(k,x)§ + g(k, z)n con k = 0, usaremos
una combinacién lineal de n columnas de la solucién regular para energia cero ¢(0,x) €
M, solucién de (3.31) y la expresaremos asi:

¢(0,2)u = f(0,2)¢ + (0, 2)n, (4.88)

para algunos u, £, n vectores columna en C™ constantes distintos de cero.

Sabemos que ¢(0, x)u satisface (3.11) porque ¢(0,x) lo hace:
(¢(0,2)u)" = ¢"(0, 2)u = V(x)d(0, z)u.

Queremos saber cudntas soluciones vector-columna acotados linealmente independien-
tes podemos formar usando combinaciones lineales de n columnas de ¢(0, x).

Hay dos posibilidades: que ¢(0, x)u esté acotada cuando x — oo, en cuyo case £ # 0
y n =0, o que ¢(0,z)u no esté acotado cuando x — +00, en cuyo caso n # 0.

Sea p la multiplicidad geométrica del eigenvalor cero de J(0). De la Proposicién 4.10
vimos que pueden formarse exactamente p columnas usando combinaciones lineales de
n columnas de la solucién regular de la energia cero ¢(0,z), de forma que que esas
columnas forman las soluciones linealmente independientes de (3.31) que permanecen
acotadas cuando x — +o00. Ademds, cada p solucién vector-columna de (3.31) puede
ser expresada como una combinacién lineal de columnas de f(0,z). En ese sentido, el
entero p indica el nimero maximo de soluciones acotadas de (3.31) linealmente inde-
pendientes que también satisfacen (3.11). En el caso puramente excepcional, cuando,
con y = n, cada columna de ¢(0, ) puede expresarse como una combinacién lineal de
n columnas linealmente independientes de f(0, z).

De (4.84) podemos concluir que:
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Corolario 4.16 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y (5.1). Entonces,
el determinante de la matriz de Jost J(k) de (4.84) tiene el comportamiento para
k—chicas:

det J(k) = cik*[14+0(1)], k— 0 en CT, (4.89)
donde p es la multiplicidad geométrica del eigenvalor cero de la matriz de Jost para

la energia cero J(0) y ¢ es una constante distinta de cero. De hecho, el valor de ¢;
estd dado por:

¢1 := (det Py)(det Py)(det Ay)(det Dy),

donde Py y Py son las matrices n X n de permutacion que se habian definido en (4.84),
y por lo tanto sus determinantes son 1 o —1, y Ay y Dy son las matrices invertibles de
(4.84), lo que implica que sus determinantes son distintos de cero.

Dem. Ya habiamos visto que
J(k) = [f(—k", )" ¢(k,2)], K en CF.
Como J(k) es continua y el determinante también es una funcién continua,

Al + O(l) B1 + O(k’)

— LM -1
det J(k) = RSP Lo 1 o(k) Do+ o(1)

PSS

= llcl'm det J(k) = det %:ir% J(k) = k*det S det Py ' det P det S det A; det Do[1 + o(1)].
—

—0

ie., detJ(k) = (det P)(det Pp)(det A;)(det Do)k [1 + o(1)].
|

De (4.86) vemos que S(0) sélo tiene dos eigenvalores: £1. Veremos que el eigenva-
lor +1 tiene multiplicidad (geométrica y algebrdica) puy —1 igual a n — p. Asi, el valor
de p estd univocamente determinado por S(0).

Proposicién 4.17 Sea el operador matricial autoadjunto de Schréodinger con la con-
dicion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y (5.1). Sean
J(k) y S(k) como en (3.49) y (3.52). Entonces,

a) S(0) tiene dos eigenvalores: £1.

b) Las multiplicidades geométrica y algebrdica de +1 de S(0) son iguales a p, la
multiplicidad geométrica del eigenvalor de la energia cero de J(0).

c¢) Las multiplicidades geométrica y algebraica del eigenvalor —1 de S(0) son iguales
an— .
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Dem. a) Por (4.86) vemos que S(0) es similar a una matriz triangular inferior cuyas
diagonales son {1, —1,_,}. Como una transformacién similar no cambia los eigenva-
lores, los eigenvalores de S(0) son (1 — A\)#(=1 = A)""#=0= A= £1.

b), ¢) Por lo anterior, vemos que la multiplicidad algebraica de +1 es p y la de —1
es n— u. Por (3.58) sabemos que S(0) es unitaria, asi que puede diagonalizarse con una
matriz unitaria M;. Asi, S(0) = MlDMf para alguna matriz D diagonal, con p entradas
+1 y n — pu entradas —1. Las multiplicidades son invariantes bajo transformaciones
similares con matrices unitarias, y como las multiplicidades algebrdica y geométrica de
una diagonal son iguales, tenemos que

+ -

donde m, 4 se refiere a las multiplicidades algebraica y geométrica, y los signos positivo
y negativo del superindice se refieren al signo de +1. ]



82

Analisis del operador de Schrédinger para bajas energias




Capitulo 5

Analisis y teorema de Levinson del
operador de Schrodinger para altas
energias

Existen dos objetivos principales en esta secciéon para el operador de Schrodinger
de la ecuacion (3.1) con la condicién a la frontera autoadjunta (3.11)-(3.13) cuando el
potencial V' satisface (3.2) y la condicién

/ dz (14 2)||V(@)|| < +oo. (5.1)
0
El primer objetivo consiste, aiin cuando V satisface la condicién mas débil
/ dz ||V (2)|| < +o0 (5.2)
0

en lugar de (3.5), en establecer las asintotas para k—grandes de varias cantidades rela-
cionadas con (3.1), tal como se hizo en el Capitulo 4, como las soluciones de dispersion,
la matriz de Jost, la inversa de la matriz de Jost y la matriz de dispersién. El segundo
objetivo consiste, bajo la condicién

/OOO do ||V ()]| < 400, (5.3)

en derivar el teorema de Levinson, especificamente para obtener la relacion entre el
nimero de estados ligados y el cambio de fase en el determinante de la matriz de dis-
persion.

Un estado ligado corresponde a una soluciéon vector-columna cuadrado-integrable
de (3.1) que satisface las condiciones a la frontera (3.11)-(3.13). El hecho de que V'
sea autoadjunto y la condicién a la frontera autoadjunta garantizan que el operador
de Schrodinger correspondiente es autoadjunto en L?(R™), por lo que sus eigenvalo-
res deben ser reales. Cuando k? > 0, resulta que no hay soluciones vector-columna
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cuadrado-integrables para (3.1). Por lo tanto, estado ligado, si existe, ocurre sélo cuan-
do k* < 0, o equivalentemente cuando la k de (3.1) estd en el eje imaginario positivo
del plano complejo C. Gracias a la restriccion (5.1), el numero de k—valores es finito.
Para cada k—valor correspondiente a un estado ligado, el niimero de soluciones vector-
columna cuadrado-integrables linealmente independientes (es decir, la multiplicidad del
estado ligado) no puede ser mayor que n. El nimero de estados ligados esté definido
como el numero de estados ligados incluyendo las multiplicidades.

Aqui se muestra no sélo el término de k—grande, también se especifica el término
del siguiente orden y se establecen las asifitotas para k—grande hasta o(1/k?), lo que es
crucial para establecer las transformaciones de Fourier de varias cantidades relevantes
al problema de dispersién inverso. La razén por la que se necesita (5.1) en lugar de
sélo (5.2) es el hecho de que las asintotas parak—chicas son necesarias para establecer
el teorema de Levinson, y esas asintotas requieren de (5.1).

5.1. Las matrices de Jost y de dispersiéon con po-
tencial cero

Para entender el comportamiento de k—grandes de la matriz de Jost J(k), su inversa
J(k)™', y la matriz de dispersién S(k), primero necesitamos entender los comporta-
mientos de esas matrices cuando el potencial V' que aparece en (3.1) es cero. En ese
caso, usaremos el subindice 0 para denotar las cantidades correspondientes y escribi-
remos Jy(k) y So(k) para las matrices de Jost y de dispersion, respectivamente, que
corresponden a V' = 0.

Cuando V = 0, podemos ver que f(k,z) = ¢**I,,, por lo que
Jo(k) = B—ikA, Jy'=(B—ikA)™", Sy(k) = —(B+ikA)(B —ikA)~" (5.4)

En la parametrizaciéon con Ay B en (3.67), las cantidades correspondientes estdn dadas
por las matrices diagonales, donde:

jg(k:) = diag{cos 0y + iksinb, ..., cosb,,, +iksinb,, ,—I,,,ikl,,}, (5.5)
~ 1 1
E)~! = di —1I,, ikl .
Jo(k) iag{ cosby +iksin6,’ " cosb,,, +iksinf,, =~ "7 ik}, (5.6)
~ . .—cosbB; + iksin b, —cosb,,, +iksinb, .
ky=d o M o1 kI, Y. )
So(k) = diag{ cos; +iksin6y 7 cosb,,, +iksind,, = "7 ikl ). (5.7)

Entonces, de (5.6) y (5.7) tenemos que, cuando k — oo en C,

~ 1
Jo(k) ™' = diag{0,,,,, =1, , Ony + + %diag{csc 01,...,¢5¢00,,,0,,, I} + O(1/K%),
(5.8)
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Solk) = Zo + %zl +O(1/k), (5.9)
donde hemos definido

Zy = diag{l,,,, —1In,, Iny}, Z1:=diag{cotfy,... cotb,,,,0n,,0ny}, (5.10)
con 0; denotando la matriz cero j x j.

Los resultados de la siguiente Proposicion son usados mas adelante.

Proposicion 5.1 La matriz de Jost Jo(k) que aparece en (5.4) es invertible cuando
k — oo en C La matriz Jo(k)~' y la matriz de dispersién So(k) dada en (5.4) satisfacen,
cuando k — oo en C,

Jo(k)™F = Ty M Tydiag{0,,,,, —In,, Ony YMT + O(1/k), (5.11)
1
AJy(k) ™ = EMcuag{fw,ony, Lo M+ O(1/k2), (5.12)
o
So(k) = Sp(o0) + EZMZlMT +O(1/K), (5.13)

con
So(00) := M ZyMT,
donde Ty y Ty son las matrices en (3.88), M es la matriz unitaria de (3.75), A y B son

las matrices que aparecen en (3.11)-(3.13), A y B son las matrices definidas en (3.67),
y Zo y Z1 son las matrices definidas en (5.10). Asi, cuando k — oo en C tenemos:

Jo(B) "t =0(1), AJy(k)™' =0(1/k), So(k) = Sy(c0) + O(1/k). (5.14)

Dem. Aprovechando las propiedades de M, M~t = MTy MTM = I,,, de (3.92) y (3.93)
obtenemos, usando V = 0,

Jo(k) ™ = TiMTyJdo(k) MY, Ady(k) ™' = (MAT, ' MIT )Ty M Ty Jo (k)P MY
= AJy(k)' = MAJy(k)"*MT,  Sp(oo0) = MSy(k)M?. (5.15)
Por (5.6) concluimos que J(k) es invertible si k — oo en C.

De la primera igualdad de (5.15), existe Jy(k)™' si k — oo en C.
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Por (3.67), (5.8) v (5.9) en (5.15), si k — oo en C,
— Jo(k)™t = TIMTyJo(k)"*MT = Ty MTydiag{0,,,,, — I, Ony YMT + o(1/k)
o(1).
— AJo(k)™Y = MAJy(k)"*M'M(—diag{sin6,, ..., sind,})-
1
(diag{0,—1,0} + %diag{csc 01,...,c5c0,} +o(1/k*)MT
i
= M(—diag{sinb,...,sin0,,,,0,1,})-
1
(diag{0, —1,0} + %diag{csc 01,...,csc0,} +o(1/k*))M!
1
= %M(_Inzw

5 o(1/k).

— So(k) = MSy(k)M" = M(Z, + %Zl +o(1/k*))MT

= Sp(o0) + %leMT +o(1/k?)
—  So(o0) +o(1/k),

cuando £ — oo en C. [ |

d

0, — I )MT 4 o(1/k?)

5.2. Comportamiento de k—grande

Para determinar el comportamiento para k—grandes, es suficiente que el potencial
V satisfaga (3.2) y (5.1). Las siguientes matrices seran ttiles en este andlisis:
1 1

@iy [TV Q)= [ dyetv) (5.16)

Qi [ iz [ avieve. W= [ [ ey, G

Qs(k) = i/ooo dz /OZ dy eQikyV(z)V(y), Qes(k) == }1/000 dz /OZ dy e%k(z_y)\/(z)\/(y).
(5.18)

Hacemos énfasis en que )7 y @3 son independientes de k& mientras que las cuatro ma-
trices restantes son funciones de k.

A continuacién enunciaremos una proposicién sobre las matrices Q1 a Qg [2]:

Proposicién 5.2 Supongamos que V de (3.1) pertenece a L'(RT). Entonces, Qi vy
Q3 son matrices constantes bien definidas. Aun mds, cada una de las cuatro matrices
Q2(k), Qu(k),Qs(k) y Qs(k) estd bien definida para k € C¥, y cada una se comporta
como o(1) cuando k — oo en CF.
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Proposicién 5.3 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sea f(k,x) la solucidn de Jost. Entonces, si k — oo en CT,

PR 0)' = ot 1=t Qo(R)]+ 5[~ @~ Qa(k) + @s(k) +Qe(k)] +o(1/K), (5.19)

PR 0)1 = kT, — Q1 — Qolk) + Qs — Qulk) + Qs(h) — Qu(R)] + o(1/K). (5.20)

Dem. Sea m(k,z) = e~** f(k,x). Entonces obtenemos:

mlk,z) = I + 21k/ dy [0 _ 1)V (y)m(k, y), (5.21)

1 . > ) . )
m'(k,x) = ﬂ <—2z’kemx/ dy ™V (y)ym(k,y) — tekIeZkaV(x)m(k,x))

= V(@)
= m'(k,z) = —/ dy *FY=IV (yym(k, y). (5.22)
Iterando (5.21) y (5.22) cuando k — oo en C+
mika) = Lot o <e2““<H> ~)V()-
2 k:
i [ OV dw s dy
=m(k,x) = I,+ 5 k:/ dy (=) — 1)V (y) (5.23)
1 - 2ik(y—x) /OO 2ik(z—y) 3
+—(2ik)2/x (e DV (y) i (e DV (z)dz dy + o(1/E).
Derivando,

1 .
m/(k,x) = ﬂV(a:)jLﬂ (—Qik‘e—mx/ dy eV (y) — e 2ikee2ikry/ (g )) + o(1/k%)

1 1 . —%ikx i —2tkx 2ikx
+{Wvu)+m<—2me 2ik / dy e™V (y) — e 2 Fr ke (1)
/ dz (e72*EY) — DV (2)
Y
=m'(k,x) = — / dy >0V (y) — 5T / dy >V (y)

. / Tz (M 1)V (2) + o(1/R2). (5.24)
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Evaluando en x = 0,

m(k,0) = Lﬁﬁ /0 Oody (™ — 1)V (y)
1 % aiky Y oike 3
+(2ik)2/0 (e —1)V(y)/0(e SV (2)dz dy + o(1/k).
m'(k,0) = — /0 dy 6%’“"/(@/)—% /0 dy e*™V (y)

./000 dz (e — 1)V (2) + o(1/k?).

Y como
f(k,0) =m(k,0) vy f'(k,0)=1ikm(k,0)+ m'(k,0), (5.25)
entonces
1 (0@
f0) /=1 = | av@ v
m /0 T /0 (€25 1)V (2)dz dy + o(1/K).
Fk0) = kI, —% | av @ =)
Oody dz (2™ +1)(—e*™ + 1)V (y)V(2) + o(1/k?),
4zk 0 0

Si k — +oo en C+.

Finalmente, reemplazando k& por —k* y tomando los adjuntos y considerando que
[V (y)V(2)]' = V(2)V(y), encontramos que:

RO = Lot [Ty @ = 1v)
1 % oiky Y ik 3
+W/O (e —1)V(y)/0 (e — 1)V (2)dz dy + o(1/k?).

S-k0) = kL, - / dy (&% — 1)V (y)

"5k / dy / dz (M 1 1)(—e2™* 4+ 1)V (y)V (2) + o(1/K?).
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Por otro lado tenemos que:
FEROT = Lt Q1 + Qolk)] + 5= Qs — Qulk) + Qs (k) + Qu(k)] + o(1/47)
1 = 1 = 2iky
5 [T av g [T a )| o

= I,+

1 1 [ z L[> ik
v |3 e [aveve - [T [ evare)
i l > ’ 2iky 1/00 ’ 2ik(z—y)
+k‘2 [4/0 dz/o e V(y)V(z)4 i d ; € V(y)V(z)
- In+.i/ dz/ dy (€™ — 1)V (y)
ik Jo 0
1 o :
1 2ikz 2iky 2ik(z—y)
T / - / dy V(2)V(y)(1+ )
ik Jo 0
L / dz/ dy V()V ()2 — 1)(*™ — 1) + o(1/k).
(2ik)* Jo 0

Y, finalmente,
f(=k0) = ikl, — Q1—!2(k) + %[Q:& — Qa(k) + Qs(k) — Qs(K)] + o(1/k?)

I L[~ :
= k= [T+ / dy 7V (y) + o(1/k?)
0 0
1 [1 [ z L[~ ke
+— | = dz | dy V(2)V(y) — - dz | e*"V(y)V(z)

Zk 4 0 0

1 (o)

d 2zky __/ d / 2ik(z— y

Zk’ [4/0 : 0 Vi ’

1 o0
= ikl =5 / dy V(y)(e*™ —1)
0

1 , . _
+— dz [ dy V(2)V(y)(1 — 2% 4 2ihy — o2ik(z-v))

e, f/(—=k%0) = f(—k*0)
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Proposicién 5.4 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sea J(k) la matriz de Jost definida en (3.49). Entonces, si k — oo en CT,

J(k) = —ikA + B+ [Q1 + Qa(k)|A + iP(k) +o(1/k?), (5.26)

donde
P(k) :== [=Q1 + Qa2(K)| B + [-Qs + Qu(k) — Qs(k) + Qs(k)]A,

donde A y B son las matices definidas en (3.11)-(3.13) y las Q; son las matrices que
se definieron en (5.16)-(5.18).

Dem. Por la segunda parte de (3.49).
J(k) = f(=k*,0)'B — f'(—=k*,0)TA.
Por (5.19) y (5.20),

J(k) = [I,+ %(_Ql + Q2(k) + %(_QS — Q4(k) + Q5(k) + Qg(k)| B
[k, — Q1 — Qu(k) + %(Qs — Qek) + Qs(k) — Qo(k)JA + o(1/k2)

S J(k) = —ikA+ B+ (Qr+ Qa(k)A + %P(/ﬂ) +o(1/k2).

P(k) = [=Q1 + Qa(k)| B + [-Qs + Qu(k) — Qs(k) + Qs(k)]A.

Proposicion 5.5 Sea el operador matricial autoadjunto de Schréodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sean J(k) y Jo(k) las matrices de Jost de (3.49) y (5.4), respectivamente, Q1y Q2 (k)
las matrices de (5.16) y So(co) la matriz constante definida en (5.13). Entonces, si
k — oco en C*, se tiene que:

TR = L~ (@1 + Qak)So(00)] + o(1L/), (5.27)

To(R)IE) ™ = L+ -£[QQa(k)So(00)] + o(1/42) (5.28)

Dem. Sabemos por (5.4) que Jo(k) = B —ikAy Jo(=k) = B + ikA. Por (5.26), si
k — oo en Ct,

T() = Jo(k)= 5 Qulo(k) 5 Qa(k)Jo(—) = [~ Qi+ Qu(k)~Qs(h) + QW] A--o(1 /1),
(5.29)
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La invertibilidad de Jo(k) cuando si k — oo en C* estd asegurada por la Proposicién
5.1. Multiplicando (5.29) por Jo(k)~" y usando Jo(—k)Jo(k)~" = —So(k), obtenemos,
si k — oo en Ct,

Ql QZ(k)

Jo(k)Jo (k)™ = In—— = So(k)+%(—Q3+Q4(k)_Q5(k)

+ Qo(k)AJo(k) ™" + o(1/k*) Jo (k). (5.30)

Usando (5.4) y (5.30),

TRV = = 2 Q1 — = Qu(k)So(00) +o(1/k?), & — o0 en TF

e, Jk)Jo(k) =1, - %[Ql + Q2(k)So(00)] + o(1/k*) k — oo en CTF.

Cambiando los signos de (5.27) de los término o(1/k) [2],

Jo(k)J(k) ™t =1, — %[Ql + Q2(k)So(00)] +o(1/k*) k — oo en CF.

Proposicién 5.6 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Entonces la matriz de Jost definida en (3.49), J(k), satisface:

J(k) = Jo(K)[I, + o(1/k)], k — oo en CT, (5.31)

det J(k) = cok™ "™ [1 + 0(1/k)], Kk — oo en CT. (5.32)
donde ¢y es una constante distinta de cero.

Dem. Usando (5.15) llegamos a que:
Jo(k) = M Jo(k)Ty tMTT 2 (5.33)

Usando (5.5) y (5.33) encontramos:

1 1 1
det Jo(k) = det M .
¢ JO( ) det T det 15 ¢ det M
det (diag{i cos O,,, + iksinb,,,, —1I,,, ikl })k" "N
1
= qrrp Y@ @G sin kM (L 4 o(1/K)).
Es decir, haciendo
—1)* (7 nN+npr
Cy = (=)™ () I3, sin 0,

det T1 TQ
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que estd bien definida porque T} u 7T, son invertibles y sin; # 0 para las 0, tales que
jeA{l,...,n,}. Vemos que:

det Jo(k) = cok™ "~ [1 4+ 0(1/k)], k — oo en C¥. (5.34)
Por otro lado, de (5.30) es evidente que:
J(k) = Jo(k)[I, + o(1/k)], k — oo en CT.
Por ultimo y por (5.34)
det J(k) = cok™ "N [1 4 0(1/k)], k — oo en C¥.
|

A continuacién presentaremos las asintotas para k—grandes para la matriz de dis-
persion.

Proposicién 5.7 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Entonces la matriz de dispersion S(k) de (3.52) satisface:

S(k) = So(o0) + %:) +0(1/k*), k— oo enCT, (5.35)

donde G(k) es la matriz definida como:
G(k) == =2M Z;M" + Q155(00) + Sp(00)Q1 + So(00)Qa2(k)So(00) + Qa(—F),

con M la matriz unitaria de (3.75), Z; la matriz de (5.10), Sp(o0) la matriz de (4.11)
y Q1 y Q2(k) las matrices de (5.16).

Dem. A partir de (3.52) vemos que:

porque, por (5.4),
S(k) = J(—k)(B+ikA) ™ (=1)(B+ikA)(B —ikA)" (B —ikA)J (k)™ = J(—k)J (k).
Usando (5.27) y (5.28) en (5.36),

() = (1t 5@+ Qu=RISa(=) + o(L/R") ) Su(h)

(10 5@+ Qa1 +o1/87) )
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Por (3.49), S(=k) = S(k)~ = S(k)", So(—k)So(k) = I,,, asi que:

S(k) = SO(M""%[QISO(k)+SO(k>QISO(k>+Q2(k)SO(k)+Q2<_k>50(_k)50<k)]+0<1/k2)-
Haciendo H(k) = Q1S0(k) + So(k)Q@1 + So(k)Qa(k)So(k) + Qa(—k), tenemos que:

S(k) = So(k) + % +o(1/k?), k — +oo. (5.37)
Usando (5.13),

S(k) = Sp(o0) + % +o(1/kY), k- +c.

5.3. Estados Ligados

En esta seccién comprobaremos que, como se menciond en la introduccién del
capitulo, un estado ligado ocurre sélo cuando k? < 0.

Supongamos que k = ik para alguna x > 0 corresponde a un estado ligado, y sea
w(ik,x) una solucién vector-columna cuadrado-integrable que satisface (3.11). Enton-
ces, la ecuacién de w(k, x) es cierta para k = ik con 7 = 0 y para algin vector columna
distinto de cero £ € C", lo que nos lleva a que:

w(ik, ) = f(ik, z)E. (5.38)

Veamos que ¢ debe pertenecer a ker [J(ik)T] porque w(ik,x) debe satisfacer (3.11).
Noétese que, de (3.11) y (5.38) tenemos que:

—B'f(ik,0)¢ + AT f'(ik,0)¢ = 0, (5.39)
que es equivalente a:
(¢ ik, )1 £ (ir, 0)] + (i, )1 f' (i, 0)]€ = 0, (5.40)
0, en términos del Wronskiano,
[f(ir, 2)T; p(ir, z)]T€ = 0. (5.41)
Comparando (3.49) y (5.41), vemos que la tltima equivale a :

J(ir)t€ =0, (5.42)



94  Analisis y teorema de Levinson del operador de Schrodinger para altas energias

por lo que € € ker [J(ir)T]. Asi, det J(ix) = 0.

Ahora consideremos cualquier vector-columna de la forma f(ix, x)¢, donde k = ik
corresponde al cero de det J(k) como en el eje positivo imaginario y £ € C es un vector
columna distinto de cero tal que & € ker[J(ix)']. Entonces, f)ir,x)¢ debe ser una
soluciéon vector-columna estado-ligado del operador de Schrodinger correspondiente.
Para verificar esto, debemos probar que f(ix, z)¢ es solucién de (3.1), que es cuadrado-
integrable en x € R, y que satisface la condicién a la frontera (3.11)-(3.13). Claramente
es solucién de (3.1) porque f(ik,x) es una matriz n X n solucién de (3.1). Es cuadrado-
integrable porque f(k, ) decae exponencialmente a cero para toda k € C* si z — +00.
Finalmente, satisface (3.11) porque:

—Bif(ir, )6 + AV f'(ir, )€ = J(ir)'§ = 0,
por (5.39)-(5.42). La multiplicidad del estado ligado k = ik es igual a la dimensién del

kernel de J(ix)T, que es igual a la dimensién del kernel de J(ik).

Veamos ahora que una solucién vector-columna estado-ligado en k = ix debe ser de
la forma ¢(ik, z)a para algun vector columna constante distinto de cero av € C™ que
pertenezca al kernel de J(ix) de forma que:

o(ik, ) = f(ik, x)B, (5.43)

donde 3 € ker[J(ir)T]. En otras palabras, debemos mostrar que ¢(ik,z)a con a €
ker [J(ir)] satisface (3.11), es cuadrado-integrable y satisface (5.43) para algin vector
columna 3 € ker [J(ix)1]. Nétese que (3.11) se satisface porque, por (3.12) v (3.33),

—B'¢(ik,0)a + AT¢/(ik,0)a = (=BTA + ATB)a = 0.

Ahora veamos que ¢(ix, r)a decae exponencialmente a cero si x — +00, y que por lo
tanto es cuadrado-integrable en x € RT. Como

w(k,x) = f(k,2)¢ + g(k, 2)n, (5.44)
vemos que existen n vectores columna constantes 3,y € C" tales que:
d(ir, x)a = f(ir,x)B + g(ik, x)y, z € RT. (5.45)

Usando (5.45) y (3.49), podemos evaluar el Wronskiano:
[F (w215 d(ir, ] = J(im)a = 0, (5.46)
porque « € ker [J(ix)]. Por otro lado, usando (5.45) tenemos que:

[f (irs, )T fir, 2) B + g(in, )]

[f (i, )T f(iri, )] B + [ f (i, 2); g (i, )]y

[f (irs, ) 79(”07 z)ly

2K, (5.47)

o =
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donde usamos (3.25) el hecho de que V' es autoadjunto.

Comparando (5.46) y (5.47) vemos que v = 0 y por lo tanto (5.43) se satisface para
algin vector columna distinto de cero g € C". De (5.43), por (3.25), concluimos que
¢(ik, ) decae exponencialmente a cero si  — +00, por lo que es cuadrado-integrable.
Nétese que 3 debe pertenecer a ker [J(ix)!] como resultado del argumento anterior que
dice que si f(ix, x)3 es un estado ligado, entonces 3 debe pertenecer al kernel de .J(ix)T.

Haremos énfasis en que (5.43) establece una biyeccién o — f entre ker [J(ik)]
y ker [J(ik)T] para toda k = ik que sea un cero del determinante de J(k) en el eje
positivo imaginario. Como £ (ik, z)¢ corresponde a un estado ligado con & € ker [J(ix)T],
por (3.25) concluimos que hay tantos estados ligados linealmente independientes en
k = ix como la dimensién de ker [J(ix)']. Como esto también es igual a la dimensién
de ker [J(ir)], podemos decir que la multiplicidad del estado ligado en k = ix estd dada
por la dimensién de ker [J(ix)]. Sea my, la multiplicidad de dicho estado. Entonces,

my, = dim ker [J(ik)]. (5.48)

Noétese que 1 < my < n porque la dimensién de ker [J(ik)] no puede exceder n para la
correspondiente matriz n x n J(k).

A continuacién resumiremos estas observaciones.

Teorema 5.8 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sean f(k,xz),p(k,x) y J(k) como en (3.25), (3.33) y (3.49). Entonces,

a) Hay un estado ligado en k = ik para alguna k > 0 si sélo si ker [J(ik)| es no
trivial o, equivalentemente, si y sélo si det J(ik) = 0.

b) La multiplicidad my, del estado ligado k = ik es finita, y de hecho es igual a la
dimension de ker [J(ir)].

c) Una solucion estado-ligado vector-columna de (3.1) en k = ik debe ser igual
a f(ik,z)B para algin vector columna distinto de cero 8 € ker[J(ik)T]. De la
misma forma, una solucion estado-ligado vector-columna de (3.1) en k = ik debe
ser igual a ¢(ik, x)a para algin vector-columna distinto de cero a € ker [J(ik)].

d) Si k = ik corresponde a un estado ligado, existe una biyeccion « — [ entre
ker [J(ik)] y ker [J(ix)T] tal que ¢(ir,x)a = f(ir,x)B.

Ahora analizaremos el comportamiento de J(k) y su inversa en un estado ligado
k = ik. Uno de los objetivos es probar que la multiplicidad m; de un estado ligado
es igual a la multiplicidad del cero del det J(k) en k = ix. La derivada respecto a k
estara indicada por un punto arriba.
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Proposicién 5.9 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sean f(k,x) y J(k) la solucion de Jost y la matriz de Jost que aparecen en (3.25) y
(3.49), respectivamente. Supongamos que hay un estado ligado en k = ix para algin K
positivo. Entonces, para cada valor de x fijo en RY, tenemos:

k) .
f(=Fk", x)wk:m = f(ir, ), %‘k:m = —f(ir, z)T, (5.49)

df'(—k* t . df"(—k* t .
%‘km - —f’(ili,a?)T, %}km — —f”(ili,l’)T, (5.50)
J(ik) = f'(ir)TA — f(ir, 0)B. (5.51)

Dem. En la Seccién 3.3 vimos que f(k, z) es analitica en k € C" para todo = € R* fijo.
Asi, tenemos la expansiéon de Taylor:

flk,z) = f(ir,z) + (k —ir) f(ir,z) + o((k —ir)?), k — ik. (5.52)
Reemplazando k por —k* en (5.52) y tomando los adjuntos,
f(=k*2)' = fir, 2) = (k —ir) f(ir, )t + o((k —ir)?), k — ix. (5.53)
Los primeros dos términos de la expansién implican que:
. . . df (—k*, x)f
flir2)t = f(=k" )|y = flima) = %'

Como f'(k,z) y f"(k,z) son analiticas V k € C*, V x € R™ fijo,
f'(k,x) = f'lir,z) + (k —ic) f'(ik, 2) + o((k — ik)?), Kk — ik
Reemplazando k por —k* y tomando los adjuntos,
F(=k5 )N f ik, ) = (k —ir) f'lir, )t + o((k —ir)?), &k — ik
[ df (k)

= —f'(ik, x) pp ’k:m'
Anéalogamente,
' df”(—k’*, QT)T
—1f"(ik, x)T = T’k:m'
Derivando (3.49) respecto a k,
: df'(—k*, )T df' (—k*, z)T
I (k) dk dk

Por (5.50),
J(ir) = f'(ir,0)t A — f(ir,0)'B.
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Teorema 5.10 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sean f(k,z),¢(k,z) y J(k) como en (3.25), (3.33) y (3.49). Supongamos que eziste
k =ik un estado ligado para alguna k > 0V « € ker [J(ir)] vector-columna constante,
sea (3 el vector columna constante unico del Teorema 5.8 d). Entonces,

i3t J(ik)o = 2k /000 dx [¢(ik, 2)a][¢(ik, v)al, (5.54)

por lo que BJ(ik)a # 0 a menos que o = 0,

Dem. Como la solucién de Jost satisface (3.1),

ik, x) + B f(k,x) = V(x)f(k, ). (5.55)
Derivando respecto a k,
'k, z) + B2 f(k,x) + 2k f(k,z) = V(x)f(k, z). (5.56)
Reemplazando k por —k* en (5.55) y tomando el adjunto,
(=K o)+ B2 f(—k* )T = f(—k, 2) 'V (). (5.57)
Evaluando (5.56) y (5.57) en k = ix y usando (5.49),
ik, x) — K2 f(ik, z) + 2ikf(ir, x) = V() f(ik, z), (5.58)
[k, 2)t — K2 f (i, 2)" = f(ik, 2)TV (z). (5.59)

Multiplicando (5.58) por f (i, x)" por la izquierda y multiplicando (5.59) por la derecha
por f(ik,x),
i, 2) i) — FGim, ) 2 i, 0) + Flin, @)1 20 f (i, ) = (i, )1V () (i, 2)

fGir, ) f ik, ) — K2 f ik, 2)t f (i, 2) = flir,2)V (2)f (i, ).
Tomando la diferencia,
f(ir, ) f" ik, ) f(in,x) = —2ikf(ir,x) f(ik, x)
d : .
= %[f(m,xﬁf'(m,x) — ik, 2) f(ir,x)] = —2ikf(ir,z) f(ik,2) (5.60)

Multiplicando (5.60) por la izquierda por 3T y por la derecha por 3, e integrando en
z € R, llegamos a que:

o [ e Sk lina) () )5 =
—2ikf + /00 dz f(ir, z) f(ir, z) 0]
0
= B f(ir, ) f'(ir,2)B — B1f (i, ) f(ir,2)]8 =

—2m/O dx [f(ir, )8 [f(ir, z)B], (5.61)
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donde se usé el Teorema 5.8 ¢) junto con el hecho de que f(ik,x)5 es una solucién
estado-ligado vector-columna, por lo que es cuadrado-integrable, y ademas se usé el
hecho de que la cantidad dentro de los paréntesis en (5.60) desaparece cuando x —
+o00. La tultima propiedad es una consecuencia del decaimiento exponencial a cero
de f(ik,z)B y de f'(ik,z)B y puede ser establecida a partir de (3.25) en k = ik.
Multiplicando por i y usando (5.43),

ilalé(ir, 0)F f/(ik,0)8 — ol ¢/ (ir, 0)! f (ik, 0) 3] = 2k /00 dx [¢(ik, x)a]'[é(ik, )a]

0
(5.62)
Usando (3.33) y tomando los adjuntos,

—if[f"(ir,0)T A = f(ir,0)0%gB]a = 2/@/ dz [¢(ik, z)a] [p(ik, x)al. (5.63)
0
Comparando el lado izquierdo con (5.51), obtenemos:

—iBVJ(ir)o = 2k /OOO dz [¢(ik, x)a]'[p(ik, )a].

Finalmente, como x > 0, el lado derecho es positivo si a # 0 y cero si a = 0. Asf, del
lado izquierdo concluimos que 87.J(ik)a = 0 si a = 0. |

Teorema 5.11 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sean f(k,z),o(k,z) y J(k) como en (3.25), (3.33) y (3.49). Supongamos que eziste
k = ir un estado ligado para alguna k > 0. Entonces J(k)™! tiene un polo simple en
k =ik.

Dem. Por el Teorema 5.8 a), el determinante de J(k) desaparece en k = ik, por lo que
J(k)™! es analitico en una vecindad de k = ix con un polo de algin orden finito p en
k = ik. Si no fuera simple, V p > 2, en alguna vecindad de k tendriamos la expansion:

J(k) = J(ir) + (k —ir)J(ik) + o((k — ik)?), (5.64)

N N, | .
= ;)pﬂL = ;:{)p_l Hoh— m—i—No—f—(k—m)Nl—i—o((k—m) ). (5.65)

Usando (5.64) y (5.65) en J(k)J(k)~* = I,, obtendriamos:

J(k) =

J(ik)N_, =0, J(ik)N_p11 + J(ir)N_, = 0. (5.66)

De la primera ecuaciéon vemos que cada columna de N_, tendrd que pertenecer a
ker [J(ix)]. Tomando todas las columnas distintas de cero de N_, y denotandolas «
como en el Teorema 5.10, de (5.66) obtendriamos la ecuacién vectorial vector columna:

J(ik)¢ + J(irk)a = 0, (5.67)
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donde « € ker [J(ik)] y ¢ es algin vector columna en C".

Sea 3 € ker [J(ir)'] el tinico vector columna correspondiente a o como en el Teorema
5.10. As; tendriamos que J(ix)'3 = 0 o, equivalentemente,

B1J(ik) = 0 (5.68)
Si multiplicamos (5.67) por la izquierda por 37 y usando (5.68) obtenemos:
BtJ(ir)a =0 (5.69)

Usando el Teorema 5.10 en (5.69) vemos que debemos tener &« = 0 y por lo tanto
N_, =0V p>0. Es decir, de (5.65) concluimos que J(k)~! debe tener un polo simple
en k =1k. Es decir,

p=1.
|
Una vez que establecimos que la expansién (5.65) tiene sélo un polo simple como
-1 N—l . . N\2 .
J(k)™ = P + No + (k —ik)Ny + o((k — ir)®), k — ik, (5.70)
— K

nos gustaria ahondar en el término N_;.

Teorema 5.12 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto. Sea
J(k)la matriz de Jost como en (3.49). Supongamos que existe k = ir un estado ligado
para alguna k > 0. Entonces,

det J(k) = cs(k —ir)™ 1 + O(k — ik)], k — ix, (5.71)

donde c3 es una constante diferente de cero y m,. es el término positivo que aparece en
(5.48) y que denota la multiplicidad del estado ligado en k = ik. Por consecuencia, el
orden del cero del determinante det J(k) 4n k = ix es igual a m,.

Dem. De (5.48) sabemos que la multiplicidad geométrica del eigenvalor de J(ix) es my.

Supongamos que hay v, cadenas de Jordan y, por lo tanto, la forma candnica de
Jordan de J(ik) contiene v, bloques de Jordan. Sea A, el eigenvalor de J(ix asociado
con la s—ésima cadena de Jordan, donde los eigenvalores pueden ser repetidos y puede
haber mas de un bloque de Jordan para un eigenvalor A;. Sea J, (As) el s—ésimo
bloque de Jordan, donde asumimos que el tamano del bloque es ng X ng. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que las primeras M), cadenas de Jordan pertenecen al
eigenvalor cero de J(ik). Sea pu,; la multiplicidad algebraica de ese eigenvalor. Entonces,
asumimos que el nimero de eigenvalores diferentes de cero (incluyendo multiplicidades)
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de J(ir) es n — p,.. Como resultado, los primeros m,, bloques de Jordan tienen la forma
dada por la ecuacién (4.71):

010 00
001 ... 00
JoQs)= |1 ¢+ 0 ], s=1,..,my,
0 0 O 01
0 0 0 0 |

y los bloques restantes asociados a los eigenvalores diferentes de cero son los establecidos
en la ecuacién (4.72):

s 1 0 ... 0 0
0 A\ 1 ... 0
JoA) =11 ¢+ 1 o, s=Emet v,
0 0 0 ... A\ 1
0 00 0 A

con entrada en la diagonal A\ # 0.

Como se establecié en la ecuacién (4.70), la forma candnica de Jordan estd dada

entonces por:
1J Zlf Sl @ Jns

Ahora moveremos todas las entradas 1 en la superdiagonal de los primeros m, blo-
ques de Jordan en (5.72) y las recolectaremos.®® la matriz identidad (g, — ) (e —
My) Ly, —m, . Esto puede conseguirse usando las matrices Py y Ps:

om0 ms 0
P“_[o ]n_“J’ P5_{o fn_,J’

para algunas matrices de permutacién I, y Il5 que afecta sélo a las primeras pu, co-
lumnas y u, renglones, respectivamente, de las matrices en las que operan. La transfor-
macién matricial combinada J(ix) — PsS; ' J(ir)S; P, resulta en la matriz triangular
superior dada por:

P3STH I (ik)S1 Py = diag{Onm,., L —mus Iy 2 Nt 1)s + <+ T (M) (5.72)

donde 0,,, es la matriz cero m, X m.

Sea dy la matriz (n — u,)(n — ) dada por:

do = dlag{[ K=MK Jn;m+1 ()‘Mr-c+l)7 ) Jnuﬁ (AVK)} (573)
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La matriz dy es invertible porque es una matriz triangular superior cuyas entradas en
la diagonal son distintas de cero.

Usando (5.73) en (5.72) vemos que:
P5Sf1J(i/<;)51P4 = diag{OmN, do} (574)
Usando (5.73) y (5.74) vemos que:

a; by

PsST Y J(K)S, Py = diag{m,, do} + (k — ik) [c J
1

} +o((k —ik)?), k— ik, (5.75)

donde

a; b 13
|:Cll dj == P5Sl 1J<ZI€)51P4.

Del Teorema 5.11 sabemos que J(k)~! tiene un polo simple en k = ix, por lo que,
usando (5.70), tenemos que:

1
(PsSTYJ(K)S1Py) ™t = {”1 ”2] + [ml gz} + Ok —ik), k—ik, (5.76)
4

k—1iKk N3 Ny mg
donde

my Mo

n n _ _ _
[ 1 2] = PUSTNASF, [mg my

ng Ny :| = PIIS?N_l;SlP;I,

con N_; y Ny las matrices que aparecen en (5.70), con algunos bloques matriciales n
y my de tamano m, X m,, algunos bloques matriciales ny y my de tamafio (n —m,) X
(n —my), y los bloques matriciales restantes de tamano apropiado. Usando (5.75) y
(5.76) en las identidades matriciales

(PsS;tI(K)S1 P~ (PsST I (K)S1Py) = I,
(P5Sl_1j(k')slp4)(P551_1J(k’)81P4)71 = Iy,

obtenemos que:

ny N2| .. _ i nong|

[ng m] diag{0,,.,do} = 0,,, diag{0,,.,do} {ng m] =0, (5.77)
ni nz| |ar by m; mal . B
|:n3 77,4:| |:63 d4:| + lmg m4:| dlag{omm dO} - Iny (578)
a; by| |ny ng . my my|
|:Cg d4:| |:n3 n4:| + dlag{omm dO} |:m3 m4] = In (579)

Como dy es invertible, de (5.77) vemos que:

no=0, n3=0, ny=0, (5.80)
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para algunas matrices de tamano apropiado.

Usando (5.80) en (5.78) y (5.79) tenemos que:
niar = Iy, nibi+mado =0, mydo = I, cni+domz=70,
lo que establece la invertibilidad de a; e implica que:
1

- 1 -1 1 11
ny=a;, Mmg=—a; bidy,", my=d,, ms=—d, cia, . (5.81)

Usando (5.81) en (5.76) obtenemos la expansion:

a7 I, +O(k—ik)] b d!
(PsS; I (k)S1Py) ! = ks L% 1 +O(k —ik), k— ik (5.82)
De (5.82) vemos que:
deta; ") (det dy’
det (P IsiP) = TR+ Ok~ ki
o, de forma equivalente,
det a;d, C\m ) )
det J(k’) = m(k’ — Zﬁ) ’i[l + O(k - Zl{)]; k — 1IK. (583)

Asi (5.83) establece (5.71) con c3 dada por:
c3 := (det Py)(det P5)(det ay)(det dy),

que es distinto de cero porque Py, Ps € M, «,, son permutaciones, por lo que sus determi-
nantes son +1 6 —1, y las matrices a; y dy son invertibles, por lo que sus determinantes
Nno son cero. |

Hacemos énfasis en la similitud entre el Teorema 5.12 y el Corolario 4.16 y entre
(5.71) y (4.89).

Noétese que la transformaciéon de la Proposicién (3.20) a) sobre A y B no afecta
(3.11)-(3.13), porque (A, B) — (AT, BT') para alguna 7T invertible resulta en una mul-
tiplicacién por la izquierda de ambos lados de (3.11) por T'T y en una multiplicacién por
la derecha por T" de ambos lados de (3.12) y (3.13). Asi, como puede verse en (3.49), el
potencial V' y la condicién a la frontera no pueden determinar univocamente la matriz
de Jost J(k), pero si determinan J(k) univocamente excepto por la multiplicacién por
la derecha de una matriz invertible 7. De cualquier forma, esa no-unicidad no afecta
los ceros en C* del determinante de J(k) porque det J(k) y det J(k)T tienen el mismo
conjunto de ceros. Asi, los estados ligados no son afectados por la no-unicidad, y estan
univocamente determinados por V' y la condicién a la frontera.

El siguiente resultado es relevante para el establecimiento de la finitud del niimero
de estados ligados.
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Teorema 5.13 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto. Sea
J(k) la matriz de Jost definida en (3.49). Entonces, los ceros de det J(k) en CH\{0}
sélo pueden ocurrir en el eje positivo imaginario y el nimero de ceros, N (sin multi-
plicidades), es finito.

Dem. Sabemos que J(k) es analitica en C* y continua en CT. Entonces, det J(k) tiene
las mismas propiedades. Como el operador de Schrodinger es autoadjunto, los k—valores
de los estados ligados, i.e., los ceros de det J(k) en CT\{0}, pueden ocurrir tanto en
el eje real como en el eje positivo imaginario. Ademas, J(k) es invertible V k € R\{0},
por lo que esos ceros sélo pueden ocurrir en el eje positivo imaginario. Sea H el con-
junto de ceros de det J(k) en el eje positivo imaginario. Por (5.27), H es un conjunto
acotado. Ademads, (4.89) implica que det J(i¢) # 0 para 0 < { < Ko para alguna x > 0.
Entonces, H C [ikg, 1k| para alguna k > 0.

Tenemos que probar que H es finito. Si no fuera finito, como esta acotado, H tendria
un punto de acumulacién en [ikg, ik]. Sin embargo, la analiticidad de det J(k) en C*
requeriria que det J(k) fuera 0 en C* !

Supongamos que los N ceros distintos de det J(k) en el eje positivo imaginario ocurren
en k = ikj, con j = 1,...,N. Si no hay estados ligados, entonces N = 0. Si si los
hay, N < oo. Sea m,; la multiplicidad del estado ligado en k = ix;. Como en (5.48),
tenemos que:

my,; = dimker [J(ix;)],

por lo que m,; es un entero positivo menor que n. Por los Teoremas 5.8 y 5.13, conclui-
mos que el nimero de estados ligados incluyendo las multiplicidades, N, es un niimero
finito dado por:

N
N:= Zmﬁj. (5.84)
j=1

Por el Teorema 5.12 la multiplicidad del cero de det J(k) en k = ix es la misma que
la. multiplicidad m,; del estado ligado en x = ik;. Entonces, por (5.84) tenemos el
siguiente resultado:

Corolario 5.14 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion
a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto. Sea
J(k) la matriz de Jost definida en (3.49) y N como en (5.84). Entonces, N es igual al
nimero de ceros incluyendo las multiplicidades de det J(k) € CT.

5.4. Teorema de Levinson

En la siguiente seccién relacionaremos N con el cambio del argumento del determi-
nante de J(k) en el eje positivo real.
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En esta seccion estableceremos el Teorema de Levinson para el operador matricial
autoadjunto de Schrédinger con la condicién a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial
V tal que satisface (3.2) y es autoadjunto. Lo conseguiremos aplicando el principio del
argumento al determinante de J(k) la matriz de Jost de (3.49).

Sea h(k) la funcién definida como:
h(k) := det S(k). (5.85)

La regién que usaremos con el principio del argumento es la regién cuya frontera es
Ce.r y que consiste en cuatro partes dadas por:

Cer = (—R,—€) UC. U (¢, R) UCh. (5.86)

La primera parte (—R, €) es el segmento de linea direccionado en el eje real para algin
0 < e <1y para algin R grande, con la direccién del camino de —R + 10 a —e + 0.
La segunda parte C consiste en el semicirculo superior centrado en el origen con radio
e y atravesando del punto —e + 0 al punto € + 0. La tercera parte (e, R) es el seg-
mento del eje positivo real direccionado de € 4+ ¢0 a R + 0. La cuarta parte Cy es el
semicirculo superior centrado en el origen con radio R atravesado del punto R + 0 al
punto —R + 0. La analiticidad de h(k) en esta regién y su continuidad en la clausura
de la region se sigue por el Teorema 4.15 a). Al escoger R lo suficientemente grande y €
lo suficientemente chico, por el Teorema 5.13 sabemos que los tnicos ceros de h(k) en
esta regién pueden ocurrir en el eje positivo imaginario en N puntos distintos k = ik;
para alguna N € Z* U \{0} y que h(k) no se anula en la frontera.

Sea arg [h(k)] el cambio en el argumento de h(k) a lo largo del camino C.

Proposicién 5.15 Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Sean J(k) y S(k) las matrices de Jost y de dispersion definidas en (3.49) y en (3.52),
respectivamente. Entonces el cambio en el argumento de det S(k) a lo largo del camino
direccionado (€, R) y el cambio en el arqumento de det J(k) a lo largo de los caminos
direccionados (—R, —¢) y (e, R) estdan relacionados entre ellos como:

arg [det S(k)] }(E’R) = — arg[det J(k)] |(€’R) — arg [det JUQH(*R,%)' (5.87)
Dem. De (3.52) tenemos que:
det S(k) (—1)“15;‘]—}@’;), k € R\{0}. (5.88)

Por otra parte tenemos que |det S(k)| = 1 y por consiguiente

det S(k) = e'areldetSKI - L e (¢ R), (5.89)
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| det J(—k)| = |det J(k)|, ke R\{0}. (5.90)

Por el Teorema 4.15 ¢), tenemos que |det J(k)| # 0 V k& € R\{0}, asi que a partir de
(5.90) llegamos a que:

det J(k) = | det J(k)|e'>eldet /R ke (e R), (5.91)
det J(—k) = |det J(k)|el@reldet /R ke (¢, R). (5.92)
Usando (5.89), (5.91) y (5.92) en (5.88) obtenemos:

eiarg [det S(k)] _ (_1)neiarg [detJ(—k:)]e—iarg [det J(k‘)]’ ke (6, R)

Sacando el logaritmo y dividiendo entre ¢,

arg [det S(k>]|(e,3) = —arg [det J(k)H(QR) — arg [det J(k)”(iRﬁe).

En la siguiente proposicién se da el cambio en el argumento de h(k) a lo largo de
las partes del camino de (5.86).

Proposicion 5.16 Sea el operador matricial autoadjunto de Schréodinger con la condi-
cion a la frontera (3.11)-(3.13) y el potencial V' tal que satisface (3.2) y es autoadjunto.
Entonces, la funcion h(k) definida en (5.85) satisface la relacion:

o hk) .
Eli)f(gr Rgr_’I_loo o dk % = 27TZN, (593)
) hk)
RLITOO . dk k) mi(ny + ny), (5.94)
, h(k) :
1 = - :
lim . dk 0 Tip, (5.95)
hk)
dk oo = t(arg [i(k)]|e.p + arg [A(K)]| (- r—g), (5.96)
(—R,—€¢)U(e,R) ( )

donde N es el entero no negativo de (5.84), los caminos Cer,Ce y Cr son los de
(5.86), ny y ny son los enteros no negativos definidos despueés de (3.67), y u es la
multiplicidad (algebrdica y geométrica) del eigenvalor +1 de la matriz de dispersion
para la energia cero S(0), con S(k) la matriz de dispersion de (3.52).

Dem. Por el Corolario 5.14, el nimero de estados ligados (incluyendo multiplicidades)
N es igual al nimero de ceros de det J(k) (incluyendo multiplicidades) en C™.
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Aplicando el principio del argumento a h(k) a lo largo de C¢ g y considerando que
N es el nimero de ceros de h(k) dentro de C. g,

/ dk M = 2miN.
Coory  NEK)

ie., lim lim dk @ = 2miN.
>0+ Rotoo o o h(k)

Ahora partiremos de (5.32)

h(k) = cok™ N1 +0(1/k)], k — oo en CF.
= (k) = cy(ny +ny)E"™T 1 4+ 0(1/k%)], k — oo en CT.

Asi que, cuando k — oo en Ct,

h(k‘) / Q(nM + nN)k‘nMJranl / dk
die X [ g, = (ny+n i
\/C"R h(k) Cn Cgan—l-nN ( M N) Cr k

dk T , , o1
/ — = /dk f(k) = / dt f(Re")Rie" = Ri/ dt —e e =i
Cr k vy 0 0 R

,con (t) = Reit, t € [0, 7], en el sentido opuesto al del reloj. Es decir, si k — oo en CT,

donde

h(k)

/CR dk w = mi(ny + ny),

lim dk hik) = mi(ny + nn).

R—+o00 Cr h(k‘)
Partiendo de (4.89),

h(k) = ck*[1+0(1)], k— 0en CT,
= h(k) = cpk* 1], k— 0en CF.

Asi que,si  k— 0 en C,

pn—1
/dk@:/dk’wlk :u/%7
Ce h(k) C. cr ke C. k

dk " 0 R
/ g —/dk f(k) = —/ dt f(ee")eie" = —ei/ dt —e e = —mi,
C. k v 0 0 ¢

donde
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con (t) = eeit, t € [0, ], en el sentido opuesto al del reloj. Es decir, si k — 0 en CT,

. , hk)
ie., ellrtr)l+ . dk % = —mip.

Finalmente, usando (5.90) |h(—k)| = |h(k)|,

h(k) / h(k) / h(k)
i ) dak [ g P
/(—R,—e)u(e,R) h(k) —r—e) k) Jer  h(k)
donde

S / a1 / i IR0 arg (k)]
(-r—  N(K) Crg  |h(k)|eiasBml gk

_ /( | D] = g ]

Oarg [h(k)]

S a2 _/ ar i 2BV [ g g (k)] = darg [R(R)]),
(¢,R) h(k) (¢,R) ok (¢,R) (&%)

Es decir,

h .
/ dk -7 = arg [A(k)]| ) + arg [h(K)]] -
(=R,—e)U(&,R)

Ahora enunciaremos el Teorema de Levinson.

Teorema 5.17 Teorema de Levinson

Sea el operador matricial autoadjunto de Schrodinger con la condicion a la frontera
(3.11)-(3.13) y el potencial V tal que satisface (3.2) y es autoadjunto. El nimero N
de estados ligados (incluyendo multiplicidades) que aparece en (5.84) estd relacionado
con el argumento del determinante de la matriz de dispersion S(k) definida en (3.52)
como:

arg [det S(0")] — arg[det S(+00)] = m(2N + pu — nyr — ny). (5.97)

Dem. Por la ecuacién 4.86, el determinante de S(k) es continuo en R, por lo que el
lado izquierdo de (5.97) estd dado por:

lim lim (arg [det S(k)]| (E’R)) — —arg [det S(07)] arg [det S(+00)].  (5.98)

e—0t R—+o0
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Combinando los resultados de (5.94)-(5.96) y usando (5.87) y (5.98), evaluamos la suma
de las integrales de (5.94)-(5.96) cuando € — 07 y R — +o00. Es decir,

lim  limg_ o (arg [det S(k)]‘(QR)) = lim lim <arg [h(k)]’(eﬂ) + arg [h(k;)]’(iRﬁe»

e—0+ e—0t R—+o00
] .
= — lim lim dk w
17 e—0t R—+o0 (=R,—€)U(e,R) h(k)
1 h(k
= — lim lim dk ( )
17 e=»0t R—+o0 Ce.r\{C.UCR} h(k’)

| =

7 e—=0t R—+o00

= - lim lim [

/Mdk__/gdk%_/%dk %]

= %[27?2’N+7ri,u — mi(nar + ny)]
= T(2N 4+ g —npy — ny).
Relaciondndolo con (5.98),
arg [det S(07)] — arg [det S(+00)] = T(2N + . — nyr — ny).
]

En nuestro andlisis del operador autoadjunto de Schrodinger con la condicién a la fron-
tera (3.11)-(3.13), el Hamiltoniano sin perturbar se escogié para satisfacer la condicién
a la frontera de Neumann. Esa decisién es compatible con la derivacién dependiente
del tiempo de la matriz de dispersiéon y es motivada por su aplicacion a los cables
cuanticos. Una consecuencia de esa decision es aparente en los limites de k—grandes
de S(k). Como puede verse en (5.10), (5.13) y (5.35), S(k) = S(oc0) + O(1/k) cuando
k — +o00, con

S(00) = Mdiag{I,,,, —1In,, Iny M, (5.99)

donde M es la matriz unitaria que aparece en (3.75). Como consecuencia de la ultima
ecuacion, el argumento del determinante de S(k) cuando k& — +o00 esta dado por:
kET@o arg [det S(k)] = arg [det S(o0)] = (—=1)"P7w 4+ 27j, j=0,4£1,+2,...

Se puede escoger una rama con arg [det S(k(co)] = 0 si np es par y una rama con
arg [det S(k(oo)] = 7 si np es impar. Asi, el caso puro de Dirichlet, i.e., cuando ny; =
ny =0y np =n, de (5.99) se obtiene S(k) = —I,, + o(1/k), k — £oo. Por otro lado,
cuando se trata con el caso de Dirichlet en la literatura, se escoge el Hamiltoniano
no perturbado para satisfacer la condicion a la frontera de Dirichlet, lo que lleva a
S(k) = I,+0(1/k), k — £o0. Por lo tanto, también es necesario usar la rama particular
de la funcién argumento para det S(k) de forma que ese argumento sea cero en k = +00.
De hecho, en ese caso,

det S(k) = e*s®) k€ (0, +00),
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con dg(+00) = 0. Luego, en ese caso el Teorema de Levinson esta dado por

3s(0%) = (:N + g) . (5.100)

En el caso particular escalar se tiene (5.100) con g = 1 en el caso excepcional y u =0
en el caso genérico.
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Capitulo 6

Analisis del operador de
Schrodinger para bajas energias 11

En esta seccién se enuncian los principales resultados de [3].

6.1. Soluciones matriciales 11

En esta seccién ahondaremos en las propiedades de las soluciones f(k,z) de la
ecuacion (3.1).

Proposiciéon 6.1 Supongamos que el potencial V es autoadjunto y que pertenece a
LY(RT), y sea f(k,x) la solucién de Jost. Entonces:

a) Para cada v € [0,+00] fija, las cantidades f(k,z) y f'(k,x) son analiticas en
k € Ct, continuas en k € Ct y se tiene que:

f(k,z) = f(0,2) + kf(0,2) +o(k), k—0eCH, (6.1)

f'(k,x) = f(0,2) + kf'(0,x) + o(k), k—0eCF, (6.2)

donde el punto denota la derivada respecto a k.

b) Para cada k € C fija, las funciones evaluadas matriciales f(k,z), f'(k, z), f(k,x)
y f'(k,x) son continuas en x € [0, +00].

¢) Para cada k € CT\{0}, las asintotas espaciales de la ecuacion (3.25) pueden ser
reemplazadas por las estimaciones:

. 1 , 1
flk,z) =e*I,[1+0 (;)], fl(k,x) = ike™I,[1+ o0 (E)], r — +00,
(6.3)
como resultado del hecho de que V € Ly(RY).
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d) Para cada a € [0,+00] para la cual la matriz f(0,a) es invertible, la matriz
f(k,a)™! existe cuando k estd en la vecindad de k = 0 en Ct y se tiene que:

f(k,a)™ = £(0,a) = kf(0,a)" f(0,a) f(0,a)* +0(k), keCT. (6.4)

Para cada a € [0,+00] para la cual la matriz f'(0,a) es invertible, la matriz
f'(k,a)™! existe cuando k estd en la vecindad de k = 0 en Ct y se tiene que,
maentras k — 0:

f(k,a)™ = 1'(0,a)7" = kf'(0,a) 1 f(0,0) f(0,a) ™" + o(k). (6.5)

La matriz n x n valuada para la energia cero de la ecuacién de Schrodinger dada
en —)" + V(x)yp =0, x € R, tiene dos [3] soluciones matriciales n x n linealmente
independientes, una de las cuales esta aceptada y la otra no. Como se verd en la si-
guiente proposicién, una solucién acotada a la ecuacién anterior estd dada por f(0,x)
y la solucién no acotada esta dada por £(0,z) [3]. Ademds, las 2n columnas de f(0, z)
y f (0, z) forman soluciones vector-valuadas n x 1 linealmente independientes.

Proposicién 6.2 Supongamos que el potencial V' es autoadjunto y que pertenece a
Li(R"Y), y sea f(k,z) la solucién de Jost correspondiente que aparece en (3.25). En-
tonces:

a) La solucion de Jost f(0,x) correspondiente a la energia cero que aparecen en
(3.29) es una solucion acotada de (3.31), y de hecho satisface las asintotas espa-
ctales mas pulidas:

F0,2) = I, {1 +o (1” P0,2) =0 (é) e 400, (6:6)

T

b) Se tiene que f(0,2) — I, € LYR") bajo la suposicion mds débil de que V €

Li(R™).
¢) Para cada x € R" fija, se tiene que:
[ viro.d = 1.0, (67)
[ @105y = ~1,+ 70.9) ~ 20.), (6.5)

/wfvwﬁwwMy:—ﬁf@mﬂ@ﬂﬂaw—hhzfmvwerww.m@

d) La cantidad f(0,z) es una solucidn no acotada de (3.31) y satisface las asintotas
espaciales:

f(0,2) = iz, {1 + G)] . f1(0,2) =il,[14+0(1x)], z — 4oco0. (6.10)
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e) Para cada x € RY, tenemos:

F0,2) fO.2)] " _ [F0.2) —F0.2)f
|:f/(07x) f’(O,x)} N L”((),x)T _f(O,x)T:|- (6.11)

De forma similar a (A19) de [3], podemos ver que w(k, z) definida en (3.40) y (4.5)
satisface que:

wk, ) = w(0,2) + ik (0, ) / "0, ik, y)dy + ik F(0,) / " 0.9 w(k, y)dy.
(6.12)

Noétese que, con la ayuda de (3.25) y (5 7), puede verificarse directamente que el
lado derecho de (6.12) satisface (3.1) y (3.40).

Escribamos (6.12) como:
w(k, ) = w(0,z) + ik*w; (x) + ik*wq (k, 1), (6.13)

donde se definieron:

wile) = £0.1) [ "0,y w0, y)dy + F(0,2) / 0. w0, y)dy, (6.14)

wylk, ) = F(0, ) / C 0,9 (ks y)—w(0, )]+ £(0,2) / 10, ) Tk, y)—w(0, y))dy.

(6.15)
Algunas propiedades relevantes de w(k, x) se presentan en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.3 Supongamos que V' de (3.1) es autoadjunto, y sea w(k, ) la solucion
a (3.1) que aparece en (3.40). Entonces:

a) Cuando V pertenece a L1(RT), para cada x € RT fija las cantidades w(k,z) y
w'(k,x) son enteras en k, y se tiene que:

w(0,2) = f(0,z), xR, (6.16)
k| (z — a) ’ I - oS
k. z) — cof T =a) N mye-0) L cTF 4>
futhn) — w0, 0)] < ¢ (L RE=0) e, e aza,

(6.17)
donde c es una constante genérica.

b) Cuando V pertenece a Ly(RT), la cantidad wy(k,x) definida en (6.15) satisface:

k 2 _
ok, )| < (1 + 2?) (%) a0 | eTT, >0 (6.18)
xr
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¢) Cuando V pertenece a Ly(R"), la cantidad wy(k,x) definida en (6.15) satisface:

/ RV (2w (k, 1)z = o(1), k — 0 en CF. (6.19)

d) Cuando V pertenece a LY(R"), la cantidad w(k,z) definida en (6.14) satisface:

Jwi(z)|| < c(1+22), z€eRT, (6.20)

/Oo[eik”” — 1V (2)wy(x)dr = o(1), k— 0 enCT, (6.21)

/OO V(z)w, (z)dx = z'/oo[f((), ) (0, 2) — I,)dx —i/oo[f(O, x)—I,]dz. (6.22)

Ahora introduciremos la solucién de (3.1) matricial n x n valuada ¢(k, z) que sa-
tisface las condiciones iniciales de (3.33). Algunas de sus propiedades relevantes estan
resumidas en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.4 Supongamos que el potencial V es autoadjunto y pertenece a Li(RT),
y sea ¢(k,x) la solucion que corresponde a (3.1) que aparece en (3.33). Entonces:

a) Para cada x € [0,400) fija, las cantidades ¢p(k, x) y ¢'(k, x) son enteras en k € C.
b) Para cada x € [0,+00), se tiene que:

d(k,x) = ¢(0,2) + O(k*), ¢&'(k,z)=¢'(0,2) +O(k*), k—0inC. (6.23)

6.2. Comportamiento de k—chica 11

Como en la ecuacion (4.26) del capitulo anterior, definiremos en términos del Wrons-
kiano a P(k), que ademas satisface la ecuacién (4.27). En el siguiente teorema se esta-
blecen algunas propiedades relevantes de P(k) necesarias paraa determinar las asintotas
para k—chica de la matriz de Jost J(k).

Teorema 6.5 Supongamos que el potencial V' es autoadjunto y que pertenece a Ly(R™),
y sea f(k,z) la solucion de Jost de (3.1) que satisface (3.25). Entonces, la matriz P(k)
dada en (4.27) es analitica en Ct, continua en C* y satisface:

P(k) = ikl,+k? <—a[n + /Oo[f(O,y)Tf(O,y) — ]n]dy> +o(k?), k—0inC*. (6.24)

Una consecuencia importante de (6.24) es el teorema siguiente.
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Teorema 6.6 Supongamos que el potencial V es autoadjunto y pertenece a Li(R™T).
Sea f(k,x) la solucion de Jost de (3.1) que aparece en (3.25). En cualquier x € R
para el que la matriz f(0,z) es invertible, la matriz f'(k,x)f(k,x)~! es dos veces dife-
renciable en k =0 y se tiene que:

filk2) f(k, )™ = f/(0,2) £(0,2)7" +ak[f(0,2) 7" £(0,2)7"
+ Kf0,2) ) qu(2) f(0,2) -1+ o(k?), &k — 0 en C+(6.25)

donde se definio:

(o) 1= —al, ~ if (0,2 f0.2) + [ 10070 < Lay. (620
En cualquier x € R para la que la matriz f'(0, ) sea invertible, la matriz f(k,x) f'(k, z) ™!
es dos veces diferenciable en k = 0 y se tiene que:

fle,x)f'(k,2)™" = £(0,2)f(0,2)™" —ik[f(0,2) 7' f/(0,2) "
+ K[F0,2) () f(0,2) " + o(k®), k— 0 en CT(6.27)

donde se definio:

o0

q(x) == al, +if'(0,2)"f'(0,2) — / [£(0,9)7£(0,y) — L,]dy.

Los resultados de (6.25) y (6.27) son muy importantes porque las expansiones
explicitas estdn dadas hasta o(k?), mientras que las expansiones de f(k,z) y de f'(k, )
de (6.1) y (6.2) sélo pueden obtenerse hasta o(k). Aunque las ecuaciones (6.1) y (6.2)
no pueden mejorarse porque la existencia de f (0,z) o de f! (0, ) no estan garantiza-
das cuando V' € Li(R™), todavia tenemos las expansiones de (6.25) y (6.27) hasta o(k?).

En el caso escalar, cuando n = 1 en (3.1), el hecho de que el potencial V' sea
autoadjunto lo obliga a ser una funcion escalar real-valuada, como resultado de que
f(0,z) y f(0,z) también se vuelven real-valuadas. Entonces, de (6.25) y (6.27) se
obtienen las expansiones respectivas cuando k — 0 en C+:

1k, x) _ f/(O,a:)+ 1k

[k, @) fQ0,2) — f(0,2)?

+ K [—Z‘f'(o’lﬂ) L Jo1f 0.2~ de] + o(k?),

fQO,2)% f(0,2)? f(0, )2

flhs) _ fOx) ik
Flha) PO 0.

o |if'(0,2) @ J717(0,9)2 — 1)dy )
¢ [ff(@wﬁ FOaE T T ]*0(’“ )
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Recordemos que, en el caso escalar, f(0,z) y f/(0,2) no pueden ser cero simultdnea-
mente en el mismo valor de x porque eso implicaria que un problema con valor inicial
para (3.31) en el intervalo (x,+00) sélo tendria la solucién cero f(0,z) = 0, contradi-
ciendo (3.29).

6.2.1. Comportamiento de k—chica para el caso genérico

El interés de esta seccién es analizar el comportamiento de las matrices J(k) y
J(k)—1 en la vecindad de k¥ = 0 en C* y el comportamiento de la matriz S(k) en la
vecindad de k& = 0 en R cuando el potencial de (3.1) es autoadjunto y pertenece a
Li(R™). Hay dos casos a considerar: El caso genérico cuando J(0) es invertible y el
excepcional, cuando J(0) no es invertible.

Teorema 6.7 Supongamos que el potencial V es autoadjunto y pertenece a Ly(RT), y
sean f(k,z) la solucion de Jost que aparece en (3.25) y J(k) la matriz de Jost asociada.
Entonces:

a) La matriz de Jost es diferenciable en k =0 en CT y se tiene que:

J(k) = J(0) + kJ(0) 4+ o(k), k— inCH, (6.28)

donde
J(0) = £(0,0)'B — £(0,0)" A, (6.29)
J(0) = f'(0,0)F A — £(0,0)' B, (6.30)

donde A y B son las matrices constantes que satisfacen la ecuacion — BT (0) +

Aty/(0) = 0.

b) Si J(0) es invertible, la inversa de la matriz de Jost es diferenciable en k =0 en
C* y se tiene que:

J(k)™ = J(0)" = kJ(0)"1J(0)J(0)"" +o(k), k— inCF, (6.31)
con J(0) y J(0) dadas como en (6.29) y (6.30), respectivamente.

c) Si J(0) es invertible, la matriz de dispersion S(k) es diferenciable en k =0 en R
Yy se tiene que:

S(k) = —1I, + 2kJ(0)J(0) "t + o(k), k— in C+, (6.32)

con J(0) y J(0) como en (6.29) y (6.30), respectivamente.
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Nétese que el teorema 6.7 a) es valido tanto para el caso genérico como para el
excepcional, porque no se necesita que J(0) sea invertible. Ademas, los coeficientes en
las expansiones de (6.28), (6.31) y (6.32) pueden construirse a partir del conocimiento
del potencial V' y las matrices constantes A y B. Esto es porque f(0,z) y f (0, z) pue-
den obtenerse al resolver (3.31) con las condiciones asintéticas correspondientes (6.6)
y (6.10), por lo que se obtienen directamente las matrices constantes f(0,0) y f/(0,0),
y a través de diferenciacién se obtienen las matrices constantes f/(0,0) y f'(0,0). Asi,
tenemos todas las partes necesarias para determinar los coeficientes de expansién de
(6.28), (6.31) vy (6.32).

6.2.2. Invertibilidad de la matriz relacionada J

Sea K (k) la matriz de Jost de (3.1) cuando las matrices constantes A y B son
reemplazadas con —B y A, respectivamente. Usando (6.29) y (6.30)se tiene que:

K(0) = £(0,0)'A + (0,0)' B, (6.33)
K(0) = —£(0,0)'A — f'(0,0)!B. (6.34)
Definamos la matriz 2n x 2n J como:
_ |J(0) K(0)
5= ) %0 (0:3)

El siguiente resultado muestra que J siempre es invertible, atin cuando J(0) no lo es.

Teorema 6.8 Supongamos que el potencial V es autoadjunto y pertenece a Li(RT).
Entonces, la matriz J siempre es invertible y su inversa estd dada por:
-

i [i(ATA+ BB K (0)!  i(ATA+ BIB) 'K (0)f } , (6.36)

T |—i(ATA+ B'B)"1J(0)t —i(ATA + B'B)~1J(0)!

6.3. Andlisis para k—chica de J(k)" !y S(k) en el caso
excepcional

Proposiciéon 6.9 Supongamos que V' de (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(R™).
Sean f(k,x),w(k,z) y ¢(k,x) las soluciones de (3.1). Entonces, la matriz de Jost puede
escribirse como:

J(k) = Ty(k) + Ty(k), ke CH, (6.37)

donde se definieron:
Ti(k) == —P(=k")' f(0,a) "' ¢(k, a), (6.38)
Ty(k) == f(=k*,a)'[f(0,0) " [w(=k", 2); o (k, )], (6.39)

con P(k) la matriz definida en el Wronskiano y a la constante no negativa de (3.40).
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Proposiciéon 6.10 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Ly(R™).
Entonces, el Wronskiano que aparece en (6.39) tiene las asintotas para k—pequenas

[w(—k*,2)%; ¢(k, )] = J(0) + ik*[w)(0)T A — w;(0)'B] + o(k?), k—0€C, (6.40)

donde A y B son las matrices de la condicion a la frontera, J(k) es la matriz de Jost
y wi(x) es la matriz definida anteriormente.

Para analizar el comportamiento de J(k) para k—pequenas, definiremos la matriz
F(k) como:
F(k):= f(0,a)[f(=k*, a)T] 1T (k). (6.41)

Proposicién 6.11 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(RT).
Entonces, la matriz n x n F(k) definida en (6.41) tiene las asintotas para k pequenas:

F(k) = J(0) — ikR+ K*Fy + o(k*), k— 0¢€C, (6.42)

donde
R := f(0,a)"'¢(0,a), (6.43)
Fy = i[w}(0)'A — w(0)'B] — q1(a)'R, (6.44)

con f(k,x) y ¢(k,z) las soluciones de Jost definidas anteriormente, qi(x) la cantidad
definida en (6.26) y a la constante no negativa de (3.40).

Al igual que en [1], se define la matriz Z(k) como (4.75).
Por otro lado, tenemos las siguientes proposiciones y teorema [3]:

Proposicién 6.12 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Ly(RT).
Entonces:

a) Las asintotas cuando k — 0 € C de la matriz n x n Z(k) estin dadas por:
Z(k) = P,S7'J(0)SP, — ikP,ST'RSP, + K*P,S T RSP + o(K?),  (6.45)
donde R y Fy son las matrices n x n definidas en (6.43) y (6.44) respectivamente.

b) En el caso excepcional, i.e., cuando J(0) no es invertible, la expansion de (6.45)
es equivalente a la expansion cuando k — 0 € C*t:

{AUf:) B(kz)} B {kAl +k2Ay +o(k?)  kBi+ k2B + o(k?) (6.46)

C(k) D(k)| ~ |kCy+ k*Cy+ o(k?) Do+ kDy + k*Dy + o(k?)|’

con Ay y Dy matrices constantes invertibles de tamano px py (v —p) X (v —p),
respectivamente, y Ao, By, Ba, C1,Cs, D1 y Dy son matrices constantes.
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Proposiciéon 6.13 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Li(R™)
y sea Z(k) la matrizn x n definida en (4.75). En el caso excepcional, i.e. cuando J(0)
no es invertible, Z(k)~! tiene las asintotas para k pequenias cuando k — 0 € Ct dadas
por:

TAT + Y1 4 o(1) —AT'BIDgt 4 kYs + o(k)

Dy ChAT + kY5 +o(k) Dyt + kY4 + O(k?) (6.47)

Y1 = A1(B1Dy'Cy — Ay) AT
yg = Al_l[AQAl_lBl — BlDo_lClAl_lBl — BQ — BlD()_lDl]D()_17
Ys := Dy DDy Cy — Cy + C1AT Ay — AT Bi Dy Oy A
94 = Do_l(C'lAl_lBl - Dl)Do_l
Teorema 6.14 Supongamos que V en (3.1) es autoadjunto y pertenece a Ly(RT). Sea
J(k) la matriz de Jost y supongamos que estamos tratando con el caso excepcional, i.e.
J(0) no es invertible. Entonces:
a) La matriz de Jost J(k) es diferenciable en k = 0 en CT y se comporta como:

J(k) = J(0) + kJ(0) + o(k), k—0¢€CT, (6.48)

donde J(0) y J(0) estdn dadas como:

J(0) = SP;! {8 DOJ PrtST (6.49)
J(0) = —£(0,a)[£(0,a)]71J(0) + SP; {éi gj Prlst (6.50)

b) La matriz de Jost J(k) tiene un polo simple en k = 0, y se tienen las asintotas:

J(k)™t = %SPl {Aé_l 8} PS4 €1 4+0(1), k—0eCT, (6.51)

donde se ha definido:
& : = SP, {féi gﬂ P,S7L(0,a)1[£(0,a)T]7! (6.52)
+ SP, {Afl(Bi%?%lElf?)Al_l _Al_;?}D 0| pst (6.53)
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c) La matriz de dispersion S(k) es diferenciable en k = 0 en R y satisface las

asintotas: .
S(k) =S5(0) + kS(0) + o(k), k—0¢€R, (6.54)

donde
1 0
_ —1 iz -1

S(0) = SP, [2C’1A1_1 _L/_M] P,S, (6.55)

$(0) = P €SP + S(0)(0,)![£(0, )] + £(0,0) [£(0,)T] S (0), (6.56)

con la matrizn X n €y definida como:

o [—AAT! 0
f21=12 [ &3 (D1 — ClAllBl)Dola} (6.57)
y la matriz (v — p) x p €3 dada por:
83 = (ClAl_lBlDO_lOl — OlAl_lAQ - D1D0_101>A1_1. (658)

Es importante hacer énfasis en que las expansiones (6.48), (6.51) y (6.54) para
J(k), J(k)~* y S(k) pueden construirse explicitamente los primeros dos términos a
partir del potencial matricial V' y de las matrices constantes A y B definidas en la
condicién a la frontera de (3.1).



Capitulo 7

Ejemplos

7.1. Ejemplos del analisis del operador de Schrodin-
ger para bajas energias

En esta seccién se verifica el valor de S(0) dado en (4.86) en casos particulares.

7.1.1. La condicién a la frontera ¢’

Sean A, B € M35, con Ay B tales que satisfacen (3.11)-(3.13) y dadas por:

1 0 —a 00 —1
A=|-1 1 0|, B=|0 0 —1f, (7.1)
0 -1 0 00 —1

cona € Ry V =0.

De (3.49) obtenemos J(k) y de (3.52) encontramos S(k):

00 —1 1 0 —a
J(k) = I3B — (—ik*I)TA= 10 0 —1| —ik|—-1 1 0
00 -1 0 -1 0
—ik 0 —1+iak
= Jk)= | ik —ik -1 (7.2)
0 ik -1
Obteniendo la inversa,
—l-ab —ab  —ab
_ Z]g ;lg _Z'iliaQ
IR =1 % 5 5
02
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Asi que:
i+ak -2 =2 )
Sk)=—Jk)J(k) ' =| =2 i+ak -2 | — : (7.3)
9 —2i itak| 3 TOk

De (7.3) vemos que S(k) es continua en el 0 (todas sus entradas lo son) y que en k = 0,

33
S0)=1% 3 F|. (7.4)
=2 =2 1
3 3 3
Por otro lado, vemos que J(0) estd dada por:
00 -1
JO)=10 0 -1},
00 -1
Por lo que sus eigenvalores son:
-A 0 —1
0O=[[{0 —-Xx -1 =M1 +A) =X =0X=0X=—1
0 0 —-1-2X
Y sus eigenvectores son:
1 0 1
upp = |0, a=|1 uz = |1
0 0 1

De acuerdo a la notaciéon que hemos manejado, n; = 1,n, =1y n3 = 1, con kK = 3.
Los operadores de permutacion P; y P, estan dados por:

om0 [ o]
b= [0 132}_[0 11}_13

o IL2 0| | 0f
L R -
Asi que las matrices S de (4.70) y Z(k) de (4.75) son:
1 01
S={u,;} =95=1011 (7.6)
0 01
y
Z(k) = P,S—1F(k)SP, = ST'F(k)S,
donde
1 0 -1 —ik 0 =1+ aik
STT=10 1 —1| vy F(k)=f0,a)[f(=ka) [T J(k) = | ik —ik -1
00 -1 0 ik -1
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Por lo que:
—ik  —ik  (a—2)ik
F(k)=| ik —2ik —ik (7.7)
0 ik —1+ ik

De (7.7) y usando (4.75) obtenemos:

—ik  —ik
Alk) = {zk —2z'k] ’

pues A(k) es de tamano pu x p =2 x 2.

B(k) = {(“:;)ﬂ, Ck)=[0 ik] y D(k)=—-1

, pues es de tamano (n — u) X (n—p) =n x 1.

Por (4.76) llegamos a que:

Alz[_i _i], Blz{m_?)z}, Ci=1[0 ] y Dy=—1.

. =21 —1

Como en este caso = v = 2y n = 3, evaluamos (4.86) y confiamos en que coincide
con la matriz en (7.4):

S(0) = SP;t { L2 0 }PQS—1 = s{ Iz 0 }S‘l,

201A7Y —1, 200ATY —1,
y como
-1 _ . 2 —EZ _l_ .
CAT =0 Ei %i]_?)[ i
entonces
(1 0 1 1 0 0 1 0 —1
SO) = [0 1 1 0 1 0 01 —1
00 1] |-2 -2 —1] [0 0 —1
1 -2 =2
3 % 3
= |=2 L1 =21 7.8
DN (78)
L 3 3 3

Entonces S(0) viene dada por (4.86). [
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7.1.2. La condiciéon a la frontera de Kirchhoff

Actualmente las estructuras mesoscopicas casi unidimensionales como los cables
moleculares, atémicos y cuanticos estan siendo intensamente estudiados, tanto experi-
mental como teoréticamente [6]. Este tipo de aparatos electrénicos estéan lejos de ser
comercialmente ttiles, pero se ha progresado tanto en los tltimos anos que puede su-
ponerse que no pasara mucho tiempo antes de que estos componentes electrénicos del
tamano de una molécula sean una realidad.

De acuerdo a la terminologia tradicional de la fisica, un cable cudntico es una es-
tructura parecida a una grafica sobre la superficie de un semiconductor, que confina a
un electrén a ranuras potenciales del ancho de unos pocos nanémetros [6]. Cualquier
teoria precisa sobre estas nanoestructuras incluye el confinamiento, acoplamiento entre
cables muy cercanos, fronteras, impurezas, entre otras cosas. El modelo mas simple
que describe la conduccion en los cables cudnticos es un Hamiltoniano en una grafi-
ca planar. Un modelo similar puede aplicarse a un cable molecular (una molécula casi
unidimensional que puede transportar cargas (electrones o agujeros) entre sus extremos.

En este caso se consideran cables cuanticos idealizados, donde la configuracién es-
pacial es una gréfica, i.e. un objeto estricatamente unidimensional y el Hamiltoniano
es menos el Laplaciano con condiciones a la frontera autoadjuntos en los vértices de
la gréafica, que es lo que lo hace un operador autoadjunto. La grafica puede no ser
plana y puede ser doblada cuando se hace como un subconjunto del espacio Euclidiano
tridimensional R3. El caso sin potencial estd enunciado en [6].

La teoria de dispersion para estos operadores tiene una estructura muy rica. La
matriz S para la energia F es una matriz n x n si la grafica tiene n extremos abiertos,
dada en términos de las condiciones a la frontera y de la longitud de las lineas internas
de la gréfica. La matriz S es simétrica para todas las energias si las condiciones a la
frontera son reales y es unitaria, continua en la energia y analitica excepto en un con-
junto numerable sin puntos de acumulacién de energias [6]. Este resultado puede ser
visto como la version cuantica de la regla de Kirchhoff.

Fisicamente, se espera que la matriz S sea unitaria porque localmente hay una re-
gla de Kirchhoff. De hecho, las condiciones a la frontera implican que la probabilidad
cuantica de las corrientes de los componentes de cualquier paquete de ondas asociado
a diferentes lineas entrantes a cualquier vértice suman cero.

A continuacién se muestra un ejemplo.
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Sean A, B € M3, con A y B tales que satisfacen (3.11)-(3.13) y dadas por:

0 0 1 -1 0 0
A=10 0 1|, B=|1 -1 0}, (7.9)
0 0 1 0O 1 0
con V =0.
Tenemos que por (3.49):
-1 0 —ik
J(k) = I3B — (—ik*I3)fA=B —ikA= | -1 —1 —ik
0 1 —ik
Y por (3.52),
1 1 -2 =2
S(k) = —J(=k)J(k) " = -3 -2 1 =2]. (7.10)
-2 2 -1
Nétese que S(k) = S(0). Por otro lado,
-1 0 0
JO)=]1 -1 0
0 1 0
Los eigenvalores de J(0) son, entonces: Ay = 0, \y = —1, A3 = —1. Y los eigenvectores
son:
0 0 —1
v = 0 s Vg = —1 s 1
1 1 0

Por lo tanto, n; = 1,no = 2. Ademas, tenemos que p =v =1,n=3y P, = P, = I3.
Asi,

0 0 —1/V2 —3ik  —3ik/v/2 0
S=10 —-1/v2 1/vV2 |, Z(k)|2V2ik —1+2ik 1|, (7.11)
0 1/V2 0 V2ik ik —1

de donde:

‘ _ 2v 21 -1 1
A =-3i, B =[3iv/2 0], Ci= [&/5}] y Do = { 0 _1} :
Uséndolo en (4.86):

_ ap-1 L 0 -1 L 0 1
5(0) = SF, {20114;1 —]J PS5 =5 [201,4;1 —[J 5
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y como

. 1 1 1
=[P () 402 o[ )
V2 0 0
entonces

0o 0 —1/V2 0 00 1 11
S(0) = |0 —1/vV2 1/vV/2 | |[—-4v2/3 1 0] |-vV2 —V2 0
0 1/V2 0 -2v2/3 0 1] |-vV2 0 0

1 1 -2 =2
= 3|2 1 -2 (7.12)
-2 2 -1
Es decir, Entonces S(0) viene dada por (4.86). |

7.1.3. La condicién a la frontera de XOR

En esta seccién se aborda el problema inverso, especificamente la determinacion de
las condiciones a la frontera dada la matriz S con una energia fija. Este problema tiene
posibles aplicaciones en en diseno de computadoras cuanticas. En la terofa cldsica de
redes la teoria de matrices unitarias se usa para describir (de forma determinista) las
relaciones input-output y hasta puede hablarse de matrices de dispersion. En el caso
de las computadoras cuanticas se debe usar la teoria cuantica de dispersion y la nocién
asociada de una matriz unitaria S para formular (de forma probabilistica) relaciones
cuanticas de input-output. Esto difiere de las discusiones estandares en que la matriz
unitaria es considerada como el operador unitario de la evolucén del tiempo para un
tiempo fijio dado y con un Hmiltoiniano como el generador infinitesimal, que describe
la dindmica. También se considera que la regla que establece que la conexion de puer-
tas corresponde a la multiplicacion de matrices asociada a las matrices unitarias no es
tan precisa. De hecho, conectar dos puertas significa que se tiene un sistema acoplado
para el cual la relevancia de los Hamiltonianos de los dos subsistemas permanece in-
cierto. Asi que desde el punto de vista de la transmision de informacion, se considera
al menos natural cuestionar la relevancia de las matrices de dispersion en el contexto
de la computacion cuantica. De hecho, se entiende que la mayoria de los disenos expe-
rimentales actuales de compuertas cuanticas describen experimentos de dispersion. En
el contexto actual de los cables cuanticos las senales entrantes son ondas planas con
energia fija en cada cable que son dispersadas en el vértice en ondas planas salientes
en cada cable y con la misma energia.

Vale la pena mencionar la relacién entre la descripcion mecanica cuantica depen-
diente del tiempo y la teoria de dispersion. La segunda describe el comportamiento
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para tiempos grandes de la evolucién cuantica. Asi, el uso de las matrices de dispersion
en lugar de los operadores unitarios de la evolucion del tiempo sélo pueden ser apro-
piados si la ”frecuencia de contacto”dada de la computadora cuantica no es muy alta,
lo que depende de su realizacion fisica.

Como ilustracién con las posibles aplicaciones a las computardoras cudnticas en
mente, consideremos las compuertas elementales discutidas en esta seccién. Asi, consi-
deraremos un vértice con n cables entrantes como una compuerta cuantica con los otros
cables vistos como canales. En particular, los canales de salida son los mismos que los
de entrada. Por lo tanto, ademas de la transmision cuantica de un canal a otro distinto
habra reflexiéon de un canal a si mismo. Estas amplitudes de reflexion corresponden a
la nocion de propagacion de reversa en la teria clasica de informacion.

En este caso estamos lidiando con una teoria de una sola particula. En el arreglo
concreto de las computadoras clasicas se lidia con senales que se localizan en el expaico
y tiempo. Pero en la teoria cuantica de campos y con las modificaciones apropiadas
ésta es una de las nociones usadas para describir particulas en términos de paquetes
de ondas. En la formulaciéon mecanica cuantica las senales entrantes en las compuertas
resultan en las senales salientes y esto corresponde a la teoria de dispersion asociada
con la matriz S.

Este acercamiento tambiien puede ser adaptado a la situacién cuando se consideran
electrones no relativistas con espin moviéndose a trvés de cables y con las condiciones
a la frontera posiblemente permitiendo espines cambiantes.

A continuacién se muestra un ejemplo.

Sean V' = 0y a un parametro real. Sean A, B € M4, con Ay B tales que satisfacen
(3.11)-(3.13) y dadas por:

ila 0 0 0
|0 difa 0 1/2a
A= 0 0 1/2a 1/2a|’ (7.13)
0 0 1/2a 1/2a
[0 0 0 0
00 0 0
B=1o 0 12 12 (7.14)
00 1/2 —1/2
Tenemos que
k/a 0 0 0
10 ka0 0
JR)=B—ikA=\ o 0" (hia)2a (k+a)/2
| 0 0 (k+a)/2a (k—a)/2a
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y
1000
0100
S(0) = S(k) = 000 1 (7.15)
0010
Por otro lado,
00 O 0
00 O 0
TO =10 0 —1/2 1/2
00 1/2 -1/2

Los eigenvalores de J(0) son: A\ = Ay = A3 = 0, \y = 1. Y sus eigenvalores son:

1 0 0 0

ol (1] o 0
"Zol ol 1] =1
ol lo| |1 1

porloquen; =ng =ng=1yng =1. Ademas, p =v =3, n=4P = P, = I,.
Asi que:

1 00 0 kja 0 0 0
{0010 0 | 0 k/a Kk/2a k/2a
5= 001 -1}~ 2(k) = 0 0 k/a 0 (7.16)
001 1 0 0 0 —1
Por lo tanto,
1/a 0 0 0
Ai=|0 1/a 1/2a|, By=|1/2a|l, Ci=1[0 0 0] y Dy=[-1]. (7.17)
0 0 1/a 0
Usando (4.86), llegamos a que:
1 000
B L 0].. l0100
S<0)_5{201A11 [1]5 =100 o1
0010
Entonces S(0) viene dada por (4.86). |

7.1.4. Ejemplo 6.1.4

Sean A, B € M3y3, con A y B tales que satisfacen (3.11)-(3.13) y dadas por:
21 a 000
A=0 0 b|, B=1]0o 01 (7.18)
11 ¢ 0 00



7.1. Ejemplos del analisis del operador de Schrédinger para bajas energias 129
Tenemos que:
-2tk —ik  —aik
J(k)y=B—ikA=| 0 0 1—1kb
—ik  —ik  cak
y
1 0 0
S(k) = —J(=k)J(k)™" = |0
0 0 1
Asi que:
1 0 0 000
S0)=10 -1 0 y JO)=10 0 1], (7.19)
0 0 1 000
con eigenvalores —\3 = 0 = X\ = 0 y eigenvectores:
1 0 0
v= (0|, |1],|0],
0 0 1
conng =1,ny =2. Ademas, y=2,vr=3,n=3,PL=13y
100
P=10 01 (7.20)
010
Lo que nos lleva a:
1 00 -2k —ik  —aik
S=1010 |, Zk)=|—-tk —ik 1—ike|, (7.21)
0 01 0 0 1-—bk
-2 —1 —1ia
4y = {_i _Z] . Bi- {_ic] Co=[0 0, D=[1]. (122
Y por (4.86),
I 0 1 0 0
S(0) = SP;t S P,S™t=SP LPST =0 -1 0

Entonces S(0) viene dada por (4.86).
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7.2. Ejemplo del analisis del operador de Schrodin-
ger para bajas energias 11

En esta seccién ilustraremos los resultados e las asintotas para k—pequenas de la
matriz de Jost, su inversa y la matriz de dispersién mediante un ejemplo explicito.

En este ejemplo usaremos las condiciones a la frontera de Kirchhoff dadas por:

¥1(0) = 12(0) = ¢5(0),  91(0) + ¢5(0) + ¢5(0) = 0, (7.23)

donde ;(0) denota el j—ésimo compnoente de la funcién de onda 1 (z). Estas con-
diciones a la frontera son muy relevantes en muchas dreas de aplicacion y pueden
corresponder, por ejemplo en los cables cuanticos, a la continuidad de la funcién de
onda y a la conservacioon de la corriente en un nodo.

Supongamos que el potencial estd dado por:

T 00 00 0
V=| 0 00 |[+d6x+1)]0 1 1f,
0 00 01 ~

donde §(z) denota la distribucién de Dirac y v es un parametro real. Veremos que la
elecciéon v = —31/77 corresponde al caso det [J(0)] = 0 y que cualquier otro valor de
~ corresponde al caso det [J(0)] # 0. Supongamos que los parametros matriciales a la
frontera A y B de la ecuacién —BT(0) + Afy/(0) = 0 dadas por:

00 1 -1 0 0
A=10 0 1|, B=|1 -1 0], (7.24)
00 1 0 1 0

que satisfacen las condiciones a la frontera de Kirchhoff dadas en (7.23). Si se evalia
la solucion explicita de Jost se obtiene:

([ 0 0
f2 f3 9 OSZBSL
0 f3 Ja
k,x) =< E 7.25
fay =gt (7.25)
0 ek o |, x>1,
\_0 0 eika:

donde

, 21 - 1 1
— ikx 1 = ikx 14+ — | — — ik(2—x)
fri=e < +(k+z)<4e2r—1))’ fai=e Tok) T ke ’
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Tt 2% 2k )~ 2k
Nétese que f(k,0) vy f'(k,0) estdn dadas por:

Iy L ike ieik(2—x)’ fy = et (1 n ﬁ) _ 1 ike-a)

L+ 50 o 0
f(k,0) = 0 L+ g (1—e*)  G(1—e) |, (7.26)
0 21 —e*) 14 Z(1— e¥F)
o 2(3k+8i)
, S CD o 0
f'(k,0) = 0 1k — %(1 + %) —e* cosk (7.27)
0 —e* cos k ik —2(1+ e2ik)

Usando (7.25)-(7.27) se obtiene la matriz de Jost:

2i o2 10i
1 -5 0 —ik + 3+ 5049
J(k) = |1+ &(1—e*) -1 1 — ik + e**
zet sin k 1+ X letfsink  —ik + (1 + e*F)

El determinante de J(0) tiene las asintotas para k—pequenas:

det [J(k)]

1 128y — 39)ik (131 1

Asi, —y = 31/77 corresponde al caso excepcional, i.e. det [J(0)] = 0 y cualquier otro
valor de v lleva al caso genérico, i.e. det [J(0)] # 0. El limite para k—pequenas de J(k)
esta dado por:

J(k) = J(0) + kJ(0) + O(k?*), k—0€C, (7.28)
con 5 16 2i '
-3 0 3 . -3 0 9
JO)y=12 -1 2 |, JO)=]1 0 i (7.29)
1 v 1+~ i i(y—=1) iy
Para v = —31/77 se obtienen las asintotas:
ﬂ@*:%Mﬁw@+m@,k%O€Q (7.30)
donde se definio:
144 _ 496 1232 _ 16095714 22880111 32930051
oo | TEE BH| | THREE G W
PUOISE CSE §E|c T | e UInRR e |
6971 6971 6971 48594841 48504841 48594841

y de forma similar para la matriz de dispersion se obtiene:

S(k) = S(0) + kS(0) + O(k?), k—0€eC, (7.31)
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con
6809  _ 558 1386
s 801 O
SO)= | =gt —em g | (7.32)
1386 _ 47rd 4887
6971 6971 6971
24111452i  _ 8336928  _ 12952632
RREN  oBTE
— _ 1 7 7
5(0) = 48504841 145784523 145784523 (7.33)
_ 12952632 111299650  _ 124617494
48594841 145784523 145784523

En el caso genérico, se tiene (7.31) con las matrices relevantes especificadas como:

2(200+7) 18y 186
' T 431 Tl T3l
— — vy vy 7
S0)=~I SO)=|-mm 7w NG (7.34)
18 62i _ 2i(77y—46)
Tiy+31  TTy+31 TTy+31

donde I3 es la matrix identidad 3 x 3.

Ahora verificaremos los resultados para los limites de k-pequena. En el caso genérico,
i.e. cuando v # —31/77, se obtienen los limites para k-pequena descritos en el Teorema

6.7. De (7.26) y (7.27) se llega a que:

20 0
f0,0)=10 2 1 |, f(0,0)
01 v+1

Z 0 0
f0,00=10 4 if, f(0,0)=
0 7 vy

Usando (7.24), (7.25) y (7.26) en (6.29) y (6.30) se obtiene (7.28) con

5 16

3 9

JO)=|2 -1 2
1 v v+1

20 0
=10 -1 —1], (7.35)
0 -1 —v
-+ 0 0
0 0 —i (7.36)
0 —i i(1—7)
20
i 0 i, (7.37)

ii(y—1) iy

que coincide con lo establecido en (7.29). De forma similar, usando (7.37) en (6.32) se
obtiene (7.31) con S(0) y S(0) que coinciden con las cantidades establecidas en (7.32)
y (7.33), respectivamente. Asi, se han verificado los resultados del Teorema 6.7 en el
caso genérico de este ejemplo.

Ahora verificaremos, en el caso excepcional, i.e. cuando v = —31/77, las asintotas
para k-pequenas. De (7.26) y (7.27) con v = —31/77, se obtiene

20 0 -% 0 0
f(0,0)=10 2 1|, f(0,00=|0 -1 -1}, (7.38)
01 £ 0o -1 2
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. 20 0 . -+ 0 0
f0,00=10 & @ |, f(0,00=]0 0 =—if. (7.39)
0 i —% 0 —i 2%
Usando (7.24), (7.26) y (7.27) en (6.29) y (6.30), se obtiene (7.28) con:
T I S R
JO)y=12 -1 2|, JO)=] i 0 i, (7.40)
] 31 46 _ 108 _ 3li
T 7 7
lo que coincide con los valores dados en (7.29) cuando v = —31/77. Los eigenvalores

de J(0) se obtienen de (7.37) y estdn dados por:

. —239 +24/26273 Ny —239 — 226273

A A 7.41
1 2 231 3 231 ) ( )
con los respectivos eigenvectores
16 —734+/26273 —73—/26273
15 102 102
v = | vy = | 2399+3v26273 vy = | 2399-3v26273 | (7.42)
1517 1054 ! 1054
1 1 1
Usando (7.42) se forman las columnas de la matriz constante S:
16 —73+1/26273 —73—/26273
15 102 102
S — |62 2399+3V26273 2399-31/26273 | (7.43)
15 1054 1054
1 1 1
Usando (7.40) y (7.43) vemos que
P=13, P=1I;. (7.44)

Noétese que el determinante de f(0,0) dado en (7.38) es 25/77 y por lo tanto distinto
de cero, por lo que puede elegirse la constante o como cero. Entonces, usando (7.40) y
(7.43) se obtiene

0 00 0 00
wi(0)= 10 0 0], wi(0)=1]0 0 0 (7.45)
0 00 0 00
De forma similar, usando (7.25) en (6.26) se obtiene
20 0
@(0)=(0 —2 28 | (7.46)
0 2438 _ 375162
385 29645

De (7.24) se obtiene

00 1
$(0,0)= (0 0 1]. (7.47)
00 1
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Asi, usando (7.24), (7.45)-(7.47) en (6.43) y (6.44) se obtiene
0 0 % 00 —;—g
R=10 0 =31, FK=|00 —% : (7.48)
77 70118
00 0 0 55
Ahora, usando (7.40), (7.41), (7.43) y (7.44) obtenemos
—239+21/26273 0
_ 231
Do = —239-2/26273 | ° (7.49)
0 —239-2y/26273
231
y usando (7.43), (7.44) y (7.48) se obtiene
76268 _ 11541857:
_ 69713 __ [6971i 6971i _ 9345 03451/26273
-Al - [ 623 } ) B1 - [ 623 623 } ) el — | __76268¢ T 115418574 ) (75())
9345 9345+/26273
_ 76268 11541857 76268 11541857
D, — 9345  9345/26273 9345  9345/26273 (7.51)
U= | _76268i | 1151857 _ 76268i | 115418570 | .
9345 93451/26273 9345 9345+/26273
_ [__ 427808 __ [ 427808 _ 427808
A = [ 3115 } , By= [ 3115 3115 ] ) (7.52)
10180418 | _ 7539081034
_ | 102795 513975+/26273
Ca = | 10180418 7539081034 | » (7.53)
102795 5139751/26273
10180418 , 7530081034 10180418 | _7539081034
D, — | 10279 513975126273 102795 513975+/26273 (7.54)
2 = | 10180418 _ 7539081034 10180418 _ 7539081034 | - .

102795 513975+1/26273 102795 51397526273

Asi, se tienen todos los elementos para la verificacion de los resultados presentados en
el Teorema 6.14.

Usando (7.43),(7.44),(7.48)-(7.54) en (6.49),(6.50)(6.55)-(6.58) se obtiene

-5 g 1 ) 0 i
3 9 . 3 9
JO)y=12 =1 2|, JO)y=| i 0 i |, (7.55)
1 31 46 ;108 3li
7T 77 7
_ 16095714 22880111 32930051
48504841 145784523 145784523
e, — | 10281837 " 30462632 61380319 (7.56)
1 48504841 145784523 145784523 | :
11927250 8244046 7573258
48594841 48594841 48594841
i 8556161 1
( 34855 00
_ | _ 855616i(2003789164+11541857+/26273
€2 = 95754919319475 0 0, (7.57)
__ 855616i(2003789164 1154185726273
L 95754919319475 A
[ 427808i(2003789164+11541857+/26273 0 ()_
. — 95754919319475 (7.58)
3 __ 427808i(2003789164—11541857v/26273 () ()|~ :
L 95754919319475 _




7.2. Ejemplo del analisis del operador de Schrodinger para bajas energias 11 135

_ 6809 _ 558 1386
6971 6971  697L
S(0) = |28 B %9
= 1 1 1>
TR V2 B
6971 6971 6971
24111452i 8336928 12952632
) 48594841 48594841 48504841
S(0) = | - 83369281 952244984 1113898558 (7.59)
- 48594841 145784523 14578452 : :
v TR s R v 2 e 2 0
48594841 145784523 145784523

Finalmente, usando (7.55)-(7.59), se evalia (6.48),(6.51) y (6.54) y se obitene las ex-
pansiones para k-pequenas para J(k), J(k)™' y S(k), respectivamente, que coinciden
con las expansiones dadas en (7.28),(7.30) y (7.31).
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