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Introducción

La presente tesis tiene como objetivo hacer una exposición ordenada y sistemática
de la teoŕıa general de los procesos de Lévy y Teoŕıa de Excursiones.

No se pretende de ninguna manera ser exhaustivo, sin embargo las pruebas se
realizaron con más argumentos y cálculos más expĺıcitos que en la literatura. En par-
ticular las demostraciones de una descomposición de Lévy-Itô para procesos aditivos,
como enunciada en [3], y del resultado principal de [6] son detalladas y mas claras
para el lector no tan familiarizado con la teoŕıa.

Los procesos de Lévy son el equivalente a tiempo continuo de las caminatas
aleatorias, i.e., procesos estocásticos con incrementos independientes y estacionarios.
Su importancia como procesos de Markov espacialmente homogéneos y como un caso
particular de los procesos de Feller hace que su manejo no sea tan complicado. La
teoŕıa de análisis de Fourier y análisis funcional, a pesar de no ser fundamental, es
de utilidad en muchas de las pruebas, haciéndolas mas elegantes.

Buenos ejemplos de procesos de Lévy son el movimiento browniano y el proceso
Poisson compuesto. De hecho, una caracterización importante, la de Lévy-Itô, nos
dice todo proceso de Lévy se puede escribir como suma independiente de éstos dos
procesos mencionados y un proceso adicional correspondiente a los posibles saltos
pequeños. Tal descomposición se enuncia y demuestra en la primera sección del pri-
mer caṕıtulo. Este caṕıtulo en su mayoŕıa está basado en [2] y [3], Inicialmente se
demuestra la descomposición de Lévy-Itô, y se procede en las secciones subsecuentes
a hacer un tratamiento anaĺıtico de algunos funcionales importantes de los procesos
de Lévy, demostrando los resultados para procesos de Feller cuando la claridad de
la demostración no se ve afectada. De la cuarta a la octava sección de tal caṕıtulo
se hace un tratamiento del comportamiento asintótico de los procesos de Lévy y
se introducen los conceptos de dualidad, capacidad, polaridad y enerǵıa, los cuales
resultan estar muy realacionados entre śı. También se define la noción de transitorie-
dad y recurrencia y se estudia su relación con los demás conceptos introducidos. La
identidad de Hunt es un ejemplo de una herramienta de demostración importante en
estas secciones. Tal identidad se enuncia y demuestra en su debido momento, pero
otros resultados como La identidad de Parseval de análisis de Fourier son utlizadas
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10 INTRODUCCIÓN

sin demostración. Se refiere a [7] para todos los resultados que se utilizan sobre análi-
sis funcional. La sección final trata a los procesos de Lévy no decrecientes. El estudio
de tales procesos, llamados subordinadores, es de crucial importancia para la teoŕıa
de excursiones del siguiente caṕıtulo.

El segundo caṕıtulo los subordinadores aparecen de manera natural al considerar
las excursiones de un proceso de Markov. La primera sección está enteramente ba-
sada en [2] y desarrolla la teoŕıa general de excusiones, haciendo precisa esta noción
intuitiva. El resultado principal es la fórmula de compesación, la cual es un corolario
a un teorema que nos dice que el procesos de excursiones es puntual de Poisson con
medida caracteŕıstica dada por la medida de excursión. Para un tratamiento mas ex-
haustivo de excursiones se refiere al libro ya citado. La segunda sección del segundo
caṕıtulo es una sencilla aplicación a la teoŕıa de riesgo de la fórmula de compensación
para excursiones. Las funciones de escala son la herramienta mas fuerte que se utiliza
sin demostración. Para un tratamiento de funciones de escala en conexión con teoŕıa
de excursiones de refiere a [4]. Otras referencias importantes para ambas secciones
de este caṕıtulo son [1], [5] y [6].



Caṕıtulo 1

Teoŕıa general de procesos de Lévy

Este caṕıtulo aborda la parte teórica del presente trabajo, haciendo un tratamien-
to detallado de la teoŕıa de los procesos de Lévy. En su mayoŕıa se basa en [2] y [3],
sin embargo el lector podrá apreciar algunas modificaciones en las demostraciones,
generalmente siendo mucho más detalladas que en los textos mencionados.

Inicialmente se demuestra la descomposición de Lévy-Itô, una caracterización
importante de los procesos de Lévy que es de frecuente utilidad en las secciones sub-
secuentes. Las secciones dos y tres son tratamientos anaĺıticos de algunos funcionales
importantes de los procesos de Lévy, sin embargo la teoŕıa se desarrolla para una
clase mas general de procesos: los de Feller.

De la cuarta a la octava sección se hace un tratamiento del comportamiento
asintótico de los procesos de Lévy y se introducen los conceptos de dualidad, capa-
cidad, polaridad y enerǵıa, los cuales resultan estar muy realacionados entre śı. La
identidad de Hunt es un ejemplo de una herramienta de demostración importante en
estas secciones. Tal identidad se enuncia y demuestra en su debido momento, pero
otros resultados como La identidad de Parseval de análisis de Fourier son utlizadas
sin demostración. La sección final trata a los procesos de Lévy no decrecientes. El
estudio de tales procesos, llamados subordinadores, es de crucial importancia para
la teoŕıa de excursiones del siguiente caṕıtulo.

1. La descomposición de Lévy-Itô

La meta de esta sección es llegar a la descomposición de Lévy-Itô, una carac-
terización de los procesos de Lévy como una suma independiente de un proceso
browniano con deriva, un proceso Poisson compuesto y una martingala cuadrado
integrable. Algunos resultados preliminares, tanto técnicos como teóricos, facilitan
la exposición.

Lema 1.1. (Fórmula exponencial) Sea ξ una medida aleatoria de Poisson en R+

con intensidad µ = Eξ y f ≥ 0 medible. Entonces

E exp

(
−
∫
fdξ

)
= exp

(
−
∫

(1− e−f )dµ
)
,

11



12 1. TEORÍA GENERAL DE PROCESOS DE LÉVY

y la misma fórmula es válida para if (i =
√
−1), con f una función real, si se tiene∫

(|f | ∧ 1)dµ <∞.

Demostración. Si X es una variable aleatoria Poisson con media m, se tiene

Ee−cX = e−m
∑
k≥0

(me−c)k

k!
= e−m(1−e−c), c ∈ C.

Si f =
∑

k≤K ck1Bk con Bk medibles ajenos (tales que las variables ξBk son indepen-

dientes) tal que µBk <∞, se tiene

E exp

(
−
∫
fdξ

)
= E exp

(
−
∑
k≤K

ckξBk

)
=

∏
k≤K

E exp (−ckξBk)

=
∏
k≤K

exp (−(µBk)(1− e−ck))

= exp

(
−
∑
k≤K

µBk(1− e−ck)

)

= exp

(
−
∫

(1− e−f )dµ
)
.

Si f ≥ 0, podemos tomar una sucesión de fn ≥ 0 simples con fn ↑ f . Por convergencia

monótona se cumple que∫
fndξ →

∫
fdξ,

∫
(1− e−fn)dµ→

∫
(1− e−f )dµ.

Finalmente, por convergencia dominada y por continuidad de la función exponencial,

el resultado se cumple para f ≥ 0.

Supongamos ahora que
∫

(|f | ∧ 1)dµ <∞. De la fórmula anterior tenemos, reem-

plazando f con c|f |,

E exp

(
−
∫
c|f |dξ

)
= exp

(
−
∫

(1− e−c|f |)dµ
)
.

La función del integrando del lado derecho, cuando c ↓ 0, está dominada por |f | ∧ 1,

de donde, por convergencia dominada, la expresión de la derecha converge a e0 = 1.
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A su vez, la variable aleatoria a la que se le toma esperanza en el lado izquier-

do puntualmente va a e0 = 1 si
∫
|f |dξ < ∞ y se queda en cero en caso contra-

rio, cuando c ↓ 0. Se concluye, aplicando convergencia dominada una vez más, que

P{
∫
|f |dξ <∞} = E1{

∫
|f |dξ <∞} = 1, i.e.,

∫
|f |dξ <∞ c.s.

Tomemos funciones simples fn → f tal que |fn| ≤ |f | y
∫
|fn|dµ < ∞ (notemos

que
∫

(|f |∧1)dµ <∞⇒
∫

(|f |∧k)dµ ≤ k
∫

(|f |∧1) <∞, ∀k ∈ N). Por propiedades

de números complejos, |1−eifn| ≤ |f |∧2, de donde, aplicando convergencia dominada,

la aserción es consecuencia de la versión para las fn simples. �

El siguiente Lema es útil en la demostración del teorema principal de esta sección,
el cual se enuncia y demuestra inmediatamente después.

Lema 1.2. Sean X, Y procesos càdlàg en Rd con X0 = Y0 = 0 tal que (X, Y )

tiene incrementos independientes y no tiene saltos fijos. Supongamos que Y es un

proceso escalonado c.s. y ∆X ·∆Y = 0 c.s. Entonces X, Y son independientes.

Demostración. Definimos

η =
∑
t

δ(t,∆Yt) =
∑
t

1{(t,∆Yt) ∈ ·},

lo cual, como se hará ver en la primera parte el teorema que sigue de este lema,

implica que η es localmente Y -medible y Poisson. Supongamos s.p.g. que los saltos

de Y son acotados (de no ser aśı podemos aplicar una función determinista que

transforme los saltos, por ejemplo con exp(−|x|), la cual no afecta la estructura de

independencia/dependencia). Entonces Y tiene variación integrable, ya que, como es

escalonado, puede expresarse en términos de η, la cual es Poisson.

Fijemos a, b ∈ Rd y definamos

Mt =
eiaXt

EeiaXt
, Nt =

eibYt

EeibYt
, t. ≥ 0

M y N son localmente acotadas (ya que su denominador no se anula, gracias a que

tienen incrementos independientes, son càdlàg y sin saltos fijos), N es de variación

integrable en intervalos finitos (su denominador es continuo y no se anula y Y es de

variación integrable en compactos) y son martingalas ya que, por ejemplo, para M
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se tiene, con la filtración natural de X y s < t,

E(Mt|Fs) =
E(eia(Xt−Xs)eiaXs|Fs)
E(eia(Xt−Xs)eiaXs)

=
eiaXsEeia(Xt−Xs)

Eeia(Xt−Xs)EeiaXs
= Ms,

por la independencia de los incrementos. Para mayor detalle ver [3], cap. 15.

Tiene sentido hablar de la integral de Stieltjes con respecto a N ya que al ser va-

riación integrable, es de variación finita, c.s. Usando convergencia dominada, que una

martingala tiene esperanza constante, que N también es escalonado y los incrementos

son independientes obtenemos

E(MtNt)− 1 = E
∑
k≤n

(Mtk/n −Mt(k−1)/n)
∑
k≤n

(Ntk/n −Nt(k−1)/n)

= E(M0N0) + E
∑
k≤n

(Mtk/n −Mt(k−1)/n)(Ntk/n −Nt(k−1)/n)

+E
∑
k 6=j

(Mtk/n −Mt(k−1)/n)(Ntj/n −Nt(j−1)/n)− 1

= 1 + E
∑
k≤n

(Mtk/n −Mt(k−1)/n)(Ntk/n −Nt(k−1)/n)

+
∑
k 6=j

(EMtk/n − EMt(k−1)/n)(ENtj/n − ENt(j−1)/n)− 1

= E
∑
k≤n

(Mtk/n −Mt(k−1)/n)(Ntk/n −Nt(k−1)/n)

= E

∫ t

0

(Mt[sn+1−]/n −Mt[sn−]/n)dNs → E
∑
s≤t

∆Ms∆Ns = 0.

Se sigue que EeiaXt+ibYt = EeiaXtEeibYt . Denotaremos por X ∼ Y a la igualdad en

distribución deX y Y . Ahora, siX ′t ∼ Xt y Y ′t ∼ Yt conX ′t⊥Y ′t entonces EeiaXt+ibYt =

EeiaXtEeibYt = EeiaX
′
tEeibY

′
t = EeiaX

′
t+ibY

′
t , por el Teorema de continuidad de Lévy,

y entonces se puede afirmar, por el mismo teorema, que (X ′t, Y
′
t ) ∼ (Xt, Yt), de donde

Xt y Yt son independientes, lo cual es suficiente para concluir que X y Y también lo

son. �

Teorema 1.3. Sea X un proceso càdlàg en Rd con X0 = 0. Entonces X tiene

incrementos independientes y no tiene saltos fijos (P{Xt 6= Xt−} = 0, ∀t > 0) sii,
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c.s., para cada t ≥ 0,

Xt = mt +Gt +

∫ t

0

∫
|x|≤1

x(η − Eη)(dsdx) +

∫ t

0

∫
|x|>1

xη(dsdx),

para alguna función continua m con m0 = 0, un proceso gaussiano G con incrementos

independientes y G0 = 0 y un proceso de Poisson independiente η, con medida de

intensidad Eη, sobre (0,∞)× (Rd\{0}), tal que∫ t

0

∫
(|x|2 ∧ 1)Eη(dsdx) <∞, t ≥ 0.

Demostración. Sea ∆Xt = Xt −Xt−. Definimos la medida aleatoria

η(·) =
∑
t

δ(t,∆Xt) =
∑
t

1{(t,∆Xt) ∈ ·},

la suma extendiéndose sobre toda t > 0 con ∆Xt 6= 0. Sean s < t, f , con dominio

Rd, una función real, continua y cero en una vecindad del origen y particiones {s =

tn,0 < · · · < tn,n}n∈N de norma decreciente. Se tiene que

ĺım
n→∞

∑
k

f(Xtn,k −Xtn,k−1
) =

∫
f(x)η((s, t]× dx),

ya que, dada una trayectoria ω, en los puntos donde es continua, el argumento de f

se encuentra, eventualmente, dentro de la vecindad donde esta se anula, mientras que

en los puntos de discontinuidad de ω, como X es càdlàg y f continua, los sumandos

se aproximan a f evaluada en el tamaño de tales saltos. Notemos que cada variable

aleatoria del tipo
∑

k f(Xtn,k −Xtn,k−1
) es medible con respecto a la σ-álgebra gene-

rada por el proceso Xr −Xs, r ∈ [s, t], ya que cada sumando lo es y f es continua,

lo cual la hace medible con respecto a la σ-álgebra boreliana. Por tanto, la integral

ĺımite es medible.

Por el Lema de Urysohn podemos aproximar a η((s, t]×K) para cualquier com-

pacto K perteneciente a un conjunto generador de la σ-álgebra boreliana de Rd\{0}
(por ejemplo cajas cerradas) con integrales del tipo anterior, tomando un sucesión fn

creciente a 1K de funciones reales continuas que se anulan en una vecindad de cero
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y, por convergencia monótona,∫
fn(x)η((s, t]× dx) ↑

∫
1K(x)η((s, t]× dx) = η((s, t]×K).

Esto muestra que η((s, t] × K) es medible, de donde se sigue, por el Teorema de

Clases Monótonas, que ηB es medible, con B un conjunto Borel en (s, t]×Rd\{0}.

Por la aproximación anterior, η((s, t]× ·) es una medida medible con respecto a

la σ-álgebra generada por el proceso Xr −Xs, r ∈ [s, t].

Ahora, por hipótesis X tiene incrementos independientes y no tiene saltos fijos y

por lo tanto las mismas propiedades son validas para η. Estas son condiciones sufi-

cientes para que η sea Poisson (Teorema 12.10 en [3]).

Continuemos con la demostración del Teorema, tomando en cuenta el resultado

del Lema anterior a éste Teorema. Mostremos que
∫ t

0

∫
(|x|2 ∧ 1)Eη(dsdx) <∞, t ≥

0. Se define ηt = η([0, t] × ·), una medida aleatoria sobre Rd\{0}. Como [0, t] es

compacto, todo sub-conjunto infinito tiene un punto de acumulación. Si tal conjunto

infinito es el de los saltos de magnitud mayor a una ε > 0, X no puede ser càdlàg en

el punto de acumulación. Se concluye que ηt{x : |x| > ε} < ∞, c.s, ∀t, ε > 0. Como

η es Poisson, la misma relación se cumple para Eηt (fórmula exponencial) por lo que

basta probar que ∫
|x|≤1

|x|2Eηt(dx) <∞, t ≥ 0.

Para este fin se introduce, para cada ε > 0, el proceso dado por

Xε
t =

∑
s≤t

∆Xs1{|∆Xs| > ε} =

∫
|x|>ε

xηt(dx), t ≥ 0.

Notemos que (∆Xε)t = ∆Xt1{|∆Xs| > ε} y (∆(X −Xε))t = ∆Xt−∆Xt1{|∆Xs| >
ε} = ∆Xt1{|∆Xs| ≤ ε}. Se sigue que ∆(X − Xε) · ∆Xε = 0, y por como están

definidos, también se cumple que X − Xε y Xε tienen incrementos independientes

e inician en cero. También se tiene que, por estar definido como una serie (o bien,

porque ηt es de conteo), Xε es escalonado. Aśı, se cumplen las hipótesis del Lema
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1.3 y concluimos que tales procesos son independientes. Los procesos càdlàg con

incrementos independientes y sin saltos fijos cumplen que EeiuXt 6= 0, ∀ε, t > 0, u ∈
Rd. Entonces, por la fórmula exponencial, tenemos que ∀ε, t > 0 y u ∈ Rd\{0},

0 < |EeiuXt | ≤ |EeiuXε
t | =

∣∣∣∣E exp

(∫
|x|>ε

iuxηt(dx)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣exp

(∫
|x|>ε

(eiux − 1)Eηt(dx)

)∣∣∣∣ = exp

(∫
|x|>ε

(cos(ux)− 1)Eηt(dx)

)
.

Se usó la independencia probada de X − Xε y Xε en el segundo paso. Haciendo

ε→ 0, por Taylor y la estricta positividad del término de la derecha se obtiene∫
|ux|≤1

|ux|2Eηt(dx) ≤ K

∫
(1− cos(ux))Eηt(dx) <∞,

para alguna constante K. Tomando u = x/|x| se obtiene el resultado.

Sea ε ∈ [0, 1] y definimos

M ε
t =

∫ t

0

∫
ε<|x|≤1

x(η − Eη)(dsdx), t ≥ 0,

Jt =

∫ t

0

∫
|x|>1

xη(dsdx), t ≥ 0.

Al inicio de la prueba se mostró que η es localmente X- medible. Usando que los

incrementos de X son independientes se obtiene, para s < t,

E(M ε
t |Fs) = E

(∫ t

s

∫
ε<|x|≤1

x(η − Eη)(dsdx)

)
+

∫ s

0

∫
ε<|x|≤1

x(η − Eη)(dsdx)

=

∫ s

0

∫
ε<|x|≤1

x(η − Eη)(dsdx),

ya que Eη es la intensidad de η, y |x| es Eη-integrable en la región dada (tomando

u = x/|x|3/2 en la prueba inmediata anterior). Aśı M ε es martingala.

Notemos que en lo anterior hemos usado que si X =
∫
fdη se cumplen dos cosas

(se prueban de la misma manera que se probo la fórmula exponencial):

a) Si
∫
|f |dEη <∞ entonces EX =

∫
fdEη;
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b) Si
∫
|f |dEη <∞ y

∫
f 2dEη <∞ entonces EX2 =

∫
f 2dEη + (

∫
fEη)2.

Se afirma que M ε no sólo es martingala sino también cuadrado integrable. Para

esto basta ver que, por b),

E

({
M ε

t +

∫ t

0

∫
ε<|x|≤1

xEη(dsdx)

}2
)

= E

({∫ t

0

∫
ε<|x|≤1

xη(dsdx)

}2
)

=

∫ t

0

∫
ε<|x|≤1

|x|2Eη(dsdx)

+

(∫ t

0

∫
ε<x≤1

xEη(dsdx)

)2

<∞.

Ahora consideremos el espacio de martingalas cuadrado integrables de media cero

(como M ε) sobre [0, T ] con respecto a una filtración dada Ft y lo denotaremos por

M2
T . Se define el producto interno 〈M,N〉 = EMTNT , con el cual M2

T es un espacio

de Hilbert (una consecuencia de que L2 es completo).

Por la desigualdad maximal de Doob se tiene, para t arbitraria,

E

(
sup

0≤s≤t
|M ε

s −Ms|2
)
≤ 4||M ε

t −Mt||22 → 0, ε→ 0,

para alguna martingala M cuadrado integrable, que tiene los mismos saltos que to-

das las M ε y tiene incrementos independientes ya que es el ĺımite (casi seguro bajo

una subsucesión decreciente de εn) de procesos que cumplen tal caracteŕıstica.

Se sigue que M + J tiene los mismos saltos, c.s., que X (los pequeños y grandes)

por lo que el proceso resultante Y = X −M − J es continuo, c.s. Como X y η son

localmente X-medibles, Y es un proceso con incrementos independientes y continuo

c.s., lo cual implica que es gaussiano, con funciones de media y covarianza continuas

(Teorema 13.4 en [3]). Sustrayendo las medias, mt, se tiene un proceso gaussiano

centrado, G. Como ∆Gt = 0, c.s, las condiciones Lema 1.3 se satisfacen para mos-

trar que G y (M ε + J) son independientes. Se sigue que G y η son independientes
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también. Esto prueba una implicación.

La otra implicación es inmediata, ya que de la teoŕıa de medidas aleatorias de

Poisson, la existencia de las integrales es consecuencia de la finitud de
∫ t

0

∫
(|x|2 ∧

1)Eη(dsdx). El proceso resultante tendrá incrementos independientes. �

Una discusión sobre un caso particular importante, los procesos de Lévy, debe
destacarse.

Definición 1.4. A un proceso estocástico càdlàg, que comienza en el origen y

con incrementos independientes y estacionarios se le llama un proceso de Lévy.

Notemos que de la definición se puede probar que el proceso es continuo en pro-
babilidad y que la estacionariedad excluye la posibilidad de que haya saltos fijos.
Algunos autores no requieren que el proceso sea càdlàg y requieren que el proceso
sea continuo en probabilidad, sin embargo, esta ultima condición junto con los incre-
mentos independientes, asegura que el proceso tiene una versión càdlàg sin saltos fijos.

Corolario 1.5. (Lévy-Itô) Un X un proceso càdlàg en Rd es de Lévy si y sólo

si, c.s., para cada t ≥ 0,

Xt = bt+ σBt +

∫ t

0

∫
|x|≤1

x(η − Eη)(dsdx) +

∫ t

0

∫
|x|>1

xη(dsdx),

para algún vector b, matrix (d × d) σ, un movimiento Browniano B y un proceso

independiente de Poisson η, con medida de intensidad Eη = λ ⊗ ν, con ν sobre

Rd\{0}, tal que ∫
(|x|2 ∧ 1)ν(dx) <∞.

A ν se le conoce como la medida de Lévy del proceso. λ es la medida de Lebesgue.

Demostración. Un proceso de Lévy satisface las condiciones del Teorema 1.2,

de donde tiene la representación probada. Notemos que la homogeneidad en el tiem-

po implica que que la medida Eη es invariante bajo transformaciones ŕıgidas del

tiempo sobre (0,∞) × (Rd\{0}), ya que η es localmente X-medible (ver demostra-

ción del Teorema 1.2). Se sigue, por caracterización de la medida de Lebesgue, que

Eη = λ⊗ν (Teorema 2.6 en [3]). Como t
∫

(|x|2∧1)ν(dx)=
∫ t

0

∫
(|x|2∧1)λ⊗ν(dsdx) =
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0

∫
(|x|2∧ 1)Eη(dsdx) <∞, t ≥ 0 tenemos

∫
(|x|2∧ 1)ν(dx) <∞. Como un proceso

gaussiano con incrementos independientes y estacionarios es necesariamente un mo-

vimiento browniano con deriva (ver, por ejemplo, Teorema 13.4 en [3]), se siguen la

representación e independencia afirmadas.

La implicación inversa se sigue de inmediato (lo único que falta probar es homo-

geneidad en tiempo, lo cual se sigue de tales propiedades para la medida de Lebesgue

y el browniano con deriva). �

Notemos que, como η es localmente X-medible, ν esta determinada de manera
única por la distribución del proceso. Por sustracción, b y σ también lo están.

Se concluye la sección con algunos resultados sobre el exponente caracteŕıstico.

Corolario 1.6. (Lévy-Khintchine) Sea X de Lévy. Entonces EeiuXt = e−tΨ(u),

donde

Ψ(u) = −iub+
1

2
uσu+

∫
(1− eiux + iux1{|x| ≤ 1})ν(dx),

donde (b, σ, ν) son la triada asociada a la descomposición de Lévy-Itô del proceso.

Mas aún, la ley de X1 determina de manera única a Ψ.

Demostración. La representación es inmediata de la fórmula exponencial apli-

cada a la descomposición de Lévy-Itô. Por la unicidad de las funciones caracteŕısticas

y notando que, por la independencia de los incrementos, Ψ determina de manera úni-

ca las distribuciones unidimensionales y consecuentemente finito-dimensionales de X.

La unicidad de Ψ ahora es consecuencia de la unicidad de la triada (b, σ, ν). �

Definición 1.7. A Ψ de la descomposición de Lévy-Khintchine la llamamos el

exponente caracteŕıstico del proceso de Lévy X.

Proposición 1.8. Supongamos que un proceso de Lévy X es real con triada

caracteŕıstica (b, σ, ν). Entonces

ĺım
|λ|→∞

Ψ(λ)

λ2
=
σ

2
.
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Si X tiene variación acotada, ocurre

ĺım
|λ|→∞

Ψ(λ)

λ
= −id,

para algún d fijo, que llamaremos el coeficiente de deriva.

Si X toma valores en Rd, lo mismo se cumple para cada coordenada de Ψ, lo
cual, por cálculo, es suficiente para que la proposición se cumpla para el caso d-
dimensional.

Demostración. Por suma de ĺımites,

ĺım
|λ|→∞

[1− exp(iλx) + iλx1{|x| < 1}]/λ2 = 0

para cada x fija. Por una expansión de Taylor se tiene

[1− exp(iλx) + iλx1{|x| < 1}]/λ2 ≤ 4(1 ∧ x2)

para |λ| ≥ 1 y todo x. Recordando que
∫

(1 ∧ x2)ν(dx) < ∞, por convergencia

dominada

ĺım
|λ|→∞

∫
[1− exp(iλx) + iλx1{|x| < 1}]ν(dx)/λ2 = 0.

De la fórmula de Lévy-Khintchine ahora es clara la primera aserción, ya que el

término lineal gaussiano desaparece y el término cuadrático es constante.

Supongamos ahora que X tiene variación acotada, esto es, las trayectorias del

proceso tienen variación acotada en cada intervalo compacto, c.s.. La fórmula expo-

nencial nos dice que, c.s.,∑
0≤s≤t

|∆Xs| <∞, ∀t ≥ 0⇔
∫

(1 ∧ |x|)ν(dx) <∞.

Aśı, tenemos que, c.s.,
∫

(1 ∧ |x|)ν(dx) <∞. Notemos que en este caso, la función

λ→
∫
λx1{|x| < 1}ν(dx) =: λb1

es lineal y está bien definida. Pero la parte continua del proceso es la del movimiento

Browniano, la cual sabemos que tiene variación (no cuadrática) infinita. Luego, debe
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suceder que σ = 0. Combinando a b y b1 en un mismo producto (escalar) tenemos la

representación

Ψ(λ) = −idλ+

∫
(1− eiλx)ν(dx)

Entonces, de manera análoga al caso anterior tenemos que suma de ĺımites y Taylor

nos garantizan ahora que

ĺım
|λ|→∞

[1− exp(iλx)]/λ = 0,

[1− exp(iλx)]/λ ≤ 4(1 ∧ |x|)

para |λ| ≥ 1 y todo x. Utilizando convergencia dominada como anteriormente se

hizo, se obtiene la segunda aseveración por Lévy-Khintchine. �

Proposición 1.9. Un proceso X de Lévy es Poisson compuesto si y sólo si Ψ es

acotada.

Demostración. Si X es Poisson compuesto entonces su exponente caracteŕısti-

co es de la forma

Ψ(λ) = c

∫
(1− eiλx)ν(dx)(1)

y como |1− eiλx| ≤ 2 ∧ |x|2 y
∫

(2 ∧ |x|2)ν(dx) <∞, Ψ es acotado.

Supongamos ahora que Ψ es acotada. Como la distribución conjunta de procesos

independientes de Poisson compuestos es de nuevo Poisson compuesta, basta con

considerar el caso en el que X es real. Por la proposición anterior debe suceder que

σ = 0, para que Ψ permanezca acotado. Aśı, la parte real de Ψ toma la forma

Re(Ψ(λ)) =

∫
(1− cos(λx))ν(dx).

Recordando la densidad y la transformada de Fourier de una variable aleatoria normal

de media cero y varianza t obtenemos la igualdad

1− e−tx2/2 =
1√
2πt

∫
R

(1− cos(sx))e−s
2/2tds, ∀x ∈ R, t ≥ 0,
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y entonces el teorema de Fubini (el integrando es no negativo y los espacios σ-finitos)

sustenta∫
(1− e−tx2/2)ν(dx) =

∫
1√
2πt

∫
R

(1− cos(sx))e−s
2/2tds ν(dx),

=
1√
2πt

∫
R

Re(Ψ(s))e−s
2/2tds ≤ ||Re(Ψ)||∞,

de donde, por convergencia monótona, cuando t→∞, ν(R\{0}) <∞. Pero entonces

se cumple que tanto σ = 0 como
∫

(1 ∧ |x|)ν(dx) <∞, por lo que X es de variación

acotada (fórmula exponencial), lo cual, por la proposición anterior, nos dice que el

coeficiente de deriva debe ser cero para que Ψ permanezca acotado y el exponente

caracteŕıstico toma la forma Ψ(λ) =
∫

(1 − eiλx)ν(dx), i.e., X se distribuye Poisson

compuesto. �

2. Operadores de transición y su generador infinitesimal

Definición 2.1. Sea µ un kernel de probabilidad sobre un espacio medible (S,Σ),

f : S → R medible y acotada (o no negativa medible en algunos casos). Sea, para

x ∈ S,

Tf(x) = (Tf)(x) =

∫
f(y)µ(x, dy).

Entonces decimos que T es el operador de transición asociado a µ.

Notemos que como µ es kernel de probabilidad, una aproximación con funciones
simples muestra, por convergencia monótona o dominada (dependiendo de f), que
Tf : S → R es medible. También se cumple, trivialmente, que f ∈ [0, 1] ⇒ Tf ∈
[0, 1] (se dice entonces que T es un operador de contracción positiva). Notemos que
si el kernel dado es µ(x, ·) = δx, entonces Tf = f para toda f .

Recordemos que para kerneles de probabilidad µ y ν sobre S se definen los kerneles

µν(s, B) :=

∫
ν(t, B)µ(s, dt), B ∈ Σ, s ∈ S

(µ⊗ ν)(s, B) :=

∫ ∫
1B(t, u)ν(t, du)µ(s, dt), B ∈ Σ⊗ Σ, s ∈ S,

de S en si mismo y de S en S2, respectivamente.
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Proposición 2.2. La familia {µt}t≥0, donde µt es un kernel de probabilidad,

satisface la relación Chapman-Kolmogorov,

µsµt = µs+t,

si y sólo si los operadores de transición asociados satisfacen la propiedad de semi-

grupo,

TsTt = Ts+t,

∀s, t ≥ 0.

Demostración. Sea B ∈ Σ. Entonces

Ts+t1B(x) =

∫
B

µs+t(x, dy) = µs+t(x,B),

(TsTt)1B = Ts(Tt1B)(x) =

∫
(T1B)(y)µs(x, dy) =

∫
µt(y,B)µs(x, dy) = (µsµt)(x,B).

De las dos afirmaciones anteriores queda probado el resultado para indicadoras. El

resultado para f medible no negativa o acotada se sigue de convergencia monótona

o dominada, respectivamente. �

Notemos que si S = Rd y Σ = B(Rd), el espacio C0 = C0(S) := {f ∈ L∞(S) ∩
C(S) : ĺım|x|→∞ f(x) = 0} es de Banach (con la norma uniforme), donde L∞(S) es
el espacio de las funciones f : S → R con supremo esencial finito y C(S) el espacio
de las funciones f : S → R continuas.

Definición 2.3. Un semigrupo de operadores de contracción positiva (Tt) sobre

C0 es llamado un semigrupo de Markov y si además cumple

(F1) : TtC0 ⊂ C0, ∀t ≥ 0,

(F2) : ĺım
t→0

Ttf(x) = f(x), f ∈ C0, x ∈ Rd,

es llamado un semigrupo de Feller. Además, es posible mostrar (Teorema 19.6 en

[3]) que estas dos condiciones y la propiedad de semigrupo implican conjuntamente

(F3) : ĺım
t→0

Ttf = f, f ∈ C0.

Si X es un proceso de Lévy entonces, por tener incrementos independientes, cum-
ple la propiedad simple de Markov. En particular sus kerneles de probabilidad, (µt),
cumplen µt(X0, B) = P (Xt ∈ B|X0) (en general µt,s(Xs, B) = P (Xt ∈ B|Xs) para
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un proceso de Markov no necesariamente homogéneo en el tiempo) y satisfacen la
relación Chapman-Kolmogorov. Entonces los operadores de transición (u operadores
de convolución) asociados satisfacen la propiedad de semigrupo. Estos están dados
por

Ptf(x) =

∫
f(y)µt(x, dy) =

∫
Rd
f(y)P (Xt ∈ dy|X0 = x) =

∫
Rd
f(y + x)P (Xt ∈ dy).

Recordemos que el semigrupo de kerneles de probabilidad, µt, y la distribución inicial
ν de un proceso markoviano determinan las distribuciones finito-dimensionales, a
saber (usando la homogeneidad temporal), si L se refiere a la ley,

L(Xt0 , · · · , Xtn) = νµt0 ⊗ µt1−t0 ⊗ · · · ⊗ µtn−tn−1

P [(Xt0 , · · · , Xtn) ∈ ·|Ft0 ] = (µt1−t0 ⊗ · · · ⊗ µtn−tn−1)(Xt0 , ·).

Entonces, dada una distribución inicial ν, existe una única ley, digamos Pν , que
determina la distribución del proceso sobre el espacio canónico de trayectorias. Cla-
ramente para un proceso de Lévy, ν = δ0. Denotaremos Px = Pδx a la ley del proceso
(Xt + x)t≥0 (usamos la homogeneidad espacial) con x ∈ Rd fijo.

Con esta notación podemos escribir Ptf(x) = Exf(Xt), x ∈ Rd, f ∈ C0, donde
Ex es la esperanza con respecto a la medida de probabilidad Px sobre el espacio
canónico de trayectorias.

Proposición 2.4. El semigrupo de operadores de convolución de un proceso de

Lévy X es un semigrupo de Feller.

Demostración. Claramente es de contracción positiva. Como

|Ptf(x)− Ptf(y)| ≤ E(|f(Xt + x)− f(Xt + y)|),

y f es acotada y continua, convergencia dominada es aplicable al lado derecho cuando

y → x, de donde Ptf(y)→ Ptf(x) en tal caso. Si f es no negativa se consideran las

funciones fn := f ∧ n y se aplica el caso anterior. Como x, y ∈ Rd fueron arbitrarios

se sigue que Ptf ∈ C0.

Como las trayectorias son continuas por la derecha, por consecuentemente con-

vergencia dominada (la cual es aplicable por las mismas razones como antes),

ĺım
t→0

Ptf(x) = ĺım
t→0

E(f(Xt + x)) = E(f(x)) = f(x).



26 1. TEORÍA GENERAL DE PROCESOS DE LÉVY

Notemos que además la convergencia uniforme es consecuencia que, como f tiene

ĺımite cero al infinito, es uniformemente continua y consecuentemente el papel de x

en el ĺımite anterior es inmaterial. �

Mostremos ahora un Lema de carácter general.

Lema 2.5. La filtración inducida (y completada) por un proceso de Lévy es con-

tinua por la derecha, i.e.,
⋂
t<s Fs = Ft, ∀t ≥ 0.

Demostración. Definamos

Yn = (Xs+2−n −X2−n , 0 ≤ s ≤ 2−n), ∀n ≥ 1.

Tales elementos aleatorios son independientes ya que los incrementos de X son inde-

pendientes y la propiedad simple de Markov es aplicable. Sea Gn = σ(Yn+i, i ≥ 1).

Se afirma que Gn = F2−n . En efecto, como Yn+i es F2−n medible ∀i ≥ 1, Gn ⊂ F2−n .

Por otro lado, para s ∈ [0, 2−n], Xs = (Yn+j)s(j) + (Yn+j+1)2−(n+j+1) , con j tal que

2−(n+j) < s y con s(j) := s− 2−(n+j), por lo que F2−n ⊂ Gn. Por la Ley Cero-Uno de

Kolmogorov se tiene entonces que

G∞ :=
⋂
n∈N

Gn =
⋂
s>0

Fs

es P -trivial, i.e., P (A) = 0, 1, ∀A ∈ G∞. Como X0 = 0, c.s., F0 ⊂ G∞ es también

P -trivial y como además F0 se obtiene de σ(X0) al completar, F0 = G∞. Esto prueba

el resultado para t = 0.

Sea t ≥ 0. Notemos que, por un argumento idéntico al que se hizo en el caso

anterior, ∀ε > 0, Ft+ε = σ(Ft, F
′
ε), donde F ′ es la compleción de σ(Xt+· −Xt) y, de

nuevo, la propiedad simple de Markov implica que Ft y F ′ε son independientes. Mas

aún, la filtración F ′, por el caso anterior, cumple que
⋂
ε>0(F ′ε) es P -trivial. Definiendo

una nueva ley (condicional) como P ∗(·) := P (·|Ft) y usando que Fs ∈ Ft, ∀s < t y

también Ft ⊥ F ′ε , ∀ε > 0, se concluye que⋂
ε>0

Ft+ε =
⋂
ε>0

σ(Ft, F
′
ε) = σ(Ft, F

′
∞) = Ft,

ya que F ′∞ es P ∗-trivial y en particular F ′∞ ⊂ Ft. �
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Antes de mostrar un resultado bastante importante, la quasi-continuidad por la
izquierda, es necesario mostrar que los procesos de Lévy satisfacen la propiedad fuer-
te de Markov. La prueba de este resultado es muy sencilla gracias a las propiedades
de los procesos de Lévy.

El operador de traslación θt : Ω → Ω sobre el espacio de trayectorias, Ω =
(Rd)[0,∞), está dado por (θtω)s = ωs+t, s, t ∈ [0,∞) y ω ∈ Ω.

Si τ es un tiempo de paro se define Fτ = {A ∈ F : {τ ≤ t} ∩ A ∈ Ft, ∀t ≥ 0},
donde {Ft}t≥0 es la filtración inducida y F la σ-álgebra sobre Ω.

Recordemos que si dos σ-algebras F, G son iguales al restringirse a un conjunto
A ∈ F ∩G y dos variables aleatorias X, Y ∈ L1 son tales que X = Y en A, entonces
E(X|F ) = E(Y |G), c.s., sobre A. A esta propiedad se le conoce como propiedad
local de la esperanza condicional.

Proposición 2.6. (Propiedad fuerte de Markov) Sea X un proceso de Lévy y τ

un tiempo de paro tal que P (τ <∞) > 0. Entonces

P (θτX ∈ A|Fτ ) = P (X ∈ A|Xτ ),

c.s., sobre {τ <∞}, A ∈ F .

En otras palabras, para A ∈ F , c.s, P (Xτ+· ∈ A|Fτ ) = P (X· ∈ A|Xτ ). Aqúı F es
una σ-álgebra sobre Ω, el espacio canónico de trayectorias. Si τ = t fijo, la fórmula
anterior se reduce a la propiedad simple de Markov, P (Xt+· ∈ A|Ft) = P (X· ∈ A|Xt)
(en este caso se cumple que Ft = Fτ con τ = t).

Demostración. En lugar de condicionar con el evento B := {τ < ∞}, supon-

dremos de entrada que PB = 1. Si τ = t, como ya se mencionó, no hay nada que

probar ya que la aserción se reduce a la propiedad simple de Markov. Se sigue que

para cualquier tiempo aleatorio τ =
∑K

k=1 tk1Ak simple se cumple la aserción, por la

propiedad local de la esperanza condicional, ya que Fτ = Ftk sobre {τ = tk} = Ak. Si

τ es un tiempo de paro arbitrario, τn := [2nτ + 1]/2n es una aproximación estándar

por simples tales que τn ↓ τ . En este caso, usando que las trayectorias son càdlàg, se

tiene Xτn → Xτ y convergencia dominada para esperanzas condicionales es aplicable,

lo cual concluye la prueba. �



28 1. TEORÍA GENERAL DE PROCESOS DE LÉVY

Proposición 2.7. (Quasi-continuidad) Sean τn ↑ τ tiempos aleatorios. Entonces

ĺım
n→∞

Xτn = Xτ ,

c.s., sobre {τ <∞}.

Demostración. Como en la proposición anterior, podemos suponer que P (τ <

∞) = P (τn < ∞) = 1, ∀n ≥ 1. Denotemos Xτ− := ĺımn→∞Xτn . Sean a, b ∈ C0.

Convergencia dominada se usa en casi todas las igualdades a continuación. Se tiene

ĺım
n→∞

E(a(Xτn)b(Xτn+t)) = E(a(Xτ−)b(X(τ+t)−)), ∀t > 0,

y por la continuidad de las trayectorias por la derecha también

ĺım
t→0+

E(a(Xτ−)b(X(τ+t)−)) = E(a(Xτ−)b(Xτ )).

Ahora, por la propiedad de Markov, usando que Xτn es Fτn medible,

E(a(Xτn)b(Xτn+t)) = E[a(Xτn)E(b(Xτn+t)|Fτn)]

= E[a(Xτn)EXτn (b(Xt))]

= E(a(Xτn)Ptb(Xτn)),

y entonces

ĺım
n→∞

E(a(Xτn)Ptb(Xτn)) = E(a(Xτ−)b(X(τ+t)−)) = E(a(Xτ−)Ptb(Xτ−)).

Por propiedad de Feller

ĺım
t→0+

E(a(Xτ−)Ptb(Xτ−)) = E(a(Xτ−)b(Xτ−)).

Se concluye que

E(a(Xτ−)b(Xτ−)) = E(a(Xτ−)b(Xτ )),

∀a, b ∈ C0. Entonces mediante una aproximación a la indicadora de la exponencial de

ambos lados y el teorema de convergencia monótona se sigue que Xτ− = Xτ c.s. �

Si tomamos τn < τ , ∀n, se tiene que un Proceso de Lévy es continuo en T , c.s.
En particular en todo t ≥ 0.

La proposición anterior tiene como consecuencia ciertas propiedades de tiempos
de paro muy particulares e importantes, a saber, τB := ı́nf{t ≥ 0 : Xt ∈ B} y
τ ′B := ı́nf{t > 0 : Xt ∈ B}, B ∈ B(Rd). Los llamaremos primer tiempo de entrada
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a B y primer tiempo de arribo a B, respectivamente. En general B será abierto o
cerrado. De la propiedad fuerte de Markov y la continuidad por la derecha de las
trayectorias se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2.8. i) Si B es abierto entonces τB es de paro y XτB ∈ B̄, c.s. sobre

{τB <∞}.
ii) Si B es cerrado y Bn abiertos con B̄n ↓ B entonces τBn ↑ τB. En particular τB es

de paro y XτB ∈ B, c.s. sobre {τB <∞}.
iii) Si B es abierto o cerrado entonces τ ′B es de paro y Xτ ′B

∈ B̄, c.s. sobre {τ ′B <∞}.

Demostración. Supongamos que B es abierto. τB = ı́nf{s ≥ 0 : Xs ∈ B} < t

si y sólo si existe racional s con s < t con Xs ∈ B. Luego {τB < t} ∈ Ft ya que F

es filtración. Esto es suficiente para que τB sea de paro, ya que la filtración es con-

tinua por la derecha. Sobre {τB < ∞} si ocurre XτB /∈ B debe suceder que ∀ε > 0,

∃t ∈ [τB, τB + ε] tal que Xt ∈ B, de donde XτB ∈ B̄, ya que las trayectorias son

continuas por la derecha.

Si en cambio B es cerrado y Bn abiertos con B̄n ↓ B, supongamos que τBn ↑ τ ,

para algun τ , el cual debemos mostrar que es τB. Si t < τBn entonces Xt /∈ Bn, por lo

cual τBn ≤ τB y aśı τ ≤ τB. Por otro lado, como Bn es abierto se cumple XτBn
∈ B̄n

sobre {τ <∞}, por el inciso anterior. Por la quasi-continuidad se sigue que Xτ ∈ B
y entonces τB ≤ τ .

Supongamos finalmente que B es cerrado o abierto. Sea τ εB := ı́nf{t ≥ ε : Xt ∈ B}
para ε > 0, un tiempo de paro por los incisos anteriores, ya que por la propiedad

Markoviana se tiene

ı́nf{t ≥ ε : Xt ∈ B} = ı́nf{t− ε ≥ 0 : X(t−ε)+ε ∈ B} = ı́nf{t− ε ≥ 0 : X(t−ε) ∈ B−x},

con x := Xε. Como τ εB ↓ τ ′B cuando ε ↓ 0 entonces τ ′B es de paro. También XτεB
∈

B̄−Xε, c.s., y por continuidad por la derecha y usando que X0 = 0 se tiene Xτ ′B
∈ B̄,

c.s., sobre {τ ′B <∞}. �

Se introduce ahora un nuevo tipo de operadores lineales asociados a un semigrupo
de Feller.
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Definición 2.9. Sea (Tt) un semigrupo de Feller. Se asocia el correspondiente

resolvente (o potencial) Rλ, λ > 0, al tomar la transformada de Laplace, esto es,

Rλf =

∫ ∞
0

e−λt(Ttf)dt, f ∈ C0.

Notemos que Rλf(x) existe para todo x ∈ Rd por las propiedades que definen al
semigrupo de Feller (Tt). A veces la definición se usará también sobre el espacio de
f no-negativas medibles.

Otra observación frecuentemente útil que se sigue directo de la definición es que
si X es un proceso cuyo semigrupo de convolución asociado es (Pt) entonces

Rλf(x) =

∫ ∞
0

e−λt(Ptf(x))dt = Ex

(∫ ∞
0

e−λtf(Xt)dt

)
.

Lema 2.10. (Ecuación resolvente) El resolvente de un semigrupo de Feller (Tt)

satisface

Rµ −Rν = (ν − µ)RµRν , µ, ν > 0.

Demostración. Sea f ∈ C0. Si µ = ν no hay nada que probar. Por Fubini, si

ν 6= µ,

RµRνf(x) =

∫ ∞
0

e−µsTs

(∫ ∞
0

e−νt(Ttf(x))dt

)
ds

=

∫ ∞
0

e−µs
(∫ ∞

0

e−νt(Tt+sf(x))dt

)
ds

=

∫ ∞
0

∫ ∞
s

e−µse−ν(u−s)Tuf(x)duds

=

∫ ∞
0

Tuf(x)

∫ u

0

e−µse−ν(u−s)dsdu

=

∫ ∞
0

Tuf(x)
e−µu − e−νu

ν − µ
du

=
1

ν − µ
Rµ −Rν .

�

Teorema 2.11. Sea (Tt) un semigrupo de Feller sobre C0 con resolventes Rλ,

λ > 0. Entonces los operadores λRλ son contracciones inyectivas sobre C0 tales que
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ĺımλ→∞ λRλ → I, la convergencia entendida en el sentido fuerte (en la norma de los

operadores). Mas aún, el rango D = RλC0 es independiente de λ y denso en C0 y

existe un operador A : D → C0 tal que R−1
λ = λ − A sobre D, ∀λ > 0. A conmuta

con cada Tt sobre D.

Demostración. Como (Tt) es semigrupo de Feller entonces Ttf ∈ C0, ∀t ≥ 0 y

∀f ∈ C0. Entonces es claro que ĺım|x|→∞Rλf(x) = 0 ya que la misma propiedad es

cierta para Ttf . La continuidad también se hereda, por convergencia dominada. Se

concluye que Rλf ∈ C0. Además es contracción ya que

||λRλf || ≤ λ

∫ ∞
0

e−λt||Ttf ||dt = λ

∫ ∞
0

e−λt
∣∣∣∣∣∣∣∣∫ f(y)µt(·, dy)

∣∣∣∣∣∣∣∣ dt ≤ λ||f ||
∫ ∞

0

e−λtdt = ||f ||,

donde µt es kernel de probabilidad.

De la ecuación resolvente es inmediato que los operadores conmutan. Mas aún, tienen

el mismo rango D. Por la misma ecuación y usando la propiedad de contracción,

dejando f = R1g con g ∈ C0, se tiene que cuando λ→∞,

||λRλf − f || = ||(λRλ − I)R1g|| = ||(R1 − I)Rλg|| ≤
||R1 − I|| ||g||

λ
→ 0.

Como el rango es independiente de λ, la convergencia es válida para toda f ∈ D̄.

Haciendo una compactación de un punto de Rd se obtiene K := Rd ∪ {∞}, com-

pacto y segundo numerable con la topoloǵıa usual de compactaciones de un punto.

También f ∈ C0 si y sólo si la extensión f ′ : k → R dada por f ′(x) = f(x), cuando

x ∈ Rd, y f ′(∞) = 0 es continua.

Recordemos que, por una aplicación de Hahn-Banach (Teorema 3.5 en [7]), si

D no es denso en C0 entonces existe un funcional lineal acotado, ∆ : C0 → R con

∆f = 0 si f ∈ D y ∆g 6= 0 para alguna g ∈ C0\D̄. Pero por una versión para

funciones C0 del Teorema de Representación de Riesz (Teorema 2.2 en [3]) sabemos

que ∆f =
∫
fdµ, ∀f ∈ C0, con µ una medida con signo. Entonces se tiene, por la

segunda propiedad de semigrupo de Feller y convergencia dominada, cuando λ→∞,

0 = λ∆Rλg =

∫ ∫ ∞
0

λe−λtTtg(x)dtµ(dx) =

∫ ∫ ∞
0

e−sTs/λg(x)dsµ(dx)→ ∆g 6= 0,
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lo cual es absurdo. Entonces D̄ = C0.

Sea f ∈ C0 con Rνf = 0, ν > 0 fijo. De la ecuación resolvente se sigue que

Rµf = 0, ∀µ > 0. Sin embargo, se probó que ĺımλ→∞ λRλf = f , de donde f = 0 y

queda probada la inyectividad. Pero entonces existe la inversa R−1
λ : D → C0 y la

ecuación resolvente sobre D se transforma en R−1
ν − R−1

µ = ν − µ. Aśı la definición

del operador A := λ−R−1
λ es independiente de λ.

Lo unico que falta probar es la conmutatividad de A y Tt sobre D. Pero como Tt

conmuta con Rλ y (λ− A)Rλ = I,

Tt(λ− A)Rλ = (λ− A)RλTt = (λ− A)TtRλ,

y sobre D podemos aplicar R−1
λ por la derecha obteniendo ATt = TtA. �

Como consecuencia inmediata se tiene la buena definición del siguiente concepto.

Definición 2.12. Dado (Tt) un semigrupo de Feller y Rλ, λ > 0, su resolven-

te, definimos el generador (infinitesimal) del semigrupo (o del proceso asociado al

semigrupo si es tal el caso) de dominio D = RλC0 mediante la relación

Rλ(λI − A) = I.

La siguiente proposición justifica el nombre del operador recién definido.

Proposición 2.13. (Caracterización de semigrupos) Un semigrupo de Feller está

determinado de manera única por su generador.

Demostración. El generador, A, determina a cada Rλ = (λ − A)−1 sobre D,

para cada λ > 0 y por lo tanto sobre C0. Por el Teorema de unicidad 5.3 de [3], las

medidas µ(dt) := Ttf(x) sobre R+, f ∈ C0, x ∈ Rd, también están determinadas por

A. Luego Ttf(x) esta determinada c.s. por A, pero como de antemano sabemos que

tal densidad debe ser continua por la derecha se sigue que Ttf(x) esta completamente

determinada por A. �

Ahora mostraremos una propiedad de continuidad fuerte que satisfacen los se-
migrupos de Feller. También se derivan las ecuaciones de Kolmogorov. Un Lema
preliminar está en orden.
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Definimos a la aproximación de Yosida como sigue:

Aλ := λARλ = λ(λRλ − I), λ > 0,

el cual es acotado, y al semigrupo asociado T λt = etA
λ
, t ≥ 0. El siguiente Lema

justifica su nombre.

Lema 2.14. (Aproximación de Yosida) Si f ∈ D, t, λ > 0 se cumple

||Ttf − T λt f || ≤ t||Af − Aλf ||.

Además, cuando λ→∞,

Aλf → Af, ∀f ∈ D,

T λt f → Ttf, ∀f ∈ C0.

Demostración. Ya sabemos que (en la norma de C0) Aλ = λRλAf → Af ,

∀f ∈ D. También se tiene que en la topoloǵıa inducida por la norma de los operadores

ĺım
h→0

h−1(T λh − I) = Aλ.

Sean X, Y dos operadores arbitrarios de contracción que además conmutan. Se tiene

||Xnf − Y nf || ≤ ||
n∑
i=1

Xn−iY i−1|| ||Xf − Y f || ≤ n||Xf − Y f ||.

Consideremos ahora f ∈ C0, t, µ, ν > 0. Cuando h := t/n→ 0 ocurre

||T µt f − T νt f || = ||T µnhf − T
ν
nhf ||

= ||(T µh )nf − (T νh )nf ||

≤ n||T µh f − T
ν
h f ||

= t||h−1(T µh f − f)− h−1(T νh f − f)||

→ t||Aµf − Aνf ||.

Fijando a t y haciendo µ, ν →∞, el lado derecho de la desigualdad anterior converge

a t||Af − Af || = 0 siempre y cuando f ∈ D, de donde se concluye que {T λt f}λ>0 es

de Cauchy para toda f ∈ D y consecuentemente para toda f ∈ C0, ya que D̄ = C0.
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Como C0 es de Banach, en particular existe una función ĺımite, digamos Utf . En la

desigualdad anterior, al hacer ν →∞ y fijando a µ se obtiene

||T µt f − Utf || ≤ t||Aµf − Af ||, t ≥ 0

para f ∈ D ya que Af debe estar definido. Haciendo ahora µ → ∞ se obtiene que

T µt f → Utf uniformemente para t acotada para f ∈ D y consecuentemente para

f ∈ C0.

Lo unico que falta probar es que Utf es precisamente Ttf . Utilicemos la ecuación

resolvente. Sea η := µν/(µ+ ν) Entonces es inmediato de la definición de Aν que

Rν −Rη = (η − ν)RνRη ⇔ (µ− Aν)−1νRν =
ν

µ+ ν
Rη

De lo anterior, si f ∈ C0, µ, ν > 0, se cumple∫ ∞
0

e−µtT νt νRνfdt =

∫ ∞
0

e−µtetA
ν

νRνfdt

= (µ− Aν)−1νRνf

=
ν

µ+ ν
Rηf.

Pero como ĺımν→∞ η = µ entonces ĺımν→∞Rηf = Rµf (usando la continuidad de

la transformada de Laplace). Recordemos que una de las primeras consecuencias de

la ecuación resolvente fue que ||λRλf − f || ≤ ||R1−I|| ||g||
λ

, donde f = R1g. Se sigue

que ||λRλf − f || → 0, con al menos la velocidad de λ−1. Aśı, por la desigualdad

mencionada, existe K = K(f) ∈ R+ tal que

||T νt νRνf − Utf || ≤ ||T νt νRνf − T νt f ||+ ||T νt f − Utf ||

≤ t||Aν || ||νRνf − f ||+ ||T νt f − Utf ||

≤ tν
K2

ν2
+ ||T νt f − Utf || → 0,

cuando ν →∞. Pero entonces por convergencia dominada (cuando ν →∞) se tiene

que ∫ ∞
0

e−µtUtfdt =

∫ ∞
0

ĺım
ν→∞

e−µtT νt νRνfdt = ĺım
ν→∞

ν

µ+ ν
Rηf = Rµ.
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Esto dice que los operadores resolventes de los semigrupos (Tt) y (Ut) son los mismos.

Luego tienen el mismo generador y por lo tanto son el mismo.

Notemos también que la desigualdad postulada ahora se sigue al hacer ν → ∞
en ||T µt f − T νt f || ≤ t||Aµf − Aνf ||. �

Se enuncia ahora un resultado acerca de la continuidad de un semigrupo de Feller
y también las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov.

Teorema 2.15. Sea (Tt) un semigrupo de Feller y A : D → C0 su generador

infinitesimal. Entonces (Tt) es fuertemente continuo (en la norma de operadores) y

se cumple, para f ∈ D y t ≥ 0,

Ttf − f =

∫ t

0

TsAfds.

Mas aún, Ttf es diferenciable (respecto a t) en cero sii f ∈ D. En tal caso también

se tiene que

d

dt
Ttf = TtAf = ATtf.

Demostración. Usemos la aproximación de Yosida. El semigrupo (T λt ), por

como está definido, es continuo en t, para λ > 0 fijo. Entonces, por aproximación, lo

mismo es cierto para (Tt). Como ya se hab́ıa hecho notar, h−1(T λh −I)→ Aλ, cuando

h ↓ 0, en norma. De hecho,

d

dt
T λt = ĺım

u→t
(u− t)−1(T λu − T λt ) = ĺım

u→t
(u− t)−1T λt (T λu−t − Iλ) = T λt A

λ, t ≥ 0,

o bien, para f ∈ C0, puntualmente

T λt f − If =

∫ t

0

T λs A
λfds, t ≥ 0.

Dejando λ → ∞ y tomando f ∈ D se obtiene, por aproximación de Yosida, tanto

del generador como del semigrupo,

||T λs Aλf − TsAf || ≤ ||T λs Aλf − T λs Af ||+ ||T λs Af − TsAf ||

≤ K||Aλf − Af ||+ ||T λs Af − TsAf || → 0,
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uniformemente, para s acotada y K ∈ R+ (de hecho K ≤ 1). Entonces, en norma,

para f ∈ C0,

Ttf − If = ĺım
λ→∞

T λt f − If = ĺım
λ→∞

∫ t

0

T λs A
λfds =

∫ t

0

TsAfds, t ≥ 0.

Esto a su vez implica que d
dt
Ttf = TtAf y como sabemos que Tt conmuta con A

sobre D entonces d
dt
Ttf = ATtf . Esto prueba una implicación. Si ahora se supone

que h−1(Thf − f) → g, cuando h ↓ 0, para funciones f, g ∈ C0 entonces, como los

operadores resolventes y el semigrupo conmutan, se tiene la siguiente relación:

Rλg = ĺım
h→0

Rλ
Thf − f

h
= ĺım

h→0

ThRλf − f
h

= ĺım
h→0

Th − I
h

Rλf = ARλf,

ya que Rλ es un operador acotado sobre un espacio de Banach. Se concluye, por

definición del operador A y la igualdad anterior, que f = (λ−A)Rλf = λRλf−Rλg =

Rλ(λf − g) ∈ D. Esto prueba la implicación contraria. �

Se dice que un operador F arbitrario con dominio D ⊂ B, B de Banach, es
cerrado si su gráfica G = {(x, Fx) ∈ B2 : x ∈ D} es un conjunto cerrado en la
topoloǵıa producto sobre B2, inducida por la norma en B. F es cerrable si Ḡ es la
gráfica de un operador F̄ , denotado la cerradura de F . Es facil ver que F es cerrable
si y sólo si {xn} ⊂ D, xn → 0, Fxn → y implican y = 0. Consecuentemente,
esta última condición se puede considerar como definición alterna. Si F es cerrado y
D0 ⊂ D es tal que F |D0 tiene cerradura F entonces se dice que D0 es un núcleo de F .

En el caso particular donde el espacio de Banach es C0 y T = A es el genera-
dor infinitesimal de un semigrupo de Feller (Tt) se tiene el siguiente Lema, el cual
caracteriza los núcleos de A.

Lema 2.16. El generador A : D → C0 de un semigrupo de Feller es cerrado (de

hecho continuo si D = C0). Mas aún, D0 ⊂ D es núcleo de A si y sólo si (λ−A)D0

es denso en C0, para alguna (y entonces para toda) λ > 0.

Demostración. Si se tiene {xn} ⊂ D, xn → x y Axn → y entonces (xn −
Axn)→ x− y. Pero sabemos que Rλ es acotado (y como C0 es de Banach entonces

también continuo) para λ > 0 fija y por definición se cumple Rλ(λI − A) = I. To-

mando λ = 1 se obtiene xn = R1(I − A)xn → R1(x − y). Por unicidad de ĺımite en

espacios de Hausdorff, x = R1(x − y) ∈ D. Finalmente (I − A)x = R−1
1 x = x − y,
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i.e., Ax = y, y por lo tanto A es cerrado.

Como C0 es de Banach, en particular su topoloǵıa es inducida por una métrica

completa e invariante bajo traslaciones. Como A es lineal y cerrado si D = C0 en-

tonces, por el Teorema de la Gráfica Cerrada (Teorema 2.15 en [7]), A también es

continuo.

Supongamos que D0 ⊂ D es núcleo de A y sea λ > 0. Por definición de núcleo,

si x ∈ C0 entonces existen xn en D0, con xn → Rλx =: y ∈ D, y por lo anterior,

Axn → Ay. Por lo tanto (λI − A)xn → (λI − A)y = (λI − A)Rλy = y. Como

RλC0 = D se concluye que (λI − A)D0 es denso en D y por lo tanto en C0.

Supongamos en cambio que (λI − A)D0 es denso en C0 y x ∈ D. Por hipótesis

existen xn ∈ D0 con yn := (λI − A)xn → (λ)x =: y. Pero como Rλ es acotado, de

hecho xn = Rλyn → Rλg = x. Se concluye que Axn = λxn − yn → λx − y = Ax y

entonces D0 es núcleo. �

Ahora daremos otra condición suficiente para que un subespacio sea núcleo.

Proposición 2.17. Sea A : D → C0 el generador de un semigrupo de Feller

(Tt). Si D0 ⊂ D es un subespacio denso e invariante (bajo el semigrupo) entonces es

núcleo.

Demostración. Sabemos que el semigrupo es fuertemente continuo. Notemos

que entonces existen

Cn :=
Mn∑
i=0

ciTti →
∫
e−tTtdt = R1,

en la topoloǵıa fuerte, cuando n → ∞. Si f ∈ D0 entonces, como las sumas que

componen a cada Cn son finitas y A conmuta con Tt sobre D,

(I − A)Cnf = Cn(I − A)f → R1(I − A)f = f.
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para f ∈ D0 y entonces Cnf ∈ D0, por invariancia. Basta notar ahora que, como

por hipótesis D̄0 = C0, hemos probado que (I −A)D0 es denso en D0 y por tanto en

C0. Aśı, D0 es núcleo. �

Finalmente hemos arribado al último resultado de esta sección, el cual únicamen-
te se enuncia, ya que se requiere un poco de la teoŕıa subsecuente para demostrarlo.
El teorema da un núcleo para el generador infinitesimal de un proceso de Lévy y
también da una forma general del mismo.

Definimos C∞0 = {x ∈ C∞ : x(n) ∈ C0, n ∈ {0, 1, · · · }}, donde C∞ es el conjunto
de funciones infinitamente diferenciables con derivadas continuas.

Teorema 2.18. (Núcleo y generador de un proceso de Lévy) Supongamos que

(Tt) es el semigrupo de Feller (el semigrupo de convolución) de un proceso de Lévy

con triada caracteŕıstica (b, σ, ν). Entonces C∞0 es un núcleo para el generador A y,

para f ∈ C∞0 y x ∈ Rd, se tiene

Af(x) =
1

2

∑
i,j

σi,jf
′′
ij(x) +

∑
i

bif
′
i(x) +

∫
(f(x+ y)− f(x)−

∑
i

yif
′
i(x)1{|y| ≤ 1})ν(dy)

3. Kernel resolvente

Nótese que, a lo largo de la exposición, muchas veces las propiedades de los se-
migrupos de Feller son suficientes para el desarrollo de la teoŕıa y sólo a veces es
necesario recordar que estamos trabajando con procesos de Lévy.

Consideremos el resolvente Rλ, λ > 0, asociado a un semigrupo de Feller (Tt), a
su vez asociado a un proceso de Lévy. Como

Rλf(x) =

∫ ∞
0

e−λtTtf(x)dt =

∫ ∞
0

e−λt
∫
f(y)µt(x, dy)dt,

se introducen la medidas (finitas) γλ dadas por

γλ(dy) :=

∫ ∞
0

e−λtµt(0,−dy)dt
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que cumple, (usando la independencia de los incrementos o equivalentemente la ho-
mogeneidad espacial)

(γλ ∗ f)(x) =

∫ ∞
0

e−λt
∫
f(x− y)µt(0,−dy)dt

=

∫ ∞
0

e−λt
∫
f(u)µt(0, du− x)dt

=

∫ ∞
0

e−λt
∫
f(u)µt(x, du)dt

= Rλf(x).

De esta manera la ecuación resolvente toma la siguiente forma:

γµ − γν = (ν − µ)γµ ∗ γν .

Notemos también que si

ρλ(x, dy) :=

∫ ∞
0

e−λtµt(x, dy)dt,

entonces Rλf =
∫
fdρλ. La existencia de tales ρλ también se puede deducir de manera

abstracta a partir del Teorema de Representación de Riesz.

Definición 3.1. Dado un resolvente asociado a un semigrupo de Feller, al con-

junto

{ρλ(x, dy) : x ∈ Rd}, λ > 0 : Rλf(x) =

∫
f(y)ρλ(x, dy)

se le llama kernel resolvente.

Nos interesará ahora estudiar los resolventes que satisfacen la condición adicional
de ser absolutamente continuos.

Proposición 3.2. Sea Λ la medida de Lebesgue y (ρλ(x)) un kernel resolvente.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Existen λ > 0 y x ∈ Rd tales que ρλ(x)� Λ.

ii) ∀λ > 0 y ∀x ∈ Rd se cumple que ρλ(x)� Λ.

iii) Los operadores resolventes, Rλ, satisfacen la propiedad fuerte de Feller:

Rλf ∈ C(Rd), ∀λ > 0, ∀f ∈ L∞(Rd).
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Demostración. Supongamos que ρλ0(x0) � Λ. Esto es, si B ∈ B(Rd) con

ΛB = 0 entonces RB
λ0
f(x0) :=

∫
B
f(y)ρλ0(x0, dy) = 0, ∀f ≥ 0. Esto es, si γBλ := γλ|B,

entonces (γBλ0
∗ f)(x0) = RB

λ0
f(x0) = 0, lo cual a su vez implica que γBλ0

= 0, o bien

γλ0B = 0. Para λ > 0 arbitraria notemos, por la euación resolvente, que

γλB = γλ0B + (λ0 − λ)γλ ∗ γλ0B = 0.

Luego
∫
B
f(y)ρλ(x, dy) = (γBλ ∗ f)(x) = 0, ∀f ≥ 0 (o en C0), de donde ρλ(x,B) = 0,

o bien ρλ(x)� Λ, ∀λ > 0 y ∀x ∈ Rd. Esto muestra que i) implica ii). La implicación

inversa es inmediata.

Supongamos ahora ii). Por Radon-Nikodym existen densidades ḡλ ∈ L1(Rd) tales

que γλ(dy) = ḡλdt. Como la convolución (ḡλ ∗ f)(·) es continua para toda función

acotada f y precisamente ḡλ ∗ f = Rλf se sigue que la propiedad fuerte de Feller

se cumple. Para la implicación inversa consideremos un conjunto N , Λ-nulo, y con-

sideremos f = 1N . Claramente f ∈ L∞ por lo que Rλf es continua y en particular

integrable. Aśı,∫
Rλf(x)dx =

∫
N

Rλ1dx =

∫
N

(γλ ∗ 1)(x)dx = γλ(R
d)ΛB = 0,

ya que γλ es medida finita (de masa λ−1). Pero Rλf ≥ 0 por lo que Rλf = 0, Λ-c.d.

y como es una función continua debe suceder que Rλf = 0 idénticamente. En otras

palabras ρλ(x,N) = 0, o bien ρλ(x) � Λ, ∀x ∈ Rd y ∀λ > 0. Aśı, ii) y iii) también

son equivalentes. �

Se tiene entonces la siguiente definición, la cual puede ser modificada según la
proposición anterior. Notemos que si ḡλ es como en la proposición anterior y gλ como
en la definición siguiente entonces, para casi toda x, gλ(x) = ḡλ(−x).

Definición 3.3. Si ρ(x)� Λ decimos que el kernel resolvente Rλf(x) =
∫
f(y)ρ(x, dy)

es absolutamente continuo (o bien si satisface la propiedad fuerte de Feller). En este

caso, por Radon-Nikodym,

Rλf(x) = (γλ ∗ f)(x) =

∫ ∞
0

e−λt
∫
f(u)µt(0, du− x)dt =

∫
gλ(y − x)f(y)dy,
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para alguna gλ ≥ 0 medible, ∀x ∈ Rd, f ≥ 0 y λ > 0. A tal funcion se le llama

densidad resolvente.

Como una buena motivación para la intuición detrás de la siguiente definición
recordemos que λRλ es una contracción sobre C0 tal que ĺımλ→∞ λRλ → I.

Definición 3.4. Una función f ≥ 0 es λ-excesiva si se satisfacen las siguientes

dos condiciones:

rRr+λf ≤ f, ∀r > 0, ĺım
r→∞

rRr+λf(x) = f(x), ∀x ∈ Rd.

Equivalentemente (ver p.26 de [2]) una función f ≥ 0 es λ-excesiva si y sólo si

e−λtTtf ≤ f, ∀r > 0, ĺım
t→0+

e−λtTtf(x) = f(x), ∀x ∈ Rd.

Se dan dos ejemplos importantes de funciones λ-excesivas.

Ejemplo 3.5. Si f ≥ 0 entonces Rλf es λ-excesiva.

Demostración. Sea r > 0. Por la ecuación resolvente se tiene que

rRr+λRλf = Rλf −Rr+λf ≤ Rλf

ĺım
r→∞

rRr+λRλf = Rλf − ĺım
r→∞

(r + λ)
Rr+λf

r + λ
= Rλf −

f

ĺımr→∞(r + λ)
= Rλf.

�

Ejemplo 3.6. f(x) = Exe
−λτ ′, con τ ′ = τ ′B un tiempo de primer arribo a un

conjunto B, es una función λ-excesiva.

Demostración. Para t > 0 es evidente que puntualmente τ ′ ◦ θt ≥ τ ′ − t.

Entonces también se tiene

Ptf(x) = Exf(Xt) = ExEXte
−λτ ′ = Ex exp(−λτ ′ ◦ θt)

≤ Ex exp(−λ(τ ′ − t)) = eλtEx exp(−λτ ′) = eλtf(x),

y entonces basta escribir

rRr+λf(x) =

∫ ∞
0

re−(r+λ)tPtf(x)dt ≤
∫ ∞

0

re−(r+λ)teλtf(x)dt = f(x).



42 1. TEORÍA GENERAL DE PROCESOS DE LÉVY

Como ĺımt→0+ τ
′ ◦ θt = τ ′ y consecuentemente Ptf ↑ f , por convergencia dominada

se tiene

ĺım
r→∞

rRr+λf(x) = ĺım
r→∞

∫ ∞
0

e−u−(λu)/rPu/rf(x)du = f(x),

∀x ∈ Rd. �

La siguiente proposición muestra una relación entre el concepto de kernel abso-
lutamente continuo y las funciones excesivas.

Proposición 3.7. Sea Rλ un kernel resolvente absolutamente continuo. Entonces

las funciones λ-excesivas son continuas por debajo. También se cumple que si f, g

son funciones λ-excesivas que cumplen f ≥ g, c.s., entonces f ≥ g idénticamente.

Por completitud se menciona que cualquiera de las dos conclusiones es suficiente
para que el kernel resolvente resulte absolutamente continuo.

Demostración. Sea f una función λ-excesiva. Se tiene que supk>0Rr+λ(f∧k) =

Rr+λf , por convergencia monótona, y por hipótesis supr>0 rRr+λf = f . Pero el kernel

resolvente es absolutamente continuo y entonces satisface la propiedad fuerte de

Feller. Luego rRr+λ(f ∧ k) es continua, ∀r, k > 0. Se sigue por las dos observaciones

anteriores que supr,k>0 rRr+λ(f∧k) = f , y, por ser supremo de continuas, es continua

por debajo. Supongamos ahora que g también es λ-excesiva, con g ≤ f , c.s. Por

hipótesis ρλ(x, dy) � Λ (donde Λ es la medida de Lebesgue), ∀x ∈ Rd y ∀λ > 0.

Luego

rRr+λf ≥ rRr+λg ⇔
∫
gr+λ(y − x)f(y)dy ≥

∫
gr+λ(y − x)g(y)dy,

con gr+λ ≥ 0 densidad resolvente. La desigualdad de la derecha se cumple idénti-

camente ya que f, g son continuas por debajo y la desigualdad se cumple c.s., por

hipótesis. Entonces en todos lados se tiene

f = ĺım
r→∞

rRr+λf ≥ ĺım
r→∞

rRr+λg = g.

�

Se continúa el estudio de kerneles absolutamente continuos.
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Proposición 3.8. Sea Rλ un kernel absolutamente continuo. Entonces existe

una única función (medible) rλ tal que r̄λ(x) := rλ(−x) es λ-excesiva y

Rλf(x) =

∫
f(y)rλ(y − x)dy.

Evidentemente se busca alguna versión de la densidad resolvente.

Demostración. Sea gr la densidad resolvente. Si h = 1A, A ∈ B(Rd), entonces

se cumple∫ ∞
0

e−rtµt(0, A)dt =

∫ ∞
0

e−rt
∫

1A(y)µt(0, dy)dt = Rrh(0) =

∫
A

gr(y)dy.

Se sigue que si λ ≤ r entonces gr ≤ gλ, c.s. y por convergencia dominada que gr → 0

en media (tomando A = Rd).

Como ya se hab́ıa hecho notar, si f ≥ 0 entonces Rrf = ḡr ∗ f y la ecuación

resolvente se lee (r − λ)ḡr ∗ ḡλ = ḡλ − ḡr, c.s., y por tanto

(r − λ)Rrḡλ = (r − λ)ḡr ∗ ḡλ = ḡλ − ḡr ≤ ḡλ,

c.s. Definamos f := (r−λ)ḡλ. Para s > 0, por la ecuación resolvente y la desigualdad

anterior,

(r − λ)Rrḡλ = Rrf = Rr+sf + sRr+sRrf = (r − λ)Rr+sḡλ + sRr+s(r − λ)Rrḡλ

≤ (r − λ)Rr+sḡλ + sRr+sḡλ

= (r + s− λ)Rr+sḡλ,

y como el operador resolvente es excesivo entonces la desigualdad no solo es c.s., sino

puntual. Se ha probado que (r − λ)Rrḡλ es creciente en r. Entonces proponemos

r̄λ := ĺım
r→∞

(r − λ)Rrḡλ = ĺım
r→∞

(r − λ)ḡr ∗ ḡλ = ĺım
r→∞

(ḡλ − ḡr).

El ĺımite es único y r̄λ = ḡλ, c.s., ya que ḡr → 0 en media. Se sigue por esta razón y

de su propia definición que r̄λ es λ-excesiva. Finalmente, rλ(x) := r̄λ(−x) cumple la

igualdad deseada ya que lo mismo es cierto para la densidad resolvente. �

El siguiente resultado relaciona a las funciones excesivas integrables y las medi-
das finitas. Recordemos que una medida Radon es aquella que es localmente finita
y regular por dentro. Si el espacio sobre el cual se define tal medida es localmente
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compacto (lo cual evidentemente satisface Rd) entonces la medida también resulta
ser regular por fuera y simplemente se dice que es regular. Toda medida finita y
boreliana sobre Rd es regular.

Por el Teorema de Representación de Riesz, el espacio de medidas Radon, M =
M(Rd), y el dual de C0 son isometricamente isomorfos, por lo que M hereda una
topoloǵıa de C∗0 , la topoloǵıa vaga. Una familia S de medidas finitas (de masa k)
es relativamente compacta en la topoloǵıa vaga si toda sucesión de elementos en S
tiene una subsucesión vagamente convergente.

Por el Teorema de Prohorov, en Rd (de hecho en cualquier espacio separable y
completo) una familia S de medidas finitas es relativamente compacta si y sólo si
∀ε > 0, existe K, compacto, tal que µ(K) ≥ k − ε, ∀µ ∈ S. Si S cumple esta última
condición se dice que S es tensa.

Teorema 3.9. Sea Rλ, λ > 0, un resolvente absolutamente continuo.

i) Si rλ es la versión excesiva de la densidad resolvente y µ una medida Radon,

entonces

Rλµ(x) := (r̄λ ∗ µ)(x) =

∫
rλ(y − x)µ(dy), x ∈ Rd,

es λ-excesiva y si µ es finita entonces también Lebegue integrable.

ii) Si f es Lebesgue integrable y λ-excesiva (en particular f ≥ 0) entonces existe

una medida finita µ con

f(x) = (r̄λ ∗ µ)(x) =

∫
rλ(y − x)µ(dy), x ∈ Rd,

i.e., f = Rλµ.

Notemos que el teorema dice que existe una correspondencia biuńıvoca entre las
medidas finitas y las funciones excesivas e integrables, siempre y cuando el kernel
resolvente sea absolutamente continuo. La fortaleza de este último concepto empieza
a manifestarse.
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Demostración. Supongamos las hipótesis de i). Como r̄λ es λ-excesiva, tambien

lo son las traslaciones rλ(y − x). Como consecuencia, si r > 0 y x ∈ Rd entonces

(r − λ)RrRλµ(x) = (r − λ)Rr

∫
rλ(y − ·)µ(dy)(x)

= (r − λ)

∫
Rrrλ(y − ·)µ(dy)(x)

≤ (r − λ)

∫
rλ(y − ·)µ(dy)(x)

= Rλµ(x),

utilizando Fubini, (aplicable ya que, como las medidas son Radon y Rd es segundo

numerable, entonces en particular son σ-finitas). Por convergencia monótona

ĺım
r→∞

(r − λ)RrRλµ(x) = (r − λ)

∫
ĺım
r→∞

Rrrλ(y − ·)µ(dy)(x)

= (r − λ)

∫
rλ(y − ·)µ(dy)(x)

= Rλµ(x),

y queda mostrado que Rλµ es λ-excesiva. Si µ además es finita entonces, utilizando

Fubini, se tiene∫
Rλµ(x)dx =

∫ ∫
rλ(y − x)µ(dy)dx =

∫
(rλdx)⊗ µ(dy) = λ−1µ(Rd) <∞,

i.e., Rλµ es Lebesgue integrable. Esto muestra i). Supongamos ahora las hipótesis

de ii). Como consecuencia de la λ-excesividad de la función f se tiene que r(f −
(r − λ)Rrf) es una función no-negativa medible. Notemos que para g ≥ 0 medible

arbitraria se tiene∫
Rrg(x)dx =

∫ ∫
g(y)rr(y − x)dxdy =

∫
r−1g(y)dy,

por lo que,∫
r(f(x)− (r − λ)Rrf(x))dx =

∫
rf(x)dx−

∫
r(r − λ)

r
f(x)dx = λ

∫
f(x)dx.

Se tiene entonces una familia {r(f(x) − (r − λ)Rrf(x))dx}r>0 de medidas finitas,

ya que f es integrable. Por este mismo hecho se cumple que tal familia es tensa y

por tanto relativamente compacta en la topoloǵıa vaga. Sea µ la medida ĺımite de
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una subsucesión convergente, cuando r →∞. Si h es cualquier función continua con

soporte compacto entonces h ∗ rλ ∈ C0. Por un lado, a lo largo de la subsucesión se

tiene, por Fubini,∫
h(x)Rλµ(x)dx =

∫
h(x)

∫
rλ(y − x)µ(dy)dx

=

∫ (∫
h(x)rλ(y − x)dx

)
µ(dy)

=

∫
(h ∗ rλ)(x)µ(dx)

= ĺım
r→∞

∫
r(h ∗ rλ)(x)(f(x)− (r − λ)Rrf(x))dx,

y, por otro lado, de la ecuación resolvente se obtiene que∫
r(h ∗ rλ)(x)(f(x)− (r − λ)Rrf(x))dx =

∫
rRλh(x)(f(x)− (r − λ)Rrf(x))dx

=

∫
rh(x)Rrf(x)dx.

Por hipótesis, f es λ-excesiva aśı que, por convergencia monótona (considerando

primero el caso en que h ≥ 0) y dominada, ĺımr→∞
∫
h(x)rRrf(x)dx =

∫
h(x)f(x)dx.

Pero entonces∫
h(x)Rλµ(x)dx = ĺım

r→∞

∫
r(h ∗ rλ)(x)(f(x)− (r − λ)Rrf(x))dx

= ĺım
r→∞

∫
h(x)rRrf(x)dx =

∫
h(x)f(x)dx.

Aproximando indicadoras mediante la función h se obtiene (utilizando convergencia

monótona o dominada)
∫
B
Rλµ(x)dx =

∫
B
f(x)dx, para B ∈ B(Rd). Esto nos dice

que Rλµ = f , c.s. Pero en la implicación contraria de este teorema se probó que Rλµ

es λ-excesiva, aśı que la igualdad se debe cumplir puntualmente.

Lo único que resta probar es la unicidad de µ. Pero es inmediato de las definiciones

y Fubini que
∫
Rλµ(x)h(x)dx =

∫
(rλ ∗ h)(x)µ(x) y también las funciones rλ ∗ h =∫

h(y)rλ(y − ·)dy, h ∈ C0 conforman un conjunto denso en C0, ya que el rango de

los operadores Rλ es denso en C0 (y de hecho independiente de λ). Luego, si µ, ν son

tales que Rλµ = f y Rλν = f , entonces los funcionales lineales acotados asociados a
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tales medidas a través del isomorfismo isométrico entre el espacio de medidas Radon

y C∗0 coinciden en un conjunto denso y por tanto son el mismo. El mismo isomorfismo

entonces nos dice que µ = ν. �

En lo que resta de la sección podremos apreciar algunos resultados de la teoŕıa en
curso pero ahora para procesos de Lévy, los cuales hasta ahora no se han manifestado
en demaśıa si no es como casos espećıficos de procesos de Feller o incluso de Markov.

Recordemos que una medida arbitraria µ sobre un espacio S con σ-álgebra de
Borel es difusa si µ{x} = 0, ∀x ∈ S.

Supongamos que X es de Lévy y real. Sabemos que la σ-álgebra F0 es P -
trivial. Como la filtración natural es continua por la derecha entonces el conjunto
{ω ∈ Ω : Xtn > 0,∀tn}, para alguna sucesión tn ↓ 0, pertenece a

⋂
s>0 Fs = F0 y

por tanto tiene probabilidad cero o uno. Si X no es Poisson compuesto entonces el
proceso abandona el origen, c.s., inmediatamente después del cero y por tanto entra
al semiplano superior o al inferior inmediatamente, c.s..

Proposición 3.10. Sea X de Lévy pero no Poisson compuesto. Entonces las

medidas resolventes ρλ son difusas, i.e., ρλ(x, {y}) = 0, ∀λ > 0 y ∀x, y ∈ Rd.

Demostración. Bastará probar que las proyecciones son difusas, i.e., supon-

gamos de inicio que X es real. Si sucede que, c.s., τ(0,∞) = 0 entonces el proceso

entra de inmediato al semiplano superior y, como las trayectorias son continuas por

la derecha, también, c.s., τ(0,ε) = 0, ∀ε > 0. Notemos que como τ(δ,ε) ↓ τ(0,ε), dado

ε > 0 existe δ > 0 tal que E exp(−λτ(δ,ε)) > 2−1. Si se toma entonces a δ como la

nueva ε se construye recursivamente una sucesión εn ↓ 0 que cumple Ee−λτn > 2−1,

donde τn := τ(ε(n+1),ε(n)). Si además Bn := (εn+1, εn), entonces

ρλ(0, Bn) =

∫ ∞
0

e−λtµt(0, Bn)dt = E

∫ ∞
τn

1{Xt∈Bn}e
−λtdt



48 1. TEORÍA GENERAL DE PROCESOS DE LÉVY

y además

E

∫ ∞
τn

1{Xt∈Bn}e
−λtdt = EE

(∫ ∞
τn

1{Xt∈Bn}e
−λtdt|Fτn

)
= EEXτn

∫ ∞
0

1{Xt∈Bn}e
−λtdt

=

∫
B̄n

∫ ∞
0

e−λtµt(x,Bn)dt

∫ ∞
0

e−λsP (τn ∈ ds,Xτn ∈ dx)

=

∫
B̄n

Rλ1Bn(x)

∫ ∞
0

e−λsP (τn ∈ ds,Xτn ∈ dx)

=

∫
B̄n

ρλ(x,Bn)

∫ ∞
0

e−λsP (τn ∈ ds,Xτn ∈ dx),

ya que la propiedad Fuerte de Markov nos dice que EXτ ξ = Eν(ξ ◦ θτ |Fτ ), para τ

de paro, ξ medible y ν distribución inicial arbitraria. Entonces por la monotońıa de

medidas y homogeneidad espacial se obtiene

ρλ(0, Bn) = E

∫ ∞
τn

1{Xt∈Bn}e
−λtdt ≥

∫
Bn

ρλ(x, {x})
∫ ∞

0

e−λsP (τn ∈ ds,Xτn ∈ dx) ≥ 2−1ρλ(0, {0}).

Notemos que además se cumple∑
n

ρλ(r, Bn) ≤ ρλ(0, R) =

∫ ∞
0

e−λtµt(0, R)dt =

∫ ∞
0

e−λtdt = λ−1,

Por lo que ρλ(0, {0}) = 0, ya que 0 ≤ ρλ(0, {0}) ≤ 2ρλ(r, Bn)→ 0.

Si Px(τ{y} < ∞) = 0, entonces ρλ(x, {y}) =
∫∞

0
e−λtµt(x, {y})dt = 0. En caso

contrario se puede aplicar la propiedad fuerte de Markov, haciendo τ := τ{y},

ρλ(x, {y}) = Ex

∫ ∞
τ

1{Xt∈{y}}e
−λtdt =

∫
{y}

ρλ(u, {y})
∫ ∞

0

e−λsPx(τ ∈ ds,Xτ ∈ du) = 0.

Como, con excepción de un proceso Poisson compuesto, todo Lévy satisface que

P (τ(0,∞) = 0) = 1, o bien P (τ(−∞,0) = 0) = 1, se sigue de lo anterior la conclusión

deseada, considerando (posiblemente) a −X. �

Corolario 3.11. Sea X de Lévy. Si existen t > 0 y xt ∈ Rd tales que P (Xt =

xt) > 0 entonces X es Poisson compuesto con deriva.
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Demostración. La convolución de una medida difusa con otra medida arbitra-

ria sigue siendo difusa. Entonces por la ecuación Chapman-Kolmogorov debe existir

xs tal que P (Xs = xs) > 0, ∀s ≤ t. Si Y es una simetrización de X entonces

P (Yt > 0) ≥ P (Xs = xs)2 > 0. Luego la medida resolvente es atómica también

y por lo tanto Y debe ser Poisson compuesto y se concluye que X es Poisson con

deriva. �

4. Comportamiento asintótico

El ĺımite de medidas es medida. Por convergencia monótona el siguiente concepto
está bien definido.

Definición 4.1. Consideremos la familia de medidas resolventes ρλ(x, ·), x ∈ Rd.

Definimos las medidas potenciales, ρ(x, ·), para B ∈ B(Rd),

ρ(x,B) = ĺım
λ→0

ρλ(x,B) = ĺım
λ→0

Rλ1B(x) = ĺım
λ→0

∫ ∞
0

e−λtµt(x,B)dt =

∫ ∞
0

µt(x,B)dt.

Notemos que por Fubini (condicional) se tiene también que ρ(x, ·) =
∫∞

0
Px(Xt ∈

·)dt = Ex
∫∞

0
1{Xt∈·}dt. La medida resultante toma valores reales extendidos.

Igualdades del siguiente tipo ya han sido usadas anteriormente, sin embargo la
siguiente fórmula es útil y frecuentemente usada; se incluye por completitud. Su-
pongamos que A ∈ B(Rd) y consideremos a τA. Si u ≤ τA entonces claramente∫ u

0
1{Xt∈A}dt = 0. Si además A es cerrado o abierto, en particular la propiedad de

Markov es aplicable y se tiene por la fórmula de probabilidad total que

ρ(x,A) = Ex

∫ ∞
0

1{Xt∈A}dt = Ex

∫ ∞
τA

1{Xt∈A}dt

=

∫
Ā

Ey

∫ ∞
0

1{Xt∈A}dtPx(XτA ∈ dy)

=

∫
Ā

ρ(y, A)Px(XτA ∈ dy).

Se prosigue a definir recurrencia y transitoriedad en términos de las medidas
potenciales de un proceso de Lévy.

Definición 4.2. Sean (ρ(x, ·), x ∈ Rd) las medidas potenciales de un proceso de

Lévy X. Decimos que:
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X es transitorio si ((ρ(x, ·), x ∈ Rd)) son de Radon (localmente finitas y regulares

por dentro), i.e. ρ(x,K) <∞, ∀K compacto y x ∈ Rd.

X es recurrente si ρ(0, U) =∞, ∀U vecindad acotada del origen.

Notemos que si ρ(0, K) <∞ para todo K compacto entonces, como todo proceso
con incrementos independientes es homogéneo espacial,

ρ(0, K − x) =

∫ ∞
0

µt(0, K − x)dt =

∫ ∞
0

µt(x,K)dt = ρ(x,K),

de donde basta verificar el caso cuando x = 0 para decidir si un proceso de Lévy es
transitorio o no.

Es importante mencionar que los resultados anteriores sobre medidas resolventes
son válidos también para las medidas potenciales si el proceso de Lévy es transito-
rio. Esto se debe a que la mayoŕıa de las pruebas son válidas gracias a Fubini, el
cual está garantizado, en este caso, localmente, gracias a la finitud de la integral que
representa a las medidas potenciales y las extensiones a todo el espacio se siguen
de la σ-finitud de Rd. La única diferencia está (y se hace evidente en la prueba) en
que la propiedad fuerte de Feller ahora no se sigue de la continuidad absoluta de las
medidas potenciales, sin embargo, la propiedad (modificada) de Feller para funciones
que no solo están en L∞, sino también en FK (las funciones con soporte compacto)
śı es consecuencia de tal condición.

Intuitivamente la definición nos dice que un proceso de Lévy no puede ser tran-
sitorio y recurrente a la vez. La intuición en este caso es verificada por la siguiente
proposición.

Proposición 4.3. Un proceso de Lévy siempre es transitorio o recurrente, pero

nunca ambos a la vez.

Demostración. Supongamos que existe una vecindad acotada del origen, U ,

tal que ρ(0, U) < ∞, negando aśı que X sea recurrente. Supongamos sin pérdida

de generalidad que U es una bola abierta con centro en el origen y de radio ε, para

algun ε > 0. Si V es la bola cerrada con mismo centro pero de radio ε/4 entonces

claramente V − V ⊂ U . Considere el tiempo de paro τV . Entonces, por la propiedad
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fuerte de Markov (como está indicado al comienzo de esta sección)

ρ(x, V ) = Ex

∫ ∞
0

1{Xt∈V }dt =

∫
V

ρ(y, V )Px(XτV ∈ dy),

para x ∈ Rd. Pero por monotońıa de una medida (ya que V − z ⊂ V − V ⊂ U) se

tiene, por otro lado, que∫
V

ρ(y, V )Px(XτV ∈ dy) ≤ sup
z∈V

ρ(z, V ) = sup
z∈V

ρ(0, V − z) ≤ ρ(0, V − V ) ≤ ρ(0, U) <∞,

por lo que se concluye que ρ(x, V ) < ∞, ∀x ∈ Rd. Si K es compacto, tomando

una cubierta abierta {Vα} y de ah́ı una subcubierta finita {Vi}ni=1, donde cada Vi =

V + zi, zi ∈ Rd, se obtiene, para x ∈ Rd,

ρ(x,K) =

∫ ∞
0

µt(x,K)dt ≤
n∑
i=1

∫ ∞
0

µt(x− zi, V )dt =
n∑
i=1

ρ(x− zi, V ) <∞,

i.e., el proceso es recurrente. �

Antes de probar una caracterización de los procesos recurrentes mediante el expo-
nente caracteŕıstico es conveniente tener expresiones para la transformada de Fourier
del semigrupo asociado a un proceso de Lévy, aśı como para los operadores resolven-
tes. F̂ g denota la transformada de Fourier de g ∈ L1(Rd).

Lema 4.4. Para el semigrupo de convolución (Pt), kernel resolvente Rλ, λ > 0,

y generador infinitesimal A : D → C0, de un proceso de Lévy, se cumple, para

f ∈ L1 ∩ L∞, g ∈ D con Ag ∈ L1 y s ∈ Rd,

F̂Ptf(s) = exp(−tΨ(−s))F̂ f(s), F̂Rλf(s) =
F̂ f(s)

(λ+ Ψ(−s))
, F̂Ag(s) = −Ψ(s)F̂ g(s),

donde Ψ es el exponente caracteŕıstico.

Demostración. Por Lévy-Khintchine,

F̂Ptf(s) =

∫
eisxExf(Xt)dx = E

∫
eisxf(Xt + x)dx

= E

∫
eis(u−Xt)f(u)du

=

(∫
eisuf(u)du

)
E exp(−isXt)

= F̂ f(s) exp(−tΨ(−s)).
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Aśı

F̂Rλf(s) =

∫
eisx

∫ ∞
0

e−λtPtf(x)dtdx =

∫ ∞
0

e−λt
∫
eisxPtf(x)dxdt

=

∫ ∞
o

F̂ f(s) exp(−t(Ψ(−s) + λ))dt

=
F̂ f(s)

(λ+ Ψ(−s))
.

Si g ∈ D entonces g = Rλf , por lo que de lo anterior se obtiene

F̂Ag(s) = F̂ (λI −R−1
λ )g(s) = F̂ λg(s)− F̂ f(s)

= F̂ λg(s)− (λ+ Ψ(−s))F̂ g(s) = −Ψ(s)F̂ g(s).

�

Ahora se da la caracterización mencionada anteriormente.

Teorema 4.5. Un proceso de Lévy con exponente caracteŕıstico Ψ es transitorio

si y sólo si existe una vecindad U del origen tal que

ĺım sup
λ→0+

∫
U

Re{(λ+ Ψ(u))−1}du <∞.

Demostración. Sea Br = [−r, r] (la demostración es análoga para d > 1 si se

reemplaza Br con [−r, r]d y se utiliza Fubini). Si f := 1Br ∗ 1Br es claro que es un

función continua, no-negativa y con soporte Br +Br. Además

F̂ f(s) = (F̂1Br(s))
2 =

(∫
Br

eisxdx

)2

=

(
2

∫
Br∩R+

cos(su)du

)2

= (2 sin(rs)/s)2,

siempre y cuando s 6= 0 y por continuidad, F̂ f(0) = 4r2. Por este mismo he-

cho, F̂ f es acotada. Por la fórmula de Lévy-Khintchine ReΨ(u) = uσu/2 +
∫

(1 −
cos(ux))ν(dx) ≥ 0, ∀u ∈ R, donde (b, σ, ν) es la triada caracteŕıstica del proceso

de Lévy. Entonces |λ + Ψ| ≥ λ > 0 y aśı |λ + Ψ|−1 es acotada. Se sigue que, co-

mo Rλf ∈ L1 y F̂Rλf(s) = F̂ f(s)(λ + Ψ(−s))−1 ∈ L1 entonces podemos aplicar
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inversión de Fourier:

Rλf(0) =
1

2π

∫
F̂Rλf(s)ei·0·sds =

1

2π

∫
F̂ f(s)

(λ+ Ψ(−s))
ds =

1

2π

∫
(2 sin(rs)/s)2

(λ+ Ψ(−s))
ds

=
1

2π

∫
Re

(2 sin(rs)/s)2

(λ+ Ψ(−s))
ds,

ya que Rλf es real.

Como f = 1Br ∗ 1Br =
∫
Br

1Br(· − y)dy ≤ Λ(Br)1Br+Br = 2r1{[−2r, 2r]}, donde

Λ es la medida de Lebesgue, entonces

2rρ(0, Br +Br) = ĺım
λ→0+

Rλ{2r1[−2r,2r](0)} ≥ ĺım
λ→0+

Rλf(0) =
1

2π
ĺım
λ→0+

∫
Re

(2 sin(rs)/s)2

(λ+ Ψ(−s))
ds.

Como (2 sin(rs)/s)2 es acotada por debajo en entornos pequeños del origen, si r > 0

fija es suficientemente pequeña, existe M > 0 tal que

ρ(0, [−2r, 2r]) ≥ ĺım sup
λ→0+

M

∫
Br

Re
1

(λ+ Ψ(−s))
ds = ĺım sup

λ→0+
M

∫
Br

Re
1

(λ+ Ψ(s))
ds.

Si la ultima cantidad es infinita entonces ρ(0, [−2r, 2r]) = ∞ y como r > 0 fue ar-

bitrariamente pequeña entonces ρ(0, U) =∞ para cualquier vecindad acotada U del

origen, i.e., X es recurrente.

Si en cambio ĺım supλ→0+

∫
Br+Br

Re{(λ + Ψ(u))−1}du < ∞, para alguna r > 0,

considere g(s) := (2 sin(rs)/s)2 si s 6= 0 y naturalmente g(0) = (2r)2. También, por

inversión de Fourier (aplicable ya que g, 1Br ∗ 1Br ∈ L1),

F̂ g(s) =

∫
g(x)eisxdx =

∫
F̂ (1Br ∗ 1Br)(x)eisxdx = 2π(1Br ∗ 1Br)(s),

c.s., y, consecuentemente, por continuidad, la igualdad es puntual. Por esta razón,

aplicando una vez mas inversión de Fourier,

Rλg(0) =
1

2π

∫
F̂Rλg(s)ei·0·sds =

1

2π

∫
F̂ g(s)

(λ+ Ψ(−s))
ds =

∫
Br+Br

(1Br ∗ 1Br)(s)

(λ+ Ψ(−s))
ds

≤
∫
Br+Br

2r

(λ+ Ψ(−s))
ds
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y notando que (2 sin(rs)/s)2 ≥ r2 si s ∈ V , para un entorno V suficientemente

pequeño del origen (por continuidad de g en cero), se obtiene

r2ρ(0, V ) = ĺım
λ→0+

Rλ(r
21V )(0) ≤ ĺım

λ→0+
Rλg(0) ≤ ĺım sup

λ→0+

∫
Br+Br

2r

(λ+ Ψ(−s))
ds <∞,

de donde X no puede ser recurrente y por tanto debe ser transitorio. �

Supongamos ahora que la medida potencial tiene soporte Sρ. Decimos que x ∈ Rd

es posible si x ∈ Sρ. Notemos que x es posible si y sólo si
∫
µt(0, U)dt = ρ(0, U) > 0

para cualquier entorno U de x, lo cual sucede si y sólo si (por la continuidad por
la derecha de las trayectorias) para todo entorno U de x existe t > 0 tal que
P (Xt ∈ U) = µt(0, U) > 0, o bien sii P (τU < ∞) > 0 para todo entorno U de
x, por la propiedad fuerte de Markov (para la necesidad).

Si x, y ∈ Sρ y |x − z| ≤ ε entonces z + Bε(y) ⊂ B2ε(x + y), por lo que 0 <
P (τBε(y) <∞) ≤ Pz(τB2ε(x+y) <∞) y aśı

P (τB2ε(x+y) <∞) ≥ P (τBε(x) <∞)EPXτBε(x)
(τB2ε(x+y) <∞|τBε(x) <∞) > 0,

de donde x+ y ∈ Sρ y Sρ adopta una estructura de semigrupo. Por conveniencia su-
pondremos que tal semigrupo coincide con Rd, i.e. que Sρ = Rd, en cual caso diremos
que todo el espacio (de estados) es posible. Por lo anterior, basta fijarnos en el gru-
po generado por el soporte de P (Xt ∈ ·) para determinar si todo el espacio es posible.

Si, para toda vecindad U del origen, x es tal que P (∃s ≥ t : Xs ∈ x+U) = 1, ∀t ≥
0, entonces decimos que x ∈ S ′. Tomando t = 0 se tiene S ′ ⊂ Sρ. Una relación mas
ı́ntima entre S ′ y Sρ es la siguiente.

Lema 4.6. Si Sρ = Rd entonces S ′ es abierto y cerrado.

Demostración. Si S ′ 6= ∅, sean y ∈ S ′ y x ∈ Sρ. Sean U, V entornos del origen

con U − Ū ⊂ V y sea t ≥ 0. Entonces

P (∃s ≥ t+ τx+U : Xs ∈ y + U |τx+U <∞) = 1,

ya que y ∈ S ′. Aplicando ahora la propiedad fuerte de Markov y usando que U−Ū ⊂
V se tiene

1 =

∫
x+U

Pv(∃s ≥ t : Xs ∈ y + U)P (Xτx+U
∈ dv|τx+U <∞) ≤ P (∃s ≥ t : Xs ∈ y − x+ V ),
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por lo que incluso y − x ∈ S ′. Aśı, si x, y ∈ S ′ ⊂ Sρ, entonces 0 = y − y ∈ S ′,

−y = 0 − y ∈ S ′ y x − y ∈ S ′. Se concluye que, como S ′ es grupo y contiene a Sρ,

Rd = Sρ ⊂ S ′ ⊂ Rd y por tanto S ′ es abierto y cerrado. �

Ahora podemos dar una caracterización asintótica de los procesos de Lévy a
través de S ′ y Sρ.

Teorema 4.7. Si Sρ = Rd entonces el proceso de Lévy subyacente es transitorio

si y sólo si S ′ = ∅, o bien si y sólo si ĺımt→∞ |Xt| =∞, c.s.

Demostración. Sean U, V vecindades cerradas del origen (se puede pensar en

bolas) tales que U + U ⊂ V . Se tiene trivialmente ı́nf{t ≥ 0 : Xt + y /∈ V } ≥
ı́nf{t ≥ 0 : Xt /∈ U}, ∀y ∈ U , por lo que Eyτ

′
V c ≥ Eτ ′Uc > 0, ∀y ∈ U , e incluso

K := ı́nfy∈U Eyτ
′
V c > 0.

Considérese ahora la sucesión de tiempos de paro (σi, νi)i donde σ1 = τ ′V c y

recursivamente νi = τ ′U ◦ θσi , σi+1 = τ ′V c ◦ θνi , i = 1, 2, · · · . Como, por hipótesis

Rd = Sρ entonces S ′ es abierto y cerrado. Si S ′ = Rd entonces, por definición de S ′,

con probabilidad uno los tiempos de paro definidos anteriormente (de hecho cualquier

tiempo de entrada o salida a abiertos o cerrados) son finitos. Aśı, la propiedad fuerte

de Markov es aplicable y se cumple que X es recurrente:

ρ(0, V ) =

∫ ∞
0

µt(0, V )dt ≥ E
∞∑
n=1

[σn+1 − νn] ≥ E
∞∑
n=1

[EXνnτ
′
V c ] ≥

∞∑
n=1

K =∞.

Si en cambio S ′ = ∅, por definición debe existir ε > 0, un entorno del origen cerrado

V y s > 0 tales que P (∃t ≥ s : Xt ∈ V ) < 1− ε. Sea U vecindad cerrada del origen

con U − U ⊂ V . Para todo y ∈ U se tiene, por monotońıa de la medida,

Py(∃t ≥ s : Xt ∈ U) ≤ P (∃t ≥ s : Xt ∈ V ) < 1− ε.

Se introducen recursivamente los tiempos de paro τ0 = 0, τi+1 = τ ′U ◦ θs+τi , i =

0, 1, · · · , con la propiedad que ∀τn <∞,
⋃
n[τn, τn + s] ⊃ {u : Xu ∈ U}, por lo que

ρ(0, U) =

∫ ∞
0

µt(0, U)dt ≤
∫ ∞

0

∞∑
n=0

E(1[τn,τn+s](t)|τn <∞)P (τn <∞)dt =
∞∑
n=0

sP (τn <∞).
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Pero por la propiedad fuerte de Markov

P (τn+1 <∞|τn <∞, Xτn = y) = Py(∃t ≥ s : Xt ∈ U) < 1− ε,

de donde P (τn < ∞) = P (τn < ∞|τn−1 < ∞)P (τn−1 < ∞) < (1 − ε)P (τn−1 < ∞),

e iterando la desigualdad de obtiene P (τn <∞) ≤ (1− ε)n. Aśı se cumple que X es

transitorio:

ρ(0, U) ≤
∞∑
n=0

s(1− ε)n =
s

ε
<∞.

Para la otra equivalencia notemos primero que si ĺımt→∞ |Xt| = ∞, c.s., entonces

no hay puntos cuya base local topológica sea visitada en tiempos arbitrariamente

grandes, i.e., S ′ = ∅. Si en cambio se asume esta última condición entonces, por lo

anterior, ĺımn→∞ P (τn < ∞) ≤ ĺımn→∞(1 − ε)n = 0. Sea W un entorno cerrado del

origen con W −W ⊂ U . Entonces, para todo x ∈ W se tiene

ĺım
t→∞

Px(∃u ≥ t : Xu ∈ W ) ≤ ĺım
n→∞

P (τn+1 <∞) = 0,

concluyendo la prueba, notando que el anterior limite se extiende a x ∈ Rd y W

compacto arbitrarios mediante una homotecia de V, U,W . �

Notemos que la caracterización anterior nos dice también que si Sρ = Rd entonces
X es recurrente si y sólo si S ′ = Rd, o bien si y sólo si, con probabilidad uno,
ĺımt→∞ |Xt| 6= ∞. A continuación caracterizamos la recurrencia de un proceso de
Lévy de otra manera.

Teorema 4.8. Un proceso de Lévy con Sρ = Rd es recurrente si y sólo si para

todo boreliano K con ΛK > 0 se cumple ρ(x,K) =∞, para casi todo x ∈ Rd.

Nótese que la suficiencia es inmediata, por definición de recurrencia, aśı que basta
probar la necesidad de la condición acertada. Es de apreciarse la gran extensión que
este teorema brinda a la noción de recurrencia, ya que, por ejemplo, existen conjuntos
que se construyen de manera análoga al conjunto de Cantor que tienen medida de
Lebesgue positiva.

Demostración. Sean U, V vecindades abiertas y acotadas del origen tales que

Ū − Ū ⊂ V , por lo que trivialmente U ⊂ x − y + V si y ∈ x + Ū y en tal caso



4. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO 57

ρ(0, x− y + V ) ≥ ρ(0, U). Si x ∈ S ′ = Rd entonces P (τx+U <∞) = 1, por lo que la

propiedad fuerte de Markov es aplicable y

ρ(0, x+ V ) =

∫
x+V

ρ(y, x+ V )P (Xτx+V
∈ dy) ≥

∫
x+U

ρ(0, x− y + V )P (Xτx+U
∈ dy)

≥ ı́nf
y∈x+Ū

ρ(0, x− y + V )P (Xτx+U
∈ x+ U)

= ı́nf
y∈x+Ū

ρ(0, x− y + V )P (τx+U <∞)

≥ ρ(0, U)P (τx+U <∞) = ρ(0, U),

lo cual muestra que ρ(z, U) =∞ para cualquier punto z := −x ∈ Rd.

Si K1, K2 son compactos con ΛKi > 0 se obtiene∫
K1

ρ(x,K2)dx =

∫
K1

ρ(0, K2 − x)dx =

∫
K1

∫
1K2(x+ y)ρ(0, dy)dx

=

∫ ∫
K1

1K2(x+ y)dxρ(0, dy)

y como ambos compactos tienen medida de Lebesgue positiva se cumple que g(y) :=∫
K1

1K2(x+y)dx es una función continua y g 6= 0. Aśı existe n tal que g−1(1/n,∞) =:

A es abierto no vaćıo, por lo que lo anterior sustenta la ultima igualdad en lo que

sigue: ∫
K1

ρ(x,K2)dx =

∫
g(y)ρ(0, dy) ≥ n−1ρ(0, A) =∞.

Dejando correr a K1 sobre el conjunto de compactos (conjunto que bastará ya que

la medida de Lebesgue es regular) con ΛK1 > 0 se concluye que ρ(x,K2) =∞ para

casi toda x ∈ Rd (c.r.a Λ). Finalmente, si K es como el el enunciado del teorema

entonces ∃K ′ ⊂ K compacto con ΛK ′ > 0 y se usa la monotońıa de la medida ρ. �

Se cierra la sección con un teorema importante sobre el comportamiento asintótico
de un proceso de Lévy, el cual solo se enuncia. La demostración se puede encontrar,
por ejemplo, en p. 38 de [2].
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Teorema 4.9. (Teorema de renovación) Si Sρ = R, E|X1| <∞ y k := EX1 > 0

entonces, vagamente,

kρ(x, ·)→ Λ(·), x ↓ −∞, kρ(x, ·)→ 0, x ↑ ∞.

5. Dualidad

La discusión se torna a la teoŕıa potencial de los procesos de Lévy. Los siguientes
resultados son válidos para procesos de Markov mas generales con algunas restric-
ciones especiales, sin embargo los procesos de Lévy no requieren ninguna hipótesis
extra.

Definición 5.1. Sea X de Lévy. Se dice que −X =: X̂ es el proceso dual de X.

Se adopta la misma notación para el proceso dual que para X con la única diferencia

siendo que todos sus elementos adquieren un gorro (p.ej. P̂x es la ley de x+X bajo

P̂ , o equivalentemente la ley de X̂ bajo P−x) Además se dice que X es simétrico si

Ψ ∈ R, en cual cuyo también Ψ̂ = Ψ = Ψ y por tanto P = P̂ .

La siguiente proposición sirve como buena motivación para el término recién
definido (dual).

Proposición 5.2. Para todas f, g ≥ 0 medibles, t ≥ 0 y λ > 0 se tiene∫
Ptf(x)g(x)dx =

∫
f(x)P̂tg(x)dx,

∫
Rλf(x)g(x)dx =

∫
f(x)R̂λg(x)dx.

Demostración. Fubini es aplicable en este contexto. Para la primera igualdad

se tiene∫
Ptf(x)g(x)dx = E

∫
f(Xt + x)g(x)dx = E

∫
f(u)g(u−Xt)du

= Ê

∫
f(u)g(u+Xt)du =

∫
f(u)P̂tg(u)du.

Consecuentemente se obtiene∫
Rλf(x)g(x)dx = =

∫ ∞
0

∫
e−λtPtf(x)g(x)dxdt

=

∫ ∞
0

∫
e−λtf(x)P̂tg(x)dxdt =

∫
f(x)R̂λg(x)dx.

�
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En particular, si g = 1 se obtiene
∫
f(x)dx =

∫
Ptf(x)dx, para f ≥ 0, propiedad

a la que se le conoce como invariancia de la medida de Lebesgue para el semigrupo
(Pt).

Lema 5.3. (Dualidad) El proceso revertido (X(t−s)− −Xt)0≤s≤t y el proceso dual

(X̂s)0≤s≤t se distribuyen igual.

Demostración. El proceso revertido es c.s. càdlàg que comienza en cero y con

incrementos independientes y estacionarios. Aśı basta notar que (X(t−s)− − Xt) ∼
(X−(t−s)+(t−s)− −Xt−(t−s)) ∼ −Xs. �

El siguiente resultado nos dice, informalmene, que al revertir un puente de Lévy
se obtiene un puente del proceso dual. La definición formal de un puente de Lévy no
será necesaria para la discusión que sigue.

Corolario 5.4. La ley del proceso (X(t−s)−)0≤s≤t bajo Px(·|Xt = y) es una

versión de la ley condicional de (Xs)0≤s≤t bajo P̂y(·|Xt = x), para todo x, y ∈ Rd.

Demostración. Si 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ t y f : Rnd → R+ medible entonces

simplemente∫
Ex(f(X(t−t1)−, · · · , X(t−tn)−)|Xt = y)P̂y(Xt ∈ dx)

=

∫
E(f(X(t−t1)− + x, · · · , X(t−tn)− + x)|Xt = y − x)P (y −Xt ∈ dx)

= Ef(X(t−t1)− + [y −Xt], · · · , X(t−tn)− + [y −Xt])

= Êyf(Xt1 , · · · , Xtn)

=

∫
Êy(f(Xt1 , · · · , Xtn)|Xt = x)P̂y(Xt ∈ dx),

donde se usó que el proceso revertido tiene incrementos independientes y también se

aplicó el lema de dualidad. Como f es arbitraria se concluye la demostración. �

Consideremos ahora una función Ft-medible, g : Ω → R+. El resultado recién
probado nos asegura que si Ys = X(t−s)− entonces∫

Exg(Y )dx =

∫ ∫
Ex(g(Y )|Xt = y)Px(Xt ∈ dy)dx

=

∫ ∫
Êy(g(X)|Xt = x)Px(Xt ∈ dy)dx.
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Pero si hacemos f = 1A, h = 1B, indicadoras de medibles, y como∫
B

Px(Xt ∈ A)dx =

∫
Exf(Xt)h(x)dx

=

∫
f(x)Êxh(Xt)dx =

∫
A

P̂x(Xt ∈ B)dx,

se sigue que Px(Xt ∈ dy)dx y P̂y(Xt ∈ dx)dy son la misma medida. Entonces la
expresión anterior se puede escribir como∫

Exg(Y )dx =

∫ ∫
Êy(g(X)|Xt = x)Px(Xt ∈ dy)dx

=

∫ ∫
Êy(g(X)|Xt = x)P̂y(Xt ∈ dx)dy

=

∫
Êyg(X)dy,

y como g es arbitraria se concluye que los procesos Y y X̂ se distribuyen igual bajo
la medida

∫
Px(·)dx.

Se busca ahora dar resultados duales para procesos matados en un cierto tiempo
de entrada a un conjunto abierto o cerrado. Recordemos que el operador κt sobre Ω
es tal que κtω(s) = ω(s) si s < t y en caso contrario mapea la trayectoria a un punto
cementerio. Si X es un proceso, la distribución del proceso matado en el tiempo de
la primera entrada a B ∈ B(Rd), X ◦κτB , bajo la medida Px, se denotará PB

x . Se de-
nota por ζ al tiempo de la primera (y única) entrada al cementerio, el tiempo de vida.

X ◦κτB resulta ser un proceso de Markov, según se muestra a continuación. La ex-
tensión para mostrar que de hecho la propiedad fuerte de Markov se cumple, es clara
de la demostración para procesos de Lévy en general y de la siguiente proposición.

Proposición 5.5. El proceso trasladado X ◦ θt, condicional a t < ζ (y entonces

considerado sobre [t, ζ)) con Xt = y y bajo PB
x tiene ley PB

y y es independiente de

Ft.

Demostración. Puntualmente, si t < τB, X ◦ θt ◦ κτB = X ◦ κτB ◦ θt. Pero

entonces, si A ∈ Ft, ω ∈ A si y solo si κτBω ∈ A, c.s. sobre {t < τB}. Aśı, si g ≥ 0 es
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Ω-medible,

EB
x (g(X ◦ θt);A, t < ζ) = Ex(g(X ◦ θt ◦ κτB);A, t < τB)

= Ex(g(X ◦ κτB ◦ θt);A, t < τB)

=

∫
EB
y g(X)PB

x (A, t < ζ,Xt ∈ dy),

donde la propiedad de Markov (simple) se usó en la última igualdad. �

Se extienden a continuación los conceptos de semigrupo y operadores resolventes
para procesos matados. Sea f ≥ 0 Ω-medible con f(B) = {0}. Se definen

PB
t f(x) = EB

x (f(Xt); t < ζ) = Ex(f(Xt); t < τB),

RB
λ f(x) =

∫ ∞
0

e−λtPB
t (x)dt = Ex

∫ τB

0

e−λtf(Xt)dt,

y similarmente se definen el semigrupo y operadores resolventes del proceso dual
matado al tiempo de primera entrada a B de la manera esperada y se denotan (P̂B

t )

y (R̂B
λ ).

Ahora se da un resultado dual para procesos matados.

Teorema 5.6. (Identidad de Hunt) Sean f, g ≥ 0 medibles y B ⊂ Rd abierto o

cerrado. Entonces

∫
PB
t f(x)g(x)dx =

∫
f(x)P̂B

t g(x)dx,

∫
RB
λ f(x)g(x)dx =

∫
f(x)R̂B

λ g(x)dx.

Demostración. Sea B abierto. Por quasi-continuidad, (Xs)0≤s≤t entra a B si y

sólo si (X(t−s)−)0≤s≤t lo hace. Aśı, por la reversibilidad de puentes y recordando que
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las medidas Px(Xt ∈ dy)dx y P̂y(Xt ∈ dx)dy son la misma,∫
g(x)PB

t f(x)dx =

∫
Ex(f(Xt); t < τB)g(x)dx

=

∫ ∫
f(y)Px(t < τB|Xt = y)Px(Xt ∈ dy)g(x)dx

=

∫ ∫
f(y)P̂y(t < τB|Xt = x)Px(Xt ∈ dy)g(x)dx

=

∫ ∫
g(x)P̂y(t < τB|Xt = x)P̂y(Xt ∈ dx)f(y)dy

=

∫
Êy(g(Xt); t < τB)f(y)dy =

∫
f(y)P̂B

t g(y)dy.

Si en cambio B es cerrado existen Bn ⊃ B abiertos con
⋂
Bn = B y consecuentemen-

te τBn ↑ τB, c.s. y por tanto PBn
t f(x) ↑ PB

t f(x). Lo mismo es cierto bajo las medidas

P̂x, x ∈ Rd, por lo que convergencia dominada se encarga del resto. Finalmente la

segunda igualdad por probar es una consecuencia trivial de Fubini.

�

6. Capacidad

Se introducen las medidas λ-capacitarias. En las demostraciones de los resultados
se encuentra la noción extendida correspondiente a un proceso transitorio con λ = 0.

Definición 6.1. Sean X de Lévy, A boreliano, B abierto o cerrado y λ > 0. Se

define la medida λ-capacitaria de B como

µBλ (A) = λ

∫
Ex(e

−λτB ;XτB ∈ A)dx.

Notemos que tal medida está relacionada con la distribución del primer punto de
B que el proceso visita. Es un resultado fino el hecho que la definición no cambia si
se usa el primer tiempo de arribo a B, τ ′B, en lugar de τB.

La segunda aserción del siguiente resultado es intuitivamente clara a partir de la
definición.

Lema 6.2. La medida λ-capacitaria de B es de Radon y tiene soporte en B̄.
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Demostración. Sean R > 0 y A = B̄R(0), C = B̄R/2(0) para que aśı ρλ(y, A) ≥
ρλ(0, C) > 0, ∀y ∈ C, la positividad estricta por la inviariancia de la medida de

Lebesgue para el semigrupo asociado. Además por la propiedad fuerte de Markov en

FτC se tiene

ρλ(x,A) =

∫ ∞
0

e−λtPx(Xt ∈ A)dt = Ex

∫ ∞
0

e−λt1{Xt∈A}dt

≥ Ex

∫ ∞
τC

e−λt1{Xt∈A}dt

≥
∫
C

ρλ(y, A)

∫ ∞
0

e−λsPx(τC ∈ ds,Xτn ∈ dy)

=

∫
C

ρλ(y, A)Ex(e
−λτC ;XτC ∈ dy)

≥ Exe
−λτC ı́nf

y∈C
ρ(y, A) ≥ ρλ(0, C)Exe

−λτC

∀x ∈ Rd. Si K−1 := ρλ(0, C) la expresión anterior es Exe
−λτC ≤ Kρλ(x,A), ∀x ∈ Rd.

Aśı, de la definición de la medida λ-capacitaria y por la inviariancia de la medida de

Lebesgue para el semigrupo asociado se obtiene

µBλ (C) = λ

∫
Ex(e

−λτB , XτB ∈ C)dx

≤ λ

∫
Exe

−λτB∩Cdx

≤ λ

∫
Exe

−λτCdx

≤ λK

∫
ρλ(x,A)dx

= λK

∫
Rλ1A(x)1dx = λK

∫
1A(x)R̂λ1dx = KΛ(A).

La extensión para cualquier compacto se sigue por Heine-Borel y se concluye a partir

de la desigualdad probada que la medida λ-capacitaria es de Radon, ya que la medida

de Lebesgue lo es. Finalmente, como B es cerrado o abierto,

µBλ (B̄c) = λ

∫
Ex(e

−λτB , XτB ∈ B̄c)dx = 0,

ya que, sobre {τB < ∞} se cumple que XτB ∈ B̄ y en caso contrario se tiene

e−λτB = e−∞ = 0. Queda probado que µBλ (·) tiene soporte en B̄. �
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Para trabajar con la medida λ-capacitaria es necesario encontrar métodos que
faciliten su evaluación sobre conjuntos borelianos, ya que en general no es una me-
dida de fórmula expĺıcita o de cálculo sencillo. Si µ es una medida Borel entonces
(µRλ)(·) :=

∫
ρλ(x, ·)µ(dx) es la medida λ-resolvente de µ. Con esta notación se

puede caracterizar a la medida λ-capacitaria, con ayuda de la identidad de Hunt.

Teorema 6.3. La medida λ-capacitaria de B (abierto o cerrado) es la única

medida de Radon µ cuya medida λ-resolvente está dada por

µRλ(·) =

∫
·
Êxe

−λτBdx.

Demostración. Por dualidad se tiene que, ∀f ≥ 0,∫
Rλf(x)dx =

∫
f(x)R̂λ1Rd(x)dx = λ−1

∫
f(x)dx.

Ahora, aplicando la propiedad fuerte de Markov en τB, como siempre, se obtiene

(recordando la notación de procesos matados)

Rλf(x) = Ex

∫ ∞
0

e−λtf(Xt)dt

= Ex

∫ τB

0

e−λtf(Xt)dt+

∫
Rλf(y)Ex(e

−λτB ;XτB ∈ dy)

= RB
λ f(x) +

∫
Rλf(y)Ex(e

−λτB ;XτB ∈ dy),

y consecuentemente, por lo anterior, al integrar sobre Rd,

λ−1

∫
f(x)dx =

∫
Rλf(x)dx =

∫
RB
λ f(x)dx+

∫ ∫
Rλf(y)Ex(e

−λτB ;XτB ∈ dy)dx

=

∫
RB
λ f(x)dx+ λ−1

∫
Rλf(x)µBλ (dx).

Pero la identidad de Hunt para procesos matados nos dice que∫
RB
λ f(x)dx =

∫
f(x)R̂B

λ 1Rd(x)dx =

∫ ∫ ∞
0

e−λtP̂x(t < τB)dtf(x)dx

=

∫ ∫ ∞
0

e−λt(1− P̂x(τB ≤ t))dtf(x)dx

= λ−1

∫
(1− Êxe−λτB)f(x)dx.
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De las ultimas dos identidades se concluye que∫
Rλf(x)µBλ (dx) =

∫
Êxe

−λτBf(x)dx.

Tomando A boreliano y haciendo f = 1A se obtiene lo deseado. Solo falta pro-

bar la unicidad. Supongamos que µ y ν son medidas Radon con la misma me-

dida λ-resolvente, i.e., ∀f ∈ C0 se tiene
∫
Rλf(x)µ(dx) =

∫
Rλf(x)ν(dx). Pero

D = Rλ(C0) ⊂ C0 es denso en C0. Entonces, como µ, ν son localmente finitas y

regulares por dentro se concluye que µ = ν. �

En el contexto de medidas Radon es natural pensar en la caracterización que se
dió anteriormente en términos de funciones λ-excesivas. A detalle, supongamos que
el kernel resolvente, Rλ, es absolutamente continuo. Entonces sabemos que existe
una versión de la densidad resolvente, rλ, tal que, ∀f ≥ 0 medible,

Rλf(x) =

∫
f(y)rλ(y − x)dy,

y además r̄λ(x) := rλ(−x) es λ-excesiva. Entonces, por el teorema recién probado se
obtiene∫

Êxe
−λτ ′Bf(x)dx =

∫
Rλf(x)µBλ (dx) =

∫ ∫
f(y)rλ(y − x)dyµBλ (dx),

de donde se concluye que Êxe
−λτ ′B = rλ ∗ µBλ (x), c.s., y, como Ê·e

−λτ ′B es λ-excesiva,
la igualdad es puntual.

Se prosigue a definir la medida de equilibrio, correspondiente a la medida λ-
capacitaria con λ = 0. Es posible definirla para conjuntos acotados, pero haremos la
restricción (innecesaria) adicional de que el conjunto sea cerrado también.

Corolario 6.4. Sea X transitorio de Lévy y K compacto. Entonces, µKλ con-

verge débilmente, cuando λ ↓ 0. La medida limitante, µK = µK0 , tiene la propiedad

de ser la única medida Radon que satisface

µR(·) :=

∫
ρ(x, ·)µ(dx) =

∫
·
P̂x(τK <∞)dx.

A la medida µK se le llama medida de equilibrio de K.
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Demostración. Sea K compacto, L := K + B̄1(0) y τ := τ{x∈Rd:|x|>1}. Como,

para x ∈ K,

ρλ(x, L) =

∫ ∞
0

e−λtµt(x, L)dt,≥ λ−1E(1− e−λτ )→ Eτ > 0, λ ↓ 0,

y aśı I := ı́nfλ∈(0,1] λ
−1E(1−e−λτ ) > 0. Por otro lado, si Λ es la medida de Lebesgue,

IµKλ (Rd) = IµKλ (K) ≤
∫
K

ρλ(x, L)µKλ (dx) ≤
∫
L

Êxe
−λτKdx ≤ Λ(L),

de donde se concluye que existe M > 0 tal que supλ∈(0,1] µ
K
λ (Rd) ≤ M . Entonces

las medidas, definidas sobre K, {µKλ }λ∈(0,1] son trivialmente tensas y, por Prohorov,

relativamente compactas en la topoloǵıa débil.

Ahora, sea f ≥ 0 continua con soporte compacto. Se tiene que, cuando λ ↓ 0,

Rλf(x) =

∫ ∞
0

e−λt
∫
f(y)µt(x, dy)dt ↑

∫ ∞
0

∫
f(y)µt(x, dy)dt =

∫
f(y)ρ(x, dy) = Rf(x),

y el teorema de Dini nos dice que incluso Rλf → Rf uniformemente, por lo que

ĺımλ↓0
∫

(Rf(x)−Rλf(x))µKλ (dx) = 0. Convergencia monótona muestra que

ĺım
λ↓0

∫
Rf(x)µKλ (dx) = ĺım

λ↓0

∫
Rλf(x)µKλ (dx) = ĺım

λ↓0

∫
Êxe

−λτBf(x)dx =

∫
f(x)P̂x(τK <∞)dx.

Como el proceso es transitorio, R(C0) = Rλ(C0) es denso en C0, por lo que el ĺımite

de cualquier subsucesión de la familia débilmente relativamente compacta de medidas

es único, la medida de equilibrio de K.

�

7. Conjuntos polares

En esta sección se busca dar criterios para discernir si un proceso visita o no un
conjunto dado.

Definición 7.1. Sea B un conjunto cerrado. Se dice que es (esencialmente) polar

si Px(∃t > 0 : Xt ∈ B) = 0 para (casi) todo x ∈ Rd.

La distinción entre los dos conceptos es innecesaria en el caso en que el kernel
resolvente asociado al proceso de Lévy es absolutamente continuo.
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Se define, en la notación de la sección anterior la λ-capacidad de un conjunto
(abierto o cerrado) B como la masa de su medida λ-capacitaria. A saber,

Cλ(B) := µBλ (Rd) = λ

∫
Exe

−λτBdx,

el concepto siendo extensible para λ = 0, cuando X es transitorio y B compac-
to, definiendo la 0-capacidad como la masa de la medida de equilibrio: C(B) :=
C0(B) := ĺımλ↓0Cλ(B). La notación no debe ser confundida con la de las funciones
continuas o las continuas que desaparecen al infinito, ya que, a pesar de que es la
misma, el contexto esclarece cualquier duda. Algunas propiedades básicas se tienen
preliminarmente:

Lema 7.2. Para λ > 0 se cumple que la λ-capacidad es monótona, continua por

debajo por abiertos si B es abierto, regular por afuera por abiertos si B es cerrado y

para A,B abiertos o cerrados (o uno y uno)

Cλ(A ∪B) + Cλ(A ∩B) ≤ Cλ(A) + Cλ(B).

Demostración. Sean A abierto o cerrado y B abierto o cerrado. Si A ⊂ B

entonces τB ≤ τA y se tiene la monotońıa:

Cλ(A) = λ

∫
Exe

−λτAdx ≤ λ

∫
Exe

−λτBdx = Cλ(B).

De la monotońıa y por convergencia dominada se sigue la continuidad por debajo

por abiertos.

Para mostrar regularidad por fuera supongamos primero que B es compacto y

B + Bn−1(0) =: Bn ↓ B por lo que τBn ↑ τB y se sigue el resultado por convergencia

dominada. Para B cerrado arbitrario con Cλ(B) < ∞ (ya que si Cλ(B) = ∞ se

cumple trivialmente la regularidad) se expresa a B = ∪Bn con Bn compactos y se

aplica, de manera idéntica, convergencia dominada, habiendo encontrado un entorno

de B de λ-capacidad finita (recordemos que la λ-capacidad de compactos es finita

siempre, la identidad enunciada es útil).

Finalmente la identidad deseada se obtiene de Px(τA∩B ≤ t) ≤ Px(τA ≤ t, τB ≤
t) ≤ Px(τA ≤ t) + Px(τB ≤ t)− Px(τA∪B ≤ t). �
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La liga entre los dos conceptos recién introducidos, conjuntos polares y capacidad,
se encuentra en el siguiente resultado.

Proposición 7.3. Sea X de Lévy (y transitorio). Si para algún λ > 0 (λ ≥ 0)

se cumple que Cλ(B) = 0 entonces ∀λ > 0 se cumple la misma relación y B es

esencialmente polar. Inversamente, si B es esencialmente polar entonces Cλ(B) = 0.

Demostración. Supongamos que Cλ(B) = 0, i.e., 0 = µBλ (Rd) = λ
∫
Exe

−λτBdx,

lo cual sucede si y sólo si E·e
−λτB = 0, Λ-c.d., o en otras palabras 0 = P·(τ

′
B <∞) =

P·(∃t > 0 : Xt ∈ B), Λ-c.d., lo cual es la definición de un conjunto esencialmente

polar. �

Es natural pensar que los puntos posibles juegan algún papel en la determinación
de los conjuntos polares (y por tanto en la capacidad del conjunto). En efecto esto
sucede. Para fortalecer la aserción anterior recordemos que un punto x ∈ Rd es
posible si x ∈ Sρ := Supp(ρ(0, ·)), el soporte de la medida potencial.

Proposición 7.4. Supongamos que todo punto es posible, i.e., Sρ = Rd. Bajo

este supuesto, Cλ(B) > 0 si sólo si P·(τ
′
B <∞) > 0, Λ-c.d. (no-polaridad).

Demostración. Supongamos primero que Cλ(B) > 0, por lo que existe un

conjunto A con Λ(A) > 0 y Px(τ
′
B < ∞) > 0, ∀x ∈ A. Por la regularidad (interior)

de la medida de Lebesgue podemos encontrar un compacto K ⊂ A con Λ(K) > 0 y

ı́nfx∈K Px(τ
′
B <∞) > δ para algún δ > 0. Pero, para x ∈ Rd y t > 0,

tPx(τ
′
B <∞) =

∫
Rd

∫ t

0

Px(Xs ∈ dy)Py(τ
′
B <∞)ds

≥
∫
K

∫ t

0

Px(Xs ∈ dy)Py(τ
′
B <∞)ds ≥ δ

∫ t

0

Px(Xs ∈ K)ds,

por lo que para mostrar que P·(τ
′
B < ∞) > 0, Λ-c.s., bastará mostrar que, Λ-c.s.,

ρ1(x,K) =
∫∞

0
e−sPx(Xs ∈ K)ds > 0, ya que esto implica que la expresión de la

derecha de la igualdad recién mostrada es positiva. Suponiendo lo contrario, sea D

boreliano con Λ(D) > 0 y 0 =
∫
A
ρλ(x,K)dx =

∫ ∫
A

1K(x + y)dxρλ(0, dy). Ahora,

como la aplicación y →
∫
A

1K(x + y)dx es continua y positiva en alguna vecindad

no vaćıa U ⊂ Rd, ya que tanto A como K son Λ-positivos. Aśı debe suceder que

ρ(0, U) = 0, lo cual contradice el hecho que el soporte de ρ(0, ·) es Rd. Esto prueba



8. ENERGÍA 69

una implicación.

La proposición anterior muestra la implicación contraria, sin necesidad de utilizar

que todo punto es posible. �

8. Enerǵıa

Se caracterizan ahora los conjuntos esencialmente polares mediante el concepto
de enerǵıa. Recordemos que por el Teorema de Representación de Riesz, el espacio
de medidas finitas, M ′ = M ′(Rd), y el dual de CK (continuas con soporte compacto)
son isometricamente isomorfos, por lo que M ′ hereda una topoloǵıa de C∗K , a saber,
la topoloǵıa débil.

Supongamos por un momento que se tiene un operador λ-resolvente Rλ de un
proceso de Markov arbitrario que posee un kernel de densidad resolvente rλ. Es usual
definir entonces la λ-enerǵıa de una medida finita µ por

∫ ∫
rλ(x, y)µ(dy)µ(dx).

Si ahora nos especializamos en el caso en el que el proceso de Markov es además
de Lévy entonces podemos remover la necesidad de que el kernel resolvente tenga
densidad resolvente de la siguiente forma. Sea µ una medida finita con densidad
f ∈ L1 ∩ L2. Entonces la enerǵıa está dada por

eλ(µ) :=

∫ ∫
rλ(x, y)µ(dy)µ(dx) =

∫ [∫
rλ(x, y)µ(dy)

]
f(x)dx =

∫
[Rλf(x)]f(x)dx.

Pero en secciones anteriores se mostró que, en este caso, ReΨ ≥ 0 y Rλf ∈ L1 ∩ L2.

Aśı, por la identidad de Parseval, se tiene

(2π)deλ(µ) = (2π)d
∫

[Rλf(x)]f(x)dx =

∫
F̂ f(s)F̂ (Rλf(s))ds

=

∫
(F̂ f(s))

(
F̂ f(s)

λ+ Ψ(s)

)
ds =

∫
|F̂ µ(s)|2

λ+ Ψ(s)
ds,

y como esta última expresión es real y está definida sin necesidad de mencionar
que el kernel resolvente es absolutamente continuo (posee densidad resolvente), una
definición satisfactoria, por lo menos intuitivamente, de la enerǵıa es la siguiente.
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Definición 8.1. Sea λ > 0 y una medida de probabilidad µ sobre Rd. La λ-

enerǵıa de µ se define como

eλ(µ) =
1

(2π)d

∫
|F̂ µ(s)|2Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds,

y la de un conjunto boreliano B como

eλ(B) = ı́nf
µ∈ζ

eλ(µ),

donde ζ := {µ : µ(Rd) = µ(B) = 1}.

Para procesos de Markov simétricos (como el browniano) se tiene que eλ(B) =
Cλ(B)−1 (no trivial). Para procesos de Lévy se tiene el siguiente resultado:

Proposición 8.2. Sea B abierto con B̄ compacto y ε > 0. Entonces eλ(B) > 0

y existe ν ∈ ζ con densidad h tal que

eλ(ν) =

∫
h(x)Rλh(x)dx ≤ (1 + ε)eλ(B).

Demostración. Supongamos primero que eλ(B) = 0. Por definición existen

µn ∈ ζ con eλ(µn) ≤ n−1. Como la bola unitaria cerrada siempre es compacta en la

topoloǵıa débil, podemos asumir, pasando por una subsucesión, que µn es convergente

en la topoloǵıa débil, digamos a µ, de probabilidad sobre el compacto B̄ (ver discusión

al principio de esta sección). Por Fatou y la convergencia débil se tiene∫
|F̂ µ(s)|2Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds ≤ ĺım inf

n

∫
|F̂ µn(s)|2Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds

≤ ĺım inf
n

(2π)dn−1 = 0,

y como ReΨ ≥ 0 entonces Re(λ + Ψ) ≥ λ > 0 y por tanto debe suceder que, Λ-

c.d., F̂ µ(s) = 0, lo cual únicamente sucede si µ = 0, lo cual es absurdo y por tanto

eλ(B) > 0.

Ahora sea µ ∈ ζ con eλ(µ) ≤ eλ(B) + ε. Si δ > 0 y Bδ := {x : d(x,Bc) > δ} ⊂ B

y de hecho, como B es abierto, B =
⋃
δ Bδ. Si δ es pequeño entonces µ(Bδ) ≥ 1− ε,

por continuidad de la medida. Sea f cualquier función de densidad con soporte en
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B̄δ(0) y g := f ∗ 1Bδµ ≥ 0 con soporte dentro de B y∫
g(x)dx =

∫ ∫
Bδ

f(y − x)µ(dx)dy = µ(Bδ) ≥ 1− ε.

Como trivialmente |F̂ f | ≤ 1, entonces por Parseval∫
(f ∗ µ)(x)Rλ(f ∗ µ)(x)dx =

1

(2π)d

∫
|F̂ (f ∗ µ)(s)|2Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds ≤ eλ(µ)

≤ eλ(B) + ε.

Definimos h = g/µ(Bδ), que tiene soporte en B al igual que g, integra a uno y∫
h(x)Rλh(x)dx =

1

µ(Bδ)2

∫
g(x)Rλg(x)dx ≤ eλ + ε

(1− ε)2
,

lo cual muestra la aserción del teorema, ajustando la ε inicial. La medida ν se obtiene

definiéndola como aquella que tiene densidad h. �

La proposición anterior ahora nos ayuda a obtener cotas de la capacidad de un
conjunto en términos de la enerǵıa.

Teorema 8.3. Si un conjunto acotado B es abierto o cerrado (para poder definir

su capacidad) entonces

Cλ(B)−1 ∈ [eλ(B), 4eλ(B)].

Demostración. Supongamos que B es abierto y sea aδ una densidad de proba-

bilidad en Bδ(0), con F̂ aδ ≥ 0. Sea ε > δ > 0 y definimos Bε := {x ∈ Rd : d(x,Bc) >

ε} ⊂ B, su medida λ-capacitaria µBελ =: µελ y f = aδ ∗ µελ, continua y se anula fuera

de B, por construcción, por lo que∫
Rλf(x)µBλ (dx) =

∫
f(x)Êxe

−λτBdx =

∫
f(x)dx

=

∫ ∫
aδ(y − x)dxµελ(dy)

=

∫
1µελ(dy) = µελ(R

d) = Cλ(Bε).

Pero por otro lado∫
Rλf(x)µBλ (dx) =

∫
f(x)Êxe

−λτBdx ≥
∫
f(x)Êxe

−λτBεdx =

∫
Rλf(x)µελ(dx),
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y aśı, por Parseval,∫
Rλf(x)µBλ (dx) ≥ 1

(2π)d

∫
|F̂ µελ(s)|2F̂ aδ(s)Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
.

Trivialmente F̂ aδ → 1 cuando δ ↓ 0, por continuidad del producto interior en L2.

Entonces, por Fatou,

Cλ(Bε) ≥
1

(2π)d

∫
|F̂ µελ(s)|2R̂e

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds

=
Cλ(Bε)

2

(2π)d

∫ ∣∣∣∣F̂ ( µελ(s)

Cλ(Bε)

)∣∣∣∣2 R̂e( 1

λ+ Ψ(s)

)
ds ≥ Cλ(Bε)

2eλ(B),

ya que µελ concentra su masa, Cλ(Bε), en Bε ⊂ B. Se concluye de lo anterior que

Cλ(Bε)
−1 ∈ [eλ(B),∞] y como Bε ↑ B, abiertos, cuando ε ↓ 0, una propiedad bási-

cas de la capacidad nos dice que Cλ(Bε) ↑ Cλ(B), cuando ε ↓ 0, por lo que incluso

Cλ(B)−1 ∈ [eλ(B),∞].

Obtengamos ahora la otra cota. Sea h una densidad como la de la proposición

anterior, i.e., tal que ∫
h(x)Rλh(x)dx ≤ eλ(B)(1 + ε),

y ε > 0. Definimos A := {x ∈ B : Rλh(x) < 2eλ(B)} y notemos que, como B es

acotado y h es densidad continua soportada por B, h ∈ C0, por lo que la propiedad

de Feller (en particular para procesos de Lévy) nos dice que Rλh ∈ C0, por lo que

entonces A es abierto (es preimagen continua de abierto). Aśı

eλ(B)(1 + ε) ≥
∫
h(x)Rλh(x)dx ≥ 2eλ(B)

∫
B\A

h(x)dx,

y aśı, como A ⊂ B,∫
A

h(x)dx =

∫
B

h(x)dx−
∫
B\A

h(x)dx ≥ 1− 1 + ε

2
=

1− ε
2

.

Pero también tenemos que∫
h(x)Êxe

−λτAdx =

∫
Rλh(x)µAλ (dx).
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Y como en el soporte de µAλ (el cual no es mas que Ā) se tiene E·(e
−λτA) = 1, de las

dos identidades anteriores se obtiene

1− ε
2
≤
∫
Rλh(x)µAλ (dx) ≤ 2eλ(B)µAλ (Ā) = 2eλ(B)Cλ(A) ≤ 2eλ(B)Cλ(B),

la última desigualdad cumpliéndose por la monotońıa de la capacidad. Haciendo ε ↓ 0

se obtiene que Cλ(B)−1 ∈ [eλ(B), 4eλ(B)], como requerido.

Supongamos ahora que B es cerrado (y como es acotado entonces compacto). Por

la regularidad interior de la capacidad de conjuntos cerrados mediante abiertos se

obtiene la cota superior, mediante una aproximación de abiertos acotados y usando

el caso anterior.

Para la cota inferior sea Bn := {x ∈ Rd : d(x,B) < n−1}. Bn es acotado y

abierto, con B̄n acotado y por tanto compacto. Por definición de enerǵıa, dado ε > 0,

podemos encontrar, para cada n, una medida de probabilidad µn soportada por Bn

tal que eλ(µn) ≤ eλ(Bn) + ε. Usando el argumento estándar ya utilizado tenemos

que (pasando por una subsucesión) podemos suponer sin pérdida de generalidad

que µn → µ vagamente, µ de probabilidad sobre B. En particular F̂ µn → F̂ µ

puntualmente. Aśı, por Fatou y como Bn es abierto,

eλ(µ) ≤ ĺım inf
n

eλ(µn) ≤ ĺım inf
n

eλ(Bn) + ε ≤ ĺım inf
n

C(Bn)−1 + ε ≤ C(B)−1 + ε,

estableciendo de esta manera la cota inferior, ya que ε > 0 fue arbitrario. �

El resultado anterior es el principal de la sección en cuestión. Su importancia se
manifiesta en los siguientes corolarios, los relacionan a los conjuntos esencialmente
polares con la enerǵıa.

Corolario 8.4. Sea B cerrado (para que la polaridad esté bien definida). En-

tonces es esencialmente polar si y sólo si eλ(B) =∞.

Demostración. Recordemos que B es esencialmente polar si y sólo si Cλ(B) =

0. �

El siguiente resultado es famoso.
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Corolario 8.5. Sean P,Q las distribuciones procesos de Lévy X, Y con expo-

nentes caracteŕısticos Ψ,Ξ con la propiedad de que existe M > 0 tal que

Re

(
1

λ+ Ξ

)
≥MRe

(
1

λ+ Ψ

)
.

Entonces para cualquier conjunto abierto o cerrado B se tiene 4CX
λ (B) ≥ CY

λ (B).

En particular si un conjunto es esencialmente polar con respecto a P , también lo es

con respecto a Q.

Demostración. Se sigue de la definición de enerǵıa que MeXλ (B) ≤ eYλ (B), de

donde la desigualdad deseada ahora es obvia.

�

A partir de este momento y hasta la conclusión de la sección se especializará en
el caso en que B = {0} (B = {x} siendo análogo). Sea Cλ := Cλ({0}).

Se tienen las siguientes cuatro equivalencias:

Teorema 8.6. (No-polaridad de puntos) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. Cλ > 0,

2. ρλ(0, ·)� Λ con derivada Radon-Nikodym acotada

3. Se tiene

ĺım inf
ε↓0

ρλ(0, Bε(0))

εd
<∞, ⇔

∫
Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds <∞.

Demostración. Como existe una única medida de probabilidad sobre el con-

junto cerrado {0} (la medida de Dirac), del primer corolario anterior se obtiene que

Cλ > 0 si y sólo si eλ({0}) <∞ si y sólo si
∫
Re
(

1
λ+Ψ(s)

)
ds = eλ(δ0) <∞.

Sea A boreliano. Notemos que µ
{0}
λ (·) = Cλ · δ0(·), por lo que

Cλρλ(0, A) =

∫
Rλ1A(x)µ

{0}
λ (dx) =

∫
Êxe

−λτ{0}dx,

por lo que si Cλ > 0 podemos dividir de ambos lados con esta cantidad, conclu-

yendo que ρλ(0, ·) � Λ, con derivada Radon-Nikodym Êxe
−λτ{0}/Cλ, acotada por
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C−1
λ <∞.

Si en cambio ρλ(0, ·) � Λ con derivada Radon-Nikodym acotada entonces el

kernel resolvente es absolutamente continuo, de donde existe una (única) versión de

la densidad resolvente, rλ, que es λ-excesiva y por tanto continua por debajo. Si

rλ(−x) > 0 entonces para ε pequeño se tiene, por continuidad por debajo, que

ρλ(x, B̄ε(0)) =

∫
B̄ε(0)

rλ(y − x)dy ≥ rλ(−x)Λ(B̄ε(0))

2
.

Pero, como ρλ(y, B̄ε(0)) ≤ ||rλ||Λ(B̄ε(0)), por la propiedad fuerte de Markov

ρλ(x, B̄ε(0)) = Ex

∫ ∞
0

e−λt1{Xt∈B̄ε(0)}dt

= ExE

(∫ ∞
τB̄ε(0)

e−λt1{Xt∈B̄ε(0)}dt |FτB̄ε(0)

)
= Exρλ(XτB̄ε(0)

, B̄ε(0))e−λτB̄ε(0)

≤ ||rλ||Λ(B̄ε(0))Exe
−λτB̄ε(0) ,

y uniendo las dos desigualdades anteriores se obtiene

Exe
−λτB̄ε(0) ≥ rλ(−x)

2||rλ||
> 0.

Haciendo ε ↓ 0 se concluye que Exe
−λτ{0} > 0 y entonces debe suceder que Px(τ{0} <

∞) > 0. Como el conjunto de x tal que rλ(−x) > 0 tiene medida de Lebesgue posi-

tiva entonces {0} no puede ser un conjunto esencialmente polar, por lo que Cλ > 0.

Bajo el mismo supuesto sobre ρλ,

ĺım inf
ε↓0

ρλ(0, B̄ε(0))

εd
= ĺım inf

ε↓0
ε−d
∫
B̄ε(0)

(dρλ/dλ)(x)dx ≤ ĺım inf
ε↓0

ε−dΛ(B̄ε(0))||dρλ/dΛ||

= K||dρλ/dΛ|| <∞,

donde K := ε−dΛ(B̄ε(0)), constante para todo ε > 0.
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Inversamente, si existen εn ↓ 0 con ε−dρλ(0, B̄ε(0)) < M entonces

ρλ(0, x+ B̄εn/2(0)) = E

∫ ∞
0

e−λt1{Xt ∈ x+ B̄εn/2(0)}dt

≤
∫
x+B̄εn/2(0)

ρλ(y, x+ B̄εn/2(0))P (Xτx+B̄εn/2
(0)
∈ dy)

≤ ρλ(0, B̄εn(0))P (τx+B̄εn/2(0) <∞) ≤Mεdn.

Por la arbitrariedad de x ∈ Rd, la densidad de ρλ es acotada. �

Es posible probar (ver p.63 de [2]) que para d ≥ 2 siempre se tiene Cλ = 0, i.e.,
todos los puntos son esencialmente polares. Supongamos ahora que Cλ > 0, impĺıci-
tamente asumiendo que el proceso de Lévy en cuestión está en R1. Se denotará por
rλ (como siempre) a la versión λ-excesiva de la densidad resolvente. Por simplicidad
se escribe τ ′ = τ ′{0}. Se tiene la siguiente consecuencia del teorema anterior, cuya
prueba está parcialmente contenida en la del mismo.

Corolario 8.7. Si Cλ > 0 entonces E·e
−λτ ′ = Cλrλ(−·), para todo λ > 0.

Similarmente, si el proceso es transitorio y C > 0, P·(τ
′ <∞) = Cr(−·).

Demostración. Ya se probó que una versión de la densidad de ρλ(0, ·) es

Ê·e
−λτ ′/Cλ, la cual es λ-excesiva. Como lo mismo se puede decir de rλ entonces

la igualdad acertada no solo es casi segura, sino puntual. �

La ley cero-uno de Blumenthal nos dice que P (τ ′ = 0) = 0, 1. Decimos que 0 es
irregular por si mismo o regular por si mismo, dependiendo si la probabilidad anterior
es 0 o 1. Un proceso de Lévy entonces tiene al origen como punto irregular por si
mismo si y sólo si casi toda trayectoria visita el origen en tiempos arbitrariamente
pequeños. Se tiene el siguiente teorema para procesos de Lévy reales.

Teorema 8.8. Supóngase que Cλ > 0. Entonces P (τ ′ = 0) = 1 (0 es regular por

si mismo) si y sólo si existe una versión continua de la densidad de ρλ(0, ·). En tal

caso rλ > 0 es continua, lo cual, a su vez, implica que

rλ(0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds

=
rλ(x) + rλ(−x)

2
+

1

2π

∫ ∞
−∞

(1− cos(sx))Re

(
1

λ+ Ψ(s)

)
ds, ∀x ∈ R.
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Demostración. Sean x, y 6= 0. Supongamos primero que P (τ ′ = 0) = 1. Pero

como estamos suponiendo que Cλ > 0,

1 = E0e
−λτ ′ = Cλrλ(−0),

de donde

1 ≥ Exe
−λτ ′ = Cλrλ(−x) = rλ(0)−1rλ(−x).

Como, por definición, rλ es la versión continua por debajo de la densidad resolvente,

rλ(x) ↑ rλ(0), cuando x→ 0. Por la propiedad fuerte de Markov

Exe
−λτ ′ ≥ Ex+ye

−λτ ′E−ye
−λτ ′ ,

por lo que

rλ(−x) = Exe
−λτ ′rλ(0)

≥ Ex+ye
−λτ ′E−ye

−λτ ′rλ(0) = rλ(−x− y)rλ(y)/rλ(0) = rλ(−x− y)rλ(y)Cλ,

y aśı rλ(−x) ≥ ĺım supy→0 rλ(−x − y), e incluso rλ es continua en x. Veamos que

rλ > 0. Aplicando la propiedad fuerte de Markov de la misma manera, se obtiene

Cλrλ(nx) = Ee−λτ
′
nx ≥ Ene−λτ

′
x = (rλ(−x)/rλ(0))n > 0, para x pequeña, pero n

arbitraria, ya que rλ es continua y rλ(0) > 0.

Inversamente, supongamos que existe una versión, sλ de la densidad resolvente

que es continua. Notemos que, por la propiedad fuerte de Markov, haciendo τ ε :=

τ(−ε,ε),∫ ε

−ε
sλ(y − x)dy = ρλ(x, (−ε, ε)) =

∫
[−ε,ε]

∫ ε

−ε
s(y − z)dz

∫ ∞
0

e−λwPx(τ
ε ∈ dw,Xτε ∈ dz).

Dividiendo por ε y tomando el ĺımite cuando ε ↓ 0 se obtiene, como consecuencia de

la convergencia vaga de las medidas
∫∞

0
e−λwPx(τ

ε ∈ dw,Xτε ∈ ·) a Exe
−λτ ′δ0(·) y la

hipótesis que sλ es continua, sλ(−x) = sλ(0)Exe
−λτ ′ .

Por λ-excesividad,

E0e
−λτ ′ ≥ rRr+λE·e

−λτ ′(0) = r

∫
Exe

−λτ ′ρr+λ(0, dx), r > 0.
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Como se está suponiendo que Cλ > 0, el kernel resolvente es absolutamente continuo,

por lo que la propiedad fuerte de Feller se cumple y como consecuencia {0} es difuso

para la medida (r + λ)ρr+λ(0, ·), la cual converge a δ0, cuando r → ∞. Entonces

E0e
−λτ ′ ≥ ĺımx→0 sλ(−x)/sλ(0) = 1, por continuidad, i.e., 0 es regular por si mismo.

Supongamos ahora que rλ es continua. Mostremos las representaciones de rλ(0)

enunciadas. Sea la densidad gε ∼ N(0, ε1/2) y notemos que, por la hipótesis de con-

tinuidad y la simetŕıa de la densidad gaussiana,

ĺım
ε↓0

Rλgε(0) = ĺım
ε↓0

∫
gε(y)rλ(y)dy = rλ(0).

Como Rλgε ∈ C0 entonces, recordando la transformada de Fourier de la distribución

normal,

F̂Rλgε(s) =
F̂ gε(s)

λ+ Ψ(−s)
=

e−εs
2/2

λ+ Ψ(−s)
∈ L1,

por lo que el Teorema de Inversión de Fourier es aplicable de la siguiente manera:

Rλgε(0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

1 · F̂Rλgε(s)ds =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−εs
2/2

λ+ Ψ(−s)
ds =

1

2π

∫ ∞
−∞

e−εs
2/2Re

1

λ+ Ψ(s)
ds.

Por convergencia monótona, cuando ε ↓ 0, el resultado deseado se sigue de las dos

representaciones distintas del mismo limite. Aplicando todo lo anterior a la combina-

ción lineal Gaussiana 2gε(·)−gε(·+x)−gε(·−x) se llega a la segunda representación

de rλ(0). �

Finalmente se dan criterios para reconocer la (ir)regularidad de puntos aislados
en términos del exponente caracteŕıstico.

Corolario 8.9. Sea un proceso de Lévy real. Si
∫
|1 + Ψ(s)|−1ds <∞ entonces

Cλ > 0 y 0 es regular por si mismo.

Demostración. La condición de integrabilidad implica que
∫
Re[1+Ψ(s)]−1ds <

∞, de donde Cλ > 0 (ya que C1 > 0). Aplicando el Teorema de Inversión de Fourier

se obtiene una densidad continua de ρ1(0, ·) (con respecto a la medida de Lebesgue)

y por tanto 0 es regular por si mismo.

�
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Recordemos que cuando un proceso de Lévy es de variación acotada entonces
no hay componente gaussiano y los saltos pequeños pueden ser integrados al factor
lineal del exponente caracteŕıstico, el cuál entonces tiene la siguiente representación:

Ψ(s) = −ids+

∫
(1− eisx)ν(dx),

de manera que a tal coeficiente, d, se le llama el coeficiente de deriva.

Corolario 8.10. Sea un proceso de Lévy de variación acotada y con coeficiente

de deriva d. Entonces Cλ > 0 si y sólo si d 6= 0, en cual caso 0 es irregular por si

mismo.

Notemos que la irregularidad de 0 cuando hay deriva es intuitivamente obvia, por
la Markovianidad de un proceso de Lévy.

Demostración. Recordemos que en el escenario que tenemos se cumple ĺım|s|→∞Ψ(s)/s =

id, de donde

ĺım
t↓0

EeisXt/t = ĺım
t↓0

e−tΨ(s/t) = e−isd,

y por tanto, en probabilidad, ĺımt↓0Xt/t = d.

Si d = 0, dado ε > 0, existe T tal que P (|Xt/t| < ε) ≥ 1/2 si 0 ≤ t ≤ T . De esta

manera, por Taylor,

ρ1(0, [−δ, δ]) =

∫ ∞
0

e−tP (|Xt| < δ)dt ≥
∫ δ/ε

0

e−tP (|Xt| < Tε)dt ≥ δ

2ε
,

para δ ∈ (0, εT ) suficientemente pequeño para que la primera desigualdad sea válida.

Entonces

ĺım inf
δ↓0

ρ1(0, Bδ(0)) ≥ (2ε)−1,

cantidad que es infinita, ya que ε > 0 es arbitrariamente pequeña. Se sigue que

Cλ = 0.

Inversamente supongamos que d 6= 0. Como el proceso es de variación acotada,∫
(1∧ |x|)ν(dx) <∞, lo cual implica que, para algún número natural M , por Taylor,∫

ReΨ(s)

1 + s2
=

∫ ∫
1− cos(sx)

1 + s2
ds ν(dx) ≤

∫
M(1 ∧ |x|)ν(dx) <∞
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Lo cual garantiza que
∫
Re[1 + Ψ(s)]−1ds < ∞, por la manera de crecer al infinito

del exponente caracteŕıstico, descrita por ĺım|s|→∞Ψ(s)/s = id. Esta condición nos

garantiza que Cλ > 0. En la teoŕıa subsecuente (o bien en la proposición VI.11(ii) en

[2]) se hace notar que ĺımt↓0Xt/t = d no solo se cumple en probabilidad, sino casi

seguramente, de donde emana la irregularidad de 0 por si mismo.

�

9. Subordinadores

Una clase importante de procesos de Lévy es la de los subordinadores, en par-
ticular con la conexión que tiene a la teoŕıa de excursiones que se desarrolla en el
siguiente caṕıtulo.

Definición 9.1. (Subordinadores) Un subordinador es un proceso de Lévy no-

decreciente.

Si τ ∼ Exp(λ) y X es subordinador, independiente de τ , entonces se define el

proceso Xλ por

Xλ(ω, t) := X(ω, t)1[0,τ(ω))(t) +∞1[τ(ω),∞](t),

y se le llama un subordinador matado a tasa λ.

Por la independencia y estacionariedad de los incrementos es claro que las tra-
yectorias de un subordinador son no-decrecientes.

A partir de ahora se supondrá que X es un subordinador. En particular es de Lévy
y por la distribución infinitamente divisible podemos definir (de manera análoga al
exponente caracteŕıstico) el exponente de de Laplace, Φ : R+ ∪{0} → R+ ∪{0}, que
cumple

Ee−sXt = e−tΦ(s),

o bien Φ(s) = Ψ(is), para s ≥ 0, por continuación anaĺıtica.

La representación de Lévy-Itô en el caso de un proceso aditivo, sin saltos fijos,
real y no-decreciente es

Xt = at +

∫ t

0

∫ ∞
0

xη(dsdx),
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con a una función no-decreciente y un proceso de Poisson η con soporte en el primer
cuadrante del plano, con la propiedad de que∫ t

0

∫ ∞
0

(x ∧ 1)Eη(dsdx) <∞,

y entonces la fórmula de Lévy-Khintchine para un subordinador es

Ψ(s) = −isd+

∫ ∞
0

(1− eisx)ν(dx),

y aśı

Φ(s) = sd+

∫ ∞
0

(1− e−sx)ν(x).

Por la independencia del tiempo de muerte en un subordinador matado a tasa λ
se obtiene que su exponente de Laplace está dado por Φλ = Φ + λ, donde Φ es el
correspondiente exponente de Laplace del subordinador subyacente.

Un subordinador (no trivial) es transitorio. Sea ρ la medida potencial. Entonces
se tiene la siguiente representación de su transformada de Laplace:

L̂ρ(s) =

∫ ∞
0

e−stρ(0, dt) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−stP (Xu ∈ dt)du = E

∫ ∞
0

e−sXudu

=

∫ ∞
0

e−uΦ(s)du =
1

Φ(s)
.

Sea ρ(·) := ρ(0, ·). También se puede caracterizar a la distribución de la medida
potencial haciendo τ(x) := τ(x,∞):

Fρ(x) := ρ([−∞, x]) = ρ([0, x]) = E

∫ ∞
0

1Xt∈[0,x]dt =

∫ ∞
0

P (Xt ∈ [0, x])dt

=

∫ ∞
0

P (τ(x) > t)dt = Eτ(x).

A Fρ se le llama función de renovación y a veces se le denota por R̂. La propiedad
fuerte de Markov trivialmente nos dice que la función de renovación es sub-aditiva:

R̂(x+ y) ≤ R̂(x) + R̂(y), x, y ≥ 0.

Diremos que dos funciones a, b son comparables a � b si existe k > 0 tal que se
cumple ka ≤ b ≤ k−1a. A cola de la medida de Lévy se le denota ν̄(x) := ν((x,∞)).
Se tienen las siguientes relaciones entre la función de renovación y el exponente de
Laplace:
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Teorema 9.2. Para un subordinador con función de renovación R̂, exponente

de Laplace Φ, deriva d y medida de Lévy ν se cumple

R̂(x) � Φ(x−1)−1, x−1Φ(x) � d+

∫ x−1

0

ν((t,∞))dt = d+

∫ x−1

0

ν̄(t)dt.

Notemos que las funciones anteriores no debeŕıan estar evaluadas, sin embargo
la exposición es más clara de esta manera.

Demostración. Se cumple

∫ ∞
0

e−uR̂(u/s)du =

∫ ∞
0

e−u
∫ ∞

0

P (Xt ≤ u/s)dtdu

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

se−vsP (Xt ≤ v)dvdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

se−vs(1− P (Xt > v))dvdt

=

∫ ∞
0

(1 + [Ee−sXt − 1])dt =

∫ ∞
0

Ee−sXtdt =

∫ ∞
0

e−tΦ(s)dt = Φ(s)−1.

Pero por ser función de distribución, R̂ es no-decreciente, de donde e·Φ(s)−1 ≥ R̂(·/s).
En particular, evaluando la función anterior en 1 y tomando x = s−1 se obtiene la

primera desigualdad, kR̂(x) ≤ Φ(x−1)−1, con k := e−1.

Para probar la otra desigualdad notemos que el exponente de Laplace es no

negativo y cóncavo, propiedades que se siguen de la definición tanto de subordinador

como del mismo exponente de Laplace, de donde αΦ(s) ≤ Φ(αs) para s > 0 y
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0 < α < 1. Aśı, para w > 0,

1

Φ(s)
=

∫ w

0

e−uR̂(u/s)du+

∫ ∞
w

e−uR̂(u/s)du

≤ R̂(w/s)

∫ w

0

e−udu+

∫ ∞
w

e−uR̂(u/s)du

≤ R̂(w/s) +

∫ ∞
w

e−uR̂(u/s)du

≤ R̂(w/s) +

∫ ∞
w

e−u[eu/1,1/Φ(s/1,1)]du

= R̂(w/s) +
1

Φ(s/1,1)
((1− 1/1,1)−1e−w·(1−1/1,1))

≤ R̂(w/s) +
1,1

Φ(s)
((1− 1/1,1)−1e−w/(1−1/1,1)).

Haciendo x = s−1 y w = 1 se obtiene

1

Φ(x−1)
≤ R̂(x) +

1,1

Φ(x−1)
((1− 1/1,1)−1e−1/(1−1/1,1)) ≤ R̂(x) +

1

2Φ(x−1)
,

por lo que k−1R̂(x) ≥ Φ(x−1)−1, con k := 1/2. Coordinando las dos k obtenidas se

obtiene la primera relación y la segunda se realiza de la misma manera, partiendo de

que, como Φ(s) = sd+
∫∞

0
(1− e−sx)ν(x), entonces

Φ(s)

s
=

∫ ∞
0

e−u

(
d+

∫ u/s

0

ν((y,∞))dy

)
du.

�

Ahora consideraremos el problema de especificar el momento cuando un subor-
dinador rebasa un nivel fijo real (positivo) de manera que no sea mediante un salto,
sino que sea precisamente cuando el proceso cruza ta nivel. De la sección anterior
recordamos que si un proceso es de variación acotada y de Lévy (en particular, en
este caso, un subordinador) entonces Cλ > 0 si y sólo si d 6= 0, en cual caso 0 (un
punto que se tomó como ejemplo para simplificar notación) es irregular por si mis-
mo, de donde podemos concluir que para que la probabilidad del evento que estamos
considerando sea positiva debemos considerar un subordinador con deriva no-nula.
Recordemos que se definió τ(x) := τ(x,∞).

El siguiente resultado es en la dirección deseada, proporcionando la probabilidad
de que el proceso cruce un franja alrededor del nivel deseado en términos de la medida
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potencia y la de Lévy. También nos dice que un salto no puede ocurrir en el instante
en el que se está en un nivel dado.

Teorema 9.3. Sea x ≥ 0 un nivel fijo, X de Lévy con medida potencial ρ y

medida de Lévy ν. Entonces

P (Xτ(x)− ∈ dy,Xτ(x) ∈ dz) = ρ(dy)ν(dz − y), 0 ≤ t ≤ x < z,

y también

P (Xτ(x)− < Xτ(x) = x) = 0 ∀x > 0.

Demostración. Sean f, g ≥ 0 borelianas (la imagen inversa de abiertos es

boreliano) con g(x) = 0. Como

E(f(Xτ(x)−)g(Xτ(x))) = E
∑
t≥0

f(Xt−)g(Xt− + ∆Xt)1{Xt− ≤ x,∆Xt > x−Xt−}

= E

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(Xt−)1{Xt ≤ x}g(Xt− + ∆Xt)1{s > x−Xt−}ν(ds)dt,

de donde ∫
0≤y≤x<z

f(y)g(z)P (Xτ(x)− ∈ dy,Xτ(x) ∈ dz)

=

∫ ∞
0

∫
0≤y≤x, s>x−y

f(y)g(y + s)P (Xt ∈ dy)ν(ds)dt

=

∫
0≤y≤x<z

f(y)g(z)ρ(dy)ν(dz − y),

por lo que por la arbitrariedad de las funciones f, g, o bien por aproximación a indi-

cadoras se sigue la primera igualdad de distribuciones.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X no es Poisson compuesto. Del

inciso anterior se tiene

P (Xτ(x)− < x = Xτ(x)) =

∫ x

0

ν({x− y})ρ(dy) = 0

ya que, como ν({x − y}) = 0 excepto para un numero contable de y ∈ [0, x) y ρ es

difusa (ya que el proceso no es Poisson compuesto y es transitorio). �

El siguiente caso excluye el caso Poisson compuesto.
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Lema 9.4. Si P (Xτ(x) = x) > 0 para algún x > 0 entonces ∀ε > 0, ∃y ∈ (0, ε)

con P (Xτ(y) = y) > 1− ε.

Demostración. Por la proposición anterior sabemos que el proceso no salta al

nivel x exacto cuando lo cruza. Pero como X es subordinador entonces {Xτ(x) =

x} ⊂
⋂
n{Xτ(x−n−1) < x}, c.s. Se afirma que la igualdad de hecho se da. En efecto,

sobre el evento ⋃
n

⋂
k≥n

{Xτ(x−k−1) < x}

se cumple Xτ(x−) = x, por quasi-continuidad, y entonces por la propiedad fuerte de

Markov si t > τ(x−) entonces Xt > x por lo que debe suceder que τ(x−) = τ(x) y

la otra inclusión queda probada. Ahora,

P (Xτ(x) = x) =

∫
[x−n−1, x)

P (Xτ(x−z) = x− z)P (Xτ(x−n−1) ∈ dz)

≤ P (Xτ(x−n−1)<x) sup
y∈(0,n−1]

P (Xτ(y) = y).

Si suponemos que el lado izquierdo es positivo entonces, por un lado, por la igual-

dad de conjuntos mostrada, para todo n sucede P (Xτ(x−n−1)<x) > 0 y el cociente

P (Xτ(x) = x)/P (Xτ(x−n−1)<x) tiende a la unidad. Por otro lado, la igualdad anterior

se debe cumplir, por lo que, dado ε > 0 tomamos el máximo entre la n que hace que

n−1 < ε y la que hace que el cociente indicado sea mayor a 1− ε, terminando aśı la

prueba por propiedades del supremo. �

Con este lema ahora se está en posición para mostrar que un subordinador con
deriva nula rebasa cualquier nivel mediante un salto, P -c.s. Aqúı la diferencia con lo
que ya sab́ıamos que se cumpĺıa Λ-c.d.

Teorema 9.5. Si X es un subordinador con deriva nula entonces P (Xτ(x) >

x) = 1, ∀x > 0.

Demostración. Notemos primero que si 0 < a < b, por la propiedad fuerte de

Markov,

P (Xτ(b) = b) ≤ P (Xτ(a) = a)P (Xτ(b−a) = b− a) + P (Xτ(a) 6= a)

= P (Xτ(a) = a)P (Xτ(b−a) = b− a) + 1− P (Xτ(a) = a).
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Supongamos que para algún x′ > 0 se cumple P (Xτ(x′) = x′) > 0. Entonces el lema

anterior es aplicable y podemos encontrar x con P (Xτ(x) = x) > 7/10 y a partir de

tal x, una sucesión 0 ↓ yn < x con P (Xτ(yn = yn) > 9/10. Aplicando la primera

desigualdad con a = yn y b = x se obtiene

6/10 < P (Xτ(x) = x)− 1 + P (Xτ(yn) = yn) ≤ P (Xτ(yn) = yn)P (Xτ(x−yn) = x− yn)

≤ P (Xτ(x−yn) = x− yn).

Se introducen kn := ı́nf{k ∈ N : P (Xτ(x−kyn) = x − kyn) < 1/2} y se afirma que

ĺım supn knyn > 0.

Supongamos lo contrario, que ĺımn→∞ knyn = 0. Aplicando la primera desigualdad

con a = yn y b = x− (kn − 1)yn y por definición de kn se obtiene

2/5 < P (Xτ(x−(kn−1)yn) = x− (kn − 1)yn)− 1 + P (Xτ(yn) = yn)

≤ P (Xτ(yn) = yn)P (Xτ(x−knyn) = x− knyn)

≤ P (Xτ(x−knyn) = x− knyn) < 1/2.

Aplicando la misma desigualdad para a = x− knyn y b = x y usando la desigualdad

recién probada se obtiene

1/10 < P (Xτ(x) = x)− 1 + P (Xτ(x−knyn) = x− knyn)

≤ P (Xτ(x−knyn) = x− knyn)P (Xτ(knyn) = knyn) ≤ P (Xτ(knyn) = knyn).

Definimos An := {k0y0, · · · , knyn}, A =
⋃
An =

⋃
{knyn}. Es claro que los tiempos

de paro τAn ↓ τA y como τA ≤ τ(knyn), sobre el evento {Xτ(knyn) = knyn}, de lo

anterior se sigue que P (τA ≤ τ(knyn)) ≥ 1/10. Pero como estamos suponiendo que

knyn → 0 entonces ĺımn→∞ P (δ < τ(knyn) < ∞) = 0, ∀δ > 0. Por el lema de

Fatou para medidas, P (τA = 0) ≥ 1/10. Por la ley cero-uno de Blumenthal incluso

P (τA = 0) = 1, de donde podemos elegir n tal que P (τAn < ∞) > 9/10. Por la
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propiedad fuerte de Markov y la hipótesis inicial se tiene

7/10 < P (Xτ(x) = x) ≤ P (τAn =∞) +
∑
n≥i≥0

P (XτAn
= kiyi)P (Xτ(x−kiyi = x− kiyi)

< (1− 9/10) + 5/10
∑
n≥i≥0

P (XτAn
= kiyi) ≤ 6/10,

lo cual es absurdo y por tanto ĺım supn knyn > 0. Se prosigue a aplicar la propiedad

fuerte de Markov al tiempo τ(x− (i + 1)yn), utilizando propiedades básicas de una

medida y la definición de las yn,

ρ([0, x)) ≥ ρ([x− (kn + 1)yn, x)) =
∑

kn−2≥i≥0

ρ([x− (i+ 1)yn, x− iyn))

≥
∑

kn−2≥i≥0

ρ([0, yn))P (Xτ(x−(i+1)yn) = x− (i+ 1)yn)

≥ (kn − 1)ρ([0, yn)

2
.

De lo anterior

ĺım inf
n

ρ([0, yn)

yn
≤ ĺım inf

n

2ρ([0, x)

(kn − 1)yn
<∞,

de donde uno de los cuatro criterios para discernir si puntos tiene capacidad positiva

se cumple y aśı debe suceder que d > 0. Pero esto es imposible, de donde no puede

suceder que para algún x > 0 se cumpla P (Xτ(x) = x) > 0 y se concluye que, ∀x > 0,

P (Xτ(x) > x) = 1. �

Recordemos que si la deriva es positiva entonces ρ� Λ con densidad co-excesiva
y con capacidad de puntos positiva. Ahora se enuncia un teorema fuerte, el cual
especifica la probabilidad que se buscó de un inicio.

Teorema 9.6. Si X es un subordinador con deriva d > 0 y r es la versión

co-excesiva de la densidad potencial entonces r(R+) ⊂ R+, es continua sobre R+,

r(0+) = d−1 y P (Xτ(x) = x) = r(x)d.

Notemos que r necesariamente no es continua, pues r(0) = ρ({0}) =
∫∞

0
P (Xt ∈

{0})dt = 0 pero r(0+) = d−1 > 0.

Demostración. Porque el proceso en cuestión es un subordinador entonces

{τ(x) < ∞} = {Xτ(x) = x}. Pero el proceso es de variación acotada por lo que
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d 6= 0 sii Cλ > 0 (λ ≥ 0, ya que es un proceso transitorio), lo cual implica que

el kernel resolvente es absolutamente continuo con densidad acotada y por tanto

P (Xτ(x) = x) = P−x(τ
′
0 <∞) = r(x)C.

Sean 0 < xn ↓ x, 0 < yn ↑ x y aśı τ(xn) ↓ τ(x), τ(yn) ↑ τ(x). Entonces por quasi-

continuidad de las trayectorias y el lema de Fatou para medidas, ĺım supn P (Xτ(xn) =

xn) ≤ P (Xτ(x) = x), ĺım supn P (Xτ(yn) = yn) ≤ P (Xτ(x) = x)., lo cual es equivalente

a ĺım supn r(xn) ≤ r(x), ĺım supn r(yn) ≤ r(x) y de hecho r es continua en x ya que

es una función continua por debajo (consecuencia de la co-excesividad). Recordando

que

P (Xτ(x)− ∈ dy,Xτ(x) ∈ dz) = ρ(dy)ν(dz − y), 0 ≤ t ≤ x < z,

se tiene

P (Xτ(x) = x) = 1− P (Xτ(x) > x) = 1−
∫ x

0

∫ ∞
x

ν(dz − y)ρ(dy) = 1−
∫ x

0

r(y)ν̄(x− y)dy

y por tanto

C

Φ(s)
= CL̂r(s) = L̂P (Xτ(x) = x)(s) = L̂

(
1−

∫ x

0

r(y)ν̄(x− y)dy

)
(s)

=
1

s
−
∫ ∞

0

∫ t

0

r(y)ν̄(t− y)e−stdydt

=
1

s
−
∫ ∞

0

∫ ∞
y

r(y)ν̄(t− y)e−stdtdy

=
1

s
−
∫ ∞

0

r(y)e−sy
∫ ∞
y

ν̄(t− y)e−s(t−y)dtdy

=
1

s
−
∫ ∞

0

r(y)e−sy
∫ ∞

0

ν̄(w)e−swdwdy

=
1

s
− 1

Φ(s)

∫ ∞
0

ν̄(w)e−swdw.

Por otro lado, Lévy-Khintchine dice

Φ(s) = sd+

∫ ∞
0

(1− e−sx)ν(x),
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o bien

1

s
=

d

Φ(s)
+

1

Φ(s)

∫ ∞
0

(1− e−sx)ν(x) =
d

Φ(s)
+

1

Φ(s)

∫ ∞
0

ν̄(w)e−swdw.

por lo que necesariamente d = C y aśı P (Xτ(x) = x) = r(x)C = r(x)d.

Notemos que, por ser densidad, existe x > 0 con r(x) > 0 y se puede suponer

sin pérdida de generalidad que y := ı́nf{u > x : r(u) = 0} < ∞, por continuidad y,

de hecho, r(y) = 0, y > x, r([x, y)) ⊂ R+ y entonces, por el lema de esta sección,

∃z ∈ (0, y − x) con r(z) > 0. Por la propiedad fuerte de Markov

r(y)C = P (Xτ(y) = y) ≥ P (Xτ(z) = z)P (Xτ(y−z = y − z) = r(z)r(y − z)C2 > 0,

lo cual es absurdo ya que r(y) = 0. Luego ı́nf{u > x : r(u) = 0} = ∞, o bien

r([x,∞)) ⊂ R+ y por el mismo lema r(R+) ⊂ R+ y r(0+)d = ĺımx↓0 P (Xτ(x) = x) =

1. �

Se menciona (la demostración se encuentra, por ejemplo, en la sección 3 del
caṕıtulo 3 en [2]) que los subordinadores cumplen las leyes arcoseno:

Teorema 9.7. En distribución ĺımx→∞Xτ(x)−/x, ĺımx↓0Xτ(x)−/x existen. Más

aún, si ĺımx→∞EXτ(x)−/x = a, ĺımx↓0EXτ(x)−/x = b entonces Φ vaŕıa regularmente

tanto en 0+ como ∞, con indices a, b ∈ [0, 1], respectivamente.

Ahora interesa, en el esṕıritu del teorema mencionado, el comportamiento asintóti-
co en el origen y al infinito de los subordinadores. El siguiente resultado ha aparecido
con anterioridad con convergencia en probabilidad. También es válido (ver 85 de [2])
casi seguramente:

Proposición 9.8. Sea X un subordinador. Entonces ĺımt↓0 t
−1Xt = d, c.s.

Se analiza el comportamiento asintótico en el origen.

Teorema 9.9. Sea X un subordinador con deriva nula, ν su medida de Lévy y

h : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} tal que g(s) = h(s)/s es creciente. Son equivalentes

1.

ĺım sup
t↓0

Xt

h(t)
=∞, c.s.



90 1. TEORÍA GENERAL DE PROCESOS DE LÉVY

2. ∫ 1

0

ν̄(h(t))dt =∞

3. ∫ 1

0

Φ

(
1

h(t)

)
−

Φ′
(

1
h(t)

)
h(t)

 dt =∞.

En caso contrario

ĺım sup
t↓0

Xt

h(t)
= 0, c.s.

Si además EX1 <∞ entonces el mismo teorema es válido, las convergencias siendo

ahora al infinito y las integrales de uno a infinito.

Demostración. Supongamos válida la segunda igualdad. Como ν es medida,

en particular es monótona, por lo que

∞ =

∫ ε

0

ν̄(h(ct))dt ≤
∫ ε

0

ν̄(ch(t))dt, c− 1, ε > 0,

ya que h es creciente. ∆X es un proceso de Poisson puntual de medida caracteŕıstica

ν por lo que si |{t ∈ [a, ε] : ∆Xt > ch(t)}| =: Za, 0 < a < ε, entonces

Za ∼ Poiss

(∫ ε

a

ν̄(ch(t))

)
.

Se sigue que, c.s. hay infinitos instantes s ∈ (0, ε) con Xs ≥ ∆Xs > ch(s). Por la

arbitrariedad de c > 1, la primera condición se cumple.

Supongamos que la segunda igualdad no es válida. Como h es creciente entonces

es inyectiva y se puede definir (restringiendo el dominio en caso de ser necesario)

la función inversa h−1. Trivialmente h−1(∆X) es proceso de Poisson puntual con

medida caracteŕıstica µ dada por µ̄(t) := µ([t,∞)) = ν̄(h(t)). Con esta notación, por

hipótesis, ∫ ∞
0

(1 ∧ x)µ(dx) =

∫ 1

0

µ̄(t)dt =

∫ 1

0

ν̄(h(t))dt <∞,
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y Lévy-Itô implica que µ es medida de Lévy de un subordinador. En particular

corresponde al proceso

Yt :=
∑

0≤s≤t

h−1(∆Xs).

Como h es creciente, es súper-aditiva, por lo que, como X no tiene deriva

h(Yt) = h

(∑
0≤s≤t

h−1(∆Xs)

)
≥
∑

0≤s≤t

h(h−1(∆Xs)) =
∑

0≤s≤t

∆Xs = Xt.

Pero, c.s., ĺımt↓0 t
−1Yt = d = 0 y aśı, para t pequeña h(εt) ≥ Xt, c.s. Por otro lado,

como g(s) = h(s)/s es creciente, h(εt) ≤ εh(t). Se concluye la cuarta condición del

teorema, por la arbitrariedad de ε, y a la vez que no se cumple la primera. Falta ver

la equivalencia de 2 y 3.

Recordando que

1

s
=

d

Φ(s)
+

1

Φ(s)

∫ ∞
0

ν̄(w)e−swdw,

se tiene L̂ν̄(s) = Φ(s)/s. Aśı, derivando bajo la integral,∫ 1

0

Φ

(
1

h(t)

)
−

Φ′
(

1
h(t)

)
h(t)

 dt =

∫ 1

0

∫ ∞
0

xe−x/h(t)ν̄(x)

h(t)2
dxdt

=

∫ ∞
0

ye−y
∫ 1

0

ν̄(yh(t))dtdy.

Por la monotońıa tanto de h como de ν, se cumple ν̄(h(yt)) ≥ ν̄(yh(t)) ≥ ν̄(h(t)),

y ∈ (0, 1), t > 0, concluyendo la demostración. �

Restringiendo las hipótesis se obtiene un resultado más fuerte (para la clase de
funciones crecientes).

Diremos que una función f tiene incremento positivo si ĺım infx↓0 f(2x)/f(x) > 1.
La cola integrada es la función I(s) :=

∫ s
0
ν̄(x)dx.

Teorema 9.10. Sea X un subordinador con cola integrada de incremento posi-

tivo, deriva nula y h : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} creciente. Son equivalentes
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1.

ĺım sup
t↓0

Xt

h(t)
=∞, c.s.

2. ∫ 1

0

ν̄(h(t))dt =∞

3. ∫ 1

0

Φ

(
1

h(t)

)
dt =∞.

En caso contrario

ĺım sup
t↓0

Xt

h(t)
= 0, c.s.

Demostración. Como

I(x) ≥ xν̄(x), I(2x) = I(x) +

∫ 2

x

xν̄(t)dt ≤ I(x) + xν̄(x),

y por la hipótesis entonces ĺım infx↓0 xν̄(x)/I(x) > 0. Además como el exponente de

Laplace vaŕıa regularmente en 0+ con ı́ndice en [0, 1] entonces Γ(1−α)ν̄(x) ∼ Φ(x−1),

cuando x ↓ 0, (ver p.75 de [2]) por lo que 3 y 2 son equivalentes.

Supongamos la segunda condición. De la demostración del teorema anterior se

puede rescatar (en particular) que ĺım supt↓0Xt/h(t) ≥ 1, c.s. y como el exponente

de Laplace es cóncavo, si k > 1,∫ 1

0

Φ

(
1

kh(t)

)
dt =∞,

y la arbitrariedad de k implica que la primera condición se cumple.

Ahora, como

P (Xt ≥ a) ≤ E(1− e−Xt/a)
1− 1/e

=
1− e−tΦ(1/a)

1− 1/e
,

haciendo t = 21−n y a = h(2−n) se obtiene, por Taylor,

P (X21−n ≥ h(2−n)) ≤ 1− e−(21−n)Φ(1/h(2−n))

1− 1/e
≤ 21−nΦ(1/h(2−n))

1− 1/e
.
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Si ∫ 1

0

Φ

(
1

h(t)

)
dt <∞

entonces (por la monotońıa del exponente de Laplace)∑
n

2−nΦ

(
1

h(2−n)

)
dt <∞,

lo cual, por Borel-Cantelli, implica que X21−n < h(2−n), c.s. a partir de cierta n y

por tanto Xt < h(t) para t pequeña, c.s. Aśı, si suponemos que la tercera condición

no se cumple y como incluso∫ 1

0

Φ

(
1

εh(t)

)
dt <∞, ε ∈ (0, 1)

se concluye la prueba, por la arbitrariedad de ε, mostrando que la primera condición

no se cumple y la cuarta śı. �

El comportamiento asintótico inferior es más fino para si se considera una cierta
función en el denominador (la cual no es creciente). Se trata de la famosa Ley del
Logaritmo Iterado, la cual se restringe a cierta clase de subordinadores con exponente
de Laplace variando regularmente al infinito. La demostración es larga y elemental,
usando un cambio de medida. Se refiere al lector interesado en la demostración a la
p.88 de [2].

Teorema 9.11. (Ley del Logaritmo Iterado) Si el exponente de Laplace Φ de un

subordinador X vaŕıa regularmente al infinito con ı́ndice α ∈ (0, 1), entonces, c.s.,

ĺım inf
t↓0

Φ−1
(

log | log t|
t

)
Xt

log | log t|
= α(1− α)

1−α
α ,

donde Φ−1 es la inversa del exponente de Laplace. La misma relación se cumple al

infinito si el exponente de Laplace vaŕıa regularmente en el origen con tal ı́ndice.

La Ley de los grandes números también es válida y se sigue por monotońıa y
discretización (ya que se esta trabajando con subordinadores). Para mayor detalle se
refiere a [2].
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Teorema 9.12. (Ley de los Grandes Números) Sea X subordinador. Entonces,

c.s.,

ĺım
t→∞

Xt

t
= EX1.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Excursiones

1. Teoŕıa general

En esta sección los subordinadores aparecen de manera natural al considerar las
excursiones de un proceso de Markov. Ahora bien, nos interesa cierta clase de pro-
cesos de Markov para que la teoŕıa se pueda desarrollar. Se requiere un proceso de
Markov que empieza en el origen, càdlàg y adaptado a una filtración continua por la
derecha. En particular es progresivamente medible. La propiedad fuerte de Markov
es también un requerimiento.

Sea M un proceso con tales caracteŕısticas. La propiedad fuerte de Markov im-
plica que la ley cero-uno de Blumenthal se cumple: P (∀ε > 0 ∃t > 0 : Mt = 0, t <
ε) = 0, 1. Respectivamente diremos que 0 es irregular o regular. En caso de regula-
ridad σ := τRd\{0} es de paro y P (σ = 0) = 0, 1. Respectivamente diremos que 0 es
un punto de retención o instantáneo. Por regularidad, notemos que un punto es de
retención cuando el proceso, al ser iniciado, se mantiene en el origen un intervalo de
tiempo de medida positiva, c.s.

Analicemos el caso regular e instantáneo: P (∀ε > 0 ∃t > 0 : Mt = 0, t < ε) = 1,
P (σ = 0) = 1. Sea la variable aleatoria NM el núcleo de Mt. Las componentes (co-
nexas, evidentemente) de (N̄M)c son llamadas intervalos de excursión. Los conjuntos
conexos sobre la recta real son intervalos y como las componentes mencionadas son
disjuntas podemos imponer un orden de manera natural. En general una componente
arbitraria será denotada por (g, d), g, d ∈ N̄M . Denotemos al conjunto de componen-
tes de (N̄M)c por CM .

Como 0 es instantáneo, el proceso no puede ser idénticamente nulo. Por otro la-
do, por ser càdlàg, si no existiera un intervalo de excursión de medida positiva con
probabilidad positiva de ocurrir entonces M ≡ 0. Se sigue que ∃c > 0 tal que con pro-
babilidad positiva existe al menos un intervalo de excursión con lA = l := d− g > c,
donde A = (g, d). Ahora sea t > 0 fijo y At = {ω ∈ Ω : A ∈ CM , lA ≤ c, A < t}.
Por lo anterior, ∃t > 0 tal que PAt < 1. Si el proceso no regresa al origen después
de la primera vez que se le visita entonces P (∃A ∈ CM : lA > c) = 1. Si tal tiempo

95
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de paro es finito con probabilidad positiva entonces se aplica la propiedad fuerte de
Markov para notar que PA3t ≤ P 2At, por lo que, por iteración, se obtiene, de nuevo,
que P (∃A ∈ CM : lA > c) = 1.

El orden que se impone sobre cualquier subclase de CM estará indexado por los
naturales y se denota ln(c) := dn(c) − gn(c) > c, la longitud el enésimo intervalo
de excursión mayor a c. Supongamos que P (l1(a) > c) = 0 para algun a ∈ (0, c).
Entonces d1(a) < g1(c), c.s., y d1(a) <∞, c.s. Entonces se puede aplicar la propiedad
fuerte de Markov en tal tiempo de paro para deducir que dn(a) < g1(c), ∀n y por
tanto g1(c) = ∞, c.s., contradiciendo el resultado del párrafo anterior. Se sigue que
P (l1(a) > c) > 0, ∀a ∈ (0, c).

Sea c > 0 fija. Por lo anterior es posible definir la siguiente función sin necesidad
de pasar a valores extendidos en el rango:

π̄(a) :=
1{a≤c}

P (l1(a) > c)
+ P (l1(c) > a)1{a>c}.

Es inmediato que π̄ es continua por la derecha, decreciente, positiva, π(c) = 1 y que
NM es acotado, c.s., si 0 < π̄(∞) y no-acotado, c.s., si 0 = π̄(∞).

Definición 1.1. Se dice que 0 es transitorio si π̄(∞) > 0 o bien si NM es

acotado. Se dice que 0 es recurrente si π̄(∞) = 0 o bien si NM es no-acotado.

Por otro lado ĺıma↓0 P (l1(a) > c) = 0 ya que 0 es regular e instantáneo y por
tanto π̄(0+) =∞.

Algunos lemas preliminares son de utilidad para construir el tiempo local.

Lema 1.2. Sean 0 < b ≤ a ≤ ∞. Si π̄(b) > 0 entonces P (l1(b) > a) = π̄(a)/π̄(b).

Demostración. Se analiza solo el caso b < c < a, siendo los otros muy similares.

Se tiene, por la propiedad fuerte de Markov a los tiempos de paro l1(·),

P (l1(b) > a) = P (l1(b) > c, l1(c) > a) = P (l1(c) > a)− P (l1(b) ≤ c, l1(c) > a)

= P (l1(c) > a)− P (l1(b) ≤ c)P (l1(c) > a)

= π̄(a)− (1− 1/π̄(b))π̄(a) = π̄(a)/π̄(b).

�
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Notemos que π̄ es independiente de la elección arbitraria de c > 0 fija excepto
por un factor multiplicativo.

Se define Na(t) := sup{n : gn(a) < t}, a, t > 0, es decir, el número de intervalos
de excursión de longitud mayor a a que inician antes del tiempo t.

Lema 1.3. Sean 0 < b < a ≤ ∞. Si π̄(b) > 0 entonces Nb(g1(a)) es independiente

de M ◦ θg1(a). Mas aún, para k un entero no-negativo,

P (Nb(g1(a)) ≥ k) = (1− π̄(a)/π̄(b))k.

Demostración. Como dn(b) es de paro, la propiedad fuerte de Markov nos dice

que, condicionalmente sobre {dn(b) < ∞}, Mn := M ◦ θdn(b) ∼ M y Mn ⊥ Fdn(b).

Entonces para F ≥ 0 medible

E(F (Mn);Nb(g1(a)) ≥ n) = E(F (Mn); dn(b) < g1(a)) = EF (M)P (dn(b) < g1(a)),

lo cual nos dice que, sobre {dn(b) < g1(a)}, M ◦ θg1(a) ∼ Mn ◦ θgn1 (a). Se sigue que

Nb(g1(a)) ⊥M ◦θg1(a). Para la segunda parte del lema basta ver que, por la propiedad

fuerte de Markov y el lema anterior,

P (dn+1(b) < g1(a)|dn(b) < g1(a)) = P (d1(b) < g1(a)) = P (l1(b) ≤ a) = (1− π̄(a)/π̄(b)).

Aśı,

P (Nb(g1(a)) ≥ k) =
k−1∏
n=0

P (Nb(g1(a)) ≥ n+ 1|Nb(g1(a)) ≥ n) = (1− π̄(a)/π̄(b))k.

�

Lema 1.4. Sea 0 < u ≤ ∞. Si π̄(u) > 0 entonces Na(d1(u))/π̄(a), a ∈ (0, u), es

una martingala reversa. Además es continua por la izquierda, uniformemente integra-

ble, convergente c.s. y en media en el origen y tal ĺımite tiene distribución exponencial

de parámetro π̄(u) y es independiente de la variable l1(u).

Demostración. Sea Ga := σ(lk(a), k = 1, · · · , Na(d)), donde d = d1(u), fil-

tración revertida para N·(d), por construcción. Condicionalmente sobre Na(d) = n

y lk(a) = ck, los procesos Y k := (M ◦ θdk−1(a))t∈[0,dk(a)−dk−1(a)] se distribuyen como

(Mt)t∈[0,d1(a)], condicional a l1(a) = ck, y son independientes, por la propiedad fuerte
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de Markov.

Por el lema anterior también sabemos que Nb(d1(a))−1 = Nb(g1(a)) ∼ Geom(1−
π̄(a)/π̄(b)), siempre y cuando b < a. Entonces, de las dos observaciones anteriores, se

tiene que E(Nb(d)|Ga) = Na(d)[E(1 +H)], donde H ∼ Geom(1− π̄(a)/π̄(b)). Pero

E(1 +H) = 1 + (1− π̄(a)/π̄(b))/π̄(a)/π̄(b) = π̄(b)/π̄(a),

por lo que E(Nb(d)|Ga) = Na(d)π̄(b)/π̄(a), la propiedad de martingala revertida ase-

verada.

Las demás propiedades son evidentes o se siguen de teoremas elementales de

probabilidad, por ejemplo que distribuciones geométricas convergen a exponencial y

que si el limite c.s. tiene esperanza finita y las medias convergen a ella entonces la

martingala es uniformemente integrable. �

Se construye ahora el tiempo local.

Teorema 1.5. Para t ≥ 0, c.s. existe, L(t) := ĺıma↓0Na(t)/π̄(a), la cual es una

función creciente, continua y la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada tiene soporte

N̄M .

Definición 1.6. A tal función L se le llama el tiempo local de M en 0. Su inversa

(generalizada) está dada por

L−1(t) = ı́nf{s ≥ 0 : L(s) > t}.

Demostración. Si t = d1(u) ya se probó que Na(t)/π̄(a) converge y, de hecho,

por la propiedad fuerte de Markov, converge para

t ∈ D :=
⋃
u>0

⋃
k

{dk(u)}.

Sobre D, L es creciente, por definición de Na(t). Se afirma que existe una extensión

continua única de L a R+ ∪ {0}. Sean ε > 0 y A := {L(dk(a)) − L(dk−1(a))) ≤
ε,∀k ≤ Na(d1(c))}. Por los lemas anteriores y una aplicación de la propiedad fuerte
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de Markov sabemos que

Na(d1(c))− 1 ∼ Geom(1− π̄(c)/π̄(a))

[L(dk(a))− L(dk−1(a))]|Na(d1(c)) = n ∼ Exp(π̄(a)) (i.i.d.),

de donde es inmediato que

P (A) =
∞∑
n=0

π̄(c)

π̄(a)

(
1− π̄(c)

π̄(a)

)n
(1− e−επ̄(a))n+1

=
π̄(c)(1− e−επ̄(a))

π̄(a)
(

1−
[(

1− π̄(c)
π̄(a)

)
(1− e−επ̄(a))

]) → 1, a ↓ 0,

ya que ĺıma↓0 π̄(a) = ∞. En otras palabras, es casi seguro que el rango de L, sobre

D ∩ [0, d1(c)], es conexo al tomar cerradura. Por la propiedad fuerte de Markov, lo

mismo es cierto para L sobre D y la extensión continua se construye de manera

estándar. También es claro que, para tal extensión, Na(t)/π̄(a)→ L(t), c.s.

Sea ΛL la medida Lebesgue-Stieltjes asociada a L y su soporte SL. Para ε, δ > 0,

∃a > 0 con P (d1(a) < δ) > 1 − ε, ya que 0 es instantáneo, por hipótesis. Pero

P (L(d1(a)) = 0) = 1/∞ = 0. Aśı P (L(δ) = 0) < ε, por la monotońıa de L. Por

arbitrariedad se tiene que P (L(δ) = 0) = 0, ∀δ > 0. Por la propiedad fuerte de

Markov se concluye que P (L(s) = L(t) & Mw = 0, w ∈ (s, t)) = 0, i.e. L(s) < L(t),

c.s. y por tanto N̄M ⊂ SL. Para la otra contención basta tomar a > 0 pequeña para

que L(s) < L(t) implique Na(t)−Na(s) > 0 y por tanto ∃w ∈ (s, t) con Mw = 0. �

Claramente el tiempo local L(t) = L(t, c) = f(t)g(c), donde c > 0 es la constante
usada para definir a π̄, sin embargo, para los resultados posteriores no necesitaremos
esta expresión expĺıcita.

Se dice que el tiempo local es un funcional aditivo en el siguiente sentido. Sea
τ < ∞ de paro. Si M ′ = M ◦ θτ y L′ su correspondiente tiempo local (definido de
manera análoga utilizando markovianidad en el primer retorno al origen). Entonces

L(τ + t) = ĺım
a↓0

Na(t+ τ)/π̄(a) = ĺım
a↓0

[Na(τ) +N ′a(t)]/π̄(a) = L(τ) + L′(t), c.s.
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Si τ es de paro con Mτ = 0 sobre {τ < ∞}, entonces (usando la probabilidad
P (·|τ <∞))

Fτ ⊥ (M ◦ θτ , L(τ + ·)− L(τ)) ∼ (M,L).

Es importante saber que si se tiene un proceso K, adaptado, continuo, creciente
tal que el soporte de la medida asociada de Lebsegue-Stieltjes cumple SK ⊂ N̄M ,
c.s. y si τ es de paro con Mτ = 0 sobre {τ < ∞}, entonces (usando la probabilidad
P (·|τ <∞))

Fτ ⊥ (M ◦ θτ , K(τ + ·)−K(τ)) ∼ (M,K).

Se sigue que K = Ld, para alguna constante fija d ≥ 0, i.e., el tiempo local está
caracterizado de manera única (módulo una constante multiplicativa) mediante el
teorema precedente y la propiedad aditiva. (Para más detalles sobre esta caracteri-
zación se puede consultar p.111 en [2]).

Ahora, como M es càdlàg, tiene a lo más una cantidad numerable de saltos, por
lo que N̄M\NM es numerable, en particular Lebesgue nulo y aśı∫ t

0

1{Ms=0}ds =

∫ t

0

1{s∈N̄M}ds =: K(t),

un proceso creciente, continuo, adaptado y cuyo soporte SK ⊂ N̄M . La propiedad
fuerte de Markov muestra que K es un funcional aditivo (en el sentido usado arriba)
y por tanto ∃d ≥ 0 tal que K = Ld. Se concluye lo siguiente, que, de hecho, es una
definición aletrnativa de un tiempo local (para una constante adecuada):

L(t)d =

∫ t

0

1{Ms=0}ds.

Analizamos ahora el tiempo local inverso, iniciando con propiedades básicas. Se
define, de manera esperada, L−1

− (t) := L−1(t−) = ĺıms↑t L
−1(s) = ı́nf{s ≥ 0 : L(s) ≥

t}.

Proposición 1.7. El proceso L−1 es creciente, càdlàg y adaptado. L−1(t), L−1(t−)

son de paro. Además se cumplen las siguientes propiedades, c.s.,

(L−1 ◦ L)(t) = ı́nf{L−1(u) : L−1(u) > t} = ı́nf{s > t : Ms = 0},

(L−1
− ◦ L)(t) = sup{L−1(u) : L−1(u) < t} = sup{s < t : Ms = 0}.

Notemos que como M es càdlàg entonces, sobre {L−1(t) <∞}, L−1(t) ∈ NM .
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Demostración. De la definición, las primeras tres caracteŕısticas de L−1 son

evidentes. Por continuidad de L es fácil deducir que L−1(t) es de paro y por tanto

ĺıms↑t L
−1(s) = L−1

− (t) también. Se prueba una de las identidades, la otra siendo

análoga.

Sea Dt = ı́nf{s > t : Ms = 0}. Si Dt > t entonces L es constante sobre [t,Dt) y

entonces, por definición de la inversa, Dt ≤ (L−1 ◦ L)(t). Si Dt = ∞, la igualdad se

da. Si Dt < ∞, Dt ∈ N̄M = SL, el soporte de L y por continuidad (y definición de

Dt) debe existir vecindad U ≥ Dt con Dt ∈ U ⊂ SL, de donde L(s) > L(Dt) = L(t),

∀s > Dt y por tanto Dt ≥ (L−1 ◦ L)(t).

Si en cambio t = Dt ∈ SL entonces, como anteriormente, t = Dt ≥ (L−1 ◦ L)(t).

Pero, por definición, t ≤ (L−1 ◦ L)(t). �

Notemos que, como L es continua, SL = N̄M no tiene componentes singulares,
por lo que no solo los intervalos del tipo (L−1

− (t), L−1(t)) son excursiones (según la
proposición anterior, siempre y cuando L−1

− (t) < L−1(t)), sino que todo intervalo de
excursión es de este tipo. En otras palabras, L caracteriza a los intervalos de excur-
sión.

Es momento de enunciar un teorema importante, el cual da significado a la nota-
ción utilizada anteriormente. Recordemos que π̄ es decreciente, por lo que la podemos
considerar la cola de una medida. Mas espećıficamente podemos recuperar (definir)
la medida subyacente (asociada):

π((s, t]) := π̄(s)− π̄(t), (s, t] ⊂ (0,∞).

Teorema 1.8. El proceso L−1 es un subordinador con medida de Lévy ν = π,

deriva d y matado a tasa λ = π̄(∞). En otras palabras, tiene la representación

L−1(ω, t) := S(ω, t)1[0,τ(ω))(t) +∞1[τ(ω),∞](t),

donde S es subordinador (π, d) y τ ∼ Exp(π̄(∞)). Más aún, su exponente de Laplace

está dado por

Φ(s) = sd+

∫ ∞
0

se−srπ̄(r)dr.
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En lo anterior, cabe aclarar que d es la constante que hace que

L(t)d =

∫ t

0

1{Ms=0}ds.

También notemos que como L−1 es subordinador entonces (η es proceso/medida
aleatoria de Poisson y λ medida de Lebesgue)

t

∫ ∞
0

(x ∧ 1)π(dx) =

∫ t

0

∫ ∞
0

(x ∧ 1)(λ⊗ ν)(dsdx) =

∫ t

0

∫ ∞
0

(x ∧ 1)Eη(dsdx) <∞,

Demostración. Supongamos primero que 0 = π̄(∞) = P (l1(c) > ∞), por lo

que, por la propiedad fuerte de Markov, dn(c) < ∞, c.s. Por la misma propiedad y

la definición de L, L(dn) =
∑n

1 ξk, donde ξk ∼ Exp(π̄(c) = 1), (i.i.d.). Esto muestra

que

L(∞) = ĺım
n→∞

L(dn(c)) = ĺım
n→∞

n∑
1

ξk =∞,

c.s., y como L−1(t) es de paro entonces se puede aplicar la propiedad fuerte de

Markov:

FL−1(t) ⊥M ′ := M ◦ θL−1(t) ∼M,

de donde el tiempo local de M ′ está dado, por la propiedad aditiva, por

L′(s) = L(L−1(t) + s)− L(L−1(t)) = L(L−1(t) + s)− t,

y aśı, por definición de inversa generalizada, L′−1(s) = L−1(t+ s)−L−1(t). En otras

palabras, L−1 es un proceso càdlàg con incrementos independientes y estacionarios,

i.e., de Lévy. Claramente es no-negativo, por lo que incluso es subordinador. Sea

ν su medida de Lévy, i.e., la medida caracteŕıstica del proceso de Poisson puntual

∆L−1. Se define τa := ı́nf{t ≥ 0 : ∆L−1(t) > a}. Como se vio, L caracteriza a los

intervalos de excursión, por lo que τa = L(s) ∼ Exp(π̄(a)), s ∈ (g1(a), d1(a)) y aśı
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ν((a,∞)) = π̄(a), i.e., ν = π. Por la misma caracterización

L−1(t) =

∫ L−1(t)

0

1{s∈N̄M}ds+

∫ L−1(t)

0

1{s∈N̄c
M}ds

=

∫ L−1(t)

0

1{s∈N̄M}ds+
∑
s≤t

∆L−1(s)

= td+
∑
s≤t

∆L−1(s).

Por tanto la deriva es tal d y la representación deseada se sigue de Lévy-Khintchine.

Notemos que, en este caso, L−1 es el subordinador S del teorema, ya que, en este

caso τ =∞ ya que π̄(∞) = 0, es decir, es un subordinador no matado.

Analicemos ahora el caso π̄(∞) > 0. Sea s > t. Similarmente al caso anterior,

condicionalmente sobre {L−1(t) < ∞} o sobre {L−1(s) < ∞}, (L−1(u))u∈[0,t] tiene

distribución fija, la de algún subordinador (Ss)s∈[0,t]. Basta notar que {L−1(t) <

∞} = {L(∞) > t}, por lo que el subordinador S se mata a tasa τ := L(∞) =

L(d(∞)) ∼ Exp(π̄(∞)). Caractericemos ahora ν de S, ya que d se hace de la misma

forma. Ya notamos que (en particular) τa = L(d1(a)), a > 0, por lo que

1− e−tν((a,∞)) = P (∃s < t : ∆Ss > a)

= P (τa < t|L(∞) > t) = P (L(d1(a)) < t, L(∞) > t)/e−tπ̄(∞).

Pero entonces, por la propiedad de Markov,

P (L(d1(a)) < t, L(∞) > t) = P (L(d1(a)) < t, L(∞) > t|d1(a) <∞)P (d1(a) <∞)

=

∫ t

0

π̄(a)e−sπ̄(a)e−(t−s)π̄(∞)ds(1− π̄(∞)/π̄(a))

= e−tπ̄(∞)(1− e−tπ̄(a)+tπ̄(∞)),

por lo que

1− e−tν((a,∞)) = e−tπ̄(∞)(1− e−tπ̄(a)+tπ̄(∞))/e−tπ̄(∞) = 1− e−tπ((a,∞)),

lo cual basta para concluir que ν = π. �
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Definición 1.9. Se define la vida de una excursión como la longitud de un

intervalo de excursión, ζ := d− g y la excursión asociada como (M(ω, t− g))t∈(0,ζ),

ω ∈ Ω fija.

Entonces se puede escribir al conjunto de excursiones como⋃
a>0

⋃
(g,d)

{ω|dg : ω ∈ Ω, ζ(ω) > a, 0 /∈ ω((g, d))} =: E.

Recordemos que Ω es el conjunto de todas las trayectorias càdlàg matadas, por lo que
podemos considerar E ⊂ Ω y se le puede asignar la topoloǵıa subespacio inducida
por la topoloǵıa (de Skorohod) que tiene Ω. Para este fin, se (re)define

E :=
⋃
a>0

Ea :=
⋃
a>0

{ω ∈ Ω : ζ(ω) > a, 0 /∈ ω((0, ζ))}

y similarmente se le puede asignar tal topoloǵıa a cada Ea. La importancia de re-
marcar este detalle es simplemente garantizar la existencia de leyes condicionales.

Definición 1.10. Sea a > 0 un número tal que la cola de la medida de Lévy de

L−1 es positiva, i.e., π̄(a) > 0 (para que aśı g1(a) <∞, c.s.). Se define, sobre Ea, la

medida (de probabilidad) conocida como la ley de excursiones de M con vida ζ > a:

n(N ′−1(A)|ζ > a) := P (N ′ ∈ A),

A boreliano y N ′ = M ◦ θg1(a) ◦ κl1(a).

El siguiente lema muestra una ı́ntima relación entre π̄ y n(·|ζ > a).

Lema 1.11. Si a, π̄(a) > b > 0 y B ∈ Ea es medible entonces se cumple

π̄(a)n(B|ζ > a) = π̄(b)n(B|ζ > b).

Demostración. Recordemos que Nb(g1(a)) ∼ Geom(1− π̄(a)/π̄(b)), por lo que

P (Nb(g1(a)) = 0) = π̄(a)/π̄(b), es decir, la probabilidad de que no haya intervalos de

excursión de longitud mayor a b antes del inicio del primer intervalo de excursión de

longitud mayor que a. Aśı, esta probabilidad esta asociada precisamente el evento

donde el primer intervalo de excursión con longitud mayor que b también es el primero
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con longitud mayor que a. Aśı, para A boreliano,

π̄(b)

π̄(a)
n(N ′−1(A)|ζ > b) =

π̄(b)

π̄(a)
n(N ′−1(A), ζ > a|ζ > b)

=
P (N ′ ∈ A, ζ > a)

P (Nb(g1(a)) = 0)

= P (N ′ ∈ A|Nb(g1(a)) = 0) = P (N ′ ∈ A) = n(N ′−1(A)|ζ > a),

ya que N ′ ⊥ Nb(g1(a)). La extensión a medibles arbitrarios es inmediata. �

Ahora se puede definir una medida de excursión de manera satisfactoria. Notemos
que si A ∈ E, entonces A ∈ Ea para algún a > 0, pero no necesariamente para sólo
una a > 0, sin embargo, haciendo n(A) := π̄(a)n(A|ζ > a) se obtiene una medida
bien definida, gracias al lema anterior.

Definición 1.12. La medida de excursión n está dada por

n(A) = π̄(a)n(A|ζ > a),

si A ∈ Ea ⊂ E.

Con esta nueva definición se justifica la notación utilizada para la ley de excur-
siones con vida ζ > a. Como {ζ > a} ∩ E = Ea entonces podemos aplicar n a tal
evento: n(ζ > a) = π̄(a)n(ζ > a|ζ > a) = π̄(a)P (N ′ ∈ {ζ > a}) = π̄(a), y por
tanto podemos considerar a n(·|ζ > a) como una verdadera ley condicional derivada
a partir de n y el evento mencionado. Las propiedades de regularidad y simple de
Markov de M se transmiten a la medida n.

Nos interesa ahora definir un proceso que permita analizar las excursiones en
conexión con la caracterización que tienen los intervalos de excursión y el tiempo
local inverso de M , el proceso subyacente de Markov.

Definición 1.13. Sea Γ cementerio para E. Se define el proceso de excursión e

mediante la relación

et = M ◦ θL−1(t−) ◦ κL−1(t)−L−1(t−),

si L−1(t) > L−1(t−), y et = Γ en otro caso.

Notemos que et es un proceso estocástico para cada t. También que toma valores
en E, ya que manda a cada trayectoria a la (posible) excursión correspondiente al
intervalo de excursión (L−1(t−), L−1(t)).
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El siguiente teorema es el resultado principal de esta sección, ligando al proceso
e y a la medida n. La demostración es muy similar a la del otro teorema importante
de esta sección (la caracterización de L−1 como subordinador).

Teorema 1.14. El proceso e es de Poisson puntual con medida caracteŕıstica n,

cuando π̄(∞) = 0 (cero es recurrente). Si π̄(∞) > 0 (cero es transitorio) entonces

e ◦ κL(∞) es de Poisson puntual con medida caracteŕıstica n y detenido al primer

punto en E∞, i.e., e ◦ κL(∞) = e ◦ κτE∞ .

Demostración. Supongamos que cero es recurrente. El caso cuando cero es

transitorio es similar. Como L−1(t) es de paro podemos observar que FL−1(t) es fil-

tración. Sean B1, · · ·Bk ⊂ E medibles disjuntos y notemos la independencia de los

procesos NBi , dados por

NBi
t := |{s ∈ (0, t] : es ∈ Bi}|, , i = 1, · · · , k.

Sea B medible. La interpretación de tales procesos es la esperada: NB
t+s − NB

t es

simplemente el número de excursiones de M que pertenecen a B y tales que su

intervalo de excursión está contenido en (L−1(t), L−1(t + s)]. Ahora la propiedad

fuerte de Markov de M implica que

FL−1(t) ⊥M ′ := M ◦ θL−1(t) ∼M,

ya que ML−1(t) = 0. Sean L′ y L′−1 los tiempos local e inverso de M ′, respectivamente.

La propiedad aditiva del tiempo local implica mediante una cuenta hecha varias

veces antes que L′−1(s) = L−1(t+ s)−L−1(t). Se sigue (definiendo los procesos N ′B

correspondientes a M ′ de la manera esperada y análoga) que N ′Bs = NB
t+s−NB

t . Pero

entonces NB
t+s − NB

t también es el número de excursiones de M ′ cuyo intervalo de

excursión está contenido en (0, L′−1(s)]. Utilizando Markov (como se enunció recién)

FL−1(t) ⊥ NB
t+s −NB

t = N ′
B
s ∼ NB

s ,

lo cual caracteriza al proceso NB como (FL−1(t))-Poisson y a su vez a e como Poisson

puntual. Solo falta encontrar su medida caracteŕıstica.

Supongamos que la medida caracteŕıstica del proceso de Poisson puntual e es µ.

Sea a > 0. Para la medida condicional µ(·|Ea) se cumple (ver [2] p. 7 para la segunda
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igualdad siguiente)

µ(·|Ea) =
µ(· ∩ ζ > a)

µ(ζ > a)
= P (eτ{ζ>a} ∈ ·) = n(·|ζ > a) =

n(· ∩ ζ > a)

n(ζ > a)

y además Exp(π̄(a)) ∼ L(d1(a)) = τ{ζ>a} (para el proceso e), por lo que necesaria-

mente µ(ζ > a) = π̄(a). Pero también n(ζ > a) = π̄(a), de donde µ(· ∩ ζ > a) =

n(· ∩ ζ > a) y, por arbitrariedad de Ea, µ = n. �

Corolario 1.15. Sea F medible y no-negativa, sobre R+×Ω′×E, tal que para

cada excursión fija se tiene un proceso continuo por la izquierda y adaptado. Entonces

E
∑
t∈G

Ft(εt) = E

∫ ∞
0

∫
E

Fs(ε)n(dε)dL(s),

donde G es el conjunto de extremos izquierdos de intervalos de excursión, εt = ε◦θ−1
t ,

con ε ∈ E y (g, d) su intervalo de excursión correspondiente.

Demostración. Recordemos que los intervalos de excursión están en corres-

pondencia con los saltos del tiempo local inverso. Aśı∑
t∈G

Ft(εt) =
∑

t≤L(∞)

FL−1(t−)(et),

y como L(∞) = τE∞ , de paro, 1t≤L(∞) es predecible (adaptado a la σ-álgebra gene-

rada por todos los procesos continuos por la izquierda), al igual que FL−1(·−) (por las

condiciones impuestas sobre ella), entonces, aplicando la fórmula de compensación

para procesos de Poisson puntuales regular, se obtiene∑
t∈G

Ft(εt) = E
∑
t

1t≤L(∞)FL−1(t−)(et) = E

∫ ∞
0

∫
E

1t≤L(∞)FL−1(t−)(ε)n(dε)dt

= E

∫ ∞
0

∫
E

Fs(ε)n(dε)dL(s).

�

2. Aplicaciones a Teoŕıa de Riesgo

Se considera una generalización de el proceso Cramér-Lundeberg con la idea de
pago de impuestos. Para un tratamiento más detallado, incluyendo los casos parti-
culares que se derivan de lo que se presenta a continuación ver [6].
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Sea X un proceso de Lévy espectralmente negativo, i.e., un proceso de Lévy
unidimensional y con trayectorias que no son monótonas, sin embargo, con saltos
únicamente negativos. Tal proceso tiene triada de Lévy (b, σ, ν) que satisface b ∈ R,
σ ≥ 0 y ν es una medida que satisface

∫
(−∞,0)

(1∧x2)ν(dx) <∞, ya que, por hipótesis

ν tiene soporte en los reales negativos. Por Lévy-Itô tal proceso se puede representar
de la siguiente forma

Xt = σBt − bt+X
(1)
t +X

(2)
t ,

donde B es un movimiento browniano estándar, X(1) es un proceso Poisson com-
puesto con saltos mayores o iguales a la unidad (por ejemplo) y X(2) corresponde al
procesos de saltos pequeños, i.e., una martingala cuadrado integrable con saltos mas
pequeños que la unidad. Los tres procesos son estocásticamente independientes.

Ahora, si X tiene variación acotada no hay término browniano y, de hecho,
Xt = dt−Yt, donde d > 0 es la deriva y Y es un subordinador (Lévy no-decreciente)
que carece de deriva. Es sabido que si Ψ denota el exponente de Laplace de X en-
tonces el proceso converge en valor absoluto a infinito o bien oscila si |Ψ(0+)| > 0 o
bien Ψ(0+) = 0, respectivamente.

Introducimos ahora un proceso esencial en la discusión, el proceso del supremo
(acumulado), dado por St = sups≤tXs. La manera en la que vamos a entender el
pago de impuestos y, por lo tanto, perturbar al proceso X es mediante S. Aśı nuestro
nuevo modelo que nos interesa estudiar y que emula al clásico Cramér-Lundberg es
el proceso dado por

Ut := Xt −
∫

(0,t]

γ(Su)dSu, t ≥ 0,

donde γ : R+ → R es arbitraria (localmente integrable). La integral es la Lebesgue-
Stieltjes, ya que S es no-decreciente. La interpretación en términos de riesgo es que
X es el proceso superávit o de capital de una aseguradora y γ caracteriza la manera o
regla bajo la cual se pagan los impuestos. Intuitivamente se quiere generalizar la idea
de pagar una cantidad fija de impuestos si el capital máximo de la aseguradora es
fijo. Simplificaciones de la teoŕıa subsecuente son obvias si se restringe a γ de manera
natural, como por ejemplo γ : R+ → (0, 1) o bien γ ≡ γ0 ∈ (0, 1). Mas aún, si γ ≡ 0
entonces se tiene una generalización del modelo Cramér-Lundberg en el contexto de
Teoŕıa de Ruina donde se utiliza un proceso de Lévy espectralmente negativo como
el capital.
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Se hace una observación que, a pesar de ser obvia, es sumamente útil para trabajar
con U . Espećıficamente que

Ut = At − (St −Xt), At := St −
∫

(0,t]

γ(Su)dSu, t ≥ 0.

Supongamos que el proceso X de Lévy inicia no (necesariamente) en cero, sino en
X0 ≡ x, el cual representa en capital inicial de la aseguradora y t́ıpicamente es
positivo. Entonces, definiendo

γ̄(s) = s−
∫ s

x

γ(v)dv,

se tiene la representación At = γ̄(St). Al ser S un proceso no-decreciente, es de va-
riación acotada y, consiguientemente, lo mismo se puede decir sobre At. Como las
medidas con signo están en correspondencia con las funciones de variación acotada,
dA define una medida con signo, la cual, tiene soporte contenido en el de la medida
(no-negativa) dS.

Sea SA el soporte de dA. Sea BS−X el conjunto de intervalos (abiertos y ajenos)
sobre los cuales S −X se encuentra en R+, i.e., fuera de cero, correspondiente a los
intervalos de excursión de X fuera de su máximo. Notemos SA ∩ BS−X = ∅, puesto
que incluso SS ∩ BS−X = ∅, donde SS es el soporte de dS. Como consecuencia de
esta discusión tenemos que la descomposición U = A−(S−X) puede ser visualizada
como tener excursiones fuera de cero de S − X justamente en el tiempo cuando A
no vaŕıa.

A continuación de introducen las funciones de escala. Un tratamiento completo
de funciones de escala se encuentra en [2] y [4]. Aqúı solo serán mencionadas las
propiedades que se necesitan para la teoŕıa de excursiones en cuestión. Sea W (q) =
W (q)1[0,∞) la única función continua por la derecha cuya transformada de Laplace es∫ ∞

0

e−λtW (q)(t)dt =
1

Ψ(λ)− q
, λ > s(q),

donde s(q) es la solución más grande a la ecuación Ψ(λ) = q (a lo más tiene dos solu-
ciones, por convexidad de Ψ). W (q) es estrictamente creciente y tiene densidad (W (q)′)
con respecto a la medida de Lebesgue. Si X es de variación acotada, W (q) ∈ C1. Adi-
cionalmente, se tienen caracterizados los siguientes ĺımites: W (q)(0+) = d−1, 0 si,
respectivamente, X es de variación acotada o no-acotada; la derivada por la derecha

W
(q)′

+ (0+) = q+π(R)
d2 , 2

σ2 si σ = 0, ν(R) < ∞ para el primer caso y, para el segundo,
σ > 0 o bien ν(R) =∞.
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Adicionalmente, en [5] se encuentra el siguiente resultado útil (n es la medida de
excursión para el proceso S −X y ε̄ := sups<η ε(s)):

n(ε̄ > x) =
W ′(x)

W (x)
,

siempre y cuando x no sea punto de discontinuidad de W , lo cual solo puede suceder
si X es de variación acotada, en cuyo caso solo existe un número a lo más numerable
de discontinuidades. Mas aún, sea el cambio de variable dP s(q)/dP |Ft = es(q)Xt−qt.
Entonces, denotando por ns(q) a la medida de excursión de S − X bajo la medida
P s(q), ocurre

ns(q)(ε̄ > x) =
W (q)′(x)

W (q)(x)
− s(q).

La importancia de las funciones de escala es grande y en lo subsecuente será aún mas
notorio.

Se usará la siguiente convención de tiempos de paro: σa = ı́nf{t > 0 : St = a} (la
primera visita de S, o bien de X, al estado a) y τ−0 = ı́nf{t > 0 : Ut < 0} (el tiempo
de ruina del proceso U).

En el contexto en el que estamos se establece el resultado principal:

Teorema 2.1. Sean 0 < x ≤ a < a∗(x) := ı́nf{s ∈ [x,∞) : γ̄(s) < 0} y q ≥ 0.

Definimos

Z(q)(x) := 1 + q

∫ x

0

W (q)(y)dy, f(x) :=
Z(q)(x)W (q)′(x)

W (q)(x)
− qW (q)(x).

Entonces son válidas las siguientes identidades:

Ex(e
−qσa1{σa<τ−0 }) = e−

∫ a
x W

(q)′ (γ̄(s))/W (q)(γ̄(s))ds,

Ex(e
−qσa1{τ−0 <σa}) =

∫ a

x

e−
∫ t
xW

(q)′ (γ̄(s))/W (q)(γ̄(s))dsf(γ̄(t))dt,

donde permitimos que a =∞ si a∗(x) =∞. En particular, en este caso, la probabi-

lidad de ruina de U tiene forma expĺıcita:

Px(τ
−
0 <∞) = 1− e−

∫∞
x W ′(γ̄(s))/W (γ̄(s))ds.

Demostración. Notemos que a∗(x) es el primer instante cuando γ̄(s) entra a

los reales negativos. Esto sucede cuando no se está en una excursión de X fuera
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de su máximo y por lo tanto también es el máximo valor que puede tomar S antes

de la ruina de U , ya que en tal momento Ut = At = γ̄(St). Más aún, σa < τ−0 sii

ε̄· ≤ γ̄(x+ ·) sobre [0, a− x].

Se hace la siguiente traducción a lenguaje de excursiones

Ex(e
−qσa1{σa<τ−0 }) = Ex(e

−qL−1(a−x)1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,a−x]}),

lo cual se traduce, aplicando el cambio de medida exponencial (como L−1(a− x) es

de paro), a

Ex(e
−qσa1{σa<τ−0 }) = Ex(e

s(q)XL−1(a−x)−qL
−1(a−x)−s(q)XL−1(a−x)1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,a−x]})

= e−(a−x)s(q)Es(q)
x (1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,a−x]})

= e−(a−x)s(q)P s(q)
x (ε̄s ≤ γ̄(x+ s), s ∈ [0, a− x]).

Pero la fórmula exponencial del primer caṕıtulo nos dice

P s(q)
x (ε̄s ≤ γ̄(x+ s), s ∈ [0, a− x]) = e−

∫ a−x
0 ns(q)(ε̄>γ̄(x+s))ds.

Uniendo lo todo lo anterior se obtiene

Ex(e
−qσa1{σa<τ−0 }) = e−(a−x)s(q)e−

∫ a−x
0 ns(q)(ε̄>γ̄(x+s))ds

= e−
∫ a−x
0 [s(q)+ns(q)(ε̄>γ̄(x+s))]ds

= e−
∫ a−x
0 W (q)′ (γ̄(x+s))/W (q)(γ̄(x+s))ds,

lo cual prueba la primera identidad. La segunda se realiza de una manera similar,

como sigue. Sea ρk = ı́nf{s > 0 : ε(s) > k}. Primero traducimos a excursiones, sin

embargo, ahora se deben considerar todos los posibles tiempos de ruina (la suma

corre sobre los distintos tiempos de excursión):

Ex(e
−qτ−0 1{τ−0 <σa}) = Ex

∑
0<t≤a−x

e−qL
−1(t−)−qργ̄(t+x)(εt)1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,t)}∩{ε̄t>γ̄(t+x)},

para ahora aplicar la fórmula de compensación del caṕıtulo anterior, (el conjunto E

es, como siempre, el espacio de excursiones) obteniendo

Ex

∫ a−x

0

∫
E

e−qL
−1(t−)−qργ̄(t+x)(ε)1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,t)}∩{ε̄(t)>γ̄(t+x)}n(dε)dt.
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En este punto, como en el caso anterior, debemos usar un resultado de funciones de

escala, para hacerlas aparecer. Espećıficamente, que (ver [1])

f(x) =

∫
E

e−qρx(ε)1{ε̄>x}n(dε).

Aśı, lo anterior se convierte, aplicando el mismo cambio de medida exponencial, en

Ex

∫ a−x

0

e−qL
−1(t)1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,t)}f(γ̄(t+ x))dt

=

∫ a−x

0

e−s(q)tEs(q)
x [1{ε̄s≤γ̄(x+s),s∈[0,t)}]f(γ̄(t+ x))dt.

Similarmente al caso anterior, la fórmula exponencial se lee

P s(q)
x (ε̄s ≤ γ̄(x+ s), s ∈ [0, t)) = e−

∫ t
0 n

s(q)(ε̄>γ̄(s+x))ds,

de donde

Ex(e
−qτ−0 1{τ−0 <σa}) =

∫ a−x

0

e−s(q)te−
∫ t
0 n

s(q)(ε̄>γ̄(s+x))dsf(γ̄(t+ x))dt

=

∫ a−x

0

e−
∫ t
0 [s(q)+ns(q)(ε̄>γ̄(s+x))]dsf(γ̄(t+ x))dt

=

∫ a−x

0

e−
∫ t
0 W

(q)′ (γ̄(x+s))/W (q)(γ̄(x+s))dsf(γ̄(t+ x))dt,

lo cual prueba la segunda identidad. Notemos su validez para a = ∞, bajo las

condiciones aseveradas, por convergencia dominada. En particular, si es permisible

que a =∞ y se hace q = 0, la primera identidad se lee

Px(σ∞ < τ−0 ) = e−
∫∞
x W ′(γ̄(s))/W (γ̄(s))ds.

Tomando complementos se obtiene la probabilidad de ruina

Px(τ
−
0 <∞) = 1− e−

∫∞
x W ′(γ̄(s))/W (γ̄(s))ds.

�
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