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Introduccion

La presente tesis tiene como objetivo hacer una exposicién ordenada y sistematica
de la teoria general de los procesos de Lévy y Teoria de Excursiones.

No se pretende de ninguna manera ser exhaustivo, sin embargo las pruebas se
realizaron con mas argumentos y calculos mas explicitos que en la literatura. En par-
ticular las demostraciones de una descomposicion de Lévy-I1to para procesos aditivos,
como enunciada en [3], y del resultado principal de [6] son detalladas y mas claras
para el lector no tan familiarizado con la teoria.

Los procesos de Lévy son el equivalente a tiempo continuo de las caminatas
aleatorias, i.e., procesos estocdsticos con incrementos independientes y estacionarios.
Su importancia como procesos de Markov espacialmente homogéneos y como un caso
particular de los procesos de Feller hace que su manejo no sea tan complicado. La
teoria de analisis de Fourier y analisis funcional, a pesar de no ser fundamental, es
de utilidad en muchas de las pruebas, haciéndolas mas elegantes.

Buenos ejemplos de procesos de Lévy son el movimiento browniano y el proceso
Poisson compuesto. De hecho, una caracterizaciéon importante, la de Lévy-1t6, nos
dice todo proceso de Lévy se puede escribir como suma independiente de éstos dos
procesos mencionados y un proceso adicional correspondiente a los posibles saltos
pequenos. Tal descomposicién se enuncia y demuestra en la primera seccion del pri-
mer capitulo. Este capitulo en su mayoria estd basado en [2] y [3], Inicialmente se
demuestra la descomposicion de Lévy-Ito, y se procede en las secciones subsecuentes
a hacer un tratamiento analitico de algunos funcionales importantes de los procesos
de Lévy, demostrando los resultados para procesos de Feller cuando la claridad de
la demostracién no se ve afectada. De la cuarta a la octava seccion de tal capitulo
se hace un tratamiento del comportamiento asintético de los procesos de Lévy y
se introducen los conceptos de dualidad, capacidad, polaridad y energia, los cuales
resultan estar muy realacionados entre si. También se define la nocién de transitorie-
dad y recurrencia y se estudia su relacién con los demas conceptos introducidos. La
identidad de Hunt es un ejemplo de una herramienta de demostracién importante en
estas secciones. Tal identidad se enuncia y demuestra en su debido momento, pero
otros resultados como La identidad de Parseval de analisis de Fourier son utlizadas
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sin demostracion. Se refiere a [7] para todos los resultados que se utilizan sobre anali-
sis funcional. La seccién final trata a los procesos de Lévy no decrecientes. El estudio
de tales procesos, llamados subordinadores, es de crucial importancia para la teoria
de excursiones del siguiente capitulo.

El segundo capitulo los subordinadores aparecen de manera natural al considerar
las excursiones de un proceso de Markov. La primera secciéon estd enteramente ba-
sada en [2] y desarrolla la teorfa general de excusiones, haciendo precisa esta nocién
intuitiva. El resultado principal es la formula de compesacion, la cual es un corolario
a un teorema que nos dice que el procesos de excursiones es puntual de Poisson con
medida caracteristica dada por la medida de excursion. Para un tratamiento mas ex-
haustivo de excursiones se refiere al libro ya citado. La segunda seccion del segundo
capitulo es una sencilla aplicacién a la teoria de riesgo de la formula de compensaciéon
para excursiones. Las funciones de escala son la herramienta mas fuerte que se utiliza
sin demostracién. Para un tratamiento de funciones de escala en conexién con teoria
de excursiones de refiere a [4]. Otras referencias importantes para ambas secciones
de este capitulo son [1], [5] v [6].



Capitulo 1

Teoria general de procesos de Lévy

Este capitulo aborda la parte tedrica del presente trabajo, haciendo un tratamien-
to detallado de la teorfa de los procesos de Lévy. En su mayoria se basa en [2] y [3],
sin embargo el lector podré apreciar algunas modificaciones en las demostraciones,
generalmente siendo mucho mas detalladas que en los textos mencionados.

Inicialmente se demuestra la descomposiciéon de Lévy-Itd, una caracterizacién
importante de los procesos de Lévy que es de frecuente utilidad en las secciones sub-
secuentes. Las secciones dos y tres son tratamientos analiticos de algunos funcionales
importantes de los procesos de Lévy, sin embargo la teoria se desarrolla para una
clase mas general de procesos: los de Feller.

De la cuarta a la octava seccion se hace un tratamiento del comportamiento
asintotico de los procesos de Lévy y se introducen los conceptos de dualidad, capa-
cidad, polaridad y energia, los cuales resultan estar muy realacionados entre si. La
identidad de Hunt es un ejemplo de una herramienta de demostracién importante en
estas secciones. Tal identidad se enuncia y demuestra en su debido momento, pero
otros resultados como La identidad de Parseval de analisis de Fourier son utlizadas
sin demostracién. La seccién final trata a los procesos de Lévy no decrecientes. El
estudio de tales procesos, llamados subordinadores, es de crucial importancia para
la teoria de excursiones del siguiente capitulo.

1. La descomposicion de Lévy-Ito

La meta de esta seccion es llegar a la descomposicion de Lévy-Ito, una carac-
terizacion de los procesos de Lévy como una suma independiente de un proceso
browniano con deriva, un proceso Poisson compuesto y una martingala cuadrado
integrable. Algunos resultados preliminares, tanto técnicos como tedricos, facilitan
la exposicion.

LEMA 1.1. (Férmula ezponencial) Sea § una medida aleatoria de Poisson en Rt

con intensidad p = F& y f > 0 medible. Entonces

Eexp (—/fdg) = exp (— /(1 — e_f)du),

11
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y la misma formula es vdlida para if (i =~/—1), con f una funcion real, si se tiene
S A D < oo.

DEMOSTRACION. Si X es una variable aleatoria Poisson con media m, se tiene

—c\k
EB_CX _ e—mz (mz' ) _ e—m(l—efc)7 ceC.

Sif=> <k Cklp, con By medibles ajenos (tales que las variables £ By son indepen-

dientes) tal que puBy < 0o, se tiene

Eexp (— / fdg) = Eexp (—chg3k>

=[] Eexp(—céBy)

= J[ ep (=B —e))
k<K

= exp (— Z puBR(1 — e_c’“)>

Si f > 0, podemos tomar una sucesion de f,, > 0 simples con f,, T f. Por convergencia

monotona se cumple que

[ g [ie [o—cau [a-ein

Finalmente, por convergencia dominada y por continuidad de la funcién exponencial,

el resultado se cumple para f > 0.

Supongamos ahora que [(|f|A1)du < oo. De la férmula anterior tenemos, reem-

plazando f con c|f],

Eexp (— / c|f|d§> — exp (— Ja- e—C'f>du).

La funcién del integrando del lado derecho, cuando ¢ | 0, estd dominada por | f| A 1,

de donde, por convergencia dominada, la expresién de la derecha converge a e® = 1.
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A su vez, la variable aleatoria a la que se le toma esperanza en el lado izquier-
do puntualmente va a ¢” = 1 si [|f]d < oo y se queda en cero en caso contra-

rio, cuando ¢ | 0. Se concluye, aplicando convergencia dominada una vez mas, que

P{[|f|d§ < o0} = E1{[|f|d§ < >0} =1, i.e., [|f|d§ < o0 c.s.

Tomemos funciones simples f, — f tal que |f,| < |f] vy [|faldp < 0o (notemos
que [([fIAD)du < oo = [(|fINk)du <k [(|fIA1) < o0, Vk € N). Por propiedades
de niimeros complejos, |[1—e/»| < |f|A2, de donde, aplicando convergencia dominada,
la asercion es consecuencia de la version para las f,, simples. 0

El siguiente Lema es 1til en la demostracion del teorema principal de esta seccion,
el cual se enuncia y demuestra inmediatamente después.

LEMA 1.2. Sean X, Y procesos cadlag en R* con Xo = Yy = 0 tal que (X,Y)
tiene incrementos independientes y no tiene saltos fijos. Supongamos que Y es un

proceso escalonado c.s. y AX - AY =0 c.s. Entonces X, Y son independientes.

DEMOSTRACION. Definimos
n=> duavy =y 1{(t,AV;) € },
t t

lo cual, como se hara ver en la primera parte el teorema que sigue de este lema,
implica que 7 es localmente Y-medible y Poisson. Supongamos s.p.g. que los saltos
de Y son acotados (de no ser asi podemos aplicar una funcién determinista que
transforme los saltos, por ejemplo con exp(—|z|), la cual no afecta la estructura de
independencia/dependencia). Entonces Y tiene variacién integrable, ya que, como es
escalonado, puede expresarse en términos de 7, la cual es Poisson.

Fijemos a,b € R? y definamos
eiaXt eibYt
Mt:m’ Nt:m’ tZO
M y N son localmente acotadas (ya que su denominador no se anula, gracias a que
tienen incrementos independientes, son cadlag y sin saltos fijos), N es de variacién
integrable en intervalos finitos (su denominador es continuo y no se anula y Y es de

variacion integrable en compactos) y son martingalas ya que, por ejemplo, para M
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se tiene, con la filtracién natural de X y s < t,

E(eia(Xt—Xs)eiaXs FS) eiaXsEeia(Xt—Xs)

E(Mt’FS) = E(eia(thXs)eiaXs) = Eeia(thXs)EeiaXS = M57

por la independencia de los incrementos. Para mayor detalle ver [3], cap. 15.

Tiene sentido hablar de la integral de Stieltjes con respecto a N ya que al ser va-
riacion integrable, es de variacién finita, c.s. Usando convergencia dominada, que una
martingala tiene esperanza constante, que N también es escalonado y los incrementos
son independientes obtenemos

E(MyN;) =1 = EZ(Mtk/n — Myg—1y/n) Z(Ntk/n — Ni(k-1)/n)

k<n k<n

= E(MyNo) + EZ(Mtk/n — Myg—1y/n) (Nekn — Netk—1)/n)

k<n
+E Y (Musn = My—y/n) Nijjn = Nig-1y/m) — 1
Py
= 1+FE Z(Mtk/n — Mye—1)/n) (Nekjn — Nit—1)/n)
k<n
+ Z(EMtk/n — EMy—1)/n) (ENgm — ENyj—1)m) — 1
ki
= EZ(Mtk/n — My—1y/n) (Nikyn — Negi—1y/m)
k<n
t
= E / (Mifsn1-1/n — Mijsn—yn)dNy = E > AM,AN, = 0.
0 s<t
Se sigue que BeieXt+iYe — [eiaXt PeibYt  Denotaremos por X ~ Y a la igualdad en
distribucién de X y Y. Ahora, si X/ ~ X; y Y/ ~ Y; con X LY/ entonces EelXt+i¥¥t —
EeiaXt eyt — FeiaXi BeibY! — FeiaXi+ibY!  5or e] Teorema de continuidad de Lévy,
y entonces se puede afirmar, por el mismo teorema, que (X;,Y/) ~ (X, Y;), de donde
X; v Y, son independientes, lo cual es suficiente para concluir que X y Y también lo

son. [l

TEOREMA 1.3. Sea X un proceso cadlag en R? con Xo = 0. Entonces X tiene
incrementos independientes y no tiene saltos fijos (P{X; # X;_} = 0, Vt > 0) sii,
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c.s., para cada t > 0,

t t
Xe=my + G + / / x(n — En)(dsdx) + / / an(dsdx),
0 Jiz|<1 0 Jiz|>1

para alguna funcion continua m con mg = 0, un proceso gaussiano G con incrementos
independientes y Go = 0 y un proceso de Poisson independiente n, con medida de
intensidad En, sobre (0,00) x (RA\{0}), tal que

t
/ /(|x|2 A 1)En(dsdz) < oo, t > 0.
0
DEMOSTRACION. Sea AX,; = X; — X,_. Definimos la medida aleatoria
n() = Z%,Axt) = Z H{(t, AXy) € -},
t t

la suma extendiéndose sobre toda t > 0 con AX; # 0. Sean s < t, f, con dominio
R? una funcién real, continua y cero en una vecindad del origen y particiones {s =

tno < -+ < tnn}nen de norma decreciente. Se tiene que
i 31X, = Xs,,) = [ Fanl(s. ] x da),
k

ya que, dada una trayectoria w, en los puntos donde es continua, el argumento de f
se encuentra, eventualmente, dentro de la vecindad donde esta se anula, mientras que
en los puntos de discontinuidad de w, como X es cadlag y f continua, los sumandos
se aproximan a f evaluada en el tamano de tales saltos. Notemos que cada variable
aleatoria del tipo ), f(X;,, —X;

rada por el proceso X, — X;, r € [s,t], ya que cada sumando lo es y f es continua,

1) €s medible con respecto a la o-dlgebra gene-
lo cual la hace medible con respecto a la o-algebra boreliana. Por tanto, la integral

limite es medible.

Por el Lema de Urysohn podemos aproximar a 7((s,t] x K) para cualquier com-
pacto K perteneciente a un conjunto generador de la o-4lgebra boreliana de R4\{0}
(por ejemplo cajas cerradas) con integrales del tipo anterior, tomando un sucesién f;,

creciente a 1x de funciones reales continuas que se anulan en una vecindad de cero
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y, por convergencia monotona,

/ falw)n((s, 1] x dz) 1 / Le(@n((s, 1] x dz) = n((s.1] x ).

Esto muestra que 7((s,t] X K) es medible, de donde se sigue, por el Teorema de

Clases Monétonas, que nB es medible, con B un conjunto Borel en (s, ] x R\ {0}.

Por la aproximacién anterior, n((s,?] x -) es una medida medible con respecto a

la o-algebra generada por el proceso X, — X, r € [s,1].

Ahora, por hipdtesis X tiene incrementos independientes y no tiene saltos fijos y
por lo tanto las mismas propiedades son validas para 7. Estas son condiciones sufi-

cientes para que 7 sea Poisson (Teorema 12.10 en [3]).

Continuemos con la demostracién del Teorema, tomando en cuenta el resultado
del Lema anterior a éste Teorema. Mostremos que fot Sz A1)En(dsdx) < oo, t >
0. Se define 1, = n([0,%] x ), una medida aleatoria sobre R*\{0}. Como [0,t] es
compacto, todo sub-conjunto infinito tiene un punto de acumulacién. Si tal conjunto
infinito es el de los saltos de magnitud mayor a una € > 0, X no puede ser cadlag en
el punto de acumulacién. Se concluye que n{z : |z| > €} < 00, c.s, Vt, e > 0. Como
n es Poisson, la misma relacién se cumple para En; (férmula exponencial) por lo que

basta probar que
/ |z|?En,(dz) < oo, t > 0.
2| <1
Para este fin se introduce, para cada ¢ > 0, el proceso dado por
Xe =S AXI{AX > ¢} = / eni(dz), t > 0.
s<t |x|>e

Notemos que (AX€); = AX;H{|AX | > €} v (AX — X9)); = AX, — AX I{|AX,| >
e} = AXI{]AX,] < €}. Se sigue que A(X — X€) - AX® = 0, y por como estdn
definidos, también se cumple que X — X¢ y X€ tienen incrementos independientes

e inician en cero. También se tiene que, por estar definido como una serie (o bien,

porque 7; es de conteo), X¢ es escalonado. Asi, se cumplen las hipétesis del Lema
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1.3 y concluimos que tales procesos son independientes. Los procesos cadlag con
incrementos independientes y sin saltos fijos cumplen que Ee®Xt £ 0, Ve, t > 0,u €

Re. Entonces, por la férmula exponencial, tenemos que Ve, t > 0y u € R4\{0},

0 < [Be| < B | = \Eexp ([ wwontan)
|

x|>e

exp ( / l>e(em - 1)Em(dx))‘ = exp ( /| |>€(cos(ux) - 1)Ent(da:)) .

Se usé la independencia probada de X — X¢ y X€ en el segundo paso. Haciendo

e — 0, por Taylor y la estricta positividad del término de la derecha se obtiene
/ luz|*Eny(dr) < K/(l — cos(ux))En(dz) < oo,
Jluz|<1

para alguna constante K. Tomando u = x/|z| se obtiene el resultado.

Sea € € [0,1] y definimos

t
My = / / x(n — En)(dsdzx), t > 0,
0 Je<|z|<1

t
Jp = / / an(dsdzx), t > 0.
0 Jz|>1

Al inicio de la prueba se mostré que 7 es localmente X- medible. Usando que los

incrementos de X son independientes se obtiene, para s < t,

sogir) -2 ( [ | s Enasan) + [T st s

ya que En es la intensidad de 7, y |z| es En-integrable en la regién dada (tomando

u = x/|23/? en la prueba inmediata anterior). Asi M¢ es martingala.

Notemos que en lo anterior hemos usado que si X = [ fdn se cumplen dos cosas

(se prueban de la misma manera que se probo la férmula exponencial):

a) Si [ |f|dEn < oo entonces EX = [ fdEn;
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b) Si [|fldEn < ooy [ f2dEn < co entonces EX? = [ f2dEn+ ([ fEn)*.

Se afirma que M€ no s6lo es martingala sino también cuadrado integrable. Para

esto basta ver que, por b),

E <M+ t zEn(dsdz) 2 - E t wn(dsdz) 2
0 Je<lzl<1 0 Je<lel<1
= /Ot /legl |22 En(dsdx)
+ (/Ot /Kxglen(dsda:))? < 0.

Ahora consideremos el espacio de martingalas cuadrado integrables de media cero
(como M¢) sobre [0,T] con respecto a una filtracién dada F; y lo denotaremos por
M?. Se define el producto interno (M, N) = EMrNr, con el cual M2 es un espacio

de Hilbert (una consecuencia de que L? es completo).

Por la desigualdad maximal de Doob se tiene, para t arbitraria,

E < sup |M¢ — M5|2> < 4||Mf — M]3 =0, e—0,
0<s<t

para alguna martingala M cuadrado integrable, que tiene los mismos saltos que to-

das las M€ y tiene incrementos independientes ya que es el limite (casi seguro bajo

una subsucesién decreciente de €,) de procesos que cumplen tal caracteristica.

Se sigue que M + J tiene los mismos saltos, c.s., que X (los pequenos y grandes)
por lo que el proceso resultante Y = X — M — J es continuo, c.s. Como X y n son
localmente X-medibles, Y es un proceso con incrementos independientes y continuo
c.s., lo cual implica que es gaussiano, con funciones de media y covarianza continuas
(Teorema 13.4 en [3]). Sustrayendo las medias, m;, se tiene un proceso gaussiano
centrado, G. Como AG; = 0, c.s, las condiciones Lema 1.3 se satisfacen para mos-

trar que G y (M€ + J) son independientes. Se sigue que G y 1 son independientes



1. LA DESCOMPOSICION DE LEVY-ITO 19

también. Esto prueba una implicacion.

La otra implicacién es inmediata, ya que de la teoria de medidas aleatorias de
Poisson, la existencia de las integrales es consecuencia de la finitud de fot J(Jx* A

1)En(dsdx). El proceso resultante tendréd incrementos independientes. O

Una discusion sobre un caso particular importante, los procesos de Lévy, debe
destacarse.

DEFINICION 1.4. A un proceso estocdstico cadlag, que comienza en el origen y
con incrementos independientes y estacionarios se le llama un proceso de Lévy.

Notemos que de la definicién se puede probar que el proceso es continuo en pro-
babilidad y que la estacionariedad excluye la posibilidad de que haya saltos fijos.
Algunos autores no requieren que el proceso sea cadlag y requieren que el proceso

sea continuo en probabilidad, sin embargo, esta ultima condicién junto con los incre-
mentos independientes, asegura que el proceso tiene una version cadlag sin saltos fijos.

COROLARIO 1.5. (Lévy-It6) Un X un proceso cadlag en R es de Lévy si y sélo

s, c.s., para cada t > 0,

t t
Xy =bt+0B, + / / z(n — En)(dsdx) + / / xn(dsdz),
0 Jiz|<1 0 Jiz|>1

para algin vector b, matriz (d x d) o, un movimiento Browniano B y un proceso
independiente de Poisson n, con medida de intensidad Emn = N\ ® v, con v sobre
RAN{0}, tal que

/(W A)(dz) < oo.

A v se le conoce como la medida de Lévy del proceso. A es la medida de Lebesque.

DEMOSTRACION. Un proceso de Lévy satisface las condiciones del Teorema 1.2,
de donde tiene la representacién probada. Notemos que la homogeneidad en el tiem-
po implica que que la medida En es invariante bajo transformaciones rigidas del
tiempo sobre (0,00) x (R¥\{0}), ya que 7 es localmente X-medible (ver demostra-
cién del Teorema 1.2). Se sigue, por caracterizacién de la medida de Lebesgue, que
En = A@v (Teorema 2.6 en [3]). Como ¢ [(|z|*A)v(dz)=y [(|z[>AL)A@v(dsdz) =
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I3 [(|z]? A1) En(dsdx) < oo, t > 0 tenemos [ (|z[> A 1)v(dz) < oo. Como un proceso
gaussiano con incrementos independientes y estacionarios es necesariamente un mo-
vimiento browniano con deriva (ver, por ejemplo, Teorema 13.4 en [3]), se siguen la

representacion e independencia afirmadas.

La implicacién inversa se sigue de inmediato (lo inico que falta probar es homo-
geneidad en tiempo, lo cual se sigue de tales propiedades para la medida de Lebesgue
y el browniano con deriva). O

Notemos que, como 7 es localmente X-medible, v esta determinada de manera
unica por la distribucion del proceso. Por sustraccién, b y ¢ también lo estan.

Se concluye la seccién con algunos resultados sobre el exponente caracteristico.

COROLARIO 1.6. (Lévy-Khintchine) Sea X de Lévy. Entonces Ee™Xt = =¥,
donde

1 )
U(u) = —iub+ Juou + /(1 — " 4 juxl{|z| < 1})v(dx),

donde (b,0,v) son la triada asociada a la descomposicion de Lévy-Ito del proceso.

Mas ain, la ley de X, determina de manera unica a V.

DEMOSTRACION. La representaciéon es inmediata de la férmula exponencial apli-
cada a la descomposicion de Lévy-Ito. Por la unicidad de las funciones caracteristicas
y notando que, por la independencia de los incrementos, ¥ determina de manera tini-
ca las distribuciones unidimensionales y consecuentemente finito-dimensionales de X .

La unicidad de ¥ ahora es consecuencia de la unicidad de la triada (b, o, v). 0

DEFINICION 1.7. A ¥ de la descomposicion de Lévy-Khintchine la llamamos el

exponente caracteristico del proceso de Lévy X.

PROPOSICION 1.8. Supongamos que un proceso de Lévy X es real con triada

caracteristica (b, o,v). Entonces
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St X tiene variacion acotada, ocurre

lim w = —id,

Al—oo A

para algun d fijo, que llamaremos el coeficiente de deriva.

Si X toma valores en R? lo mismo se cumple para cada coordenada de ¥, lo
cual, por céalculo, es suficiente para que la proposicién se cumpla para el caso d-
dimensional.

DEMOSTRACION. Por suma de limites,

Iim [1 — exp(iAz) +idz1{|z| < 1}]/A\* =0

[A| =00

para cada x fija. Por una expansion de Taylor se tiene
[1 —exp(idz) + idvl{|z| < 1}]/A\* < 4(1 A 2?)

para [A| > 1y todo z. Recordando que [(1 A 2?)v(dz) < oo, por convergencia

dominada

lim [ [1 — exp(i\z) + i zv1{|z| < 1}]v(dx)/\* = 0.

[A| =00
De la féormula de Lévy-Khintchine ahora es clara la primera asercién, ya que el

término lineal gaussiano desaparece y el término cuadratico es constante.

Supongamos ahora que X tiene variacion acotada, esto es, las trayectorias del
proceso tienen variacién acotada en cada intervalo compacto, c.s.. La férmula expo-

nencial nos dice que, c.s.,

> AX,| <00, VE> 0 /(1 A lz)v(dz) < oo.

0<s<t

Asi, tenemos que, c.s., [(1 A |z|)v(dz) < oo. Notemos que en este caso, la funcién
A — /)\:1:1{|x| < 1}v(dz) =: b

es lineal y esta bien definida. Pero la parte continua del proceso es la del movimiento

Browniano, la cual sabemos que tiene variacién (no cuadratica) infinita. Luego, debe
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suceder que o = 0. Combinando a b y b; en un mismo producto (escalar) tenemos la

representacion

U(N\) = —id\ + /(1 — ™) y(dx)

Entonces, de manera analoga al caso anterior tenemos que suma de limites y Taylor

nos garantizan ahora que

lim [1 — exp(iAz)]/A =0,

[A| =00
[1 - exp(iAa)]/A < 4(1 A Jz])
para |[A| > 1 y todo z. Utilizando convergencia dominada como anteriormente se

hizo, se obtiene la segunda aseveracién por Lévy-Khintchine. 0

PROPOSICION 1.9. Un proceso X de Lévy es Poisson compuesto si y sélo si ¥ es

acotada.

DEMOSTRACION. Si X es Poisson compuesto entonces su exponente caracteristi-

co es de la forma

(1) T\ = c/(l — )y (da)

y como |1 — e <2A |22y [(2A |z]*)v(dz) < oo, U es acotado.

Supongamos ahora que ¥ es acotada. Como la distribucién conjunta de procesos
independientes de Poisson compuestos es de nuevo Poisson compuesta, basta con
considerar el caso en el que X es real. Por la proposicién anterior debe suceder que

o = 0, para que ¥ permanezca acotado. Asi, la parte real de ¥ toma la forma

Re(W())) = / (1 — cos(\z))w(dz).

Recordando la densidad y la transformada de Fourier de una variable aleatoria normal

de media cero y varianza t obtenemos la igualdad

1 2
1—e ™2 = _—— [ (1= cos(sz))e > /?ds, Vz € R, t > 0
V2rt Jr 7 o
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y entonces el teorema de Fubini (el integrando es no negativo y los espacios o-finitos)

sustenta

/(1 — eV (dz) = / \/;_mf /R(l — cos(sz))e™?ds v(dx),

B &L%(ms»es?/%ds < | Re( )],

de donde, por convergencia mondtona, cuando t — oo, v(R\{0}) < oo. Pero entonces

se cumple que tanto o = 0 como [(1 A |z|)v(dz) < oo, por lo que X es de variacién
acotada (férmula exponencial), lo cual, por la proposicién anterior, nos dice que el
coeficiente de deriva debe ser cero para que ¥ permanezca acotado y el exponente
caracterfstico toma la forma ¥()\) = [(1 — e**)v(dz), i.e., X se distribuye Poisson

compuesto. 0

2. Operadores de transicion y su generador infinitesimal

DEFINICION 2.1. Sea p un kernel de probabilidad sobre un espacio medible (S,Y),
f S — R medible y acotada (o no negativa medible en algunos casos). Sea, para

rxeSs,

7f(a) = (T1)(0) = [ FWut,dy),
Entonces decimos que T es el operador de transicion asociado a ji.

Notemos que como p es kernel de probabilidad, una aproximacion con funciones
simples muestra, por convergencia monétona o dominada (dependiendo de f), que
Tf:S — R es medible. También se cumple, trivialmente, que f € [0,1] = T'f €
[0, 1] (se dice entonces que T es un operador de contraccién positiva). Notemos que
si el kernel dado es p(z,-) = d,, entonces T'f = f para toda f.

Recordemos que para kerneles de probabilidad i y v sobre S se definen los kerneles

pv(s, B) == /u(t,B),u(s,dt), BeX¥ seS

(n®v)(s,B) = //1B(t,u)y(t,du)u(s,dt), BeX®X,sels,

de S en si mismo y de S en S?, respectivamente.
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PROPOSICION 2.2. La familia {{i;}i>0, donde p; es un kernel de probabilidad,

satisface la relacion Chapman-Kolmogorov,

Hste = Hs+t;
sty solo si los operadores de transicion asociados satisfacen la propiedad de semi-
grupo,

T5Ty = Ty,
Vs, t > 0.

DEMOSTRACION. Sea B € X. Entonces

Tyoily(e) = / tosia dy) = posa(z, B),
B

(TsTt)lB = Ts(T;le)(m) = /(T13>(y),u5(37, dy) = /,U/t(y7B)lu’s(x7dy) = (:LLS/JJt>(va>

De las dos afirmaciones anteriores queda probado el resultado para indicadoras. El
resultado para f medible no negativa o acotada se sigue de convergencia monotona
o dominada, respectivamente. 0]

Notemos que si S = R? y ¥ = B(R?), el espacio Cy = Cy(S) := {f € Loo(S) N
C(S) : limjg|00 f(x) = 0} es de Banach (con la norma uniforme), donde L (S) es

el espacio de las funciones f : S — R con supremo esencial finito y C'(S) el espacio
de las funciones f : S — R continuas.

DEFINICION 2.3. Un semigrupo de operadores de contraccién positiva (Ty) sobre

Cy es llamado un semigrupo de Markov y si ademas cumple
(Fl) : EC() C Co, Vi Z 0,
(F2): I T, f(2) = f(z), f € Co, x € R,

es llamado un semigrupo de Feller. Ademds, es posible mostrar (Teorema 19.6 en

[3]) que estas dos condiciones y la propiedad de semigrupo implican conjuntamente
(F3): imTyf = f, f € Cy.
t—0

Si X es un proceso de Lévy entonces, por tener incrementos independientes, cum-
ple la propiedad simple de Markov. En particular sus kerneles de probabilidad, (p),
cumplen 1 (Xo, B) = P(X; € B|Xj) (en general p, s(X;, B) = P(X; € B|X;) para
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un proceso de Markov no necesariamente homogéneo en el tiempo) y satisfacen la
relacién Chapman-Kolmogorov. Entonces los operadores de transicién (u operadores
de convolucién) asociados satisfacen la propiedad de semigrupo. Estos estén dados

por
Pi@) = [ fomtedn = [ 0P diiXo=a) = [+ aP(X; € ).

Recordemos que el semigrupo de kerneles de probabilidad, p, y la distribucién inicial
v de un proceso markoviano determinan las distribuciones finito-dimensionales, a
saber (usando la homogeneidad temporal), si L se refiere a la ley,

L(Xtm e 7th> = Vbt @ Miy—tg @ =+ O Lty —t,_4
P[(Xtm T 7th) € "Fto] = (,Utl—to K- ® :utn—tn—1)(Xto7 )

Entonces, dada una distribucién inicial v, existe una unica ley, digamos P,, que
determina la distribucién del proceso sobre el espacio canénico de trayectorias. Cla-
ramente para un proceso de Lévy, v = §y. Denotaremos P, = Pj, a la ley del proceso
(X; + 7)¢>0 (usamos la homogeneidad espacial) con z € R? fijo.

Con esta notacién podemos escribir P,f(x) = E,f(X;), v € R?, f € Cy, donde
E, es la esperanza con respecto a la medida de probabilidad P, sobre el espacio
canoénico de trayectorias.

PROPOSICION 2.4. El semigrupo de operadores de convolucion de un proceso de

Lévy X es un semigrupo de Feller.

DEMOSTRACION. Claramente es de contraccién positiva. Como

|Bf(x) = Pf(y)| < E(1f(Xe +2) = f(Xe +9))),

y f es acotada y continua, convergencia dominada es aplicable al lado derecho cuando
y — z, de donde P, f(y) — P,f(z) en tal caso. Si f es no negativa se consideran las
funciones f,, := f An y se aplica el caso anterior. Como z,y € R? fueron arbitrarios

se sigue que P, f € (.

Como las trayectorias son continuas por la derecha, por consecuentemente con-

vergencia dominada (la cual es aplicable por las mismas razones como antes),

lim P, f(x) = lim B(f(X, + 2)) = B(f(x)) = ()
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Notemos que ademéds la convergencia uniforme es consecuencia que, como f tiene
limite cero al infinito, es uniformemente continua y consecuentemente el papel de x

en el limite anterior es inmaterial. O

Mostremos ahora un Lema de caracter general.

LEMA 2.5. La filtracion inducida (y completada) por un proceso de Lévy es con-
tinua por la derecha, i.e., (,_, Fs = F};, ¥Vt > 0.

DEMOSTRACION. Definamos
Yn - (XS_’_Q*’VL - XQ*TL’ 0 S S S 2—71)’ Vn Z 1

Tales elementos aleatorios son independientes ya que los incrementos de X son inde-
pendientes y la propiedad simple de Markov es aplicable. Sea G,, = o(Y,44,7 > 1).
Se afirma que G,, = F5-». En efecto, como Y,,; es Fyo-» medible Vi > 1, G,, C Fy-n.
Por otro lado, para s € [0,27"], Xy = (Yaij)sj) + (Yatjs1)a-mti+n, con j tal que
2= ) < 5y con s5(j) := s — 27" por lo que Fy-» C G,,. Por la Ley Cero-Uno de
Kolmogorov se tiene entonces que

Gy = ﬂGn:ﬂFS

neN s>0
es P-trivial, i.e., P(A) = 0,1, VA € G. Como X, = 0, c.s., Fy C G es también
P-trivial y como ademds Fj se obtiene de o(Xj) al completar, Fy = G . Esto prueba

el resultado para t = 0.

Sea t > 0. Notemos que, por un argumento idéntico al que se hizo en el caso
anterior, Ve > 0, Fy,. = o(F, F!), donde F’ es la complecion de o( X, — X;) y, de
nuevo, la propiedad simple de Markov implica que F; y F! son independientes. Mas
anin, la filtracién F’, por el caso anterior, cample que () . (F}) es P-trivial. Definiendo
una nueva ley (condicional) como P*(-) := P(:|F}) y usando que Fy € F;, Vs <ty
también Fy; L F!, Ve > 0, se concluye que

() Frre = )o(E, F)) = o(F, FL) = F,
e>0 e>0

ya que F. es P*-trivial y en particular F/  C F;. a
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Antes de mostrar un resultado bastante importante, la quasi-continuidad por la
izquierda, es necesario mostrar que los procesos de Lévy satisfacen la propiedad fuer-
te de Markov. La prueba de este resultado es muy sencilla gracias a las propiedades
de los procesos de Lévy.

El operador de traslacion 6; : 2 — ) sobre el espacio de trayectorias, 2 =
(R0 " estd dado por (fiw)s = weys, 8, € [0,00) v w € Q.

Si 7 es un tiempo de paro se define F, = {A € F: {r <t} NA€F, Vt>0},
donde {F}};>¢ es la filtracién inducida y F' la o-algebra sobre (2.

Recordemos que si dos o-algebras F, G son iguales al restringirse a un conjunto
A € FNG y dos variables aleatorias X, Y € L; son tales que X =Y en A, entonces
E(X|F) = E(Y|G), c.s., sobre A. A esta propiedad se le conoce como propiedad
local de la esperanza condicional.

PROPOSICION 2.6. (Propiedad fuerte de Markov) Sea X un proceso de Lévy y T

un tiempo de paro tal que P(T < o0) > 0. Entonces
P(6.X € A|F,) = P(X € AlX,),
c.s., sobre {T < 00}, A€ F.

En otras palabras, para A € F, c.s, P(X,;. € A|F;) = P(X. € A|X,). Aqui F es
una o-algebra sobre €2, el espacio candnico de trayectorias. Si 7 = t fijo, la férmula
anterior se reduce a la propiedad simple de Markov, P(Xy. € A|F}) = P(X. € A|X})
(en este caso se cumple que F; = F con 7 = t).

DEMOSTRACION. En lugar de condicionar con el evento B := {7 < oo}, supon-
dremos de entrada que PB = 1. Si 7 = ¢, como ya se menciond, no hay nada que
probar ya que la asercion se reduce a la propiedad simple de Markov. Se sigue que
para cualquier tiempo aleatorio 7 = Zszl 14, simple se cumple la asercién, por la
propiedad local de la esperanza condicional, ya que F; = F}, sobre {7 =t} = A. Si
T es un tiempo de paro arbitrario, 7, := [2"7 4 1]/2" es una aproximacién estandar
por simples tales que 7, | 7. En este caso, usando que las trayectorias son cadlag, se
tiene X, — X,y convergencia dominada para esperanzas condicionales es aplicable,

lo cual concluye la prueba. 0]
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PROPOSICION 2.7. (Quasi-continuidad) Sean 7, T T tiempos aleatorios. Entonces

lim X, =X,

n—oo

c.s., sobre {T < oo}.

DEMOSTRACION. Como en la proposicién anterior, podemos suponer que P(1 <
o) = P(1, < o0) = 1, ¥n > 1. Denotemos X,- := lim,_.o, X, . Sean a,b € Cj.

Convergencia dominada se usa en casi todas las igualdades a continuacion. Se tiene

lim E<a(X‘rn)b(XTn+t)) = E(a(XT*)b(X(T—I—t)*))’ vt >0,

n—oo

y por la continuidad de las trayectorias por la derecha también
Jim B(a(Xo (X)) = B(a(X- )b(X,).
Ahora, por la propiedad de Markov, usando que X, es F;, medible,
B(a(Xo )b(Xe i) = Bla(X,,) EG(Xs, )|,
= Ela(X5,)Ex,, (b(X))]
= EB(a(X5,)Rb(X:,)),
y entonces

Jim B(a(X,,)Pb(X,)) = B(a(X,-)b(X(ran-)) = E(a(X,-)Pb(X,-)).
Por propiedad de Feller

Jim B(a(X,-)Pb(X,-)) = B(a( X, )b(X.)).
Se concluye que

Va,b € Cy. Entonces mediante una aproximacion a la indicadora de la exponencial de

ambos lados y el teorema de convergencia monotona se sigue que X,- = X, c.s. [

Si tomamos 7, < T, Vn, se tiene que un Proceso de Lévy es continuo en T, c.s.
En particular en todo t > 0.

La proposicién anterior tiene como consecuencia ciertas propiedades de tiempos
de paro muy particulares e importantes, a saber, 75 := Inf{t > 0 : X; € B} y
T = inf{t > 0: X; € B}, B € B(R?). Los llamaremos primer tiempo de entrada
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a B y primer tiempo de arribo a B, respectivamente. En general B sera abierto o
cerrado. De la propiedad fuerte de Markov y la continuidad por la derecha de las
trayectorias se desprende el siguiente corolario.

COROLARIO 2.8. i) Si B es abierto entonces 7p es de paro y X, € B, c.s. sobre
{Tp < c0}.
it) Si B es cerrado y B,, abiertos con B, | B entonces 78, T 7B. En particular Tp es
de paro y X,, € B, c.s. sobre {Tp < o0}.

i1) Si B es abierto o cerrado entonces Ty es de paro y X, € B, c.s. sobre {1} < co}.

DEMOSTRACION. Supongamos que B es abierto. 75 = inf{s > 0: X, € B} <t
si y solo si existe racional s con s < t con Xy € B. Luego {75 < t} € F, ya que I’
es filtracién. Esto es suficiente para que 7p sea de paro, ya que la filtracion es con-
tinua por la derecha. Sobre {75 < oo} si ocurre X,, ¢ B debe suceder que Ve > 0,
3t € [r,78 + €] tal que X; € B, de donde X,, € B, ya que las trayectorias son

continuas por la derecha.

Si en cambio B es cerrado y B, abiertos con B, | B, supongamos que 7, T T,
para algun 7, el cual debemos mostrar que es 7. Si t < 75, entonces X; ¢ B, por lo
cual 75, < 7 y asi 7 < 7. Por otro lado, como B, es abierto se cumple X, € B,
sobre {7 < oo}, por el inciso anterior. Por la quasi-continuidad se sigue que X, € B

y entonces 7 < T.

Supongamos finalmente que B es cerrado o abierto. Sea 7 := inf{t > ¢ : X; € B}
para ¢ > 0, un tiempo de paro por los incisos anteriores, ya que por la propiedad

Markoviana se tiene
imf{t >e: X; € B} =imf{t—e>0: X4_4c € By =mf{t—¢>0: X4_ € B—x},

con r := X.. Como 75 | 75 cuando € | 0 entonces 75 es de paro. También X . €
B—X.,, c.s., y por continuidad por la derecha y usando que X, = 0 se tiene X € B,
c.s., sobre {75 < oo}. O

Se introduce ahora un nuevo tipo de operadores lineales asociados a un semigrupo
de Feller.
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DEFINICION 2.9. Sea (T;) un semigrupo de Feller. Se asocia el correspondiente

resolvente (o potencial) Ry, A > 0, al tomar la transformada de Laplace, esto es,
Raf= [ e@na g
0

Notemos que Ry f(z) existe para todo € R? por las propiedades que definen al
semigrupo de Feller (7}). A veces la definicién se usard también sobre el espacio de
f no-negativas medibles.

Otra observacién frecuentemente til que se sigue directo de la definicion es que
si X es un proceso cuyo semigrupo de convolucién asociado es (P,) entonces

fﬁﬂ@={£me”Gﬁ@»ﬁ:E&(AWeMﬂXDﬁ>-

LEMA 2.10. (Ecuacidn resolvente) El resolvente de un semigrupo de Feller (T;)

satisface

R,—R,= (v—puR,R,, p,v>0.

DEMOSTRACION. Sea f € Cy. Si ¢ = v no hay nada que probar. Por Fubini, si

v # [,
R,R, f(x) = /oo e T, </OO e”t(th(a:))dt> ds
0 0

= [Ten ([ et as
:// e 13T F () duds
- /0 Tf()/oe“s =) dsdu

e _ p—vu

_ /0 T, f (o), = —du

1
— R, —R,.
v—p

O

TEOREMA 2.11. Sea (T}) un semigrupo de Feller sobre Cy con resolventes Ry,

A > 0. Entonces los operadores ARy son contracciones inyectivas sobre Cy tales que
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limy 00 ARy — I, la convergencia entendida en el sentido fuerte (en la norma de los
operadores). Mas ain, el rango D = R)Cy es independiente de A y denso en Cy y
existe un operador A : D — Cy tal que R;l =X — A sobre D, YA > 0. A conmuta

con cada T sobre D.

DEMOSTRACION. Como (T}) es semigrupo de Feller entonces T;f € Co, Vi >0y
Vf € Cy. Entonces es claro que lim; . Ry f(2) = 0 ya que la misma propiedad es
cierta para T;f. La continuidad también se hereda, por convergencia dominada. Se

concluye que Ry f € Cy. Ademas es contraccién ya que

il < a [ et = [T | [ st @< s [ ea =i,
0 0 0
donde p; es kernel de probabilidad.

De la ecuacién resolvente es inmediato que los operadores conmutan. Mas atn, tienen

el mismo rango D. Por la misma ecuacién y usando la propiedad de contraccion,

dejando f = Ryg con g € Cy, se tiene que cuando A — o0,

1R — 11l llgl
A

Como el rango es independiente de )\, la convergencia es valida para toda f € D.

IARAS = fII = [|(ARx = D) Rag| = [|(R1 — I)Ragl| < — 0.

Haciendo una compactacién de un punto de R? se obtiene K := R?U {oo}, com-
pacto y segundo numerable con la topologia usual de compactaciones de un punto.
También f € Cy si y sélo si la extension f/' : k — R dada por f'(x) = f(z), cuando

r € R% y f'(00) = 0 es continua.

Recordemos que, por una aplicacién de Hahn-Banach (Teorema 3.5 en [7]), si
D no es denso en C entonces existe un funcional lineal acotado, A : Cy — R con
Af =0si f € Dy Ag # 0 para alguna g € Cy\D. Pero por una versién para
funciones Cy del Teorema de Representacion de Riesz (Teorema 2.2 en [3]) sabemos
que Af = [ fdu, Vf € Cp, con p una medida con signo. Entonces se tiene, por la

segunda propiedad de semigrupo de Feller y convergencia dominada, cuando A — oo,

0=MAR\g = // e MT,g(x)dtu(dr) = // e *Tyng(x)dsp(dr) — Ag # 0,
0 0
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lo cual es absurdo. Entonces D = C,.

Sea f € Cy con R,f = 0, v > 0 fijo. De la ecuacién resolvente se sigue que
R,f =0, Vu > 0. Sin embargo, se probé que lim, ,oc ARyf = f, de donde f =0y
queda probada la inyectividad. Pero entonces existe la inversa R;l D — Cyyla
ecuacién resolvente sobre D se transforma en R, — R' = v — . Asf la definicién
del operador A := X\ — R;\l es independiente de .

Lo unico que falta probar es la conmutatividad de A y T} sobre D. Pero como T,
conmuta con Ry y (A —A)R) =1,

T = ARy = (A — A)R\T, = (A — A)TiR,,
y sobre D podemos aplicar R;l por la derecha obteniendo AT, = T; A. 0

Como consecuencia inmediata se tiene la buena definicién del siguiente concepto.

DEFINICION 2.12. Dado (T;) un semigrupo de Feller y Ry, A > 0, su resolven-
te, definimos el generador (infinitesimal) del semigrupo (o del proceso asociado al

semigrupo si es tal el caso) de dominio D = R)\Cy mediante la relacion
Ry(M —A)=1.
La siguiente proposicion justifica el nombre del operador recién definido.

PROPOSICION 2.13. (Caracterizacion de semigrupos) Un semigrupo de Feller estd

determinado de manera unica por su generador.

DEMOSTRACION. El generador, A, determina a cada Ry = (A — A)~! sobre D,
para cada A > 0 y por lo tanto sobre Cj. Por el Teorema de unicidad 5.3 de [3], las
medidas u(dt) := Ty f(z) sobre RT, f € Cy, x € R?, también estan determinadas por
A. Luego T, f(z) esta determinada c.s. por A, pero como de antemano sabemos que
tal densidad debe ser continua por la derecha se sigue que T} f(x) esta completamente

determinada por A. O
Ahora mostraremos una propiedad de continuidad fuerte que satisfacen los se-

migrupos de Feller. También se derivan las ecuaciones de Kolmogorov. Un Lema
preliminar estd en orden.
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Definimos a la aproximacion de Yosida como sigue:
AN .= MARy = MRy —I), A >0,

el cual es acotado, y al semigrupo asociado T}* = etAA, t > 0. El siguiente Lema
justifica su nombre.

LEMA 2.14. (Aprozimacion de Yosida) Si f € D, t,A > 0 se cumple
IT.f = TR fI] < tl|Af = Al
Ademds, cuando X — oo,

AN — Af, Yfe D,
T} f — Tif, Vf € Co.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que (en la norma de Cpy) AN = AR Af — Af,

Vf € D. También se tiene que en la topologia inducida por la norma de los operadores

lim h~(T) — 1) = A*.

h—0

Sean X, Y dos operadores arbitrarios de contracciéon que ademas conmutan. Se tiene
X" =Y Al <1 Y XY X = Y I < nl|XF = Y|
i=1

Consideremos ahora f € Cy, t, u,v > 0. Cuando h :=t/n — 0 ocurre

|TEf =TV = T = TSl
= T f = (@) /]
< nl|Tf =T S]]
= RN (TYf = ) =T f = D
— t|]Arf = AYS]].
Fijando a t y haciendo u, v — o0, el lado derecho de la desigualdad anterior converge

at||Af — Af|| = 0 siempre y cuando f € D, de donde se concluye que {Tf}x>0 es
de Cauchy para toda f € D y consecuentemente para toda f € Cy, ya que D = Cj.
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Como Cj es de Banach, en particular existe una funcién limite, digamos U, f. En la

desigualdad anterior, al hacer v — oo y fijando a p se obtiene
ITEf = Ul < t]A*f = Afl], £ 20

para f € D ya que Af debe estar definido. Haciendo ahora i — oo se obtiene que
T!'f — U;f uniformemente para ¢ acotada para f € D y consecuentemente para
f e Cy.

Lo unico que falta probar es que U, f es precisamente T; f. Utilicemos la ecuacién
resolvente. Sea 7 := uv/(p + v) Entonces es inmediato de la definicién de A¥ que
v

R,—R,=(n—-v)R,R, & (u—A")""WR, = E VR7

De lo anterior, si f € Cy, u,v > 0, se cumple

/ e MTYUR, fdt = / e MY R, fdt
0 0

= (u—A) RS
1%

Pero como lim,_,o 7 = p entonces lim,_,o R,f = R, f (usando la continuidad de
la transformada de Laplace). Recordemos que una de las primeras consecuencias de

< ||R1—)\IH||9||’ donde f = Rig. Se sigue

la ecuacion resolvente fue que ||[ARyf — f]|
que |[|[ARyf — f]| = 0, con al menos la velocidad de A~'. Asi, por la desigualdad

mencionada, existe K = K(f) € R' tal que
I TYvR = US|l < ([TYvRf =T/ fI + [[TYf = Udf]
< A [vRf = fIl + ITY f = U S]]
K?
< s+ [TV = Ul 0,
cuando v — oo. Pero entonces por convergencia dominada (cuando v — o0) se tiene

que

/ MU, fdt = / lim e M T/vR, fdt = lim ——R,f = R,.
0 0

V—00 v—00 [i + v
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Esto dice que los operadores resolventes de los semigrupos (73) y (U;) son los mismos.

Luego tienen el mismo generador y por lo tanto son el mismo.

Notemos también que la desigualdad postulada ahora se sigue al hacer v — oo
en ||/ f =Ty fI| < t]|A"f — A" f]|. O

Se enuncia ahora un resultado acerca de la continuidad de un semigrupo de Feller
y también las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov.

TEOREMA 2.15. Sea (T}) un semigrupo de Feller y A : D — Cy su generador
infinitesimal. Entonces (13) es fuertemente continuo (en la norma de operadores) y

se cumple, para f € D yt >0,

Tf—f= /0 ToAfds,

Mas ain, T, f es diferenciable (respecto a t) en cero sii f € D. En tal caso también

se tiene que

d
s if =TAf = ALLS.

DEMOSTRACION. Usemos la aproximacién de Yosida. El semigrupo (77'), por
como estd definido, es continuo en t, para A > 0 fijo. Entonces, por aproximacion, lo
mismo es cierto para (7). Como ya se habfa hecho notar, h=}(T — I) — A*, cuando
h | 0, en norma. De hecho,

d , - ) -

ST =l — 1) (1) — 1) = lm(u — 1) TATY, — 1) = TR A%, 120,

o bien, para f € Cj, puntualmente
t
Tﬁf—ff:/ T} fds, t > 0.
0

Dejando A — oo y tomando f € D se obtiene, por aproximacion de Yosida, tanto
del generador como del semigrupo,

XA = TAFf|| < TIAN = TRAS|| + |IT)AS = TLAS]
< K||AM = Afl| +[|T2Af = TAS|| = 0,
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uniformemente, para s acotada y K € Rt (de hecho K < 1). Entonces, en norma,

para f € Cj,
t t
T,f —If = lim T)f — If = lim TgA*fds:/TsAfds,tzo.
A—00 A—00 0 0

Esto a su vez implica que %Tt f = T;Af y como sabemos que T; conmuta con A
sobre D entonces %T +f = AT, f. Esto prueba una implicaciéon. Si ahora se supone
que h YT, f — f) — g, cuando h | 0, para funciones f,g € Cy entonces, como los
operadores resolventes y el semigrupo conmutan, se tiene la siguiente relacién:
Tnf—f i TwRAf — f i T, —1
— =lm———=lm —

h—0 h h—0

Ryf = AR\f,

Ryg = lim R,
h—0

ya que R, es un operador acotado sobre un espacio de Banach. Se concluye, por
definicién del operador A y la igualdad anterior, que f = (A—A)Ryf = AR f—R)g =
Ryx(Af — g) € D. Esto prueba la implicacién contraria. O
Se dice que un operador F' arbitrario con dominio D C B, B de Banach, es
cerrado si su grafica G = {(x,Fz) € B> : € D} es un conjunto cerrado en la
topologia producto sobre B2, inducida por la norma en B. F es cerrable si G es la
grafica de un operador F', denotado la cerradura de F'. Es facil ver que F' es cerrable
si y sélo si {z,} < D, z, - 0, Fzx, — y implican y = 0. Consecuentemente,

esta ultima condicion se puede considerar como definicién alterna. Si F' es cerrado y
D C D es tal que F|po tiene cerradura F entonces se dice que D es un nticleo de F.

En el caso particular donde el espacio de Banach es Cy vy T' = A es el genera-
dor infinitesimal de un semigrupo de Feller (7}) se tiene el siguiente Lema, el cual
caracteriza los nucleos de A.

LEMA 2.16. El generador A : D — Cy de un semigrupo de Feller es cerrado (de
hecho continuo si D = Cy). Mas aiin, D° C D es nicleo de A si y sdlo si (A — A)D°

es denso en Cy, para alguna (y entonces para toda) A > 0.

DEMOSTRACION. Si se tiene {z,} C D, x, — x y Az, — y entonces (x, —
Azx,) — x — y. Pero sabemos que R, es acotado (y como Cj es de Banach entonces
también continuo) para A > 0 fija y por definicién se cumple Ry(A — A) = I. To-
mando A = 1 se obtiene z,, = Ry(I — A)z,, = Ry(x — y). Por unicidad de limite en
espacios de Hausdorff, x = R,(z —y) € D. Finalmente (I — A)x = R{'z = = — y,
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i.e., Ax =y, y por lo tanto A es cerrado.

Como Cj es de Banach, en particular su topologia es inducida por una métrica
completa e invariante bajo traslaciones. Como A es lineal y cerrado si D = Cj en-
tonces, por el Teorema de la Grafica Cerrada (Teorema 2.15 en [7]), A también es

continuo.

Supongamos que D° C D es niicleo de A y sea A > 0. Por definicién de niicleo,
si x € C, entonces existen z,, en D° con z, — Ryz =: y € D, y por lo anterior,
Az, — Ay. Por lo tanto (A\] — A)z, — (M — A)y = (M — A)Ryy = y. Como
R\Cy = D se concluye que (A — A)D° es denso en D y por lo tanto en Cj.

Supongamos en cambio que (A — A)D° es denso en Cy y x € D. Por hipétesis
existen x, € D° con y, := (A — A)z,, — (A\)z =: y. Pero como R, es acotado, de
hecho z,, = R)y, — Ryg = x. Se concluye que Ax,, = Az, —y, > \x —y = Ax y

entonces D es niicleo. O

Ahora daremos otra condicion suficiente para que un subespacio sea nucleo.

PROPOSICION 2.17. Sea A : D — Cy el generador de un semigrupo de Feller
(Ty). Si D° C D es un subespacio denso e invariante (bajo el semigrupo) entonces es

nucleo.

DEMOSTRACION. Sabemos que el semigrupo es fuertemente continuo. Notemos

que entonces existen

My

Co:=Y T, — /e—tTtdt = Ry,

=0

en la topologia fuerte, cuando n — oo. Si f € D entonces, como las sumas que

componen a cada C), son finitas y A conmuta con T; sobre D,

(I—A)Cof = Co(I—A)f = Ri(I—A)f = f.
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para f € D° y entonces C,f € D°, por invariancia. Basta notar ahora que, como
por hipétesis D° = Cj, hemos probado que (I — A)D° es denso en D y por tanto en
Cy. Asi, D° es nicleo. O

Finalmente hemos arribado al ultimo resultado de esta seccion, el cual iinicamen-
te se enuncia, ya que se requiere un poco de la teoria subsecuente para demostrarlo.
El teorema da un nicleo para el generador infinitesimal de un proceso de Lévy y
también da una forma general del mismo.

Definimos C° = {x € C*® : 2™ € Cy, n € {0,1,---}}, donde C* es el conjunto
de funciones infinitamente diferenciables con derivadas continuas.

TEOREMA 2.18. (Nicleo y generador de un proceso de Lévy) Supongamos que
(T3) es el semigrupo de Feller (el semigrupo de convolucion) de un proceso de Léuvy
con triada caracteristica (b,o,v). Entonces C§° es un nicleo para el generador A vy,

para f € C° yx € RY, se tiene

Af(@) = 3 Y ousfla) + o bsl) + / (fw+y) = fl) = 3 wifilx) Iyl < 1hv(dy)

3. Kernel resolvente

Notese que, a lo largo de la exposicion, muchas veces las propiedades de los se-
migrupos de Feller son suficientes para el desarrollo de la teoria y solo a veces es
necesario recordar que estamos trabajando con procesos de Lévy.

Consideremos el resolvente Ry, A\ > 0, asociado a un semigrupo de Feller (T}), a
su vez asociado a un proceso de Lévy. Como

Raf@) = | T eNT, f ()t = / e [ty

se introducen la medidas (finitas) v, dadas por

M(dy) == / e pe(0, —dy)dt
0
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que cumple, (usando la independencia de los incrementos o equivalentemente la ho-
mogeneidad espacial)

(% f)(z) = / e [ $@ = (0. ~dy)i

_ / T on / F) (0, du — z)dt
_ / /f Vitg(z, du)d
f(x

= Ryf(
De esta manera la ecuacion resolvente toma la siguiente forma:
Vo= Yo = (V= 1) * o

Notemos también que si

oz, dy) :—/ e”\tut(x,dy)dt,
0

entonces Ry f = [ fdp,. La existencia de tales py también se puede deducir de manera
abstracta a partir del Teorema de Representacién de Riesz.

DEFINICION 3.1. Dado un resolvente asociado a un semigrupo de Feller, al con-

junto
{oa(z,dy) :x € R*}, A\ >0: Ryf(x /f Yoa(x, dy)
se le llama kernel resolvente.

Nos interesara ahora estudiar los resolventes que satisfacen la condicion adicional
de ser absolutamente continuos.

PROPOSICION 3.2. Sea A la medida de Lebesque y (pa(z)) un kernel resolvente.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) Existen X\ > 0 y x € R? tales que py(r) < A.
i) YA > 0 y Vo € R? se cumple que py(z) < A.

iii) Los operadores resolventes, Ry, satisfacen la propiedad fuerte de Feller:

Ryf € C(RY), YA >0, Vf € Loo(RY).
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DEMOSTRACION. Supongamos que py,(79) < A. Esto es, si B € B(RY) con
AB = 0 entonces RB =[5 F(y)pro (2o, dy) = 0,Vf > 0. Esto es, si 7 := 7|,
entonces (yg * f)(xo) = RAOf(xO) = 0, lo cual a su vez implica que 7§ = 0, o bien

VB = 0. Para A > 0 arbitraria notemos, por la euacién resolvente, que
’)/)\B = ’)/)\OB -+ ()\0 — )\)’}//\ x ’y/\OB =0.

Luego [, f(y)pa(z,dy) = (v * f)(x) = 0, Yf >0 (0 en Cp), de donde py(z, B) = 0,
o bien py(z) < A, VA > 0y Vo € R%. Esto muestra que i) implica ii). La implicacién

inversa es inmediata.

Supongamos ahora ii). Por Radon-Nikodym existen densidades gy € L;(R?) tales
que Yx(dy) = grdt. Como la convolucion (gy * f)(-) es continua para toda funcién
acotada f y precisamente g, x f = R, f se sigue que la propiedad fuerte de Feller
se cumple. Para la implicacion inversa consideremos un conjunto N, A-nulo, y con-
sideremos f = 1y. Claramente f € L., por lo que Ry f es continua y en particular

integrable. Asi,

/R,\f(x)dx = /N Ryldx = /N(%\ % 1)(z)dz = v, (RYAB = 0,

ya que v, es medida finita (de masa A™1). Pero Ryf > 0 por lo que Ry f = 0, A-c.d.
y como es una funciéon continua debe suceder que Ry f = 0 idénticamente. En otras
palabras py(z, N) = 0, o bien py(z) < A, Vo € R y VA > 0. Asi, ii) y iii) también

son equivalentes. [l

Se tiene entonces la siguiente definicién, la cual puede ser modificada segin la
proposiciéon anterior. Notemos que si gy es como en la proposicion anterior y g, como
en la definicién siguiente entonces, para casi toda z, g\(z) = gr(—z).

DEFINICION 3.3. Sip(z) < A decimos que el kernel resolvente Ry f(z) = [ f(y)p(x, dy)
es absolutamente continuo (o bien si satisface la propiedad fuerte de Feller). En este

caso, por Radon-Nikodym,

Raf(2) = (1% f)(a / [ pr(o.du = 2)at = [ sty - ) ),
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para alguna gy > 0 medible, Vo € R, f > 0 y X > 0. A tal funcion se le llama

densidad resolvente.

Como una buena motivacién para la intuicion detras de la siguiente definicién
recordemos que AR, es una contraccion sobre Cy tal que limy_,.o ARy — 1.

DEFINICION 3.4. Una funcidn f > 0 es A-excesiva si se satisfacen las siguientes

dos condiciones:
rRonf < f,¥r >0,  limrR \f(z) = f(z), Vo € R%
r—00
Equivalentemente (ver p.26 de [2]) una funcion f > 0 es A-excesiva si y sdlo si

e ML f < f, Vr >0, lim e M7, f(z) = f(x), Vo € R

t—0+

Se dan dos ejemplos importantes de funciones A-excesivas.

EJEMPLO 3.5. St f > 0 entonces Ryf es A-excesiva.

DEMOSTRACION. Sea r > 0. Por la ecuacién resolvente se tiene que
Ry Ryf = Ryf — Repaf < BAS

, , RrJr)\f f
1 = -1 Al — N
Jim rRepBaf = Baf = lim (r+ 07250 = Baf = sy =

O

EJEMPLO 3.6. f(x) = E,e™, con 7' = T un tiempo de primer arribo a un

conjunto B, es una funcion \-excesiva.

DEMOSTRACION. Para t > 0 es evidente que puntualmente 7" o 6, > 7 — t.

Entonces también se tiene
P f(z) = E.f(Xy) = ExEXtt?_AT/ = E,exp(—\7 o))
< Buexp(-A(7 — 1)) = ME, exp(~Ar) = & f(x),

y entonces basta escribir

PRy f(z) = / " e f () dt < / eI (@)t = ().

0
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Como lim; oy 7' 0 6; = 7’ y consecuentemente P;f 1 f, por convergencia dominada
se tiene

lm rRof(e) = lim | e OTP,, f(a)du = f(x),

r—00 0
Vo € R O

La siguiente proposicién muestra una relacién entre el concepto de kernel abso-
lutamente continuo y las funciones excesivas.

PROPOSICION 3.7. Sea Ry un kernel resolvente absolutamente continuo. Entonces
las funciones \-excesivas son continuas por debajo. También se cumple que si f,g

son funciones \-excesivas que cumplen f > g, c.s., entonces f > g idénticamente.

Por completitud se menciona que cualquiera de las dos conclusiones es suficiente
para que el kernel resolvente resulte absolutamente continuo.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién A-excesiva. Se tiene que supyo Ry (fAk) =
R, f, por convergencia mondtona, y por hipétesis sup,., 7R, f = f. Pero el kernel
resolvente es absolutamente continuo y entonces satisface la propiedad fuerte de
Feller. Luego R, 1x(f A k) es continua, Vr, k > 0. Se sigue por las dos observaciones
anteriores que sup,. ;o "Ry 4A(fAK) = f,y, por ser supremo de continuas, es continua
por debajo. Supongamos ahora que g también es A-excesiva, con g < f, c.s. Por
hipétesis py(z,dy) < A (donde A es la medida de Lebesgue), Vo € R y VA > 0.
Luego

TRH—)\f Z TRr—i-)\g = /gr—i-)\(y - x)f(y)dy Z /gr—i-)\(y - x)g(y)dy,

con g4+ > 0 densidad resolvente. La desigualdad de la derecha se cumple idénti-
camente ya que f, g son continuas por debajo y la desigualdad se cumple c.s., por

hipétesis. Entonces en todos lados se tiene

f= Tlirglo rR.\f > Tlifgo rR.i\g=g.

Se continda el estudio de kerneles absolutamente continuos.
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PROPOSICION 3.8. Sea R, un kernel absolutamente continuo. Entonces existe

una unica funcion (medible) vy tal que T\(x) := r)\(—x) es A-excesiva y
Raf@) = [ fly)raly = )dy.
Evidentemente se busca alguna version de la densidad resolvente.

DEMOSTRACION. Sea g, la densidad resolvente. Si h = 14, A € B(R?), entonces

se cumple

/000 ™" (0, A)dt = /0 e / La(y) (0, dy)dt = R,.h(0) = /A g, (y)dy.

Se sigue que si A < r entonces g, < gy, ¢.S. y por convergencia dominada que g, — 0

en media (tomando A = R?).

Como ya se habia hecho notar, si f > 0 entonces R,.f = g, *x f y la ecuacion

resolvente se lee (r — A)g, * gx = g — gr, C.S., ¥ por tanto
(r=ANR:gx = (r = A)Gr * Gr = Gr — Gr < 9,
c.s. Definamos f := (r—\)gy. Para s > 0, por la ecuacién resolvente y la desigualdad
anterior,
(T - A)Rh@/\ =R, f=Rf +sR. R [ = (T - )‘>Rr+sg>\ + SRH-S(T - )‘)Rrg)\
< (T’ - )\)RrJrsg)\ + SRrJrsg)\
= (7” +s— )\)RrJrsg)\a

y como el operador resolvente es excesivo entonces la desigualdad no solo es c.s., sino

puntual. Se ha probado que (r — A\)R,.gy es creciente en r. Entonces proponemos

7y := lim (r — A)R,gx = lim (r — \)g, * gx = lim (g) — ).
r—00 r—00 r—00

El limite es tnico y 7y = gy, c.s., ya que g, — 0 en media. Se sigue por esta razén y
de su propia definicién que 7, es A-excesiva. Finalmente, r)(x) := 7y(—2z) cumple la
igualdad deseada ya que lo mismo es cierto para la densidad resolvente. U

El siguiente resultado relaciona a las funciones excesivas integrables y las medi-
das finitas. Recordemos que una medida Radon es aquella que es localmente finita
y regular por dentro. Si el espacio sobre el cual se define tal medida es localmente
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compacto (lo cual evidentemente satisface R?) entonces la medida también resulta
ser regular por fuera y simplemente se dice que es regular. Toda medida finita y
boreliana sobre RY es regular.

Por el Teorema de Representacion de Riesz, el espacio de medidas Radon, M =
M(R%), y el dual de Cy son isometricamente isomorfos, por lo que M hereda una
topologia de Cf, la topologia vaga. Una familia S de medidas finitas (de masa k)
es relativamente compacta en la topologia vaga si toda sucesion de elementos en S
tiene una subsucesion vagamente convergente.

Por el Teorema de Prohorov, en R? (de hecho en cualquier espacio separable y
completo) una familia S de medidas finitas es relativamente compacta si y sélo si
Ve > 0, existe K, compacto, tal que u(K) >k —e¢, Vu € S. Si S cumple esta ltima
condicién se dice que S es tensa.

TEOREMA 3.9. Sea Ry, X > 0, un resolvente absolutamente continuo.

i) Siry es la version excesiva de la densidad resolvente y p una medida Radon,

entonces
Rap(o) i= (ry 1)) = [ raly = ohuldy). o € R
es A\-excesiva y St es finita entonces también Lebegue integrable.

ii) Si f es Lebesque integrable y A-excesiva (en particular f > 0) entonces existe

una medida finita 1 con
f@) = (s n)(@) = [ raly = 2)uldy), « € Y,

.e., f= Ryu.

Notemos que el teorema dice que existe una correspondencia biunivoca entre las
medidas finitas y las funciones excesivas e integrables, siempre y cuando el kernel
resolvente sea absolutamente continuo. La fortaleza de este tultimo concepto empieza
a manifestarse.
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DEMOSTRACION. Supongamos las hipétesis de i). Como 7y es A-excesiva, tambien

lo son las traslaciones 7y(y — 2). Como consecuencia, si 7 > 0y z € R? entonces

(r— MR Bap(x) = (r—NR, / raly — Juldy) (x)
= =N [ Ry = uldn) @)

< (- / raly — Ya(dy) (@)
= Ryu(z),

utilizando Fubini, (aplicable ya que, como las medidas son Radon y R? es segundo

numerable, entonces en particular son o-finitas). Por convergencia monétona

lim (r — VR Ropu() = (r—A) / lim R,ra(y — -)n(dy) (@)

— - / raly — Y pa(dy) (&)
= Ryu(z),

y queda mostrado que Ryu es A\-excesiva. Si p ademds es finita entonces, utilizando

Fubini, se tiene

/ Ryp(x)de = / / rA(y — 2)p(dy)de = / (radz) ® p(dy) = A~ u(R?) < oo,

i.e., Ryu es Lebesgue integrable. Esto muestra i). Supongamos ahora las hipdtesis
de ii). Como consecuencia de la M-excesividad de la funcién f se tiene que r(f —
(r — A)R,f) es una funcién no-negativa medible. Notemos que para g > 0 medible

arbitraria se tiene
/Rrg(x)dx = //g(y)rr(y—x)dxdy: /rlg(y)dy,

r(r—A)

por lo que,

[ @ = = NRef@)ds = [ s [ fade =X [ fa)ds,

Se tiene entonces una familia {r(f(x) — (r — \)R,f(z))dz},~o de medidas finitas,

ya que f es integrable. Por este mismo hecho se cumple que tal familia es tensa y

por tanto relativamente compacta en la topologia vaga. Sea p la medida limite de
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una subsucesion convergente, cuando 7 — 00. Si h es cualquier funcién continua con
soporte compacto entonces h x ry € Cy. Por un lado, a lo largo de la subsucesion se

tiene, por Fubini,

[r@rnis = [ @) [ - s

- / (/ h(z)ra(y — :c)d:c> 1(dy)

- / (h s ) () pu( )

= lim [ r(hxry)(x)(f(z) — (r = NR,.f(z))dz,

r—00

y, por otro lado, de la ecuaciéon resolvente se obtiene que
/r(h x7r)(@)(f(z) = (r=ANR.f(z))dz = /TR,\h(:U)(f(:U) — (r = AR, f(z))dx
= /rh(x)er(x)dx.

Por hipétesis, f es A-excesiva asi que, por convergencia mondétona (considerando
primero el caso en que h > 0) y dominada, lim,_, [ h(z)rR, f(z)dz = [ h(x)f(z)dx.

Pero entonces

/h(m)R)\,u(x)dx = lim [ r(hxr\)(z)(f(x) = (r = N)R,f(x))dx

T—00

= lim h(:U)TRTf(x)da::/h(:l:)f(:v)d:v.

r—00
Aproximando indicadoras mediante la funcién h se obtiene (utilizando convergencia
monétona o dominada) [, Ryu(z)dz = [, f(x)dz, para B € B(R"). Esto nos dice
que Ryp = f, c.s. Pero en la implicacién contraria de este teorema se probd que Ry u

es \-excesiva, asi que la igualdad se debe cumplir puntualmente.

Lo tinico que resta probar es la unicidad de p. Pero es inmediato de las definiciones
y Fubini que [ Rypu(z)h(z)dz = [(ry = h)(z)pu(x) y también las funciones ry x h =
[ h(y)raly — -)dy, h € Cy conforman un conjunto denso en Cp, ya que el rango de
los operadores Ry es denso en Cj (y de hecho independiente de \). Luego, si u, v son

tales que Ryu = f y Ryv = f, entonces los funcionales lineales acotados asociados a
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tales medidas a través del isomorfismo isométrico entre el espacio de medidas Radon
y C§ coinciden en un conjunto denso y por tanto son el mismo. El mismo isomorfismo

entonces nos dice que p = v. 0

En lo que resta de la seccién podremos apreciar algunos resultados de la teoria en
curso pero ahora para procesos de Lévy, los cuales hasta ahora no se han manifestado
en demasia si no es como casos especificos de procesos de Feller o incluso de Markov.

Recordemos que una medida arbitraria p sobre un espacio S con o-algebra de
Borel es difusa si u{x} =0, Ve € S.

Supongamos que X es de Lévy y real. Sabemos que la o-dlgebra Fy es P-
trivial. Como la filtracion natural es continua por la derecha entonces el conjunto
{we Q: X, >0,Vt,}, para alguna sucesién ¢, | 0, pertenece a (|, Fs = Fo v

s>0" 8
por tanto tiene probabilidad cero o uno. Si X no es Poisson compuesto entonces el

proceso abandona el origen, c.s., inmediatamente después del cero y por tanto entra
al semiplano superior o al inferior inmediatamente, c.s..

PROPOSICION 3.10. Sea X de Lévy pero no Poisson compuesto. Entonces las
medidas resolventes py son difusas, i.e., px(z,{y}) =0, VA >0 y Vz,y € R%

DEMOSTRACION. Bastara probar que las proyecciones son difusas, i.e., supon-
gamos de inicio que X es real. Si sucede que, c.s., T(go) = 0 entonces el proceso
entra de inmediato al semiplano superior y, como las trayectorias son continuas por
la derecha, también, c.s., T = 0, Ve > 0. Notemos que como 7(5¢) | T(o,), dado
e > 0 existe § > 0 tal que Eexp(—A7(s5,¢) > 271, Si se toma entonces a § como la
nueva € se construye recursivamente una sucesion e, | 0 que cumple Ee ™ > 271,

donde 7, := T((n41).e(n))- Si ademds By, := (€41, €n), entonces

oA (0, By,) :/ e 10, Bn)dt:E/ 1{XteBn}e_Mdt
0 Tn
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y ademas

E/ 1{Xt€Bn}67)‘tdt = FFE (/ 1{Xt€Bn}6>‘tdt|an)

= EEXT / 1{Xt€Bn}e_)\tdt

= / / Ay, B )dt/ e P(r, € ds, X, € dr)
B, Jo 0
= Rylp, (z )/ “MP(r, €ds, X,, € dr)
0

B
= / p)\(x,Bn)/ e MP(r, €ds, X, €dr),
. ;

ya que la propiedad Fuerte de Markov nos dice que Ex & = E,(§ o 0,|F;), para T
de paro, £ medible y v distribucion inicial arbitraria. Entonces por la monotonia de

medidas y homogeneidad espacial se obtiene

(0. B,) = E / e et > / (., {z}) / T e NP(r, € ds, X, € dz) > 2 py(0, {0}).
™ n 0
Notemos que ademés se cumple
> pa(r,B,) < pa(0,R) = /OOO e My (0, R)dt = /OOO e Mdt = A7,
Por lo que px(0,{0}) = 0, ya que 0 < p(0,{0}) < 2px(r, B,) — 0.

Si P,(1yy < 00) = 0, entonces px(z,{y}) = [;° e Muw(x,{y})dt = 0. En caso

contrario se puede aplicar la propiedad fuerte de Markov, haciendo 7 := 7y,

pa(z, {y}) = E:v/ Lixpefopye Vdt = / pa(u, {y})/ e M Py(r € ds, X, € du) = 0.
T {y} 0

Como, con excepcion de un proceso Poisson compuesto, todo Lévy satisface que
P(T(0,00) = 0) = 1, 0 bien P(7(_s0) = 0) = 1, se sigue de lo anterior la conclusion

deseada, considerando (posiblemente) a —X. 0

COROLARIO 3.11. Sea X de Lévy. Si existent > 0 y 2' € R? tales que P(X; =

x') > 0 entonces X es Poisson compuesto con deriva.
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DEMOSTRACION. La convolucién de una medida difusa con otra medida arbitra-
ria sigue siendo difusa. Entonces por la ecuacion Chapman-Kolmogorov debe existir
x® tal que P(X, = 2°) > 0, Vs < t. Si Y es una simetrizacion de X entonces
P(Y; > 0) > P(X, = 2%)? > 0. Luego la medida resolvente es atémica también
y por lo tanto Y debe ser Poisson compuesto y se concluye que X es Poisson con

deriva. O

4. Comportamiento asintético

El limite de medidas es medida. Por convergencia mondtona el siguiente concepto
esta bien definido.

DEFINICION 4.1. Consideremos la familia de medidas resolventes py(z,-), v € RY.

Definimos las medidas potenciales, p(x,-), para B € B(R?),
p(x, B) = lim p)(z, B) = lim Ry1p(x) = h’m/ e M (z, B)dt = / wy(x, B)dt.
A—0 A—=0 A—=0 Jq 0

Notemos que por Fubini (condicional) se tiene también que p(z,-) = [~ Po(X; €
)dt = E, [7° 15x,cadt. La medida resultante toma valores reales extendidos.
o H{Xee}

Igualdades del siguiente tipo ya han sido usadas anteriormente, sin embargo la
siguiente formula es util y frecuentemente usada; se incluye por completitud. Su-
pongamos que A € B(R?) y consideremos a 74. Si u < 74 entonces claramente
fou lix,eaydt = 0. Si ademés A es cerrado o abierto, en particular la propiedad de
Markov es aplicable y se tiene por la féormula de probabilidad total que

p(x,A) :Em/ 1{XteA}dt = Ex/ 1{XzeA}dt
0 TA
= /_Ey/ 1{Xt€A}dtP£E(XTA € dy)
A 0

= /Ap(y,A)Px(XTA € dy).

Se prosigue a definir recurrencia y transitoriedad en términos de las medidas
potenciales de un proceso de Lévy.

DEFINICION 4.2. Sean (p(z,-), v € R?) las medidas potenciales de un proceso de
Lévy X. Decimos que:
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X es transitorio si ((p(x,-), z € RY)) son de Radon (localmente finitas y requlares

por dentro), i.e. p(z,K) < oo, VK compacto y v € R%.

X es recurrente si p(0,U) = oo, YU vecindad acotada del origen.

Notemos que si p(0, K) < oo para todo K compacto entonces, como todo proceso
con incrementos independientes es homogéneo espacial,

p(0, K —x) = /Ooo,ut(O,K—x)dt = /Ooo,ut(x, K)dt = p(z, K),

de donde basta verificar el caso cuando z = 0 para decidir si un proceso de Lévy es
transitorio o no.

Es importante mencionar que los resultados anteriores sobre medidas resolventes
son validos también para las medidas potenciales si el proceso de Lévy es transito-
rio. Esto se debe a que la mayoria de las pruebas son validas gracias a Fubini, el
cual esta garantizado, en este caso, localmente, gracias a la finitud de la integral que
representa a las medidas potenciales y las extensiones a todo el espacio se siguen
de la o-finitud de R?. La tinica diferencia estd (y se hace evidente en la prueba) en
que la propiedad fuerte de Feller ahora no se sigue de la continuidad absoluta de las
medidas potenciales, sin embargo, la propiedad (modificada) de Feller para funciones
que 1o solo estan en L, sino también en Fi (las funciones con soporte compacto)
si es consecuencia de tal condicion.

Intuitivamente la definicion nos dice que un proceso de Lévy no puede ser tran-
sitorio y recurrente a la vez. La intuicion en este caso es verificada por la siguiente
proposicién.

PROPOSICION 4.3. Un proceso de Lévy siempre es transitorio o recurrente, pero

nunca ambos a la vez.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una vecindad acotada del origen, U,
tal que p(0,U) < oo, negando asi que X sea recurrente. Supongamos sin pérdida
de generalidad que U es una bola abierta con centro en el origen y de radio €, para
algun € > 0. Si V es la bola cerrada con mismo centro pero de radio €/4 entonces

claramente V — V' C U. Considere el tiempo de paro 7. Entonces, por la propiedad
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fuerte de Markov (como estd indicado al comienzo de esta seccién)

plx, V) = Em/ Lix,evydt = / p(y, V)P.(X,, € dy),
0 v

para z € R?. Pero por monotonfa de una medida (ya que V—2 C V =V C U) se

tiene, por otro lado, que

/ p(y, V)Py(X7, € dy) <supp(z, V) =supp(0,V —2) < p(0,V —=V) < p(0,U) < oo,
L

zeV zeV
por lo que se concluye que p(z,V) < oo, Vo € R% Si K es compacto, tomando
una cubierta abierta {V,} y de ahi una subcubierta finita {V;}!" ,, donde cada V; =
V + 2, zi € R%, se obtiene, para z € R,

plx, K) = / we(x, K)dt < Z/ pe(x — 2z, V)dt = Zp(m — 2, V) < o0,
0 i=1 70 i=1

i.e., el proceso es recurrente. 0

Antes de probar una caracterizacion de los procesos recurrentes mediante el expo-
nente caracteristico es conveniente tener expresiones para la transformada de Fourier
del semigrupo asociado a un proceso de Lévy, asi como para los operadores resolven-
tes. Fg denota la transformada de Fourier de g € Li(R%).

LEMA 4.4. Para el semigrupo de convolucion (P;), kernel resolvente Ry, A\ > 0,
y generador infinitesimal A : D — Cy, de un proceso de Lévy, se cumple, para
fe€LiNLy,gED conAge Ly ys e R,

FP,f(s) = exp(=tU(=5))Ff(s), FRyf(s) =
donde U es el exponente caracteristico.
DEMOSTRACION. Por Lévy-Khintchine,
FP,f(s) = /eiswExf(Xt)dx = E/eiswf(Xt + z)dx
= E/eis(“_Xt)f(u)du
= (/ eisuf(u)du) E exp(—isX;)

— P f(s) exp(—t¥(s)).
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Asi
FRyf(s) :/ei“/ e MP,f(x)dtde = / e_’\t/eisxptf(x)dxdt
0 0

_ / FF(s) exp(—t(T(—s) + \)dt
Ff(s)

A+ T(—s))

Si g € D entonces g = Ry f, por lo que de lo anterior se obtiene

A

FAg(s) = FO\L = RyYg(s) = FAg(s) — Ff(s)
= F)g(s)—(A+ U

i
(V)
S—
S—
B
Q
~~
(V)
SN—
I
|
i
—
[V
N—
=
N
—
(V)
S—

Ahora se da la caracterizacién mencionada anteriormente.

TEOREMA 4.5. Un proceso de Lévy con exponente caracteristico U es transitorio

st y solo si existe una vecindad U del origen tal que

h’rnsup/URe{()\ + U (u)) ' du < .

A—0+
DEMOSTRACION. Sea B, = [—r,r| (la demostracién es andloga para d > 1 si se
reemplaza B, con [—r,r]¢ y se utiliza Fubini). Si f := 1p, * 1p, es claro que es un

funcién continua, no-negativa y con soporte B, + B,. Ademads

Ff(s) = (Flp, ()2 = ( / r eiswdx>2 - (2 /B . cos(su)du>2 — (2sin(rs)/s)?,

siempre y cuando s # 0 y por continuidad, F f(0) = 4r% Por este mismo he-
cho, Ff es acotada. Por la férmula de Lévy-Khintchine ReW(u) = uou/2 + [(1 —
cos(ux))v(dx) > 0, Yu € R, donde (b,0,v) es la triada caracteristica del proceso
de Lévy. Entonces A + ¥| > X\ > 0 y asi |\ + ¥|7! es acotada. Se sigue que, co-
mo Ryf € Ly y FRy\f(s) = Ff(s)(A\ + ¥(—s))"' € Ly entonces podemos aplicar
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inversién de Fourier:

1 « 0 g 1 Ff(s) 1 [ (2sin(rs)/s)?
R)\f(o) = %/FR/\JC(S)G ds = %/mds = % mdS

)
1 6(2 sin(rs)/s)zds
27 A+T(=s))

ya que R f es real.

Como f =1p, * 1, = [; 15,(- —y)dy < A(B,)1p, 45, = 2r1{[~2r,2r]}, donde

A es la medida de Lebesgue, entonces

(2sin(rs)/s)?

A+ T(—s))

Como (2sin(rs)/s)? es acotada por debajo en entornos pequenos del origen, si r > 0

2rp(0, B, + B,) = )\lir(r)lJr Ra{2r11_9,2,(0)} > hm R f(0) = — lim /R —————ds.

2T A0+

fija es suficientemente pequena, existe M > 0 tal que
1

1
0,|—2r,2r|) > limsup M Re—ds:limsu M Re—ds
0, =2 2rl) = o s R R wti (V)

Si la ultima cantidad es infinita entonces p(0, [—2r,2r|) = oo y como r > 0 fue ar-
bitrariamente pequena entonces p(0,U) = oo para cualquier vecindad acotada U del

origen, i.e., X es recurrente.

Si en cambio limsup,_,o; [ 5 Re{(A + ¥(u)) ' }du < oo, para alguna r > 0,

considere g(s) := (2sin(rs)/s)? si s # 0 y naturalmente g(0) = (2r)?. También, por

inversién de Fourier (aplicable ya que g, 1g_* 1p, € L),

Fg(s) = /g(:z:)eisxdx = /F(lBT x 1p )(x)e"dr = 2n(1p, * 15,)(s),

c.s., y, consecuentemente, por continuidad, la igualdad es puntual. Por esta razon,

aplicando una vez mas inversiéon de Fourier,

1 . s 1 Fy(s) B (1p, * 1p,.)(s)
Ry9(0) —%/FRMS) ds = o T u(—s) ))ds - /MBT (A + T(—s)) s

2r
< / EERTES)
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2

y notando que (2sin(rs)/s)®> > r? si s € V, para un entorno V suficientemente

pequeno del origen (por continuidad de g en cero), se obtiene

2r
2 , 2 . ,
r°p(0,V) = lim R)(r“1y)(0) < lim R)g(0) < limsu ———ds < o0,
p(0, V) A0+ Arlv)(0) < A0+ 9(0) = )\—>O+p /}_;s’r-i-Br (A+¥(-9))
de donde X no puede ser recurrente y por tanto debe ser transitorio. 0

Supongamos ahora que la medida potencial tiene soporte S,. Decimos que z € R?
es posible si x € S,. Notemos que x es posible si y sélo si [ 1(0,U)dt = p(0,U) > 0
para cualquier entorno U de z, lo cual sucede si y sélo si (por la continuidad por
la derecha de las trayectorias) para todo entorno U de z existe ¢ > 0 tal que
P(X; € U) = 4(0,U) > 0, o bien sii P(ty < o0) > 0 para todo entorno U de
x, por la propiedad fuerte de Markov (para la necesidad).

Siz,y € S,y |r — 2z < e entonces z+ Be(y) C Ba(z + y), por lo que 0 <
P(7B,(y) < 00) < P.(TBy, (a4y) < 00) y asi

P(TBy. (a4y) < 00) > P(TB.(2) < oo)EPXTBe (TBye (v4y) < 00|TB.(z) < 00) >0,

(z)

de donde z +y € S, y S, adopta una estructura de semigrupo. Por conveniencia su-
pondremos que tal semigrupo coincide con Ry, i.e. que S, = R%, en cual caso diremos
que todo el espacio (de estados) es posible. Por lo anterior, basta fijarnos en el gru-
po generado por el soporte de P(X; € -) para determinar si todo el espacio es posible.

Si, para toda vecindad U del origen, = es tal que P(3s >t : X, € z4+U) = 1,Vt >
0, entonces decimos que z € S’. Tomando ¢ = 0 se tiene S C S,. Una relacién mas
intima entre S’ y S, es la siguiente.

LEMA 4.6. Si S, = R? entonces S es abierto y cerrado.

DEMOSTRACION. Si S’ # 0, seany € Sy x € S,. Sean U,V entornos del origen
conU—-UcCV y sea t > 0. Entonces

PEs>t+1v: Xs€y+Ul|tpry < o0) =1,

ya que y € S’. Aplicando ahora la propiedad fuerte de Markov y usando que U —U C

V se tiene

Edv|rpyy <o0) < P(Es>t: X;ey—ax+V),

Te+U

1:/ Py(3s>t: X, cy+U)P(X
z+U
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por lo que incluso y —z € S'. Asi, si z,y € S’ C S, entonces 0 =y —y € 5,
—y=0—ye S yxr—yedS. Seconcluye que, como S es grupo y contiene a S,
Ri=5,C S C Ry por tanto S’ es abierto y cerrado. O

Ahora podemos dar una caracterizacion asintotica de los procesos de Lévy a
través de S" y S,,.

TEOREMA 4.7. Si S, = R entonces el proceso de Lévy subyacente es transitorio

siy solo si 8" =10, o bien si y sdlo si lim; | X¢| = 00, c.s.

DEMOSTRACION. Sean U,V vecindades cerradas del origen (se puede pensar en
bolas) tales que U + U C V. Se tiene trivialmente inf{t > 0 : X; +y ¢ V} >
inf{t > 0: X, ¢ U}, Vy € U, por lo que E,7{,. > Et/. > 0, Vy € U, e incluso
K :=inf ey Eyme > 0.

Considérese ahora la sucesiéon de tiempos de paro (o, v;); donde o7 = 7. y
recursivamente v; = 7, 0 6,,, 041 = T 00, i = 1,2,---. Como, por hipétesis
R? =S, entonces S’ es abierto y cerrado. Si S’ = R entonces, por definicién de 57,
con probabilidad uno los tiempos de paro definidos anteriormente (de hecho cualquier
tiempo de entrada o salida a abiertos o cerrados) son finitos. Asi, la propiedad fuerte

de Markov es aplicable y se cumple que X es recurrente:

p(0,V) :/ (0, V)dt > E [ops1 — vn] > EZ Ex, 7] > Z
0 n=1 n—1

Si en cambio S’ = (3, por definicién debe existir € > 0, un entorno del origen cerrado
Vys>0tales que P(3t > s: X; € V) <1—e Sea U vecindad cerrada del origen
con U —U C V. Para todo y € U se tiene, por monotonia de la medida,

P(Ft>s: X, elU)<PEt>s:X;eV)<l—e

Se introducen recursivamente los tiempos de paro 79 = 0, 7,41 = 7, 0 Osir,, T =

0,1,---, con la propiedad que V7, < oo, U, [Tn, 7n + 5] D {u: X, € U}, por lo que

p(0,U) = / w1 (0, U)dt < / ZE L s (B)| 70 < 00) P(T, < 00)dt = ZSP(Tn < 00).
0

n=0
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Pero por la propiedad fuerte de Markov
P(Tpi1 < oolr, <00, X,, =y)=P,(Ft>s: X, €U) <1—p¢

de donde P(7, < 00) = P(7, < 00|Ty—1 < 00)P (71 < 00) < (1 — €)P (71 < 00),
e iterando la desigualdad de obtiene P(7, < o) < (1 — €)™. Asi se cumple que X es

transitorio:
[e.9]
s
p(0,U) < E s(l—e)" = - < oo.
€
n=0
Para la otra equivalencia notemos primero que si lim;_ ., |X;| = oo, c.s., entonces

no hay puntos cuya base local topoldgica sea visitada en tiempos arbitrariamente
grandes, i.e., S = (). Si en cambio se asume esta tltima condicién entonces, por lo
anterior, 1im,, ., P(7, < 00) < lim,,_,o(1 — €)” = 0. Sea W un entorno cerrado del

origen con W — W C U. Entonces, para todo x € W se tiene

11mP(E|u>t X, €eW) < lim P(1,41 < 00) =0,

n—oo

concluyendo la prueba, notando que el anterior limite se extiende a x € RY y W

compacto arbitrarios mediante una homotecia de V, U, W. U

Notemos que la caracterizacién anterior nos dice también que si S, = R? entonces
X es recurrente si v sélo si S = R? o bien si y sélo si, con probabilidad uno,
limy; o | Xi| # 00. A continuacién caracterizamos la recurrencia de un proceso de
Lévy de otra manera.

TEOREMA 4.8. Un proceso de Lévy con S, = R® es recurrente si y sélo si para
todo boreliano K con AK > 0 se cumple p(z, K) = oo, para casi todo x € R®.

Notese que la suficiencia es inmediata, por definiciéon de recurrencia, asi que basta
probar la necesidad de la condicién acertada. Es de apreciarse la gran extension que
este teorema brinda a la nocion de recurrencia, ya que, por ejemplo, existen conjuntos
que se construyen de manera analoga al conjunto de Cantor que tienen medida de
Lebesgue positiva.

DEMOSTRACION. Sean U,V vecindades abiertas y acotadas del origen tales que

U—-U c V, por lo que trivialmente U C 2 —y +V siy € o + U y en tal caso
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p(0,z —y+V)>p(0,U). Siz € S’ = R entonces P(7,,p < 00) = 1, por lo que la
propiedad fuerte de Markov es aplicable y

p(0,z+V) = / ply,z+V)P(X, ., €dy) > / p(0,x —y+V)P(X, ., €dy)
x4V z+U
> inf p(0,z2—y+V)P(X,,, €x+U)
yex+U
= inf p(0,z—y+V)P(rprv < o0)
yex+U
> p(0,U)P(re40 < 00) = p(0,0),
lo cual muestra que p(z,U) = oo para cualquier punto z := —x € R%.

Si K, K5 son compactos con AK; > 0 se obtiene

/Kl Aiatide /K PO Kz =)z = /K / Li,( + y)p(0, dy)dx
= //K i, (7 + y)dzp(0, dy)

y como ambos compactos tienen medida de Lebesgue positiva se cumple que g(y) :=
le 1y, (z+y)dz es una funcién continua y g # 0. Asf existe n tal que g~ *(1/n, c0) =:
A es abierto no vacio, por lo que lo anterior sustenta la ultima igualdad en lo que

sigue:
| ot wayte = [ gwo(0.dn) = n7o(0.4) = .

Dejando correr a K sobre el conjunto de compactos (conjunto que bastard ya que
la medida de Lebesgue es regular) con AK; > 0 se concluye que p(x, Ky) = oo para
casi toda z € R? (c.r.a A). Finalmente, si K es como el el enunciado del teorema

entonces 3K’ C K compacto con AK’ > 0y se usa la monotonia de la medida p. [

Se cierra la seccion con un teorema importante sobre el comportamiento asintético
de un proceso de Lévy, el cual solo se enuncia. La demostracion se puede encontrar,
por ejemplo, en p. 38 de [2].
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TEOREMA 4.9. (Teorema de renovacion) Si S, = R, E|Xi| < oo yk :=EX; >0

entonces, vagamente,

k‘p(l‘,)—>A(), flfi—OO, k?p(f[),)—>0, :L'TOO

5. Dualidad

La discusién se torna a la teoria potencial de los procesos de Lévy. Los siguientes
resultados son vélidos para procesos de Markov mas generales con algunas restric-
ciones especiales, sin embargo los procesos de Lévy no requieren ninguna hipdtesis
extra.

DEFINICION 5.1. Sea X de Lévy. Se dice que —X =: X esel proceso dual de X .
Se adopta la misma notacion para el proceso dual que para X con la inica diferencia
siendo que todos sus elementos adquieren un gorro (p.ej. P, esla ley de x + X bajo
]5, o equivalentemente la ley de X bajo P_,) Ademds se dice que X es simétrico si
U € R, en cual cuyo también U=U=1 y por tanto P = P.

La siguiente proposicién sirve como buena motivacién para el término recién

definido (dual).

PROPOSICION 5.2. Para todas f,g > 0 medibles, t >0 y X > 0 se tiene

/Ptf( d:c_/f )Pg(x)dz, /RAf )d:c:/f(x)RAg(x)dx.

DEMOSTRACION. Fubini es aplicable en este contexto. Para la primera igualdad

se tiene

[ Pr@gtads = [ 106+ 2gta)ds = E [ fwgla - X)du
= E/f(u)g(u—l—Xt)du:/f(u)]%g(u)du.

Consecuentemente se obtiene

/ Raf(z)g(x)dz = / / P, (@) g(e)drde
/0 /e—/\tf(x)Ptg(m)dxdt:/f(x)ékg(x)dx
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En particular, si g = 1 se obtiene [ f(z)dz = [ P,f(x)dx, para f > 0, propiedad
a la que se le conoce como invariancia de la medida de Lebesgue para el semigrupo
(F)-

LEMA 5.3. (Dualidad) El proceso revertido (X —s)— — Xt)o<s<t y €l proceso dual

(X4 )o<s<t se distribuyen igual.

DEMOSTRACION. El proceso revertido es c.s. cadlag que comienza en cero y con

incrementos independientes y estacionarios. Asi basta notar que (X;_g- — X;) ~
(X9t -9)- = Xip—)) ~ =X m

El siguiente resultado nos dice, informalmene, que al revertir un puente de Lévy
se obtiene un puente del proceso dual. La definicién formal de un puente de Lévy no
serd necesaria para la discusion que sigue.

COROLARIO 5.4. La ley del proceso (Xu—s)—)o<s<t bajo Pp(-| Xy = y) es una
version de la ley condicional de (X,)o<s< bajo P,(-|X; = x), para todo z,y € RY.

DEMOSTRACION. Si 0 < t; < --- <t, <ty f: R — R* medible entonces

simplemente
/Ez(f(Xe—tl)—, o X )Xo = y)Py(X, € dx)

— [ Uy 20 K- +2)|Xe =y~ )Py - Xi € do)
= Ef(Xgoty)-+ly—Xe], o, Xmty- + [y — Xi])

= Eyf(th’...7th)

_ /EAﬂXm~WX%W&:xﬁ%&ed@,

donde se us6 que el proceso revertido tiene incrementos independientes y también se

aplico el lema de dualidad. Como f es arbitraria se concluye la demostracion. U

Consideremos ahora una funcién Fi-medible, g : © — RT. El resultado recién
probado nos asegura que si Y, = X(;_s_ entonces

[Eoviie = [ [ Edo)1x = Pxi € dyps
::// X)X, = 2)P,(X, € dy)dz.
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Pero si hacemos f = 14, h = 1, indicadoras de medibles, y como

/B PX, € A)dr — / B, f(X,)h(z)dx
= /f(a:)Emh(Xt)dx:/APm(Xt € B)dz,

se sigue que P.(X; € dy)dzr y py(Xt € dr)dy son la misma medida. Entonces la
expresion anterior se puede escribir como

/ E,g(Y)dr = / / X)|X, = )P, (X, € dy)da
= // X)| X, = )P, (X; € dx)dy

= [ Bu(x)a.

y como ¢ es arbitraria se concluye que los procesos Y y X se distribuyen igual bajo

la medida [ P,(-)dx

Se busca ahora dar resultados duales para procesos matados en un cierto tiempo
de entrada a un conjunto abierto o cerrado. Recordemos que el operador x; sobre 2
es tal que r,w(s) = w(s) si s <ty en caso contrario mapea la trayectoria a un punto
cementerio. Si X es un proceso, la distribucién del proceso matado en el tiempo de
la primera entrada a B € B(R?), X ok,,, bajo la medida P,, se denotara PZ. Se de-
nota por ( al tiempo de la primera (y tnica) entrada al cementerio, el tiempo de vida.

X ok, resulta ser un proceso de Markov, segiin se muestra a continuacién. La ex-
tension para mostrar que de hecho la propiedad fuerte de Markov se cumple, es clara
de la demostracion para procesos de Lévy en general y de la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.5. El proceso trasladado X o 6;, condicional at < ¢ (y entonces

considerado sobre [t,()) con X; =y y bajo PP tiene ley Pf y es independiente de
F;.

DEMOSTRACION. Puntualmente, si ¢ < 75, X 06, 0 k;, = X 0 k., 0 6;. Pero

entonces, si A € Fy, w € Asiysolosi k,w € A, c.s. sobre {t < 75}. Asi, si g > 0 es
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-medible,

Ef(g(X 00,); At <() = E.(9(Xob0k,); At <Tp)
= E.(9(X ok, 00,);At<Tp)

= /EyBg<X)Pf(A,t< ¢, X, € dy),
donde la propiedad de Markov (simple) se usé en la ultima igualdad. 0

Se extienden a continuacion los conceptos de semigrupo y operadores resolventes
para procesos matados. Sea f > 0 Q-medible con f(B) = {0}. Se definen

PP (x) = BP(f(X0):t < O) = Bu(f(X);1 < 75),
REf) = [ erppwi =k, [ e

y similarmente se definen el semigrupo y operadores resolventes del proceso dual
matado al tiempo de primera entrada a B de la manera esperada y se denotan (P7P)

y (RY).

Ahora se da un resultado dual para procesos matados.

TEOREMA 5.6. (Identidad de Hunt) Sean f,g > 0 medibles y B C R® abierto o

cerrado. Entonces

[ Prt@ade = [ @Rgwis, [ R f@g()s = [ )R g()ds

DEMOSTRACION. Sea B abierto. Por quasi-continuidad, (X;)o<s<; entra a B siy

s6lo si (X(—s)— )o<s<t 10 hace. Asi, por la reversibilidad de puentes y recordando que
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las medidas P, (X, € dy)dz y P,(X; € dx)dy son la misma,
[o@re e = [ B0t < rag(a)is
_ //f (t < 7| Xy = y)Po(X, € dy)g(z)da
- //f (t < 75| X = 2) Po(X, € dy)g(x)dz
_ // (< 15| X, = 2)P,(X, € da) f(y)dy
= /Ey(g(Xt);t < 78)f(y)dy = /f(y)pfg(y)dy-

Si en cambio B es cerrado existen B,, D B abiertos con [ B, = By consecuentemen-
te 7p, T 7p, c.s. y por tanto PP f(z) 1 PP f(z). Lo mismo es cierto bajo las medidas
P,z € R, por lo que convergencia dominada se encarga del resto. Finalmente la
segunda igualdad por probar es una consecuencia trivial de Fubini.

O

6. Capacidad

Se introducen las medidas A-capacitarias. En las demostraciones de los resultados
se encuentra la nocion extendida correspondiente a un proceso transitorio con A = 0.

DEFINICION 6.1. Sean X de Lévy, A boreliano, B abierto o cerrado y A > 0. Se

define la medida \-capacitaria de B como
p(A) = )\/Ex(eATB;XTB € A)dx.

Notemos que tal medida esta relacionada con la distribucién del primer punto de
B que el proceso visita. Es un resultado fino el hecho que la definicion no cambia si
se usa el primer tiempo de arribo a B, 75, en lugar de 75.

La segunda asercion del siguiente resultado es intuitivamente clara a partir de la
definicion.

LEMA 6.2. La medida \-capacitaria de B es de Radon vy tiene soporte en B.
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DEMOSTRACION. Sean R > 0y A = Bg(0), C = Bg/»(0) para que asi py(y, 4) >

pA(0,C) > 0, Yy € C, la positividad estricta por la inviariancia de la medida de

Lebesgue para el semigrupo asociado. Ademas por la propiedad fuerte de Markov en

F.

7o Se tiene

pa(z, A) = / e MP(X, € A)dt = E, / e M1ix,caydt
0 0

> Egg/ G_Atl{XtEA}dt

TC

> / (9, A) / NP (r € ds, X, € dy)
C 0

= / pa(y, A) By X € dy)
C

> By inf p(y, A) 2 pa(0, C)Epe™™
ye

Vo € R4 Si K=t := p)(0,C) la expresién anterior es E,e=*c < Kpy(z, A), Vo € R4,

Asi, de la definicion de la medida A-capacitaria y por la inviariancia de la medida de

Lebesgue para el semigrupo asociado se obtiene

pr(0) =
<
<
<

A / E (e X . € C)dx
\ / B, e~ 8 gy

A / E.e™ " dg
)\K/p,\(x,A)dx

)\K/R)\lA(ZB)ldl" = )\K/lA($)R)\1dl’ = KA(A)

La extension para cualquier compacto se sigue por Heine-Borel y se concluye a partir

de la desigualdad probada que la medida A-capacitaria es de Radon, ya que la medida

de Lebesgue lo es. Finalmente, como B es cerrado o abierto,

pi(BY) = )\/Ex(e_’\TB,XTB € B%dx =0,

ya que, sobre {Tp < oo} se cumple que X,, € B y en caso contrario se tiene

e B = ¢~ = (). Queda probado que u%(-) tiene soporte en B. O
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Para trabajar con la medida A-capacitaria es necesario encontrar métodos que
faciliten su evaluacion sobre conjuntos borelianos, ya que en general no es una me-
dida de formula explicita o de calculo sencillo. Si p es una medida Borel entonces
(LRA)(:) == [ pa(z,-)u(dx) es la medida A-resolvente de p. Con esta notacién se
puede caracterlzar a la medlda A-capacitaria, con ayuda de la identidad de Hunt.

TEOREMA 6.3. La medida A-capacitaria de B (abierto o cerrado) es la unica

medida de Radon p cuya medida A-resolvente estd dada por
pRA(:) = /Exe_’\Tde.

DEMOSTRACION. Por dualidad se tiene que, Vf > 0,

[ mast@iin = [ @) itpode =37 [ g

Ahora, aplicando la propiedad fuerte de Markov en 7, como siempre, se obtiene

(recordando la notacién de procesos matados)
Rafa) = E. [ e
_ B /0 P e )t + / Raf(y)Eu(e™: X, € dy)
— RS+ [ RSB Xy € dy),

y consecuentemente, por lo anterior, al integrar sobre R,

0 t@is = [ Raf@ar = [BEradss [ [ Rp@Ee X, € diis
= /Rff($)d$+/\_l/RAf(x)uf(da:).

Pero la identidad de Hunt para procesos matados nos dice que

/ RP f(2)dz — / F@)BP 1 pu(2)de = / / T NPt < 7)dtf () da
_ // N1 — Py (g < )t f(2)da

_ / (1 — Bye) f(x)da.
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De las ultimas dos identidades se concluye que

[ Esf@itian = [ B sy

Tomando A boreliano y haciendo f = 14 se obtiene lo deseado. Solo falta pro-
bar la unicidad. Supongamos que g y v son medidas Radon con la misma me-
dida A-resolvente, i.e., Vf € Cj se tiene [ Ryf(z)u(dx) = [ Raf(z)v(dz). Pero
D = Ry(Cy) C Cp es denso en Cy. Entonces, como p,v son localmente finitas y

regulares por dentro se concluye que p = v. 0

En el contexto de medidas Radon es natural pensar en la caracterizacion que se
di6é anteriormente en términos de funciones A-excesivas. A detalle, supongamos que
el kernel resolvente, R), es absolutamente continuo. Entonces sabemos que existe
una version de la densidad resolvente, ry, tal que, Vf > 0 medible,

Raf(x) = / F)ry — 2)dy,

y ademds 7y (z) := r\(—z) es M\-excesiva. Entonces, por el teorema recién probado se
obtiene

[ B pta)dn = [ Rap@nan) = [ [ rwyraty = o)y da),

A ’ kel ! .
de donde se concluye que E,e 5 = ry * u¥(z), c.s., y, como Ee "B es A\-excesiva,
la igualdad es puntual.

Se prosigue a definir la medida de equilibrio, correspondiente a la medida \-

capacitaria con A = 0. Es posible definirla para conjuntos acotados, pero haremos la
restriccién (innecesaria) adicional de que el conjunto sea cerrado también.

COROLARIO 6.4. Sea X transitorio de Lévy y K compacto. Entonces, u¥ con-
verge débilmente, cuando \ | 0. La medida limitante, px = pk, tiene la propiedad

de ser la inica medida Radon que satisface
pR() = /p(m,-)u(dm) = /Px(TK < 0o)dz.

A la medida p se le llama medida de equilibrio de K.
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DEMOSTRACION. Sea K compacto, L := K + B1(0) y 7 := T{weRd:|z|>1}- Como,
para z € K,

pa(z, L) = / e Muy(z, L)dt,> \"E(1 —e™) = ET >0, X]0,
0
y asi [ :=infyeoy A TE(1— e~*7) > 0. Por otro lado, si A es la medida de Lebesgue,

I3 (RY) = 115 (K) S/K/A(:E,L)uf(dx) S/LExe_”KdméA(L%

de donde se concluye que existe M > 0 tal que supyc )y (R?) < M. Entonces
las medidas, definidas sobre K, {uf} Ae(0,1] son trivialmente tensas y, por Prohorov,

relativamente compactas en la topologia débil.

Ahora, sea f > 0 continua con soporte compacto. Se tiene que, cuando A | 0,

it = [ [ somte.dnict [ [ ot ande= [ tapte.dn = Ri)

y el teorema de Dini nos dice que incluso Ry,f — Rf uniformemente, por lo que

limyjo [(Rf(z) — Ryf(x))uX (dz) = 0. Convergencia monétona muestra que

lAig)l Rf(z)u¥ (dz) = lgrol/R,\f(:U)uff(da:) = l/\i%l/l@xe_’\wf(x)d:v = /f(x)ﬁx(TK < o0)dx.
Como el proceso es transitorio, R(Cy) = Rx(Cp) es denso en Cy, por lo que el limite

de cualquier subsucesién de la familia débilmente relativamente compacta de medidas

es Unico, la medida de equilibrio de K.

O

7. Conjuntos polares
En esta seccion se busca dar criterios para discernir si un proceso visita o no un

conjunto dado.

DEFINICION 7.1. Sea B un conjunto cerrado. Se dice que es (esencialmente) polar
si P,(3t > 0: X, € B) =0 para (casi) todo x € R?.

La distincién entre los dos conceptos es innecesaria en el caso en que el kernel
resolvente asociado al proceso de Lévy es absolutamente continuo.
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Se define, en la notacion de la seccién anterior la A-capacidad de un conjunto
(abierto o cerrado) B como la masa de su medida A-capacitaria. A saber,

C\(B) := u2 (R = )\/Eze_’\Tde,

el concepto siendo extensible para A\ = 0, cuando X es transitorio y B compac-
to, definiendo la 0-capacidad como la masa de la medida de equilibrio: C(B) :=
Co(B) = limy o C\(B). La notacién no debe ser confundida con la de las funciones
continuas o las continuas que desaparecen al infinito, ya que, a pesar de que es la
misma, el contexto esclarece cualquier duda. Algunas propiedades bésicas se tienen
preliminarmente:

LEMA 7.2. Para A > 0 se cumple que la A-capacidad es mondtona, continua por
debajo por abiertos si B es abierto, reqular por afuera por abiertos si B es cerrado y

para A, B abiertos o cerrados (o uno y uno)

Ch(AUB) + (AN B) < Cr(A) + Ox(B).

DEMOSTRACION. Sean A abierto o cerrado y B abierto o cerrado. Si A C B

entonces 7 < 74 v se tiene la monotonia:
Cy(A) = X / E.e ™ dr < A / E.e*Bdx = Cy\(B).

De la monotonia y por convergencia dominada se sigue la continuidad por debajo

por abiertos.

Para mostrar regularidad por fuera supongamos primero que B es compacto y
B+ B,-1(0) =: B, | B por lo que 75, T 75 y se sigue el resultado por convergencia
dominada. Para B cerrado arbitrario con C\(B) < oo (ya que si Cy\(B) = oo se
cumple trivialmente la regularidad) se expresa a B = UB,, con B,, compactos y se
aplica, de manera idéntica, convergencia dominada, habiendo encontrado un entorno
de B de A-capacidad finita (recordemos que la A-capacidad de compactos es finita

siempre, la identidad enunciada es ttil).

Finalmente la identidad deseada se obtiene de P,(Tanp < t) < Py(14 < t, 75 <
t) < Po(1ta <t)+ P.(15 <t) — Pu(Taup < t). d
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La liga entre los dos conceptos recién introducidos, conjuntos polares y capacidad,
se encuentra en el siguiente resultado.

PROPOSICION 7.3. Sea X de Lévy (y transitorio). Si para algin X >0 (A > 0)
se cumple que Cy(B) = 0 entonces YA > 0 se cumple la misma relacion y B es

esencialmente polar. Inversamente, si B es esencialmente polar entonces C\(B) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que Cy(B) = 0, i.e.,0 = uf(R?) = \ [ E,e™*#dz,
lo cual sucede si y sélo si E.e ™ =0, A-c.d., o en otras palabras 0 = P (75 < 00) =
P(3t > 0: X; € B), A-c.d., lo cual es la definicién de un conjunto esencialmente

polar. 0

Es natural pensar que los puntos posibles juegan algiin papel en la determinacién
de los conjuntos polares (y por tanto en la capacidad del conjunto). En efecto esto
sucede. Para fortalecer la asercién anterior recordemos que un punto z € R? es
posible si z € S, := Supp(p(0,-)), el soporte de la medida potencial.

PROPOSICION 7.4. Supongamos que todo punto es posible, i.e., S, = R?. Bajo
este supuesto, Cx(B) > 0 si solo si P.(1; < 00) >0, A-c.d. (no-polaridad).

DEMOSTRACION. Supongamos primero que Cy(B) > 0, por lo que existe un
conjunto A con A(A) > 0y P,(75 < 00) > 0, Vo € A. Por la regularidad (interior)
de la medida de Lebesgue podemos encontrar un compacto K C A con A(K) >0y

inf,cx Pp(T) < 00) > 6 para algtin § > 0. Pero, parax € R% y t > 0,
t
tPy(1p < 00) = / / P.(X, € dy)P,(15 < 00)ds
R Jo

t t
> / / Pu(X, € dy)Py()y < o)ds > 5/ Py(X, € K)ds,
K JO 0

por lo que para mostrar que P (75 < o0) > 0, A-c.s., bastard mostrar que, A-c.s.,
p1(x, K) fo e *P,(X; € K)ds > 0, ya que esto implica que la expresién de la
derecha de la igualdad recién mostrada es positiva. Suponiendo lo contrario, sea D
boreliano con A(D) > 0y 0 = [, pa(z, K)dz = [ [, 1x(x 4+ y)dzpx(0,dy). Ahora,
como la aplicacién y — [ 1 1k (7 +y)dx es continua y positiva en alguna vecindad
no vacia U C R? ya que tanto A como K son A-positivos. Asi debe suceder que

p(0,U) = 0, lo cual contradice el hecho que el soporte de p(0,-) es R?. Esto prueba
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una implicacién.

La proposicién anterior muestra la implicacién contraria, sin necesidad de utilizar

que todo punto es posible. O

8. Energia

Se caracterizan ahora los conjuntos esencialmente polares mediante el concepto
de energia. Recordemos que por el Teorema de Representacion de Riesz, el espacio
de medidas finitas, M’ = M'(R%), y el dual de Cx (continuas con soporte compacto)
son isometricamente isomorfos, por lo que M’ hereda una topologia de C'};, a saber,
la topologia débil.

Supongamos por un momento que se tiene un operador A-resolvente R, de un
proceso de Markov arbitrario que posee un kernel de densidad resolvente ry. Es usual
definir entonces la A-energfa de una medida finita p por [ [ ri(z,y)u(dy)p(dz).

Si ahora nos especializamos en el caso en el que el proceso de Markov es ademés
de Lévy entonces podemos remover la necesidad de que el kernel resolvente tenga
densidad resolvente de la siguiente forma. Sea p una medida finita con densidad
f € L1 N Ly. Entonces la energia esta dada por

)= [ [entanutan = [ [ / m(ac,y)u(dy)] fade = [IRar@) @)

Pero en secciones anteriores se mostro que, en este caso, ReV > 0y Ryf € Ly N Ls.

Asi, por la identidad de Parseval, se tiene

(2m) e () = (2m)" / [Raf(2))f (2)de = / Ff(s)F(Raf(s))ds

. Ff(s) |Fu(s))?
= /(Ff(s)) (W) ds = mds

y como esta ultima expresién es real y esta definida sin necesidad de mencionar
que el kernel resolvente es absolutamente continuo (posee densidad resolvente), una
definicion satisfactoria, por lo menos intuitivamente, de la energia es la siguiente.

)
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DEFINICION 8.1. Sea A > 0 y una medida de probabilidad j1 sobre R%. La \-

energia de |1 se define como

(1) = o [ FEPRe (5575 )

y la de un conjunto boreliano B como

ex(B) = inf ex(w),

donde ¢ := {p : u(RY) = p(B) = 1}.

Para procesos de Markov simétricos (como el browniano) se tiene que ey(B) =
Cy(B)™! (no trivial). Para procesos de Lévy se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION 8.2. Sea B abierto con B compacto y € > 0. Entonces ex(B) > 0

y existe v € ¢ con densidad h tal que
ex(v) = /h(x)R,\h(x)dm < (1+¢€)ex(B).

DEMOSTRACION. Supongamos primero que ex(B) = 0. Por definicién existen
tn € ¢ con ex(p,) < n~t. Como la bola unitaria cerrada siempre es compacta en la
topologia débil, podemos asumir, pasando por una subsucesion, que p, es convergente
en la topologia débil, digamos a y, de probabilidad sobre el compacto B (ver discusién

al principio de esta seccién). Por Fatou y la convergencia débil se tiene

/ |Fu(s) Re (ﬁ%)) ds < lminf / | Fpn(s)2Re (ﬁw) ds

< liminf(27)*n " =0,

y como Re¥ > 0 entonces Re(A + W) > XA > 0 y por tanto debe suceder que, A-

c.d., F w(s) = 0, lo cual dnicamente sucede si p = 0, lo cual es absurdo y por tanto
6)\<B) > 0.

Ahora sea € ( con ey(pu) < ex(B)+e€ Sid >0y Bs:={x:d(x,B°) >} CB
y de hecho, como B es abierto, B = |J; Bs. Si ¢ es pequeno entonces pi(Bs) > 1 — e,

por continuidad de la medida. Sea f cualquier funcion de densidad con soporte en
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Bs(0) y g := f * 1,0 > 0 con soporte dentro de By
[owiz= [ [ - antasdy = (B =1~
Bs

Como trivialmente |Ff| < 1, entonces por Parseval

1 - 2 1
/(f * ) (z)Ra(f * p)(x)dw = (2 / |F'(f * p)(s)|"Re (T\p(s)) ds

IN

ex(p)
S 6,\(3) + €.

Definimos h = g/u(Bjs), que tiene soporte en B al igual que g, integra a uno y

1 e+ €
/h(x)RAh(x)dx = W /g(a:)RAg(:L')dCE < ma

lo cual muestra la asercion del teorema, ajustando la € inicial. La medida v se obtiene

definiéndola como aquella que tiene densidad h. 0

La proposicién anterior ahora nos ayuda a obtener cotas de la capacidad de un
conjunto en términos de la energia.

TEOREMA 8.3. Si un conjunto acotado B es abierto o cerrado (para poder definir
su capacidad) entonces
C\(B)™ € [ex(B), dex(B)).
DEMOSTRACION. Supongamos que B es abierto y sea as una densidad de proba-
bilidad en Bs(0), con Fas > 0. Sea € > § > 0y definimos B, := {x € R*: d(z, B°) >

€} C B, su medida A-capacitaria ,ufﬁ =:uS vy f = as* us, continua y se anula fuera

de B, por construcciéon, por lo que

[ Bsf@tian = [ f@kemdr = [t

_ / / asy — x)dps (dy)
— /1,u§(dy) = us(R?) = Cx(B.).

Pero por otro lado

/ Ry f(@)id (dw) = / f(2) Bwe T dr > / F() oo d = / Rof ()it (de),
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y asi, por Parseval,

[ msnian = o [1FeRFasore (57 )

Trivialmente Fas — 1 cuando & | 0, por continuidad del producto interior en Ls.

Entonces, por Fatou,

B = o [IFmRRe (g ) @

(2m)
ya que u§ concentra su masa, C\(B.), en B, C B. Se concluye de lo anterior que

) ds > C\(B.)%ex(B),

Cy(B.)™! € [ex(B), ] y como B, 1 B, abiertos, cuando € | 0, una propiedad bési-
cas de la capacidad nos dice que Cy(B.) T Cy\(B), cuando € | 0, por lo que incluso
C,\(B)fl € [GA(B),OO].

Obtengamos ahora la otra cota. Sea h una densidad como la de la proposicion

anterior, i.e., tal que
/h(m)R,\h(az)dI <exB)(1+e),

y € > 0. Definimos A := {x € B : Ry\h(x) < 2e,(B)} y notemos que, como B es
acotado y h es densidad continua soportada por B, h € Cy, por lo que la propiedad
de Feller (en particular para procesos de Lévy) nos dice que Ryh € Cp, por lo que

entonces A es abierto (es preimagen continua de abierto). Asi

ex(B)(1+¢€) > /h(m)R)\h(x)dx > 26)\<B)/ h(x)dx,

B\A

y asi, como A C B,

Ah@ﬂmzéﬁ@ﬂx—é&ﬁ@ﬂle—13621;?

Pero también tenemos que

/m@&gﬁwx:/Rm@mﬂwy
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Y como en el soporte de 4 (el cual no es mas que A) se tiene E.(e7*™) = 1, de las

dos identidades anteriores se obtiene
1—c¢

< [ Rah(a)i(ds) < 2en(B)ud (4) = 26(BYCHA) < 2es(BYC(B),

la dltima desigualdad cumpliéndose por la monotonia de la capacidad. Haciendo € | 0

se obtiene que C\(B)™! € [ex(B), 4ex(B)], como requerido.

Supongamos ahora que B es cerrado (y como es acotado entonces compacto). Por
la regularidad interior de la capacidad de conjuntos cerrados mediante abiertos se
obtiene la cota superior, mediante una aproximacion de abiertos acotados y usando

el caso anterior.

Para la cota inferior sea B, := {z € R? : d(z,B) < n™'}. B, es acotado y
abierto, con B,, acotado y por tanto compacto. Por definicién de energfa, dado € > 0,
podemos encontrar, para cada n, una medida de probabilidad p, soportada por B,
tal que ex(u,) < ex(B,) + €. Usando el argumento estandar ya utilizado tenemos
que (pasando por una subsucesién) podemos suponer sin pérdida de generalidad
que u, — p vagamente, u de probabilidad sobre B. En particular F,un — Fu

puntualmente. Asi, por Fatou y como B,, es abierto,
ex(p) < liminf ey (p,) < liminfey(B,) + € < liminf O(B,) ' + e < C(B) ' +¢,
estableciendo de esta manera la cota inferior, ya que € > 0 fue arbitrario. 0

El resultado anterior es el principal de la seccién en cuestién. Su importancia se
manifiesta en los siguientes corolarios, los relacionan a los conjuntos esencialmente
polares con la energia.

COROLARIO 8.4. Sea B cerrado (para que la polaridad esté bien definida). En-

tonces es esencialmente polar si y sélo si ex(B) = oo.

DEMOSTRACION. Recordemos que B es esencialmente polar si y sélo si Cy\(B) =
0. O

El siguiente resultado es famoso.
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COROLARIO 8.5. Sean P, Q) las distribuciones procesos de Lévy X,Y con expo-

nentes caracteristicos W, = con la propiedad de que existe M > 0 tal que

1 1
> MRe [ ——).
Re(wrz)— R6<A+\1f>

Entonces para cualquier conjunto abierto o cerrado B se tiene 4C5 (B) > CY (B).

En particular si un conjunto es esencialmente polar con respecto a P, también lo es

con respecto a Q).

DEMOSTRACION. Se sigue de la definicién de energia que MeX(B) < e} (B), de

donde la desigualdad deseada ahora es obvia.
OJ

A partir de este momento y hasta la conclusién de la seccion se especializara en
el caso en que B = {0} (B = {z} siendo andlogo). Sea C, := C,\({0}).

Se tienen las siguientes cuatro equivalencias:

TEOREMA 8.6. (No-polaridad de puntos) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
1. C\ >0,
2. pA(0,-) < A con derivada Radon-Nikodym acotada
3. Se tiene

B 1
lim inf —pA(O, (0)) <00, & /Re ——— ) ds < o0.
cl0 el A+ U(s)
DEMOSTRACION. Como existe una tnica medida de probabilidad sobre el con-

junto cerrado {0} (la medida de Dirac), del primer corolario anterior se obtiene que

C\ > 0siy solosiey({0}) < oosiysélosi [ Re (H;\P(S)) ds = ex(dg) < 00.

Sea A boreliano. Notemos que ,uf\o}(-) = C) - 0p(-), por lo que

Can(0.4) = [ Bt ) = [ B,

por lo que si C'\ > 0 podemos dividir de ambos lados con esta cantidad, conclu-

yendo que p,(0,:) < A, con derivada Radon-Nikodym E e o) /C\, acotada por
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Cit < .

Si en cambio py(0,-) < A con derivada Radon-Nikodym acotada entonces el
kernel resolvente es absolutamente continuo, de donde existe una (inica) versién de
la densidad resolvente, r,, que es A-excesiva y por tanto continua por debajo. Si

ra(—x) > 0 entonces para € pequeno se tiene, por continuidad por debajo, que

pa(z, B(0)) = /B o ra(y — x)dy > 73‘(_%)/;(36(0))‘

Pero, como py(y, B:(0)) < ||ra]|A(B(0)), por la propiedad fuerte de Markov

p)\({L’,BE(O)) - Ex/ e_Atl{XtEBe(O)}dt
0

= EE </ B_Atl{XteBs(O)}dt |FTBE<0)>

Be(0)

= E.p\(X B(0))e B

TBS (0) ) €

< Al JA(B(0)) Epe™Be),

y uniendo las dos desigualdades anteriores se obtiene

E,e B0 > ra(=2) > 0.
2[[rAll
Haciendo € | 0 se concluye que E,e~*™ > 0 y entonces debe suceder que Py (t0y <
00) > 0. Como el conjunto de x tal que ry(—z) > 0 tiene medida de Lebesgue posi-

tiva entonces {0} no puede ser un conjunto esencialmente polar, por lo que C > 0.

Bajo el mismo supuesto sobre p,,

B _
ttmin 20 PO g ea / (dpy/dN)(@)dz < liminf e A(B(0))]|dps/dA|

el0 Ed el0 B. (0) el0

= Klldpx/dA|| < oo,

donde K := ¢ ¢A(B.(0)), constante para todo € > 0.
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Inversamente, si existen ¢, J. 0 con e %py(0, B.(0)) < M entonces

P02+ B, p0) = B [ MY €at B a0
0

< / B pA(Y; T + Ben/2(0>>P<XTz+B /2(0) € dy)
z+Be,, /2(0) o«
< a0, B, (0) P(Toy 5, y(0) < 00) < Mey.
Por la arbitrariedad de z € R?, la densidad de p, es acotada. 0

Es posible probar (ver p.63 de [2]) que para d > 2 siempre se tiene C = 0, i.e.,
todos los puntos son esencialmente polares. Supongamos ahora que C > 0, implici-
tamente asumiendo que el proceso de Lévy en cuestion estd en R!. Se denotard por
) (como siempre) a la versién \-excesiva de la densidad resolvente. Por simplicidad
se escribe 71 = T{O}. Se tiene la siguiente consecuencia del teorema anterior, cuya
prueba esta parcialmente contenida en la del mismo.

COROLARIO 8.7. Si Cy > 0 entonces E.e™ = Cyra(—-), para todo A > 0.

Similarmente, si el proceso es transitorio y C' > 0, P (7" < 00) = Cr(—-).

DEMOSTRACION. Ya se probé que una versién de la densidad de py(0,-) es
Ee™/Cy, la cual es A-excesiva. Como lo mismo se puede decir de r) entonces

la igualdad acertada no solo es casi segura, sino puntual. 0

La ley cero-uno de Blumenthal nos dice que P(7" = 0) = 0, 1. Decimos que 0 es
irregular por si mismo o regular por si mismo, dependiendo si la probabilidad anterior
es 0 o 1. Un proceso de Lévy entonces tiene al origen como punto irregular por si
mismo si y sélo si casi toda trayectoria visita el origen en tiempos arbitrariamente
pequenos. Se tiene el siguiente teorema para procesos de Lévy reales.

TEOREMA 8.8. Supongase que C > 0. Entonces P(t" =0) =1 (0 es regular por
si mismo) si y solo si existe una version continua de la densidad de py(0,-). En tal

caso ry > 0 es continua, lo cual, a su vez, implica que

w0 = g [ ()

rax) +ra(=z) 1 [ 1
- 2 5 A + %/ (1 — cos(sx))Re <m> ds, Vz € R.

—00
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DEMOSTRACION. Sean z,y # 0. Supongamos primero que P(7" = 0) = 1. Pero

como estamos suponiendo que C) > 0,
1 = Epe™™ = Cyry(—0),
de donde
1> E,e™ = Cara(—x) = ra(0) " ra(—).

Como, por definicién, ry es la version continua por debajo de la densidad resolvente,

ra(x) 1 72(0), cuando & — 0. Por la propiedad fuerte de Markov

’

-7’ =7’ —AT
E.e > FEyye T E_ye

por lo que
ra(—z) = Eme_’\T/rA(O)
> Eorye M E_y ey (0) = ra(—2 — y)ra(y) /ra(0) = ra(—2 — y)ra(y)Ch,

y asf ry(—=x) > limsup, ,ora(—2 — y), e incluso ry es continua en z. Veamos que
rx > 0. Aplicando la propiedad fuerte de Markov de la misma manera, se obtiene
Cyra(nz) = Ee ™= > Ere ™ = (ry(—x)/rA(0))" > 0, para x pequefa, pero n

arbitraria, ya que 7, es continua y r,(0) > 0.

Inversamente, supongamos que existe una version, s, de la densidad resolvente

que es continua. Notemos que, por la propiedad fuerte de Markov, haciendo 7¢ :=
T(—e,€)s

/ sx(y — x)dy = pa(x, (—€,€)) = / / s(y — z)dz/ e M P (1° € dw, X, € d2).
[—e,e] J —e 0

—€
Dividiendo por € y tomando el limite cuando € | 0 se obtiene, como consecuencia de
la convergencia vaga de las medidas fooo e NP (1 € dw, Xre € ) a Epe ™ dg(+) y la

hipétesis que s es continua, sy(—z) = 53(0)E,e .

Por M-excesividad,

Ege™ > TRT+AE.6_)‘TI(0) = T/Exe_/\T/pT+)\(O,d.CE), r>0.



78 1. TEORIA GENERAL DE PROCESOS DE LEVY

Como se esta suponiendo que C', > 0, el kernel resolvente es absolutamente continuo,
por lo que la propiedad fuerte de Feller se cumple y como consecuencia {0} es difuso
para la medida (r + A)p,4a(0,-), la cual converge a dy, cuando r — oco. Entonces

Eoe ™ > lim,_,0 sx(—)/sx(0) = 1, por continuidad, i.e., 0 es regular por si mismo.

Supongamos ahora que 7, es continua. Mostremos las representaciones de r,(0)
enunciadas. Sea la densidad g. ~ N(0, €"/?) y notemos que, por la hipétesis de con-

tinuidad y la simetria de la densidad gaussiana,

i Rag.(0) =1 [ 5.()ra(w)dy = 1s(0).
Como Ryg. € Cy entonces, recordando la transformada de Fourier de la distribucion
normal,
B Fge(s) _ emes’/2
A+ ¥(=s) A+T(—s)
por lo que el Teorema de Inversion de Fourier es aplicable de la siguiente manera:

R (O)— 1 /001 FR ()d . 1 /OO 67632/2 ds — 1 /OO —552/2R 1 d
M = on Al 8s = on o A+ ¥U(—s) T on 7006 6)\—|—\II(5) >

—00 —

FR,\gE(s) € L,

Por convergencia monodtona, cuando € | 0, el resultado deseado se sigue de las dos
representaciones distintas del mismo limite. Aplicando todo lo anterior a la combina-
cién lineal Gaussiana 2¢.(-) — g.(- + ) — g.(- — x) se llega a la segunda representacién
de r,(0). O

Finalmente se dan criterios para reconocer la (ir)regularidad de puntos aislados
en términos del exponente caracteristico.

COROLARIO 8.9. Sea un proceso de Lévy real. Si [ |1+ W(s)|"'ds < co entonces

Cy >0 y 0 es reqular por si mismo.

DEMOSTRACION. La condicién de integrabilidad implica que [ Re[1+W¥(s)]"!ds <
00, de donde C) > 0 (ya que C; > 0). Aplicando el Teorema de Inversién de Fourier
se obtiene una densidad continua de p;(0,-) (con respecto a la medida de Lebesgue)

y por tanto 0 es regular por si mismo.
U
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Recordemos que cuando un proceso de Lévy es de variacion acotada entonces
no hay componente gaussiano y los saltos pequenos pueden ser integrados al factor
lineal del exponente caracteristico, el cudl entonces tiene la siguiente representacion:

U(s) = —ids + /(1 — " My(dr),
de manera que a tal coeficiente, d, se le llama el coeficiente de deriva.

COROLARIO 8.10. Sea un proceso de Lévy de variacion acotada y con coeficiente
de deriva d. Entonces C\ > 0 si y sélo si d # 0, en cual caso 0 es irreqular por si

mismo.

Notemos que la irregularidad de 0 cuando hay deriva es intuitivamente obvia, por
la Markovianidad de un proceso de Lévy.

DEMOSTRACION. Recordemos que en el escenario que tenemos se cumple limyy o ¥(s)/s =
id, de donde

lim EeiSXt/t = 1im e_t‘ll(s/t) — e—isd
t}0 t10

y por tanto, en probabilidad, lim¢o X/t = d

Sid =0, dado € > 0, existe T tal que P(|X;/t| <€) >1/2s10 <t <T. De esta
manera, por Taylor,

00 d/e
p1(0,[=5,5)) :/ e P(|1X,| < 6)dt z/ e P(|1X,| < Te)dt > 21
0 0 €

para § € (0, €T") suficientemente pequeno para que la primera desigualdad sea vélida.

Entonces
lf%%)nf pl(oaBé(O)) 2 (26)717

cantidad que es infinita, ya que € > 0 es arbitrariamente pequena. Se sigue que
Cy\=0.

Inversamente supongamos que d # 0. Como el proceso es de variacién acotada,

J(IA]z])r(dz) < oo, lo cual implica que, para algin nimero natural M, por Taylor,

Re¥(s 1 — cos(sx)
<
JEED [ [ d ) < [ 2ot < o
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Lo cual garantiza que [ Re[l + ¥(s)]"'ds < oo, por la manera de crecer al infinito
del exponente caracteristico, descrita por lim, o V(s)/s = id. Esta condicién nos
garantiza que C) > 0. En la teorfa subsecuente (o bien en la proposicién VI.11(ii) en
[2]) se hace notar que lim;)o X;/t = d no solo se cumple en probabilidad, sino casi

seguramente, de donde emana la irregularidad de 0 por si mismo.
O

9. Subordinadores

Una clase importante de procesos de Lévy es la de los subordinadores, en par-
ticular con la conexion que tiene a la teoria de excursiones que se desarrolla en el
siguiente capitulo.

DEFINICION 9.1. (Subordinadores) Un subordinador es un proceso de Lévy no-

decreciente.

Si T ~ Exp(\) y X es subordinador, independiente de T, entonces se define el

proceso X por
XA((U, t) = X(w, t)l[O,‘r(w))(t) —+ Ool[.,-(w)po] (t),
y se le llama un subordinador matado a tasa .

Por la independencia y estacionariedad de los incrementos es claro que las tra-
yectorias de un subordinador son no-decrecientes.

A partir de ahora se supondra que X es un subordinador. En particular es de Lévy
y por la distribucién infinitamente divisible podemos definir (de manera andloga al
exponente caracteristico) el exponente de de Laplace, ® : RT U{0} — R U{0}, que
cumple

—sX; _ _—tP(s
Ee 5t =e (),

o bien ®(s) = V(is), para s > 0, por continuacién analitica.

La representacién de Lévy-Ito en el caso de un proceso aditivo, sin saltos fijos,

real y no-decreciente es
t [ee]
X, = at—i—/ / xn(dsdx),
0o Jo
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con a una funciéon no-decreciente y un proceso de Poisson 7 con soporte en el primer
cuadrante del plano, con la propiedad de que

/t /Oo(a: A 1)En(dsdz) < oo,
y entonces la férmula de Léx?y—lghintchine para un subordinador es
U(s) = —isd + /00(1 — " My(dr),
y asi 0
O(s) = sd+ /00(1 —e (x).
0

Por la independencia del tiempo de muerte en un subordinador matado a tasa A
se obtiene que su exponente de Laplace estd dado por ®* = ® + )\, donde ® es el
correspondiente exponente de Laplace del subordinador subyacente.

Un subordinador (no trivial) es transitorio. Sea p la medida potencial. Entonces
se tiene la siguiente representacion de su transformada de Laplace:

f/p(s):/ e p(0, dt) :/ / e *'P(X, € dt)du = E/ e s Xudy
0 o Jo 0

oo 1
o —ud(s) .
= e du = .
/0 d(s)

Sea p(-) := p(0,-). También se puede caracterizar a la distribucién de la medida
potencial haciendo 7(x) 1= T(z,00):

Foa) = pll=oe,al) = p(0.e) = B [ " xcpudt = [ P(Xc € 0.0

- /OOO P(r(z) > t)dt = Er(x).

A F), se le llama funcién de renovacién y a veces se le denota por R. La propiedad
fuerte de Markov trivialmente nos dice que la funcién de renovacién es sub-aditiva:

R(z+y) < R(z) + R(y), z,y>0.

Diremos que dos funciones a, b son comparables a =< b si existe k > 0 tal que se
cumple ka < b < k~'a. A cola de la medida de Lévy se le denota v(z) := v((z,0)).
Se tienen las siguientes relaciones entre la funcién de renovacion y el exponente de
Laplace:
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TEOREMA 9.2. Para un subordinador con funcion de renovacion R, exponente

de Laplace ®, deriva d y medida de Lévy v se cumple

—1 -1

R(z) < ®(z~H), v 0(r) < d+ /Ox v((t,00))dt =d+ /Ox v(t)dt.

Notemos que las funciones anteriores no deberian estar evaluadas, sin embargo
la exposicion es mas clara de esta manera.

DEMOSTRACION. Se cumple

/ e “R(u/s)du = e“/ P(X; <u/s)dtdu
0 0

(e 9]

/ e P(X, < v)dvdt
0

(e ol e el

e (1 — P(X; > v))dvdt
0

(1+ [Fe ‘SXt—l])dt:/ Ee—thdtZ/ e et = o(s) 7
0 0

— — T

Pero por ser funcién de distribucién, R es no-decreciente, de donde e ®(s)~! > R(-/s).

1

En particular, evaluando la funcién anterior en 1 y tomando z = s~ se obtiene la

primera desigualdad, kR(z) < ®(z~')"!, con k := e .

Para probar la otra desigualdad notemos que el exponente de Laplace es no
negativo y concavo, propiedades que se siguen de la definicién tanto de subordinador

como del mismo exponente de Laplace, de donde a®(s) < ®(as) para s > 0y
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0 < a< 1. Asi, para w > 0,

%S) — /Owe—uR(u/s)du+ /w Ooe‘“R(u/s)du

< R(w/s) /0 evdu + /w e R(u/s)du
< R(w/s)+ /w h e " R(u/s)du
< R(w/s)+ /w e et (5 /1,1)]du
= /) + gy (= /L) e 0 )
< R(w/s)+ %((1 —1/1,1) e/,
Haciendo 2 = s y w = 1 se obtiene
q)(;_l) < R(x) + %((1 —1/1,1) e VO < () + ﬁ,

por lo que k' R(z) > ®(z~1)~!, con k := 1/2. Coordinando las dos k obtenidas se
obtiene la primera relacién y la segunda se realiza de la misma manera, partiendo de

que, como P(s) = sd + [;°(1 — e **)v(x), entonces

o 00 u/s
(s) = / e |d +/ v((y,00))dy | du.
S 0 0

Ahora consideraremos el problema de especificar el momento cuando un subor-
dinador rebasa un nivel fijo real (positivo) de manera que no sea mediante un salto,
sino que sea precisamente cuando el proceso cruza ta nivel. De la seccién anterior
recordamos que si un proceso es de variacién acotada y de Lévy (en particular, en
este caso, un subordinador) entonces C > 0 si y sélo si d # 0, en cual caso 0 (un
punto que se tomé como ejemplo para simplificar notacién) es irregular por si mis-
mo, de donde podemos concluir que para que la probabilidad del evento que estamos
considerando sea positiva debemos considerar un subordinador con deriva no-nula.
Recordemos que se definié 7(x) := 7(3 o).

O

El siguiente resultado es en la direccion deseada, proporcionando la probabilidad
de que el proceso cruce un franja alrededor del nivel deseado en términos de la medida
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potencia y la de Lévy. También nos dice que un salto no puede ocurrir en el instante
en el que se estda en un nivel dado.

TEOREMA 9.3. Sea x > 0 un nivel fijo, X de Lévy con medida potencial p y

medida de Lévy v. Entonces
P(Xr@)- € dy, Xr(p) € dz) = p(dy)v(dz —y), 0<t<wz<z,
y también
P(Xr@)- < Xi@y=2)=0 Va>0.

DEMOSTRACION. Sean f,g > 0 borelianas (la imagen inversa de abiertos es

boreliano) con g(z) = 0. Como

E(f(Xrw))9(Xsw)) = ED_ (X )g(X + AX)HX— <2, AX, > 2 — X, }

>0
= E/ / X)Xy <alg(Xie + AXy)1{s > x — X;_}r(ds)dt,
o Jo
de donde

<y<z<z
- [/ )9y + $)P(X; € dy)u(ds)de
0 0<y<Lz, s>z—y

= /0< . f(y)g(z)p(dy)v(dz —y),

por lo que por la arbitrariedad de las funciones f, g, o bien por aproximacion a indi-

cadoras se sigue la primera igualdad de distribuciones.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X no es Poisson compuesto. Del

inciso anterior se tiene
P(Xr@)- <@ = Xp)) = / v({z —y})p(dy) =0
0

ya que, como v({x — y}) = 0 excepto para un numero contable de y € [0,z) y p es

difusa (ya que el proceso no es Poisson compuesto y es transitorio). 0

El siguiente caso excluye el caso Poisson compuesto.
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LEMA 9.4. Si P(X; = x) > 0 para algin x > 0 entonces Ve > 0,3y € (0,¢€)
con P(X;q) =y) >1—¢.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior sabemos que el proceso no salta al
nivel z exacto cuando lo cruza. Pero como X es subordinador entonces {XT(x) =
r} C N, {Xr@-n-1) <}, c.s. Se afirma que la igualdad de hecho se da. En efecto,
sobre el evento

U ﬂ{Xr(x—kfl) <z}

n k>n
se cumple X, (,_)y = x, por quasi-continuidad, y entonces por la propiedad fuerte de
Markov si t > 7(x—) entonces X; > x por lo que debe suceder que 7(z—) = 7(x) y
la otra inclusion queda probada. Ahora,

P(Xoy = 1) = /[ PO =2 = )Py € 2
< P(Xr@-n-t)<z) sup P(Xrq) =y).
ye(0,n~]

Si suponemos que el lado izquierdo es positivo entonces, por un lado, por la igual-
dad de conjuntos mostrada, para todo n sucede P(X,(y—,-1)<;) > 0 y el cociente
P(X: (o) = )/ P(X;(3-n-1)<s) tiende a la unidad. Por otro lado, la igualdad anterior
se debe cumplir, por lo que, dado € > 0 tomamos el maximo entre la n que hace que
n~! < ey la que hace que el cociente indicado sea mayor a 1 — ¢, terminando asf la

prueba por propiedades del supremo. O

Con este lema ahora se estd en posicién para mostrar que un subordinador con
deriva nula rebasa cualquier nivel mediante un salto, P-c.s. Aqui la diferencia con lo
que ya sabiamos que se cumplia A-c.d.

TEOREMA 9.5. 57 X es un subordinador con deriva nula entonces P(XT(JC) >
x)=1,Vr>0.

DEMOSTRACION. Notemos primero que si 0 < a < b, por la propiedad fuerte de
Markov,

3
Iy
I
=
A
o
Iy
&
I

a)P(XT(b,a) =b— a) + P(Xf(a) 7& a)
= P(X.,-(a) = a)P(XT(b,a) =b— a) +1-— P(X.,-(a) = a).
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Supongamos que para algin z’ > 0 se cumple P(X, ) = ') > 0. Entonces el lema
anterior es aplicable y podemos encontrar x con P(X,) = x) > 7/10 y a partir de
tal x, una sucesién 0 | y, < z con P(X.y, = yn) > 9/10. Aplicando la primera

desigualdad con a =y, y b = x se obtiene

6/10 < P(Xr(m) = x) -1+ P(XT(yn) = yn)

IA

P(XT(yn) = yn)P(XT(as—yn) =T — yn)
P(Xr(a—y,) =T = Yn)-

IA

Se introducen k, := inf{k € N : P(X;(4_py,) = = — kyn) < 1/2} y se afirma que
lim sup,, knyn > 0.

Supongamos lo contrario, que lim,, ., k,y, = 0. Aplicando la primera desigualdad

cona=1y,yb=x—(k,— 1)y, y por definicién de k, se obtiene

2/5

A\

P<XT($—(k‘n—l)yn) =T — (kn - 1)yn) -1+ P(XT(yn) = yﬂ)
P<X7(yn) = yn)P<X7—(m_knyn) =T — kngn)
< P<X7—(a:—knyn) =T — knyn) < 1/2.

IN

Aplicando la misma desigualdad para a = x — k,y, y b = x y usando la desigualdad

recién probada se obtiene

1/10 < P(XT(I) = ZE) -1+ P(Xr(x—knyn) =T — knyn)
S P(X‘r(xfknyn) =T — knyn)P(XT(knyn) = knyn) S P(Xf(knyn) = knyn)

Definimos A, := {koyo, - , kntn}t, A = A, = U{knyn}. Es claro que los tiempos
) = knyn}, de lo

anterior se sigue que P(74 < 7(k,y,)) > 1/10. Pero como estamos suponiendo que

nYn

de paro 74, | 74 y como 74 < T(knYyy), sobre el evento { X,

kny, — 0 entonces lim, o, P(d < 7(kny,) < o00) = 0, V§ > 0. Por el lema de
Fatou para medidas, P(t4 = 0) > 1/10. Por la ley cero-uno de Blumenthal incluso

P(t4 = 0) = 1, de donde podemos elegir n tal que P(74, < oo) > 9/10. Por la
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propiedad fuerte de Markov y la hipotesis inicial se tiene
T/10 < P(X;) =2) < P(ra, =)+ Y  P(Xr, = ki) P(Xr(ompy, =« — kiti)
n>1>0
< (1-9/10)+5/10 > P(X., = ky;) < 6/10,
n>i>0
lo cual es absurdo y por tanto limsup,, k,y, > 0. Se prosigue a aplicar la propiedad
fuerte de Markov al tiempo 7(z — (i + 1)y, ), utilizando propiedades bésicas de una

medida y la definicién de las y,,

p([0, 2)) = p([z = (kn + Dyn, ) = > plle = (i + 1)y, = — i)
kn—2>i>0
> Y ([0, y) P(Xra—ityyn) = = — (i + L)yn)
kn—2>i>0
P 2 .
De lo anterior
h’minfM < h’minfM < 00,
n Yn n (kn - 1>yn

de donde uno de los cuatro criterios para discernir si puntos tiene capacidad positiva
se cumple y asi debe suceder que d > 0. Pero esto es imposible, de donde no puede
suceder que para algin x > 0 se cumpla P(X, () = ) > 0y se concluye que, Vo > 0,
P(X @) > ) =1 O

Recordemos que si la deriva es positiva entonces p < A con densidad co-excesiva

y con capacidad de puntos positiva. Ahora se enuncia un teorema fuerte, el cual
especifica la probabilidad que se busco de un inicio.

TEOREMA 9.6. Sv X es un subordinador con deriva d > 0 y r es la version
co-excesiva de la densidad potencial entonces r(RT) C R, es continua sobre RT,
r(0+) =d ' y P(X;u =) =r(z)d.

Notemos que r necesariamente no es continua, pues r(0) = p({0}) = [;° P(X; €
{0})dt = 0 pero r(0+) =d~* > 0.

DEMOSTRACION. Porque el proceso en cuestiéon es un subordinador entonces

{r(x) < oo} = {X;@@) = z}. Pero el proceso es de variacién acotada por lo que
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d# 0sii Cy >0 (A >0, ya que es un proceso transitorio), lo cual implica que
el kernel resolvente es absolutamente continuo con densidad acotada y por tanto
P(Xr@) =) = P_,(1g < 00) = r(x)C.

Sean 0 < z,, | 2, 0 <y, T xyasi 7(x,) | 7(x), 7(yn) T 7(z). Entonces por quasi-
continuidad de las trayectorias y el lema de Fatou para medidas, lim sup,, P(X;(,,) =
r,) < P(X;) = 2), limsup,, P(X-(y,) = ¥n) < P(X;@) = 7)., lo cual es equivalente
a limsup,, r(z,) < r(z), limsup,, 7(y,) < r(z) y de hecho r es continua en = ya que

es una funcién continua por debajo (consecuencia de la co-excesividad). Recordando

que
P(Xr@)- € dy, Xr() € dz) = p(dy)v(dz —y), 0<t<wz <z,
se tiene
P(Xoi = 2) = 1= PXriy > 0) = 1= [ [ utaz = pptan) =1 [+t = gpay
y por tanto
C - - - ‘ _
(5) =CLr(s) = LP(X;) =2)(s) = L (1 —/0 r(y)v(x — y)dy) (s)

Il
Dl = Ol »= »n|
|
O\
3
<
—~
NS
SN—
o

| |
3
<
S~
3
N
—~
~
NS
SN—
o
=3
)
oW
~
A
<

Por otro lado, Lévy-Khintchine dice

O(s) = sd + /000(1 — e *Py(x),
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o bien

L d L h N(x) = d L mee_Sww
E‘<I><s>+q><s>/o“‘e () <1><s>+<1><s>/o (w)e " dw.

por lo que necesariamente d = C'y asi P(X; ) = z) = r(z)C = r(z)d.

Notemos que, por ser densidad, existe x > 0 con r(z) > 0 y se puede suponer
sin pérdida de generalidad que y := inf{u > x : r(u) = 0} < oo, por continuidad y,
de hecho, r(y) = 0, y > z, r([x,y)) C RT y entonces, por el lema de esta seccidn,
dz € (0,y — x) con r(z) > 0. Por la propiedad fuerte de Markov

r(y)(] = P(XT(y) = y) 2 P(XT(Z) = Z)P(XT(y—Z =Y —- Z) = T(’Z)T(y - Z)CQ > 0,
lo cual es absurdo ya que r(y) = 0. Luego inf{u > z : r(u) = 0} = oo, o bien
r([z,00)) C R" y por el mismo lema r(R") C R y r(0+)d = limg o P(X,(z) = x) =
1. O

Se menciona (la demostracién se encuentra, por ejemplo, en la seccién 3 del
capitulo 3 en [2]) que los subordinadores cumplen las leyes arcoseno:

TEOREMA 9.7. En distribucion limg o X;(py— /2, limg 0 Xr()— /@ existen. Mds
atin, silim, oo EX (p)— /2 = a, lim, 0 EX (5)— /2 = b entonces ® varia reqularmente

tanto en 0+ como 0o, con indices a,b € [0,1], respectivamente.

Ahora interesa, en el espiritu del teorema mencionado, el comportamiento asintoti-
co en el origen y al infinito de los subordinadores. El siguiente resultado ha aparecido
con anterioridad con convergencia en probabilidad. También es vélido (ver 85 de [2])
casi seguramente:

PROPOSICION 9.8. Sea X un subordinador. Entonces limy ot X, = d, c.s.
Se analiza el comportamiento asintético en el origen.
TEOREMA 9.9. Sea X un subordinador con deriva nula, v su medida de Lévy y
h:RTU{0} = RTU{0} tal que g(s) = h(s)/s es creciente. Son equivalentes
1.

) Xy
limsup — =00, c.s.

o h(t)
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En caso contrario

1f X 0
imsup — =0, c.s.
£10 P i)

St ademas EX; < oo entonces el mismo teorema es vdlido, las convergencias siendo

ahora al infinito y las integrales de uno a infinito.

DEMOSTRACION. Supongamos vélida la segunda igualdad. Como v es medida,

en particular es monétona, por lo que

o0 = /€ v(h(ct))dt < /6 v(ch(t))dt, c¢—1,e>0,

ya que h es creciente. AX es un proceso de Poisson puntual de medida caracteristica

v por lo que si |{t € [a,€] : AX; > ch(t)}| =: Za, 0 < a < €, entonces

Z, ~ Poiss (/;u(ch(t))) .

Se sigue que, c.s. hay infinitos instantes s € (0,¢€) con Xy > AX; > ch(s). Por la

arbitrariedad de ¢ > 1, la primera condicién se cumple.

Supongamos que la segunda igualdad no es valida. Como h es creciente entonces
es inyectiva y se puede definir (restringiendo el dominio en caso de ser necesario)
la funcién inversa h~'. Trivialmente h~'(AX) es proceso de Poisson puntual con
medida caracteristica u dada por (t) := p([t, 00)) = v(h(t)). Con esta notacién, por

hipotesis,

/Ooo(lA:r)u(dx):/olu(t)dt:/ol o(h(t))dt < oo,
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y Lévy-Itoé implica que p es medida de Lévy de un subordinador. En particular

corresponde al proceso
= Y AKX,
0<s<t

Como h es creciente, es super-aditiva, por lo que, como X no tiene deriva

h(Y:) = h ( > h*(AXs)) > 3 a(n(ax,) = 3 AX, = X..

Pero, c.s., limyot™'Y; = d = 0 y asi, para t pequena h(et) > X, c.s. Por otro lado,
como ¢(s) = h(s)/s es creciente, h(et) < eh(t). Se concluye la cuarta condicién del
teorema, por la arbitrariedad de €, y a la vez que no se cumple la primera. Falta ver

la equivalencia de 2 y 3.

Recordando que

1 d [ L
§:q>(s)+q><s)/0 p(w)e™ dw,

se tiene Lir(s) = ®(s)/s. Asi, derivando bajo la integral,
/1 (I)( 1 ) B o’ (ﬁ) w /1 /oo xe—x/h(t)ﬂ(x)dxdt
0 h(t) h(t) o Jo h(t)?
= / ye y/ (yh(t))dtdy.

Por la monotonia tanto de h como de v, se cumple v(h(yt)) > v(yh(t)) > v(h(t)),

€ (0,1), t > 0, concluyendo la demostracién. O

Restringiendo las hipétesis se obtiene un resultado mas fuerte (para la clase de
funciones crecientes).

Diremos que una funcién f tiene incremento positivo si liminf, o f(22)/f(x) > 1.
La cola integrada es la funcién (s fo

TEOREMA 9.10. Sea X un subordinador con cola integrada de incremento posi-

tivo, deriva nula y h : Rt U {0} — RT U {0} creciente. Son equivalentes
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1.
lim su ﬁ—oo c.S
wo Dh(ry T 0 o
2.
1
/D(h(t))dt:oo
0
3.

En caso contrario

DEMOSTRACION. Como
2
I(z) > zv(x), I(2z) = I(z) + / zo(t)dt < I(z) 4+ xv(x),

y por la hipétesis entonces liminf, o xv(x)/I(z) > 0. Ademés como el exponente de
Laplace varia regularmente en 0+ con indice en [0, 1] entonces I'(1—a)v(x) ~ ®(z71),

cuando z | 0, (ver p.75 de [2]) por lo que 3 y 2 son equivalentes.

Supongamos la segunda condicion. De la demostracién del teorema anterior se
puede rescatar (en particular) que limsup, o X;/h(t) > 1, c.s. y como el exponente

de Laplace es céncavo, si k > 1,

# () =

y la arbitrariedad de k£ implica que la primera condicién se cumple.

Ahora, como

E(1 — —Xt/a 1— —t®(1/a)
P(X, > a)< DL _1oe ,
1—1/e 1—1/e
haciendo t = 2" y a = h(27") se obtiene, por Taylor,
_—@MB/AET)  glen —n
1—e < 217 ®(1/h(2 ))
1—1/e - 1—1/e

P(Xpn > h(27M) <



9. SUBORDINADORES 93

/Olq)(%>dt<oo

entonces (por la monotonia del exponente de Laplace)

;2’@ (@) dt < oo,

lo cual, por Borel-Cantelli, implica que Xs1-» < h(27"), c.s. a partir de cierta n y

Si

por tanto X; < h(t) para t pequena, c.s. Asi, si suponemos que la tercera condicién

no se cumple y como incluso

/01¢(W1(t))dt<oo7 e € (0,1)

se concluye la prueba, por la arbitrariedad de e, mostrando que la primera condicién

no se cumple y la cuarta si. 0

El comportamiento asintotico inferior es mas fino para si se considera una cierta
funcién en el denominador (la cual no es creciente). Se trata de la famosa Ley del
Logaritmo Iterado, la cual se restringe a cierta clase de subordinadores con exponente
de Laplace variando regularmente al infinito. La demostracion es larga y elemental,
usando un cambio de medida. Se refiere al lector interesado en la demostracién a la
p.88 de [2].

TEOREMA 9.11. (Ley del Logaritmo Iterado) Si el exponente de Laplace ® de un

subordinador X wvaria reqularmente al infinito con indice a € (0,1), entonces, c.s.,

-«

o1 (10g\i0gt|> X,
lim inf =a(l—a)=,

£,0 log | log t|

donde ®~' es la inversa del exponente de Laplace. La misma relacién se cumple al

infinito si el exponente de Laplace varia reqularmente en el origen con tal indice.

La Ley de los grandes nimeros también es vélida y se sigue por monotonia y
discretizacién (ya que se esta trabajando con subordinadores). Para mayor detalle se
refiere a [2].
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TEOREMA 9.12. (Ley de los Grandes Nimeros) Sea X subordinador. Entonces,

c.s.,

t—o00

X
lim Tt = EX].



Capitulo 2
Teoria de Excursiones

1. Teoria general

En esta seccion los subordinadores aparecen de manera natural al considerar las
excursiones de un proceso de Markov. Ahora bien, nos interesa cierta clase de pro-
cesos de Markov para que la teoria se pueda desarrollar. Se requiere un proceso de
Markov que empieza en el origen, cadlag y adaptado a una filtracién continua por la
derecha. En particular es progresivamente medible. La propiedad fuerte de Markov
es también un requerimiento.

Sea M un proceso con tales caracteristicas. La propiedad fuerte de Markov im-
plica que la ley cero-uno de Blumenthal se cumple: P(Ve > 03t > 0: M; = 0,t <
€) = 0,1. Respectivamente diremos que 0 es irregular o regular. En caso de regula-
ridad ¢ := Tga\foy s de paro y P(0c = 0) = 0, 1. Respectivamente diremos que 0 es
un punto de retencién o instantaneo. Por regularidad, notemos que un punto es de
retencién cuando el proceso, al ser iniciado, se mantiene en el origen un intervalo de
tiempo de medida positiva, c.s.

Analicemos el caso regular e instantaneo: P(Ve > 03t > 0: M, = 0,t <¢) = 1,
P(o = 0) = 1. Sea la variable aleatoria N, el nicleo de M;. Las componentes (co-
nexas, evidentemente) de (Ny;)¢ son llamadas intervalos de excursién. Los conjuntos
conexos sobre la recta real son intervalos y como las componentes mencionadas son
disjuntas podemos imponer un orden de manera natural. En general una componente
arbitraria serd denotada por (g,d), g,d € Ny;. Denotemos al conjunto de componen-
tes de (Ny)¢ por Cyy.

Como 0 es instantaneo, el proceso no puede ser idénticamente nulo. Por otro la-
do, por ser cadlag, si no existiera un intervalo de excursion de medida positiva con
probabilidad positiva de ocurrir entonces M = 0. Se sigue que Je¢ > 0 tal que con pro-
babilidad positiva existe al menos un intervalo de excursion con ly =1 :=d —g > c,
donde A = (g,d). Ahora seat > 0 fijoy Ay, ={w € Q: A€ Cy,la <c, A<t}
Por lo anterior, 3t > 0 tal que PA; < 1. Si el proceso no regresa al origen después
de la primera vez que se le visita entonces P(3A € Cy; : 14 > ¢) = 1. Si tal tiempo

95
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de paro es finito con probabilidad positiva entonces se aplica la propiedad fuerte de

Markov para notar que PAs; < P?A,, por lo que, por iteracién, se obtiene, de nuevo,
que P(BA e Cy:ly>c)=1

El orden que se impone sobre cualquier subclase de C; estard indexado por los
naturales y se denota [,(c) := d,(c) — gn(c) > ¢, la longitud el enésimo intervalo
de excursién mayor a c. Supongamos que P(l;(a) > ¢) = 0 para algun a € (0,c).
Entonces d;(a) < g1(c), c.s., y di(a) < 0o, c.s. Entonces se puede aplicar la propiedad
fuerte de Markov en tal tiempo de paro para deducir que d,(a) < gi1(c), ¥n y por
tanto g1(c) = oo, c.s., contradiciendo el resultado del parrafo anterior. Se sigue que
P(ly(a) > ¢) > 0, Va € (0,¢).

Sea ¢ > 0 fija. Por lo anterior es posible definir la siguiente funcién sin necesidad
de pasar a valores extendidos en el rango:

oy Nezg
7(a) = Pli(a) >0 + P(li(c) > a)l{g>e)-

Es inmediato que 7 es continua por la derecha, decreciente, positiva, w(c) =1y que

Ny es acotado, c.s., si 0 < 7(00) y no-acotado, c.s., si 0 = 7(c0).

DEFINICION 1.1. Se dice que 0 es transitorio si w(co) > 0 o bien si Ny es

acotado. Se dice que 0 es recurrente si T(00) =0 o bien si Ny es no-acotado.

Por otro lado lim,jo P(li(a) > ¢) = 0 ya que 0 es regular e instantdneo y por
tanto 7(0+) = oo.

Algunos lemas preliminares son de utilidad para construir el tiempo local.
LEMA 1.2. Sean 0 < b < a < co. Si w(b) > 0 entonces P(l1(b) > a) = 7w(a)/7(b).

DEMOSTRACION. Se analiza solo el caso b < ¢ < a, siendo los otros muy similares.

Se tiene, por la propiedad fuerte de Markov a los tiempos de paro ;(+),

ll (C)

P(ly(b) > a) = P(l1(b) > ¢,l1(c) >a) = P >a
li(c) >a)—P

(
(
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Notemos que 7 es independiente de la eleccion arbitraria de ¢ > 0 fija excepto
por un factor multiplicativo.

Se define N,(t) := sup{n : g,(a) < t}, a,t > 0, es decir, el nimero de intervalos
de excursion de longitud mayor a a que inician antes del tiempo t.

LEMA 1.3. Sean 0 < b < a < oco. Si@(b) > 0 entonces Ny(g1(a)) es independiente

de M o0y, (). Mas atin, para k un entero no-negativo,
P(Ny(g1(a)) = k) = (1 = 7(a)/7(b))".

DEMOSTRACION. Como d,(b) es de paro, la propiedad fuerte de Markov nos dice
que, condicionalmente sobre {d,(b) < oo}, M™ :== M oly,4) ~ M y M"™ L Fy .
Entonces para F' > 0 medible

E(F(M"); No(g1(a)) = n) = E(F(M");dn(b) < g1(a)) = EF(M)P(dn(b) < g1(a)),

lo cual nos dice que, sobre {d,,(b) < gi(a)}, M 0 8y @) ~ M™ 0 O4n(y. Se sigue que
Ni(g1(a)) L Moby, (o). Parala segunda parte del lema basta ver que, por la propiedad

fuerte de Markov y el lema anterior,

P(dni1(b) < g1(a)|dn(b) < g1(a)) = P(di(b) < g1(a)) = P(L(b) < a) = (1 — @(a)/7(b)).
Asi,

P(Ny(g1(@)) = k) = [T P(No(91()) = n + 1[Ny(g1(a) = n) = (1 = 7(a)/7(b))".

n=0

O

LEMA 1.4. Sea 0 < u < co. Si w(u) > 0 entonces Ny(di(u))/7(a), a € (0,u), es
una martingala reversa. Ademds es continua por la izquierda, uniformemente integra-
ble, convergente c.s. y en media en el origen y tal limite tiene distribucion exponencial

de pardmetro 7(u) y es independiente de la variable l1(u).

DEMOSTRACION. Sea G, = o(li(a),k = 1,---,N,(d)), donde d = d;(u), fil-
tracién revertida para N.(d), por construccién. Condicionalmente sobre N,(d) = n
v I1(a) = ¢, los procesos Y* := (M o Oy, 1 (a) )t€]0,dp(a)—ds_1(a)) S€ distribuyen como

(My)tej0,4,(a))» condicional a [;(a) = ¢, y son independientes, por la propiedad fuerte
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de Markov.

Por el lema anterior también sabemos que Ny(dy(a))—1 = Ny(g1(a)) ~ Geom(1—

7(a)/m (D)), siempre y cuando b < a. Entonces, de las dos observaciones anteriores, se
tiene que E(Ny(d)|Gy) = Nu(d)[E(1 + H)], donde H ~ Geom(1 — 7(a)/7(b)). Pero

E(+H) =1+ (1—7(a)/7(b))/7(a)/7(b) = 7(b)/7(a),

por lo que E(Ny(d)|G,) = No(d)7(b)/7(a), la propiedad de martingala revertida ase-

verada.

Las demés propiedades son evidentes o se siguen de teoremas elementales de
probabilidad, por ejemplo que distribuciones geométricas convergen a exponencial y
que si el limite c.s. tiene esperanza finita y las medias convergen a ella entonces la

martingala es uniformemente integrable. 0

Se construye ahora el tiempo local.

TEOREMA 1.5. Parat > 0, c.s. existe, L(t) := limy o No(t)/7(a), la cual es una
funcion creciente, continua y la medida de Lebesque-Stieltjes asociada tiene soporte

Ny

DEFINICION 1.6. A tal funcion L se le llama el tiempo local de M en 0. Su inversa

(generalizada) estd dada por
L7Yt) = inf{s > 0: L(s) > t}.

DEMOSTRACION. Si ¢ = d;(u) ya se probé que N,(t)/7(a) converge y, de hecho,
por la propiedad fuerte de Markov, converge para
teD:=|J J{di(u)}.
u>0 k
Sobre D, L es creciente, por definicion de N,(t). Se afirma que existe una extensién
continua unica de L a RT U {0}. Sean ¢ > 0y A := {L(dx(a)) — L(dx_1(a))) <

€,Vk < N,(dy(c))}. Por los lemas anteriores y una aplicacién de la propiedad fuerte
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de Markov sabemos que

Ny(di(c)) — 1 ~ Geom(1 —7(c)/7(a))
[L(dr(a)) = L(dk-1(a))]| Na(di(c)) = n ~ Exp(n(a)) (i-i.d.),

de donde es inmediato que

P(A) = >

n=0

3

S0

3

7(c)(1 — e~em(@)
#(a) (1= [(1-29) (1 = em)])

ya que lim, o 7(a) = oco. En otras palabras, es casi seguro que el rango de L, sobre

D N0,d;(c)], es conexo al tomar cerradura. Por la propiedad fuerte de Markov, lo
mismo es cierto para L sobre D y la extension continua se construye de manera

estandar. También es claro que, para tal extension, N,(t)/7(a) — L(t), c.s.

Sea Ay la medida Lebesgue-Stieltjes asociada a L y su soporte Sp. Para €, > 0,
Ja > 0 con P(di(a) < &) > 1 — ¢, ya que 0 es instantdneo, por hipétesis. Pero
P(L(di(a)) = 0) = 1/oo = 0. Asi P(L(6) = 0) < ¢, por la monotonia de L. Por
arbitrariedad se tiene que P(L(J) = 0) = 0, V6 > 0. Por la propiedad fuerte de
Markov se concluye que P(L(s) = L(t) & M, = 0,w € (s,t)) = 0, i.e. L(s) < L(t),
c.s. v por tanto Ny, C Sp. Para la otra contencién basta tomar a > 0 pequena para
que L(s) < L(t) implique N,(t) — N,(s) > 0y por tanto Jw € (s,t) con M,, =0. O

Claramente el tiempo local L(t) = L(t,c) = f(t)g(c), donde ¢ > 0 es la constante
usada para definir a 7, sin embargo, para los resultados posteriores no necesitaremos
esta expresion explicita.

Se dice que el tiempo local es un funcional aditivo en el siguiente sentido. Sea
T < oo de paro. Si M’ = M o6, y L’ su correspondiente tiempo local (definido de
manera analoga utilizando markovianidad en el primer retorno al origen). Entonces

L(t+1t) = l(gg Ny(t+7)/7(a) = Eﬁ)l[Na(T) + N.(t)]/7(a) = L(T) + L'(t), c.s.
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Si 7 es de paro con M, = 0 sobre {7 < oo}, entonces (usando la probabilidad
P(:|T < 00))

Fr L (Mo0, L(r+-)—L(r)) ~ (M,L).

Es importante saber que si se tiene un proceso K, adaptado, continuo, creciente
tal que el soporte de la medida asociada de Lebsegue-Sticltjes cumple Sk C Ny,
c.s. y si 7 es de paro con M, = 0 sobre {7 < oo}, entonces (usando la probabilidad
P(T < ))

Fr L (Mob,, K(r+-)— K(r)) ~ (M, K).

Se sigue que K = Ld, para alguna constante fija d > 0, i.e., el tiempo local esta
caracterizado de manera tnica (médulo una constante multiplicativa) mediante el
teorema precedente y la propiedad aditiva. (Para més detalles sobre esta caracteri-
zacion se puede consultar p.111 en [2]).

Ahora, como M es cadlag, tiene a lo mas una cantidad numerable de saltos, por
lo que Nps\ Ny es numerable, en particular Lebesgue nulo y asi

t t
/ Linv—oyds = / Lisenyyds = K(t),
0 0

un proceso creciente, continuo, adaptado y cuyo soporte Sx C Njs. La propiedad
fuerte de Markov muestra que K es un funcional aditivo (en el sentido usado arriba)
y por tanto dd > 0 tal que K = Ld. Se concluye lo siguiente, que, de hecho, es una
definicién aletrnativa de un tiempo local (para una constante adecuada):

t
L(t)d:/ 1{Ms:0}d5~
0

Analizamos ahora el tiempo local inverso, iniciando con propiedades béasicas. Se
define, de manera esperada, L' (t) := L™} (t—) = limyy L7Y(s) = inf{s > 0: L(s) >

t}.

PROPOSICION 1.7. El proceso L™ es creciente, cadlag y adaptado. L= (t), L™ (t—)

son de paro. Ademds se cumplen las siguientes propiedades, c.s.,

(L™ o L)(t) = if{L ™ (u) : L' (u) >t} = inf{s >t : M, =0},
(L' o L)(t) = sup{L ' (u) : L™ (u) <t} =sup{s < t: M, =0}.

Notemos que como M es cadlag entonces, sobre {L71(t) < oo}, L71(t) € Ny;.
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DEMOSTRACION. De la definicién, las primeras tres caracteristicas de L~! son
evidentes. Por continuidad de L es ficil deducir que L™!(¢) es de paro y por tanto
limg; L7'(s) = LZ'(t) también. Se prueba una de las identidades, la otra siendo

analoga.

Sea Dy = inf{s > t: My = 0}. Si D; > t entonces L es constante sobre [t, D;) y
entonces, por definicién de la inversa, Dy < (L™' o L)(¢). Si D; = oo, la igualdad se
da. Si D; < oo, Dy € Nyy = Sp, el soporte de L y por continuidad (y definicién de
D) debe existir vecindad U > D; con D; € U C Sy, de donde L(s) > L(D;) = L(t),
Vs > D, y por tanto D; > (L™' o L)(t).

Si en cambio t = D; € Sy, entonces, como anteriormente, t = D; > (L™ o L)(t).
Pero, por definicién, ¢ < (L7 o L)(t). O
Notemos que, como L es continua, S;, = Nj; no tiene componentes singulares,
por lo que no solo los intervalos del tipo (LZ*(t), L~!(t)) son excursiones (segtn la
proposicién anterior, siempre y cuando L~'(t) < L™1(t)), sino que todo intervalo de

excursion es de este tipo. En otras palabras, L caracteriza a los intervalos de excur-
sion.

Es momento de enunciar un teorema importante, el cual da significado a la nota-
cién utilizada anteriormente. Recordemos que 7 es decreciente, por lo que la podemos
considerar la cola de una medida. Mas especificamente podemos recuperar (definir)
la medida subyacente (asociada):

7((s,8]) == 7(s) — 7(t), (s,4] C (0,00).

TEOREMA 1.8. El proceso L™ es un subordinador con medida de Lévy v = T,

deriva d y matado a tasa A = 7(0c0). En otras palabras, tiene la representacion
L_l(w, t) = S(w, t)l[oﬂ-(w)) (t) + OO]-[T(UJ),OO] (t),

donde S es subordinador (m,d) y T ~ Exp(7(c0)). Mds ain, su exponente de Laplace

esta dado por

O(s) = sd +/ se”*"w(r)dr.
0
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En lo anterior, cabe aclarar que d es la constante que hace que

t
L(t)d:/ 1{Ms=0}d3-
0

También notemos que como L' es subordinador entonces (1 es proceso/medida
aleatoria de Poisson y A medida de Lebesgue)

t/ooo(:c/\l)ﬂ(d:c) :/Ot /Ooo(af/\l)()\®y)(dsd:c) :/Ot /Ooo(x/\l)En(dsdx) < oo,

DEMOSTRACION. Supongamos primero que 0 = 7(c0) = P(l1(¢) > o0), por lo
que, por la propiedad fuerte de Markov, d,(c) < oo, c.s. Por la misma propiedad y
la definicién de L, L(d,) = > | &, donde & ~ Exp(7(c) = 1), (i.i.d.). Esto muestra

que

L(co) = lim L(d,(c)) = lim D =00,
1

n—oo

c.s., y como L7!(t) es de paro entonces se puede aplicar la propiedad fuerte de
Markov:

FLfl(t) 1 M/ =Mo 9L*1(t) ~ ]\47
de donde el tiempo local de M’ estd dado, por la propiedad aditiva, por
L'(s) = L(L7'(t) +s) — L(L'(t)) = L(L™'(t) + s) — t,

y asf, por definicién de inversa generalizada, L'~!(s) = L7'(t +s) — L7!(¢). En otras
palabras, L=! es un proceso cadlag con incrementos independientes y estacionarios,
i.e., de Lévy. Claramente es no-negativo, por lo que incluso es subordinador. Sea
v su medida de Lévy, i.e., la medida caracteristica del proceso de Poisson puntual
AL™. Se define 7, := inf{t > 0 : AL7*(t) > a}. Como se vio, L caracteriza a los

intervalos de excursién, por lo que 7, = L(s) ~ Exp(7(a)), s € (g1(a),d1(a)) y asi
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v((a,00)) = 7(a), i.e., v = . Por la misma caracterizacién
L=1(t) L=1(t)
-1
L (t) = /0 1{s€NM}dS +/0 1{561\7;1}613

L)
_ /0 Laeryds + 3 AL7(s)

s<t

= td+> AL '(s).

s<t

Por tanto la deriva es tal d y la representacién deseada se sigue de Lévy-Khintchine.
Notemos que, en este caso, L~! es el subordinador S del teorema, ya que, en este

caso T = oo ya que T(o0) = 0, es decir, es un subordinador no matado.

Analicemos ahora el caso 7(oco) > 0. Sea s > t. Similarmente al caso anterior,
condicionalmente sobre {L7!(t) < oo} o sobre {L7'(s) < oo}, (L™ (u))uejoy tiene
distribucién fija, la de algin subordinador (Ss)sep,. Basta notar que {L7'(t) <
oo} = {L(o0) > t}, por lo que el subordinador S se mata a tasa 7 := L(oc0) =
L(d(0)) ~ Exp(7(c0)). Caractericemos ahora v de S, ya que d se hace de la misma

forma. Ya notamos que (en particular) 7, = L(d;(a)), a > 0, por lo que
1—e @) — P35 <t:AS, > a)
= P(7, < t|L(00) > t) = P(L(dy(a)) < t, L(c0) > t)/e "),
Pero entonces, por la propiedad de Markov,
P(L(dy(a)) <t,L(co) >t) = P(L(di(a)) <t,L(c0) > t|di(a) < 00)P(dy(a) < c0)
_ /0 ' {a)e @I gy 1~ 7(00) /7 (a)

_ e—tﬁ(oo)<1 . e—tﬁ(a)+t7‘r(oo))

Y

por lo que

1— e—tu((a,oo)) _ e—ﬁr(oo)(l . 6—t7‘r(a)+t7‘r(oo))/€—t7"r(oo) -1 e—tw((a,oo))

lo cual basta para concluir que v = 7. O
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DEFINICION 1.9. Se define la vida de una excursion como la longitud de un
intervalo de excursion, ¢ :=d — g y la excursion asociada como (M (w,t — g))ic(0,0)s
w € fija.

Entonces se puede escribir al conjunto de excursiones como
U U{wlé :w € 2,¢(w) > a,0 ¢ w((g,d))} =: E.
a>0 (g,d)

Recordemos que €2 es el conjunto de todas las trayectorias cadlag matadas, por lo que
podemos considerar £ C () y se le puede asignar la topologia subespacio inducida
por la topologia (de Skorohod) que tiene 2. Para este fin, se (re)define

B= B = o € 0:¢w) > 0.0 ¢ w((0,0))

y similarmente se le puede asignar tal topologia a cada E®. La importancia de re-
marcar este detalle es simplemente garantizar la existencia de leyes condicionales.

DEFINICION 1.10. Sea a > 0 un nimero tal que la cola de la medida de Lévy de
L™ es positiva, i.e., T(a) > 0 (para que asi g1(a) < oo, c.s.). Se define, sobre E, la

medida (de probabilidad) conocida como la ley de excursiones de M con vida ¢ > a:
n(N'"1(A)|¢ > a) := P(N' € A),
A boreliano y N' = M o 0y, (4 © K1, (a)-

El siguiente lema muestra una intima relacién entre 7 y n(-|¢ > a).

LEMA 1.11. Sia,w(a) >b >0y B € E* es medible entonces se cumple
7(a)n(B|¢ > a) = 7(b)n(B|¢ > b).

DEMOSTRACION. Recordemos que Ny(gi(a)) ~ Geom(1—7(a)/7(b)), por lo que
P(Ny(g1(a)) =0) = 7(a)/7(b), es decir, la probabilidad de que no haya intervalos de
excursiéon de longitud mayor a b antes del inicio del primer intervalo de excursion de
longitud mayor que a. Asi, esta probabilidad esta asociada precisamente el evento

donde el primer intervalo de excursién con longitud mayor que b también es el primero
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con longitud mayor que a. Asi, para A boreliano,

7(b) 7(b)

Ton A > ) = T2 A).C alc > b
_ P(N'c A, (>a)
P(Ny(g1(a)) = 0)
= P(N'€ A|Ny(g1(a)) = 0) = P(N' € A) = n(N""(A)[¢ > a),
ya que N L Ny(gi(a)). La extension a medibles arbitrarios es inmediata. O

Ahora se puede definir una medida de excursién de manera satisfactoria. Notemos
que si A € F, entonces A € E? para algin a > 0, pero no necesariamente para sélo
una a > 0, sin embargo, haciendo n(A) := 7(a)n(A|( > a) se obtiene una medida
bien definida, gracias al lema anterior.

DEFINICION 1.12. La medida de excursion n estd dada por
n(A) = w(a)n(Al¢ > a),
siAe B*CE.

Con esta nueva definicion se justifica la notacién utilizada para la ley de excur-
siones con vida ¢ > a. Como {¢ > a} N E = E® entonces podemos aplicar n a tal
evento: n(¢ > a) = w(a)n(¢ > al¢ > a) = 7(a)P(N' € {¢ > a}) = 7(a), y por
tanto podemos considerar a n(-|¢ > a) como una verdadera ley condicional derivada
a partir de n y el evento mencionado. Las propiedades de regularidad y simple de
Markov de M se transmiten a la medida n.

Nos interesa ahora definir un proceso que permita analizar las excursiones en
conexion con la caracterizacion que tienen los intervalos de excursion y el tiempo
local inverso de M, el proceso subyacente de Markov.

DEFINICION 1.13. Sea I' cementerio para E. Se define el proceso de excursién e
mediante la relacion
er=Moblp-14y0KL-1()-L-1(t-)»
si L7Yt) > L7 (t—), y e, =T en otro caso.

Notemos que e; es un proceso estocastico para cada t. También que toma valores
en E, ya que manda a cada trayectoria a la (posible) excursién correspondiente al
intervalo de excursion (L~1(t—), L71(t)).
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El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion, ligando al proceso
e v a la medida n. La demostracién es muy similar a la del otro teorema importante
de esta seccion (la caracterizacién de L™ como subordinador).

TEOREMA 1.14. El proceso e es de Poisson puntual con medida caracteristica n,
cuando T(o00) = 0 (cero es recurrente). Si w(oo) > 0 (cero es transitorio) entonces
€ 0 KL(s0) €8 de Poisson puntual con medida caracteristica n y detenido al primer

punto en E°°, i.e., € 0 KL(o0) = €0 Krpoo -

DEMOSTRACION. Supongamos que cero es recurrente. El caso cuando cero es
transitorio es similar. Como L~1(t) es de paro podemos observar que F -1 es fil-
tracion. Sean By, --- By C E medibles disjuntos y notemos la independencia de los

procesos N5 dados por
NP =|{se(0,t]:e,€ B}, ,i=1,--- k.

Sea B medible. La interpretacion de tales procesos es la esperada: N5 — NP es
simplemente el nimero de excursiones de M que pertenecen a B y tales que su
intervalo de excursién estd contenido en (L7!(t), L7'(¢ + s)]. Ahora la propiedad

fuerte de Markov de M implica que
FL—l(t) 1 M’ =Mo QL—l(t) ~ M,

ya que M1 = 0. Sean L' y L'~! los tiempos local e inverso de M’, respectivamente.
La propiedad aditiva del tiempo local implica mediante una cuenta hecha varias
veces antes que L'~ (s) = L™ (t +s) — L™(t). Se sigue (definiendo los procesos N'?
correspondientes a M’ de la manera esperada y anéloga) que N’ f = Nt]is — NP. Pero
entonces N, — NP también es el nimero de excursiones de M’ cuyo intervalo de

excursion estd contenido en (0, L'~!(s)]. Utilizando Markov (como se enuncié recién)
Fii L N, = Nf = N'] ~ N7,

lo cual caracteriza al proceso N como (F-1(;))-Poisson y a su vez a e como Poisson

puntual. Solo falta encontrar su medida caracteristica.

Supongamos que la medida caracteristica del proceso de Poisson puntual e es pu.

Sea a > 0. Para la medida condicional pu(-|E®) se cumple (ver [2] p. 7 para la segunda
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igualdad siguiente)

p(-N¢>a) n(-N¢>a)
u(C>a) n((>a)

y ademds Exp(m(a)) ~ L(di(a)) = T{c>a} (para el proceso e), por lo que necesaria-
mente p(¢ > a) = 7(a). Pero también n(¢ > a) = 7(a), de donde pu(-N¢ > a) =
n(-N¢ > a) y, por arbitrariedad de E*, u = n. O

p(|E*) = = Plern €) =nll¢>a) =

COROLARIO 1.15. Sea F medible y no-negativa, sobre Rt x Q' x E, tal que para
cada excursion fija se tiene un proceso continuo por la izquierda y adaptado. Entonces
E) F(a)= / / n(de)dL(s),

teG
donde G es el conjunto de extremos izquierdos de intervalos de excursion, e, = eof;

con € € E y (g,d) su intervalo de excursion correspondiente.

DEMOSTRACION. Recordemos que los intervalos de excursién estdn en corres-
pondencia con los saltos del tiempo local inverso. Asi
ZFt €t Z Fp—
teG t<L(co
y como L(00) = Tgeo, de paro, l;<r () €5 predec1ble (adaptado a la o-algebra gene-
rada por todos los procesos continuos por la izquierda), al igual que F7-1(._y (por las
condiciones impuestas sobre ella), entonces, aplicando la férmula de compensacién

para procesos de Poisson puntuales regular, se obtiene

ZE(Q):EzltSL(oo)FLfl(t—)(@t) = E/ /1t<L(oo)FL1(t—)(€)n(d€)dt
t

teG
- / / n(de)dL(s).

2. Aplicaciones a Teoria de Riesgo

Se considera una generalizacién de el proceso Cramér-Lundeberg con la idea de
pago de impuestos. Para un tratamiento mas detallado, incluyendo los casos parti-
culares que se derivan de lo que se presenta a continuacién ver [6].
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Sea X un proceso de Lévy espectralmente negativo, i.e., un proceso de Lévy
unidimensional y con trayectorias que no son mondétonas, sin embargo, con saltos
unicamente negativos. Tal proceso tiene triada de Lévy (b, o, v) que satisface b € R,
o > 0y v es una medida que satisface f(—oo,O) (1Az?)v(dz) < oo, ya que, por hipdtesis
v tiene soporte en los reales negativos. Por Lévy-Ito tal proceso se puede representar
de la siguiente forma

X, =o0B, — bt + XV + x?,

donde B es un movimiento browniano estdndar, X" es un proceso Poisson com-
puesto con saltos mayores o iguales a la unidad (por ejemplo) y X corresponde al
procesos de saltos pequenos, i.e., una martingala cuadrado integrable con saltos mas
pequenos que la unidad. Los tres procesos son estocasticamente independientes.

Ahora, si X tiene variacién acotada no hay término browniano y, de hecho,
X; = dt —Y;, donde d > 0 es la deriva y Y es un subordinador (Lévy no-decreciente)
que carece de deriva. Es sabido que si ¥ denota el exponente de Laplace de X en-
tonces el proceso converge en valor absoluto a infinito o bien oscila si [¥(0+)| > 0 o
bien ¥(0+4) = 0, respectivamente.

Introducimos ahora un proceso esencial en la discusion, el proceso del supremo
(acumulado), dado por S; = sup,., Xs. La manera en la que vamos a entender el
pago de impuestos y, por lo tanto, perturbar al proceso X es mediante S. Asf nuestro
nuevo modelo que nos interesa estudiar y que emula al clasico Cramér-Lundberg es
el proceso dado por

Ut = Xt — / ’Y(Su>dsu, t Z 0,
(0,¢]

donde v : Rt — R es arbitraria (localmente integrable). La integral es la Lebesgue-
Stieltjes, ya que S es no-decreciente. La interpretacion en términos de riesgo es que
X es el proceso superavit o de capital de una aseguradora y v caracteriza la manera o
regla bajo la cual se pagan los impuestos. Intuitivamente se quiere generalizar la idea
de pagar una cantidad fija de impuestos si el capital méximo de la aseguradora es
fijo. Simplificaciones de la teoria subsecuente son obvias si se restringe a v de manera
natural, como por ejemplo v : R™ — (0,1) o bien v = v, € (0,1). Mas atin, si v =0
entonces se tiene una generalizacion del modelo Cramér-Lundberg en el contexto de
Teoria de Ruina donde se utiliza un proceso de Lévy espectralmente negativo como
el capital.
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Se hace una observacién que, a pesar de ser obvia, es sumamente util para trabajar
con U. Especificamente que

Ut = At — (St - Xt), At = St — / ’Y(Su)dsu, t 2 O
(0,]
Supongamos que el proceso X de Lévy inicia no (necesariamente) en cero, sino en
Xo = x, el cual representa en capital inicial de la aseguradora y tipicamente es
positivo. Entonces, definiendo

16 =5 [ )

se tiene la representacion A; = J(S;). Al ser S un proceso no-decreciente, es de va-
riacion acotada y, consiguientemente, lo mismo se puede decir sobre A;. Como las
medidas con signo estdn en correspondencia con las funciones de variacién acotada,
dA define una medida con signo, la cual, tiene soporte contenido en el de la medida
(no-negativa) dsS.

Sea S4 el soporte de dA. Sea Bs_x el conjunto de intervalos (abiertos y ajenos)
sobre los cuales S — X se encuentra en R, i.e., fuera de cero, correspondiente a los
intervalos de excursién de X fuera de su méximo. Notemos Sy N Bs_x = (), puesto
que incluso Sg N Bg_x = (), donde Sg es el soporte de dS. Como consecuencia de
esta discusion tenemos que la descomposicién U = A — (S — X)) puede ser visualizada
como tener excursiones fuera de cero de S — X justamente en el tiempo cuando A
no varia.

A continuacién de introducen las funciones de escala. Un tratamiento completo
de funciones de escala se encuentra en [2] y [4]. Aqui solo serdn mencionadas las
propiedades que se necesitan para la teorfa de excursiones en cuestién. Sea W@ =
W(‘J)l[o,oo) la nica funcién continua por la derecha cuya transformada de Laplace es

= Myr7(q) 1
e "W ()dt = ———
/0 V(A —q
donde s(q) es la solucién mas grande a la ecuacién W(A) = ¢ (a lo mas tiene dos solu-
ciones, por convexidad de ¥). W (9 es estrictamente creciente y tiene densidad (W (9)")
con respecto a la medida de Lebesgue. Si X es de variacién acotada, W@ e C*. Adi-
cionalmente, se tienen caracterizados los siguientes limites: W@ (0+) = d=1,0 si,
respectivamente, X es de variacion acotada o no-acotada; la derivada por la derecha
g+7(R) 2

Wiq)/(()—i-) = 5=, 5 si 0 = 0,v(R) < oo para el primer caso y, para el segundo,

o >0 o bien v(R) = 0.

, A >s(q),
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Adicionalmente, en [5] se encuentra el siguiente resultado ttil (n es la medida de
excursion para el proceso S — X y € := sup,_, €(s)):
W'(x)
ne>xr) = ——
siempre y cuando x no sea punto de discontinuidad de W, lo cual solo puede suceder
si X es de variacion acotada, en cuyo caso solo existe un niimero a lo mas numerable
de discontinuidades. Mas atin, sea el cambio de variable dP*9 /dP|p, = e3@Xt—at,
Entonces, denotando por n*@ a la medida de excursién de S — X bajo la medida
P35 ocurre
W@ ()
n*D(e>x) = —2 — s5(q).
La importancia de las funciones de escala es grande y en lo subsecuente sera aun mas
notorio.

Se usara la siguiente convencién de tiempos de paro: o, = inf{t > 0: S; = a} (la
primera visita de S, o bien de X, al estado a) y 7,7 = inf{t > 0: U; < 0} (el tiempo
de ruina del proceso U).

En el contexto en el que estamos se establece el resultado principal:

TEOREMA 2.1. Sean 0 < z < a < a*(z) := inf{s € [x,00) : Y(s) < 0} y ¢ > 0.

Definimos

20G) = 14q [ WOy, fle) = e

Entonces son vdlidas las siguientes identidades:
—goa e w @ (5(s)) /WD (5(s))ds
Ey (e 1{aa<fg}) — o= Je W (3() /WD (3(s))d ,

BT ) = [ O G,

T

donde permitimos que a = oo si a*(x) = co. En particular, en este caso, la probabi-

lidad de ruina de U tiene forma explicita:

Pu(rg < 00) = 1 — e~ I WG/ WG)ds,

DEMOSTRACION. Notemos que a*(z) es el primer instante cuando 7(s) entra a

los reales negativos. Esto sucede cuando no se estd en una excursion de X fuera
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de su maximo y por lo tanto también es el maximo valor que puede tomar S antes
de la ruina de U, ya que en tal momento Uy = A; = 3(S;). Més atn, o, < 7, sii
€. < J(x +-) sobre [0,a — z].

Se hace la siguiente traduccion a lenguaje de excursiones

—(Q0q _ — -1 a—x
Eo(e 1y crry) = Bole™ ™ N et sc0aal));

lo cual se traduce, aplicando el cambio de medida exponencial (como L™!(a — x) es

de paro), a

S — —qL 1(a—2z)—s —
Em<€7q0a1{0a<‘ro_}) = Ez(e (@)X, La—a) ~4F ( )=s(@) X, 1(“*””)1{ESS’7(m+s),s€[0,a—w]}>

ef(afx)s(q) Ei(q) ( 1{gs <~(z+s),s€[0,a—z]} )

= e W psd(e < H(z +5),5 € [0,a — 7).
Pero la formula exponencial del primer capitulo nos dice
PO, <j(z+s),s€[0,a—a])=eJo " n* (@ (@7 (a+s))ds
Uniendo lo todo lo anterior se obtiene
e, o)) = @0 0@
— o Jo @0t D (e (xts))lds
yTIW (G (a+8) /WO ((ats))ds.

= 6_0

lo cual prueba la primera identidad. La segunda se realiza de una manera similar,
como sigue. Sea pr = inf{s > 0 : ¢(s) > k}. Primero traducimos a excursiones, sin
embargo, ahora se deben considerar todos los posibles tiempos de ruina (la suma

corre sobre los distintos tiempos de excursion):

—_ 7-* —_ -1 —)— = €
Ep(e7 Lpe o) = Ba ) e 000 i) sebpminteasatrat

0<t<a—x

para ahora aplicar la férmula de compensacién del capitulo anterior, (el conjunto E

es, como siempre, el espacio de excursiones) obteniendo

E, /0 /E et = O o celo et >an(de)dt.
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En este punto, como en el caso anterior, debemos usar un resultado de funciones de

escala, para hacerlas aparecer. Especificamente, que (ver [1])

f(x):/Ee_qp’”(e)l{en}n(de).

Asi, lo anterior se convierte, aplicando el mismo cambio de medida exponencial, en

a—x B 1 B
EJ,,/ ek (t)1{Esgﬁ(x+s),s€[0,t)}f(fy(t + x))dt
0

_ / DB DL <o) setom) F((E+2))t.
0
Similarmente al caso anterior, la formula exponencial se lee
p;(q)(gs <F(x+s),s€0,t) =e N nS(q)(E>7y(s+x))ds’
de donde
—qT, o —s — [T 5D (e>7(s+xz))ds £/ =
BT ay) = [ O T 514

— /a”” ¢~ ols@+n @A ta)lds (51 4 7))t
0

— / e~ Jo W(‘”/(‘/(x+s))/W(q>(7(x+s))d5f(§,(t +2))dt,
0

lo cual prueba la segunda identidad. Notemos su validez para a = oo, bajo las
condiciones aseveradas, por convergencia dominada. En particular, si es permisible

que a = oo y se hace ¢ = 0, la primera identidad se lee

P00 < 75) = e Ja WOED/WEE)ds

Tomando complementos se obtiene la probabilidad de ruina

Pty <o0)=1—¢e" Jom W (B (8))/W(3(s))ds
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