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[.  Introduccion
El Centro UNAMems es un proyecto en la Facultad de Ingenieria de la UNAM para el desarrollo y generacién
de capital humano en tecnologia de microsistemas electromecanicos (MEMS por sus siglas en inglés). En el
Centro se tienen distintas lineas de investigacion para la aplicacidon de esta tecnologia en las areas de salud,
telecomunicaciones y automotriz; ademas, se ofertan cursos novedosos enfocados en el aprendizaje de esta
tecnologia para estudiantes de licenciatura y posgrado.

Dentro de los MEMS enfocados en el drea salud se encuentran los BioMEMS, que son dispositivos a micro
escala para el procesamiento, analisis y manipulacion de entidades biolégicas o quimicas. En el Centro
UNAMems se encuentra un grupo enfocado al desarrollo y fabricacion de BioMEMS y sistemas Lab On a
Chip (LOC por sus siglas). Estos sistemas integran una o varias funciones de un laboratorio, quimico o
bioldgico, en un Unico circuito integrado o chip. Algunas funciones que realizan estos equipos son la
deteccidn, captura y conteo de células (Gad-el-Hak, 2001).

Para disefiar estos sistemas es necesario comprender los fendmenos fisicos y quimicos involucrados, es
decir, se realiza una representacion o modelo matematico del sistema. Con este modelo se pueden analizar
los efectos de modificar las variables de control en las funciones del sistema, por ejemplo, es posible analizar
como el potencial aplicado por un arreglo de electrodos modifica la trayectoria de una célula en un fluido.
Generalmente, la representacién matemadtica se describe mediante ecuaciones complejas, dificiles de
resolver mediante métodos analiticos. Entonces se recurre al uso de los métodos numéricos para encontrar
la solucion al modelo matematico.

El andlisis por elemento finito es un procedimiento numérico que genera sistemas de ecuaciones algebraicas
a partir de las ecuaciones diferenciales. Para estos sistemas algebraicos se pueden encontrar soluciones
aproximadas mediante procesos iterativos, por tanto, se hace uso de sistemas de computo para encontrar
las soluciones.

En la actualidad existen distintos proveedores de software especializado que utilizan el método de elemento
finito. Estos paquetes estan enfocados en el andlisis de distintos fendmenos fisicos encontrados en diversos
campos de la ciencia y de la ingenieria. Estos sistemas tienen capacidades para crear y visualizar modelos
geométricos que describen los cuerpos de los sistemas reales;ademads, en la representacion geométrica es
posible especificar distintos efectos fisicos, de esta manera los resultados entregados por el cdmputo
numeérico, se aproximan a la realidad.

El objetivo de este trabajo es generar un manual para la simulacion numérica de algunos principios fisicos
empleados en los sistemas Lab On a Chip, que sirva como apoyo en docencia e investigacién del desarrollo
de equipos y dispositivos tipo LOC. Se selecciond el software COMSOL Multiphysics, ya que realiza el analisis
y resolucién por elementos finitos de diversos fendmenos de multifisica. En COMSOL Multiphysics es posible
simular tanto problemas de mecanica de fluidos, como electromagnetismo o de transporte de sustancias
guimicas y la combinacion de ellos.

El inicio de la microelectrénica a finales de los 40’s del siglo pasado, con la invencion del transistor de
contacto, distintos tipos de elementos electrénicos semiconductores fueron fabricados para satisfacer
distintas aplicaciones médicas y militares, entre otras. Al inicio estos dispositivos eran componentes
discretos (transistores, diodos, resistores, etc.), se conectaban mediante trazas metalicas, y el disefio de
cada circuito cumplia una funcidn en especifico.



Con el desarrollo de mejores técnicas de micro-fabricacidn, los circuitos y los componentes se
miniaturizaron, dando origen a los circuitos integrados (IC), en la década de los 60’s. Esto permitio integrar
distintos elementos semiconductores en un solo chip. Sin embargo, estos circuitos solo eran capaces de
realizar una funcién, carecian de la robustez de realizar mas funciones sin modificar el disefio del IC.
Teniendo en mente un chip con multiples funciones se desarrollé el microprocesador (1971), con este
invento los sistemas computacionales se generalizaron al publico en general.

Posteriormente se buscé la capacidad de integrar sistemas con sensado, procesamiento y actuacién en un
solo chip de escala micrométrica. A estos sistemas se les denomino sistemas micro electromecanicos o
MEMS.

Los primeros dispositivos MEMS salieron a la luz a mediados de los 80’s y utilizaban los procesos de
fabricacién de los semiconductores. Desde entonces se han mejorado los procesos de manufactura, para
mejorar las capacidades de crear maquinaria de escala micrométrica y hoy es posible encontrar motores o
actuadores electrostaticos, magnéticos, electromagnéticos, neumaticos o térmicos; también se fabrican
valvulas, engranes, diafragmas, etc. de menos de 100[um] en tamaiio. Estos dispositivos se utilizan como
sensores de presion, temperatura, flujo, sonido, o composicién quimica; también pueden servir como
actuadores mecdnicos, térmicos o de fluidos. Al conjuntar varios de estos componentes se pueden crear
sistemas complejos como los son: micro robots, micro maquinaria térmica o micro bombas de calor (Gad-
el-Hak, 2001).

Para algunos componentes MEMS mecanicos, es posible encontrar modelos de analogia eléctrica, con lo
cual se puede simular su comportamiento mediante sistemas de disefio asistido por computadora (CAD por
siglas en inglés) para la simulacién de circuitos, como es el caso de SPICE (Simulation Program with
Integrated Circuit Emphasis). Este tipo de software utiliza sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
para modelar el comportamiento de distintos componentes electrdnicos. Sin embargo, para los sistemas de
fluidos no siempre es posible encontrar un componente o circuito eléctrico andlogo y por tanto es necesario
utilizar otros enfoques para simular el comportamiento de estos sistemas.

Los sistemas de microfluidica son sistemas enfocados en el estudio de flujo en volumen a escalas
micromeétricas. Estos sistemas emergen desde la década de los 80’s para el desarrollo de los cabezales de
inyeccién de tinta.

Para desplazar, mezclar o separar los fluidos a escala micrométrica se pueden utilizar métodos pasivos,
como son las fuerzas de tension superficial, las cuales sirven como fuentes de movimiento en estructuras
capilares como en los microcanales; o métodos activos como el uso de micro-bombas o micro-vélvulas. Las
micro-bombas generan el flujo en los microcanales, mientras que las micro-valvulas determinan la direcciéon
del flujo (Gad-el-Hak, 2001).

De la experimentacion se ha observado que es complicado generar y controlar el flujo con sistemas
mecanicos activos a micro escala, debido al desgaste y los distintos fendmenos de adhesion y cohesién entre
las partes moéviles. Como solucion a este problema, se puede utilizar campos eléctricos para crear flujo o el
desplazamiento de particulas (células, biomoléculas, etc.). Las fuerzas eléctricas se generan debido a las
distintas propiedades eléctricas de las particulas, el medio y las paredes del microcanal (Tabeling, 2005).

Al utilizar efectos de electro-actuacion en sistemas de microfluidica, la complejidad de fabricacion se reduce
considerablemente, haciendo posible utilizar tecnologias de litografia suave en polimeros como el PDMS



para fabicar sistemas practicos en poco tiempo y con distintas funciones integradas. En la Figura 1.1 se
muestra un disposistivo de LOC con distintos fendmenos de microfluidica.

Geometria de dispositivo

Cubierta

Entradas de flujo y
sefiales eléctricas

Dispositivo LOC

Efectos Eléctricos

Condiciones de frontera

Transporte de macromoléculas

Figura I.1 Fendmenos de microfluidica en un dispositivo LOC (Tomado de Kirby, 2010, pag. 2).

Para simular el comportamiento de fenédmenos en microfluidica se pueden emplear dos procedimientos:
modelos continuos o discretos. Las ecuaciones de Navier-Stokes (estudiadas en la seccién 1.1.2) son un caso
de modelado continuo, donde se considera que el medio a estudiar es un continuo, es decir, no existen
vacios. Esto no concuerda con la realidad, ya que la materia esta formada por particulas discretas
(moléculas, atomos, iones, electrones, etc.), sin embargo es posible utilizar esta metodologia si las
dimensiones de los cuerpo a estudiar cumplen ciertas reglas, como se vera a continuacién. Para simular la
materia desde el punto de vista de particulas discretas, se utilizan modelos moleculares (también llamados
de primer principio), como la dinamica molecular o la simulaciéon directa de Monte Carlo. En estos modelos
los métodos probabilisticos y estadisticos son usados en las distribuciones de las particulas, es decir, se
analiza la probabilidad de que un tipo de particula se encuentre en una regién en el espacio, para determinar
los valores fisicos promedio, como son energia, momento, concentraciones, etc. (COMSOL AB, 2012).

En este trabajo se utiliza la descripcion continua de la materia. Para poder representar cualquier fendmeno
con esta aproximacién, es necesario un valor del nimero de Knudsen (Kn) menor a 1 x 1073, como se
observa en la Figura I.2.
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Figura 1.2. Criterio nimero de Knudsen (Tomado de Gad-el-Hak, 2001).



El nimero de Knudsen es la razén entre el camino medio libre, que es el espacio entre moléculas de un
fluido antes de colisionar entre si (1), y la escala de longitud fisica representativa (L), como puede ser el
didametro de un microcanal. En forma matematica se simboliza como:

Una forma de obtener una aproximacién del camino libre en liquidos, es utilizando el espaciamiento en una
red cristalina. Este cdlculo es valido debido a que las moléculas que componen un liquido se encuentran
mas unidas que en un gas. Utilizando el volumen molar (V) y la constante de Avogadro (N,), se obtiene el

camino libre. (Probstein, 1994)
3|V 3| M
A~ |—= |—
Ny p Ny

El volumen molar del liquido es igual a su masa molar (M) entre su densidad (p). En condiciones estandar®
de presion y temperatura para el agua 1 ~ 0.3[nm], en un sistema con microcanales del orden de L =
10[pm], se obtiene un nimero de Knudsen aproximado (Gad-el-Hak, 2001).

A
Kn~ = 3.1043 x 107°

Se observa que con el nimero de Knudsen obtenido es posible modelar la fisica involucrada mediante un
flujo continuo. Por tanto se utilizan las ecuaciones de Navier-Stokes para describir los fendmenos
hidrodinamicos. En el siguiente capitulo se presentan el desarrollo de las ecuaciones de conservacién del
momento en fluidos.

Un dispositivo Lab On a Chip combina distintos fendmenos de microfluidica para la manipulacién y anilisis
de entidades bioldgicas en una sola herramienta. El objetivo de los sistemas LOC es remplazar la
metodologia y el equipo de un laboratorio convencional, ademas de reducir los costos asociados al mismo,
ya que presenta posibilidades de realizar analisis bilégicos y quimicos en paralelo, automatizados, con
capacidades de sensar a escala micrométrica. La reduccién de escala favorece al transporte de masa y de
calor, y con ello se pueden alcanzar mejor control en las reacciones (Rijn, 2004).

Un sistema LOC consiste de un conjunto de micro canales, con distintos dispositivos de microfluidica como
son micro-valvulas, micro-bombas, cavidades de reaccién, mezcladores, etc. Ademas de una serie de arreglo
de electrodos, motores y actuadores eléctricos o electromagnéticos, bombas de calor, etc., asi como
sistemas de sensado de temperatura, flujo, presion, etc.

Una simulacién completa de los sistemas MEMS involucra el acoplamiento de diversos procesos acoplados
de fendmenos mecanicos, térmicos, de fluidos, quimicos y eléctricos que varian en el espacio y en el tiempo.
Como se menciond anteriormente, en ocasiones es posible simplificar las variaciones espaciales de los
sistemas mecdnicos MEMS y predecir su comportamiento mediante herramientas de simulacién robustas,
utilizasdas en componentes electréonicos, como SPICE. Estos sistemas utilizan los parametros concentrados
de los componentes para modelar matematica y numericamente el sistema.

! Condiciones estandar: estado de referencia de un material (sustancia pura o mezcla) utilizado para calcular
sus propiedades bajo diferentes condiciones. Se consideran T = 298.15[K], p = 101.325[kPa],
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En general los sistemas de fluidos, térmicos y mecanicos son sistemas distribuidos gobernados por
ecuaciones diferenciales parciales, y no es posible encontrar analogos eléctricos con pardmetros
concentrados. Por tanto es necesario utilizar otro tipo de sistemas CAD que permitan resolver estos
problemas.

Para obtener soluciones de sistemas modelados mediante ecuaciones diferenciales parciales se puede
utilizar el método de diferencias finitas o el método del elemento finito. Ambos procedimientos son de los
métodos numéricos mas utilizados para resolver este tipo de modelos matematicos. El método de
diferencias finitas es una aproximacién que utiliza un conjunto de puntos discretos uniformemente
distribuidos en el domino a estudiar, en donde mediante interpolaciones entre cada elemento es posible
obtener las magnitudes de las variables de interés. Por otro lado, el método de elemento finito discretiza el
sistema en elementos mas pequefios, en cada uno se soluciona las ecuaciones que gobiernan el sistema y
posteriormente se ensamblan las soluciones para obtener un resultado global.

La ventaja del elemento finito respecto al elemento de diferencias finitas es la discretizacion de la geometria
del problema. Los puntos uniformemente distribuidos en el método de diferencias finitas, en ocasiones, no
son capaces de obtener soluciones en regiones de sistemas con geometrias irregulares, mientras que el
mallado (discretizacion por elementos finitos) del elemento finito es capaz de realizar esta tarea sin tantos
problemas.

Existen distintos paquetes de computo comerciales que utilizan el elemento finito para simular multiples
fendmenos fisicos de mecanica de sélidos, fluidos, transferencia de calor, transporte de sustancias quimicas
y electromagnetismo como ABAQUS, ANSYS, CosmosWork de SolidWorks, COMSOL Multiphysics entre
otros. Sin embargo no todos los sistemas CAD para elemento finito permiten el acoplamiento entre distintos
modelos fisicos, como el caso de CosmosWork, que solo permite o deformacion de sistemas mecanicos o
simulacién de flujo.

En este trabajo se utiliza COMSOL Multiphysics porque es un software con enfoque de multifisica, que
incluye distintos mddulos e intefaces para modelar fendmenos de microfluidica. Las interfaces permiten
simular la mecanica de un flujo de Stokes, descrito en el apartado 1.1.2, o el comportamiento en la interfase
de dos fluidos que no se mezclan; también contiene otras intefaces para estudiar fenédmenos de
electromagnetismo y el transporte de sustancias quimicas. Estas capacidades del software se pueden
entrelazar para modelar los fenémenos de mécanica de fluidos, eléctricos y quimicos presentes en los
sistemas LOC.

Los sistemas acoplados fluido-eléctrico seran aquellos donde los efectos de la dindmica de fluidos son
afectados por fendmenos eléctricos, y viceversa; a este comportamiento se le conoce como fendmenos
electrocinéticos. En estos fendmenos se modifican las propiedades eléctricas del fluido, mediante la
introduccién de iones libres, particulas (sdlidas, liquidas o gaseosas) con diferentes propiedades eléctricas
qgue el medio (Masliyah, 2006).

Por la interaccion fisicoquimica entre las particulas y el medio electrolito (liquido con iones libres) se genera
una capa de iones alrededor de las particulas, que se puede considerar como una carga superficial asociada
a la particula. A esta capa se le denomina la doble capa eléctrica.

También es posible generar movimiento en las particulas, si estas tienen una permitividad eléctrica distinta
a la del medio y el campo eléctrico aplicado en ellas, es no uniforme. Este tipo de electro-actuacién se le
llama dielectroforesis.



Cuando ocurre el contacto de tres fases, por ejemplo un sélido y dos fluidos inmiscibles?, al cambiar el
potencial eléctrico, se modificaran las fuerzas superficiales entre las fases, y por ende, la forma de contacto
entre ellas. El electrohumedecimiento modela este tipo de fendmeno.

Los fendmenos mencionados generan electro-actuacién, es decir, al aplicar un campo eléctrico se genera
movimiento tanto en el medio como en las particulas. También en los fendmenos electrocinéticos se puede
generar campo eléctrico mediante el movimiento del fluido, fendmeno llamado potencial eléctrico por flujo,
o por el movimiento de las particulas, denominado potencial por sedimentacion.

Z Inmiscible: sustancia que no se puede mezclar con otra
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1. Principios de la interaccidon micro-hidrodinamica y la distribucién de carga

A continuacidén se definen los métodos y modelos matematicos utilizados en la representacion de los
fendmenos involucrados en los sistemas LOC, como lo es, el electromagnetismo que describe las leyes de
conservacion de carga eléctrica y la mecanica de fluidos que comprende las leyes de conservacion de masa
y momento.

1.1 Fendmenos fisicos a micro escala en fluidos y particulas

En estas escalas se presentan fendmenos distintos a los observados a macroescala, ya que al reducir las
dimensiones, los efectos de superficie son mas relevantes (electrostatica, tension superficial, capilaridad,
etc.) que los efectos de volumen (gravedad, fuerzas inerciales). La relacion entre estos efectos se puede
expresar como (Bruss, 2008):

Fuerzas Superficiales  L? 1

P a —=
Fuerzas Volumétricas ~ L? L
Si la longitud caracteristica L del sistema se miniaturiza, es decir:

1

mpr=
Con la expresion anterior se observa que los efectos superficiales se deben incluir en el modelado del
comopotamiento del sistema. En la mecdnica de fluido estos efectos estan representados por la tensién
superficial 1.1.3 y angulo de contacto 1.1.4. Los fendmenos eléctricos en la supuerficie se observa en las
particulas dentro de un medio electrolito, ya que concentraciéon de carga y distribucién de potencial
eléctrico se ve afectado Unicamente en la cercania de la interfase entre el medio y la superficie de la
particula, estos casos se describen como condiciones de frontera.

1.1.1  Electrostatica

En este apartado se presenta el modelado matematico de la ley de conservacién de carga y la ley de
conservacion de momento con efectos electrostaticos. En el presente trabajo se desprecian los efectos
magnéticos dado que se considera que el medio y las particulas involucradas, no poseen propiedades
ferromagnéticas, ademas, el campo magnético creado por corriente eléctrica es despreciable.

z

Figura 1.1. Posicion de cargas puntuales Q: y Qz, y el vector de direccion ri> (Tomado de Masliyah, 2006, pag 35).

Dentro de los fendmenos observados por la electrostatica estan los campos generados por cargas puntuales
o distribuidas, la polarizacion de los dieléctricos, la fuerza generada en las particulas con carga eléctrica,
fuerza aplicada a un dipolo debido a un campo eléctrico no homogéneo (dielectroforesis). (Ramos, 2011)

Comenzaremos por definir la fuerza electrostatica, como aquélla que es generada por una carga puntual
estatica Q,, que se encuentra en la posicion r; respecto al origen; en una carga puntual de prueba Q, en la
posicién 1,, ambas cargas se encuentran en reposo. Este sistema se representa en la Figura 1.1.La unidad
de la carga eléctrica es el Coulomb [C].



Esta fuerza se define matematicamente como:
F,=——=—%, (1.1.1)

En (1.1.1) r es la distancia que separa a las cargas 7, , es un vector unitario que apunta desde la posicién de
Q;aQ,, g, = 8.854x10712 [F/m] es la permitividad del espacio libre. El sentido de la fuerza depende del
signo de las cargas, puede ser de repulsion o de atraccion (Figura 1.2).

Q,Q,<0

Q Fy

(a) (b)

Figura 1.2 (a) Fuerzas de repulsion. (b) Fuerzas de atraccion. (Tomado de Masliyah, 2006).

De la ecuacion de fuerza electrostatica (1.1.1) se puede definir el concepto de campo eléctrico E, que es la
fuerza por unidad de carga. Es decir, el efecto que generaria la carga puntual Q; en Q, independiente del
valor de Q,. La expresion que describe el campo eléctrico de una carga puntual Q; es:

Fi, Qi

=_22__ %1 =5 (1.1.2)
Q, 41 £y 12

En (1.1.2) el vector unitario 7 apunta desde la posicion de Q, hasta la posicion donde se mide el campo
eléctrico, r es la distancia entre las posiciones. En la jError! No se encuentra el origen de la referencia. se
epresenta un campo eléctrico generado por una carga puntual negativa.

S
B

Foan?,

A

Figura 1.3 Lineas de campo eléctrico generado por una carga puntual negativa -Q (Tomado de Ramos, 2011, pag. 30).
Asi, la fuerza electrostatica ejercida sobre una carga puntual Q, se puede expresar:
Fz = QE (1.1.3)

El campo eléctrico puede ser generado tanto por cargas puntuales, como por potenciales eléctricos, como
se describira mas adelante. El sentido de la fuerza (1.1.3) dependerd del valor de la carga Q y su magnitud
serd Q|E|. Cuando se tienen varias cargas puntales (ver Figura 1.4) Q; estaticas, en posiciones r; (respecto
del origen), el campo eléctrico E generado por las cargas en un punto r sera:



Q;
FYE=Y Y oo,
¢ 47T80|T—Ti|3(r i)

y \ .Qz
Q

r

Figura 1.4 Campo eléctrico sobrela carga Q debido a cargas puntales Q;, en distintas posiciones. (Tomado de Masliyah, 2006, pag
36).

Este concepto se puede generalizar para un campo eléctrico creado por una carga distribuida p, en un
dominio .

E=f P _sav
q 4meyr

La densidad de carga eléctrica p, es igual a la carga eléctrica por unidad de volumen, con unidades [C/m?].
En un dominio , la carga total Qr es:

Qr = f py dV
Q
De esta forma la fuerza electrostatica generada por cargas puntuales es:

F=QE =) QF,

El resultado anterior se debe al principio de superposicién del campo eléctrico, es decir, la fuerza neta total
es igual a la suma de los efectos de cada campo eléctrico por separado. Para una carga distribuida se tiene
que:

FE:f pyE dV
Q

Si la densidad de carga se encuentra en la superficie de un cuerpo, es decir, se tiene una densidad de carga
superficial g5 con unidades [C/m?].

Qs =f qs AV
Q
La fuerza eléctrica debido a esta distribucidn de carga se representa en (1.1.4).
Fp = f q<E dS (1.1.4)
r

Es posible definir un campo electrostético a partir del gradiente potencial eléctrico ¢.

E=-VyY (1.1.5)



El potencial eléctrico se define como el trabajo por unidad de carga que debe realizar una fuerza externa
para trasladar una carga puntual positiva Q, desde el punto de referencia hasta el punto considerado, en
contra de la fuerza eléctrica, en un movimiento cuasiestatico. El potencial eléctrico tiene como unidad el
Volt [V], por tanto el campo eléctrico tiene unidad de [V /m].

B

De acuerdo con la definicidn anterior, el trabajo realizado por una fuerza Fg sobre una carga puntual Q,
para desplazarla de un punto A un punto B (Figura 1.5), se expresa como:

B B B
WABszE.drzj QE'derf —Vl[)‘dr
A A A

El ultimo término dentro de la integral es la diferencial total del potencial eléctrico, expresado en
coordenandas cartesianas.

. RN . .
vy dr—(ax+ayy+azz> (dxx+dyy+dzz)—axdx+aydy+azd2—d1,b

Sustituyendo la expresidn anterior en la integral de trabajo eléctrico Wy, se obtiene

B
Was = @ [ = Qs — )
A
Derivando (1.1.6) por la carga Q.

OWyp
a0

El resultado en (1.1.7) determina que el trabajo eléctrico realizado W,z por unidad de carga Q, esigual a la
diferencia de potenciales entre las posiciones A y B (A@,5), es decir que el trabajo no depende de la
trayectoria. Si la trayectoria inicia y termina en la misma posicion, el trabajo es igual a cero, debido a que el
potencial eléctrico es el mismo, de tal forma que:

=P —Pp = Ayp

A
WAA=QJ- dp =QWa—,) =0

Para una carga puntual Q el potencial eléctrico generado se define como:

= Y , rell
dmeg T

En (1.1.9) r es el vector de posicidn, que se encuentra dentro del dominio Q. La ecuacion (1.1.9) se puede
generalizar para una distribucion de carga eléctrica.

Py
=- dav
v L AT ey T
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Con las ecuaciones anteriores es posible definir el concepto de un dipolo eléctrico (Figura 1.6).

Un dipolo eléctrico consiste de dos cargas puntuales g, y q_, con la misma magnitud pero polaridades
opuestas (q. = q y q_ = —q), apartadas una de otra por una distancia d (el vector d es un vector con
magnitud d que apunta desde la carga negativa a la carga positiva). Mediante el principio de superposicion
y la ecuacion (1.1.9) se puede expresar el potencial eléctrico para las dos cargas puntuales:

v sl

4meg \ry T

La ecuacidén anterior se puede expresar en términos del angulo polar 8, la distancia radial al origen r y la
separacién entre las cargas d. Con ayuda de la Figura 1.6 y la ley de cosenos se obtiene.

1 1
1 d\? 2 1 d\* d 2
—= r2+(—) —1rd cos @ =— 1+(—> ——cos 6
Ty 2 T 2r r

1 1

2 2

1 d\? 21 d
—= r2+<—> + rd cos 6 =— 1+<—)
r_ 2 r 2r

Tomando en cuenta que d < r, las raices anteriores se pueden simplificar, utilizando Unicamente los

Fouso)
+ —cos @
r

1 2 3
primeros dos términos del desarrollo de la serie de Maclaurin ((1 +x)z2=1- i = si) Ya que:

2 8 16
1_1(, 1<d>2+d o
T 2\2r ZrCOS

1_1/(, 1<d>2 d
. r 2\2r ZrCOS

Sustituyendo ambos términos en la expresion del potencial de un dipolo eléctrico, se obtiene:

q (1 1 qd cos 6 cos @
Y = (———)=—2=|qu—2
deg \ry T 4mer 4mer
—1pl cos Q
v=lp Ameyr?’ re

En la ecuacidon (1.1.10) p es el dipolo eléctrico, tiene la misma direccidén que el vector d y su magnitud es
qd. Las lineas de campo eléctrico para un dipolo se visualizan en la Figura 1.7.
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Figura 1.7 Campo eléctrico de un dipolo. (Tomado de Ramos, 2011, pag. 33).

La densidad de carga eléctrica p, en un medio se compone por cargas libres y cargas polarizables. La
densidad por cargas libres se debe a cargas eléctricas que no estdn asociadas a la estructura molecular del
medio, como son los electrones en un metal o los iones en un electrolito. Las cargas polarizables, o dipolos
se deben a la estructura molecular del medio. (Singh, 2004). Por ejemplo, la molécula del agua tiene un par
de dtomos de hidrogeno con carga positiva y un 4tomo de oxigeno con carga negativa, formando un dipolo
eléctrico.

En general un medio podra tener distribuido en su interior tanto cargas libres, los iones en un fluido, como
cargas polarizables propias del medio, molécula del agua. Cada tipo de carga contribuye a la densidad de
carga eléctrica p,,

Py = Pe tPp (1.1.11)

En la expresion iError! No se encuentra el origen de la referencia. p, y p, representan las densidades de
arga libres y cargas polarizables, respectivamente. Otra forma de definir la densidad de carga eléctrica libre
es introduciendo la densidad de flujo eléctrico D, de tal forma que:

(1.1.12)

Q=f pedV=f D-ndS
Q r

n

Figura 1.8 Ley de Gauss con carga puntual dentro de y fuera de I'. (Tomado de Jackson, 1999, pag. 27).

La integral de la densidad de flujo eléctrico (1.1.12) es la cantidad de flujo que atraviesa una superficie T, el
cual es generado por la densidad de carga libre (p,) dentro del volumen Q. En el caso que la densidad de
carga eléctrica libre no esté rodeada por la frontera T', el flujo total es igual a 0, ya que las mismas lineas de
flujo entrantes al dominio £ son las que salen. Este resultado es similar al flujo incompresible (ver (1.1.26)).
En la Figura 1.8 se ejemplifica este problema. La unidad de la densidad de flujo eléctrico D es [C/m?].

Aplicando el teorema de la divergencia, (fl_ A -ndA= fﬂ V- A dV) se obtiene la forma diferencial de la

integral anterior (Holzapfel, 2000).

. =V-D, reQ (1.1.13)

Es decir, la divergencia de la densidad de flujo eléctrico es igual a la densidad de carga eléctrica libre.
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A continuacidn se presenta la relacién constitutiva entre el campo eléctrico y la densidad de flujo eléctrico.
Para ello se relacionan las densidades de carga eléctrica libre y polarizable utilizando la permitividad
eléctrica del medio vacio &, y la susceptibilidad eléctrica y.

py=V-(&E), pp=-V-(cxE)

La capacidad de polarizacion de carga de un medio como respuesta a un campo eléctrico esta descrita por
la susceptibilidad eléctrica y, la cual es funcidn de la estructura atémica y la temperatura. Utilizando las
relaciones anteriores en iError! No se encuentra el origen de la referencia. la densidad de carga eléctrica
ibre es:

Pe =Py —Pp =V (&1 + YE) =V (&¢E)
En la Ultima expresidn ¢, es la permitividad relativa del medio, que es una relacién entre la capacidad de
polarizacién del medio respecto al espacio vacio. Igualando (1.1.13) con (1.1.14) se puede relacionar el
campo eléctrico E con la densidad de flujo eléctrico D, de la siguiente forma:

D=¢¢ E

Utilizando las ecuaciones (1.1.5), (1.1.13) y (1.1.15) se define la ecuacion de Poisson que es la relacién entre
el potencial eléctrico y la distribucion de carga eléctrica.

Pe = —£05, V21, rel

Con los elementos anteriores ahora se puede definir la ley de conservacion de la carga eléctrica, también
conocida como la ley de continuidad, donde el cambio temporal de la carga total en el dominio Q es igual al
flujo de carga eléctrica que atraviesa la frontera I'.

a
— av = —j ‘ndS
atl, Py . J
La integral anterior se puede expresar en forma diferencial utilizando la divergencia de la densidad de
corriente eléctrica J. La densidad de corriente eléctrica puede tener distintas causas, como es el movimiento
de iones libres debido al flujo del electrdlito, la difusidon por un gradiente de concentracién de iones, o la

accion de un potencial eléctrico en el electrolito. Las unidades de la densidad de corriente eléctrica son
[A/m?].

d
apv=—V-], refl

Cuando la densidad de corriente eléctrica se debe al movimiento de cargas libres por la aplicacion de un
campo eléctrico externo, se puede definir una relacién constitutiva entre el campo y la densidad de
corriente mediante la conductividad eléctrica o.

J =0E

La conductividad eléctrica o es la medida de la capacidad de un material o medio, para dejar pasar
libremente la corriente eléctrica, su unidad es [S/m].

Para sdlidos y liquidos, la conductividad eléctrica es igual a la densidad de carga eléctrica libre por la
movilidad del medio u,,, que es la habilidad que tienen las cargas libres de desplazarse en el medio como
respuesta a un campo eléctrico.

0 = Pelm
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Con las ecuaciones anteriores es posible modelar los fenédmenos de la electrostatica encontrados en los
sistemas LOC. Para poder obtener una descripcién completa de estos, es necesario definir las condiciones
de frontera. Estas condiciones estdn descritas en el apartado A.1.

Figura 1.9 Particula esférica inmersa en un fluido y un campo eléctrico uniforme. (Tomado de Masliyah, 2006, pag. 83).

En el fendmeno de dielectroforesis, generalmente se presenta el efecto de un campo eléctrico sobre una
particula esférica. La particula tiene una permitividad relativa ¢, y esta suspendida en un fluido electrolito
con permitividad relativa €,,. Este enunciado se ejemplifica en la Figura 1.9.

En la interfase de la particula y el medio I}, se utiliza la condicién de frontera (A.1.4) y se considera que no
se tiene carga superficial (g = 0) en la particula:

(er1E1 — €r2E;) - = (61 Ey — €2E3) T =0, r - I,
rl ar r2 ar ’ 12

Ademas el potencial eléctrico es continuo (A.1.2).

Yy =y, r - I

El campo eléctrico es paralelo al eje Z, este campo no se ve afectado en regiones alejadas de la particula
I'w ,esta considercion se puede utilizar como condicién de frontera, expresandolo en coordenadas esféricas:

E,=E,Z2=E,[cosO 7 —senf 0]
%A 109, _.

r——— r - Iy

E,=— ,
° or r 06

La componente de la coordenada azimutal ¢ en la ecuacién (1.1.16) se discrimina, debido a la simetria
esférica de la particula y la densidad de carga libre se considera cero (p, = 0), debido a que no existen
cargas libres en el modelo. De este modo, la ecuacién (1.1.16) en coordenadas esféricas para el medio
esta descrita por:
V3, =0
1 0/,0 1 d a
r_z_r(r a_rl/}l)-l_rzsene %(sene%lpl):& ref,

Para la particula Q,:

Vi1, =0
1 6(2 >+ 1 6( 96 )_0 Q
r2 or " or V2 r2senf 9060 sen 06 ¥2) =0, resh
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Las soluciones propuestas para ambas ecuaciones son similares, ya que tienen la misma ecuacién
diferencial.

cosf
Y, =Arcos6 +B o rel,
cos @
Y,=Crcos@+D o rell,

La constante D = 0, ya que el campo eléctrico en (), tiene que ser finito. La soluciéon para el potencial en el
medio y particula con las condiciones de frontera mencionadas (Jones, 1995) es:

Erp — & cos @
¢1=—E0rc059+< r2 rl) 3E, , re,
Ea+ 268, r?
" ( 3¢r1 )E 6 Q
=—|(————)E,rcos@ , re
2 & T zgrl ? 2

El potencial en el medio Y, se puede descomponer, observando que el primer término del lado derecho es
el potencial eléctrico aplicado en paralelo al eje Z, el segundo término se debe a la perturbacién del campo
eléctrico por la presencia del dieléctrico. Este ultimo término se puede considerar como el potencial
eléctrico en un dipolo.

lpl = lpl Campo + lpl Dipolo

lpl Campo — _Eor cos6

cos @
(2 Dipolo = |peff|

AT £y &4 T2
Comparando la ecuacién anterior con la ecuacion (1.1.10) se puede definir el dipolo eléctrico efectivo p.fr
(Jones, 1995, pag. 11) como:

Perr = Ameger1a® K (er1, £r2) Eo

El término K (&4, £,,) es el factor de Clausius-Mossotti, el cual determina que la magnitud de la polarizacion
efectiva para una particula esférica esta en funcién de la permitividad eléctrica del medio y la particula.

Er2 — &1 )

K(srlt ST‘Z) = <€ +2¢
r2 rl

Al modelar cualquier sistema fisico se utilizan las leyes de conservacidn (o equilibrio) de masa, carga
eléctrica, momento y energia. En conjunto determinan la evolucién y distribucién de las variables fisicas de
un sistema.

En este capitulo se presentan las leyes de conservacion de la masa y del momento en los fluidos. La primera
de estas leyes servira para realizar la consideracién de un flujo incompresible, y la segunda servird para
definir la fuerza de arrastre en una particula inmersa en un fluido. En el analisis de los sistemas LOC la
temperatura se considera constante, por tanto no es necesario considerar la ecuacién de conservacion de
energia (Bejan, 2006).

La masa de un medio continuo, en una region £}, se define como la integral de la densidad p, que es la masa
por unidad de volumen, por diferencial de volumen V. Esto se expresa matematicamente en (1.1.23).
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mzf pdV
Q

La ecuacion de conservacidn de masa es un balance entre el cambio temporal de la masa en un dominio
(ecuacidn (1.1.23)) y el transporte de masa por conveccién pv, que pasa, a través de la frontera del dominio
0Q. El transporte por conveccion es la cantidad de masa que se acarrea al dominio £ por un flujo v.

ap
f —de—f pv -ndS
o 0t r

Cuando el transporte por flujo o conveccién pv y el vector unitario n tienen la misma direccion, se
transporta masa fuera del volumen, por ello en (1.1.24) se utiliza el signo negativo. El vector n es un vector
unitario normal a la superficie, que apunta al exterior del dominio. La ecuacién (1.1.24) se representa
graficamente en la Figura 1.10

Al aplicar el teorema de la divergencia a la integral del lado derecho de (1.1.24), se obtiene:

dp
f —dV+f V- (pv)dV =0
Q at Q

dp ap
f [—+V-(pv)]dV=j [—+v-V(p)+pV-v dvV =0
q Lot o Lot

Los dos primeros términos de la expresidn dentro de la integral se pueden simplificar en una sola derivada,

la derivada material %( ).

D _ 0 v
510 =30+v-70

La derivada material es la derivada temporal total, es decir contiene el cambio temporal local % () mas el

cambio espacial v - V(), también llamado cambio convectivo. (Panton, 2013))

Dp
f [—+pV-v]dV=0
o LDt

Se observa que la expresion dentro de los paréntesis es igual a cero, ya que el volumen del dominio Q es
finito, y el lado derecho de la expresidon es también cero. De este modo se puede escribir la ecuacidon
diferencial de conservacién de masa.

Dp

— V-v=0, Q
Dt+‘0 v re
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Si el flujo no presenta cambios importantes en densidad (% = 0), se dice que el flujo es incompresible, de
este modo la ecuacién (1.1.26) se modifica como:

V-v=0, re(l (1.1.26)

La ecuacién (1.1.26) sirve para realizar simplificaciones en el modelo de la conservacién de momento en
fluidos. En las ecuaciones (1.1.25) y (1.1.26), r es un vector de posicién dentro del dominio (), donde se
cumplen las ecuaciones diferenciales. En coordenadas cartesianas la ecuacion (1.1.26) tiene la siguiente

forma:
av, 4 ov, 4 v\ 0
ox dy 0z )

Para comenzar la descripcion de las ecuaciones de conservacion de momento utilizaremos una
generalizacion de la segunda ley de Newton para cuerpos continuos (ver (1.1.27)), la cual define que el
cambio temporal total de la cantidad de momento pv en un dominio Q es igual a la suma de la fuerzas
aplicadas Y. F (Panton, 2013).

D
— av = z F (1.1.27)
bt ), PY

La ecuacion (1.1.27) esta representada en la Figura 1.11.

F.dS

pv dv
N

- a

Figura 1.11 Ley de conservacion de momento. (Tomado de Panton, 2013, pag. 78).

Se pueden definir tres tipos de fuerzas aplicadas, de volumen (o cuerpo), de superficie y de linea (Kundu,
2002, pags. 85, 86).

e Fuerzas de cuerpo (o volumen) (F,): son fuerzas cuya accién es a distancia, es decir no existe
contacto fisico. Estas actuan cuando el cuerpo es expuesto a ciertos campos, por ejemplo:
gravitacional, eléctrico, magnético y al actuar sobre elcuerpo (), son proporcionales al volumen.

Figura 1.12 Fuerzas Superficiales. (Tomado de Kundu, 2002, pag 84).
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e Fuerzas de superficie (F): Son fuerzas que se ejercen en la superficie de un cuerpo. Son
proporcionales al drea en contacto I'. Las fuerzas superficiales se pueden descomponer en fuerzas
normales (F, )y tangenciales (F) respecto a la superficie (Ver Figura 1.12).

e Fuerzas de linea (F;): estas fuerzas dependen de la tensién superficial y tienen una magnitud
proporcional a la extension de la linea de contacto (ver seccion 1.1.4). Este tipo de fuerzas
aparecen, por ejemplo, en la interfase entre dos fluidos inmiscibles. Los efectos de estas fuerzas se
tomaran en cuenta en el apartado 1.1.3.

Con las definiciones anteriores, la suma de fuerzas aplicadas a un flujo se puede expresar de la siguiente

manera:
>F =f F,,dv+f Fsds+f Fudl (1.1.28)
Q r C

Figura 1.13 Tensor de Esfuerzos. (Tomado de Kirby, 2010, pag. 16).

Las fuerzas de superficie pueden ser representadas mediante el tensor de esfuerzos hidrodinamicos Ty
(tensor de segundo orden) y un vector unitario normal a la superficie n (ver Figura 1.12jError! No se
ncuentra el origen de la referencia.). Este tensor depende de la posicion, es decir el lugar de la superficie
donde se aplica la fuerza, y es independiente de la orientacion de la superficie (Panton, 2013).

F; =141, r—- T (1.1.29)
Expresando el tensor T en coordenadas cartesianas (ver Figura 1.13).
Txex Txy Txz
Ty = |Tyx Tyy Tyz
Tzx sz T2z

Este tensor tiene 9 componentes, de los cuales Gnicamente 6 son independientes, debido a la simetria del
tensor; esta simplificacion se obtiene de la ecuacion de equilibrio de momento angular (Panton, 2013). De
esta forma el tensor y su transpuesto son idénticos.

Ty = (Ty)"
Mediante una relacién constitutiva se puede asociar el tensor de esfuerzos hidrodinamicos (ver (1.1.30))
con la presién p, la viscosidad del medio p, el tensor simétrico del gradiente de velocidad Vv + (Vv)7 (el
cual es una medida del cambio espacial de la velocidad de flujo), y la velocidad de deformacién volumétrica
V-v.
2
Tty =-pl+u [(Vv + (W)") — §(V . v)], r->T (1.1.30)

Donde el dltimo término en (1.1.30) es igual a cero en un flujo incompresible, debido a (1.1.26).
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En (1.1.30), el simbolo I representa el tensor identidad, de segundo orden, que tiene la propiedad que al
realizar la operacién de producto escalar por cualquier tensor o vector, se obtiene el mismo tensor (A I =
A).

La presidn p se asocia con la fuerzas de superficie, que no dependen de la velocidad del flujo. Por ejemplo,
un cuerpo estatico inmerso en un fluido en reposo, presenta fuerzas de presion. Las fuerzas de presion
siempre actuan en direccion normal a la superficie del cuerpo. El sigho negativo se debe a que las fuerzas
de compresidn, se consideran positivas; es decir, una presidn positiva comprime un cuerpo. La unidad de la
presion es el Pascal [Pa], que es fuerza por unidad de area. Este tensor en coordenadas cartesianas se

expresa.
100 [ O O
-pl=-pl0 1 0|=]0 —p O
0 0 1 0 0 —-p
El tensor de esfuerzos viscosos depende de la viscosidad y el tensor gradiente de volocidad, el cual se
expresa en forma simétrica en coordenadas cartesianas de la siguiente forma:
_avx avx avx_ avx va av,

ox 9y oz| |ax ax ox
ov, dv, 0Jv, ov, dv, O0v,

\ V)T = X
v+ (W) dx Jdy 0z dy 0Jdy 0y
dv, dv, Jv, ov, dv, OJv,
ldx Jdy 0z l 0z 0z 0z J
[ v oy, av, o
0x dy 0x 0z Ox
Jdv, Ov av dv, OJv
Vo + (V)T = |2+ -2 - Y4z
v+ (W) dy  0x dy dz  0dy
6& N av, 0& + dav, av,
0z  0dx 0z Oy 0z |

Para definir el significado fisico de la viscosidad p se utiliza el siguiente ejemplo. Al desplazar una placa que
se encuentra encima de un fluido, inicialmente en reposo, se aplica una fuerza tangente a un fluido, y por
ello éste se deforma de manera continua. La porcidn del fluido cercano a la placa tiene la misma velocidad
de ésta y el fluido alejado de la placa se encontrard en reposo (esta condicion se conoce como no
deslizamiento, ver seccion A.3). De esta forma se presenta un gradiente de velocidades en el fluido, es decir,
no todo el fluido se desplaza a la misma velocidad, por tanto se puede concluir que el fluido, presenta una
resistencia a fluir; a esta propiedad se la llama viscosidad. No todos los fluidos presentan la misma magnitud
de viscosidad, en general los gases presentan una resistencia menor a fluir que los liquidos. La viscosidad
también dependera de la temperatura, en general para los liquidos, entre mas calientes menor sera su
viscosidad y en los gases serd lo contrario (Munson, 2002). Las fuerzas viscosas pueden ser tanto normales
como tangentes a la superficie. La unidad de la viscosidad es [Pa - s].

Utilizando la relacién (1.1.30)iError! No se encuentra el origen de la referencia. en la ecuacién de
onservacion de momento (1.1.27), se puede expresar lo siguiente:

D
—f pvdV=J- deV+J- Ty ndS
Dt Q Q r

Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie.
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D
—f pvdeJ- [V -ty + FpldV
Dt J, q

Al suitituir la relacidn constitutiva (1.1.30) en la integral anterior, se obtiene:

J- [g(pv) + V- (—pl +u(Vo+ (Vv)T)—F, |dV =0
., Dt

Observando que la suma de términos dentro de la integral es igual a 0, ya que el lado derecho de la ecuacién
es cero y el volumen es finito, y utilizando la ecuacidn (1.1.26) en la expresion anterior, se obtiene:

Dv

pE+V-(—pl+u(Vv+(Vv)T)—Fb=0, rel

La expresion (1.1.31) es conocida como la ecuacion de Navier-Stokes y determina la evolucién de un flujo
newtoniano incompresible.

En los fendmenos que ocurren en los dispositivos LOC se presentan flujos con bajos numeros de Reynolds
(Re « 1). Este numero es adimensional y es la razén entre la magnitud de los esfuerzos dinamicos o
inerciales y los esfuerzos viscosos. Este numero se expresa de la siguiente forma:

U2 LU
Rezpf S el
u I
HT

Donde py representa la densidad del medio, L es una longitud caracteristica, que en el caso de los sistemas
LOC se representa mediante el didmetro de la particula d,, (L = d,), U es la velocidad del medio en la region
de interés, para este caso U = U, que es la velocidad de la particula.

Las implicaciones de este nimero en la mecanica de fluidos, es la discriminacidn de los efectos inerciales en
la ecuacion de Navier Stokes (ver Anexo A.1l). Por ejemplo, el agua que se usa como medio para estos
dipositivos, a condiciones estandar de presion y temperatura (py = 998.2[kg/m3],u = 1.002 - 10~3[Pa -
s]); las particulas tienen didmetros similares a d,, ~ 10[um] y velocidades U, ~ 10[mm/s]; con lo datos
anteriores se obtiene un valor de Reynolds:

_ ,Df deO

Re ==~ 0.09«K1

Como se explica en el apartado A.2, este bajo nimero de Reynolds genera que las ecuaciones de Navier-
Stokes se reduzcan a lo que se conoce como un flujo de Stokes, esto se describe por la siguiente ecuacion:

V-(-pl +u(Vv+ (VW)")—F, =0, 1reQ

Para obtener la solucidon completa de esta ecuacion son necesarias dos condiciones de frontera. Estas se
pueden definir tanto para el flujo como para la presion. En el anexo A.3 se decriben las condiciones de
frontera encontradas en los sistemas LOC.

L

-20-



Utilizando la ecuacidn de flujo de Stokes (1.1.32) y la ecuacién de flujo incompresible (1.1.26) es posible
obtener la fuerza hidrodinamica Fy ejercida en una particulas (como mover células, macromoléculas,
bacterias, etc) en un dispositivo LOC, estas generalmente se consideran esféricas, sin embargo es posible
modelarlas don otro tipo de geometria. Este sistema estd representado en la Figura 1.14.

La particula se desplazaa una velocidad U, por tanto el campo de velocidad tiene la velocidad de |a particula
en la superficie de la particula I}, (ver (A.3.2))

v="U,, r— Fp

En la lejania el flujo se considera estacionario

v=0, r—- Iy

Para encontrar Fy es necesario obtener la solucidn del flujo alrededor de una esfera. Debido a la simetria
azimutal que presenta el problema, se puede utilizar ecuaciones esféricas, sin considerar la dependencia en
el flujo de esta coordenada. La ecuacidn de flujo incompresible (1.1.26) se expresa como:

10 1 d

=V (p 0)=_—"2 (=2 _ -
V-v=V-(vf+1,0) (r vT)+rsen(9)69

25 (sen(@)vy) =0

En la ecuacidn anterior es posible expresar las componentes del campo de flujo radial v, y angular vy,
mediante una funcidn de escalar 9, que cumple con la ecuacién de incompresibilidad.

1 0w 19
Vr T 2sen6 06’ Ve = T send or

De este modo la ecuacién de incompresibilidad se transforma en una ecuacién de Laplace.
V29 =0

Eliminando la presion de la ecuacion de Stokes (1.1.32), mediante el rotacional, se obtiene una ecuacién
diferencial Unicamente para el campo de velocidad.

VX (V- (—pl + u(Vo+ (Vo)") =V X (=Vp + u(V(V-v) + V?1) = 0
=V x (Vp) + uV x (V2v) = uV x (V2v) = uV3(Vxv) =0

Sustituyendo las componentes radiales y angulares del campo de velocidad, en términos de la funcién
escalar 9, en la ecuacidn diferencial anterior (Kundu, 2002), se obtiene:

9? +sen96( 1 6)219_0
or? r2 00 \sen @ 90 B

Cuya solucion es:
4 2 D 2

9 =(Ar* + Br +Cr+7 sen“ @

Utilizando esta expresion se pueden obtener las componentes de la velocidad del fluido.
. 2C 2D . cC D
vr=(2Ar +ZB+—+—3)cost9; v9=<—4Ar —ZB——+—3>sen9

r r ror

Para encontrar los valores de las constantes de la funcidn de flujo, se utilizan las condiciones de frontera

(1.1.33) y (1.1.34). Con ello se obtiene el siguiente campo de flujo.
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U [1a<3 (a)2> 9 7 1a<3+(a)2> 9@] Q
v= ——(3—-1(=) )Jcos@ ¥ — —— — sen , re
°l12r r 4r r
Sustituyendo el campo de velocidad en la ecuacidn de Stokes se obtiene la distribucidn de presién (Kundu,
2002).
3auU,
= ———c0SO + Py

p o2 p
En la ecuacidn anterior p,,, es la presidn en la lejania de la particula. De este modo F en la superficie de la
esfera, se expresa como:

Fy = f T-ndS = f [—pI + u(Vv + (Vo)D) - # dS (1.1.35)
I'p r=a

Al integral la ecuacién (1.1.35), se observa que la fuerza tiene direccién y mangitud proporcional a la

velocidad U, este resultado se debe a a la simetria esférica de la particula.

Fy = —6rual,, r- 1T, (1.1.36)

El signo negativo se debe, a que es una fuerza de resistencia, es decir, se opone al movimiento. El resultado
(1.1.36) se utiliza en la solucion de problemas con efectos electrocinéticos, como se vera en la seccion 1.2.2
del fendmeno de dielectriforesis.

1.1.3  Tension superficial

En la tecnologia LOC cuando se presenta el contacto entre un liquido, como el agua, y otro fluido, que puede
ser un gas, como el aire (u otro liquido inmiscible, como el aceite) se forma una interfase en el contacto
entre las dos fases. Es en esta, se presentan las fuerzas por tension superficial, las cuales tienen mayor
relevancia a micro-escala a diferencia de las fuerzas de volumen, ya que como se comento anteriormente
los efectos superficiales tiene mayor relevancia a micro escala.

Moléculas 004 o Posible
fluido 2 ) localizacién
0 O de Interfaz
o o o 0O o O O
0% ¢
%o
)
o
o ° L) 5
... @ © .0 Y Mc.JIeculas
S fluido 1
°

Figura 1.15 Interfase entre dos fluidos, vista microscépica. (Tomado de Berthier, 2013, pag. 11).

La interfase se puede representar como una superficie geométrica que delimita los dos fluidos. La definicion
matematica de una superficie implica que esta no tiene espesor o rugosidad. Sin embargo, la realidad es
mas compleja, la separacion de las dos fases depende de las interacciones moleculares de cada fase y en la
difusion en el interior de cada una (Berthier, 2010). Desde el punto de vista microscépico, la interfase entre
fluidos se puede observar en la Figura 1.15.

En un liquido las moléculas tienden a atraerse unas a las otras en el interior, debido a fuerzas de Van der
Walls como en liquidos orgdanicos; o fuerzas polares como en las moléculas del agua. Las moléculas en la
interfase tienen la mitad de las interacciones con moléculas del mismo liquido y la otra mitad, con moléculas
del otro fluido.
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Por ejemplo, en el caso de la interfase entre un liquido y un gas, una de las moléculas que se encuentre en
el interior de la fase liquida, puede estar en contacto con otras 4, como en el caso del agua, o incluso hasta
con otras 12, para liquidos con moléculas altamente empaquetadas. En la interfase de los dos fluidos esta
interaccién molecular se divide a la mitad. Aunado a esto, por la baja densidad del gas las interacciones
moleculares con el liquido son menores. Esta asimetria en las interacciones de la fase liquida, en la region
de la interfase, da lugar a la energia de superficie. La tension superficial es la energia de superficie que se
presenta en los fluidos, la cual tiende a jalar a las moléculas del mismo tipo hacia el interior. La tension
superficial es una medida macroscépica del fenémeno de interacciones moleculares en la interfase.

La energia superficial depende de la naturaleza de las dos fases puestas en contacto. También depende de
la magnitud de las fuerzas intermoleculares al interior del fluido. Cuanto mayor sean las fuerzas de cohesion
del liquido, mayor sera su tensidn superficial. Por ejemplo, el agua tiene tanto enlaces de Van der Waals
como puentes de hidrégeno, que son enlaces de bajo nivel energético, mientras que el mercurio estd
sometido al enlace metdlico, con mayor nivel energétio, por tanto su tensidn superficial es mayor.

La tensidn superficial determina la geometria de la interfase, ya que para minimizar la energia de superficie,
es necesario disminuir la superficie de contacto, ya que en general la materia busca la configuracién con
menor energia total. Un liquido puede formar una gota o esparcirse en un sélido, esto debido a las
diferencias entre las fuerzas cohesivas (dentro del liquido) y las adhesivas (liquido-sélido); el mojado de un
liqguido en una superficie se estudiara en la seccién 1.1.4. Si la tension superficial entre dos fluidos es cero,
los liquidos son miscibles, y por tanto entran en solucién y no forman una interfase.

Como se menciono en la seccién 1.1.2, el modelo continuo de la materia es utilizado para describir los
fendmenos involucrados en los sistemas LOC, por esta razén se utiliza una superficie geométrica para
describir la intefase entre dos fluidos, y se descartan las fluctaciones. Asi, la tension superficial se describe
como el cambio de energia E por unidad de area S, expresado matematicamente como:

oE

o= a5’ r- I,
En (1.1.37) el término o representa la tension superficial, T, es la interfase entre la fase 1y fase 2 y r es el

vector de posicidn de la interfase.

El cambio de energia dE también depende del cambio de distintas variables fisicas, como lo son el volumen
V, la carga eléctrica libre Q, la composiciéon quimica i-ésimo componente N;, etc, lo cual se expresa en la
ecuacién (1.1.38) (DeHoff, 2006). Esta definicién de cambio de energia sera util al definir el fendmeno de
electro humedecimiento en la seccién 1.2.3.

JE JE
dE —dS+—dV+—d +z v, T T
as ¢ azv 12
Si se consideran los cambios generados en la energia del sistema en la cercania de la interfase, este cambio
energético se debe a modificaciones en el volumen y en la superficie, descritos por:

oE J0E
dE—gdS+anV r- I,

En la expresion (1.1.39) el cambio de energia por unidad de volumen es igual a la diferencia de presion entre
los fluidos de la interfaz.

oF __,
av - P
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En el equilibrio, es decir, que las fluctuaciones tienden a cero y los valores medios de las variables fisicas se

mantienen constantes; esto se representa con dE = 0, por lo tanto la ecuacidn (1.1.39) se expresa de la
siguiente forma:

0 = odS — ApdV
av
Ap = O'E, r - I,
Al cambio de volumen por unidad de superficie se le relaciona con la curvatura media de la interfase H (ver
anexo A.4). Este cambio se observa en la Figura 1.16

Figura 1.16 Relacion entre el cambio de volumen y superficie

dv _ oy
ds
De este modo la expresidn anterior se escribe como:
Ap = 2Ho, r- I, (1.1.40)

La expresion (1.1.40) se conoce como la ley Young-Laplace, que estipula que la diferencia de presion de cada
fluido en la interfase, es igual a |la tension superficial entre los fluidos por la curvatura media de la interfase.

114  Angulo de contacto
Cuando el contacto sucede entre tres fases inmiscibles, se presenta la linea de contacto o linea triple, la
cual es la interseccion entre tres interfaces que separan 3 fases.

Mojado total Mojado Parcial

Contacto himedo Contacto no himedo

1
2
S \ !
: \ I
. A i/
v ] B 777 7777
4
s s

Figura 1.17 Mojado total y parcial de un liquido en una superficie sélida. (Tomado de Berthier, Micro-Drops ans Digital
Microfluidics, 2013, pag. 36).

Los fluidos se distribuyen de distinta manera dependiendo de la naturaleza de las fases en contacto, es decir,
la geometria del contacto estara en funcion de la tension superficial entre las fases. Cuando la fase 1 cubre

la fase 2 (fluidos inmiscibles) y ambas tienen contacto con una fase sdlida (superficie sélida), como sucede
en la Figura 1.17, dos situaciones pueden ocurrir:

e Lafase 2 forma una gota, es decir, no moja o moja parcialmente el sélido.

-24-



e lafase 2 forma una pelicula delgada, es un mojado total en la superficie.

Para poder determinar cuanto moja un fluido a una superficie se utiliza la nocién del dngulo de contacto O,
que es el angulo entre las interfaces solido-fase 2 y fase 2-fase 1 en la linea de contacto, esto se obvserva
en la Figura 1.18.

p 12
1 & 2
- \ - -
V]s i VZS

Este angulo estd relacionado con la tension superficial de las 3 fases en contacto en la triple linea.
Considerando Unicamente los cambios entre las superficies de las interfaces, la ecuacién (1.1.38) tiene la
siguiente forma:

dE = ¢'?dS'? + ¢15dS™S + 025dS%S + -+, r- C

Los superindices en (1.1.41) indican las interfases en contacto, por ejemplo g% y ¢* son las tensiones
superficiales entre las fases 1y 2, y entre la fase 1y el sélido respectivamente; la ecuacién anterior es valida
unicamente en la linea de contacto entre las 3 fases C;, . El vector r es un vector de posicidn en esta frontera.
Utilizando la Figura 1.18 se puede establecer una relacion entre las superficies de las interfases (Berthier,
2013).

Los vectores normales a cada superfice se conforman del siguiente modo
n2 =txv? ¥ =txv, ¥ =txv*

Donde t es un vector unitario tangente a la linea de contacto v%, v1$ y ¥25 son vectores unitarios tangentes
a cada una de las interfaces y normales a la linea de contacto. Con los vectores anteriores y se concluye lo
siguiente:

n1sdsls = —p25qs2s, r -
dS'? = (n? -n'?)dS? = cos(0®)dS?, r - C,
Substituyendo las relaciones anteriores entre las superficies, en la linea de contacto, en la ecuacidn (1.1.41).
dE = (6% cos(0) — 05 + ¢25)dS*?

Del mismo modo que en la seccidén 1.1.3, en la linea de contacto se considera el sistema en equilibrio (dE =
0) y se obtiene la ley de Young, expresada como:

0=02cos(®) — o' + 0%, r o C

Con la ley de Young (1.1.42) es posible definir cuando la fase 2, rodeada por la fase 1, moja total o
parcialmente (con contacto himedo o no himedo) la superficie sélida (ver Figura 1.18). Dependiendo del
angulo de contacto, el mojado puede ser:

e Mojado total (@ = 0°): sucede cuando ¢ — ¢ > ¢12
e Mojado parcial: ¢'¥ —¢2¥ >0

-25-



o  contacto himedo (0° < ® < 90°): ¢ — 0% < 0.
o contacto no himedo (90° < © < 180°): 615 — 6%° < 0.

1.2 Electro-actuacién en sistemas LOC

A continuacidn se presentan los fendmenos electrocinéticos o de electro-actuacion para sistemas LOC y las
ecuaciones que los describen. Se estudiara el principio de la doble capa eléctrica y se describiran los
fendmenos de dielectroforesis y de electro-humedecimiento.

1.2.1  Doble capa eléctrica

En muchas aplicaciones de los sistemas LOC, el medio en el cual se suspenden las particulas electroactuadas
es una solucidn salina, referida como el electrolito o solucion electrolitica. En las interfaces entre el
electrolito y superficies con carga eléctrica (como las paredes de un microcanal o particulas suspendidas),
los iones se rednen en una delgada capa con el objetivo de mantener la electroneutralidad. Esta capa es
llamada la doble capa eléctrica y su presencia es esencial en el comportamiento de los fendmenos
electrocinéticos como la electrodésmosis y electroforesis. En la electroésmosis, con la doble capa eléctricay
la aplicacion de un campo eléctrico externo se genera flujo en el electrolito. Mientras que en la electroforesis
se genera movimiento en las particulas suspendidas al aplicar un campo eléctrico.
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Figura 1.19 Doble capa eléctrica. (Tomado de Li, 2004, pag. 11)

La carga superficial en la pared se crea por la ionizacidn de grupos quimicos de la superficie, adsorcion?

especifica de iones, superficies de cristales cargadas eléctricamente o moléculas polares del electrolito en
la superficie. (Masliyah, 2006, pags. 105, 106). Por ejemplo, si la pared esta cargada negativamente (o
positivamente) atraerd cationes (o aniones), que son cargas libres en el electrolito, logrando asi una
acumulacion idnica cercana a la pared respecto a la concentracion del medio. Este aumento en la
concentracion balancea la carga eléctrica (), Q; = 0), es decir mantiene la electroneutralidad. Por otro lado,
los aniones (o cationes) tendran una baja concentracion en la regién proxima a la superficie y alta en el
medio, debido a la repulsidn eléctrica (Brett, 1994).

En la Figura 1.19 se muestran las dos capas que forman la doble capa eléctrica: una inmovil y otra difusa. La
capa inmovil o capa de Stern esta formada por la pared con carga negativa (positiva) y los cationes (aniones)
cercanos a la misma. Estos iones se consideran como inmdviles debido a las grandes fuerzas electrostaticas,
de ahi el nombre de la capa, por esta razén la velocidad del flujo se considera nula. La geometria de esta
capa esta determinada por la forma de la pared. Las dimensiones de esta capa son de algunos nandmetros,
su espesorse le conoce como distancia Helmholtz.

3 Adsorcién: es la acumulacién de una sustancia en una determinada superficie interfacial entre dos fases.
El resultado es la formacidn de una pelicula liquida o gaseosa en la superficie de un cuerpo sélido o liquido
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La densidad de carga eléctrica (suma de cationes y aniones multiplicados por su respectiva valencia) va
disminuyendo gradualmente hasta cero, desde la pared al medio. En esta region los iones son afectados en
menor medida por la interaccidn electrostatica y por tanto son libres de moverse, a esta region se le nombra
como capa difusa o de Gouy-Chapman. El espesor de esta capa depende de la concentracion de iones en el
medio y las propiedades eléctricas del mismo, pudiendo ser de unos cuantos nanémetros en electrolito
fuerte y de uno a dos micrometros en un electrolito débil, como es el caso del agua pura o liquidos organicos.

El potencial eléctrico en la interfase pared-electrolito es muy complicado de medir; sin embargo, en el plano
de corte es posible obtener un valor medible del potencial, a este potencial se le denomina potencial zeta
(¢) (Li, 2004). Este potencial determinara una condicién de frontera para la distribucion de potencial
eléctrico de la capa difusa.

A continuacidn se muestran las ecuaciones que describen el comportamiento de la doble capa eléctrica en
la region difusa. Para ello se utilizaran la ecuacion de conservacion de sustancias quimicas (1.2.1), es decir
los iones del electrolito, y la distribucién de Poisson (1.1.16).

La conservacidn de sustancias quimicas determina que el cambio temporal de cada componente en un
dominio (Q), es igual al flujo del componente que atraviesa la frontera del dominio (I') mas la generacidn (o
consumo) del componente por reacciones quimicas. En forma integral esta ecuacion se define como:

% cl-de—f Ni-nd5+f R; dV
Q r Q

Donde c¢; es la concentracion idnica del i-ésimo componente, es decir, la cantidad de materia del
componente por unidad de volumen; la concentracién iénica tiene por unidad [mol/m3]. El flujo de i-ésimo
componente se define con N;, el signo menos se utiliza, ya que si N; y el vector unitario normal n de la
frontera I tienen la misma direccidn, se considera que disminuye la concentracion c;, es decir, sale flujo del
i-ésimo componente del dominio (). La unidades de N; son cantidad de materia por unidad de area por
unidad de tiempo [mol/s - m?]. La cantidad de i-ésimo componente que se genera, o consume, por
reacciones quimicas en el electrolito se representa por R;, tiene unidades de cantidad de materia por unidad
de volumen por unidad de tiempo [mol/s - m3].

Utilizando el teorema de la divergencia en el primer término del lado derecho, se obtiene la ecuacién
diferencial de la conservacion de sustancias quimicas de cada componente:

aCi

E=—V'Ni+Ri, re(
La ecuacidn (1.2.1) define que el cambio temporal de i-ésimo componente es igual a la divergencia del flujo
mas la generacion (o consumo) por reaccidn, del i-ésimo componente. En (1.2.1) 1 es el vector de posicion
dentro del dominio (), donde se cumple la ecuacion diferencial.

El flujo N; se compone por los siguientes términos.

N; = ¢;v — z;up,; Fc;Vy — D; Vg, rell
La expresion (1.2.2) describe el transporte de componentes o especies quimicas en un medio fluido, por
conveccion, migracién por un gradiente de potencial eléctrico y difusidn. El término c; v es el transporte por
conveccion, es decir, el acarreo de sustancias cuando existe un flujo en el medio. El transporte por migracion
Z; Uy F ¢; Vi es similar al transporte por conveccidn, pero en este caso el movimiento del componente se
debe al campo eléctrico (—Vi), Y es el potencial eléctrico dentro de la capa difusa, z; es la valencia del ion,
U, es la movilidad del i-ésimo componente, F es la constante de Faraday con valor de 96485.3399[C/
mol], el transporte por migracion pude existir sin la necesidad de flujo y Unicamente es aplicable en
componentes idnicos. El transporte por difusién ocurre cuando se tiene un gradiente en la concentracion
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de un componente, el coeficiente de difusién del i-ésimo componte D; es la facilidad que tiene un
componente para esparcirse en el medio, este tiene por unidades [m?/s].

La movilidad de cada componente u,,,, se puede representar utilizando la relacion de Nernst-Einstein, que
es una relacion entre el movimiento por difusion y la energia térmica:

D;

tni =R

En (1.2.3) la constante universal de los gases se denota con R, y T es la temperatura del medio electrolito.
Sustituyendo (1.2.3) en (1.2.2) y (1.2.1) se obtiene la ecuacién de Nernst-Planck.
aCi ZiDi F

9t TV @rT gy

le - DiVCi) + Ri! refl

Para obtener una solucién completa de la ecuacién Nernst-Planck, es necesario determinar restricciones y
condiciones de frontera. Las restricciones son:

e La concentracion de cada componente se considera en estado estacionario y la temperatura del
electrolito es constante.

aCi—o t>0
at

e Lavelocidad de flujo en la capa difusa es cero.
v=20, re(l

e Se desprecia la generacidon de componente por reaccion quimica.

R,=0, 7reQ

Con las restricciones anteriores la ecuacion de Nernst-Planck queda expresada de la siguiente forma:

0 V (ZiDiF
a RT

Ci V'l/) +DiVC,:>, re(

Las condiciones de frontera para (1.2.5) son la condicidn de impermeabilidad en la interfase del medio con
la particula (I},), es decir, la particula no intercambia componentes con el electrolito y la concentracion
idnica en el medio (I',), es decir la concentracién en la region alejada de la particula.

N;'n=0, rel"p
Ci = Coj) rEFOO

Como se menciono anteriormente, en el fendmeno de la doble capa eléctrica existe un acoplamiento entre
la ecuacion de transporte de sustancias, Nernst-Planck (1.2.5), y la distribucién de potencial eléctrico
(1.1.16), esto se logra al definir la densidad de carga eléctrica como la suma de cationes y aniones
multiplicados por su respectiva valencia.

pv=Zle-ci, refl

La expresidn (1.2.8) es valida en todo el dominio (2 de la regién difusa de la doble capa eléctrica. Como
condiciones de frontera para la ecuacién de Poisson (1.1.16), se utiliza el potencial { en la superfcie de la
particula (I,) y la electroneutralidad en el medio (I,), es decir el potencial es cero en la lejania de Ia
particula.
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Y=, rel,
Y =0, rely,

En el anexo jError! No se encuentra el origen de la referencia. se presentan soluciones utilizando la
proximacion de Debye-Hickel para electrolitos fuertes y débiles, es decir, para capas delgadas o gruesas.

El término dielectroforesis es la combinacion de la palabra fuerza, del griego “phoresis”, y la palabra
“dieléctrico”. La intencidn de este término es describir la fuerza ejercida en particulas dieléctricas, es decir
particulas sin carga eléctrica neta. Este fendmeno se creara debido a la polarizacién de las mismas (Jones,
1995).

Para el analisis de la dielectroforesis en particulas como células, macromoléculas, etc. se realiza un balance
de fuerzas hidrodinamicas F,; y electrostaticas F. Las fuerzas hidrodindmicas son reacciones al movimiento
de la particula en el fluido, las cuales son llamadas fuerzas de arrastre (Crowe, 2012). El movimiento de la
particula es generado por fuerzas eléctricas , debidas auna distinta polarizacién del medio y la particula y
un campo eléctrico no uniforme. Con la segunda ley de Newton en la particula se define que la suma de
fuerzas por efectos eléctricos e hidrodinamicos, es igual al cambio la de cantidad de movimiento de la misma
(m,V,), esto se describe como:

av
mpd_tp=FE+FH

En (1.2.11) m, es la masa de la particula y V,, es la velociad de la misma. El andlisis se realizara en una
particula con geometria esférica, sin embargo, este analisis se puede extender para otro tipo de geometrias
de particulas. Los efectos inerciales de la mecdanica de fluidos se desprecian, es decir se considera un flujo
con un bajo nimero de Reynolds (Re « 1), como se describié en la seccién 1.1.2, por tanto se utiliza la
ecuacion (1.1.36), para la fuerza hidrodinamica Fy. La fuerza eléctrica Fz depende de la dielectroforesis.

Un punto de inicio para el modelo matematico de la dielectroforesis es la estimacidon de la fuerza
electrostatica en un dipolo eléctrico, estando el dipolo dentro de un campo eléctrico E. Esto se representa
en la Figura 1.20.

E(r+d)

E(r)

Si el campo eléctrico es no uniforme (Figura 1.21), entonces las dos cargas puntuales (g, y q_) observaran
distintos valores de campo eléctrico, y por tanto experimentaran fuerzas distintas.

Faipoto = q+E(r+d)+q_E(r) =qE(r+d) — qE(r)
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Figura 1.21 Campo eléctrico no uniforme, el campo tiene mayor intensidad en el electrodo positivo (electrodo puntual) (Tomado
de Ramos, 2011, pag. 51)

Expandiendo el primer término del lado derecho en serie Taylor:
Faipoto = q[E(r) + d - V(E) + -] — qE(r)
y discriminando los términos superiores, debido a que |d| — 0.
Faiporo = qd - V(E)
Faipoto = 0 * V(E), rel (1.2.12)

donde p es el dipolo eléctrico. De acuerdo con esta ecuacion la fuerza neta ejercida en un dipolo se debe a
la magnitud del dipolo y a un campo eléctrico no uniforme (Jones, 1995).

Sustituyendo el dipolo efectivo de una particula esférica, ecuacion (1.1.21), en la ecuacion (1.2.12), se
obtiene la fuerza por dielectroforesis (DEP, por sus siglas en inglés) en una particula esférica.

Fpgp = Pesr * V(E) = 4meoera*K (641, &r2)E * V(E)

Fppp = 2megea3K (€11, 82)V(E - E) (1.2.13)
a) Pess b) Pesr
4 —— — > -
£ = - -
¥ =t + =%
+ - (¢ - +
N I+ + = -+
Nz = - 4
+ — - v
FDEP FDEP
- paf[- 3. us Posf 1
= + ot -
— + =
+ D — + /= + _
- + (¢ + - (€
+ Q8 ey 4 U + -
- e £ <
Fpep E Fpgp

Figura 1.22 Particulas con dipolo eléctrico efectivo paralelo al campo eléctrico, en a) las particulas tienen una mayor polarizacion,
en b) la polarizacion es menor (Tomado de Ramos, 2011, pag. 51)

De la ecuacién (1.2.13) se puede concluir lo siguiente
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e La magnitud de la fuerza por dielectroforesis es mayor en regiones donde la intensidad de campo
eléctrico es mayor, lo cual esta descrito matematicamente por el término V(E - E).

e Cuando la permitividad de las particulas es mayor a la del medio (K(&1, &) > 1), es decir las
particulas son mas polarizables que el medio, el dipolo efectivo tiene la misma direccién que el
gradiente de la magnitud del campo eléctrico, es decir, la dielectroforesis es positiva. Asi, la
particula se acerca a la regién de mayor intensidad de campo eléctrico (Figura 1.22 a).

e Cuando la permitividad de las particulas es menor a la del medio (K (&4, &,5) < 1), el dipolo se
tiene la direccién opuesta al gradiente de la magnitud del campo eléctrico, es decir, la
dielectroforesis es negativa. Esto produce que la particula se aleje de la region de mayor intensidad
de campo eléctrico (Figura 1.22 b).

Es posible que las particulas dieléctricas sean membranas esféricas como se muestra en la Figura 1.23, como
lo son las células y algunas particulas coloidales (Jones, 1995)

Figura 1.23 Membrana esférica dieléctrica con doble permitividad interna

La membrana tiene doble permitividad relativa &,, y €,3, £ s la permitividad relativa en la membranay
&3 €s la permitividad relativa en el interior de la membrana. La estructura esférica de la membrana permite
que la doble permitividad pueda ser sustituida mediante una permitividad equivalente &,,5 (Ramos, 2011),
este desarrollo se encuentra en el anexo A.5.

1.2.3  Electrohumedecimiento

En la interfase de un material conductor y un dieléctrico, en presencia de un campo eléctrico externo, se
forma una distribucion de carga eléctrica, como en la doble capa eléctrica. EIl campo eléctrico externo
ademas de inducir una distribucién de carga en la interfase, genera fuerzas superficiales por electrostatica.
Estas fuerzas son capaces de deformar la interfase entre las fase 1y 2 y el subtrato, como la interfase entre
un electrolito rodeado de un fluido dieléctrico encima de una superficie sdlida, ver Figura 1.24.

Concentracion de cargas

Fuerzas eléctricas
en la interface

TR R

Fuerzas eléctricas S
en el sélido

Figura 1.24 Distribucion eléctrica de carga en la cercania de la linea de contacto (Tomado de Berthier, 2010, pag. 137).
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Los efectos en la las fuerzas eléctricas en la interfase tienen mayor influencia en la linea de contacto, debido
a que en esta regidn el campo eléctrico tiene mayor intensidad. La fisica que describe las fuerzas eléctricas
en lalinea de contacto de fluidos conductores y dieléctricos se le conoce como electrohumedecimiento.Para
modelar el cambio generado por el campo eléctrico externo en la linea de contacto y, por tanto, el angulo
de contacto, es necesario modificar la ecuacién de la ley de Young (1.1.42).

Para definir el modelo matematico se utiliza la ecuacion de energia (1.1.38), en donde Unicamente se
considera el cambio en la energia en la carga libre Q de la interfase, y el cambio en la geometria de la
interfase S. Es decir, se mantiene constante el volumen (dV = 0), y los componentes quimicos (dN; = 0),
etc. De este modo en la interfase entre la fase 2 y el substrato sélido, se tiene que:

oE oE
dE = 55dS+55d0, T

En donde r es el vector de posicién de la frontera entre la fase y el substrato I',;. Cuando sélo se considera
el cambio energético en la carga eléctrica, éste es igual al trabajo trabajo eléctrico (1.1.6).

0E
—d awy = (AY)d

340 = dW; = (A)do

Sustituyendo esta expresion en (1.2.14) y utilizando la notacion de la tensidn superficial (1.1.37), en (1.2.14):

Manteniendo constante la tensidn superficial y la diferencia de potencial eléctrico en la interfase, (Adamson,
1997), e integrando la ecuacion (1.2.15), se botiene que:

fEdE=0deS+Qwad1/J
0 0 0

E =05+ (AY)Q

Diferenciando esta ecuacidn y restandole la ecuacién (1.2.15), se obtiene:
0 =d(aS) + d((AY)Q) — [0dS + (Mp)dQ]

Con la expresidn anterior se puede obtener una relacion entre el cambio en la tension superficial y el cambio
en la diferencia de potencial eléctrico.

do = — (%) d(Ap), T Ty

23

Sélido Fluido 1

e

La carga eléctrica Q se puede relacionar con el potencial eléctrico, si se considera a la interfase como un
capacitor de placas paralélelas (Figura 1.25) y utilizando el concepto de capacitancia.
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Q=CAy

La capacitancia C es la medida de la capacidad de un material dieléctrico para almacenar carga eléctrica,
dada una diferencia de potencial. La capacitancia es directamente proporcional a la permitividad eléctrica
del medio ¢,¢,., la superficie del capacitor, en este caso la superficie de la interfase S, e inversamente
proporcional a la distancia entre las placas, es decir el espesor dg de la interfase (Berthier, 2013).

S

C= egerd—
E

Sustituyendo las ultimas dos ecuaciones en (1.2.16).
Eo&r
do = — (—) A d (M)
dg

Integrando la ecuacidn anterior desde que la diferencia de potencial es igual a cero hasta el valor Ay, se

obtiene la ecuacidn de la ley Young-Lippman:

op =0 — (ﬁ> (AY)?,  rely (12.17)
2dg

La ley de Young-Lippman (1.2.17) determina que la tensidn superficial ag, es la tensidn superficial cuando

la diferencia potencial eléctrico es distinta de cero en la interfase entre la fase 2 y el substrato sélido. Esta

ley se puede combinar con la ley de Young (1.1.42), de la siguiente manera:

o'2cos(0) = o' — 025, AP =0
01%cos(@g) = oS — 025, AP #0

En las ecuaciones anteriores @ y O representan el angulo de contacto sin actuacién y con actuacion,
respectivamente. La tensién superficial g2 es la energia de superficie entre la superficie sélida y el fluido 2,
cuando se aplica una diferencia de potencial en esta interfase. Sustrayendo la segunda expresién de la
primera y sustituyendo (1.2.17). Se obtiene la segunda representacion de la ley de Young-Lippman, en la
linea de contacto C;,

cos(@g) = cos(0) + ( Fofr )(Al[))z, rec, (1.2.18)

ZdEalz

Potencial de referencia

Substrato
hidrofobico
L %(D
A

i —
\

Potencial aplicado Capa dieléctrica

Figura 1.26.El contacto hidrofobico pasa a un contacto hidrofilico al aplicar el potencial eléctrico (Tomado de Berthier, 2013, pag.
167).

Con la aplicacién de potencial se puede cambiar la tension superficial entre el fluido y el substrato,
modificandoregiones hidrofébicas en hidrofilicas por medio de electrodos, independientemente de la fisico-
guimica de las interfaces en contacto (ver Figura 1.26).

-33-



2 Descripcion del método de simulacién

En el capitulo anterior se describieron los modelos matematicos de la mecdnica de fluidos, la electrostatica
y los fendmenos de electro-actuacion en los sistemas LOC. Para estos modelos es posible obtener soluciones
analiticas para casos en los que se tiene varias simetrias (como las particulas esféricas) y restricciones; sin
embargo, en muchas ocasiones estas simplificaciones no representan la realidad de la mayoria de los
problemas, por tanto, se utilizan los métodos numéricos para la solucién de estos problemas.

El método de elemento finito es un procedimiento numérico para encontrar soluciones aproximadas a
problemas de valor en la frontera. Debido a la variedad de soluciones que puede generar, este método es
utilizado en casi todas las dreas de la fisico-matemadtica y la ingenieria, como es el caso del
electromagnetismo, la mecanica de sodlidos, la dinamica de fluidos, la transferencia de calor y otros
fendmenos de transporte.

El método toma su nombre de de la descomposicion del sistema o dominio en pequefias porciones llamados
elementos (ver Figura 2.1). En cada uno de estos elementos se formula una solucién aproximada. Una vez
obtenido el modelo matematico del problema fisico, se procede a resolver por medio de los elementos
finitos. Una descripcidon mas detallada de las fases que componen este método se encuentra en el anexo
A.6.

y.‘\ y 7 6

Frontera Real

Frontera
Aproximada

P >

X X
Figura 2.1 Sistema original y sistema discretizado en nodos y elementos finitos (Tomado de Sadiku, 2009, pag. 381)

COMSOL Multiphysics es un software de elemento finito. El método tiene ventajas sobre otros métodos de
solucién de ecuaciones diferenciales parciales, ya que permite la solucién en fronteras irregulares y formular
las ecuaciones de solucién con elementos de distintas proporciones y formas.

En los siguientes apartados se describe el procedimiento utilizado por el software de elemento finito y el
manejo de la interfaz para encontrar soluciones a los problemas de los sistemas LOC.

2.1 Funcionamiento de COMSOL Multiphysics

COMSOL Multiphysics es un software que posee un entorno grafico para la simulacién de fendmenos de
multifisica, que utiliza el método del elemento finito para la solucién de estos problemas. La interfaz grafica
del software se presenta en la Figura 2.2. Todas las configuraciones, de cada elemento, que definen una
solucién a un problema se guardan en el archivo raiz (root). Dentro del archivo raiz se pueden definir
distintos modelos o componentes. Cada componente es la representacion de un sistema fisico y cada uno

de ellos estd compuesto por distintos nodos. La secuencia de todos los nodos se agrupan en el nodo L
Component. Las propiedades de cada uno se pueden modificar en la ventana de configuracién. El simulador
utiliza la secuencia de los nodos y sus propiedades para la solucién de distintos modelos.
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Utilizar mas de un componente sirve para obtener elementos mas sencillos de resolver, a partir de un

sistema mds complejo, cada elemento es un componente, posteriormente se acoplan todos los resultados

de cada elemento para obtener la solucién total.
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Figura 2.2 Interfaz grafica

La solucién a un problema se puede dividir en tres fases, que son:

e Preprocesamiento: en este paso el software obtienen los datos requeridos para resolver el problema.

Existen dos tipos de datos: la primera clasificacion de datos definen que resolver, esto es similar a

desarrollar el modelo matematico del problema (Datta, 2009):

o

Leyes de conservacion: o ecuaciones de equilibrio, son las ecuaciones algebraicas y
diferenciales que definen la evolucidn temporal y el cambio espacial de un sistema. Aqui
también se definen las variables dependientes primarias.

Restricciones: son idealizaciones del sistema y ayudan a que el modelado sea independiente
de algunas variables. Por ejemplo, para un sistema en estado estable, las variables son
independientes del tiempo; del mismo modo, si se presenta simetria axial en la geometria de
un modelo, este ya no depende de la coordenada azimutal. Geometria: se define las posiciones
relativas,absolutas y las formas de los elementos de sistema.

Relaciones constitutivas: son definidas por las propiedades del material y entre ellas se tienen
la conductividad térmica, la densidad, la viscosidad, la conductividad eléctrica.

Condiciones iniciales y de frontera: son las condiciones al inicio del estudio o en la frontera del
sistema. Junto con las ecuaciones de equilibrio definen la solucidon completa de un sistema.
Fuentes: son los efectos externos que modifican la respuesta natural del sistema. Puede ser
una fuente de potencial en un circuito eléctrico.

Los datos anteriores definen las propiedades de los nodos de las distintas interfaces fisicas Las leyes de

conservacion, las restricciones, las condiciones iniciales y de frontera, y las fuentes se definen los nodos
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A
de las distintas interfaces fisicas. En el nodo >"'\Geometry se construye la geometria del sistema. Las
propiedades de las relaciones contitutivas se escriben en el nodo de materiales “** Materials.

La segunda clasificacién son los datos que definen cémo se resuelve el sistema. Estos datos sirven como

parametros o valores necesarios para el método del elemento finito.
o Mallado: es la discretizacion espacial del problema, la geometria del sistema se divide en

pequefios elementos (ver Figura 2.1). Las propiedades del mallado se definen en el nodo
Mesh

o Paso por iteracion: utilizado en problemas con transitorios o dependientes del tiempo, es la
discretizacion del tiempo y determina el incremento a usar en la solucion del sistema. Este

incremento se introduce en el nodo "\O%Study

e Procesamiento: este es un proceso automatico e interno dentro del software. Utilizando la informacion
que el usuario introduce en el preprocesamiento, se generan y resuelven las ecuaciones algebraicas
utilizando distintos métodos numéricos y se obtienen los valores de las variables principales o de interés
(temperatura, velocidad de flujo, potencial eléctrico, etc).

e Postprocesamiento: en este paso se visualizan los valores obtenidos del procesamiento, ya sea de
forma tabular o grafica. Ademas se calculan los valores de las variables secundarias (flujo de calor,
esfuerzo en el fluido, flujo de corriente). Para definir las distintas graficas y valores secundarios se utiliza

el nodo @Results.

A continuacidn se presenta como se definen las dimensiones del sistema, los nodos de la interfaz fisica y el
nodo del tipo de estudio para un componente. Para ello se utiliza la herramienta Model Wizard.
Select Space Dimension

m | T e | —

2D 1D
= Axisymmetric 28 Axisymmetric i o0

En la Figura 2.3 se muestran los distintos tipos de modelos geométricos que se pueden generar: tres
dimensiones (3D), dos dimensiones (2D) con o sin simetria axial, una dimensién (1D) y dimensién cero (0D).
Este Gltimo se utiliza para la solucién de ecuaciones diferenciales escalares.

Posteriormente en el Model Wizard se especifica la fisica del problema. El software agrupa en mdédulos
distintos tipos de fisica. Se puede elegir entre 10 mddulos distintos en la versidn 5.0 del software (ver Figura
2.4).

Select Physics
[ Search |

oD Recently Used

% Ac/DC

I Acoustics
4% Chemical Species Transport
wl Electrochemistry

== Fluid Flow

Heat Transfer

["' Optics

@ Plasma
&5 Radio Frequency
’E Semiconductor
5= Structural Mechanics
Ao Mathematics
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Dentro de cada mddulo se encuentran las distintas interfaces fisicas, cada una se puede considerar como

un sub-madulo. Estas son plantillas de ecuaciones, variables, condiciones de frontera e iniciales asociadas a

cada tipo de problema fisico. Por ejemplo, el médulo AC/DC contiene las interfaces para electrostatica,

corrientes eléctricas, y otras; en el mddulo Fluid Flow se encuentran interfaces para simular flujo de Stokes

y flujo bifdsico, utilizado en el fendmeno de dngulo de contacto.

El siguiente paso en el Model Wizard es especificar el tipo de estudio, los estudios representan la

dependencia temporal del modelo sistema o modelo. Existen 4 tipos de estudio basicos como se muestran

en la Figura 2.5.

e  Stationary: este tipo de estudio no depende del tiempo.

e Frequency Domain: son estudios estacionarios que se evallan a distintas frecuencias. También se pude
utilizar en un andlisis modal®.

e Eigenvalue y Eigenfrequency: son estudios estacionarios con valores caracteristicos y valores de
frecuencias caracteristicas. También se pueden utilizar en un analisis modal

e Time-dependent: estos problemas se definen mediante estudios transitorios tanto en el tiempo como
en la frecuencia. En ambos se obtienen la respuesta natural y forzada del sistema, en el caso de
transitorios en frecuencia la solucidn estd relacionada a una fuente periddica.

Select Study

4 ~cb Preset Studies
I-I;I Eigenfrequency
ooy Frequency Domain
[omee Small-Signal Analysis, Frequency Domain
= Stationary
[ Time Dependent
“o Customn Studies

Con los pasos anteriores se han definido las leyes de conservacidon, mediante la interfaz de la fisica
involucrada, las restricciones espaciales y temporales, con la definicién de la dimensién del sistema y el tipo
de estudio. Estos elementos corresponden a la fase de preprocesamiento.

Una vez creado el nodo del modelo, es necesario agregar pardmetros y variables. Los parametros deben ser
declarados como constantes, mientras que las variables, como su nombre lo indica, pueden ser funcién de
alguna variable del modelo, como la posicién, el tiempo, el potencial eléctrico, la temperatura, etc. para
describir cualquier magnitud fisica util.

it (B grnas

Las variables y parametros globales se definen dentro del nodo "' Global. En el sub nodo ‘= Definitions,
al presionar el botén derecho del apuntador en el nodo, se puede agregar:

e Parameters '': valores escalares utilizados para parametrizar cualquier elemento dentro del

modelo. Por ejemplo, para el fendmeno de electrohumedecimiento se utilizan los siguientes datos:

Name Expression Description

theta0 100[deg] Angulo de contacto cuando el potencial eléctrico es cero
sigma_12 35[mN/m] Tension superficial entre los fluidos 1y 2

eps_rl 80 Permitividad relativa del medio

d_E 10[um] Espesor de la interfase Solido medio 2

\Y 50[V] Potencial eléctrico aplicado

4 Analisis modal: estudio de las propiedades dindmicas de estructuras en vibraciones
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e Variables 2= : variables que pueden ser utilizadas para simplificar las definiciones de algunas
propiedades. Por ejemplo, para el angulo de contacto en electrohumedecimiento, se utiliza la
siguiente declaracion.

Name Expression Description
theta acos(cos(theta0)+(VA2)*(epsilon_r*epsilon0_const)/(2*sigma_12*d_E)) Angulo de contacto en
electrohumedecimiento

e  Functions: son funciones que se pueden escribir a partir de una libreria de funciones predefinidas,
como son las funciones trascendentales o la funcién escaldn, etc.

Tanto los parametros, como las variables y funciones, también se pueden definir de manera local dentro un

modelo. Las definiciones locales se realizan en sub-nodo = Definitions, que se encuentra dentro de cada
componente. Si los parametros se definen como globales todos los componentes pueden obtener el valor
de esos parametros. En cambio, si son declarados locales otros componentes no pueden acceder a ese
parametro del componente donde se definio.

.\"' . . /e . . ’ .
En el nodo / \ Geometry es donde se especifican las secuencias geométricas. Las secuencias geométricas
son el conjunto de figuras primitivas y operaciones geométricas que crean las distintas entidades
geométricas (dominios, fronteras, bordes o punto).

Los nodos de figuras primitivas se pueden agrupar dependiendo de la dimension geométrica del modelo 3D,
2D o 1D:

e 3D
o Sélidos: se pueden generar cajas, conos, cilindros, elipsoides, hexaedros, piramides,
esferas, tetraedros, y toroides.
o Superficies: superficies paramétricas definidas por sus coordenadas en funcién de dos
parametros independientes.
o Curvas: pueden ser definidas por interpolaciones de puntos en el espacio o por sus
coordenadas en funcién de un parametro.
e 2D:

o Curvasy poligonos cerrados: poligonos de Bézier, circulos, elipses, poligonos, cuadrados.
Curvas abiertas: pueden ser definidas por interpolaciones de puntos en el espacio o por
sus coordenadas en funcién de un parametro.
e 1D:Intervalo o cadena de intervalos conectados.

Al aplicar distintas operaciones geométricas en las figuras primitivas, es posible aproximar la representacion
geométrica de un sistema fisico. Los distintos tipos de operaciones también dependen de la dimensién
geométrica del modelo 3D, 2D o 1D:

e  Edicidn (3D, 2D y 1D): seleccionar, borrar y editar.

e De plano de trabajo (3D): sirven para crear planos utilizando un sdlido o superficie 3D (Working
Plane), y crear sélidos a partir de dibujos en 2D, mediante extrusidn, revolucién, o barrido.

e Ldégicas o booleanas (3D y 2D): unidn, interseccidn, diferencia y simetria de los elementos
seleccionados.

e Transformaciones lineales (3D y 2D): copia simétrica, desplazamiento, rotacion y escala.

e Diversas (2D): chaflanado y redondeado de vértices en objetos, tangencia entre curvas.
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Para agregar una secuencia geométrica de primitivas bdsicas y operaciones, se pulsa el boton derecho del

apuntador en el nodo /' \Geometry, en el menu desplegado se eligen los nodos a utilizar.

En la interfaz grafica del software se cuentan con distintos comandos con capacidades de dibujo CAD, por
tanto, se puede crear cualquier tipo de geometria. También es posible importar dibujos creados en distintos
paquetes CAD, como son AutoCAD, Inventor, SolidWorks, Catia, entre otros.

Mediante las propiedades fisicas de los materiales se describen las relaciones constitutivas en un sistema,
este paso corresponde a la fase de preprocesamiento. Los materiales y sus caracteristicas se asignan a las
distintas entidades graficas (dominios, fronteras, bordes o puntos).

Un material se puede definir de dos formas. La primera es manualmente, presionando el botdn derecho en

el nodo “** Materials, se selecciona Blank Material, con esto se afiade el sub-nodo de un material y en su
ventana de configuracion, se puede especificar cada una de las propiedades del material. La cantidad de
propiedades necesarias depende de las interfaces involucradas.

Cada propiedad se compone de los siguientes elementos (COMSOL AB, 2012, pags. 418-430).

e Property: nombre de la propiedad, como densidad, coeficiente de difusion, viscosidad dinamica,
permitividad eléctrica relativa, etc.

e Value: magnitud fisica de la propiedad. También es posible definir su valor mediante una funcién,
por ejemplo, la viscosidad de un fluido no newtoniano depende de la velocidad de deformacidn.

e Unit: unidad que representa la propiedad, por ejemplo, la densidad se mide en [kg/m?].

e  Property Group: las propiedades se agrupan dependiendo del tipo de aplicacion o modelo. Estos
grupos pueden ser: basicos, de mecanica de sélidos, electromagnéticos, piezoeléctricos, gaseosos.

Por ejemplo, para un material como el agua (a condiciones estandar) se tienen las siguientes propiedades
definidas en la Tabla 2.1.3.

Property Value Unit Property Group
Dynamic visocsity (eta) 1000e-3 Pa*s Basic Properties
Density (rho) 1000 kg/mA3 Basic Properties
Electrical conductivity () 5.5e-6 S/m Basic Properties
Relative eléctrical permitivity | 80 kg/mA3 Basic Properties
(épsilon_r)

Thermal conductivity (k) 0.58 W/(m*K) Basic Properties
Heat capacitiy at constant presure | 75.375 J/(kg/m~3) Basic Properties
(Cp)

El segundo método, para ingresar las propiedades constitutivas de un material, es utilizando la base de datos

EMaterial Browser. Esta coleccién de base de datos de materiales cuenta con una gran coleccién de
propiedades fisicas, electromagnéticas, de fluidos, piezoeléctricas, y térmicas de distintos materiales. Las
distintas bases de datos mostradas en la Figura 2.6 se describen a continuacién (COMSOL AB, 2012, pags.
388-390).

e Recent Materials: son los materiales usados anteriormente en otros modelos
e Material Library: es una base de datos afladida a COMSOL Multiphysics, la cual contiene alrededor
de 2500 materiales con 20000 propiedades.
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e  Built-in: base de datos de COMSOL Multiphysics, contiene materiales comunes en aplicaciones
estructurales, eléctricas y térmicas.

e AC/DC: tiene materiales con propiedades eléctricas, magnéticas y témicas.

e Batteries and Fuel Cells: incluye propiedades de electrolitos, electrodos y algunas reacciones
guimicas en baterias.

e Liquids and Gases: contiene propiedades de transporte y tensidn superficial para interfaces gas-
liquido y liquido- liquido.

e MEMS: propiedades de materiales utilizados en aplicaciones MEMS, como metales,
semiconductores, aislantes y polimeros.

e Piezoelectric: materiales con propiedades piezoeléctricas.

e Piezoresistivity: materiales con propiedades piezoresistivas como el Silicio dopado P y N.

e User defined Library: materiales con propiedades definidos por el usuario.

< Recent Materials

[ taterial Library

“ Built-In

% AC/DC
41 Batteries and Fuel Cells
42 Liquids and Gases

H MEMS

\ Piezoelectric

X, Piezoresistivity

] Serniconductors

Elf User-Defined Library
£l Wy Metals

En cada una de las interfaces del software se pueden agregar y configurar una secuencia de nodos que
definen:

e Laecuacidn diferencial que rige el problema, la cual es definida automaticamente en cada interfaz
de la fisica involucrada.

e Los efectos externos o fuentes que modifican la distribucidn o evolucién de las variables,

e Lascondiciones iniciales y de frontera del sistema.

Mediante la seleccion de dominios, fronteras, bordes o puntos, es como se asocian las entidades
geométricas a cada uno de estos nodos. En los dominios se especifican las interfaces, propiedades de los
materiales, fuentes y condiciones iniciales; y en las fronteras, las condiciones de frontera, propiamente.

La dimension del dominio y la frontera dependen de la dimensién del modelo. Por ejemplo en modelos de
3D el dominio es el volumen, y la frontera puede ser una superficie, borde o punto del volumen. En sistemas
2D y 2D axisimétrico el dominio es el area dentro de una curva cerrada o un poligono, mientras que una
frontera puede ser un borde o punto. Para sistemas 1D el domino es un borde o curva y la frontera es un
punto. La seleccidn de estas entidades esta disponible en cada mddulo e interfaz del software.

En la Figura 2.7 se muestran las distintas opciones para la interfaz de electrostatica X Electrostatics (es).
Para agregar cada una de estas condiciones se pulsa con el boton derecho en el nodo de la interfaz. Como

B

se observa en la Figura 2.7, el simbolo = agrega una condicién en el dominio, ™ para una frontera,

B

para un borde y para un punto.
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Si se desea agregar otra o mas interfaces al modelo, se presiona el boton derecho en el nodo del L

Component, y se selecciona ~ ‘Add Physics.

I® Charge Conservation

IE Charge Conservation, Piezoelectric
I= Space Charge Density

I= Force Calculation

IS Initial Values

= Ground

Electric Potential

Surface Charge Density

Surface Charge Accumulation
External Surface Charge Accumulation
Dielectric Shielding

Terminal

Distributed Capacitance

Zero Charge

Electric Displacement Field
Periodic Condition

Thin Low Permittivity Gap

Floating Potential

Pairs »

Edges » | (B Ground
[ Electric Potential
[ Line Charge
Points v | b3 Ground
T} Electric Potential
i3 Point Charge

I} Electrostatic Point Dipole

Aligual que para crear una secuencia geométrica, para agregar una secuencia de malla, se presiona el botén

derecho en el nodo Mesh y se eligedel menu los elementos deseados. En el nodo Mesh se
encuentran los elementos que modifican la secuencia de una malla o mallado. Los nodos de una secuencia
de mallado se pueden dividir en dos grandes categorias: las operaciones o generadores de la malla y los
atributos de la malla (COMSOL AB, 2012, pags. 124-126).

Las operaciones y generadores crean la malla en las distintas entidades geométricas del modelo. Estas
mallas pueden ser estructurales como no estructurales:

e Mallas no estructuradas: son mallas lineales triangulares o cuadrangulares que no poseen una
estructura repetida en el domino.

o

3D: El nodo ‘&Free Tetrahedral crea una malla no estructural tetraédrica en un dominio
(3D).

2D: Los nodos 59Free Quad vy E‘zﬁFree Triangular generan mallas no estructurales
cuadrangulares y triangulares, respectivamente, en fronteras (3D) y dominios (2D).

1D: se utiliza el nodo AEdge (también se puede utilizar para mallas estructuradas).

Mallas de capa limite: el nodo Boundary Layer define una malla que tiene una mayor
cantidad de elementos cercana a la superficie de contacto con un fluido; por tanto, este
tipo de malla es muy til para simular fendmenos de la mecanica de fluidos. Este tipo de
malla es no estructural y puede ser utilizada tanto en modelos 2D como 3D.

e  Mallas estructuradas:
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o 3D: se crean a partir de una malla 2D en una superficie del modelo. Esta malla puede ser

estructural o no estructural. Al usar la operacion ""‘—é—’“Swept se crea un barrido de la malla,
de este modo los elementos de la malla son prismas regulares.

o 2D: se utiliza el comando mMapped, este comando secciona los bordes de una
superficie, de un modelo en 3D, o un dominio, para un modelo en 2D. Para que este
comando funcione correctamente es necesario que la superficie o dominio cumpla ciertos
requisitos: la geometria debe ser convexa y no diferir mucho de un rectdngulo.

o 1D: se utiliza el nodo AEdge,

En los nodos de atributos se puede modificar el nimero de los nodos en un borde o el tamafio de los
elementos finitos.

. @Distribution: define la cantidad de nodos en un borde mediante valores especificos o por
funciones en el recorrido del borde.

. .LM=§LESize: especifica el tamafio maximo y minimo de los elementos finitos en una malla, asi como el
factor de crecimiento de los elementos y la escala de los mismos en las fronteras con curvatura.

. %Refine sirve para generar un mallado mas fino, reduciendo el tamafio del elemento y la
distribucion de los nodos.

o I Boundary Layer Properties modifican propiedades (en mallas del mismo nombre) como el
espesor de la primera capa de la malla y la distribucion de las capas en la direcciéon normal a la
frontera.

En el nodo de estudio ;\O'OStudy es en donde se computan los datos introducidos en los modelos. Este nodo
corresponde a la fase de procesamiento del método por elemento finito. Es independiente de cada
comoponente. El nodo de estudio puede servir para acoplar los resultados de las solucidnes de los modelos.
También en un mismo archivo se pueden tener distintos nodos de estudio. Para agregar otro nodo de

ole]
estudio se presiona botdn derecho en el archivo raiz y se elige  +Add Study.

Cada nodo de estudio contiene distintos pasos de estudio Study Step, en los que se puede controlar el tipo
de estudio o evolucidon temporal de las ecuaciones diferenciales (estacionarios, de valores propios,
transitorios o combinaciones), seleccionar cudles interfaces fisicas se van a resolver de un componente y
elegir el mallado para el estudio.

Dentro de cada Study Step, existen secuencias de solucidn o nu“'SoIver Configurations, en los cuales se
configuran las variables a resolver, el tipo de método iterativo a utilizar para solucionar las ecuaciones
matriciales y las ecuaciones no lineales.

El utilizar varios pasos o tipos de estudio sirve para definir diferentes evoluciones temporales de un mismo
modelo o componente. Por ejemplo, en el caso de seguimiento de trayectorias de particulas electro-
actuadas por dielectroforesis, primero se genera la solucién del fendmeno eléctrico y de mecanica de
fluidos, como un problema estacionario, y posteriormente se utiliza un estudio transitorio para obtener la
trayectoria de las particulas. De esta forma la solucidon del primer Study Step servira para calcular las fuerzas
de arrastre y dielectroforesis en las particulas. Para agregar otro Study Step al nodo del estudio, se pulsa el

botdn derecho sobre el nodo "mStudy y se selecciona el tipo de estudio.
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Para empezar el computo de las soluciones de cada tipo de estudio se utiliza el boton = Compute que se
encuentra en cada nodo Study Step. Los datos computados y derivados se guardan en el sub nodo “# pata

Sets del nodo @Results.
En el nodo de conjunto de datos = Data Sets se encuentran los datos necesarios para realizar reportes y
gréficas. Estos conjuntos pueden ser de los siguientes tipos (COMSOL AB, 2012):

e Soluciones: definidas tanto en el dominio (este conjunto se genera automaticamente), como en las
fronteras, o bordes.
e Transformaciones: a partir de los datos de las soluciones se pueden crear otros conjuntos.

o Maximos, minimos y promedio: se pueden definir tanto en el dominio como en una
frontera.

o Cortes: se realiza un corte en el dominio, el tipo de corte depende de la dimensién, un
plano para modelos en 3D, y lineas para modelos en 2D,

o Paramétricos: es similar a los conjuntos creados por cortes, pero aqui se generan
superficies en lugar de planos y curvas en lugar de lineas, para modelos en 3D y 2D,
respectivamente.

o Paramétricos extendidos: con soluciones en 2D y 1D se puede usar el tiempo como otro
parametro y generar volimenes y superficies, respectivamente.

o Simétricos: se utilizan para generar copias de soluciones para sistemas con simetria.

o De particulas: utilizado en la trayectoria de particulas.

Estos conjuntos de datos se guardan en formato numérico el cual se puede exportar a otro software para

realizar postprocesamiento. Para agregar otro nodo de estudio se presiona botén derecho en el nodo @l
Results y se elige el tipo de conjunto de datos deseado.

Es posible utilizar la informacién de los nodos = Data Sets para generar grupos de graficas Plot Groups.
Los grupos de graficas son una coleccion de nodos de graficos que se despliegan en la ventana de graficos.

Cada interfaz fisica crea automaticamente un conjunto de grupos de graficos, por ejemplo, en la interfaz de
electrostatica se genera una grafica del potencial eléctrico, mientras que para la interfaz de flujo de Stokes,
se crean graficas de la magnitud de la velocidad del flujo y de la presion.

Para agregar mas grupos de graficos se presiona botdn derecho en el archivo raiz y se elige, dependiendo

de la geometria del comopnente y la informacién de los conjunto de datos generados en == Data Sets,
graficos en 3D con el nodo 3D Plot Group, graficos en 2D con el nodo 2D Plot Group, o graficos en 1D con
el nodo 1D Plot Group (COMSOL AB, 2012).

A continuacidn se muestran los distintos tipos de graficos para 1D.

e  Global Plot: un grafico de una magnitud escalar como funcion del tiempo o un pardmetro.

e Histogram: grafica un histograma de la distribucion de una cantidad.

e Line Graph: genera un grafico de un cantidad escalar a lo largo de una linea geométrica. La linea
puede ser un borde, una curva parametrizada o una seccidn de corte 1D.

e Nyquist Plot: muestra la magnitud y la fase de la respuesta en frecuencia de una variable.

e  Point Graph: visualiza el valor de la cantidad en un punto como funcién del tiempo o un parametro.
El punto puede ser un punto en el espacio 3D o 2D o un punto de un corte 1D.

e  Table Graph: relaciona 2 conjuntos de datos y los visualiza en forma de tabla.

Esta es la clasificacidn para los grupos de graficos en 3D y 2D.
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e  Magnitud: despliega en colores la magnitud de un valor en un volumen (3D), una frontera (3D) o
superficie (2D) y curvas (3D) o fronteras (2D).

e Contorno: visualiza un escalar mediante graficos de contorno en 3D y 2D.

e  Cortes: utiliza los planos o lineas de corte, para visualizar la informacién en esas entidades.

e Histograma: genera un histograma en un plano o superficie, la altura del histograma representa la
magnitud de la variable.

e  Vectores: visualiza una cantidad vectorial mediante flechas o lineas de flujo.

e Trayectoria de particulas: visualiza la trayectoria de particulas. También es posible utilizar
diagramas de fase y mapas de Poincaré

En este capitulo se ha desarrollado de forma general, cémo utilizar la interfaz grafica de COMSOL
Multiphysics para configurar cada uno de los nodos utilizados en un modelo. En el siguiente capitulo se
presentan casos practicos para la soluciéon de los principios fisicos de los sistemas Lab On a Chip.
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3 Soluciones con elemento finito de sistemas LOC
En este apartado se presenta el conjunto de practicas desarrolladas para el grupo de BioMEMS del Centro
UNAMems. En cada practica se definen los siguientes puntos.

e Losobjetivos o metas a alcanzar en cada practica. El objetivo general de este trabajo es familiarizar
a los usuarios o integrantes de grupo al uso del ambiente de COMSOL Multiphysics para la solucién
de problemas de microfluidica encontrados en los sistemas Lab On a Chip.

o Eldesarrollo del modelo en la interfaz del software, se detalla paso a paso los elementos a agregar
en los nodos del modelo, asi como la configuracidn de sus propiedades. Para definir las interfaces
de los fendmenos fisicos, parametros, secuencias geométricas, propiedades de los materiales,
especificacion de los valores de frontera, secuencias de mallado, el computo de los resultados y la
presentacion grafica de los mismos. Cada uno de estos puntos se relaciona con la teoria
desarrollada en los capitulos anteriores

e Al final de cada practica se dejan ejercicios propuestos al estudiante para que desarrolle
habilidades de generar sus propias soluciones de sistemas LOC, utilizando el software de elemento
finito.

En esta practica se estudia el fendmeno de la doble capa eléctrica. Este fendmeno estad definido por las
ecuaciones de Nernst-Planck (1.2.5) y distribucién Poisson (1.1.16).

Para este estudio, la geometria del sistema es la siguiente: la particula tiene forma elipsoidal, con semiejes
a = 1[um]y b = 1[pum] y estd suspendia en un medio electrolito. El canal donde se encuentra es considero
cilindrico, y se presenta un corte de la seccion donde se encuentra la particula con altura H = 20[um] y
radio W = 20[um]. Ver Figura 3.1

El medio tiene las siguientes propiedades: es un electrolito simétrico, es decir, los iones tienen la misma
magnitud del nimero de carga (z; = —z, = 1) y estan disueltos en agua. Cada uno tiene un coeficiente de
difusién D; = 1.957 - 106[m?/s] y D, = 2.032 - 10°[m?/s]. El medio tiene una permitividad eléctrica
relativa de &, = 80[ ] y se encuentra a una temperatura ambiente T,,,,=298.15[K].

Las condiciones del sistema son: la superficie de la particula esta a un potencial V,,;, = 100[mV] y en la
perferia de la seccion del canal, se tiene una concentracion c;,r = 0.1[mol/m3].

e Comprender el modelado de los fendmenos fisicos involucrados en la doble capa eléctrica de una
particula inmersa en un fluido. La teoria de este fendmeno se desarrollé en la seccion 1.2.1

=45 -



e  Utilizar el entorno de simulacion de COMSOL Multiphysics para el modelado y solucién de la doble capa
eléctrica
e  Modificar los parametros asociados al fendmeno y observar los cambios en los resultados.

Este modelo se realizard mediante un sistema con simetria axial, ya que la particula se considera elipsoidal
y la seccion del canal cilindrico; ambas geometrias tienen este tipo de simetria.

1. Con el asistente Model Wizard en Select Space Dimension selecciona 2D axissymmetric y pulsa 4
Done
2. Afade al modelo las interfaces de la distribucién de carga de Poisson y el transporte de sustancias
guimicas.
a. Selecciona en el mdédulo AC/DC la interfaz Electrostatics (es) y presiona el boton Add.
b. Paraagregar la siguiente interfaz selecciona del médulo Chemical Species Transport la interfaz
Transport of Diluted Species (chds) y pulsa Add.

Pulsa - Study para continuar.
3. El estudio se realizara en estado estacionario, para ello selecciona Stationary. Para finalizar presiona

™ Done .
4. Guarda el modelo como “P1_EDL.mph”

Para agregar este nodo realiza los siguientes pasos

1. Agrega una tabla de parametros, en el nodo del modelo del arbol P1_EDL.mph (root) > Global
Definition pulsa el boton derecho y selecciona Parameters

2. Enlaventana de configuracién de Parameters copia la Tabla 3.1.1

Name Expression Description

a 1[um] Semi eje principal

b a Semi eje secundario

H 20*b Altura del canal

w 20*a Radio del canal

D_1 1.957e6[m~2/s] | Coeficiente de Difusion K+
D2 2.032e6[m~2/s] | Coeficiente de Difusidon Cl-
z 1 1 Numero de carga K+

z 2 -1 Numero de carga Cl-

T amb 298.15[K] Temperatura ambiente
epsilon_r | 80 Permitividad Relativa
V_zeta 100[mV] Potencial Zeta

c_inf 0.1[mol/m~3] Concentracién en el medio

En la ventana de configuracion de Geometry 1 define las unidades como se muestra en la Tabla 3.1.2.

Size and Shape
Length unit um
Angular unit deg

Para modelar la particula se utiliza un arco de elipse, y para la seccién del canal un rectangulo. Sigue los
siguientes pasos para dibujar los elementos del sistema.
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1. Para dibujar la elipse, en P1_EDL.mph (root) > Component 1 (comp1l) > Geometry 1 pulsa el botén
derecho y selecciona Ellipse.

2. En la ventana de Ellipse 1 (el) copia los valores de la Tabla 3.1.3 y colécalos en el campo
correspondiente.

Size and Shape Position Rotation angle
a-semiaxis b Base Center Rotation | -90 |
b-semiaxis a r 0
Sector angle 180 yA 0

Tabla 3.1.3 Ellipse 1 P1_EDL.mph
3. Elrectangulo se dibuja mediante un procedimiento similar. P1_EDL.mph (root) > Component 1 (comp1)

> Geometry 1 pulsa el botén derecho, y selecciona Rectangle.
4. En la ventana de configuraciéon de Rectangle 1 (r1) copia los valores de la Tabla 3.1.4 y coldcalos en el
campo correspondiente.

Size and Shape Position Rotation angle
Width W Base Center Rotation | 0 |
Height H r 0.5*W
z 0

Tabla 3.1.4 Rectangle 1 1 P1_EDL.mph
5. Construye la geometria, en la ventana de configuracion de Geometry 1 presiona el botdn Build All

6. Por ultimo, de Rectangule 1 (r1) se substrae Ellipse 1 (el), para definir la frontera de la particula. Para
realizar la substraccion presiona el botén derecho en P1_EDL.mph (root) > Component 1 (comp1l) >
Geometry 1 > Boolean Operations, y elige Difference.

7. Enlaventana de configuracidn de Difference 1 (difl) copia los valores de la Tabla 3.1.5. y colécalos en
los campos correspondientes.

Objects to add Objects to Substract

ri el
Tabla 3.1.5 Difference 1 1 P1_EDL.mph

*Nota: Para activar cualquiera de los campos, presiona dentro del campo o pulsa el botdn . Una vez en el
campo elegido selecciona el objeto y presiona botdn derecho para agregarlo al campo

El resultado final de las operaciones anteriores en Geometry 1 se visualiza en la Figura 3.3.

10
[
21 L
5 L
-
-4
-6 |
-8
-10 =0

5 10 1% 20

Figura 3.2 Geometry 1 P1_EDL.pmh (Dimensiones en [um])
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Definicién del material, condiciones iniciales y de frontera

Las propiedades de los iones (difusién y nimero de carga) y el medio se definen en la configuraciéon de las
interfaces. Del mismo modo los parametros de las condiciones de frontera se definen en los nodos del
modelo.

Electrostatics (es)
En este nodo se definen los nodos para las relaciones constitutivas, restricciones y condiciones de frontera
para la solucion de las ecuaciones que modelan la electrostatica.

*Nota: En este nodo no es necesario realizar alguna modificacion.

Charge Conservation 1

En este nodo se define la relacién constitutiva entre el campo eléctrico y la distribucién de carga, con la
permitividad del medio, esta relacion se presenta en las ecuaciones (1.1.5) y (1.1.15). En la ventana de
configuracion de Charge Conservation 1 copia los valores de la Tabla 3.1.5 y coldcalos en los campos
correspondientes. En la Figura 3.3 se presenta el dominio seleccionado para este nodo.

Equation Material Type Electric Field
=-V\ Material Non-Solid Constitutive Relation Relative Permitivity
V- ::EGE,EJ =p, |LType Relative permitivity User Defined
.............. €, epsilon_r
Isotropic

Tabla 3.1.6 Charge Conservation 1 P1_EDL.mph

’Iul

=]

&

-10] =0
0 5 10 15 20

Figura 3.3 Dominio 1 (Dimensiones en [um])

*Nota: En el nodo Charge Conservation 1, e/l campo Overrride y contribution es definido automdticamente
por COMSOL Multiphysics, por tanto, unicamente se presentan los campos que son modificados o que
presentan relevancia en la solucién del problema. Por ejemplo, el campo Equation muestra la ecuacion
diferencial que rige al nodo.

Space Charge Density 1

En este nodo se define el acoplamiento entre la interfaz de transporte de sustancias quimicas y la interfaz
de electrostatica, ya que la densidad de carga eléctrica en el espacio depende de las concentraciones de los
iones en el medio (Ver ecuacién (1.1.13) y (1.2.8).

Para agregar este nodo en el arbol presiona el boton derecho en P1_EDL.mph (root) > Component 1
(comp1) > Electrostatics (es), y elige Space Charge Density.
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En la ventana de configuracién de Space Charge Density 1 copia los valores de la Tabla 3.1.7 y coldcalos en
los campos correspondientes. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.3.

Equation Figura 3.3 Material Type Space Charge Density
V-D= 2 Selection Manual Material | Non- Space F_const*(z_1*cl+z_2*c
1 Type Solid Charge
Densit
Y Pq

Tabla 3.1.7 Space Charge Density 1 P1_EDL.mp

Ground 1
En este nodo se define la condicién de electroneutralidad en la periferia del medio, es decir, que en el medio
el potencial eléctrico es cero, esta condicidn se presenta en la ecuacién (1.2.10).

Para agregar este nodo en el arbol presiona el botén derecho en P1_EDL.mph (root) > Component 1
(comp1) > Electrostatics (es), y elige Ground.

En la ventana de configuracion de Ground 1 copia los valores de la Tabla 3.1.8 y coldcalos en los campos
correspondientes. En la Figura 3.4 se presentan las fronteras seleccionadas para este nodo.

Equation Boundary Selection
V=0 Selection | Manual
2
4
5

Tabla 3.1.8 Ground P1_EDL.mph

~

&

@

-10 r=0
0 5 10 15 20

Figura 3.4 Fronteras 2, 4 y 5 P1_EDL.mph (Dimensiones en [um])

Electric Potential 1

En este nodo se definen la condicidén de frontera en la superficie de la particula, donde se desarrolla el
potencial zeta, debido a las interacciones fisicoquimicas del medio con la misma, esta condicion se presenta
en la ecuacion (1.2.9).

Para agregar este nodo en el arbol presiona el botéon derecho en P1_EDL.mph (root) > Component 1
(comp1) > Electrostatics (es), y elige Electric Potencial.

En la ventana de configuracidn de Electric Potencial 1 copia los valores de la Tabla 3.1.9 y coldcalos en los
campos correspondientes. En la Figura 3.5 se presentan las fronteras seleccionadas para este nodo.

-49-



Equation Boundary Selection Electric Potential
V=V, Selection Manual Electric V_zeta
""""" 6 Potential
7 Vo
Tabla 3.1.9 Electric Potential 1 P1_EDL.mp
q |
0.8] r
06| t
0.4 I
0.7 r
0
02 t
0.4
06
-0.8] t
I -

Figura 3.5 Fronteras 6 y 7 P1_EDL.mph (Dimensiones en [um])

-05 0

Transport of Diluted Species (chds)

En este nodo se definen las relaciones constitutivas, restricciones, y condiciones de frontera para la solucién

05

1 1L

de las ecuaciones que modelan el transporte de sustancias quimicas.

En la ventana de configuracién de Transport of Diluted Species agrega los efectos por migracién eléctrica y
la especie quimica c2, y desactiva los efectos por conveccién (como se lo describe la ecuacion jError! No se
ncuentra el origen de la referencia.). Tambien copia los valores de la Tabla 3.1.10 y colécalos en los campos

correspondientes. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.3.

*Nota: Por defecto la interfaz unicamente tiene una sola especie.

Transport Mechanisms

Dependent Variables

Additional
trasnport
Mechanism

None

Convection

Migration
electric field

L]
in | [v]

Number of | 2

species

Concentrations cl
c2

Diffusion and Migration 1

En este nodo se define la conservacion de componentes quimicos, o la concentracién de iones, por efectos
migracion eléctrica eléctricos y difusion (1.2.1) y (1.2.2). Ademds se define la relacion Nernst-Einstein

(1.2.3).

En la ventana de configuracién de Diffusion and Migration 1, copia los valores de la Tabla 3.1.12 y colécalos
en los campos correspondientes. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.3. En la Tabla 3.1.11 se

muestran las ecuaciones del nodo.

Tabla 3.1.11 Diffusion and Migration 1 (Equations) P1_EDL.mph

Tabla 3.1.10 Transport of Diluted Species P1_EDL.mphh

Equations

N; =-D;V¢; - zu Fo,VV

V- (—D,-?c:,- - ZUmiFENV)
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Model Inputs Difussion Migration in Electric Field

Electric Electric Bulk Material None Mobility
Potential V' | Potencial Diffussion Unm.c1 D_1/(R_const*
(es/es) Coefficient T_amb)
D¢y User Unm.c2 D_2/(R_const*
difined T_amb)
D_1 Charge
Isotropic Number
D, User Zoq z_1
difined Zeo z_2
D2
Isotropic

Tabla 3.1.12 Diffusion and Migration 1 P1_EDL.mph

No Flux 1

En este nodo se define la condicidn de frontera, que no existe intercambio de componentes en la interfase
de la particulay el medio, es decir que la interfase es impermeable. Esta condicidn se presenta en la ecuacion
(1.2.6). En la Tabla 3.1.13 se muestran las ecuaciones del nodo

*Nota: En este nodo no es necesario realizar alguna modificacion. Se crea por defecto al utilizar la interfaz
de transporte de sustancias quimicas

Equations
_n . M f— D

Tabla 3.1.13 No Flux 1 P1_EDL.mph

Concentration 1

En este nodo se define la condicidn de frontera en la periferia del medio, donde la concentracion del medio
es constante (1.2.7). Para agregar este nodo en el arbol presiona el botén derecho en P1_EDL.mph (root)
> Component 1 (comp1l) > Electrostatics (es), y elige Concentration.

En la ventana de configuracién de Concentration 1, copia los valores de la Tabla 3.1.14 y colécalos en los
campos correspondientes. Este nodo utiliza las mismas fronteras de la Figura 3.4

Equation Boundary Selection Concentration

_C_a'_ = Eq,_a'_ Selection | Manual Species c1
2 Coc1 c_inf
4 Species c2
> Co,c2 c_inf

Tabla 3.1.14 Concentration 1 P1_EDL.mph

Reactions 1

En este nodo se define las reacciones, que son los efectos externos en la ecuaciéon de transporte de
sustancias quimicas. Dado que no suceden reacciones importantes en el modelo presentado, las reacciones
se igualan a cero para cada especie quimica, como se describe en la ecuacion jError! No se encuentra el
rigen de la referencia.. Para agregar este nodo en el arbol presiona el botén derecho en P1_EDL.mph (root)
> Component 1 (comp1) > Electrostatics (es), y elige Reactions.

En la ventana de configuracion de Reactions 1, copia los valores de la Tabla 3.1.15 y colécalos en los campos
correspondientes. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.3
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Equations Domain Selection Reactions

V- (—D,—‘?c,- _ Z,UW'FC,'W) =R, Selection | Manual R, 0
1 R, 0
Tabla 3.1.15 Reactions 1 P1_EDL.mph

Mallado
En el nodo Mesh 1 se agrega la siguiente secuencia. Primero se define el tamafio de los elementos,
posteriormente se utiliza un mallado cuadrilateral, debido a la forma elipsoidal de la particula.

1.

6.

Para definir el tamafio del mallado en P1_EDL.mph (root) > Component 1 (comp1) > Mesh 1 pulsa el
botdn derecho, y selecciona Size. Este nodo define las propiedades globales del tamafio del mallado.
En la ventana de configuracion de Size 1 copia los valores de la Tabla 3.1.16. y colécalos en los campos
correspondientes.

Element Size

Calibrate for Fluid dynamics

Predifined Extremely Fine
Tabla 3.1.16 Size 1 P1_EDL.mph
Agregar un mallado cuadrilateral en P1_EDL.mph (root) > Component 1 (comp1) > Mesh 1 pulsa el

botdn derecho, y selecciona Free Quad.

A la malla anterior se le agrega una distribucién en la interfase de la particula y el medio. en
P1_EDL.mph (root) > Component 1 (compl) > Mesh 1 > Free Quad 1 pulsa el botéon derecho, y
selecciona " Distribution.

En la ventana de configuracion de Distribution 1, copia los valores de la Tabla 3.1.17 y coldcalos en los
campos correspondientes.

Boundary Selection Distribution
Selection Manual Distribution Fixed number of elements
6 properties
7 Number of | 20
elements

Tabla 3.1.17 Distribution 1 P1_EDL.mph
Para construir el mallado presienta el botén Build All, de la ventana de configuracién de Mesh 1.

El resultado final de las operaciones anteriores en Mesh 1 se visualiza en la Figura 3.6

10
8
6]
4
5
0
-2
-4
6
-8
-10 r=0
0 o 10 15 20

Figura 3.6 Mesh 1 P1_EDL.mph (Dimensiones en [um])
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Solucidn y presentacion de resultados
En el nodo Study 1, que estd en el arbol del modelo P1_EDL.mph (root) > Study 1, pulsa el botén de
Compute.

A continuacion se generard un conjunto de datos Data Sets a partir de la solucidn obtenida, para crear
graficos de la dependencia de la concentracion de las especies y el potencial eléctrico en funcion de la
coordenada radial.

Data Sets

Para agregar las graficas mencionadas se crea un conjunto de datos por linea de corte. Para ello en el nodo
P1_EDL.mph (root) > Results > Data Sets, pulsa el botén derecho, y selecciona Cut Line 2D. En la ventana
de configuracion de Cut Line 2D 1, copia los valores de la Tabla 3.1.18 y colécalos en los campos
correspondientes.

Data Line Data
Data set Solution 1 Line entry method Two points
Pont 1
r a
z 0
Pont 2
r a
z 0

Tabla 3.1.18 Cut Line 2D 1 P1_EDL.mph.

Grupos de grdficos

Concentration (chds)

Esta grafica representa la distribucién de la concentracidn de la especie 1 en un plano de corte (Ver Figura
3.7 ay Figura 3.7 b).

Surface: Concentration (mol/m3) Surface: Concentration (mol/m?)
A 001 A 001
2
1 0.01 0.01
8 1.5
0.009 0.009
]
0.008 1 0.008
4
0.007
2 0.007 g
0.006 0.006
0 0
5 0.005 0.005
0.004 i 0.004
-4
" 0.003 1 0.003
8 0.002 iy 0.002
-10 0.001 0.001
2
20 ¥23634x10™ 2 1 2 25 3 V2.3765x10°

Figura 3.7 a) Concentration c1 b) Concentration c1 acercamiento P1_EDL. mph (Dlmenswnes en [um]. Graflco de colores en
[mol/m3])

Concentration, 3D (chds)
Representacion tridimensional de la concentracion de la especie 1. (Ver Figura 3.8)
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Surface; Concentration {mol/m?)

-10 4]

¥ 2.3634x107

Figura 3.8 Concentration 3D P1_EDL.mph (Dimensiones en [um]. Gréfico de colores en [mol/m3])

Electric potential

En este grafico se afade el campo eléctrico en el mismo grafico de la distribucién de potencial eléctrico.

1. Para aiadir otro grafico al grupo Electric Potential, en el nodo P1_EDL.mph (root) > Results > Electric

Potential presiona el botdn derecho y elige Arrow Surface.

. .2 N . , E.
En la ventana de configuracion Arrow Surface 1 en el campo Expression presiona al botén . En el

menu desplegable selecciona Electric > Electrostatics > Electric Field (es.Er, es.Ez).

los campos correspondientes.

En la ventana de configuracidon de Arrow Surface 1 copia los valores de la Tabla 3.1.19 y colécalos en

Arrow Positioning

r grid points

Entry method

Coordinates

Coordinates

range(a,0.5%a ,5*a)

z grid points

Entry method

Coordinates

Coordinates

range(b,0.5*b ,5*b)

Tabla 3.1.19 Arrow Surface 1 P1_EDL.mph

Presiona el botdn Plot en la ventana Electric Potential (Ver Figura 3.9).

Surface: Electric potential (mV) Arrow Surface: Electric field

o & B U O N B o ®

o
N

0 5

A 100

100

10 15 20 ¥ -0.0104

Figura 3.9 Electric Potential P1_EDL.mph (Dimensiones en [um)]. Gréfico de colores en [V])
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1D Plot Group 1

Agrega un grupo mas de graficas para obtener la relacion entre las concentraciones de iones y la variable
radial.

1. Para afiadir otro grupo de gréficos. En el nodo P1_EDL.mph (root) > Results presiona el botén derecho
y elige 1D Plot Group.

2. Enlaventana de configuracion de 1D Plot Group 1, en el campo Axis, activa la escala logaritmica en los
ejes Xy Y. como se muestra en la Tabla 3.1.20

Axis

Manual axis limits

Preserve aspec ratio

x-axis log scale

[’

y-axis log scale
Tabla 3.1.20 1D Plot Group 1 P1_EDL.mph

3. Para agregar graficos P1_EDL.mph (root) > Results 1D Plot Group, pulsa el boton derecho elige Line
Graph.

4. En la ventana de configuracién de Line Graph 1 copia los valores de la Tabla 3.1.21 y colécalos en los
campos correspondientes.

Data y-Axis Data x-Axis Data
Data set Cut Line 2D Expresion cl Expresion r
1 Unit mol/m~3 Unit pum
Description Description
Concentration r- Coordinate

Tabla 3.1.21 Line Graph 1 P1_EDL.mph

5. Agrega otro grafico repitiendo los pasos 3 y 4 para la concentracion c2
6. Presiona el botdn Plot en la ventana 1D Plot Group 1 (Ver Figura 3.10)

Line Graph: Concentration (mol/m®) Line Graph: Concentration (mol/m®)
y

107 \

Concentration (mol,’ma}
=
o,
|
|
|

._,
]

0 0.2 0.4 06 08 1
r-coordinate (um)

Figura 3.10 1D Plot Group 1 P1_EDL.mph (Dimensiones en [um] vs [mol/m?3])

Ejercicios propuestos

Modifica la geometria
Modifica el semi eje secundario en los parametros.

(b [2%a |

Obtén los grupos de graficos anteriores y observa las modificaciones en el potencial y la concentraciéon
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*Nota Recuerda volver a construir la geometria y el mallado antes de volver a realizar el estudio

Modifica el potencial de frontera
En Parameters modifica el potencial zeta, por un potencial menor al térmico.

| V_zeta | 0.5 R_const*T/F_const

Genera un grafico potencial eléctrico contra dimension radial
Agrega un grupo mas de graficas (1D Plot Group 2) para obtener la relacién entre el potencial eléctrico y la

variable radial. Utiliza los pasos para generar el 1D Plot Group 1. La grafica obtenida sera similar a la Figura
3.11.

Line Graph: Electric potential (mV)

100 f T T q
90 -\ q
80 1
\
= 70
E
w 60
F] \
a
2 sof 1
a
2 40 | 4
g
o 30
20
10+ —
ok . ——
1 12 18 2

14 1.6
r-coordinate (pm)

Figura 3.11 1D Plot Group 2 P1_EDL.mph (Dimensiones en [um] vs [mol/m3])
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En esta practica se estudian los efectos de fuerzas por dielectroforesis (1.2.13) y arrastre hidrodinamico
(1.1.14) en una particula esferica de poliestireno dentro de un microcanal.

Para este estudio, la geometria del sistema es la siguiente: La seccion del microcanal principal tiene de ancho
W = 40[um] y de largo L = 300[um].Para los dos canales secundarios se tiene un ancho W /2y largo 2 -
W . El flujo entra al canal principal a una velocidad U, = 150[um/s]. Ver Figura 3.12.

La particula tiene las siguientes propiedades: permitividad eléctrica relativa &, = 3.0, p, = 1200[kg/
m3], d,, = 5[um]. El medio en el cual se desplaza es agua, con las siguientes propiedades &, = 80, p,, =
1000[kg/m?], o,, = 5.5e — 6[S/m].

Para generar el campo eléctrico no uniforme se utilizan un par de electrodos de dimensiones w1l = 30[um]
y w2 = 10[um]. El primero de ellos se encuentra a una distancia L1 = 100[um] de la entrada del
microcanal, entre ellos existe una separacion d = 10[um]. En el primer electrodo se aplica un potencial
V1 = 5[V] el segundo es de referencia.

e Comprender el modelado de los fendmenos fisicos involucrados en la dielectroforesis de una particula
inmersa en un fluido, la teoria de este fendmeno se desarrollo en la seccién 1.2.2.

e Utilizar el entorno de simulacién de COMSOL Multiphysics para el modelado y solucion del fenémeno de
dielectroforesis.

* Modificar los parametros asociados al transporte de particulas por dielectroforesis y observar los cambios
en los resultados.

Este modelo se realizara mediante un sistema bidimensional. La dimensién Z no se incluye debido a que el
canal es delgado y se considera que no se presentan efectos importantes en esta coordenada.

1. Con el asistente Model Wizard en Select Space Dimension selecciona 2D y pulsa
2. Afade al modelo las interfaces de la distribucidn de la ley de conservacién de carga y el flujo de Stokes.
a. Selecciona en el médulo AC/DC la interfaz Electric Currents (ec) y presiona el botén Add.
b. Para agregar la siguiente interfaz selecciona del mddulo Fluid > Flow Laminar Flow la interfaz
Creeping Flow (spf) y pulsa Add.

Pulsa - Study para continuar.
3. El estudio se realizara en estado estacionario, para ello selecciona Stationary. Para finalizar presiona

EI/ Done .

4. Guarda el modelo como “P2_DEP.mph”
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Definicién de parametros
1) Agrega una tabla de parametros, en el nodo del modelo del arbol P2_DEP.mph (root) > Global

Definition pulsa el botdn derecho y selecciona Parameters.

2) Enlaventana de configuracién de Parameters copia la Tabla 3.2.1.

Name Expression Description

L 300{um] Longitud del canal

W 40[um] Ancho del canal

L1 100[um] Distancia al primer electrodo

wl 30[um] Ancho de primer electrodo

d 10[um] Distancia entre electrodos

w2 10[um] Ancho del segundo electrodo

Vi 5[V] Voltaje aplicado en electrodo 1

uo 150[um/s] Velocidad de entrada al microcanal
epsilon_rm | 80 Permitividad del Agua

rho_m 1000[kg/m*3] | Densidad del medio

mu_m le3[Pa*s] Viscocidad del medio

sigma_m 5.5e-6[S/m] Conductividad del medio
epsilon_rp | 3.0 Permitividad relativa de la particula
rho_p 1200[kg/m~3] | Densidad de la particula

dp 5[um] Diametro de la particula

epsilon_rs | 1.2 Permitividad relativa de la membrana
ts 8[nm] Espesor de membranal

Definicién de la geometria
En la ventana de configuracién de Geometry 1 define las unidades como se muestra en la Tabla 3.2.2.

sistema.

Tabla 3.2.1 Parameters P2_DEP.mph

Size and Shape
Length unit pm
Angular unit deg

Tabla 3.2.2 Geometry 1 P2_DEP.mph
Para modelar el microcanal se utiliza un conjunto de rectangulos y para los electrodos, una serie se puntos

colocados en la parte inferior del microcanal. Sigue los siguientes pasos para dibujar los elementos del

1. Dibuja un rectangulo, en P2_DEP.mph (root) > Component 1 (comp1l) > Geometry 1 pulsa el botdn
derecho, y selecciona Rectangle.
2. Enlaventana de configuracién de Rectangle 1 (r1) copia los valores de la Tabla 3.2.3 y colécalos en el

campo correspondiente.

Size Position Rotation angle
Width L Base Corner | Rotation I |
Height w X 0
y -W/2

Tabla 3.2.3 Rectangle 1 P2_DEP.mph
*Nota: Rectangle 1 representa la seccion principal del canal.
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10.

11.

12.

Dibuja un punto, en P2_DEP.mph (root) > Component 1 (comp1) > Geometry 1 pulsa el botén derecho,
y selecciona Point.

En la ventana de configuracion de Point 1 (ptl) copia los valores de la Tabla 3.2.4 y coldcalos en el
campo correspondiente.

Position
X L1
y -W/2

Tabla 3.2.4 Point 1 P2_DEP.mph
Dibuja otro punto, en P2_DEP.mph (root) > Component 1 (compl) > Geometry 1 pulsa el botdn

derecho, y selecciona Point.
En la ventana de configuracion Point 2 (pt2) copia los valores de la Tabla 3.2.5 y coldcalos en el campo
correspondiente.

Position
X L1+w1l
y -W/2

Tabla 3.2.5 Point 2 P2_DEP.mph
*Nota: Point 1 y Point 2 definen el primer electrodo

Dibuja otro punto, en P2_DEP.mph (root) > Component 1 (compl) > Geometry 1 pulsa el botdn
derecho, y selecciona Point.

En la ventana de configuracion Point 3 (pt3) copia los valores de la Tabla 3.2.6 y colécalos en el campo
correspondiente

Position
X L1+wl+d
y -W/2

Tabla 3.2.6 Point 3 P2_DEP.mph
Dibuja otro punto, en P2_DEP.mph (root) > Component 1 (compl) > Geometry 1 pulsa el botén
derecho, y selecciona Point.
En la ventana de configuracion Point 4 (pt4) copia los valores de la Tabla 3.2.7 y colécalos en el campo
correspondiente.

Position
X L1+wl+d+w2
y -W/2

Tabla 3.2.7 Point 4 P2_DEP.mph
*Nota: Point 3 y Point 4 definen el primer electrodo
Dibuja otro rectangulo, en P2_DEP.mph (root) > Component 1 (comp1) > Geometry 1 pulsa el boton
derecho, y selecciona Rectangle.
En la ventana de configuracién Rectangle 2 (r2) copia los valores de la Tabla 3.2.8 y coldcalos en el
campo correspondiente.

Size Position Rotation angle
Width 2*W Base Corner | Rotation -120
Height W/2 X L

y W/2

Tabla 3.2.8 Rectangle 2 P2_DEP.mph

*Nota: Rectangle 2representa la seccion de una de las salidas del canal.

13.

Refleja el rectangulo anterior con la operacion Mirror, para ello presiona botén derecho en
P2_DEP.mph (root) > Component 1 (comp1l) > Geometry 1.
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14.

15.

16.

17.

18.

En la ventana de configuracién Mirror 1 (Mirl) copia los valores de la Tabla 3.2.9 y colécalos en el
campo correspondiente.

Input Point on Line of Reflection Normal Vectoe of Line of
Reflection
Input objects r2 X 0 X
Keep input y 0 y 1
objects

Tabla 3.2.9 Mirror 1 P2_DEP.mph
Une todos los objetos anteriores para que formen la geometria del microcanal. Presiona botdon derecho

en P1_EDL.mph (root) > Component 1 (comp1) > Geometry 1y elige Union.
En la ventana de configuracion Union 1 (Unil) copia los valores de la Tabla 3.2.10 y coldcalos en el
campo correspondiente.

Input Union
Input objects | *Todos los objetos | Keep input objects ]
Keep interior boundaries ]

Tabla 3.2.10 Union 1 P2_DEP.mph
Redondea los vértices del interior del canal. Presiona boton derecho en P2_DEP.mph (root) >
Component 1 (comp1l) > Geometry 1y elige Fillet 1.
En la ventana de configuracion Fillet 1 (Fill) copia los valores de la Tabla 3.2.11 y coldcalos en el campo
correspondiente

Points Radius
Input objects | unil Radius 5
3
4
5

Tabla 3.2.11 Fillet 1 P2_DEP.mph

Construye la geometria en la ventana de configuracién Geometry 1. Presiona el botén Build All. El resultado
final de las operaciones anteriores en Geometry 1 se visualiza en la Figura 3.13.

200

-4 -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 3.13 Geometry 1 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])

Definicién del material

En este nodo se definen las propiedades del fluido que llena el microcanal. Es decir las relaciones
constitutivas para la electrostdtica y la mecanica de fluidos. En el nodo P2_DEP.mph (root) > Component 1
(comp1) > Materials pulsa botdn derecho y agrega un Material.

En la ventana de configuracion Material 1, copia los valores de la Tabla 3.2.12 y colécalos en el campo
correspondiente.
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Geometric Entity Selection

Materials Contents

Geometric  entity | Domain Electrical conductivity sigma_m S/m

level Relative permittivity epsilon_rm | 1

Selection Manual Density rho_m kg/m*3
1 Dynamic viscosity mu_m Pa*s

Tabla 3.2.12 Material 1 P2_DEP.mph

Condiciones iniciales y de frontera

A continuacion se definen las condiciones de frontera necesarias para la

particulas por dielectroforesis en un microcanal.

Electric Currents (ec)
En este nodo se definen las relaciones constitutivas, restricciones, y condiciones de frontera para la soluciéon
de las ecuaciones que modelan la ley de conservacidn de carga eléctrica
*Nota: En este nodo no es necesario realizar alguna modificacion.

Current Conservation 1
En este nodo se define la relacidn constitutiva entre el campo eléctrico y el flujo de corriente eléctrica, esta
relacion se presenta en las ecuaciones (1.1.17) y (1.1.18).
En la ventana de configuracién Current Conservation 1 copia los valores de la Tabla 3.2.13 y coldcalos en el
campo correspondiente. En la Figura 3.14 se presenta el dominio seleccionado para este nodo.

solucién del transporte de

Equations Material Type Conduction Current Electric Field
| =6E+ | Material Non- Electrical From Constitutive Relative
_ E‘ Type Solid conductivity ¢ | material Relation Permitivity
?] = Q, Relative From
permitivity €, material

Electric Insulation 1

Tabla 3.2.13 Current Conservation 1 P2_DEP.mph

-2y -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 3.14 Dominio 1 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])

En este nodo se define la condicion de frontera que define que no existe flujo de corriente en las paredes
del microcanal, esta condicidon se presenta en la ecuacién (A.1.6). La ecuacidn de este nodo se presenta en

la Tabla 3.2.14.

*Nota: En este nodo no es necesario realizar alguna modificacion. Se crea por defecto al utilizar la interfaz
de corriente eléctrica
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Equations
n-J=0

Tabla 3.2.14 Electric Insulation 1
Electric Potential 1
En este nodo se define el potencial aplicado en el electrodo. Esta condicidn sirve para generar el campo
eléctrico externo, esta condicidn se presenta en la ecuacion (A.1.7).
En la ventana de configuracion Electric Potential 1 copia los valores de la Tabla 3.2.15 y colécalos en el
campo correspondiente. En la Figura 3.15 se presenta la frontera seleccionada para este nodo.

Equations Boundary Selection Electric Potential
V=V, Selection Manual Electric Potential Vg V1
4
Tabla 3.2.15 Electric Potential 1 P2_DEP.mph

.s [

-6 [

-8 [
-10]

2| i
-1 41 [
16 -
18] -
-20

=22
28] i
-26 r
28] r
301 i
-32| r
-34 |

-36°

95 100 105 110 115 120 125 130  13¢
Figura 3.15 Frontera 4 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])
Electric Potential 2
En este nodo se define el potencial de referencia en el electrodo. Esta condicion sirve para generar el campo
eléctrico externo, esta condicidn se presenta en la ecuacion (A.1.7).
En la ventana de configuracion Electric Potential 2 copia los valores de la Tabla 3.2.16 y colécalos en el
campo correspondiente. En |la Figura 3.16 se presenta la frontera seleccionada para este nodo.

Equations Boundary Selection Electric Potential
V=V, Selection Manual Electric Potential Vg 0
.......... c
Tabla 3.2.16 Electric Potential 2 P2_DEP.mph
151 -
-16] 1
17| i
181 i
19| -
-20
21| i
-22
-23
28] 1
-25] I
138 140 142 144 146 148 150 1

Figura 3.16 Frontera 6 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])
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Creeping Flow (spf)

En este nodo se definen los nodos para las relaciones constitutivas, restricciones y condiciones de frontera
para la solucién de las ecuaciones que modelan la mecanica de fluidos para un flujo incompresible y de
Stokes. Para esto es necesario determinar que en la solucion se discriminen los efectos inerciales del flujo y
de cambio en la densidad del fluido, como se define en las ecuaciones (1.1.26) y (1.1.32).

En la ventana de configuracién Creeping Flow, copia los valores de la Tabla 3.2.17 y colécalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.14.

Equations Domain Selection Physical Model
o T Selection All Domains Compressibility Incompressible
\% [ pl + _u(‘?u +(Vu) }]+ F . P
p? u=0 Turbulance None
model type
Neglect inertial
term (Stokes
flow)

Tabla 3.2.17 Creeping Flow P2_DEP.mph

Fluid Properties 1

En este nodo se define la relacién constitutiva para un flujo de Stokes, se utiliza la definicion de Material 1
En la ventana de configuracion Fluid Properties 1, copia los valores de la Tabla 3.2.18 y colécalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.14.

Domain Selection Fluid Properties
Selection All Domains Density p From material
1 Dynamic viscocity From material

Tabla 3.2.18 Fluid Properties 1 P2_DEP.mph
Wall 1
En este nodo se define la condicién de frontera en la superficie del microcanal, que se conoce como la
condicion de no deslizamiento, esta condicidn se presenta en la ecuacion (A.3.2). Los valores de este nodo
se presentan en Tabla 3.2.19.
*Nota: En este nodo no es necesario realizar alguna modificacion. Se crea por defecto al utilizar la interfaz
de flujo de Stokes.

Equations Boundary Condition
Boundary No Slip
u= D Condition

Tabla 3.2.19 Wall 1 P2_DEP.mph
Inlet 1
En este nodo se define la condicion de frontera de entrada de flujo al microcanal, esta condicidn se presenta
en la ecuacion (A.3.4).
En la ventana de configuracion Inlet 1 copia los valores de la Tabla 3.2.20 y coldcalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.17 se presenta la frontera seleccionada para este nodo.

Boundary Selection Boundary Condition Mass Flow Rate
Selection Manual Boundary | Normal Uy uo
3 Condition | inflow
velocity

Tabla 3.2.20 Inlet 1 P2_DEP.mph
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-10

-10 -5 0

Figura 3.17 Frontera 3 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])

Outlet 1
En este nodo se define la condicidn de frontera de salida de flujo del microcanal, la cual se define como una
condicion de presidn termodinamica, esta condicion se presenta en la ecuacion (A.3.3).

5

10

En la ventana de configuracion Outlet 1, copia los valores de la Tabla 3.2.21 y colécalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.18 se presenta el dominio seleccionado para este nodo.

Equations Boundary Selection Boundary Condition
— Yu Vu T ] n=0 Selection Manual Boundary Pressure,
P P> [H( +(Vu) \] 40, 41 Condition no viscous
stress
Pressure p, 0

Tabla 3.2.21 Outlet 1 P2_DEP.mph

N = N W B WU oo
Lo 9 o S 9 9 2,9

b
=l

300 320 340 360

380

400

420

44¢

Figura 3.18 Fronteras 40 y 41 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])

Particle Tracing for Fluid Flow (fpt)
En este nodo se define el seguimiento de las trayectorias de las particulas, en las que se ejercen la fuerza de
arrastre y la fuerza eléctrica por dielectroforesis. La fuerza en una particula se describe por la ecuacién
(1.2.11).

Para agregar este nodo realizan los siguientes pasos.

1.

Presiona el botdn derecho en Component 1 (comp1) y selecciona Add Physics.
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2. Selecciona en el médulo Fluid Flow > la interfaz Laminar Flow> Particle Tracing for Fluid Flow. Presiona
el botén Add.

3. Pulsa - Study para continuar. Se realiza el estudio transitorio de la particula al desplazarse en el
microcanal, selecciona Time Dependent.

4. Para finalizar presiona ™ Done.

En la ventana de configuracion Particle Tracing for Fluid Flow copia los valores de la Tabla 3.2.22 y colécalos
en el campo correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.3

Equations Domain Selection Particle Properties
d(mpuj Selection All Domains Formulation Newtonian
—di’_' =F 1 Wall accuracy order 1

Tabla 3.2.22 Particle Tracing for Fluid Flow P2_DEP.mph

Wall 1
En este nodo se define la condicién de frontera de las particulas. Estas al encontrar una pared del
microcanal, rebotan.

En la ventana de configuracion Wall 1 copia los valores de la Tabla 3.2.23 y coldcalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.19 se presenta la frontera seleccionada para este nodo.

*Nota: En este nodo no es necesario seleccionar las fronteras de la condicién, inicamente se modifica el tipo
de condicion. El nodo se crea por defecto al utilizar la interfaz trayectoria de particulas.

Equations Boundary Selection Wall Condition

q=q Selection All Boundaries Wall condition Bounce
v=v-2n- U)n 2-39, 42-59 Primary particle | None
....................... condition

Tabla 3.2.23 wall 1

VTANN

50 100 150 200 250 300

Figura 3.19 Wall 1 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])

Particle Properties 1
En este nodo se definen las caracteristicas de las particulas como diametro y densidad.

En la ventana de configuracidén Particle Properties 1, copia los valores de la Tabla 3.2.24 y colécalos en el
campo correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.14.
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Particle Properties

Particle density p, rho_p

Particle diameter d,, dp
Tabla 3.2.24 Particle Properties 1 P2_DEP.mph

Inlet 1
En este nodo se define la frontera de entrada de las particulas al microcanal, se libera una sola particula en
t = 0[s].

En la ventana de configuracion Inlet 1 copia los valores de la Tabla 3.2.25 y la Tabla 3.2.26, coldcalos en el
campo correspondiente. Este nodo utiliza la misma frontera de la Figura 3.17.

Equations Boundary Selection Realease Times
q:qn Selection Manual Realese 0
vV =Wo 3 times

Tabla 3.2.25 Inlet 1 P2_DEP.mph

Initial Position Initial Velocity
Initial Position Uniform Velocity Velocitiy Field (spf/fp1)
distribution Fielsd

Number of particles | 1
per relaese N

Tabla 3.2.26 Inlet 1 P2_DEP.mph

Outlet 1
En este nodo se define la frontera de salida de las particulas del microcanal. En las salidas, las particulas se
“congelan” para determinar su posicion final.

En la ventana de configuracién Outlet 1 copia los valores de la Tabla 3.2.27 y coldcalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza las mismas fronteras de la Figura 3.18.

Equations Boundary Selection Outlet
q=q. Selection | Manual Wall condition Freeze
v ='ur.: 40, 41

Tabla 3.2.27 Outlet 1 P2_DEP.mph

Drag Force 1
En este nodo se define la fuerza hidrodindmica en la particula generada por arrastre, esta fuerza se presenta
en la ecuacion (1.1.36).

En la ventana de configuracién Drag Force 1, copia los valores de la Tabla 3.2.28 y coldcalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.14.

Equations Boundary Selection Drag Force
F—= imﬂ(u _ ,u,) Selection Manual Turbulent Dispersion ]
Ty 1 Drag law Stokes
dei Velocity field u Velocity field (spf/fp1)
= Dynamic viscosity u From material

> = 18u

Tabla 3.2.28 Drag Force 1 P2_DEP.mph
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*Nota: La ecuacion (1.1.36) es similar a la ecuacion F = —my (u — v), si se sustituyen en esta ecuacidn los
14

valores de la variable T, y se definela masa de la particula como m, = %nd?,pp, donde d, y p, son el

didmetro y densidad de la particula.

F=—myu—v) = [enazp,| - v)
_Tpmpu v) = de,%] g dppp| (=
18u

F =3nd,u(u—v)

La diferencia entre la ultima expresion y la ecuacion (1.1.36) es el término (u — v), donde u es la velocidad
del fluido y v es la velocidad de la particula, este término define la velocidad relativa de la particula respecto
al fluido.

Dielectrophoretic Force 1
En este nodo se define la fuerza en la particula generada por dielectroforesis, esta relacidn se presenta en

la ecuacion (1.2.13) .

En la ventana de configuracién Dielectrophoretic Force 1 copia los valores de la Tabla 3.2.29 y la Tabla 3.2.30
y coldcalos en el campo correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.14.

Equations Boundary Selection Dielectroforetic Force
Fo = EFIrapf:‘uE,,fK‘WEF Selection | Manual Specify Electric field
---------------------------- 1 force USIng
Electric field | Electric  field
(ec/cucnl)

Tabla 3.2.29 Dielectrophoretic Force 1 P2_DEP.mph

Particle Properties Fluid Properties
Particle relative permittivity epsilon_rp Particle relative permittivity epsilon_rm
€Erp Erf

Tabla 3.2.30 Dielectrophoretic Force 1 P2_DEP.mph

Mallado
En el nodo Mesh 1 se utiliza la secuencia por defecto. Para construir el mallado presiona el boton Build All,
gue esta en la ventana de configuracion. El resultado final se aprecia en la Figura 3.20.

-40]
-60]

-80 |

-100|

50 100 150 200 250 300

Figura 3.20 Mesh 1 P2_DEP.mph (Dimensiones en [um])
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Solucidn y presentacion de resultados

Estudios

La solucién se separa en dos estudios debido a que los resultados del primer estudio sirven para para
obtener el campo de velocidades y el campo eléctrico en el microcanal. Con estos resultados, en el segundo
estudio se calculan las fuerzas de arrastre y por dielectroforesis en los distintos nodos del mallado.

Study 1: Stationary

Primero se obtiene la solucion de Study 1, en el cual se seleccionan las interfaces Electric Currents (ec) y
Creeping Flow (spf). En la ventana de configuracion Study 1 copia los valores de la Tabla 3.2.31 y colécalos
en el campo correspondiente.

Physics and Variable selection

Physics Solve for
Electric Currents (ec) v
Creeping Flow (spf) v
Particle Tracing for | ¥

Fliud Flow (fpt)

Tabla 3.2.31 Study 1 P2_DEP.mph

Study 2: Time Dependent

Para obtener las trayectorias de las particulas se computa Study 2. En la ventana de configuracién Study 2
copia los valores de la Tabla 3.2.32 y coldcalos en el campo correspondiente.

Study Settings Physics and Variable selection Values of Dependent Variables
| Times | range(0,0.1,3) | Physics Solve Values of variables
for not solved for
Electric Currents (ec) % Method Solution
Creeping Flow (spf) b4 Study Study 1,
Particle Tracing for | ~ Stationary
Fliud Flow (fpt) Selection Automatic

Tabla 3.2.32 Study 2 P2_DEP.mph

Grupos de Grdficos
Electric Potential

En este grupo de graficos se muestra con una gréfica de colores la magnitud del potencial eléctricoa lo largo
del microcanal.

1. Para afadir otro gréfico al grupo Electric Potential. En el nodo P2_DEP.mph (root) > Results > Electric
Potential presiona el botén derecho y elige Arrow Surface.

2. En la ventana de configuracion Arrow Surface 1 en el campo Expression presiona al botén“-. En el
menu desplegable selecciona Electric > Electrostatics > Electric Field (es.Ex, es.Ey).

3. En la ventana de configuracion Arrow Surface copia los valores de la Tabla 3.2.33 y colécalos en el
campo correspondiente.

Arrow Positioning

x grid points

Entry method Coordinates
Coordinates range(0,10,350)
z grid points

Entry method Coordinates
Coordinates range(-50,5,50)

Tabla 3.2.33 Electric Potential P2_DEP.mph
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4. Presiona el botdn Plot en la ventana Electric Potential (ver Figura 3.21).

Surface: Electric potential (V) Arrow Surface:

120 As
100 | 1 5
80+
60 1 4
40|
20 N
0
-20
-40 - 2
60!
80 1 1
100 |
-120| . ‘ . ‘ o
50 100 150 200 250 300 wo

Figura 3.21 Electric potential P2_DEP.mph (Dimensiones en [um], Gréfico de colores en [V])

Velocity

En este grupo de graficos se muestra con una grafica de colores la magnitud de la velocidad a lo largo del
microcanal.

Agrega los vectores del campo de flujo con el procedimiento similar a Electric Potential, y utilizando los
mismos valores de la Tabla 3.2.33 (ver Figura 3.22).

Surface: Velocity magnitude (m/s) Arrow Surface: Velocity field o

120 v T T T T T T T A215x10*
x10™

80 - B 2

0 50 100 150 200 250 300 350 Yo

Figura 3.22 Velocity P2DEP.mph (Dimensiones en [um], Gréfico de colores en [um/s])

Particle Trajectories
Este grupo de graficos muestran la evolucion de las trayectorias de una particula liberada en Inlet 1 de
Particle Trayectories.
1. Parasuperponer el potencial eléctrico en el grupo de graficas de las trayectorias, presiona el botdn
derecho en Particle Trayectories, y elige Surface.
2. Enlaventana de configuracion de Surface 1 copia los valores de la tabla y coldcalos en el campo
correspondiente.

Data Expression
Data Solution 1 Expression V
Set Unit \

Tabla 3.2.34 Surface 1 (Particle Trajectories) P2_DEP.mph

En el tiempo 1.9/s] se observa la siguiente trayectoria en la Figura 3.23.
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Particle trajectories Surface: Electric potential (V)
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Figura 3.23 Particle Trajectories (ElectricPotential) P2_DEP.mph (Dimensiones en [um], Grafico de colores izquierda en [V]),
Grafico de colores derecha en [um/s])

Expotar

Para la evolucidn de las trayectorias se crea una animacion GIF.

1. Enelnodo P2_DEP.mph (root) > Results > Export presiona el botén derecho y elige Animation

2. Enlaventana de configuracion Animation 1, copia los valores de la Tabla 3.2.35 y coldcalos en el campo
correspondiente

Scene Output Animation Editing
Subject | Particles Output Type Movie Sequenced type Stored
Trayectories Format GIF solutions
(fpt) Filename Potential+FPT Loop over All
Frame per | 10 solutions
second Selected via Stored
output
times

Tabla 3.2.35 Animation 1 P2_DEP.mph

Agrega el campo de velocidad
Agrega los vectores del campo de velocidades en el grupo de graficos Velocity (spf)

*Nota: Utiliza el procedimiento utilizado en el grupo de grdficos Electric Potential

Cambia la particula sdlida por una particula tipo membrana
Una particula tipo membrana se puede expresar como una membrana sélida mediante la expresion (A.5.1).
Utiliza los parametros para definir la permitividad dieléctrica equivalente.

epsilon_rp | 50 Permitividad relativa de la particula
dp 5[um] | Diametro de la particula
epsilon_rs | 6 Permitividad relativa del membrana
ts 8[nm] | Espesor de membranal

Para la ecuacion (A.5.1)

epsilon_rp = &,

dp=2r1l

epsilon_rs = ¢,

t=nrn—n
Observa los cambios.
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En esta practica se estudian los efectos del cambio del angulo de contacto por efectos de
electrohumedecimiento (1.2.18). Para ello se utiliza una gota de aceite en contacto con un substrato sélido
rodeada por agua.

Para este estudio, la geometria del sistema es la siguiente: La seccion del microcanal a estudiar en esta
practica tiene dimensiones del canal principal de ancho H = 100[um] y de largo L = 300[um]. La gota
inicialmente tiene un radio 1, = 20[wm] y forma un dngulo de contacto inicial & = 100[°].Ver Figura 3.24
La gota tiene las siguientes propiedades &,; = 2.2, p; = 870[kg/m?], u; = 0.474[Pa - s], el agua tiene las
siguientes propiedades ¢,, = 80, p; = 1000[kg/m3], u; = 1e — 3[Pa-s].

Para generar el cambio del angulo de contacto por electrohumedecimiento se utiliza un arreglo de tres
electrodos. Uno de ellos esta al centro de la seccién del microcanal con dimensidn L/3, en este electrodo 2
es donde se aplica el potencial eléctrico. Los otros dos, electrodos 1 y 3, son de referencia y tienen las
mismas dimensiones L /3. La gota se encuentra inicialmente entre un electrodo 1y 2, la tensién superficial
entre la gota y el substrato disminuira en el electrodo 2, haciendo que la gota tienda a esparcirse hacia este
electrodo.

e o\ s

Electrodo 1 Electrodo 2 Electrodo 3

e Comprender el modelado de los fendmenos fisicos involucrados en el electrohumedecimiento entre
dos liquidos inmiscibles , la teoria de este fenémeno se desarrollé en la seccion 1.2.3

e  Utilizar el entorno de simulacion de COMSOL Multiphysics para el modelado y solucion del fendémeno
de electrohumedecimiento.

e Modificar los pardmetros del fendmeno de elecrohumedecimiento y observar los cambios en los
resultados.

Este modelo se realizara mediante un sistema bidimensional. La dimensidn Z no se incluye debido a que el
canal es delgado y se considera que no se presentan efectos importantes en esta coordenada.

1) Con el asistente Model Wizard en Select Space Dimension selecciona 2D y pulsa ~ Done
2) Posteriormente, para afadir el modelo de la distribucidn de carga de Poisson y el flujo entre dos fluidos:
a) Selecciona en el médulo AC/DC la interfaz Electrostatics (es) y presiona el boton Add.
b) Para agregar la siguiente interfaz selecciona del médulo Fluid Flow > Multiphase Flow > la interfaz
Two Phase Flow, Level Set (spf) y pulsa Add.

Pulsa e Study para continuar.

3) El estudio se realizard en transitorio con inicializacion de las fases, selecciona Transient with

Initialization. Para finalizar presiona ~ Done.
4) Guarda el modelo como “P3_EW.mph”.
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1. Agrega una tabla de parametros, en el nodo del modelo del arbol P3_EW.mph (root) > Global
Definitions pulsa el boton derecho y selecciona Parameters

2. Enlaventana de configuracion de Parameters copia la Tabla 3.3.1

Name Expression Description

epsilon_2 | 80 Permitividad fase 2

epsilon_1 | 2.2 Permitividad fase 1

Theta 100[°] Angulo entre el sélido y el fase 1 sin potencial eléctrico
d_E 100[nm] Distancia dieléctrica

sigma_12 | 0.031[N/m] Tension superficial entre el fase 1y 2
V_app 8[V] Potencial eléctrico en el electrodo 2
mu_1 0.474[Pa*s] Viscosidad del medio 2

mu_2 1le3[Pa*s] Viscosidad del medio 1

rho_2 1000[kg/m~3] | Densidad del medio 1

rho_1 877[kg/m”3] | Densidad del medio 2

L 300[um] Largo de canal

H 100[um] Alto del canal

r 0 20[um] Radio inicial de la gota

3. Agregauna tabla de variables locales, en el nodo del modelo del arbol P3_EW.mph (root) > Component
1 (comp1) > Definitions pulsa el boton derecho y selecciona Variables

4. Enlaventana de configuracidén de Variables 1 copia la Tabla 3.3.2.

Name Expression Description

epsilon_r | tpf.Vfl*epsilon_1 + tpf.Vf2*epsilon_2 Permitividad  conjunta
de lafase 1y fase 2

theta_E acos(cos(theta) + | Angulo de contacto por
(VA2)*(epsilon_r*epsilon0_const)/(2*gamma_12*d_E)) electrohumedecimiento

*Nota: tpf.Vf1 y tpf.Vf2 son las fracciones de la fase 1y 2 contenidas en el modelo.

En la ventana Geometry 1 define las unidades como se muestra en la Tabla 3.3.3.

Size and Shape
Length unit um
Angular unit deg

Para modelar el dominio de la fase 2 se utiliza un arco de circulo, y para el dominio de la fase 1 un rectangulo.
Sigue los siguientes pasos para dibujar los elementos del sistema:

1. Para dibujar la elipse, en P3_EW.mph (root) > Component 1 (comp1l) > Geometry 1 pulsa el botén
derecho, y selecciona Circle.
2. Enlaventanade Circle 1 (c1) copia los valores de la Tabla 3.3.4 y coldcalos en el campo correspondiente.
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Size and Shape Position Rotation angle

Radius r 0 Base Center Rotation | 0 |
Sector angle 180 X 0
y 0

Tabla 3.3.4 Circle 1 P3_EW.mph

*Nota: Circle 1 representa la gota de la fase 2.
3. Elrectangulo se dibuja mediante un procedimiento similar. P3_EW.mph (root) > Component 1 (comp1)

> Geometry 1 pulsa el botdn derecho, y selecciona Rectangle.
4. En laventana de configuracion de Rectangle 1 (r1) copia los valores de la Tabla 3.3.5 y coldcalos en el

campo correspondiente.

Size and Shape Position Rotation angle
Width L Base Corner Rotation | 0 |
Height H X -L/3
y 0

Tabla 3.3.5 Rectangle 1 1 P3_EW.mph
*Nota: Rectangle 1 representa una seccion del canal.
5. Dibuja un punto, en P3_EW.mph (root) > Component 1 (comp1) > Geometry 1 pulsa el botdon derecho,

y selecciona Point.
6. En la ventana de configuracion de Point 1 (ptl) copia los valores de la Tabla 3.3.6 y coldcalos en el

campo correspondiente.

Position
X 0
y 0

Tabla 3.3.6 Point 1 P3_EW.mph

19. Dibuja otro punto, en P3_EW.mph (root) > Component 1 (compl) > Geometry 1 pulsa el botén

derecho, y selecciona Point.
*Nota: Point 1 y el extremo inferior izquierdo del canal forman el primer electrodo.

20. En la ventana de configuracion Point 2 (pt2) copia los valores de la Tabla 3.3.7 y coldcalos en el campo

correspondiente.

Position
X L/3
y 0

Tabla 3.3.7 Point 2 P3_EW.mph

*Nota: Point 1 y Point 2 definen el segundo electrodo. Point 2 y el extremo inferior derecho del canal forman
el tercer electrodo.
7. Construye la geometria, enla ventana de configuracion de Geometry 1 presiona el botén Build All

El resultado final de las operaciones anteriores en Geometry 1 se visualiza en la Figura 3.25.
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Figura 3.25 Geometry 1 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

Definicion del material

En este nodo se definen las propiedades del fluido que llena el microcanal. Es decir las relaciones
constitutivas para la electrostatica y la mecanica de fluidos.

En el nodo P3_EW.mph (root) > Component 1 (compl) > Materials pulsa botén derecho y agrega un
Material.

En la ventana de configuracién Material 1 copia los valores de la Tabla 3.3.8 y colécalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.26 se presenta el dominio seleccionado para este nodo.

*Nota: Material 1define las propiedades de la fase 1

Geometric Entity Selection Materials Contents
Geometric  entity | Domain Density rho_1 kg/m~*3
level Dynamic viscosity mu_1 Pa*s
Selection Manual
1

Tabla 3.3.8 Material 1 P3_EW.mph

C oo a0 60 E 20 0 ‘20 T e B0 flao” 120”0 140 'teo | 180 200

Figura 3.26 Dominio 1 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

En el nodo P3_EW.mph (root) > Component 1 (compl) > Materials pulsa botén derecho y agrega un
Material.

En la ventana de configuracién Material 2 copia los valores de la Tabla 3.3.9 y colécalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.27 se presenta el dominio seleccionado para este nodo.
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*Nota: Material 2 define las propiedades de la fase 2

Geometric Entity Selection Materials Contents
Geometric  entity | Domain Density rho_2 kg/mA3
level Dynamic viscosity mu_2 Pa*s
Selection Manual
2

Tabla 3.3.9 Material 1 P3_EW.mph
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Figura 3.27 Dominio 2 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

Definicién de condiciones iniciales y de frontera
La definicion de la interfase inicial entre la gota y el fluido, el tipo de contacto, se definen en estos nodos.
Del mismo modo los pardmetros de las condiciones de frontera se definen en los nodos del modelo.

Electrostatics (es)
*Nota: En este nodo no es necesario realizar ninguna modificacion.

Charge Conservation 1

Se define la relacidn constitutiva entre el campo eléctrico y la distribucidn de carga, con la permitividad del
medio, esta relacidn se presenta en las ecuaciones (1.1.5) y (1.1.15).

En la ventana de configuracion de Charge Conservation 1 copia los valores de la Tabla 3.3.10 y colécalos en
los campos correspondientes. En la Figura 3.28 se presenta los dominios seleccionados para este nodo.

Equation Material Type Electric Field
E=-V\v Material Non-Solid Constitutive Relative
V- (ekE) = p, Type Relation Permitivity
Relative User Defined
permitivity eps_r
€r Isotropic

Tabla 3.3.10 Charge Conservation 1 P3_EW.mph
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Figura 3.28 Dominios 1y 2 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])
Ground 1

En este nodo se especifican los electrodos para el potencial de referencia, electrodos 1 y 3. Esta condicion
se presenta en la ecuacion (A.1.7).

Para agregar este nodo en el arbol presiona el botén derecho en P3_EW.mph (root) > Component 1 (comp1)
> Electrostatics (es), y elige Ground.

En la ventana de configuracion de Ground 1 copia los valores de la Tabla 3.3.11 y colécalos en los campos
correspondientes. En la Figura 3.29 se presentan las fronteras seleccionadas para este nodo.

Equation Boundary Selection
V=0 Selection Manual
2,4,7

Tabla 3.3.11 Ground P3_EW.mph
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Figura 3.29 Fronteras 2, 4 y 5 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

Electric Potential 1

Esta es la condicién de frontera del potenical aplicado en el electrodo 2, este potencial se utiliza para
modificar el valor de la tension superficial entre el substrato y la gota, esta condicidn se presenta en la
ecuacién(A.1.7).

Para agregar este nodo en el arbol presiona el botén derecho en P3_EW.mph (root) > Component 1 (comp1)
> Electrostatics (es), y elige Electric Potencial.
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En la ventana de configuracién de Electric Potencial 1 copia los valores de la Tabla 3.3.12 y colécalos en los
campos correspondientes. En la Figura 3.30 se presentan las fronteras seleccionadas para este nodo.

Equation Boundary Selection Electric Potential
V=V, Selection Manual Electric V_app
5 Potential
6 Vo

Tabla 3.3.12 Electric Potential 1 P3_EW.mph
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Figura 3.30 Fronteras 5y 6 P3_EW.mph
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Two Phase Flow, Level Set (tpf)
En este nodo se definen los nodos para las relaciones constitutivas, restricciones, y condiciones de frontera
para la solucién de las ecuaciones que modelan la mecdnica de fluidos bifasicos, donde se definen aspectos

como son la tension superficial y el angulo de contacto. Para determinar que en la solucidn se discrimine los
efectos inerciales del flujo, es necesario realizar la configuracion de este nodo.

En la ventana de configuracién Two Phase Flow, Level Set (tpf) copia los valores de la Tabla 3.3.13 y
colécalos en el campo correspondiente. Este nodo utiliza los mismos dominios de la Figura 3.3.

Equations Domain Selection Physical Model
P Selection All Domains Compressibility Incompressible
pa_u =4+F 1 flow
t Turbulance None
model type
-
V. [—pl + ;J(Vu +(Vu) ]]-I- P9+F Neglect inertial
V-u=0 term (Stokes
flow)

Tabla 3.3.13 Two Phase Flow, Level Set P3_EW.mph

*Nota: Fy es la fuerza por tension superficial, la cual se considera como una fuerza de cuerpo pero

Unicamente tiene interaccion en la interfase entre los fluidos, esta consideracion se pude hacer al observar
la ecuacion (1.1.31), igualando F,, = F.

Fluid Properties 1

En este nodo se define la relacién constitutiva para cada fase (densidad y viscosidad) y entre fases (tension
superficial), para ello se utiliza la definicion de Material 1 y Material 2.

En la ventana de configuracién Fluid Properties 1 copia los valores de la Tabla 3.3.14 y coldcalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza los mismos dominios de la Figura 3.28.
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Fluid 1 Fluid 2 Surface Tension

Fluid 1 Domain Fluid 1 Domain Neglect
Material Material Surface
Density p From Density p From Tension
material material Surface User
Dynamic From Dynamic From Tension defined
viscocity u material viscocity u material Coefficient
o sigma_12

Tabla 3.3.14 Fluid Properties 1 P3_EW.mph

Wall 1

En este nodo se define la condicién de frontera en la superficie del microcanal, se conoce como la condicidn
de no deslizamiento, esta condicién se presenta en la ecuacién (A.3.2). Los valores del nodo se presentan
en la Tabla 3.3.15.

*Nota: En este nodo no es necesario realizar alguna modificacion. Se crea por defecto al utilizar la interfase
de flujo bifdsico.

Equations Boundary Condition
Boundary No Slip
W= D Condition

Tabla 3.3.15 Wall 1 P3_EW.mph

Initial Values 1
En este nodo la geometria inicial de la fase 1.

En la ventana de configuracion Initial Values 1, copia los valores de la Tabla 3.3.16 y coldcalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.26.

Initial Values
Velocity Field
0
v 0
p 0
Reciprocal initial interface | Tpf.GOi
Fluid inital in domain Fluid 1

Tabla 3.3.16 Initial Values 1 P3_EW.mph

Initial Interface 1
En este nodo se define la interfase inicial entre las fases 1y 2.

En la ventana de configuracion Initial Interface 1 copia los valores de la Tabla 3.3.17 y colécalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.31 se presenta la frontera seleccionada para este nodo.

Boundary Selection

Selection Manual
9

10

Tabla 3.3.17 Initial Interface 1 P3_EW.mph
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Figura 3.31 Frontera9y 10 P3_EW.mp

Initial Values 2

En este nodo la geometria inicial de la fase 1.

80 1200 a0

180

h (Dimensiones en [um])

200

En la ventana de configuracidn Intial Values 2 copia los valores de la Tabla 3.3.18 y coldcalos en el campo
correspondiente. Este nodo utiliza el mismo dominio de la Figura 3.27.

Initial Values
Velocity Field
0
v 0
p 0
Reciprocal initial interface | Tpf.GOi
Fluid inital in domain Fluid 2

Tabla 3.3.18 Initial Values 1 P3_EW.mph

Outlet 1

En este nodo se define la condicion de frontera de salida de flujo del microcanal, se define como una
condicion de presidn termodinamica, esta condicion se presenta en la ecuacion (A.3.3).

En la ventana de configuracién Outlet 1 copia los valores de la Tabla 3.3.19 y coldcalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.32 se presenta las fronteras seleccionadas para este nodo.

Equations

Boundary Selection

Boundary Condition

Selection Manual Boundary Pressure,
1 Condition no viscous
8 stress
Pressure p, 0

Tabla 3.3.19 Outlet 1 P3_EW.mph
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Figura 3.32 Fronteras 1y 8 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

Wall 2
En este nodo se define la condicidn de frontera para una superficie mojada, en él se define el dngulo de
contacto, esta condicidn se presenta en las ecuaciones (1.2.18), (A.3.5) y (A.3.6).

En la ventana de configuracion Wall 2 copia los valores de la Tabla 3.3.20 y coldcalos en el campo
correspondiente. En la Figura 3.33 se presenta la frontera seleccionada para este nodo.

Boundary Selection Boundary Condition
Selection Manual Boundary Wetted Wall
2 Condition
4 Contact Angle | Theta
5 Ow
6 Slip Lenght h
7 B

Tabla 3.3.20 Wall 2 P3_EW.mph

o0 0 0 4a 20 0 0 40 &0 @0 a0 120 | 140 10 130 200

Figura 3.33 Fronteras 2, 4, 5, 6 y 7 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

Mallado
En el nodo Mesh 1 se utiliza la secuencia por defecto. Para construir el mallado presiona el botdn Build All,
gue esta en la ventana de configuracion.

El resultado final se aprecia en la Figura 3.34.
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Figura 3.34 Mesh 1 P3_EW.mph (Dimensiones en [um])

Solucién y presentacion de resultados
En el nodo Study 1, que estd en el arbol del modelo P3_EW.mphh (root) > Study 1, pulsa el botén de
Compute.

Grupos de grdficos

Electric potential

En este grafico se muestra la distribucidn de potencial eléctrico y su variacidn en el tiempo. La Figura 3.35
muestra la distribucion de potencial en t = 0[s]

Time=0 Surface: Electric potential (V)

T T T T A 8.4444
140 -

120 - 8
100 t
80 6
60 5
40 4
20 3
0 2
20 - 1
-40 - 5

50 o 50 100 150 ¥ -0.4444

Figura 3.35 Electric Potential P3_EW.mph (Dimensiones en [um] Grafico de colores en [V])

Volume Fraction.
En este grafico se muestra la fraccion de volumen de la fase 2 (gota) y su variacion en el tiempo. La Figura
3.36 muestra la fraccion de volumen de la fase 2 en t = 0.0095(s]
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Time=0.0095 Surface: Volume fraction of fluid 2 (1)
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Agrega un grupo mas de graficas para obtener la variacidn espacial y temporal del dngulo de contacto
cuando la gota se desplaza.

Para la evolucion del movimiento de la linea de contacto se crea una animacion GIF.

1. Enelnodo P2_DEP.mph (root) > Results > Export presiona el botén derecho y elige Animation
2. Enlaventana de configuracion Animation 1, copia los valores de la Tabla 3.3.21 y coldcalos en el campo
correspondiente.

Scene Output Animation Editing
Subject | Volume Output Type Movie Sequenced type Stored
Fraction Format GIF solutions
Filename EW Loop over All
Frame per second 10 solutions
Selected via Stored
output
times
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Conclusiones

Los fendmenos que se emplean en el desarrollo de sistemas Lab On a Chip frecuentemente involucran la
interrelacion entre diversos fendmenos fisicos, como es la interaccion entre la electrostatica y la
microfluidica. Debido a la complejidad del andlisis y, por tanto, del diseiio de los dispositivos LOC, se creyd
conveniente la creacion de documentacion para el aprendizaje y comprensién de los principios empleados
en estos dispositivos, por medio de la estructuracion de practicas guiadas.

Se analiz6 la funcionalidad del software COMSOL Multiphysics y se concluyd que sus caracteristicas eran las
mas adecuadas para el desarrollo del aprendizaje practico, porque es un software con distintos mdédulos
qgue permiten la resolucion de distintos problemas de fendmenos fisicos (térmicos, eléctricos, mecanicos,
etc.), y la capacidad de realizar los posibles acoplamientos entre éstos fendmenos, como es el caso de los
efectos electrocinéticos en micro flujos.

Posteriormente, se realizé una investigacion bibliografica de los principios fisicos empleados en los sistemas
LOC, como los son la doble capa eléctrica, la dielectroforesis y el electrohumedecimiento. Para poder definir
cada uno de los elementos requeridos por el software en la simulacion de los principios fisicos de los
dispositivos LOC, como son las ecuaciones diferenciales que rigen la evolucion del sistema, las condiciones
de frontera, las relaciones constutivas y las simplificaciones o restricciones espaciales o temporales.
Ademas, con el fin de comprender el procedimiento de solucién empleado por COMSOL Multiphysics, se
buscé material bibliografico enfocado en la descripcidn del andlisis por elemento finito, método empleado
por el software.

Posteriormente se inicié con el dominio y aprendizaje de la utilizacidn de la interfaz gréfica del software y
sus distintos mddulos, para el planteamiento y solucién de fendmenos de multifisica implicados en la
microfluidica y los fendmenos electrocinéticos.

Finalmente, se realizaron tres practicas que incluyen los siguientes aspectos: 1) los objetivos y una
descripcion breve del problema 2) una guia paso a paso para el dibujo de la geometria que representa el
sistema 3) la definicidn de los datos necesarios para la solucion del problema y la relacién que tienen estos
entre la base tedrica y la interfaz del software 4) procedimiento para la realizacién del mallado y cémputo
de la solucién 5) presentacion resultados y graficas y 6) anexos sobre cdmo realizar modificaciones de los
datos introducidos o de la geometria del sistema, para observar los cambios que produce en los resultados.

Las practicas presentan los fendmenos de microfluidica como son la doble capa eléctrica, dielectroforesis y
electrohumedecimiento.

La primera practica fue pensada con el objetivo de introducir a los estudiantes en el uso de la interfaz grafica
del software COMSOL Multiphysics. Por ello se decidio realizar una practica correspondiente a la doble capa
eléctrica, debido a que este efecto se presenta en la mayoria de los fenémenos de electro actuacion. Para
el planteamiento y solucién de la doble capa eléctrica se propuso una particula como la fase sdlida, con
geometria elipsoidal, suspendida en un medio electrolito. En esta practica se emplean las interfaces de
transporte de sustancias quimicas diluidas y de electrostatica, para resolver la ecuacion de Poisson y Nernst-
Planck, que son los modelos que definen la concentracién de iones en un medio fluido y la distribuciéon del
potencial eléctrico, respectivamente.

En la segunda prdactica, para el andlisis de la dielectroforesis, se propone un microcanal con un arreglo de
electrodos, una seccién principal y dos canales de salida. En él se encuentra una particula esférica dieléctrica
inmersa en un fluido. Para la solucién de este problema se utilizan las interfaces de flujo de Stokes y de
corriente eléctrica de los mddulos de mecanica de fluidos y electromagnetismo. Ademds, con el uso de la
interfaz de rastreo de particulas en un flujo, es posible trazar la trayectoria de una particula sometida a
distintas fuerzas, como es la fuerza de arrastre, debida a la resistencia del fluido por el movimiento de la
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particula, y la fuerza por dielectroforesis. Esta fuerza se debe al campo eléctrico no uniforme, generado por
el arreglo de electrodos y la polarizacidn de la particula, derivada de la diferencia de permitividad entre la
particula y el medio. Uno de los objetivos de la practica es comprender como al variar alguno de los
parametros en la definicién de problema, es posible deflectar la particula por alguno de los microcanales de
salida.

La dltima practica muestra el fenédmeno del electrohumedecimiento, lo cual se pude modelar mediante la
interfaz de flujo bifasico del médulo de mecanica de fluidos. Para estudiar este fendmeno se propone el
movimiento de una gota de agua en contacto con un substrato y rodeada por un fluido no inmiscible. El
movimiento se logra modificando el angulo de contacto, que es el angulo entre la interfaseintrfase?? del
substrato con la gota y la intrfase interfasede la gota con el fluido. Para ello es necesario modificar la tensidn
superficial entre el substrato y la gota, lo cual se logra al aplicar un potencial eléctrico entre el substrato y
la gota. De esta manera se puede cambiar un contacto hidrofébico (dngulo obtuso) a un contacto hidrofilico
(dngulo agudo). En esta practica se define un arreglo de electrodos en el substrato, con el fin de provocar el
fenédmeno de electrohumedecimiento.

Dentro de los intereses del grupo de BioMEMS del Centro UNAMems, ademds de comprender los distintos
fendmenos de electro actuacién, ya mencionados, para la manipulacion, seleccién, caracterizacién y
transporte de células de diversos tejidos, y el disefio de dispositvos LOC. También es de interés estudiar el
transporte de sustancias quimicas a través de una membrana, que interactia con las propiedades
fisicoquimicas del medio interior y exterior a la misma. Debido a que el transporte de estas sustancias
requiere un flujo, es necesario comprender la interaccién del flujo con las estructuras celulares para evitar
deformaciones severas. Estos fendmenos pueden ser estudiados mediante el analisis de elemento finito.

Finalmente cabe resaltar que es de gran importancia la generacion de herramientas y documentos de apoyo
para el uso de software con capacidades de simulacién para cada uno de los fenémenos presentados en los
sistemas LOC. esto debido a la profundidad que se le da al estudio de los mismos en el Centro UNAMemes,
cuyos estudiantes de licenciatura y posgrado pertenecen a diferentes areas de la ingenieria y estan
interesados en el aprendizaje de esta tecnologia emergente para aplicaciones biomédicas y bioquimicas a
escala micrométrica.
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A Anexos

A.1 Condiciones de frontera en electrostatica

En este anexo se determinan las componentes tangenciales y normales del campo eléctrico, para interfaces
entre dos dieléctricos.

Para determinar la componente tangencial del campo eléctrico se utiliza la integral de linea para el trabajo
eléctrico (ecuacién (1.1.6)), la cual pasa por los puntos A,B,Cy D y regresa a A. Como se observa en la
Figura A.1.

C ¢ t B
t a
Interfaz T é1
< b
t a )
L’-
D

A
Figura A.1 Campo eléctrico en la interfase de los medios 1 y 2. (Tomado de Masliyah, 2006, pag. 63).
B c D A A
fE-dl=f E-dl+f E-dl+f E-dl+f E-dl=—f Vo-dl=0
A B C D A

La integral es igual a cero, debido a que recorrido termina e inicia en el mismo punto. Si a = 0 los puntos
A,B,C vy D se acercan a la interfase y la ecuacion anterior sera:

c A
fE-dl+fE-dl=0
B D

De la figura anterior se observa que el recorrido BC se realiza en la direccion del vector tangente £, mientras
que DA se recorre en direccion opuesta (-t). Y dado que al acercarse los puntos a la interfase, es decir B —
AyC - D.

D A D
A

A D

La ecuacidn anterior determina que la componente tangencial del campo eléctrico permanece sin cambios
en la interfasel’,.

(E,—E,) t=0, 1T, S

El andlisis realizado se puede usar para encontrar las condiciones de frontera para el potencial eléctrico.
Para integral de linea de A a B cuando a = 0, se tiene.
(A.1.2)
Y1 -9, =0, r-I,
Para determinar la componente normal del campo eléctrico en la interfase se utiliza la ecuacién (1.1.12).
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n, I8}

Interfaz
Ti2

Figura A.2 Ley de Gauss en la interfase de dos medios. (Tomado de Masliyah, 2006, pag. 65).

Para este caso utilizaremos la ley de Gauss en el cilindro

fpedej D-ndS+J D-nd5+f D-ndS
Q r r,

1 I's

De la ecuacién anterior se puede discriminar el ultimo término, si la altura del cilindro tiende a cero a = 0,
como se observa en Figura A.2. Entonces las superficies I} y I, se acercan a la interfase, por tanto podemos

hacerlas iguales I';, = I; = I, y con normales en las direcciones n = n; = —n,.
f D-nd5+f D-ndS = Dl-n1d5+f D, n,dS = (Dy—D,)-ndS
Iy 1)) I I F12

Por otro lado al hacer a — 0 la integral de volumen de la densidad de carga se comportara como una
integral de superficie, esto se puede lograr si la densidad de carga eléctrica se considera como una densidad
de carga eléctrica en la superficie I,

lim | p,dV = j qs dS
Q r

a—0
12
Igualando los términos

r

12 T12

Con la permitividad eléctrica de cada medio.

(A.1.3)
qs = &o(er1E1 — €2E;) " m, r-TI,

Utilizando un procedimiento similar, para la densidad de corriente eléctrica se puede obtener la siguiente

condicion de frontera (Kirby, 2010).

(0,E; — 0,E;) n=0, T (A.1.4)

Ademéds de las condiciones anteriores, en las paredes de los canales (I;;,) se considera que no existe campo
eléctrico normal a la pared de este modo.

D-n=0, ro I, (A.1.5)
J - n=0, r-o I, (A.1.6)
Y=V, 1Ty (A.L7)

Las condiciones de frontera anteriores se representan en la Figura A.3
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rcH

D-n=0

w=Vo

Figura A.3 Condiciones de frontera electrostaticas para un microcanal.

A.2 Ecuacién Navier Stokes para un numero de Reynolds << 1

Para obtener la ecuacién de conservacion de momentos sin los efectos de inercia es necesario escribir las
ecuaciones de Navier Stokes en su forma adimensional.

* x * v * P~ P t t
X =—;,V = ; = H =

d, Us P HUq dp

dp Uoo

El vector de posicion r se divide entre d,,, que es el didmetro de una particula inmersa en el flujo. La
velocidad del flujo v, entre U, la velocidad estacionaria del flujo lejos de la particula. La presion p — P,
donde p, es la presidn en la lejania de la particula, que es un valor constante, se compara con las fuerzas
viscosas, que son los efectos dominantes para un bajo nimero de Reynolds, en este caso se toma el
gradiente de velocidad del flujo U, respecto al diametro d,, de la particula (Kundu, 2002). Sustituyendo en
la ecuacion de Navier-Stokes.

v
otV P+ (VY 4 (V)T) = 0

Re

De la ecuacion anterior el término Re es el nimero de Reynolds, de la ecuacion anterior se observa que
para discriminar los efectos inerciales del flujo, se requiere Re < 1.

Ve (—p I+ Vo + V) =0 2
A.3 Condiciones de frontera en la conservacion de momentos de fluidos

Un fluido cercano a una pared (I},) tenderd a adherirse a la misma y por tanto ir a la misma velocidad, esta
condicion se llama de no deslizamiento. Esto es valido Unicamente para superficies sélidas, excepto en
algunos casos como en la electroésmosis o el electro-humedecimiento (Kirby, 2010)).

v=V,, r>T, (A3.1)

En la ecuacion (A.3.1) V, es la velocidad de la pared, cuando la pared es inmovil:

v=0, r T, (A.3.2)

En las conciones de frontera anteriores r es el vector de posicidn en la frontera [,,.

Otra condicién de frontera en dispositivos LOC se presenta en la entrada o salida de un micro canal (I';;). En
esta frontera se puede definir tanto condicién de velocidad como de presidn:

(A3.3)
P = DPio» r— I

A.3.4
V=D, r-T, ( )
En las conciones de frontera anteriores r es el vector de posicién en la frontera [},. Las condiciones de
frontera anteriores se representan en la Figura A.4
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v=0 r|,'|,-

En la linea del contacto (ver Figura 1.18) es necesario establecer dos condiciones de frontera, conocidas
como el deslizamiento de Navier. Esta condicidn es necesaria para que la linea de contacto se desplace en
una superficie sélida inmovil, de lo contrario Unicamente por la condicidn (A.3.2) no se desplazaria.

El deslizamiento de Navier estipula que en la linea de contacto (Kirby, 2010):

e Lavelocidad tangente, respecto a la superficie, en la linea de contacto es proporcional al gradiente
de la velocidad tangencial del fluido en la direccion normal a la superficie sélida (ver (A.3.5) ).

e Lavelocidad normal, respecto a la superficie, de la linea de contacto es cero; debido a que no existe
intercambio de masa entre la superficie y el fluido (ver (A.3.6)). B

B(Vw-t) n=v-t r-C

v-n=0, r-C,
A 8 se le denomina la longitud de deslizamiento, es la longitud en la cual la velocidad del flujo es igual a
cero, cuando se presenta un esfuerzo cortante en el fluido. Cuando 8 — 0 se tiene la condicién de no
deslizamiento. En las ecuaciones anteriores t es un vector tangente a la superficie sélida y nes un vector
normal a la misma y C; es la linea de contacto entre las fases 1, 2 y el substrato sélido. Y 1 es el vector de
posicidn en esta frontera. Ver Figura A.5

vt

X c.

Las dimensiones de la longitud de deslizamiento son por lo general del orden f~10[nm] y depende de las
caracteristicas fisicas del fluido y sélido en contacto, asi como del fenémeno fisico involucrado.

Los radios de curvatura determinan que tanto se curva una superficie. El inverso de los radios de curvatura

- . . 1 1 .
son las curvaturas de la superficie en el algiin punto de la misma (R, = - sRp = ;ﬁ ). Ver Figura A.6.
a

Para el caso de plano los ambos radio de curvatura son cero (Rg = R, = 0), mientras que para una esfera
conradio a soniguales (Rg = R, = a), en el caso de un cilindro un radio es igual al radio de la circunferencia
b mientras que el otro radio es cero (Rﬁ = 0; R, = b). El promedio de las curvaturas es la curvatura media.

1
H=E(Ka+KB)
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Figura A.6 Interfase con radios de curvatura. (Tomado de Berthier, Micro-Drops ans Digital Microfluidics, 2013, pag 21).

A.5 Permitividad equivalente para una particula tipo membrana

Para este analisis se utilizan las ecuaciones (1.1.19) y (1.1.20) y se utiliza un potencial mas 15 para modelar
el interior de la membrana. Utilizando las siguientes condiciones de frontera.

& - =& =2 r—- I
1 2] 2 2] ’ 12

& -2 =& = r- L
2 2] 3 ) , 23

Y la conservacion del el potencial eléctrico.

Y1 =1y, r— I,
Y, =3, r— I3
Para el potencial eléctrico en el medio se obtiene.

£ p ( &3 — & ) 3p cos @ Q
=— —|{——— —_—, r
01 T COS 0t 26, aiEy | =3 €8y

Donde la expresion entre paréntesis es la magnitud del dipolo eléctrico efectivo, para una membrana.

23— &

3
=|——|adjE
Pers (523 +2 51) 170

La cual tiene el mismo aspecto que la ecuacion para una particula esférica sélida, pero la permitividad de la
particula €, se intercambia por la permitividad equivalente &,5 (Jones, 1995).

() +2(2)
3 —
@) +E5=28)

Este modelo es util debido a que la aplicacidn de la dielectroforesis en sistemas LOC es en la manipulacién
de células, ya que estas, se pueden considerar como membranas dieléctricas de forma esférica.

€23 = &

(A.5.1)
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A.6 Principio del método de elemento finito

El algoritmo para la solucion de problemas utilizando elementos finitos se puede resumir en los siguientes

puntos.

e Discretizacion del dominio
o Formas de los elementos: el analisis por elemento finito discretiza la geometria irregular
del sistema en elementos finitos regulares. Los elementos finitos estan definidos por los nodos.
Estos elementos pueden ser estructurales o no estructurales. Los elementos estructurales
tanto en una, dos o tres dimensiones tienen un patron definido que se repite en toda el
dominio del sistema. En la Figura A.7 se muestran los elementos para dos y tres dimensiones.
Cada elemento tendra un cierto nimero de nodos, el software le asigha una numeracion a

cada nodo.
2

2 3 :

1
3 l:l
3d
D 1 4 4

1 5

Triangular Rectangular

Tetraedro Prisma rectangular

Elementos 2D Elementos 3D

Figura A.7. Elementos finitos estructurales en 2D y 3D (Tomado de Rao, 2011, pags. 54, 55).
Los elementos no estructurales dependen del algoritmo de discretizacion del software, existen

distintos algoritmos como lo es el método de avance de frente, que se utiliza para geometrias
en 2D o la triangulacion de Delaunay tanto para geometrias en 3D como en 2D. Estos
elementos no estructurales se utilizan cuando la geometria es irregular o carece de simetria
(ver Figura A.8).

VAN Vb
VAVS VAT

KD

Figura A.8. Discretizacidn con elementos no estructurales de una geometria irregular (Tomado de Zienkiewicz, 2005, pag. 284).

o Funciones de interpolacion: después de discretizar el dominio con los elementos finito. El
siguiente paso es desarrollar para cada elemento ecuaciones algebraicas, para hallar una
solucién aproximada. Para una variable escalar u en un elemento de una dimensién 1D, con n

nodos, se puede expresar una aproximacion .
n

u(x) ~ 4x) = Z Wiy (%) (A.6.1)

l
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La aproximacion es una  suma de los valores de la  solucién
u; = u(x;) enlalocalizacién de nodo, por funciones de interpolacion polinomiales N;(x). Cada
funcidén es independiente, el grado del polinomio igual al nimero de nodos en el elemento
menos uno. Estos polinomios son funcién de la variable de posicion x.

Por ejemplo, las funciones de interpolacion lineales para un elemento de 2D triangular, estan

representadas en la Figura A.9.

Figura A.9 Elemento triangular y funciones de interpolacién (Tomado de Chapra, 2010, pag. 904).

Estos polinomios tiene la siguiente descripcién matematica:

3

7 = ) wN@,  x= )

4

1
Ni(x) = (ﬂ) [Ge2ys — x3y2) + (V2 — y3)x — (x5 — x2) Y]
1
NoG) = (57) sy = 3599) + 05 = 7% = Gy = 23] (n62

1
N3G = (57) [Gays = 5:3) + O = ¥2)x = (6 = 1))

El area del triangulo esta definida por A.

1
A= 2 [(2ys — x32) + (31 — x1Y3) + (XY, — %2¥1)] (A.6.3)

Para una solucién aproximada generalizada #(x), en funcion del vector de posicion x, las
funciones de interpolacién deberan cumplir con los siguientes requerimientos:
1. Cuando el valor de la variable aproximada #(x) es constante en cada nodo del
elemento (u; = uj; Ljs<n ), el gradiente en elemento debe ser igual a 0, por tanto
las funciones de interpolacion deben cumplir con la siguiente restriccion.

u(xo) = uo = U 'zn:Ni(x); zn:Ni(x) =1

Es decir, la suma de las funciones debe ser igual a la unidad.

2. La solucién aproximada debe ser continua entre los elementos, es decir, s dos
elementos tienen un nodo en comun, en ambos nodos el valor de la solucién
aproximada deber ser el mismo. Este requisito se cumple cuando las funciones de
interpolacidn son polinomios del vector de posicién.

3. Los polinomios de interpolacion deben tener derivadas parciales continuas de un
orden igual a la derivada de mayor orden del funcional® que define la evolucién de
sistema (Rao, 2011).

5 Funcional: es una funcidn del estado del sistema, depende de las variables de interés y sus derivadas
parciales. En muchos problemas fisicos el funcional es la energia del sistema mas las restriccion de las
condiciones de frontera.
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En general el grado del polinomio P de las funciones de interpolacidn dependera de la dimensién D, de
los bordes V, el nimero de nodos N del elemento.

Desarrollo de las ecuaciones para elemento finito: en esta fase las ecuaciones diferenciales se
convierten en ecuaciones algebraicas. Estas ecuaciones son obtienen mediante las formulacidn débil
de las ecuaciones de equilibrio.

Por ejemplo para la distribucion de carga eléctrica (1.1.16) se tiene la siguiente ecuacién de equilibrio.
VY —p(x) =0, x€e
La posicion se define mediante el vector x. Las condiciones de frontera son:
(V) n—-p(x)=0, x-TW
Pp—q)=0, x->T®
Donde '™ son las fronteras donde se cumplen las condiones de Neumann y I'®) son las fronteras

de las condiciones de Dirichlet. Sustituyendo (A.6.4) y (A.6.5)en el funcional para la distribucién de
carga (Zienkiewicz, 2005).

F= fﬂ N(—eT — pp) dV — jr(m W [p = o) nlds - |

n'(q —y)ds
r®d

En la ecuadn anterior 7 es una funcidn de prueba que es diferente de 0 en el dominio £, y n)'es una
funcidn que se encuentra definida en la frontera I' y es también distinta de 0 La formulacion débil de la
ecuacién de equilibrio desciende el orden de la ecuacion diferencial, mediante el teorema de la
divergencia.

f n(eV3yY) dV = —f vy - (V) dV +f n(eVy) -ndS
Q Q r

Sustituyendo en (A.6.6).

F=LVn'(SVllJ)dV—Lﬂn(st)-ndS—Lnpth—J ' = V) mlds

aQ

- j n'(q — ¥) dS
aq®D)

Dado que I'® U T™ =T La formulacién débil de la ecuacién de Poisson se escribe.

F=f Vn'(EVqD)dV—f npth—f n’(q—l/))dS—f n'pdS
Q Q ) @)

Para encontrar las ecuaciones algebraicas que representan la ecuacion de equilibrio en el elemento
finito se utiliza el método variacional (también es posible utilizar la formulaciéon de los residuos
ponderados), nse intercambia por la variacidn de la solucién exacta §¢.

n=56p=9 -1
Suprimiendo por un momento las condiciones de frontera y sustituyendo para un elemento finito Q€ la
variacion 6y, se obtiene la variacidn del funcional §F.

5F = f V(6Y) - (V) dV — f 5 (pe) AV
Qe Qe

Para simplificar el primer término se utiliza el hecho que la variacién es un operador lineal.

V(6y) = 6(Vy)

De este modo, la formulacion débil se expresa.

j&p(svzzp)dV:aj %S(Vl[)'VI/J)dV
ne ae
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La variacién del funcional queda expresada con la formulacién débil de la ecuacidn diferencial.

1
SF=6| —e(Vy-Vy)dV — f oY p. dV
Qe 2 Qe

Dado que la variacion (A.6.7) se aplica Unicamente en la variable de interés, el funcional de la
distribucion de carga se puede expresar.

— 1 . d
F—fm[ze(vw V) = pldv

Dado el término de mayor orden del funcional es uno los polinomios de interpolacién para el potencial
eléctrico, las funciones de interpolacién deben ser por lo menos lineales o de grado superior.

P = ilpiNi(x)

Sustituyendo la aproximacion (A.6.8), para un elemento en la variacion del funcional (A.6.7).

0F =6 N %giinNi(x) 'i%wvj(x) av — Le 5(21: ‘PiNi(x)) pe dV

6F =6 %ii%‘ﬁjkﬁ + 5(2 1/Jifie>

Donde.

K& = jﬂeg [VN;(x) - VN;(0)]dv ,  ff = —LeptNi(x) av

En (A.6.9) la matriz Ki‘j- es la matriz de rigidez del elemento, que es una matriz simétrica, y f;° es el
vector de efectos externos o de fuente del elemento (Chapra, 2010). Aplicando la variacion en los
valores de ¢, dado que la variacidon Unicamente se aplica en la variable de interés.

6F = ii&pi (p; K5 + zn:&lnff
i i

Si la variacion esta es estacionaria (6F =0) en el dominio del elemento, es decir que se encuentra un
valor éptimo del funcional (Zienkiewicz, 2005, pag. 83) y se obtiene la ecuacion del elemento finito.

K°® =K, Y =1, fe=f
Ke9e+f°=0, xecQ°

Estas ecuaciones se generan para cada elemento e del dominio Q = U, Q°.

Debido a la condicién de continuidad en las funciones de interpolacién, las condiciones de frontera se
desprecian en el dominio (). Sin embargo, en los elementos cuya frontera I'¢ tenga interseccion con la
frontera del sistema I'® N T # 0. Las condiciones de frontera de Neumann se pueden sumar un efecto
externo en el nodo de la frontera, mientras que las condiciones de Dirichlet fuerzan el valor de la
variable de interés en los nodos en la frontera.

o= oM@ av—[ (v mNGds  wi=q@) w1
Qe re

Estas ecuaciones se pueden generalizar mediante la siguiente expresion.
Ky® +g° =0, x— TIe
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Cuando la variable de interés es un vector, como en el caso del campo de flujo, se puede generar para
cada componente del vector la matriz de rigidez K®, el vector de efectos externos f¢ y la matriz de
divergencia Q¢ (Bruss, 2008, pags. 328,329).

Kvg - Qap°=fa a=xyz
Cada uno de los componentes anteriores se define de la siguiente forma.

K® =K = J- 1 [VN; (%) -VNj(x)]dV, Ve = vy, a=xyz
Qe

e pe ON;(x) e _
Q= CQaij=| K| N(x)|dV, p*=p, a=xy7z
Qe a

fe = f (F}p) 4N;(x) dV — f [pn — un-v(w)], N;(x) dS, a=x7y,z
Qe re

e Ensamble de las ecuaciones: después que las ecuaciones de cada elemento se han desarrollado,
estas deben ser enlazadas, para obtener comportamiento de todo el sistema.

El ensamble es un mapeo en el cual cada uno de los nodos locales i del elemento e, se le asigna un
numero de nodo global I. Por ejemplo, en la figura siguiente con tres elementos finitos, el elemento 1
se compone de tres nodos locales 1%, 2!,3!; que tienen su correspondencia con los nodos globales
19,45, 26, respectivamente (ver Figura A.10).

! Nodo Local

% Nodo Global
() Elemento

El ensamble se pude pensar como un elemento finito global, formado por N nodos globales. Asi los
valores del vector y{ de cada elemento, se mapean a valores del vector global I/J,G, esto se logra por la
condicion de continuidad en los nodos. De la figura para este ejemplo se observa que en el nodo global
3%, se tienen los nodos locales 2!, 1}, de los elementos 2 y 3 respectivamente. Entonces el tercer valor
del vector global 1§, es igual al valor de la variable de interés en los nodos locales 2,1¢, de los
elementos 2 y 3.
v =i =i
Para el nodo global 4%, se tiene 3 nodos locales, uno de cada elemento.
Vi =13 =93 =93
Por otro lado para el nodo global 2¢, inicamente se tiene el nodo local 1!, del elemento 1.
Vs =3

El vector global queda definido.

Vi =vi =9, Yi=v;  Yi=yi=vyi, Yi=yi=vi=vyi Y=y}
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En general el vector global de la variable de interés dependera de la numeracion de los nodos globales,
el mapeo de la numeracion de los nodos locales y la conectividad entre los elementos en los nodos
globales.

Para encontrar la matriz de rigidez global K¢, primero se mapean las matrices de rigidez de cada
elemento K¢ a los nodos globales.

K - Kf
Utilizando el elemento 1¢, de la figura anterior, el elemento contiene 3 nodos por tanto la matriz de
rigidez sera de 3x3.

1 1 1

Kll KlZ K13

1 _ 1 1 1
Kij - K21 K22 K23
1 1 1

K31 K32 K33

Esta matriz mapeada en los nodos globales es una matriz de 5x5, dado que 1%, 2%, 3! se relacionan con
1¢,4%,25 |a matriz tendra los siguientes coeficientes.

Kiy Kis 0 Kiy 0
Ky K 0 K 0]
0 0 0 0 O©
K31 Kijs 0 K3 0
Lo 0 o0 o o

1 1 _—
K - Ky =

Posteriormente utilizando la condicidon de continuidad en todos los nodos del dominio €, se suman,
para todos los E elementos, las matrices de rigidez mapeadas y el resultado es la matriz de rigidez global
(Sadiku, 2009).

E
K¢ =Kj = ZKf]
e

[K + K Kis Kf K, + Kfs 0]

I K311 K313 0 K312 0 I

K¢ = K3 0 KZ + K3 K3 + K K3 I
K+ K3 Kl Ki+ K3 Kh+Kh+KE K3

0 0 K} K3, K3,

El mismo procedimiento se utiliza para encontrar el vector de efectos externos.

fe - ff, fc::]cIG:zE:er

[ A+ ]
[ fi |
fG = f22 +f13
fotfi+fs
f3

Asi la ecuacidén del ensamble para la ecuacién de Poisson del potencial eléctrico utilizando las
ecuaciones (A.6.12) y (A.6.13) es.
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KS®+f6=0

Solucién de las ecuaciones: Los procedimientos anteriores se utilizan para convertir un sistema de

continuo, con un nimero de grados de libertad infinito, en un sistema discreto, con un niumero de

grados de libertad (nodos) finito. Ambos tipos de sistemas también tienen otra clasificacidn, estas

categorias dependen de la evolucion, es decir el cambio del sistema en la variable temporal. En general

los sistemas pueden ser (Kallakin, 2001):

o

Estdticos: son aquellos sistemas en el que el estado del sistema permanece constante en el
tiempo, es decir estacionario o de estado estable.

Ky + f¢ =0, xeQ

H°Y® +g° =0, x- TIe

De valores propios o caracteristicos: son similares a los problemas estaticos. En los problemas

de valor caracteristico se determinan distintos valores criticos del sistema, ademas de la

solucidn estacionaria. Por ejemplo determinar las frecuencias naturales de resonancia en un

circuito eléctrico o las vibraciones en un sistema mecdnico. Su ecuacién de elemento finito es:
Key?® —1¢° =0, xeQ

HyY® + g° =0, x- TIe

Problemas de propagacion: son problemas donde la evolucidn del sistema estd relacionada
con el estado inicial del sistema. Este tipo de problemas se les conoce como transientes.

62 e 0 e
—¢+Ke’i+Ketpe—fe=0, xeQt=0

Ke/l
Jat? Jt

HéY® + g° =0, x> ILt=0

o
SS9 W= =0

Para este los sistemas de este tipo se discretiza el sistema mediante el método de diferencias finitas

para la variable temporal y el método elementos finitos para la variable espacial.

Para cualquier tipo de problema, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales, para la solucion este

sistema se pueden utilizar distintos métodos numéricos estos se pueden dividir en directos o iterativos
(Rao, 2011):

@)

Directos: con estos métodos se puede obtener la solucién exacta, mediante un nimero finito
de pasos aritméticos sencillos. Sin embargo, en sistemas computacionales estos métodos no
dan buenos resultados, debido al truncamiento numeérico. Estos errores incluso pueden
acumularse de tal forma que un resultado llegue a ser inutil. Es por esta razén que se continla
haciendo investigacion para encontrar métodos directos que minimicen el error. Los métodos
directos mas utilizados son el de eliminacidon Gaussiana, la descomposicion de Choleski y la
matriz inversa.

Iterativos: para encontrar la solucién en este tipo de métodos se inicia con una aproximacién
a la solucion y mediante un algoritmo se generan sucesivamente aproximaciones que
convergen a la solucién exacta. La tasa de convergencia y exactitud de la solucion depende del
algoritmo elegido. La ventaja de los métodos iterativos es su simplicidad y relativa
insensibilidad al crecimiento de errores, por lo que, en general son los mas utilizados en
sistemas de cémputo.
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e Postprocesamiento de los resultados: con los valores de la solucién (variables primarias) es posible
obtener otros valores secundarios, que dependen de las relaciones constitutivas o las leyes de
conservacion. En este paso se utilizan diversos métodos numéricos tanto diferenciacion, como
integracion numérica para obtener estos valores. Ademas se presentan mediante graficas los resultados
obtenidos.
A continuacién se ejemplificara mediante un problema sencillo la solucién de la ecuacién de Poisson de
potencial eléctrico, en un medio libre de carga eléctrica. El sistema discretizado es el que se presenta en la
Figura A.11.

yJ
4 4
Nodos (x,y)
TB 108, 18) 3
2(1.4,1.4)
1 (Pg =10 3(21 21) @
} 4(12,27) 144 )
pf=0 2 2
X

Es un ensamble de 2 elementos finitos con 5 nodos globales, cada elemento tiene 3 nodos locales, Y 2
condiciones de frontera en los nodos globales 1¢ y 3¢,

Para obtener las ecuaciones de elemento finito utilizamos la formulacién débil de la ecuacién de Poisson
(A.6.7). De esta ecuacidn se observa que es posible utilizar funciones de interpolacién N;(x) lineales, para
los elementos de forma triangular del ejemplo (A.6.2) y (A.6.3)

En el elemento 1.
X, = 0.8,)/1 = 1.8, Xy, = 1.4,y2 = 14, X3 = 12, Y3 = 2.7

En el elemento 2.
X1 = 1.4,y1 = 1.4, Xy = 2.1,y2 = 2.1, x3 = 1.2, y3 =27

Con estas funciones se puede obtener las matriz de rigidez y le vector de efectos externos para cada
elemento con la ecuacidn (A.6.10). Dado que el sistema es bidimensional la integral de volumen se cambia
por una de superficie.

El vector de efectos externos es igual a cero, debido a que no se tiene una densidad de carta neta y las
condiciones de Neumann también son cero.

ff=0, - Kéy® =0
Y el valor de la permitividad del medio se desprecia, esto es similar a la solucién de Laplace para un medio
homogéneo. Dado que los dos elementos tienen las mismas funciones de interpolacidon Unicamente se

obtienen los valores de una de las matrices de rigidez K5, y se sustituyen los valores de los nodos locales,

L’
por los nodos globales. Ademas por la simetria de la matriz se reduce el nimero de coeficientes a calcular,

por tanto Unicamente se requieren 6 elementos de la matriz de rigidez local. Para el coeficiente

1
Ky = [ 19N @IS = (7o) | 102 =900 =y + G = 2)6s — x0)ldls

Kty = K8 = () [02 = 705 = 92 + (35 = 1) (1 = 33)]

4A¢

Con el mismo procedimiento.
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[z = ¥3) (1 — y2) + (x5 — x3) (xz — x1)]

) [0 = 300 = ¥2) + G = x)(x, = 20)]

1
<4Ae > [z = ¥3)% + (x5 — x2)7]
1

) [ = 9% + (x5 = x)7]

=
W
I

) [0 = 320" + (= )]

Para elemento 1.

Al =0.35
1.2357 —-07786 —0.4571
K' =(-0.7786 0.6929 0.0857
—0.4571 0.0857 0.3714
Para el elemento 2.
A? =0.525
0.5571 —-0.4571 -0.1
K? =|-0.4571 0.8238 —0.3667
-0.1 —0.3667 0.4667

Con la numeracion de nodos locales para cada elemento mapeada con la numeracién de los nodos globales,
podemos obtener el vector global de variable de interés.

Vi =yl Yi=vyi=vi Yi=vyi Yi=vi=y}
De la figura se obtienen las condiciones de Dirichlet forzadas.
i =0[V], ¥§=10[V]
La matriz global de rigidez.
[KL K, 02 K31 ]
K6 = Ky K +Kf K221 K3, + K3
0 K2 K3, K2
|.K3:)l1 Kg}z + K321 K322 K313 + K323J
1.2357 —0.7786 0 —-0.4571
K¢ = —0.7786 1.25 —0.4571 -—0.0143
0 —-0.4571 0.8238 —0.3667
—0.4571 -0.0143 -0.3667 0.8381

Sustituyendo los valores de las condiciones de frontera.

Ys§ = 3.7075[V], Y§ = 4.4386[V]
Este resultado se puede obtener mediante distintos métodos de solucion de sistemas algebraicos lineales.

Debido a la sencillez y, a la vez, la gran cantidad de pasos para resolver problemas se ha generado distintos
software comercial con la implementacion del método del elemento finito. En el siguiente apartado se da
el algoritmo a seguir para obtener soluciones a sistemas con fendmenos de multifasicos, mediante el
software COMSOL Multiphysics.
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