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Introduccion

Behind this mask there is more than just
flesh. Beneath this mask there is an
idea... and ideas are bulletproof.

V for Vendetta

...The problems are solved, not by
giving new information, but by
arranging what we have known since
long...

Ludwig Wittgenstein, Philosophical
Investigations

En el estudio de anillos y sus categorias de médulos se emplean varias reti-
culas para controlar ciertas situaciones de la categoria de mddulos, por ejemplo
localizaciones, dlgebra homoldgica local y muchas otras mds. Estas reticulas son
las reticulas de prerradicales, reticulas de clases de médulos, de clases propias, de
teorias de torsion hereditarias, filtros lineales, reticulas de submoédulos, reticula de
clases naturales entre muchas otras. Todas estds han sido extensamente estudiadas
ver por ejemplo [RMR02], [Gol86], [DZ06] donde se dan varias caracterizacion
de anillos y categorias de médulos en términos de las reticulas mencionadas.

Por otro lado, una clase de reticulas que tiene principal interés es la de mar-
cos. La teorfa de marcos (locales, dlgebras de Heyting completas) tal como ahora
la conocemos tiene sus origenes en el estudio de espacios topolégicos mediante el
marco de abiertos([DP66]). A este anélisis se le conoce como point-free topology,
es decir, que se traducen conceptos topoldgicos a conceptos algebraicos y ahi rea-
lizarlos de tal manera, que cuando uno se especializa en el marco de abiertos de un
espacio exista una relacion entre éste y el concepto clasico. La teoria de marcos es
un 4rea activa de la matematicas y hay excelentes textos sobre este tema [Joh86] y
[PP12].
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Siguiendo esta filosofia, en [Sim89] el autor considera una situacién més ge-
neral. Primero, para el estudio de marcos se introduce una clase mas general de
reticulas, a las cuales €l llama idiomas. Estos no son mds que reticulas completas
superiormente continuas modulares. En particular los marcos son idiomas distri-
butivos. La idea detrds de este estudio es como sigue, dado un idioma A y dos
elementos a < b en A formamos el intervalo determinado por estos dos elemen-
tos, es decir, [a,b] = {z € A|a <z < b} y denotamos por J(A) el conjunto de
todos los intervalos de A. Notemos que A es el intervalo [0, 1], donde 0 y 1 son
el menor elemento y el mayor elemento de A respectivamente. A partir de J(A)
consideramos propiedades en los intervalos:

SiI,J € J(A) escribimos J — I para indicar que J es un subintervalo de I,
es decir, J C I. Explicitamente si J = [z,y] e I = [a, b] entonces

a<xz<y<bh.

Se dice que J es similar a I
J~T

si existen [, € A tales que para los intervalos asociados a estos elementos
L=[,lvr] R=[lArr7]

se tiene que / = Ry J = L en algtin orden.

Dos intervalos de la forma [a,b] y [b, ¢|] de A se dicen colindantes. Con estas
propiedades se definen conjuntos de intervalos, diremos que A es abstracto si no
es vacio y es cerrado bajo ~, es decir,

J~TleA— Je A

Diremos que A es bdsico si es abstracto y cerrado bajo subintervalos. Un conjunto
de intervalos A es de congruencia si es basico y cerrado bajo intervalos colindan-
tes. Un conjunto de intervalos A es de division si es de congruencia y siempre
que

(Vz € X)[la,z] € A= [a,\/ X] € A

paracadaa € Ay X C [a, 1]. Todos estos conjuntos de intervalos se organizan en
ciertas reticulas completas, es decir, denotamos por A(A), B(A), C(A) y D(A), a
los conjuntos de conjuntos de intervalos abstractos, bédsicos, de congruencia y de
division. Estos conjuntos distinguidos son en efecto reticulas completas, de hecho
son marcos. En este punto es donde las analogias con las técnicas de categorias
de médulos empiezan a surgir, pensando al idioma base A como el anillo, después
consideramos los intervalos sobre A, éstos de alguna forma se comportan como los
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modulos sobre el anillo y de ahi formamos J(A) Este es el andlogo ordenado de
la categoria de mddulos sobre el anillo. Después tomamos conjuntos de intervalos
cerrados bajo la propiedades mencionadas y por tltimo consideramos los conjuntos
de todos estos conjuntos de intervalos. En el caso de la categoria de mddulos esto
seria considerar clases de médulos sujetas a propiedades como ser, cerradas bajo
isomorfismos, submdédulos y cocientes, extensiones y coproductos arbitrarios, y asi
formar la clase de todas las clases cerradas bajo estas propiedades. Notemos que
en este sentido C(A) y D(A) son los andlogos idiomdticos de las clases de Serre y
la clase de torsion hereditarias sobre la categoria de médulos.

Otro ingrediente fundamental para el estudio de idiomas son las derivadas (in-
flaciones, operadores modales[Mac81]): Una derivada sobre un idioma A es una
funcién

A—1,4

tal que
(1) a <d(a)
(2) a < bentonces d(a) < d(b)

para todo a, b € A.

Las derivadas capturan propiedades del idioma, y muchos de los invariantes de
éstos quedan determinados por ciertas derivadas. Existen varios tipos de derivadas:
Un operador de cerradura sobre A es una derivada idempotente d, es decir, d> = d.

Un niicleo sobre A es una derivada d idempotente tal que

d(a Ab) = d(a) A d(b)

paratodo a,b € A
Un preniicleo sobre A es una derivada d tal que

d(a Nb) =d(a) A d(b)

paratodo a,b € A
Una derivada d sobre A es estable si

dla) Nb<d(aNb)

para todos los a, b € A, lo que se puede observar en este punto es que el conjunto
de cada una de estas derivadas sobre A es una reticula completa. La importancia
de los ntcleos, es que capturan propiedades del idioma de una forma local, en el
sentido que cada cociente de A ésta determinado de manera tnica por un nicleo.
Es decir pensando al idioma A como categoria ordenada, los nicleos producen una
localizacion de A. La reticula completa de todos los nicleos sobre A, denotada por
N (A), destaca por el siguiente resultado:
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Teorema. (Isbell-Simmons) Sea A un idioma, entonces la reticula completa N (A)
es un marco.

En ese mismo manuscrito se muestra que hay correspondencias agradables en-
tre los conjuntos de intervalos bdsicos de congruencia y de divisién con las deri-
vadas. En particular el marco N(A) es isomorfo al marco D(A). De nuevo, este
resultado es el andlogo en esta teoria del bien conocido hecho que, el conjunto de
todas las teorias de torsién hereditarias sobre un anillo R, R —tors es un marco. De
hecho mediante las derivadas y los conjuntos de intervalos distinguidos uno pue-
de asociarle invariantes importantes a un idioma. Unos de tales invariantes son las
dimensiones. Asi como a la categoria de médulos sobre un anillo R se le asocian
dimensiones mediante filtraciones de teorias de torsion, las dimensiones para un
idioma se construyen filtrando D(A).

Esto se puede observar mejor en el libro [GS88], los autores se enfoncan en el
marco de teorias de torsion hereditarias sobre un anillo 2, R — tors, ellos caracte-
rizan muchos invariantes de la categoria en términos de derivadas sobre R — tors.
En particular, muchas de las dimensiones cldsicas (Gabriel, Boyle, Krull), quedan
caracterizadas por sus respectivas derivadas sobre este marco. Al final del texto
introducen la nocién general de dimensioén con respecto a una teorfa de torsion
hereditaria arbitraria. Esta nocidn ésta intrinsecamente relacionada con el marco
tedrico expuesto en [Gol77]. Después, en la serie de notas [Sim14c], [Sim14b], se
destaca una nocién de dimension parecida a la mencionada en el texto [GS88]. Lo
que no esté claro, son las relaciones entre éstas, ni de lo que seria una teoria de
dimensién para una categoria de médulos.

Por otro lado la definicién dimensién en una categoria de médulos esta relacio-
nada con la de descomposicion en el sentido de [Gol77]. Ahi se destacan detalles
sutiles entre estos dos conceptos. En [Sim10] se hace el andlisis de descomposicio-
nes pero en el ambiente idiomatico, destacando de nuevo la analogfa entre idiomas,
categorias de modulos y espacios topoldgicos.

Este diccionario de trasladar nociones, técnicas, de la teoria de mddulos al
enfoque de idiomas, marcos y derivadas lleva a resultados interesantes (por ejemplo
en [Sim14d] se prueba una version del teorema de Hopkins-Levitzki) y a un mejor
entendimiento de lo que esta sucediendo.

Siguiendo esta linea de razonamiento, nuestra investigacion se centra en dos
situaciones:

1. Trasladar ciertas construcciones de la teoria de prerradicales a las derivadas,
en especifico los totalizadores e igualadores de prerradicales [RRR T 02], tie-
nen su andlogo en las derivadas.

2. Estudiar las nociones de dimensién y descomposicion para categorias de mé-
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dulos en el enfoque de Golan, [Gol77].

La organizacion de este trabajo es como sigue: En el capitulo uno se introducen
todas las construcciones bdsicas de marcos e idiomas. El capitulo dos se introdu-
cen los totalizadores y los igualadores para una derivada haciendo énfasis en los
totalizadores y en su relacién con la dimensién de derivadas. El capitulo tres se
exponen las nociones de descomposicion y dimension para idiomas, y se prueban
las relaciones con las nociones cldsicas en la categoria de médulos. En el primer
apéndice se estudia el conjunto de derivadas idempotentes, junto con otras ope-
raciones que estdn determinadas solamente por la composicion de derivadas. El
ultimo apéndice es una nota sobre la construccién de la dimensién de Gabriel en
el sentido de [NVOR87] o de Lanski pero en idiomas. Resumiendo, la investigacién
llevada a cabo en este proyecto se encuentra en los capitulos 2, 3 y los apéndices.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd dedicado a exponer las ideas fundamentales y necesarias para
el desarrollo posterior de la teoria. Se introduce la categoria de marcos y el andlisis
de éstos mediante derivadas (operadores 16gicos, andlisis sin puntos). Después se
introduce una categoria que contiene propiamente a la categoria de marcos, la cate-
gorfa de idiomds. Se hacen analogias para el estudio de idiomds con respecto al de
marcos y se introducen de manera rigurosa las nociones de dimension, especiali-
zdndonos en dimensién de Gabriel, Krull y Boyle. Para finalizar se da una conexién
con la categoria de médulos izquierdos sobre un anillo y ciertas derivadas idempo-
tentes sobre el idioma de ideales izquierdos de éste. Mucho de esta exposicion se
encuentra a detalle en [Sim8&9].

1.1. Marcos y Derivadas

Definicién 1.1.1. Un marco (M, A, \/,0, 1) es una reticula completa que satisface
la siguiente ley distributiva (denotada por LDM):

a/\(\/X> :\/{a/\x|az€X}.

Para todo a € M y todo subconjunto X C M.

Un hecho importante de los marcos que utilizaremos mds adelante es el si-
guiente: consideremos una reticula completa M, definamos la siguiente operacion

>0

r<(a>b)sahz<hbh

Para todo z,a,b € M este elemento se le llama la implicacion de a y b. No ne-
cesariamente la implicacién de dos elementos en una reticula completa es tnico,
pero cuando esto sucede se tiene:
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Lemma 1.1.1. Una reticula completa M es un marco si y sélo si tiene una impli-
cacion.

Demostracion. Supongamos que M es un marco , para a, b € M pongamos
(b-a)=\/{zeM|brz<a}

Entonces tenemos b A z < a = x < (b > a) para la otra implicacién note que
bA(b>=a)=\V{bAz|bAz <a} <apor LDM.

Reciprocamente supongamos que M tiene implicacién y consideremos a € M
y X C M basta observar que

a/\\/Xﬁ\/{a/\m]a:EX}

(La otra desigualdad siempre se da), pongamos h = \/ {a A z | € X'} entonces
a A x < h paracadaz € X y como tenemos implicacién < (a > h) para cada
x € X esdecir, \/ X < (a > h) porloqueaA\/ X < hcomo se queria.

O

Definicion 1.1.2. Una derivada o inflacion en M es una funcion
M—L5 M
tal que
(1) a <d(a)
(2) a < bentonces d(a) < d(b)

Para todo a,b € M

Denotamos por D(M) el conjunto de todas las derivadas sobre M
Ahora bien podemos comparar derivadas de la siguiente manera:

Definicion 1.1.3. Diremos que d < d’ si'y sdlo si d(a) < d'(a) para todo a € M
cond,d € D(M)

Observacion 1.1.2. (1) Por lo anterior D(M) es un conjunto parcialmente or-
denado, pero de hecho tiene mds estructura. Dado un conjunto no vacio
A C D(M) definimos las derivadas NA: M — My \VA: M — M
como \ A(a) = N{d(a) | d € A} y\/ A(a) =/ {d(a) | d € A} esto para
cada a € M.

Estas dos funciones son derivadas y de hecho en vista de nuestro orden son
el supremo y el infimo de la familia A, por lo tanto D(M) es una reticula
completa (pruebas de estos hechos se dardn en un contexto mds general en
1.3.17).
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(2) Veamos unas derivadas distinguidas en D(M). dy es la derivada que en
cada a se calcula como dy (a) = a, es decir, la identidad en M y denotamos
por d a la derivada que se calcula en toda a € M como d(a) = 1 donde 1
es el mayor elemento de M, por lo que dy es el menor elemento en D(M) y
d es el mayor elemento en D(M). También tenemos para cualquier a € M
las siguientes derivadas:

(2.1) Dada cualquier a € M.
a sib=0
La(b)_{ T sib#0

Notemos que 17 = d, ademds esto nos define un morfismo de reticulas com-
pletas e : M — D(M) y de hecho es una inmersion en esta categoria, Por
dltimo si d € D(M) entonces d < 1), es decir, el conjunto {1, | a € M}
es un conjunto cofinal en D(M).

(2.2) Dada cualquier a € M .
a sib<a
qa(b)—{ 1 sibLa
Notemos que dadas cualesquiera dos derivadas d y d’ sus respectivas composi-

ciones dod' y d’' od (las cuales denotaremos simplemente como dd’ y d’'d) vuelven
a ser derivadas, es decir tenemos otra operacion en la reticula D(M), de hecho:

Proposicion 1.1.4. Sean d,d' € D(M) entonces dd' > dV d

Demostracion. Por (1) de 1.1.2 tenemos que para toda a € M d(d'(a)) > d'(a) y
de d'(a) > a se tiene que dd'(a) > d(a) porlo que dd’' > d V d’
O
Proposicion 1.1.5. Para cualesquiera z,2'y 2" € D(M) se tiene que:
(1) z < 2 entonces 2"z < "2’
(2) z < 2 entonces z2" < 27"

(3) 22/ V22" <z2(Z V2" yzZ Nz2" > 2(2 N2
Mas aiin si A C D(M) es no vacio entonces

(4) (VA)z=V{z| 2 € A}
(5) (NA)z=N{#'z| 2 € A}
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Demostracion. (1)y (2) se siguen directamente de las definiciones. Para (3) de (1)
tenemos que 2z’ < 2(2' V 2") y 22" < 2(2' v 2”) por lo que se da la desigualdad.
Para el infimo se tiene zz' > z(2' A 2") y 22" > z(2' A Z”) lo cual da la otra
desigualdad, esto prueba (3).

Para (4), si a € M entonces

(V D2)(@) = (\/ )(=(a)) = [\ {#'2(a) | 2’ € A}](a)

lo cual prueba (4) y (5) es similar.
O
En particular de (5) tenemos que (2 A\2")2" = 22" \2'2" y también 21, = 1),
de hecho, 1,1, = d para b = 0 mientras que para 0, tqt0 = g

Observacion 1.1.3. 1. Observe en (4) y (5) de 1.1.5 la forma en que se estd
haciendo el producto, es decir, de derecha a izquierda, y es la forma en que
multiplicaremos derivadas.

2. En 1.1.5 no se estd usando la ley distributiva para marcos, es decir, este
resultado se puede usar en estructuras mds generales como se verd poste-
riormente.

3. 1.1.5 prueba que (D(M), <,dp,d,V, A\, o) es un monoide ordenado( con la
composicion,).

Definicion 1.1.6. Un operador de cerradura en M es una derivada idempotente d,
es decir, d*> = d (donde d*> = d o d).

Denotamos por C (M) al conjunto de todos los operadores de cerradura en
M. Claramente C(M) C D(M). Sea d € D(M) una derivada, diremos que d
es un prenucleo si para cualesquiera a,b € M se cumple que

d(a Ab) = d(a) A d(b)

Denotemos al conjunto de prentcleos en M por P(M). Este es un subcon-
junto de D (M) por lo tanto es un conjunto parcialmente ordenado. La estructura
reticular de éste estd dada como sigue el infimo de cualquier familia de prenticleos
se calcula de igual forma que en D(M). En general, supremos de prentcleos cal-
culados puntualmente no son prenucleo. En cambio para conjuntos dirigidos de
prentcleos éstos si son prenucelos. Recordemos que una familia de derivadas D es
dirigida o directa si para cada d, z € D se tiene que existe h € D tal que d, z < h.
Con esto en mente tenemos:



1.1 Marcos y Derivadas 5

Lemma 1.1.7. El conjunto parcialmente ordenado P(M) es cerrado bajo supre-
mos puntuales de conjuntos dirigidos.

Demostracion. Sea D un subconjunto dirigido de prenticleos, para cada a,b € M
tenemos

(\V/ D)(a) A (\/ D)) = \/ {d(a) A =2(b) | d, z € D}
usando dos veces la propiedad distributiva de marcos en M, claramente el lado
derecho de la igualdad contiene todos los valores

h(a A b) = h(a) A h(b)

para algin h € D (tomando h = z = d). Siendo D dirigido, entonces para cada
z,d € D existe un h € D tal que

d(a) A\ z(b) < h(a) A h(b) = h(a AD)

por lo que

(VD)@ A (/D)) = \/ {hianb) | he D} = (\/ D)(and)
O

Definicion 1.1.8. Un niicleo en M es un preniicleo idempotente, denotamos al
conjunto de todos los niicleos como N (M).

Claramente N (M) es un conjunto parcialmente ordenado, los infimos pun-
tuales son nucleos. Los supremos de familias de nicleos como en el caso de los
prentcleos no necesariamente se calculan puntualmente (la final de estd seccién
daremos un ejemplo), para identificar al supremo de una familia de niicleos nece-
sitamos introducir la siguiente construccion.

Considere una derivada d € D(M). Como D(M) es cerrado bajo composi-
ciones podemos definir la siguiente cadena de iteraciones de d poniendo para cada
ordinal limite A y sucesor a:

d*:=dy d** :=dod® d*:=\/{d" | a < A}.

Por 1.1.4 se tiene:
d<d®<d<...<d*<...

Ahora bien como D(M) es un conjunto entonces existe un ordinal -y tal que d” =
d'*! ademds que podemos elegir al menor de tales ordinales, a este ordinal lo
denotamos por co y notemos que d*° es un operador cerradura de hecho d < d*°
mas aun es el menor operador cerradura por arriba de d.

Con esta construccion a la mano, tenemos lo siguiente.
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Proposicion 1.1.4. El conjunto de derivadas idempotentes sobre un marco M,
C'(M) forman una reticula completa en la cual el supremo de cualquier familia
X C C(M) queda descrito como (\] X ).

O
En particular si consideramos un prenticleo z y después hacemos el proceso
transfinito para obtener z°°. Este es ya un nticleo en M. Con estas observaciones y
en vista de 1.1.7, podemos calcular el supremo de una familia no vacia de nicleos
en M, digamos J C N (M), primero formemos el conjunto [7° que consiste en
todas las composiciones
J10...09m

Con j1,...,Jm € J, entonces [J° es un conjunto de prentdcleos cerrado bajo
composicién. Si f,g € J° setiene que fg € J°ypor 1.1.4 f, g < fg por lo tanto
J° es dirigido e invocando 1.1.7 obtenemos el prentcleo \/ J7° en M entonces
aplicando el proceso transfinito antes descrito en \/ J° construimos un nicleo en
M, (\/ T°)*°. Ademas para cada j € J se tiene que j < (\/ J°)>. Si k es otro
nicleo en M tal que j < k para cada j € J, entonces

jloo]mgkm:k

Porlo que (\/ J°)*° < k, es decir, (\/ J°)> es el supremo en N (M) de la familia
J.

Proposicion 1.1.5. Sea M un marco, entonces el conjunto de niicleos N(M) es
una reticula completa en la cual el supremo de cualquier familia 7 C N (M) es

(VITo).

Definamos los siguientes nticleos sobre un marco. Dada a € M, tenemos aso-
ciados tres nicleos:

(1) ug(b) =aVd
(2) v4(b) = (a =)

(3) wa(b) = ((b > a) > a)

La prueba de que estos operadores son en efecto nucleos es directa. Notesé
ademds que para que estos nucleos tengan sentido si se necesita LDM.

Ejemplo 1.1.6. Antes de terminar esta seccion, damos un ejemplo de un marco en
el que el supremo puntual de preniicleos no es un preniicleo. Considere el marco
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de 5 elementos :

N
Ve

Consideremos los niicleos j = vy, k = v, entonces

e
N

j(x) = (b )

k(x) = (c > x)

en cada x. En particular tenemos que j(b) =1 3j(0) = cy k(c) = 1y k(0) = bpor
lo que (jV k)(b) =1y (jVEk)(c)=1mientras que (jV k)(bAc) = (jVE)O) =
j(0) V k(0) = ¢V b= a. Porlo tanto j \ k no es un preniicleo.

1.2. Elmarco N(M)
Primero introduzcamos una nueva familia de derivadas en M.
Definicion 1.2.1. Una derivada s € D(M) es estable si
s(a) ANb < s(aAb)
Para todos los a,b € M.

Denotemos por S(M) al conjunto de todas las derivadas estables.
Con esta definicion a la mano tenemos la cadena de subconjuntos de D (M)

N(M) € P(M) € S(M) € DM).

En esta cadena no figura explicitamente el conjunto de derivadas idempotentes por
lo que es bueno notar que de las definiciones se tiene

N(M) = P(M) N C(M).

De hecho:
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Lemma 1.2.2. Para cada marco M se tiene
N(M)=SM)nC(M)

Demostracion. Basta ver que S(M) N C(M) C N(M) (la otra contencion es
clara). Para esto escogemos una derivada estable idempotente s entonces

s(a) A s(b) < s(a A s(b)) <s*(aAb) =s(aAb)

donde usamos dos veces la estabilidad de s y la dltima igualdad es por la idem-
potencia (esto para todo a,b € M). Por lo tanto s(a) A s(b) < s(a A D) la otra
desigualdad siempre se da por la monotonia de s. De esto se concluye que s es un
nucleo.

O

Como hemos visto anteriormente con los otros conjuntos de derivadas intro-
ducidos, se tiene que S(M) es un copo y el infimo de cualquier subconjunto de
derivadas estables vuelve a ser una derivada estable, por lo tanto S(M )es un re-
ticula completa lo que se debe de sefialar a diferencia de la reticula de prenticleos
P(M) se tiene:

Lemma 1.2.3. Sea M un marco y consideremos un subconjunto no vacio de deri-
vadas estables A C S(M). Entonces la funcion (1.1.2)

\ A: M= M
es una derivada estable y de hecho es el supremo de la familia A en S(M).

Demostracion. Sabemos que \/ A es una derivada y que estd por arriba de cada
elemento de A, entonces consideremos a,b € My asi

(\/ D@ rb=\/{s(a) | s€ A} Ab=\/{s(a) Ab]|s e A}
<\ {sanb)|se A} =(\/A)(anb)

Donde en la segunda igualdad usamos la ley distributiva del marco M.
O

Cabe mencionar que como D(M) es cerrado bajo composicion también lo son
los subconjuntos P(M) y S(M).

Lemma 1.2.4. Sea M un marco, sean s € S(M) y k € N(M). Entonces existe
l € S(M) tal que
sAs <kes <l

Mas ainl € N(M).
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Demostracion. Consideremos G la familia de todos los s' € S(M) tales que s A
s’ < k veamos que G es cerrado bajo composicion. Para esto tomemos f,g € Gy
asi para cada x € M se tiene que

(s A (f9))(@) = s(z) A flg(x)) < s(x) A fs(x) Ag(x)) < s(z) A f(R(z)) <
s(k(2)) A f(k(z)) < K (z) = k().

Por lo tanto fg € G. La segunda desigualdad es cierta pues f es estable. La tercera
es por que f € G y la quinta es porque f estd en G. Pongamos [ = \/ G por lo
anterior sabemos que [ € S(M) y ademas

(sAD)(x) =s(x)Nl(z) =
s(z) A\ {g(@) [ g € Gy =\ {s(x) A g(2) | g € G} < k(2).

Por lo tanto [ € G y como G es cerrado bajo composicion se tiene que [ € G por
loquei?> <lyporendel € N(M).

Por construccién tenemos que si s’ € S(M)estalque sAs' <k = s <ly
reciprocamente si g < [ entonces s A g < s Al < kpuestoquel € G. O

Teorema 1.2.1. Sea M un marco, entonces el conjunto de niicleos N (M) es un
marco.

Demostracion. En vista de 1.2.4 N (M) tiene implicacion y asi por 1.1.1 se tiene

el resultado.
O

Algunas veces llamaremos al marco N (M) el ensamble de M.
Un hecho interesante de las derivadas estables es el siguiente:

Teorema 1.2.5. Sea M un marco entonces la reticula completa de derivadas es-
tables sobre M, S(M) es un marco.

Demostracion. Probaremos que S(M) satisface la ley distributiva para marcos
1.1.1. Paraeste finseaS C S(M)y s € S(M). Queremos ver que vale la igualdad

s/\\/S:\/{s/\s/\s’ES}

Para est,0 evaluemos cada lado en cualquier a € M y veamos que ambas evalua-
ciones son la misma. Es decir,

(s A\ 8)(a) = s(a) A (\/ 3) (a) = s(@) A \/ {s'(a) | &' €8} =
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= \/ {s(a)n5'(a)|s' €S} = (\/ {sns|se S}) (a).
En la tercera desigualdad usamos que M es un marco, es decir, vale la ley distri-
butiva para marcos. O

Todo el analisis anterior, entre otras cosas, muestra unos de los resultados mas
importantes de la teoria de marcos, el hecho:

Para cualquier marco M el conjunto de nicleos N (M) es un marco.

Como dicho resultado es importante veamos otras pruebas que en esencia son
la misma pero las técnicas que introduciremos serdn importantes en nuestro estudio
posterior.

Con este nuevo conjunto de derivadas sobre un marco M, S(M), para dar otra
descripcién de los nicleos debemos introducir la génesis del nombre nticleo sobre
un marco y a su vez resaltar la propiedad de la implicacién o pseducomplemen-
tacion relativa que estos llevan. Empecemos poniendo en orden todas estas ideas
introduciendo la categoria de marcos F'rm.

Primero recordemos el concepto de V-semireticula 'y de A-semireticula.

Definicion 1.2.6. Una V-semireticula es una estructura
(Sa S \/a 0)7

donde (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado con elemento menor 0y una
operacion binaria en S, V tal que

eVy<zor<zyy<s,

para todo x,y,z € S.
Dualmente, una /N\-semireticula es una estructura

(S, < A1)

donde (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado con elemento mayor 1y una
operacion binaria en S, A tal que

Lz ANy z<zryz<y

Para todo x,y,z € S.

Diremos que una V-semireticula S es completa si todo subconjunto X C S
tiene supremo en S, es decir, \| X € S. Andlogamente, diremos que una -
semireticula es completa si para todo subconjunto X C S tiene infimo en S, es
decir, si \ X € S. Denotaremos por \/-semireticula y \-semireticula a una semi-
reticula completa, respectivamente.
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Es claro de las definiciones que tenemos que una reticula es en particular una
V-semireticula y una A-semireticula. De igual manera, una reticula completa es
un caso particular de una \/-semireticula y )\-semireticula. Un morfismo entre \/-
semireticulas S'y T es una funcién f: .S — T tal que

f(0)=0

NV X) =\ ).

Dualmente un morfismo entre \\-semireticulas S'y T es una funcién f : S — T
tal que

f) =1

FIANX) = N\ ().

Asi formamos dos categorias Meet y Sup, la categoria de A\-semireticulas y la
categoria de \/-semireticulas respectivamente.

Un marco (M, A,\/,0,1) es por definicién tanto una \/-semireticula y una
/\-semireticula en donde se vale LDM, ahora un morfismo entre marcos M y A/
es una funcién f : M — N tal que f es un morfismo de \/-semireticulas y un
morfimo de A-semireticulas, es decir,

f(0)=0
FN X) =V £(X)

fa)=1
flxny) = f(z) A f(y)

para todo X C M y todo z,y € M. Asi obtenemos la categoria de marcos F'rm,
donde los objetos son marcos y los morfismos son los descritos anteriormente.
Empezamos con nuestras construcciones en Sup.

Definicion 1.2.7. Sea A € Sup. Se dice que una relacién de equivalencia ~ en A
es de \/-congruencia si para cuales quiera X,Y C A tales que x; ~ y; para cada
x; € X yyi € Y entonces \| X ~ \/'Y. Muchas veces denotaremos esta situacion
por X ~Y.
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Ahora supongamos que tenemos un A € Sup y una relacion en A de \/-
congruencia, considere entonces el A/ ~. Queremos que éste sea un objeto de
Swup. En vista de la congruencia el cociente hereda estructura ordenada. Considere
un bloque [a] € A/ ~ y consideramos pues \/[a] y sea Y = {a}. Entonces en
vista de que la relacién es de \/-congruencia se tiene que \/ X ~ \/Y = «a por
lo que cada bloque tiene un elemento mayor. Esta observacion que al parecer es
trivial, nos ayuda a definir:

Definicion 1.2.8. Denotemos por ~ la relacion de \/-congruencia en A, el selec-
tivo para ~ es la funcion s : A — A dada por s(a) = \/{z € A|a ~ z} para
cada a € A.

Por construccion de selectivo de ~ se tiene:

(i) a~ s(a).

(ii) = ~ a entonces = < s(a).

En resumen tenemos lo que uno podria esperar de esta agradable situacion:

Lemma 1.2.9. Sea A € Sup entonces hay biyecciones entre:

(i) Selectivos en A.
(ii) Operadores cerradura en A.
(iii) \/ —congrunecias en A.

Demostracion. Todo se sigue del hecho: todo selectivo es un operador cerradura.
Esto es sencillo ya que si @ < b entonces a ~ s(a) y b ~ s(b) entonces b =
aV b ~ s(a) V s(b) por congruencia asi pues s(a) < s(b) V s(a) < s(b) por
lo tanto es monétono, por tanto cada selectivo en A pertenece s € D(A), por
otro lado pongamos b = s(s(a)) para cualquier a € A entonces tenemos que
a ~ s(a) ~ bporloque a ~ besdecir b < s(a)y asi s> = s. Cada operador
cerradura define una relacion de \/ —congruencia. Tomemos X,Y C A tales que
X ~¢ Y y cde cerradura en A entonces y < c(y) = c(z) < ¢(\/ X) para cada
y € Yyasi VY < ¢(V X). Por la monotonia e idempotencia de c se tiene que
c(VY) <c¢(V X), la otra desigualdad es andloga. Por las propiedades anteriores,
el selectivo de la relacion anterior es c. Para finalizar, basta observar que cada
operador cerradura es el selectivo de una y sélo una relacién de \/ —congruencia,
para este fin tomemos un selectivo j, con relacion ~ ;. Entonces observemos que:

x~jy e jr) =5(y)
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Consideremos dos elementos de A ,x,y relacionados (como en 1.2.8), es decir,
x < jly)yy < j(z) yentonces x = j(x)y y = j(y) aplicando dos veces j
via la idempotencia, las igualdades anteriores se parafrasean a j(z) = j(y) y si
j(x) ~ j(y) entonces x ~ j(x) y y ~ j(y) perox ~ j(z) = j(y) ~ yy asi
T~ . O

Definicion 1.2.10. Sea A una \/-semireticula.
Un subconjunto F C A es /\-cerrado si \ X € F para todo X C F. Para un
operador cerradura c en A, pongamos:

A =c(A) = {x € Alc(z) = x}
A este conjunto le llamaremos el conjunto de puntos fijos de ¢

Observese que si F es /\-cerrado en A entonces F es no vacio ya que como
() C F entonces 14 = /\ @ € F. Pero mds importante ain:

Lemma 1.2.11. Sea A una \/-semireticula.
Para cada j € C(A) el subconjunto A; = {x € A| j(x) =z} es \-cerrado.
Para cada subconjunto \-cerrado F de A existe un tinico operador cerradura
jenAcon F = A,
Es decir existe una correspondencia biyectiva entre conjuntos |\-cerrados de

Ay C(A).

Demostracion. La prueba es sencilla, (esencialmente se sigue de 1.2.9).
O

Lemma 1.2.12. En la situacion anterior, para cada X C Aj, el elemento j(\/ X)
es el supremo de la familia X en A;.

El copo (Aj, <) es completo.

Y la funcion

A L) Aj
a— j(a)
es un morfismo en Sup.

Demostracion. Primero tomemos X C A;, entonces

z<\/ X <j(\/X) €4

para cada = € X por lo tanto j(\/ X) es cota superior de X y si a € A; es cota
superior de X, es decir, \/ X < aentonces j(\/ X) < j(a) = a porloque j(\ X)
es el supremo en A;, por lo que A; es una \/-semireticula completa.
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Veamos que j* es un morfismo en Sup para esto necesitamos demostrar que

VX0 =\ (x)

para cada subconjunto X de A. Probar esta igualdad es lo mismo que probar la
igualdad

iV X)=i(\/{i(2) |z € X}).

Veamosla para cada = € X tenemos que

v < j(r) < \/ (i) |« € X},

es decir, \/ X < \/{j(z) | z € X} y por monotonia de j se tiene

iV X) <3\ {i@)lz € X}).

Reciprocamente, para cada = € X tenemos x < \/ X entonces j(z) < j(\/ X)y
asi obtenemos \/ {j(z)|z € X} < j(\/ X). Por lo tanto

iV i) [z e X}) <52/ X) =4V X)

por la idempotencia y monotonia de j.

Asi definimos:

Definicion 1.2.13. Para cada morfismo en la categoria Sup f: A — B, el nicleo
de f es el iinico operador de cerradura c en A tal que

co(z) = cly) < flz) = fy)
para todo x,y € A.

Lo anterior es equivalente a tener un relaciéon de congruencia en A dada por
x ~ysiysodlosi f(x) = f(y).

Observacion 1.2.2. La definicion no asegura nada de como realmente debe de
ser el operador c correspondiente al morfismo f. Para observar quién es, note-
mos primero que dado cualquier morfismo f: A — B en Sup podemos definir la
siguiente funcion, para cada b € B

g(b) = \/{z | f(z) <b}.
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Notemos que si f(a) < ben B entonces a < g(b) en A. A esta iiltima desigualdad

le aplicamos f se tiene f(a) < fg(b) =\ f({z | f(z) < b}) puesto que f es un
\/-morfismo ahora para cada elemento y en la imagen de éste se tiene que existe

x € Atal quey = f(x) yy < b. Porlotanto f(a) < \/ f({z | f(x) <b}) < b,
es decir:

fla) <b s a<gb).
Dicho de otra manera cada morfismo en Sup tiene adjunto derecho, escribamos
f=r1yg= fiy f* - fi. Recordemos que dados dos conjuntos parcialmente
ordenados (A, <4) y (B, <p), un morfismo entre ellos f : A — B tiene adjunto
derecho si existe . : B — A tal que

f*
A B
f=r
fa)<pb o a<a fuld).

Lemma 1.2.14. Para cada Sup-morfismo f, f* - f.. El niicleo de f es f. f*.

Demostracion. Es claro que la composicion f, f* es un operador cerradura en A.
Ahora basta observar que

fef" (@) = [ (y) & fH(2) = [ (y)
para cualesquiera z,y € A. Pero esto es sencillo ya que si suponemos < entonces
es inmediato y si = se tiene puesto que f*f. f* = f*.

O

Corolario 1.2.15. Para cada morfismo f en Sup su niicleo es el operador cerra-
dura k tal que:

< k(y) & f(z) < fly).

Finalmente tenemos un teorema del tipo primer teorema de isomorfismo
Teorema 1.2.16. Sea j € C(A) con A € Sup y sea
f:A—>B
un morfismo en Sup con niicleo k. Ademds suponga que j < k, entonces existe un
tinico Sup-morfismo f tal que

AL

N

J

conmuta.
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Demostracion. j* es suprayectiva entonces s6lo puede haber una forma de levantar
J*, para cada a € A tenemos

tal que

por lo anterior también note que a < j(a) < k(a) y asi f(a) < f(j(a)) <
f(k(a)) = f(a) y asi f(j(a)) = f(a) por lo tanto si tal funcion existe estd es
tnica y hace que el diagrama conmute. Ahora ciertamente esta funcidn es:

justo lo que acabamos de obtener es fj* = fj = f resta ver que es un Sup-
morfismo pero si X C A; entonces

FOGN X)) =V ) = £G(V X)) = f(X)
O

Lo que necesitamos es una version del teorema anterior pero en la categoria
de marcos F'rm, en particular como cualquier marco M y cualquier morfismo
de marcos es un Sup-morfismo entonces éste tiene nicleo y como tenemos mas
estructura debemos obtener N (M) de este estudio.

Lemma 1.2.17. El niicleo de cualquier morfismo de marcos es un niicleo en el
marco dominio.

Demostracion. Pongamos nombres, sea f : M — AN un morfismo entre marcos
éste cumple f(a Ab) = f(a) A f(b) para cualesquiera a, b € M necesitamos esta
igualdad pero para el operador cerradura j, entonces para cada x € M tenemos
que por la caracterizacién de 7,

< jland) < f(x) < flanb) = fla) A f(b)
& f(z) < fla)yf(z) < f(b)
S r<jla)yr <jb) e x<jla) Ajb)

Por lo que
jland) = j(a) A j(b)
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Ahora queremos que cada nicleo provenga de un nicleo de algtin morfismo de
marcos para esto modificamos la definicién 1.2.10

Definicion 1.2.18. Un conjunto de puntos fijos en un marco M es un conjunto F
\-cerrado tal que
aceF=(r>a)eF

para toda x € M.

Refinamos 1.2.11:

Lemma 1.2.19. Un operador de cerradura j en un marco A es un niicleo precisa-
mente cuando Aj es un conjunto de puntos fijos.

Demostracion. Supongamos primero j es un nuicleo y considere
h=(x>a)

Paraa € Ajyunz € Asetieneque x Ah < ayasizAj(h) <jx)Ajh) <
j@Ah) <jla) =ayasij(h) < hporloqueh € A;. Ahorasi A; es un conjunto
de puntos fijos y considere x,y € A, es suficiente probar que

J(@) AN jy) <j(z Ay)

Seaa =j(x ANy)yasia € Aj ynotando z Ay < a, es decir, y < (x > a) € A;
porlo que j(y) < (z = a)yasi z A j(y) < a se tiene, un argumento similar
s6lo cambiamos papeles de x y y da j(z) A j(y) < a lo cual demuestra lo que

queriamos.
O

Lemma 1.2.20. Sea j € N(A) en un marco A. Entonces el conjunto de puntos

fijos Aj es un marco y la funcion

A*)Aj

dado como a — j(a) es un morfismo de marcos.

Demostracion. Por 1.1.1 basta ver que A; tiene implicacion pero eso es inmediato
de 1.2.19 y por 1.2.11 se tiene que j* es un \/-morfismo pero en vista de que j es

un nicleo entonces es claro que j* es un ntcleo.
O

Ahora ya podemos obtener la version de 1.2.16 para la categoria F'rm.
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Teorema 1.2.21. Sea j € N(A) y sea f : A — B un morfismo en Frm con
niicleo k y suponga que j < k. Entonces existe un vinico morfismo de marcos f tal
que:

AL

NI

J

conmuta.

Demostracion. La demostracion es andloga a 1.2.16 sélo hay que notar que f es
ntcleo puesto que f es A-morfismo. O

Con esta nueva vision de lo que es un nicleo sobre un marco arbitrario pode-
mos dar la otra prueba sobre la propiedad de ser marco de N (M), primero recor-
demos una construccién introducida después de 1.1.8:

Dada cualquier derivada d en M, obtenemos una cadena de derivadas

dy=d"<d" <..<d*<..
con « ordinal. Las derivadas sobre un marco forman un conjunto por lo que existe
un ordinal y(minimo) tal que d” = d'*! es decir d* = d” para cada ordinal
a > ~. Denotemos a ésta derivada por d*°, por construccién es idempotente y
ademas d < d*° (noten que si d es un prenticleo entonces d*° = d*). Por ultimo
notemos que si ¢ es idempotente y d < ¢, entonces como dc = c¢ se sigue que
d* < ¢, es decir, d*° es el menor idempotente por arriba de d.
Esta construccion define una funcién
()=
D(M) ——C(M).
En vista de los anterior esta funcién es monétona e inflatoria, por lo tanto es una
derivada en D (M) (este hecho serd importante en capitulos posteriores). Ademds
notando que (_)fg(M) = 1Id),,,, sesigue C(M) es un retracto de D(M). Pero si

restringimos esta 2-derivada a S(M) tenemos:

Teorema 1.2.22. La 2-derivada (_)*° en el marco S(M) (de derivadas estables)
es un niicleo (2-niicleo).

Demostracion. Basta ver

sPAS® < (sAnS)®
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Para s, s’ € S(M) (la otra comparacién es inmediata). Pongamos
j=8° k=5 l=(sNns)®

Notando que de las construcciones hechas con anterioridad se tiene que k, j,1 €
N (M) queremos ver que j A k < [. Primero observemos:

s“Ns <L

Por induccion en el ordinal . Notemos que se tiene s A s’ < [ (%) ya que [ es el
operador cerradura de s A 5.

El caso base de esto, es decir, « = 0 es trivial. Para el paso inductivo o + 1,
tenemos para cada x € M:

(5T A ) (@) = s(s(2)) A ' (2)

< (8%(2)) A8/ (5%(2)) A 8’ (@) < U(s%(2)) A s()
<U(s%(z) A s (x)) <12 =1(x).

La tercera comparacion es de (*) mientras que la quinta es la hipétesis de induccion
sobre a. Ahora para un ordinal limite A, tenemos para cada x € M

(s* A s')(z) = s™Nx) A s (z)
—\/{s )] a< A} AS (z \/{3 z) |a< A} <

ya que M es un marco. Por lo tanto para cada ordinal « se tiene s* A s’ < [y asi
j A8’ < 1. Por un argumento similar pero para s’ se tiene que j A s < [y por
ende j A k <. Esto muestra que (_)*>° € N(S(M)).

]

Con esto en mente obtenemos:

Teorema 1.2.23. Para cada marco M el conjunto de niicleos sobre M, N (M) es
el marco cociente del marco S(M) de derivadas estables sobre M.

Demostracion. Por el teorema 1.2.22 (_)*° es un niicleo en S(M) y asi por 1.2.20
(S(M))oo

es un marco (cociente) consistente de las derivadas estables que son idempotentes
y asi por el lema 1.2.2 estas son los niicleos en M.
O
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1.2.1. Algunas propiedades de N (M)

En esta pequeia subseccién veremos como los niicleos v, y v, introducidos en
la seccién 1 generan a todos los nicleos sobre M.
Primero recordemos que en el principio del capitulo vimos que para todo marco
M existe un monomorfismo de reticulas completas de el en su reticula de derivadas
D(M)
te: M — D(M)

Este morfismo existe independientemente que la estructura base sea un marco o no,
es decir, no estamos ocupando la propiedad significativa del marco, la ley distribu-
tiva para marcos. En vista que cada marco M tiene asociado un marco N (M) (y
la construccion de éste si ocupamos la ley distributiva en M) entonces nos pregun-
tamos por una inmersién de M en N (M) de tal forma que éste sea un morfismo
de marcos, para responder esto introducimos:

Definicion 1.2.24. Para cada marco M sea npq la funcion :
M A NM)

a+— Ug

Lemma 1.2.25. Para cada M marco la funcion n, es un morfismo inyectivo en
la categoria Frm.

Demostracion. Debemos ver que naq(0a) = On(agy, nm(V X) = VA{nm(z) | v € X}
ynm(lnm) = 1N(M) nm(a A b) = na(a) A na(b), es decir, U = ON(M)’
uy x = VA{ue |2 € X} yuiy = Inom) Yanb = Ua A up, paracadaa,b € My
X M.

Es inmediato de la definicién de u, que, ug,, = ON(M), ULy, = lN(M)
Y Ugnb = Ug A Up, el dltimo es porque el infimo en N (M) se calcula pun-
tualmente. Veamos uy x = \/{u, | ¥ € X'}, para esto pongamos ¢ = \/ X'y
Jj = VA{us | © € X}, necesitamos ver que u. = j, entonces para cada x € X
tenemos

uz(y) =z Vy <cVy=uc(y)
para cada y € M por lo que u, < u.y asi j < u.. Por otro lado tenemos
uey) =cvy=\/{zvylze X} <jQy

Para cada y € M, por lo tanto u. < j y asi obtenemos la igualdad, y por lo tanto
n. €s un morfismo de marcos.
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La inyectividad de este morfismo es sencilla puesto que

nap(a) = np(b) = ug = up = a = ug(0) = up(0) = b.

O
Corolario 1.2.26. Para cada marco M el par de asignaciones
M —"M5 N(M)
ab——— Uq
NM)——M
jr——3(0)
forman una adjuncion.
Demostracion. Basta recordar que por el lema anterior es suficiente tener que
a<yj (O) S Uug < J
paratodoa € My j e N(M).
O

Un hecho importante es el siguiente:

Teorema 1.2.27. Para cada marco My a € M los niicleos u, y vg son comple-
mentarios en N(M), es decir,

ua\/vale(M) ua/\va:ON(M)-

Demostracion. Pongamos j = u, V v, , necesitamos que j(0) = 1
J = 1n(m). tenemos que como ug < jy v, < j entonces a < 4(0
j(0) y con esto tenemos que

y asi se tendra
)y asij(a) <

1= (a > a) =wva(a) < j(a) < j(0).

De donde j(0) = 1. Para la otra igualdad, como los infimos en N (M) se calculan
puntualmente, se tiene que

(Vg Aug) () = v () ANug(x) = va(z) A(aV ) = (va(x) Aa) V (ve(z) N2) = 2
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para todo x € M ya que
ve(z)Na=(a>x)Na<zyve(x) > x.

Es decir:

Vg N\ Ug :dQZON(M)

O

A continuacién veremos que todos los niicleos se pueden construir a partir de
los nicleos de la forma u. y v,, pero antes hagamos unos cdlculos necesarios.

Lemma 1.2.28. Para j, k € N(M) si
Jk < kj

entonces
jVk=kj.

Demostracion. Sabemos que g = kj es un prenticleo, pero usando la comparacion
dada tenemos

9? =kjkj <k*j?=kj=g.

Por lo tanto g es un nicleo. Por otro lado pongamos h = jV k trivialmente tenemos
que h < g (por 1.1.4) de donde

g=kj <hh=h.
O

Con esto podemos generalizar un calculo que se hizo en 1.2.27 para j cualquier
nicleo.

Lemma 1.2.29. Sea M un marco y sean j € N(M), a,b € M pongamos
l=vyVjVug.

Entonces

l = vpjug.

Es decir, l(z) = (b > j(a V x)) para todo x € M.
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Demostracion. Para un nicleo arbitrario &k tenemos que en cualquier x € M

(kvp) () = k(b= x)) < (b= k(z)) = (upk)(z)

(ugk)(x) =aV k(x) <k(aVz) = (kug)(x)

simplemente porque & es inflatoria y por lo tanto de 1.2.28

v V k= vpk

kV ug = kug.

De donde obtenemos

= ViVug= () Vs = vpjug.

Un caso particular del lema anterior es j = dp = id 4. Entonces
Vg V Uqg = Vg V dp V Ug = VedolUg = VaUq

de donde
(Vo Vug)(0) =(a>=a)=1
yasivg Vu, = 1N(M).
Ahora un poco de terminologia. Dado un nicleo j en un marco, y dados ele-

mentos a < b del marco diremos que j colapsa el intervalo [a,b] si b < j(a), por
lo que j es el menor niicleo que colapsa los intervalos de la forma

[a, j(a)

Lemma 1.2.30. Para cada marco My elementos a,b € M tenemos
up ANvg < j < b<j(a)

para cada j € N(M). En particular si a < b entonces uy \ v, es el menor niicleo
que colapsa el intervalo [a, b).



24 Preliminares

Demostracion. Como u, y v4 son nicleos complementarios tenemos que
Up A Vg §j<:>ub§j\/ua<:>ub§jua<:>b§j(a)

La primera equivalencia es porque son complementarios, la segunda es por el lema
anterior y la dltima es por la evaluacién en 0. O

Definicién 1.2.31. Sea (£,< \/,\,0,1) una reticula completa. Se dice que un
elemento a € L estd generado por X C L si

\/X:a.

Diremos que a es representado por X si
/\ X =a.
Con todo esto a la mano obtenemos:

Teorema 1.2.32. Para cada marco M se tiene que

j:\/{uj(a)/\va\ae./\/l},

para cada j € N (M) (en la terminologia anterior todo niicleo estd generado por
los elementos de la forma u, y vy).

Demostracion. Denotemos por

k::\/{uj(a)/\va|a6./\/l}.

No sabemos de inmediato que este supremo se calcule puntualmente, pero no ne-
cesitamos eso en la prueba ya que por 1.2.30

Uj(a) N\ Va < 7,
para todo a € My por lo tanto k£ < j. Ademads para cada a € M tenemos que
Uj(q) N\ Va < k

y asi
j(a) < k(a),

simplemente evaluando en a, es decir, j < k.
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De este hecho relevante obtenemos suponiendo que el marco M sea finito,
que todo nicleo es el supremo finito de una familia de nicleos complementados,
por lo que €l mismo es complementado es decir, en este caso particular V(M) es
booleano.

Teorema 1.2.33. Si M es finito entonces N (M) es booleana.

O
Para concluir esta seccién veamos que todo nicleo tiene una representacion en
términos de una familia distinguida de nicleos, w.

Lemma 1.2.34. Para cada marco M se tiene
Uy < j < a<j0)
v > j e jla) =1
J<wa jla) =a
para cada niicleo j sobre My cada elemento a € M

Demostracion. Si u, < j entonces es claro que a < j(0). Reciprocamente si
a < j(0) entonces uq(z) = aVzx < j(0)V j(x) = j(x) para cada z € M
entonces ug < j.
Si v, < jentonces 1 < j(a) por lo que j(a) = 1, reciprocamente si j(a) = 1
entonces considere
Y= va(z) = (a - )

para cualquier z € M necesitamos y < j(z). Pero note que
yANa<zx

y asi
y<jy) Ajla) =jlyAa) <jz)
como se deseaba.
Por tltimo si j < w, entonces j(a) = a evaluando. Reciprocamente suponga
que j(a) = ay considere
y=j)A(z - a)

para x € M arbitrario, asi tenemos
y<j@) zAy<a
por lo que

y=yAjx) <jx)Ajly) =jxAy) <jla)=a
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de donde se obtiene
j@) < ((x = a) = a) = w(z)

por lo tanto 5 < w, ya que x fue arbitrario. O
De la tercera conclusién de lo anterior obtenemos la representacion deseada.

Teorema 1.2.35. Para cada marco M se tiene

j:/\{wa|a6/\/lj}
para cada niicleo j en M.

Demostracion. Dado j € N(M) sea

k= N\{wa|ae M}

entonces tenemos que j < kpor la tercera parte del lema anterior.
Ahora consideremos cualquier x € M y pongamos a = j(x) entonces a €
M y asi k < wgpor lo que

k(z) < k(a) < wg(a) = a = j(z),
por lo que k£ < j ya que x fue arbitrario. O

Proposicion 1.2.36. Si f € N(M) ysi a € M entonces fu, € N(M) de hecho
[V, = fug.

Demostracion. Sib € M entonces fuq(b) = f(bVa) < f(b) < b. Andlogamente
F(bVa) < f(a) < aporloque (Fua)2(b) = fua(f(bV a)) = F(f(bVa)Va) =
f2(bVva) = f(bVa) = fuu(b). Claramente es morfismo de orden, veamos que
si b, € M entonces fuq,(bAY) = f([bAV]Va)= f(bVa A Va]) =
fova)A fb' Va) = fua(b) A fue(b') porlo tanto fu, € N(M). Por dltimo
notemos que por 1.1.5 fu, > f V u, y reciprocamente si b € M tenemos que
£V ta(b) = (F V 12)2(b) > Fuia(b) porlo que £V uq > fu.

0

Proposicion 1.2.37. Para niicleos f y f' en M tenemos que

(f = 1) :/\{Uf(a)f/ua lae M}.
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Demostracion. Sea h = A {vyq)f'ua | @ € M}. Entonces para cada a en M,
tenemos que (hAf)(a) < vpq) (f'ua(a))Af(a) = (f'(a) = f(a))Af(a) < f'(a).
Ahora supongamos que /' es el elemento en N (M) que satisface b’ A f < f.
Queremos probar que i’ < h 'y para esto necesitamos ver que h' < v, f'u, para
toda a € M. De hecho se tiene que para cada una de esas a € M y parab € M
tenemos h/(b) < ' (bVva) < (' (bVa) = f(a)) = (K (bVa) = f(a)AN(f(bVa) =
F(@) < (v a) = F(a) = vya)fualb). Porlo que B = (' = ).

O

1.3. Derivadas sobre un Idioma

En esta seccién analizaremos el estudio hecho anteriormente sobre un marco
pero ahora lo haremos sobre una estructura de otra naturaleza (a primera vista mas
general pero conforme se verd, estdn intrinsecamente relacionados). Muchos de
los resultados que daremos en esta seccidn, tienen pruebas andlogas a las dadas
en marcos. Cuando éste no sea el caso se hard un sefialamiento del porqué. Esta
exposicidn esta basada en [Sim14c] y parte de [Sim14a].

Empezamos introduciendo algunos conceptos de teoria general de reticulas.

Definicion 1.3.1. Una reticula (A, V, A, 1,0) es modular si:
(aVe)Ab=aV (cAD)
para todos los a,b,c € A cona < b.

Claro que nuestras reticulas las pediremos completas, pero esta definicion tiene
sentido en general.

Definicion 1.3.2. Una reticula (A, V, A, 1,0) es distributiva si
(aVe)ANb=(aNb)V(cAD),

equivalentemente
(anc)Vb=(aVb)A(cVD),

para todo a,b,c € A

Noten que un marco es claramente una reticula distributiva y por ende también
modular, introduzcamos el objeto que unifica estas situaciones. Recordemos que
dado un conjunto parcialmente ordenado £ un subconjunto X C L es dirigido si
es no vacio y para cualesquiera x,y € X existe z € X tal que z,y < z.
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Definicion 1.3.3. Una reticula completa (A, <,\/, \,0, 1) es superiormente con-
tinua si se cumple la siguiente ley distributiva:

a/\(\/X) :\/{a/\x |z e X}
para todo subconjunto X de A dirigido y todo a € A.

Definicion 1.3.4. Una reticula completa (A, <,\/, \,0,1) es un idioma si es su-
periormente continua y modular.

Definicion 1.3.5. Un morfismo de idiomds es un Sup-morfismo que preserva infi-
mos finitos.

Denotemos por JD a la categoria de idiomads junto con sus morfismos.
Noétese que en cualquier reticula completa se tiene:

an(\/X)>\/{aerz|zeX}.

En un marco se tiene la igualdad y como se menciond anteriormente, un marco es
un idioma del siguiente tipo.

Lemma 1.3.6. Sea A un idioma. A es un marco si 'y solo si es una reticula distri-
butiva.

Demostracion. Claramente, si A es un marco entonces es distributivo. Reciproca-
mente supongamos que A es un idioma distributivo, consideremos cualquier sub-
conjunto Y C Ay cualquier a € A asi basta observar que

an(\/Y)<\{ary|yeY}.

Para esto formemos el conjunto X de todos los supremos de conjuntos finitos de
Y. Unelemento x € X esdelaformaz =y V...Vyy,conyi...y, € Y.
Notemos que el conjunto X es dirigido, pues es cerrado bajo supremos y también
se tiene que Y C X porloque \/Y < \/ X por lo que

a/\(\/Y)Sa/\(\/X)S\/{a/\x]:UGX}—

La segunda desigualdad se da por la ley distributiva para idioméds. Ahora tomemos
unx =1y V...V y,, entonces

a/\:)::a/\yl\/...\/a/\ynS\/{a/\y\er}.
Pues A es distributivo por lo que

Vi{erz|zeXy<\/{anylyeY}

y asi se tiene la igualdad. O
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Lemma 1.3.7. Sea A un idioma. Entonces
NVX)ANY)=\/{zry|zeX yeY},
para cualesquiera X y'Y subconjuntos dirigidos.

Demostracion. Pongamos

a=\/Xyb=\/V
Por un lado se tiene
a/\b:a/\(\/Y):\/{a/\y|y€Y}

por la ley distributiva para idiomds. Por otro lado, para cada y € Y se tiene

a/\y:(\/X)/\y:{:L‘/\y|w€X}.

a/\b:\/{a/\y\yEY}:\/{\/{a/\y\xeX}]yEY}

los cual es igual a
\/{x/\y]a:GX,er}

y esto es lo que queriamos probar. O

Los ejemplos fundamentales de esta teoria y mucho por lo que ésta motivad
son:

1. La reticula de submoddulos de un médulo M sobre un anillo asociativo con
uno. Esta reticula es un idioma. En general, no es idioma distributivo, es
decir, un marco.

2. Latopolégia de un espacio topoldgico S. Este es un marco, es por eso que la
teoria de marcos se puede pensar como un anilogo algebraico de la categoria
de espacios topologicos.

3. Eldltimo ejemplo es probablemente donde éstas dos teorias se intersecan, el
marco de todas las clases de torsion hereditarias sobre un anillo R, R — tors

Ahora empecemos recordando qué una derivada (una inflacién) sobre un idio-
ma A, es una funcién
d:A— A
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tal que
r<d(z) z<y=dx) <dy),

parazx,y € A.

Un operador de cerradura sobre A es una derivada idempotente d, es decir,
d> =d.

Un niicleo sobre A es una derivada d idempotente tal que

d(a Ab) = d(a) A d(b),

para todo a,b € A.
Un preniicleo o preniicleo binario sobre A es una derivada d tal que

d(a A b) = d(a) A d(b)

para todo a, b € A.
Una derivada d sobre A es estable o preniicleo unario si

d(a) Nb<d(aAND),

para todos los a, b € A.

En la definicién de prenidcleo como en la de nticleo basta pedir la desigualdad
d(a) Nd(b) < d(aAb)yaqueaAb<a,b= d(aNb) <d(a)Ad(b) pues d infla.

Como en 1.1.4, el producto dz de dos derivadas sobre un idioma estd por arriba
del supremo: dV z < dz. La prueba de este hecho es la misma en el caso idiomatico
al igual que lade 1.1.5.

Denotemos por D(A) el conjunto de derivadas sobre el idioma A. Este al igual
que las derivadas sobre un marco, forman una reticula completa mediante el orden

d<ze (Vxe A)ldz) < z(x)].

el mayor elemento de D(A) lo denotamos como dj y al menor elemento lo deno-
tamos por dy (que es solo el morfismo identidad de A) el supremo estd descrito
puntualmente al igual que el infimo (justo como en la construccién para marcos).
Con esto en mente, recordemos una construccién fundamental.

Definicion 1.3.8. Sea A un idiomay d € D(A) una derivada, las iteraciones de d
sobre los ordinales

(d*| a € Ord)

estdn dadas como
d=dy dt'=dd* d*=\/{d"| o<}

para cada ordinal sucesor y cada ordinal limite.
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Con esta definiciéon obtenemos:

Lemma 1.3.9. Sea A un idioma y sea d una derivada sobre A, entonces cada una
de las iteraciones de d sobre los ordinales es una derivada y toda la familia de
éstas forman una cadena ascendente de derivadas en D(A).

Demostracion. Veamos que cada d* es una derivada en A. Procedemos por induc-
cioén, noten que el caso base es trivial y que como la composicién de derivadas es
de nuevo una derivada entonces si « es sucesor el resultado es cierto. Basta ver
que d* es una derivada si \ es limite. Para este fin consideremos z <  en A. Por
hipétesis de induccioén se tiene

d*(z) < d*(y)

para cada a < A. Esto da
d*(z) < d\(y),

por construccién de d*. De nuevo usando esta construccion se obtiene
d(z) < d*(y)-
Para lo segundo tomemos dos ordinales 8 < « y en cada x € A se tiene que
dP(z) < d¥(x)

por induccion y la definicién de orden en D(A).

Asi, la cadena construida anteriormente se ve como
dg<d<d*<---<d*<...

y como los ordinales forman una clase no cardinable, entonces esta cadena se es-
tabiliza en algiin ordinal #. Es decir, d’ = d® si a > 6, pongamos tal derivada
como

dOO

Este es una derivada pues estd en la cadena anterior y es idempotente por la estabili-
dad, asi cada derivada sobre un idioma estéd por abajo de una derivada idempotente.
De hecho esta construccion asegura que d*° es la menor derivada idempotente por
arriba de d.

En este punto daré un nuevo conjunto de derivadas. Simmons a estas derivadas
les llama jderivas!, nosotros optamos por el siguiente nombre, una derivada d sobre
un idioma A se llama un derivado si d*° es un ntcleo.
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Lemma 1.3.10. Sea A un idioma y sea d una derivada sobre A, entonces

(1) Sid es un preniicleo entonces cada d* es un preniicleo, en particular d*° es
un niicleo.

(2) Si d es una derivada estable entonces cada d* es una derivada estable y
cada d* con \ limite es estable. En particular, d*° es un niicleo.

(3) Cada niicleo es un preniicleo y cada preniicleo es una derivada estable y
cada derivada estable es un derivado.

Demostracion. Veamos (1). Suponga que d es un prenticleo, entonces para a, b €
A fijos mostraremos por induccién que

d®(a) A d®(b) < d®(a A D).

El caso base es claro.
Ahora, el paso inductivo. Tenemos

d* T (a)Ad*TL(b) = d(d*(a))Ad(d*) (D) < d(d*(a)Ad* (b)) < d(d*(aAb)) = d*T1(aAb).
Para el caso limite tenemos

o) A d(B) = (\/ {d*(@) | o < XD A (\ {dP0) | 8 < A}
<\/{da YA dP(b )]a,ﬂ<)\}

< \Ad (@) Ad7(b) | v < A}

<\VAd'(@nb) |y <A} =d anb).

Aqui se usa dos veces la ley distributiva para idiomads, después se usan la propiedad
creciente de la cadena dada en 1.3.8 y la hipétesis de induccién.

La parte (2) se prueba de manera similar a la parte (1). Para ver que las itera-
ciones son en efecto prentdcleos tomemos un ordinal limite A y elementos a, b € A.
Tenemos

d*a) A d (b <\/{da Adﬁ)ya,ﬂ<A}

usando la ley distributiva para idioméas como en (1). Ahora usando que éstos son
estables se tiene

d*a) A d> (b <\/{da Adﬂ)ya,ﬁ<A}
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gv{muﬂmeaﬁ<A}
< \/{da+5(aAb) |, B < )\}

< d*a AD).

(3) se sigue de las definiciones.
O

En la seccién 2 de este capitulo se hizo un estudio de los nicleos de los morfis-
mos en la categoria F'rm, usando la categoria Sup. Como todo idioma es un objeto
en esta categoria este estudio se tiene para idiomds, es asi que se puede hablar del
idioma cociente de un idioma y de niicleo de un morfismo de idiomas. El detalle
de este estudio radica en el hecho que dado un nticleo j sobre A, si consideramos
el conjunto de puntos fijos A;, éste es un idioma no un marco puesto que no te-
nemos la implicacion definida en el idioma base. Algtinos resultados en el sentido
idiomético son:

Lemma 1.3.11. Un morfismo de idiomds visto como un morfismo en la categoria
Sup

AL>B

tiene niicleo k, y éste en efecto es un niicleo en el idioma dominio. k estd dado por
x <k(a) <= f(z) < f(a),
para cada a,x € A.
O
Teorema 1.3.12. Sea j un niicleo sobre un idioma A. El conjunto de puntos fijos
de j:
4;

es una reticula completa que es un idioma. La asignacion
A——Aj

ar— j(a)

es un morfismo de idiomds y su niicleo es justamente j.
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Teorema 1.3.13. Considere cualquier niicleo j sobre un idioma A y cualquier
morfismo de idiomds

A L B
con niicleo k, suponga que j < k. Entonces existe un vinico morfismo de idiomds
[+ Aj = B tal que el siguiente diagrama:

AL

N

conmuta.

1.3.1. Elmarco N(A) de un idioma A

Una de las situaciones mas agradables de introducir la categoria de idiomas es
que cualquier resultado que probemos ahi es automdticamente cierto para marcos,
lo cual no sucede en los resultados que tenemos para marcos. Es por eso que el
hecho de que N(A)sea un marco para cualquier idioma, es un hecho realmente
notable en el cual no podemos proceder como en marcos pues no hay implicacién
aunque la técnica en el fondo es la misma en la prueba.

Pongamos nombres a los conjuntos de derivadas que introducimos en el prin-
cipio de esta seccion.

Definicion 1.3.14. Dado un idioma A sean

los conjuntos parcialmente ordenados de, derivadas, derivadas idempotentes,
derivadas estables, preniicleos y niicleos sobre A.

Definicion 1.3.15. Sea A un idioma y sea T un conjunto de derivadas sobre A, el
infimo puntual A\ Z de Z es la funcion sobre A dada por:

(AD(@) = \{f(a)| feT}.

De la definicion de /\ Z se sigue que es una funcién en A. Ademds ésta es una
derivada.
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Lemma 1.3.16. Sea A un idiomay Z C D(A) entonces, \ZI es el infimo de la
familia T en D(A) mds avin:

1. SiT C S(A) entonces NZ € S(A).

2. SiZ C P(A) entonces \T € P(A).

3. SiZ C C(A) entonces NZ € C(A).

4. SiT C N(A) entonces N\Z € N(A).

Demostracion. Todo es inmediato.
O

El problema es construir los supremos de cada uno de las distintas derivadas
y ver que en efecto con estos supremos cada conjunto se vuelve un idioma o un
marco.

Sabemos que si Z = () entonces

NI =d,

es decir, la derivada constante 1, el mayor elemento de A.
El menor elemento en D(A) es la funcién identidad en A que denotamos por
dp. Cada una de estas derivadas es un nicleo. Para el supremos primero:

Definicion 1.3.17. Sea A un idioma 'y sea S C D(A) no vacio. Denotemos por
V' S: A— Aalafuncion dada como:

V@) =V {f(a) | f €S},
para cada a € A.

Note que en la definicién se necesita que el conjunto S sea no vacio puesto que
de la definicién de derivada se tendria que

(V0@ =\ 0=0

el cual no es el menor elemento en D(A).

Lemma 1.3.18. Sea A un idioma y sea S un subconjunto no vacio de derivadas
sobre A, entonces el supremo de S estd descrito como la funcién

\/s

Mds atin, si suponemos que éste es dirigido se tiene:
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1. Si S C S(A) entonces \| S € S(A).
2. §i§ C P(A) entonces \| S € P(A).

Demostracion. La prueba es andloga aladadaen 1.1.7y 1.2.3

Un hecho destacable es:

Teorema 1.3.19. Dado un idioma A, el conjunto S(A) de derivadas estables sobre
A, es un idioma.

Demostracion. Debemos ver que S(A) satisface la ley distributiva para idiomas,
es decir,

a9 =\{frglged}

para cualquier f € S(A) y cualquier subconjunto G de S(A) dirigido. Este su-
premo y este infimo se describen puntualmente. Asi que para cualquier a € A se
tiene

(F A\ 9)(a) = fla) A (\/G)(a)
= f(a) A \/{g(a) | g € G}
=\/{f(a) Ag(a) | g € G}
=V {rrg@lgegt=N\{frglgedhia

Las primeras igualdades son por la definicién del supremo e infimo y la dltima es
justo porque A es un idioma, puesto que (\/ G)(a) es dirigido en el idioma. O

Note que a diferencia del caso de marcos aqui utilizamos explicitamente ley
distributiva para idiomas(LDI), como en 1.2.22. Tenemos la versién para idiomas
de ese hecho.

Teorema 1.3.20. Sea A un idioma arbitrario, entonces el operador (_)>° sobre el
idioma S(A) es un niicleo (2-niicleo), cuyo conjunto de puntos fijos es N (A).

Demostracion. Sabemos que (_)*° es un operador de cerradura sobre S(A). Asi
basta probar:

fENg < (fAg),

para cualesquiera f, g € S(A). Procedemos como siempre por induccién. Sea

h=fAg
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debemos mostrar que
f*(a) ngla) < h%(a)

paracadaa € Ay « un ordinal.
El caso o = 0 es trivial.
Para el paso inductivo tenemos

FoHa) Agla) = F(£(a) Agla) < F(£(a) Agla)) < f(h(a)).

Donde utilizamos que f es estable en la primera desigualdad y la tercera desigual-
dad es cierta por hipdtesis de induccién. Asi:

foa) Agla) < f(h*(a)) Agla) < f(f*(a) Ag(h®(a)) = h*(a)

para el caso limite tenemos

) Agla) =\ {f*@a) |a <A} Agla)

= \/{fa(a) Agla) | < A}
<\/ (1) | @ < A} = \(a).

Donde en la segunda igualdad se utiliza la ley distributiva del idioma A y la tercera

usa la hipétesis de induccion.
Por dltimo, si f es un nicleo entonces:

() =f*=f+=feNA.
O]
Corolario 1.3.21. Para cada idioma A, la reticula completa N (A) es un idioma.

Demostracion. Por 1.3.20, N(A) es el cociente candnico del niicleo (_)>° sobre el
idioma S(A) y entonces por 1.3.12 se tiene el resultado.
O

Lo anterior se puede mejorar, necesitamos el siguiente lema (que es una mejora
considerable de 1.1.5).

Lemma 1.3.22. Sean A un idioma arbitrario, j € N(A) y k € D(A), pongamos
F={fes(A) | fAk<j}

Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:
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1. F es cerrado bajo composiciones.
2. F esdirigido.
3. F tiene un tinico elemento mdximo.

4. Este unico mdximo es de hecho un niicleo en A.

Demostracion. Primero, tomemos dos derivadas en f1, fo € Fysea f = fifo,
para cada z € A se tiene

f@) NE(x) = fi(fa(x) Ak(z) < fif2(e) Ak(z) < f(5(2).

Donde la primera desigualdad es cierta puesto que f; es estable y la tercera es
cierta puesto que fo € F. Ahora, como f; € F tenemos que

F@) Ak(a) < [iG(@) AR(x) < A(G() AkG(2) < 52 () = ().

Por lo tanto f € F.
Por 1.1.4 y lo anterior se tiene que F es dirigido.

Ahora, pongamos
g= \/ F.

Entonces para cada a € A tenemos que

gla) =\/{f(a) | f € F}.

ahora como F es dirigido se tiene que g es una derivada. Como F es dirigido,
utilizando la ley distributiva para idiomads se tiene que g es estable. Basta ver que
g € F.Paraesto sean x,y € A entonces

g@)ny=\{f@) | feFtny=\/{f@) ry|feF}.

donde la segunda igualdad es valida puesto que utilizamos la LDI. Un caso parti-
cular de esto es:

g@) Nk(z) = \/ {f(2) Nk(2) | f € F} < j(a),

porloque g € F.
Por tltimo, note que g2 € F por la primera afirmacién y entonces g? < g pero
por 1.1.4 se tiene g> = g.
O

Con esto a la mano obtenemos el resultado principal de esta seccién.
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Teorema 1.3.23. Sea A un idioma. La reticula completa N (A) es un marco.

Demostracion. Sabemos que N(A) es una reticula completa. Por 1.1.1 basta ver
que ésta tiene implicacion. Considere dos nicleos j, k € N(A). Porel lema 1.3.21
existe un tnico ndcleo | € N(A) tal que

fAE<Sj<—=f<I,
para cada f. Por lo tanto [ es la implicacion
(k> 7).
O

Observacion 1.3.1. Muchas veces al marco N(A) se le llama el ensamble de A.

Cabe mencionar que para calcular los supremos de una familia arbitraria de
niicleos, digamos J se usa el mismo método descrito después de 1.1.8. Es decir,
tomamos el conjunto de todas las composiciones de elementos de J, (asi lo ha-
cemos dirigido). Esto asegura el que el supremo es un preniicleo. Después a este
supremo le aplicamos el operador (_)* por 1.3.9 (2).

1.3.23 y 1.3.22 se pueden establecer como:

Lemma 1.3.24. Sea A un idioma y sea j un niicleo y f una derivada estable en A,
entonces existe un niicleo

(f = J)
en A tal que
g<(f~J) = frg<i
para cada g € S(A).
O
Si tomamos f la derivada estable anterior y consideramos su menor idempo-
tente f°°, resulta ser un niicleo. Pongamos k = (f = j)yl = (f*° = j). Sabemos

que f < f*° entonces,
AL fEAL<

Por lo tanto [ < k. Por otro lado aplicando el operador (_)> a f A k < j se tiene
FEONE S (FAR)® < j® =]
Por lo tanto k£ < {.
En resumen:

Lemma 1.3.25. Sea A un idioma, j un niicleo y f una derivada estable sobre A
entonces

(f=3)=(f">17)
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1.4. El marco base de un idioma B(A)

En esta seccién introducimos los elementos basicos para la teoria que se desa-
rrollard posteriormente alrededor de técnicas de dimensién en idiomds. Para esto
analizaremos la estructura de un idioma A adjudicandole primero un conjunto par-
cialmente ordenado J(A), este es el conjunto de todos los intervalos que se pueden
formar con elementos de A el cual se podria entender como el andlogo reticular de
la categoria de médulos sobre un anillo R. Justo ahi introduciremos para el idioma

A en juego tres marcos
B(A) €(4) D(A)

En estos marcos haremos un andlisis de ciertas derivadas conectaremos este estudio
con el hecho en capitulos anteriores.

Cabe mencionar que mucho de este andlisis se puede hacer en cualquier reticula
pero para adquirir resultados en el sentido algebraico necesitamos trabajar en un
idioma.

Definicion 1.4.1. Sea A una reticula acotada. Para cada a,b € A con a < b
pongamos

[a,b] ={x € A|la<z<b}
al cual llamaremos el intervalo entre a y b

Cada intervalo de A es por si mismo una reticula acotada, en particular [a, a] =
{a} denota al intervalo trivial y [0, 1] = A el intervalo no propio.

Denotemos por O(A) al conjunto de todos los intervalos triviales y denotemos
por J(A) al conjunto de todos los intervalos de A.

Definicion 1.4.2. Sea A una reticula acotada y considere 1, J € J(A). Escribimos
J—1

para indicar que J es un subintervalo de I, es decir, J C 1. Explicitamente, si
J =l[z,y]y I = [a,b] entonces

a<r<y<b

Diremos que J es similar a I

J~ T

si existen l,r € A tales que para los intervalos asociados a estos elementos
L=[,lvr] R=[lArr]

se tiene que I = Ry J = L en algiin orden.
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La relacién ~ es simétrica, reflexiva y no es transitiva en J(A).
Supongamos ahora que tenemos un idioma A entonces el siguiente resultado
es bien conocido.

Lemma 1.4.3. Sea A una reticula modular y considere los intervalos similares
L=,lvr] R=[rALl.

Entonces las funciones
r:L —R

T——>TAT
l:R— L
y—yVli
son isomorfismos de reticulas.

O
Regresando al caso en el que A solamente es acotada, para cada [ € J(A) y
a,b € A tenemos
I~a,al = 1€ 0(A)

[a,a] ~ [aV b,aVb]~ [bb].

Es decir, el conjunto O(A) forma un bloque completo con respecto a la relacién de
equivalencia generada por ~.

Definicion 1.4.4. Considere un subconjunto de intervalos A de una reticula aco-
tada A, diremos que A es abstracto si no es vacio y es cerrado bajo ~, es decir,

J~rle A= JcA
I,J€I(A)

Denotemos por A(A) el conjunto de todos los subconjunto de intervalos de A
abstractos.

Definicion 1.4.5. Considere un subconjunto de intervalos A de una reticula aco-
tada A.
Diremos que A es cerrado bajo subintervalos si

J—IlecA=JcA



42 Preliminares

paratodo I,J € J(A).
Diremos A es cerrado bajo traslaciones si

[a,b] e A= [aANz,bAz] ,[aVz,bVz]eA,

para cada intervalo [a,b] de Ay cada x € A.
Diremos que A es basico si es abstracto y cerrado bajo subintervalos.

El siguiente lema es util.

Lemma 1.4.6. Sea A una reticula acotada y considere A un conjunto no vacio de
intervalos de A entonces son equivalentes:

1. A es bdsico.
2. A es abstracto y cerrado bajo subintervalos.

3. A es cerrado bajo traslaciones.

Demostracion. (1) <= (2) se sigue de las definiciones.
(2) = (3) Para cada intervalo [a, b] € J(A) y cada x € A tenemos

a<aV(@Ab)<b a<(aVz)ANb<hb,
y asi
[anz,bAz]=]aN(xAb),zANb] ~[a,aV (aAb)] — [a,b].
Ahora un argumento dual da
[aVa,bVzl=[aVz,bV(zVa)l~][aVz)Abb — [a,b].

(3) = (1) Supongamos que A es cerrado bajo traslaciones, entonces para
l,r € A se tiene

Livrle A= [IArr]=[IAr,(IVr)AT] € A

IArrle A= [l,IVr]=[IV(IAT)IVrleA

y asi A es abstracto. Para a < x < y < b entonces
[a,b] e A= [z,b]=]aVa,bVz]e A= [x,y =[x ANy,bAy] € A,

por lo que A es cerrado bajo subintervalos.
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Pongamos B(A) el conjunto parcialmente ordenado de todos los conjuntos
basicos de intervalos de A ordenados con la inclusion.

Tenemos que B(A) C A(A). De las definiciones se tiene que la unién arbi-
traria de conjuntos abstractos es abstracto al igual que la interseccion arbitraria de
abstractos es abstracta. Por lo tanto A(A) es un marco, donde el mayor elemento
es J(A) y el menor elemento es O(A). Claramente éstos también son bdsicos y de
nuevo se tiene que B(A) es cerrado bajo uniones arbitrarias e intersecciones arbi-
trarias. Como estas operaciones son meramente conjuntistas, se sigue que B(A) es
un marco al cual llamaremos el marco base de A.

Dos intervalos de la forma [a, b] y [b, ¢| de A se dicen ser colindantes.

Definicion 1.4.7. Para una reticula A diremos que A € B(A) es un conjunto de
congruencia si es cerrado bajo intervalos colindantes, es decir,

[a,b] [b,c] € A= [a,c] € A,
para cada a,b, c € A.

Denotemos por C(A) al conjunto de todos los conjuntos de congruencia en A.
De nuevo, éste es un conjunto parcialmente ordenado, y de hecho tenemos

C(A) C B(A) C A(A).

La interseccidn arbitraria de conjuntos de congruencia es un conjunto de congruen-
cia por lo tanto es una reticula completa sin embargo el supremo de una familia
C C C(A) no necesariamente estd en C(A), de hecho se tiene que

\/ € e B(A).

Para ver que C(A) es un marco hay que introducir un poco mds maquinaria sobre
el marco B(A). Aqui es donde empezamos a hacer las construcciones de ciertas
derivadas sobre €l. Nuestros fundamentos generales afirman que como B(A) es un
marco entonces tiene una implicacién

(B, A) — (B~ A).
A continuacién la describiremos.
Lemma 1.4.8. Sea A un idioma y considere B, A € B(A), entonces
IeB-A) <+ VKCIHKeB=KceA,

para cada I € J(A)
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Demostracion. Para dos conjuntos bésicos de intervalos By A sea M el conjunto
de intervalos que cumplen la condicién del lema. Veamos que M es abstracto.
Debemos mostrar que si
J~TeM

entonces J € M. Para esto consideremos cualquier L € B tal que L C J, como
A es modular. Como J es similar (isomorfo) a I entonces este isomorfismo nos
llevaa L ~ K C I para algiin K. Pero B es abstracto y asi K € B, y por lo tanto
K € A. Asi I € My en vista de la abstraccién de A se sigue que L € A. Es decir,
J € M. Claramente M es cerrado bajo subintervalos. Por lo tanto M es bésico,
por otro lado se tiene que

MnB C A

Considerando I € M NBy I = K esto asegura
MC (B> A).
Para la otra contencién tomemos
Ie(B-A) KeB KCI

y asi

KeBNn(B-A)CA

es decir, I € M como se deseaba.
O

En particular 1.4.8 muestra que todo conjunto bésico tiene una inica negacion.
Ahora nos disponemos a hacer el anélisis estructural de C(A).

Lemma 1.4.9. Para cada reticula acotada A el conjunto parcialmente ordenado
C(A) es cerrado bajo intersecciones arbitrarias y uniones directas.

Demostracion. Sencilla. O

Como C(A) tiene todos los infimos, éstos son las intersecciones y asi es una
reticula completa por lo tanto tiene todos los supremos. oObserve que

0(4) yI(A)

son cerrados bajo colindancia y asi son el menor elemento y el mayor elemento
en C(A) respectivamente. Ahora para cualquier &7 C C(A) como se mencioné se
tiene que

U eB(4)

y esta union no necesariamente debe de estar en C(A). Mds adelante veremos c6mo
convertir esta unién en un supremo de tal forma que éste viva en C(A).
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Lemma 1.4.10. Para una reticula A considere C € C(A). Entonces se tiene que

(V) [a,z],|a,y] € C = [a,zVy] €C.

(A) [x,0],[y,b] €C= [z Ny,bleC

para todos los a, b, x,y € A.
(A esta propiedad le llamaremos girar).

Demostracion. Considere [a, z], [a,y] € C € C(A). Como C es cerrado bajo tras-
laciones tenemos

ly,a vyl =laVyxVvy] eC.

Por lo tanto [a,x V y] € C por ser C cerrado bajo intervalos colindantes. La otra
afirmacion es simétrica.
O

Veamos como surge la terminologia de conjunto de congruencia. Recordemos
que en 1.2.7 se introdujo el concepto de relacion de congruencia en una sup-
reticula. Una relacién de equivalencia = en una sup-reticula es de congruencia
si:

a1 = a2

blEbQ

implica que
a1 Vb =as Vb

a1 N by = as A by.

Denotemos por
Cong(A)

al conjunto de todas las relaciones de congruencia en A.

Teorema 1.4.11. Para una reticula acotada A existe una correspondencia biyec-
tiva entre:

Cong(A)y C(A).
Dada por: =— C, donde

[a,bjeC<=a<bya=Db
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con invserso C —= tal que
a=be[aNbaVd]eC,
para a,b € A.

Demostracion. Primero tomemos = una relacion de congruencia en A, y conside-
remos el conjunto de intervalos asociado C dado como

[a,b] € C= < a=h.

Veamos que C es cerrado bajo traslaciones y asi serd bdsico. Sea [a, b] € C, es
decir, a = b. Entonces
aVr=bVzx

aNT=bAzx

pues = es de congruenciay asi [aVx, bVz], [aAx,bAx] € C=. Ahora consideremos
[a, b],[b, c] € C=, entonces a = by b = ¢ como la relacién es transitiva se tiene que
a = ¢, es decir, [a,c] € C. Por lo tanto C= es cerrado bajo intervalos colindantes
por lo que éste es de congruencia.
Ahora consideremos un conjunto de congruencia C € C(A) y pongamos =¢
dada por
a=cb<lanbaVvb el.

Veamos primero que =¢ es de equivalencia. Claramente la relacién es reflexi-
va y simétrica, basta ver que es transitiva. Para este fin, consideremos elementos
a, b, c € A tales que

a=cb=cec

Es decir
[aAb,aVbl,[bAc,bVc]eC.

Como a Ab < b < aVbentonces el intervalo [a A b,b] € C. Y asi por traslacién
tenemos
[anbAe,bAc]eC.

Asi los intervalos [a A b A c,bAc]y[bAcbV | son colindantes por lo que
[aAbAc,bVc] € C.Unargumento simétrico nos da [a Ab A ¢,a V b] € C por lo
que [a ANbAc,aVbVc| e porellema 1.4.10. Finalmente como

aANbAc<aANc<aVc<aVbVe

por lo que
[aAc,aVel el
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Para terminar esta parte de la prueba veamos que en efecto =¢ es de congruencia.
Veamos que es de V-congruencia, la otra propiedad es similar. Sean

a1 =c az

b1 =c ba.
Pongamos a = a1 V az y b = b1 V ba. Veamos que
a=cb.
Por un lado tenemos que
[a1 A ag, a1 V ag), [br A b, by V bo] € C.

Como C es cerrado bajo subintervalos, se tiene que [a;,a] € Ay [b;j,b] € A
para i = 1,2. Pero si trasladamos dos veces obtenemos [a; V b,a V b] € Ay
[ai V b, a; V b] € C. Asi

[CLZ'\/bZ',CL\/b] eC

por colindancia. Usando el lema 1.4.10 anterior, de nuevo obtenemos que
[(a1 V b1> A (CLQ V bg), (a1 \Y bl) V (ag V bg)] = [a Ab,aV b] eC.

Asi
a =¢ b.

Por dltimo veamos que

= A= —=c_

Cr—=c— C=,

son biyecciones. Primero si notamos a =¢_ b < [aAb,aVb] € C < aAb = aVb.
Por lo que a = b = a =¢_ b la otra implicacién es porque si @ =¢_ b entonces
para cada z tal que

aNb<xz<aVb,

tenemos
x=zV(aAb)=xV(aVb)=aVb.

Por lo que
a=aVb=b

conz = ayx = b. Porlo que a = b. Para la otra asignacién notemos que
[a,b) € C=, ©a=bs [a,b=[aNbaVb e A
Entonces C=, = C. ]
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Veamos que en efecto C(A) es un marco. Para esto primero notemos que como
este conjunto es cerrado bajo intersecciones arbitrarias, entonces dado cualquier
intervalo [a, b] se tiene que existe el menor conjunto de congruencia C. Es decir
existe el menor cociente de A tal que [a, b] se colapsa alli. Esto define obviamente
una operacion (un operador cerradura estable) en A, pero ahorita por un momento
queremos ver esto de la manera mds reticular posible, es decir con conjuntos de
congruencia. Por eso ponemos:

Definicion 1.4.12. Para cada reticula acotada A 'y cada par de intervalos [a, b] €
J(A), sea (a,b) el menor conjunto de congruencia A tal que [a,b] € A.

Es claro entonces que O(A) = (a,b) paracadaa € Ay J(A) = (0, 1), ahora
notamos que para cada [a, b] € A, entonces (a, b) C Ay viceversa. Por lo que

A=\/{(a,b) | [a,b] € A}.

Este supremo no necesariamente es una unién (de hecho no tiene sentido ese su-
premo para nosotros atin, lo describiremos abajo), para esto primero veamos una
descripcién mds concreta de (a, b).

Definicion 1.4.13. Para cada reticula A acotada y cada B € B(A) sea
Cng(B)

el conjunto de intervalos |a, b] que pueden ser partidos dentro de BB. Es decir, existe
una sucesion finita

a=20<...<; < ... <2py1=0b

tal que [x;, z;+1] € B para cada 0 < i < m.

Obviamente tenemos que B C Cng(B) usando la particién trivial de cada
intervalo de 3. Veamos que Cng(_) define una operacién en B(A). Primero obser-
vemos que dados [a,b] € Cng(B), y € Ay suponga que tenemos la particién del
intervalo anterior

a=20<...<x; < ... <y =0b.

Es decir, [x;, z;+1] € B. Entonces como B es bdsico se tiene [x; Ay, z;+1 Ay] € B
entonces la nueva particién

aNy=20 Ny < ... <, Ay < ... <1 ANy=>bAy

asegura que [a Ay, bAy] € Cng(B). Similarmente se tiene [aVy, bVy] € Cng(B).
Este argumento muestra que Cng(B) € B(A).



1.4 El marco base de un idioma B(A) 49

Lemma 1.4.14. Para cada reticula A acotada y cada B € B(A), el conjunto
bdsico Cng(B) es el menor conjunto de congruencia que contiene a B.

Demostracion. Ya tenemos que B C Cng(B) € B(A). Es claro que Cng(B) es
cerrado bajo intervalos colindantes por lo que Cng(B) € C(A). Por ultimo dado
otro conjunto de congruencia 5’ tal que B C B'. Sea [a,b] € Cng(B), considere-

mos su particion a = 29 < ... < x; < ... < xyy1 = beon [z, xi41] E BC B
para cada 0 < ¢ < m. Como B’ es cerrado bajo intervalos colindantes de donde se
concluye [a, b] € B’ como se deseaba. O

Con esto en mente tenemos.

Teorema 1.4.15. Para cada reticula A la operacion Cng en B(A) es un niicleo
con conjunto de puntos fijos C(A).

Demostracion. Tenemos que Cng es inflatoria y monétona, ademds Cng(B) €
C(A) para cada B € B(A). ahora recordemos que dado cualquier C € C(A), C es
cerrado bajo intervalos colindantes por lo que Cng(C) = C, es decir,

BeC(A) < Cng(B) =B,

para cada B € B(A). En particular € ng, es un operador de cerradura en B(A)
con conjunto de puntos fijos C(A). Basta observar que

Cng(A)NCng(B) C Cng(ANB)

para cada A, B € B(A). Para este fin, considere un intervalo [a,b] € Cng(A) N
Cng(B). Como [a,b] € Cng(A) entonces existe una particion finita

a<...<z<y<...<b

donde [z, y] € A para cada parte. Es decir, [z, y] — [a,b] € Cng(B), por lo que
[z,y] € Cng(B) y esta parte [z, y] tiene una particion:

r<...fufv<... <y,

donde [u,v] € B para cada parte. Asi [u,v] — [z,y] € A, es decir, [u,v] €
AN B. Continuando todas estas particiones tenemos [a, b] € Cng(ANB) como se
deseaba.

O

De este resultado y por la teoria desarrollada en la primera seccién tenemos
que C(A) es un marco. De hecho tenemos el cociente

B(A) — C(A)
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B — Cng(B)

Resumiendo:

Proposicion 1.4.16. Sea A una reticula acotada entonces

1. Para cada B € B(A) el conjunto Cng(B) es el menor conjunto de con-
gruencia que contiene a BB.

2. Cng € N(B(A)).
3. B(A)eng = C(A).

O
Este resultado también muestra, en vista de 1.4.11, que Cong(A) es un marco,

Yy asuvez
\/ # =eng(| J#)

para cada &7 C C(A). En particular cada intervalo nos define un conjunto de con-
gruencia (a, b), de hecho:

Lemma 1.4.17. Para cada reticula A acotada y cada intervalo [a,b] de A el con-
Jjunto de congruencia asociado {(a, b) es compacto en C(A).

Demostracion. Consideremos una familia de conjuntos de congruencia X tal que

(a,b) C\/ X.
Debemos exhibir una subfamilia finita & ... X,,, € X tal que
(a,b) CXV...VX,=X™

Para esto sea ) la familia de todos los subconjuntos finitos de X', entonces \/ X =
VY = UV, donde la segunda igualdad se tiene puesto que ) es dirigido. Asi
tenemos que

(a,0) < |V,

por lo que
[a,0] € | .
Esto nos da
[a,b] € Y,
es decir
(a,b) C X™,

para algiin X™ € ). O
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En vista de que cada C € C(A) es el supremo de (a,b) C C en C(A), deduci-
mos:

Corolario 1.4.18. Para cada reticula acotada A, C(A) es compactamente genera-
da (\/-generada por sus elementos compactos).

O
Como C(A) es un marco veamos qué sucede con la implicacion.

Corolario 1.4.19. Para cada reticula acotada se tiene
(B>C)eC(A)
para cada B € B(A) y cada C € C(A).

Demostracion. Pongamos
X =(B>C).

Basta mostrar que
Cng(X) C X

es cierta. Dado que
XNnBCC

se tiene
Cng(X)NBC Cng(X)NCng(B) Cng(XNB)C Cng(C)=C

de donde se sigue que
Cng(X)C(B>C)=4X.

O]

A continuacién introduciremos el subconjunto clave para considerar todas las
posibles congruencias sobre el idioma A en juego.

Definicion 1.4.20. Un conjunto bdsico B es laxo si
(Vz € X)[la,z] € B= [a,\/ X] € B]
paracadaa € Ay X C [a,1].

Denotemos por Y (A) al conjunto de todos los conjuntos laxos en A.

Definicion 1.4.21. Un conjunto D bdsico en A es de division si es de congruencia
y laxo.
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Denotemos por D(A) al conjunto de todos los conjuntos de division sobre A.
Noten que de las definiciones se tiene

C(A) N Y (A) =D(A).
Primero notamos que
Lemma 1.4.22. Para cada idioma A se tiene que
(B> D) e D(A),
para todo B € B(A) y todo D € D(A).

Demostracion. Pongamos

X =(B>D)

para un conjunto basico B dado y un conjunto D de divisién. Por 1.4.20, como los
conjuntos de divisién son de congruencia, se tiene que X € C(A). Por lo que basta
ver que X es laxo.

Para este fin, tomemos cualquier a € Ay cualquier X C A tales que

[a,z] € X

para cada x € X'. Sabemos X es de congruencia, entonces es cerrado bajo giros
por lo que a X lo podemos suponer dirigido. Asi consideramos elementos

aSySZS\/X

tales que [y, z] € B. Entonces por 1.4.8, basta probar que [y, z] € D.
Considere un elemento arbitrario x € X entonces

a<yANr<zAzxz<vuw
con [y A z,z A x] € B. Por lo tanto
ly,z ANxVy| €D,
pues [a, z] € X usando que
(yVa)ANz=yV (zAz)
por modularidad. En vista de que X es dirigido tenemos
\/{y\/m/\z|:neX}:y\/(\/X)/\z:z

usando la ley distributiva para idiomas. Por lo tanto obtenemos

v, 2] = [y,y v (\/ X) A 2] €D.
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De aqui se concluye que la negacion de cualquier conjunto bdsico es un con-
junto de division.

Lo anterior muestra que D(A) tiene implicacion y claramente es una reticula
completa (es cerrada bajo intersecciones arbitrarias). Por lo tanto, en vista de 1.1.1
se tiene:

Teorema 1.4.23. Si A es un idioma entonces
D(A)
es un marco.

O]

Demos una descripcién mds explicita de lo que estd sucediendo. En vista de

que D(A) C B(A) es un marco, se tiene que todo conjunto bdsico estd contenido

en un conjunto de divisiéon. Denotemos por Dvs(B) al menor conjunto de divisién
que contiene a B.

Lemma 1.4.24. Si A es un idioma entonces la operacion Dvs es un niicleo sobre
el marco B(A).

Demostracion. Tomemos By, By € B(A) pongamos
D = Dus(B1 N Ba).
Por construccion se tiene
B NBy CD.

Entonces
By C (BQ - D)

Asi por 1.4.22 se tiene (B2 > D) € D(A), por lo que Dvs(B1) C (B2 > D), por
lo que Dws(By) N B2 C D. De esto se obtiene

By C (82 - D)

Por lo que D vs(B1) N D(B2) C D. La otra contencion es trivial y de la construc-

cién es claro que D vs es inflatoria e idempotente.
O

Claramente se tiene que
Cng < Dus

y estos dos nicleos determinan dos cocientes en B(A)

Cng

B(A) —s e(A) 2 D(A)
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A su vez noten que a un idioma le hemos asociado varias estructuras. En par-
ticular le asociamos dos marcos D(A) y N(A). Veamos que estas construcciones
estdn relacionadas. Lo que necesitamos es una forma de relacionarlas para esto
introducimos:

Definicion 1.4.25. Sea A un idioma, para un conjunto bdsico B € B(A) definimos
su derivada asociada

|B|

como
|B|(a) = \/X donde x € X < [a,x] € B

cona € A

El nombre que le dimos a esta funcién no es coincidencia pues claramente se
tiene que a < |B|(a) y si a < b entonces para cualquier z € X con [a,z] € B se
tiene que

[b,bV x| =[aVbbVzx]eDB,

por lo que
x <bVax<|B|b).

Y asi |B| es mondtona por lo tanto es una derivada, ahora observe que el conjunto
B es laxo si

[a,b] € B
para cada a € A con b = |B|(a). Esto sugiere:

Teorema 1.4.26. Sea A un idioma. Existe una correspondencia biyectiva entre:

1. Y (A) conjuntos laxos de A.

2. S(A) derivadas estables sobre A.

Dada por
Y (4) +— S(4)

BI—>SB:’B‘
[a,b] € B & b<s(a) Bs<+—s

Demostracion. Procedemos por etapas. Primero tomemos un conjunto laxo de A,
B junto con su derivada asociada

’B‘ = SB.
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Veamos que ésta es estable. Para esto consideremos a, b € A. En vista de la laxitud
de B se tiene que

[a, s5(a)].

Pero
[a A b, sp(a) ND] € B,

ya que B es bésico y asi sg(a) Ab < sp(a A D).
Ahora, dada una derivada estable s € S(A), sea B el conjunto dado como:

la,b] € Bs < b < s(a).

Primero B, es abstracto es decir,
,Ivr|e Bs<=[lAr,r]€B

para [, € A. Supongamos que [I,] V r] € By, es decir, r < [V r < s(l). Usando
la estabilidad de s se tiene que r < s(I) A7 < s(l A7), es decir [r Al,r] € Bs.
Reciprocamente, supongamos que [ A l,r| € B, entonces r < s(r A l). Como es
derivada se tiene que | < s(I) yr < s(l Ar) < s(I), porloque !V r < s(l). Es
decir, [I,1 V r] € Bs. Ahora veamos que B, es bésico. Para esto consideremos

a<c<d<bd

entonces tal que [a, b] € Bs, es decir, d < b < s(a) < s(c) por lo que [¢, d] € Bs.

Por tltimo, para esta etapa considere @ € A y un subconjunto de X C [a, 1],
tal que [a, z] € Bs, entonces = < s(a) paracadax € X y asi \/ X < s(a). Dicho
de otra manera

[a,\/ X] € B,.

Por lo tanto B, es laxo.
Veamos que en efecto forman una biyeccion.
Primero
B — sp — B,

debemos mostrar que B = Bj,. Para este fin, considere un intervalo [a,b] € B
entonces de la construccién se tiene que b < sg(a) es decir [a, b] € Bs,, recipro-
camente si [a,b] € By, entonces a < b < sp(a) entonces por la construccion de
éste se tiene que

[a, sg] € B.

Por lo que [a, b] € B pues B es basico. Por lo tanto se tiene la igualdad

B = B,,.



56 Preliminares

Ahora tenemos
s +— Bs — s5,.

debemos mostrar que
S = 5B,-

Note que de la construccién de sp, (a) = \/ X, donde X es el conjunto de elemen-
tos x tales que [a, x| € Bs. Note que justamente uno de estos elementos es s(a) por
lo que s(a) < sp,(a). Pero también para cada = < s(a), entonces \/ X < s(a),
por lo que s(a) = sp,(a) en cualquier a € A. O

Corolario 1.4.27. Sea A un idioma y considere la correspondencia anterior

Y (4) «— S(A).

Entonces un conjunto laxo BB es de division precisamente cuando |B| es idempo-
tente y asi un niicleo en A.

Demostracion. Supongamos que tenemos un conjunto laxo que es de division B ,
es decir, es de congruencia y sea a € A cualquier elemento pongamos

b =sp(a)c = si(a) = sp(b),
entonces a < b < ¢ la equivalencia de 1.4.26 da
[CL, b]a [b7 C] €B.

Como B es de congruencia se tiene que [a, c| € B lo cual da c < sp(a) = by por
lo tanto sz es un nicleo.

Reciprocamente supongamos que s es idempotente y considere 5. Necesita-
mos ver que B es cerrado bajo intervalos colindantes. Para esto considere [a, b], [b, ¢] €
Bs, entonces

b < s(a)c < s(b).
De la idempotencia de s se tiene que ¢ < s(b) < s%(a) = s(a) y asf [a, ¢] € Bs.
O

Teorema 1.4.28. Sea A un idioma.

1. Para cada B € Y (A) la derivada |B| es estable.
2. Para cada C € C(A) la derivada |C| es un preniicleo.

3. Para cada B € B(A) con C = Cng(B) la derivada |B| y el preniicleo |C|
tienen el mismo idempotente asociado. En particular |B| es un derivado.
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4. Para cada D € D(A), la derivada | D| es un niicleo.

Demostracion. (1) Suponga que B es laxo y considere la derivada asociada d =
|B|. Para cada elemento a € A se tiene que

[a,d(a)] € B,
y asi para cada a, b € A se tiene que
[aAb,d(a) ND] € B,

pues B es bésico. Esto da
d(a) Nb<d(aAb).

(2)

Pongamos d’ = |C|. Sabemos que d’ es una derivada, veamos que
d'(a Ab) > d'(a) Nd'(b),

para cualesquiera a, b € A.
Considere los siguientes subconjuntos de A

X={xe€A|la,z] €C}

V={ycAlby ec}
entonces
d(a)=\/Xd®) =\/Y.
En vista de que C es de congruencia se tiene que X y Y son dirigidos por 1.4.10.
Entonces utilizando 1a ley distributiva del idioma A, se tiene

d(a)nd ) =\/{zry|lzeX yeY}.
De nuevo como C es de congruencia se tiene que
[aNb,aNy]leC
paracadaz € X ycaday € Y. Asi
r Ay <d(anb)

para x, y. Entonces
d'(anb) <d'(a) Nd(b)
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como se deseaba.
(3)
Pongamos d = |B| y d’ = |C| por la parte (2) se tiene que d’ es un prentcleo y
ademads para cadaa € A
d(a) < d'(a),

pues B C C. Ahora considérese cualquier [a,z] € Cng(B). Existe una particion
finita
a=aq<a<..<aq=<x

tal que [a;,a;+1] € B para cada 0 < ¢ < [. Pero entonces
ai+1 < d(a;)

para cada 7. Asi
a < d'(a) < d*(a),

para esta a € A. De esto se sigue que

d(a) < d'(a) < d¥,

de donde obtenemos dos cadenas descendentes de derivadas indicadas en los ordi-
nales
(d* | a € Ord) (d* | o € Ord)

que se intercalan y por lo tanto tienen la misma derivada cuando se estabilizan en
0.

(4)
Considere cualquier D € D(A) pongamos h = |D| y sea a € A se tiene que
[a, h(a)] € D
pues D es laxo. Ahora noten que

[a, h(a)], [A(a), h*(a)] € D,

aplicando dos veces este razonamiento y en vista de la colindancia se tiene que
[h(a), h%(a)] € D, por lo que

h%(a) < h(a)

por construccion de h. Por lo tanto h es un operador de cerradura. La parte 2 afirma
que es un prentcleo y asi es un nicleo.
O
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Corolario 1.4.29. Sea A un idioma, sea B € Y(A) y sead = |B

, entonces
[a,b] € B <= b <d(a),
para cada intervalo [a, b].

Demostracion. La implicacion directa es cierta por construccion de d y es vélida
sea I3 1axo o no.
Y la otra implicacion se tiene en vista de la laxitud de B.

El siguiente teorema es fundamental para nuestra teorfa.

Teorema 1.4.30. Sea A un idioma entonces existe un isomorfismo de marcos
N(A) «+— D(A)
j<—D
dado por
jr—Dj [a,b] Dj <= b<ja)

Demostracion. Mucho de este teorema ya estd hecho, s6lo hay que notar que las
construcciones estdn en cada uno de los conjuntos indicados.

Dado un conjunto de division D € D(A), considere j = |D| entonces por
1.4.28 (4), se tiene que j es un niicleo en A y asi por el corolario 1.4.29 tenemos

que
la,b] € D <= b < j(a)

para cada intervalo.

Después pensemos en un nicleo j € N(A) y consideremos el conjunto de
intervalos D;. Veamos que éste es de division. Para esto, como j es un prentcleo
se tiene que paracada p,q € A

[PpANg,q) €Dj <= q<j(pAq)
= q<jlp)Njq)
< q < j(p)
< qVp<jlp) < [p,pVq €D,

por lo tanto es abstracto.
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Paracadaa <z <y <bcon [a,b] € D; se tiene que
y<b<ja) <jx)

porlo que [z,y] € Dy asi D; € B(A).
Para mostrar que D; es de congruencia considere cualquier [a, ], [b, c] € D;
entonces
b<jla) c<jb)

entonces
¢ < j*(a) = j(a)

y asi D; € C(A). Por tltimo notemos que dado cualquier X C Ay a € A tales
que
la,x] € D;

para cada x € X, entonces x < j(a) porlo que \/ X < j(a)y asi

[a,\/ X] € D;.

Claramente de estas observaciones se tiene que estas asignaciones son inversa una
de la otra, ademds de las construcciones cada una de éstas es mondtona y asi como
cada uno de éstos es un marco se tiene que los morfismos son completos.

O

Con esto podemos describir el nicleo D vs en B(A).

Teorema 1.4.31. Sea A un idioma, considere cualquier B € B(A) y sea d = |B|
entonces
[a,b] € D <= b < d*(a)

define el menor conjunto de division que contiene a B, es decir, D = D vs(B).

Demostracion. Por el teorema 1.4.28 (3) se tiene que d*° es un niicleo y asi el
teorema anterior nos dice que D definido de esta manera es de division. Para cada
intervalo se tiene que

[a,b] € B=b<d(a) <d*(a) = [a,b] € D,

y asi B C D. Ahora considere cualquier conjunto de division £ tal que B C £. En
vista de que £ es laxo se tiene

(%) (Va € A)[a,d(a)] € &]
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por construccién de d. Veamos que
(Va € A)[[a,d™(a)] € €]

para cada ordinal a.
Por induccioén. Fijemos a € A.
El caso a = 0 es claro. Para el paso inductivo tenemos que

[a,d"(a)],[d%(a),d*T] € €

por hipétesis de induccién usando (x) y asi [a,d*"!(a)] € € pues & es de con-
gruencia. Para el caso limite tenemos que

[a,d%(a)] € €

por hipétesis de induccion para cada o« < A. Pero

d*a) = \/{d"(a) | o< A}.
y como £ es laxo se tiene que
[a,d*(a)] € £.

Asi obtenemos que
[a,d™] € &,

de donde D C & como se deseaba.

Con esto a la mano damos la descripcion explicita que buscdbamos.

Teorema 1.4.32. Sea A un idioma. Considere cualquier conjunto bdsico B €
B(A), entonces tenemos que

[a,b] € Dvs(B) <= (Va <z <b)(Fz <y < b)[[z,y] € B]
para cada intervalo [a, b].

Demostracion. Sea C = Cng(B) y sea d = |C| su prentcleo asociado. Por el
Teorema 1.4.28 (3) se tiene que |B| y d tienen el mismo idempotente asociado. Asi
el Teorema 1.4.32 nos da

[a,b] € Dvs(B) <= b < d>(a),
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para cada intervalo [a, b]. Primero veamos la implicacién directa. Considere cual-
quier
[a,b] € Dwvs(B)

y cualquier a < x < b. Tenemos que
x <d(z)Ab.
Veamos que esta comparacion es estricta. Suponga que
x =d(x) Ab,

veamos que
x=d*(z)Ab

para cada ordinal «. Viendo esto se tendria que
b<dX(a)ANb<d®(x)ANb==x

lo cual es un absurdo. Procedemos por induccion sobre .
El caso base es trivial. Para el paso inductivo se tiene que

d(z) = d(d*(z) Ab) = d*T(z) A d(D),
donde en la primera igualdad usamos la hip6tesis de induccién, entonces
z=dx)ANb=d" " (z)Ab

como se queria.
Para el caso limite tenemos

d*(z) = \/{d*(@) | o < 2}
para A un ordinal limite. Entonces
d)‘(a:)/\b:\/{da(az) | oz</\}Ab:\/{d°‘(x)/\b\oz<)\}:x

usando la hipétesis de induccidn y la ley distributiva en el idioma A. Lo cual da el
resultado.
De esto tenemos que

r<dx)ANb= (\/Z)/\bdondez € Z < [z,2z] €C.
Como C es de congruencia sabemos que Z es dirigido por 1.4.10. Y as{

:L'<\/{z/\b|z€Z},
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por lo que
r<zAb<z.

En particular
[x,zAb] €C,

para algin z € Z. Como B C C se tiene que
r<y<zAb<b

con [z,y] € B como se queria.
(<=). Suponga que la condicién derecha del teorema es cierta para el intervalo
[a, b]. Sea
¢ = d*(a),

debemos hacer ver que b < j. Note que d(c) = c. Sea
z=bAc asia <z <b.

Si mostramos que x = b habremos terminado. Por contradiccién suponga que
x < b. Tenemos que

a<z<y<btalque|r,yje BCC
y asi y < d(z). Pero

d(x) =d(bANc)=d(b)Nd(c) =d(b) Nc<eg,

de donde
y <d(z) <c,
y asi
y<bAhc=ux,
lo cual es la contradiccion. O

Como se verd en secciones posteriores el Teorema anterior es de suma im-
portancia. El Teorema 1.4.30 se puede mejorar recordando la definicién de \/-
congruencia dada en 1.2.7 sobre un semireticula. En el caso que tengamos un idio-
ma A a estas congruencias les llamaremos idiomdticas. Inmediatamente después
de esta definicion en 1.2.8 se definid el concepto de selectivo y se observo que és-
tos son derivadas idempotentes. De hecho probamos que éstas estan en biyeccion
con las \/-congruencias. En nuestro caso particular, denotemos por D ong(A) al
conjunto de todas las relaciones de congruencia idiomaticas sobre A. Es facil ver
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que Dong(A) es un reticula completa. Como en la prueba después de 1.2.8, dada
una relaciéon =€ Dong(A) pongamos

j(a):\/{wEA]:pEa}.

Este operador es una derivada idempotente. Ademads

\/Xza,

donde
XeX<—<zx=a.

Asi X es dirigido y noten que simplemente renombramos
jla) =\ X,
por lo que usando la ley distributiva para idiomas se tiene que
jlanb) =jla) Ajb),
por lo que j es un nicleo en A. Por lo que el siguiente resultado no es sorpresa.

Teorema 1.4.33. Para cada idioma A existen isomorfismos candnicos:
Dong(A) «— N(A) +— D(A)
dadas por
(=—j) j@=\{reAlz=a} (z¢=j) a=b<=j(a) =0

jla)=\/{reAlla,z] €D} (j«— D) [0, €D<=b<j(a) (j— D)

Demostracion. Basta probar el lado derecho de las biyecciones, de lo mencionado
arriba se tiene que cada relacién en Dong(A) define un nicleo y dado un niicleo
como en la prueba de 1.2.9 es ficil ver que esta relacion a = b <= j(a) = j(b)
es idiomdtica, que estas dos asignaciones forman una biyeccién es claro de las
definiciones, mds adn, la estructura reticular de N (A) convierte a D ong(A) en una
reticula completa de tal manera que estas asignaciones constituyen un isomorfismo
en F'rm. O

Sabemos que B(A) es un marco, este tiene su implicacién (_ > _) y también
sabemos que S(A) tiene una implicacion parcial y ésta es la implicacién en N (A),
(_ > _). Veamos que éstas interaccionan de forma agradable.
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Lemma 1.4.34. Sea A un idioma, consideremos B € Y(A) y D € D(A) que por
1.4.28 se corresponden con f = |B| € S(A)yj = |D| € N(A). Entonces el
conjunto de division (B - D) corresponde al niicleo (f > j) € N(A), es decir,
[a,b] € (B>D)<b<(f>j)a).

Demostracion. Pongamos k = (f > j) y sea [ el nicleo asociado a (B > D).
Veamos que k = [, para esto utilicemos 1.4.8. Sea a € A, entonces a < f(a) A
l(a) <l(a)ya < f(a) Nl(a) < f(a), es decir, [a,l(a)] € (B = D)y la, f(a) A
[(a)] € By asi[a, f(a) Al(a)] € D porlo que f(a) Al(a) < j(a), es decir,
f N1 < jpara cualquier a € A con lo que obtenemos [ < k.

Para la otra comparacién, tomemos cualquier a € A y considere a < x < y
k(a) tal que [z,y] € B, entonces y < f(x) < f(a)yasiy < f(a) A k(a)
j(a) < j(z) detal formaque y < f(a) Ak(a) < j(a) < j(x), es decir, [z,y] €
y en vista de 1.4.8 obtenemos [a, k(a)] € (B = D)

O Q9 IAIA

1.5. Derivadas zoclo, Cantor-Bendixson, Gabriel y Boyle
para idiomas

En esta seccion se introducen las derivadas fundamentales para un idioma A,
se observardn las relaciones entre éstas, se introduce la nocién de longitud y de
dimensién de un idioma con respecto a una derivada, por dGltimo se mencionan re-
sultados que serdn importantes en los siguientes capitulos, cabe mencionar que al-
gunas pruebas serdn referidas a los textos [Sim14a], [Sim14e], [Sim14b] y [GS88].
Al final veremos unos ejemplos particulares de éstas en el marco de R — tors sobre
un anillo R asociativo con uno.

Definicion 1.5.1. Sea A un idioma y sean B y A conjuntos bdsicos, pongamos
Mid(A, B) el conjunto de intervalos [a,b] tal que para todo a < x < b se tiene
que [a,x] € Ad [x,b] € B.

Lema 1.5.2. Sea A un idioma, entonces el conjunto Mid(A, B) es bdsico para
todos A, B € B(A).

Demostracion. Veamos que Mid(.A, B) es abstracto, para esto considere [, € A
e intervalos candnicos I = [I,1V r]y [l Ar,r] = J verifiquemos que

I € Mid(A,B) < J € Mid(A, B).

Supongamos que I € Mid(A, B), consideremos | A r < z < r en J entonces
[ <lvz <I[Vrdetal formaque [l,[Vz]Ao[lVz,IVr] € B,pues I € Mid(A, B),
dedonde [[ Ar,(IVz)Ar] € AS[(IVx)Ar,r] € B pues los conjuntos son



66 Preliminares

bésicos y asi cerrados bajo traslaciones, pero en vista de 1a modularidad obtenemos,
((vz)yANr=(xVI)Ar=xzV({Vr)=xyasi[lArz] € Ao [z,r] € B.
Ahora supongamos que J € Mid(.A, B) y considere [ < x < [V r en I, entonces
IANr <z Ar <rlocual porlasuposicionda [ Ar,x Ar] € Ao [x Ar,x] € B, de
donde [I,IV (zAr)l € Ao [lV (xAr),lVr] € Bpues los conjuntos son bdsicos ,
de nuevo por modularidad obtenemos [ V (x A7) =1V (rAz)=(IVr) Az ==,
es decir, [I,z] € Ao [z,l Vr] € B, como se deseaba.

Por otro lado para ver que Mid(.A, B) es cerrado bajo subintervalos, considere
[a,b] € Mid(A,B) y cualquier a < ¢ < z < d < b entonces [a,z] € Ao
[x,b] € B por hipétesis de [a, b] y como los conjuntos son basicos trasladando por
¢y por d respectivamente obtenemos [c, z] € Ao [z,d] € B.

O

Ahora considere el caso particular Mid(O, B) y Mid(B, B), es decir, un inter-
valo [a,b] € Mid(0,B) siparatodoa < x < ba = x o [z,b] € B, de igual
manera [a, b] € Mid(B, B) si paratodoa < z < b [a,z] € B6 [z,b] € B.

Definicion 1.5.3. Pongamos Crt(B) := Mid(O, B), a este conjunto le llamaremos
el conjunto de intervalos B-criticos y Smp(B) := Mid(B, B) le llamaremos el
conjunto de intervalos B-simples.

De 1.5.2 obtenemos:

Corolario 1.5.4. Sea A un idioma y B cualquier conjunto bdsico en A, entonces
los conjuntos Crt(B) y Smp(B) son bdsicos.

Definicion 1.5.5. Sea A un idioma, un intervalo [a, b] es simple si [a, b] € Smp :=
$mp(0)

De las definiciones se tiene que Crt(O) = Smp y ademads para cualquier B
basico Crt(B) C 8mp(B). Por otro lado estos nuevos conjuntos bésicos definen
dos derivadas en el marco base de cualquier idioma, Crt < Smp € D(B(A)) de
hecho:

Proposicion 1.5.6. Sea A un idioma, entonces Crt € P(B(A))ySmp € S(B(A)).

Demostracion. Para Crt basta ver que Crt(By) N Cri(Ba) C Cri(By N Ba))
para cualesquiera By, By € B(A). Sea [a,b] € Crt(By) N Crt(B2) y tomemos
a < x < b, por lo que [z, b] € By N Ba, por lo que Crt es un prentcleo. Para Smp
necesitamos verificar que Smp(B1) N By C Smp(By N Be), con By, By € B(A).
Considere [a,b] € Smp(B1) N By y cualquier a < x < b entonces [a,x] € B; 6
[x,b] € By 'y como [a, b] € B; entonces [a, |, [z, b] € Ba, es decir, [a, z] € B1NB2
6 [z, b] € By N By, lo cual prueba lo requerido. O
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A continuacién introducimos otros conjuntos de intervalos fundamentales.

Definicion 1.5.7. Sea A un idioma y sean B y A conjuntos bdsicos, pongamos
Nid(A, B) el conjunto de intervalos [a,b] tal que para todo a < x < b existe
a<y<btal que [a,x Ny] € Ay [z Vy,b] € B.

Lema 1.5.8. Sea A un idioma, entonces el conjunto Nid(A, B) es bdsico para

todos A, B € B(A).

Demostracion. Veamos que Nid(A, B) es abstracto, para esto considere [, € A
e intervalos canénicos I = [,V r]y [l A r,r] = J verifiquemos que

I e Nid(A,B) & J € Nid(A, B)

suponga que I € Nid(A,B)yseal A\vr <z <renJ,entonces! <[Vzx<IlVr
porloqueexistel <u <IVrtalquell,(IVa)Aul € Ay[IVzVu,lVr]ebB,
pongamos y = u/\r para obtener un elemento en ./, de la condicién para u tenemos
que [z V u,l V r] € By asi trasladando por r, tenemos [(z V u) A r,r] € B, por
modularidad de A tenemos (xVu)Ar = zV(uAr) = xVyyasi [zVy,r] € By asi
obtenemos uno de los requerimientos. Para el otro requerimiento, de [I, (IVx)Au] €
A se sigue que [[ A7, (IVa) ANuAr = y] € Apues A es bésico, de nuevo
modularidad da (I V) Ar = (zVI)Ar=xV (IANr) =z puesz < ry asi
(IVz)Aunr = (IVZ)ArAuAr = xAuAr = xAy. Ahora suponga J € Nid(A, B)
y considere cualquier [ < x <[Vren [,entonces IANT < xAr <ryasizAr e J
entonces existe [Ar <u <rtalque[[Ar,x ArAu| € Ay [(x Ar)Vu,r] €B,
poniendoy = IV u [l Arx Au] € Apuesxz < r,porloque[l,lV (zAu)] € A,
pero la modularidad de AnosllevaalV (zAu) =1V (uAz) = (IVu)Ax =x Ay
por lo tanto [[, z A y] € A, lo cual es una de las condiciones.

Para la otra condicion, como [(zAr)Vu,r] € Bentonces [V (zAr)Vu,lVr]| €
By en vista de la modularidad obtenemos [V (z A7) = IV (rAz) = (IVr)Ax =z
yasilV(zAr)Vu =1V (xAr)VIVu = xVyconlo cual obtenemos el resultado.

Resta probar que Nid(.A, B) es cerrado bajo subintervalos, para este fin consi-
dere a < ¢ <z <d < bconla,b] € Nid(A, B) ciertamente [a,x Ay] € Ay
[z V y,b] € B paraalgin a < y < b, entonces poniendo z = ¢V y A d donde la
modularidad nos asegura que no necesitamos los corchetes y asi [c, (xAy) V] € A
y [(z Vy) Ad,d] € B pues estos conjuntos son basicos, de nuevo la modularidad
de Anosdaz Az = (cVyAd)ANx=cV(yAdAz)=cV(rAyy
xVz=(cV(ynd)Vae=zV(yAnd)=(xVy)Adporlotanto [c,zV z] € A
y [z A zd €B. O

Definicion 1.5.9. Sea A un idioma, y B € B(A)
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1. Unintervalo [a, b] es B-complementado si [a, b] € Nid(B, B), es decir para
todoa < x <bexistea <y <btal que [a,x Ny| € By [z Vy,b] €B.

2. Un intervalo |a,b] es B-pleno si [a,b] € Nid(O,B), es decir, para todo
a<z<bexistea<y<btalquea=zNyylxVy,bl €B.

Denotemos por C mp(B) y FlI(B) alos conjuntos de intervalos B-complementados
y B-plenos respectivamente, notando que Cmp(O) = FII(O) éste es el conjunto
de intervalos complementados, es decir cada elemento de estos intervalos tiene al
menos un complemento. También note que FlI < Cmp determinan dos derivadas
en el barco base B(A) y de hecho tenemos més:

Proposicion 1.5.10. Sea A un idioma, entonces Fll € P(B(A))y Cmp € S(B(A)).

Demostracion. Basta ver para el primer caso que FU(By) N Fli(Bz2) C FU(B1 N
Fll(B2)) para cualesquiera B, By basicos. Considere entonces [a, b] € FII(B1) N
Fl(By) y a < x < bentonces en particular existe a <y < btalquez Ay =ay
[V y,b]Bi, ademds que y < yVz < by [y,b] € Fll(Bz) pues este conjunto es
basico,yasi (zVy)Az=yy[zVy,b=[xVyVzb| € Byparaalginy < z < b,
también tenemos que [x V z,b] € By por lo que [a V z,b] € By N By. Ademés de
y<zsesiguiey =(yVa)Az=yV(xAz)porloquezAz < y,por lo tanto
a<xAz<zxAy=alocual prueba lo deseado.

Para Cmp considere cualquier [a,b] € Cmp(B1) N Bs entonces para todo
a <z <bexistea <y < btalque [a,x Ay] € By y[aVy,bl € By yde
hecho [a,x A y] € Bay [x V y,b] € By pues By es basico de esto se sigue que
[a,z ANy|B1 N Bay [z Vy,b] € Bi N Bslo cual prueba lo que queriamos. O

Proposicion 1.5.11. Sea A un idioma, entonces
Smp(B) C Cmp(B)

Crt(B) C Fl(B)
para cada conjunto bdsico B € B(A).

S

2

Demostracion. Primero consideremos [a,b] € 8mp(B) y cualquier ¢ < z <
entonces [a,x| € B 6 [z,b] € B por definicién de B-simple, poniendo y = b
y = a obtenemos [a,z A y| = [a,z] € By [x Vy,b] = [b,b] € B6 [a,x A Y]
[a,a] € By [aVy,b] = [z,b] € B, por lo tanto Smp(B) C Cmp(B).

Para la siguiente contencién, considere [a, b] € Crt(B) y cualquier a < x < b,
entonces por definicién de criticos se tiene a = x 6 [z, b] € B entonces con y = b
6y =asetiecnea =z =xAyylzVyb =[bb €Béba=y=xANyy
[ Vy,b] = [z,b] € B.

Il o

O]
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Un argumento similar muestra lo siguiente:

Proposicion 1.5.12. Para un idioma A se tiene
Mid(A, B) C Nid(A, B)
para cada par A, B de conjuntos bdsicos sobre A.

O]

Definicion 1.5.13. Sea A un idioma, y considere los conjuntos bdsicos Smp :=
Smp(0) y Cmp := Cmp(O), entonces por 1.4.25 tenemos las derivadas sobre A
asociadas a estos, |Smp| y | C mp|. Estas son la derivada zoclo, soc 'y la derivada
de Cantor-Bendixson, cbd, note que por construccion siempre se tiene soc < cdb.

1.5.1. Derivadas Relativas a un nucleo

Aqui introducimos una forma general de construir derivadas con respecto atin
nicleo j € N(A) sobre un idioma A, es decir en vista de 1.3.11, A; es un idioma,
por lo tanto este tiene sus propias derivadas soc y cbd, veremos que el estudio de
éstas dan un mejor andlisis en A. Considere la situacién anterior para un nicleo
J sobre A, entonces por 1.2.2y 1.3.11 como j = j* : A — A; es un morfismo
de idiomds ademads tiene adjunto derecho, j. : Ay — A que es simplemente la
inclusién. Sea d4 una derivada sobre Aj, tenemos el siguiente diagrama

entonces j, - d4 - j* es una derivada en A, que se podria entender como la versién
relativa a j de la derivada d*.

Definicién 1.5.14. Sea A un idioma 'y j un micleo sobre A, denotemos por soci
A; — Aj laderivada zoclo en el idioma Aj, denotamos por soc[j| = jrosoct
la derivada en A obtenida a partir de soc™i.

joj*

Observacion 1.5.15. Inmediatamente notamos que soc|j] es una derivada y ade-
mds como j* o j. = ida; se sigue que soc[j]* = j. o (s0c4i)® o j* para todo
ordinal « por lo que soc[j|* es idempotente, veremos que de hecho es un niicleo.
Otro elemento importante que hay que destacar es, en vista de 1.4.33 al niicleo j le
corresponde un iinico conjunto de division D; en A, entonces tomando Smp(Dy),
por 1.5.4 este conjunto es bdsico 'y asi genera una derivada en A, |8mp(Dj)|.

Los siguientes lemas son sencillos de probar.
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Lema 1.5.16. Sea A un idioma y j un niicleo en A con conjunto de divisién aso-
ciado D; entonces

[j(a),j(b)] es simple en A; < [a,b] € 8mp(Dy)
para cada [a,b] € I(A).
0

Lema 1.5.17. Sea A un idioma y j un niicleo en A con conjunto de division aso-
ciado Dj entonces, soc[j] = j o |Smp(D;)|.

Los detalles de estos estan en [Sim14e].
Ahora por 1.5.11 tenemos en particular

Crt(D;) C 8mp(D;)
lo cual da |Crt(D;)| < [8mp(Dy)|.

Definicién 1.5.18. Sea A un idioma y j un niicleo sobre A, pongamos crt; =
| Crt(D;)| < [8mp(D;)| = smp;

Definicion 1.5.19. Sea A un idioma y j un niicleo sobre A, pongamos soc; =
jocertj=jo | eTt(Dj)|

Esta es la version correcta del zoclo relativo a j sobre A, el siguiente teorema
que no probaremos aqui justifica esta terminologia.

Teorema 1.5.20. Sea A un idioma y considere j € N(A), entonces
soclj] = socj o j

O

La prueba de este teorema estd en [Siml4e] 2,15. Para analizar mejor esta

situacién y entender lo que estd sucediendo introducimos un nuevo conjunto de in-

tervalos para un idioma A, aqui daremos mads detalle, ya que ciertas construcciones
son importantes.

Definicién 1.5.21. Sea A un idiomay j € N(A), un intervalo [a,b] es j-semi-
critico si existe un subconjunto Z C [a,b] con b < j(\/ Z) y cada [a,z] €
Crt(Dj). Denotemos Sct(Dj) el conjunto de todos los intervalos j-semi-criticos.

Lema 1.5.22. Sea A un idioma y j un niicleo sobre A, entonces para cada a <
b <c<j(b) setiene

la,b] € 8ct(D;) < [a,c] € Sct(Dy)
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Demostracion. Suponga que [a,b] € 8ct(D;), entonces b < j(\/ Z) < j(b) para
algtn subconjunto Z C [a,b] con [a, 2] € Crt(D;) para cada z € Z, pero como
Z Cla,c)yc < jb) <j(VZ)entonces [a,c] €€ Sct(D;). Suponiendo la otra
posicién para [a, ], se tiene que existe un Y C [a, c] con [a,y| € Crt(D;) para
caday € Yye < j(VY) < j(c), poniendo Z = {y ANb|y € Y}, obtenemos
Z C [a,b] y envistade Crt(D;) es basico, se tiene que [a, z] € Crt(D;) para cada
z € Z yademas j(y) < j(c) < j(b) de tal manera que j(z) = j(y Ab) = j(y) A
j(b) = 3(y), lo cual nos Tleva a j(V/ 2) = j(V/ jZ]) = j(V/ j[V]) = j(VY), de
donde b < ¢ < j(VY) =j(V Z), es decir, [a, b] € 8ct(D;) O

Un corolario inmediato poniendo ¢ = j(b) es el siguiente

Corolario 1.5.23. Sea A un idioma y j un niicleo sobre A, entonces

[a,b] € 8ct(Dj) < [a,j(b)] € 8ct(D;)

Lema 1.5.24. Sea A un idioma y considere j € N(A) entonces
[a,b] € 8ct(D;) = b < socj(a)
para cada a € A

Demostracion. Para cualquier a € A tenemos que por construccion de soc;
socj(a) = j(\/ X) donde z € X < [a,z] € Crt(Dy)

suponiendo entonces que [a,b] € Sct(D;) se tiene b < j(\/ Z) yasi Z C X de
donde b < j(\/ Z) < j(V X) = socj(a). O

Veamos que Sct(D;) es abstracto.

Lema 1.5.25. Sea A un idioma entonces el conjunto 8ct(D;) € A(A) para cada
j € N(A).

Demostracion. Considere elementos [, € A e intervalos canénicos I = [I,I1Vr]y
J = [l Ar,r], como A es modular, estos intervalos son isomorfos, sean ¢ : I — J
y ¢ : J — I los isomorfismos candnicos, es decir, ¢(z) =z Ary (y) =1V y,
suponga entonces que I € Sct(D;), de donde ¥(r) =1V r < j(\/ Z) para algin
Z CIyl<z<(r)conll,z] € Crt(D;) paracada z € Z,sea Y = ¢[Z],
entonces y = ¢(z) paraalgin z € ZyasilAr =¢() <y <r[lAry =
[l AT,z Ar] € Crt(D;) pues este conjunto es basico, ademds

r<i(\/ 2)Ar<i((\/ 2)nr)=3i(e(\/ 2)) = i(\/ ¢[2]) = i(\/ V)
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Para probar la otra implicacion suponga que J € 8ct(D;), entonces tenemos un
subconjunto Y C [[ Ar,r]yr < j(\VY) con [l Ayl € Crt(D;) para cada
y € Y, poniendo Z = ¢[Y] de tal forma que Z C [ y ademés para cada z € Z
cony = ¢(z) € Y obtenemos que [I,z] ~ [[ Ar,y] € Crt(D;) por lo que
[l,z] € Crt(D;j), pues este conjunto es basico en particular abstracto , finalmente
VZ=I1v\VYdetalmaneraque [Vr <1V j\VY) <j(\VZ).esto prueba lo
deseado. O

A continuacién veremos que Sct(D;) es basico, para probar esto necesitamos
la nocién de independencia y algunos resultados, estos serdn necesarios para resul-
tados en capitulos posteriores.

Definicion 1.5.26. Sea A un idioma y sea ¢ € A, un subconjunto X C |c,1] es

independiente sobre c si
\/ LA \/ R=c
para cada L,R C X con LN R = 0.

Noten que de la definicién el tinico subconjunto con un elemento independiente
sobre ¢ es {c}, un conjunto de la forma {z, y } es independiente sobre ¢ si Ay = ¢,
al ir agregando mds elementos a los conjuntos independientes la forma de visualizar
lo que esta sucediendo se torna cada vez mds complicado, la ley distributiva para
idiomas ayuda a manejar esto de maneras mds amables.

Lema 1.5.27. Sea A un idioma y sea ¢ € A. Un subconjunto X C [c,1] es in-
dependiente sobre c si y solo si para cada'Y C X finito es independiente sobre
C.

Demostracion. Una implicacién es clara, para la otra suponga que tenemos cual-
quier subconjunto Y C X finito, independiente sobre c y considere L, R C X
ajenos, pongamos

L={Y|YCL,Y finito} R={Z|ZC R, R finito }
Ly={\vivec} r,={\Vz|zen}
de tal forma que
Vi=\1L; \/r=\ E;

donde cada Ly, Ry son directos, por lo tanto
\/L/\\/R:\/{\/Y/\\/Z\YGE,ZER}

via dos usos de la ley distributivaen A , y como cada Z y Y son finitosy Y NZ = ()
entonces \/ Y A'\/ Z = clo cual lleva al resultado. O

con
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Lema 1.5.28. Sea A un idioma, suponga que X es un subconjunto independiente
sobre el elemento ¢ € Ay ademds

z/\\/X:z

para algiin z € A — X, entonces X U {z} es independiente sobre c.

Demostracion. Basta verificar por 1.5.27 que (2 V' \/ L) A (\/ R) = c para cada
L,R C X ajenos finitos, procedemos por induccién en la cardinalidad de L. El
caso base R = () es trivial por las condiciones sobre z en las hipétesis. Para el
paso inductivo consideremos cualquier conjunto finito no vacio L ajeno a R, sea
INLr =\ Rys = zVldetal formaquel A r = ¢ pues X es independiente
sobre cy s A r = ces lo que queremos concluir, de hecho es suficiente observar
s Ar <. Considere cualquier y € L, pongamos L~ = L — {y}y Rt = RU {y}
yseal” =\/ L ,r" =\/R"ys = 2V detal manera que s~ Art = ¢
se tiene por hipétesis de induccion, en vista de la modularidad obtenemos s A 7 <
(yVs )Art =yV(sTArt)=yVe=yyasisAr<yAr<IAr=c 0O

Lema 1.5.29. Para un idioma Ay c € A, sea xg, x1, X3 ... una lista de elementos
de un conjunto numerable X C [c, 1], suponga que (zoV ...V x;) \Nxiv1 = c para
cada i, entonces X es independiente sobre c.

Demostracion. Por induccién sobre 7, ocupando el lema 1.5.28 el cual nos asegura
que xg, r1, T2 . ..x; es independiente sobre c. O

Con esto a la mano podemos probar que Sct(D;) es basico, daremos la prueba
ya que la técnica resulta ser de interés.

Lema 1.5.30. Sea A un idioma. Considere cualquier niicleo j sobre A, y cualquier
intervalo [a,b] € 8ct(D;) y cualquier a < ¢ < b. Entonces existe un elemento
a <d < btal que:

(1) a=cAb.
(2) b< j(evd).
(3) [a,d] € 8ct(D;).

Demostracion. Como [a,b] € Sct(D;), tenemos un subconjunto Z C [a, b] tal
que [a,z] € Crt(D;) paracadaz € Zy\/ Z < b < j(\/ Z). Consideremos el
conjunto Y tal que :

(4)Y C Z (5) Y es independiente sobre a
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formemos el conjunto Y de todos los conjuntos que satisfacen 1, 4, 5, este conjunto
no es vacio ya que Y = () satisface las condiciones pues \/ ) = a visto en [a, 1],
noten también que por 4 cualquiera de los elementos de Y satisface 3, verificaremos
2 por medio de Zorn, para esto considere cualquier familia de elementos de Y,
digamos ) directa (si no fuera directa, consideramos su version directa y en ésta se
verifica Zorn), el conjunto | J ) ciertamente satisface 4 y 5, para ver que también
cumple 1 como \/ |JY =V {VY | Y € Y} del lado derecho tenemos un supremo
de un conjunto dirigido, entonces por la ley distributiva en el idioma A se concluye

A\VUY=V{enVrivey}=a

por hipétesis en cada Y € Y por lo tanto podemos aplicar Zorn, es decir, existe un
elemento maximo Y de Y que satisface 1,4 y 5. Veamos que d = \/ Y satisface
2, es decir, b < j(c V d), pongamos e = ¢V d de tal manera que b < j(e) es lo
que se desea. Mostraremos que © € Z = z < j(e) de donde \/ Z < j(e) y asi
b<j(VZ) < j%(e) = j(e) es lo requerido. Considere entonces cualquier z € Z,
siz € Y entonces z < d < e < j(e) y asi basta trabajar con z € Z — Y. Sea
entonces z € Z — Y, tenemos que a < e Az < 2y [a,2] € Crt(D;) entonces
a =eANz6eAzz| € Dj, verifiquemos que la segunda condicion es la que
se tiene, supongamos que no es asi es decir tenemos que a = e A z, entonces
a < dAz<eAz=adetal formaque Y U {z} es independiente sobre a por
1.5.28 también por modularidad se tiene que:

cN(dVz)<(dVz)ANe=dV(zNe)=dVa=d

de tal forma que a < ¢ A (dV z) < ¢Ad = aporlotanto Y U {z} satisface 1,4
y 5, esto contradice la maximalidad de Y, por lo tanto [e A z, z] € D; se tiene, de
donde z < j(e A z) < j(e) lo cual prueba lo requerido y asi el lema. O

Lema 1.5.31. Sea A un idioma, j un niicleo sobre A'y [a,b] € 8ct(D;), entonces
(1) la,c] € 8ct(D;) (i) [c,b] € 8ct(D;)
paracadaa < c<b
Demostracion. Considere cualquier a < ¢ < b porl.5.30 existe a < d < b tal que
(1) a=cAb.
) b<j(eVd).

(3) [a,d] € 8ct(D;).
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Verifiquemos (i), como [a,c V d| ~ [c Ad,d] = [a,d] € 8ct(D;), usando 1y
3 dos veces, por lo que [a,c V d] € Sct(D;) pues este conjunto es abstracto por
1.5.24 y usando 2 obtenemos ¢ < ¢V d < b < j(c V d), de donde se sigue que
[c,b] € 8ct(Dj) por 1.5.22. Ahora usando la misma d obtenemos [d, b] € Sct(Dy)
y en vistade (i ) aplicado al intervaloa < d < bobtenemos d < ¢Vd < b < ](c\/d)
y asi de nuevo usando 1.5.24 obtenemos [a,c] = [c A d,c] ~ [d,c V d] € Sct(Dy)
lo cual dice por la abstraccion de este conjunto que [a, ¢] € Sct(D;). O

De 1.5.31 es directo que Sct(D;) es cerrado bajo subintervalos y asi es bésico,
pero tenemos mas:

Teorema 1.5.32. Sea A un idioma entonces el conjunto bdsico 8ct(Dj) es laxo.

Demostracion. Seaa € Ay X C [a,1] tal que [a, z] € Sct(D;) para cadaz € X,
para cada uno de estos x pongamos Y (z) C [a,z] C [a\/ X] con z < j(\/ Y (z))
y la,y] € Crt(D;) paracaday € Y(x),seay = \/ {Y(z)
que Y C |[a, \/X] y claramente [a,y] € Crt(D;), ademds b < j(\V/Y(x)) <

J(VY) porlotanto \/ X < j(\/Y)y asi se tiene el resultado. O

Teorema 1.5.33. Sea A un idioma, entonces
soc; = |8ct(Dj)| y la,b] € 8ct(Dy) < b < socj(a)

Demostracion. De 1.5.31 se tiene que [a, socj(b)] € Sct(D;) y la definicién de
SCt(Dj). O

Corolario 1.5.34. Sea A un idiomay j € N(A), entonces las derivadas soc[j] y
soc; son estables

Demostracion. Se sigue de 1.5.33y 1.4.28 1. 0
Resumiendo:

Teorema 1.5.35. Sea A un idioma y considere un niicleo j sobre A entonces:
soc; = jo|Crt(D;)|y soclj] = jo|8(D;)| = socjoj

O
Una de las consecuencias que se tienen de la estabilidad de soc[j] y soc; es la
siguiente

Teorema 1.5.36. Sea A un idiomay j € N(A), entonces

a+1

1. soc[j] = soc?“"1 o j para cada ordinal c.
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2.

Soc[j]’\ = 5003\ para cada ordinal limite X incluyendo A = 0.

O]

Por lo tanto tenemos un nicleo soc}® € N(A).

Observacion 1.5.37. (1) Tomando j = id 4, considere Sct(D;q) := 8Sp obte-

(2)

nemos por 1.5.32 un conjunto laxo, a este conjunto de intervalos se le conoce
como el conjunto de intervalos semisimples, de aqui se sigue que soc es una
derivada estable en A.

Con los intervalos simples se introducen nuevos conjuntos de intervalos: Un
intervalo [a,b] es atémico si para cada a < d < bexiste una < z < d
tal que [a,z] € Smp. Un intervalo [a,b] es fuertemente atémico si para
cada a < ¢ < d < bexistec < z < dconlc,z] € Smpy se dice que
A es fuertemente atémico si cada intervalos es fuertemente atémico. Sea
S A el conjunto de intervalos fuertemente atémicos. Un intervalo [a,b] es
débilmente atémico si para cada subintervalo a < ¢ < d < b existe ¢ <
x <y <dconlzx,y] € 8mp. Sea W A el conjunto de intervalos débilmente
atémicos y asi diremos que A es débilmente atémico si cada intervalo es
débilmente atomico. Un intervalo [a,b] es atémicamente decrépito si para
cada uno de sus subintervalos complementados a < ¢ < d < b existe ¢ <
z < dconlc,z] € 8mp. Sea F A el conjunto de intervalos atomicamente
decrépitos, el idioma A se dice atbmicamente decrépito 6 decrépito atémico
si cada intervalo es atomicamente decrépito. Estos conjuntos de intervalos
son estudiados a detalle en [Siml4a], de ese andlisis se conluye que S A C

WACTA

(3) Ademds se prueba en [Siml4a] Teorema 7,2 que, para cada modulo izquier-

(4)
(5)

(6)

do M sobre un anillo R el idioma de submddulos de M., Subg (M) es débil-
mente atomico (esencialmente se sigue del hecho que los submodulos de un
modulo constituyen un idioma compactamente generado en el sentido usual).
Y para cada espacio topoldgico S, el marco de abiertos O(S) es atomica-
mente decrépito.

De hecho 8 AN Cmp = 88p (lo cual es de esperarse).

De hecho WA = —==8mp la doble negacion calculada en B(A), en parti-
cular por 1.4.22 W A es de division, por lo tanto le corresponde un tinico
niicleo, a saber, ——soc.

En ese mismo documento [Siml4a] se prueba (Teorema 7,15) que F A =
(Cmp = 88p) = (Cmp = SA) = (Cmp = WA) = (Cmp > FA),
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y asi el conjunto de intervalos atomicamente decrépitos es un conjunto de
division, cuyo niicleo asociado se denota por fbl.

(7) Uno de los teoremas mds importantes de la teoria de derivadas es el Teorema
7,17 de [Simi4a], que establece soc = fbl A cbd.

Ahora hagamos un andlisis andlogo pero para cbd, a este estudio se le conoce
como cbd andlisis.

Como en 1.5.14, consideremos un niicleo j, sobre el idioma A y sea cbd la
derivada de Cantor-Bendixson del idioma A;.

Definicion 1.5.38. Sea A un idiomay j un niicleo sobre A, denotamos por cbd[j] =
jx 0 ¢bd?i o j* la derivada en A obtenida a partir de cbd™.

De nuevo como en el caso atomico, en vista de 1.5.11.

Definicion 1.5.39. Sea A un idioma y j cualquier niicleo sobre A, pongamos
fll = [FU(D;)| < | Cmp(Dj)| = cmp;
Definicion 1.5.40. Sea A un idioma y j cualquier niicleo sobre A, pongamos
fll; = |FU(D;)| = cbd;

Esta es la version correcta de la derivada de Cantor-Bendixson relativa, es un
tanto distinta que la versidn relativa correcta para el zoclo, esto es, por que el con-
junto de intervalos plenos con respecto cualquier conjunto de divisién (basta con
que sea de congruencia) tiene un comportamiento mas ameno al de los simples.

El siguiente teorema justifica esta terminologia, la prueba estd contenida en
[Sim14a] 4,15.

Teorema 1.5.41. Sea A un idioma y considere cualquier niicleo j en A, entonces
cbd]j] = cbdj o j

O
Veamos ahora que estas derivadas son estables, para esto como en el caso del
zoclo, probaremos que F1I(B), con B laxo, es laxa

Definicion 1.5.42. Sea A un idioma, y a € A un elemento © € A se dice estar
esencialmente por arribade a, a < x, sia < xy xz A u < a para cada u entonces
u < a. Note que esta definicion tomada en el intervalo |a, 1] coincide con el de
esencial usual.
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Lema 1.5.43. Sea A un idioma, j € N(A) y B € B(A). Entonces para cada
intervalo [a, b] son equivalentes:

(i) [a,b] € FU(B).
(ii) Para todo x € A, tal que a < x entonces [x N b,b] € B

Demostracion. (i) = (ii). Considere cualquier intervalo [a,b] € FII(B), y cual-
quier a < x entonces a < z Ab < byporlotantox Ay = aAbAy =ay
[(x AD)Vy,b] € B, para algin y € [a,b],peroa <z day < a < z Aby asi
[(zAD),b] €B.

(id) = (i)

Considere un intervalo [a,b] con la propiedad en listada y un a < z < b,
sea entonces Y el conjunto de los elementos de y € A tales que x Ay = a,
por ejemplo a € Y, como A es idioma entonces Y es cerrado bajo supremos de
conjuntos dirigidos alli por lo tanto por Zorn, tenemos que en Y hay elementos
maximos, sea y uno de tales, por construccién este elemento satisface a = = A vy,
para el otro requerimiento pongamos u = x V y de tal forma que a < u < y, sea
entonces v tal que u A v < a, poniendow =y Vusetienequey Swyy < uy
en vista de la modularidad se sigue que

yVeAw)=(yVe)\w=uAw=(yvVv)Au=yV(vAu) <yVa=y

loquellevaax Aw < yporende x Aw < x Ay = adeaqui se sigue que w =y
pues este es maximo con tal propiedad y por lo tanto v < w = y < w, por lo tanto
v < uAv < a, quees lo que se deseaba. Finalmente v < by por la hipétesis se
sigue [zV,b] = [u,b] = [u A b, b] € B. O

Lema 1.5.44. Sea A un idioma y considere B laxo, entonces Fll(B) es laxo.

Demostracion. Seaa € Ay Z C [a,1] con [a,z] € Fll(B) para cada z € Z,
sea b = \/ Z, suponga entonces que tenemos a < z para algin x, entonces por el
lema 1.5.43 se sigue que [x A z,z] € B para cada z € Z, como B es abstracto
[z,2 V z] € B de donde [a,z V b] € B. O

Teorema 1.5.45. Sea A un idiomay j € N(A) entonces
la,b] € FU(D;) © b < cbdj(a)
Demostracion. Es directo en vista de 1.5.44. ]

Corolario 1.5.46. Sea A un idioma, entonces para cada niicleo j en A las deriva-
das cbd; y cbd[j] son estables.
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Demostracion. Se sigue de 1.5.45y de 1.4.28 1. O
De hecho:

Teorema 1.5.47. Sea A un idioma y sea j un niicleo sobre A entonces
cdb; = |FUD;)| cdblj] = | €mp(D;)| = cbd; o j
y éstos son estables.

O
Al igual que en 1.5.36 en vista de la estabilidad de estas derivadas obtenemos.

Teorema 1.5.48. Sea A un idiomay j € N(A), entonces

1. cbd[j]*t! = de?ﬂ o j para cada ordinal .

2. ebd[j]* = cbdg\ para cada ordinal limite \ incluyendo A = 0.
O

Observacion 1.5.49. (1) Notando que si j = id, entonces cbd; = cbd es una
derivada estable, esto para todo idioma A, se sabe que en el caso de ser A
un marco entonces estas derivadas son preniicleos, solo que las pruebas son
de una naturaleza totalmente distinta (éstas usan la implicacion del marco),
un andlisis de esta situacion se encuentra en [Sim06b] , a su vez mucho de
esta derivada ha sido estudiado una reciente exposicion de este se encuentra
en [Siml4g], mds atin la descripcion de la derivada de cantor-bendixson
expuesta aqui se puede relacionar con la mencionada en marcos, esto estd
contenido en [Siml4e] teorema 6,5y 6,7.

(2) La derivada de Cantor-Bendixson estd relacionada con la idea de encon-
trar reflexiones Booleanas para un marco (este problema sigue abierto), hay
aproximaciones a él y en éstas se destaca que esta relfexion ,si existe estd
controlada por la derivada cbd, algunas ideas alrededor de este problema
se encuentran en [Joh86], [Siml14g]y en [Wil94].

1.5.2. Derivadas de Gabriel, Boyle y sus dimensiones

En esta subseccién definiremos las derivadas de Gabriel y Boyle para idiomas,
ademads se estudiard la nocién de dimensidn que producen éstas, en esta revision se
omitiran algunas pruebas, el detalle de éstas y mucho de su contenido se encuentra
en [Sim14b], probablemente la primera vez que esta teoria aparecié de la manera
descrita durante todo este capitulo fue [Sim&9].
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En vista de 1.5.11, tenemos que para cada idioma A,
Smp(_) < Cmp(_)
Cri(_) < Fll()
como derivadas sobre B(A), y asi por 1.4.24
Dvso8mp(_) < DwvsoCmp(_)
DwvsoCrt(_) < DvsoFll()

No es complicado observar, por 1.4.32 que:

Lema 1.5.50. Sea A un idioma, entonces
Smp(B) C (DvsoCrt)(B) Cmp(B) C (Dwso Fll)(B)
O

Corolario 1.5.51. Sea A un idioma, entonces D vso8mp = DvsoCrt Dwso
Cmp =DuvsoFll

Demostracion. Se sigue de 1.5.50 y de la idempotencia de D vs(_). O

Definicion 1.5.52. Sea A un idioma, pongamos
Gab=DwvsoCrt Boy=DwvsoFll
éstas son las derivadas de Gabriel y Boyle en B(A)
Notemos que, dado un nicleo j € N(A) por 1.4.33 a éste le corresponde un
tinico conjunto de divisién D; € D(A), por lo que aplicando Gab(D;) = Dy y
B oy(D;) = Dy, obtenemos nuevos conjuntos de division que a su vez les corres-

ponden tnicos nicleos, es decir:

Definicion 1.5.53. Sea A un idioma, denotemos por Gab y Boy las derivadas
sobre N (A), dadas por Sab(D;) = Daan(jy ¥ Boy(D;) = DBoy(j)

Lema 1.5.54. Sea A un idioma, entonces Gaby Boy son preniicleos sobre N (A).
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Demostracion. Consideremos j, k nicleos sobre A, entonces D;j N Dy, = Dy,
por construccién de los conjuntos de divisién, pero ahora, digamos en el caso de
Gab obtenemos

Daab(j)AGab(k) = DGab(y) N Dgab(k)
= Gab(D;) N Gab(Dy,)

C 9ab(D N Dy)

= 9ab(Djnk) = Daav(jnk)

puesto que Gab es un prentcleo en el marco base, el caso para Boy es andlogo. [

En vista de este resultado Gab(j) y Boy(j) son niicleos en A, para determinar
éstos sélo hay que recordar algunas cosas que ya tenemos.

Teorema 1.5.55. Sea A un idioma entonces,
oc;® = Gab(j) cbd;® = Boy(j)
para cada niicleo j € N(A).

Demostracion. Utilizando 1.4.31, para cada intervalo [a, b] tenemos
b < soc;®(a) © [a,b] € Dvs(Crt(D;)) = Gab(D;) = Dgap(j) < b < Gab(j)(a)

b < cbd$°(a) < [a,b] € Dus(Fl(D;)) = Boy(D;) = Dpoy(j) < b < Boy(j)(a)
O]

En este sentido los prenicleos Gab y Boy son extensiones al primer nivel
N (A) de las derivadas soc, y cbd, del nivel cero A

Ahora como N(A) es un marco, éste tiene por si mismo sus respectivas deri-
vadas Soc y Cbd, veamos cémo compararlas con Gaby Boy.

Observacion 1.5.56. (1) Dada una reticula A, este tiene asociado tres reticulas
completas A(A), B(A) y C(A), por lo tanto para cualquier intervalo |a, b]
existe el menor conjunto , abstracto A(a,b), bdsico B(a,b) y de congruencia
C(a,b) que lo contiene, en particular cuando la reticula A es idioma éstos
son marcos y existe otro marco importante D(A), notando entonces que para
cualquier intervalo [a, b] existe D(a,b) el menor conjunto de division que lo
contiene, esta construccion es el andlogo reticular (idiomdtico), de la teoria
de torsion generada por un médulo M, £(M), asi también cabe mencionar
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que el niicleo correspondiente a este conjunto de division lo denotaremos
por &(a,b) y queda caracterizado por:

£(a,b) <k < b<k(a)
es decir, es el menor niicleo que colapsa al intervalo.

(2) En este sentido se puede observar ([Sim14b] 3.1y [Grd03] ) que J C K ~
I = J ~ L C I para algiin intervalo L, donde J, K, I son intervalos, con
esto en mente se puede caracterizar a la derivada de Gabriel en N (A) para
todo idioma, simplemente se considera cualquier conjunto de division D
sobre A’y un [a,b] € Crt(D) — D, entonces si denotamos a £ = D vs(D U
B(a,b)) se tiene que [D,E] es un intervalo simple en D(A), con esto en
mente si denotamos por j (a, by al niicleo asociado a cada [a,b] € Crt(D;),
para algiin niicleo j, entonces se puede observar que, para cada uno de estos
intervalos que no estén en Dj, satisfacen que, [j, j (a,b)] es simple en N (A)
por lo tanto j {a,b) < Soc(j).

En vista de las observaciones previas, el siguiente teorema es inmediato.

Teorema 1.5.57. Sea A y considere cualquier niicleo j en A entonces

Gab(j) = \/ {j (a.b) | [a,b] € €rt(D;)}
donde el supremo es en N (A).

O]

Este teorema es importante para algunas observaciones en el capitulo siguiente
y ademds da una de las comparaciones fundamentales:

Corolario 1.5.58. Sea A un idioma, entonces

Gab < Soc

En este andlisis también se puede observar que:

Teorema 1.5.59. Sea A un idioma, entonces
Boy < Cbd

Observacion 1.5.60. (1) Este teorema aparece como corolario en [Sim14b] 3.12
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(2) Notando que de aqui siempre se tiene
Gab < Cbd

y claro

Soc < Cbd

Lo siguiente a exponer es el concepto de dimensién y de longitud de un idioma
A con respecto a una derivada.

Definicion 1.5.61. Sea A un idioma, y consideremos cualquier derivada U en
N (A), tal que U™ sea un niicleo, pongamos para cada niicleo j en N(A)

LU(j) = (RU(j) = §) RU(G) = (U() ~ J)
asi obtenemos dos operaciones sobre N (A)

La definicidn estandar pide que U sea estable y ademds U < Cbd, esto es por
las derivadas fundamentales Soc, Gab, Boy y Cbd satisfacen lo anterior. También
notemos que LU y RU estdn en términos de la implicacion de NV (A), ademds cada
una de estas nuevas operaciones es inflatoria e idempotente pero no son mondtonas.

Definicion 1.5.62. Sea A un idioma, y considere cualquier derivada U, sobre
N(A) tal que U>® € N(N(A)), diremos que un niicleo j € N(A) tiene Unp-
dimension si

U>@y)=tp
y Unp-dimensién débil si

LU(j) =tp

donde tp denota al mayor elemento en N (A)

Definicion 1.5.63. Sea A un idioma y d una derivada sobre A, diremos que A tiene
d-longitud si d**°(0) = 1

Observacion 1.5.64. (1) En este sentido diremos que U clasifica al idioma A y
cada derivada d sobre A mide la complejidad de A.

(2) Muchas otras veces diremos que el idioma A tiene U dimension, si U™ (dy =
ida) = tp, hay que tener cuidado con esta nocion, por ejemplo muchas ve-
ces se trabajard con derivadas estables U; sobre N (A;) tales que Uj(a) =
U(a) = Ug,(a) para cada a € Aj, las derivadas fundamentales que te-
nemos cumplen esta condicion y nétese, que por ejemplo si Gab™ (idg) =
soc™ = tp entonces A tiene soc-longitud, pero Soc™ (id 4) = tp no implica
soc-longitud, sélo que A tiene Soc- dimension.
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(3) Observe que un niicleo j tiene U-dimension si'y solo si A; tiene U -dimension
(esto no es directo y se probara en el capitulo siguiente), también note que
U (j) = tp entonces U (k) = tp para todo j < k en N(A).

(4) De lo anterior se puede deducir suponiendo que U es estable y estd por

debajo de la derivada Cbd que U = Cbd.

(5) Como U < LU entonces cualquier niicleo con U-dimension tiene automdti-
camente dimension débil con respecto a U, el regreso no es necesariamente
cierto, simplemente considere la derivada de Gabriel, Gab, entonces como
se ilustra en 5.11 de [Sim14b], Gab™ y LG = LGab pueden diferir.

(6) En esta direccion se puede probar
A; es fuertemente atomico si'y sélo si Gab(j) = tp

Aj es débilmente atomico si LG(j)=tp

para cada niicleo j, es decir, soc-longitud si y solo si fuertemente atomico.

(7) En particular, por 1.3.25 RG(j) = (Gab(j) = j) = (Gab>(j) = j),
entonces de lo anterior se sigue que Agg ;) es débilmente atomico.

El documento [Sim14b] se centra en la dimensién de Gabriel, recapitulemos
un poco de este andlisis. Por definicién, un nicleo j sobre un idioma A tiene di-
mensién de Gabriel 0 GD si Gab™ = (j) = tp, claro que a j le podriamos asociar
el menor ordinal 6 para el cual Gab?(j) = tp, determinar este ordinal para cier-
tos casos es una labor ingeniosa e importante, aqui no haremos eso, en capitulos
posteriores veremos como determinar si una derivada tiene dimensién o no.

Ejemplo 1.5.65. Sea A un dlgebra de Boole completa, sin dtomos, es conocido que
en este caso, A, N(A)y N(N(A)) son candnicamente isomorfos, pero observe que
en vista de ser A sin dtomos, se sigue que no hay intervalos simples no triviales en
A, esto asegura que Gab es la identidad sobre N (A), es decir, el menor elemento
de N(N(A)), y por lo tanto sélo tp tiene GD.

De la definicién de RG se sigue que j tiene G D precisamente cuando RG (k) =
k para cada niicleo k < j, en este sentido el operador RG determina la seccién de
N (A) parala cual j tiene GD, por lo que dar una descripcion de éste es interesante
como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.5.66. Sea A un idiomay considere j cualquier niicleo sobre A entonces

RG(j) = \{( {a.b) = ) | [a, 8] € G(j)}
donde G(j) = Crt(D;) — D;
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Demostracion. Esencialmente se sigue de 1.5.57 y propiedades bdsicas de la im-
plicacién. [

Detalles alrededor de esta descripcion se encuentran en [Sim14b] teorema 7.7.

Dentro de este anélisis, una de las partes mas importantes es el reconocimiento
de ciertos puntos del marco N (A) via la derivada de Gabriel (y las otras derivadas
fundamentales), recapitulemos algunas de estas nociones.

Definicion 1.5.67. Sea A un marco, un punto de A es un elemento p € A con
p # 1 tal que

rANy<p=zx<pdy<p
es decir, un punto es un elemento N-irreducible de A

Estos elementos son importantes, de hecho el conjunto de todos estos pt(A)
para un marco, forman un espacio topoldgico y pt(_) es parte de la adjuncién
estudiada en [Joh86] y [Sim06c].

Definicion 1.5.68. Sea A un idioma, un G — punto de A es un punto w de N(A)
tal que RG(m) = m

Como lo menciona el autor la G es por Goldman, quien introduce esta nocién
(un tanto distinta pero en el fondo son la misma) para estudiar descomposiciones
generales de médulos, cabe mencionar que existe una teoria de descomposicién
para idiomas, esto es el contenido de [Sim84], [Sim10] y parte de [Gol77] en el ca-
pitulo 3 describimos una teoria general de estas nociones. Unos de los ingredientes
principales para determinar G-puntos y que usaremos mads adelante es la siguiente
construccion.

Lema 1.5.69. Para cada intervalo [a, b] de un idioma A existe una tinica derivada
estable | mayor con respecto a las derivadas estables que satisfacen

lla)Nb=a
Mds aiin esta l es un niicleo en A.
Demostracion. Consideremos la familia s en A tales que s(a) A b = a, es decir,
F={seS(A)|s(a) Nb=a}

notemos que esta familia no es vacia la identidad esta en &, ahora sean f,g € F
entonces

(9f)(@)ANb=g(f(a))Ag(b)Ab=g(f(a) NbD)Ab=g(aAb)A\b=g(a) \b=a
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por lo tanto F es cerrado bajo productos y asf es dirigido por 1.3.18

1=\/7F

es estable en A, noten ahora que usando la ley distributiva sobre conjuntos dirigidos
de A obtenemos que

la)Ab=\/{s(a)Ab|se€TF}=a

por lo que [ € JF por lo que [ es el mayor elemento de F que cumple lo anterior y
del hecho [? > [ se tiene que [?> = [ por lo tanto es un niicleo en A. O

Definicion 1.5.70. Sea A un idioma, para cada intervalo [a, b] sea x(a, b) el niicleo
dado por 1.5.69, que en vista de su construccion estd caracterizado por:

i< x(a,b) & j@)Ab=a
para cada niicleo j.

Definicién 1.5.71. 1. También diremos que un intervalo [a,b] es uniforme si
no es trivial, es decir a <bya=x N Ny=a=xd6y=a

2. Unintervalo [a,b] en un idioma A es inerte si a < by si a < x < b entonces

x(a, ) = x(a,b)
para cada x € A.
Lema 1.5.72. Sea A un idioma entonces
(1) Si[a,b] es uniforme, entonces es inerte.
(2) Si[a,b] es inerte, entonces x(a,b) es un punto de N(A)

Demostracion. (1)

Considere cualquier a < x < by sea j = x(a,z) claramente se tiene que
Xx(a,b) < jyademds j(a) N\bAxz = bAj(a) Az = bAa = aentonces j(a)A\b=a
por la uniformidad del intervalo por lo tanto j < x(a,b) y asi la igualdad. (2) Sea
m = x(a, b), ahora primero 7 no es el mayor elemento de N(A) ya que si lo fuera
se tendria que w(a) = 1 entonces b = 7(a) A b = a lo cual contradice el hecho
a < b. Ahora considere nicleos j y k tal que j A k < 7y supongamos que k % ,
pongamos x = k(a) A bentonces a < x < b pues k £ m por lo que la inercia de
[a,b] nosda x(a,x) = x(a,b) =wyasijla)\x = j(a)ANk(a)\b=m(a)ANb=a
y asi j < x(a,b) = 7 como se deseaba.

O
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Observacion 1.5.73. (1) El niicleo x(a,b) es la construccion idiomdtica de la

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

1.6.

teoria de torsion cogenerada por un modulo M, es decir es el mayor niicleo
para el cual [a, b] es libre de torsion (division).

Los conceptos de uniformidad, inercia y dimension de Gabriel estdn intrin-
secamente relacionados, se puede probar que si C es de congruencia en A
entonces todo intervalo [a,b] € Crt(C) — C es uniforme, el niicleo x(a,b)
es un G-punto.

En esta direccion, se puede probar que todo G-punto proviene de un inter-
valo uniforme, ademds poniendo T'(j) al conjunto de G-puntos de la forma
x(a,b) con [a,b] € G(j) se tiene que RG(j) = AT'(j) (teorema 7.19 de
[Sim14b]). En ese mismo documento estd probada (Teorema 7.20) una parte
de un teorema tipo correspondencia de Gabriel.

El niicleo x(a,b) estd relacionado con teorias de descomposicion para idio-
mas en el sentido de [Siml0], esto se verd en mejor detalle en el contexto
del capitulo 3.

Cuando el idioma base A, es un marco suceden cosas extremds, se puede ver
que Gab = Socy Boy = Cbd, ademds en este sentido, todo intervalo |a, ]
es uniforme si'y solo es inerte si'y solo si p = (b > a) es un punto en A.

La derivada Gab sobre el marco B(A) se puede obtener por medio de otras
derivadas sobre el marco base de A, a saber la derivada de Krull y la deri-
vada Neteriana, es decir conjuntos de intervalos que satisfacen condiciones
descendentes de cadenas y ascendentes de cadena sobre subintervalos, esto
se puede observar en [Siml4b] 9.3, ademds cabe resaltar que estas deriva-
das y de hecho todas las que se han estudiado en esta seccion dan lugar a
filtraciones en el sentido usual de[ Gol86], [CRTO3], [PRMBO05]y [PRMO7].

Derivadas universales en R-Mod

En esta seccién se destacara la importancia del estudio de derivadas en la teoria
de anillos con un resultado que estd ligado intrinsecamente con la estructura del
anillo, veremos cémo podemos definir algunas dimensiones en términos de las
dimensiones obtenidas en la seccidn pero vistas en el idioma de submédulos de un
modulo. Esta exposicion estd basada en [Sim88], [Sim12] y parte de [Sim14d].

Notemos que, dado un morfismo de R-mddulos izquierdos f : M — N éste
define dos funciones

f* : SubR(N) — SubR(M)
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f* : SubR(M) — SubR(N)

dadas como f,.(K) = f~}(K)y f*(L) = f(L) respectivamente, estas funciones
son morfismos mondtonos, es decir, tenemos un funtor:

A: R—Mod — Pos

donde Pos denota a la categoria de conjuntos parcialmente ordenados junto con
sus respectivos morfismos, lo que hace el funtor A en objetos es a cada médulo M
le asigna A(M) = Subr(M ), en los morfismos tenemos que hacer una eleccién
puesto que podemos mandar a cada morfismo de médulos f le podemos asignar f*
6 f. aqui optaremos por mandar f a A(f) = f., antes de seguir con esto veamos
algunas propiedades de estos dos morfismos definidos en A(M ).

Antes un poco mas de notacion, siguiendo a Simmons, sea f : M — N un
R-morfismo para cada B < M y A < N submddulos de M y N respectivamente
pongamos

fH(B) =3(B)
fi(A) =5 I(A)
Definicion 1.6.1. Sea f : M — N un R-morfismo para submddulos B < M y
A<N:
x € I(B) < existey € M tal que f(y) =z cony € B
y

yerl(d) = fly)e A
paray € M x € N

Con esto extraemos dos subconjuntos de cada médulo de hecho son submédu-
los y asi que
A(B) <N

(A < M
claramente las funciones 3y ¢| son monétonas, lo interesante es:

Lemma 1.6.2. Cada morfismo de R-mddulos f induce una adjuncion:

A(M) #A(N)

entre los idiomds de submddulos.
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Demostracion. Para A < Ny B < M tenemos
IB)<Ae (WyeM)yeB= f(y) €4

& (WweM)lye B=ycs|(A)] & B<y|(A)

Algunas propiedades que cumplen 3y | son las siguientes.

Lemma 1.6.3. Consideremos un morfismo de médulos f con la adjuncion inducida
por el 3 -; |. Entonces

3(B) A A= 3(B Ay |(4))
para todos los A € A(N)y B € A(M).

Demostracion. Veamos las dos inclusiones, primero sea x € 3(B) A A entonces
para algin y € A entonces f(y) = xyy € B conx € A por definicién de
Jdperoy € B Ay |(A) entonces usando de nuevo la definicién de 3 se tiene que
z € (B Ay |(A)).
Para la otra contencion consideremos uny € 3(BA¢|(A)) entonces para algiin
y € M tenemos que x = f(y) y € Byy €y |(A) por definicién de 3 pero x € A
por definicion de ¢| y por lo tanto x € 3(B) A A.
O

Lemma 1.6.4. Considere un morfismo de R-mddulos como arriba con adjuncion
inducida por f, 3 - |. Entonces

/(A v B =;[(AV3(B))
para todos los A € A(N)y B € A(M)

Demostracion. De nuevo veamos las contenciones.
Considere cualquier y € [(A) V B entonces

y=a+b
cona,bc My f(a) € Ab e B por defincion de 7| pero aplicando f se tiene que
fly) = f(0) = fla) € A

por lo que f(y) € AV 3(B) ,es decir, y €7 [(A A I(B)) por definicién de ¢|.
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Ahora considere cualquier y €5 |(A Vv 3(B)) y asi
fly) € AVI(B)

por definicion de ¢| y asf existen z,n € N con

fly)=z+n
donde x € Aya € 3(B) y asi
n = f(m)

para algin m € B por definicién de 3 pero

fly=m)=fly) = fm)=fly) —n=zcA

por lo que y — m €5 [(A) por definicién de ¢| y asi y € [(A) V B como se
queria. O

Definicion 1.6.5. Una derivada universal o global en R-Mod es una asignacion
ke tal que en cada M € R — Mod ks es un derivada en A(M) y dado cualquier
f: M — N R-morfismo el siguiente diagrama

A(N) Y5 A(N)

A

A(M) —— A(M)
kar
conmuta en Pos, es decir,
knogl=glokn

Esto a su vez nos dice que ya estamos eligiendo que a cada morfismo de R-
modulos f el funtor A(_) le asigna A(f) = f|. Ahora como en la categorfa de
modulos tenemos un objeto distinguido es decir el anillo R entonces éste tiene
su propia reticula de submodulos izquierdos A(R) y asi tiene definido su propias
derivadas, ahora como R es un anillo es natural considerar la siguiente familia de
derivadas sobre R.

Definicion 1.6.6. Una derivada k € D(A(R)) es R-lineal 6 deferente si

E((I:r))=(k(I):7)

para cada I € A(R) y cadar € R.
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Nuestro primer objetivo es ligar el concepto de derivada universal en R-Mod
y derivada deferente en A(R). Antes de esto veamos unas propiedades de estos
nuevos objetos.

Lemma 1.6.7. Sea ko una derivada global, entonces para cada M médulo y cada
N < M submodulo se tiene que

kN(AﬂN) = k‘M(A) NN
para cada A € A(M)

Demostracion. Sea

AM) —5 A(V)

el morfismo inducido por la inclusién, entonces [(A) = A N N para cada A €
A(M) como k, es global se tiene que

kn(ANN) = (kn[)(A) = (Ikam)(A) = kn(A) NN

O
Corolario 1.6.8. Sea ko una derivada global entonces
kn(A) =ky(A)NN
paracada A < N < M
Demostracion. Es una consecuencia inmediata del anterior. O

Corolario 1.6.9. Sea ko una derivada global, para cada modulo M la componente
ks es una derivada estable en A(M).

Demostracion. Considere A, B € A(M) entonces poniendo N = B por 1.6.7 y
1.6.8 se tiene

ky(A)NB =kp(ANB)=ky(ANB)NB < ky(ANB)
O

Teorema 1.6.10. Sea R un anillo asociativo con uno y ke una derivada global en
R-Mod. Entonces para cada moédulo M la componente ky; es un prenticleo en

A(M).
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Demostracion. Sean A, B € A(M) junto con
p:M— M/A

0: M — M/B

las proyecciones candnicas a los cocientes de A y B respectivamente. Pongamos
N = M/Ax M/Byasitenemos f : M - Ng: M - Nh: M — N

dados como f(m) = (p(m),0) g(m) = (0, o(m)) y h(m) = (p(m), o(m)) y
claro también tenemos que h(m) = p(m) + o(m) usando las imagenes inversas de
estos 3 morfismos tenemos que

AN) 2L A

Sea entonces Y un submédulo de N y consideremos x € M tal que z € [(Y) Ny
(Y) entonces f(z) € Yy g(z) € Y porlo que f(x)+ g(x) = h(z) € Y, es decir,
x e |(Y)yasi¢[(Y)Ng (Y) Cp [(Y). Ahora observe que f|(0) = A 4(0) = By
n|(0) = AN B entonces poniendo Y = kx(0) se tiene que

kar(A) N kar(B) = (karg[)(0) 0 (Fargl)(0) =5 [(Y) N gl(Y) Sn [(Y)

y esto es igual a
(kamn|)(0) = kv (AN B))

usando tres veces la propiedad global de k.

En particular tenemos:

Corolario 1.6.11. Sea ko una derivada global en R-Mod, entonces k = kg es un
preniicleo en A(R).

O
Lemma 1.6.12. Sea ko una derivada global en R-Mod. Entonces
(kni(A) : 2) = kp(A s 2)
para cada A € A(M) y cada x € M.

Demostracion. Para cada x € M considere el morfismo

R*f>M
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dado por 7 — 72 notemos que f|(A) = (A : ) paracada A € A(M) conestoy
la propiedad global de ks se tiene que

kar(A) = (¢lka)(A) = (krs[)(A) = kr(A - x)
O

Corolario 1.6.13. Sea ko global en R-Mod entonces la componente en R, kg, es
deferente.

Corolario 1.6.14. Sea ko global en R-Mod entonces
r€ky(A) S kr(A:z)=R
para cada par de médulos A < M y cada x € M.
Demostracion.
x € ky(A) & kr(A:x)=(kr(4) :z) =R
O

Esto muestra que la componente en R, kr determina a toda la derivada global
ke. Ademas de que consideramos cualquier derivada global ke y ésta definié un
preniicleo deferente en A(R)

ke — k

Definicion 1.6.15. Sea k un preniicleo deferente en A(R). Para cada médulo My
cada A < M sea kpr(A) el subconjunto de M dado por

WS kM(A) =4 kR(A : ac) = R.

Lemma 1.6.16. Sea k un preniicleo deferente en A(R). Para cada A < M mddu-
los el subconjunto ky; es un submodulo de M.

Demostracion. Veamos esto paso a paso, primero consideremos un x € kps(A) es
decir, k((A : x)) = Ry asi para cada r € R tenemos

(A:rz)=((A:x):r)
entonces la deferencia de &k nos da
E(A:rx))=k((A:z):1)=(k((A:2)):r)=(R:17)=R

es decir, rz € kpr(A).
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Ahora veamos que kj7(A) es un grupo abeliano considere z,y € kyr(A) y
pongamos
I=(A:z) J=(A:y)

Ahora para cada r € R tenemos
relnNJ=rexryc A=r(x+y)=ret+rycA

por lo que
INJC(A:z+vy)

Y por construccion de ks tenemos que
k(I)=R=k(J)
entonces como k es prentucleo se tiene
R=k(INJ)CEk((A:(x+y)))
porlo que z + y € kpr(A). Con los inversos es andlogo. O
Ahora como tenemos que para cada médulo M y cadazxz € A € A(M)
(A:z)=R

entonces las propiedades de & obtenemos que A < kjs(A) y si A < B entonces
kn(A) < kp(B) con A, B € A(M). Por lo que k define una derivada en A(M)
para cada médulo M.

Lemma 1.6.17. Sea k un preniicleo deferente en A(R). Entonces la familia aso-
ciada kpr con M € R — Mod define una derivada global ke en R-Mod.

Demostracion. La observacion anterior nos dice que para cada médulo M, kjy es
una derivada en A(M) veamos que este se comporta bien con los morfismos. Sea
pues

M-t N

cualquier R-morfismo, con su respectivo ¢|, considere cualquier A < M yy € N

recordemos que
(71(A) y) = (A= f(y))
asi se tiene
y € (kns)(A) & k((4[(A) s y)) = R
S E(A:f(Y) =R fly) € ku(A) = R ey € (slkm)(A)

Por lo que esto nos da la propiedad global. O
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Ahora de todo lo anterior obtenemos dos construcciones
k— ke

ke — k

Debemos verificar que las asignaciones

k— ke — k'

/
ke — k — kg
regresen al mismo elemento, eso lo veremos a continuacidn.

Lemma 1.6.18. Las construcciones anteriores determinan una biyeccion entre
preniicleos deferentes en A(R) y derivadas globales en R-Mod.

Demostracion. Primero consideremos una derivada global en R-Mod k, y al pre-
nicleo deferente que este define k = ki y después considere la derivada global
que este define £, entonces para cada médulo M y cada A submédulo de M y
x € M tenemos

reky(A) e k((A:2)=R&kr((A:2)) =Rz € ky(A)

y esto para cada médulo M como antes por lo que k, = k,. Donde la primera
equivalencia es justo la definicion 1.6.15 y la dltima equivalencia es el corolario
1.6.14.

Segundo consideremos un prenticleo deferente en A(R) k y a la derivada global
que este define ko y a su vez consideramos el prenticleo deferente que este define
k' = kg, para cada ideal izquierdo I € A(R) y un elemento = € R tenemos

rek(I)=kr(I) = k(I:2) =R (k(I):2) = R< x e k()

es decir, ¥ = k la primera equivalencia es por el corolario 1.6.14 para el caso
I < Rlasegunda equivalencia es porque k es deferente y la tercera es la definicién
del trasladado.

O

Ahora notemos que si pedimos que la derivada global k, sea un operador ce-
rradura, es decir, sea idempotente entonces en cada M, kjs es idempotente en
particular kp es idempotente por lo tanto en vista de lo anterior éste seria un nu-
cleo deferente en A(R). Veamos que el regreso es valido, es decir, si el prenticleo
deferente es un niicleo deferente entonces k, es un operador de cerradura global en
R-Mod.

Necesitamos el siguiente lema.
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Lemma 1.6.19. Para un anillo R sea ko una derivada global y k = kg, su respec-
tivo preniicleo deferente asociado. Entonces para cada par de modulos A < M se
tiene

(kap(A):x) =k(A:x)
para cada x € M

Demostracion. Sea M un médulo y A un sobmédulo de M considere cualquier
x € M, pongamos I = (A : x) ahora sabemos que para cadar € R

(Airz)=(I:r)
con esto tenemos
re(ky(A):z)ereeky(Ad) < k(A:rx) =R
sk(I:r)=R< (k(I):r)=R&rek()

lo cual nos da la igualdad, la segunda iguladad es por la definicién 1.6.15 y las
demads son por ser k derefente.
O

Con esto en mente.

Lemma 1.6.20. Para un anillo R sea ko una derivada global con preniicleo defe-
rente k = kr. Entonces ko es idempotente prescisamente cuando k lo es.

Demostracion. Como k es idempotente,, consideremos M un médulo y A un sob-
mddulo de M y cualquier elemento z € M sea

I=(A:x)

entonces
r€ky(A) < k(I)=R

por la correspondencia entre ko y £ y en vista del lema 1.6.19 tenemos que
(kar(A) : 2) = k(1)
en vista de esto se tiene
x € k3(A) = x € ky(kar(A))
= k(kmy(A):x) =R
=k(k(I))=k(I)=R

por lo que = € ks (A), es decir, kj es idempotente para todo médulo M.
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Abhora juntemos 1.6.10, 1.6.11, 1.6.13, 1.6.17 y 1.6.18 asi obtenemos:

Teorema 1.6.21. Sea R un anillo asociativo con uno y R-Mod su categoria de
mddulos izquierdos, sea A(R) el idioma de ideales izquierdos de R. Entonces hay
una biyeccion entre derivadas globales en R-Mod

ke
y preniicleos deferentes en A(R)
k
dada por
ke— kr =k
y

k — k‘M
r€ky(A) e k((A:z))=R
para cualesquiera M € R —Mod A € A(M)yx € M.

O
Y en vista de esto junto con 1.6.20 tenemos:

Teorema 1.6.22. Sea R un anillo asociativo con uno y R-Mod su categoria de
mddulos izquierdos, sea A(R) el idioma de ideales izquierdos de R. Entonces hay
una biyeccion entre derivadas idempotentes globales en R-Mod

ke

y niicleos deferentes en A(R)

O
Nos disponemos a demostrar un teorema que refleja la importancia del estudio
de derivadas globales en una categoria de mddulos y derivadas deferentes en la
reticula de ideales izquierdos de 12 y a su vez este teorema dice que el estudio
por si s6lo de estos entes en el caso general es de gran importancia tedrica en el
analisis de propiedades globales-locales de una categoria de médulos (de forma
mads general estos teoremas se pueden trasladar a una categoria de gavillas sobre
un marco 6 una categoria de Grothendieck).
Primero recordemos un teorema importante en el estudio conciso de la catego-
ria de médulos sobre un anillo R.
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Teorema 1.6.23. Sea R un anillo asociativo con uno. Entonces existen correspon-
dencias biyectivas entre:

1. Prerradicales exactos izquierdos en R-Mod.
2. Teorias de pretorsion hereditarias en R-Mod.

3. Filtros lineales izquierdos en R.

Agregando la idempotencia a cada uno de los involucrados se tiene:

Teorema 1.6.24. Sea R un anillo asociativo con uno. Entonces existen correspon-
dencias biyectivas entre:

1. Radicales exactos izquierdos en R-Mod.
2. Teorias de torsion hereditarias en R-Mod.

3. Filtros izquierdos de Gabriel en R.

O
Nos disponemos a agregar dos incisos mds a los teorema anteriores, primero:

Lemma 1.6.25. Sea R un anillo asociativo con uno, sea k un preniicleo deferente
en A(R) pongamos K :
I e K< k() =R.

Entonces K asi definido es un filtro lineal izquierdo en R.

Demostracion. Como k es inflatoria se tiene
E(R) =R

esto asegura que R € K.
Considere un par de ideales I 'y J con I C Jy I € K, como k es monétona se
tiene que
R=k(I)Ck(J)CR

por lo que k(J) = Ry asi J € K Por lo tanto K es no vacio y es una seccion supe-
rior de A(R). Veamos que es filtro consideremos I y .J elementos en /C, entonces

k(I) = R =k(J)
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por lo que siendo & un prentcleo tenemos
R=k(I)Nk(J)Ck(jNI)CR

lo que da
E(INJ)=R

y asi
INnJek.

Finalmente veamos que K es lineal. Considere cualquier ideal / € K para cada
r € R tenemos
E(I:r))=(k():r)=(R:7)=R

porlotanto (I : 1) € K.
O

Lemma 1.6.26. Sea R un anillo asociativo con uno, y K € R — fil y sea k la
funcion dada como:

rek(l)eI:r)ek
para cadar € Ry cada I € A(R) Entonces k es un preniicleo deferente en A(R).

Demostracion. Considere cualquier ideal izquierdo de R, [ y sea r € I. Entonces
(I:r)=Ryasi(I:r)=Rporloque ({:r) € Kyporlotantor € k(I)y asi
k es inflatoria.

Ahora veamos la monotonia, sean I C J ideales izquierdos en Ry sea r €
k(I) cualquier elemento, entonces (I : r) C (J : r) por lo que en vista de la
definicién de k se tiene que (I : ) € Ky como K es filtro lineal se tiene que
(J :r) € K por lo que k es monétona.

Considere cualesquiera ideales I y J y r € k(I) N k(J), entonces

(INnJ:r)y=T:r)n(J:r)ek

como K es filtro entonces r € k(I N J) por lo que k es un prendcleo. Por dltimo
veamos que k es deferente, para esto considere un ideal izquierdo arbitrario I y
r € R entonces para cualquier s € R tenemos

sek(I:r)e(({:r):s) ek [:sr)eKesrek(l)ese(k(l):r)

lo cual da el resultado.
O

Ahora veamos que estas asignaciones forman una biyeccion.
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Lemma 1.6.27. Las asignaciones definidas en 1.6.25y 1.6.26 son inversas mutuas.

Demostracion. Sea k un prentcleo deferente en A(R) y sea Ky su filtro lineal
asociado pongamos k' = ki, . Entonces: Para cada ideal izquierdo I de Ry cada
elemento r € I tenemos

rek()e(I:r)eKsk((I:7)=Rerek(l)

por lo tanto k = &'

Ahora sea K un filtro lineal en R y pongamos kjc su prenicleo deferente aso-
ciado sea K" = Ky, el filtro que este determina. Entonces para cada ideal izquierdo
I de R tenemos

IleK'sk(l)=Relek()eI=(1:1)ek
por lo tanto K" = K. O

Por ultimo agreguemos la condicién de idempotencia a nuestras construccio-
nes.

Lemma 1.6.28. Sea R un anillo asociativo con uno'y sean k'y K el preniicleo de-
ferente en A(R) y el filtro lineal en R tales que k = kx y Ky, = K respectivamente.
Entonces k es idempotente precisamente cuando IC es un filtro de Gabriel.

Demostracion. Supongamos que k es idempotente, entonces basta ver que K =
KC su filtro asociado cumple la condicién para cualquier ideal izquierdo J € Ky
cualquier [ ideal izquierdo de R tal que :

(VreR)(reJ=({:r)ek)

entonces I € K.
Para cada » € R tenemos

reJ={I:r)ek=reck(l)
por construccion de &, entonces J C k() obtenemos
k(J) C k(1) = k(1)

por ser k idempotente pero en vistade J € K se tiene que k(J) = Ry asi k(I) =
R porlo que I € K como se deseaba.

Ahora supongamos que K es un filtro de Gabriel, basta ver que k% < k, para
este fin consideremos cualquier ideal izquierdo I y cualquier s € k?(I), necesi-
tamos que s € k([), es decir, (I : s) € K. Pongamos J = (I : r), como k es
deferente tenemos que

E(J) =k((k(I):s)) = (k*(I):s) =R
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por lo que J € K ahora aqui es justo donde utilizamos la propiedad de ser filtro de
Gabriel, para cada elemento r € tenemos que:

reJ=rsck(l)=T:sr)ek=([I:s):r)ek

y entonces (I : s) € K como se deseaba.

En vistade 1.6.21, 1.6.27 y de 1.6.23 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.6.29. Sea R un anillo asociativo con uno. Entonces existen correspon-
dencias biyectivas entre:

1. Prerradicales exactos izquierdos en R-Mod.

R —lep

2. Teorias de Pretorsion Hereditarias en R-Mod.

R — pretors

3. Filtros lineales izquierdos en R.

R —fil
4. Derivadas globales en R-Mod.
D(R — Mod)
5. preniicleos deferentes en A(R).
rP(A(R))
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Y por 1.6.28, 1.6.22 y el teorema 1.6.24 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.6.30. Sea R un anillo asociativo con uno. Entonces existen correspon-
dencias biyectivas entre:

1. Radicales exactos izquierdos en R-Mod.

R —ler

2. Teorias de Torsion Hereditarias en R-Mod.

R — tors

3. Filtros izquierdos de Gabriel en R.

R — gab

4. Operadores cerradura globales en R-Mod.

C(R — Mod)

5. Niicleos deferentes en A(R).

rN(A(R))

O

Este dltimo teorema muestra la importancia del estudio de derivadas sobre

A(R) ademds que los dos ultimos incisos nos dicen que el estudio global en R-
Mod equivale al estudio local en A(R).

1.6.1. Dimensiones para médulos

Para finalizar esta seccién veremos cdmo el andlisis descrito en 1.4 en particu-
lar en 1.5, se puede mimetizar a la categoria de médulos, esto sélo se mencionard,
el contenido estd en [Sim14f] y [Sim14d].

Definicion 1.6.1. Sea R un anillo asociativo con uno, y R — Mod su categoria de
modulos

(1) Una clase de médulos A es abstracta, si es cerrada bajo isomorfismos. De-
notemos por A(R) a la familia de todas las clases abstractas en R — Mod.
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(2)

(3)

(4)

Una clase de modulos B es bésica si es abstracta y cerrada bajo subcocien-
tes. Denotemos por B(R) a la familia de dichas clases.

Una clase de mddulos C es de congruencia si es bdsica y cerrada bajo
extensiones, es decir, es una clase de Serre. Denotemos por C(R) a la familia
de dichas clases.

Una clase de modulos D es de division si es de congruencia y ademads
es cerrada bajo coproductos arbitrarios de familias en D. Denotemos por
D(R) a la familia de tales clases.

Observacion 1.6.2. (1) Notemos que podemos identificar D(R) con R — tors,

(2)

(3)

(4)

(5)

ya que la definicion de clase de division es simplemente la definicion de clase
de torsion hereditaria 6 clase localizante de la categoria de modulos.

También notese que en este contexto podemos definir, las derivadas Cng y
Dws por lo que C(R) y D(R) son marcos y claro B(R) es un gran marco.

En esta terminologia se puede, mejorar 1.6.29, simplemente observe que
podemos debilitar la nocion de clase de division y obtener el concepto de
clase laxa, es decir, una clase bdsica de modulos cerrada bajo coproductos
arbitrarios, y como se hace en [Siml4d] teorema 8.7, se puede probar que
hay una correspondencia biyectiva entre clases laxas en una categoria de
modulos y derivadas globales en la categoria.

También se pueden definir los conjuntos bdsicos en B(R), de Crt, Smp,
Dee, Ace, Cmp, Fll, Mid y Nid de mddulos B-criticos, simples, artinianos,
neterianos, complementados, plenos éstos determinan derivadas en B(R), y
la prueba de que en efecto son derivadas y éstas forman conjuntos bdsicos se
sigue del hecho de Mid y Nid dan a lugar a conjuntos bdsicos, las pruebas
de esto estdn contenidas en [Siml14d] y [Sim14f], las pruebas son andlogas
a las dadas en 1.5.2 y 1.5.7. En [Siml4d] se introduce una nueva derivada
sobre las clases bdsicas y conjuntos bdsicos sobre una categoria y sobre
cualquier idioma, a saber el conjunto de modulos e intervalos acotados.

Es importante mencionar que también tenemos Gab = Dvs o Smp = Dvs o
Crt = Dus o Dcg, esto se sigue, de la descripcion de Dvs, como en el caso
para idiomds 1.4.32, sélo que aqui si se utilizan propiedades de la categoria
de médulos (capsulas inyectivas), la descripcion estd en la proposicion 2.5
de [Ste75] y el andlogo de 1.4.32 en el caso de modulos estd en [Siml4d]
lema 8.23.

La forma de ligar el andlisis hecho en 1.5, es como sigue:
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Definicion 1.6.3. Sea R un anillo y M un mdédulo izquierdo sobre R, para una
clase arbitraria de médulos A, pongamos

(M) (A)
el conjunto de intervalos [A, B] de A(M) dado por
[A,B] e (M)(A) < B/Ac A
a ese conjunto de intervalos se le llama M -rebanada de A.
Con esto en mente, no es dificil probar el siguiente lema.
Lema 1.6.4. Sea R un anillo, y M un modulo izquierdo sobre R, entonces:
1. Si A € A(R), entonces (M) (A) € A(A(M))
2. Si B € B(R), entonces (M) (B) € B(A(M)).
3. SiC € C(R), entonces (M) (C) € C(A(M)).
4. Si D € D(R), entonces (M) (D) € D(A(M)).

O]
De hecho se puede mejorar lo anterior.

Lema 1.6.5. Sea R un anillo y M un mddulo izquierdo sobre R, entonces la
construccion de la rebanada por M, determina una funcion (M) (_) : B(R) —
B(A(M)), mds aiin esta funcion es un morfismo de reticulas completas, es decir,
pasa a través de supremos e infimos arbitrarios.

O

Definicion 1.6.6. Sea R un anillo y M un médulo izquierdo sobre R, consideremos
derivadas (Qpr, Opr) sobre B(R) y B(A(M)), diremos que éstas estdn empareja-
das o que forman un encuentro para R si:

B(R) B(A(M))
@prl JOpr
B(R) B(A(M))

conmuta. Es decir, para cada B € B(R), se tiene que (M) (Opr(B)) = Opr({M) (B)).
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Observacion 1.6.7. (1) Ya tenemos varias derivadas asociadas a B(R) y B(A(M))
que forman un encuentro para R, esta son (Cng, Cng), (Dvs, Dvs), (Crt, Crt),
(Smp, 8mp), (Dee, Dee), (Ace, Ace), (Cmp, Cmp), (Fll, Fil), (Gab, Gab),
(Boy, Boy).

(2) Es importante mencionar otros tipos de técnicas ligadas con la rebanada,
por ejemplo considere Smp(Q) la clase bdsica de todos los simples, defina
socyr(A) = Y {X | A/X € Smp(O)}, para un médulo M 'y un submo-
dulo A de M, esta operacion determina una derivada en A(M), de hecho
socpr(A)/A = Zoc(M/A), por lo que iterando este proceso obtenemos la
serie de Loewy usual, relativizando esta construccion con respecto a una
clase de division (una clase de torsion hereditaria) T y usando en vez de
los simples, los médulos T -criticos, Crt(T), y utilizando el niicleo global
determinado por T, je, se puede definir Socr (M) = jay (> {X}) tales
que X C M con X € Crt(T) y a su vez rebanando T por M obtenemos
un conjunto de division y a éste por 1.4.32 le corresponde un iinico ni-
cleo sobre el idioma A(M), que es justamente j; y asi relativizando el zo-
clo, soc;,, = soct v como en 1.5.35, por lo tanto tenemos una asignacion
(T, M) — SOCT \y éste es el miicleo en A obtenido como en 1.5.36, ésta es
una version de la rebanada de la derivada de Gabriel Gab en R — Mod, es
decir, cada niicleo global deferente en la categoria de modulos je 0 lo que
es lo mismo cada clase de division determina de manera tinica un niicleo
en cada idioma A(M), que esta asignacion es biyectiva se sigue de estas
observaciones y de 1.6.24.

En este sentido un resultado fundamental en esta teoria es:
Teorema 1.6.8. Sea R un anillo y M € R — Mod entonces,
(M) (Gab®(B)) = Gab®({M) (B))
(M) (Boy®(B)) = Boy™ (M) (B))
para cada clase bdsica By cada ordinal o
O

Observacion 1.6.9. (1) Este es uno de los puntos esenciales de esta teoria, para
medir la dimension Kpr relativa a una clase bdsica B de un mdédulo M
basta con observar que estd en el idioma A(M) con respecto a Kpr relativa
al conjunto bdsico (M) (B), aqui Kpr y Xpr son Gabriel y Boyle en cada
caso.
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(2) Con estas ideas se puede probar una version del teorema del de Hopkins-
Levitzki, [Sim14d].

(3) Por ultimo es importante mencionar que las iteraciones de (Gab, Sab) y
(Boy, Boy) definen filtraciones en la categoria de médulos y en el conjunto
de todos los intervalos del idioma respectivo, un andlisis mds detallado de
esto lo podemos encontrar en [Siml4f] y un enfoque distinto se verd en el
capitulo 3.

1.7. Ejemplos
En esta seccién daremos ejemplos de derivadas sobre idiomds particulares.

(1) Considere un espacio topoldgico S, denotemos por C(S) y O(S), los cerra-
dos y los abiertos de S. Para dos cerrados de S, X y Y diremos que Y es una
parte esencialde X,siY C Xy X = (X—Y)7, donde ~ denota la cerradu-
ra, esta es lanocién 1.5.42, pongamos limg(X) = (J{Y € C(S) | Y C - X})™,
esta operacion se le conoce como proceso de Cantor-Bendixson de S, se pue-
de probar que si el espacio topoldgico es T entonces limg(X ) consta de los
puntos limite de X, de hecho tomando complementos de los cerrados, es de-
cir, viendo todo en el marco O(S), limg(X) corresponde a la derivada de
Cantor-Bendixson del espacio S. De aqui el nombre de derivadas, un andlisis
formal de esta situacion se encuentra en [Sim06b] y [Sim14g].

(2) SiI esun conjunto parcialmente ordenado, podemos considerar los interva-
los de T, y asi poder definir

[a,b] € drf(A)
=4

Vf:Q — [a, b] mondtona, existen p < g con [f(p), f(q)] € A

donde Q son los racionales y A es un conjunto bésico de intervalos de T", uno
puede observar que dfr es un operador de cerrado sobre los conjuntos basi-
cos, algunas ideas alrededor de esto se centran en el concepto de desviacion
de un copo, ver por ejemplo [Sim91].

(3) Siuno ve a@Q o R como conjuntos linealmente ordenados entonces se puede
probar que aqui los intervalos simples son todos los intervalos triviales.

(4) Muchas derivadas interesantes estan definidas en el marco R — tors de teo-
rias de torsion hereditarias de un anillo R.
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@

(i)

(iii)

La derivada de Gabriel.

Dada T € R—tors definimos dy(7) = 7V (\/ {{(M) | M es T — cocritico}),
note que esta derivada no es mas que 1.5.57, para este caso particular.

Dadas dos teorias de torsién 7 y o, como estamos en un marco, entonces éste
tiene implicacién. Diremos que 7 es prima derecha para o si 0 = (1 > o)
también o es grande sobre 7 siy s6losi 7 < ¢ y o es prima derecha para 7,
lo cual denotamos por 7 << o

Con esta notacién tenemos una derivada dp(7) = A{o | 7 << o} aesta
derivada se le conoce como la derivada de Cantor-Bendixson.

Dada un teoria de torsién 7, diremos que un médulo M es 7-pleno si 'y s6lo
si M es libre de 7-torsién y un submdédulo de M es 7-denso en M siempre
y cuando éste es esencial en M.

Con esto en mente definimos la siguiente derivada en R — tors,
do(r) =7V (\/ §(M) | M es T — pleno)

En efecto de la definicién tenemos que 7 < d;(7) para toda 7, ahora bien
si o < 7, sea M o-denso, si M no es de dy(7)-torsion entonces M' =
M/t (M) es libre de 7-torsion, si N' = N/t (M) es esencial en M’ en-
tonces IV es esencial en M por lo que N’ es o-denso en M’ y por lo tanto
7-denso ahi por lo que M’ es 7-pleno y asi de dy(7)-torsién. Entonces de la
sucesion

0—— t,(M) M M 0

vemos que M es de dy,(7)-torsion. Por lo tanto dy (o) < dp(7), a esta deriva-
da se le llama la derivada de Boyle.
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Capitulo 2

Totalizadores y Dimensiones para
derivadas sobre un idioma

En este capitulo veremos algunos resultados de la investigacién realizada en
este proyecto, como su nombre lo dice estudiaremos totalizadores de derivadas
sobre un idioma. En vista de 1.6 en particular 1.6.29 y 1.6.30, vemos cémo de
alguna manera, las derivadas en ese caso particular estdn relacionadas con los
prerradicales, por lo que, varios métodos del estudio de éstos pueden ser trasla-
dados al contexto de derivadas. En la serie de articulos [RMRT02], [RRR02],
[RSRT04],[RRRT05] y [RRRT09], los autores estudian prerradicales desde un
punto de vista reticular, obteniendo resultados interesantes propios de la teoria
de prerradicales con aplicaciones a la teoria de anillos y mddulos, en particular
en [RRR'02] se introducen operadores en los prerradicales, definidos en base a
las operaciones adicionales que R — pr tiene, éstos son igualadores, totalizadores,
anuladores, coigualadores. En base a esto, el producto de derivadas (la composi-
cién), que se puede entender, como un buen andlogo al coproducto (_ : _) en los
prerradicales, introducimos con este producto dos operadores de derivadas, el tota-
lizador y el igualador de una derivada, esto en la primera seccidon, damos algunas
propiedades bdésicas de estos. Después nos especializamos en los totalizadores y
encontramos como éstos estdn relacionados con las nociones de dimensién en de-
rivadas estables y asi caracterizamos algunas de éstas. Por dltimo se mencionan
algunas nociones de los usos de los igualadores.

2.1. Operadoresen D(A)

En esta seccién introducimos los totalizadores y los igualadores de una deri-
vada d sobre un idioma A, veremos como éstos generan bloques de derivadas en
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vista de la relacion de equivalencia que nos definen.

Definicién 2.1.1. Fijemos una derivada d € D(A) y consideremos los conjuntos
siguientes:

T.(d) = {z € D(A) | zd = d}

Ty(d)={z€ D(A) | zd=d }

El conjunto de igualadores y totalizadores de d.
Los conjuntos anteriores son no vacios ya que en (1) estd do y en (2) estd d
entonces es natural pensar en

\/Ie(d) = e(d)

N\ Zi(d) := t(d).

A estas derivadas les llamaremos el igualador de d 'y el totalizador de d respecti-
vamente, noten que en vista de 1.1.5 (4) y (5) tenemos, e(d)d = d y t(d)d = d.

Proposicion 2.1.2. Sea A un idioma, d,d’ € D(A) cualesquiera derivadas, y Z
una familia no vacia de derivadas sobre A. Entonces:

(1) e(d) es idempotente.

2) e(d) < d.

3) e(d) = dsiysélosid e C(M).
(4) Sid < d’ entonces t(d') < t(d).
(5) t(do) = dy t(d) = dp.

©) t(\VI) < A{t(d) |deT}.

(M tAT) =2 VA{t(d) | d € I}.

Demostracion. (1)

[e(d)e(d)]d = e(d)[e(d)d] =
que la igualdad se sigue de 1.1.4.

(2)

Si z € D.(d) entonces zd = d pero por 1.1.4 se tiene que z < d por lo que
e(d) < d.

e(d)d = d por lo tanto e(d)e(d) < e(d) por lo
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(3)
Es obvio de (2) ya que d*> = d por lo que d < e(d). Las propiedades para el
totalizador son directas. O

La derivada e(d) tiene la siguiente representacion.

Proposicion 2.1.3. Sead € D(A) unaderivada entonces e(d) = \/ {2 | z € Z.(d)}
en C'(A).

Demostracion. Primero notemos que por definicién se tiene que z < e(d) para
toda z € Z.(d) por lo que z*° < e(d) por lo tanto \/ {z*° | z € Zy} < e(d) en
C(A) siendo e(d) idempotente se tiene la igualdad.

O

Para tener una mejor descripcién del totalizador de una derivada d, considere-
mos la siguiente derivada.
Dada b € A fija'y cualquier a.

Ob(a):{ 1 sia>b

a  en otro caso

Proposicion 2.1.4. Dada cualquier derivada d € D(A) se tiene que su totalizador
t(d) es justamente la derivada Oy(q).

Demostracion. Para derivada O 4y notamos que Oyq) (d(0)) = 1 por definicién
de Oy siendo d derivada se tiene que siempre d(0) < d(a) por lo que Og4yd =
d1, ahora notemos que

Oy = \ (= € D(A)[=(d(0) = T} =

Claramente Oy < h'y Og(0)(d(0)) = 1 por lo tanto se da la igualdad ahora noten
que este es justamente ¢(d). O

También observe que Og = O, sencillamente de la definicién, por lo tanto
t(d) € C(A).
Asi tenemos dos familias distinguidas de derivadas en A:

Eq(D(A)) = {e(d) | d € D(A)}

Tot(D(A)) = {Oy) | d € D(A)}
Proposicion 2.1.5. Ogpy < Oy (g siy sélo si d'(0) < d(0)
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Demostracion. Supongamos que Og(py < Og (o), entonces si d’(0) > d(0) se tiene
que 04(0)(d(0)) = 1y Og(0)(d(0)) = d(0) pero por hipétesis 1 < d(0) lo cual no
sucede, ahora si d’(0) y d(0) no son comparables entonces sucederia lo mismo por
lo tanto d’'(0) < d(0).

Sid’'(0) < d(0), seaa € A. Tenemos casos

(1) d'(0) < a < d(0) entonces Og(g)(a) = a < Oggy(a) =1

(2) d'(0) < d(0) < aentonces Og(gy(a) =1 = Ogg)(1) =1
(3) a > d'(0)yd(0) > d'(0) entonces Oy(p)(a) = a < Ogg)(a) =1
(4) d(0) > a entonces Og(py(a) = a = Oy (a)

(5) Sino se compara con ninguna entonces Oy (a) = Og(0)(a)

O

Tomemos un subconjunto no vacio G de Tot(D(A)) y consideremos Z =
{de D(A) | Oyp) € G} = t71(G), pongamos \/Z = ® y AT = ¥, ahora no-
temos que Oy < \/ G con Oy) € G pero (2.1.5) Oy(p) < Oy(g) para cada
Oq(0) € G es decir, Oy q) es cota superior de la familia G, por otro lado si existe
O.(0) € Tot(D(A)) tal que Og(gy < O gy para todo Oyg) € G entonces por 2.1.5
d(0) > 2(0) para toda d € Z, por lo que Oy gy < O.(g), es decir, Oy o) es el su-
premo de la familia G en Tot(D(A)), andlogamente se demuestra que Ogq) es el
infimo de la familia G en Tot(D(A)) (denotemos por \/, y A, al supremo e infimo
en Tot(D(A))). Por lo tanto Tot(D(A)) es una reticula completa, resumiendo:

Proposicion 2.1.1. Sea A un idioma, y Tot(D(A)) el conjunto de totalizadores sea
G una familia no vacia de totalizadores con I su conjunto asociado de derivadas,
entonces:

1. Op 1(0) es el supremo de la familia G.
2. Oy (o) es el infimo de la familia G. O
Observacion 2.1.2. (1) De la descripcion del totalizador, se sigue que

t(t(d)) = d.

(2) Un hecho interesante del comportamiento de los infimos y supremos en Tot(D(A))
con respecto a las distributividades de A, es que éstas se invierten en los to-
talizadores, dependiendo si A es idioma o marco.
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(3) Notemos que para cualquier derivada z sobre A, tenemos
(3.1) 20, = zV O,.

(3.2) El producto como derivadas en Tot(D(A)

)
3.1 Sea b € Aentonces (zV Og)(b) = 2(b) V Ou(b) = 1sib > aenelotro
caso cuando O4(b) = b se tiene que z(b) V O4(b) = z(b) y esto es igual a
z20,.

es conmutativo.

3.2 es consecuencia inmediata de 3.1 ya que:

0,0p =04V Op = Oy V O, = O0,,.

2.2. Particiones inducidas por el totalizadores y deriva-
das

En esta seccion consideramos los operadores e(d) y t(d) éstos definen parti-
ciones en D(A).

Dadas dos derivadas d; y d2 en A diremos que dy ~¢ dg si'y s6lo si t(dy) =
t(dz) es decir, en vista de 2.1.4 dy ~¢ da siy s6lo Og, ) = Og,(0) (es decir,
d1(0) = d2(0)). Entonces consideramos el conjunto de clases de equivalencia
D(A)/ ~i, y por 1.1.5 se tiene que los bloques de la relacién anterior son in-
tervalos, denotemos a estos bloques como [d];.

Para describir estos intervalos primero recordemos la derivada 1.1.2 2.1, ¢,
para cada a € A, notemos que si z € [do]; entonces dy = t(dg) = t(z) entonces,
para toda d’ distinta de d se tiene d’'z # d en particular 1,z # d por lo que existe
b € Atalque z(b) = 0y recordando que a en este caso tiene que ser a = z(0) = 0,
es decir, La = Ly(0) = to porlo que o € [do]; y asi [do]; = [do, to] y para d se tiene
que [d]; = {d}

Ahora observemos qué sucede para las derivadas de la forma ¢, ( 2.1 1.1.2),
primero sea d € D(A) tal que di, = d, es decir, di, = Ld(a) = d = 17 por lo que
d(a) = 1, es decir d totaliza a ¢, si y sélo si d(a) = 1, también 12 = d entonces
OLE(O):a < laq- a

Por otro lado si d es una derivada en A tal que O,d = d entonces por definicién
de O, se tiene que d(b) > aparatodo b € A,y asi considerando A {d | Oqd = d} =
h notamos que, h(a) = a 'y para cualquier otro b # a en A se tiene que h(b) > a
es decir, h < ug (uq(b) = a VvV b), pero claramente u,, es totalizada por O, por lo
que ug = h, de hecho t(ug) = O,, es decir, ug, € [t4]; por lo que [t4] = [Ua, La)-

Ahora en el caso general, si consideramos d € D(A) ya es sencillo describir
[d]: puesto que d siempre ésta relacionado con ¢g(gy), por lo que [d]; = [tq()]: =
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[Ua(0)s ta(0)] = [d]t, y estos intervalos son colapsados por ¢(_). Denotemos por
D(A); :== D(A)/ ~.
Todo lo anterior muestra:

Proposicion 2.2.1. Sea A un idioma entonces:
(1) Paracadad € D(A) subloque en D(A)y, [d]; es el intervalo [ug(g), t(0)]-
(2) Hay una biyeccién entre entre Tot(D(A)) y el conjunto de estos intervalos.

O

Aqui hay que mencionar que, utilizamos los operadores u, éstos en el caso de

que A no sea marco resultan ser sélo derivadas idempotentes y no niicleo, pero en
las observaciones previas a 2.2.1 no se utiliza esta propiedad.

Por otro lado fijemos un z € D(A) diremos que d; y do derivadas estén relacio-

nadas por z, d; ~, dg siy sélo si d1z = dsz, claramente esta relacién es de equi-

valencia denotemos por [d], la clase equivalencia de d con respecto a z. Observe

que tenemos definido una funcién D(A) M, D(A) dada por p*(d) = dz y asi
p~1(dz) = [d]., y también en vista de 1.1.5 se tiene que [d], es un intervalo, pon-
gamos [d]. = [.d, &*] y note que [dg]. = [dg, e(2)]y [d]. = [(2), d] = [O- ).
Denotemos por D(A), alas clases de equivalencia de esta relacion.

Para z € D(A) fijay d € D(A) pongamos 7 = dz. Supongamos por un
momento que z € C'(A) entonces 11%(n) = n por lo que n < d? pero por otro lado
d*z =nz =ny asid® <n,es decir, en este caso d* = 7.

Por otro lado si z no es idempotente, notemos que dz = n = e(n)n = e(n)d*z
es decir, d* < e(z)d* < d? por lo que e(n)d* = d?, y asi

e(n) < e(d)
Y sin =dz = d?*z = e(d*)d*z = e(d?)dz por lo que

e(d”) < e(n)

Por lo tanto e(n) = e(d?).

Ahora consideremos £ = {a | a = n(b) para algiin b} y formemos las deri-
vadas ¢, para cada a € &£, 1.1.2 2.2 notemos que por definicién de ¢, se tie-
ne qoz > n (2(a) < n(a)) por lo que g, > n para cada a € & por lo tanto
0 =N{aa|a€&} >nyasidz = nporloque .d < < d? por lo tanto 0
es el mayor idempotente en [d], (por A.1.11 ¢ es idempotente de hecho si 7 es
idempotente entonces £ = &, y por lo tanto 6 = 7). Resumiendo:

Proposicion 2.2.2. Sea z € D(A) fijay d € D(A) pongamos = dzy § =
Nace @a con € = {a | a = n(b) para algin b} se tiene que:
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(1) Si z es idempotente, entonces 1 = d*.

(2) e(n) = e(d?).

(3) 0 € [d] es el mayor idempotente en el intervalo [d]..

Cabe mencionar que D(A)/ ~4,= D(A).

2.3. Totalizadores y dimension de derivadas estables

Como vimos en 2.2.1 Tot(D(A)) consiste de ciertos intervalos, esta situacién
es util por ejemplo, consideremos A = R-tors donde R es un anillo asociativo con
uno, en R-tors se tiene un prenticleo,

dg(T) =TV (\/ {&(M) | M es T — cocritico})

Es claro que es derivada en A, ademds de ser prenticleo, no necesariamente es
idempotente, a esta derivada se le conoce como la derivada de Gabriel ésta en
efecto mide la dimensién de Gabriel de la categoria R — Mod, ya que Tot(D(A))
son intervalos podemos considerar [dg]: = [ug, (¢), L, (¢)], notemos que en el caso
extremo dg = g, (¢) tenemos lo siguiente:

Proposicion 2.3.1. Para un anillo R son equivalentes:

(1) taq, ) = dy-
(2) R—sp={x(S)|S € R— simp}.

Demostracion. (1) = (2)
Sea 7 € R — sp entonces existe un médulo 7-cocritico tal que x (M) = 7, por
definicion de dg, tenemos que:

dy(x(M)) = x(M) VEM) = x(M)V (\/  &(5))

SeR—simp

Por lo que existe un S tal que t¢(5)(M) # 0 porlo que S < My asi S es esencial
en M por lo tanto E(S) = E(M) es decir, x(5) = x(M).

(2) = (1)

Sea 7 una teoria de torsién propia y M un mddulo 7-cocritico entonces x (M) €
R — sp por lo tanto existe un simple S tal que x(M) = x(S) por lo tanto S € F;
por lo que S es 7-cocritico, y asi 7 V (M) = 7V £(S), o lo que es lo mismo

Ugy(¢) = dg
O
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Con esta observacidn a la mano la siguiente afirmacién es inmediata.
Proposicion 2.3.2. Son equivalentes para un anillo R :
(1) R es semiartiniano izquierdo.
(2) dg = tay()-

(3) Udye) = dg = Lay(e)

O
Podemos mejorar lo anterior, recordemos que en 1.5.57, para cualquier idioma
A, se tiene la derivada de Gabriel Gab : N(A) — N(A) y estd descrita como

Gab(j) = \/ {£(a,b) | [a,0] € Crt(D;)}

para cualquier nicleo j, aqui usamos la notacién para los niicleos asociados a los
conjuntos de divisién dados por 1.5.56 1.

Proposicion 2.3.1. Son equivalentes para un idioma A:

(1) ugab(dy) = Gab.
(2) Gpt(N(A)) = {x(a,b) | [a,b] € 8mp}. Aqui Gpt(N(A)) son los puntos

de N(A) dados por intervalos criticos con respecto a algiin niicleo.

Demostracion. Supongamos 1, consideremos cualquier intervalo [a, b] € Crt(D;)—
D; con respecto a un nicleo j sobre A, y sea x(a,b) el nicleo construido en
1.5.72 y por 2 de 1.5.73, x(a, b) es un punto en N(A) (mds adn en la termino-
logia de [Sim14b] este punto es un G-punto y asi Gab(x(a,b)) # x(a,b)), co-
mo por hipétesis tenemos Gab(x(a,b)) = \/ {&(z,y) | [x,y] € Crt(Dy@up)} =
x(a,b)V\/ {&(x,y) | [z,y] € Smp}, entonces existe un intervalo [z, y] € Smp tal
que &(x, y) no colapsa el intervalo [a, b], por lo que a < &(x,y)(a) Ab < by asi
[a,&(x,y)(a) A D] € Dg(yy), de hecho por construccion este conjunto de division
es Dwvs(B(x,y)) (esto esencialmente se sigue de 1.5.56), entonces por 1.4.32 po-
demos encontrar un subintervalo propio de [a,{(z,y)(a) A b], similar al intervalo
[z, y] (y por lo tanto es subintervalo de [a, b]), esto es por que este intervalo es sim-
ple. Ahora notemos que si se tuviera x(a, b)(x) Ay = y entonces &(z,y) < x(a,b),
lo cual no sucede por el razonamiento de arriba, por lo tanto j < x(a,b) < x(z,y)
Para la otra desigualdad, suponga que a < x(z,y)(a) < b por lo tanto como |[a, b]
es j-critico, entonces [x(z,y)(a) A b,b] € D; es decir b < j(x(z,y)(a)) < ben-
tonces j(b) < x(z,y)(a) (pues j < x(z,y) y ambos son idempotentes) pero esto
implica que el intervalo [a, b] es colapsado por x(x,y) y asi [z, y] también, lo cual
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es una contradiccion de la propiedad de x(x,y), por lo tanto x(z,y)(a) A b = a,
es decir, x(z,y) = x(a,b).

Ahora suponiendo 2, si consideramos cualquier [a,b] € Crt(D;) — D; con
4 un nicleo distinto de d, este por [Sim14b] 7,14 es uniforme y asi inerte por
tanto x(a, b) es un punto, entonces por hipdtesis existe un intervalo simple [z, y]
tal que x(a,b) = x(z,y), de donde se sigue que j < x(x,y) (esencialmente
por la misma proposicion de [Sim14b]), observemos que para el nicleo &(a, b) se
tiene que z < &(a,b)(x) Ay < yy como por la simplicidad de este intervalo
y la definicién de £(a, ) se tiene que £(a,b)(z) Ay = y, es decir, este nicleo
colapsa el intervalo [z, y| por lo tanto {(z,y) < &(a,b), ahora notemos que si
&(z,y)(a) A b < bentonces como [a,b] € Crt(D;), [£(z,y)(a) Ab,b] € Dj, por
lo que b < j(£(x, y)(a)), es decir, b < j V {(x, y)(a), y asi {(a,b) < jVE(z,y),
pero &(z,y) < &(a,b), entonces jVE(z,y) < jVE(a,b), porlotanto jVE(z,y) =
J Vé&(a,b), es decir, Gab(j) = ugap(dy) (J)- O

De 2.3.1 y de 2 1.5.37 obtenemos:
Corolario 2.3.2. Son equivalentes para un idioma A :
(1) A es fuertemente atomico.
(2) ugab(dy) = Gab = tgap(0)-
(3) Gab = tgap(dy)

O
Recordemos que antes de 2.2.2, en la descripcion de la relacién producto con

una derivada, ésta produjo una funcién D(A) SN D(A) dada por p*(d) = dz,
cuyas fibras son los bloques de la relaciéon dada por z, la funcién p?, en cada d €
D(A) le asigna la derivada d < dz (1.1.4), notemos que p*(d A d') = (dNd')z =
dz Nd'z = p*(d) A p*(d’), la pendltima igualdad es por 5 de 1.1.5.

Proposicion 2.3.3. Sea A un idioma y D(A) la reticula completa de derivadas
sobre A. Para cada z € D(A), u* : D(A) — D(A) es una derivada sobre D(A),
mds atin ésta es un preniicleo.

O

La derivada p* se llama la derivada producto de z.

Nétese que ademds esta asignacién determina una funcién inyectiva p-) : D(A) —
P(D(A)), en particular para cada derivada estable s sobre A, p® es un prend-
cleo, como el producto de derivadas estables es estable (en particular el produc-
to de prentdcleos es prentdcleo), tenemos que la derivada producto con s, p® es
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un prentcleo sobre el idioma S(A) (en particular si s es prentdcleo entonces p°
es un prendcleo sobre P(A)). También recordemos que por 1.3.25 si s es esta-
ble sobre A y j es cualquier nicleo entonces (s > j) es un niicleo en A que
de hecho (s = j) = (s = j) € N(A), esto en particular asegura lo siguien-
te: para la derivada producto u* con z € D(A) este es un prenticleo por lo que
(u* = J) € N(D(A)) es un niicleo sobre D(A) para cualquier J niicleo en D(A),
en particular si consideramos la menor derivada sobre D(A), que es la identidad
idp (), obtenemos la negacion, (u* = idpa)) = —(p*) € N(D(A)).

Proposicion 2.3.4. Sea z cualquier derivada sobre un idioma A entonces, —(u*) <
(') en N(D(A))

Demostracion. Sabemos que —(u*) Ap* = idp ), entonces por 5 de 1.1.5 si mul-
tiplicamos por ,ut(z) alaigualdad anterior, obtenemos ﬁ(/f)ut(z) /\,uzut(z) = ut(z).
Ahora, consideremos cualquier d sobre A. Entonces, (p?1*)(d) = p?(dt(z)) =
(dt(z))z = d(t(z)z) = dd = d por lo que p?ut*) = Tp, donde Tp es el
mayor elemento en N(D(A)). De esto obtenemos —(p?)ut(?) = ;%) es decir,
(7)) < ), O

Observacion 2.3.5. Dada cualquier derivada d sobre un idioma A, a ésta le aso-
ciamos su totalizador, en particular si ésta es estable o es un preniicleo, éstas tie-
nen su propio totalizador, en vista de la definicion del totalizador, si consideremos
s)={s' € S(A) | s's =d} con s € S(A) de nuevo este conjunto es no vacio
ypor1.3.16 \ S(s) = t(s) € S(A), notando ademds que S;(s) C Z;(s) de donde
t(s) < t(s), éste es el totalizador parcial de s como derivada estable. Este mismo
razonamiento se puede aplicar a un preniicleo y a un niicleo: t(f) = NP(f) =
A{k € P(A) | Kf =}y 3(7) = ANG) = A {k € N(A)) | (k)™ = dJ}, no-
te la sutil dlferencm en el totallzador parczal de un niicleo, (kj)> esto lo hacemos
porque el producto de niicleos no necesariamente es niicleo y de hecho en este caso
por 1.3.1 kv j = (kj)®, es decir aplicando lo iltimo podemos considerar una
derivada estable s, y su niicleo s> entonces por un lado t(s*°) < t(s)y ademds
t(s%) < t(s) < (4(s))®°, por iiltimo notemos que t(s™) < t(s) < t(s) < (t(s))™
y g(so0) < (t(s))™.
Corolario 2.3.6. Si s es una derivada estable sobre un idioma A, entonces —s <

t(s) en C(A). En particular, =s < j(s*°) en N(A), para cualquier niicleo j en A
tenemos —j < j(j) en N(A).

Demostracion. Por 2.3.4, tenemos —(u®

)
~(1%)(do) < " (dy) y ast () (do) <

\/{QES ) | onu’ —’LdDA)} \/73

<ut (s). Evaluando en dp obtenemos que
t(s). Ahora, para el elemento
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obtenemos (\/ P)(do) =\ {e(do) | 0 € P}, es decir, para cualquier ¢ € P de-
ducimos que o(dp) A p*(dp) = dp. Pero como p°(dp) = s, entonces \/ P(dp) <
—s,y como p1° € P, entonces —s = \/ P(dp), y por lo tanto —s < ¢(s). La dltima
afirmacion se sigue de 1.3.25, =5 = —s, entonces =5 < #(s) < t(s°) <
7(s%), entonces =5 < (4(s%°))>° < 7(s°°), la dltima afirmacion se sigue de este
hecho. O

Proposicion 2.3.7. Si s es una derivada sobre un idioma Ay si ~(u®) = p'®®),
entonces s es idempotente. En particular, si s es una derivada estable entonces es
un niicleo.

Demostracion. Como —(p%) A p® = pt) A pf = id 1(A)» €valuando en dj encon-
tramos quet(s) A s = dy y entonces t(s)s A s> = s. Pero de t(s)s = d, se sigue
52 = s. La tltima afirmacién es directa. 0
Proposicion 2.3.8. Sea A un idioma. Entonces, para cualquier s € S(A) son
equivalentes:

(1) =5 =t(s)
(2) s < —t(s)

Demostracion. Si —s = t(s), entonces 7—s = —t(s), y como s < ——s, se sigue
que s < —t(s). Ahora, de s < —t(s) se tiene que sAt(s) = do, entonces t(s) < —s,
la otra comparacion es justamente el corolario 2.3.6.

O

De todo lo anterior vemos que sucede en el caso extremo, es decir cuando
s = t(s) para toda s estable sobre A.

Corolario 2.3.9. Sea A un idioma. Entonces, son equivalentes:
(1) —s =t(s) paratoda s € S(A).
(2) S(A) es un dlgebra Booleana.

Demostracion. (1) = (2): De la proposicion 2.3.7 obtenemos que S(A) = P(A) =
N(A). Ahora, como el producto de cualquiera prentcleos es un prenticleo, enton-
ces ss’ es un prendcleo idempotente, y ademds s V s = ss’, por A.1.13. Asi, de
(1) obtenemos —ss = d = —s V s, es decir, ~s = () es el complemento s, y por
lo tanto S(A) es booleana.

(2) = (1): Todo s tiene complemento —s, esto implica que —ss = d, es decir,
t(s) < —s. O
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Recordemos que en 1.5.63, para una derivada d sobre A, A tiene d-longitud si
d>(0) = 1, esto en términos de totalizadores se traduce como, A tiene d-longitud
si t(d*°) = dp, por 2.1.2 (5), esto sugiere que los totalizadores estdn ligados de
alguna manera con las nociones de dimensién dadas en 1.5.63. Para hacer esto mas
claro, observemos:

Proposicion 2.3.10. Sea A un idiomay U cualquier derivada estable sobre N (A).
Entonces,

pl= ) < U,

donde 1V (40) e5 el idempotente asociado a (copuV™ (@),

Demostracion. Tenemos que U (dy) < U®°(j) para todo j nicleoy j < U™ (j).
Esta tltima desigualdad implica que, jU*(j) = U®°(j) por que U*(j) es en
particular idempotente (precisando lo anterior estamos utilizando A.1.1). Entonces,
la primera comparacién implica que ;U (dg) < U (4), es decir, ™ (d0) < >,

y por lo tanto x> (d0) < e,
]

o —

Proposicién 2.3.10 implica que todo nicleo j en A, con pV~(40)-dimensién
tiene U°°-dimension.

Recordemos que para toda derivada estable s en A podemos considerar el pre-
nicleo p*~ en S(A). Notemos que si k es un prenticleo en A tal que x*~ (k) = d,
entonces t(s®) < k. Podemos decir entonces que k tiene x° -dimensién. De
™ < oop” < ;LSAOO vemos que todo t(s>°) < k tiene ,uSA‘X’ -dimensién. El punto
de este anélisis esta hecho sobre S(A) que por 1.3.19 es un idioma, podemos enton-
ces considerar N (S(A)): Para cada derivada estable s sobre A, 11° es un preniicleo
sobre S(A),y asf (%) = u*” es un nicleo sobre S(A).

Teorema 2.3.11. Sea A un idioma. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes para s € S(A) yuna J € S(S(A)):

(D) E(p*7)(J>) =Tp.
(2) t(u*) < J*.
(3) s°° tiene J-dimension.
Aqui Z(p*" ) (K) = Kp*™ y Tp es el mayor elemento en S(S(A)).

oo

Demostracion. (1) < (2): Z(u*™)(J) =tp & Ju*™ =tp < t(p*™) < J.
(2) = (3): J(s*°) = d por (2) y evaluando en dy. Entonces J>(s*°) = d.
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(3) = (2): Por (3) tenemos J*°(s>) = tp. Entonces, J>((1*~ )(dg)) = tpy
por lo tanto J®u*~ = tp.
O

Veamos ahora algunos ejemplos de ciertas situaciones que se dan con los tota-
lizadores de las derivadas construidas en 1.5.2.

De 1.5.58, 1.5.59 y 1.5.60 tenemos que para cualquier idioma A, Gab < Socy
Boy < Cbd, ademas todas estas derivadas estan por debajo de C'bd, entonces por
2.1.2 4 obtenemos:

Proposicién 2.3.12. 1 t(Soc>®) < t(Soc) < t(Gab).
2 t(Cbd>®) < t(Cbd) < t(Boy).
3 t(Boy) < t(Gab).

4 t(Cbd) < t(Soc) and t(Cbd>*) < t(Soc™). son Socy Cbd son las deriva-
das zoclo y cantor-bendixson de N(A).

Observacion 2.3.13. (1) Supongamos que t(Gab) = Idya) entonces por 1
de 2.3.12 se sigue que Gab = Soc = Soc™ = T, es decir, N(A) tiene
Soc-longitud, en particular Gab(dy) = d e invocando 1.5.55 obtenemos
que Gab(dy) = d = soc™, es decir, A tiene soc-longitud, en este caso 3 de
2.3.12 nos dice que Gab = Boy lo cual implica que soc™ = cbd™.

(2) De Gab < Soc tenemos Gab(j) < Soc(j) para cualquier niicleo, enton-
ces t(Soc(j)) < t(Gab(j)) y t(Gab>(j)), por lo que si t(Gab(j)) = do
entonces Gab(j) = d en particular j tiene Gab-dimension y soci® = 1p,
este es el caso cuando A; es fuertemente atomico. Esta situacion nos dice
que t(Soc(j)) < t(soci®) < j*t(socffj )j* donde la iiltima comparacion es
inmediata relativizando el zoclo a j, entonces si A; es fuertemente atémico
se tiene que Soc(j) = d en particular t(Soc(dp)) < t(s0c™®) < t(soc).

2.4. Algunas Observaciones sobre los igualadores de deri-
vadas

Uno de los problemas esenciales de determinar la estructura de un idioma A,
mediante una derivada d, es calcular el ordinal asociado a d mediante el proceso
transfinito descrito en 1.1 y en 1.3.9, en particular qué tanto se aleja una derivada d
de ser idempotente, los igualadores dan algunos indicios de éstas consideraciones.

Sabemos que para una derivada d sobre un idioma A, por 2.1.2 e(d) es idem-
potente, e(d) < dy e(d) = d siy sélo si d es idempotente.
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Definicion 2.4.1. Sea d una derivada en un idioma A, el intervalo de idempotencia
de des
le(d), d™]

donde d™> es el menor idempotente por arriba de d.

Notemos que de la definicion este intervalo es trivial si y sélo si d es idem-
potente. Ahora sea k una derivada tal que e(d) < k < d*® yd Ak = e(d),
supongamos por un momento que estas derivadas son estables, entonces en este
caso la derivada (_)> es estable, y asi e(d) = (d A k)>° = d*° A k> = k> por lo
que e(d) < k < k> = e(d), es decir e(d) = k.

Lema 2.4.2. Sea d una derivada estable sobre un idioma A, entonces d es un
elemento esencial en [e(d), d*]. Este intervalo es en derivadas estables.

O
Algunos otros aspectos en torno a a los igualadores, son:

Definicion 2.4.3. Una derivada d sobre un idioma A es N\-prima si es propia y
siempre que k N\l = d entonces k = d o1 = d.

De donde tenemos que toda derivada A-irreducible es A-prima
Lema 2.4.4. Supongamos que d es idempotente y A-prima entonces, d es A-irreducible.

Demostracion. Sean ki, ko € D(A) tales que k1 A ko < d, pongamos z; = ki V d
y zo = ko V d entonces d < 21 A zg = (kl vV d) VAN (kg \Y d) < (k‘ld) AN (k‘Qd) =
(k1 A k2)d, la primera desigualdad es por 1.1.3 y la igualdad por 1.1.5, en vista de
la idempotencia de d y por la hipétesis se sigue que d = (k1 A k2)d por lo que
d = 21 N\ zo entonces siendo d A-prima se tiene el resultado. O

Proposicion 2.4.5. Supongamos que d es N\-prima entonces e(d) también lo es.

Demostracién. Notemos que siendo d A-irreducible entonces e(d) # d, suponga
que di A da < e(d) entonces (d; A d2)d = d, de donde d1d = d 6 daod = d, es
decir, d; < e(d) 6 d2 < e(d). O

Observacion 2.4.6. (1) Los resultados obtenidos en 2.1y 2.2 se pueden enten-
der como los andlogos en este contexto de la teoria de prerradicales, ver por
ejemplo [RRRT02], en particular 2.3.6 es el andlogo en idiomas del Lema
20 en [RMWOI1], 2.2.2 ésta inspirado en el teorema 4.2 de [RRR"02], 2.3
varios resultados de esta seccion son las versiones en idiomas del andlisis
hecho en [RSRT04]. Los resultados sobre dimensiones y totalizadores estdn
invocados por [Sim14D].
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(2) Para los igualadores y sus conexiones con nociones irreducibles y primas,
uno puede comparar estos resultados con los establecidos para prerradica-
les en [RRRT05]. En vista de estas analogias, sugieren hacer una investiga-
cion mds profunda de los resultados de 2.4 para las derivadas en particular
obtener condiciones de la simplicidad del intervalo de idempotencia en via
de alguna derivada.
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Capitulo 3

Teorias de descomposicion y
dimension para idiomas

Las nociones de dimensién y descomposicion para categorias de mdédulos han
sido sumamente estudiadas desde el caso conmutativo, las nociones de descom-
posiciones primarias (entre muchas otras) y dimensién Krull han sido llevadas al
caso no-conmutativo ([Gol75], [Mic70] y [GR73]), a su vez han sido extendidas
a categorias abelianas, ver por ejemplo [Pop73] capitulo 5 seccién 5.11. En el li-
bro [Gol77] el autor organiza estas nociones de descomposicién y dimensién en
categorias de médulos desde un punto de vista general a través de funciones ra-
dicales, de quasi-descomposicion y de quasi-dimension, y como se observa una
herramienta fundamental de estas generalizaciones, es asociar estructuras reticula-
res que controlen las descomposiciones y dimensiones en la categoria de médulos,
en particular el marco R-tors juega un papel fundamental, més adelante en [Sim10]
se describe una teoria de descomposicion para idiomas, introduciendo el andlogo
de las funciones de quasi-descomposicion al ambiente reticular, los lugares son
este andlogo. En este capitulo desarrollaremos la parte idiomadtica del concepto de
funcién de quasi-dimensién estudiado en la exposicién de [Gol77] (el cual no es-
t4 desarrollado en [Sim10]), estas consideraciones llevan a un tratado general de
filtraciones en los intervalos de un idioma A que como veremos estan ligadas con
las dimensiones clésicas definidas en la categoria de mddulos izquierdos sobre un
anillo.
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3.1.

Lugares y Aspectos

Definicion 3.1.1. Sea A una reticula completa, para un idioma A un A-lugar es
una funcion

p:J(A) = A

tal que se satisface lo siguiente:

1.

e(lAr,r)=9l,lVr)conrle A
a,b) < p(a,c)cona <c<b.
)

(
(
wla,c) Np(e,b) < p(a,b) cona < c<b.
(
(

S

ola,V X) = N{p(a,z) |z € X} cona € Ay X C [a,1], dirigido. Aqui

(a, b) quiere decir ¢([a, b]).

Siguiendo [Sim10] el punto 4 es equivalente a que el subconjunto X C [a, 1]
sea independiente sobre a 1.5.26. Como se muestra en [Sim10] la construccién
dada en 1.5.69, determina una funcién x(_) : J(A) — N(A), en ese mismo docu-
mento teorema 6.3 se muestra que esta asignacion es un N (A)-lugar.

Definicion 3.1.1. Dado un idioma A, y una reticula completa A denotemos por
Sit(A,A) = {¢ | ¢ esun A-lugar}, al conjunto de todos los lugares de A con
respecto a A.

Observacion 3.1.2. (1) Notemos que Sit(A,N) = {¢ | ¢ es un A-lugar} es un

(2)

(3)

conjunto parcialmente ordenado: Para cualesquiera o, ¢ € Sit(A,A) p <
¢ < p(a,b) < ¢(a,b) para todo [a,b] € I(A), mds aiin en vista de este
orden podemos definir para una familia de £ C Sit(A, A), la funcion \/ L
poniendo \/ L(a,b) = \/{p(a,b) | ¢ € L}, inmediatamente notamos que
esta funcion es un A-lugar y en vista del orden en Sit(A, \) estd funcion
describe al supremo de la familia L, por lo que Sit(A, A) es una reticula
completa.

Considere f: A — A" un morfismo de idiomas 'y ¢ € Sit(A’, A). Entonces,
tenemos un morfismo mondtono I(f): J(A) — I(A") y la composicion ¢ o
I(f): I(A) — A. De la definicion de lugar y siendo f mondtono obtenemos
que o J(f) € Sit(A, A). Pongamos f*: Sit(A’, A) — Sit(A, A)

Fijando ahora la primera componente, considere cualquier morfismo de re-
ticulas completas, o: A — T. Entonces, para cualquier A-lugar o la com-
posicion po ¢: J(A) — T, es un I'-lugar.
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De estas consideraciones lo siguiente es inmediato.

Proposicion 3.1.3. (1) Sea A una reticula completa. Entonces, Sit(_,A): ID —
€L es un funtor contravariante de la categoria de idiomas I°D a la categoria
de reticulas completas €£.

(2) Si A is un idioma, entonces Sit(A,_): €€ — €L es un endofuntor cova-
riante en la categoria de reticulas completas y éste preserva monomorfismos.

O

Proposicion 3.1.4. Sea A una reticula completa'y A un idioma. Entonces, podemos
definir una funcion Q : Sit(A,A) x A — C(A) dada por [a,b] € Q(p,a) & a <
o(x,b) para todo x € [a,b]. Mds aiin

(1) Para todo ¢ € Sit(A,A), la funcion Q(p,_): A°® — C(A) es un \-

morfismo.
(2) Paratodo o € A, la funcion Q(_, a): Sit(A, A) — C(A) es un \-morfismo.

Demostracion. Primero mostraremos que Q(p, ) € B(A) paratodo ¢ € Sit(A, A)
todo o € A. De 3.1.1 (1) se sigue que Q(¢, o) es abstracto. Sea [a,d] € Q(y, a)
y tomemos a < b < ¢ < d. Para cualquier b < x < ¢, tenemos que ¢(z,d) > a.
Pero de 3.1.1 (2) obtenemos p(z,d) < ¢(z,c), es decir, [b,c] € Q(p, ). Ahora
considere [a, b], [b,c] € Q(p,a), yseax € [a,c]. Porloque,a < bAxz < by
b <z Vb < c Porhipétesis, p(x Ab,b) > ay ¢(bV x,¢) > a. Por otro lado,
tenemos que p(z,c¢) > p(z,bV x) A p(bV z,c¢), y en vista de la modularidad
deducimos que [z A b,b] = [z, x V b]. La dltima desigualdad por (1) de 1.5.1, es
oz, bV ) ANpbVx,c)= @@ Abb)ApbVz,c).Pero este infimo estd por
arriba de o, y asi p(x, ¢) > a, es decir, Q(p, o) € C(A).

Ahora, para probar la parte (1), note que si & < ' en A, entonces Q(p, ') <
Q(¢p, a) por definicién. Por lo que, si X C A tenemos que:

A, \/ X) <({p0) | a € X}

Pero para cualquier intervalo [a, b] € [ {Q(¢, ) | & € X} se tiene que p(z, b)
a para todo « € X. Por lo tanto, ¢(z,b) > \/ X, es decir, [a,b] € Q(p,\/ X)
asi {Q(p,0) | a € X} = g,/ X).

Para la parte (2), observe que si ¢ < ¢/, entonces Q(p, ) < Q(¢/, ). Y el
resultado se sigue directo. 0

>
> Y

De 1.4.24 sabemos que Dvs(_): B(A) — B(A) es un niicleo, por lo que en
vista de 1.2.20 Dvs(_): €(A) — D(A) es un morfismo de marcos en particular
un A-morfismo.
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Corolario 3.1.5. Sea A una reticula completa'y A un idioma. Entonces,

(1) Para todo ¢ € Sit(A, N), la funcion Dvs(_) o Q(p,_) : A’ — D(A) es un
A-morfismo en CL.

(2) Para todo o € A, La funcion Dvs(_) o Q(_, «) : Sit(A,A) — D(A) es un
A-morfismo en CL.

Demostracion. Directo de la proposicion 3.1.4 y la observacion previa. O

Para todo idioma A y cualquier reticula completa A, tenemos una funcién
8: A — Sit(A, A) dada por 8(«)(a,b) = a. La siguiente proposicién es inme-
diata.

Proposicion 3.1.6. Sea A una reticula completa y A un idioma. Entonces, la fun-
cion 8: A — Sit(A, A) dada como 8(c)(a,b) = «, es un encaje en la categoria
de reticulas completas.

O]

Definicion 3.1.7. Sea A una reticula completa. Para un idioma A, un A-aspecto es
una funcion ¢: J(A) — A que satisface lo siguiente:

1. o(IAr,r) =@,V ), para cualesquierar,l € A.
2. ¢(a,c) Ve(c,b) = ¢(a,b), para todo a < ¢ < b.
3. pla, VX) =V {pla,z) |z € X}, conae Ay X C [a,1] dirigido.

Definicion 3.1.8. Dado un idioma A, y una reticula completa A denotemos por
App(A,A) = {¢ | v es un A-aspecto}, al conjunto de aspecto de A con respecto
aA.

Observacion 3.1.9. (1) Como en el caso de los lugares tenemos que App(A, A)
es una reticula completa.

(2) Considere cualquier morfismo de idiomas f: A — A’y ¢ € App(A’, A).
Para el morfismo mondtono inducido por f, I(f): J(A) — I(A’), tenemos
que o I(f): IJ(A) — A, y de la definicion y la monotonia de f obtenemos
que ©I(f) € App(A,A). Pongamos f*: App(A’,A) — App(A,A) la
funcion obtenida.

(3) Consideremos ahora cualquier morfismo de reticulas completas, o : A — T,
Entonces, dado cualquier A-aspecto @, tenemos gop : J(A) — T, es sencillo
ver que éste es un I'-aspecto.
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De estas observaciones es inmediato:

Proposicion 3.1.10. (1) Sea A una reticula completa. Entonces, App(_, A): ID
CL es un funtor contravariante de la categoria de idiomas I°D a la categoria
de reticulas completas C£.

(2) Si A es un idioma entonces, App(A,_): €€ — €L es un endofuntor cova-
riante en la categoria de reticulas completas y éste preserva monomorfismos.

Proposicion 3.1.11. Sea A una reticula completa 'y A un idioma. Entonces, pode-
mos definir una funcion M: App(A, A)xA — C(A) dada por[a,b] € M(p, ) <
©v(a,b) < a que satisface:

(1) Para todo ¢ € App(A,A), la funcion My: A — C(A) es un /\-morfismo
en CL.

(2) Para toda o € A, la funcion M,: App(A,A) — C(A) es un \-morfismo
en CL.

Demostracion. Tomemos (¢, o) € App(A, A). Por (1) de la definicién 3.1.7 tene-
mos que M(¢, «) es abstracto. Ahora, considere [a,d] € M(p, ) ya < b < ¢ <
d. Entonces por (2) de la definicion 3.1.7 se tiene que ¢(a,c) < p(a,d) < «, de
nuevo por (3) de 3.1.7, p(a,c) = p(a,b) V ¢(b,c) < a. Entonces, p(b,c) < a,
y asi M(p, ) es bésico. Ahora, tomemos |[a, b, [b, ¢] € M(¢, ). Entonces, o >
w(a,b) V ¢(b,c) = p(a,c), es decir, [a,c] € M(p,a). Los puntos (1) y (2) son
directos. Ul

Como en el caso de los A-lugares, para cualquier o € A tenemos una funcién
R(a) € App(A, A) dada por R(«)(a,b) = a. Un célculo directo da:

Proposicion 3.1.12. Sea A una reticula completa y A un idioma. Entonces, la
funcion R: A — App(A, A) definida por R(a)(a,b) = «, es un encaje en la
categoria de reticulas completas.

O]

Ejemplo 3.1.13. Un ejemplo de aspecto estd dado por, §: I(A) — D(A) donde
&(a,b) = D(a,b), es el niicleo correspondiente a D(a,b) para el intervalo [a, b]
1.5.56 (1). Es claro que &(_) es un D(A) = N (A)-aspecto de A.

Teorema 3.1.14. Sea A cualquier idioma y A una reticula completa. Entonces,
existe un morfismo en Pos

H: App(A,A) — Sit(A, A)°P
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dado como ¢ € App(A, A) entonces H(¢)(a,b) =\ {a € A | [a,b] € Dus(M(¢, @)}
Aqui Pos es la categoria de conjuntos parcialmente ordenados junto con sus mor-
fismos.

Demostracion. Debemos verificar que H (1)) € Sit(A, A). Primero observe que (1)
de 3.1.1 claramente se satisface. Para los otros requerimientos de 3.1.1, considere
cualquier intervalo [a, ¢] en A y tomemos a < b < ¢. De la definicién de H (v)) te-
nemos que H(¢)(a, c) < H(v)(a,b). Ahora, del hecho ¢ (a, b) Vi (b, ¢) = ¢ (a,c)
deducimos que H(¢)(a,b) A H()(b,c) < H(¢)(a,c). Sea X C [a, 1] dirigi-
do. Del pérrafo anterior tenemos H(¢)(a, \/ X) < A{H(¢¥)(a,x) | x € X }. Para
la otra comparacion, observe que siendo 1) un A-aspecto, tenemos ¥ (a,\/ X) =
VA{¢(a,z) | z € X}.Entonces, ¢(a,z) < ¢(a,\ X).Yasi,¢(a,\V X) < H(¢)(a,z)
para todo x € X, y entonces ¢(a,\/ X) < A{H(¢)(a,z) | z € X}. Por lo que,
AN{H@W)(a,z) | z € X} < H()(a,\/ X). Por iltimo, considere cualquier ¢ <
1" en App(A, A). Entonces, de la definicién de H tenemos que H (') < H (1), es
decir, H es un morfismo mondtono. O

3.2. Algunas construcciones en Sit(A, ")

En esta seccién analizamos como los elementos de Sit(A,I") llevan a teorias
de descomposicion para el idioma A. Comenzamos extendiendo el concepto de
lugar. Como en el caso de categorias de médulos, el concepto de funcién radical
en idiomas es natural (ver, por ejemplo [Gol77] y [Sim84]):

Definicion 3.2.1. Sea A un idioma y Q) un conjunto parcialmente ordenado. Una
funcion p: J(A) — Q es un funcién radical si:

1. p(LA7,r) = p(l,lV r)paratodos r,l € A,y
2. p(a,c) < p(a,b) paratodoa <b<c.

Ejemplo 3.2.2. Ejemplos de estas funciones son, por supuesto, cualquier I'-lugar
para A. En particular, el N(A)-lugar x. Claro otros ejemplos de estas funciones
provienen de la teoria general de médulos: Recordemos que A(M) denota el idio-
ma de sub-modulos de un R-modulo M, y considere cualquier funcion radical en
R-Mod en el sentido de [Gol77] capitulo 3. Entonces, la restriccion de cualquier
funcion radical a los intervalos de A(M ) determina una funcion radical en nuestro
sentido. Si ) es una reticula 'y p € Rad(A,Q), paral € Q defina p': I(A) — Q
por p'(a,b) = p(a,b) A l. Entonces, p' es una funcion radical en A con valores en
la reticula €.
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Observacion 3.2.3. Denotemos por Rad(A, ) = {p: I(A) — Q| p es radical }.
Definimos un orden parcial en Rad(A, Q) usando el orden de €2 como sigue: p <
0 < pla,b) < p(a,b) paratodo [a,b] € I(A). Como en el caso de Sit(A,T), tene-
mos que Rad(A,_): Pos — Pos es un funtor covariante y Rad(_,Q): ID —
Pos es un funtor contravariante. Si I' es una reticula completa, entonces Sit(A,T")
estd sumergido en Rad(A,T").

Definicién 3.2.4. Sea p € Rad(A, Q). Un intervalo [a, b] es p-estable J p-inerte si
ysolo sia < by p(a,b) = p(a,z) para todo a < x <b.

Observacion 3.2.5. Para x € Sit(A, N(A)), los intervalos x-estables son preci-
samente los intervalos inertes 1.5.71 2, en particular cualquier intervalo uniforme
es inerte. De hecho, en [Sim10] el autor describe en detalle la teoria de descom-
posicion generada por X, y da aplicaciones a geo-reticulas (reticulas complemen-
tadas).

Definicion 3.2.6. Para p € Rad(A, Q), el soporte de p, es el conjunto
Y,(a,b) ={p(a,z) | a < x < bes p-estable} .

Proposicion 3.2.7. La funcion 3,: J(A) — P(Q)°P que asigna a cada intervalo
[a, b] el soporte de la funcion radical p es un P(Q)°P-lugar.

Demostracion. Sea p € Rad(A, ). Por definicién de funcién radical, el primer
requerimiento de lugar se satisface, es decir, X,(r A [,7) = X,(l,r V ) para
cualesquiera [, € A. Considere cualquier intervalo [a,c] y a < b < c. En-
tonces X,(a,b) C 3,(a,c). Tomemos ahora cualquier p(a,z) € X,(a,c). Si
a < b A x,entonces p(a,x) = p(a,b AN xz) € ¥,(a,b),ysia = bA x tenemos
pla,x) = p(bAz,z) = p(b,bV x). Por lo que, de lo anterior, este dltimo intervalo
es p-estable y asi p(a,z) € ¥,(b, ¢), es decir, ¥,(a,c) C X,(a,b) UE,(b,c). Para
el dltimo requisito consideremos X C [a, 1] dirigido, para algiin a € A y tome-
mos p(a,y) € ¥,(a,\/ X). Entonces, de la ley distributiva para idiomas tenemos,
y=yANNVX)=V{yAz|ze X} Porloque,a < yAx < z para algin
x € X,dea < y Az < ydeducimos que p(a,y) = pla,y N x) € ¥ (a,x).
Esto prueba que ¥,(a,\/ X) € U{X,(a,z) | x € X}. Las otras comparaciones
se siguen inmediatamente de la primera propiedad. O

Observacion 3.2.8. (1) Suponga que ) es una reticula completa y considere
@ € Sit(A, P(Q)°P). Defina la funcion o,: J(A) — Q por o,(a,b) =
N\ ¢(a,b). Esta funcion es claramente una funcion radical. Entonces tene-
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mos dos funciones

%
—

Sit(A, P(€)°P) Rad(A, Q)

-
[

donde ¥(p) = X,y 0(¢) = 0,. Observe que estas consideraciones realizan
un diagrama:

Sit(A4,Q) —— > Rad(4,Q)

{3 E</ ’>g

Sit(A, P()°)

donde {_}" : Sit(A,Q) — Sit(A4,P(Q)°P) es el morfismo inducido por
la inclusion Q@ — P(Q)°P. Note que o o {_}* = 1y asi ese triangulo es
conmutativo, pero el otro no necesariamente tiene que conmutar.

Definicién 3.2.9. Para p € Rad(A, 2), un intervalo [a, b] es p-atémico si 3 ,(a, b) =
{*}. Para p € Rad(A,Q), el idioma A es p-adecuado si ¥, (a, b) si no es vacio pa-
ra todo intervalo no trivial [a,b] de A. Para p € Rad(A, Q) y un elemento p € €,
un intervalo [a, b] es p-inercial si p(a,b) = py [a, b] es p-estable.

De esto observamos que cualquier intervalo p-estable [a,b] es p = p(a,b)-
inercial. Usaremos intervalos p-inerciales para generar descomposiciones del idio-
ma en consideracién A.

Usando intervalos p-inertes con respecto alguna ¢ € Sit(A, ), podemos dar
otra manera de ver lugares, como sigue: Para p € (2, considere el marco 2 con dos
elementos 0 < 1, y defina la funcién p: J(A) — 2 por

[ 1 sia,b]es p-inercial
pla,b) = { 0 en otro caso.

para cada intervalo [a, b].

Proposicion 3.2.10. Para cada p € Q, la funcion p : I(A) — 2 es un 2-lugar, es
decir:

(1) Paral,r € A, [l Nr,r] es p-inerte < [I,1 V r| es p-inerte.
(2) Paraa <b < ¢, |a,c| p-inerte = [a, b] es p-inerte.

(3) Paraa <b<c [a,b]y[b,c] p-inerte = |a, | es p-inerte.
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(4) Paraa € Ay X C [a,1], [a,\ X] es p-inerte = (Vx € X) [[a, x] es p-inerte].

Demostracion. (1): Para cualesquiera [, € A, supongamos primero que [l A 7, 7]
es p-inerte y considere | < x < [V r. Usando el isomorfismo canénico [[ A7, 7] =
[[,1 V r] tenemos que x = y V [ para algin y < | A7 < r. Entonces, ¢(l,z) =
e(l,yVi) =@l ANry) =p( Arr)=p, donde la segunda igualdad es por los
axiomas de lugares y la tercera es por la hipétesis. El reciproco es similar.

(2): Seaa < b < ccon [a,c] p = p(a,c)-inerte. Entonces, para cualquier
a <z < bsetiene ¢(a,z) = p(a,c) = ¢(a,b).

(3): Dado [a, b] y [b, ¢] intervalos p-inertes, para cualquier a < x < ¢ tenemos
que p = p(a,b)Ap(b,c) < ¢(a,c) < ¢(a,x). S6lo queda probar que p(a, z) < p.
Primero observe que a < bAx < b. Ahora, sia = bAx tenemos que b < bVz < ¢,
y entonces p(a,z) = @(bAz,z) = p(b,bVz) = (b, c) = p, la segunda igualdad
viene del hecho [b,b V x] = [b A z, x].

(4): Seaa € Ay X C [a, 1] dirigido. Es suficiente probar:

(Vx € X) [[a, z] es p-inerte]

implica que [a,\/ X] es p-inerte. Para ver esto, note que X siendo dirigido se
tiene que, p(a,\V X) = A{¢(a,z) |z € X} = p. Considere a« < y < \/ X.
Entonces, p = ¢(a,\VV X) < ¢(a,y). Para la otra comparacién notemos que
y=yAN(VX)=V{yAx|xze X} en vista de la ley distributiva para idio-
mas. Entonces, para algin x € X tenemosque a < yAzx <yya<yAzx < x.
Se sigue que p(a,y) < p(a,y Ax) = ¢(a,x) = p. O

Ahora para, ¢ € Sit(A,Q), sea D, = {[a,b] | [a,]] es p-inerte}. La ultima
proposicion nos dice que D), es un conjunto de congruenciaen A 1.4.7. Mds atin sa-
bemos que para cualquier conjunto de congruencia C se tiene que, si [a, ], [a,y] €
C entonces [a, x V ], [a, z A y] € C 1.4.10. De esta propiedad es facil ver que C es
cerrado bajo supremos finitos.

Corolario 3.2.11. EI conjunto D, es un conjunto de division en A.

Demostracion. Tomemos cualquier a € Ay X C [a, 1] con [a,x] p-inerte para
todaz € X. SeaY el conjunto de los elementos de la forma z; V z3. ..V z,, con
x; € X para 0 < i < n. Este conjunto es dirigido y [a, y] es p-inerte. Usando el
mismo razonamiento que en la prueba (4) de la proposicion 3.2.10, tenemos que
p=e@VY) = AMelay) |y €Y} < p(a,VX) < AMela2) |2 € X} =
p, y para cualquier a < z < \/ X < \/Yexistealginy € Y cona < z Ay <y
entonces ¢(a, z) < ¢(a,z Ay) = p(a,y) = p. La otra comparacioén es clara. [
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Definicién 3.2.12. Sea [a,b] un intervalo sobre un idioma A. Un elemento a <
x < b es un p-punto inercial o un p-punto estable en [a,b], con p € €, si [a, z]
es p-inercial y si x \ y = a entonces [a,y| no es p-inercial para cada a < y < b.
El elemento x es un punto inercial o 76un punto estable en [a, b, si es un punto
p-inercial para algin p € Q).

Para el resto de la seccion usaremos los conceptos de independencia introduci-
dos en 1.5.26. Empecemos mostrando que en un idioma hay suficientes puntos de
inercia:

Proposicion 3.2.13. Sea [a, b] un intervalo en un idioma A, y p € Sit(A, Q) con
Q una reticula completa sea p € ¥ ,(a,b). Entonces, para cada a < z < b tal que
[a, z| es p-inercial existe un punto p-inercial z < x < b en [a,b).

Demostracion. Usamos el lema de Zorn en el siguiente conjunto: Considere la
familia IT de subconjuntos X C [a, b] tales que:

. ze X .
2. X esindependiente sobre a.
3. Paracada z € X el intervalo [a, x| es p-inercial.

Por hipétesis, z es un punto inercial esto nos da un elemento {z} en II. La inclusién
es un orden parcial en II. Considere entonces cualquier cadena de elementos Z de
I1, y su unién | J Z. Claramente, | J Z € II y entonces por el lema de Zorn existe
un miembro X de IT maximo. Si x = \/ X, entonces a < = < by por 3.2.10 se
sigue que [a, | es p-inercial.

Por tltimo considere a < y < b con z A y = a. Entonces, la familia X U {y}
es independiente sobre a en vista de la maximalidad de X se sigue que [a, y] no es
p-inercial. ]

Lema 3.2.14. Sea A un idioma ¢ € Sit(A, Q). Suponga que A is @-adecuado.
Entonces, para cada intervalo [a, b] tenemos que

x(a,b) = /\ {x(a,z) | a <z < bcona,z]| p-estable} .

Donde x(a,b) es el niicleo dado en 1.5.69.

Demostracion. Como x es un N (A)-lugar,

x(a,b) < /\ {x(a,z) | a <z < bcon [a,z] p-estable} .
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Para la otra comparacion, sea = = {x(a,z) | a < z < bes p-estable} y k = A\ =.
Si a < k(a) A b, por hipédtesis existe a < = < k(a) A b con [a,x] p-estable.
Entonces, x(a,z) € Zy asi k < x(a,z). Entonces, z < k(a) < x(a,z)(a) y por
lo tanto © = x(a, x)(a) A z = a, lo cual es una contradiccién. O

El concepto de punto p-inercial estd relacionado con el concepto de elemento
esencial:

Lema 3.2.15. Sea A un idioma, p-adecuada para algiin ¢ € Sit(A, Q) suponga
que [a,b] es p-atomico, es decir, ¥,(a,b) = {p}. Entonces, cualquier punto p-
inercial en |a, b] es esencial en |a,b|.

Demostracion. Suponga que z es un punto p-inercial en [a, b]. Entonces, [a, z] es
p-inerte en [a, b]. Considere cualquier y € [a,b] con a = x A y y suponga que
a < y.Como A es p-adecuado, existe un a < z < y con [a, 2] p-estable. Entonces
a < zANzx <x Ay =a,locual contradice la propiedad p-punto de x. O

Podemos extender la definicién de descomposicion ([Sim10] teorema 8.2) para
un intervalo [a, b] sobre un idioma A.

Definicion 3.2.16. Sea A un idiomay ¢ € Sit(A, Q). Una ¢-descomposicion de
un intervalo [a,b] de A es una familia X = {z, | p € ¥,(a,b)} de elementos de
[a, b] indicada en el soporte de ¢ tal que:

(1) X es independiente sobre a.
(2) \ X es esencial en [a, b).
(3) Elintervalo [a,xp) es p-inerte para cada p € ¥,(a,b).

Teorema 3.2.17. Para un idioma Ay ¢ un Q-lugar, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) Cada intervalo no trivial de A tiene una p-descomposicion.
(2) A es p-adecuado.

Demostracion. Suponga (1). Entonces todo intervalo no trivial [a,b] en A tiene
una p-descomposicién X de [a, b], con \/ X esencial en [a, b]. Entonces, este ele-
mento no es a y asi X es no vacio. Entonces, ¥,(a, b) no es vacio.

Suponga ahora (2) y considere cualquier intervalo no trivial [a, b] de A. Por la
proposicion 3.2.13 existe una familia X = {z,, | p € ¥,(a,b)} C [a, b] tal que ),
es un punto p-inercial en [a, b], y [a, x,] son intervalos p-inertes. Para verificar las
partes (1) y (2) de la definicién 3.2.16 es suficiente probar que X es independiente
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sobre a. Entonces en vista de 1.5.27, basta verificar que cada subconjunto finito de
X es independiente sobre a. Sea Y un subconjunto finito de X . Haremos induccién
sobre la cardinalidad de Y, notando que 3.2.13 da la base de la induccién. Consi-
dere p,p1 ..., p, elementos distintos de ¥, (a,b) tales que Y = {p,p1...,pn}.
Por 1a hipétesis de induccién sabemos que x, ..., Tp, son independientes sobre
a. Para mostrar la independencia de Y U x,, sobre a, sea y = \/ Y. Entonces,
Yo(a,y) = N{p1,-..,pn} por que X, es un P(Q)-lugar, y también se tiene que
Y, (a,zp) = p. Entonces, Xy (a,y A zp) = Ey(a,y) N Ey,(a, zp) = 0 por (2) de
la definicién 1.5.1. En vista de ser A y-adecuado, se tiene que x A z, = a 'y asi
Y Uz, es independiente sobre a. Verifiquemos (2) de la definicién 3.2.16 suponga
que x = \/ X no es esencial en [a, b], es decir, existe a < y < bconz Ay = a. Por
la hipétesis (2) podemos asumir que [a, y] es y-inerte con (a,y) = p € X, (a,b).
Entonces, el elemento x,, es un punto p-inercial en [a,b]y zp Ay <z Ay =a,lo
cual es una contradiccion. O

El Teorema 3.2.17 es un poco méas general que el Teorema 8,2 en [Sim10]
que es el caso especial del N A-lugar x. En [Sim10] el autor aplica esto a geo-
reticulas y la teoria de descomposicion generada por x estd en conexion con ciertas
propiedades del idioma A, es decir, cualquier intervalo x-estable [a, b] da un punto
de N(A) 1.5.72. Entonces, la teoria de descomposicién generada por y tiene un
sabor més de teoria general de mddulos, es decir, es desde cierta forma la teoria de
descomposicién generada por médulos crocriticos en el ambiente idiomadtico. Por
dltimo dejamos nuestra definicién de teoria de descomposicion.

Definicion 3.2.18. Sea A un idioma y ) una reticula completa, una teoria de des-
composicién para A es un lugar ¢ € Sit(A, Q) tal que el par (A, @) satisface las
condiciones del Teorema 3.2.17.

3.3. Algunas construcciones en App(A4, A)

El concepto de dimensién para un idioma se puede formular de distintas ma-
neras, dependiendo del contexto, por ejemplo via derivadas y nicleos como en
1.5.62 6 como en [GS88] capitulo 4. En estd seccién daremos las construccio-
nes reticulares de dimensién en términos de App(A, A). Estas construcciones se
pueden entender como las versiones idiomdticas de las situaciones desarrolladas
en [Gol77]. En la siguiente definicién introducimos un formalismo para nuestras
construcciones posteriores.

Definicion 3.3.1. Sea A una reticula completa con T, 1 su mayory menor elemen-
to, respectivamente. Denote por < (A\) el minimo de todos los cardinales ¢ tales
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que v > #A. Sea 0co(A) = {k | k es un ordinal y k <cx (A)}. Defina
seq(A) ={h:00(A) = A | hescrecientey h(0) = L, h(x (A))=T}.

Note que seq(A) es una reticula completa en la forma usual. Ahora, sea h €
seq(A); entonces, existe un ordinal o« << (A) tal que h(a) = h(a +1) = ---
(esto se sigue del hecho de que cada elemento en seq(\) es una funcion creciente).
El menor de tales ordinales lo denotamos por Bnd(h).

Definicion 3.3.2. Sea A un idioma A una reticula completa, para ) € App(A, A)
y h € seq(A). Definimos Dﬁf : J(A) — oco(A) inductivamente como sigue:

(i) Df(a) = 0 para todo a € A.

(i) Si [a, b] € I(A) es no trivial, entonces
0Y(a,b) = mf{0 < ¢ <ox (A) | ¥(a,b) < h(1)}.

Proposicion 3.3.3. Sea A un idioma y A una reticula completa. Entonces, la fun-
cion Dl,f es un oo(A)-aspecto para cada ) € App(A,A) y h € seq(A). Mds aiin:

(1) Paratodo 1) € App(A, A), la funcién ¥ : seq(A)°P — App(A,oco(A)) es
un \/-morfismo.

(2) Para cada h € seq(A), la funcion vy, : App(A, A) — App(A, co(A)) es un
\/-morfismo.

Demostracion. Sea 1 € App(A,A)y h € seq(A). El primer requerimiento de
3.1.7 claramente se satisface. Ahora considere cualquier intervalo no trivial [a, c]
en Ay tomemos a < b < c. Entonces, ¥(a, c) = 1(a,b) V(b c) y asi D,‘f(a, c) =
sup{bf(a, b), O;f(b, ¢)}.Si X es un subconjunto dirigido de [a, 1], entonces ¥(a, \/ X) =
V{¢(a,z) | x € X}. Porlo tanto 3} (a,\/ X) = sup{d} (a,z) | x € X}.

Sea H = {h; | j € J} unafamiliaenseq(A),y h = /\ H. Considere cualquier
intervalo [a,b]en A,y sear = D;f(a, b),B(j) = D;fj(a, b),y B=sup{B(j)|jeJ},
para cada j € J. Entonces, ¢(a,b) < h(t) < hj(t) y asi « > B(j), para cada
j € J.Porlo tanto ¢ > B. Para la otra comparacién tenemos que ¢(a, b) < h;(B)
para cada j € J. Entonces, 1(a,b) < h(B) y por ende ¢ < B, es decir, 1 = B.
Esto prueba (1).

Considere ahora¢) = \/ {1; | j € J} en App(A, A) y [a, b] un intervalo sobre
A Sit= Dl,f(a, b), B(j) = ij (a,b), y poniendo B = sup {B(j) | j € J}, para
cada j € J, se tiene que v;(a,b) < h(B(j)) < h(B) para cada j € J. Entonces,
¥(a,b) < h(B) yasi t < B. Ahora, si la desigualdad anterior es estricta, existe
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un j € J tal que B(j) > ¢ Por lo que, ¥;(a,b) % h(c) de donde ¢ (a,b) £ h(¢),
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto debemos tener ¢ = B, y esto prueba la
afirmacion (2). ]

Notemos que para cada o € A tenemos un encaje A dentro de seq(A) dado
como « — h®, donde h*(¢) = «. Con esta definicién tenemos:

Corolario 3.3.4. Sea A un idiomay A\ una reticula completa. Entonces, para cual-
quier elemento o« € A el siguiente diagrama:

[JXe

App(A, A)°P App(4,00(A))

m M(0)

c(4)
conmuta.

O

El método descrito en la proposicion 3.3.3 es la versién idiomadtica descrita en

[Gol77]. Por otro lado recordemos que de 1.5, tenemos descritas ciertas derivadas

sobre B(A) para cualquier idioma A, es decir ciertos, Opr: B(A) — B(A). Con

estos podemos definir sucesiones hy, o € seq(A), para cada ¢ € App(A,A)y
« € A, como sigue:

Definicién 3.3.5. Sea A un idiomay Opr : B(A) — B(A) una derivada sobre el
marco base B(A), definimos la Opr-filtracién en A como:

(1) hdz,a(o) = Q.

(2) Si0 <t <x (A), entonces
Pat) = s (t=1)V (\/ {(0,b) | [a,8] € Opr(M(, hsale = D))} ).

(3) Si0 < v << (A) esun ordinal limite, entonces hqy, o(t) = \/ {hypa(N) | A < t}.
Aqui estamos utilizando la funcion M definida en 3.1.11.

Definicion 3.3.6. De 3.3.5 podemos aplicar la construccion de 3.3.3, 0 a1y ala
Opr-filtracién para obtener wa L€ App(A, 00(A)). Llamaremos a este aspecto

la (¢, «)-dimension, o (¢, «)-dim.

Observacion 3.3.7. Considere el caso particular A = D(A), con A un idioma.
Entonces, tomemos el D(A)-aspecto §(_) 3.1.13 y la derivada Dvs o Opr := Kpr,
definamos la (D, Xpr)-filtracion para cualquier D € D(A) como sigue:
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(1) Xpr’(D) = D.
(2) Kpr1tH(D) = Kpr(Xpr?(D)).

(3) Kpr’ (D) = Dus(|J {Xpr?(D) | B < A}). Para cada ordinal ~y y cada or-
dinal limite \.

Proposicion 3.3.8. Sea A un idioma. Con la terminologia anterior se tiene que, la
Opr-filtracion y la (D, KXpr)-filtracion son la misma.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre los ordinales v y ordinales limite
A. El caso 7 = 0 es trivial. Para el paso inductivo, v — v + 1 observe que por
definicién de la sucesién

he )0 (1) = he()p(—1)V (\/ {£(a.b) | [0, 8] € Opr(M(EL), he( ) p(y = D))}

tenemos que el conjunto congruencia M(£(_), he( ) p(v—1)) = M(£(L), Kpr?~1(D)).
Recordemos que [a,b] € M(E(_), he yp(y — 1)) justamente cuando {(a,b) <
he(yp(y — 1), es decir, £(a,b) C Kpr?~!(D). Entonces, M(£(_), he( ) p(y —

1)) = Kpr?'~1(D), y de lo anterior y la hipétesis de induccién obtenemos

hg(_),'D(’Y) = Kpr’™ 1 <\/ {§ a,b) | [a,b] € Opr(KXpr’™ 1(D))}>
en D(A), es decir,

Dvs(prW_l(D) U Dvs(U {f(a,b) | [a,b] € Opr(ﬂ(pﬂ_l(D))})) =

U{§ a,b) | [a,b] € Opr(KXpr’™ 1(17))})

por que Xpr'~H(D) C Opr(ﬂ(prV*lD).

Sea B = Dus(|J{&(a,b) | [a,b] € Opr(Kpr'~1(D))}). Por 1.4.32 (la des-
cripcién de Dvs(B)), tenemos que para cualquier intervalo [a,b] € B,existe un
subinterval propio [z, y] de [a, b] tal que [z,y] € | {¢(a,b) | [a,b] € Opr(Xpr'~1(D))}.
Entonces, [z,y] € &(d/,b') para algtn [a’,b'] € Opr(Kpr?'~(D)). De esto pode-
mos encontrar [a’, b'] similar a un subintervalo de [z, y], digamos I, y este intervalo
estaen Opr(Xpr?~1(D)). Este es el caso cuando [a, b] € Dvs(Opr(KXpr?~1(D))).

Por lo que
B C Dus(Opr(Kpr?~H(D))).

La otra inclusién es obvia. Por lo tanto, de la definicién de D — Kpr-filtracién
concluimos que Xpr? (D) = Kpr(Kpr? (D)) = he( ) p(7)-
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Ahora, para el caso limite, tenemos

hep(N) = \/ {heo(8) | B < 1} = Dos ({J{hen(8) | 8 <1}
= s (| {iKpTB(D) 18 < 7}) — Kpr\(D),

donde la segunda igualdad es por definicién del supremos en D(A) y la hip6tesis de
induccién, la tercera igualdad es por la definicién de filtracion de Kpr con respecto
a D en el caso limite. 0

En vista de 3.3.8 podemos considerar las derivadas fundamentales de 1.5 y
aplicar lo anterior para obtener las filtraciones determinadas por las derivadas Sab
y Boyl:

Corolario 3.3.9. Si A es un idioma, entonces la Crt-filtracion es exactamente la
D-Gabriel filtracion y la Fll-filtracion es precisamente la D-Boy filtracion.

O

3.4. Dimensiones en categorias de moédulos

En esta seccién veremos como, los resultados obtenidos a lo largo de la sec-
cién anterior 3.3 se conectan de manera agradable con la teoria de dimensién para
mddulos sobre un anillo.

En [Gol77] el siguiente marco tedrico es introducido para lidiar con la mayoria
de las dimensiones en categorias de mddulos. Recordemos algo de ese material.
Fijemos una reticula completa I" y considere un anillo R, y la categoria de médulos
izquierdos R-Mod.

Definicion 3.4.1. Una funcion de quasi-dimensioén en R-Mod es una funcion
R-Mod 25T,

que satisface:

1. Si0 - N — M — K — 0 es una sucesion exacta en R-Mod entonces
D(M)=D(N)V D(K).

2. Si M es un médulo que es union directa de la familia {N; | i € Q} de
submddulos de M, entonces D(M) = \/ {D(N;) | i € Q}.

SiD(M)= 1 < M =0, diremos que D es de pre-dimension. Si la imagen de
D es linealmente ordenada, diremos que D es lineal. Una funcion de pre-dimension
lineal se dice ser una funcién de dimension.



3.4 Dimensiones en categorias de médulos 141

Observacion 3.4.2. (1) Denotemos por Q- dim(R,T") la coleccion de todas las
funciones de quasi-dimension en R-Mod con valores en I'. Sea R-mod el
conjunto de clases de isomorfismo de modulos finitamente generados. Se ob-
serva fdcilmente que cualquier funcion de quasi-dimension queda comple-
tamente determinada por sus valores en R-mod. Por lo tanto, Q-dim(R,T")
es un conjunto, y de hecho, es una reticula completa.

(2) Observe que cualquier D € Q-dim(R,I") define un I'-aspecto para cada
mddulo como sigue: Sea M un méduloy Dy : J(A(M)) — T definida por
Dy (K, L) = D(L/K). De la definicion de funcion de quasi-dimension se
tiene que la funcion Dy es en efecto un I'-aspecto para A(M). En particu-
lar, DR, define un T-aspecto para A(R).

Lema 3.4.3. Para cada R-médulo M se tiene un morfismo de reticulas completas
dado por [M|(D) = Dyy.

Demostracion. Sea® C @Q-dim(R,I") una familia de funciones de quasi-dimension.
Entonces, [M](\V/ D) = \/ D, y por lo tanto

(VD) (5, L) = (\/2)(L/K) = \/ {D(L/K) | D € D}
=\/{Du(K,L) | D e D} = \/{{M(D) | D € D},

como se requeria. Para [M](AD) = A{[M](D) | D € ©} la prueba es similar.
0

Ejemplo 3.4.4. Un ejemplo de lo anterior es considerar la funcion de quasi-
dimension dada por & € Q-dim(R,D(R)), generar la menor teoria de torsion
para un R-médulo M ([Gol77] 8.1), entonces el D(R)-aspecto inducido no es
mds que [M](&) = &ar, en el sentido de 3.1.13.

Observacion 3.4.5. (1) Las situaciones descritas en 3.3.8 y 3.3.9 son las versio-
nes idiomaticas expuestas en [Gol77], pero en nuestro contexto. De hecho
podemos recuperar las nociones de la exposicion de Golan, simplemente re-
cordando que de 1.6.2 4, tenemos las derivadas fundamentales definidas en
B(R), por ejemplo la filtracion para Crt en D(R) es la conocida filtracion
de Gabriel ([Sim14f]), dada por el preniicleo Gab := Dvs o Crt en D(R).

(2) Recordemos que dado un médulo M y una clase de mddulos A podemos
relativizar ésta a un conjunto de intervalos sobre el idioma A(M) con la
técnica de la rebanada descrita en 1.6.5 y de hecho 1.6.6 nos dice que estas
rebanadas caen donde deben.
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(3) Otra observacion importante que debemos considerar, ésta dada en [Gol77]
Proposicion 9.1 en donde se define una funcion: Para cada a € T, N :
Q-dim(R,T') — D(R)? dada como M € Ty (p,q) siy sélosi D(M) < a,
es funcion es un morfismo de reticulas completas, aqui Tyr(p q) es la teo-
ria de torsion determinada por (D,a). Observe que esta situacion es el
andlogo a la descrita por nosotros en 3.1.11, pongamos entonces N, :

App(A(M),T') — D(A(M)), donde N, := Dvs o M, para cada a € T.
Con todo lo anterior podemos probar lo siguiente:

Teorema 3.4.6. Sea I" una reticula completa, y R-Mod la categoria de modulos
izquierdos sobre un anillo R. Para cada a € 'y cada R-modulo M el siguiente
cuadrado

Q- dim(R, 7)™, App(a1,T)

| |

D(R)® — - D(AM)™

conmuta en la categoria de reticulas completas

Demostracion. Sabemos que todos los morfimos involucrados en este caso son
morfismos en la categoria de reticulas completas, por lo que sélo resta probar la
conmutatividad del cuadro. Considere cualquier D € @Q-dim(R,T"), y recorde-
mos que Ny ([M](D)) = Dvs(Mqy(Dypr). Entonces, [K, L] € Ny ([M](D)) =
Dvs(Mg(Dps) siy solo si para todo K < H < Lexiste H < N < M tal
que N/H € My(Dys). Es decir, Dy([H,N]) = D(N/H) < a. Pero esta con-
dicién es justamente que N/H pertenezca a Ty, (p), y esto sucede precisamente
cuando [H, N| € (M) (N,(D)) (esencialmente por 1.4.32). Por lo tanto, [K, L] €
(M) (N4(D)). De donde concluimos que, N, ([M](D)) = (M) (N, (D)), para
toda D, y asi el diagrama conmuta. O

De este teorema es inmediato:

Corolario 3.4.7. Sea I una reticula completa y considere la reticula completa
oo(T"). Sea R-Mod la categoria de mddulos izquierdos sobre un anillo R. Enton-
ces, para cualquier a € oo(I") y cualquier R-mddulo M, el siguiente diagrama
conmuta en la categoria de reticulas completas:

Q- dim(R, 0o(T') 24 App(M, oo(T))

| [

D(R)® —— 55+ D).
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O]

Ejemplo 3.4.8. Sea I' una reticula completa y considere D € @Q-dim(R,T),
a € I'. Siguiendo [Gol77, Capitulo 12] definamos la sucesion kp 4, llamada la
la filtracin de Gabriel de (D, a), mimetizando nuestra construccion en 3.3.7:

(1) kpa(0) = a.

(2) Si0 <1 < ('), entonces

kpa(t) =kpa(t—1) \/{D )| M esun N(D, kpq(t — 1)))-mddulo cocritico
izquierdo}).

(3) Si0 < ¢ <o (I') es un ordinal limite, entonces kp () = \/ {kpo(A) | A < ¢}

Por lo que, tomamos esta filtracion y aplicamos la proposicion 3.3.3, en este con-
texto, obtenemos la funcion de quasi-dimension N(D, kp ,) en Q- dim(R, oo(I")).
Ahora si consideramos cualquier R-médulo M y [M|(A(D,kpq)) =MD, kpa)m €
App(M, oo(I")). Entonces, el co(T')-aspecto para M es justamente la (Dyr,a)-
dimension.
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Capitulo 4

Posibles lineas de investigacion y
preguntas abiertas

En este capitulo mencionaremos algunas situaciones que surgieron alrededor
de esta investigacion ademds de algunas preguntas abiertas.

(1) El teorema 3.2.17 caracteriza a los idiomas que tienen una descomposicion
con respecto a algin lugar, este resultado como se menciona es una gene-
ralizacién del teorema 8,2 en [Sim10], en ese documento el autor describe
la teoria de descomposicion para geo-reticulas con respecto al lugar . Para
llegar a esa descomposicién se hace uso del siguiente objeto:

Dado un idioma A, un elemento a € A es distributivo si satisface las si-
guientes condiciones equivalentes:

1. (Vz,y€ AlaV (x Ay) = (aVx)A(aVy)).

2. Vz,ye AlaN (xVy)=(aNz)V(aAy)]).
Denotemos por F'(A) a todos los elementos distributivos de A. Note-
mos que F'(A) es no vacio para todo idioma A, en el caso extremo
F(A) ={0,1} = 2y de hecho se puede probar:

3. F(A) es un sub-idioma de A y asi es un marco.

A F(A) se le conoce como la parte localica de A. Denotemos por
C(A) el conjunto de elementos de F'(A) que tiene complemento en A
a C(A) selellama el centro de A.

4. Para todo idioma A, C'(A) es una dlgebra booleana.

5. Para cada idioma A y cada a € F'(A) se tiene que u, € N(F'(A))y
ue : FI(A) — N(A) es un encaje de marcos.
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2)

3)

4)

Con la parte distributiva de A y en particular con el centro de A se
puede observar que ciertas situaciones de la descomposicidon genera-
da por x se simplifican, de hecho si uno observa con detenimiento se
emplean técnicas andlogas al considerar descomposiciones de Tipos de
Kaplansky. Una de las observaciones principales:

Para todo morfismo suprayectivo f : A — B de idiomas se tiene que
f(a) € F(B) paracadaa € F(A), es decir los morfismo suprayectivos
inducen morfismos en las partes localicas.

En la categoria de marcos F'rm la construccién de N (A) es funtorial,
N(_) : Frm — Frm esta agradable situacién deja de ser vdlida en
la categoria de idiomas JD. Remediar este defecto parece ser compli-
cado, pero en vista de las consideraciones anteriores podemos hacer la
siguiente modificacion:

Denotemos por JD* la subcategoria plena de JD cuyos objetos son
idiomas y los morfismos son morfismos suprayectivos de idiomas en
particular para cada nicleo j sobre un idioma A se tiene que (j = j* :
A — Aj) € ID*. Asf tenemos un funtor F'(_) : ID* — Frm que
manda a cada idioma en su parte localica y los morfimos se calculan
por medio de restricciones. Todo esto nos induce

N()oF(_):ID* — Fmr

de esta manera obtenemos un funtor parcialmente definido en JD.

Esta situacion esta inspirada en 6.5 de [DZ06], en este mismo texto se
introduce el concepto de clase natural universal y se examinan los tipos
de descomposicién que estas generan. Serfa interesante desarrollar la
parte idiomatica de tales construcciones en términos de los elementos
antes mencionados.

En el ya texto mencionado [Sim10] seccién 10 se esboza como dado un
espacio topoldgico (con ciertas caracteristicas, es decir, sobrio) queda
caracterizado por la descomposicion de y, es decir, tal descomposicion
existe precisamente si el espacio es disperso (ver [Sim(06a] para deta-
lles) y de hecho este tipo de espacios se pueden reconstruir a partir de
sus partes discretas mediante la descomposicién inducida por .

Un tratado andlogo se debe investigar para un médulo (con ciertas res-
tricciones, digamos ser distributivo, es decir, el idioma de submodulos
del médulo es una reticula distributiva ( y asi un marco)).

En 3.4.6 determinamos la conmutatividad de ciertos cuadros, éstos su-
gieren que de alguna manera se puede reconstruir Q- dim(R,I") cémo
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un pegado (aqui pegado entiéndase como un colimite de ciertos dia-
gramas) de App(M,T") posiblemente las técnicas usadas en [Sim94]
dan indicios de como se deberia realizar tal pegado, en esta direccién
tenemos algunas consideraciones.

(5) Como se observé a lo largo del trabajo el producto de derivadas deter-
mina muchos objetos importantes por ejemplo los totalizadores e igua-
ladores. Ademas de las menciones hechas en 2 2.4, existe otra situacion
emergente: En vista del producto es natural pensar en objetos primos
pero a la luz de la inflacién del producto, es decir, d,d’ < dd’, sugiere
entonces considerar derivadas duprimas: Una derivada 7w es duprima
sim # dy siempre que 7 < dids entonces T < dy 6 ™ < dy. Estu-
diar esta nueva clase de derivadas es importante ya que objetos dupri-
mos abundan en la teorfa de médulos por ejemplo [RMWO05], [WW09],
[VDBWO1] y [GAVPVPY4], algunas de estas situaciones se han inicia-
do como investigacién en nuestro grupo.

(6) Una pregunta que surge es la siguiente: Dado un anillo R sabemos que
tiene asociado un marco, el marco de teorias de torsién hereditarias
R — tors, seria interesante determinar una técnica de representacion,
es decir, dado un marco A existird un anillo R tal que R — tors = A.
Esta pregunta lleva a otras consideraciones del mismo tipo por ejemplo
de 1.6 tenemos un funtor A : R — Mod — Pos seria agrdable que
el codominio de este funtor fuera JD (al parecer no es el caso), mas
adn, que A tuviera adjunto izquierdo y asi realizar algunas situaciones
andlogas a las que se tiene de la adjuncion de Top en F'rm. Hay mas
preguntas alrededor de la teorfa de idiomas muchas de estas se encuen-
tran en la serie de documentos de H. Simmons.

Uno de los principales programas que sugiera toda esta teoria es por supuesto
trasladar nociones, técnicas y situaciones de teoria general de médulos al contexto
idiomadtico de tal manera que las consideraciones idiomdticas no sélo esclarezcan
parte de la teoria de mddulos si no a su vez se usen como herramienta para la cla-
sificacidn de estas estructuras cldsicas y las técnicas de médulos ayuden a resolver
problemas en la teoria de idiomas y marcos.
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Apéndice A

D(M) como monoide ordenado

Ya que D(M) es un monoide ordenado para cualquier idioma M, entonces
podemos estudiar las propiedades de esta estructura que estin totalmente determi-
nadas por el producto que introducimos en el capitulo 1. Mucho de este anélisis
estd inspirado en [Gol87] y [GS88].

A.1. Operaciones

Definicion A.1.1. Sean &y y ko derivadas en M el producto simétrico de ki 'y ko
es la derivada k1 Vko=k1ko A koky.

Inmediatamente notamos que, como k1 ks > k1 V ko entonces
kiko > k1Vke > k1 V ko

También de la definicién como A es conmutativo tenemos que k1 Vky = ko Vky
y kVdy = ky kVd; = dj.

Definicion A.1.2. Dada k € D(M) definimos el ideal principal izquierdo gene-
rado por ken D(M) es L(k) = {dk | d € D(M)}, andlogamente se define el
ideal principal derecho generado por k,D(k) = {kd |d € D(M)}.

Proposicion A.1.3. Todo ideal izquierdo (derecho) principal en D (M) tiene un
Unico generador.

Demostracion. Sea I el ideal principal izquierdo generado por k y k' entonces
como dpk = k para toda k se tiene que existen d; y da tal que k = d1k' y k' = dok
y entonces por 1.1.3 se sigue que k < k' y k' < k.

O
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Proposicion A.1.4. Sean k, d y z derivadas en M entonces se cumple:

(1) (dA2)(dV z)>dVz.
(2) (dA2)VEk > (dVE) A (2VE).
(3) Sid < zentonces dVk < zVk.

Demostracion. (1)

De 1.1.5 (5) y (3) tenemos que (d A z)(dV z) = d(dV z) A z(d V z) >
(d? Vv dz) A (2d V 2?) > dVz.

@)

(dAN2)VE=(dN2)kNE(dNz) = (dk A zk) A (kdNkz) = (dVE) A (2VEk)

Para (3)

Sid < zentonces por (1) y (2) de 1.1.5 se tiene que dk A kd < zk A kz

O

Proposicién A.1.5. Sean d y z derivadas en M tal que d A z = dy. Entonces:
(1) dV z=dVz.
(2) Sik € D(M) tal que d < zk entonces d < k.
(3) Sik € D(M) entonces k = dk A zk = (2 Vd) A (dV k).
(4) Sik<dVzentoncesk = (kANd)V (kNz)=(kVd)A(kVz).
(5) Sik e D(M)entonces kA (dVz)=(kAd)V (kA 2).

Demostracion. (1) Por 1.1.4 tenemos que d V z < dz A zd pero en vista de 1.1.5
tenemos que dV z =dp(dV z) = (dA2)(dVz) =d(dVz)ANz(dVz)>dzAzd

)

k= dok = (d N z)k = (dk A zk) > d.

(3)

k=(dNz)k=dkNzk>(dVEk)\(zVE)>k.

(4)

Tenemos que (kK Ad)V (kA z) <k < (kVd)A (kV z). Ahora por el inciso
anterior tenemos [(kAd)V (kA z)|[dAN[(EANA)V (kNZ)]z = (EAd)V (kAz) >
(kN2)dN(ENd)z = (kd A zd) N (kz Ndz) > (kV d) A (kV z) donde la dltima
desigualdad es por kd > kVdyzd > zVd=dV (zVd)>kVdandlogo para
kV z.

Por ltimo para (5) por (4) tenemos que k A (dV z) = [EA(dV 2) A z] V [k A
(dVz)Nd =(kNd)V (kA z). O
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Proposicién A.1.6. Si k, dy z son derivadas en M tales que 2 Ad = dp = 2z A k.
Entonces:

(1) zA (dk) = do = z A (kd).
(2) 2N (dV k) = dyp.

Demostracion. Para (1) tenemos que k = (z Ad)k = zk ANdkyasi z ANk A dk =
2 Ndk = z \ k = dyp la otra igualdad es andloga.
Para (2) de nuevo por 1.1.4 se sigue que z A (dV k) < z A (dk) = dp la dltima
igualdad es por el inciso anterior.
O

Sea z y 2’ derivadas en M consideremos el conjunto £ = {d | dz’ > z} este
es no vacio pues z cumple la propiedad asi /\ £ es tal que (A £)z’ > z, denotemos
a esta derivada como z2'~!, y le llamaremos el residuo izquierdo de z por 7'

Proposicion A.1.7. Sean z, 2’ y 2" derivadas en M entonces:
(1) zz'71 < 2.
(2) 2/ < zentonces 2”271 < 22/~
(3) 2/ < zentonces /2" < zz"1.
(4) 2 < 22" siysélosi 22"~ < 2.
(5) (22)2"1 = 2(2"")~L.
(6) (22/)2"71 < 2(2'2"71).
(1) (22" 1)(22"71) < z2/7L,
(8) 2z < 2’ siysélosizz/ =1 = dp.
9) z=zdy "
(10) (/v 2"zt =227 v 2L
(11) 2/ = (2'2)z7 1 siy sélo si existe d € D(M) tal que 2’ = dz~L.
(12) 2" = (¢'z71)z si y sélo si existe d € D(M) tal que 2’ = dz.

Demostracion. (1) Por 1.1.4 zz' > z y asi por definicion de residuo se tiene
-1
2z <z.
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(2) Por definicién 2’ < z < (22"71)z" entonces 22"~ < 22"~ L.
(3) Por 1.1.5 (1) y por definicién de residuo se tiene 2 < (2”2'~1)2' < (2”27 1)z
yasiz’z 1<Z” =1

(4) Siz < 2/2" entonces 22"~ < 2’ por definicién de residuo, reciprocamente
si 22”71 < 2" entonces por 1.1.5 2 < (2”271 < 22",

(5) Primero observemos como z < (zz'~1)2'y 22/~ < [(22/71)2"71]2" enton-
ces por la asociatividad del producto tenemos z < (zz'~1)2" < [(22'71)2"1(2"2'),
esto implica que z(z"2')~! < (22/71)2"~!, reciprocamente tenemos que
2 S [ (Z”Z,) 1](2”2/) _ ([Z(Z”Z,) 1}2//)2/ ,es decir, ZZ/_l S [ (Z”Z/) 1]21/’

por lo que (z2'71)2"~1 < 2(2"2')~! esto prueba la igualdad.

(6) Por definicion se tiene que 2’ < (/212" y asf 22/ < z[(#/2"71)2"] =
[Z(Z/Z" 1)] //’ es decir, (ZZ) "n—1 < Z( ! M— 1)

(7) Tenemos que 2z’ <( "Ny asi 2 < (227 ) < (z27H[(ZZ"H"] =
[(z2"~1)(2'2"~1)]2" de donde se sigue que 22" ! < (22 1)(,2’2” b,

(8) Suponga que z < 2’ entonces dp2’ = 2’ > z entonces (22’ 1) < dj la otra
desigualdad es obvia.

(9) Es inmediato de las definiciones.

(10) Por definicién tenemos que z V 2’ < [(zV 2/)z Yz yasi 2’271 v 2”27t
(2/ v 2")z~1, para la otra desigualdad por 1.1.4 tenemos que 2’ V z”
(27 Hzv ("2 Yz < [(Z27h) Vv (2727

ININA

(11) Suponga que existe tal derivada d, con 2’ = dz~! entonces d < (dz~ ')z
asf 2/ = dz7! < [(dz71)2]z7! pero de la definicién de residuo se tiene que
2 =dz > [(dz7Y)2]z 7 yasiZ =det = [(dz7 2]z = (2/2)27 L el
regreso es inmediato.

(12) Suponga que existe tal derivada d tal que 2’ = dz entonces (dz)z~! < dy
ast [(dz)z~Yz < dz = 2. Por otro lado 2')dz < [(dz)z~']z por definicién
luego 2’ = [(dz)z Yz = (2271)2, y de nuevo el regreso es inmediato.

O

A.1.1. El conjunto de derivadas idempotentes: C'(M)

En el capitulo 1 definimos un operador cerradura en M como una derivada
d € D(M) tal que es idempotente, es decir,

d® = d.
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En esta seccion examinaremos propiedades especificas de éstas, haciendo notar
analogias con filtros idempotentes ¢ radicales de [Gol87].

Observacion A.1.1. Notemos que en general si d y d’' son derivadas en M idem-
potentes entonces su producto dd' no necesariamente es una derivada idempotente,
pero sid < k con k € C(M) entonces multiplicando por k se tiene dk = k*> = k
andlogamente kd € C(M).

Proposicion A.1.8. Si ¢,c € D(M) con tales que ¢/, c'c € C(M) entonces
e = ¢, el reciproco se cumple si ¢, ¢ € C(M).

Demostracion. Como ¢ < /¢ por la observacion anterior en vista de que c’c €
C(M) se tiene que ¢(c'c¢) = /¢ asociando se tiene que ¢’ < ¢/c la otra desigual-
dad es andloga por lo que se da la igualdad. Ahora suponiendo que ¢y ¢’ son idem-
potentes tales que cc’ = c/c se tiene que (cc’)(cc’) = c(c'c)d = c(cd)d = c2c?
por lo que d'c = ¢ € C(M).

[

Recordemos que como C' (M) C D(M) entonces C(M) es un conjunto par-
cialmente ordenado, pero no es una subreticula de D (M) pero C (M) por si sola
tiene estructura de reticula completa, donde el infimo de una familia de derivadas
idempotentes X, /A X esta descrito como en D(M) y el supremo de la familia
V X estd descrito como (V ppg) X)>

Proposicion A.1.9. Sea d una derivada en M y d* su idempotente asociado en-
tonces

Mg = Mg

Demostracion. Como d < d*° entonces My 2O M para la otra contencidn en
vista de d>°d = d* entonces si a € My se tiene que a € Im(d>) = Mg y asi
la igualdad se tiene.

O

Ahora consideremos un conjunto /\-cerrado en M, F, para cada a € F, defi-
namos

j(a)]::/\{xZa]ae]:}

Claramente j r asi definido satisface:

(i) jr(a) > a paratodaa € M.



156 D(M) como monoide ordenado

(ii) Sia < bentonces jr(a) < jr(b).
Y notemos que es idempotente, en vista de jr(a) € F para toda a por lo que
jr(jr(a)) = jr(a). Por lo que a partir de cualquier conjunto A -cerrado,
construimos un operador cerradura en M. (Esto es andlogo a 1.2.8 y 1.2.9).

Con esto a la mano obtenemos:

Proposicion A.1.10. Sean ¢, ¢’ € C'(M), entonces ¢ = ¢’ siy s6lo si M, = M.

Demostracion. Dado cualquier a € M entonces si M, = M., se tiene que
dc(a) = c(a), es decir, ¢'c = ¢y esto como vimos anteriormente sucede si y s6lo
si ¢ < ¢y viceversa por lo que ¢ = ¢, el reciproco es obvio.

O

Ahora notemos que si d € D(M) entonces le asociamos su d>*° € C(M)y
este define su conjunto de puntos fijos My y de este construimos otro operador
cerradura jaq,., y observe que si a € M- entonces trivialmente a € M, y si
JMyeo (@) = a es decir a € Mg, por lo tanto en vista de A.1.9 y A.1.10 se tiene
que

d> = jMy = JMaoo
Recordemos la siguiente derivada que se defini6 con anterioridad como:
Para cualquier a € M.

a sib<a
q“(b)_{l sibZ a

Con esta podemos representar derivadas idempotentes

Proposicion A.1.11. Sea z € C'(M) entonces

Z:/\{Qb’beMz}
En D(M)

Demostracion. Primero es claro que z < ¢ para toda b € M, por lo que z <
A {qs|b € M.}, ahora dada d operador cerraduraen M talque d < A {gqp|b € M.}
en particular tenemos que dado cualquier « € M poniendo b = z(a) entonces
d < g por lo que en a tenemos que d(a) < z(a) y esto lo hacemos para cada a y
asid < zporloque z = A{q | b€ M.}

O

Proposicion A.1.12. Sean d, z derivadas en M y c una derivada idempotente en
M, entonces, d V z < ¢siy sélosi dz < c.
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Demostracion. Claramente si dz < c entonces por 1.1.4 se tiene d V z < ¢, reci-
procamente por las observaciones hechas al principio de la seccién basta ver que
(dz)c = ¢, ahoracomo d V z < centonces dc = cy zc = cy asi (dz)c = d(zc) =
dec = c.

O

Por tltimo veamos que d V z = dz para toda d y z implica consecuencias
fuertes.

Proposicién A.1.13. Sea M un marco, son equivalentes:

(1) DIM) =C(M).
(2) dV z = dz paratodos d, z € D(M).
(3) dV zd~! =dV z paratodos d, z € D(M).

Demostracion. (1) = (2)

Sean d, z € D(M) entonces como son idempotentes por 1.2.11 estos quedan
determinados por su conjunto de puntos fijos, por lo que si a € My, , entonces
a € MgnN M, porlo que dz(a) = d(a) = a es decir, Mgy, C My, la otra
contencion siempre se da, y de nuevo por 1.2.11 se tiene la igualdad.

(2) = (1)

Como d V z = dz para todos d, 2 € D(M), en particular z = 2 V z = 22.

2) = (3)

Como (2d~')d > z entonces (zd~1) V d > z V d la otra desigualdad siempre
se tiene por definicién de residuo izquierdo.

(3) = (2)

(zd)d™! < zd™! < zpor A.1.7 (3) y ast (zd)d"t Vd < 2V dy asi por (3)
zd < (zd)d"'d < z Vv d.

O
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Apéndice B

La version de Lanski de la
dimension de Gabriel para
idiomas

En este apéndice consideramos la construccién para médulos de la dimensién
de Gabriel de Lanski y la reescribimos para idiomas, siguiendo el andlisis en mo-
dulos de ésta, dado por Simmons en [Sim14f]. Al parecer la definicién de Lanski
aparecio en su forma reticular en el libro [NVOS87], entonces nuestra nota se puede
considerar como una re-interpretacion de ésta en el enfoque idiomatico.

La siguiente definicion estd tomada literalmente de [NVO87], principio de la
pégina 135:

“Let be A a modular upper-continuous lattice with 0 and 1. We define
the Gabriel dimension of A, denoted by Gdim(A), using transfinite
recursion. We put Gdim(A) = 0 if and only if A = {0}. Let o be a
nonlimit ordinal and assume that the Gabriel dimension Gdim(A’) =
B has already been defined for lattices with 8 < «. We say that A is
it a — simple is for each a # 0 in A we have Gdim|0,a] £ « and
Gdim|a, 1] < a. We then say that Gdim(A) = « if Gdim(A) £ «
but for every a # 1 in A there exista b > 0 such that [a, b] is S-simple
for some 5 < «.”

En el segundo pérrafo de esa misma pégina se estatua lo siguiente:

“Consider a € A.If Gdim(0, a) = « then we say that « is the Gabriel
dimension of a and we write Gdim(a) = «. If [0, a] is a-simple then
a is said to be an a-simple element of A.”
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Concretamente nuestro propdsito en esta nota es reescribir esta definicién en el
contexto idiomdtico, mimetizando la construccién de la dimensién de Gabriel, en
la categoria de mddulos, dada en 5.1 de [Sim14f]. Basicamente, las pruebas son las
mismas que en [Sim14f]. De hecho estas, éstan relacionada mediante rebanar por
un médulo.

B.1. Dimension de Gabriel para idiomas
Fijemos un idioma A y sea J(A) el conjunto de intervalos de A, y [a, b] € I(A).
Definicién B.1.1. Definamos la Gabriel dimensién, Gdim de [a, b] como:
1. Gdim(a,b) =0<a=0.
2. Gdim(a,b) = o < Gdim(a,b) £ ay
(Va <z <b)[Fx <y <b][3B <] [z,y] es B-simple],
para ordinales o y o' su sucesor.

3. Gdim(a,b) =A< (Va <z <b)(Fr <y <b)[3B < All[z,y] es B-simple],
para ordinales limite \.

Aqui, [3-simple quiere decir, que para el ordinal sucesor 3, el intervalo |a, b]
es B-simple si:

(Va < x < b) [Gdim(a,x) £ By Gdim(z,b) < f]

Siguiendo a Simmons, diremos que los Gnicos intervalos O-simples y A-simples,
para todo los ordinales limite A, son los triviales, es decir, O(A). La condicién (3)
de la definicién B.1.1 se re interpreta como:

Gdim(a,b) =A< (Va <z <b)(Fz <y <b)[30 < A [[z,y] es B-simple] .

Lo siguiente es hacer estas definiciones acumulativas (queremos crear filtra-
ciones adecuadas). Siguiendo [Sim14f], defina el conjunto S[a] de intervalos a-
simples, con « un ordinal, como

la,b] € 8[a] & (Va < x < b) (Gdim(a,z) £ ay Gdim(x,b) < a),

y entonces procedemos paso a paso:
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2. D(o) = D(a) US|
3. DN =U{D(a) | a < A},

para cada ordinal o y cada ordinal limite A.

En la definicién B.1.1 hay una (extrafia) cuantificacion (3/3) en los puntos (2)
y (3). Para lidiar con esta cuantificacién y hacer todo mds claro, introducimos las
siguientes definiciones:

Definicion B.1.2. Para cada C C I(A), pongamos:
0,8 € (V)(C) & (Ya < o < b) (3 <y < b) [[z.9] €]

Inmediatamente uno observa que, si C es basico entonces (V3)(C) = Dus(C).
Note también que este operador (V3)(_) es mondtono (justamente es la descrip-
cién de Dwvs 1.4.32 sélo que relajada a todo conjunto de intervalos). Con éste re
definimos:

Definicién B.1.3 (construcciéonl). Para cada intervalo [a,b] y cada ordinal o'y
cada ordinal limite \, :

1. [a,b] € L[0] & a=0b,
2. la,b] € L[d/] & [a,b] € (VI) (D()) y [a,b] ¢ L(a),
3. [a,b] € L[N] & [a,b] € (VI)(D(N)),
donde:
1. £(0) = O(A)
2. L(o) = L(a)U L[]
3. L) =U{L(a) |a < A}UL[A],

1. D(0) = 0O(A)
2. D() = D(a) U8[a]
3. D) =U{D(a) |a< A},
donde nuevo
[a,b] € S[a] & (Va < x <b)[[a,z] ¢ L(a)yz,b] € L(a)],

es la version acumulativa de la o-simplicidad. Aqui La] es el conjunto de interva-
los con Gdim(a,b) = ay L(a) = J{L[B] | B < a} es el conjunto de intervalos
con Gdim(a,b) < a.
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Lema B.1.4. Para cada ordinal o tenemos
L(d) = L(a) U (VI)(D(a)).
Demostracion. Para cada intervalo [a, b] tenemos:

[a,b] € L(d) & [a,b] € L() or L[]
& [a,b] € £L(a) 6 ([a,b] € (VI)(D()) y [a,b] ¢ L(cv))
& [a,b] € L(a) 6 [a,b] € (VI)(D()).

O]

Definicion B.1.5 (Construccién-£ acumulativa). Para cada ordinal o y cada ordi-
nal limite \, introduzcamos:

L£(0) = 0O(4) D(0) = 0O(4)
L) = La)U((VI)(D()) D) = D(a)US§[q]
L) = U{Ll@) [a<Au(vI)(DO) (A) = U{D(a) | <A}

De nuevo, en el paso:
[a,b] € 8[a] & (Va < x <b)[[a,z] & L(a)y [z,b] € L(a)]
para cada intervalo.

Como dice Simmons, esto se vuelve més sencillo de leer, y la construccién
provee dos cadenas de conjuntos de intervalos

LO)C € L(a)C s y D(O) - CD(@) C -+,

el punto ahora en esta nota es mostrar que £(—) produce la filtracién de Gabriel de
A para O(A), es decir,
L(a) = Gab*(O(A)).

Entonces, debemos probar primero que:

Teorema B.1.6. Para cada ordinal a, la coleccion £ () es un conjunto de division
en A.

Demostracion. Claramente £(«) es un conjunto abstracto. Para probar las propie-
dades de congruencia y de \/-laxidad, invocamos la Proposicién 3.4.1, el corolario
3.4.2,y3.43 de [NVO&T]. O
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Definicion B.1.7. Para cada ordinal o sea
Cla) = L(a) U 8[q]
donde 8| es el conjunto de intervalos o -simples.

Lema B.1.8. Para cada ordinal o,
C(a) = Crt(L(w)).
Demostracion. Debemos mostrar:
[a,b] € Cla) ©@Va<z<ba=x6[z,b € Ll(a).

Asuma que [a,b] € C(«), entonces por la definicién B.1.7, si [a,b] € L(a),
entonces la conclusion es clara del hecho de ser £(«) bdsico. Si [a,b] € Sla],
considere a < x < b; por definicién de éste debemos tener que [z, b] € L ().
Reciprocamente, si [a,b] € S[a] entonces no hay nada que probar. Suponga
entonces que [a, b] ¢ S[a], entonces existe un a < x < b tal que [a,z] € L(«)
6 [x,b] ¢ L(«). Pero la condicion dice [z,b] € L(«) y £(«) es un conjunto de
congruencia entonces, [a, b] € L£(«). O

Proposicion B.1.9. Tenemos:
D(a) € L(a)
para cada ordinal .

Demostracion. Por induccién, el caso oo = 0 es obvio de, D(0) = O(A) = £(0)
por definicién de estos conjuntos. Para el paso o — ¢/, suponga que [a,b] €
D('). Las definiciones de estos conjuntos llevan a dos posibilidades: Primero,
si [a,b] € D(«) entonces por la hipétesis de induccién [a,b] € L(a) C L().
Abhora, si [a,b] ¢ L(«) entonces [a,b] € S[a] y en este caso mostraremos que
[a,b] € (VI)(D(c))) y en vista de (VI)(D(’)) C L(a'), habremos terminado.
Para probar esta afirmacion, considere a < x < b. Produciremos un x < y < b
de tal forma que [z,y] € D(a’) y veremos que y = b es el elemento requerido.
Si a = x, no hay nada que probar. Si a # x entonces [a,b] € 8[a] por lo que
[a,z] ¢ L(a)y [z,b] € L(a). Si [a,z] ¢ L(«), la hipdtesis de induccién da
[,b] € L(a) C D(a) € D(a’), por lo que hemos terminado.
Para el caso limite A tenemos que

D) = [J{D(a) [a <A} [ J{LO) [a <A} S L(N),

donde la inclusién |J{D(a) | @« < A} € |J{L(N) | @ < A} es por hipdtesis de
induccién. O
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De la proposicién B.1.9, lema B.1.8 y la definicién B.1.7, se sigue que
L(a)U8[a] = C(a) = Crt(L(w)).

De ser C(«) bésico aplicando Gab tenemos (L («)) = Dvs(C(ar)) = (VI)(C(wv))
ya que estos dos operadores Dvs y (V3) coinciden en conjuntos bésicos. Todo esto
se resume en lo siguiente

Teorema B.1.10. Con la notacion anterior tenemos que
Sab(£ () = L(a)
para cada ordinal .

Demostracion. De la proposicion B.1.9 y la definicién deD (o) tenemos que C(«) =
L(a)U8[a] C L(a)UD(a)) C L(a). Se sigue que Gab(L () = Dus(C(ar)) C
L(a/) por la observacion antes de este teorema y del hecho £() es de division.
Para la otra inclusién D(a’) = D(a) U 8[a] C L(a) U 8[a] = C(«x) de nuevo por
la proposicién B.1.9. De la monotonicidad de (V3)(_) se sigue que (V3)(D(c’)) C
(VI)(C(ar)) = Gab(L(w)),yentonces L(a') = L(a)U(VI)(D(a')) C Gab(L())
pues Gab es una derivada. O
Podemos ahora probar el resultado principal de esta nota:

Teorema B.1.11. Con la misma notacion tenemos,
L(a) = Gab*(0O)
para cada ordinal o. Aqui O = O(A).

Demostracion. Por induccidn sobre «, el caso base o = 0, es claro. El paso induc-
tivo es justamente el Teorema B.1.10. Para el caso limite A sea £ = | J{L () | o« < A}
Como £(«) es bésico para cada ordinal, entonces £ también es bésico. Por lo que,

la hipétesis de induccién da

Gab*(0) = Dus(L),
y por la versién acumulativa de la construccién-£
L) = LU (YI)(D(N)
y
(VA(DW) = (VH(J{D(a) |« < A})

= (B)(J{D(@) [a <A}) € (B(J{L() [a<A}) = (v3)(2)
= Dvs(L)
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donde la primera igualdad es la definicion de D(\) en el caso limite, la segunda
igualdad es porque la construcciéon de D(—) es una cadena ascendente. La inclu-
sién en el segundo renglon es por B.1.10 y la monotonia de (V3)(_). La tdltima
igualdad es por que Dwvs y (V3) coinciden en conjuntos bdsicos. Finalmente, con
esto en mente y la descripcién de £(—) en el caso limite podemos concluir que

L(A) = LU Dvs(L) = Dus(L) = Gab(O)
O

Para finalizar este apéndice, dejo unas palabras que H. Simmons me comenté
en un mail. En dicho mail le pregunté sobre estas construcciones pero en el sentido
de mddulos.

Often when ordinal measures are used the write looks at ‘measure = ordinal’.
I find it better to consider ‘measure less than or equal to ordinal or sometimes
‘measure strictly less than ordinal. This seems to simplify the constructions. I think
this was a lot of the problem with the Lanski construction...
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