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Que el hombre contemple la totalidad de la naturaleza en su misterio completo y grandioso, y
aparte la vista de los objetos insignificantes que le rodean. Que dirija la mirada a esa luz
brillante, colocada como lampara eterna para iluminar el universo; que la Tierra se le aparezca
un mero punto en comparacion con el vasto circulo que describe el Sol, y que se maraville del
del hecho de que este inmenso circulo no sea mas que un punto diminuto comparado con el
que describen las estrellas en su revolucion alrededor del firmamento. Pero si nuestra vision se
detiene ahi, dejemos que nuestra imaginacion vaya mas lejos; antes agotara su capacidad de
concebir que la naturaleza su poder su poder de suministrar material para la concepcin. Todo
el mundo visible no es mas que un atomo imperceptible en el grandioso seno de la naturaleza.
No hay idea que se le aproxime. podemos ampliar nuestra concepcién mas alla de todo el
espacio imaginable; sélo producimos dtomos en comparacion con la realidad de las cosas. Es
una esfera infinita cuyo centro esta en todas partes y la circunferencia en ninguna.

BLAISE PASCAL.
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Capitulo 1

Introduccion

La cosmologia es el estudio de la estructura a gran escala y el comportamiento del Universo
(su origen, evolucién, caracteristicas...). Cuando nos referimos a la estructura a gran escala del
Universo, pueden tomarse las galaxias como los constituyentes basicos, las cuales son una agrupacién
de alrededor de 10™ estrellas unidas por su atraccién gravitacional.[Islam, 2002]

Los modelos cosmoldgicos estan basados en el Principio Cosmoldgico, el cual afirma que el Univer-
so es homogéneo e isotrépico. La homogeneidad se refiere a que es idéntico en todos lados, mientras
que la isotropia, a que se observa lo mismo en todas direcciones. La homogeneidad e isotropia del
Universo puede confirmarse a escalas del orden de 3000 Mpc.! [Combes et al., 2004]

Durante algunos anos, la cosmologia habia sido objeto de especulacion, dependia tanto de la
metafisica como de la fisica. El desarrollo de la Teoria General de la Relatividad, propuesta por
Albert Einstein en 1915, dio inicio a un marco tedrico consistente, haciendo posible formular la
nocién de espacio y tiempo mateméaticamente. Para Einstein, no hay fuerzas, como en la teoria de
Newton, la interaccion entre dos cuerpos se da por la modificacion de la geometria del espacio-tiempo
debido a la existencia de los cuerpos. Einstein propuso el Principio de equivalencia de la gravitacion
y la inercia: En cada punto del espacio tiempo en un campo gravitacional arbitrario, es posible elegir
un sistema coordenado localmente inercial tal que, dentro de una region suficientemente pequena
alrededor de dicho punto, las leyes de la Naturaleza toman la misma forma que en un sistema de
coordenadas cartesianas no acelerado en ausencia de gravedad. Se puede interpretar que en una region
suficientemente cercana a cualquier punto del espacio-tiempo, la métrica se puede ver como plana.
[Patrick and Uzan, 2009], [Matos, 2004], [Nufiez and Degollado, 1993].

Una solucion a las ecuaciones de Einstein fue determinada por Aleksander Friedmann entre 1922
y 1924, en la Unién Soviética, y casi al mismo tiempo por Georges Lemaitre en Bélgica. Lo que
dice el modelo de Friedmann-Lemaitre, esencialmente, es que en el pasado hubo un momento en
el que la densidad de la materia en el Universo era divergente y se expandid, como una explosion
(de ahi el nombre de Big Bang). Desde entonces, el Universo se ha estado expandiendo y, como
consecuencia de esta expansién, también se ha estado enfriando. Al disminuir la temperatura y con
ello, la energia de las particulas y de la radiacion, los choques entre los componentes de la ’sopa’
original se hicieron menos violentos y las particulas lograron unirse en estructuras cada vez mas
complejas que se hubieran 'roto’ a temperaturas mas elevadas. Finalmente, unos 1000 millones de
anos mas tarde, el gas de atomos neutros formado se condensé bajo la accion de su propia gravitacién
para dar lugar a las estrellas y galaxias.

El éxito del modelo de Friedmann descansa sobre su concordancia con tres pilares observacionales:
la expansién del universo, dada por el corrimiento al rojo observado en las galaxias; la abundancia

11 Mpc = 3,086 x 10%* cm
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de elementos luminosos, de acuerdo con la Nicleo-sintesis del Big Bang (BBN); y la radiacién del
cuerpo negro generada por los fotones al desacoplarse de la materia, la radiacion césmica de fondo
(CMB, por sus siglas en inglés). [Nuniez and Degollado, 1993]

Existen otras observaciones, acumuladas desde el siglo pasado hasta ahora, que nos llevan a inferir,
de acuerdo al modelo de Friedmann, la idea de que el Universo esta lleno de materia no luminica
ni bariénica, que ha influido en la evolucion del universo gravitacionalmente. Esta masa que puede
llenar el universo, pero no es observada, es llamada “materia obscura”.

La materia obscura no es observada directamente y su existencia se concluye a partir de su
influencia en la evolucién del universo a través de la gravitacion. Observando sistemas astrofisicos
(galaxias o conjuntos de ellas) se notan “peculiaridades” que pueden ser explicadas suponiendo que
el Universo contiene una gran cantidad de materia invisible, o bien, que nuestro conocimiento de las
leyes de gravitacién no es correcto.

Conocer como esta distribuida la masa en un sistema astronémico es fundamental para entender
de qué sistema se trata, como trabaja, y de qué esta formado. Desde 1970 ha surgido gradualmente
la nocién de que la materia bariénica 'ordinaria’, de la cual estamos hechos, contribuye < 20 % del
total de la materia del universo, y el resto consiste en una forma misteriosa de materia obscura.

Como la geometria del espacio-tiempo estd determinada por la distribucién de materia-energia
presente en ese espacio, y ésta a su vez genera un campo gravitatorio, la forma més convincente para
detectar materia obscura es a través de campos gravitacionales. Hay solamente dos formas de detectar
un campo gravitacional: a través de su accién sobre los fotones (lentes gravitacionales), y a través
de su accién sobre cuerpos con masa, tales como estrellas y nubes de gas. En consecuencia, se ha
gastado un considerable esfuerzo en métodos para deducir el campo gravitacional desde la cinematica
de una poblacién de objetos como estrellas, cimulos globulares o galaxias. [Combes et al., 2004]

El objetivo principal de este trabajo es medir la cantidad de masa que hay en galaxias elipticas en
funcién de la distancia al centro galactico. Es posible calcular ésto de dos formas, la primera es medir
la densidad de materia luminica en la galaxia dentro de un cierto radio efectivo después del cual
la cantidad de materia luminosa disminuye de manera importante, esto se logra midiendo el brillo
superficial de la galaxia dentro de este radio. La segunda forma es utilizando la ecuacién de Jeans
(1919), que relaciona cantidades observacionales accesibles para conocer el movimiento estelar en las
galaxias elipticas, ésta puede ser funcién de la posicién si se determina a través de dos parametros
observables:

1) La probabilidad por unidad de volumen de que una estrella se encuentre en una cierta posi-
cién independientemente de su velocidad, que es proporcional a la densidad de luminosidad.
La probabilidad esta definida como la integral de la ecuacion de distribucion de probabilidad
en el volumen. En dindmica estelar, una colisién se define como una desviacién significativa
de la trayectoria estelar durante el encuentro, si la desviacién se considera despreciable en-
tonces no habra colisiones, a la funcién de distribuciéon de probabilidad que cumple con esta
condicién se le llama ecuaciéon de Boltzmann sin colisiones o también, ecuacién de Vlasov.
[Binney and Tremaine, 2007]

2) La dispersién de velocidades. Técnicamente, la dispersion de velocidades es la desviacién
estandar de la distribucién de velocidades. Estrellas con velocidades similares tienen una dis-
persion de velocidad menor, mientras que estrellas con velocidades muy diferentes, tienen una
mayor dispersién de velocidad. Debido al movimiento aleatorio de las estrellas en galaxias
elipticas, la dispersién de velocidades en ellas es menos constante que en las galaxias espirales.
Midiendo las velocidades de las estrellas a distintas distancias del centro galactico, se obtiene
este parametro como funcién de la posicion. [NASA /IPAC, 2014]



El siguiente capitulo de este trabajo, el capitulo dos, comienza con la descripciéon del modelo
cosmoldgico de Friedmann, asi como las observaciones que lo han confirmado: la nucleosintesis del Big
Bang, el diagrama de Hubble y la radiacion césmica de fondo. En el mismo capitulo, se describen las
observaciones que han inducido a la idea de la existencia de la materia obscura: lentes gravitacionales,
curvas de rotacion, anisotropias de la radiacién de fondo, entre otras; concluyendo el capitulo con
una resena del modelo cosmolégico que es consistente con la materia obscura fria y una constante
cosmologica, el modelo ACDM.

Con la finalidad de comprender a qué nos referimos con que la probabilidad por unidad de volimen
de que una estrella se encuentre en cierta posicion es la integral de una funcién de distribucién y
familiarizarnos con el concepto de dispersion, el capitulo tres inicia con las definiciones matematicas
de la teoria de la probabilidad, tales como, funciéon de probabilidad, desviacion estandar, momentos,
etcétera. Después, se determina la ecuacion de Boltzmann sin colisiones o ecuacién de Vlasov, en
coordenadas cartesianas. La integral sobre velocidades de la ecuacion de Vlasov nos dara la probabi-
lidad de la posicién de una estrella, esta probabilidad se puede derivar de la densidad de luminosidad,
que es un parametro observable, en funcion de la distancia al centro galactico. La relaciéon que hay
entre la ecuacion de Vlasov y los observables genera a la ecuacion de Jeans. Asi, el capitulo tres con-
cluye con la ecuacion de Jeans, que nos permitira determinar la masa de galaxias elipticas a través
de los observables en funcién de la distancia al centro de la galaxia.

En el cuarto capitulo se describen a las galaxias elipticas, se explica como se calcula la dispersién de
velocidades en funcion del radio galactico y cémo encontrar la densidad de probabilidad a través de la
observacion del brillo superficial de las galaxias, y apartir de ésta, cémo hallar la densidad material
respecto a la distancia al centro de la galaxia. En el articulo [Davies et al., 1983] se encontraron
los datos de la dispersion de velocidades, asi mismo, en el articulo [Poveda et al., 1960] estan los
datos observacionales para ajustar la funcion de densidad material, en cada articulo los valores
de las observaciones de ambos parametros se encuentran como funcién de la distancia al centro
galdctico. Este capitulo también contiene los ajustes que realicé a los datos observacionales de dichos
parametros para cuatro galaxias elipticas: NGC 3818, NGC 4742, NGC 5845 y NGC 2778. Por tltimo,
se comparan las graficas de masa respecto a la distancia al centro galactico luminosa y dinamica,
donde esta tltima se encuentra sustituyendo los pardmetros observables en la ecuacién de Jeans.

Al observar que la funcién de la masa que se deduce de la ecuaciéon de Jeans es creciente, y
que la masa luminica es constante més alld del radio efectivo, es posible concluir que el método de
dispersién de velocidades es una observacion analoga en galaxias elipticas a las curvas de rotacién de
las galaxias espirales, que induce la idea de la existencia de un halo de materia obscura alrededor de
las galaxias elipticas.
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Capitulo 2

Modelo cosmolégico de Friedmann y
observaciones.

En este capitulo se describe la relacion entre la métrica de Friedmann y la materia y energia en
el Universo, estas ecuaciones nos muestran la relacién entre la densidad de energia de radiacion y la
densidad de materia-energia con la expansion del Universo. Conocer como varian estos pardametros
respecto al tiempo, ha permitido comparar la cantidad de materia bariénica que existe en el Universo
con la cantidad de materia luminica que senala la teoria, asi como el corrimiento al rojo que tienen
en la actualidad los fotones que obtuvieron camino libre en el momento de la recombinacién. Con lo
anterior ha sido posible medir el espectro de la radiacién césmica de fondo, confirmando la existencia
de estos fotones. La tercer observacién que concuerda con el modelo de Friedmann es el diagrama de
Hubble, que en 1929 mostré que las galaxias se alejan entre si, probando que el Universo se encuentra
en expansion.

Otras observaciones descritas en este capitulo son aquellas que concuerdan con el modelo de
Friedmann, junto con la existencia de materia y energia obscuras. La luz se desvia en un campo
gravitatorio, generado por la cantidad de materia en un punto del espacio, a esto se le llama lente
gravitacional, sin embargo se ha observado que la luz se desvia més de lo que la materia luminosa sola
produciria, indicando la presencia de materia obscura. Por otra parte, segtin la mecénica newtoniana,
la velocidad de una particula en érbita alrededor de otra mucho mayor, es inversamente proporcional
al radio, con lo cual la velocidad de las estrellas mas lejanas al centro galdctico deberia ser menor,
pero las observaciones indican que la velocidad de estas estrellas no disminuye, a la grafica de la
velocidad respecto a la distancia de las observaciones hechas en galaxias espirales se les llama curvas
de velocidad. [Patrick and Uzan, 2009]. También, hay modelos tedéricos que incluyen a la materia
obscura y a la constante gravitacional que han sido comparados con las observaciones de la formacion
de estructura y de la radiacién de fondo. [Zavala Franco, 2007], [European Space Agency, 2014]. Por
ultimo, observaciones de supernovas de tipo Ia mostraron en 1999 que el universo se expande de
forma acelerada. [Schutz, 2009]

El capitulo concluye con una breve descripcién del modelo ACDM, que es el modelo que incluye
una materia obscura fria y una constante cosmoldgica.

2.1. Meétrica de Friedmann

Las ecuaciones de Einstein establecen que la geometria del espacio-tiempo queda determinada
por la distribuciéon de materia energia presente en ese espacio. Lo que se quiere decir por resolver a
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una ecuacién diferencial es dar un conjunto de funciones(g,,, T, ), que satisfagan dichas ecuaciones
y que tengan sentido fisico. El punto es dar un tensor de energia esfuerzos con interpretacién fisica
y a éste es al que se le busca la solucién en las ecuaciones de Einstein.

Comencemos por conocer cuales son las ecuaciones fundamentales de la relatividad general, des-
pués el elemento de linea encontrado por Friedmann. De esta forma se podran describir las observa-
ciones que confirman el modelo y aquellas con las que se infiere la existencia de materia obscura.

2.1.1. Relatividad General.

La Relatividad General esta formulada en un espacio de cuatro dimensiones en el que los puntos
son etiquetados por un sistema de coordenadas generalizado, (2°, 2!, 2% 23), que también puede
escribirse como z® (o = 0, 1, 2, 3). El espacio de cuatro dimensiones esta formado por tres coordenadas
espaciales y una temporal. [Islam, 2002]

Bajo una transformacién de coordenadas de z* a =’ (en la que 2/* es, en general, una funcién

de 20, 2!, 22, x3) un vector contravariante, A%, y un vector covariante, B,, se transforman mediante
o v

Py R L 2.1

C oxv * Qxla (2.1)

y un tensor, A%,, se transforma como

o0x'® 0x° Ox™ p
VAT Qe Qxlv Qg

Toda la informacién acerca del campo gravitacional estd contenida en la segunda fila del tensor
contravariante g,,, llamado tensor métrico o simplemente la métrica, la cual determina el cuadrado
de los intervalos de espacio-tiempo ds? entre dos eventos separados infinitesimalmente!, o puntos z®
y % 4+ dz®, como sigue:

{4

(2.2)

ds? = go,dz®da”, (2.3)

El tensor covariante que corresponde a g, se denota por ¢g*”, y se define como

Jawg” = 6, (2.4)

con 07, la delta de Kronecker, que vale uno si A = a' y cero en otros casos. Los fndices de un vector
pueden subir o bajar utilizando el tensor métrico como sigue:

A¥=g"A,, Ay = g A”. (2.5)

Los indices arriba se les llama contravariantes y a los de abajo, covariantes. El principio de la
Relatividad General, dice que las leyes de la fisica deben ser covariantes, es decir, independientes
del sistema de referencia o de las coordenadas que se utilicen. La generalizacion de la diferenciacion
ordinaria (parcial) estd dada por la diferenciaciéon covariante denotada por un punto y coma, y
definida para un vector contravariante y uno covariante como:

0A®
A°, =
W axl/

'El elemento de linea en relatividad general se encuentra en coordenadas esféricas y tiene la forma: ds? = —c?dt? +
dr? + r2(df? + sen? 0d¢$?); en notacién de indices la métrica se escribe como en la ecuacién (2.3). En coordenadas
cartesianas, la métrica se escribe: ds? = —c2dt? + dz? + dy? + dz?, que se puede reescribir como ds? = Nuvdztdx”,
donde 7, se define como la métrica o el tensor de Minkowski.

+ FS)\A)\7 (26)
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_ 0A,
- O
Aqui, I'¢,, se llaman simbolos de Christoffel; tienen la propiedad de que I'}, =T'¢,, y son definidos
por:

Apey —T) A, (2.7)

o Oz 9%P
YA 968 Qv O
En la diferenciacién covariante de tensores de mayor rango, hay un término que corresponde a
cada indice contravariante andlogo al segundo término en (2.6) y un término que corresponde a cada
indice covariante andlogo al segundo término de (2.7). Por ejemplo, la derivada covariante del tensor
(2.2) puede escribirse como

(2.8)

aAS e « a
vhio T al_g/\ + FO’pAl;j)\ - Fllja pA T FiaAup' (29)

Los indices pueden subir o bajar con el operador de diferenciacién covariante de la siguiente forma
9o A%, = Agu, 97 Any = A%, (2.10)
Bajo una transformacién de coordenadas de z® a x'“, la transformacion de I'?, es
o 02’ 027 O™ D*x® Q'™
AT dge Oz Qe 0T Qxv O Ba

En cualquier punto especifico de un sistema de coordenadas es posible elegir I'?', tal que sea cero en
un punto de acuerdo al principio de equivalencia, el cual se explica en la siguiente seccion.
Se define el tensor de Riemann por

(2.11)

RguA - g)\,y - gy,)\ + Fgw g)\ - Fg&\rgw (212>

donde la coma denota la diferenciacion parcial respecto a la variable correspondiente, por ejemplo,
Jovr = 09y, /0. El tensor de Riemann tiene las siguientes propiedades:

Rsp0n = —Rgour = —Ropav, (2.13)
RJBV)\ = RV}\O’B) (214)
Ropgux + Roagy + Rouvng = 0, (2.15)
y satisface la identidad de Bianchi:
Rauxp T Bpux + g = 0. (2.16)
El tensor de Ricci es definido por
RBV = ga/\R)\ﬁg,, = R’ ou* (2.17)

De las ecuaciones (2.12) y (2.17), se sigue que en tensor de Ricci se puede escribir como
RBV = Fgu,)\ - Fg)\,u + F??V KO' - Fg)\rl))a' (218)

Se define el escalar de Ricei como:
R =¢"Rg,. (2.19)
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Contrayendo la identidad de Bianchi (ec. 2.16) sobre el par de indices Sv y op (que es multiplicar
por g? y ¢°?) se deduce la identidad:

1
(R — igﬁ”R);,, = 0. (2.20)

El tensor G% = R — %gﬁ”R se llama tensor de Einstein
Las ecuaciones fundamentales de la relatividad general son las ecuaciones de Einstein:

1
Rg, — §ggyR = (87TG/C4)TBV, (2.21)

donde Tp, es el tensor de energia-momento de la fuente que produce el campo gravitacional, y G es
la constante gravitacional de Newton?. Para un fluido perfecto, Tj, toma la forma:

uPu?

TBY — (M + p) + pgﬁ'/ (2.22)

2
con p la densidad de masa-energia, p la presién y «? la cuadrivelocidad de materia dada por

B dz?

B
U = -,
dr

(2.23)
donde 2”(7) describe la linea de mundo de materia en términos del tiempo propio, como el tiempo
también es una coordenada, se utiliza el tiempo propio como parametro respecto al cual se mide el
cambio de posicién3. De (2.20), se puede ver que la ecuacién de Einstein (2.21), es compatible con
la ecuacién

™, =0, (2.24)

que es la ecuacién de conservacion de masa-energia y momento.
El tensor de curvatura de Einstein se define por

1
Gp, = Rp, — 59,81/3 + Ags, (2.25)

El término Agg,, fue introducido originalmente por Einstein por razones cosmoldgicas, por lo cual,
A se lama la constante cosmoldgica. Este término satisface la ecuacién de continuidad (ec. 2.24), es
decir,

G =0. (2.26)

2.1.2. Principio de equivalencia.

El enunciado del principio de equivalencia dice que en todo punto del espacio-tiempo, dentro de
un campo gravitacional arbitrario, es posible elegir un ’‘sistema de coordenadas localmente inercial’
tal que, en una region suficientemente pequena del punto en cuestion, las leyes de la naturaleza
tomen la misma forma que en un sistema de coordenadas cartesianas sin aceleracion en ausencia de
gravitacion. [Weinberg, 1972]

2G = 6,67 x 10711 4

3La longitud propia se define como la longitud de un objeto medido en el marco de referencia en el cual est4 en reposo.
El tiempo propio, 7, es el tiempo que, para el observador en su propio sistema de referencia, coincide con su propio
tiempo. Si el observador est4 en su origen, se tiene que ds? = —c2dt?, entonces, c?dr? = —ds? = c2dt — dz? — dy? — dz>.

[Nunez and Degollado, 1993]



2.1. METRICA DE FRIEDMANN 13

El principio de equivalencia se refiere a que, en cualquier punto en el espacio tiempo, es posible
construir un sistema de coordenadas inerciales en el cual la materia satisface las leyes de la relatividad
general, también menciona, que todos los efectos de un campo gravitacional pueden ser descritos en
términos de derivadas 0£®/0z* de la funcién £*(z), que define la transformacién de las coordenadas
de laboratorio x de las coordenadas localmente inerciales, &.

Consideremos una particula libre bajo la influencia puramente de fuerzas gravitacionales. De
acuerdo con el principio de equivalencia, existe una coordenada de caida libre del sistema, £, sobre
la cual, su ecuacion de movimiento es la de una recta en el espacio-tiempo, que es,

2 ¢a
@ =0 (2.27)
dr?

con dr el tiempo propio.
Ahora, supongamos que se utiliza cualquier otro sistema de coordenadas cualquiera, x*, en reposo
en el laboratorio. Las coordenadas de caida libre, £%, son funciones de z*, por lo que la ecuacion

(2.27) se hace
) d (0 dit
~dr \Oxr dr

(2.28)
0 Pt N 0%¢>  dat dav
© Qxn dr?  OxrOx? dr o dr
Multiplicando esta tltima ecuacién por 92*%" se obtiene la ecuacién de movimiento
d?a? dxt dx¥
0= . 2.29
dr? modr dr ( )
con I‘l’)l,, como en la definicién de (2.8), y el tiempo propio, expresado en un sistema arbitrario de

coordenadas,
dr? = — g, da"dx". (2.30)

La ecuacién de movimiento (2.29) se conoce como ecuacién geodésica y satisface las trayectorias que
minimizan la distancia.*
La métrica también puede ser escrita como

_ 06 9¢”

S S 2.31
In Dk v " ( )

donde 7, se define como el tensor de Minkowski. En coordenadas cartesianas, la métrica se escribe:
ds* = —*dt? +dz? +dy* + dz*?, que se puede reescribir como ds* = 1, dz"dz™, por lo que la ecuacién
(2.31) es un cambio de coordenadas de cartesianas a esféricas. Ahora, diferenciando (2.31), respecto

a z*, se obtiene,
O 0% 0P gee 928
x> 9x ok Ozv P T Gam gr v 1 (2.32)
De la definicién (2.8), se tiene que
09, &> 9EP ae d¢b
a::A = D gar g 10+ T g g 1o (2.33)

4Una manera més formal de llegar a esta ecuacién es utilizando el principio de minima accién, para ver estos
célculos, ver [Nuiiez and Degollado, 1993].
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y sustituyendo en (2.31), se encuentra que,

0,
oxA

=I5, 90 + 15,900 (2.34)

Agregando la misma ecuacién con p y A intercambiadas, y sustrayendo la misma ecuacion pero
con v y A intercambiadas, se obtiene,

o | Bgr  ogr | I + Gl no
+ ngFZA + gﬁ)\]'—‘;y (235)
- gﬁ)\r,;y — Grkp 5)\

= QQHV i,u'

ag,uu + ag)\u ag,u)\

Luego, utilizando que ¢"?g,, = ¢7, multiplicando por ¢”? la ecuacién (2.35), finalmente se obtiene,

o _ ]‘ vo ag,UV ag)ﬂ’ agHA
w99 {aﬁ Ozt Oz (2:36)

Una consecuencia importante de la relacién entre la conexién afin (simbolos de Christoffel) y la
métrica, es que la ecuacién de movimiento de una particula en caida libre, mantiene la forma del
intervalo del tiempo propio. Usando (2.29), podemos calcular que,

d [ dx* dx”] 09 da? dxt da”

dr |9 ar dr | T x> dr dr dr
0%t dx” dat d?z”
- - 2.37
+g“”d7'2 dr +g“”d7' dr? (2:37)
dg dx* dx” da?
= = OFH - VnFV 5 -
{81}’\ Inetmn T It o | Cadr dr
La ecuacién (2.35) indica que esto desaparece, es decir,
dxt dx¥
v, ;. — U, 2.
In dr dr ¢ (2.38)

donde C' es una constante de movimiento. Por lo tanto, una vez que se eligen las condiciones iniciales,
tales que, dr? esté dado por (2.30), se tiene que C = 1, y (2.38) asegura que (2.30) se mantiene a lo
largo de todo el camino de la particula. Similarmente, para una particula sin masa, las condiciones
iniciales son C' = 0 (con 7 reemplazada por algin otro pardmetro \) y las ecuaciones de movimiento
mantendran a g, da* dz” cero, a lo largo de todo el camino.

2.1.3. Soluciéon de Friedmann.

Las ecuaciones de Einstein (ec. 2.22), muestran que la geometria del espacio-tiempo queda deter-
minada por la distribucion de materia-energia presente en ese espacio. Una solucién a las ecuaciones
de Einstein, con A = 0 °, fue determinada por Aleksander Friedman entre 1922 y 1924.

5Cuando Einstein formul las ecuaciones de la Relatividad General, en 1915, la expansién del Universo no habia
sido descubierta, por lo que las personas no pensaban en la posibilidad de que el Universo se encontrara en un estado
dindmico. Entonces fue natural buscar una solucién estdtica a sus ecuaciones cosmoldgicas. [?]
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Friedman utiliza las simetrias buscando una solucién para un fluido perfecto en el que consi-
der6 que dicho fluido era homogéneo e isotropico, es decir, existe un sistema de referencia en el que
sus parametros, como densidad y presién, son independientes de la posicion, por lo que sélo pueden
depender del tiempo coordenado. Esta consideraciéon, aplicada a nuestro Universo, es lo que actual-
mente se conoce como el Principio Cosmolégico: nuestro Universo es, espacialmente, homogéneo e
isotrépico. Es decir, todos los puntos, de una seccién espacial, son equivalentes y no hay direcciones
preferentes.

El elemento de linea del espacio-tiempo consistente con el Principio Cosmolégico, encontrado por

Friedmann es )

2 2 742 2
dS = —C dt +a/(t) <1—k7’2

+ 72 dﬂ2) : (2.39)
donde a la funcién a, que sélo depende del tiempo coordenado, se le llama factor de escala y k
representa la curvatura de las secciones espaciales del Universo.

Escribiendo a las ecuaciones de Einstein de la forma G*, = SZ;G T#,. El calculo del tensor de
Einstein, G*, a partir de la métrica de Friedman ec. (2.39), es directo® y obtenemos entonces que
s6lo hay dos ecuaciones diferenciales no triviales (la temporal y las tres espaciales que dan la misma
ecuacion)

N2
a k I7(G
3 — — = 2.40
(a) + o 2 W (2.40)
. . 2
a a k S1GE
S ) LA 2.41
2 () koo grg, (2.41)

donde denotamos a punto, como derivada respecto al tiempo en unidades de distancia, ct.
Como sabemos, el tensor de energia esfuerzos debe satisfacer que su divergencia sea cero (Ec.
2.24). Por lo que, en este caso, Tﬁy;ﬁ = 0 implica la ecuacion:

c2/l+3% (P u+p) =0, (2.42)

pero esta ecuacién es dependiente de las ecuaciones de Einstein. De la ecuacién (2.20), si se satisfacen
las ecuaciones de Einstein, se satisface la ecuacién de conservacion, por lo que tenemos tres ecuaciones,
dos de ellas independientes, el sistema a resolver es:

k S1G

H? +— = 2.43
Fu+3H (Pu+p) = 0, (2.44)
donde se define a la razén de la derivada del factor de escala con el factor de escala, como
a
H=— 2.45
:, (2.45)

que se conoce como la Funciéon de Hubble.

6Se utiliza la ecuacién (2.3) para encontrar la métrica, con ella es posible calcular los sfmbolos de Christoffel (ec.
2.36) con los que se puede encontrar el tensor y escalar de Ricci (ecs. 2.18 y 2.19), que conforman al tensor de Einstein.
Con el elemento de linea dado por Friedmann y la métrica, es posible calcular el tensor energia momento (ec. 2.22).
Con los célculos anteriores, se encuentra el sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones de Einstein (2.21).
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Si la ec. (2.43) se evalda al dia de hoy, ag = a(t = hoy) = 1, se tiene

StdG
k=H?(-— —pp—1 2.46
2 (o =1) (2.46)

donde H, evaluada al dia de hoy se conoce como la constante de Hubble y o es la densidad del
Universo al dia de hoy. De esta ecuacién vemos que el valor de k esta determinado por la magnitud
de la densidad al dia de hoy. En efecto, conociendo el valor de la constante de Hubble y la densidad,
podemos determinar la curvatura de las secciones espaciales de nuestro Universo, de acuerdo al
modelo de Friedman. Al valor de la densidad al dia de hoy que hace que la seccion espacial sea cero,
se le conoce como densidad critica:

3¢* Hy’
critica — X 2.47
Definimos la razén de la densidad p a la densidad critica, como
1
Q= ! 2.48
Heritica ( )
y la ecuacién de Einstein, ec. (2.43), se reescribe como:
2 2 k
H*=Hy"Q — oL (2.49)

conocida como la ecuacion de Friedman. Una forma de escribir a la ecuacion diferencial, una vez que
se conoce la densidad, p, como funcién del factor de escala, a, es

a=vVHyQa? -k, (2.50)

Evolucion de la energia.

Si se considera un fluido perfecto e isotrépico, el tensor energfa-momento, 77, es entonces:

(2.51)

oo ©
o O O
RN O O O

donde p es la presion del fluido.

Veamos como el tensor energia-momento evoluciona con el tiempo. De acuerdo con la ecuacion
de continuidad, dp/dt = 0, y la ecuacién de Euler, dp/0x' = 0. Lo anterior puede describirse en
un sistema de 4 componentes como la ecuaciéon de conservacién del tensor de energia-momento:
OT? /02 = 0. De esta forma, la conservacién implica que la derivada covariante sea:

Tﬁ _ aTﬂu
viB T OB

+17 7%, — T, 17 (2.52)

(e 2]
Al anularse T” .. hay cuatro ecuaciones separadas, considerando la componente v = 0. Esto es:

aTﬁo B8 ey o B8
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Suponiendo que hay isotropia, T¢ desaparece, entonces (3 en el primer término y « en el segundo
deben ser iguales a cero:

A(pc? N

SO ) - 1T, = 0 (250
Usando la identidad: _
i i a

se tiene que en (2.54) I'* (5 desaparece si , 3 son distintas y es a/a si son iguales. Asi, la ley de
conservacion en un universo en expansion es

oty a

—[3c®u+ 3p] = 0. 2.56
5 T 3¢ H+ 3] (2.56)
Rearreglando los términos se obtiene:
O ua®] a
-3
——— = —3—p. 2.57
o= P (2.57)

La ley de conservacién puede ser aplicada para obtener informacién acerca del ajuste de la materia
y la radiacion con la expansién. La materia tiene efectivamente, presién cero, entonces

O ua®]
ot

Dada la definicién de densidad, = po(1 + €), con € la energia interna y py la densidad de materia-
energia en reposo al dia de hoy, la ecuacién (2.58) implica que la densidad de materia-energia es

= 0. (2.58)

Pm X a”°, (2.59)

La densidad de materia en reposo varia como el cubo del factor de escala. Si pensamos que
el factor de escala es una medida del sector espacial inmerso en el cuadriespacio, tenemos que la
densidad de materia en reposo varia con el inverso del volumen, lo que, para una situacion en la que
no se crea ni destruye materia, es natural.

Si se utiliza la normalizacién de que el factor de escala al dia de hoy vale uno, entonces py denota
la densidad al dia de hoy. Vemos que en este caso, la energia interna es una constante: ¢ = £2 — 1,

. . , . po
con pg la densidad de materia en reposo al dia de hoy. De hecho, dicha constante es cero, pues para

el polvo, como no hay interaccion entre las particulas, la energia interna es cero. Esto es consistente,

coincidiendo la densidad p con la densidad en reposo, pg. De este modo, 2 = —£— = - Ho . =
Mecritica Mcritica @
QOpolvo
a3

Relacionamos asi p, con el factor de escala. Queda entonces determinar la relaciéon entre la energia
interna y el factor de escala.
La radiacién tiene presién p = p/3, sustituyendo en la ecuacion (2.56),

Opy @ _,9lpra’]
—4p, = = 2.
o Tar = g Y (2.60)
Por lo tanto, la densidad de energia de radiacién,
proxa?, (2.61)

representa la disminucion de la energia por particula conforme el universo se expande.
Durante el universo temprano, las reacciones se efectuaron rapidamente, lo suficiente como para
mantener a las particulas en equilibrio, las diferentes especies comparten una temperatura comun.
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Soluciones para cada 3-curvatura.

Con la densidad determinada en términos del factor de escala, resta resolver la ecuacién de
Friedman, ec. (2.50), que se resuelve para cada curvatura, ec. (2.46). El elemento de linea espacial
so6lo puede representar a tres tipos de espacios: plano, cerrado o abierto.

En el caso k = 0, la densidad es igual a la critica, entonces, la ecuacién de Friedman en forma
integral, se reduce a

%
/\/Eda:cHot, (2.62)
0

con lo que se obtiene la siguiente expresion para el factor de escala:

Wl

a(t) =ag (cHyt)3 . (2.63)

El factor de escala es una funcién que va desde un tiempo inicial, ¢t = 0, en el que este factor
vale cero. Esto es, el modelo tiene un inicio, donde toda la seccién espacial se empieza a encajar
en el cuadriespacio; del elemento de linea, ec. (2.39); las distancias espaciales a tiempo constante,
t =T = cte son

di* = ag (c HyT)5 (dr® +1r*d0?) (2.64)

Al anularse el factor a, en t = 0, se anulan las distancias. A este punto inicial se le llamé el atomo
cosmico y después se le llamé Big Bang, que es un punto del espacio-tiempo, en el que toda la seccién
espacial se empieza a encajar en el cuadriespacio. Al avanzar el tiempo, la distancia entre los puntos
aumenta, es decir, el Universo se expande. Las cantidades fisicas como la densidad en reposo van
como

Ho
= 2.65
H 2 H02 2 ( )
por lo que divergen en el tiempo inicial. Entonces, este modelo empieza con un punto en el espacio-
tiempo donde la densidad era divergente y, conforme el Universo se expande, la densidad va decre-
ciendo.
En el caso k = 1, la densidad es mayor a la critica y se tiene como solucién:

2c

——t =0 — senf 2.66

Hy*Q (2.66)
donde se ha parametrizado al factor de escala como a = % (1 — cosf)). En el caso de densidad menor
a la critica, k = —1, se obtiene para el factor de escala:

Qg —1cosh §—1
_ 2.67
que, como el caso plano, crece sin limite. Para el tiempo, se encuentra en este caso
Qo
Hyct = (senhé —0). (2.68)

2 (1-Qp)?
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Figura 2.1: Comportamiento del factor de escala en el modelo de Friedmann, para secciones espaciales
plana (k=0), hiperbdlicas (k=-1) o esférica (k=1). Los dos primeros casos muestran que el universo
crece sin limite, mientras que en el caso k=1, cuando la densidad de materia es mayor a la critica, el
factor de escala crece, pero posteriormente decrece y se recolapsa. Por simplicidad, estamos tomando
los coeficientes en t y en el factor de escala igual a uno en los tres casos. [Nunez and Degollado, 1993]

2.1.4. Observaciones que confirman el Big Bang.

Las soluciones del modelo de Friedmann describen un universo homogéneo e isotrépico en expan-
sion. El principio cosmolégico impone simetrias en el espacio-tiempo y es el origen de la simplicidad
matematica del modelo. Esta hipotesis esta soportada por las observaciones de fondo de microondas
(CMB) que prueba el alto nivel de isotropia en el universo alrededor de nosotros.

La expansion del Universo y el corrimiento al rojo representan los principales pilares observa-
cionales de este modelo. El estudio de procesos nucleares y electromagnéticos en el espacio-tiempo
cosmoldgico, nos lleva a dos conclusiones: (1) la abundancia y existencia de ntcleos ligeros pueden
ser explicados con diez érdenes de magnitud; y (2) debe existir un fondo de microondas del origen
cosmologico. Estas dos predicciones son confirmadas por observaciones y son otros dos pilares de este
modelo.

Algunas predicciones de este modelo son:

En el pasado, el universo era dominado por radiacion. De esta forma, la era en la que domina
la materia sucede a la era en la que dominaba la radiacion.

El universo tiene una historia térmica. Durante su expansién el universo se ha enfriado. Las
interacciones a altas temperaturas se desacoplan tan pronto como el universo se expande y su
reacciéon se vuelve pequena.

El universo emerge desde un estado donde la materia a alta temperatura es ionizada y se
encuentra en equilibrio termodinamico.

A continuacion se presentan las observaciones que han confirmado la validez de este modelo.
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Expansion del Universo, diagrama de Hubble.

Una de las predicciones del modelo Friedmann es la expansion de las secciones espaciales, que
vemos determinado por el factor de escala, a(t), la cual produce que la distancia entre los cuerpos se
modifique, éste aumenta si el factor crece. Lemaitre, argumentaba que el corrimiento al rojo que se
veia en las galaxias, no era por un movimiento propio de cada galaxia, sino que era el movimiento
general debido a la expansion, y, de hecho, él mismo mostré en 1927, que la velocidad con la que se
alejaban era proporcional a la distancia. Esta relacion fue redescubierta observacionalmente un par
de anos mas tarde por Edwin P. Hubble.

g
T1000 KM -
-~
b
500 KM 2
et
2
2
0
DISTANCE
0 10°PARSEC 2x 102PARSEC

Figura 2.2: Diagrama original de Hubble (Hubble 1929). Velocidades de galaxias distantes (km/s)
graficadas vs distancia (Mpc). La linea sélida (punteada) es el mejor ajuste a los puntos negros
(blancos) los cuales tienen correccion (sin corregir) por el movimiento del Sol. [Dodelson, 2003]

La distancia a tiempo constante, ec. (2.64), permite definir, en general, a la distancia propia, (con
angulos también constantes):

lpropia = a(t) T, (2.69)

con la que es posible definir una velocidad de recesion:
Vree = a(t) T, (2.70)

que, evaluada al dia de hoy, nos permite inferir la velocidad con la que se alejan los puntos, unos de
otros, debido a la expansién cosmolégica:

Vree = HoT, (2.71)

es decir, se alejan mas rapido conforme se encuentran mas lejos.

Si el Universo esta en expansion, entonces las galaxias deben alejarse una de otra. La longitud
de onda de la luz emitida por un objeto que se aleja se extiende de manera que la longitud de onda
observada es mayor que la emitida. Definimos el factor de corrimiento al rojo z como:

A 1
142=2% = = (2.72)
a

Aemit
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Entonces, una cantidad de medida por la cual las lineas de absorcién y/o emisién estan corridas al
rojo es una medida directa de que tan rapido las estructuras en las cuales reside se estan alejando
de nosotros.

Alrededor de 1930, Hubble tuvo la idea de comparar las velocidades de las nebulosas con sus
distancias (fig. 2.2) y descubri6 una correlaciéon notable: la velocidad de recesién era proporcional a
la distancia. Mas precisamente encontrd que si V' es la velocidad y D la distancia de una galaxia, se
cumple:

V =Hyx D (2.73)

donde Hj es la constante de Hubble. Asi, todas las galaxias se alejan de nosotros, y mas rapidamente
mientras mas lejos se encuentran. Este fendmeno implica la expansion del Universo.
De la figura (2.2) se puede extraer el valor de la constante de Hubble. Esto es”, Hy = 1000/2km s~ 'Mpc™1,

casi un factor de 10 més alto que el de las estimaciones actuales, que es® Hy ~ 75km s~ *Mpc!.

Nucleosintesis del Big Bang.

La teoria de nucleosintesis explica la formacién de los primeros ntcleos estables y los atomos
neutros. Durante la nucleosintesis, (7"~ 1 MeV) los tnicos elementos producidos significativamente
son el hidrégeno y helio con sus respectivos isétopos. Asi mismo se considera que a temperaturas
superiores no era posible la formacion de atomos ligeros, es decir, solo existian protones y neutrones
libres.

Cuando el universo era mucho més caliente y denso, cuando la temperatura era del orden de
algunos MeV/kg,? no habfa dtomos neutros o incluso nticleos. Las grandes cantidades de radiacién
en el ambiente caliente se aseguraron que cualquier atomo o nicleo producido, fuera destruido in-
mediatamente por la alta energia de los fotones. Conforme el universo se enfrié por debajo de las
energias de enlace de un ntcleo tipico'®, se comenzaron a formar elementos ligeros. Conociendo las
condiciones del universo temprano y las secciones eficaces nucleares relevantes, se puede calcular la
abundancia primordial esperada de todos los elementos.

Las predicciones tedricas dependen de la densidad de protones y neutrones en el momento de la
nucleosintesis. La combinacion de la densidad de protones y neutrones es llamada densidad bariénica,
pues protones y neutrones tienen un nimero bariénico y son los unicos en su tipo alrededor de
aquel instante. Asi, la nucleosintesis del Big Bang da una forma de medir la densidad bariénica en
el universo. Ya que sabemos cémo se comporta el factor de escala con la densidad de materia (Ec.
2.59), es posible tomar medidas de la abundancia de los elementos ligeros en la medida de la densidad
bariénica actual.

Al estudiar al Universo, se descubrié que la materia que vemos en él, estd compuesta fundamen-
talmente por Hidrégeno y, en segundo lugar, por Helio. Més atin, se puede determinar que estan en
una proporcién 4 a 1.

La comparacion entre la abundancia observada y la predicha es dificil, principalmente porque
la abundancia primordial puede ser modificada por varios procesos nucleares durante la evolucion
del Universo. Por otra parte, estas modificaciones son diferentes en cada ntcleo. Por ejemplo, la
abundancia de helio-4, la cual es muy estable, incrementa debido a la produccién estelar, mientras

"[Dodelson, 2003

8[Gémez Navarro, 2014b]

9% p es la constante de Boltzmann con valor, kg = 1,38065x10~22J /K. De esta forma, 1 MeV/kp ~ 1,16045x 1010 °C
~ 1,18MeV. [Dodelson, 2003]

0La energfa de enlace nuclear es tipicamente 1 MeV. [Gémez Navarro, 2014a]
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el deuterio, que es mucho menos estable y sélo puede ser destruido y no sintetizado en las estrellas,
disminuye. El helio-3 y el litio-7 tienen una evolucién mas compleja ya que pueden ser sintetizados
y a la vez destruidos. Los astronomos, por lo tanto, tratan de medir la abundancia en ambientes lo
mas primordiales posibles.

Radiacién césmica de fondo (CMB).

El hidrogeno es el principal constituyente de la materia bariénica, su energia de ionizacion es
de 13.6 e€V. Si la temperatura es lo suficientemente alta para ionizar al hidrogeno, el universo se
llenaréa con un plasma que es opaco a la radiacion electromagnética. Una vez que el hidrégeno se
enfria lo suficiente para ser neutro, los fotones en el universo seran capaces de moverse a través del
universo con una baja probabilidad de dispersién. Este momento de la disociacién (también llamado
recombinacion) define el momento en que se creé la radiacién césmica de fondo (CMB, por sus siglas
en inglés). En realidad, esto se produce a una energia menor que 13.6 eV, ya que hay suficiente
hidrégeno para detener a los fotones incluso cuando se ioniza sélo una pequena parte. [Schutz, 2009]

La época de recombinacion se produjo a una temperatura ~ 3000 K, desde aquel tiempo, el
universo se ha expandido por un factor de 1100, por lo que la longitud de onda de la luz habra au-
mentado 1100 veces en este tiempo. Conforme se expande el espacio-tiempo, también aumenta la
longitud de onda de la luz entre la posicién donde se emitié y la posicién donde es detectada (se
llama corrimiento al rojo cosmolégico). En el factor hv/kT que aparece en la férmula para cuerpo
negro'!, se tiene que v = ¢/\ = ¢/(a)), con a el factor de escala, (a(t = hoy) = 1, a(t) < 1 en el
pasado). Entonces el factor hv/kT en el pasado estd relacionado con el factor hyy/kTy por

he he he

N aTrhe — Torg’

(2.74)

Lo cual implica que Ty = a(t)T, es decir, la temperatura estara reducida por el factor de expansién
del universo. Por lo tanto, desde la época de recombinacién la temperatura habra disminuido por un
factor de 1100, y se espera un espectro de cuerpo negro de temperatura ~ 3 K como fésil de la época
en donde el universo era opaco y caliente. Esta temperatura corresponde a una longitud de onda de
Amaz =~ 1mm, que se encuentra en el rango de las microondas.

Esta radiacion fue predicha tedricamente por Gamow y encontrada de manera accidental por
Penzias y Wilson en 1965. Penzias y Wilson estaban mapeando el cielo a longitudes de onda de
microondas, relacionado a la comunicacién con los nuevos satélites que se habian lanzado. Hubo un
ruido persistente en la senal que provenia de manera continua y ademas de todas partes del cielo.
No podian pensar en la fuente de esta senal hasta que leyeron de un céalculo de la radiacion de fondo
(a 10 K) de Peebles. Finalmente determinaron que el ruido que estaban detectando era de origen
c6ésmico y correspondia a una temperatura de 2.73 K.

"Un cuerpo negro de temperatura T’ emite un espectro continuo, es decir, la intensidad es una funcién de la longitud
de onda o frecuencia. El espectro de un cuerpo negro tiene un maximo en su intensidad en alguna longitud de onda
particular, A\;,q,. En 1900 Max Planck propuso una férmula que explica el espectro:

8mh V3
WD) =5 o 1
kT

Para la cual utilizé la hipdtesis de que el intercambio de energia electromagnética entre la materia y el campo se
produce mediante el intercambio de fotones cuya energia es proporcional a su frecuencia (E = hv). [Arthur, 2012b)
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2.2. Existencia de la materia obscura y observaciones.

Existen otras observaciones, acumuladas desde el siglo pasado hasta ahora, que nos llevan a inferir
que el Universo esta lleno de materia no luminica ni bariénica, que ha influido en la evolucion del
universo gravitacionalmente. Esta masa que puede llenar el universo, pero no es observada y es
llamada 'materia obscura’.

La materia obscura no es observada directamente y su existencia es inferida a partir de su in-
fluencia en la evolucién del universo a través de la gravitacion. Observando sistemas astrofisicos
(galaxias o conjuntos de ellas) se encuentran 'anomalias’ que pueden ser explicadas suponiendo que
el Universo contiene una gran cantidad de materia invisible, o que nuestro conocimiento de las leyes
de gravitacién no es correcto.

A continuacién se presentan algunas de estas observaciones.

2.2.1. Lentes gravitacionales

La luz es desviada por cualquier campo gravitacional inhomogéneo. Esta propiedad fue el origen
de la primer prueba de la relatividad general en el Sistema Solar. Hoy, esto se ha convertido en una
poderosa regla para el mapeo de la distribuciéon de materia en el Universo, y en particular para la
materia obscura.

Los primeros arcos gigantes fueron descubiertos en 1986 en los conjuntos Abell 370, Abell 2218 y
CI 2214. Las numerosas propiedades de la distorsién del conjunto permiten la reconstruccion de su
potencial gravitacional y el estudio de su estructura.

Este método ha permitido determinar propiedades genéricas de la distribucion de materia obscura
en conjuntos de galaxias, independientemente de un modelo dado. Los conjuntos parecen estar do-
minados por materia obscura. La distribucion de materia obscura parece estar seguida de la materia
luminosa, en particular en las regiones centrales. La curvatura de radio de algunos arcos gigantes
es comparable con su distancia al centro del conjunto, lo cual implica que el radio del ntcleo del
conjunto debe ser del mismo orden de magnitud. Las zonas internas de los conjuntos tienen algunas
subestructuras.

Por otra parte, el primer quasar multiple, QSO0957+561 (z = 1,41), fue descubierto en 1979, y
actualmente se conocen mas de 10* de ellos. Inicialmente se observaron efectos de lentes gravitacio-
nales en cuatro imagenes del quésar QS0223740305 en 1989, el deflector es una galaxia espiral con
corrimiento al rojo z ~ 0,04; variaciones correlacionadas de la luminosidad de las cuatro iméagenes,
permitieron establecer que las lentes son inducidas por las estrellas de las galaxias. Esta situacion
puede ser utilizada para colocar restricciones en la estructura y el tamano intrinseco de la fuente.
Ademas, se puede determinar la distribucion de masa y mostrar que la distribucion de estrellas es
andloga a la Via Lactea.

Con estas observaciones se ha mostrado que las galaxias deben tener un halo de materia obscura.

Si este no fuera el caso, no se producirian imagenes multiples con separacién angular mayor a 2”.
[Patrick and Uzan, 2009

Angulo de deflexion de los fotones.

Las trayectorias de los fotones son desviadas por campos gravitacionales. El camino de un fotén
se describe con una geodésica nula, ds?> = 0. La métrica es esféricamente simétrica y el elemento de
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Quasar Lenses = Hubble Space Telescope = WFC3

SDSS J0919+2720 SDSS J1005+4016 SDSS J0827+5224

NASA, ESA, and F. Courbin (EPFL, Switzerland} ' STScl-PRC12-14a

Figura 2.3: Arcos y anillos gravitacionales (indicados por flechas en estas tres fotos del Hubble)
producidos por una lente gravitacional. [NASA and SLACS Team, 2014]

linea es descrito por la métrica de Schwarzschild:

2MG\ !
ds? = (1 - QMG) Adt? — (1 - G) dr? — r?(sin? 0 d¢* + db?) (2.75)

rc2 rc2

La trayectoria de la luz estara contenida en el plano definido por la direcciéon de la luz incidente y
la posicion de la masa, por lo tanto, es conveniente elegir las coordenadas tales que el movimiento
esté contenido en el plano 6 = 7/2, de esta forma la trayectoria estara descrita por las coordenadas
¢ y r, haciendo al intervalo de linea:

-1
ds? = (1 _ %) Ade? — (1 — 2MG) dr? — r2d¢. (2.76)

rc2 rc?

En la ecuacién anterior, los coeficientes de la métrica no dependen de ¢ ni de t, esto implica que
las ecuaciones de la geodésica corresponden a coordenadas ciclicas que estaran asociadas con dos
integrales de movimiento

d o [ds\’ )
d o (ds)” IMG .
d 0 [ds\" _ _ _ 2,
22 (dA) 0 - (1 " )ct A (2.78)

con J y A constantes y la derivada respecto a A se denota con un punto.
La restriccién adicional surge de ds/dA = 0 a lo largo de la trayectoria, ec. (2.38, por lo que el
elemento de linea toma la forma

-1
(1 B QMG) 22 (1 B 2MG) 7222 = () (2.79)

rc2 rc2

Sin pérdida de generalidad se puede elegir a A tal que A = ¢* en la ecuacién (2.78). Sustituyendo
las ecuaciones (2.77) y (2.78) en la ec. (2.79) se obtiene

: J?
72 =1- = (1 =3 ) : (2.80)
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Ademads, combinando este resultado con (2.77) se obtiene la ecuacién de la trayectoria

dp = = , (2.81)

la cual, al integrarla da el dangulo de deflexién de un rayo de luz que pasa cerca de una masa M. La
figura 2.4 muestra la geometria de este proceso. En el momento de mayor aproximacién a M, ¢ = ¢,,,
r=rp,y dr/d¢ = 0. De esta relacién y la ec. (2.81) se obtiene para la constante de movimiento

J=——'m (2.82)
1— 2MG

rc?

Haciendo un cambio de variable, © = r,,/r, se encuentra de la ecuacién (2.81) que

1
dx
O/ V1t — 21— )

donde ¢ es el valor de ¢ hacia la direccién incidente. Una soluciéon aproximada, valida cuando el
pardmetro de impacto, r,,, es muy grande comparado con el radio de Schwarzschild, R, = 2MG/c?:
rm >> R, v es obtenida por integracién directa

T 2M@G
¢m_¢oo:§+

e (2.84)

La diferencia entre las direcciones asintéticas (aproximacion y alejamiento del cuerpo deflector) es
dos veces esta cantidad, y difiere por 7 (no deflexién) justo por el dngulo de deflexién:

_4GM

T C2

a (2.85)

Asi, la deflexiéon que sufren los rayos de luz al pasar cerca de un cuerpo masivo, es proporcional a
la masa del objeto e inversamente proporcional a la distancia minima de aproximacién a éste. Como
este resultado es derivado bajo la hipotesis de que el parametro de impacto, r,,, es muy grande
comparado con el radio de Schwarzschild, rg, el dngulo de deflexién serd muy pequeno, o = 2R /7.

Ecuacion de las lentes.

La ecuacion de las lentes relaciona la posicién real de una fuente y su posicién observada, fig.
(2.5). Primero, se define el eje éptico como la linea punteada del observador al centro de la lente
(OL). El plano de la fuente y el plano de la lente son planos perpendiculares al eje 6ptico, localizados
a distancias Dpgs v Doy, respectivamente, del observador.

La posicion de la fuente y de su imagen en el plano de la fuente, estan relacionados por Al =
AS + SI, donde AS puede ser expresada en términos de la posicién angular de la fuente fg por
AS = 05Dog v similarmente, Al esta dada por AI = 0Dgg, con 0 la posicion angular de la imagen,
y SI = aDpg, a el angulo de desviacién. Todo esto calculado en el limite de angulo pequeno da la
posicién angular de la imagen, 8 = 67, que es

D
0 =05+ —2a(0). (2.86)
Dos
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Figura 2.4: Deflexiéon de un rayo de luz pasando cerca de una masa M. La fuente se encuentra
detras de la masa M, mientras que el observador se encuentra a distancia r enfrente de M. En el
momento de mayor aproximaciéon a M, r = r,, y ¢ = ¢,,. La direccién de incidencia es ¢ = ¢.
[Mollerach and Roulet, 2002]

Las distancias involucradas en esta ecuacién son distancias angulares, pues relacionan distancias
fisicas transversales de sus diametros angulares. Como se menciond, el valor de un angulo de desvia-
cién hecho por una fuente puntual (Ec. 2.85), esta dado por o = ii% = 2R, /ry, donde 1, = Dor0
es el parametro de impacto y Ry es el radio de Schwarzschild. La ecuacion de las lentes es, por lo
tanto,

s 1
9:654—25;

= (2.87)

donde se ha introducido el factor geométrico D = DpsDor /Drs.
La invariancia rotacional alrededor del eje éptico implica que una fuente localizada exactamente
en el eje (As = 0) serd observada como un anillo de didmetro angular

O IVL oD, (2.88)

Este radio angular, llamado radio de Einstein, depende tanto de la masa de la lente, como del factor
Drs/DosDor que caracteriza la geometria del sistema. Su radio fisico es Rg = 0pDor. (Ver Fig.
2.5).

El radio de Einstein es una escala angular natural para el problema. Si la lente da lugar a multiples
iméagenes, 20g sera el angulo tipico de separacion entre estas imagenes. Fuentes cercanas a 0g del
eje éptico, son objetos con fuertes efectos de distorsion, dando lugar, por ejemplo, a arcos y grandes
amplificaciones y distorsiones. Fuentes con s >> 65 casi no son afectados por las lentes.

La ecuacién (2.87) puede ser reescrita en términos del radio de Einstein en la forma simplificada

0%
0

Resolviendo esta ecuacion para 6 se obtienen dos soluciones

B =0 — (2.89)

—

0. :\2(9% NCERTS (2.90)
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Figura 2.5: (Izq.) Configuracién de un lente gravitacional. L es la lente gravitacional. 6, s y « son,
respectivamente, la posicién angular de la imagen, la posicién angular de la fuente y el angulo de
deflexiéon. Do v Dog son las distancias angulares entre el observador y la lente y entre el observador
y la fuente, respectivamente, y Dyg es la distancia angular entre la lente y la fuente. (Der.) Cuando
una fuente, la lente y el observador estan alineados, la imagen de la fuente toma la forma de un
circulo, llamado circulo de Einstein.

ya que cada fuente tiene dos imégenes gravitacionales. Estas dos imégenes estan localizadas en cada
lado de la fuente, una dentro del radio de Einstein (f_ < 0g) y la otra fuera (0. > 6g), y estdn
separadas por Af >= 20p.

Las lentes gravitacionales distorsionan el haz de luz y modifican el angulo sélido bajo el cual la
fuente es observada. Asi, el flujo total es proporcional al radio entre el angulo sélido bajo el cual la
fuente y la imagen son observados. Por tltimo, el aumento esta dado por

0 do

= 2.91
s dbs (2.91)

2.2.2. Curvas de rotacion

En un sistema estelar como la Via Lactea, la masa de casi todo el sistema estd concentrada en
las estrellas. Si se sabe cuanta materia hay, puede conocerse la fuerza gravitacional que ejercen todas
las estrellas sobre si mismas.

A fines de la década de 1970, Vera C. Rubin, W. Kent Ford, Jr. y Norbert Thonnard obtuvieron
las velocidades de rotacién de las estrellas alrededor de la galaxia, es decir, las curvas de rotacion de
10 galaxias espirales de diferentes tipos segin la clasificacién de Hubble.

Para que la galaxia esté en equilibrio con su rotacién, es decir, que las estrellas giren durante
mucho tiempo alrededor de la galaxia sin colisionar o ser lanzadas al exterior, se debe cumplir que
la fuerza gravitacional de todas estas estrellas sea igual a la fuerza centrifuga de su rotacion. Por
otro lado, para medir la velocidad a la que se mueven las estrellas, para saber su fuerza centrifuga,
Vera Rubin utilizé el corrimiento al rojo debido a su velocidad con respecto a nosotros. Comparé el
resultado de las velocidades obtenidas segin la fuerza gravitacional y el resultado observado con
el corrimiento al rojo, ambas observaciones tenian una marcada discrepancia entre si. Estrellas a
diferentes distancias del centro de la galaxia giran con la misma velocidad circular, siendo que la
distribucién de materia luminosa indica que ésta debe caer rapidamente entre méas alejada esté una
estrella del centro de la galaxia. Este ha sido uno de los mejores trabajos que dan gran evidencia de
la presencia de materia obscura en el Universo. [Matos, 2004]
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La dinamica Newtoniana implica que la velocidad dependa de la masa contenida dentro de la
orbita

2
M

vi(r) _ G 2(< r) (2.92)

r r

donde M(< r) = 4x [ p(r)r?dr. El brillo de la superficie de las galaxias espirales es bien ajustado

por una funcion que decrece exponencialmente como

I(r) = Iyexp (75%) (2.93)

donde el didmetro del disco, Ry, es la longitud caracteristica del orden de algunos kpc (4 kpc para
nuestra Galaxia, 6 kpc para M31, por ejemplo). Entonces, si las estrellas son la mayor contribucién
a la masa de la galaxia, es decir, si no hubiese materia no luminica, entonces M (< r) podria volverse
constante mas alld del disco 6ptico. Como resultado

1
)
T
En realidad, las curvas de rotacion, las cuales son particularmente bien medidas para galaxias
espirales, no reproducen este comportamiento. Las curvas de rotacién tienden hacia un valor no
asintético y que no desaparece en vy,. Si v — 0o, M(< r) o r a grandes distancias, lo cual indica

la existencia de materia no luminosa con el modelo del comportamiento de la densidad, p oc 1/7? a
grandes distancias del centro.

M(< r) — const., v(r) o r > Ry (2.94)

Descripcién de las curvas de rotacién.

La masa dindmica es la masa deducida de la observacién de las curvas de rotacion.
G N Myin (1) = 10%(r). (2.95)

La medida de la masa dinamica depende de las medidas de las velocidades de rotacién de las estrellas
en zonas exteriores del disco que a partir de su efecto Doppler se tiene acceso a la linea de vision de
la velocidad

Up = VUgq + Usent, (2.96)

donde 7 es la inclinacién del disco de la galaxia y vgq es la velocidad de la galaxia. Se obtiene el radio
desde el ultimo punto observado, 7,,4., en el cual la velocidad es llamada v, 0 Vso-

Sin embargo, no toda la masa dinamica esta en forma de materia obscura. Las observaciones de
las lineas moleculares de CO permiten la reconstruccion de la parte interna de la curva de rotacion
y la contribucién de gas en esta zona en la que domina. Las radio observaciones del gas HI, 2,
utilizando la linea de hidrégeno de 21 cm,'®, permite reconstruir la mayor parte del exterior, méds
alla del disco estelar, donde domina la materia obscura.

Es posible descomponer la curva de rotaciéon en una contribucién del disco estelar y el gas, y otra
de la materia obscura como

U2 - vl?a'rion + UQDMv (297)

donde la componente bariénica es descompuesta en si misma en

2
Ubarion

- Ujas + U?strellas' (298)

12Hidrégeno atémico neutro.
13Linea espectral del hidrégeno neutro en la zona de las microondas del espectro electromagnético.
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Cada una de esas velocidades esta relacionada con la contribucién de masa de su componente corres-
pondiente, donde la relacién es proporcionada por la ecuacién (2.92),

GNMX
r

vy : (2.99)
Dando la razén masa-luminosidad m. /L, de la poblacién estelar de la galaxia, es posible reconstruir
el perfil de la masa en el halo (ver figura 2.6) mediante la distincién entre la contribucién del gas, de
las estrellas y de la materia obscura en el halo. De hecho, del modelo de luminosidad, se define, para
galaxias espirales, una densidad de superficie por

2 =%, exp(—];d). (2.100)

El radio éptico, R, estd definido como el radio que contiene 80% de la energfa luminosa.
Esta relacionado con el radio del disco por R, ~ 3,2R,;. Se obtienen perfiles equivalentes para el
gas.

En conclusién, se observan dos importantes nociones de la masa: la masa dinamica, relacionada
con las curvas de rotacion, y la masa baridnica, que se asume, es proporcional a la masa luminica.
La tercer nocién de la masa a considerar, la cual es la masa M., que puede ser determinada por
las lentes. En el modelo estandar de materia obscura, aquellas masas satisfacen

Mbarion < MDM ~ Mdin ~ Mlente- (2101)

En galaxias elipticas, es posible comparar la masa luminica a través del brillo superficial con
la masa que se determina a partir del movimiento estelar, el cual se mide estadisticamente con la
dispersién de velocidades. En este trabajo se espera que el método de dispersion de velocidades
en galaxias elipticas, muestre un comportamiento similar a los modelos de masa que las curvas de
rotacién generan en galaxias espirales es decir, que la cantidad de masa luminosa sea constante
mas alla del radio efectivo de la galaxia, mientras que la cinemética muestre la existencia de mayor
cantidad de materia después de este radio.

2.2.3. Formacion de estructura

Si bien el modelo de Friedmann describe bien el Universo a gran escala, tiene el problema de
que a partir de él no se puede generar la estructura que vemos hoy. De manera local el Universo es
claramente inhomogéneo (ver Fig. 2.7). La estructura de filamentos y huecos caracteriza al Universo
observable. Un modelo cosmoldgico viable debe ser capaz de explicar esta estructura que vemos en
el Universo hoy.

El Universo contiene varias componentes (bariones, materia obscura, radiacién, etc.) y por ello,
en un modelo realista, es necesario estudiar la evolucién a las perturbaciones de las diferentes com-
ponentes que estan acopladas, al menos a través de la interaccién gravitacional. El tratamiento
totalmente formal tiene que ser relativista tomando una perturbacion a la métrica de Friedmann. De
este modo se encuentra el sistema de ecuaciones para las perturbaciones a las diferentes componentes
del Universo. La ecuacion fundamental es la ecuacién de Boltzmann, se escribe para las diferentes
componentes en un desarrollo perturbativo a primer orden y se resuelve el sistema de ecuaciones
resultantes. El resultado para un modelo cosmoldgico particular aparece en la figura (2.8).

Durante la época en que el fluido multicomponente estd dominado por la radiacién, las fluctua-
ciones crecen de acuerdo a la descripcion dada por el gas relativista pues la densidad de radiacion
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Figura 2.6: Curva de rotacién de la galaxia M33. Las observaciones (circulos sélidos con barras de
error) se comparan con un modelo del halo de materia obscura (linea sélida). Se representan las
contribuciones del halo (linea guiones y puntos), el disco estelar (guiones cortos) y del gas (guiones
largos). [Patrick and Uzan, 2009]

es muy alta y no puede ser compensada por la presion de radiacion, se tiene un modo inestable;
las fluctuaciones de densidad de materia obscura y bariénica siguen de cerca a la evolucién de las
fluctuaciones a la radiacién. Una vez que la densidad de materia (obscura y luminica) es del orden
de la densidad de energia, entonces la materia obscura se separa de la evolucién del fluido fotones-
bariones y evoluciona por su cuenta de una manera semejante a la evolucién de la perturbaciéon
bariénica descrita anteriormente para el modo inestable, pues la presiéon es cero en este caso. La
materia bariénica y la radiacién contintan acopladas, la radiacién sin embargo domina este fluido
de dos componentes pues estamos suponiendo en este caso que la mayor densidad de materia esta en
la materia obscura. La presion de radiacion es suficientemente grande para detener el crecimiento de
la perturbacion volviéndola estable y se tiene el fendémeno de oscilacion descrito previamente. Las
fluctuaciones de radiacién y materia oscilan mas o menos con una amplitud constante hasta la época
de desacople donde la materia se separa de la evolucién de la radiaciéon y cae rapidamente en los
pozos de potencial de la materia obscura, cuyo contraste de densidad en esta época es alrededor de
10 veces mayor a la amplitud de las fluctuaciones bariénicas, de modo que posterior a la época de la
CMB, las fluctuaciones de materia obscura y bariénica evolucionan juntas, siguiendo la dinamica de
la componente dominante, la obscura, hasta que los fenémenos fisicos no lineales se vuelven impor-
tantes. La radiacion sigue su evolucion por su parte después del desacople comportandose como un
fluido no colisional siguiendo el fenémeno de flujo libre. [Zavala Franco, 2007]
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Figura 2.7: Proyeccion de la distribucién de galaxias en el cielo como funcién de la ascension recta y
del corrimiento al rojo para las observaciones del proyecto 2dFGRS en el hemisferio norte galactico
(cono izquierdo) y en el hemisferio sur galdctico (cono derecho). Cerca de 250,000 galaxias conforman
la muestra. [Zavala Franco, 2007]

2.2.4. Anisotropias de la radiacién césmica de fondo.

Las primeras mediciones espaciales del CMB fueron realizadas por un satélite de la NASA, el
Explorador del Fondo Césmico o bien, Cosmic Background Explorer (COBE), el cual en 1992 con-
firmé por primera vez que la temperatura del CMB no era la misma en todo el cielo. Las medidas
indicaban que en las escalas angulares mayores que 10°, la temperatura del CMB variaba alrededor
de una parte en 100 000 del valor promedio de 2.73K.

En 2003, COBE fue sucedido por el satélite Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP),
el cual mejoré la claridad y nitidez de los mapas. Esto ayud6 a determinar algunas caracteristicas
importantes del Universo tales como su edad, y la cantidad de diferentes tipos de materia y energia
que contiene.

En 2009 la Agencia Europea Espacial lanzo el satélite Planck que actualmente se encuentra a
1.5 millones de kilémetros de la Tierra, ya que el calor de nuestro planeta, el Sol o la Luna podrian
interferir con sus instrumentos. Los detectores del Planck tienen suficiente sensibilidad para distinguir
variaciones de temperatura de unas pocas millonésimas de grados. Los principales objetivos de este
instrumento son: determinar las propiedades de gran escala del Universo con alta precision, realizar
pruebas de teorias de inflacién, investigar ondas gravitacionales primordiales, estudiar el origen de las
estructuras que podemos ver actualmente en el Universo, estudiar las galaxias incluyendo la nuestra
en el rango de las microondas (f ~ 300 MHz - 300 GHz).

La figura (2.9) muestra las simulaciones del modelo tedrico, representado por la linea roja, y las
observaciones de los satélites WMAP y PLANCK.
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Figura 2.8: Evolucién del contraste de densidad A = § para una fluctuacién cuya escala en masa
es M ~ 10" M., para las componentes de materia obscura fria dx, materia bariénica d,, y fotones
4. El modelo cosmolégico es con dominio de CDM px < ppm, Qom = 1y Hy = 50km s 'MPC™!.
[Patrick and Uzan, 2009]

La explicacion a este hecho es la siguiente, en la fase de gas caliente en el universo primigenio, las
variaciones de la densidad en pequenas escalas (< 1°) se propagarian al modo de ondas actsticas, las
cuales se producirian por el hecho de que los fotones de luz tienden a dispersar la materia, mientras que
ésta tira gravitatoriamente del entorno, produciéndose dos efectos contrapuestos: cuando la densidad
disminuye debido a la accion dispersora de los fotones, su presién pierde eficiencia y empieza a ganar
el tirén gravitatorio que vuelve a aumentar la densidad en un ciclo que se autoalimenta a si mismo
creando ondas actsticas.

Se ha observado al CMB como una esfera alrededor de nosotros. Un mapa del CMB puede ser

expandido con arménicos esféricos para extraer los coeficientes ag®®,

Oups(€) = Limal?sYi(e). (2.102)

La isotropia del Universo implica que la funcién de correlacion de dos puntos angulares de las
fluctuaciones de temperatura observadas, puede ser obtenida como un promedio en el cielo. Las fun-
ciones dependen solamente de cosf y por lo tanto pueden ser expandidas en polinomios de Legendre
como

1
Cops(6) - ¥,C¢% Py(cosb), (2.103)
™
entonces 1
obs obs |2
= . 2.104

2.2.5. Expansion acelerada.

El resultado cosmolégico mas notable desde el trabajo original de Hubble fue el descubrimiento
de que la expansion del universo no se esta desacelerando, sino acelerando. Esto se hizo esencialmen-
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Figura 2.9: Observaciones del CMB realizadas con los observatorios Planck (izq.) y WMAP (der.)
comparadas con simulaciones. [European Space Agency, 2014]

te haciendo un grafico de la distancia-luminosidad contra desplazamiento hacia el rojo, donde las
luminosidades se dan en magnitudes'#. Esto se conoce como el diagrama de magnitud-corrimiento al
rojo.

Dos equipos de astréonomos, llamados High-Z Supernova Search Team [Ries and Filippenko, 1998]
y el Supernova Cosmology Project [Perlmutter et al., 1999] respectivamente, usaron explosiones de
supernovas de Tipo Ia como candelas estandar hacia corrimientos al rojo de orden 1.5, Aunque hubo
una considerable dispersién entre los puntos de los datos, ambos equipos encontraron que el mejor

“Hiparco (100 a.C) fue uno de los primeros astrénomos en catalogar las estrellas que vio. Asigné una magnitud
aparente, m = 1, a las estrellas més brillantes, y m = 6 a las mds débiles. Valores de m mas chicos significan
estrellas mas brillantes. En la escala moderna, una diferencia de 5 magnitudes corresponde a un factor de 100 en brillo
(1mag = 100'/%). Las magnitudes aparentes de dos objetos estén relacionadas por my —m; = 2,5log,,(L1/Ls), donde
L es la luminosidad intrinseca (energia emitida por segundo). La magnitud absoluta es la magnitud aparente que
tendria una estrella si estuviera ubicada a una distancia de 10 pc de la tierra. De esta manera, a la cantidad m — M,
se le llama mdédulo de distancia, y es un indicador de estas unidades. [Arthur, 2012b]

I5E] pico de luminosidad de este tipo de estrellas estd relacionado con la rapidez de debilitamiento de su brillo. Al
aplicar esta correlacién, la luminosidad relativa puede determinarse denro de un intervalo de error del 10 al 20 %
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ajuste de los datos era un universo que se acelera y no disminuir la velocidad. Los datos del equipo
de High-Z se muestran en la figura (2.10).

El diagrama superior muestra el flujo (magnitud) de medicién para cada una de las supernovas
en la muestra, junto con las barras de error. La tendencia parece curva hacia arriba, lo que significa
que el alto corrimiento al rojo de las supernovas es mas débile que lo esperado. Esto sucederia si el
universo se acelera, ya que las supernovas simplemente estan mas lejos de lo esperado. Se muestran
tres ajustes posibles, y el mejor es el que contiene una constante cosmoldgica positiva, que, como
veremos a continuacién, es la forma mas sencilla de introducir a las ecuaciones de Einstein, y que es
posible ajustar a la aceleracion. El diagrama inferior muestra los mismos datos, pero se trazan solo
los residuos de un universo plano. Esta muestra mas claramente los datos a favor de la curva para el
universo en aceleracion.

Estos estudios fueron la primera evidencia fuerte para la aceleracién, pero por ahora hay varias
lineas de investigacién que conducen a la misma conclusién. Si la densidad de energia del universo
que ejerce la gravedad es atractiva, la expansion deberia estar disminuyendo. En cambio se acelera.
[Schutz, 2009]
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Figura 2.10: El cuadro superior muestra el diagrama de Hubble, distancia respecto al corrimiento al
rojo de las supernovas tipo Ia. Se obtiene el mejor ajuste de datos para un Universo en expansion
(Qy = 0,24, Q4 = 0,76). El cuadro inferior muestra la diferencia entre los datos y los modelos
Q= 0,20, 25 = 0,00. [Ries and Filippenko, 1998]
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2.3. Modelo ACDM.

La existencia de la materia obscura fue establecida por las observaciones en todos los niveles en
el universo. A fin de descifrar el contenido de la materia, el trabajo se ha dividido en dos partes.
Por un lado, se buscan las caracteristicas que la materia obscura debe tener y, por el otro, se han
desarrollado modelos mas alla del modelo estandar para encontrar particulas que pudieran tener las
caracteristicas necesarias para un buen candidato de materia obscura.

Se llama materia obscura fria a la materia que al dejar de interactuar con el resto de la materia, su
energia cinética ya no es muy alta, las velocidades de vibracién de sus particulas ya no son cercanas
a la velocidad de la luz y, por tanto, su contribucién cinética a la masa ya no es significativa. A esta
hipétesis se le conoce también como CDM (por su nombre en inglés: Cold Dark Matter).

Para poder comparar los modelos tedricos con las observaciones de los astrénomos se llevaron
a cabo simulaciones numéricas; es decir, en una supercomputadora se introduce la informacion de
las interacciones gravitacionales entre la materia y, usando un simulador de n-cuerpos, se corre el
programa y se ve como se desarrolla el sistema. Después de algunos meses, la simulaciéon se ve
como en la figura (2.11). El resultado se compara con los censos de galaxias que se han realizado
durante decenas de anos. Cuando se hicieron las primeras simulaciones con esta materia, colocando
su densidad igual que la densidad critica, se encontré que este sistema formaba demasiada estructura,
muchos mas cimulos de galaxias, galaxias, etc., de como se ve en el Universo. No fue sino hasta que
se colocé alrededor de 30 % de la densidad critica del Universo de esta materia, que coincidié maés o
menos con la formacién de estructura que se observa. Sin embargo, algo fallé. Cuando se utilizé 30 %
de la materia critica como materia obscura, el resultado fue que si se formaba la estructura observada a
grandes tamanos, pero entonces la pequena estructura no coincidia con la observada. Podia ajustarse
un parametro para obtener la cantidad de estructura observada en tamanos pequenos, pero entonces
la estructura a gran escala fallaba. Existen dos explicaciones.

La primera consiste en ajustar la estructura a escalas grandes y suponer que la materia obscura
no era tan fria, sino tibia. Sin embargo, la materia obscura tibia no permite la formacién de galaxias
hasta muy tarde. La segunda explicacion, es suponer que algo impedia la formacion de demasiada
estructura a pequena escala, dado que el universo esta en expansiéon, la expansién es un inhibidor
de la formacion de estructura. Sin embargo, la expansion no basta para inhibir lo suficiente a la
estructura a pequena escala para obtener la estructura observada. Pero si el Universo se estuviera
expandiendo, cada vez mas rapido, entonces si podria ser suficiente. Asi, si hubo una gran explosion
que lanzo toda la materia en todas las direcciones, esta materia, debido a su fuerza gravitacional, se
estd frenando poco a poco.

Lo que hay que suponer es que existe algiin tipo de materia extrana que acelera la expansién del
Universo, es decir, algin tipo de materia antigravitacional. Si el Universo se expande aceleradamente,
esto impide la formacion de estructura y ajusta muy bien los calculos hechos con el esquema que se
propone y las observaciones en el Universo. Para darle un nombre, se suele llamar a esta materia
desconocida, energia obscura. Esto implica que se tienen dos tipos de materia desconocida, la materia
obscura, que es atractiva y causante de la estructura a gran escala del Universo. Y ahora la energia
obscura, que es repulsiva con la materia y la causante de una aparente expansion acelerada del
Universo. Notemos que ambas materias desconocidas son eso, materia. El nombre de 'energia obscura’,
es solo un nombre. En la actualidad, el mas popular de estos modelos del universo es el llamado
Lambda Cold Dark Matter (Lambda-CDM, o A-CDM), que consiste en un modelo de materia obscura
fria mas una constante cosmoldgica.

Durante los anos noventa se llevaron a cabo detalladas investigaciones analiticas y numéricas para
poder justificar esta hipotesis. Se ha mostrado que la presencia de materia obscura fria en el Universo
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temprano influirfa en la forma y estructura de muchos tipos de galaxias. Mas explicitamente, Julio
Navarro y Carlos Frenk, asi como Simon White, han mostrado numéricamente que las agrupaciones en
las grandes escalas en un Universo dominado por materia obscura fria, en un 25 %, més la constante
cosmoldgica en un 70 %, combina bien con muchas de las caracteristicas observadas actualmente en
esas escalas. Desde el punto de vista tedrico, la combinacion de materia obscura fria con una constante
cosmolégica como energia obscura ha tenido un gran éxito cuando se le compara con los censos de
galaxias y cumulos de galaxias que se tienen. Casi todas las observaciones y pruebas a las que se ha
confrontado el modelo de ACDM, han sido pasadas con éxito. Asimismo, la hipdtesis de la materia
obscura fria ha forjado un fuerte vinculo entre la fisica de particulas y la cosmologia, debido a que
los cosmélogos buscan alguna forma de materia obscura fria, mientras los fisicos de altas energias
proponen independientemente la posible existencia de nuevas y exéticas particulas dentro del marco
de varias teorias unificadoras.

Figura 2.11: Resultado de una simulacién numérica elaborada con el Gadget Supercomputing Consor-
tium usando computadoras del Computing Centre de la Max-Planck Gellschaft, Garching, Alemania.
(http://www.mpa-garching.mpg.de/gadget/)

2.3.1. Constante cosmoldgica.

Cuando Einstein formulé las ecuaciones de relatividad general en 1915, la expansion del universo
no habia sido descubierta, entonces no existia la idea de que el universo estuviera en un estado
dindmico. Fue natural para Einstein buscar una ecuacién estatica para sus ecuaciones cosmoldgicas.
Einstein modificé sus ecuaciones agregando el llamado "término cosmoldgico’ a su ecuacién, ec. (2.21),
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como sigue:

Rﬁl/ - ;gﬁuR - Agﬁu = 87]-6;7—151/ (2105)
donde A es la constante cosmoldgica. La ecuacién (2.105) representa la modificacién més general
posible a las ecuaciones de Einstein que también satisface la condicién de que T}, sea el tensor
construido a partir de la métrica g, y su primer y segunda derivada, y, es lineal en la segunda
derivada. esta modificacion no cambia el cardcter covariante de las ecuaciones, ademas de no alterar
la condicién de continuidad, (ec. 2.24). La restriccion més fuerte que se puede poner sobre A a partir
de las observaciones, es que ésta debe ser lo suficientemente pequena, tal que no cambie las leyes del
movimiento planetario, que se sabe esta bien descrito por (ec. 2.21).

El valor de A para el cual el universo es estatico es

ArGu

5 -

Ap =

2.106
. (2.106)
El modelo que se describe con Ag es llamado universo de Finstein. Este universo es estatico (pero
desafortunadamente, inestable), tiene curvatura positiva y radio de curvatura

C

e
ETRE T UnGu)e

(2.107)

Después de descubrir la expansion del universo, a finales de los 1920s, no habia ninguna razén
para buscar soluciones estaticas para las ecuaciones de campo. Einstein consideraba el término A
como el mayor error que habia cometido en su vida. Desde entonces, sin embargo, ha sido un tema
de mucho interés y estudio serio tanto por razones conceptuales como de observacion. Existen dos
modelos especialmente importantes que implica la constante cosmoldgica.

El universo de de Sitter (de Sitter 1917) es un modelo cosmolégico en el cual el universo esta vacio
(p=0; u=0) yes plano (k = 0). En el universo vacio de de Sitter, particulas de prueba se mueven
alejandose una de otra debido al efecto repulsivo gravitacional de la constante cosmoldgica positiva.
Este modelo fue solamente de interés histérico hasta hace 20 anos o més. En anos recientes, sin
embargo, éste ha sido el mayor componente de modelos inflacionarios del universo.

En el modelo de Lemaitre (1927), el universo tiene una curvatura espacial positiva (k = 1). El
parametro de expansion en este caso siempre incrementa, pero hay un periodo en el que permanece
practicamente constante. Este modelo fue creado alrededor de 1970 para explicar la aparente concen-
tracion de quasares en un corrimiento al rojo z ~ 2. Datos posteriores, sin embargo, han mostrado
que esta no es la explicacion de la evolucién de corrimiento al rojo de los quésares, por lo que este
modelo es sélo de interés histérico. [Coles and Lucchin, 2002

Modelo de Friedmann

Si suponemos que la materia en el Universo corresponde a un fluido perfecto, es decir, que tiene
asociado un tensor de energia-momento: Ty, = (p + p)uqtsy + Pgap, donde la densidad p y la presién
p dependen solamente del tiempo, consecuencia del principio cosmoldgico, u, es la cuadrivelocidad
del fluido, entonces, las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica resultan en las llamadas
ecuaciones de Friedmann: )

a
= | = ——+ + 2.108
(a) a? 3 3 ( )
e

a A
—= —— 3 = 2.109
e &AL (2:109)

kE 8tGp A
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Para resolverlas se necesita una ecuacion extra que esta dada por la ecuacién de estado para el fluido
perfecto, p = wp. Para la materia ordinaria y obscura, las velocidades aleatorias de sus componentes
son muy pequenas, puede entonces modelarse al fluido como polvo, p,,, ~ 0. Para radiacién (fotones),

la ecuacién de estado es p, = p,/3. Suponiendo que es un fluido con presiones negativas, la ecuacién

de estado para la constante cosmoldgica es py = —py, y entonces, A = 81Gpy.

Al definir la densidad de materia en términos de la densidad critica, p,, = Qnpe = QO (7)3H?(7) /870G,

donde H es el pardmetro de Hubble, definido como H = a/a, las ecuaciones de Friedmann, la cons-
tante de curvatura espacial, k, puede escribirse como:

1A
k:H§GLW—1+§Eﬁ) (2.110)
0

donde Hj es el parametro de Hubble al dia de hoy y €1, es el valor de la densidad de materia en
unidades de la densidad critica de hoy. De la ecuacién (2.110) para k se tiene una condicién para
separar la geometria del Universo: cerrado, A/Hg > 3(1—Qq,), plano, A/HZ = 3(1—,,) o abierto,
AJHZ < 3(1 — Qo). (Figura 2.12)

Usando la definicién de €2, y sustituyendo la ecuacién (2.110) en (2.108) obtenemos:

1 /a\? l1—a 1A [a2—1 1
(2} = el = 2.111
i (o) =000 () v (") )

La ecuacion (2.111) puede ser integrada para obtener la evolucién del factor de escala en funcién del
tiempo cosmoldgico. [Zavala Franco, 2007]
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Figura 2.12: Restricciones del estudio de las suernovas tipo Ia a los pardmetros de densidad (omegas).
La linea que se extiende desde la parte superior izquierda a la inferior derecha corresponde a un
universo plano. El punto con Q) = 1y Q25 = 0 se descarta con alta confianza. [Dodelson, 2003]
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2.3.2. Naturaleza de la materia obscura.

No se tiene certeza de la naturaleza de la materia obscura, por lo que se ha descrito como particula,
fluido y campo escalar. En el desarrollo de este trabajo se considerard como particula. A continuacion
veamos el argumento de estas formas de materia.

Materia obscura como fluido

Una gran cantidad de sistemas fisicos macroscopicos, incluyendo al Universo, pueden considerarse
como un fluido perfecto aproximadamente. Un fluido perfecto es definido como aquel que tiene en
cada punto una velocidad v, tal que, un observador que se mueve a esa misma velocidad ve el fluido
alrededor de si como isotropico. Este es el caso si el camino libre medio entre colisiones es pequeno
comparado con la escala de longitudes usadas por el observador. Podemos ver esta definicion en
términos del tensor de energia-momento.

7% = pi*® + (p + p)uu”, (2.112)

con u® la velocidad del cuadrivector del fluido, u® = (1 — v?)~"2 u = vu’, los coeficientes p y y, la
presion y la densidad de energia propia, respectivamente. Estas cantidades son medidas en el instante
por un observador en el marco inercial que se mueve con el fluido y que por lo tanto son escalares.
Asi, la ecuacion (2.112) representa el tensor de energia-momento de un fluido perfecto en ausencia
de gravitacion. Luego, el tensor contravariante que se reduce a (2.112) en ausencia de gravitacion es

TBV — pgﬂl’ + (p + ,u)uﬂu”, (2113)

donde u” es el valor local de dz” /dT para un elemento de fluido comévil, La condicién de conservacién
de energia-momento nos dan la ecuaciones hidrodinamicas

0 0
0~ TP = 8—pgﬁ” g_1/28—gl/2(p + pyulu” + T, (p + p)uu. (2.114)
I xl/ xV
El dltimo término representa la fuerza gravitacional en el sistema. Note que en ausencia de gravitacién
Nap = u®u® = —1, entonces en presencia de gravitacién debemos tener
G = uHu” = —1. (2.115)

Materia obscura como campo escalar

El tensor que describe a la materia como campo escalar es:

C4

1
T = —— (®,8, + =g, (5. + V(D)) ), 2.11
= oo (22 Jaul@a07 + V@))) 2116

donde V() es el potencial escalar. Al calcular la divergencia de este tensor se llega a la ecuacién de

Klein-Gordon: iV
aé — — =0. (2.117)

do

que es la ecuacion de una onda. La relatividad general describe a las ondas gravitacionales como
ondulaciones en la curvatura del espacio-tiempo, las cuales se propagan a la velocidad de la luz.
Como el agua en el océano, el concepto de onda gravitacional requiere la idealizacién de un fondo
suave no perturbado sobre el cual las ondas se propagan. Sin embargo, a diferencia del agua, las ondas
no son movimientos de un medio material, son ondulaciones fabricadas por el mismo espacio-tiempo.

Una vez que las ondas dejan su fuente, que permanecen generalmente en regiones donde sus
longitudes de onda, A, son muy pequenas a comparacién del radio de curvatura, R, del fondo de
espacio-tiempo a través del que se propagan.
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Materia obscura como particula

Podemos estimar la materia barionica total del Universo a través del estudio de la ntcleo-sintesis
cosmoldgica. Esto se hace conectando las observaciones de la razén entre helio e hidrégeno (He/H) del
Universo actual con la cantidad de materia bariénica presente durante fase caliente, cuando la mayor
parte del helio fue producida. La cantidad de bariones es poca para explicar toda la materia obscura.
Ademas, los bariones son incapaces de manejar la formacién de una galaxia ya que tardan demasiado
en desacoplarse en fotones, y las inestabilidades gravitacionales no tienen suficiente tiempo de crecer.

Considerando a la materia obscura como particula, un buen modelo debe cumplir las siguientes
caracteristicas:

1. No debe ser baridnica. Las razones de esto vienen de la nucleosintesis del Big Bang (BBN), los
limites de la radiacién de fondo césmica (CMB) y de su formacién de estructura.

2. Estable. Protegida por un nimero cuantico conservado.

3. Sin carga ni color. Si la materia obscura no fuera eléctricamente neutra podria dispersar luz
y no seria obscura. Si tiene color puede ceder a interacciones fuertes. En otros términos, debe
tener interaccion débil.

4. La abundancia de este fragmento debe ser compatible con observaciones, y fria.

En el desarrollo de este trabajo se consideraré a la materia obscura como particula, la ecuacion que
la describe es la ecuacién de Boltzmann sin colisiones (o ecuacion de Vlasov), la cual se discutird en
el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Ecuacion de Vlasov y dispersion de
velocidades.

Para la mayoria de los propdsitos podemos tratar la fuerza gravitacional sobre una estrella como
el resultado de una densidad de distribucion suave, en lugar de una colecciéon de masas puntuales.

La diferencia fundamental entre las galaxias y los sistemas que son normalmente tratados con
mecanica estadistica, tal como moléculas en una caja, reside en la naturaleza de las fuerzas que
actuan entre las particulas constituyentes. La interaccion entre dos moléculas es de rango corto: la
fuerza es corta a menos que las moléculas estén muy cercanas para capturar a la otra, cuando esto se
convierte en fuertemente repulsiva. En contraste, la fuerza gravitacional que actiia entre las estrellas
de una galaxia, es de largo alcance.

Este capitulo inicia definiendo los conceptos fundamentales de probabilidad tales como valores
medios (o valor esperado), dispersién y momentos, asi como las relaciones elementales entre proba-
bilidades y la definiciéon de distribucién de probabilidad.

En el sentido gravitacional, una colisién se define como una desviacion significativa de la trayecto-
ria estelar, por lo que la evolucién temporal de la funcién de distribucion de la ecuacién de Boltzmann
es nula, por lo que a esta ecuacién se le llama ecuacion sin colisiones de Boltzmann o ecuacién de
Vlasov. Con los conceptos de probabilidad en la segunda seccion del capitulo se desarrolla la ecuacion
de Vlasov, que determina el nimero de particulas en un espacio de seis dimensiones (posiciones y ve-
locidades) sin colisiones entre particulas. Luego, a partir de ciertas hip6tesis, se encuentra la ecuacion
de Jeans, que relaciona las cantidades observacionales accesibles con la dindmica estelar, concluyendo
con la ecuacién de masa en funcion de la distancia, determinada por la dispersion de velocidades y
la densidad de probabilidad, que son parametros que se determinan midiéndo el movimiento estelar.

3.1. Probabilidad.

Los fundamentos de la teoria de la probabilidad fueron establecidos por los matematicos Pierre
de Fermat (1601-1665) y Blaise Pascal (1623-1662). El primer libro de texto de probabilidad fue
escrito por el aleman Christian Huygens (1629-1695) en 1657, quien la aplic a trabajos de la es-
peranza de vida. Se pensaba que la probabilidad era ttil solamente para la determinacion de los
posibles resultados de fenémenos de los que se carecia completamente de conocimiento. Se suponia
que si es posible conocer los movimientos de todas las particulas en el nivel microscépico, se podria
determinar todos los resultados con precision. En el siglo XX, con el descubrimiento de la teoria
cuantica, se comprendié que, a nivel microscépico, los resultados son puramente probabilisticos.

41



42 CAPITULO 3. ECUACION DE VLASOV Y DISPERSION DE VELOCIDADES.

[Blundell and Blundell, 2006]

La probabilidad ha tenido un gran impacto en la fisica, debido al interés en sistemas que se
componen por una gran cantidad de particulas, por lo que las predicciones estan basadas en resultados
probabilisticos con el objetivo de ser lo suficientemente precisos para la mayoria de los propdsitos.

La probabilidad de ocurrencia de algin evento particular, tomado de algin conjunto finito de
eventos posibles, es cero si el evento es imposible, uno si el evento es seguro, y toma algiin valor
entre el cero y el uno si el evento es posible pero no tan certero. En esta seccion, se describen los
conceptos de valor medio, varianza y dispersiéon de probabilidad, asi como la definiciéon de funcion
de distribucién, con el objetivo de una mejor comprension de los cdlculos que se realizardan para
encontrar la masa dindmica de galaxias elipticas. [Reif, 1993]

3.1.1. Conjuntos estadisticos.

Consideremos un sistema A en el que podemos realizar observaciones o experimentos. En muchos
casos el resultado determinado que resulta de la realizacion de un simple experimento no puede
predecirse con certidumbre, por ser intrinsecamente imposible o porque la informacién disponible
acerca del sistema es insuficiente para permitir esta prediccion tnica. Aunque no se puede afirmar
nada sobre un experimento aislado, es posible sin embargo, hacer algunas indicaciones significativas
sobre los resultados de un gran numero de experimentos analogos. Asi llegamos a una descripcion
estadistica del sistema, es decir, a una descripcion expresada en probabilidades.

En lugar de enfocar nuestra atencién sobre el sistema aislado A de interés, contemplemos un
conjunto compuesto por un nimero muy grande N de sistemas ’semejantes’, son semejantes en el
sentido de que cada sistema satisface las mismas condiciones que satisface el sistema A. Los dispon-
dremos de modo que podamos enumerar de algin modo conveniente todos los resultados posibles
mutuamente excluyentes del experimento. Senalamos mediante una r un resultado determinado del
experimento y suponemos que existen, entre los A sistemas del conjunto, N, sistemas que presentan
este resultado. Entonces la fraccién

P, = A (endonde N' — o0) (3.1)
N
se denomina probabilidad de ocurrencia del resultado r.

Aunque el resultado del experimento en un sistema solo no puede predecirse, la misiéon de una
teoria estadistica, es entonces la de predecir la probabilidad de que se presente cada uno de los
resultados posibles del experimento.

Se utiliza la palabra suceso para designar el resultado de un experimento o de una observacién.

Se dice que un conjunto estadistico de sistemas es independiente del tiempo si el nimero de
sistemas que presentan un suceso cualquiera es el mismo en todo momento, o de modo equivalente, si
la probabilidad de que se verifique un suceso particular en este conjunto es independiente del tiempo.
La descripcion estadistica proporciona, pues, una definicién de equilibrio muy clara: Se dice que un
sistema macroscépico estd en equilibrio si un conjunto estadistico de este sistema es independiente
del tiempo.

Si el valor de un suceso varia al repetir el muestreo, a este tipo de sucesos se les conoce como
variable aleatoria. Una variable aleatoria es una funcién cuyos valores son nimeros reales, definida
en un espacio muestral.

La funcion de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria es una funcién que asigna
a cada suceso definido sobre la variable aleatoria la probabilidad de que dicho suceso ocurra y
esta definida sobre el conjunto de todos los sucesos. [Reif, 1993]
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3.1.2. Relaciones elementales entre probabilidades.

Las probabilidades satisfacen algunas relaciones sencillas que son casi evidentes por si mismas,
pero muy importantes.

Supongamos que los experimentos realizados sobre un determinado sistema A pueden conducir a
uno de « resultados posibles mutuamente excluyentes. Senalemos cada resultado o suceso mediante
un subindice r que puede indicar cualquiera de los o niimeros r =1, 2, 3,... 0 a. En un conjunto de
sistemas semejantes, N; de ellos presentardn el suceso 1, Ny de ellos el suceso 2,... y N, el suceso a.
Como estos « sucesos son mutuamente excluyentes y se agotan todas las posibilidades se deduce que

MANo+ AN, =N (3.2)
dividiendo por A esta expresién se reduce a
P+P+..+P, =1 (3.3)

en donde P, = N, /N designa la probabilidad de que se presente el suceso r de acuerdo con la
definicién (3.1). La relacién (3.3), que establece simplemente que la suma de todas las probabilidades
es igual a la unidad, se denomina condicién de normalizacién para las probabilidades. Empleando el
simbolo sumatorio, ¥, esta relacién puede escribirse también como

e Po=1 (3.4)

Sean N, sistemas en el conjunto que presentan el suceso r y N, que presentan el suceso s. Por
tanto, existen (N, + N;) que presentan o bien el suceso r o bien el suceso s. En correspondencia, la
probabilidad P(ros) de presencia de cualquiera de ambos, el suceso r o s viene dada simplemente

por
Plros) N;N (3.5)
de modo que
P(ros) = P. + Ps (3.6)

Probabilidades compuestas.

Supongamos que el sistema en consideracion puede presentar dos tipos diferentes de sucesos,
por ejemplo « sucesos posibles del tipo senalado con una r (en donde el indice r =1, 2, 3,....a) y
B sucesos posibles del tipo sefialado con una s (en donde el indice s =1, 2, 3, ..., §). Llamaremos
P, la probabilidad de que se presenten conjuntamente ambos sucesos, el r y el s. Es decir, en un
conjunto compuesto por un gran nimero N de sistemas andlogos, N,, de ellos estan caracterizados
por la presencia conjunta de un suceso r del primer tipo y a la vez un suceso s del segundo. Entonces
P, = N,s/N . Llamaremos P, a la probabilidad de que se presente un suceso r (independientemente
de que se presenten o no sucesos del tipo s). De modo semejante llamaremos, P, a la probabilidad
de que se presente un suceso s (independientemente de la presencia de un suceso de tipo r).

Un caso especial es aquel en que la probabilidad de que se verifique un suceso de tipo s no se ve
afectada por la presencia o ausencia de un suceso de tipo r. Se dice entonces que los sucesos de tipo
r y s son estadisticamente independientes o no correlacionados. Consideremos ahora en el conjunto
los N, sistemas que presentan un suceso particular cualquiera r. Independientemente del valor de
r, una fraccién s de ellos presentard también el suceso s. Asi pues, el nimero N, de sistemas que
presentan conjuntamente r y s es simplemente
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En correspondencia, la probabilidad compuesta de que se presenten ambos, r y s, viene dada por

N NP,
TN N

De aqui que si los sucesos r y s son estadisticamente independientes,

P,

~ PP, (3.8)

P, = PP, (3.9)

Obsérvese que el resultado de la ecuacién (3.9) no es cierto si los sucesos 7 y s no son estadisti-
camente independientes. La relacion (3.9) puede generalizarse inmediatamente, la probabilidad com-
puesta de mas de dos sucesos estadisticamente independientes es el producto de sus probabilidades
respectivas. [Reif, 1993]

3.1.3. Valores medios.

Supdngase que una variable u de algtin sistema puede tomar cualquiera de los o valores posibles
Uy, U, ..., Ug (3.10)

con probabilidades respectivas
P17 P27"'7Pa (311)

Esto significa que, en un conjunto de N sistemas semejantes (en donde N — oo), la variable u
toma el valor particular u, en un nimero N, = NP, de dichos sistemas.

Las probabilidades P, para todos los a valores posibles de u, constituye la descripcién estadistica
mas completa del sistema. Es conveniente definir pardmetros que caracterizan de un modo menos
detallado la distribucion de los posibles valores de u en el conjunto. Estos parametros son ciertos
valores medios. El valor medio de u en el conjunto se define multiplicando u, por el nimero N, de
sistemas para todos los a valores posibles de la variable v y dividiendo entonces esta suma por el
nimero total N de sistemas en el conjunto. El valor medio de u (o media del conjunto de u), que
llamaremos F(u) viene definido asi por’ [Mendenhall et al., 1989)

Mul —|—N2U2 + .. +Naua o E?:lj\/;“ur

N N
Pero como N, /N = P, es la probabilidad de que se presente el valor u,, la definicién (3.12) se reduce
a

E(u) = (3.12)

E(u) =X Pu, (3.13)

De modo semejante, si f(u) es una funcién cualquiera de u, el valor medio (media del conjunto
o valor esperado) de f se define por la expresién

E[f(u)] = 5%, P, f (u,) (3.14)

A la media del conjunto se le puede denotar como F(u) = pu, ya que se estd considerando que
P, es una caracterizacién exacta de la distribucion de frecuencias de la poblacién. Esta definicion
implica que los valores medios tienen algunas propiedades muy sencillas. Por ejemplo, si f(u) y g(u)
son dos funciones de u,

Elf (ur) + g(ur)] = B2, Bl f (ur) + g(ur)] = 372, P f (ur) + 572, Prg(ur) (3.15)

IExisten notaciones distintas para el valor esperado: E(x) = (x). En esta seccién quedan mas claras las demostra-
ciones utilizando la notacién E(x), sin embargo en las siguientes secciones se utilizard la notacién (z).
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Elf(ur) + g(ur)] = E[f (ur)] + Elg(ur)] (3.16)

Este resultado muestra que el valor medio de una suma de términos es igual a la suma de los
valores medios de estos términos. De modo semejante si ¢ es una constante

Elcf(u,)] = 02 Prlef (uy)] = X7, P f(u,) (3.17)

Elef(u)] = cE[f (ur)]. (3.18)

Si f(u,) = 1, la relacién (3.18) equivale a la afirmacién obvia de que el valor medio de una
constante es simplemente igual a dicha constante.

Dispersion.

Supongamos que una variable u toma sus valores posibles u, con las probabilidades respectivas
P.. Algunas caracteristicas generales de la funcién de distribucién de probabilidad pueden obtenerse
entonces mediante el empleo de ciertos parametros de interés. Uno de ellos es el mismo valor medio
de u, E(u), definida en (3.13). Este parametro indica el valor central de u alrededor del cual se
distribuyen los diversos valores u,. Puede ser conveniente entonces medir los valores posibles de E(u)
respecto a su valor medio escribiendo

Au=u—Elu)=u—p (3.19)

en donde Awu es la desviacién de u respecto al valor medio ;1 = E(u). El valor medio de esta desviacion
se anula. Utilizando la propiedad (3.16),

E[Au] = Elu— E(u)] = E(u) — E[E(u)] =0 (3.20)

Como el valor medio de Au no proporciona por si mismo esta medida, puesto que Au es, en valor
medio, tantas veces positivo como negativo de modo que su valor medio se anula de acuerdo con
(3.20). Entonces el parametro que mide la amplitud con que se extienden todos los valores posibles
de u al rededor de su valor medio F(u) es la cantidad (Au)? que no puede ser negativa. Su valor
medio definido por

V(u) = E[(Au)?] = 2%, P.(Au,)? = 32, Pr(u, — E(u))?, (3.21)
o bien,
V(u) = El(u—p)7], (3.22)

se denomina dispersion (o varianza) de u y tampoco puede ser negativo, puesto que cada término de
la suma (3.21) es no-negativo. Asi pues,

E[(Au)?] > 0. (3.23)

La dispersion solo puede anularse si todos los valores de u son iguales a p; y aumenta progre-
sivamente cuando estos valores tienen una apreciable probabilidad de presentarse lejos de F(u). La
dispersién, por lo tanto, proporciona una medida conveniente del orden de la reparticion de los valores
adquiridos por u.
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La dispersién, V(u), es una magnitud que tiene las dimensiones del cuadrado de u. Una medida
lineal de la reparticién de los valores posibles de u viene dada por la raiz cuadrada de la dispersion,

es decir por la magnitud
o = VEBuP)], (3.24)

que tiene las mismas dimensiones que u y que se denomina desviacién estandar de u. Los valores
de u que aparezcan con una probabilidad apreciable alejados de E(u) tendran una contribucién
importante en ¢. La mayoria de los valores de u deben presentarse por tanto dentro de un intervalo
del orden de alrededor de su valor medio o. [Mendenhall et al., 1989] [Reif, 1993]

Utilizando las propiedades (3.16) y (3.18) de los valores medios, se puede demostrar que
[Mendenhall et al., 1989]V (u) = 0 = E[(u — p)?] = E(u®) — p*. (3.25)

Veamos:
0% = E[(u—p)?] = B[’ — 2pu + pi*] = E(u®) — 2E[up] + B[] (3.26)

Tomando en cuenta que p es constante, y aplicando las propiedades (3.16) y (3.18), se obtiene
0 = B(u?) — 2uE(u) + u? (3.27)

Pero = E(u), por lo tanto
o’ = B(u?) — u? (3.28)

Momentos.

Los pardametros o y p son medidas numéricas descriptivas, que localizan el centro y describen
la dispersién de P(u), pero no proporcionan una descripcién tnica de la distribucién. Muchas dis-
tribuciones poseen las mismas medias y las mismas desviaciones estandar. Por consiguiente se debe
considerar un conjunto de medidas numéricas descriptivas que, bajo condiciones generales, determi-
nan una manera unica de P(u).

Se define el i—ésimo momento de una variable aleatoria u respecto al origen, por E(u') y se
denota por yf. En particular, el primer momento respecto al origen es E(u') = pj = p y el segundo,
why = E(u?) es utilizado en (3.25) para encontrar o2

Un segundo momento 1util de una variable aleatoria se toma respecto a su media. Se define el
1—ésimo momento de una variable aleatoria con respecto a su media, o el i—ésimo momento central
de u, como E[(u — p)Y] y se denota como ;. En particular, 0% = 2.

Una tercera definicién es la funcion generadora de momentos para una variable aleatoria que,
en un sentido figurativo, contiene todos los momentos de una variable aleatoria en una expresion
simple. La funcién generadora de momentos se define como m(t) = E(e'). Se dice que una funcién
generadora de momentos para u existe cuando hay una constante positiva b tal que m(t) es finita
para |t| < b.

La funcion generadora de momentos posee dos aplicaciones importantes. En primer lugar es posi-
ble calcular cualquier momento de u, si se puede encontrar E(e'). La segunda y principal aplicacién
de esta funcion, es la demostracion de que una variable aleatoria tiene una distribuciéon de probabi-
lidad particular P(u). Es decir, es imposible que variables aleatorias con diferentes distribuciones de
probabilidad tengan la misma funcién generadora de momentos. [Reif, 1993]



3.1. PROBABILIDAD. 47

3.1.4. Distribuciones continuas de probabilidad.

Existen muchos problemas en los que una variable, u, es intrinsecamente continua. u puede
adquirir cualquier valor en el dominio a; < u < ay. (Este dominio puede ser de extensién infinita, es
decir, a; — 00 0 ag — 00 0 ambos). Podemos enfocar nuestra atencién sobre un intervalo infinitesimal
u y u + du y considerar la probabilidad de que la variable esté en dicho intervalo. Cuando du es
suficientemente pequeno, esta probabilidad debe ser nuevamente proporcional a du, de modo que
puede escribirse en la forma P(u)du, en donde la magnitud P(u) es una densidad de probabilidad
independiente de tamano du.

Las condiciones sobre probabilidades en que interviene una variable u pueden reducirse facilmente
al caso mas sencillo en que los valores posibles de las variables son discretos y pueden, por lo tanto,
contarse. Es necesario unicamente subdividir al dominio de los posibles valores de u en intervalos
iguales arbitrariamente pequenios de tamano fijo du. Cada uno de estos intervalos puede entonces
designarse por u, y por la probabilidad de que u esté comprendida en este intervalo por P. o P(u). Este
procedimiento nos permite tratar con un conjunto enumerable de valores de la variable u, cada uno
de los cuales corresponde a uno de los intervalos infinitesimales » =1, 2, 3,... También resulta evidente
que las relaciones en que intervienen probabilidades de variables discretas permanecen igualmente
vélidas para las probabilidades de variables continuas. Por ejemplo las propiedades (3.16) y (3.18)
de los valores medios son también aplicables si u es una variable continua.

Las sumas que intervienen al calcular las condiciones de normalizacion o los valores medios pueden
expresarse como integrales si la variable es continua. Por ejemplo, la condiciéon de normalizacion
afirma que la suma de las probabilidades extendidas a todos los valores posibles de la variable deben
ser iguales a la unidad; en simbolos,

Y. P(u) =1 (3.29)

Sin embargo, si la variable es continua, se puede sumar primero en todos los intervalos discretos
r para los que u, estd comprendida en el intervalo u y u 4 du; esto nos da la probabilidad P(u)du
de que la variable caiga en este intervalo. Se puede completar entonces la suma (3.29) sumando
(integrando) todos los posibles intervalos du. Asi pues, (3.29) es equivalente a

a2

/P(u) du=1 (3.30)

al

que expresa la condicién de normalizacién en funcién de la densidad de probabilidad P(u). Andloga-
mente, la definicién general de (3.14) de valor medio de una funcién f(u) de variables discretas viene
dada por

E[f(w)] = 5. P(u,) f(ur) (3.31)
En una descripciéon continua se pueden nuevamente sumar todos los intervalos r en los que u, esta
en el intervalo entre u y u + du; esto contribuye a una suma en una cantidad P(u)du f(u). Se
puede entonces completar la misma suma integrando todos los intervalos posibles du. De aqui que la
ecuacion (3.31) sea equivalente a la relacién

Elf(w] = [ P(w) fu)du 332

La densidad de probabilidad, P(u), puede llegar a ser infinita para ciertos valores de u. Esto no
supone ninguna dificultad, en tanto que cualquier integral, fccf P(u)du (que da la probabilidad de
que el valor u esté en un intervalo arbitrario entre ¢; y ¢3), permanezca finita.
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3.2. Teoria cinética

Una colision, en el sentido gravitacional, es definida como una desviacion significativa de la
trayectoria estelar durante el encuentro. El tiempo de ’colision’ entre estrellas, también conocido
como tiempo de relajacién, se define como el tiempo después del cual los encuentros gravitacionales
entre estrellas (de dos en dos) comienzan a perturbar las trayectorias; o, si se quiere cuantificar esta
perturbacion, es el tiempo en el que la acumulacién de la variacion de energia dE en encuentros de
dos cuerpos es igual a la energia de una sola estrella. El tiempo de relajacion se puede evaluar como

Tretae = V?° /8mnG*m? log(R/b) (3.33)

donde V es la velocidad relativa entre las estrellas, n el nimero de estrellas por unidad de volumen,
m la masa media de una estrella, R el radio total de la galaxia, y b el parametro de impacto minimo
durante el encuentro entre las dos estrellas. Respecto al tiempo de cruce, t., que es el que le toma
a una estrella cruzar la galaxia (t. =& R/V), el tiempo de relajacién varia aproximadamente como
0.2(N/log N)t., si N es el total del nimero de estrellas en el sistema. Asi, ¢, para una galaxia es
tipicamente del orden de una centésima de la edad del universo, que es, 10® afios,?, y el tiempo
de relajacién es de alrededor 10'7 afios, muy por encima de la edad del universo. Por lo tanto, las
colisiones no son importantes para las estrellas en una galaxia.

Las estrellas forman un medio sin colisiones porque, paraddjicamente, su nimero N es muy
grande. Durante el movimiento de una estrella, ésta es sometida al potencial medio creado por las
estrellas distantes sobre el cual estan superpuestas las fluctuaciones debidas a las estrellas vecinas.
La importancia de estas fluctuaciones es minima, pues es el promedio del potencial del gran ntimero
de estrellas N. La ausencia de las interacciones entre dos cuerpos es fundamental para la dindamica
de galaxias. Sin embargo hay que notar que hay algunos sistemas estelares para los que el tiempo de
relajacion es comparable con el tiempo de cruce: en ctimulos globulares, por ejemplo, donde N ~10°,
en efecto, encuentros entre estrellas juegan un rol importante en el centro de estos cimulos. De la
misma forma para un cimulo rico de galaxias, donde el nimero total de galaxias es N ~103 y ¢, ~10%
anos, los encuentros entre galaxias tienen un papel importante.

Entonces, en sistemas con mas de algunos miles de estrellas, la desviacién de la 6rbita es menor
que un tiempo < ¢, que es mucho més grande que el tiempo de cruce t.. La aproximacion de que el
potencial es suave provee una descripcién completa de la dindmica. [Combes et al., 2004]

3.2.1. Ecuacion de Vlasov.

Consideramos un modelo de sistema estelar en perfecto equilibrio si ¢, es arbitrariamente grande.
También que el sistema estelar que examinamos consiste en N puntos masivos idénticos, los cuales
pueden ser estrellas o particulas de materia obscura. Esta suposiciéon facilita el trabajo y no tiene
impacto en la validacién de resultados. [Binney and Tremaine, 2007]

Las predicciones dependen de encontrar una estrella en un espacio fase seis dimensional de volu-
men d*xd3v, alrededor de la posicién x y velocidad v. Por lo tanto definimos la funcién de distribucién,
f, tal que f(x,v,t)d*>xd>v, como la probabilidad de que en el tiempo ¢ una estrella elegida al azar,
sea la estrella 1, tenga coordenadas del espacio fase en el rango dado. Por la suposicién de que todas
las estrellas son idénticas, esta probabilidad es la misma para las estrellas 2, 3, ..., N. En virtud de

2A la constante de Hubble, Hy = 71 & 4 km s~ 'Mpc~!, usando que 1 Mpc= 3,1 x 10?’m, la transformamos en
Hy =2,34+0,1 x 1078571, que corresponde a un tiempo de Hubble: Hgl = 4,3+0,2 x 10'7s~ 10%fios. [Schutz, 2009]
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esta definicion, f es normalizada como

/d3Xd3Vf(X,V, t)=1 (3.34)

con la integral en todo el espacio fase.

La funcion de distribucion tiene el mismo valor numérico en cada punto del espacio fase en
cualquier sistema de coordenadas canodnicas. Esta invariancia permite que en adelante usemos w=(q,
p) como un sistema arbitrario de coordenadas canénicas.

Cualquier estrella dada se mueve a través del espacio fase, entonces la probabilidad de encontrar
su ubicacién evoluciona con el tiempo. Como f evoluciona, la probabilidad es necesariamente con-
servada, de la misma forma que la masa es conservada en un fluido. La ecuaciéon de conservacién de
probabilidad en el espacio fase es andloga a la descrita con la ecuacién de continuidad de un fluido:

of

a + (9_ (pW) =0 (335>

Usando las ecuaciones de Hamilton para eliminar w=(§,p) en la ecuacién (3.35), se obtiene

0 0 . 0 0H 0 0H
g U0+ 509 =0 (15,) = (54
of 0H of OH

_dJp o0 9 oi 3.36
dq Op Op OJq (3.36)

donde se ha usado el hecho de que 8*H/dqp = 0°H/dpq. Al sustituir este resultado en (3.35) se
obtiene la ecuacién sin colisiones de Boltzmann?®
of .of .of
— + +p-—=0 3.37
ot T99q T Pop (3:37)
que es una ecuacién diferencial parcial de f en funcién de seis coordenadas en el espacio fase y el
tiempo.
Una ecuacién alternativa a esta ecuacion puede ser derivada por la extension del concepto de seis
dimensiones de la derivada convectiva del Lagrangiano*. Definimos
d 0 . 0
a = 9/ + W - of (3.38)
dt Ot ow
df/dt representa la razén de cambio de la densidad de probabilidad local vista por un observador
que se mueve en el espacio fase con la estrella.
La ecuacidn sin colisiones de Boltzmann, por (3.37), es simplemente

dr

=0 (3.39)

3También llamada ecuacién de Vlasov, aunque es una versién simplificada de la ecuacién derivada por Boltzmann
en 1872. [Binney and Tremaine, 2007]

4La derivada convectiva relaciona el ritmo de variacién con el tiempo de una propiedad de una particula marterial
(es decir, la descripcién lagrangiana) con el ritmo de variacién temporal de la propiedad instantdnea en un punto fijo
del espacio (es decir, en la descripcién euleriana). D/Dt = 9/9t +v - V.
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En palabras, el flujo a través del espacio fase de la probabilidad del fluido es incompresible; la
densidad f del espacio fase del fluido alrededor de una estrella dada siempre permanece igual. En
contraste a fluidos incompresibles como el agua, la densidad generalmente variara en gran medida
de punto a punto en el espacio fase; la densidad es constante conforme se sigue el flujo alrededor de
una estrella particular pero la densidad al rededor de diferentes estrellas puede ser diferente.

En términos de coordenadas cartesianas, en las cuales H = %U2 + ®(x,t), con & el potencial
gravitacional, de la ecuacién (3.35), se obtiene que

,_0f of oH _of oH

ot 9q Op Op Oq
oj of | of 0
ot 0q op O
o ,, 01 _ov of
ot Oor Oxr OJp

(3.40)

la ecuacién de Vlasov en coordenadas cartesianas se lee

of  of 0o of

3.2.2. Relacion entre la funcién de distribucién y los observables.

Para cualquier posicion x, la integral

V(x) = / v f(x,v) (3.42)

da la probabilidad por unidad de volumen de encontrar una estrella particular en x independiente-
mente de su velocidad. Multiplicando por el nimero total N de estrellas en la poblacion, obtenemos
la densidad del nimero de estrellas en el espacio que se esta considerando

n(x) = Nv(x) (3.43)
también es posible derivar v(x) de la densidad de luminosidad
Jj(x) = Lv(x), (3.44)

donde L es la luminosidad de la poblacién estelar. ®
Dividiendo f por v, obtenemos que la distribucién de probabilidad de velocidades estelares en x

es:
fx,v)
v(x)
la cual, en galaxias externas se puede indagar a través de la dispersion de velocidades en la linea de
visién, la cual da, para una determinada linea de visién a través de la galaxia, la cantidad F(v)dy
de las estrellas que tienen linea de visién de velocidad dentro de duv de v). Casi todas las galaxias
se encuentran lo suficientemente lejanas, de tal forma que todos los vectores desde el observador al
punto X en la galaxia estan casi paralelos al vector fijo unitario §, desde el observador al centro de la
galaxia. Entonces 7 = 5-x y v = 5- v son las componentes de X y v paralelas a la linea de vision.

Pi(v) =

(3.45)

5[Binney and Tremaine, 2007]
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Definimos también x; = x — x5 y v, = v — v)5 como los componentes de x y v en el plano del
cielo®. La relacién entre Py(v) y F(x1,v)) es

Flx,.v)) = Jdryw(x) [ Vi P(vs +v1) [ deyd®vif(x,v)
o fd]?”I/(X) fdl’||d3vf(x, V) )

(3.46)

La distribucién de velocidad en la linea de vision frecuentemente es cuantificada por dos miembros,
la media de la velocidad en la linea de visién, (v) y la dispersién o) de esta media. Tenemos que

B fd:(}Hd:;VU”f(X, V) - fdl’”V(X)é -V

)y = [ dny s, ) = AT - LTS (3.47)

donde se define la velocidad media en la posicion x

i) = [ dvenn = o [ dvie) (3.48)

v(x)
La dispersiéon de velocidad en la linea de visién esta definida por

~ Jdaydv(E v — (o) f(x, V)

of(x.) = /dv(vu — {(v))*F(x1,v)) = T v f(x.v) (3.49)

La dispersién en la linea de vision estd determinada tanto por la variacion en la velocidad media
(v(x)) a lo largo de la linea de visién, como de la propagacién de las velocidades estelares en cada
punto de la galaxia alrededor de (v(x)). Asi la propagacién es caracterizada por el tensor de dispersién
de velocidades

9 1
v(x)

/ Bv(vs — 53) (v — 5,) (%, V) = (0505) — (03} (y), (3.50)

donde los subindices j e ¢ representan a las coordenadas del sistema ortogonal que se elija.

Para determinar la relacion entre el tensor de dispersién de velocidades y la dispersion de la linea
de visién, hacemos u(x) = 8- (v(x)) — (v) la diferencia entre la velocidad media paralela de la linea
de visién de x y la velocidad media total de la linea de visién. Podemos reescribir (3.49) como

_ JdydV[E-(v—(v) +u]’ f(x,v) _ [du(x)E- 0% 8+ )

[ doyd*vf(x,v) J dzjv(x) (3:51)

ot (x.1)

donde se ha introducido la notacién § - 02 - § = Eijéiafj%.

Estos resultados muestran que una vez conocidas v, (v) y o, en el punto de captura en un modelo,
las cantidades observables v y O'ﬁ pueden ser determinadas para ese modelo. Este hecho hace v, (v)
y afj, todas funciones de x, enlaces vitales entre observaciones y modelos tedricos. Por otra parte,
veremos que en sistemas de equilibrio estelar existen relaciones simples entre estas cantidades y el

campo gravitacional.

6v | también se conoce como el movimiento propio, que es el cambio en la posicién esperada de la estrella en
la esfera celeste. La velocidad paralela a la linea de visién, v, se detecta mediante corrimientos Doppler de lineas
espectrales y se conoce como velocidad radial.
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3.2.3. La funcion de distribucion.

En resumen, el teorema de Jeans nos dice que si [y, ..., [, son n integrales independientes en un
potencial dado, entonces cualquier funcién de distribucién de la forma f(1y), f(I1, I3),....f (L1, ..., 1)
es una solucién de la ecuacién sin colisiones de Boltzmann (Vlasov). El teorema fuerte de Jeans
habla de que si el potencial de un estado estacionario galactico es tal que casi todas las érbitas son
regulares, entonces para todo propdsito practico, la galaxia puede ser representada por una funciéon
de probabilidad de la forma f(Iy, I5, I3), donde Iy, I, I3 son tres integrales independientes.

Densidad de probabilidad y momentos: Funcion de distribucion que depende de H y L.

En cualquier potencial de estado estacionario ®(x), el Hamiltoniano es una integral de movimien-
to. Si el potencial, ®(x), es esféricamente simétrico, las tres componentes del vector de momento
angular, L, son integrales independientes que estdn incluidas en los argumentos de f ademas del
Hamiltoniano. Como el potencial es esférico, nos limitaremos a densidades de probabilidad que pro-
ducen los sistemas que tienen iinicamente simetria esférica, esto es, en los que las tres componentes de
L contribuyen solamente para L = |L|. Sean v, y v, las componentes de v paralela y perpendicular,
tangencial a la direccién radial, entonces v? = v3 + vi en coordenadas esféricas, (r,6, ¢). Entonces,

L=rvy H=3w+0v})+ ®(r), y la velocidad media es,

(v,) = i/dw Uy /dQth[;(vf +v7) + ®(r), rvg] =0, (3.52)

(vi) = i/dvt \ /dv,.f[;(vf +02) + ®(r),rv] =0 (3.53)

En ambos casos las integrales desaparecen porque el integrando es una funcion impar, ya sea de v,
o v;. Consideraciones similares muestran que el tensor de dispersién de velocidad es diagonal en el
sistema (v,., vg, vy), con componentes diagonales

1 1
ol = (v?) = ;/dvr v? /dQth[i(vf +vg +v3) + (r), rvy]
3.54)
2r [ = 1 (
_ T dv, vf / dv, Utf[‘(“? + UtQ) + @(r), rvy]
1% —0 0 2
1 1
o5 = (vg) = ;/dvg vy /d%/dvrf[i(vf + v+ 03) + B(r), 7]
3.55)
. R (
=2 [ awet [ dusigf+ o) + o))
v /o oo 2
o2 = o? (3.56)

En general, 02(r) # o%(r), porque la dependencia de f sobre v; difiere de su dependencia con v,. La

inequidad entre o2 y o3 implica que, en general, las presiones actian radial y tangencialmente en un
sistema esférico estelar; en otras palabras, la presién es un tensor, no un escalar.”

7Al determinar la ecuacién de Jeans se verd que en un sistema estelar vo? juega un rol andlogo al de la presién en
un fluido.
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Funciones de distribucién para sistemas esféricos.

Los sistemas estelares mas simples son esféricos. Un estudio de modelos esféricos no solamente
provee una buena introduccién a la estructura de sistemas mas generales, es considerada también de
interés practico porque algunas galaxias elipticas, cimulos de galaxias, y la mayoria de los ctimulos
globulares, son casi esféricos. Por simplicidad vamos a considerar el caso en que el sistema tiene
s6lo una poblacién estelar, por lo que todas las estrellas son idénticas y hay una tnica funcién de
distribucién f. También suponemos que la densidad de la masa que genera el potencial gravitatorio
del sistema es proporcional a [ d*v [, tales sistemas son llamados autoconsistentes, porque la distri-
bucién de densidad determina el potencial a través de la ecuacion de Poisson, y el potencial también
determina la densidad consistente a través de la ecuacién de Vlasov. Algunos de los modelos que se
estudian son generalizados al caso mas realista de poblaciones estelares multiples, cada uno de los
cuales tendra su propia funcion de distribucién y su propia contribucién a la densidad de masa total.

Definimos un nuevo potencial gravitacional y una nueva energia. Si ®, es constante, entonces el
potencial relativo W y la energia relativa £ de una estrella estan definidos por

1
UV=-0+d, y EE—H+<I>0:\IJ—§1)2. (3.57)

Generalmente se elige @y tal que f > 0 para &€ > 0y f = 0 para & < 0. Si un sistema aislado se
extiende hasta el infinito, &y = 0 y la energia relativa es igual a la energia de enlace. El potencial
relativo de un sistema aislado satisface la ecuacién de Poisson en forma

VA = —47Gp (3.58)

sujeto a la condicién de frontera ¥ — @, cuando |x| — oc.

Funciones de distribucion para sistemas anisotropicos esféricos.

Es posible encontrar un funcion de distribucién no negativa si consideramos las funciones de
distribucion de la forma f(H, L), por construccién del sistema usando solamente 6rbitas circulares.
Mediante la combinacién de Orbitas circulares de energia relativa dada £ con sus vectores de mo-
mento angular uniformemente distribuidas sobre una esfera, se genera una superficie esférica con el
radio de las drbitas circulares de energia £ . Cualquier modelo de densidad v(r) puede ser forma-
do mediante la adicién de tales superficies con un andlisis radial adecuado. Se puede expresar esta
idea matematicamente senialando que la funcién de distribucion de la capa esférica es proporcional
al producto de dos funciones delta, fs(€,L) = (€ — E')O0[L — L.(£')], donde L.(E') es el momento
angular de una érbita circular de energia relativa £'. Para una funcién F(£’) no negativa elegida
adecuadamente, la integral

gmaac
f(6,L) = / dE' (€, L)F(E') = F(E)S[L — Lo(£)) (3.59)
0
es una funcién de distribucién que genera la distribucién de densidad requerida, v(r).
La funcién de distribucién de orbita circular, f., estd asociada con la atenuaciéon de la dispersion

radial, o,. Si una funcién de distribuciéon ergédica no negativa también existe, entonces esas dos
funciones estaran acompanadas por una funcién de distribucién continua de la forma

fa=afi+(1—a)f. 0<a<]) (3.60)
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Conforme o aumenta las orbitas se vuelven progresivamente mas excéntricas y o, aumenta igual con
og. Esta secuencia puede seguir para las funciones de distribucién con o > 1 para lo cual o, > oy,
pero esta continuacién no esta garantizada: cuanto mas fuertemente se ponderan las érbitas muy
excéntricas, se limita més v(r) debido a la exigencia de que f, sea no negativa. Por el contrario,
la funcién de distribucién de érbita circular seguird siendo no negativa, incluso cuando v(r) es tal
que f;(€) estd en alguna parte negativa, y es probable que se puedan construir algunas funciones no
negativas que tienen o, # 0, incluso aunque no se permite una funcién de distribucion ergédica.
Se define el parametro de anisotropia como

_ogtog o 3+

2 52
20; 20z

B=1 (3.61)
Este parametro cuantifica los grados del sistema de anisotropia radial: si todas las érbitas son cir-
culares, 0, = 0 y f = —o0; si la funcién de distribucion es ergédica, § = 0; si todas las orbitas son
perfectamente radiales, 0y = 04 = 0 y § = 1. Las funciones de distribucién con 5 > 0 se dice que
son radialmente parciales, mientras aquellas con $ < 0 son tangencialmente parciales. El valor de
estd determinado por la forma en la cual f depende del momento angular total L.

3.2.4. FEcuaciones de Jeans

Integrando la ecuacién (3.41) sobre todas las velocidades, se obtiene

of aof 0 of
3 3, 91 3 _
/d Vo + [ d Vvlaxi o /d Vavi 0. (3.62)

El rango de velocidades alrededor del cual se estd integrando no depende del tiempo, entonces la
derivada parcial 9/0t en el primer término de la ecuacién puede colocarse fuera de la integral.
Similarmente, como v; no depende de x;, la derivada parcial 9/0z; en el segundo término también
puede sacarse del simbolo de integral. Ademas, el iltimo término de lado izquierdo de la ecuacién
desaparece al aplicar el teorema de la divergencia® dado que f(x,v,t) = 0 para una |v| suficientemente
grande, es decir, que no hay estrellas que se muevan infinitamente rapido. Recordando la definicién
de densidad v (Ec. 3.42), tenemos que

ov O {v))

o =0 (3.63)

La ecuacién (3.63) difiere de la ecuacién de continuidad inicamente en que describe la conservacién
de la probabilidad en lugar de la masa, y reemplaza la velocidad del fluido por la velocidad estelar
media.

Ahora, multiplicando la ecuacién (3.41) por v; e integrando al rededor de todas las velocidades,

se obtiene p of 0% o7
a/d?’vaj +/d3vviv]~8$i ~ om, /d3vvjavi =0 (3.64)

8Teorema de la divergencia: La integral de volumen de la divergencia de una funcién en una cierta regién, es igual
al valor de la integral de superficie de esa misma regién de la funcién:

/V(v.f)dT:]{Sf.da.

[Griffiths, 2013]
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El dltimo término del lado izquierdo puede transformarse utilizando el teorema de la divergencia,
usando el hecho de que f desaparece a grandes valores de |v|. Para el tltimo término:

/d?)VUj 21{ = —/dgvgz]f = _/d3V5ijf = _5ijy' (365)

Asi, la ecuacién (3.64) puede ser reescrita como

Ow(v)) | Ow(vivy)) | 0P
815 + 8;1:1 +Va.§6j

—0. (3.66)

Desarrollando la primer derivada, por regla de la cadena tenemos

0(v)) Ov(v) | O(v(uvy)) 0P
v ot + <U]> al’z * 8% +V(9xj

=0, (3.67)

de la ecuacién de continuidad se puede sustituir la derivada parcial de la densidad respecto al tiempo

oo)) , Owlw)) | dwlvwy)) 0%
VW <Uj> 81’1 + 811 N _Val’j7 (368>

luego, usando la definicién (3.50) el tensor de dispersién de velocidad para eliminar (v;v;). El resultado
es analogo a la ecuaciéon de Euler del flujo de un fluido,

I{v;) ;) 0D Ovoy
v ot +V<UZ> 8@ n V@xj 83@1

(3.69)

El primer término del lado derecho de la ecuacién (3.69) difiere en sus términos de la ecuacién
ordinaria de Euler solamente por el reemplazo de la densidad de masa por la densidad de probabilidad,
y la velocidad de fluido por la velocidad estelar media. El ultimo término del lado derecho representa
la fuerza de presiéon —Vp. Exactamente, —l/afj es el tensor de esfuerzo que describe una presion
anisotrépica. Las ecuaciones (3.63) y (3.69) fueron aplicadas a la dindmica estelar por primera vez
por Jeans en 1919, por lo que son llamadas las ecuaciones de Jeans. Estas ecuaciones, relacionan las

cantidades observacionales accesibles, como la dispersion de velocidades.

Ecuaciones de Jeans en un sistema esférico.

Para encontrar las ecuaciones de Jeans en coordenadas esféricas, utilizaremos el Hamiltoniano en
coordenadas esféricas,

1 P2 v
H=_(p}+=+
2 (v r2 " r2sin?f
La ecuacién de Vlasov (Ec. 3.37), puede ser reescrita en distintas formas, cada una de las cuales es
muy 1til en diferentes contextos. A partir de la ecuacién (3.40), se puede escribir

of of OH Of OH
S AT R i 1
0=%f "aq p p oq (3.71)

usando la expresién (3.70) en (3.71), se encuentra

%) 0 0 0 od  pp 3 %)
i+pri+@i+ p.¢2 l_ oY Py Py /
ot or  r200  r2sin®f00¢ op;

)+ @ (3.70)

or r3  r3gin®6

__<a¢» picosﬁ) of 0P of (3.72)

— _ S AL
00  r2sin®0 ) Opy O Opy
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Con el momento
Dp =T = Uy} po = 1260 = rUp; P = r’sin’ 0¢ = rsin Bvg (3.73)
tenemos

/dprdpgdm f=r%sinf / dv,dvgdvgf = r*sin v (3.74)

Suponiendo que el sistema es esférico, es independiente del tiempo, podemos quitar 0P /96, 0P /¢,
of oty 0f /0¢ de (3.72); conservando 0f /06 porque cualquier dependencia de f sobre v, es probable
que introduzca dependencia de 0 a través de las dltimas ecuaciones de (3.73) cuando v, es expresada
en términos de p,. Después de simplificar, la ecuacién (3.72) se convierte en

p% po0f (0% pp P @f_pécoséa_fzo (3.75)

"or  r200 or 3 r3sin?0/) Op, r2sin®6 Opy '
Ahora, multiplicando por p,dp,dpgdp, e integrando todos los momentos. Con la ecuacién (3.74)
y resultados similares, y usando el teorema de la divergencia para eliminar derivadas respecto al
momento, encontramos,

o (p} ;
%(r2 sin Qv (p?)) + %(TQ sin 0v (prpg)) + 1 sin v (((11— _ i) Py) ) =0 (3.76)

r 73 r3sin® 6

En cualquier sistema esférico estatico, (p,ps) = 7(v,v4), debe desaparecer pues la funcién de distri-
bucién, que es de la forma f(H, L), y es por lo tanto una funcién de v,. Finalmente, dividiendo por
r?sinf y usando las ecuaciones (3.73) obtenemos

dv(vy)) B

do
+25v(0?) = —v
r

v (3.77)

Si la dispersién de velocidad en la linea de visién es medida como funcién del radio, la ecuacion (3.77)
puede usarse como restricciéon a la dependencia radial de §. Distintas elecciones de S(r) producen
predicciones diferentes para la dispersion de velocidades de la linea de visién como funcién del radio,
entonces [ puede ser restringida por la optimizacién del ajuste entre las predicciones obtenidas por
(3.77) vy el modelo de dispersién de velocidades observado.

3.2.5. Masa a partir de la ecuacion de Jeans.

La ecuacién (3.77) relaciona a dos pardmetros observables con un potencial, veamos qué sucede en
el limite newtoniano de la Relatividad General, para relacionar este potencial con la masa y encontrar
asi la ecuacion de materia en funcion de la distancia.

Limite Newtoniano.

Consideremos el caso de una particula que se mueve lentamente en un campo gravitacional débil
estacionario. Si la particula es suficientemente lenta, es posible despreciar dx/dr respecto a dt/dr, y

escribir (2.29) como
A dt\*
17+F“<—) —0. (3.78)

dr? 0\ dr



3.2. TEORIA CINETICA 57

Como el campo es estacionario, todas las derivadas de g,, respecto al tiempo se anulan, y por lo

tanto,
1 ., 0900
rf, = ——g""—"— 3.79
00 29 Y ( )
Finalmente, como el campo es débil, es posible adoptar practicamente un sistema de coordenadas

cartesianas en el cual,

9op =Tap +hag  |hasl <1, (3.80)
entonces, a primer orden en h,g,
rg, = —Lyesdio (3.81)

Usando esta conexién afin en las ecuaciones de movimiento (ec. 3.78), se obtiene,

Pr 1 (dt\>
ST = () Vh
dr? 2 <d7’) Vhoo

*t

dr?
La solucién a la segunda ecuacién se debe a que dt/dr es constante, entonces, dividiendo la ecuacién
d?x/dr? entre (dt/dr)?, se encuentra que

(3.82)

d’z 1
El resultado Newtoniano correspondiente es
d*x
= —Vo, 3.84
=V (384

donde ¢ es el potencial gravitacional, el cual, a una distancia r del centro de un cuerpo esférico de

masa M, toma la forma
GM
¢ =— , (3.85)
r
donde G = 6,67 x 107" Nm?/kg? es la constante de gravitacion de Newton.

Comparando (3.83) con (3.84), se concluye que,

hoo = —2¢ + constante (3.86)

Por lo tanto, el sistema de coordenadas debe ser Minkowskiano a grandes distancias, entonces hgg
se anula en el infinito, y si se define ¢ como en (3.85), la constante es cero, entonces hgg = —2¢, y
regresando a la métrica (3.80),

goo = —(1+ 29¢). (3.87)

El potencial gravitacional ¢ es del orden de 1073° en la superficie de un protén, 1072 en la
superficie de la Tierra, 107% en la superficie del Sol, y 10~* en la superficie de una estrella enana
blanca, por lo que evidentemente, la distorsién producto de la gravitacion sobre g,,,, es generalmente
muy poca.

Ahora, como en un campo gravitacional débil y estatico, producto de una densidad de masa no
relativista p, la componente tiempo-tiempo del tensor métrico esta dado por, aproximadamente, la
ecuacién (3.87), y con el potencial gravitacional newtoniano, determinado por la ecuacién de Poisson,

V2¢ = 4nGp, (3.88)
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se obtiene que la densidad de energia, Ty, para materia no relativista, es igual a la densidad de masa,
Too == p. (3.89)

Combinando estas ecuaciones, se obtiene
V2400 = —87GTpo. (3.90)

Para un campo débil estacionario producido por materia no relativista, la componente 00 de (2.25)
debe reducirse a (3.90), entonces, en este limite,

Goo =~ Vgoo- (3.91)

Ademsds se observa que A, en la ecuacion (2.25), debe tener un valor pequeno, lo suficiente para no
interferir con la teoria de gravitacién de Newton. [Weinberg, 1972]

Asi podemos utilizar que la energia potencial por unidad de masa de un cuerpo de masa M con
simetria esférica, situado en un campo gravitacional, a cierta distancia r es de la forma de la ecuacion
(3.85). Derivando respecto a la distancia,

a®  GM

dr re -

(3.92)

Sustituyendo en la ecuacién de Jeans (ec. 3.77) la derivada del potencial respecto a la distancia (ec.
3.92), la masa en funcién del radio es:

M(r) = (—VT;) <d<gjr2) + 2Tu03> (3.93)

Con esta ecuacién, es posible medir la masa de un conjunto estelar a partir de la dispersién de
velocidades y, de acuerdo a la ecuacién (3.44), la densidad de luminosidad, ambos pardmetros en
funcién de la distancia. Estas dos variables son observables, en consecuencia es posible comparar la
cantidad de materia que se mide solamente con la luminosidad, con la materia dinamica. Debido a
las caracteristicas de las galaxias elipticas, en el siguiente capitulo se hace la comparacién entre estos
dos valores de la materia para cuatro de ellas.



Capitulo 4

Determinacion del potencial a partir de
observables.

El descubrimiento de galaxias como tal se remonta a 1924 como resultado de las observaciones que
realizo Edwin Hubble en el telescopio de 2.5 m en el Monte Wilson. Demostré que definitivamente
la nebulosa de Andréomeda no formaba parte de nuestra Galaxia, y que los 'universos isla’, son
conglomeraciones de estrellas, gas y polvo independientes. La confusién histérica entre las nebulosas
de gas ionizado en la Via Lactea y las galaxias externas, se deriva del uso de catalogos generales, tal
como el de Messier (1794), el cual contiene 39 galaxias entre los 109 objetos (cimulos de estrellas
y nebulosas) que lo conforman, y en especial el Nuevo Catdlogo General (NGC) (Dreyer 1890),
que contiene 7840 objetos, de los cuales 3200 son galaxias, y el Catalogo Indice (IC) (1895-1910),
que contiene 5836 objetos, de los que 2400 son galaxias. El Catalogo de Harvard (Shapley y Ames,
1932) contiene las galaxias més brillantes, 1249 objetos en total, con magnitudes aparentes m <13.
La magnitud aparente es igual a -2.5log(luminosidad). El ojo puede percibir estrellas con magnitud
arriba de m =6. Hay 50 000 galaxias con magnitud aparente arriba de m =17.5, y arriba de m =23 hay
10°. El primer paso para conocer mejor las galaxias es describir la variedad de tipos y clasificaciones.
[Combes et al., 2004]

Normal spiral galaxies

Lenticular
galaxles

Elliptical galaxies
EO E3

Barred spiral galaxies

Figura 4.1: Principales tipos morfologicos que estan representados en el clasico esquema de ’diapasén’
de Hubble. Desde izquierda a derecha, el disco (inexistente en las elipticas) se vuelve méas importante,
al igual que la proporcion de gas y estrellas jévenes. Las lenticulares (SO), que tienen un disco pero
muy poco gas, se encuentran en la transicion de los sistemas esferoidales a espiral de las galaxias. Por
un lado de las dos ramas del diapason estan las espirales normales, por otro, las espirales barradas.
[Combes et al., 2004]

29
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Los principales tipos morfolégicos fueron representados por Hubble (figura 4.1), las galaxias estéan
separadas en tres clases principales: elipticas (E), espirales (S), e irregulares (Irr). Las espirales son
conformadas por dos familias llamadas espirales normales y espirales con barra (SB), que a su vez
son divididas en tipos Sa, Sb y Sc, que corresponde a la evolucién gradual en lugar de distintas
clases. De izquierda a derecha en el diagrama de Hubble, las galaxias de disco, las cuales no existen
en elipticas, tienen mayor proporcién de gas y estrellas jovenes.

Figura 4.2: M87, Leo 1, LMC, NGC 2997, NGC 3351, NGC 891. [Arthur, 2012a]

Las galaxias elipticas parecen estar proyectadas en el cielo como elipses planas. La razén de sus
ejes (a y b) varia de 1 a 3; la elipticidad es definida por € = (a — b)/a (a el semieje mayor de la
elipse), varia de 0 a 0.7. Las elipticas se clasifican por un indice igual a 10e (desde EO hasta ET7).
Las galaxias mas masivas conocidas son las elipticas, la mayoria son mas luminosas que las espirales.
Sin embargo existe una clase de elipticas enanas que generalmente estan acompanadas de galaxias
mas grandes. Las galaxias elipticas no tienen una subestructura particular. Su luminosidad decrece
de manera regular desde el centro hasta el borde. Estas no contienen o contienen muy poco gas, y su
poblacién es de estrellas viejas y cumulos globulares que son muy densos y generalmente formados
por estrellas viejas, llamadas poblacion I, que son estrellas de baja masa y poca metalicidad.

A continuacion se describe qué es y cémo determinar la dispersién de velocidades y la densidad
de probabilidad de encontrar una estrella, ambos parametros a partir de los datos observaciona-
les. En las siguientes dos secciones se toman los datos observacionales extraidos de los articulos
[Davies et al., 1983] , para la dispersién de velocidades, y [Poveda et al., 1960] , para la densidad
material y con esta la densidad de probabilidad, estos dos parametros se utilizan en la ecuacién de
Jeans (Ec.3.93) para calcular la masa de las galaxias elipticas NGC 5845, NGC 3818, NGC 4742
y NGC 2778, en funcion de la distancia el centro galdctico. La materia dinamica se compara con
la visible en la seccién tres de este capitulo. El objetivo de este trabajo es mostrar que la materia
dindmica se extiende mas alla de la materia visible que es marcada por un radio efectivo. Que la
materia dindamica alcance un valor mayor que la materia visible permite concluir que alrededor de
las galaxias elipticas también existe un halo de materia obscura, tal como el que se puede inferir de
las curvas de rotacion de las galaxias espirales.
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4.1. Dispersion de velocidades.

Las galaxias elipticas son las galaxias méas simples con estructura més regular en toda la secuencia
de Hubble. Hasta finales de 1970 se creia haber dado una descripcion matematica completa de la
estructura de estas galaxias. Las elipticas se pensaban ensambles isotérmicos con simetria axial,
incrementando su planicie conforme rotaban mas rapidamente alrededor de su eje de simetria.

Las observaciones no contradijeron estos modelos hasta 1977, cuando datos espectroscépicos su-
ficientes (lineas de absorcién estelar) establecieron que las elipticas no rotaban globalmente, y que
tampoco esto era la causa de su forma aplanada. Estos sistemas, que aparentemente son muy re-
gulares, son de hecho no isotérmicos, quiza no tengan incluso simetria axial, y las velocidades de
sus estrellas son anisotropicas. Dado que las estrellas en las elipticas brillantes tienen poco movi-
miento organizado, es decir poca rotacion: las érbitas de las estrellas alrededor del centro galactico
estan orientadas en direcciones aleatorias. En las elipticas menos luminosas, las estrellas tienen mas
rotacién organizada y menos movimiento aleatorio. [Combes et al., 2004]

Las observaciones se basan en la medicién de lineas de absorcion estelar (Lineas de H, K, Call, las
lineas dobles de D, lineas de Na I, Mg I, etc.), las cuales explican por qué es tan dificil la obtencién de
curvas de rotacién. En galaxias elipticas, las lineas de absorcion son relativamente débiles, entonces
solamente se puede medir facilmente la seccién central de la galaxia, la posicién de las lineas da
una velocidad sistematica de la galaxia, y con el ancho de las lineas se obtiene la dispersion central.
Lejos del centro la luminosidad decrece suavemente, y por lo tanto las mediciones se hacen hasta
un radio aproximado de 10 kpc. La figura 4.3 muestra las curvas de rotacién y curvas de dispersion
de velocidades de las galaxias elipticas NGC 5845, NGC 4742, NGC 3818 y NGC 2778, que son las
galaxias con las que se estudiaron en este trabajo. A pesar de que las mediciones son posibles sélo por
un radio menor que algunas decenas de segundos de arco (r < 10 kpc), son suficientes para detectar
el maximo de la curva, en alrededor de r = 2 kpc, mas alld de este radio, r,,.., la pendiente de las
curvas decrece lentamente. [Davies et al., 1983]
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Figura 4.3: Ejemplos de curvas de rotacion V' y dispersién de velocidad o para algunas galaxias
elipticas, ambas estan en km s, la distancia, r, en arco segundos. [Davies et al., 1983]

4.1.1. Ajustes de la dispersion de velocidades.

Utilizando los datos observacionales de dispersion de velocidades obtenidos del articulo [Davies et al., 1983],
se hallaron las ecuaciones que mejor se ajustan a cada una de las curvas' de la figura 4.3, obteniendo
uno de los parametros de la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) en funcién de la distancia al centro galdctico.
En la figura 4.3 se puede observar que para las galaxias NGC 2778 y NGC 4742, la dispersién de
velocidades més alld de 5 segundos de arco tiene mayor incertidumbre y tiende a ser constante méas
lejos del centro galactico, a diferencia de las NGC 5845 y NGC 3818, las cuales tienen un comporta-
miento similar dentro de los primeros 10 segundos de arco. Por lo anterior, al realizar el ajuste de las
curvas de dispersion de velocidades, fue posible utilizar todos los puntos de los datos de dispersién
de velocidades del articulo [Davies et al., 1983], de las galaxias NGC 5845 y NGC 3818, mientras que
para las galaxias NGC 5845 y NGC 2778 se obtuvieron dos ajustes, uno con todos los puntos y otro
con los puntos mas cercanos al centro galdctico. Para el ajuste de estas gréaficas y por los calculos
que se realizaran mas adelante se transformé la unidad de distancia al centro galdctico de segundos
de arco a la unidad [0.1 kpc|, las unidades de la dispersién de velocidades son km s~

Las ecuaciones que mejor se ajustaron a cada una de las curvas de dispersion, sus correspondientes
graficas dispersion de velocidades en funcién de radio en décimas de parsec, junto con el coeficiente
de determinacién? para cada galaxia son:

'El ajuste para estos datos se realizé con el programa Origin Pro 8.
2Sean z v y dos variables aleatorias sobre una poblacién, el coeficiente de correlacién o coeficiente de determinacién
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« NGC 5845
o(r) = 195,79 + 11,41 ¢ /&76£087) 1 96 85 4+ 12.39.  R? = 0,97 (4.1)
Distancia | Disp. Vel. (o) Ao
[0.1 kpc] [km /s] [km/s]
21.21 103 36
12.41 120 14
8.28 123 12
5.17 173 11
2.20 210 9
0.91 263 8
4.01 180 9
6.93 145 12
10.09 129 15
14.22 90 19
23.14 51 56

Cuadro 4.1: Dispersiéon de velocidades respecto a la distancia al centro galactico de NGC
5845.[Davies et al., 1983]

NGC 5845
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Figura 4.4: Curva de dispersién de velocidades (km/s) respecto a la distancia (0.1 kpc) de la galaxia
NGC 5845.

estd dado por:

S
R2 — 21 y2
S2.8

donde s,y es la covarianza de (z,y), sz ¥ sy es la varianza de las variables « y y, respectivamente. Si R? = 1, existe
una correlacién perfecta, si 0 < R? < 1, existe una correlacién, y si R? = 0 no existe relacién. [Mendenhall et al., 1989]
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=« NGC 3818
o(r) = 98,25 & 14,64 ¢~/ (T08312) 1 1192 03 +£14,59.  R? = 0,82 (4.2)

Distancia | Disp. Vel. (o) Ao

[0.1 kpc] [km/s] [km /s]
25.98 91 21
16.47 120 12
10.87 132 12
6.79 145 11
2.89 159 12
1.19 196 7
5.26 177 9
9.17 129 13
13.24 121 17
18.85 115 16
28.36 140 17

Cuadro 4.2: Dispersién de velocidades respecto a la distancia al centro galactico de NGC
3818.[Davies et al., 1983]
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Figura 4.5: Curva de dispersién de velocidades (km/s) respecto a la distancia (0.1 kpc) de la galaxia
NGC 3818.
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» NGC 4742
Ajuste de todos los puntos:
o(r) = 281,04 + 187,58 ¢ 77/ (042£0.16) 1 6083 + 298 R? = 0,88 (4.3)

Ajuste con cinco puntos:

o(r) = 231,94 + 152,51 ¢7/O48£02) | 57 95 + 4 96.  R? = 0,93 (4.4)

Distancia | Disp. Vel. (o) Ao

[0.1 kpc] [km /s] [km /s]
0.73 110 14
1.02 85 16
241 67 18
2.70 52 24
4.16 25 19
4.45 64 15
5.91 64 22
6.20 o4 21
7.58 66 17
8.61 49 44
10.06 67 21
12.76 29 47
14.22 61 28

Cuadro 4.3: Dispersion de velocidades respecto a la distancia al centro galactico de NGC
4742.[Davies et al., 1983]

NGC 4742 NGC 4742
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Figura 4.6: Curvas de dispersién de velocidades (km/s) respecto a la distancia (0.1 kpc) de la galaxia
NGC 4742. A la izquierda se graficaron todos los puntos de la tabla de datos y a la derecha los cinco
puntos més cercanos al centro galactico.
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= NGC 2778
Ajuste de todos los puntos:

o(r) = 63,02 £ 1845 /(4894314 4 19353 41538, R? =0,41 (4.5)
Ajuste con siete puntos:

o(r) = 231,08 4 78,77 "/ BTEL) 1 107 68 + 15,16.  R?> =10,85 (4.6)

Distancia | Disp. Vel. (o) Ao

[0.1 kpc] [km /s] [km /s]
42.64 130 68
25.26 96 49
19.03 131 37
13.91 105 30
8.60 132 19
5.31 137 13
2.75 156 11
0.00 178 14
2.56 200 17
5.12 158 20
7.69 101 26
11.35 110 27
16.47 136 34
21.60 153 42
27.82 132 41
38.43 195 43

Cuadro 4.4: Dispersiéon de velocidades respecto a la distancia al centro galactico de NGC
2778.[Davies et al., 1983]
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Figura 4.7: Curvas de dispersién de velocidades (km/s) respecto a la distancia (0.1 kpc) de la galaxia
NGC 2778. A la izquierda se graficaron todos los puntos de la tabla de datos y a la derecha los siete
puntos mas cercanos al centro galactico.

4.2. Densidad de probabilidad y densidad material.

Una segunda variable necesaria para encontrar el potencial galactico o la masa a partir de la
ecuacién de Jeans (ec. 3.93), es la densidad de probabilidad de encontrar una estrella particular en
cualquier punto X independientemente de su velocidad, dada por la ecuacién (3.42):

v(x) = /d3vf(x, V)

Para encontrar este parametro se pueden seguir dos caminos, el primero es utilizando la funcién
generadora de momentos mencionada en la primer secciéon del capitulo 3, y comparando los calculos
con los momentos encontrados en el apartado 3.2.3, de esta forma se puede deducir la funcién de
distribucion, segun la ecuacién (3.42), al integrar en todo el espacio, se obtendréa el pardmetro deseado.
La segunda forma de encontrar la densidad de probabilidad, v(X), es a través de la densidad de
luminosidad, (ec. 3.44), o bien por la densidad numérica (3.43). Como uno de los objetivos de este
proyecto es encontrar el potencial de un conjunto estelar, en este caso galaxias elipticas, dado por
la ecuaciéon de Jeans a través de observables y compararlo con el potencial de la materia luminica
observada, se seguira el segundo método.

4.2.1. Fotometria.

La fotometria superficial y la examinacion de distribuciones de luminosidad son un primer paso
para la identificacion de varias componentes de una galaxia y determinar su masa. De hecho, debido
a que la luminosidad varia desde el centro hasta el borde de las galaxias, se requieren observaciones
cinematicas para determinar la verdadera distribucion de la masa de las galaxias.

El brillo superficial de una galaxia, I(x), es la cantidad de luz por arco segundo cuadrado en el
cielo en un punto x en la imagen. Consideramos un area pequena de lado D en una galaxia que se
observa a una distancia d. Esta area subtiende

D
a=— en el cielo. (4.7)

Si la luminosidad total de todas las estrellas en esta regién es L, su brillo aparente es F' = L/47d?,
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y el brillo superficial se define

F  LMnd L i
I(x) = o = DUE " dnD? mag arcsec -. (4.8)

Las unidades de I son mag arcsec 2, que es la magnitud aparente de una estrella que parece

tan brillante como un cuadrado de lado arco segundo de la imagen de la galaxia, es decir, I es la
luminosidad de la galaxia por unidad de area. El brillo superficial es independiente de la distancia
entre el observador y el objeto.

Los contornos de brillo superficial constante sobre la imagen de una galaxia se llaman isofotas,
la ecuacién (4.8) muestra que la posicién de una isofota dentro de la galaxia es independiente de la
distancia al observador. Las galaxias no tienen bordes bien definidos y entonces frecuentemente se
miden sus tamanos dentro de una isofota fija.

Para encontrar la luminosidad de la galaxia entera se mide la cantidad de luz que proviene dentro
de un radio dado y aumenta conforme ese radio se va a la orilla de la galaxia, luego se extrapola para
obtener la luminosidad total. [Arthur, 2012a]

La densidad de luminosidad, j(r), de un sistema estelar es la luminosidad por unidad de volumen
en la posicién r. Si I(R), tiene simetria circular, es posible que j(r), sea esféricamente simétrica. La
Figura 4.8 muestra que en este caso, j se relaciona con I por

[e.o]

I(R) = / dz j(r) = 2 / \j% (4.9)

—0o0

que es una ecuacién integral de Abel para j como funcién de I, y su solucion es

o)

1 [dl dR

j(r) = w/ﬁ\/ﬁ

r

(4.10)
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Figura 4.8: Proyecciéon de la luminosidad esférica a lo largo de la linea de visién.
[Binney and Merrifield, 1998]

Se han usado varias férmulas empiricas para ajustar el modelo del brillo superficial de las galaxias
elipticas. Uno de los més importantes es la ley de Sérsic o ley de Vaucouleurs generalizada:

I.(R) = I1(0) exp(—kRY™) = I, exp{—bm[(R/R:)Y™ — 1]}; (4.11)

donde I(R) es el brillo superficial en el radio R, e I, es el brillo superficial en el radio efectivo R,. El
pardametro m es el indice de Sérsic, el cual esta relacionado con la luminosidad de la galaxia. Un rango
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intermedio en la luminosidad de las galaxias elipticas es m = 4, al ajustar la férmula b,, = 2m —0,324
se tiene un error fraccional de < 0,001 en el rango 1 < m < 10.

Por lo anterior, una buena representacion del brillo superficial, I, como funcién del radio, r,
estd dada por la ley de Vaucouleurs o ley 1/4:

I(R) = I, exp{—T7,676[(R/R.)** — 1]. (4.12)

donde el parametro I, es el brillo superficial en R = R,, el radio efectivo de la galaxia. [Combes et al., 2004]
Se han calculado tablas en las que se dan las densidades luminosas, las densidades materiales, los
potenciales y funciones similares. Para este trabajo se ha elegido la tabla que puede ser encontrada
en el articulo [Poveda et al., 1960] . Para encontrar los valores de las tablas se calcularon las variables
para una galaxia cuyo brillo superficial sigue la ley de Vaucouleurs, (ec. 4.12). En el articulo se indica
como utilizar los resultados generales para cualquier galaxia esférica particular cuya masa, escala y
relaciéon masa-luminosidad sean conocidas.[Poveda et al., 1960]
Asi, el factor de transformacion de la densidad de material a la distancia r de una galaxia parti-

cular es M
C,=———— 4.13
P @K1, (4.13)
en donde a es la escala de una galaxia particular en centimetros, dada por a = a.d, con a. el semieje
mayor galactico en radianes y d la distancia del observador a la galaxia en centimetros. I, es el brillo
superficial y M la masa, ambos calculados al interior de la isofota del radio efectivo de la galaxia. K
es la relaciéon masa-luminosidad.

A partir de datos conocidos es posible determinar la luminosidad de la galaxia particular, ya que

el cociente de los flujos radiantes es igual al cociente de sus luminosidades:
F2 o L2/47Td2 o LQ

2 2/ 22 0(Mi—M2)/5 4.14
F1 L1/47Td1 Ll ( )

si utilizamos a F} como el flujo radiante del Sol, la luminosidad de la galaxia es

Lea = Lo100Mo=Mea)/5 (4.15)

la magnitud absoluta del Sol es M, = 4,72 y su luminosidad es Lo = 4 x 10?3 erg s71. 3

La magnitud absoluta de cada una de las galaxias que se estan estudiando, se encontrd en el
articulo [Davies et al., 1983].

La masa total de galaxias elipticas puede ser obtenida con la velocidad de rotacién de la galaxia®
utilizando el teorema del virial [Symon, 1971}, el cual dice que en un sistema de equilibrio, la energia
cinética T' y la energia potencial U, estéan relacionadas de acuerdo a la ecuacién

2r+U =0 (4.16)
Como las estrellas en las galaxias elipticas rotan despacio, la energia cinética puede ser escrita como
T = Mv?/2, (4.17)

donde M es la masa total de la galaxia y v la velocidad de rotacion observada con las lineas espectrales.

La energia potencial es
U=-GM?/2R, (4.18)

3[Karttunen et al., 2007
4La velocidad de rotacién méxima de cada una de las galaxias que se estan analizando se encuentra en
[Davies et al., 1983]
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con R el radio promedio de la galaxia. Introduciendo (4.17) y (4.18) en (4.16), se obtiene:

M = 20*R/G. (4.19)
Asi, conociendo v? y R, se puede calcular la masa luminosa de una galaxia eliptica’.
La poblacién estelar predominante de las galaxias elipticas es de estrellas viejas, estas estrellas
pertenecen a la poblacién IT que son estrellas de baja masa (0,8 My, < M < 2M) © por lo que la
relacion masa luminosidad correspondiente esta dada por

(4.20)

La relacién masa-luminosidad en estrellas de galaxias elipticas es K ~ 3. [Prialnik, 2010]

Con estos datos es posible encontrar el factor de transformacion para encontrar la densidad de
masa cada una de las galaxias que se estan estudiando. En la siguiente tabla (Tabla 4.2.1) se muestran
las caracteristicas particulares para cada galaxia y asi el factor de transformacién que se utilizara para
determinar la densidad de masa.

NGC 5845 | NGC 3818 | NGC 4742 | NGC 2778
Vel. Rot. Max. [km/s] 127 114 83 99
Vel. Radial [km/s] 1528 1656 1270 2037
Distancia al obs. (d) [Mpc] 21.52 23.32 17.89 28.69
Semi-eje mayor (ae) [asec] 8 19 23 17
Radio (escala) [kpc] 8.34E-01 2.15E+00 1.99E+00 2.36E4-00
Magnitud absoluta [mag] -19.43 -19.83 -19.44 -20.33
Luminosidad gal. [erg/s] 1836143 | 2.64E143 | L85E+43 | 4.10E+43
Brillo superficial (Ie) [erg/s cm?] | 2.20E-01 4.79E-02 3.88E-02 6.27E-02
Masa virial [Msol] 6.26E4-09 1.30E+10 6.39E4-09 1.08E+10
Factor de transformacién (cgs) 1.11E-21 6.18E-22 4.69E-22 2.94E-22

Cuadro 4.5: Caracteristicas particulares de cada galaxia para calcular factor de transformaciéon de
densidad. [NASA/IPAC, 2014] [Karttunen et al., 2007]

4.2.2. Ajuste de la densidad luminosa y densidad material.

Con el factor de transformacién se encontré la densidad de material en funcién de la distancia
para cada galaxia segun el articulo [Poveda et al., 1960] . Con el ajuste de esta ecuacién, més adelante
se encontrara la distribucién de masa luminosa en la galaxia y se comparard con la masa en funcion
de la distancia descrita por la ecuacion de Jeans (3.42).

Las ecuaciones que se ajustaban mejor a los datos, [Poveda et al., 1960], no cumplen con que la
masa luminica es creciente del centro galactico hacia el exterior o bien, que la materia luminosa fuera
constante mas alla del radio efectivo, que ademas, esta constante debia coincidir aproximadamente
con el valor de las masas calculadas con el teorema del virial (ver Tabla 4.2.1).

®La constante gravitacional vale: G = 6,67 x 10’11%';2 = 4,297 x 1076 (%)2 %.
6[Prialnik, 2010)
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El potencial de un sistema esférico se espera tenga densidad aproximadamente constante en el
centro y decrezca a lo largo del radio. Se eligi6 el modelo de densidad de Plummer (Ec. 4.21) ya que
tiene estas propiedades. M es la masa total del sistema, que se calculé con el teorema del virial, y
b es la longitud de escala de Plummer. Los datos de la tabla [Poveda et al., 1960] se utilizaron para
encontrar el pardmetro b. [Binney and Tremaine, 2007]

La densidad de Plummer, si cumple con que la masa luminica sea constante mas alla del radio
efectivo y este valor coincide con el valor de las masas calculadas con el teorema del virial que se

encuentran en la tabla (4.2.1).
0(7) A b3 ( (b) ) ' ( . )

A continuacion se presentan las graficas que comparan los datos observacionales extraidos del
articulo [Poveda et al., 1960], con la densidad de Plummer de cada una de las galaxias estudiadas
en este trabajo. La ecuacion que acompana a cada grafica es el ajuste de los datos observacionales
a la densidad de Plummer de la galaxia correspondiente, también se muestra, a la derecha de dicha
ecuacion, su coeficiente de determinacién.

s NGC 5845
3 6,26 x 10° M. r N
) O] 2
= 1 R*=0,53 4.22
o) =12 0,26° [ * (0,26> ] ’ (4.22)
Datos tabla (Poveda et al., 1960) — * — Densidad ec. Plummer (Bimneyy Tremaine, 2013}|

8.x 101':'—\-

7.x 10"

6.% 104

: 5.%10%~
Densidad )
Mo / (0.1kpey*3] 4.x 1010
3.2 1010

2% 1010

1.x 1012

[
.

3 4 3
Distancia al centro galactico (1) [0.1kpe]

Log10 (Densidad )

‘O!l 03 1
Logl0( r) [0.1kpe]
Figura 4.9: Densidad de materia de NGC 5845. Densidad de Plummer (ec. 4.22) (linea punteada) cal-

culada con el pardmetro b que se obtuvo al ajustarle los datos la tabla de datos de [Poveda et al., 1960]
(linea sélida). Abajo: la misma gréafica en escala log-log.
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= NGC 3818

—5/2
3 1,30 x 101° M, r O\’
plr) = 83 > [1 + <o 28) ] R? = 0,52 (4.23)

Datos tabla (Poveda et al., 1960) — - — Densidad ec. Plummer (Bimmevy Tremaine, 2013)
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Figura 4.10: Densidad de materia de NGC 3818. Densidad de Plummer (ec. 4.23) (linea punteada) cal-

culada con el pardmetro b que se obtuvo al ajustarle los datos la tabla de datos de [Poveda et al., 1960)]
(linea solida). Abajo: la misma grafica en escala log-log.

s NGC 4742

36,39 x 10° M,
Ar 0,2013

97 —5/2
.
1 2 = 4.24
+ (0’201) ] R?*=10,53 (4.24)

s NGC 2778

—5/2
3 1,08 x 1010 )/, r O\’
p(r) = - 0309 9 [1 + (0 39) ] R? = 0,52 (4.25)
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Datos tabla (Poveda et al. 1960) — - — Densdad ec. Plummer (Binney v Tremaine, 2913}|

1.x 10!
8. x 101¢
Densidad 6. % 1017+

Mo /(0. lkpe) 3]
4% 10

2% 101!
\
b

T T T T
5 10 15
Distanciaal centro galdctico (r) [0.1 kpc]

Logl0 ( Densidad) 106 4

T T T T T
0.1 0.3 1 k] 10
Log 10 (r) [0.1kpe]

Figura 4.11: Densidad de materia de NGC 4742. Densidad de Plummer (ec. 4.24) (linea punteada) cal-
culada con el parametro b que se obtuvo al ajustarle los datos la tabla de datos de [Poveda et al., 1960]
(linea sélida). Abajo: la misma grafica en escala log-log.

| : Datos tabla (Poveda et al., 1260). =— - — Densidad ec. Plummer (Bimnev v Tremaine, 2013)
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Figura 4.12: Densidad de materia de NGC 2778. Densidad de Plummer (ec. 4.25) (linea punteada) cal-
culada con el parametro b que se obtuvo al ajustarle los datos la tabla de datos de [Poveda et al., 1960]
(linea sélida). Abajo: la misma grafica en escala log-log.
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4.3. Comparacion de materia dinamica con materia lumino-
sa.

La densidad del ntumero de estrellas en una distancia en la galaxia estd dada por la ecuacién
(3.43):
n(r) = Nv(r),

utilizando que la densidad numérica de estrellas estéd relacionada con la densidad de materia por
p(r) = mn(r), (4.26)

donde m es la masa de una estrella, se obtiene que la densidad de probabilidad por unidad de volumen

es:
1

v(r) = mp(r}. (4.27)

Para encontrar la densidad de probabilidad, se ha supuesto que todas las estrellas de la poblacion
galéctica son del mismo tipo, si se considera que la poblacion estelar de galaxias elipticas son estrellas
de baja masa, podemos considerar una estrella de masa m = M como tnico tipo de estrella contenida
en todas las galaxias que se estan estudiando. Por las relaciones de homologia de las estrellas el radio
de esta estrella sera R . El nimero total de estrellas en una esfera de radio r, concéntrica a la galaxia

sera " 5
Sar r
N=273 =— . 4.28
%WR?@) <R®> ( )

por lo que, segin la ecuacién (4.27), la densidad de probabilidad es:

o) =11 (R—) o(r) (4.20)

r

Entonces, utilizando las ecuaciones de densidad de materia luminosa de las galaxias, (ecs. 4.22 a
4.25), y las ecuaciones del ajuste a la dispersién de velocidades (ecs. 4.4) a 4.7), es posible determinar
la funcién de la masa respecto a la distancia sustituyendo estos parametros en la ecuacién (3.93).
Asi mismo, la masa luminosa se encuentra con la ecuacion de densidad material para cada galaxia
realizando la integral:

M(r) = 47r/,0(7’)d7’ (4.30)

En la siguiente seccién se presentan las imagenes de cada una de las galaxias que se estudiaron
con sus coordenadas. Enseguida se encuentran las graficas que se obtuvieron con las ecuaciones de
masa visible (ec. 4.30), la o las gréficas de materia obtenida con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93), y
dos graficas comparativas de la materia visible y la materia calculada con la ecuacién de Jeans para
cada una de las galaxias, en la primera el eje de las abscisas llega hasta una distancia un poco mayor
al radio de la galaxia y en la segunda a la distancia alcanza a cubrir el punto de interseccién entre
las dos gréaficas de masa.
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NGC 5845
s Coordenadas: AR: 15h 06m 00.8s Dec.: +01d 38m 02s 7

= Radio: 8,34 x 107! kpc.

= Materia visible®: 6,26 x 10° M.

NGC 5845

Figura 4.13: NGC 5845.

6. 107
5% 107
4,10

Masa [Mo] 5 10%

2% 107

4 6
Distancia al centro galactico (r) [0.1kpe]

Figura 4.14: NGC 5845. Materia visible calculada con la ecuacién (4.30) con densidad de Plummer
(ec. 4.22).

7[NASA/IPAC, 2014]
8Masa calculada con el teorema del virial.
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Figura 4.15: NGC 5845. Materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) utilizando los pardame-
tros de dispersién de velocidades (4.1) y la densidad calculada con la ecuaciéon de Plummer (ec.

4.22).
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Figura 4.16: NGC 5845. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30). La coordenada de las abscisas llega a un valor un poco mayor que el
radio de esta galaxia: Rygossas = 0,834 kpe.

Materia ez Jeans |

[= — Materia visible.

6.% 10°
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4.x10°|
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3.x 1074
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0 ' lIU :ID SID ilﬂ ' 5‘0
Distancia al centro galactico (r) [0.1kpe]
Figura 4.17: NGC 5845. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30). Se extiende el eje de las abscisas para conocer el punto de interseccién
entre las dos graficas: (46.168 [0.1 kpc], 6.241x10% M,,).
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NGC 3818
= Coordenadas: AR: 11h 41m 57.3s Dec.: -06d 09m 20s

s Radio: 2,15 kpc.

» Materia visible!?: 1,3 x 10! M.

NGC 3818

Figura 4.18: NGC 3818.

Masa o]

3 10 13
Distancia al centro galactico (1) [0.1kpe]

77

Figura 4.19: NGC 3818. Materia visible calculada con la ecuacién (4.30) con densidad de Plummer

(ec. 4.23).

9[NASA/IPAC, 2014]
10Masa calculada con el teorema del virial.
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Masz [Mo] 3 x 19°-

3 10 15 20
Distancia al centro aglactico (r) [0.1kpe]

Figura 4.20: NGC 3818. Materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) utilizando los pardme-
tros de dispersién de velocidades (4.2) y la densidad calculada con la ecuacién de Plummer (ec.

4.23).
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— — Materia visible.

1.2 % 101 4
1.x10°4 /

8.x 10° -

MasaMal o e |

1
1x1094]
|
lxiﬂp-l
|
1]
0 S ,,,,,,, L|S|TLLL|” [ | | )
7 25

.......
5 10 13 20
Distancia al centro galactico (1) [0.1kpe]

Figura 4.21: NGC 3818. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30). La coordenada de las abscisas llega a un valor un poco mayor que el

radio de esta galaxia: Rygcossis = 2,15 kpe.

Matena ec_ Jeans. I

|— — Matena wisible

” |
1.x 10% 4

Masa [Mo]

»"‘ 3‘0 -1‘0 60 SICP IIOO

Distancia al centro galdctico (r) [0.1 kpe]
Figura 4.22: NGC 3818. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30). Se extiende el eje de las abscisas para conocer el punto de interseccién

entre las dos graficas: (83.066 [0.1 kpc|, 1.29x10'° M)
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NGC 4742
» Coordenadas: AR: 12h 51m 48.0s Dec.: -10d 27m 17s !

= Radio: 1,99 kpc.

= Materia visible!?: 6,39 x 10° M.

NGC 4742

Figura 4.23: NGC 4742.
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Figura 4.24: NGC 4742. Materia visible calculada con la ecuacién (4.30) con densidad de Plummer

(ec. 4.24).

11[NASA/IPAC, 2014]
12\Masa calculada con el teorema del virial.
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----- Masa ec. Jeans con ajuste de disp. de vel todos los purtos. (1)
—— Masa ec. Jeans con ajuste de disp. de vel. puntos mas cercanes al centro gal. (2)

Masa[Mo] , o |

g 3
Distancia al centro galéctico (7} [0.1 kpe]

Figura 4.25: NGC 4742. Materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) utilizando los parame-
tros: densidad de probabilidad, calculada con la ecuacién con densidad de Plummer (ec. 4.24) co-
rrespondiente a esta galaxia, y con los ajustes de dispersién de velocidades, de todos los puntos (ec.
4.3) (linea punteada) y con el de los puntos mds cercanos al centro galdctico (ec. 4.4) (linea sélida).

Materia ec. Jeans (2) — — Materia \isﬂ:le,l

| ----- Materia ec. Jeans (1}

T T T
10 13 20
Distancia al centro galactico (r) [ 0.1kpe]

Figura 4.26: NGC 4742. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30). La coordenada de las abscisas llega a un valor un poco mayor que el

radio de esta galaxia: Rygcaraz = 1,99 kpc. (Ver pie fig. 4.25).

Materia ec. Jeans (2) — — Materia visble |
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10 60
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Figura 4.27: NGC 4742. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30).(Ver pie fig. 4.25). Se extiende el eje de las abscisas para conocer el punto
de interseccién entre las graficas: (1): (75.503 [0.1 kpc], 6.409 x10° M), (2): (79.247 [0.1 kpc], 6.409

x 109 Mg).
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NGC 2778
s Coordenadas: AR: 09h 12m 24.4s Dec.: +35d 01m 39s 3
s Radio: 2,36 kpc.

» Materia visible!*: 1,08 x 101 M.

NGC 2778

Figura 4.28: NGC 2778.
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T
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Distancia al centro galactico (r) [0.1kpc]

Figura 4.29: NGC 2778. Materia visible calculada con la ecuacién (4.30) con densidad de Plummer
(ec. 4.25).

13[NASA/IPAC, 2014]
M \Masa calculada con el teorema del virial.
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— - — Masa ec. Jeans con ajuste de disp. de vel. todos los purtos. (1)
—— Masa ec. Jeans con ajuste de disp. de vel. puntos mas cercanos al centro galictica. (2)

Masa [Mo]
2.x10°

T
0 5 10 1
Distancia al centro zalacticn (£) [0.1kpe]

Figura 4.30: NGC 2778. Materia calculada con la ecuacion de Jeans (ec. 3.93) utilizando los parame-
tros: densidad de probabilidad, calculada con la ecuacién con densidad de Plummer (ec. 4.25) co-
rrespondiente a esta galaxia, y con los ajustes de dispersién de velocidades, de todos los puntos (ec.
4.5) (linea punteada) y con el de los puntos més cercanos al centro galactico (ec. 4.6) (linea sélida).

- Naieria cc. Jeans (ajuste disp. vel. 1). Materia ec. Jeans (ajuste disp. vel. 2). — — Materia visible |

10
1.x 10 7

8.x 107

0 5 0 15
Distancia al centro galactico (r) [0.1%pc]

Figura 4.31: NGC 2778. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93) y
la materia visible (ec. 4.30). La coordenada de las abscisas llega a un valor un poco mayor que el

radio de esta galaxia: Rygcorrs = 2,36 kpe. (Ver pie fig. 4.30).

Materia ec. Jeans (1) = Materia ec. Jeans (2) — — Materia visible.
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T T
0 10 20 50 60
Distancia al centro galactico (r) [0.1kpc]

0 T T T T T
2 30 10

Figura 4.32: NGC 2778. Comparacién de la materia calculada con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93)
y la materia visible (ec. 4.30).(Ver pie fig. 4.30). Se extiende el eje de las abscisas para conocer el
punto de interseccién entre las graficas: (1): (62.436 [0.1 kpc], 1.076x 10 M), (2): (71.632 [0.1 kpc],

1.076x 100 M)
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Se observa que con la ecuacion de densidad de Plummer se obtiene que la materia visible es
constante méas alld del radio galactico (graficas de las figuras 4.14, 4.19, 4.24 y 4.29). Como se
habia indicado, el ajuste de cualquier otra funcién a los datos del articulo de [Poveda et al., 1960] no
mostraban este comportamiento, con otras ecuaciones la materia visible seguia creciendo mas alla del
radio de la galaxia. Por lo tanto, aunque el coeficiente de correlaciéon para encontrar el parametro
b de la ecuacién de Plummer con los datos de dicho articulo indica alrededor 50 % de certeza para
las cuatro galaxias estudiadas, esta ecuacion es un buen modelo para determinar la densidad de
probabilidad (ec.4.29) y con esta la materia con la ecuacién de Jeans (ec. 3.93).

Las graficas de la materia de Jeans calculadas para NGC 5845 (fig. 4.15) y NGC 3818 (fig. 4.20),
difieren de las de NGC 4742 (fig 4.25) y NGC 2778 (fig. 4.30), en que las primeras tienen un solo
ajuste a la dispersion de velocidades, mientras que para las otras se obtuvieron dos ecuaciones de
dispersién de velocidades, una que incluia todos lo puntos de los datos observados y otra en la que
se consideraron solamente los puntos mas cercanos al centro de la galaxia respectivamente. Se puede
observar que la materia dindmica tiene un comportamiento distinto cerca del centro galactico cuando
la dispersién de velocidades tiene un mejor ajuste, asi las lineas sélidas de las gréficas (fig. 4.25) y
(fig. 4.30), tienen mayor semejanza con la materia visible, pero a una distancia mucho menor que el
radio galactico.

Todas las graficas que representan la materia calculada con la ecuacion de Jeans inician con un
comportamiento similar al de la masa visible, pero mas adelante no son constantes, si no crecientes,
por lo cual para cada galaxia se hicieron dos graficas comparativas con la materia visible, una que
termina cerca del radio de la galaxia, y otra que muestra que la materia dindmica seguiréa aumentando
hasta superar la constante de la materia visible (figs. 4.16 y 4.17 para NGC 5845, figs. 4.21 y 4.22
para NGC 3818, figs. 4.26 y 4.27 para NGC 4742, y figs. 4.31 y 4.32 para NGC 2778). En promedio,
el punto de interseccion entre la materia dindmica y la visible se encuentra a cuatro radios galacticos
respectivamente de distancia del centro de la galaxia, por ejemplo, el punto de interseccion de las
graficas de materia de NGC 3818 se encuentra en 8.306 kpc del centro, que es 3.86 veces su radio,
2.15 kpec.

Hasta este punto, se ha cumplido con la hipotesis de que la materia dinamica superaria a la
materia visible, confirmando la existencia de mayor cantidad de materia alrededor de las galaxias
elipticas. No obstante, debido a las observaciones anteriores al comportamiento de las graficas cerca
del centro galactico que representan a la materia calculada con la ecuacion de Jeans, se hace posible
suponer que existe un error de escala al calcular la materia con dicha ecuacién. A continuacién se
indaga para encontrar una explicacion a este error.

La densidad de probabilidad (ec.4.29) se calcul6 con un factor IV, que es el niimero de estrellas en
una esfera concéntrica a la galaxia, sin considerar el espacio entre ellas, que tiene que ser suficiente
para cumplir la hipotesis de que no hay colisiones. En las siguientes gréaficas se aproximé este error
de escala.

Las graficas de lado izquierdo de las figuras 4.33 y 4.34, muestran que la materia dindmica sigue
un comportamiento inicial casi idéntico al de la materia visible, esto se obtuvo multiplicando la
ecuacién de materia de Jeans por 10. Sin embargo, el punto de interseccion con la materia visible
es menor que el radio galactico, en ambos casos. Al reducir el factor por el cual se multiplico a la
ecuacion de Jeans a 3, se observa que las galaxias NGC 2778, NGC 5845 y NGC 3818 tienen como
punto de interseccion entre la materia dindmica y la visible una cantidad mas cercana a su radio que
las gréficas comparativas anteriores. La ecuacion de Jeans para NGC 4742 se multiplicé por 4 para
que tuviera el mismo efecto.
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NGC 4742
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Figura 4.33: NGC 4742. Izquierda: se compara la materia visible con la ecuacién de materia de Jeans
multiplicada por un factor de 10. Derecha: se compara la materia visible con la ecuacién de materia
de Jeans multiplicada por un factor de 4, interseccién: (19.807 [0.1 kpc], 6.408x10% My,).

NGC 2778

Matenia o Jemi (1)~ Mmena o Joms 3) — — Materia visble |
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Figura 4.34: NGC 2778. Izquierda: se compara la materia visible con la ecuacién de materia de Jeans
multiplicada por un factor de 10. Derecha: se compara la materia visible con la ecuaciéon de materia
de Jeans multiplicada por un factor de 3, interseccién: (23.838 [0.1 kpc], 1.76x 10 My,).

NGC 5845 NGC 3818
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Figura 4.35: Izquierda: NGC 5845: se compara la materia visible con la ecuacién de materia de Jeans
multiplicada por un factor de 3, interseccién: (12.861 [0.1 kpc|, 6.238x10° My,). Derecha: NGC 3818:
se compara la materia visible con la ecuacién de materia de Jeans multiplicada por un factor de 3,
interseccién: (26.819 [0.1 kpc|, 1.29x10'° M,).
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Por 1ltimo, las lineas sélidas de las gréficas de materia dindmica de NGC 4742 y NGC 2778 (figs.
4.25 y 4.30), indican que con un mejor ajuste a la dispersién de velocidades, la materia dindmica
cerca del centro galactico es mas semejante a la visible, esto puede comprobarse también con las
graficas de la derecha de las figuras 4.33 y 4.34. Para conocer mejor como es el cambio en la ecuacion
de Jeans al variar la ecuacion de dispersiéon de velocidades, se tomaron como referencia las ecuaciones
de dispersién de velocidades de NGC 5845 (ec. 4.1) y NGC 3818 (ec. 4.2). Cada una delas ecuaciones
se multiplicé por 1, 3 y 5, con cada una se calculé la materia dindmica y todas se compararon con la
materia visible. Enseguida, se multiplicé la materia calculada con la ecuacién de Jean por un factor
tal que la gréafica se aproximara a la materia visible.

NGC 5845
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— — Matenia visible.

6.x10°q ,
5.x 1097
4.x10°4] L

Masa [Mo] ! L .’__.
S.Klog-l R i el

2%1005) 7

o g
1.x10 7

0 T T T
0 10 20 30 40 50
Distancia al centro galactico (r) [ 0.1 kpe]

$.x 10°- g
7_:‘109_ - [ OO el ;'_,'
o] s =
e I e -
s.x1084 - gt
Masa [Mo] 4 10°! S e
b o8
3_x1o-°-l =y
2.x10°4| 7/
1.x 10947

T T
0 10 20 30
Distancia al centro galdctico (1) [0.1kpe]

Figura 4.36: NGC 5845: Materia visible comparada con la materia de la ecuacién de Jeans (ec. 3.93),
calculada con la densidad de Plummer (ec. 4.22) y la dispersién de velocidades (ec. 4.1) multiplicada
por 1 (linea sélida), 3 (linea-punto)(*) y 5 (linea punteada)(**). Arriba: solamente se hizo el cambio
en la ecuacion de dispersion de velocidades. Abajo: se multiplicé por 2 a la ecuacién de Jeans para
hacer una correccién de escala aproximada.
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Figura 4.37: NGC 3818: Materia visible comparada con la materia de la ecuacién de Jeans (ec. 3.93),
calculada con la densidad de Plummer (ec. 4.23) y la dispersién de velocidades (ec. 4.2) multiplicada
por 1 (linea sélida), 3 (linea-punto)(*) y 5 (linea punteada)(**). Arriba: solamente se hizo el cambio
en la ecuacién de dispersion de velocidades. Abajo: se multiplicé por 3 a la ecuacion de Jeans para

hacer una correccion de escala aproximada.

De las gréficas en las figuras 4.36 y 4.37, se puede notar que la dispersién de velocidades es
el parametro que influye mas que la densidad sobre el comportamiento dinamico cerca del centro
galactico. Se puede observar que al aumentar su valor tres o cinco veces, es mayor el parecido a
la materia luminosa. No obstante, es imprescindible recordar que estas graficas se construyeron
unicamente para distinguir la dependencia de la ecuacion de Jeans con la dispersién de velocidades
de la densidad de probabilidad, asi como que no es certero el valor que se le ha dado al error de
factor de escala, que ya se ha visto que existe.

Las graficas de las figuras 4.33 hasta 4.37, han servido para comprobar la existencia de un error
de escala, que se supone se debe al método de calculo de la densidad de probabilidad, que es uno
de los pardametros necesarios para determinar la materia dindmica deducida de la ecuacion de Jeans
(ec. 3.93). En estas gréficas se ha probado que el aumento en la dispersién de velocidades genera un
comportamiento similar de la materia dinamica con la luminosa, pero se sabe de las observaciones
que los maximos de la dispersion de velocidades se encuentran en promedio aproximadamente en 280
km s™! y que es un buen ajuste el de las ecuaciones (4.1) a (4.4). Por lo tanto, serfa contradictorio
con las observaciones indicar que la materia dindmica de NGC 5845 y NGC 3818 se comporta como
en las graficas de las figuras 4.36 y 4.37, hasta no obtener observaciones mas actuales y comprobarlo
con otras galaxias.

Claramente, todas las graficas que comparan a la materia dinamica con la visible, han mostrado
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que la primera es creciente més alla del radio de la galaxia. Las graficas superiores de las figuras 4.36
y 4.37 demuestran que la dispersion de velocidades no va a influir en este comportamiento. Serd el
factor de escala el que rija la distancia a la cual inicia el halo de materia obscura segun las gréficas
de las figuras 4.17, 4.22, 4.27, 4.32, y 4.33 a 4.35.
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Capitulo 5

Conclusiones.

En el capitulo dos se describié al modelo cosmologico de Friedmann y las observaciones que lo
confirman: el diagrama de Hubble, la nucleosintesis del Big Bang y la radiaciéon césmica de fondo.
Enseguida se dio una resena de las observaciones a partir de las cuales se deduce la existencia de
materia obscura: lentes gravitacionales, curvas de rotacion, formacion de estructura, anisotropias en
la radiacion césmica de fondo y la expansion acelerada del Universo. Finalizando el capitulo con la
explicacién del modelo Lambda Cold Dark Matter (ACDM), que consiste en un modelo de materia
obscura fria y una constante cosmoldgica, con el cual es posible explicar el comportamiento de estas
observaciones.

Con las curvas de rotacion es posible comparar la materia dinamica de una galaxia espiral con la
materia luminosa, y se ha observado que la cantidad de materia dindmica es mayor a la luminosa.
En las galaxias elipticas el movimiento estelar es desorganizado, es decir, las 6rbitas alrededor del
centro galactico estan orientadas en direcciones aleatorias.

Si se elige a la velocidad estelar alrededor del centro galactico como una variable aleatoria, se vio,
en el capitulo tres, que el parametro que mide la amplitud con que se extienden los valores posibles
de la variable alrededor de su valor medio, es la dispersién de velocidades, y que la dispersion solo
puede anularse si todas las velocidades son iguales a la media y aumenta cuando las velocidades se
encuentran lejos de ésta. Es posible encontrar una ecuacion de materia dinamica respecto al radio
(Ec. 3.93), relacionada con la dispersién de velocidades como pardmetro observable.

Dado que en galaxias elipticas la dispersién de velocidades es anisotrépica, en el capitulo cuatro se
compar6 el comportamiento de la materia dindmica con el de la materia luminosa que se encuentra
dentro de un radio efectivo de cuatro galaxias: NGC 5845, NGC 3818, NGC 2778 y NGC 4742.
Obteniendo como resultado que la materia luminosa es constante mas alla del radio efectivo de la
galaxia, mientras que la materia dinamica es creciente.

De esta forma, la dispersion de velocidades en galaxias elipticas, es una observacién mas, junto
con las descritas en el capitulo dos, que da muestra de mayor cantidad de materia que la luminosa al-
rededor de las galaxias. Este comportamiento nos lleva a inferir, como en las observaciones anteriores,
que alrededor de las galaxias elipticas existe un halo de materia obscura.
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