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Introduccion.

El rio Pregel atraviesa la actual cuidad de Kaliningrado, Rusia, formando en su afluente
dos islas, durante el siglo XVIII esta misma ciudad llevaba el nombre de Konigsberg y
formaba parte de Prusia Oriental. En aquel siglo las islas estaban comunicadas entre si
y las orillas del rio mediante siete puentes. Los habitantes de la ciudad formularon un
reto que gand popularidad entre su gente: atravesar todos los puentes de tal manera que
no se recorriera un mismo puente dos veces y regresar al lugar de inicio del recorrido.

Fig. 0.0.1: El rfo Pregel durante el siglo XVIII y los siete puentes de Konigsberg.

Muchos de los habitantes fueron incapaces de determinar si cumplir con el reto era
factible o no, fue Leonhard Euler quien mostré que no era posible tener éxito en el
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desafio: en un plano colocé cuatro nodos, dos para las islas del rio Pregel y otros dos
para las porciones de tierra correspondientes al resto de la ciudad de Konigsberg, y
trazo entre dos puntos un segmento continuo si existia un puente entre las porciones de
tierra que representan.

Si lo que se requiere es un camino que pase por todos los puentes sin repetir ninguno
y regresar al lugar en donde se comenzdé, en el modelo del problema los nodos deben de
tener siempre un segmento por el cual entrar y un segmento distinto por el cual salir y
con ello, cada punto debe tener un ntmero par de segmentos incidiendo en él. En tal
caso, los nodos en el modelado del problema no satisfacen esa condicién, por lo que es
imposible cumplir el reto de los puentes.

c

Fig. 0.0.2: Problema de los puentes de Kénigsberg modelado por Euler.

A partir de este problema nacié la teoria de graficas; Euler propuso dos conjuntos en
el modelado del problema: un conjunto de nodos que representan a las porciones de
tierra y una relacién inducida por los puentes entre elementos del primer conjunto. En
general, una grafica es una pareja ordenada G = (V(G), A(G)) donde V(G) es un
conjunto finito y no vacio y A(G) es un conjunto de parejas no ordenadas de distintos
elementos de V(G). A los elementos en V(G) se le llaman vértices y a los elementos
de A(G), aristas.

Los resultados obtenidos en la teoria de graficas han servido de auxilio tanto en
problemas cotidianos y cientificos. Por ejemplo, supongamos que se tiene una red in-
formatica que consta de varias computadoras, algunas de ellas comunicadas entre si de
manera directa gracias a conexiones fisicas. Una misma computadora puede tener ac-
ceso a los archivos de otra si estan enlazadas por una de estas conexiones jSera posible
encontrar un conjunto de computadoras de tal manera que se tenga acceso a todos
los archivos guardados en dicha red? Podemos dar una soluciéon al problema anterior
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mediante una grafica: el conjunto de vértices serian las computadoras y trazamos una
arista entre dos vértices si sus computadoras asociadas se encuentran comunicadas.
Con esta construccion la solucién se reduciria a encontrar un grupo de vértices de tal
manera que para cualquier vértice fuera del grupo exista un elemento dentro y ambos
estén unidos por una arista. Este tipo de conjuntos son ampliamente estudiado en la
teoria de graficas y son llamados conjuntos dominantes.

Con el avance de la teoria se presentaron problemas que exigian nuevas clases de
conjuntos dominantes, si consideramos nuevamente el ejemplo anterior, ademas de en-
contrar un conjunto de computadoras desde las cuales se pueda tener acceso a todos los
archivos de la red, ;jsera posible que cualquier computadora en dicho grupo tenga acceso
a los archivos de los otros miembros del grupo? Para esta pregunta no solo requerimos
que un conjunto sea dominante, sino que todos los elementos en él tengan una arista
en comun. A éstos se le llamé clanes dominantes y han sido estudiados por Cozzens
y Kelleher en [12], a la menor cantidad posible de vértices en un clan dominante se le
llamé6 el nimero de dominacion por clanes de la gréfica.

Por otro lado, se definié una m-coloracion de los vértices de una gréafica como
una particién de sus vértices en m conjuntos y a los elementos de dicha particién se
les llamé clase cromatica. E. J. Cockayne y S. T. Hedetniemi [9][11] relacionan los
conceptos de coloracion y dominacion: ellos comienzan el estudio de coloraciones en una
grafica cuyas clases crométicas sean conjuntos dominantes. A la mayor cantidad posible
de elementos en una particién de esta naturaleza le llamaron niimero domatico de
la grafica. Posteriormente, Laskar y Hedetniemi [20] definen el concepto de nimero
domatico conexo de una grafica como la mayor cantidad posible de elementos en
una coloracion de los vértices en conjuntos dominantes que cumpla que entre cada par
de vértices de una misma clase cromatica exista un camino a través de los elementos
de la misma clase.

Conforme los problemas ganaban complejidad se evidencié que las graficas no serian
suficientes para dar soluciéon a todos los problemas, por lo que la teoria comenzé a
extender sus conceptos y resultados. A partir de la nocién de grafica podemos definir
lo que es una grafica orientada o digrafica. Una digrafica es una pareja ordenada
D = (V(D),F(D)) donde V(D) es un conjunto finito y no vacio de elementos llamados
vértices y F'(D) es un conjunto de parejas ordenadas de distintos elementos de V' (D),
llamadas flechas. La teoria de dominacion también se amplié a digraficas: un conjunto
de vértices de una digrafica es semidominante interior si para cualquier elemento
x fuera del conjunto existe un elemento z en el conjunto tal que la pareja ordenada
(x, z) es una flecha de la digrafica. B. Zelinka [28] comenz6 el desarrollo del concepto de
nimero domatico en digréficas: el nimero semidomatico interior de una digrafica es
la mayor cantidad posible de elementos en una coloracién de los vértices de la digrafica
cuyas clases cromaticas son conjuntos semidominantes interiores.

El objetivo de esta tesis es trabajar los conceptos de clan dominante y nimero
domatico conexo en digraficas, comenzando a desarrollar la teoria suficiente para poder
acotar el nimero de dominacion por clanes y el nimero domatico conexo en graficas
dirigidas. Cabe senalar que los resultados aqui propuestos surgieron como una exten-
sion en digraficas de los conceptos ya existentes en graficas sin que algiun problema en
concreto los motivase.



Debido a que este trabajo de tesis es autocontenido, en el primer capitulo se abor-
daran formalmente las definiciones bésicas de la teoria de graficas y digraficas que
utilizaremos a lo largo de esta tesis, asi como resultados que auxiliardn en las demos-
traciones de los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo daremos una introduccion a los conceptos previos de domi-
nacion y que incentivaron el desarrollo de este trabajo, asi como un marco histérico y
los resultados trabajados por algunos autores, mostrando las diversas formas con las
que se han abordado el nimero de dominacién por clanes y el nimero domatico conexo
en la literatura.

En el tercer capitulo introduciremos el concepto de conjunto absorbente semicom-
pleto, mismo que es una extension del concepto de clan dominante en digraficas. Mostra-
remos diversos resultados de esta clase de conjuntos y definiremos el nimero superior e
inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos como el maximo y minimo niimero
de vértices posible en un conjunto absorbente semicompleto, respectivamente. En este
mismo capitulo, ofreceremos diversos resultados respecto a los conjuntos absorbentes
semicompletos y a partir de ellos exhibiremos cotas para los nimeros inferior y superior
de absorbencia por conjuntos semicompletos.

En el cuarto capitulo definiremos el nimero semidomatico interior fuerte de una
digrafica, el cual es una extensién del concepto en graficas de niimero domatico conexo.
Mostraremos diversas cotas y resultados basicos para digraficas en general. También
relacionaremos al nimero semidomatico interior fuerte y los niimeros de absorbencia
por conjuntos semicompletos de cierta clase de digraficas.

En el quinto capitulo abordaremos resultados basicos para el producto y composicion
de digréficas arbitrarias, gracias a ellos podremos continuar con el desarrollo de la teoria
de los niimeros de absorbencia por conjuntos semicompletos y el niimero semidomatico
interior fuerte en dichas operaciones, se construiran algunas familias de digraficas para
las que dichos nimeros estén dados.

Por 1ltimo, en el sexto capitulo se trabajaran orientaciones de la grafica de lineas y
algunas digraficas asociadas, como la digrafica de lineas. En esta tltima se mostrard que
el nimero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos es a lo mas tres y
también se calculara el nimero semidomatico interior fuerte, dando pié al estudio de
dicho nimero en otras digraficas asociadas, como lo son la digrafica subdivision y la
digrafica total.



Capitulo 1.

Definiciones y Resultados Basicos.

En este capitulo se establecen las definiciones bésicas de la teoria de graficas y digréaficas
que se utilizaran a lo largo del trabajo, también se muestran varios ejemplos de las
definiciones con la intencién de facilitar su uso al lector. Asimismo, como este trabajo
es autocontenido, se enuncian y demuestran algunos resultados bésicos que auxiliaran
en las pruebas de las proposiciones mencionadas en los capitulos posteriores.

1.1. Definiciones y Resultados en Graficas.

Una grafica G es una pareja ordenada (V(G), A(G)) donde V(G) es un conjunto
finito y no vacio de elementos llamados vértices y A(G) es un conjunto de parejas
no ordenadas de distintos elementos de V(G) llamadas aristas. Asi, el conjunto
V(H) = {v1,v2} indica que los vértices de la grafica H son v, y vy, andlogamente,
A(K) = {(x1,22), (x9, x3), (x2, x5) } indica que (x1,x2), (29, x3) ¥ (22, x5) son las aristas
de la grafica K. Podemos representar a G simplemente como G = (V, A).

Una grafica es dibujada en el plano mediante nodos que representan a los vértices
de la gréfica y una linea continua entre dos nodos equivale a la arista que contiene a
dichos vértices, asi, la grafica de la figura 1.1.1 representa a la grafica G cuyo conjunto
de vértices es {u,v,w,x,y, z} y su conjunto de aristas es

{(z,9), (z,u), (y,0), (¥, 2), (2, w), (W, v), (w, u), (u, v)}.

c

Fig. 1.1.1: Representacién de una grafica en el plano.



Decimos que dos graficas H y G son iguales, denotado por G = H, si
V(H)=V(G)y A(H) = A(G). Existen graficas que no son iguales entre si, pero
son esencialmente las mismas, por ejemplo Hy = ({1,2,3,4},{(1,2),(2,3),(3,4)})
y Go = ({a,b,c,d},{(b,c),(c,a),(a,d)}) ilustradas en la figura 1.2.2, no son iguales
pues V(G) # V(H), sin embargo, ambas representan la misma grafica, pero con un
etiquetado distinto en los vértices, ésta es una nocién importante: decimos que dos
graficas H y G son isomorfas si existe una funcién f : V(G) — V(H) biyectiva tal
que (z,y) € A(G) siy sélosi (f(x), f(y)) € A(H), la relacién de isomorfismo entre dos
graficas G y H se denota por G = H.

1 ] &
3 d a
b c

4 2 .

Fig. 1.1.2: Graficas Hy y G, respectivamente, donde Hy = Gy.

Aunque existen muchos conceptos derivados de una grafica, aqui nos limitaremos a
aquellos que son bdsicos para este trabajo. A las entradas de una arista (z,y) se les
llama extremos de la arista, por ejemplo, en la figura 1.1.1, u es un extremo de la
arista (u,w). Si G es una grafica, el orden de G es el nimero de vértices en G, es
decir, |V(G)|. Asimismo, se define el tamano de G como el nimero de aristas que hay
en G, |A(G)|. El orden de G se suele representar como p, mientras que el tamafio de G
por ¢, aunque no es dificil encontrar en algunos libros y articulos la notacién de n y m
para el orden y el tamano de una grafica, respectivamente, sin embargo, en lo que resta
de la teoria, usaremos exclusivamente la primera notacion.

Otra definicién que es importante en una grafica es la nocién de adyacencia. Dados
dos vértices v y w, decimos que v es adyacente a w si (v, w) € A(G). Notemos que
por ser A(G) un conjunto de parejas no ordenadas, es lo mismo (v,w) € A(G) que
(w,v) € A(G), por lo que v es adyacente a w y w es adyacente a v son la misma
afirmacion, o simplemente podemos decir que v y w son adyacentes. También podemos
hablar de adyacencia entre aristas. Dadas dos aristas de GG, a y b, decimos que a y b
son adyacentes si comparten un extremo. Si U y V son subconjuntos no vacios de
V(G) y (u,v) € A(G) es tal que u € U y v € V, diremos que (u,v) es una UV — arista.

Derivadas de la nocion de adyacencia entre vértices, tenemos dos definiciones mas;
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una hace referencia al conjunto de vértices adyacentes a un vértice dado y la segunda a
la cantidad de vértices que le son adyacentes. En primer lugar, si v € V(G), definimos
la vecindad de v como el conjunto de vértices que son adyacentes a v, éste se denota
por N(v), asimismo, decimos que w € V(G) es vecino de v si w € N(v). Cabe senalar
que por definicién de A(G), un vértice no estd contenido dentro de su propia vecindad;
en algunos casos es importante considerar a un vértice y a su vecindad dentro de un
mismo conjunto, por lo que definimos la vecindad cerrada de v como N(v) U {v}.
denotada por Nv].

Se puede generalizar el concepto de vecindad usando subconjuntos de V(G): dado
W C V(G) no vacio, definimos la vecindad de W como

NW)={z e V(G)|(z,y) € A(G) para algin y € W}.

Notemos que en el caso particular en que W = {v}, tenemos la definicién de vecindad
de v.

Por otro lado, definimos el grado de v como el nimero de vértices adyacentes a
v, denotado por 6(v). A un vértice de grado p — 1 le llamaremos vértice absorbente
Asi, en la Figura 1.1.1 tenemos que N(w) = {u,v,z} y §(z) = 2. Ademas, definiremos
el grado maximo de una grafica como el maximo de los grados de los vértices de la
grafica:

A(G) = maz{é(v)|v € V(G)}.

Y analogamente definimos el grado minimo de una grafica como el minimo de los
grados de los vértices de la grafica:

(G) =min{o(v)|v e V(G)}.

Existe una forma de relacionar a los grados de una grafica con el niimero de aristas
en la grafica, mostrado a continuacion.

Teorema 1.1.1 (Primer Teorema de Teoria de Graficas) En toda grifica, la su-
ma de los grados de los vértices de la grafica es igual al doble del tamanio de la grdfica.

Demostracion.
Sea G una grafica, si consideramos ),y p) d(v), cada arista de G es contada dos
veces en la suma por los dos vértices distintos que la forman, por lo cual,

> bw) =2

veV (D)



Un camino en una grafica es una sucesién de vértices de la forma (vg, vy, ...,v,)
donde para todo i € {0,1,...,n — 1}, (v;,v;41) € A(G), es decir, todo vértice en la
sucesion es adyacente al vértice consecuente, mas ain, si C' = (vg, V1, ..., Un_1,Vp),
diremos que C' es un vyv,—camino y que vg y v, son, respectivamente, el vértice inicial
y final de dicho camino. Por ejemplo, en la figura 1.1.1, C' = (u, v, y, z) es un uz—camino.
En lo consecuente, consideraremos que la sucesién (z) si es un camino y serd llamado
camino trivial. Tenemos varias definiciones relacionadas con los caminos: notemos que
en la figura 1.1.1 el camino C' = (u,v,w, u, x,y) es tal que existe un vértice que se repite
en la sucesion, a saber, el vértice u, para excluir este tipo de situaciones, definimos lo
que es una trayectoria.

Una trayectoria es un camino que no repite vértices, por ejemplo,
Ty = (u,z,y,v,w) es una trayectoria en la figura 1.1.1, al igual que en las nociones
de caminos, se puede decir que T} es una uw—trayectoria. Una grafica con k vértices
isomorfa a una trayectoria se le denotara por Py.

Andlogamente, un paseo es un camino que no repite aristas. Como ya se vio, no todo
camino es una trayectoria, tampoco sucede que todo camino es un paseo, por ejemplo,
el camino C' = (u,w,v,w, z) en la figura 1.1.1 repite la arista (v, w), por lo que no es
un paseo. Més atin, podemos notar que no todo paseo es una trayectoria, por ejemplo,
en la grafica ilustrada en la figura 1.1.3, Q = (n,s,t, k,s,m,n) no repite aristas, pero
si repite al menos un vértice, a saber, el vértice s. Sin embargo, si se tiene que toda
trayectoria es un paseo, pues al no repetir vértices, tampoco puede repetir aristas.
Hay que mencionar que es importante conocer el nimero de vértices o aristas que se
recorren en un camino, por lo que agregaremos una definicién més: dado un camino
C = (xg, 1, ..., Tp), definimos la longitud de C' como n y se denota por long(C).

Fig. 1.1.3: Gréfica en la que se muestra que no todo paseo es trayectoria.

Existe una relacion entre los caminos y las trayectorias, es sencillo ver que si existe
una uv—trayectoria entre algun par de vértices, existe también un uv—camino, pues
la misma trayectoria es un caso particular de camino, el reciproco de esta afirmacién
también es verdadero, para mostrarlo, se enuncia el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.2 Sean G una grdfica y {u,v} C V(D) dos vértices distintos, si existe un
uv—camino en G, entonces existe una uv—trayectoria en G contenida en dicho camino.

Demostracion.
Sean G una grafica y {u,v} C V(D) tales que existe un uv—camino, digamos
C = (u = xg,x1,...,7, = v). Para demostrar la proposicién utilizaremos induccién

sobre la longitud de C, long(C').

Base Inductiva.

Silong(C) =1, C es la arista (u,v), la cual es una uv—trayectoria contenida en C.

Hipétesis de Induccién.

Si la longitud de C' es menor a n, entonces existe una uv—trayectoria contenida
en C.

Paso Inductivo.

Supongamos que long(C) = n y consideremos dos posibles casos sobre C:

Caso 1. Si C' no repite vértices.

En este caso, C' es una uv-trayectoria y la prueba esta hecha.

Caso 2. Si C repite al menos un vértice.

Supongamos que C repite un vértice x; para algun i € {xg, z1,...,x,}, es decir, C
es de la forma

C= (u:[Eo,l’l,...,IL‘Z',IZ‘+1,...,.Tj_1,Ij :ZIZi,ZEj+1,...7ZEn:U).

Con esto, el camino C' = (u = g, 21,...,Ti—1,%; = Lj,Tj41,...,T, = V) €S UN
uv—camino contenido en C' de longitud menor a C'; aplicando la hipdtesis de induccién
sobre C’ se deriva la existencia de una uv—trayectoria contenida en C’ y por consi-
guiente, en C.

O

De este ultimo teorema se sigue que la existencia de un uv—camino es condiciéon ne-
cesaria y suficiente para la existencia de una uv—trayectoria, por lo que en algunas
demostraciones consecuentes bastara exhibir la existencia de un camino para demos-
trar la existencia de una trayectoria y viceversa.

Una definicion que esta relacionada con los caminos es la de conexidad: decimos que
una grafica GG es conexa si existe un camino entre todo par de vértices de GG, en caso
contrario, diremos que GG es inconexa.

El siguiente teorema muestra la relacién entre el nimero de aristas y el niumero de
vértices de cualquier grafica conexa.

Teorema 1.1.3 ([8]) Si G es una grdfica conezxa, entonces ¢ > p — 1.
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Por otro lado, observemos que C” = (x,y, z,y,v,u,z) es un camino en la figura 1.1.1
que repite también el vértice x y es simultaneamente el vértice inicial y final de C”, éste
es un tipo especial de camino al que llamaremos camino cerrado, es decir, aquel que
repite el vértice inicial y el vértice final. Si un camino cerrado no repite ningin vértice
salvo el inicial y el final y la longitud de dicho camino es al menos tres, diremos que es
un ciclo. Una grafica con p vértices que es isomorfa a un ciclo se le representa por C,.
El camino C” claramente no es un ciclo, pues ademaés de repetir a x, también repite el
vértice y. Anédlogamente, si en un paseo el vértice inicial y final son iguales, decimos
que es un paseo cerrado.

Notemos que si existe un zz—camino en una grafica, éste no necesariamente es tinico,
pero al ser la grafica finita, si se tiene una cantidad finita de xz—caminos, de todos ellos,
nos interesa tomar el de longitud mas corta para poder establecer una distancia en los
vértices de la gréfica. Con dicha idea, definimos la distancia entre dos vértices = y
Z como:

d(z,z) = min{long(C)| C es un xz— camino}.

En caso de que no existan caminos entre z y z, decimos que la distancia es infinita:
d(x,z) = oo. Aunque aqui no se hard la prueba, dicha funcién es efectivamente una
métrica en G, es decir, d satisface:

1.- d(z,z) > 0 para todo {z,z} CV(GQ) y d(x,y) = 0siy sélo si x = y.

2.- d(x, z) = d(z,x) para todo {z,z} C V(G).

3.- d(z,2z) < d(z,y) + d(y, z) para todo {z,y,z} C V(G).

Las definiciones consecuentes hardan referencia a las subestructuras que podemos
encontrar en graficas, por ejemplo, los caminos. Notemos que si C' es un camino en
una grafica G, C = (V(C), A(C)) es también una grafica, pero con una propiedad
relevante: V(C) C V(G) y A(C) C A(G), asi, podemos estabecer una definiciéon entre
dos gréficas: dadas G y H, decimos que H es una subgrafica de G si V(H) C V(G)
y A(H) C A(G), esta propiedad se denota como H < G. Ya se vio que un camino en
una grafica es una subgrafica, también es facil ver que una gréfica es subgréfica de si
misma, cuando una subgréfica no es igual a la grafica original, decimos que H es una
subgrafica propia de G.

Si H es una subgréfica de Gy ademds se cumple que V(H) = V(G), decimos que
H es una subgrafica generadora de G o un factor de G. Sin embargo, ésto no
implica que G'y H sean la misma gréfica, pues puede ser que A(H) € A(G). Aunque las
subgraficas generadoras suelen ser mencionadas frecuentemente en la teoria, en algunas
ocasiones nos interesara tnicamente la subgrafica inducida por un conjunto especifico
de vértices o de aristas; para ello, tenemos las siguientes definiciones.

Si G es una grafica y M C V(G) es no vacio, definimos la subgrafica inducida
por M, denotada por G[M], como la gréfica tal que V(G[M]) = M y para todo
{z,y} € V(G[M]), (z,y) € A(G[M]) si y sblo si (z,y) € A(G). Por ejemplo, si
consideramos la grafica de la figura 1.1.1y M = {u,v,x, z}, la grafica inducida por M
es la grafica exhibida en la figura 1.1.4.
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Fig. 1.1.4: Subgrafica de la grafica mostrada en la figura 1.1.1, inducida por el conjunto
M = {u,v,z,z}.

Anélogamente, si G es una grafica y N C A(G) definimos la subgrafica indu-
cida por el conjunto de aristas IN, denotada por G[N]|, como la grafica tal que
A(GIN]) =Ny

V(GIN])={z € V(G)|x es extremo de algin a € N}.

Gracias a las definiciones anteriores podemos simplificar la notacién y la escritura
de muchas demostraciones y enunciados posteriores, un primer acercamiento a esto lo
tendremos en la siguiente definicién: sean G una gréfica conexa y K C V(G), decimos
que K es un conjunto de corte de G si la grafica G[V(G) \ K] no es conexa o es
la grafica trivial. Todas las graficas conexas tienen un conjunto de corte: si v es un
vértice arbitrario, N(v) es un conjunto de corte de la grafica, deduciéndose ademés que
G puede tener diversos conjuntos de esta naturaleza. A nosotros sélo nos interesaran
aquellos que sean minimos por cardinalidad y con éstos podemos definir el niimero de
conexidad por vértices de la grafica, denotado por k(G), como:

k(G) = min{ | K| | K esun conjunto de corte de G}.

Hasta ahora, las definiciones que se han dado son comunes a todas las graficas: en
toda grafica se puede hablar de grado, caminos, vecinos, etcétera, es natural pensar que
existen propiedades que tienen algunas graficas y otras no, ésto nos permite clasificarlas.
Hemos visto que no es necesario que entre todo par de vértices de una grafica exista
una arista, es decir, para todo {z,y} C V(G), (x,y) € A(G), a una gréfica que si tiene
esta propiedad se le llama grafica completa y se denota por K,,, donde p representa
el numero de vértices de la grafica. Asi, K; es la grafica con un tnico vértice, llamada
también grdfica trivial y Ky es la grafica completa con cuatro vértices.

Notemos que en una grafica completa todo vértice tiene grado p — 1, podemos
encontrar una generalizacion de ésto en la definicion de grafica r—regular. Sea G grafica
y r € N, decimos que G es r-regular si 6(z) = r para todo = € V(G). Toda grafica
completa con p vértices es (p — 1)—regular, pero no toda gréfica regular es completa,
por ejemplo, C),, con p > 4 es 2—regular y no es completa.

Por otro lado, definiremos lo que es una grafica k — partita, aunque necesitamos
una definicién previa. Si G es una grafica y J C V(G) es no vacio, decimos que J es
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un conjunto independiente si para todo par de vértices x y z en J, x y 2z no son
adyacentes en (G, es decir, no hay aristas entre elementos del conjunto. Analogamente,
si L C A(G) es no vacio, decimos que L es independiente por aristas si para todo par
de aristas a y b en L, a no es adyacente a b en GG, es decir, no tienen extremos comunes.
Asi, tenemos que si G es una grafica y £ € N, decimos que G es k-partita si existe una
particién de V' (G) en k conjuntos independientes, en particular, si k& = 2, decimos que
G es bipartita. Dentro de las graficas bipartitas, haremos referencia a un tipo muy
particular: las graficas bipartitas completas.

Decimos que una grafica G es bipartita completa si existe una particién de sus
vértices en dos conjuntos independientes {U;, Us} y para todo vértice v € U; y todo
vértice u € Us se satisface que (u,v) € A(G). Este tipo de graficas se denota por K,
donde el nimero de elementos de U; es m y el niimero de elementos en U; es n.

Ya se habia hablado anteriormente de ciclos en una grafica y es natural pensar en
graficas que no tienen ciclos, a una grafica sin ciclos se le llama bosque y en el caso de
que sea conexa, se le llama arbol. Ejemplos de un bosque es la grafica de la figura 1.1.4
y ejemplos de arboles son las graficas en la figura 1.1.2, mientras que la figura 1.1.1 no
es ni arbol ni bosque.

Una gréfica G es transitiva si para todo u, v, w vértices distintos de G tal que
(u,v) € A(G) y (v,w) € A(G), se cumple que (u,w) € A(G).

Otro concepto que se abordard sera el de grafica plana. Decimos que una grafica
G es plana si estd dibujada en el plano de tal forma que cualquier par de aristas se
intersectan a los mas en sus extremos, por ejemplo, las graficas mostradas en la figura
1.1.5 son graficas planas, mientra que la grafica Hy de la figura 1.1.2 no es plana, pues
la arista (1,2) intersecta a la arista (3,4). De este ultimo ejemplo podemos derivar un
concepto: aunque Hy no es una grafica plana, si es posible dibujarla de tal manera que
sea una grafica plana; por ejemplo, en la misma figura 1.1.2 se muestra una gréafica G
que si es plana y ademas es isomorfa a Hj, éste es el concepto de gréafica aplanable:
decimos que una grafica G es aplanable si es isomorfa a una grafica plana. Euler fue el
primero en asociar la topologia del plano con una gréfica, definié las regiones de una
grafica plana como las regiones conexas del plano determinadas por las aristas de la
grafica, incluida la region no acotada, llamada regién exterior, y con esto mostro que
siempre es posible establecer una relacién entre el orden, el tamano y el nimero de
regiones de cualquier grafica plana, dicha relacién se conoce como la Igualdad de Euler
y es un primer acercamiento a la teoria de planaridad:

Teorema 1.1.4 (Igualdad de Euler[8]) Si G es una grdfica conexa y plana con p
vértices, q aristas y r regiones, entonces:

p—q+r=2

A partir de esta relacion se derivaron diversos resultados que facilitaron el determinar
cuando una grafica es aplanable, aunque existen muchos resultados obtenidos a partir
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de la Igualdad de Euler, sélo mencionaremos aquellos que seran tutiles para el desarrollo
de nuestra teoria:

Corolario 1.1.1 ([8]) Si G es una grdfica plana con p > 3 vértices y q aristas, enton-
ces
q < 3p—6.

Corolario 1.1.2 ([8]) K5 y K33 no son grdficas aplanables, mds ain, si una grdfica
G tiene como subgrdfica a K5 o K33, entonces G no es aplanable.

Se encontraron condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando una grafica
es aplanable, algunas de ellas requieren definiciones que enunciaremos posteriormente,
por lo que serdn retomadas mas adelante.

El siguiente tipo de graficas que analizaremos son las graficas hamiltonianas. De-
cimos que una grafica es hamiltoniana si existe un ciclo en la grafica que contiene a
todos los vértices de la grafica. Este tipo de graficas es ampliamante estudiado y se tie-
nen diversos resultados sobre graficas hamiltoniananas, sin embargo, en lo que respecta
a nuestro trabajo s6lo mencionaremos un resultado, pero para ello se requiere de dos
nuevas definiciones.

Si G es una grafica arbitraria, decimos que G es factorizable en los factores
F, Fy, ... Fy si el conjunto A = {A(F1), A(Fy), ..., A(Fy)} es una particion de A(G)
y al conjunto F = {Fy, Fy, ..., F;} se le llama una factorizacién de G. Recordemos
que un factor de G es una subgrafica generadora de G.

Existen diversos trabajos que buscan familias de graficas factorizables en ciclos
hamiltonianos, una de dichas familias son las graficas completas con un nimero impar
de vértices:

Teorema 1.1.5 ([8]) Si G es una grdfica completa con 2k+1 vértices y k > 1, entonces
G se puede factorizar en k ciclos hamiltonianos.

Dado que no toda gréfica cumple con algunas de las caracteristicas antes mencionadas,
como la conexidad y la regularidad, se suele trabajar con subestructuras que si tengan
las propiedades que deseamos, ejemplo de ello son las componentes conexas de una
grafica y los clanes. Una componente conexa H de una grafica G es una subgréfica
inducida de G que cumple con ser conexa y es maxima por contencién por vértices con
dicha propiedad, es decir, para todo x € V(G) \ V(H), G[V(H) U {z}] no es conexa.
Anélogamente, definimos un clan K de una grafica G como una subgréafica inducida de
G tal que K es una grafica completa y es maxima por contencién con dicha propiedad,
es decir, para todo z € V(G) \ V(K), G[V(K) U {z}] no es completa.

Podemos definir también algunas operaciones entre gréaficas para generar nuevas
familias de graficas. Aqui sélo mencionaremos algunas operaciones elementales. Sean
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G y H dos graficas ajenas en vértices. Definimos la unién de G y H, denotada por
G'UH, como la gréfica tal que V(GUH) =V(G)UV(H)y A(GUH) = A(G)UA(H).

También tenemos la suma de G'y H, denotada por G+ H como la grafica tal que
V(G+H)=V(G)UV(H)y A(G+H) = A(G)UAH)U{(z,y) |z € V(G), y € V(H)}.

Definimos el producto cruz de G y H como la grifica G x H donde
VIGx H)=V(G)xV(H)y ((x,y),(z,w)) € A(G x H) siy sélo si se cumple alguna
de las siguientes:

l- (z,2) € A(G) y y = w.

2- (yyw) e A(H) y z = 2.

Existen también graficas construidas a partir de alguna grafica dada, a este tipo
de graficas se les llaman graficas asociadas y aunque existen una gran cantidad de
graficas asociadas, aqui mencionaremos unicamente algunas de ellas. Dada una gréfica

G = (V(G), A(G)), definimos el complemento de G como la grifica G donde
V(G) = V(G) y (x,y) € A(G) siy solo si (z,y) ¢ A(G). Definimos la grafica de
lineas de G como L(G) donde V(L(G)) = A(G) y (a,b) € A(L(G) ) siysdlosiayb
son adyacentes en G, es decir, a y b tienen un extremo comun.

Existe una relacion entre la gréfica de lineas de algunas graficas bipartitas y las
graficas completas, a saber, si G es una grafica bipartita K ,,, entonces su gréfica de
lineas es una grafica completa con m vértices, la demostracion es bastante sencilla,

como se aprecia en el siguiente lema:

Lema 1.1.1 Sea G una grdfica y m > 3 natural. G es isomorfa a Ki,, si y sélo si
L(G) es isomorfa a K,,.

Demostracion.

Sea GG una grafica bipartita y m > 3. Mostraremos primero la condicion de suficiencia
del enunciado: supongamos que G es una grafica bipartita completa K ,, con particién
{Uy,Us}. Gracias a que el nimero de aristas de K, es m, bastard ver que todo par
de aristas es adyacente en L(G), es decir, si {(u,v), (z,z)} C A(G) entonces tienen un
extremo en comun. Notemos que esto es cierto pues por ser GG bipartita, sucede que
ue U ovelU yxelU, oz e Uy, en cualquiera de los casos, por ser U; unitario, las
aristas (u,v) y (x, z) tienen un extremo en comun, concluyendo que son adyacentes en
L(G) y siguiéndose asi el que L(D) sea completa con m vértices.

Ahora mostraremos la condicién necesaria del enunciado: supongamos que L(G) es
isomorfa a K,,. Bastarda ver que todas las aristas de G tienen un vértice en comun en
G. Debido a que L(G) es completa, todas las aristas de G son adyacentes en G, por lo
que si tomamos dos elementos {(z,v), (y,u)} € A(G) éstas deben tener un extremo en
comun, digamos z. Afirmamos que cualquier otra arista tiene como extremo a x, para
ello, supongamos lo contrario: existe a € A(G) que no tiene como extremo al vértice x.
Ya que L(G) es completa, a debe ser adyacente a (x,v) y (x,u), por lo que a = (u,v).

Por otro lado, como m > 3, existe una cuarta arista b € A(G)\ {(z,u), (z,v), (u,v)}.
Notemos que si b tiene como extremo a z, entonces no es adyacente a (u,v), si tiene
como extremo a u no es adyacente a (z,v) y si tiene como extremo a v no es adyacente
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a (z,u), por lo que b no puede ser adyacente a (u,v), (z,u) y (x,v) simultdneamente,
lo cual no es posible pues todos los vértices de L(G) son adyacentes entre si. Con
esto mostramos que todas las aristas de G tienen un extremo comun, por lo que G es
isomorfa a K ,, y con esto terminamos la prueba del enunciado.

OJ

Otra propiedad que podemos recuperar de la grafica de lineas esta relacionada con
los grados de la gréafica original. El siguiente resultado sera un auxiliar en algunas
demostraciones del Capitulo 6.

Lema 1.1.2 Sea G una grdfica y L(G) su grdfica de lineas. Si L(G) tiene una subgrdfica
H isomorfa a K,, conm > 3 y B es el conjunto de vértices de H, entonces la subgrdfica
de G inducida por el conjunto de aristas B es isomorfa a K .

Demostracion.

Sean G una grafica, L(G) su gréfica de lineas y H una subgréfica de L(G) isomorfa
a K,, con m > 3. Consideremos dos vértices distintos de H, digamos (u,v) y (z, z).
Por definicién de adyacencia en L(G) se tiene que ambos vértices tienen un extremo
en comun en G, supongamos, sin pérdida de generalidad, que u = z. Afirmamos que
cualquier otro elemento tiene como extremo a z en G.

Supongamos lo contrario, existe un vértice (s,t) en H que no tiene como extremo a
z, en tal caso, por ser H una gréfica completa se sigue que (s,t) es adyacente a (z,v)
y a (z,z) en L(D), por lo que (s,t) = (v,x). Dado que |m| > 3, tomamos un cuarto
vértice que sea distinto de (z, 2), (z,v) y de (x,v), digamos (y, w). Nuevamente, por ser
H una grafica completa, tenemos que (y, w) es adyacente a (z, z), por lo que comparten
un vértice en G, supongamos, sin pérdida de generalidad, que z = y.

En tal caso, por ser (w,y) adyacente con (z,v), tenemos que w = z, con lo que
(w,y) = (¢, 2), 0w = v, concluyendo que (w,y) = (x,v). Pero lo anterior es un absurdo
debido a la eleccién de (w,y).

De lo anterior probamos que todos los vértices de H tienen como extremo a z en G,
por lo que la subgrafica de G inducida por los vértices de H es isomorfa a K ,,.

O

La siguiente grafica asociada sera de utilidad en las demostraciones de algunos enun-
ciados del Capitulo 3. Si G es una gréifica y S C V(G) es un conjunto no vacio,
definimos la contraccion de G respecto de S como la grafica G, tal que
V(Gs) = (V(G)\ S) U {s}; donde s ¢ V(G) y dos vértices {u,v} C V(G) \ S son
adyacentes en G si y sélo si (u,v) € A(G) y un vértice u € V(G) \ S es adyacente a s
en Gg siy sblo si existe un vértice v € S tal que (u,v) € A(G).
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Para ejemplificar la definicién anterior, prestemos atencion al ejemplo de la figura
1.1.5 mostrado a continuacién. Si consideramos al conjunto S = {1, x2, 23}, la contrac-
cion de G respecto de S es simplemente identificar al conjunto S con un nuevo vértice
en Gg, las adyacencias de los vértices que no pertenecen a S se preservan en la contrac-
cion de la grafica y la adyacencia entre los vértices en V(G) \ S y el conjunto contraido
estan determinadas por las adyacencias originales entre los vértices de V(G) \ S y los
vértices propiamente contenidos en S.

Xg

Fig. 1.1.5: Ejemplo de una gréfica junto con su contraccién.

Esta grafica mostrara su importancia durante algunas demostraciones del Capitulo
4, pues se tiene un resultado referente a gréaficas planas y contracciones de las mismas:

Teorema 1.1.6 ([7]) Si G es una grdfica aplanable y U C V(G), entonces la contrac-
cion de G respecto de U es aplanable.

Estos son los conceptos basicos referentes a gréaficas que usaremos a lo largo de esta
tesis, sin embargo, estas definiciones y resultados son sélo un acercamiento minimo
a la extensa riqueza de la teoria de graficas. Muchos de los resultados y definiciones
aqui expuestas fueron tomadas de [6], [7], [8] ¥ [15].
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1.2. Definiciones y Resultados en Digraficas.

Una digrafica D es una pareja ordenada (V(D), F(D) ), donde V(D) es un conjunto
finito y no vacio de vértices y F'(D) es un conjunto de parejas ordenadas de distintos
elementos de V(D) llamadas flechas. Al igual que en una grafica, una digrafica se dibuja
en el plano mediante nodos que representen a los distintos vértices de D y por segmentos
dirigidos entre dos nodos, representando la pareja ordenada que los contiene.

Por ejemplo, la digréfica D cuyos vértices son V(D) = {u,v,w,x,y, 2z} y flechas
F(D) = {(u,v), (u, 2), (v,w), (w,y), (x,v), (z,y), (y,x)} se puede dibujar como en la
figura 1.2.1.

Fig. 1.2.1: Representacién en el plano de una digrafica.

Una digrafica puede representarse simplemente por D = (V) F'). Aunque una digréfica
y una grafica no son lo mismo, si podemos encontrar una relacién entre ellas. Si D es
una digrafica, la grafica subyacente de D es la grafica G tal que V(G) = V(D) y
(z,y) € A(G) siy sblosi (z,y) o (y,z) pertenecen a F(D). Andlogamente, si G es una
grafica, una orientaciéon de G es una digrafica D tal que V(D) = V(G) y el conjunto
de flechas de D es el conjunto A(G) visto como parejas ordenadas. Notemos que dada
una grafica G, no necesariamente existe una tinica orientacion, pero dada una digrafica
D, ésta tiene una tunica gréafica subyacente.

Dado que F(D) es un conjunto de parejas ordenadas, hablaremos de direccién en
las aristas, teniendo en cuenta que si (u,v) € F(D) la direccién de (u,v) es de u hacia
v, por lo que podemos decir que u es el vértice inicial y v es el vértice final de la
flecha (u,v). Cabe enfatizar que, a diferencia de una gréfica, en una digrafica una flecha
(x,y) no es igual a la flecha (y,z) por ser F(D) un conjunto de parejas ordenadas y
por ello muchas de las definiciones no son iguales que en una grafica. A un elemento
(u,v) € F(D) tal que (v,u) € F(D) le llamaremos flecha simétrica.

La nocién de orden y tamano de una digrafica son iguales que en graficas: si D
es una digrafica, el orden de D se define como el nimero de vértices de la digrafica,
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representado por p y el tamano de D se define como el niimero de flechas de la digréfica,
representado por g.

Los primeros conceptos que se modificaran seran los de adyacencia, pues al tener
direccién en las aristas, se habla de distintos tipos de incidencia. Al igual que en graficas,
si (u,v) € F(D) diremos que u y v son adyacentes, aunque ésto no especifica la
direccion de la flecha entre u y v, para ello, decimos que w incide en v o andlogamente v
es incidido por w si (u,v) € F(D). En el caso de flechas, decimos que dos flechas de una
digrafica son adyacentes si comparten un extremo comun. El concepto de adyacencia
se puede extender a conjuntos: si M y N son subconjuntos no vacios de V (D), y
(u,v) € F(D) es tal que u € M y v € N, diremos que (u,v) es una MN — flecha.

Teniendo en cuenta esta relacién, los conceptos de vecinos y grados también se
ven modificados, si bien en gréaficas inicamente teniamos el concepto de vecinos de un
vértice o de un conjunto, ahora podemos hablar de dos nuevos tipos de vecindad: los
vértices que inciden en x y los vértices en los que x incide, es decir, los vértices v para
los cuales (v,z) € F(D) y los vértices u tales que (x,u) € F(D), respectivamente. Asi,
dado z € V(D) definimos la exvecindad de x, denotada por N*(z), como los vértices
en los que z incide, es decir, N*(z) = {w € V(D) |(z,w) € F(D)}, a los elementos
de N*t(z) se les llama exvecinos de x, andlogamente definimos la invecindad
de «, denotada por N~ (z), como los vértices que inciden en =z, es decir,
N~ (z) ={w € V(D) |(w,z) € F(D)}, alos elementos de N~ (z) se les llama invecinos
de x. Al conjunto N(z) = N*(z) U N~ (z) le llamaremos simplemente los vecinos de
x v a sus elementos se les conoce como los vecinos de x.

Por ejemplo, considerando la figura 1.2.2 tenemos que NT(m) = {c e},
N=(b) = {a,d}. Al igual que en graficas, un vértice no estd en ninguna de las ve-
cindades de si mismo, cuando queramos considerar a alguna de las vecindades de un
vértice junto con el vértice, se les llamara vecindades cerradas, en otras palabras, la
exvecindad cerrada de x es el conjunto N [z] = N*(z) U {z}, la invecindad ce-
rrada de x es el conjunto N~ [z] = N~ (z) U {z} y la vecindad cerrada de x es el

conjunto N[z] = N(z) U {z}.

Fig. 1.2.2: Ejemplo de una digréfica.
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Esto induce dos definiciones nuevas en digraficas respecto al grado de un vértice, pues
ahora hablamos de ezvecindad e invecindad, asi, dado x € V(D) definimos el exgrado
de x como el nimero de exvecinos de x, 07 (z) = |[N*(z)| y el ingrado de x como
el nimero de invecinos de z, () = |[N~(x)|, a un vértice de ingrado p — 1 se le
llamara vértice absorbente y si un vértice tiene exgrado cero se le llamara pozo.
Para ilustrar los conceptos de ingrado y exgrado usemos nuevamente la figura 1.2.2,
por ejemplo, 67 (a) =2y 0~ (e) = 1. Al igual que en graficas, el grado de x se define
como el nimero de vecinos del vértice z, es decir, 6(z) = |N(x)|.

Tenemos entonces que si D es una digréfica, el exgrado maximo de D se define
como el maximo de los exgrados de los vértices de la digréafica:

AT (D) = mdz{6"(z)|x € V(D)}.

El exgrado minimo de D se define como el minimo de los exgrados de los vértices
de la digrafica:
5T(D) = min{dt(x)|x € V(D)}.

Anélogamente, el ingrado maximo de D y el ingrado minimo de D es el
maximo de los ingrados de los vértices de la digrafica y el maximo de los ingrados de
los vértices de la digrafica, respectivamente.

AT (D) =mdx{o (z) |z € V(D)}.
0 (D) =mm{d (z)|x € V(D)}.

Como ya se podra notar, el hecho de que F'(D) sea un conjunto de parejas ordenadas
agrega nuevos conceptos que son bésicos en la teoria y en términos de caminos no es la
excepcion. Un camino no dirigido en una digrafica D es una sucesion de vértices de la
forma T = (xg, z1,...,x,) donde x; es adyacente a x;,1 para todoi € {0,1,...,n—1}.
Hay que notar que en esta definiciéon no necesariamente se cumple que (z;, z;11) € F(D),
es decir, el camino no necesariamente respeta direcciones, por ejemplo, en la figura 1.2.2,
Cy = (m,e,d,c) es un camino no dirigido.

Para preservar la direccién en un camino, definimos un camino dirigido como una
sucesion de vértices de la forma T = (g, x1, ..., x,) donde (x;,2;41) € F(D) para todo
i €{0,1,...,n—1}. Por ejemplo, Cy = (m, ¢, d, b) es un mb-camino dirigido en la figura
1.2.2. Dado que en esta teoria es mas frecuente trabajar con caminos dirigidos que con
los no dirigidos, cada que se mencione un camino se dara por hecho que éste es dirigido,
salvo que se haga la aclaracién de lo contrario, ademds, si C' = (x1,z,...,x)) es un
camino y queremos hacer referencia al camino contenido en C' entre los vértices x; y
xj, usaremos la notacién (x;,C,z;). Al igual que en graficas, consideraremos que la
sucesién (x) si es un camino y serd llamado el camino trivial.

Una trayectoria en una digrafica es un camino dirigido que no repite vértices,
como el camino C5 mencionado anteriormente; un paseo es un camino dirigido que
no repite flechas. Estos dos conceptos respetan fuertemente la direccion de las flechas
en una digrafica, si se quiere omitir ésto, hablaremos simplemente de trayectorias no
dirigidas y paseos no dirigidos. Una digréafica con k vértices que es isomorfa a una
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trayectoria se denota por Pj,. Ademas, si una trayectoria es tal que todas sus flechas
son simétricas, diremos que es una trayectoria simétrica.

Al igual que en graficas, dada una digrafica D y un camino C' = (g, 1, ..., Ty),
definimos la longitud de C como n, se denota long(C') y es anélogo si queremos
definir la longitud de una trayectoria o un paseo, sean dirigidos o no.

Recordemos que en el caso de gréficas, al definir entre todo par de vértices x y z la
distancia de z a z como d(z,z) = min{long(C)|C es un xz— camino}, d era una
métrica en el conjunto de vértices de la grafica. Esta definicién como tal no induce una
métrica en una digrafica, por ejemplo, si D es la digrafica exhibida en la figura 1.2.3,
tenemos que d(vy,vs) = 3 pero d(vg,v1) = 2. Aln asi, es muy socorrida esta notacién
en diferentes resultados, por lo que definiremos para todo par de vértices z y z, la
distancia de x a z como d(z, z) = min{long(C)|C es un xz— camino dirigido},
teniendo siempre en cuenta que d no es propiamente una métrica en D.

Fig. 1.2.3: Digréfica en la que se exhibe que d(z,2) = min{long(C)| C es un xz — camino} no es
propiamente una métrica.

Tenemos ahora un resultado similar al teorema 1.1.2 en digraficas respecto a los caminos
dirigidos.

Teorema 1.2.1 Sean D una digrdfica y {u,v} C V(D) dos vértices distintos, si existe
un uv—camino en D, entonces existe una uv—trayectoria en D contenida en dicho
camino.

Demostracion.
Sean D una digrafica y {u,v} C V(D) tal que existe un uv—camino, digamos
C = (u = xg,x1,...,2, = v). Demostraremos la proposicién por induccién sobre la

longitud del camino entre u y v.
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Base Inductiva.

Si k=1, entonces C es la flecha (u,v), la cual es una uv—trayectoria contenida
en C.

Hipotesis de Induccién.

Si " es un wv—camino de longitud k& con k < mn, entonces C’ contiene una
uv—trayectoria.

Paso Inductivo.

Sea C' un uv—camino de longitud n y consideremos dos posibles casos sobre C"

Caso 1. Si C' no repite vértices.

En este caso, gracias a la definiciéon de trayectoria, C' es una wuwv-trayectoria y la
prueba esta hecha.

Caso 2. Si C' repite al menos un vértice.

Supongamos que C repite un vértice x; para algun i € {xg, z1,...,x,}, es decir, C
es de la forma:

C = (u:xo,xl,...,xi,xiﬂ,...,x]’_l,xj :xi,$j+1,...,$n:1}).

Con esto podemos concluir que C' = (u = %o, T1,...,Tim1,Ti = Tj,Tjt1,--.,Tn = V)
es un uv—camino contenido en C' de longitud menor a n, aplicando la hipdtesis de
induccién sobre C’ se deriva la existencia de una uv—trayectoria contenida en C’ y por
consiguiente, en C'.

OJ

La utilidad de este teorema se pondra de manifiesto en la demostracion de diversos
enunciados posteriores, pues se deriva de éste el que sea condicién necesaria y suficiente
la existencia de un uv—camino en D para que exista una uv—trayectoria, por lo que
bajo ciertas condiciones sera equivalente el trabajar con caminos que con trayectorias
y, dependiendo de las hipdtesis de algunas proposiciones, serd mas sencillo el trabajar
indistintamente con alguna de las dos definiciones.

Si tenemos los casos en que en un camino dirigido el vértice final e inicial son iguales,
hablaremos de camino dirigido cerrado o simplemente camino cerrado, si dicho
camino no repite flechas, diremos que es un paseo dirigido cerrado o simplemente,
un paseo cerrado y si tiene al menos dos vértices y no repite ningin vértice salvo el
primero y el ultimo, es un ciclo dirigido. A una digrafica con p vértices que es isomorfa
a un ciclo se le denotard por C), y al igual que en trayectorias, si un ciclo tiene todas
sus flechas simétricas, diremos que es un ciclo simétrico.

A continuacién se enuncia un teorema que relaciona a los ciclos y los caminos ce-
rrados en una digrafica. En éste se muestra que es suficiente la existencia de un camino
cerrado en una digrafica para poder asegurar que existe al menos un ciclo en ella.
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Teorema 1.2.2 En toda digrdfica todo camino cerrado con al menos dos vértices con-
tiene un ciclo dirigido.

Demostracion.

Sean D una digrafica y C' = (o, 1,..., Tk, o) un camino cerrado con al menos
dos vértices, la demostracién la haremos por inducciéon sobre la longitud del camino,
long(C).

Base Inductiva.

Si long(C') = 1 tenemos que el camino cerrado C' = (zg, x1,Zo) es un ciclo.

Hipotesis de Induccién.

Si C" es un camino cerrado de longitud menor que n, entonces C’ contiene un ciclo.

Paso Inductivo.

Supongamos que C' es un camino cerrado tal que long(C') = n, consideremos dos
casos posibles sobre los vértices de C"

Caso 1. C' no repite vértices salvo el primero y el tltimo.

En este caso, C' es un ciclo y con ello terminamos la demostracion.

Caso 2. C' repite al menos un vértice distinto del primero y el tdltimo.

En este caso se tiene que C' es de la forma

C= ([L'(),C(,’l, ey Ly Ljq 1y e ooy Tj—1, L5 = Ty L1y - - - ,l’n,l’o).

Con ello, C" = (x¢, 1, ..., Tiz1,Ti = Tj, Tj41,...,Tn, To) €8 un camino cerrado de lon-
gitud menor a n y por hipdtesis de induccion, contiene un ciclo dirigido, mismo que
estd contenido en C.

O

En los siguientes lemas se muestran condiciones suficiente para que una digréfica tenga
un ciclo, en ellos se relaciona el exgrado e ingrado de los vértices para asegurar la
existencia de un ciclo en la digrafica.

Lema 1.2.1 Si D es una digrdfica tal que 67 () # 0 para todo x € V(D), entonces D
contiene un ciclo.

Demostracion.

Sea D una digréifica tal que 6" (x) # 0 para todo x € V(D). Dado que V(D)
y F(D) son conjuntos finitos, consideremos una trayectoria de longitud méxima 7T
y supongamos sin pérdida de generalidad que sus vértices iniciales y finales son u y
v respectivamente. Por hipétesis, todo vértice en D tiene exgrado al menos uno, en
particular, existe w € V(D) tal que (v, w) € F(D). Notemos que si w ¢ V(T), entonces

T'=TU (v,w)
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es una uw-trayectoria tal que long(T") = long(T) + 1, lo cual no es posible por eleccién
de T', por lo cual, w € V(T'), concluyendo asi que C = (w,T,v) U (v, w) es un ciclo en
D.

OJ

Lema 1.2.2 Si D es una digrdfica tal que §—(z) # 0 para todo x € V (D), entonces D
contiene un ciclo.

Demostracion.
La demostracion es andloga al lema 1.2.1.

Ahora retomaremos la nocion de conexidad, ya que el conjunto de flechas de una digrafi-
ca es un conjunto de parejas ordenadas tendremos nuevas definiciones, nosotros mos-
traremos tres tipos posibles de conexidad en una digrafica: conexidad débil, unilateral
y fuerte. Sea D una digrafica, decimos que D es débilmente conexa si para todo
{u,v} C V(D), existe un uv—camino no necesariamente dirigido. A este tipo de digréfi-
cas también se les llama débiles. Dado que la conexidad débil no respeta direccion y en
muchas ocasiones es importante el considerar la direccion de las flechas, tenemos otras
definiciones.

Una digrafica D es unilateralmente conexa si para todo {u,v} C V(D) existe
un uv-camino dirigido o existe un vu-camino dirigido. Este tipo de conexidad respeta
la direccion de las flechas, pero queda abierta la posibilidad de que no exista el camino
en un sentido, ya sea de u a v o de v a u, cuando si se tiene ésto tenemos el tercer tipo
de conexidad.

Una digrafica es fuertemente conexa o simplemente fuerte si existe un uv-camino
dirigido para todo {u,v} C V(D). Hay que notar que toda digrafica fuerte es unila-
teralmente conexa y toda digrafica unilateralmente conexa es débil conexa, pero los
reciprocos de estas dos ultimas afirmaciones no necesariamente son ciertos. El siguiente
lema muestra una propiedad importante en cualquier digrafica fuerte no trivial.

Lema 1.2.3 Si D es una digrafica fuerte no trivial, entonces todo vértice en D tiene
exgrado e ingrado al menos uno.

Demostracion.
Sean D una digrafica fuerte y = € V(D), debido a que D es no trivial podemos con-
siderar un vértice v € V(D) \ {x}. Gracias a que D es fuerte existe una xv—trayectoria,
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digamos T} = (z,y1, Y2, - -, Yn, V) Y POI ser x # yi, tenemos que (z,y,) € F(D), por lo
que el exgrado de z es al menos uno. Analogamente, por existir una vr—trayectoria,
digamos Ty = (v, 21, 29, . . ., 2k, &) ¥ S€r T # 2, concluimos que (zg, x) € F(D), es decir,
el ingrado de x es al menos uno, terminando asi nuestra demostracion.

O

Cabe hacer mencion que, en general, durante las siguientes demostraciones referentes a
conexidad fuerte bastard exhibir entre cualesquiera par de vértices arbitrarios, v y v, un
uv—camino o una uv—trayectoria para asegurar la conexidad fuerte de D, es decir, no
sera necesario exhibir también un vu—camino o una vu—trayectoria, pues al ser u y v
vértices arbitrarios, es indistinto durante la demostracién como se considere la direccion
de la trayectoria entre ellos.

Otras definiciones que se pueden recuperar integramente de graficas son las de sub-
digraficas. Dadas H y D digréficas, decimos que H es una subdigrafica de D si
V(H) C V(D) y F(H) C F(D); asi mismo, decimos que H es una subdigréafica
propia de D si V(H) C V(D) o F(H) € F(D) y en caso de que V(H) = V(D),
decimos que H es subdigrafica generadora de D o un factor de D. Tenemos
también que el concepto de subdigréafica inducida por un conjunto, ya sea de vérti-
ces o de flechas, es igual que en una grafica. Sean D una digrifica y W C V(D) no
vacio, la subdigrafica inducida por W es la digréfica denotada como D[W] donde
V(DIM]) = W y F(D[M]) = {(,9)| {r,y} C W, (z,y) € F(D)}.

Andlogamente, si £ C F(D) la subdigrafica inducida por el conjunto de
flechas FE denotada como D[FE], es la digrafica tal que F(D[E]) = FE'y

V(D[E])={x € V(D)|z es extremo de alguna flecha en E}.

Al igual que en graficas, las definiciones anteriores facilitaran la redacciéon de muchos
enunciados posteriores al poder incorporar nueva terminologia para algunas subdigrafi-
cas, por ejemplo, si U C V(D) denotamos por D — U a la subdigrafica D[V (D) \ U].
Si U = {z}, podemos escribirlo simplemente como D — z omitiendo la notacién con-
juntista. Andlogamente, si A C F'(D), denotamos por D — A a la subdigréfica inducida
por el conjunto de flechas D[F(D) \ A] y al igual que con los conjuntos de vértices, si
A = {a}, se omitird la notacién conjuntista: D — a. Una muestra de la simplicidad de
esta notacion se exhibe en el siguiente lema:

Lema 1.2.4 Si D es una digrdfica fuerte y existe un uv—camino que no contiene a
(u,v), entonces D — (u,v) es fuerte.

Demostracion.
Sean D una digrafica fuerte, a = (u,v) € F(D) tal que existe un wv—camino que
no contiene a (u,v), digamos C. Consideremos un par de vértices {z,z} C V(D — a)
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arbitrarios. Gracias a que D es fuerte, existe un zz—camino en D, digamos C’, si '
no contiene a (u,v), entonces C’ es un xz—camino en D — a. En caso contrario, si
a € F(C"), el camino Cy = (z,C’,u) UC U (v,(C’, z) es un xz—camino que no contiene
a (u,v), es decir, C; es un xz—camino en D — a, mostrando asi que D — a es fuerte.

O

La incorporacion de notacién para subdigraficas también es auxiliar al establecer
nuevas definiciones, por ejemplo, si D es una digréfica débil y K C V(D), decimos que
K es un conjunto de corte de D si D — K no es débil conexa o es la digréfica
trivial. A partir de esta definicién se deriva el niimero de conexidad de D, denotado
por k(D) como:

k(D) = min{|K| | K esun conjunto de cortede D}.

No es de extranar que las propiedades de conexidad sean fuertemente usadas en digrafi-
cas, sin embargo, no todas las digraficas tienen algiun tipo de conexidad, por eso es
de interés el definir las subestructuras de una digrafica que si cumplan con alguna de
ellas, por ejemplo, definimos una componente conexa de una digrafica D como
una subdigrafica H de D tal que H es débil conexa y es maxima por contencién con
dicha propiedad, es decir, si H' es una componente débil de D tal que H < H’, entonces
H = H'. Analogamente, si D es una digrafica y H es una subdigrafica inducida de D,
decimos que H es una componente fuerte de D si H es fuerte y es maxima por
contencion con dicha propiedad, es decir, si H' es una componente fuerte de D tal que
H < H’, entonces H = H'.

En lo referente a estas ultimas, existen dos tipos particulares de componentes
fuertes de una digrafica que son auxiliares en diversos resultados, en primer lugar,
si H es una componente fuerte de D, decimos que H es una componente fuerte
terminal de D si para toda componente fuerte H' de D, no existen H H'—flechas.
Anéalogamente, decimos que H es una componente fuerte inicial de D si para
toda componente fuerte H' de D, no existen H’'H—flechas

Aunque todas las definiciones anteriores tienen su importancia en la teoria, en
lo que a nosotros concierne, utilizaremos principalmente resultados de conexidad
fuerte. En el siguiente enunciado tenemos algunas propiedades respecto a las com-
ponentes fuertes de una digrafica dada.

Lema 1.2.5 Sean D una digrdfica y H una componente fuerte de D. Sv C' es un camino
cerrado tal que V(C)NV (H) # 0, entonces V(C) C V(H).

Demostracion.

Sean D una digrafica, H una componente fuerte de D y C' un camino cerrado en
D tal que V(C)NV(H) # 0. La demostracién la haremos por contradiccién, supon-
gamos que existe z € V(C) tal que z ¢ V(H). Consideremos H; = D[V (H) UV (C)].
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Demostraremos que bajo la suposicién que existe z € V(C) tal que z ¢ V(H), Hy es
una componente fuerte de D que contiene propiamente a H, contradiciendo el hecho de
que H es maxima por contencién.

Sean {u,v} C V(H;), bastard probar que existe un uv-camino en Hj, por lo que
consideraremos los cuatro posibles casos sobre u y v.

Caso 1. {u,v} CV(H).

Como H es componente fuerte de D existe un uv-camino en H, mismo que esta en
H, y anédlogamente, existe un vu—camino en H;.

Caso 2. {u,v} C V(C).

Como C' es un camino cerrado, 77 = (u,C,v) es un uv-camino contenido en C|,
mismos que estan en H; y analogamente, existe un vu—camino en Hj.

Caso 3. u e V(IC)\V(H)yv e V(H)\V(C).

Por hipédtesis, existe un vértice z € V(C)NV(H). Como x € V(H), existe un
zv-camino 77 contenido en H y como = € V(C'), existe un uz-camino 77 contenido en C.
Asi, Th = T{'UT] es un uv-camino contenido en Hy. Por otro lado, como x € V(H) existe
un vr—camino contenido en H, digamos T3 y como x € V(C') existe un zu—camino en
C, digamos T3, con esto, To = Ty U T es un vu—camino contenido en Hj.

De los casos 1, 2 v 3, H; es una componente fuerte de D que contiene a H, pero
H # Hj, pues por suposicién z € V(C) y z ¢ V(H), contradiciendo el hecho de que H
es maxima por contencién. Por lo tanto, V(C') C V(H).

O

Al igual que en gréficas, las digraficas se pueden clasificar de acuerdo a propiedades
comunes entre ellas. Una digrafica es completa si para todo {z,y} C V(D), (z,y) y
(y,x) son elementos de F (D), es decir, entre todo par de vértices hay flecha en ambas
direcciones, recordemos que a este tipo de flechas se le llama flechas simétricas.

Hay que notar que si D es una digrafica completa con p vértices ésta es unica bajo
isomorfismos, por lo que introduciremos la notacién K, sin embargo tenemos otros dos
tipos de digréficas relacionadas con las digraficas completas. En primer lugar, decimos
que una digrafica D es semicompleta si para todo {z,y} C V(D), (z,y) € F(D) o
(y,x) € F(D), es decir, entre cada par de vértices siempre hay al menos una adyacencia,
aunque no necesariamente ambas.

Notemos que toda digrafica completa es semicompleta, pero no toda digrafica semi-
completa es completa, por ejemplo, Dy = ({z,y, 2}, {(z,v), (y,x), (y, 2), (2, )} mostra-
da en la figura 1.2./ es semicompleta, pero no es completa pues (x, z) ¢ F (D).
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Fig. 1.2.4: Ejemplo de una digréafica semicompleta que no es completa.

Ya se definieron las digraficas en las que entre todo par de vértices hay flecha
simétrica o al menos una flecha, es natural pensar en digréificas en las que entre to-
do par de vértices hay una y sélo una adyacencia, un torneo es una digrafica en la
que para todo {z,y} C V(D), (z,y) € F(D) o (y,x) € F(D) y s6lo una. Hay que
notar que, salvo K7, ningin torneo es una digrafica completa y ninguna digrafica com-
pleta es torneo, también se tiene que todo torneo es una digrafica semicompleta y
una digrafica semicompleta no necesariamente es torneo. Ademsds, a diferencia de las
digraficas completas, un torneo con p vértices no necesariamente es unico, por ejem-
plo T = ({,y, 2h, {(2. 1), (1, 2), (z.2)}) ¥ T = ({u,v,w}, {(u,0), (v, w), (1w, w)}) son
torneos no isomorfos con tres vértices, en particular, el torneo con tres vértices no es
unico. Como paréntesis, los dos ejemplos anteriores, 17" y 7" son de interés en diversas
teorias y suelen representarse por C3 y T3, respectivamente.

El siguiente lema relaciona el orden y tamano de los torneos con ayuda de su gréafica
subyacente:
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Corolario 1.2.1 Si D un torneo con p vértices y q flechas, entonces 2q = p(p — 1).

Demostracion.

Sea D un torneo con p vértices, ¢ aristas y G su grafica subyacente. Notemos que
debido a que D no tiene flechas simétricas, el nimero de flechas de D es igual al niimero
de aristas en G, es decir, |A(G)| = ¢, ademds, por ser D semicompleta, se sigue que G
es completa y en particular, es (p — 1)—regular, por el teorema 1.1.1 concluimos que
29 =3 ,ev(@) 9(v) = p(p — 1), mostrando asf lo deseado.

OJ

Otro tipo de digraficas son las r—regulares y se definen de manera andloga a una
grafica r-regular. Si D es una digrafica y r € N, decimos que D es r-regular si para
todo x € V(D), 6" (x) = 6~ (z) = r. Un ejemplo de estas digraficas son los ciclos, que
son 1—regulares o K, que son (p—1)—regulares. También las digraficas n—partitas se
definen de manera analoga que en graficas. Dada una digrafica D y n € N, decimos que
D es n-partitasi V(D) puede particionarse en n conjuntos independientes. Recordemos
que un conjunto de vértices W C V(D) es independiente si cumple que para todo par
de vértices {u,v} C W, u y v no son adyacentes.

También retomaremos el concepto de planaridad para digraficas: una digrafica es
plana si su grafica subyacente es plana. Por otro lado, decimos que una digrafica D es
transitiva si para todo {u, v, z} C V(D) tales que {(u,v), (v,2)} C F(D), sucede que
(u,z) € F(D). En la siguiente figura se muestra el ejemplo de una digréfica transitiva.

Fig. 1.2.6: Ejemplo de una digréfica transitiva.

A continuaciéon se enunciara un lema que refleja la relacién existente entre los vértices
unidos por una trayectoria en una digrafica transitiva.
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Lema 1.2.6 Sea D una digrdfica transitiva. Si u y v son vértices en D tal que existe
una uv-trayectoria de longitud al menos dos, entonces (u,v) € F(D).

Demostracion.

Sean D una digrafica transitiva y {u,v} C V(D) tal que existe una uv-trayectoria,
digamos T', de longitud al menos dos. La demostracién la haremos por induccién sobre
la longitud de T', long(T') = k.

Base Inductiva.

Para k=2, aplicando directamente la hipdtesis de transitividad sobre T,
(u,v) € F(D).

Hipotesis de Induccién.

Si T" es una u'v'-trayectoria de longitud menor a k, entonces (u’,v") € F(D).

Paso Inductivo.

Sea T = (u = xp,21,...,x, = v) una uv-trayectoria de longitud k. Como
T" = (xg, 1, ..., Tp_1) €s una uxy_i-trayectoria de longitud menor a k, por hipétesis de
induccién, (u,zr_1) € F(D). Asi, tenemos que {(u,xk_1), (xx_1,v)} € F(D), conclu-
yendo que (u,v) € F(D), pues D es transitiva.

OJ

Una de las utilidades de definir digraficas nuevas a partir de otra digrafica es el tipo de
informacion que se puede recuperar a partir de las digraficas obtenidas. En general, a las
digraficas definidas a partir de otra digrafica dada se les llaman digréficas asociadas. No-
sotros mostraremos algunas de estas digraficas asociadas en las siguientes definiciones.
Si D = (V(D), F(D)) es una digrafica, el complemento de D, denotada por D, es la
digréfica tal que V(D) = V(D) y (z,y) € F(D) siy sélosi (z,y) ¢ F(D). La digrafica
de lineas de D se denota como L(D) y es la digrafica tal que V(L(D)) = F(D) y
(a,b) € F(L(D)) siy sblo si el extremo final de a es el extremo inicial de b en D.

Si D es una digrafica, definimos la digrafica de condensacién de D como la
digrafica D* donde los vértices de D* son las componentes fuertes de D y dados dos
vértices Hy y Hy en D*, (Hy, Hy) € F(D*) siy s6lo si existe una Hy Ho-flecha en D. En
el siguiente teorema, mostramos una propiedad de la digrafica de condensacion de una
digréfica dada.

Teorema 1.2.3 La digrdfica de condensacion de cualquier digrafica es aciclica.

Demostracion.

Sean D una digrafica y D* su digrafica de condensacion. Por contradiccion, supon-
dremos que D* tiene un ciclo C' = (Hy, Hy,...Hy, Hy). Por construccién de D*, para
todo i € {0,....,k — 1}, existen x; € V(H;) y yit1 € V(H;41) tal que (z4,y41) € F(D)
y ademads existe xy, € V(Hy) y existe yo € V(Hy) tal que (zx,y0) € F(D).
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Sin embargo, como {z;,y;} C V(H;)y H; es una componente fuerte de D para todo
i €{0,1,...,k}, entonces existe una y;z;-trayectoria contenida en H;, digamos T;.
En tal caso, notemos que

T = (w0, y1) UT1 U (w1, y2) UTo U -+~ U T U (2, 90) U Tp

es un camino cerrado en D que no estd contenido propiamente en Hy, con ésto y el lema
1.2.5, se sigue que Hy no es fuerte, lo cual no es posible. Por lo tanto, D* es aciclica.

O

Como ya se ha mencionado, una utilidad de definir digraficas asociadas es el tipo de
informacion que se puede recuperar de la digrafica original, en el teorema anterior hemos
podido dar una propiedad de la digrafica de condensacion de cualquier digrafica y con
ello tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.2.2 Toda digrafica tiene una componente fuerte terminal y una compo-
nente fuerte inicial.

Demostracion:

Sea D una digrafica arbitraria. Del teorema 1.2.3 se sigue que D* es aciclica, y
por contrapositiva del lema 1.2.1y el lema 1.2.2, existen {Hy, Hy} C V(D*) tal que
6h(Hy) = 0y 6p.(Hy) = 0. Asi, por definicién de adyacencia en D*, H; es una
componente fuerte terminal de D y Hs es una componente fuerte inicial de D.

0J

Con ayuda del corolario 1.2.2 mencionado anteriormente, daremos una caracterizacion
de las digraficas fuertes:
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Corolario 1.2.3 Sea D wuna digrdfica arbitraria. D es fuerte si y solo si para cual-
quier particion de V(D) en dos conjuntos Uy y Uy eziste una UyUsy—flecha y eziste una

UsUy—flecha.

Demostracion.

Probaremos primero la condicién de suficiencia de la proposicion.

Sean D una digrafica fuerte y {U;,Us} una particién arbitraria de V(D) en dos
conjuntos. Como U; y Uy son no vacios, tomamos x € U; y z € Uy. Por ser D fuerte,
existe una xrz—trayectoria en D, digamos

T = (z =up,uy,...,up = 2).

Debido a que x € U; y z € U,, existe un elemento u; € V(T) N U; tal que
uir1 € V(T) N U, por lo que (u;,u;41) es una UyUs—flecha. Andlogamente podemos
asegurar la existencia de una UsU;—flecha.

Ahora procederemos a demostrar, por contradiccién, la condicion necesaria de la
proposicion.

Supongamos que D no es fuerte, por el corolario 1.2.2 D tiene una componente
fuerte inicial, digamos H. Si Uy = V(H) y Uy = V(D) \ V(H), afirmamos que {U;, Us}
es una particién de V(D).

Es inmediato de la definiciéon de estos conjuntos que U; U U = V(D) y que
Ui NUy =0, por lo que sélo falta verificar que U; # () para cada i € {1,2}.

Por ser H componente fuerte inicial existe al menos un elemento en V(H) de-
rivandose el que U; sea no vacio y debido a que D no es fuerte, es imposible que todos
los vértices de D estén en H, por lo que debe existir al menos un elemento de D que
no pertenezca a H y con esto U, también es no vacio.

Ahora que hemos demostrado que {Uy, Us} es una particién de V(D) observemos
que por ser H una componente fuerte inicial no existen flechas de la forma (z, z) con
re€V(D)\V(H)y z € V(H), es decir, no existe una UyU; —flecha, lo cual no es posible
por nuestras hipotesis, concluyendo que D es fuerte conexa.

O

En los resultados anteriores hemos puesto de manifiesto la utilidad de definir
digraficas asociadas, pues con ayuda de la digrafica de condensacién hemos po-
dido caracterizar a las digraficas fuertes, en el siguiente lema mostraremos una vez
mas la eficiencia de esta digrafica asociada. En este caso, a partir de sus propieda-
des obtenidas en el teorema 1.2.3 nos brindara informacién de algunas trayectorias
existentes en la digrafica original.
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Lema 1.2.7 Si D es una digrdafica con una unica componente fuerte terminal H, en-
tonces existe una H'H-trayectoria en D para toda componente fuerte H' de D.

Demostracion:

Sean D una digrafica con una unica componente fuerte terminal, digamos H, y H’
una componente fuerte de D. Si H = H’, trivialmente, existe una H’H-trayectoria.
Supongamos que H # H'. Consideremos a D* la digrafica de condensacién de D y
supongamos que no existe una H'H-trayectoria en D*.

Sea T = (H' = Hy, Hy, ..., Hy) una trayectoria en D* cuyo vértice inicial sea H' y
ademas, su longitud sea maxima. Dado que H es la tinica componente fuerte terminal de
Dy Hy # H por suponer que no existen H' H-trayectorias, entonces existe H; € V(D*)
tal que (Hy, H;) € F(D*).

En tal caso, por el teorema 1.2.3, H, # H; para todo i € {0,1,...,k} pues D* no
contiene ciclos, por lo cual, 7" = (H' = Hy, Hy, ..., Hy, H;) es una trayectoria con vértice
inicial H" y de longitud mayor a T”, contradiciendo el hecho de que T” es de longitud
maxima. Por lo tanto, debe existir una H'H-trayectoria en D*.

O

Otra definicién que serd importante durante el desarrollo de la teoria es el de la digréafica
dual de una digrafica dada. Si D es una digrafica, definimos la digrafica dual de D
como la digrafica D tal que V(g) =V(D)y (u,v) € F(g) siy sélo si (v,u) € F(D).

Existen muchas propiedades que relacionan a una digréafica con su digrafica dual, por
ejemplo, la exvecindad de un vértice es su invecindad en la digrafica dual y viceversa: la
invecindad de un vértice es la exvecindad de ese mismo vértice en la digrafica dual. A
partir de ello tenemos que el exgrado de un vértice en la digrafica original es el ingrado
en la digrafica dual y andlogamente, su ingrado original es el exgrado en la dual.

El siguiente lema relaciona a una digrafica con su digrafica dual, con éste sera posible
simplificar algunas de las demostraciones del Capitulo 3.

Lema 1.2.8 Si D es una digrdfica y 5 = H su digrdfica dual, entonces ﬁ =D.

Demostracion.
Sean D una digrafica y D = H s digrafica dual, dado que V(D) = V(H) y

V(H) = V(ﬁ), se sigue que la igualdad entre los vértices de E y D es cierta.
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La igualdad entre las flechas de ambas digraficas también se sigue aplicando direc-
tamente la definicién de digrafica dual, pues (u,v) € F(D) siy sélo si (v,u) € F(H)
y esto tultimo es cierto si y sélo si (u,v) € F(H), es decir, (u,v) € F(D) siy solo si
(u,v) € F(ﬁ) Con ello, concluimos que D =

OJ

Observemos que la conexidad de una digrafica D y la conexidad de su grafica dual es la
misma, por ejemplo, si D es débil conexa, entonces su di%éﬁca dual es débil conexa y

analogamente, si D es unilarteralmente conexa, entonces D es unilateralmente conexa.
Nosotros tinicamente demostraremos este enunciado para digréaficas fuertes:

Lema 1.2.9 Sean D una digrdfica, % su digrdfica dual y {z,y} C V(D). Eziste un
xy—camino en D si y solo si existe un yx—camino en D.

Demostracion.
Sean D una digrafica, D su digrafica dual y {z,y} C V(D).
Demostraremos primero la suficiencia de la demostracién.

Dado que existe un zy—camino en D, digamos C' = (x = ug,uy,...,ux = ¥).
Por definicién de camino y digrafica dual, tenemos que (x;,z;—1) € F (5) para todo
i€{1,2,...,k}, siguiéndose que C" = (y = ug, ug_1,...,U,Up = T) €S UN yr—camino
en

Anélogamente, para demostrar la condicion necesaria de la demostracion,
si {z,y} C V(D) son tales que existe un yr—camino en % = H, entonces, por la
demostracion anterior, existe un xy—camino en ﬁ, pero por el lema 1.2.8 tenemos que

= D y por ello existe un xy—camino en D, concluyendo asi nuestra demostracion.

O

Con el lema anterior, podremos dar una caracterizacién para las digraficas fuertes que,
aunque parezca trivial, serd de mucha utilidad en algunos de los enunciados del Capitulo
3.

Corolario 1.2.4 Una digrifica D es fuerte si y solo si 3 es fuerte.

Demostracion.

Para demostrar la suficiencia de la proposicién tomamos dos vértices arbitrarios x
y z en D, por hipdtesis, en D existe un zx—camino y por el lema 1.2.9 tenemos que
existe un xrz—camino en D, concluyendo que 3 es fuertemente conexa.
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Anélogamente, para demostrar la condicién necesaria de la proposicion, si % =H
es fuerte, por la condicion suficiente de esta misma proposicion y el lema 1.2.9, tenemos

que H = D es fuerte, concluyendo nuestra demostracion.

O
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Capitulo 2

Introduccion a los Conjuntos Absorbentes

Como se puede apreciar, las graficas y digraficas poseen muchas propiedades y sus
aplicaciones tienen un gran campo de trabajo. En esta tesis nos enfocaremos a la teoria
de dominacion en digraficas, por lo que en este capitulo ofreceremos un acercamiento a
los resultados que han ofrecido diversos autores en la literatura, tanto en graficas como
en digraficas, asi como algunas variantes de los conjuntos dominantes.

2.1. Conjuntos Absorbentes en Graficas.

Para introducir el concepto de conjunto dominante, consideremos la siguiente situacion.

En un evento internacional asistiran cierto niumero de personas de distintos paises. Es
normal que en este tipo de eventos algunos de los participantes conozcan mds de un
idioma, sin embargo, no todas las personas seran capaces de comunicarse entre si por
no hablar un idioma en comin. Los organizadores se plantean si serd posible encon-
trar a un grupo de asistentes que actiien como intérpretes y sean capaces de facilitar la
comunicacion entre los otros visitantes y los organizadores. Con esto en mente, los an-
fitriones se preguntan cudl es la menor cantidad de personas necesarias a las que deben
solicitar ayuda para que establezcan la comunicacion entre ellos y los asistentes. Por
ultimo, estdn interesados en saber si es posible que los intérpretes puedan comunicarse
uno a uUno.

Posteriormente se realizard un paseo en el que serd necesario dividir a los comensa-
les. Los organizadores desean que cada persona pueda ser capaz de hablar con al menos
un miembro de cada grupo y, en caso de ser posible, que pueda interactuar con los
miembros de la seccion a la que pertenezcan. Dado que es exigir mucho que cada per-
sona tenga un idioma en comun con sus demas companeros de grupo, bastard que cada
persona pueda comunicar un mensaje a otro aunque sea a través de sus companeros.
¢Serd posible dividir a los invitados de tal manera que se satisfagan los deseos de los
organizadores?;Cudl es la mayor cantidad de grupos posibles en los que se puede dividir
a los invitados?.

Podemos exhibir una solucién del problema anterior a partir del estudio de las gréficas:
asociando los vértices de una grafica G' con el conjunto de invitados y relacionando a
dos invitados si conocen un idioma comun. Los intérpretes, que los organizadores estan
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buscando, se traduciria a localizar un conjunto de vértices tales que todo vértice fuera
del conjunto tenga un vecino en él, a este tipo de conjuntos se les conoce como absor-
bentes o dominantes. La segunda pregunta se encamina a encontrar el minimo conjunto
de personas traductoras dentro de evento. En el avance de la teoria se podra ver que
dichos conjuntos siempre existen en una grafica. La tercera pregunta no solo requiere
encontrar un conjunto absorbente, sino que ademés todas las personas en dicho con-
junto puedan hablar entre si, esta 1ltima condicién, traducida a la grafica asociada, es
equivalente a buscar un conjunto absorbente cuya grafica inducida sea completa. Este
tipo de conjuntos recibe el nombre de clan dominante.

En lo que concierne a las tdltimas preguntas, sera necesario el seccionar a los invi-
tados en distintos grupos, es decir, encontrar una particion de los vértices de la grafica
asociada, pero se requiere mas que simplemente agrupar de manera arbitraria a los
miembros del evento: la primera condicién se traduce a que cada elemento de la parti-
cién sea un conjunto absorbente, pues se requiere que cada invitado pueda interactuar
verbalmente con al menos una persona de los otros grupos. Este tipo de particiones es
ampliamente estudiado y al cardinal de una particiéon de esta naturaleza, que ademas
tenga la mayor cantidad de elementos sobre cualquier otra particién con estas mismas
caracteristicas, se le conoce como el nimero domaético de la grafica y se representa por

d(G).

Para solucionar la segunda condicién de este mismo problema se requiere que cada
seccion de invitados pueda interactuar con los otros miembros del grupo al que perte-
nece usando a los otros integrantes como intermediarios. Traduciendo ésto a la grafica
asociada, los conjuntos de la particiéon deben ser tales que su grafica inducida sea cone-
xa, pues con ello, todas las personas de un mismo grupo podran interactuar entre si a
través de los otros miembros. Este tipo de particiones en conjuntos absorbentes cone-
xo0s también es estudiado, a la maxima cantidad de elementos en una particion de esta
naturaleza se le conoce como el niimero domatico conexo de la gréfica. Los conceptos
analogos en digraficas a clan dominante y nimero domatico conexo son el objeto de
estudio de esta tesis.

Con el ejemplo antes mencionado derivaremos la nocién formal de un conjunto do-
minante en graficas: si G es una grafica y S C V(G), decimos que S es un conjunto
dominante si todo elemento fuera de S tiene un vecino en S. A este tipo de conjunto
también se le conoce como conjunto absorbente, por lo que, en lo consecuente a resulta-
dos en graficas, procederemos a usar ambos nombres de manera indistinta. El estudio de
los conjuntos absorbentes dio pie al desarrollo de muchos resultados. Todas las gréficas
tienen un conjunto dominante, pues su conjunto de vértices satisfacen esta definicion,
por lo que nos interesa encontrar al conjunto absorbente mas pequeno por cardinalidad
en una grafica. Al nimero de elementos en dicho conjunto se le llamé el nimero de
dominacién de la gréfica y se denota por v(G). Existen muchos resultados referentes
al nimero de dominacién en graficas, por ejemplo, el siguiente teorema establece una
relacién entre éste y el grado maximo de la grafica.
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Teorema 2.1.1 [19] Si G es una grdfica con p vértices, entonces

p

H—A(G) < W(G) <p-— A(G>‘

También podemos encontrar cotas entre el niimero de vértices y el nimero de domina-
cién de la grafica, como el siguiente teorema atribuido a Oystein Ore.

Teorema 2.1.2 [19] Si G es una grifica con p vértices tal que 6(G) > 1, entonces

(G) < g-
Conforme la teoria avanzaba se presentaban nuevos retos y fue evidente que no todos los
problemas de dominacién se solucionaban tnicamente con los conjuntos absorbentes,
sino que en algunos casos hacia falta pedir algo mas que sélo la dominacién propia.
De ello se derivaron diversos tipos de dominacién en graficas, por ejemplo, Cockayne,
Dawes y Hedetniemi[10] introdujeron en 1980 el concepto de dominacién total: no
solamente los elementos en el complemento del conjunto son dominados por el conjunto,
sino también los elementos propios. Otro tipo de dominacion que se definié es la de
clan dominante. Este tipo de conjunto, ademéds de la absorbencia, satisface que la
grafica inducida por él es una grafica completa. Al minimo nimero de elementos en un
clan dominante de G se le llamé el nimero de dominacién por clanes de G y se
denoté como v4(G).

En 1990, Margaret B. Cozzens y Laura L. Kelleher publicaron su articulo Domina-
ting Cliques in Graphs [12], donde dan condiciones suficientes para la existencia de un
clan dominante en gréficas.

Teorema 2.1.3 [12] SiG es una grifica coneza y no tiene a Ps ni C5 como subgrifica
inducida, entonces G tiene un clan dominante.

Otro tipo de propiedad estudiada es la conexidad, a los conjuntos dominantes que
inducen una grafica conexa se les conoce como conjuntos dominantes conexos. El
concepto fue introducido por Laskar y Hedetniemi en su articulo Connected Domination
in Graphs [20], publicado en el ano de 1984.

La teoria en torno a estos conjuntos es desarrollada gracias a sus aplicaciones en
redes informaticas, por lo que los articulos referentes al concepto se han centrado mas
en el estudio de algoritmos encaminados a localizar conjuntos dominantes conexos en
una grafica.

En 1977, Cockayne y Hedetniemi [11] relacionaron a los conjuntos dominantes con
particiones de los vértices de la grafica, comenzando el desarrollo de la teoria para
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encontrar una particion de los vértices en conjuntos dominantes, dicha particién siempre
es posible localizarla pues el conjunto de vértices es dominante. A la mayor cantidad
posible de elementos en una particiéon de esta naturaleza se le conoce como el nimero
domatico de la grafica, denotado por d(G). Cockayne, Dawes y Hedetniemi en su
articulo Total domination in graphs [10] introducen el concepto de niimero doméatico
total de una gréfica, dicho niimero es la mayor cantidad posible de elementos en una
particion de los vértices de la gréfica en conjuntos dominantes totales. En [20] Laskar y
Hedetniemi introducen el concepto de nimero domatico conexo de una grafica como
la mayor cantidad de elementos posibles en una particién de los vértices de la grafica
en conjuntos dominantes conexos, a dicho nimero se le denota por d.(G). Nosotros
definiremos un concepto analogo en digraficas a éste tltimo. En 1986 Zelinka publica su
articulo Connected Domatic Number of a Graph [27], retomando el concepto de nimero
domatico conexo; las primeras cotas que exhibe relacionan la conexidad puntual de la
grafica con el nimero domatico conexo de la gréfica.

Teorema 2.1.4 [27] Si G es una grifica conexa no completa, d.(G) su nimero domdti-
co conezxo y k(G) su nimero de conexidad por vértices, entonces:

de(G) < K(G).

En este mismo articulo, Zelinka se plantea la relacion existente entre el nimero domatico
conexo de una gréafica y el nimero domaético conexo de esa misma grafica al eliminar
alguna arista, obteniendo un resultado general.

Teorema 2.1.5 [27] Si G es una grdfica coneza con al menos tres vértices y a € A(Q)
no es un puente, entonces d.(G) —2 < d.(G — a).

Posteriormente, en 2001 Hartnell y Rall [17] contintian el estudio de estas particiones
en graficas planas, ellos muestran algunas cotas generales que son de utilidad durante
las demostraciones de su articulo, siendo de importancia la enunciada a continuacion:

Lema 2.1.1 [17] Si G es una grdfica conexa con p vértices y nimero domdtico conexo

d.(G) = k, entonces G tiene al menos Ep — k aristas.
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Con el lema anterior, logran acotar el niimero domético conexo de todas las graficas
planas, exhibiendo ademas la tinica grafica plana que satisface la igualdad.

Teorema 2.1.6 [17] Si G es una grdfica plana, entonces el nimero domdtico conexo
de G es a lo mds cuatro y la unica grdfica plana que satisface la igualdad es Ky.

2.2. Conjuntos Absorbentes en Digraficas.

Las definiciones de absorbencia en graficas se extendieron a la teoria de digraficas. De-
bido a que los elementos del conjunto de flechas de una digrafica son parejas ordenadas,
podemos encontrar tres posibles tipos de dominacién. Si D es una digraficay S C V(D),
diremos que S es un conjunto dominante si cualquier elemento fuera de S tiene al
menos un invecino y un exvecino en .S, analogamente, diremos que S es un conjunto
semidominante interior o absorbente si cualquier elemento en V(D) \ S tiene un
exvecino en S y por ultimo, decimos que S es un conjunto semidominante exterior
si cualquier elemento ajeno a S tiene un invecino en S.

En el siguiente ejemplo se muestran los tres tipos de dominaciéon en una digrafica. El
conjunto R = {1, x>} es un conjunto semidominante interior, el conjunto V' = {5, x4}

es un conjunto semidominante exterior y el conjunto A = {x3,z4} es un conjunto
dominante.
X1 X2
X3 X4
X5 Xg

Fig. 2.2.1: Digrafica en la que se ejemplifican tres tipos de dominacién en digréficas.
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Al igual que en gréficas, en toda digrafica es posible encontrar estos tres tipos de
conjuntos dominantes, pues su conjunto de vértices es un conjunto dominante, semi-
dominante interior y semidominante exterior simultaneamente, esto da pie a tratar de
identificar los conjuntos que sean minimos respecto a la cantidad de vértices. El mini-
mo de los cardinales de los conjuntos dominantes de una digrafica D se llama ntimero
dominante, denotado por (D), andlogamente, el minimo de los cardinales de los con-
juntos semidominantes interiores y exteriores de D se llaman niimero semidominante
interior, denotado por v~ (D), y nimero semidominante exterior, denotado por
~v*(D), respectivamente.

Existen muchos resultados que hablan de dominacion en digraficas y sus aplicacio-
nes son muy variadas, sin embargo, no todos los problemas presentes se resuelven con
la definiciéon de conjunto dominante, semidominante interior o semidominante exterior,
dando pie a la busqueda de estos conjuntos que ademas satisfagan alguna otra pro-
piedad. Por ejemplo, Von Newmann y Morgenstern|[24] definen el concepto de ntcleo
como un conjunto de vértices que sea absorbente e independiente.

Otro ejemplo, derivado de los ya mencionados en graficas, tiene que ver con los
clanes dominantes. Decimos que un conjunto de vértices de una digrafica D es un
conjunto absorbente semicompleto si es un conjunto absorbente y la digréafica
inducida por dicho conjunto es semicompleta, a la menor cardinalidad de los conjuntos
absorbentes semicompletos de D se le llamara niimero inferior de absorbencia por
conjuntos semicompletos de la digréfica y se denotard por 7..s(D), andlogamente,
al mayor cardinal de los conjuntos semicompletos se le llamara niimero superior
de absorbencia por conjuntos semicompletos y se denotara por I'..s(D). Aunque
existen articulos que dan avances en la teoria de los clanes dominantes, poca informacién
se encontrd sobre los conjuntos absorbentes semicompletos, sin embargo, en este trabajo
mostraremos algunos resultados bésicos en lo referente a esta clase de conjuntos.

Notemos que las digraficas semicompletas satisfacen ser débiles conexas, con ello,
es natural pensar en una generalizacion de los conjuntos absorbentes semicompletos a
partir del concepto de conexidad. En 2007, Arumugam, Jacob y Volkmann[1] definen
el concepto de conjunto absorbente débil de una digrafica como un conjunto ab-
sorbente que induzca una digrafica débil, al minimo cardinal de todos los conjuntos
absorbentes débiles de una digrafica D le llamaron el niimero de dominacién débil
de D y se denoté por 7,.(D). En ese mismo articulo los autores ofrecen un primer
acercamiento a la teoria de dominacion conexa en digréficas.

Anteriormente ya se habia hablado sobre el nimero domatico de una grafica y se
mostraron algunas variantes expuestas por diversos autores. Bohdan Zelinka, en su
articulo Semidomatic numbers of directed graphs|28], publicado en 1986, establece las
definiciones andlogas al nimero domatico para digraficas, en otras palabras, define
lo que es una particion de los vértices de una digrafica en conjuntos semidominates
interiores y semidominantes exteriores, al maximo niimero posible de elementos en una
particién de esta naturaleza le llama el nimero semidomatico interior y niimero
semidomadtico exterior respectivamente, ambos denotados por d=(D) y d*(D). En
ese articulo, Zelinka ofrece diversos resultados que acotan ambos niimeros, por ejemplo:
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Teorema 2.2.1 [28] Sea D una digrdfica, si 6~ (D) y 67(D) son su ingrado y exgrado
minimo respectivamente, entonces

También fue posible relacionar nimero semidomatico interior y exterior con el niimero
de vértices de la digrafica, si ésta satisface cierta propiedad:

Teorema 2.2.2 [28] Si D es una digrdfica con p vértices sin flechas simétricas, en-
tonces:

Maés aun, Zelinka logra construir un torneo con p vértices en el que su nimero semi-
domatico interior y exterior estén dados:

Teorema 2.2.3 [28] Siny, ne y p son tres enteros positivos tales que ny y ny son a

lo mas &, entonces existe un torneo T' con p vértices tal que d™(T) = ny y d* (D) = ny.

Recientemente, Germén Benitez [5] en su tesis de licenciatura presentada en 2014,
continué con el estudio de este tipo de particiones, mostrando resultados en algunas
familias de digraficas que incluyen a las digraficas bipartitas y digraficas completas.
Ademas, se demostré que si en una digrafica D se tiene que d~ (D) es al menos dos,
siempre es posible encontrar una biparticiéon en conjuntos semidominantes interiores:

Lema 2.2.1 [5] Si D es una digrdfica tal que d=(D) = n con n > 2, entonces existe
una biparticion semidomdtica interior de V(D).

Benitez también presenta resultados en la digrafica de lineas, logrando acotar infe-
riormente el nimero semidomatico interior de la digrafica de lineas con el nimero
semidomatico interior de la digrafica original:
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Teorema 2.2.4 [5] Si D es una digrifica tal que d=(D) =n > 2, entonces

d~(L(D)) > n.

Recordemos que Zelinka [27] ya habia trabajado particiones dométicas conexas en grafi-
cas, nosotros pretendemos extender dicho estudio a digraficas. Definiremos, dada una
digrafica D, una particion semidomatica interior fuerte de D como una particion
de V(D) en conjuntos semidominantes interiores y que cada elemento de la particién
induzca una digrafica fuerte, el nimero semidomatico interior fuerte de D, de-
notado por d (D), se definird como

d_;(D) = min{|S[[S € §}.

Donde § es la coleccién de particiones semidométicas interiores fuertes de V(D). En
lo consecuente mostraremos resultados que involucren a los conjuntos absorbentes se-
micompletos y cotas para el nimero superior e inferior de absorbencia por conjuntos
semicompletos. También se mostraran resultados derivados de la existencia de par-
ticiones semidomaéticas interiores fuertes, asi como cotas para aproximar el nimero
semidomatico interior fuerte en digraficas.
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Capitulo 3.

Conjuntos Absorbentes Semicompletos.

En este capitulo se introduce el concepto de conjunto absorbente semicompleto, asi co-
mo el nimero superior e inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos. Se ex-
hibirda una familia de digraficas para las cuales dichos ntimeros estén dados y cotas
relacionadas con el nimero de flechas de la digrafica y el niimero superior de absorben-
cia por conjuntos semicompletos, ademas probaremos la cota es justa exclusivamente en
los torneos, también mostraremos que existen digraficas en las que los niimero superior
e inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos son distintos. Posteriormente,
daremos propiedades de los conjuntos absorbentes semicompletos que sean minimos o
maximos por cardinalidad sobre todos los conjuntos semicompletos de la digrafica.

3.1. Definiciones y Resultados Basicos en los Conjuntos Ab-
sorbentes Semicompletos.

Cozzens y Kelleher [12] introducen el concepto de clan dominante como sigue: dada
una gréafica GG, un subconjunto S de V(G) es un clan dominante si S es dominante y
G[S] es completa. El nimero de dominacion por clanes de G, denotado por 7,(G), se
definié como

Ya(G) = min{|S| | S es un clan dominante en G}.

Para definir un concepto andlogo a un clan dominante en digraficas, sera necesario que
retomemos el concepto de conjunto absorbente en digraficas e introducir la definicion
de un conjunto semicompleto.

Definicién 3.1.1 Sean D una digrdfica y U C V(D). Decimos que U es absorbente
si para todo vértice x € V(D) \ U, existe y € U tal que (z,y) € F(D).

Definicién 3.1.2 Sean D una digrdfica y U C V(D). Decimos que U es un conjunto
semicompleto de D si D[U] es una digrdfica semicompleta.

Con las dos definiciones anteriores, podemos establecer la nocién de un conjunto absor-
bente semicompleto.
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Definicién 3.1.3 Sean D una digrdafica y S C V(D). Decimos que S es un conjunto
absorbente semicompleto si S es absorbente y semicompleto.

Existen digraficas que no tienen un conjunto absorbente semicompleto. La digréafica
exhibida en la figura 3.1.1 no tiene dicha estructura, pues los vértices z y v no son
absorbidos por ningin vértice, por lo que deben formar parte de los elementos de todo
conjunto absorbente, sin embargo, no existe adyacencia entre z y v, haciendo imposible
el encontrar un conjunto absorbente semicompleto.

X y r4

Fig. 3.1.1: Digrafica sin un conjunto absorbente semicompleto.

Existen también familias de digraficas que tienen un conjunto absorbente semicompleto,
como las digraficas semicompletas, pues trivialmente sus vértices son un conjunto ab-
sorbente. Sin embargo, no inicamente las digraficas semicompletas tienen un conjunto
de esta naturaleza, un ejemplo de ello es la digrafica mostrada en la figura 3.1.2, pues
{w1, we, w3, wy, w5} es un conjunto absorbente semicompleto.

Fig. 3.1.2: Ejemplo de una digréfica con un conjunto absorbente semicompleto.
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El siguiente lema muestra que podemos construir, dados dos naturales m y n no
nulos tales que n > m, una digrafica con n vértices que contenga un conjunto absorbente
semicompleto con m vértices:

Lema 3.1.1 Si m y n son dos naturales no nulos tales que n < m, entonces existe
una digrdafica con m vértices que contiene un conjunto absorbente semicompleto con n
vértices.

Demostracion.

Sean m y n naturales tales que n < m. Consideremos a M un conjunto con m
elementos y N C M un conjunto con n elementos. Sea D la digrifica cuyo conjunto
de vértices es M, entre cada par de vértices en N existe al menos una flecha y los
vértices de M \ N son absorbidos por el conjunto N, es decir, para todo elemento u en
M \ N existe al menos un vértice v en N tal que (u,v) € F(D). Notemos que N es un
conjunto absorbente semicompleto en D, por lo que D es una digrafica con m vértices
y un conjunto absorbente semicompleto con n vértices, terminando la demostracion del
enunciado.

0

Cozzens y Kelleher [12] encontraron condiciones necesarias para la existencia de un clan
dominante en graficas a partir de las subdigraficas inducidas:

Teorema 3.1.1 [12] Si G es una grdfica conexa sin Ps y Cs como subgrificas indu-
cidas, entonces G tiene un clan dominante.

En digraficas, las condiciones del teorema 3.1.1 no son suficientes para asegurar la exis-
tencia de un conjunto absorbente semicompleto, por ejemplo, la digrafica Py no contiene
a Ps como subdigrafica inducida y P, no tiene un conjunto absorbente semicompleto,
ya que el vértice x4 no es absorbido por ningin otro vértice, por lo que debe pertenecer
a cualquier conjunto absorbente, en tal caso, los nicos conjuntos semicompletos que
contienen a x4 son {x4} y {z3, x4}, pero ninguno de ellos absorbe al vértice z1, como
se muestra en la figura 3.1.5.
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Fig. 3.1.3: Las condiciones del teorema 3.1.1 no son suficientes para la existencia de conjuntos ab-
sorbentes semicompletos en digraficas.

Podemos notar que si una grafica tiene un clan dominante, no todas las orientaciones de
dicha grafica tendran un conjunto absorbente semicompleto, por ejemplo, la digrafica
exhibida anteriormente en la figura 3.1.3 no tiene un conjunto absorbente semicompleto
y es una orientacion de la trayectoria no orientada con cuatro vértices, la cual si tiene
un clan dominante. Sin embargo, el teorema 3.1.1 es de utilidad para orientar algunos
tipos de graficas de modo que la digrafica resultante tenga un conjunto absorbente
semicompleto:

Corolario 3.1.1 Si G es una grdfica conexa sin Ps y Cs como subgrdficas inducidas,
entonces existe una orientacion de G que contiene un conjunto absorbente semicomple-
to.

Demostracién

Sea G una grafica sin P5 y Cs como subgraficas inducidas. Por el teorema 3.1.1,
G tiene un clan dominante, digamos S. Como S es conjunto dominante, para todo
r e V(G)\ S existe s(x) € S tal que a, = (s(z),z) € A(G).

Orientando la gréfica G de tal forma que la direccién de a, sea de x hacia s(x) y el
resto de las aristas tengan una orientacion arbitraria, obtenemos una orientaciéon de G
en la que S es un conjunto absorbente semicompleto, mostrando el enunciado.

O

Notemos que si D tiene un conjunto absorbente semicompleto S, entonces D es débil
conexa. La demostracion es bastante sencilla si se considera que en la grafica subyacente
G de D, S induce un clan dominante y por ello, G es conexa, por lo que D es débil.
Sin embargo, no podemos asegurar la conexidad unilateral o fuerte en una digrafica que
tenga un conjunto absorbente semicompleto, en la figura 3.1.4 se muestra una digrafica
con un conjunto absorbente semicompleto {u,v,z}, pero que no es unilateralemente
conexa, pues no hay trayectorias entre x y w. Por consiguiente, esta misma digrafica
no es fuerte.
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Fig. 3.1.4: La existencia de un conjunto absorbente semicompleto no asegura la conexidad fuerte ni
unilateral de la digrafica.

Ahora mostraremos algunas propiedades estructurales sobre las digraficas que tienen
un conjunto absorbente semicompleto en relacién a las componentes fuertes terminales.

Proposicion 3.1.1 Si D es una digrdfica con un conjunto absorbente semicompleto,
entonces D tiene una unica componente fuerte terminal.

Demostracion:

Sean S un conjunto absorbente semicompleto y H una componente fuerte terminal
de D. Si S no intersecta a H, entonces debe existir una H S-flecha, pues S es absorbente,
lo cual es una contradicciéon ya que H es una componente fuerte terminal de D. Asi,
S intersecta a todas las componentes fuertes terminales de D. Si suponemos que D
tiene una componente terminal H’ distinta de H, S intersecta a ambas componentes,
sin embargo, dado que D[S] es semicompleta debe existir una HH' — flecha o una
H'H — flecha, contradiciendo el hecho de que tanto H como H’ son componentes fuertes
terminales, concluyendo que D sélo puede tener una tinica componente fuerte terminal.

O

El reciproco de la proposicién anterior no necesariamente es cierto, cualquier trayectoria
con mas de cuatro vértices tiene una tnica componente fuerte terminal, pero no tiene
un conjunto absorbente semicompleto, como se mostré en la figura 3.1.3.

Sin embargo, podemos encontrar una familia de digraficas en las que el recipro-
co es verdadero, a saber, las digraficas transitivas, esto lo probaremos en la siguiente
proposicion.
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Proposicion 3.1.2 Sea D una digrdfica transitiva. D tiene un conjunto absorbente
semicompleto si y solo si D tiene una unica componente fuerte terminal.

Demostracion:

Para probar la condicion necesaria del enunciado basta ver que, por la proposicion
3.1.1, como D tiene un conjunto absorbente semicompleto, entonces tiene una tunica
componente fuerte terminal.

Para el reciproco del enunciado bastard ver que la inica componente fuerte terminal
de D es un conjunto absorbente semicompleto:

Sea H la unica componente fuerte terminal de D.

Afirmacién 1. H es semicompleta.

Sean {x,z} C V(H). Dado que H es fuerte, existe un xz—camino en H, por ser D
transitiva y por el lema 1.2.6, (z,z) € F(D), mostrando que H es semicompleta.

Afirmacién 2. V(H) es absorbente.

Sea x € V(D)\V(H), dado que x estd en alguna componente fuerte de D, digamos
H,, y por ser H la inica componente fuerte terminal de D, se deduce del lema 1.2.7 que
existe una H; H-trayectoria en D, siguiéndose de ello que existe una xz—trayectoria en
D para algin z € V(H). Por ultimo, como D es transitiva, por el lema 1.2.6 se tiene
que (z,z) € F(D), demostrando que H es absorbente.

Por las afirmaciones anteriores, podemos concluir que H es un conjunto absorbente
semicompleto.

O

Aparentemente, los conjuntos absorbentes semicompletos estéan relacionados con la com-
ponente fuerte terminal en dambitos de contencién. Sin embargo, no hay propiedades
rescatables respecto a la contencién entre un conjunto absorbente semicompleto y la
componente fuerte terminal de la digrafica. Por ejemplo, en la figura 3.1.5 se muestra
una digrafica en la cual ningin conjunto absorbente semicompleto esta contenido pro-
piamente en los vértices de la componente fuerte terminal ya que el vértice y es la tinica
componente fuerte terminal de D, pero no es un vértice absorbente pues (v,y) ¢ F(D),
por lo cual, todo conjunto absorbente semicompleto debe tener al menos otro vértice
distinto de y, por ejemplo, {y, 2z} es un conjunto absorbente semicompleto.

Fig. 3.1.5: No necesariamente hay contencién de los vértices de un conjunto absorbente semicompleto
en los vértices de la componente fuerte terminal.
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Anélogamente, la existencia de un conjunto absorbente semicompleto no implica
que el conjunto de vértices de la inica componente fuerte terminal de D esté contenido
propiamente en el conjunto absorbente semicompleto, como se muestra en la figura
3.1.6. Los vértices {u, z,v} son los elementos de la componente fuerte terminal de D,
sin embargo, {u, z} es un conjunto absorbente semicompleto.

Fig. 3.1.6: Ejemplo de una digrafica donde no hay contencién de los vértices de la componente fuerte
terminal en los vértices de un conjunto absorbente semicompleto

3.2. Numeros de Absorbencia por Conjuntos Semicompletos.

De la figura 3.1.6 podemos derivar otros conceptos. Aunque {u,z} es un conjunto
absorbente semicompleto, el conjunto {u, z,v} también es un conjunto absorbente se-
micompleto de cardinalidad mayor, poniendo en evidencia la existencia de conjuntos
absorbentes semicompletos con diferentes cardinalidades. En el siguiente apartado pro-
cederemos a realizar el andlisis sobre los conjuntos absorbentes semicompletos que sean
maximos o minimos por cardinalidad y de ello se podran dar cotas para el niimero de
flechas de la digrafica, asi como propiedades de la digrafica a partir del conocimiento
de la cardinalidad de dichos conjuntos.

Definicién 3.2.1 Sea D una digrdfica con un conjunto absorbente semicompleto.
Definimos el numero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos
de D, denotado por T.s(D), como:

[eas(D) = maz{|S|| S es un conjunto absorbente semicompletode D }
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Andlogamente, definimos el nimero inferior de absorbencia por conjuntos
semicompletos de D, denotado por ve.s(D), como:

Yeas(D) = min{|S| | S es un conjunto absorbente semicompletode D }.

Si S es un conjunto absorbente semicompleto y |S| = eus(D), diremos que S es un
[eus — conjunto y si |S| = Yeas(D), entonces diremos que S es un yeqs — conjunto.

Podemos exhibir, bajo ciertas condiciones, digraficas para las cuales el niimero superior
e inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos estén dados, como se muestra en
la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.1 Sean n, m y k naturales tales que 2 <n <m <k yk =m+n.
Eziste una digrdfica D con k vértices tal que Teqs(D) = m y Yeas(D) = n.

Demostracion:

Sean V un conjunto con k elementos, U C V con m elementos y W C U con
n elementos. Hay que notar que siempre es posible encontrar dichos conjuntos pues
n < m < k. Para los elementos en W, tomamos el conjunto de parejas ordenadas
Fy ={(z,y) |{z,y} C W, z # y} y andlogamente, para los elementos de U\ W tomemos
Fy ={(z,y) |[{z,y} CU\W, x # y}, definimos como F3 = {(z,y) |z € U\W, y € W}.

Si VNU = {v,vg, ..., 0} y W = {wy, wy, ..., w,}, entonces nombramos
Fy = {(vi,w;) |i € {1,2,...,k} }. Por dltimo, sean F' = FyUF,UF3UF, y D la digréfica
cuyos vértices son los elementos del conjunto V' y sus flechas son el conjunto F'.

Observemos que por construccion de D, el méaximo conjunto de vértices por conten-
cién que induce una digrafica semicompleta es U, por lo cual, si D tiene un conjunto
semicompleto absorbente con méas de tres vértices, éste debe estar contenido en U.

Afirmacién 1. T'py5(D) = m.

Probaremos primero que U es un conjunto absorbente. Sea v; € V' \ U, por definicién
de Fy, (vj,w;) € Fy € F y dado que W C U, entonces U es absorbente. Por la
observacién anterior, U es un I'.4s-conjunto, concluyendo que I'eu5(D) = m.

Afirmacién 2. v..5(D) = n.

Demostraremos primero que W es un conjunto absorbente. Sea x € V' \ W, consi-
deramos dos casos sobre z:

Caso 1. z € V\ U.

Supongamos que z = v;, en cuyo caso, (v, w;) € Fy C F.

Caso 2. x e U\ W.

Si y € W es arbitrario, por definicién de F3, (x,y) € F3 C F.

Del caso 1 y el caso 2, concluimos que W es absorbente.

Ahora sélo falta ver que W es un ~.,-conjunto. Bastara probar que cualquier con-
junto semicompleto con menos de n vértices no es un conjunto absorbente. Sea W' un
conjunto semicompleto tal que |[W’| < |[W]. Notemos que existe v; € (V \ U) \ W’ tal
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que w; ¢ W', pues en caso contrario, si para todo v; € (V\U)\ W’ sucede que w; € W,
entonces W’ tiene al menos tantos elementos como elementos v; hay en (V' \ U) \ W’
mas los elementos contenidos en (V' \ U) N W', esto es:

(W 2 [(VAUNW [+ (VAU)NW| = (k=m—=|(VAUNW)+|(VAUNW'| = k=—m = n.

Lo anterior es una contradicciéon al hecho que |[W’| < |W|. Por ello, existe
v; € (V\U)\ W' tal que w; ¢ W’. Asi, por construccién de D, W' no absorbe a v;, lo
cual es una contradiccién pues W’ es un conjunto absorbente, concluyendo que no es
posible que |[W'| < |[W|, por lo cual y.s(D) = n.

Por lo tanto, D es una digrafica con k vértices tal que Leus(D) = m y Yeas(D) = n.

O

En la figura 3.2.1 se muestra el ejemplo de una digrafica con 10 vértices, ['os(D) = 7
Y Yeas(D) = 3. Notemos que en dicha digréfica, el conjunto {xy, za, x5, x4, T5, T, T7} €3
un I'.,s—conjunto, mientras que {xs, Tg, T7} €8 Un 7.5 —conjunto.

X1 xz

Fig. 3.2.1: Ejemplo de una digrafica construida a partir de la Proposicién 3.2.1.

Aunque en teorias de dominaciéon en graficas es mas frecuente trabajar con un
conjunto dominante que sea minimo respecto a la cardinalidad, puede ser de interés el
encontrar conjuntos absorbentes semicompletos que ademés sean maximos respecto al
namero de elementos que contiene.
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Como prueba de ello, podemos acotar inferiormente el nimero de flechas de una
digrafica que tenga un conjunto absorbente semicompleto.

Proposicion 3.2.2 5i D es una digrdfica con un conjunto absorbente semicompleto y
q flechas, entonces
2(] 2 Fcas<D)2 - Fcas(D)-

Demostracion:
Sean D una digrafica con p vértices, ¢ flechas y S C V(D) un I',,s—conjunto. Como
D[S] es semicompleta, el nimero de flechas en D[S] es al menos el nimero de flechas

[SI0S1=1)

de cualquier torneo con |S| vértices, asi, |F'(D[S])| > . Por otro lado, como

S es absorbente, para todo vértice z en V(D) \ S, existe y en S tal que (x,y) € F(D),
entonces:
151051 =1)

4> V(D) \ S|+ F(DIS])| > (p - |S]) + (21

).

En tal caso,

2 _
L5 ISP =381+ 2
2
Pero como |S| = I'cus(D), entonces:

2q Z Fcas(D)2 - 3Fcas<D) + 2]9

Para concluir, notemos que en toda digréfica se tiene que p > T'.5(D), obteniendo
con ello la desigualdad buscada:

2q Z Fcas(-D)2 - Fcas(D)-

La siguiente proposiciéon no sélo muestra una familia de digraficas para las que la cota
es justa, sino que ademéas prueba que dichas digraficas son las tnicas que alcanzan la
cota inferior.

Proposicién 3.2.3 Sea D una digrdfica con un conjunto absorbente semicompleto. D
es un torneo si y s6lo si 2q = Teqs(D)? — Teas(D).

Demostracion.

Probaremos primero la suficiencia de la proposicién.

Si D es un torneo, entonces p = I'ys(D) y como en todo torneo se tiene que
2q = p(p — 1), deducimos que 2q = T'ys(D)? — Teus(D).
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Ahora, veremos la condicion necesaria de la proposicion.

Sea D una digrafica con 2q = T'4u5(D)? — [eas(D). Procediendo por contradiccion,
supongamos que D no es un torneo. Consideremos los dos casos posibles sobre D:

Caso 1. D es semicompleta con al menos una flecha simétrica.

En tal caso, p = ['us(D), pero como D es semicompleta y tiene al menos una flecha
simétrica, entonces 2¢ > p(p — 1), concluyendo asi que:

2q > Fcas(D)2 - Fcas(D)-

Lo que contradice nuestra hipdtesis.

Caso 2. D no es semicompleta.

Sea S un I',,s—conjunto. Notemos que el nimero de flechas en D[S] es al menos el
nimero de flechas de cualquier torneo con |S| vértices, por lo cual:

2(15 2 Fcas(D>2 - FCQS(D).

Donde ¢g indica el nimero de flechas en D[S]. Pero como D no es semicompleta y S es
un conjunto absorbente semicompleto, entonces existe z € V(D) \ Sy existe y € S tal
que (x,y) € F(D). Por lo cual, ¢ > 2gs+1, concluyendo asi que g > T'eqs(D)? —Teus(D),
contradiciendo nuevamente nuestra hipotesis.

Dado que el caso 1 y el caso 2 nos llevan a una contradiccion, entonces D es un
torneo.

O

Observemos que podemos acotar superiormente el nimero de dominacion por clanes de
la grafica subyacente de una digrafica dada a partir del niimero inferior de absorbencia
por conjuntos semicompletos de esta tltima. Si S es un 7.,s—conjunto de D, entonces S
es un clan dominante en su grafica subyacente G'y asi, 74 (G) < Yeas(D). Sin embargo, no
podemos asegurar la igualdad, la digrafica D mostrada en la figura 3.2.2 es un ejemplo
en la que se tiene la desigualdad estricta, pues Ye.s(D) = 4, ya que {x9, z3, 4, x5} €s un
Yeas—cONjunto, pero en la gréafica subyacente de D, {x1,xs, 27} es un clan dominante,
por lo cual, Yeus(D) > va(G).

X X Xy X, X X
X X

\

Xg Xg Xy Xg 5 X4

Fig. 3.2.2: El ntmero inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos de una digrafica y el
nimero de dominacién por clanes de su grafica subyacente no siempre son iguales.
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Ya hemos visto que los I'.,s—conjuntos pueden ser de utilidad para brindarnos una
cota sobre el nimero de flechas de D y los v.,s—conjuntos acotan superiormente el
numero de dominacion por clanes de la grafica subyacente. Ahora veremos algunas
propiedades sobre los I'.,s—conjuntos y los 7.4s—conjuntos:

Proposicion 3.2.4 Sea D una digrdfica con al menos dos vértices y un conjunto ab-
sorbente semicompleto.

CL) Fcas(D) > 1.

b) Si M C V(D) es un T'ps — conjunto, entonces para todo u € V(D) \ M existe
v € M tal que u y v no son adyacentes.

c) Si M C V(D) es un ves — conjunto y |M| > 1, entonces existen u € M y
w € N(u)N(V(D)\ M) tal que para todo v € M \ {u}, (w,v) ¢ F(D).

Demostracion.

e Inciso (a).

Sea S un 7.s—conjunto de D. Para demostrar este inciso consideraremos dos posi-
bles casos sobre S:

Caso 1. |S| > 1.

En este caso tenemos que 1 < |S| = Yeas(D) < Teus(D), por lo que 1 < T'pos(D).

Caso 2. |S| = 1.

Supongamos que S = {z}. Dado que p > 2, tomemos un vértice arbitrario en los
invecinos de S, digamos z. Ya que {x} es un conjunto absorbente y
(z,2) € F(D), entonces {z,z} es un conjunto absorbente semicompleto, concluyendo
asi que ['us(D) > |{z, z}|, es decir, T'zes(D) > 1.

e Inciso (b)

Por contradicciéon, supongamos que M es un .s—conjunto tal que
existe v € V(D) \ M tal que para todo = € M, v y = son adyacentes. En tal caso,
M’ = M U{v} es un conjunto absorbente semicompleto tal que |M'| > |M| = I'.s(D),
lo cual es una contradiccién, concluyendo asi que para todo v € V(D)\ M, existe z € M
tal que v y x no son adyacentes.

e Inciso (c)

Por contradiccién, supongamos que M es un I'.,s-conjunto tal que para todo xz € M
y para todo w € N(x)N(V(D)\ M), existe y € M \{z} tal que (w,y) € F(D). Dado que
|M| > 1, existe x € M tal que 5B[M] (x) > 1; por nuestra suposicién, todos los vecinos
de x que no estan en M son absorbidos por alguna y € M distinta de .
Consideremos a M’ = M \ {z}. Notemos que M’ es un conjunto absorbente, pues para
todo z € V(D) \ M’, si z no era elemento de los vecinos de z, éste es absorbido por
algin elemento en M distinto de z. Si z esta en la vecindad de x, por nuestra suposicion,
existe un vértice y en M \ {z} tal que y absorbe a z. Y si z es el vértice x, por eleccién
de dicho vértice en M, existe al menos un vértice que lo absorbe. Notemos que D[M’]
es semicompleta, pues M’ es un subconjunto de un conjunto absorbente semicompleto.
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Ast, | M'| < |[M| = ~eas(D), contradiciendo nuestra hipétesis. Por lo tanto, existe
we N(z)N(V(D)\ M) tal que para todo y € M \ {z} se tiene que (w,y) ¢ F(D).

O

Aunque la proposicion 3.2.4 brinda informacién sobre la estructura de los
[as—conjuntos y los v.4s—conjuntos, ninguno de los reciprocos de los incisos (b) y (¢)
son ciertos.

Para el inciso (b), la figura 3.2.3 muestra la falsedad del reciproco, pues el conjunto
S = {x3, 24} satisface que para todo x € V(D) \ 9, existe z € S tal que  y z no son
adyacentes, pero S no es un I'.,s—conjunto, ya que S’ = {x1, x5, x5, 2} es un conjunto
absorbente semicompleto y |S| < |S7].

Xy Xz X3

Xe Xg X4

Fig. 3.2.3: Digrafica en la cual se muestra que el reciproco del inciso (b) de la proposicion 3.2.4 no
es verdadero.

Para mostrar que el reciproco del inciso (¢) también es falso, usemos la figura 3.2.4,
el conjunto M = {2z, 29, 25 } satisface que z5 es tal que z4 € N(z5) N (V(D) \ M)
y para todo y € M \ {z5}, (z4,y) ¢ F(D), pero M mno es un ~.s—conjunto, pues
M' = {z3,24} es un conjunto absorbente semicompleto y |[M'| < |M]|.

Fig. 3.2.4: Digréfica que muestra que el reciproco del inciso (¢) de la proposicion 3.2.4 no es verdadero.
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Aunque las condiciones del inciso (b) de la proposicion 3.2.4 no son necesarias y su-
ficientes para que un conjunto absorbente semicompleto sea maximo por cardinalidad,
si son condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto absorbente semicom-
pleto sea maximo por contencién de vértices.

Proposicién 3.2.5 Sean D una digrafica y M C V(D) un conjunto absorbente semi-
completo. M U{x} no es un conjunto absorbente semicompleto para todo x € V(D) \ M
st y solo si para todo x € V(D) \ M, existe z € M tal que x y z no son adyacentes.

Demostracion:

Sean D una digrafica y M C V(D) un conjunto absorbente semicompleto.

Probaremos primero la condicién necesaria de la proposicién. Supongamos que para
todo x € V(D) \ M, existe z € M tal que x y z no son adyacentes; bastard ver que
para todo v € V(D) \ M, M U{v} no es un conjunto semicompleto. Sea v arbitrario en
V(D) \ M, como existe z € M tal que v y z no son adyacentes, entonces M U {v} no
es un conjunto semicompleto.

Ahora probaremos la suficiencia de la proposicién. Supongamos que M es tal que
M U{x} no es un conjunto absorbente semicompleto para todo z € V(D) \ M. Por esta
suposicién, MU{v} no es un conjunto absorbente semicompleto para todov € V/(D)\M,
pero debido a que M es absorbente, M U {v} también es un conjunto absorbente, por
lo cual, D[M U {v}] no puede ser semicompleta, de ello deducimos que existe u € M
tal que v y u no son adyacentes, concluyendo la demostracion.

O

Ya se habia mencionado anteriormente la utilidad de los niimeros superior e inferior de
absorbencia por conjuntos semicompletos de una digrafica. Por la definicién de dichos
nimeros es claro que en toda digrifica ye.s(D) < I'es(D). La siguiente proposicién
mostrard que es posible construir una digrafica en la que la desigualdad es estricta.

Proposicion 3.2.6 Sip > 1, entonces existe una digrdfica D con p vértices tal que:

’Vcas(D> < Fcas(D)'

Demostracion.
Consideremos dos posibles casos sobre p:
Caso 1. p=2.

En este caso, K satisface que Yeas(K2) < Teas(K2) pues Yeas(K2) = 1y Leas(Ky) = 2.
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Caso 2. p > 2.

Para este caso es posible encontrar dos naturales n y m no nulos tales que n < m
y p —m = n. Por la proposicion 3.2.1, existe una digrafica D tal que I'wes(D) = m y
Yeas(D) = n, concluyendo nuestra demostracion.

O

También mostraremos que es posible exhibir una familia de digraficas en las que se
tiene la igualdad entre T'.s(D) ¥ Yeas(D), previo a ello estableceremos una definicién.

Definicién 3.2.2 Sean D = (V(D),F(D)) una digrdfica con p vértices donde

V(D) = {ui,ug, ..., up } y ¥ = [Dy, Dy, ... ,D,] una sucesion de p digrdficas,
D; = (V(D;), F(D;)), ajenas en vértices dos a dos y ajenas en vértices respecto a la
digrdafica D. Definimos la corona de D respecto a v, denotada por (D), como la
digrdfica tal que:

V(¢(D)) = V(D) U (U, V(D).

F(4(D)) = F(D) U (U, F(Dy) ) U (U, F).

Donde F; = {(z,z) |z € V(D;), z =u; € V(D)}.

Proposicién 3.2.7 Sip > 4 es un numero par, entonces existe una digrdafica D con p
vértices tal que Teys(D) = Yeas(D).

Demostracion.

Sean D un torneo arbitrario con § vértices, V(D) = {w1,ws, . . ., wg}, 1) una sucesion
con & digréficas isomorfas a K, donde V(D;) = {u;} y ¢(D) la corona de D respecto
a . Afirmamos que 7ous(1(D) ) = Tuns($(D) ),

Por ser D un torneo, V(D) es un I'yy5-conjunto de (D). Para mostrar la igualdad
entre Yeos( (D)) ¥ Leas((D)), bastard ver que no es posible encontrar un conjunto
absorbente semicompleto que contenga menos de |V (D)| elementos.

Sea N un conjunto semicompleto tal que |[N| < |V(D)|, afirmamos que N no es
absorbente. Dado que |[N| < |V(D)|, existe w; € V(D) \ N tal que u; ¢ N, pues en caso
contrario, si para todo w; € V(D) \ N sucede que u; € N, entonces en N \ V(D) hay
al menos tantos elementos como en V(D) \ N, pues en particular v; € N \ V(D), por
lo que:

INI=[V(D) NN+ [NA\V(D)| = [V(D) A N[+ [V(D)\ N| = [V(D)].

Contradiciendo el hecho de que |N| < |V(D)]. Asi, existe w; € V(D)\N tal que u; ¢ N,
pero por construccién de ¥ (D), u; no seria absorbido por N, pues el unico vértice que
absorbe a u; es w;, concluyendo que N no es un conjunto absorbente semicompleto, es
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decir, cualquier conjunto semicompleto con menos de |V (D)| = Les( (D) ) elementos
no es absorbente. Por lo tanto,

Leas(P(D) ) = Yeas(¢(D) ).

La siguiente proposicion muestra que si D es una digrafica que satisface la igualdad
LCeas(D) = veas(D), entonces podemos acotar inferiormente el nimero de vértices de D
en funcién de T'.q5(D).

Proposicién 3.2.8 Si D es una digrdfica tal que Tus(D) = Yeas(D), entonces:

p > 2T 0s(D) — 1.

Demostracion.

Sean D una digréfica tal que ['.us(D) = Yeas(D) vy U C V(D) un 4eqs—conjunto.
Consideraremos dos casos posibles sobre U:

e Caso 1. D[U] no tiene pozos.

En este caso, afirmamos que para todo y € U existe z € V(D) \ U tal que
Nt(z) N U = {y}. En caso contrario, si existe y € U tal que para todo
z € N (y) N (V(D)\U), x es absorbido por algin otro vértice en U \ {y}, entonces
afirmamos que U \ {y} es un conjunto absorbente semicompleto. Consideremos un
vértice u € V(D) \ (U \ {y}) y analicemos los posibles casos para u:

Caso 1.1. u no es invecino de y.

En este caso, como u es absorbido por U y no es invecino de y, entonces u es
absorbido por U \ {y}.

Caso 1.2. u es invecino de .

Por nuestra suposicion, todo invecino de y es absorbido por U mediante un elemento
distinto de y, concluyendo que u es absorbido por U \ {y}.

Caso 1.3. u =y.

Como D[U] no tiene pozos, entonces existe un elemento x € U\ {y} tal que
(y,z) € F(D), mostrando que y es absorbido por U \ {y}.

De los casos anteriores derivamos que U \ {y} es un conjunto absorbente semicom-
pleto, lo cual es una contradiccion al hecho de que U es un 7,.,s—conjunto.

Con esto concluimos que para todo elemento y € U existe z € N~ (y) N (V(D) \ U)
tal que N*(x) N U = {y}.

Asi, en V(D) \ U existen tantos elementos como elementos hay en U, por lo que:

p Z 2|U| = Q’YCas(D) = ZFCQS(D)‘
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e Caso 2. D[U] tiene al menos un pozo.

Como D[U] es semicompleta, D[U] tiene un unico pozo, digamos w. Al igual que en
el caso 1 de esta proposicién, afirmamos que para todo y € U\ {w}, existe z € V(D)\U
tal que NT(x) N U = {y}, pues en caso contrario, si existe y € U \ {w}, tal que para
todo x € N~ (y) N (V(D)\ U) existe z € U \ {y} tal que (z,2) € F(D), se tendria que
U \ {y} serfa un conjunto absorbente semicompleto contradiciendo el hecho que U es
un 7..s—conjunto, por lo tanto, para todo y € U \ {w}, existe z € V(D) \ U tal que
Nt(x)nU = {y}.

Asi, el conjunto V(D) \ U tiene al menos tantos vértices como elementos hay en
U\ {w}, por ello:

p = [V(D)\U]+ U\ A{w}] + {w} = 2]U\ {w}| +1

= Q(VCaS(D) - 1) +1= QFcas(D) -1

Del caso 1 y el caso 2, se sigue que si D es tal que eus(D) = 7eus(D), entonces
p > 2T 0s(D) — 1.

0

Las figuras mostradas a continuacion ejemplifican, respectivamente, una digrafica
donde la cota de la proposicion 3.2.8 es justa y una digrafica donde la cota es estricta.

X1 X 2
Yy Yo

y3 y4
s

Fig. 3.2.5: Digréfica D; en la que T'eqs(D1) = Yeas(D1) =4y p > 2T as(D2) — 1.
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y3 y4
%3

Fig. 3.2.6: Digrafica Dy en la que Teos(D2) = Yeas(D2) =4y p = 20 eas(D1) — 1.
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Capitulo 4.

Numero Semidomatico Interior Fuerte.

Laskar y Hedetniemi, en Connected domination in graphs [20], publicado en 1984, de-
finen el concepto de niimero domético conexo en gréaficas. En este capitulo se exten-
derd dicho concepto a digraficas y se presentaran resultados basicos, algunos de ellos
exhiben la relacién entre el nimero semidomatico interior fuerte y el ntimero semi-
domatico exterior fuerte de una digrafica. También ofreceremos una relacion entre el
numero semidomatico interior fuerte respecto al exgrado minimo de la digréfica, resulta-
dos andlogos con el nimero semidomatico de una digrafica son presentados por Zelinka
en su articulo Semidomatic number of directed graphs [28], asimismo, podremos exhibir
cotas con el nimero de conexidad puntual de la digrafica y el nimero semidomatico
interior fuerte, al igual que lo hizo Zelinka en [28] respecto al nimero semidomético de
una digrafica.

Posteriormente mostraremos que siempre es posible en una digréafica fuerte dar una
particion de sus vértices en n conjuntos absorbentes fuertes, donde n es cualquier entero
entre 1 y el niimero semidomatico interior fuerte de la digrafica. También se presen-
tard el concepto de digrafica semidomatica interior fuerte critica. Aunque en [28] Zelinka
trabaja igualmente con digraficas criticas respecto al nimero semidomatico, las hipéte-
sis planteadas en su articulo no son condiciones suficientes para obtener los mismos
resultados en las digraficas criticas que se definiran en este trabajo, sin embargo, obten-
dremos una caracterizacion de ellas respecto a la particion de sus vértices en conjuntos
semidominantes interiores fuertes. Ademas, a partir de los resultados del articulo Se-
midomatic number of directed graphs [28] podremos exhibir una familia de digréficas
semidomaticas interiores fuertes criticas. Por ultimo, se obtendran resultados de algunas
familias de digréficas respecto al nimero semidomaético interior fuerte.

4.1. Definiciones y Resultados Basicos en Particiones Semido-
minantes Interiores Fuertes y el Numero Semidomatico
Interior Fuerte.

El concepto de nimero domético de una grafica G, denotado por d(G), fue definido en
1980 por Cockayne, Hedetniemi y Dawes en [10] como:

d(G) = maz{|S|| S es una particiéon de V(D) en conjuntos absorbentes}.
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Posteriormente, en 1984 Laskar y Hedetniemi en [20] introdujeron el término de
nimero domético conexo de una gréfica G, denotado por d.(G), como:

d.(G) = mdz{|S|| S es una particién de V(G) en conjuntos absorbentes conexos}.

Durante el presente capitulo daremos una definicién analoga en digraficas a este ultimo
concepto.

Definicién 4.1.1 Sean D una digrdfica y S C V(D), decimos que S es un conjunto
dominante si para todo vértice v € V(D) \ S sucede que:

a) Eziste u € S tal que (x,u) € F(D) y

b) Existe v € S tal que (v,z) € F(D).

Si S es tal que para todo vértice x € V(D) \ S sdlo se satisface el inciso (a), diremos
que S es un conjunto semidominante interior. Andlogamente, si S es tal que para
todo vértice x € V(D) \ S solo satisface el inciso (b), diremos que es un conjunto
semidominante exterior.

A los conjuntos semidominantes interiores también se les conoce como conjuntos absor-
bentes, por lo que durante el desarrollo de este trabajo, podremos usar dichos términos
como conceptos analogos.

Definicién 4.1.2 Sean D una digrdfica y S C V(D) no vacio. Si S es tal que la
digrdfica D[S] es fuerte, entonces diremos que S es un conjunto fuerte de D.

Definicién 4.1.3 Sea D una digrifica, definimos el numero domdtico fuerte de
D, denotado por ds(D), como el mdzimo nimero posible de elementos en una particion
de V(D) en conjuntos dominantes fuertes, es decir,

df(D) = mdz{|S|| S es una particion de V(D) en conjuntos dominantes fuertes}.

A una particion de V(D) en conjuntos dominantes fuertes con dg(D) elementos se le
denotard como una dy—particion de D.

Definiciéon 4.1.4 Sea D una digrdfica, definimos el numero semidomdtico inte-
rior fuerte de D, denotado por ds_f(D), como el mazrimo cardinal de todas las parti-
ciones de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

A una particion de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes con d (D)
elementos se le denotard como una d_;-particion de V(D).

El concepto de nimero semidomdtico exterior fuerte de D, denotado por
d:f(D), se define de manera andloga al nimero semidomdtico interior fuerte de D.
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La relacion existente entre los nimeros doméatico, semidomatico interior y exterior
fuerte de una digrafica D es sencilla: debido a que cualquier d;—particién de V(D)
es una particiéon de V(D) en conjuntos semidominantes interiores y exteriores fuertes,
tenemos que dy(D) < d;(D) y andlogamente, dy(D) < d;(D). También tenemos una
relacién importante con el nimero domatico de una digréafica, pues debido a que una
dy—particién de V(D) es una particién de V(D) en conjuntos dominantes, tenemos que
df(D) < d(D), de manera similar, debido a que cualquier d_,—particién (d;;—particién)
de V(D) es una particién en conjuntos semidominantes interiores (exteriores) de D,
se sigue que d_;(D) <d~(D) (di;(D) < d*(D)).

Notemos que si una digrafica D es fuerte, la particion trivial, que es el conjunto
unitario que consta del conjunto de vértices de D, es simultdneamente una particion en
un conjunto dominante fuerte, semidominante interior fuerte y semidominante exterior
fuerte. Més adelante se mostrara que es condicién necesaria y suficiente el que una
digrafica sea fuerte para la existencia de dichas particiones, sin embargo, ello no implica
que la tnica particion posible sea la trivial.

En la siguiente imagen se muestra el ejemplo de una digrafica H para la cual,
el conjunto A = {{z1, 29, 3,24}, {x5, 26, 27,28} } €s una particién de V(D) en con-
juntos dominantes fuertes, mientras que B = {{x1,zs}, {2, x5, 24}, {25, 27,26} } es
una particién de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes y el conjunto
C = {{w3, x5}, {w2, x4, 21}, {x7, 6, x5} } €s una particién de V(D) en conjuntos semi-
dominantes exteriores fuertes.

Y

Fig. 4.1.1: Digrafica H en la que se muestran los tres tipos de particiones establecidas en las
definiciones 4.1.3 y 4.1.4.
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En la figura 4.1.2 se muestra una digrafica D para la cual ds_f(D) = 2. Hay que notar
que en D, ninguno de sus vértices es un conjunto absorbente, ya que 6~ (D) < p—1, por
lo que no es posible que en una particién en conjuntos semidominantes interiores fuertes
exista un elemento unitario, descartando que existan dichas particiones con cinco, cuatro
o tres elementos, asf tenemos que d_;(D) < 2, pero la particion P = {{z,y, 2}, {u, v} }
satisface que sus elementos son conjuntos semidominantes interiores fuertes, por lo que

d;;(D) = 2.

Fig. 4.1.2: Digréfica con nimero semidomdtico interior fuerte igual a dos.

Los primeros resultados que aportaremos seran usados para mostrar que las proposicio-
nes obtenidas para los conjuntos semidominantes interiores fuertes son analogas para
los conjuntos semidominantes exteriores fuertes, pues si D tiene un conjunto semido-

minante interior fuerte, entonces tiene un conjunto semidominante exterior fuerte,
como se establece enseguida.

Lema 4.1.1 Sean D una digrdfica y S C V(D) no vacio. S es un conjunto semidomi-
nante interior fuerte de D si y solo si S es un conjunto semidominante exterior fuerte
de

Demostracion.

Demostraremos primero la suficiencia de la proposicion.

Sea S un conjunto semidominante interior fuerte de D. Debido a que S es un con-
junto semidominante interior en D, entonces para todo vértice z € V(D) \ S, exis-

te y € S tal que (x,y) € F(D), en cuyo caso, por definicién de F(D), tenemos que
(y,z) € F(D), concluyendo que el conjunto S es semidominante exterior de D. Ademas,
por ser S un conjunto fuerte de D, tenemos que S es un conjunto fuerte de %, conclu-
yendo que S es un conjunto semidominante exterior fuerte de D.
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Para demostrar la condicién necesaria de la proposicion, basta recordar que si
H = %, entonces ? = D. Con ésto, si S es un conjunto semidominante exterior de H,
un razonamiento analogo a la demostracion de la suficiencia de esta misma proposicién

probaria que S es un conjunto semidominante interior de ﬁ

OJ

Corolario 4.1.1 Sean D una digrdfica y S C V(D) no vacio. S es un conjunto semi-
dominante exterior fuerte de D si y solo si S es un conjunto semidominante interior
fuerte de %

Demostracién.

Sean D una digrafica y S C V(D) no vacio. Dado que % = D y por el lema 4.1.1,
se sigue el resultado.

O

En la figura 4.1.3 se muestra un ejemplo donde se ilustra el resultado del lema 4.1.1.
El conjunto S = {z3, x3, 6, 27} es un conjunto semidominante interior fuerte de D, y

en D = H, el mismo conjunto es semidominante exterior fuerte.

D H
X X X X
X X X X 1 2 3 4
M M
X
Xg Xg Xq Xs X5 xs X-, 8
Fig. 4.1.3: Ejemplo de una digrdfica D y un conjunto semidominante interior fuerte en D,
mismo que es un conjunto semidominante exterior fuerte de su digréafica dual H.

La importancia del lema 4.1.1 se pone de manifiesto al derivar un corolario que mues-
tra la suficiencia de trabajar las d_,—particiones de una digréfica dada para obtener
informacion sobre el nimero semidomatico exterior fuerte de una digrafica arbitraria.
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Corolario 4.1.2 Si D es una digrdfica arbitraria, entonces d_;(D) = d:f(ﬁ)

Demostracion.

Sean D una digrafica arbitraria y &~ = {51, Sy, ..., Sy} una d_;—particién de V(D),
por el lema 4.1.1, tenemos que cada elemento S; de &~ es un conjunto semidominante
exterior fuerte de D, por lo que &~ es una particién de V(D) en conjuntos semidomi-

nantes exteriores fuertes, concluyendo que d (D) < d:f( ).

Usando la misma idea, si H = D y &7 = {51, 5,..., Sk} es una d:f—particién de
V(H), por el corolario 4.1.1 cada elemento S; de & es un conjunto semidominante
interior fuerte de H = D, derivando de ello que djf(g) < d;¢(D), concluyendo asf la
igualdad deseada.

O

Enunciaremos ahora un nuevo lema que es de importancia al trabajar con subdigraficas,
logrando relacionar el nimero semidomatico interior fuerte de una digrafica dada con
cualquier subdigrafica generadora de la misma.

Lema 4.1.2 Si D es una digrafica tal que existe una particion de V(D) en conjuntos
semidominantes interiores fuertes y H es una subdigrdfica generadora de D tal que
existe un particion de V(H) en conjuntos semidominantes interiores fuertes, entonces

dop(H) < d(D).

Demostracion.
Sean D una digrafica, H una subdigrafica generadora de D tal que existe una parti-
cién de V(H) en conjuntos semidominantes interiores fuertes y & = {Hy, Ha, ..., H,}

una d_;—particion de V(H). Dado que H es una subdigrafica generadora de D, tenemos
que G es una particién en D y cada conjunto H; es un conjunto absorbente fuerte en D,
por lo que & es una particién de V(D) en conjuntos absorbentes fuertes, concluyendo
que |&] < d_;(D), es decir, d_(H) < d_;(D).

O

Es natural el pensar si una digrafica arbitraria tiene o no una particion de sus vértices
en conjuntos semidominantes interiores fuertes. Si consideramos una trayectoria con
al menos dos vértices, tenemos que ninguna subdigrafica inducida no trivial es fuerte,
por lo que cualquier conjunto fuerte es unitario, ademas, debido a que ninguno de
sus vértices es absorbente, concluimos que no tiene conjuntos semidominantes fuertes
unitarios, siguiéndose asi que la trayectoria no tenga una particion de sus vértices
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en conjuntos semidominantes interiores fuertes, de ello surge la necesidad de saber en
qué tipo de digraficas podemos encontrar particiones de esta naturaleza. La proposicion
4.1.1 reduce la existencia de dichas particiones a una familia de digraficas.

Proposicion 4.1.1 Una digrdafica D tiene una particion de sus vértices en conjuntos
semidominantes interiores fuertes si y solo si D es fuerte.

Demostracion.

Probaremos primero la condicién necesaria del enunciado.

Sea D una digréfica fuerte, como V(D) es un conjunto fuerte y absorbente, entonces
{V(D)} es una particién de los vértices de D en un conjunto semidominante interior
fuerte.

Ahora procederemos a demostrar la suficiencia de la proposicion.

Consideraremos & = {54, 5s, ..., Sk} una particién de V(D) en conjuntos semido-
minantes interiores fuertes y {u,v} C V(D) vértices arbitrarios, probaremos que existe
un uv—camino en D. Analizamos los dos casos posibles sobre u y v:

Caso 1 {u,v} C S; para algin ¢ € {1,2,..., k}.

En este caso, como {u,v} C S; y S; es un conjunto fuerte de D, entonces existe un
uv-camino en D.

Caso2u € SjyveS; coni#j.

En este caso, como S; es un conjunto semidominante interior, existe x, € S;
tal que (u,x,) € F(D). Dado que DI[S;] es fuerte, existe un z,v-camino, digamos C,
en cuyo caso, C' = (u, z,) U C} es un uv-camino en D.

Del caso 1 y el caso 2, tenemos que para cualquier par de vértices u y v, existe un
uv-camino, concluyendo que D es fuerte.

O

Aunque la proposicion 4.1.1 indica que solamente es posible encontrar particiones de
los vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes en digraficas fuertes, el
poder calcular exitosamente el nimero semidomatico interior fuerte de una digrafica
no resulta sencillo, pues si se presta atencién a la demostracion de la condicion
necesaria de la proposicion /4.1.1, la particion de los vértices de la digrafica en
conjuntos semidominantes interiores fuertes es la particion trivial, la cual siempre
se tiene en cualquier digrafica, pero no necesariamente es la tnica, como se mostrd
en la figura 4.1.1 y la figura 4.1.2.
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Con lo anterior, encontrar cotas para aproximar el nimero semidomaético interior
fuerte de una digrafica se hace necesario para el avance de la teorfa. La primera proposi-
cién que mostraremos acota el nimero semidomaético interior fuerte de una digréafica
respecto al exgrado minimo de la digrafica, un resultado similar fue propuesto por
Zelinka en su articulo Semidomatic number of directed graphs [28].

Proposicién 4.1.2 Si D es una digrafica, 67 (D) su exgrado minimo y d;;(D) su
nimero semidomdtico interior fuerte, entonces d_;(D) < 6*(D) + 1.

Demostracion.

Sean D una digréfica, & = {51, Ss,..., Sk} una d,;—particién de D y z € V(D)
tal que 6t (x) = 07(D). Como & es una particiéon de V(D), z € S; para algin
i € {1,2,...,k}. Ya que S; es un conjunto absorbente para toda j € {1,2,...,k}
en particular existe v; € S; tal que (z,v;) € F(D) para toda j # i, concluyendo que
6*(z) > d;; — 1, por lo cual, 07(D) + 1 > d_4(D).

O

A partir de la proposicion 4.1.2, podemos derivar un par de corolarios. El primero
acota superiormente al nimero semidomatico exterior fuerte de una digrafica dada y el
segundo establece condiciones necesarias y suficientes para que el nimero semidomatico
interior fuerte sea igual al orden de la digréfica.

Corolario 4.1.3 Si D es una digrdfica, 6~ (D) su ingrado minimo y d:f(D) su nimero
semidomdtico exterior fuerte, entonces di;(D) <~ (D) + 1.

Demostracion.
Sean D una digrafica, & = {51, 5, ..., Sk} una djf—particién de V(D), x € V(D)

tal que 0 (x) = 6 (D) y H = D. Por el corolario 4.1.1, tenemos que & es una
particion en conjuntos semidominantes interiores fuertes de H y por la proposicion
4.1.2, k < 5T (H) + 1, en cuyo caso k < §5;(x) +1 = d,(z) + 1, y por eleccién de ,
concluimos que d; (D) < 67(D) + 1.

OJ
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Corolario 4.1.4 Sea D una digrdfica con p vértices. D es isomorfa a K, si y solo si
dgf(D) =D

Demostracion.

Probaremos primero la suficiencia de la proposicion. Sea D una digréafica isomorfa a
K,, si V(D) = {v1,vq,...,v,}, entonces & = {{v1}, {va},..., {vp} } es una particiéon
de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes, concluyendo que d (D) = p.

Demostraremos ahora la condicién necesaria del enunciado. Por la proposicion 4.1.2,
tenemos que d_;(D) < 6T (D)+ 1y por hipdtesis d;;(D) =p, porloquep—1< (D),
concluyendo con ello que D es completa.

O

Aunque la proposicion 4.1.2 es una buena cota para el nimero semidomatico interior
fuerte de una digrafica, podemos mejorar dicha cota agregando una hipétesis sencilla y
usando la conexidad fuerte de los conjuntos en la particion.

Proposicion 4.1.3 Si D es una digrdfica fuerte sin vértices absorbentes, entonces

dy (D) <07(D).

Demostracion.

Sean D una digrifica fuerte sin vértices absorbentes, & = {5, S5,...,S;} una
d,;—particion de V(D) y z € V(D) tal que 67 (x) = 67(D). Como & es una particién de
V(D),z € S;paraalgini € {1,2,...,k}, yaque S; es un conjunto absorbente para toda
j €{1,2,...,k}, en particular, para toda j # i existe v; € S; tal que (z,v;) € F(D).
Ademds, como D no tiene vértices absorbentes, para toda m € {1,2,...,k} se tiene
que |Sp,| > 2, en tal caso, por ser S; un conjunto fuerte no trivial, existe v € S; tal
que (z,v) € F(D), concluyendo que 0% (z) > k. Por eleccién de x, demostramos que
d (D) < 6t (D).

O

Ademas de la proposicion 4.1.2 vy la proposicion 4.1.3, podemos obtener otras cotas
respecto al nimero de vértices en un conjunto de corte de la digrafica. En [27] Zelinka
mostré que el numero domatico conexo de cualquier gréafica siempre es a lo mas la
conexidad puntual de la grafica. Un enunciado similar tendremos en la proposicion
4.1.4, previo a ello enunciaremos un lema.

70



Lema 4.1.3 Sea D una digrdfica fuerte. Si K C V(D) es un conjunto de corte y S es
un congunto semidominante interior fuerte de D, entonces K NS # ().

Demostracion.
Sean D una digrafica, K un conjunto de corte de D y S un conjunto semidominante
interior fuerte de D. Supongamos por contradicciéon que KNS = (. Sean Dy, Dy ..., Dy

las componentes conexas de D \ K. Como S es un conjunto fuerte de Dy KNS =0,
entonces S C V(D;) para algin i € {1,2,...,k}. En tal caso, siz € V(D\K)\V(D;),
no es absorbido por ningtin elemento de S en D\ K por definicién de componente conexa,
en particular, x no es absorbido por ningin elemento de S en D, lo cual contradice el
hecho de que S es un conjunto absorbente en D. Asi, tenemos que si S es un conjunto
absorbente fuerte y K un conjunto de corte por vértices de D, entonces K NS # ().

O

Proposicién 4.1.4 Sean D una digrdfica y d (D) su nimero semidomdtico interior
fuerte, si k(D) es el nimero de conexidad de D, entonces d (D) < k(D).

Demostracion.

Sean D una digrifica, K C V(D) un conjunto de corte por vértices tal que
K| = k(D) y & = {51, Sa,..., S} una d_;— particién de V(D). Por el lema 4.1.5
SiNK # () paratodai € {1,2,...,r}, es decir, existe al menos un elemento v; € S;NK;
ademds, como & es particién de V' (D), entonces v; # v; para todo {4, j} C {1,2,...,r}
sii# j. Asf, r < k(D), concluyendo que d (D) < k(D).

OJ

En [5] Germén Benitez mostré que en cualquier digrafica cuyo nimero semidomético
interior es al menos dos, siempre es posible exhibir una biparticién del conjunto de
vértices en conjuntos semidominantes interiores. Nosotros mostraremos un resultado
analogo para las particiones en conjuntos semidominantes interiores fuertes, mas aun,
probaremos que si D es una digrafica fuerte, entonces siempre es posible encontrar
una particién en n conjuntos semidominantes interiores fuertes de V/(D), donde
n € {1,2,...,d;(D)}. La idea de estd demostracién es muy sencilla, pues basta ver
que si & = {51,S5s,...,S5k} es una particién en conjuntos semidominantes interiores
fuertes de una digrafica D, entonces la unién de cualquier par de elementos de & es un
conjunto semidominante interior fuerte de la digrafica, en general, la unién de cualquier
subconjunto de elementos de & es un conjunto semidominante interior fuerte. Para
probarlo, enunciaremos antes un par de lemas.
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Lema 4.1.4 Sean D una digrdfica y & una particion de V(D) en conjuntos semidomi-
nantes interiores fuertes. La union de dos o mds elementos de & es un conjunto fuerte
de D.

Demostracion.
Sean D una digrafica, & = {S1,S5s,..., Sk} una particién de V(D) en conjuntos
semidominantes interiores fuertes e I C {1,2,...,k} no vacio. Definimos S = U1 S; y

Dy = D[S]. Como el conjunto Py = {S; |7 € I} es una particién de V(D) en conjuntos
semidominantes interiores fuertes de Dy, por la proposicion 4.1.1, Dy es fuerte, por lo
cual S es un conjunto fuerte en D.

O

Con lo anterior podremos mostrar que, dada una digrafica D y & una particion de
V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes, la particiéon obtenida a partir de
G uniendo dos o més de sus elementos también es una particiéon en conjuntos semido-
minantes interiores fuertes de D.

Proposicién 4.1.5 Sean D una digrifica fuerte y & = {S1,Ss,...,Sk} una particion
de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes. Si I C {1,2,...,k} es no
vacio, entonces el conjunto S; = {S;|t ¢ I} U {UicrSt} es una particion de V(D) en
conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Demostracion.
Sean D una digrafica, & = {S5,S5s,...,S;} una particion de V(D) en con-
juntos semidominantes interiores fuertes, I C {1,2,...,k} no vacio, S = U5

y 6 ={S:|t¢ I} U{S}. Dividiremos la demostracién en dos afirmaciones:
Afirmacién 1. &; es una particién de V(D).
Como & es una particién de V (D), tenemos que para todo par de elementos S; y
S; de &, S;NS; =0, por lo cual, para todo par de elementos S, y S, en &; se cumple
que S, N S,, = 0. Ademds, dado que todo elemento S; de & es no vacio, todo elemento
de &; también es no vacio. Por 1ltimo, como |J& = V(D), se tiene que

Udsilt ¢ 1yu{s)) = v(D).

Concluyendo asi que &; es una particién de V(D).

Afirmacién 2. S, es un conjunto semidominante interior fuerte de D para todo ele-
mento S, de &;.

Sea S, un elemento de &, demostraremos primero que S, es un conjunto fuerte de
D. Si S, # S, entonces S, € &, concluyendo que S, es un conjunto fuerte. Si S, = .9,
por el lema 4.1.4, S, es un conjunto fuerte.

72



Para demostrar que S, es absorbente, basta ver que si S, # S, entonces S, € & y
asi, S, es absorbente. Si S, = S, dado que I es no vacio, existe S; € & tal que S; C S,
en cuyo caso, por ser S; un conjunto absorbente en D, se sigue que S también es un
conjunto absorbente en D.

De la afirmacion 1 y la afirmacion 2 se tiene que &; es una particién de V(D) en
conjuntos semidominantes interiores fuertes de D.

OJ

Por la proposicion 4.1.5 podemos asegurar que existe una particion de los vértices de
una digrafica D en conjuntos semidominantes interiores fuertes con n elementos para
toda n € {1,2,...,d;(D)}. Ello queda enunciado en el siguiente corolario.

Corolario 4.1.5 Si D es una digrdfica fuerte, entonces existe una particion de V(D)
en n conjuntos semidominantes interiores fuertes, para todo n € {1,2,... ,d;f(D)}.

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte, n € {1,2,...,d(D)} y & = {5, 52,...,5} una
d,;—particién de V(D).

Por la proposicion 4.1.5, el conjunto &y = {S; |t ¢ 1} U {UicrS;} es una particién
de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes, en particular, si
I ={n,n+1,..., k}, obtenemos una particién de V(D) en n conjuntos semidominantes
interiores fuertes de D.

O

El corolario anterior muestra que siempre es posible encontrar particiones con n elemen-
tos en conjuntos semidominantes interiores fuertes, donde 1 < n < ds_f(D), es decir, se
tienen al menos d_ (D) particiones distintas de los vértices en conjuntos semidominan-
tes interiores fuertes. En el siguiente lema se dan condiciones para que la inica particién
de los vértices de una digrafica en conjuntos semidominantes interiores fuertes sea la
particion trivial.

Lema 4.1.5 Sea D una digrdfica fuerte. Si |V (D)| # 2 y existe x € V(D) tal que
N~ (u) = {z} para todo u € N*(x), entonces d_;(D) = 1.

Demostracion.
Sean D una digréfica fuerte tal que |V(D)| # 2y x € V(D) tal que N~ (u) = {z}
para todo u € N7T(z). Si D es la digréfica trivial el resultado se satisface pues
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d_;(K1) = 1, por lo que consideraremos ahora que |[V/(D)| > 3. Supongamos, por
contradiccién, que d (D) > 2. Por el corolario 4.1.5 existe una biparticion de V(D)
en conjuntos semidominantes interiores fuertes, digamos & = {57, S2}. Ya que S es
particiéon de V(D) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z € S;. Como
Sy es un conjunto absorbente, existe u € Sy tal que (z,u) € F(D), pero ya que el
conjunto Ss es fuerte y por hipétesis N~ (u) = {z}, no es posible que exista otro vértice
distinto de u en S5 pues la tnica forma de llegar a u es pasando por z, ello concluye
que Sy = {u}, es decir, u es un vértice absorbente de D.

Por otro lado, debido a nuestra suposicién de que |V (D)| > 3 y por ser & particién
de los vértices de D, tenemos que |S;| > 2, por lo que existe w € S; tal que = # w,
sin embargo, por ser u un vértice absorbente, tenemos que w € N~ (u), contradicien-
do nuestras hipdtesis. Dado que la contradicciéon surgié de suponer que ds_f(D) > 2,
concluimos que d_;(D) = 1.

O

Anteriormente ya se habia mostrado la importancia de la grafica subyacente de una
digrafica dada, pues es posible el recuperar informacion de una digrafica a partir de
su grafica subyacente. En la siguiente proposicion se relaciona el nimero semidomatico
interior fuerte de una digrafica con el niimero domatico conexo de su grafica subyacente.

Proposicién 4.1.6 Sea D una digrdfica fuerte, si G es su grafica subyacente, entonces

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte, & = {57,5%,..., S5} una d_;—particién de V(D) y
G la gréfica subyacente de D. Debido a que V(D) = V(G), tenemos que S es una
particiéon de V(G), por lo que sélo restard mostrar que cada elemento S; de S es un
conjunto dominante conexo en G.

Sea S; € & arbitrario y x € V(G) \ S;, ya que S; es un conjunto absorbente en D,
existe w € S; tal que (z,w) € F(D), en particular (z,w) € A(G) por lo que S; es un
conjunto dominante de G.

Para exhibir que S; es un conjunto conexo de G consideremos {x, w} C S; arbitrario.
Como S; es un conjunto fuerte en D, existe un zw—camino dirigido contenido en S,
digamos P, en tal caso P es un xrw—camino en G contenido en S;, por lo que S; es un
conjunto conexo en G.

De lo anterior se sigue que & es una particién de V(G) en conjuntos dominantes

conexos de G, derivandose que |G| < d.(G), es decir, d (D) < d.(G).
O
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4.2. Digraficas Semidomaticas Interiores Fuertes Criticas.

En la teoria encaminada a analizar particiones de los vértices de una grafica en conjuntos
absorbentes, Zelinka [27] demostré que en general, si G es una grafica y a es una arista
arbitraria, se tiene que el niimero domatico conexo de la grafica sin la flecha se reduce
a lo més en uno. En [5] German Benitez mostré un enunciado andlogo para el nimero
semidomatico interior en digraficas. Nosotros también obtendremos un resultado similar
en el caso del nimero semidomatico interior fuerte.

Proposicién 4.2.1 Sean D una digrdfica tal que d_;(D) > 2 y a € F(D). Si D —a es
fuerte, entonces d_;(D) — 1 < d_(D —a) < d (D).

Demostracion.

Sean D una digréfica tal que d_;(D) = k > 2,'B = {51, Sy, ..., S} una d_;—particién
de V(D) y a = (u,v) una flecha en D tal que Dy = D — a es fuerte. Por eleccién de
a, Dy es una digrafica fuerte y en particular, como lo enuncia la proposicion 4.1.1, tie-
ne una particion de sus vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes y por
el lema 4.1.2, tenemos que d_;(Dy) < ds_f(D)7 por lo que sélo restara demostrar que
k—1<d_;(Do). Notemos que para el caso en que d_;(D) = 2, por ser Dy fuerte conexa
y con ello d;f(Do) > 1, el enunciado se satisface, luego, podemos suponer para el resto
de la demostracién que d_;(D) > 3.

Analicemos dos casos posibles sobre la flecha (u,v).

Caso 1. u € S; y v € S; para algin {i,5} C {1,2,...,k}, i # j.

En este caso podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que u € Sy_o y v € Si_1,
pues B es particion de V(D). Definimos Sy = Si_1USk y Bo = {50, S1, - - ., Sk—2}. Como
B es una particién de V(D) se sigue que Py es una particiéon de V' (Dy), por lo que sélo
resta ver que S; es un conjunto absorbente fuerte en Dy, para toda ¢ € {0,1,..., k—2},
es decir, solo resta demostrar las siguientes dos afirmaciones.

e S; es un conjunto absorbente en Dy para toda ¢ € {0,1,2,... k —2}.

Analicemos primero el caso en que i = 0. Sea x € V(Dy) \ Sp, dado que Sy, C Sy y Sk
es un conjunto absorbente en D, existe y € S tal que (x,y) € F(D), pero como y # v
pues S, N Sg_1 = 0, se tiene que (u,v) # (z,y), por lo que (x,y) € F(Dy), concluyendo
que Sy es absorbente en D,. Para facilitar la interpretacién de esto ultimo, podemos
consultar la figura 4.2.1.

Si consideramos ahora S; con i # 0, tenemos un caso parecido. Sea x € V(Dy) \ S;,
como S; es un conjunto absorbente en D, existe y € S; tal que (z,y) € F(D), pero
como i # 0, tenemos que y # v y asi, (z,y) # (u,v), en cuyo caso, (x,y) € F(Dy),
concluyendo que S; es absorbente en Dj.
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Fig. 4.2.1: En Dy, la absorbencia de Sy estd dada por la absorbencia de Sy en D.

e S; es fuerte en Dy para toda i € {0,1,...,k—2}.

Notemos que ésto es verdadero para toda ¢ distinta de cero, pues S; es un conjunto
fuerte en D y el vértice v no es elemento de S;, por lo que la flecha (u, v) no es elemento
de D[S;] y por consecuente, Dy[S;] es fuerte. Sélo resta demostrar que Sy es un conjunto
fuerte en Dy, pero como Qp = {Sk_1, Sk} es una particién en conjuntos absorbentes
fuertes de Dy[Sy] pues (u,v) ¢ F( D[So]), aplicando la proposicidn 4.1.1, tenemos que
efectivamente Sy es un conjunto fuerte de Dy. Podemos ver una interpretacién de esto
en la figura 4.2.2.

Fig. 4.2.2: En Dy, el conjunto Sy es fuerte pues Py = {S_1, Sk} es una particién de V( Dg[Sk_1USk] )
en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Asi concluimos que By es una particién de V(Dy) en conjuntos absorbentes fuertes,
por lo cual [Py | < d (Do), es decir, k —1 < d_;(D).

Caso 2. Si {u,v} C S; para algin i € {1,2,...,k}.

Supongamos que {u,v} C S, y dado que d (D) > 2, tomemos un vértice arbitrario
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uw en V(Dy) \ Sk. Como Dy es fuerte, consideremos
/
Tl = (U =0, L1y T, UV = xm-i-l)

una u'v-trayectoria. Sea i = mdz{j € {0,1,...,m}|z; ¢ Si}. Dado que P es una parti-
cién de V (D), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que x; € Si_;. Afirmamos
que si Sy = Sk_1 U Sk, entonces Py = {Sp, S1, ..., Sk_2} es una particién de V(Dy) en
conjuntos absorbentes fuertes.

Observemos que debido a que {u,v} C Sy, para todo r # 0, el conjunto S, es un
conjunto absorbente fuerte en Dy, por lo que sélo bastard ver que Sy es un conjunto
absorbente fuerte de D.

e 5y es un conjunto absorbente pues S;_; es un conjunto absorbente en Dy por la
observacion previa y Sp_1 € Sp.

e Para probar que Sy es un conjunto fuerte de Dy mostraremos que entre cada
par de vértices arbitrarios en Sy existe un camino dirigido contenido en Sy. Previo a
ello, notemos que por ser Sp_; un conjunto absorbente en D, existe y € S,_; tal que
(u,y) € F(D) y es distinta de (u,v) pues y # v ya que Sy N Sx_1 = (. Por otro
lado, como Sj_; es un conjunto fuerte en Dy, existe un yx;-camino contenido en Si_1,
digamos C}. En tal caso, C' = (u,y) U Cy U (x;,T1,v) es un uv-camino en Sp.

Retomando nuevamente la demostracién de que Sy es un conjunto fuerte en Dy,
tomamos {w, z} C Sy vértices arbitrarios. Recordemos que por la proposicion 4.1.1,
Sp es un conjunto fuerte en D, por lo que existe un wz-camino en D contenido en
So, digamos C’. Si (u,v) no es una flecha de C’, entonces C’ es un wz-camino en D
contenido en Sp. En caso contrario, si (u,v) es una flecha de C’, se tiene que
C=(w,C’,u)UCU (v,C', z) es un wz-camino contenido en Sy que no contiene a (u, v),
por lo que C es un camino en Dy, concluyendo que Sy es un conjunto fuerte de Dy. Esto
se ejemplifica en la figura 4.2.3.

Fig. 4.2.3: En Dy, el conjunto Sy es un conjunto fuerte debido a la existencia de un uv-camino,
distinto a (u,v), contenido en Sg_1 U Sk.

En ambos casos, Py = {So,S1,...,Sk_2} es una particién de V(D) en conjuntos
semidominantes interiores fuertes, por lo que [ | < d_;(Dy), es decir,

k—1<dg(Do).
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Del caso 1 y el caso 2 se tiene que kK — 1 < ds_f(Do) < k concluyendo nuestra
demostracién.

O

A partir de la proposicion 4.2.1, derivaremos algunos resultados sobre las digraficas D
que satisfacen la desigualdad d_;(D—a) < d_;(D) para toda a € F'(D). Dichas digraficas
recibirdn un nombre y se dard una caraterizacion de ellas respecto a sus d, —particiones,
también se exhibira una familia de digraficas que satisfacen dicha condicion.

Definicién 4.2.1 Sea D una digrdfica tal que d_;(D) > 2 y D —a es fuerte pa-
ra toda a € F(D). Decimos que D es semidomdtica interior fuerte critica si
d_ (D —a) =d;(D) — 1 para toda a € F(D).

En la figura 4.2.4 mostramos un ejemplo sencillo de una digréfica D tal que d;f(D) =2
y es semidomatica interior fuerte critica. Primero notemos que ningun vértice en D es
absorbente, por lo que d (D) < §7(D) = 2, como lo establece la proposicion 4.1.3,
pero si S; = {v,v2} vy Sy = {3, 04}, tenemos que & = {5}, 52} es una particién en
conjuntos semidominantes interiores fuertes teniendo entonces que d;(D) = 2.

Para verificar que esta digrafica es semidomatica interior fuerte critica, supondremos
lo contrario, es decir, existe a € F'(D) tal que d (D —a) = 2, en cuyo caso, por tener D
cuatro vértices y ninguno de ellos es absorbente, la tinica particion posible en conjuntos
semidominantes interiores fuertes en D — a es &. Por ser cada elemento de & fuerte en
D — a, vemos que la flecha a no es ninguna de las flechas simétricas en D, siguiéndose
asi que sélo hay cuatro posibles casos para a. Si a = (vy, v3), el vértice v; no es absorbido
por el conjunto Sy en D —a, si a = (vq, v4) €l vértice vy no es absorbido por Sp en D —a.
Andlogamente, si la flecha a = (vs,vy) el vértice vz no es absorbido por S; en D —a 'y
si a = (vy,v1) el vértice vy no es absorbido por Sy en D — a, por lo que & no es una
particién en conjuntos semidominantes interiores fuertes conexos de D — a, lo cual no
es posible. Como la contradiccion surgié al suponer que D no es semidomatica interior
fuerte critica, demostramos que d_;(D — a) = 1 para toda a € F/(D).

Como se habra notado en el ejemplo anterior, no es sencillo el saber cuando una
digrafica es semidomatica interior fuerte critica sin tener teorfa previa. Aunque en [27]
Zelinka establecio el concepto de digrafica semidomaética critica y encontrd condiciones
necesarias y suficientes para que una digrafica perteneciera a esta familia, esas mismas
condiciones no concluyen un resultado analogo con el nimero semidomatico interior
fuerte. Sin embargo, nosotros presentaremos condiciones necesarias y suficientes para
que una digrafica sea semidomatica interior fuerte critica.
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Vz v4
Fig. 4.2.4: Ejemplo de una digrafica semidomética interior fuerte critica.

Proposicion 4.2.2 Si D es una digrdfica semidomdtica interior fuerte critica y
& = {S1,..., 5k} es una d_;—particion de D, entonces para todo i € {1,2,...,k} se
satisface que:

a) D[S;] — a no es fuerte para toda a € F(D[S;]).

b) Para todo v € V(D) \ S; existe un iunico x € S; tal que (u,x) € F(D).

Demostracion.

Sean D una digréfica semidomaética interior fuerte critica, & = {51, .53,..., Sk} una
d;—particién de V/(D), i € {1,2,...,k} un indice arbitrario y D; = D[S;].

Demostraremos primero el inciso (a) del enunciado.

Por contradiccién, supongamos que existe a € F(D;) tal que D; — a es fuerte.
Afirmamos que & es una particion en conjuntos semidominantes interiores fuertes de
V(D — a). Notemos que como a € F(D;), el conjunto S; es un conjunto absorbente en
D —aparatodo j € {1,2...,k}, ademds, si i # j, el conjunto S; es un conjunto fuerte
en D — a, y en el caso en que j = i, por nuestra suposicion, el conjunto 5; es fuerte en
D — a ya que D; — a es fuerte, concluyendo que & es una particion de los vértices de
D —a en conjuntos semidominantes interiores fuertes, en cuyo caso, d (D) < d (D —a)
y por el lema 4.1.2, tenemos que d_;(D) = d_;(D — a), lo cual no es posible pues D es
semidomatica interior fuerte critica. Dado que nuestra contradiccion surgié de suponer
que no se satisface el inciso (a) de esta proposicién, concluimos que D; — a no es fuerte
para toda a € F(D;).

Procederemos a demostrar por contradiccion el inciso (b) del enunciado. Supongamos
que existen u € V(D) \ S; y {z,y} C S; tales que {(u,z), (u,y)} C F(D). Afirmamos
que & es una particién de V(D —(u, y) ) en conjuntos semidominantes interiores fuertes.
Dado que (u,y) ¢ F(D[S;]) para toda j € {1,2...,k}, los conjuntos S; son fuertes en
D — (u,y).

Ahora sélo resta mostrar que S; es un conjunto absorbente en D — (u,y) para toda
j € {1,2...,k}; notemos que esto es cierto para j # i pues la flecha (u,y) no incide
en el conjunto S; y en el caso en que ¢ = j, si tomamos v € V(D) S; arbitrario y
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v # u, tenemos que S; absorbe a v en D — (u,y), y si v = u, por nuestra suposicion,
tenemos que (u,x) € F( D —(u,y) ), siguiéndose que S; es absorbente en D — (u, y), por
lo cual, & es una particiéon de V(D — (u,y)) en conjuntos semidominantes interiores
fuertes, concluyendo que d_(D) < d (D — (u,y)) y por el lema 4.1.2, derivamos que
d (D) =d (D — (u,y) ), lo cual no es posible pues D es semidomatica interior fuerte
critica, mostrando asi que para todo vértice u € V(D) \ S;, existe un unico vértice
x € S; tal que (u,z) € F(D), terminando de esta forma nuestra demostracién.

OJ

Como consecuencia de lo anterior podremos dar una caracterizacion de las digraficas
semidomaticas interiores fuertes criticas a partir de sus d;;—particiones. El siguiente
enunciado muestra que si los incisos (a) y (b) de la proposicion 4.2.2 se satisfacen
para cualquier d ,—particion de D, entonces podremos asegurar que dicha digrafica es
semidomatica interior fuerte critica.

Proposicion 4.2.3 Sea D una digrdfica fuerte tal que d;f(D) > 2y D —a es fuerte-
mente conexa para toda a € F(D). D es semidomdtica interior fuerte critica si y solo
si para toda d_;—particion & = {S1,5,,..., 5} de V(D) se satisface que:

a) D[S;] — a no es fuerte para toda a € F(D;) y para toda i € {1,2,...,k}.

b) Para todo uw € V(D) \ S; existe un unico x € S; tal que (u,x) € F(D), para toda
ie{l,2,... k}.

Demostracién.

Por la proposicion 4.2.2, la condicién de suficiencia ya esta dada, sélo hara falta demos-
trar la condicion necesaria del enunciado.

Sean D una digréfica fuerte tal que d_;(D) > 2y a = (u,v) € F(D). Considere-
mos a & = {51,5,,...,5,} una d_;—particién de V(Dy). Para demostrar que D es
semidomdtica interior fuerte critica supondremos lo contrario, es decir, r = d_;(D).
Debido a que D — a es una subdigréfica generadora de D, tenemos que &' es una
d;;—particion de V(D), en cuyo caso, tenemos dos situaciones posibles para a:

Caso 1. (u,v) es tal que {u,v} C S, para algin j € {1,2,...,r} en D.

Debido a que & es una d,;—particion de V(Dy), se tiene en particular que S; es un
conjunto fuerte en Dy, por lo que si D; = DI[S;], la flecha (u, v) es tal que D;—a = Dy[S}]
es fuerte, contradiciendo el inciso (a) de nuestras hipétesis.

Caso 2. (u,v) estal queu € S; yv e Sjconi# jen D.

Debido a que & es una d;;—particion de V(Dy), se tiene en particular que S; es un
conjunto absorbente en Dy y para u € S; existe x € S; tal que (u,x) € F(Dy) C F(D)
con z # v, contradiciendo el inciso (b) de nuestras hipdtesis.

A partir de las contradicciones del caso 1 y caso 2, concluimos que r # d_;(D), por
lo cual, r < ds_f(D), concluyendo que D es semidomatica interior fuerte critica.
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Zelinka, en su articulo Semidomatic numbers of directed graphs [28] construye un torneo
para el cual su nimero semidomatico interior y exterior estan dados, a partir de dicho
torneo podemos construir una digrafica semidomatica interior fuerte critica, como se
mostrara en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.2.4 Sin € N es al menos 3, entonces existe una digrdfica semidomdtica
interior fuerte critica con 2n vértices cuyo numero semidomdtico interior fuerte es n.

Demostracion.

Seann € Nconn >3, U = {uy,us,...,u,} y V ={v,v9,...,v,} conjuntos ajenos
en vértices con n elementos cada uno. Definimos la digrafica D tal que V(D) =V UU
y cuyas adyacencias estan dadas por:

o (u;,u;) € F(D)siysolosii<j.
e (v;,v;) € F(D) siy sélosii< j.
o (v;,uj) € F(D) siy solosii> j.
e (u;,v;) € F(D) siysélosii>j.

Probaremos que D es semidomadtica interior fuerte critica tal que n = d_;(D).

Observemos que por ser (u;,v;) una flecha simétrica, los conjuntos de la forma
{u;,v;} son conjuntos fuertes en D, afirmamos también que dichos conjuntos son ab-
sorbentes. Para demostrar esto tltimo consideremos dos casos posibles sobre un vértice
z € V(D) \ {us,v; }:

Caso 1. x = u; para algin j # i.

Si sucede que j < 7, tenemos que (u;,u;) € F(D), concluyendo que u; absorbe a .
Si tenemos que ¢ < j, entonces (u;,v;) € F(D), concluyendo que v; absorbe a .

Caso 2. © = v; para algun j # 1.

Si sucede que j < i, tenemos que (v;,v;) € F(D), concluyendo que v; absorbe a .
Si tenemos que ¢ < j, entonces (v;,w;) € F(D), concluyendo que u; absorbe a x.

Del caso 1 y el caso 2 demostramos que los conjuntos {u;, v;} son absorbentes para
toda i € {1,2,...,n}, por lo que & = {{u;,v;} |i € {1,2,...,n}} es una particién de
V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes y con ello, n < d_ (D).

Para demostrar que ds_f(D) < n, notemos que la digrafica D no tiene vértices ab-
sorbentes pues si ¢ # n, los vértices u; no absorben a u;.1 y los vértices v; no absorben
a v;y1; si ¢ = n, el vértice u, no absorbe a v, 1 y el vértice v, no absorbe a w,_1; por
la proposicion 4.1.3, concluimos que d_;(D) < 67 (D), sin embargo, como §*(u;) = n,
demostramos la desigualdad deseada: d (D) < 6*(D) < n y con ello, terminamos de
probar que d_;(D) = n.

Lo siguiente que demostraremos es que D —a es fuerte para toda a € F(D). Para ello
exhibiremos dos caminos cerrados generadores ajenos en flechas en D. Consideremos
las siguientes trayectorias:

T1 = (Ul,UQ, ce ,Un>.
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Ty = (Ulav%"'avn)'
T3 = (Un, Up, Up—1, Up—1, - - . , Usg, V1, U1 ).
Ty = (Up, Uy Up—1, U1, - - -, V2, Up, V1).

Notemos que 77 es una uju,—trayectoria que contiene a todos los vértices de U, T, es
una v, v, —trayectoria que contiene a todos los vértices de V', T} es una v, u; —trayectoria
y Ty, es una u,v,—trayectoria que contienen, cada una, a todos los vértices de D, por
lo que Cy = T4 U (up, v1) UTo U (v, u1) y Cy = (v1,v,) UT3 U (ug, u,) U Ty son caminos
cerrados generadores de D. Ahora demostraremos que dichos caminos son ajenos en
flechas.

Observemos que por definicion de las trayectorias 17, Ty, T3 vy T}, éstas son ajenas
una a una en flechas, por lo que sélo restard mostrar que (u,,v1) y (vn,u;), contenidas
en (', no son elementos de F'(Cs); esto es cierto pues por ser n > 3, no es posible que
(Un,v1) ¥ (Vn,u) formen parte de las trayectorias T3 ni Ty. Asi, ningin elemento de
F(C}) es elemento de F/(Cy), por lo cual, F(Cy) N F(Cy) = 0, ejemplificado en la figura
4.2.5. Con esto, D tiene dos caminos cerrados generadores ajenos en flechas, por lo que
D — a es fuerte para cualquier a € F(D).

Fig. 4.2.5: Los caminos cerrados generadores C; y C3 son ajenos en flechas.

Para concluir la demostracién del enunciado sélo hara falta ver que D es semi-
domatica interior fuerte critica. Debido a que D tiene 2n vértices, ninguno de ellos es
absorbente y cualquier d,—particién de D tiene n elementos, deducimos que cualquier
elemento en una d_;—particién de V(D) tiene exactamente dos vértices, asf, como los
miembros de dicha particién son fuertes, las flechas de los elementos de la particion
son simétricas, en cuyo caso, la unica d;—particion de V(D) es &. Por la construccion
de D, los conjuntos {u;,v;} satisfacen la condicién (a) y (b) de la proposicion 4.2.3'y
con ello concluimos que D es semidomatica interior fuerte critica, terminando nuestra
demostracion.
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Con lo anterior hemos logrado exhibir una familia de digraficas semidomaticas interiores
fuertes criticas cuyo nimero semidomatico interior fuerte esté dado. Sin embargo, todo
elemento en una d;—particion tiene exactamente dos vértices, por lo que el orden
de cada digrafica en dicha familia siempre es par, teniendo una familia restringida de
digraficas. Mas adelante, con ayuda de algunas operaciones sobre digraficas, podremos
exhibir una nueva familia de digraficas semidomaticas interiores fuertes criticas. Por
ahora, la fgura 4.2.6 muestra con un ejemplo la construccién exhibida anteriormente
para n = 4.

Fig. 4.2.6: Digrafica semidomética interior fuerte critica con nimero semidomdtico interior fuerte
igual a 4.

4.3. Numero Semidomatico Interior Fuerte en Digraficas Pla-
nas.

Hartnell y Rall, en su articulo Connected Domatic Number in Planar Graphs [17],
ofrecen una cota superior justa para el nimero domético conexo de todas las gréficas
planas como sigue: Si G es una grafica plana, entonces el niimero domatico conexo
de G es a lo més 4, y K, es la unica grafica plana que alcanza esta cota. Ademas
obtuvieron informacién sobre la estructura de las graficas planas que tienen nimero
domatico conexo igual a tres.
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Nosotros mostraremos los resultados equivalentes para digraficas. El primer resul-
tado acota inferiormente el niimero de aristas de cualquier gréafica plana respecto al
numero domatico y el niimero de vértices de la grafica.

Lema 4.3.1 [17] Si G es una grdfica conexa con p vértices, q aristas y d.(G) = k,

entonces: k1
¢z ——p—k

Demostracion.
Sea GG una grafica conexa con p vértices, g aristas y d.(G) = k. Si k = 1, tenemos que
%p —k = %p —1=p—1, en cuyo caso, por ser G conexa se satisface que ¢ > p—1,

como lo establece el teorema 1.1.3, y la desigualdad del enunciado es verdadera. Para
el resto de la demostracion, consideremos k > 2.

Sean & = {51, s, ..., S} una particién de V(G) en conjuntos dominantes conexos,
A(S;, V(G)\ Si) = {(z,2) € A(G) |z € S, 2 € V(G)\ Si}, Gi = G[Si], pi = [V(Gi)| v
q; = |A(G;)| para toda i € {1,2...,k}.

Ya que cada grafica G; es conexa, nuevamente por el teorema 1.1.3 se cumple que
¢; > pi — 1 para toda i € {1,2,...,k} y ademds, por ser S; un conjunto dominante en
G, por cada z € V(G) \ S; existe una arista de la forma (z,z) con z € S;, por lo que
|A(S;, V(G)\ S;)| > p—p; paratodai € {1,2...,k}.

Por otro lado, por ser & una particién de V(G), tenemos que A(G;) N A(G;) =0
si i # j, también es cierto que los conjuntos de la forma A(S;, V(G) \ S;) y A(G;) son
ajenos para todo {i,j} C{1,2,... k}.

Sin embargo, no es cierto que A(S;, V(G)\S;) N A(S;, V(G)\S;) = 0,
pues dada una arista (u,v) € A(G) \ U{A(G;)|i € {1,2,...,k}}, ésta pertenece a
exactamente dos conjuntos de la forma A(S;, V(G) \ S;): si u € S; y v € S5, entonces
(u,v) € A(S;, V(G)\ S;) NA(S;, V(G)\ S;).

A partir de estas 1ltimas observaciones podemos deducir que:

k

[A(G)] = ZIA(Gi)I + %Z\A(Si,V(G)\Si)\

i=1

= ptgplh = 1)~k = (14 S0k —1))p—k

Es decir,
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Con el resultado anterior, Hartnell y Rall [17] logran acotar superiormente el nimero
domatico conexo de todas las graficas planas, como se enuncia a continuacion:

Teorema 4.3.1 [17] FEl nimero domdtico conexo de cualquier grdfica plana es a lo
mas 4 y la unica grdafica plana que alcanza dicha cota es Ky.

Demostracion.

Sea GG una grafica plana con p vértices. Para demostrar que el nimero domatico
conexo de GG es a lo més cuatro, supondremos lo contrario, es decir, d.(G) > 5. Por
el lema 4.3.1 se satisface la desigualdad ¢ > %p — 5 = 3p — 5, sin embargo, por el
corolario 1.1.1, en toda gréfica plana se cumple que 3p — 6 > ¢, siguiéndose de las dos
desigualdades que ¢ > 3p —5 > 3p — 6 > ¢, lo cual no es posible, por lo que d.(G) < 4.

Ahora demostraremos que si G es plana y d.(G) = 4, entonces G = K. Procediendo
nuevamente por contradiccion, supongamos que existe una grafica plana G para la cual
d.(G) = 4 pero G no es isomorfa a K. Sea & = {5}, Sy, 53, 5S4} una particién de V(G)
en conjuntos dominantes conexos.

Notemos primero que por tener V((G) una particién con cuatro elementos sucede
que |V (G)| > 4, perosi |V(G)| = 4 cada elemento en & constarfa de un vértice unitario,
que ademas es absorbente, es decir, cada vértice de G tendria grado p — 1 y de ello se
seguiria el que GG sea isomorfa a Ky, lo cual no sucede por nuestra suposicion, con esto
concluimos que G tiene al menos cinco vértices.

A partir de lo anterior y del hecho que & es una particién de los vértices de G con
cuatro elementos podemos afirmar que algin elemento de & tiene al menos dos vértices,
digamos S;. Consideremos ahora la grafica H obtenida a partir de G contrayendo los
conjuntos Ss, S3 y S4 en los vértices xo, T3 y x4 respectivamente.

Como S; es un conjunto no unitario y conexo de G, existe {u,v} C S; tal que
(u,v) € A(G) y en particular, (u,v) € A(H). Ademads, por ser .S; un conjunto dominante
de G, debe existir una wS;—arista, una vS;—arista y una 5;S;—arista en G para toda
{i,j} C {2,3,4}, por lo que (u,z;), (v,x;), (x;,x;) son aristas de H para toda
{i,7} € {2,3,4}, pero esto implica que H[{u, v, 9,3, 24}] es isomorfa a K3, lo cual no
es posible por ser GG una grafica plana, como lo establece el corolario 1.1.2. Con esto se
prueba que G es isomorfa a K, terminando asi la demostracién del enunciado.

OJ

Del teorema anterior se deduce una cota superior para el niimero semidomatico interior
fuerte de todas las digraficas planas, y de manera analoga al teorema 4.3.1 mostraremos
que si una digréafica alcanza dicha cota, entonces es isomorfa a Kj.
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Corolario 4.3.1 Si D es una digrdfica plana, entonces ds_f(D) <4 y la unica digrdafica
que alcanza dicha cota es Kjy.

Demostracion.

Sea D una digrafica plana y G su grafica subyacente. Debido a que D es plana
tenemos que G es una grafica plana, por lo que d.(G) < 4 como lo establece el Teorema
4.3.1. Por otro lado, por la proposicién 4.1.6 tenemos que d (D) < d.(G) y con ello
d (D) <4.

Ahora mostraremos que la tnica digrafica plana cuyo niimero semidomatico interior
fuerte alcanza dicha cota es K. Sean D una digrdfica plana tal que d_;(D) =4y G
su gréfica subyacente. Como G es una grafica plana tenemos que d.(G) < 4 y por la
proposicion 4.1.6 concluimos que 4 = d_;(D) < d.(G) < 4, es decir, d.(G) = 4. Por el
teorema 4.3.1 se sigue que G es isomorfa a Ky, y con esto derivamos el que D sea una
digrafica semicompleta con cuatro vértices. En particular, D satisface que p = ds_f(D),
por lo que D es isomorfa a K4, como lo establece el corolario 4.1.4.

O

En [17] Hartnell y Rall propusieron el siguiente teorema que obtiene informacién de las
graficas planas cuyo nimero domatico conexo es tres.

Teorema 4.3.2 [17] Sea G una grdfica plana tal que d.(G) = 3, si P = {C4, Cy, Cs}
es cualquier particion de V(G) en conjuntos dominantes conexos de G, entonces cada
una de las grificas inducidas G[C4], G|Cs] y G[Cs] es una trayectoria.

Demostracion.

Sean G una gréfica plana tal que d.(G) = 3, P = {51, 52,53} cualquier particién
domatica conexa de G y G; = G[S;] para toda i € {1,2,3}.

Mostraremos primero que cualquier vértice en .S; tiene grado a lo méas dos en G,
para toda i € {1,2,3}. Procediendo por contradiccién: existe un vértice v € S; tal
que dg,(v) > 3 y supongamos sin pérdida de generalidad que i = 1. Sean x1, x5 y x3
vecinos de v en G; y H la contraccién de G identificando los conjuntos Sy y S3 en los
vértices vy y w3 respectivamente. Como los conjuntos Sy y S3 son dominantes en G,
debe existir una x;S;—arista en G para toda i € {1,2,3} y para toda j € {2,3}, por
lo que (z;,v;) € A(H) para toda i € {1,2,3} y para toda j € {2,3}. Consideremos el
conjunto:

A ={(v,21), (v,23), (v, x3), (2, 21), (Vag, T2), (V2, x3), (v3, 1), (V3, T2), (v3, x3) }.

Notemos que { {v, va, v3}, {x1, T2, 23} } es una particién de los vértices de la subgrafi-
ca inducida en H por el conjunto de aristas A, H[A], en conjuntos independientes y
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ademds cada vértice en {v,v9,v3} es adyacente a todos los vértices de {z1,xq, x5}, si-
guiéndose que H[A] es isomorfa a K33, lo cual no es posible pues la contracciéon H es
plana, como lo establece el teorema 1.1.6, y H[A] es subgréfica de H. Con ésto mostra-
mos que todo vértice en S tiene grado a lo més dos en GG;. Analogamente, todo vértice
en Sy y S3 tiene grado a lo mas dos en GG, y G3 respectivamente.

Con ésto tultimo y debido a que los conjuntos .S; son conexos, las subgraficas GG; son
una trayectoria o un ciclo. Para demostrar que no es posible que se trate de un ciclo
supondremos, sin pérdida de generalidad, que G lo es.

Sea H' la grafica obtenida a partir de G contrayendo a los vértices de G; en un
ciclo de longitud tres, digamos C' = (x1,x9,z3,x1). Ahora consideremos a la grafica
H obtenida a partir de H' contrayendo los conjuntos Sy y S3 en dos vértices vy y 3.
Como los conjuntos Sy y S3 son dominantes en H', las aristas de la forma (z;,v;) son
elementos de H para toda i € {1,2,3} y para toda j € {2,3} y la arista (vg, v3) también
es un elemento de A(H).

Asi, la grafica H es isomorfa a Kj, lo cual no es posible pues H es una contraccion
de una grafica plana. Por todo lo anterior, G; es una trayectoria y andlogamente, G5 y
(G5 también lo son, concluyendo nuestra demostracion.

O

Corolario 4.3.2 Sea D una digrdfica plana tal que d;f(D) = 3. 516 = {51, 52,55}

es una d_;—particion arbitraria de V (D), entonces cada una de las digrdficas D[Sy],
D[Ss] y D[Ss] son trayectorias simétricas de D.

Demostracion.

Sean D una digrafica plana tal que d_;(D) = 3, & = {51, 5, S3} una d_;—particién
de D y G la gréafica subyacente de D. Consideremos dos posibles casos para D.

Caso 1. |V(D)| # 4.

En este caso G no es isomorfa a Ky, por lo que d.(G) < 4 y por la proposicion
4.1.6, tenemos que d_(D) < d.(G), pero por hipétesis d (D) = 3 y por ello d.(G) = 3.
Ya que & es una particién de V(D) en conjuntos semidominantes interiores fuertes,
en particular es una particiéon con tres elementos de los vértices de G en conjuntos
dominantes conexos, siguiéndose del teorema 4.3.2 que G[S;] sea una trayectoria para
toda i € {1,2,3}, en cuyo caso, por definicién de gréfica subyacente, D[S;] es una
trayectoria no necesariamente dirigida en D, pero por ser D[S;] fuerte concluimos que
DIS;] es una trayectoria simétrica.

Caso 2. |V(D)| = 4.

Para este caso, por tener D cuatro elementos y ser & una particién con tres elementos
de V(D), sélo uno de los conjuntos en & tiene dos elementos, digamos S;. Como dicho
conjunto es fuerte en D, debe tratarse de una trayectoria simétrica con dos vértices.
Para los conjuntos Sy y S5 se cumple trivialmente pues D|[S;] y D[S3] son isomorfas a
K4, concluyendo nuestra demostracion.

O
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4.4. Numero Semidomatico Interior Fuerte y Niimeros de Ab-
sorbencia por Conjuntos Semicompletos.

En esta seccién mostraremos resultados que relacionan al ntimero semidomatico inte-
rior fuerte y los ntimeros de absorbencia por conjuntos semicompletos de cierto tipo
de digraficas. En general, la existencia de una particién de los vértices de una digrafi-
ca en conjuntos semidominantes interiores fuertes no es condicién suficiente para la
existencia de un conjunto absorbente semicompleto. En el siguiente ejemplo se exhibe
una digrafica D en la que { {z1,x2, 23}, {21, 22, 23} } es una particién de sus vértices en
conjuntos semidominantes interiores fuertes, notemos que los conjuntos semicompletos
en D son vértices unitarios o conjuntos con dos elementos, en cualquier caso, ninguno
es absorbente, por lo que D no puede tener un conjunto absorbente semicompleto.

)

W T %

X1 24

X F4

2 2

Fig. 4.4.1: La existencia de una particién de los vértices en conjuntos semidominantes interiores
fuertes no es suficiente para la existencia de un conjunto absorbente semicompleto.

[gualmente, la existencia de un conjunto absorbente semicompleto no es condicion su-
ficiente para que la digrafica tenga una particion de sus vértices en conjuntos semido-
minantes interiores fuertes.

En la figura 4.4.2, exhibida enseguida, se muestra una digrafica con un conjunto
absorbente semicompleto, {ws, w4, ws, we}, notemos que esta misma digréfica no puede
tener una particién de sus vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes por
no ser una digrafica fuerte, como lo establece la proposicion 4.1.1.
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Fig. 4.4.2: La existencia de un conjunto absorbente semicompleto no es suficiente para la existencia
de una particion de los vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

A pesar de lo anterior, si hay manera de acotar al nimero superior de absorbencia
por conjuntos semicompletos en las digréficas para las cuales d_;(D) = 07(D) + 1. Para
mostrar dicha relacion, sera de utilidad probar el siguiente lema.

Lema 4.4.1 Sean D wuna digrdfica fuerte tal que d_;(D) = 6*(D) + 1 y & una
d,—particion de D. Si x € V(D) es tal que 07 (x) = 07(D), entonces {z} € &.

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte tal que d (D) = §(D) + 1, & = {51, Sa,..., Sk} una
d,;—particién arbitraria de D y z € V(D) tal que 6% (z) = (D). Como & es una
particion de V(D), z € S; para algin i € {1,2,... k}.

Si suponemos que S; no es unitario, por ser un conjunto fuerte x tendria un exvecino
en S; v ya que todo elemento en & es absorbente, x tiene un exvecino en cada uno de
los conjuntos S; con ¢ # j, por lo que x tiene al menos tantos exvecinos como elementos
hay en &, deduciéndose que 67 (z) > |&], pero por eleccion de & y debido a que
d;;(D) = 07(D) + 1, tendrfamos que 6*(z) > 67(D) + 1 lo cual es imposible por la
eleccién de x, ya que 07 (x) = §T (D).

Con lo anterior concluimos que {z} = S; para algin ¢ € {1,2...k}, terminando
asi la demostracion.

O

Observemos que el lema anterior tiene una consecuencia importante para las digréaficas
que satisfacen que d_;(D) = 6*(D) + 1, pues cualquier vértice de exgrado minimo de
la digrafica es absorbente. Gracias a ésto podremos relacionar el niimero semidomaéti-
co interior fuerte de la digréfica con el nimero inferior de absorbencia por conjuntos
semicompletos.
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Corolario 4.4.1 Si D es una digrdfica fuerte tal que ds_f(D) = 07(D) + 1, entonces
Yeas(D) < d (D) y la dnica digrdfica que alcanza dicha cota es K.

Demostracion.

Sean D una digréfica fuerte tal que d_;(D) = 6"(D) + 1y & una d_;—particién de
D. Por el lema 4.4.1, si x es un vértice de exgrado minimo en D, entonces {z} € &, en
particular, {x} es un conjunto absorbente semicompleto, por lo que 7..s(D) = 1, y con
ello Yeas (D) < d;(D).

Para mostrar que la tnica digrafica que alcanza dicha cota es Ky, supondremos que
D es una digréfica fuerte tal que d (D) = 67(D) + 1 y ademds, 7eos(D) = d (D).
Como 7eas(D) = 1, entonces 1 = d (D) = 67(D) + 1, por lo que §7(D) = 0, es decir,
D tiene un vértice de exgrado cero y por ser D fuerte, éste debe ser el tinico elemento
en V (D), demostrando asi que D = Kj.

O

En la siguiente proposiciéon acotaremos el niimero superior de absorbencia por con-
juntos semicompletos de las digrificas D que satisfacen la igualdad d_;(D) = 07 (D)+1.
Nuevamente el lema 4.4.1 serd un auxiliar en la demostracion.

Proposicién 4.4.1 Si D es una digrdfica fuerte tal que d_;(D) = 6*(D) +1 y Ny es
el conjunto de vértices de exgrado minimo en D, entonces |Ng| < Teus(D).

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte tal que d_;(D) = 07(D) + 1 y No el conjunto de
vértices de exgrado minimo en D. Bastara probar que Ny es un conjunto absorbente
semicompleto.

Por el lema 4.4.1, cualquier elemento de Ny es absorbente en D, por lo que Ny es
un conjunto absorbente de D. Por otro lado, si {u,v} C Ny, entonces (u,v) € F(D)
pues v es absorbente y analogamente (v,u) € F(D) pues u es absorbente, concluyen-
do que entre cada par de elementos de N existe una flecha simétrica, derivandose de
ello que Ny es un conjunto completo de D. Por lo anterior, Ny es un conjunto absor-
bente semicompleto y por definicién de nimero superior de absorbencia por conjuntos
semicompletos demostramos que |No| < T'eos(D).

O

90



Capitulo 5.

Operaciones en Digraficas: Producto y Composicion.

Existe un interés en las operaciones sobre digraficas que consiste en determinar si una
propiedad es cerrada bajo cierta operacion: si D y H son digraficas que satisfacen una
propiedad P y % es un operador entre digraficas jcuando es que D x H satisface la
propiedad P? También se pueden considerar las operaciones para construir una familia
de digraficas que satisfagan P, es decir, si D y H son digraficas ;bajo qué condicio-
nes de D y H, D x H satisface P? e incluso, si D % H satisface P ;qué informacion
podemos recuperar sobre D y H? En nuestro caso, dicha propiedad se remite a en-
contrar conjuntos absorbentes semicompletos y particiones de los vértices en conjuntos
semidominantes interiores fuertes para poder acotar los nimeros de absorbencia por
conjuntos semicompletos y el niimero semidomatico interior fuerte en el producto y la
composicion de digréficas.

5.1. Producto de Digraficas

Definicién 5.1.1 Sean D = (V(D),F(D)) y H = (V(H),F(H)) digrdficas ajenas
en vértices. Definimos el producto cruz de D y H, denotado por D x H, como la
digrdfica tal que:

a) V(IDx H)y=V(D)x V(H).

b) Si (x,2) y (u,v) son vértices de D x H, (z,z) incide hacia (u,v) si y sélo si
r=uy(z,v)€F(H)oz=vy(xu) € FD).

El producto cruz de dos digréaficas es una de las operaciones binarias mas comunes,
en la figura 5.1.1 se muestra el producto cruz de dos digraficas D

y H donde V(D) = {a, b, c}, F(D)={(ca),(c,b)}, V(H)={z, vy, z,w}y
F(D) - {(ZL’,y), (ya Z)v (va)v (w’y)7 (w,x)}.
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Fig. 5.1.1: Digraficas D y H y su producto cruz D x H, respectivamente.

A partir de este punto, cada vez que se haga referencia al producto cruz de dos
digraficas, D x H, se dara por hecho que D y H son ajenas en vértices, ésto con la
intencion de no ser repetitivo en los resultados durante el resto del capitulo.

En las siguientes proposiciones se lograra determinar la estructura de las digraficas
cuyo producto cruz tiene un conjunto absorbente semicompleto y viceversa. Para ello,
consideraremos antes un par de lemas.

Lema 5.1.1 Sean D y H digrdificas arbitrarias. Si U

C V(D) yW C V(H) son
conguntos no vacios, entonces D|U] x HW| = (D x H)[U x W].

Demostracion.

Sean D y H digréficas arbitrarias, U C V(D) y W C V(H) conjuntos no vacios,
E = D[U] x HW] y E' = (D x H)[U x W]. Bastard ver que V(E) = V(E') y
F(E) = F(E'). Debido a que V(E) = U x H por definiciéon de producto cruz de
dos digraficas y V(E') = U x H por definicién de digrafica inducida por un conjunto,
tenemos que V(E) = V(E').

Ahora demostraremos la igualdad en el conjunto de flechas por doble contencion.
Mostraremos primero que si ((x,u), (y,v)) € F(E), entonces ((z,u), (y,v)) € F(E').
Por definicién de producto cruz, consideremos dos casos posibles sobre ( (x,u), (y,v) ).

Caso l.y=uzvy (u,v) € F(H[W]).

En este caso tenemos que (u,v) € F(H[W]) C
en D x H, ((z,u),(y,v)) € F(D x H). Asi, ((z,

Caso 2. u=vy (z,y) € F(D[U]).

En este caso tenemos que (z,y) € F(D[U]) € F(D) y por definicién de adyacencia
en D x H, ((z,u),(y,v)) € F(D x H), por lo que ((x,u), (y,v)) € F(E').

Del caso 1 y el caso 2 mostramos que si ((x,u), (y,v)) € F(F), entonces se cumple
que ((z,u), (y,v)) € F(E).

Ahora veremos que si ((x,u), (y,v)) € F(E'), entonces ((x,u),(y,v)) € F(E).

Consideremos nuevamente dos posibles casos sobre ( (z,u), (y,v)).

F(H) y por definicién de adyacencia
u), (y;v)) € F(E).
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Caso3.y=zy (u,v) € F(H).

En este caso, dado que (u,v) € F(H), en particular (u,v) € F(H[W]) y por
definicién de adyacencia en D[U] x H[W] concluimos que ( (z,u), (y,v)) € F(E).

Caso 4. u=vy (x,y) € F(D).

En este caso, dado que (x,y) € F(D), en particular (z,y) € F(D[U]) y por defini-
cién de adyacencia en D[U] x H[W] concluimos que ( (z,u), (y,v)) € F(E).

Del caso 3 y el caso 4 se deriva que si ((x,u),(y,v)) € F(E'), entonces
((z,u),(y,v)) € F(E), por lo que la igualdad entre los conjuntos F(E) y F(E') es
cierta, demostrando asi que D[U] x H[W]| = (D x H)[U x W].

O

En la siguiente definicién introduciremos una nocién importante que serd auxiliar en
demostraciones posteriores.

Definicién 5.1.2 Sean D y H digrdficas ajenas en vértices y D x H su producto cruz.
Si xg es un vértice fijo en D, entonces al conjunto {(xo,y)|y € V(H)} se le llama
el nivel de xg en D x H y andlogamente, si yy es un vértice fijo en H, el conjunto
{(z,y0) |z € V(D)} se le llama el nivel de yo en D x H.

La importancia de los niveles en el producto cruz de dos digréficas se pone de manifiesto
en el siguiente lema.

Lema 5.1.2 Sean D y H digrdficas arbitrarias y D x H su producto cruz. Si xg es un
vértice fijo en D y My, = {(z0,y) € V(D x H) |y € V(H)}, entonces:
(D x H)[M,,| = H.

Andlogamente, si yy es un vértice fijo en H y Ny, = {(x,y) € V(D x H) |z € V(D)},
entonces:

(D x H)[N,,] = D.
Demostracion.

Sean D y H digréficas arbitrarias tales que V(D) = {uy, ug,...,ux} y
V(H) =A{v1,v2,...,9m}, D x H su producto cruz y consideremos un vértice fijo

en D, M,, = {(xo,y) e V(D x H)|ye V(H)}y Dy = (D x H)[M,,]. Bastard probar
que existe una funcién biyectiva f: V(H) — V(Dy) que preserva adyacencias.

Definimos f : V(H) — V(Dgy) como f(v;) = (o, v;).

Afirmacién 1. f es una funcién biyectiva.

Dado que todos los elementos de M, tienen su coordenada inicial fija, f efectiva-
mente es una funciéon. Para demostrar la inyectividad de f, consideramos dos elementos
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distintos en V' (H), digamos v; y v; con ¢ # j. Por definicién de f, f(v;) = (zo,v:) ¥y
f(v;) = (xo,v;), y dado que v; # wv;, entonces (x,v;) # (xo,v;), concluyendo que
f(v;) # f(v;), por lo cual, f es inyectiva.

Por otro lado, como |V (H)| = |V(Dy)| = |My,| = m, entonces f es biyectiva.

Afirmacién 2. f es una funcién que preserva adyacencias.

Sean v; y v; vértices de H tales que (v;,v;) € F(H). Como (zg,v;) vy (zo,v;) son
vértices de Dy, entonces, por construccién de Dy, (zo,v;) incide hacia (zo, v;) en Dy, es
decir, (f(vi), f(v;)) € F(Dy).

Reciprocamente, si (f(v;), f(v;)) € F(Dy), por definicién de f, D x H y ser zy fijo,
(vi,v;) € F(H), concluyendo que f preserva adyacencias.

De la afirmacion 1 y afirmacion 2, tenemos que H =2 D,.

Anélogamente, si yy es un vértice fijo en H, N,y = {(z,y) € V(D x H) |z € V(D)}
y Dy = (D x H)[N], la funcién g : V(D) — V(Dy) definida por g(u;) = (u;, yo) es una

funcién biyectiva que preserva adyacencias, concluyendo que D = Dy.

O

En el siguiente lema se demostrara que si un conjunto de vértices en D X H es semicom-
pleto, entonces éste estda contenido en un nivel de D x H para algin vértice fijo de D o
de H, lo que dara pie a la caracterizacion de los conjuntos absorbentes semicompletos
en el producto de dos digréficas.

Lema 5.1.3 Sean D y H digrdficas arbitrarias, D x H su producto cruz, y
UCV(DxH). SiU es un conjunto semicompleto, entonces U estd contenido en algin
niwvel de D x H.

Demostracion.

Sean D y H digraficas arbitrarias, D x H su producto cruz, y U C V(D x H) tal
que U es semicompleto, bastara ver que todo vértice en U tiene una de sus coordenadas
fija. Si |U| = 1, la demostracién estd hecha. Supongamos que |U| > 2, consideramos
(x,y) y (2, w) vértices arbitrarios en U, dado que (D x H)[U] es semicompleta, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ( (z,y), (z,w)) € F(D x H). Por definicién de
adyacencia en D x H, consideraremos dos casos:

Casol.x =2y (y,w) € F(H).

En este caso, bastara ver que cualquier otro elemento en U tiene como primera
coordenada al vértice x. Sea (u,v) € U distinto de (x,y) y (z,w). Procediendo por
contradiccién, supongamos que u # z. Dado que (D x H)[U] es semicompleta, (u,v) y
(z,y) son adyacentes, pero como u # x, entonces v = y, andlogamente, (u,v) y (z,w)
son adyacentes, pero como u # z, ya que z = x, se tiene que v = w, concluyendo que
y = w, lo cual es una contradiccién al hecho de que (y,w) € F(H), pues los elementos
de F'(H) son parejas ordenadas de distintos elementos de V' (H). Asi, cualquier elemento
de U tiene como primera coordenada al vértice x.
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Caso 2. y=wy (x,z) € F(D).

La demostracion es analoga al caso 1.

Del caso 1 y el caso 2 concluimos que U C {(zg,y) € V(D x H) |y € V(H)} para
algin 2o € V(D) o U C {(z,y0) € V(D x H)|z € V(D)} para algin yo € V(H),
demostrando asi la proposicion.

O

Los anteriores lemas son de utilidad no sélo para conocer la estructura del producto cruz
de dos digraficas, sino que ayudaran a caracterizar al producto cruz de dos digraficas
que tenga un conjunto absorbente semicompleto.

Proposicién 5.1.1 Sean D y H digrdficas no triviales y D x H su producto cruz.
D x H tiene un conjunto absorbente semicompleto si y solo si D es semicompleta y
Yeas(H) =1 0 H es semicompleta y Yeas(D) = 1.

Demostracion.

Probaremos primero la condicién necesaria del enunciado, es decir, si D es semi-
completa y Yeus(H) =1 0 H es semicompleta y v..s(D) = 1, entonces D x H tiene un
conjunto absorbente semicompleto. Dividiremos nuestra demostracion en dos casos de
acuerdo a nuestras hipétesis.

Caso 1. H es semicompleta y y..s(D) = 1.

Dado que 7es(D) = 1, existe o € V(D) tal que para todo w € V(D) \ {zo},
(w,x0) € F(D). Sea Uy, el nivel de zyp en D x H, bastara ver que U,, es un conjunto
absorbente semicompleto en D x H. Por el lema 5.1.2, tenemos que (D x H)[U,,] = H
y dado que H es semicompleta, entonces (D x H)[U,,| es semicompleta, ahora sélo
falta demostrar la absorbencia de U,,. Sea (u,v) € V(D x H) \ U,,, notemos que el
vértice (xg,v) es un elemento de U,, y por definicién de adyacencia en D x H y eleccion
de xg, ((u,v),(xo,v)) € F(D x H), concluyendo que U,, es un conjunto absorbente
semicompleto.

Caso 2. D es semicompleta y veus(H) = 1.

Al igual que en el caso anterior, como v..s(H) = 1, existe yo € V(H) tal que para
todo w € V(H) \ {wo}, (w,y0) € F(H). Sea Uy, el nivel de yo en D x H. Con un
argumento analogo al del caso 1, Uy, es un conjunto absorbente semicompleto.

Del caso 1 y el caso 2, queda demostrada la condicién necesaria de la proposicion.

Ahora procederemos a demostrar la suficiencia del enunciado.

Sean Dy H digraficas tales que V(D) = {v1,v2,...,0p, } v V(H) = {ug, ug, ..., up, }.
Supongamos que D x H tiene un conjunto absorbente semicompleto, digamos .S. Como
S es semicompleto, por el lema 5.1.3 tenemos que todo elemento de S estd contenido
en algin nivel de D x H. Consideremos dos casos sobre las coordenadas de S

95



Caso 3. S C {(zp,u) € V(D x H)|u € V(H)} donde x4 es un vértice fijo en D.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que S = {(xo,u1), (zo,us), ..., (o, ur)}
con k < ps.

Para demostrar que v..5(D) = 1, consideremos y € V(D) \ {zo} arbitrario, dado que
S es absorbente y (y,u1) ¢ S por el caso que estamos considerando, entonces (y, u;) es
absorbido por algun vértice (zg,u;) de Sy como y # o se sigue que i = 1, es decir,
(y, o) € F(D), concluyendo que {zo} es un v.,—conjunto de D.

Ahora demostraremos que H es semicompleta.

Por el lema 5.1.2, el conjunto {uy,us, ..., u;} es semicompleto en H, pues S es un
conjunto semicompleto en D x H, bastara ver que k = ps. Si suponemos que k < po,
consideramos un vértice y en D distinto a xy, asi, el vértice (y,u,,) no es absorbido
por ningin elemento de S, ya que y # x¢ y para todo i € {1,2,....k}, u; # uyp,,
contradiciendo el hecho de que S es absorbente, concluyendo que & = py y por lema
5.1.2, H es semicompleta.

Caso 4. S C {(v,y0) € V(D x H)|v € V(D)} con yo un vértice fijo en H.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que S = {(v1,v0), (v2,%0), - - -, (Vk,%0) }
con k < p;.

Al igual que en el caso anterior, tenemos que {yo} es un ~y.-conjunto en H, con-
cluyendo que v..s(H) = 1 y para demostrar que D es semicompleta, un razonamiento
andlogo al caso anterior sobre el conjunto {vy,vs, ..., v} concluye la prueba.

Del caso 3 y el caso 4, queda demostrada la suficiencia de la proposicién, terminando
con la prueba del enunciado.

0

La proposicion 5.1.1 muestra las condiciones necesarias y suficientes para que el pro-
ducto cruz de dos digraficas contenga un conjunto absorbente semicompleto. A partir
de la idea de la demostracién anterior es posible determinar como es la estructura de
un conjunto absorbente semicompleto en el producto cruz de dos digréficas:

Proposiciéon 5.1.2 i D y H son digrdficas tales que D x H tiene un conjunto absor-
bente semicompleto S, entonces el conjunto S es el nivel de un vértice absorbente en D
o el niwel de un vértice absorbente en H.

Demostracion:

Sean Dy H digraficas tales que V(D) = {v1,va,...,0p, } Y V(H) = {ug, ug, ..., up, }.
Supongamos que D x H tiene un conjunto absorbente semicompleto, digamos S. Por
el lema 5.1.3, consideramos dos casos posibles sobre S:

Caso 1. S C {(zp,u) € V(D x H)|u € V(H)} donde x4 es un vértice fijo en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad que S = {(xo,u1), (zo,us), ..., (o, ur)}
con k < py. Para demostrar que zy es un vértice absorbente en D, basta tomar
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y € V(D) \{zo} y como (y,u;) ¢ S, éste debe ser absorbido por algtin vértice en S, a
saber, el vértice (xq,u1), con lo cual (y,x¢) € F(D), probando asi que x( es absorbente
en D.

Ahora sélo hace falta ver que k = p, si suponemos que k < po, el vértice (v, u,,)
con y # o no es absorbido por ningtin elemento de S, contradiciendo la suposicion de
que S es absorbente en D x H, concluyendo que k = ps.

Por todo lo anterior, S = {(xo, 1), (%o, u2), ..., (zo,up,)} = {z0} x V(H).

Caso 2. S C{(v,y0) € V(D x H)|v € V(D)} donde yy es un vértice fijo en H.

Supongamos sin pérdida de generalidad que S = {(v1,¥0), (v2,%0),- - -, (Uk, Yo)} con
k < p;. Un razonamiento andlogo al caso anterior es suficiente para demostrar que yg
es un vértice absorbente en H y que k = p;.

Ast, S ={(v1,%0), (v2:%0), - (U1, 90)} = V(D) X {yo}-

Del caso 1 y el caso 2, la proposicion queda demostrada.

A partir de la proposicion 5.1.2, es sencillo calcular el nimero superior e inferior de
absorbencia por conjuntos semicompletos del producto cruz de dos digraficas, como se
muestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.1.1 Si D y H son digrdficas con py y ps vértices respectivamente tal que
D x H tiene un conjunto absorbente semicompleto, entonces Ueus(D X H) € {p1,p2} v

Vcas(D X H) € {p17p2}-

Demostracion.

Sean D y H digraficas con p; y ps vértices, respectivamente, tal que D x H tiene un
conjunto absorbente semicompleto. Sea S un I'.,s-conjunto de D x H. Por la proposicion
5.1.2, S = V(D) x {y}, en cuyo caso I'ees(D x H) =p; 0 S = {z} x V(H) y de ello,
[eos(D x H) = py. Andlogamente, si S es un v.s-conjunto de D x H, por la proposicion
5.1.2 se tiene que S = V(D) x {y}, por lo cual ves(D x H) =p; 0 S = {z} x V(H)
derivando que 7.us(D X H) = pg, concluyendo la demostracion.

OJ

Anteriormente en el lema 3.1.1y en las proposiciones 3.2.1, 3.2.6'y 3.2.7 del capitulo
3 se habian exhibido digraficas cuyo ntimero de absorbencia por conjuntos semicom-
pletos satisfacia alguna propiedad, el corolario 5.1.1 también es de utilidad para poder
construir digraficas para las cuales su nimero superior e inferior de absorbencia por
conjuntos semicompletos esté dado, a saber, si se desea obtener una digrafica D tal que
Yeas(D) = m y Teus(D) = n, basta considerar el producto cruz de las digraficas K,
y K,. En la figura 5.1.2 se muestra una digrafica D = Ky x K3 con I's(D) = 3 y

Yeas(D) = 2.
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(a2)

b z {b,x) (by)

Fig. 5.1.2: Ejemplo de una digrafica para la cual T'zos(D) = 3 ¥ Yeas(D) = 2.

Antes de obtener resultados del nimero semidomatico interior fuerte del producto cruz
de dos digraficas mostraremos un par de enunciados que seran de utilidad para el
desarrollo de la teoria.

Proposicion 5.1.3 Sean D y H dos digrdficas arbitrarias, D x H es fuerte si y solo
si D y H son fuertes.

Demostracion.

Probaremos primero la suficiencia de la demostracion.

Sea D x H una digrédfica fuerte, para demostrar que D es fuerte, consideraremos
una biparticién arbitraria {Wy, W5} de los vértices de D y mostraremos que existe una
Wi Wsy—flecha y una W,y W; —flecha en D, pues con ello y el corolario 1.2.3 concluiriamos
lo deseado. Sean U; y U, los conjuntos:

U ={(z,2) e V(Dx H) |z €Wy, z€ V(H)}.

Uy={(z,2) e V(Dx H) |z € Wy, z€ V(H)}.

Afirmamos que {U;, Us} es una particién de V(D x H), por lo que demostraremos tres
cosas:

[ ] U1 7é @ y U2 7é @

Dado que W; y Wj son no vacios, consideremos x1 € Wy y xo € Wa; si u € V(H)
entonces el vértice (r1,u) € V(D x H) es un elemento de U; y el vértice
(x9,u) € V(D x H) es un elemento de Us, mostrando lo deseado.

° U1 N U2 = @

Supongamos lo contrario: existe (z,v) € V(D x H) tal que (z,v) € U; N Us. Por la
definicién de Uy y Uy, x € Wy y € Ws, lo cual no es posible pues {Wy, W5} es una
particién de V(D) y Wi N Wy = 0.
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® U1UU2:V(DXH).

Es inmediato que U; U Uy C V(D x H), por lo que ahora sélo mostraremos que
V(D x H) C Uy UUs,. Si tomamos un vértice (z,u) en D x H, tenemos que x € V(G),
por lo que z pertenece a Wy o a Wy ya que {Wy, Ws} es particién de V(D). Si x € Wy,
entonces (z,u) € Uy y si @ € Wy, entonces (z,u) € Us, en cualquiera de los dos casos,
(x,u) € Uy UUs y con esto se muestra que Uy UU; = V(D x H).

Con los puntos anteriores tenemos que {Uy, Us} es una particién de V(D x H) y
por ser D x H fuerte, existe una U;Us—flecha, digamos ( (x1,u1), (21,v1) ) y existe una
UyUy—flecha, digamos ( (x2, us), (29, v2) ).

Notemos que por definicion de U; y Us tenemos que xy € Wy yv 21 € Ws, por lo
que x1 # z1, siguiéndose de este hecho y de la definicién de adyacencia en D x H que
up =v1y (x1,21) € F(D), es decir, (1, 21) es una WiWy—flecha en D.

Anélogamente, para xo € Wy y 2z € Wi. A partir de ello, para cualquier bipar-
ticion {W7, Wsh} de V(D) existe una W;Ws—flecha y existe una WyW;—flecha, por lo
que D es fuerte.

De manera andaloga se sigue que H es fuerte.

Ahora procederemos a demostrar la condicién necesaria de la proposicion.

Sean Dy H dos digraficas fuertes, D x H su producto cruz y (z,u), (y,v) dos vértices
arbitrarios de D x H. Dividiremos la demostracion en tres casos posibles.

Caso 1. Six =y.

Como H es fuerte, existe un camino C' = (u,ws, ..., wg,v) de u hacia v en H,
en cuyo caso, C, = ((z,u), (z,wy), ..., (x,wg), (x,v)) es un (z,u)(y,v)—camino en
D x H.

Caso 2. Siu =w.

Su demostracién es analoga al caso 1.

Caso 3. Siu#vyax#y.

Dado que los vértices (z,u) y (x,v) satisfacen las condiciones del caso 1, existe un
(x,u)(z,v)— camino en D x H, digamos C}. Igualmente, como (z,v) y (y,v) satisfacen
las condiciones del caso 2, existe un (x,v)(y,v)—camino en D x H, digamos C5 con lo
cual, C' = C; U Cy es un (z,u)(y,v)—camino en D x H.

De los casos anteriores, concluimos que D x H es fuerte, terminando asi la demos-
tracion.

A partir del corolario anterior obtenemos que la tnica forma posible de que el producto
cruz de dos digraficas tenga una particion de sus vértices en conjuntos semidominantes
interiores fuertes es que las digraficas originales tengan una particion de sus vértices
en conjuntos semidominantes interiores fuertes. Con ello, podemos ofrecer una cota
al nimero semidomatico interior fuerte del producto a partir de los nimeros semi-
domaticos interiores fuertes de las digaficas originales, como se muestra en la siguiente
proposicion.
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Proposicion 5.1.4 Si D y H son digrdficas fuertes y D x H su producto cruz, entonces
d_ (D x H) > mdz{d_;(D),d;(H)}.

Demostracion

Sean D y H digraficas fuertes y D x H su producto cruz. Supongamos sin pérdida
de generalidad que d;(H) < d;(D), y sea & = {51, S, ..., Sk} una d_;—particién de
V(D). Definimos V; = {(z,y) € V(DxH) |z € S;} yU={V;,Vs,...,Vi}. Afirmamos
que U es una particién de V(D x H) en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Afirmacién 1. U es particion de V(D x H).

e Los elementos de ¥ son no vacios.

Por ser & particién de V(D) existe x; € S; para todo i € {1,2,...,k}, en cuyo caso,
st ug € V(H), (z5,up) € V; para todo i € {1,2,...,k}.

e Los elementos de *U son ajenos.

Sea {V;, V;} C U tal que i # j, si suponemos que existe (z,y) € V;NV;, por definicién
de V; y V;, x € S;NS;, lo cual es una contradicciéon, pues S; y S; son elementos de una
particién de V (D), concluyendo que los elementos de 2 son ajenos.

o UM Vi=V(D x H).

Notemos que por la construccién de U, se tiene que UX_, V; C V(D x H). Bastara pro-
bar la segunda contencién. Sea (x,y) € V(D x H), como & es particiéon de V (D), z € S}
para algin j € {1,2,...,k}, en cuyo caso, (z,y) € V;, por lo que (z,y) € UF_,V;, es
decir, V(D x H) C U¥_,V;; concluyendo asf la igualdad entre ambos conjuntos.

Afirmacién 2. Cada elemento V; de U es un conjunto semidominante interior fuerte
de D x H.

Sea V; € U un elemento arbitrario.

e V; es un conjunto semidominante interior de D x H.

Consideremos (z,v) € V(D x H) \ V;. Como (z,v) ¢ V;, tenemos que = ¢ S; y por
ser S; un conjunto absorbente en D, existe y € S; tal que (z,y) € F(D). Asi (y,v) € V;
y por definicién de adyacencia en D x H se tiene que ((z,v), (y,v)) € F(D x H),
concluyendo que V; es semidominante interior en D x H.

e I, es un conjunto fuerte de D x H.

Como D; = DIS;] y H son digraficas fuertes, por el corolario 5.1.3 tenemos que
D; x H es fuerte y por el lema 5.1.1 se sigue que:

D; x H= (D x H)[S; xV(H)| = (D x H)[V].

Por lo que V; es un conjunto fuerte de D x H para todo i € {1,2,...,k}.
De la afirmacion 1 y la afirmacion 2 tenemos que U es una particién de
V(D x H) en conjuntos semidominantes interiores fuertes, por lo que

d (D x H) > |0| =k
Y por la construccién de U, se demuestra que mdz{d_;(D),d_;(H)} < d_(D x H).
0J
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En el siguiente ejemplo se ilustra el resultado anterior. Primero notemos que D
y H son digréficas tales que d(D) = 1 y d;(H) = 3. Por otro lado, ya
que & = {{vi}, {va}, {v3, 4} } es una d_;—particién de V(H), si consideramos los
conjuntos:

Vi={(z,y) e V(D x H)|zec{un}},
Va={(z,y) e V(D x H) [z € {va} },
Vs={(z,y) e V(D x H) [z € {vs, v} },

entonces Y = {V4, Vs, V3} es una particién de V(D x H) en conjuntos semidominantes in-
teriores fuertes, por lo que d_;(Dx H) > 3, es decir, d_(Dx H) > mdz{d_;(D),d ;(H)}.

DxH
D
]
3 vy ug)
u u 1
d 4 vy, u,)
H
v, v, :
vy, uy)
V:I V4

Fig. 5.1.3: Ejemplo del producto de dos digrificas donde d_(D x H) > mdz{d ;(D),d ;(H)}.

5.2. Composicién de Digraficas

En el capitulo 3 se presento el concepto de una corona. En ella se define una digrafica
a partir de una digrafica dada y una sucesién de digraficas ajenas en vértices dos a
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dos. La composicion de una digrdfica se construye de manera similar a la corona y su
definicion estd dada a continuacién.

Definicién 5.2.1 Sean D = (V(D),F(D)) una digrdfica con p vértices tal que
V(D) = {v1,v2,...,0} y a = [Dy, Dy, ..., D,| una sucesion de p digrdficas,
D; = (V(D;),F(D;)), ajenas en vértices dos a dos y ajenas en vértices respecto a D.
Definimos la composicion de D respecto a o como la digrafica D & « tal que:

o) V(D& a) =, V(D)

b) F(D& o) = (UiZy F(Di)) U A{(x,2) | € V(Dy), 2 € V(Dy) y (vr,01) € F(D) }

Al igual que en el caso del producto cruz, cada que mencionemos la composicién de
una digrafica D con una familia de digraficas «, daremos por hecho que el nimero de
digraficas en « es igual al orden de D y que los elementos en « son ajenos en vértices dos
a dos y ajenos en vértices respecto a D, ésto con la intencién de evitar el ser repetitivos
a lo largo de los enunciados.

Es posible determinar condiciones suficientes para que la composiciéon de una digrafi-
ca respecto a una sucesion de digraficas tenga un conjunto absorbente semicompleto.
Previo a ello introduciremos algo de notacién: si D es una digrafica y U y V son sub-
conjuntos de V(D) no vacios y ajenos, denotamos por U = V el hecho de que para
todo vértice u € U y todo vértice v € V, (u,v) € F(D). En caso de que U = {u} se
indicard simplemente por u = V', omitiendo la notaciéon conjuntista de U y analoga-
mente, si V = {v}, simplemente se usard U = v para el hecho de que v absorba a U.
Por otro lado, si D es una digréfica, a = [Dy, Do, ..., D,| una sucesién de digréaficas
y D @ a su composicién, se denotard por Df a la subdigréfica inducida por V(D;) en
D @ « y andlogamente, si U C V(D;) y queremos indicar que estamos considerando a
U como subconjunto de los vértices de D & «, usaremos U°. Por ltimo, denotamos por
D§ = D5 el hecho de que V(D;) = V(D;) en D @ .

Antes de comenzar con las proposiciones que relacionan los conjuntos absorbentes
semicompletos, mostraremos un par de lemas que proveen propiedades basicas de la
composicion de digraficas y que auxiliaran en las demostraciones posteriores.

Lema 5.2.1 Sean D una digrdfica, « = [Dy, Ds, ..., Dy| una sucesion de digrdficas y
D & a su composicion. Si (u,v) € F(D @& «a) conu € V(D;), v € V(D;) ei # j,
entonces Df = Dj.

Demostracion.

Sean D una digrafica tal que V(D) = {vy,va,...,0,}, @ = [Dy, Ds,...,D,| una
sucesion de digréficas y D @ « su composicion. Por hipdtesis, consideramos xy € V' (D;)
y yo € V(D;) con i # j tal que (zo,y) € F(D @ ). Como V(D;) NV (D;) = 0,
la flecha (zg,70) € {(w,2)|w € V(D;), z € V(D;) y (v;,v;) € F(D)}, por lo cual,
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(vi,v;) € F(D), concluyendo que para todo vértice z € V(D;) y para todo vértice
y € V(Dj), se tiene que (z,y) € F(D @ «), lo que implica que Df = D5.

OJ

Un elemento representante de un conjunto no vacio es un elemento arbitrario y fijo en
dicho conjunto, en nuestra teoria podemos hablar de un vértice representante de una
digrafica como un vértice arbitrario pero fijo en dicha digrafica.

En la siguiente figura se muestra el ejemplo de una digrafica D con una sucesion
de digraficas o = [Dy, Do, D3, Dy] y su composiciéon D & «. Hay que notar que si u; es
un representante de Dy, vz es un representante de Dy, w; es un representante de D3 y
z4 es un representante de D, entonces la digréafica (D @ «)[{u1, vs, w1, 24}] es isomorfa
a D. Esta propiedad se enuncia en el lema 5.2.2 y a partir de él podremos recuperar
informacion tanto de la composicion de digraficas como de las digraficas involucradas
en dicha composicion.

<« e

Fig. 5.2.1: Ejemplo de una digréfica D y una sucesién de digraficas o = [D1, Do, D3, D4] junto con
su composicién D @ a.

Lema 5.2.2 Sean D una digrifica, o = [Dy, Do, ..., D,| una sucesion de digrdficas y
D & « su composicion. Si x; € V(D;) es un vértice fijo para cada i € {1,2,...,p},
entonces (D @ a)[{z1,2,...,2,}] = D.

Demostracion.
Sean D una digréfica tal que V(D) = {uy,ug,...,uy}, & = [Dy,Ds,...,D,| una
sucesion de digraficas, D @ « su composicién, x; € V(D;) un vértice arbitrario para
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cada i € {1,2,...,p}, M = {21,29,...,2,} y H = (D & A)[M]. Bastara exhibir una
funcién biyectiva entre V/(H) y V(D) que preserve adyacencias.

Definimos f : V(D) — V(H) dada por f(u;) = x; si y sélo si i = j.

Probaremos primero que f es una funcion. Dado que los elementos de a son ajenos
en vértices, si x; y x; son imagenes de uy bajo f, entonces z; = x;, pues por definicién
de f, i = j = k, concluyendo que f es una funcién. Ahora probaremos que es una
funcién biyectiva que preserva adyacencias.

Afirmacién 1. f es una funciéon biyectiva.

Por otro lado, si {u;,u;} C V(D) es tal que f(u;) = f(u;), tenemos que z; = z;, es
decir, 7 = 7, lo que implica que u; = u;, lo cual significa que f es una funcién inyectiva;
més ain, debido a que |V (H)| = |M| = |V(D)|, f es biyectiva.

Afirmacién 2. f preserva adyacencias.

Mostraremos primero que si (u;, u;) € F(D), entonces ( f(u;), f(u;)) € F(H). Sea
{u;,u;} C V(D) tal que (u;,u;) € F(D), por definicién de adyacencia en la composicién
tenemos que en particular (z;,z;) € F(H), por lo cual, ( f(u;), f(u;)) € F(H).

Ahora demostraremos que si ( f(u;), f(u;)) € F(H) entonces (u;,u;) € F(D). Sea
{z; = f(w),z; = f(u;)} C V(H) tal que (z;,2;) € F(H), por el lema 5.2.1 tenemos
que Df = Df, en cuyo caso, por definicién de adyacencia en la composicion, tenemos
que (u;,u;) € F(D), concluyendo con ello que f preserva adyacencias.

De la afirmacion 1 y la afirmacion 2 se demuestra que D = H.

Proposicién 5.2.1 Sean D una digrdfica y o = [Dy, Ds,...,D,| una sucesion de
digrdficas. Si D tiene un conjunto absorbente semicompleto sin pozos, entonces D @ «
tiene un conjunto absorbente semicompleto.

Demostracion.

Sean D una digrafica tal que V(D) = {vy,v2,...,v,}, S € V(D) un conjunto
absorbente semicompleto sin pozos y supongamos sin pérdida de generalidad que
S" = {v1, va,..., v}, dicha suposicién podemos hacerla al indexar nuevamente los ele-
mentos de V(D), ademas, esta misma suposicién facilitara el manejo de indices durante
la demostracién, o = [Dy, D, ..., D,] una sucesién de digréficas y z; € V(D;) arbi-
trario para toda i € {1, 2,..., k}. Consideremos S = {1, x9,..., 2} C V(D & «).
Afirmamos que S es un conjunto absorbente semicompleto en D & a.

Afirmacién 1. S es semicompleto en D 6 «.

Sean z; y x; distintos elementos de S. Como S’ es un conjunto semicompleto en D,
v; y v; son adyacentes en D por lo que, Di = Dj o D§ = Dy, en cualquiera de los
casos, como x; € V(Df) y z; € V(D5), x; y x; son adyacentes en D & «, concluyendo
que S es un conjunto semicompleto en D & a.

Afirnacién 2. S es absorbente en D & a.

Seax € V(D@ a)\ S. Siz € V(Df) con | > k, entonces por ser S’ conjunto
absorbente en D, existe v; € S’ tal que (v, v;) € F(D), asi, por definicién de D & «,
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D¢ = D¢, en particular (z,z;) € F(D @& «). Siz € V(D)) conl € {1,2,...,k}, por
ser S” conjunto semicompleto sin pozos, existe v; € S’ tal que (v, v;) € F(D), en cuyo
caso, Df = D¢, por lo que (z,x;) € F(D @ «), concluyendo que S es absorbente en
D @& a.

De la afirmacion 1 y la afirmacion 2, tenemos que S es un conjunto absorbente
semicompleto

O

La siguiente proposicién muestra que si la composiciéon de una digrafica D con una
sucesiéon de digraficas « tiene un conjunto absorbente semicompleto, entonces es posible
asegurar la existencia de un conjunto absorbente semicompleto en D.

Proposicién 5.2.2 Sean D wuna digrdfica y o« = [Dy, Do, ..., D,| una sucesion de
digrdficas. Si D @ « tiene un conjunto absorbente semicompleto, entonces D tiene un
conjunto absorbente semicompleto.

Demostracion.

Sean D una digréafica tal que V(D) = {vy,va,...,v,} y a = [Dy, Ds, ..., Dy| una
sucesion de digréficas tal que D@« tiene un conjunto absorbente semicompleto, digamos
S’. Definimos S; = V(D;)NS’ paratodoi € {1, 2,...,p} y sea M la coleccién de indices
en {1,2,...,p} para los cuales S # (). Afirmamos que S = {v; € V(D)|j € M} es un
conjunto absorbente semicompleto en D.

Afirmacién 1. S es un conjunto absorbente en D.

Sea v, € V(D) \ S arbitrario, por definicién de S, V(D,) NS’ = () pues r ¢ M, es
decir, V(D,) C (V(D @ «))\ S". En tal caso, si x € V(D,) por ser S" absorbente en
D & «, existe un vértice z en S’ tal que (x,z) € F(D @ «). Como z € V(D;) para algin
i €{1,2,...,p}, por el lema 5.2.1 concluimos que DS = D¢, con lo cual se satisface
que (v, v;) € F(D). Por tltimo, como z € V(D;) y z € S’, se deriva el que i € M y con
esto, v; € S. De todo lo anterior, v, es absorbido por v; € S para algin i € {1,2,...,p}.

Afirmacién 2. S es un conjunto semicompleto en D.

Sean v; y v; distintos elementos de S. Como {i,j} € M, entonces V(D;) NS’y
V(D;) NS" son no vacios, por lo que consideraremos un elemento x; € V(D;) N S" y
z; € V(D;) NS Ya que {z;, z;} €Sy S’ es un conjunto semicompleto en D & «,
entonces x; es adyacente a z; en D @ « y por el lema 5.2.1 sucede que Df = Dj o
D5 = Dy, en cualquiera de los casos, v; y v; son adyacentes en D, concluyendo que U
es un conjunto semicompleto en D.

De la afirmacion 1 y la afirmacion 2, U es un conjunto absorbente semicompleto
en D.

0J
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Proposicién 5.2.3 Sean D una grdfica y o = [Dy, Do, ..., D,| una sucesion de digrdfi-
cas tal que D& a tiene un conjunto absorbente semicompleto sin  pozos.
Si S ={S1, Sa,..., Sk} es la familia de conjuntos absorbentes semicompletos sin pozos
de D e Ig, el conjunto de indices de los vértices en S;,entonces:

FcaS<D EB Oé) Z mdz?:l{ Z CS<DT>}

TEISj

donde CS(D,) = maz{ |W| | W es un conjunto semicompletode D, }.

Demostracion.

Sean D una digrafica con V(D) = {vy, va,...,v,}, @« = [Dy, Dy, ..., D, una sucesién
de digraficas tal que D @ « tiene un conjunto absorbente semicompleto sin pozos,
S = {951, Ss,...,Sk} la familia de conjuntos absorbentes semicompletos sin pozos de
D, Ig, el conjunto de indices de los vértices en S; para todo ¢ € {1,2,...,k} y M; un
conjunto semicompleto en D; de cardinalidad méxima, es decir, |M;| = C'S(D;), para
todoi € {1,2,...,p}.

Bastara ver que I'.os(D & o) > Zjelsi CS(D;) para todo ¢ € {1, 2,...,k}. Sea
i €{l,2,...,k} arbitrario, definimos:

S: UMJ

J€ls;

Mostraremos que S es un conjunto absorbente semicompleto en D & a.

e Afirmacién 1. S es semicompleto en D & «.

Sean {x, z} C S arbitrarios. Consideremos dos posibles casos para z y z.

Caso 1.1. {, 2} € M§ para algin j € Ig,.

Por ser M7 un conjunto semicompleto en Df, entonces x y z son adyacentes en
F(D & a).

Caso 1.2. v € Mf y z € Mf con k # 1.

Como {k,l} C Ig,, entonces {vg,v;} € S; y como S; es un conjunto absorbente
semicompleto de D, entonces (vg,v;) € F(D) o (v, vg) € F(D), en cualquier caso, x y
z son adyacentes en D & a.

Del caso 1.1 y el caso 1.2 mostramos que S es un conjunto semicompleto en D & av.

e Afirmacién 2. S es absorbente en D @ a.

Seau € V(D @ «) \ S arbitrario. Consideremos dos posibles casos para u.

Caso 2.1. uw € V(D) donde r ¢ Ig,.

En particular v, ¢ S; y por ser S; un conjunto absorbente en D, existe v; € .S; tal
que (v,,v;) € F(D), por lo que V(Dy) = V(D5), siguiéndose que si z € M¢, entonces
(u,z) € F(D ® «).

Caso 2.2. u € V(D¢) con r € Ig,.

Como S; es un conjunto semicompleto sin pozos en D, entonces existe j € Ig,
tal que (vr,v;) € F(D), en cuyo caso V(Dy) = V(D) y si x € Mg, entonces
(u,x) € F(D & a), concluyendo que S es absorbente en D & a.

Del caso 2.1 y el caso 2.2 mostramos que S es un conjunto absorbente en D & a.
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De la afirmacion 1 y la afirmacion 2, S es un conjunto absorbente semicompleto
en D& a, por cual, I'es(D @© ) > [S], pero [S| =3, [M;] =32, CS(Dy). Dado

que i € {1, 2,..., k} fue arbitrario, entonces:

Leos(D @ @) > mdaf_{ >~ CS(D,)}.

TGISj

Con los resultados anteriores logramos establecer una cota inferior para el nimero su-
perior de absorbencia por conjuntos semicompletos de la composicién de digraficas.
También acotaremos inferiormente el nimero semidomatico interior fuerte de la com-
posicién de una digrafica con una sucesion de digraficas y con ésto exhibiremos una
familia de digraficas cuyo nimero de vértices y nimero semidomaético interior fuerte
estén dados. Los primeros resultados que abordaremos ofrecen condiciones para que la
composicion sea una digrafica fuerte y con ello asegurar la existencia de una particion
de los vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Lema 5.2.3 Sean D una digrdfica con V(D) = {z1,22,...,2,}, a = [D1,Ds,..., D)
una sucesion de digraficas y D @ « su composicion. Si existe un uv—camino en D @ «
conu € V(D) yv € V(D5), entonces existe un x;xj—camino en D.

Demostracion.

Sean D una digréfica tal que V(D) = {z1,29,...,2,}, & = [D1,Ds,...,D,| una
sucesion de digréficas, H = D @ « su composicién, u € V(H) fijo y supongamos sin
pérdida de generalidad que u € V(DY). Mostraremos que si v € V(H) \ V(DY) es
tal que existe una uv—trayectoria en H, entonces existe una z;z;—trayectoria en D,
donde v € V(D). La demostracién la haremos por induccién sobre la longitud de la
uv—trayectoria.

Base Inductiva.

Sea v € V(H) \ V(Df) y supongamos, sin pérdida de generalidad, que v € V(D).
Si existe una uv—trayectoria de longitud uno en H, se sigue que (u,v) € F(H) y como
v e V(Df)yve V(D) con 1+ j, entonces (z1,7;) € F(D).

Hipotesis de Induccién.

Sea v € V(H) \ V(Df) y supongamos, sin pérdida de generalidad, que v € V(Df).
Si existe una wv—trayectoria de longitud menor a n en H, entonces existe una
x1x;—trayectoria en D.

Paso Inductivo.

Sea v € V(H)\ V(D5) y supongamos, sin pérdida de generalidad, que v € V(D5) y
que existe una uv—trayectoria en H, digamos T' = (u = 29, 21, - . . , 2, = v), de longitud
n. Notemos que 7" = (u, T, z,_1) es una uz, j—trayectoria en H de longitud menor
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a n, aplicando hipétesis de induccién, tenemos que existe una xjx;—trayectoria en D,
digamos T4, donde z,_1 € V(D).

Ahora consideraremos dos posibles casos sobre [. Si [ = j, entonces T} es una
rizj—trayectoria en D y termina nuestra demostracién. Si [ # j tenemos que
(201,20, =v) € F(T) C F(H), por lo que V(D) = V(D) y con ello, (z;,7;) € F(D).
Con esto concluimos que 7] = T'U (x;, x;) es una x;x;—trayectoria en D, terminando
asi nuestra demostracion.

OJ

Proposicién 5.2.4 Sean D una digrdfica no trivial, « = [Dy, Do, ..., D,]| una familia
de digraficas y D @ a su composicion. D @ a es fuerte si y solo si D es fuerte.

Demostracion.

Probaremos primero la suficiencia del enunciado.

Sean D una digréfica no trivial, « = [Dy, Ds, ..., D,| una familia de digraficas tal
que su composicién H = D@« es fuerte y {u;, u;} C V(D) arbitrarios. Si consideramos
z; € V(D;) y x; € V(D;), por ser H fuerte, existe un x;z;,—camino en H y dado que
u; # u;, tenemos que D; # D; con lo cual, usando el lema 5.2.3, existe un u;u;—camino
en D, siguiéndose que D sea fuerte.

Ahora demostraremos la condicién necesaria de la proposicién.

Sean D una digréfica fuerte no trivial, & = [Dy, Dy, ..., D,] una familia de digraficas
y H = D & «a su composicién. Sean {z,w} C V(H) arbitrarios, consideremos dos casos
posibles sobre z y w.

Caso 1.z € V(D;) y y € V(D;) con i # j.

Para todo m € {1,2,...,p} \ {i,7}, sea z, € V(D,,) un vértice fijo. Definimos
Z ={z,w}U{z,|me {1,2,...,p}\ {i,5}}. Por el lema 5.2.2 tenemos que H[Z] = D,
es decir, existe una funcién f : V(H[Z]) — V(D) biyectiva que preserva adyacencias.
Ademas, como D es fuerte, existe un f(z)f(w)—camino en D, por lo cual, existe un
rw—camino en H[Z] y en particular dicho camino es un zw—camino en H.

Caso 2. {z,w} C V(D;) para algin i € {1,2...,p}.

Dado que D es fuerte no trivial, existe u; € V(D) tal que (uj,u;) € F(D),
en cuyo caso, si z; € V(D;), por el caso 1 de esta proposicién, tenemos que existe
un zz;—camino en H, digamos C. Debido a la eleccién de u;, tenemos ademds que
(zj,w) € F(H), concluyendo asi que C" = C'U (2;,w) es un zw—camino contenido en
H.

Del caso 1 y el caso 2, concluimos que H es fuerte, terminando nuestra demostracion.

0J

Con ayuda de la proposicién anterior se puede establecer una cota inferior al ntimero
semidomatico interior fuerte de la composiciéon de una digrafica con una familia de
digraficas.
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Proposicién 5.2.5 Si D es una digrdfica fuerte no trivial y o = [Dy, Ds, ..., D, una
sucesion de digrdficas, entonces

d.;(D) = min{|V(Di)| | i € {1,2,...,p} }.

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte no trivial, « = [Dy, D, ..., D,] una sucesién de digrafi-
cas, H = D®a su composicién, n = min{|V(D;)| | i € {1,2,...,p}}, U; CV(D;) un
conjunto de n vértices para toda i € {1,2,...,p} y fi : Uy — U; una funcién biyectiva

para toda i € {2,3,...,p}. Supongamos que Uy = {uy,us, ..., u,}, definimos

P}:{UJ}U{fl(uJ>|ZE {2,3,-“,]9}}-

Y a partir de ello, sean S; = Fj para toda j € {1,2,...,n— 1}y

Si & = {51,95,,...,5,}, entonces afirmamos que & es una particién de V(H) en
conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Hay que hacer la observacion de que el vértice u; es un representante de la digréfica
D, en el conjunto F; y analogamente, el vértice f;(u;) es un representante de la [—ésima
digrafica de a en el conjunto Fj. Esta observacion puede ser de utilidad al lector para
comprender mejor el papel de los vértices f;(u;) a lo largo de la demostracién y se
ilustra en la figura 5.2.2.

Fig. 5.2.2: Cada elemento f;(u;) es un representante del conjunto F} en la i—ésima digrafica de a.
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Afirmacién 1. & es una particiéon de V(H).

Dado que f;(u;) € S; para toda i € {1,2,...,n}, los elementos de & son no vacios.
Como las funciones f; son biyectivas, los conjuntos [} son ajenos dos a dos para toda
i €{1,2,...,n} y por definicién de S;, los elementos de & son ajenos dos a dos. Por
ultimo, tenemos que:

U 5= (U $n U8, = (1 B U R U EN | F) = V).

Concluyendo que & es una particiéon de V(H).

Afirmacién 2. S; es un conjunto semidominante interior fuerte en H para todo
ie{l,2,...,n}

Sean S; € & un elemento arbitrario y x € V(H) \ S;. Supongamos sin pérdida
de generalidad que z € V(D;), dado que D es fuerte no trivial, existe v; € V(D) tal
que (vj,v;) € F(D) y por definicién de H, tenemos que D$ = Dy, en particular, como
filu;) € S;NV(Dy), pues fi(u;) es un representante de V(D;) en el conjunto S;, tenemos
que (z, fi(u;) ) € F(H), concluyendo que S; es absorbente para toda i € {1,2,...,n}.

Por otro lado, debido al lema 5.2.2, deducimos que H[F;] = D, por lo que F; es un
conjunto fuerte de H, pues D es fuerte, de ello, si 7 # n, S; es un conjunto fuerte de H.

En el caso en que ¢ = n tomamos dos vértices {z, z} C S,,. Supongamos sin pérdida
de generalidad que x € V(D;) y z € V(D,); debido a que D es fuerte no trivial,
existen {v,,vs} C V(D) tales que {(v;,v,), (vs,v;)} C F(D), de lo cual deducimos que
Df = Dy y Dg = Dj. En particular, tenemos que {(z, fr(un) ), (fs(un),2)} € F(H).
Ademas, por ser F, fuerte, existe un f,(uy,) fs(u,)—camino contenido en F,, digamos
Cj. Asi, concluimos que Cy = (z, fr(u,) ) UCHU (fs(un), 2) es un xz—camino contenido
en S,, demostrando que 5, es un conjunto fuerte de H.

De la afirmacion 1 y la afirmacion 2, se prueba que & es una particién en con-
juntos semidominantes interiores fuertes, por lo que |&| < d_;(H) y debido a que
n=min{|V(D;)||i € {1,2,...,p} }, concluimos nuestra demostracién.

0

En la siguiente figura se muestra el ejemplo de una digrafica fuerte no trivial D y una
familia de digraficas o = [Dy, D5}, asi como su composicién D & a y una particiéon de
sus vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes con tres elementos. A saber,
los conjuntos S; = {vy,u1}, S = {ve,us} vy Sz = {v3,u3,v4} son los elementos de una
particién de V(D & «) en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Con ayuda de la proposicion 5.2.5 podemos construir una familia de digraficas para las
cuales su nimero de vértices y su nimero semidomatico interior fuerte esté dado.

110



Dea

e
vy
— ¢ u,
Ve Va
v v
o I
) u,
V3
e = u
3
D Uy ]
2 Vg
Uy
[ ]

Fig. 5.2.3: Ejemplo de una digréfica D y una sucesién de digraficas o para la cual d(D®a)>3.

Corolario 5.2.1 Si {m,p} C N son tales que 0 < m < p/2, entonces existe una
digrafica D con p vértices tal que d_;(D) = m.

Demostracion.

Sean {m,n} € N tales que 0 < m < p/2, notemos que debido a que m < p/2,
tenemos que 2 < p. En el caso en que m = 1, C), satisface que ds_f(Cp) = m, supongamos
ahora que m > 2.

Debido a que m < p, por el algoritmo de Euclides existen {¢,r7} C N tales que
p=mqg+rconq#0ym>r>0. Consideremos H = C,. Por la hip6tesis m < p/2,
tenemos que g > 2, por lo que D esta bien definida.

Sean D; digraficas con m vértices tal que F(D;) = (), para todai € {1,2,...,q—1},
D, una digrafica con m+r vértices tal que F(D,) =0, a = [Dy, Do, ... D] la coleccién
de dichas digraficas y D = H @ « su composiciéon con H. Afirmamos que D es la
digréfica deseada. Notemos que

VD) =3 VD)l = 3 IV(D)+ V(Do) = (g = 1)m - m 47 = gm +1 = p.

Es decir, D tiene p vértices.

Por otro lado, afirmamos que ds_f(D) = m. Debido a la proposicion 5.2.5 tenemos
que m < d;(D), por lo que bastard demostrar que d_;(D) < m. Ya que D; es una
digrafica sin flechas, si i # ¢ — 1, para todo z € V(D;), 5(x) =m y sii=q— 1, para
todo z € V(D,-1), 6},(z) = m + r, en particular, tenemos que 6 (D) = m.

Ademas, hay que hacer ver que ningin vértice de D es absorbente, pues ya que
F(D;) =0y |V(D;)| > 2, ningtin vértice x € V(D;) absorbe a los otros vértices de D;
para todoi € {1,2...,q}, porlo cual, d;(D) < 6T (D), como lo establece la proposicion
4.1.3, concluyendo que d_;(D) < m.
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Con ello, tenemos que D es una digrafica con p vértices tal que ds_f(D) = m, termi-
nando nuestra demostracién.

O

En la figura 5.2./ se ejemplifica la construcciéon propuesta en corolario 5.2.1. En ella
se muestra una digrafica con diez vértices cuyo nimero semidomaético interior es tres.
Consideramos a D = (5, Dy y Dy dos digraficas sin flechas con tres vértices cada
una y D3 una digréfica sin flechas con cuatro vértices, si a« = [Dq, Do, D3], entonces
la digrafica D @ « tiene diez vértices y d;( D & a) = 3. En esta misma digrafica, el

conjunto {{z1,y1, 21}, {x2,y2, 22}, {23, Y3, 23, 24} } €s una d,;—particién de D & a.

. u D®a
D :
us ;\\é(‘u‘i\ ‘—6‘"‘_ '
D. X %2 % é‘:\\\““‘\".’
N\
D, « 2 % ‘\\\@ Y/
D3 O 2.3 z:

Fig. 5.2.4: Digréfica con diez vértices y niimero semidomatico interior fuerte igual a tres, construida
a partir del corolario 5.2.1.

Anteriormente, en la seccion referente a digraficas semidomaticas interiores fuertes criti-
cas del capitulo 4, se habia establecido una familia de digraficas semidomaéticas interiores
fuertes criticas cuyo nimero semidomatico interior fuerte esté dado, sin embargo, di-
cha familia se encontraba restringida por la relacion 2n = p, donde p es el nimero de
vértices de D y n = ds_f(D). Con la proposicién anterior, podemos exhibir una nueva
familia de digraficas semidomaticas interiores fuertes criticas.
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Proposicion 5.2.6 Sip € N es al menos dos, entonces para todo divisor de p mayor
a uno existe una digrdfica semidomdtica interior fuerte critica con p vértices tal que
d_;(D) =n.

Demostracion.

Sea p € N mayor o igual a dos y n > 1 divisor de p. Si p = n, tenemos que D = K,
satisface que ds_f(D) = py D es semidomatica interior fuerte critica, pues para toda
a € F(D),dt(D—a)=p—2yporel lema 4.1.2, d;(D—a) < 0T (D —a)+1 siguiéndose
de ello que d¢(D —a) < (p—2) +1=p—1, es decir, d;(D — a) <p.

Supongamos ahora que n # p. Como n es divisor de p, existe s € N tal que
p = ns y por ser m # p, concluimos que s > 2. Si consideramos a D = (s y
a = [Dy, Dy, ..., D,] es una familia con s digraficas de n vértices cada una y F(D;) = ()
para todo i € {1,2,...,s}, por la proposicién anterior, se concluye que H = D & «
satisface el tener p vértices y ds_f(H ) = n. Ahora sé6lo bastara ver que H es efectivamente
una digrafica semidomatica interior fuerte critica.

Primero demostraremos que H — a es fuerte para toda a € F(H). Esto es vélido
gracias a que las nicas flechas existentes en H son de la forma (u,v) con u € V(D;) y
v € F(D;y1) coni # sodelaformaue V(D,)ywveV(Dy),conello,si(u,v) € F(H),
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que u € V(D;) y v € V(D;41). Dado
que n > 2, escogemos por cada D; un vértice z; distinto de v y v, en cuyo caso, por
el lema 5.2.2, tenemos que H[{z1,zs,...,25}] es un ciclo C en H y por eleccién de
los elementos x; con j € {1,2,...,s}, C es un ciclo en H — a, a partir de este hecho,
podemos decir que (u,z;41) U C U (x;,v) es un uv—camino en H — a, por lo que H —a
es fuerte para toda a € F(H).

Ahora sélo restard demostrar el que d_;(H — a) < n para toda a € F(H), esto lo
haremos con ayuda de la proposicion 4.2.3. Sea & = {S1, S, ..., S, } una d_;—particién
arbitraria de H.

Usando el hecho de que los conjuntos V' (D;) son independientes en H para toda
i€ {1,2,...,s}, los caminos cerrados mas pequenos en H son ciclos con al menos s
vértices, a saber, aquellos formados por un representante de cada digrafica Df, por lo
que cualquier conjunto fuerte de H debe tener al menos s elementos, en particular,
cada conjunto de & tiene al menos s vértices, sin embargo, como |&| =ny p = ns, los
conjuntos en & tienen exactamente s elementos, concluyendo H[S;] es un ciclo, para
toda i € {1,2,...,n}. Derivandose de esto, la digrafica H[S;] — a no es fuerte para
cualquier a € F(H[S;]), satisfaciéndose el inciso (a) de la proposicion 4.2.3.

Por otro lado, como |S;| = s y |8| = n, tenemos que |S; N V(D;)| = 1 para
toda ¢ € {1,2,...,n} y para toda j € {1,2,...,s}, por lo cual, si x € V(H)\ S; y
suponiendo, sin pérdida de generalidad que x € V(D;), existe un tnico vértice en S;, a
saber y € S; N D; tal que (x,y) € F(H), satisfaciéndose también el inciso (b) de la
proposicion 4.2.5.

Por la proposicion 4.2.3, H es semidomatica interior fuerte critica.
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A continuacion se muestra el ejemplo de una digrafica semidomética interior fuerte
critica con nueve vértices construida a partir de la composicién de digraficas y cuyo
nimero semidomatico interior fuerte es tres. En nuestro caso, consideramos D = (f,
a es una familia de dos digraficas sin flechas con tres vértices cada una y D & « su
composicién. En el ejemplo mostrado, tenemos que los conjuntos S; = {uy, vs, w3},
Sy = {ug, v, w1} y S3 = {ug, vs, ws}, son una d,;—particién de V(D& a).

Fig. 5.2.5: Ejemplo de una digrafica semidomética interior fuerte critica con nueve vértices y ntimero
semidomatico interior fuerte igual a 3.
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Capitulo 6.

Digraficas Asociadas.

En el capitulo anterior se habl6 sobre el niimero superior de absorbencia por conjuntos
semicompletos y el nimero semidomatico interior fuerte en operaciones de digraficas,
se buscaron condiciones necesarias y suficientes para establecer cuando el producto y
la composicion de digraficas tenfan una particién de sus vértices en conjuntos semido-
minantes interiores fuertes o un conjunto absorbente semicompleto y con ésto logramos
acotar inferiormente el nimero semidomatico interior fuerte y el nimero de absorben-
cia por conjuntos semicompletos de dichas operaciones. En este capitulo ofreceremos
un analisis similar en digraficas asociadas. Se mostraran resultados referentes a orien-
taciones de la grafica de lineas de cierta familia de graficas para generar un conjunto
absorbente semicompleto en dichas orientaciones, también exhibiremos resultados para
la digrafica de lineas y a partir de los resultados obtenidos del nimero semidomati-
co interior fuerte en esta digrafica asociada, podremos recuperar informacion en las
digraficas media y total.

En este punto, recordemos que la proposicion 4.1.3 establece que si una digrafica
fuerte no tiene vértices absorbentes, entonces d_;(D) < §*(D), ésto con la intencién de
facilitar al lector el acceso a este resultado probado en el Capitulo 4, pues en demos-
traciones posteriores, serd citado frecuentemente.

6.1. Orientaciones de la Grafica de Lineas.

Una de las cotas para el nimero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos
que mostraremos estd relacionado con las orientaciones que podemos dar a la grafica de
lineas de cierta familia de graficas. Recordemos que si G es una grafica arbitraria y G
es una subgrafica de G isomorfa a K ,, para algin m > 1, entonces las aristas de G
inducen un clan en L(G) como se mostro en el lema 1.1.1, con esto, por cada vértice x
de G, el conjunto de aristas que inciden en z inducen un clan en L(G).

Es natural preguntarse si es posible orientar a la grafica de lineas de tal forma que
alguno de estos clanes sea un conjunto absorbente semicompleto. En los enunciados
siguientes mostraremos que esto es posible bajo ciertas condiciones de la grafica, para
auxiliarnos en esa demostracion, enunciaremos antes un par de lemas.
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Lema 6.1.1 Sean G una grdfica arbitraria y m > 3. G tiene una subgrdfica isomorfa
a K1 para algin m natural, tal que toda arista de G es adyacente a alguna arista de
dicha subgrdfica si y solo si la grifica de lineas de G tiene un clan dominante con m
vértices.

Demostracion.

Demostraremos primero la suficiencia del lema.

Sean GG una grafica y m > 3. Supongamos que G contiene una subgrafica isomorfa
a Ki,,, digamos Gy, tal que toda arista de G es adyacente a alguna arista de Gj.
Afirmamos que A(G) es un clan dominante en L(G).

Para demostrar que A(G;) es un conjunto absorbente en L(G), consideremos
a € V(L(G)) \ A(G1) arbitrario; dado que toda arista de G es adyacente a alguna
arista de G, entonces existe ¢ € A(Gy) tal que a y ¢ son adyacentes en GG, por lo cual,
(a,c) € F(L(Q) ), concluyendo que A(G1) es un conjunto absorbente en L(G). Por otro
lado, como K, = Gy, entonces L( G, ) = K, como lo establece el lema 1.1.2, por lo
que A(G4), vistas como vértices de L(Gy) son un clan dominante en L(G).

Ahora demostraremos la condicién necesaria del enunciado.

Sean G una gréafica y m > 3, supongamos que L(G) tiene un clan dominante con
m vértices, digamos C. Dado que m > 3 por el lema 1.1.2, G[V(C)] = K1, més atln,
como V(C') es un conjunto absorbente en L(G), toda a € V( L(G) )\ V(C) es dominada
por algin elemento ¢ € V(C), por lo cual, toda arista de G es adyacente a alguna arista
en G[C], concluyendo la demostracion.

O

El lema 6.1.1 caracteriza a las graficas cuya grafica de lineas tiene un clan dominante
y a partir de ésto podemos establecer una cota respecto al nimero de dominacién por
clanes de la gréafica de lineas, como se muestra en el siguiente lema.

Lema 6.1.2 Sea G una grifica tal que su grifica de lineas tiene un clan dominante, si
S es un clan dominante en L(G) con al menos cuatro vértices, entonces |S| < A(G).

Demostracion.

Sean G una gréfica, L(G) su gréfica de lineas y S un clan dominante de L(G) con
m > 3 vértices. Por el lema 1.1.2 se deduce que G tiene una subgrafica isomorfa a K ,,,
digamos H, para algin m natural. De esto ultimo se sigue que en H existe un vértice
de grado m, por lo que m < A(H) y en particular, m < A(G), es decir, |S| < A(G).

O
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Notemos que en general, si G es una gréfica tal que L(G) tiene un clan dominante, no
necesariamente una orientacién de L(G) tendra un conjunto absorbente semicompleto,
como se muestra en la figura 6.1.1, pues en la orientacion D se tiene que el vértice a
es de exgrado cero, es decir, no es absorbido por ningin vértice, por lo que debe ser
parte de cualquier conjunto absorbente semicompleto, sin embargo, los tinicos conjuntos
absorbentes semicompletos a los que pertenece a son los subconjuntos no vacios de
{a,b, f} y ninguno de ellos absorbe a d.

G L(G) D

Fig. 6.1.1: No cualquier orientacién de la gréfica de lineas tiene un conjunto absorbente semicompleto.

Sin embargo, con el lema 6.1.2 es facil establecer, dada una grafica G cuya grafica de
lineas tenga un clan dominante, una cota para el nimero de absorbencia por conjuntos
semicompletos de algunas orientaciones de L(G).

Proposicién 6.1.1 Si G es una grdfica tal que su grdfica de lineas tiene un clan do-
minante con al menos cuatro vértices, entonces existe una orientacion D de L(G) tal

que T'eas(D) < A(G).

Demostracion.

Sean G una grafica, L(G) su grafica de lineas y S un clan dominante en L(G) de
cardinalidad méxima. Dado que S es un conjunto dominante en L(G), para toda
a € V(L(G)) \ S existe s(a) € S tal que (a,s(a)) € A(L(G)). Consideremos a D
como una orientaciéon de L(G) de tal forma que las aristas (a, s(a)) tengan direccién
de a hacia s(a) y la direccién de las demés aristas sea arbitraria.

Con la orientacion D, el conjunto S es absorbente en D, y ademads, por ser S un
clan en L(G), S es un conjunto semicompleto en D, concluyendo que S es un conjunto
absorbente semicompleto de D.

Por esto ltimo, |S| < ['es(D). Afirmamos que I'.os(D) < |S], pues en caso contrario
existirfa en D un conjunto absorbente semicompleto S’ tal que |S| < |S’|, pero por ser
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D una orientacién de L(G), S” es un clan dominante en L(G), lo cual no es posible pues
S es de cardinalidad méxima en L(G) y |S| < |S’|, mostrando asi que la desigualdad
[Ceas(D) < |S| es cierta, concluyendo que I'eys(D) = |S].

Debido a que L(G) tiene un clan dominante con al menos cuatro vértices y ser S
un conjunto de cardinalidad maxima, del lema 6.1.2 se sigue que |S| < A(G), es decir,

FCGS(D) S A(G)

O

Aunque la proposicion 6.1.1 exhibe una cota superior para el nimero superior de
absorbencia por conjuntos semicompletos de algunas orientaciones de una grafica de
lineas, esta cota no necesariamente es justa, como se muestra en la figura 6.1.2: El
grado maximo de G es cinco, sin embargo, los tnicos clanes dominantes en L(G) son
{b, e, ¢} y {b, e, ¢, d}, por lo cual, para cualquier orientacién D de L(G) se tendra que
Tes(D) < A(G).

@ L(G)

Fig. 6.1.2: Ejemplo de una gréfica y su grafica de lineas para la cual la desigualdad de la proposicién
6.1.1 es estricta.

6.2. Digrafica de Lineas.

Una de las digraficas asociadas més estudiadas es la digrafica de lineas. Se han publicado
muchos resultados en cuestiones de dominacién sobre este tipo de digraficas. En un
principio se buscaron condiciones para la existencia de un nicleo en la digrafica de
lineas, recordemos que un niicleo de una digrafica D es un subconjunto de vértices que
es absorbente e independiente. Matus Harminc [16] mostré que es condicién necesaria
y suficiente que una digrafica tenga nicleo para que su digrafica de lineas también lo
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tenga y ademads, el nimero de nicleos en la digrafica es igual al nimero de nticleos en
la digrafica de lineas.

También se ha trabajado el concepto de cuasinicleos: un cuasiniicleo de una
digrafica D es un subconjunto de vértices que es independiente y ademas, para todo
vértice x fuera del cuasintcleo, existe z en el cuasintcleo tal que d(z, z) < 2. Hortensia
Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincén [13] mostraron que el niimero de cuasinicleos
en una digrafica es menor que el nimero de cuasinticleos en su digrafica de lineas.
Aunque estos primeros trabajos se desarrollan sobre conjuntos independientes, poste-
riormente algunos autores como T. Hasunuma y M. Otany [18] trabajan con conjuntos
dominantes en la digrafica de lineas dejando de lado la independencia del conjunto y
prestando atencién a la conexidad del mismo.

En el ambito de los conjuntos semicompletos, mostraremos que la digrafica de lineas
solo puede tener subgraficas semicompletas con a lo més tres vértices, acotando asi el
numero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos de cualquier digrafica de
lineas. En el area de los conjuntos semidominantes interiores fuertes de la digrafica
de lineas lograremos dar una caracterizacion de éstos respecto a ciertos conjuntos de
flechas en la digrafica original.

Definicién 6.2.1 Sea D = (V(D),F(D)) una digrdfica con al menos una flecha,
definimos la digrdfica de lineas de D como la digrdfica L(D) tal que V( L(D)) = F(D)
y dados dos vértices (u,v) y (x,y) en L(D), (u,v) incide en (x,y) en L(D) si y sdlo si
v=uxenD.

A continuacién se muestra el ejemplo de una digréfica D y su digréfica de lineas L(D).

Vs

Fig. 6.2.1: Ejemplo de una digrafica D y su digrafica de lineas L(D).

En el apartado anterior vimos que la forma en que es construida la grafica de lineas
de una grafica G permite generar, por cada vértice z en GG, un clan en L(G) a partir
de las aristas incidentes en x. Esta propiedad no se preserva en la digrafica de lineas.
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Por ejemplo, en la figura 6.2.1 el conjunto de flechas {e, g, d, b}, que tienen en comin
al vértice vy, no induce un conjunto semicompleto en L(D).

En los resultados siguientes mostraremos que la digrafica de lineas de cualquier
digrafica no tiene como subdigrafica al torneo transitivo con tres vértices, y a partir de
esto podremos acotar superiormente el niimero de absorbencia por conjuntos semicom-
pletos de cualquier digréafica de lineas.

Lema 6.2.1 Si D es una digrdfica arbitraria y L(D) su digrdfica de lineas, entonces
L(D) no contiene al torneo transitivo con tres vértices como subdigrdfica.

Demostracion.

Sean D una digréfica, L(D) su digrafica de lineas y supongamos por contradiccién
que L(D) tiene un torneo transitivo con tres vértices, digamos T3, cuyos vértices son
{a, b, c}, supongamos sin pérdida de generalidad que {(a,b), (b,¢c), (a,c)} C F(T3) y que
a = (uy,uz), b= (v1,v2) y ¢ = (wy,ws) con {uy, us, vy, ve, wy, ws} C V(D).

Como (a,b) € F(L(D)), el vértice final de a es el vértice inicial de b, es decir,
uy = vy, andlogamente, como (b,c) € F(L(D)), v = wy y como (a,c) € F(L(D)),
uy = wi. De las igualdades v, = wy y us = w; se sigue que vo = ug, con ésto y la
igualdad uy = v tenemos que v = vy, concluyendo que b es de la forma (v, v1), lo cual
no es posible. Por lo tanto, L(D) no tiene al torneo transitivo con tres vértices como
subdigrafica.

O

A partir de ello, afirmamos que el conjunto semicompleto mas grande por cardinalidad
en la digrafica de lineas de cualquier digréfica tiene a lo mas tres vértices, como se
mostrara en el lema 6.2.2.

Lema 6.2.2 Si D es una digrdfica cuya digrafica de lineas tiene un conjunto semicom-
pleto S, entonces |S| < 3.

Demostracion.

Sea D una digrafica cuya digrafica de lineas tiene un conjunto semicompleto. De-
mostraremos por contradiccion el enunciado: supongamos que existe un conjunto semi-
completo S tal que |S| > 4. Sea S; = {w, x, u, z} C S un conjunto de cuatro vértices.
Notemos que por ser S un conjunto semicompleto, entonces S; es también un conjun-
to semicompleto. Por el lema 6.2.1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
{(w, ), (z,2),(z,w)} € F(L(D)). Consideremos dos casos sobre la orientacién de la
flecha entre z y u.
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Caso 1. (z,u) € (F(L(D)).

En tal caso, sin importar la orientacion de la flecha entre w y u, se tiene que

(L(D))[{w, u, z}] contiene al torneo transitivo de tres vértices, lo cual es una con-
tradiccion al lema 6.2.1.

=@ X
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Caso 2. (u,z) € F(L(D)).

En este caso, sin importar la orientacién de la flecha entre x y u, se tiene que

el conjunto (L(D)[{u,x, z}] contiene al torneo transitivo de tres vértices, lo cual es
imposible por el lema 6.2.1.

Del caso 1 y el caso 2, vemos que cualquier conjunto semicompleto en L(D) tiene
a lo més tres vértices, por lo cual |S| < 3.

O

El lema 6.2.2 muestra que buscar conjuntos absorbentes semicompletos en la digrafica
de lineas se reduce a encontrar vértices absorbentes, aristas absorbentes o ciclos ab-

sorbentes con tres vértices, por lo que, en lo que respecta a la digrafica de lineas y
conjuntos absorbentes semicompletos, sélo estableceremos una proposicion:
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Proposicion 6.2.1 Si D es una digrafica tal que su digrdfica de lineas tiene un con-
Junto absorbente semicompleto, entonces T oqs( L(D)) < 3.

Demostracion.

Sea D una digrafica tal que su digrafica de lineas tiene un conjunto absorbente
semicompleto. Por el lema 6.2.2 tenemos que si S es un I',,s-conjunto de L(D), entonces
|S| < 3, concluyendo que T'.s( L(D)) < 3.

0

Para introducirnos a la teoria del niimero semidomaético interior fuerte en la digrafica de
lineas analizaremos un par de propiedades en dicha digrafica encaminadas a asegurar la
conexidad fuerte de la digrafica de lineas para poder tener una particion de sus vértices
en conjuntos semidominantes interiores fuertes. En primer lugar observemos que en la
figura 6.2.2 tenemos que C' = (u,v,z,y,z) es un camino en D que pasa por las flechas
a, d, g v h en ese orden, si prestamos atenciéon a dichas flechas en la digrafica de lineas,
podemos notar que la secuencia (a,d, g, h) es un camino de a hacia b en L(D), es decir,
un camino en D nos induce un camino de la flecha inicial a la flecha final de dicho
camino en L(D). Esta propiedad serd de utilidad y quedard establecida en el siguiente
lema.

D L(D)

Fig. 6.2.2: Existe una relacién entre los caminos de una digréifica y los caminos de su digréfica de
lineas.
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Lema 6.2.3 Sean D una digrdfica y L(D) su digrdfica de lineas, si existe un uv—camino
en D con {u,v} C V (D), entonces para cualquier a € F(D) cuyo vértice final sea u y
cualquier b € F(D) cuyo vértice inicial sea v, eziste un ab—camino en L(D).

Demostracion.

Sean D una digrafica, Cy = (u = zg,x1,...,2Ty_1,2, = v) Un ywv—camino en D,
{a = (z,u),b = (v,y)} C F(D) dos flechas cuyos vértice final e inicial son u y v
respectivamente y L(D) la digrafica de lineas de D. Si definimos ¢; = (24, z;41) para
toda i € {0,1,...,n — 1},de la definicién de adyacencia en L(D) se sigue que
C" = (cp,C1, .-+, Cpn_1) €S UN CoC,—_1—camino en L(D), mas ain, por ser u el vértice final
de a y vértice inicial de ¢y y por ser v el vértice final de ¢,_; y vértice inicial de b,
tenemos que C” = (a,co)U C" U(¢p—1,b) es un ab—camino en L(D), demostrando asi el
lema.

O

Utilizando nuevamente la figura 6.2.2, notemos que el camino C’ = (e, d, g, h, f,b,a) en
la digrafica de lineas induce un camino entre el vértice inicial de e y el vértice final de
a, es decir, el camino que pasa por las aristas e, d, g, h, f, by a en D es un yv—camino.
Esto sucede en general y se demuestra a continuacion.

Lema 6.2.4 Sean D una digrifica y L(D) su digrdfica de lineas, si existe un ab—camino
en L(D) con{a,b} CV(L(D)), entonces existe un camino del vértice inicial de a hacia
el vértice final de b en D.

Demostracion.

Sean D una digrafica, L(D) su digrafica de lineasy Cy = (a = ¢g,¢1, ..., Cp_1,Cn = b)
un ab—camino en L(D). Supongamos que ¢; = (z;,y;) con {z;,y;} C V(D). Debido a
que (¢, ¢i41) es una flecha de L(D) para toda i € {0,1,...,n — 1}, por definicién de
adyacencia en L(D), el vértice final de ¢; es el vértice inicial de ¢; 41, es decir, y; = x;11
i€{0,1,...,n—1}, de este modo, C' = (xg, 1, T2, ..., Tpn_1,Tn, Yn) €S UN LY, —CaMino
en D, donde zq es el vértice inicial de a y v, es el vértice final de b.

O

La interpretacion intuitiva de los dos lemas anteriores es el poder encontrar caminos
entre flechas en la digrafica de lineas a partir de la existencia de caminos entre los
vértices de la digrafica original, mas atn, si la digrafica original fuese fuerte, entonces
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su digrafica de lineas seria fuerte y con ello podemos asegurar la existencia de una
particion de sus vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Proposicién 6.2.2 Si D es una digrdfica fuerte no trivial, entonces su digrdfica de
lineas es fuerte.

Demostracion.

Sea D una digrafica fuerte, L(D) su digréafica de lineas y {a,b} C V( L(D) ) vértices
arbitrarios. Si w es el vértice final de a y v es el vértice inicial de b, por ser D fuerte
existe un uv—camino en D, en cuyo caso, por el lema 6.2.3, existe un ab—camino en
L(D), concluyendo que L(D) es fuerte.

O

Aunque es condicion suficiente el que una digrafica sea fuerte para que su digrafica de
lineas también lo sea, el reciproco no necesariamente es verdadero. Un ejemplo de ésto
se muestra en la figura 6.2.3. Notemos que en la digrafica D existe un vértice aislado
xg, por lo que no es fuerte pero su digrafica de lineas L(D) si lo es.

D L(D)
XO 8
L

Fig. 6.2.3: Ejemplo de una digréifica D que no es fuerte, pero su digrafica de lineas L(D) sf lo es.
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A pesar de lo anterior, agregando una sencilla hipdtesis tenemos que es suficiente el que
la digrafica de lineas sea fuerte para que la digrafica original también lo sea.

Proposicién 6.2.3 Si D es una digrdfica sin vértices aislados y su digrdfica de lineas
es fuerte no trivial, entonces D es fuerte.

Demostracion.

Sean D una digréfica sin vértices aislados tal que su digrafica de lineas L(D) es
fuerte no trivial y {u,v} C V(D) arbitrarios. Primero mostraremos que u tiene exgrado
al menos uno y v tiene ingrado al menos uno, con ello y con ayuda del lema 6.2.4
concluiremos lo deseado.

Afirmacién 1. El exgrado de v en D es al menos uno.

Debido a que D no tiene vértices aislados, existe al menos una flecha a de la forma
a = (u,z) o a = (r,u) con z € V(D). Si a = (u,z), la afirmacién es cierta. En
caso de que a = (z,u), por ser L(D) fuerte no trivial, existe b € V(L(D)) tal que
(a,b) € F(L(D)) y por definicién de adyacencia en la digrafica de lineas, el vértice
inicial de b es u, demostrando con ello que el exgrado de u es al menos uno.

Afirmacién 2. El ingrado de v en D es al menos uno.

Debido a que D no tiene vértices aislados, existe al menos una flecha a’ de la forma
a = (v,x) od = (z,v) conz € V(D). Si a = (z,v), la afirmacién es cierta. En caso
de que o' = (v,z), por ser L(D) fuerte no trivial, tenemos que existe v € V(L(D))
tal que (b',a’) € F(L(D)) y por definicién de adyacencia en la digrafica de lineas, el
vértice final de b’ es u, demostrando con ello que el ingrado de u es al menos uno.

Gracias a las afirmaciones anteriores, podemos asegurar la existencia de dos flechas
co vy ¢1 tales que el vértice inicial de ¢y es u y el vértice final de ¢; es v. Ademas, por ser
L(D) fuerte, existe un ¢oc;—camino en L(D) y por el lema 6.2.4 existe un uv—camino
en D, concluyendo la demostracion.

O

Con las proposiciones anteriores tenemos condiciones necesarias y suficientes para que
la digrafica de lineas tenga una particion de sus vértices en conjuntos semidominantes
interiores fuertes y asi podemos empezar a establecer cotas para el nimero semidomatico
interior fuerte de la digrafica de lineas.

Sin embargo, dicho niimero no se encuentra relacionado con el niimero semidomatico
interior fuerte de la digréfica original, es decir, si D es una digrafica arbitraria y L(D)
es su digrafica de lineas, no necesariamente se satisface que d_;(D) < d_( L(D) ) o que
d;;(L(D)) < d.(D). El ejemplo de que la primera desigualdad no siempre es verdadera
se exhibe en la figura 6.2.4 en donde ds_f(D) = 2, pero por satisfacer el vértice b en
L(D) las condiciones del lema 4.1.5, es decir, N~ (x) = {b} para todo x € N*(b),
se tiene que d_;(L(D)) = 1. Con ello se muestra que en general no se satisface que
d,/(D) < d/(L(D)).
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Fig. 6.2.4: Ejemplo de una digréfica D y su digréfica de linas L(D) para la cual d_; ( L(D) ) < d_;(D).

En la figura 6.2.5 se ejemplifica el que la desigualdad d_;( L(D) ) < d_;(D) tampoco
es cierta en general, pues ds_f(D) = 1, ya que por no tener vértices absorbentes,
d;;(D) < 67(D) = 2, pero no es posible exhibir una particién de V(D) con dos ele-
mentos en conjuntos semidominantes interiores fuertes, ya que de ser asi, alguno de los
elementos de la particion tiene tres vértices y por ser dicho elemento fuerte, debe de
tratarse de una trayectoria simétrica de longitud tres, en cuyo caso, uno de sus vértices
no es absorbido por el otro elemento de la particién, a saber el vértice intermedio de la
trayectoria, por lo cual d_;(D) = 1. Sin embargo, en su digrafica de lineas L(D) tenemos
que & = {{ay,as,as, as,as}, {b1,ba, b3, by, b5} } es una particién en conjuntos semidomi-
nantes interiores fuertes, concluyendo que 2 < d_(L(D)) y asf d;(D) < d_( L(D) ).

D L(D)

Fig. 6.2.5: Ejemplo de una digréfica D y su digréfica de lineas L(D) parala cual d_; (D) < d_;( L(D)).
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Aunque en general no es posible relacionar el nimero semidomaético interior fuerte
de una digréafica y el niimero semidomatico interior fuerte de su digréafica de lineas, si es
posible establecer una relacién entre los conjuntos semidominantes interiores fuertes de
la digréfica de lineas con algunos conjuntos de la digrafica original.

Notemos, por ejemplo, que en la digrafica de lineas mostrada en la figura 6.2.6 el
conjunto A = {ay,as, ag, az,ag} es semidominante interior fuerte en L(D) y ademas
este mismo conjunto visto como subconjunto de las flechas de D, induce un factor de
D fuerte, es decir, la digrafica inducida por A en D es generadora y fuerte.

Anélogamente, si tomamos un factor fuerte en D, el conjunto de flechas de dicho
factor en L(D) es un conjunto semidominante interior fuerte, por ejemplo, el conjunto
de flechas A" = {as, as, a4, as,a7,as} es tal que la digréfica inducida en D por dicho
conjunto es generadora de D y ademds, es fuerte. Observemos que A’, visto como
subconjunto de los vértices de L(D), es un conjunto semidominante interior fuerte de

L(D).

D L(D)

Fig. 6.2.6: Ejemplo de una digrafica D y su digrafica de lineas L(D) donde se muestra la relacién
entre un conjunto semidominante interior fuerte en L(D) y D.

Esta observacion no tunicamente es valida en el ejemplo antes mencionado, sino que
puede ser demostrada en general. Para facilitar dicha demostracion introduciremos una
definicién y algunos resultados previos que auxiliaran al desarrollo del enunciado.

Definicién 6.2.2 Sean D una digrdfica fuerte no trivial y E C F(D). Decimos que F
es una cubierta fuerte generadora de D si la digrdfica inducida por el conjunto de
flechas E es un factor fuerte de D.
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Definimos el numero de cubiertas fuertes generadoras de D, denotado por
A(D), como el mdzximo de los cardinales de las particiones de F(D) en cubiertas fuertes
generadoras, es decir:

A(D) = maz{|§||§ es una particion de F(D) en cubiertas fuertes generadoras}.

Si una particion P de F(D) en cubiertas fuertes generadoras tiene A(D) elementos,
diremos que P es una A—particion de D.

Hay que notar que cualquier digrafica fuerte no trivial tiene una particién de sus flechas
en cubiertas fuertes generadoras, a saber, la particiéon unitaria que consta del conjunto
de flechas de la digrafica, por lo que cualquier digréfica fuerte no trivial tiene su niimero
de cubiertas fuertes generadoras bien definido.

Cabe senalar que existen resultados referentes a estructuras similares a las cubiertas
presentadas en la definicion 6.2.2, algunos autores, como son Qun-Cuan Zang [26], Jor-
gen Bang-Jensen [2], 3], [4] Gregory Gutin [2], [3], [14], Jing Huang [3], Y. Manoussakis
[21] y Anders Yeo [25] han trabajado en la bisqueda de factores hamiltonianos de una
digrafica, ésto es un caso particular de las cubiertas fuertes generadoras pues las flechas
de cualquier factor hamiltoniano de una digrafica es una cubierta fuerte generadora de
la misma.

Mas atn, los autores Nash y Williams [22], [23] han buscado factorizaciones de
familias de digréaficas regulares en ciclos hamiltonianos, lo que puede interpretarse como
un caso particular de particiones de las flechas de la digréfica en cubiertas fuertes
generadoras y con ello, particiones de los vértices de la digrafica de lineas en conjuntos
semidominantes interiores fuertes.

Los siguientes lemas son referentes a propiedades de la digrafica de lineas, que seran
de utilidad durante la demostracion del teorema 6.2.1 que establece la relacién entre

d;(L(D))y A(D).

Lema 6.2.5 Sean D una digrdfica y L(D) su digrifica de lineas. Si A C F(D) es no
vacio, entonces L(D)[A] = L( D[A]).

Demostracion.

Sean D una digrafica, L(D) su digrafica de lineas, A C F(D) no vacio,
K = L(D)[A]y H = L( D[A] ). Notemos primero que la igualdad entre los vértices de K
y H es verdadera pues V(K) = Ay V(H) = F(D[A]) = A, por lo cual, V(K) =V (H).
Ahora sélo faltara ver la igualdad entre las flechas de Ky H.

Si consideramos (a, b) € F(H) tenemos, por definicién de adyacencia en la digréfica
de lineas, que el vértice final de a es el vértice inicial de b, en cuyo caso,
(a,b) € F(L(D)), ya que a y b son elementos de V(K) se sigue que (a,b) € F(K),
concluyendo que F(H) C F(K). Para demostrar la segunda contencién de conjuntos,
tenemos que si (a,b) € F(K), en particular (a,b) € F(L(D)) esto implica que el
vértice final de a y el vértice inicial de b son los mismos, pero por ser a y b elementos
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de A se sigue que a y b son flechas de D[A], en tal caso, mostramos que (a,b) € F(H)
concluyendo que F(K) C F(H) exhibiendo la igualdad entre las flechas de ambas
digraficas.

O

Con el lema anterior podemos relacionar a las cubiertas fuertes generadoras no triviales
de una digrafica y los conjuntos semidominantes interiores fuertes de su digréafica de
lineas:

Proposicién 6.2.4 Sean D wuna digrdfica fuerte, L(D) su digrdfica de lineas y
A C F(D) con al menos dos elementos. A es un conjunto semidominante interior
fuerte de L(D) si y solo si A es una cubierta fuerte generadora de D.

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte no trivial y L(D) su digréfica de lineas. Mostraremos
primero la condicién necesaria de la proposicion.

Supongamos que A C F'(D) es una cubierta fuerte generadora de D con al menos
dos elementos. Dado que A C F(D), en particular A C V( L(D) ), por lo que sélo hace
falta demostrar dos afirmaciones:

Afirmacién 1. A es un conjunto semidominante interior de L(D).

Sea a = (u,v) € V(L(D)) \ A un vértice arbitrario. Debido a que D[A] es una
digréfica generadora de D, se tiene que v € V(D[A]), ademds, por ser D[A] fuerte
no trivial, tenemos que existe b € F(D[A]) = A tal que b es de la forma b = (v, x)
con x € V(D[A]), de ello se deduce, por definicién de adyacencia en L(D), que
(a,b) € F(L(D) ), concluyendo que A es absorbente en L(D).

Afirmacién 2. A es un conjunto fuerte de L(D).

Como D[A] es fuerte, por la proposicion 6.2.2 tenemos que L( D[A] ) es fuerte y por
el lema 6.2.5 tenemos que L(D) [A] = L( D[A]) concluyendo que L(D) [A] es fuerte, es
decir, A es un conjunto fuerte de L(D).

De la afirmacion 1 y la afirmacion 2 demostramos que A es un conjunto semido-
minante interior fuerte de L(D).

Ahora procederemos a demostrar la condicion de suficiencia de la proposicion.

Sea A C V(L(D)) un conjunto semidominante interior fuerte de L(D). Como
A CV(L(D)), tenemos que A C F(D), por lo que sélo restard demostrar dos afirma-
clones:

Afirmacién 3. D[A] es una digrifica generadora de D.

Bastard ver que para todo u € V(D) existe una flecha en A tal que el vértice u
es vértice inicial o final de dicha flecha. Como D es fuerte no trivial, existe a € F(D)
tal que u es vértice final de a, es decir, a = (z,u) para algin = € V(D). Si tenemos
que a € A hemos terminado lo que deseabamos demostrar. En caso contrario, si
a € F(D)\ A, por ser A un conjunto absorbente en L(D), tenemos que existe b € A tal
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que (a,b) € F(L(D)), pero por definicién de adyacencia en L(D), concluimos que el
vértice inicial de b es el vértice final de a = (x,u) y asi demostramos que D[A] es una
digrafica generadora.

Afirmacién 4. D[A] es fuerte.

Ya que A es un conjunto fuerte de L(D), tenemos que L(D) [A] es fuerte y debido a la
igualdad L(D)[A] = L(D[A]), demostrada en el lema 6.2.5, concluimos que L( D[A])
es fuerte. Ademads, como A tiene al menos dos elementos, L( D[A] ) es no trivial y por la
definicién de D[A], ningin vértice en D[A] es un vértice aislado, pues cualquier vértice
en D[A] es vértice inicial o final de alguna flecha en A. De ello tenemos que D[A] y
L( D[A]) satisfacen las hipétesis de la proposicion 6.2.3, siguiéndose asi que D[A] es
fuerte.

De la afirmacion 3 y la afirmacion 4 concluimos que A es una cubierta fuerte
generadora de D.

O

Lema 6.2.6 Si D es una digrdfica fuerte con al menos tres vértices, entonces L(D) no
tiene vértices absorbentes.

Demostracion.

Sean D una digréfica fuerte con al menos tres vértices, L(D) su digréfica de lineas y
a = (u,v) € V(L(D) ) arbitrario, mostraremos que a no es absorbente en L(D). Debido
a que D tiene al menos tres vértices, existe w € V(D) \ {u,v} y por ser D fuerte, existe
una vw—trayectoria en D, digamos T' = (v, x1, Za, . . ., Tp, w). Analizaremos dos posibles
casos sobre z;.

Caso 1. z1 # u.

En este caso, tenemos que el vértice final de b = (v, 1) es distinto al vértice inicial
de a, por lo que (b,a) ¢ F(L(D)) y con ello, a no absorbe a b.

Caso 2. 1 = u.

Ya que T es una trayectoria, xo # v, con lo cual, (u,xs) # (u,v), ademds, como no
existen lazos en D, xy # u, por lo que el vértice final de (z1,x2) es distinto al vértice
inicial de (u,v), es decir, a = (u,v) no absorbe a (x1,z5) en L(D) .

Del caso 1 y el caso 2 mostramos que a no es un vértice absorbente en L(D) y
gracias a que a fue arbitrario, L(D) no tiene vértices absorbentes.

O

A partir de los resultados anteriores podemos asegurar la igualdad entre el niimero de
cubiertas fuertes generadoras de una digrafica y el nimero semidomatico interior fuerte
de su digrafica de lineas:
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Teorema 6.2.1 Si D es una digrdfica fuerte con al menos tres wvértices, entonces
d;(L(D)) = A(D).

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte con al menos tres vértices, A(D) su nimero se cubiertas
fuertes generadoras, d_(D) su niimero semidomédtico interior fuerte y L(D) su digréfica
de lineas. Mostraremos primero que A(D) < d_(L(D) ).

Sea § = {F1, Fs,...,Fa} una A—particién de F(D). Por ser § una particién de
F(D), en particular es una particiéon de los vértices de L(D). Ademds, ya que los
conjuntos F; son cubiertas fuertes generadoras de D, cada elemento en § tiene al menos
dos flechas; aplicando la proposicion 6.2.4, F; es un conjunto semidominante interior
fuerte de L(D) para toda ¢ € {1,2...,A}, por lo que § es una particién de V( L(D))
en conjuntos semidominantes interiores fuertes de L(D), siguiéndose de ello el que
1§ < d_;(L(D)), es decir, A(D) < d_;(L(D)).

Para demostrar la segunda desigualdad, consideremos a & = {51, 55,...,Sk} una
d,;—particién de V( L(D) ). Gracias a que & es una particién de los vértices de L(D),
en particular & es una particién de F(D). Por otro lado, al no tener L(D) vértices
absorbentes, como lo establece el lema 6.2.6, cada conjunto S; es un conjunto semido-
minante interior fuerte con al menos dos elementos, por lo que S; es una cubierta fuerte
generadora de D para todo i € {1,2...,k}, como lo enuncia la proposicion 6.2.4. Por
lo anterior, & es una particion en cubiertas fuertes generadoras de D, en cuyo caso
6| < A(D), es decir, d;(L(D)) < A(D) y con ello demostramos la igualdad deseada:
d;(L(D)) = A(D).

O

A partir de la proposicién anterior podemos calcular el nimero semidomatico interior
fuerte de la digrafica de lineas de algunas familias de digraficas.

Corolario 6.2.1 Si D es un ciclo simétrico con al menos tres vértices, entonces:

d;(L(D)) =2.

Demostracion.

Sea D un ciclo simétrico de la forma C = (x1,%s,..., Tk, 7). Denotamos a las
flechas a; = (x4, z;41) para toda i € {1,2...,k — 1} y ar = (2}, z1). Andlogamente,
denotamos b; = (x;41,2;) para toda ¢ € {1,2,...,k — 1} y by = (x1,25). Los
conjuntos A = {ay,ag,...,ar}ty B = {b,by,..., b} son los elementos de una particién
de F(D) tal que D[A] y D[B] son ciclos generadores de D, por lo que 2 < A(D) y por
el teorema 6.2.1 concluimos que 2 < d_;( L(D) ). Por tltimo, como D tiene al menos
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tres vértices, entonces L(D) no tiene vértices absorbentes y por la proposicion 4.1.3,
d.;(L(D)) <d7(L(D)) = 2, concluyendo que d_;( L(D) ) = 2.

O

Corolario 6.2.2 Sean € N, si n es mayor o igual a uno, entonces:

do( L(K2ni1)) = 2n.

Demostracion.

Seann € Nconn > 1, D = Ky, .1 y L(D) su digrafica de lineas. Si considera-
mos la grafica subyacente de D, ésta es la grafica completa con 2n + 1 vértices la cual
es factorizable en n ciclos hamiltonianos, como lo establece el teorema 1.1.5 digamos
C1,Cy, ..., C,. Cada uno de estos ciclos es el representante de un ciclo generador simétri-
co en D, de ello tenemos que por cada ciclo C; = (x1, 9, ..., Torr1,21) en G existen
dos ciclos dirigidos C; = (21, %9, ..., Topr1,71) ¥ C; = (Tant1, Ton, Ton—1, -« -, T1, Topi1)
en D, en tal caso, si A; = F(C;) y A, = F(C;), tenemos que la coleccién
g = {Zl|z € {1,2,...,n} U {ZZM € {1,2,...,n} } } es una particién de F(D) en
conjuntos tales que D[ A;] y D[ A;] son digraficas generadoras fuertes de D, por lo cual,
2n < A(D).

Por otro lado, como D es fuerte con al menos tres vértices, tenemos que L(D) no
tiene vértices absorbentes y por la proposicion 4.1.3 concluimos  que
d_;(L(D)) < 6*(L(D)) = 2n. Para terminar, la igualdad del teorema 6.2.1 establece
que 2n < A(D) =d_;(H) < 2n, por lo cual d_;( L(D) ) = 2n.

0

6.3. Numero Semidomatico Interior Fuerte en las Digraficas
Subdivisién, R(D), Media y Total.

En esta seccién se buscard acotar el nimero semidomaético interior fuerte de algunas
digrafica asociadas a una digrafica dada. La primera digrafica asociada que utilizaremos
serd la digrafica subdivision.

Definicién 6.3.1 Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica, definimos la digrdfica subdi-
vision de D como la digrdfica S(D) donde V(S(D)) =V (D)U F(D) y el conjunto de
flechas de S(D) estd determinado por la exvecindad de sus vértices:

1) Si x € V(D), entonces N;(D)(x) = {(u,v) € F(D)|u = z}.

2) Sia = (z,u) € F(D), entonces N;“(D)(a) = {u}.
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Laidea intuitiva de la construccién de la digrafica subdivisién es sencilla, por cada flecha
en D, digamos (u,v), existird en S(D) un nuevo vértice = representante de esa flecha
y la adyacencia estard dada por (u,z) y (x,v), es decir, la flecha (u,v) se convertird en
una trayectoria de longitud dos en S(D): (u,z,v). En el siguiente ejemplo se muestra
una digrafica junto con su digrafica subdivision.

T Vq Vv

Fig. 6.3.1: Ejemplo de una digrdfica D y su digrafica subdivisién S(D).

La proposicién enunciada a continuaciéon busca condiciones para que la digréafica
subdivisién sea fuerte, esto con la intencion de asegurar la existencia de una particion de
sus vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes y asi comenzar el desarrollo
de nuestra teoria. Debido a que las digraficas asociadas que definiremos posteriormente
tienen como subdigrafica generadora a la digrafica subdivision, la proposicion 6.5.1
auxiliard a mostrar la conexidad fuerte de las digréficas R(D), media y total.

Proposicién 6.3.1 Sea D una digrifica arbitraria. D es fuerte si y sdlo si S(D) es
fuerte.

Demostracion.

Probaremos primero la condicién de suficiencia de la proposicion.

Sean D una digréfica fuerte y {u,v} C V(.S(D)) vértices arbitrarios. Consideremos
los tinicos tres posibles casos sobre u y v.

Caso 1. {u,v} C V(D).

En este caso, como D es fuerte, existe un wv—camino en D, digamos
C=(u=uzg,x1,...,Tn_1,Tp =70).
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Si definimos a; = (x;, x;41) paratodai € {0,1,2,...,n—1}, por definicién de adyacencia
en S(D), la sucesién de vértices

!
C" = (u = g, 0, T1,A1, ., Tp_1,0n_1, Ty = V)

es un uv—camino en S(D).

Caso 2. u e V(D) yv e F(D).

Ya que v es un elemento de F(D) supongamos sin pérdida de generalidad que x
es el vértice inicial de v, por el caso anterior existe un ux—camino en S(D), digamos
C’, por lo cual, C' U (x,v) es un uv—camino en S(D). Andlogamente, si z es el vértice
final de v, por el caso anterior, existe un zu—camino en S(D), digamos C”; por lo que
(v,2) UC” es un vu—camino en S(D).

Caso 3. {u,v} C F(D).

En este ultimo caso consideramos al vértice final de u y el vértice inicial de v,
digamos w y z respectivamente. Por el caso I de esta misma demostracién tenemos que
existe un wz—camino en S(D), digamos C’, por lo que C' = (u,w) U C" U (2,v) es un
uv—camino en S(D).

De los casos 1, 2 y 8 demostramos la condicion de suficiencia de la proposicién.

Ahora demostraremos la condicién necesaria del enunciado.

Sean D una digrafica y {u,v} C V(D), supongamos que la digrafica subdivisiéon de
D es fuerte.

Como S(D) es una digrafica fuerte, existe un wv—camino en S(D), digamos

C" = (u=xg,x1,%2, ..., Ty 2, Tn_1,L, = v). Debido a que u € V(D) y por definicién
de adyacencia en S(D), se tiene que z; es una flecha de D cuyo vértice inicial es
u = x y vértice final es xo, mas ain, si i € {0,1,2,...,n} es impar, entonces
z; = (ri_1,241) € F(D), asi, C = (u = xo, T2, T4, ..., Tp_2,Ty = V) €8 UN UV—CAMINO

en D, demostrando que D es fuerte.

O

La proposicién anterior establece que basta que la digrafica original sea fuerte para
que su digrafica subdivision también lo sea. Ahora procederemos a acotar el niimero
semidomatico interior fuerte de la digrafica subdivision:

Lema 6.3.1 Si D es una digrdfica fuerte, entonces d_;(S(D)) = 1.

Demostracion.

Sea D una digrafica fuerte. En caso que D sea la digrafica trivial el enunciado
se satisface, pues su digrafica subdivision también es la digrafica trivial, por lo que
consideraremos ahora digréficas no triviales. Mostraremos primero que S(D) no tiene
vértices absorbentes y con ayuda de proposicion 4.1.3 la demostracion estard concluida.
Sea x € V(S(D)) un vértice arbitrario. Consideremos dos casos posibles sobre z.
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Caso 1. z € F(D,).

Como D es una digréfica fuerte no trivial, existe al menos otra flecha a € F (D)
distinta de z. Ya que no se tiene definida adyacencia entre flechas en S(D), z no
absorbe a a.

Caso 2. z € V(D).

Como D es fuerte no trivial, existe w € V(D) tal que a = (z,w) € F(D), por
definicién de adyacencia en S(D) el tnico exvecino de a en S(D) es w, por lo cual z no
absorbe a a.

Del caso 1 y el caso 2 concluimos que S(D) no tiene vértices absorbentes y por la
proposicion 4.1.3 se sigue que d_,(.S(D)) < 6*(S(D)), pero como 5;([))(@) = 1 para
toda flecha de D, entonces §7(S(D)) =1y con ello demostramos que ds_f( S(D))=1.

O

Definicién 6.3.2 Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica, definimos la digrdfica R(D)
como la digrdfica tal que V(R(D)) = V(D) U F(D) y el conjunto de flechas de R(D)
esta determinado por la exvecindad de sus vértices de la siguiente manera:

1) Six € V(D), entonces Njy () = {(u,v) € F(D)|u =2} UNp(z).

2) Sia=(x,u) € F(D), entonces NE(D)(CL) = {u}.

Al igual que en la digrafica subdivision, la idea intuitiva de la construccién de esta
digrafica facilitara su interpretacion general. Notese que si D es una digrafica arbitraria,
los vértices de S(D) y R(D) son los mismos y ademés, F'(S(D)) C F( R(D) ), difiriendo
estos conjuntos al tener R(D) las flechas originales de D como elementos de sus flechas
y no unicamente como vértices. En la figura 6.3.2 se exhibe una digréfica D y R(D),
dicha digréfica es la misma utilizada en la figura 6.3.1.

D R(D)

Fig. 6.3.2: Ejemplo de una digrafica D y R(D).
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Observemos que si D es fuerte entonces S(D) lo es, como lo establece la proposicion
6.3.1y por ser S(D) subdigrafica generadora de R(D), entonces R(D) es fuerte, por lo
que basta que la digrafica D sea fuerte para que R(D) tenga una particién de sus vértices
en conjuntos semidominantes interiores fuertes, sin embargo, al igual que en S(D),
nicamente la particién trivial es una d_;—particién de V/( R(D) ), como se mostrard a
continuacion.

Lema 6.3.2 Si D es una digrdfica fuerte, entonces d_;( R(D)) = 1.

Demostracion.

Sea D una digrafica fuerte. Para el caso en que D es la digréfica trivial, el enunciado
se satisface, pues R(D) es la digréfica trivial, por lo que consideraremos ahora digraficas
no triviales. Demostraremos primero que R(D) no tiene vértices absorbentes y por
la proposicion 4.1.3 la demostracién estara concluida. Sea x € V(R(D)) un vértice
arbitrario. Consideremos dos casos posibles sobre .

Caso 1. x € F (D).

Como D es una digréfica fuerte no trivial, existe al menos otra flecha a € F(D)
distinta de z, ya que no se tiene definida adyacencia entre flechas en R(D), x no absorbe
aaen R(D).

Caso 2. x € V(D).

Como D es fuerte no trivial, existe w € V(D) tal que a = (z,w) € F(D), por
definicién de adyacencia en R(D), N;{(D)(a) = {w}, por lo cual = no absorbe a a.

Del caso 1 y caso 2 concluimos que R(D) no tiene vértices absorbentes y por la
proposicion 4.1.3 se sigue que d_( R(D)) < 07( R(D) ), pero como 5E(D)(a) = 1 para
toda flecha de D, entonces §*( R(D)) = 1y con ello demostramos que ds_f( R(D)) =1.

O

Aunque las ultimas dos digraficas asociadas resultaron tener tinicamente a la particion
trivial como una d_,—particion, la digrafica media, definida a continuacién y denotada
por Q(D), no necesariamente tienen a la particién trivial de sus vértices como la tnica
particion en conjuntos semidominantes interiores fuertes.

Definicién 6.3.3 Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica, definimos la digrdfica media
de D como la digrdfica Q(D) donde V(Q(D)) = V(D)UF(D) y el conjunto de flechas
de Q(D) estd determinado por la exvecindad de sus vértices de la siguiente manera:
1) Six € V(D), entonces N&D)(l‘) ={(u,v) € F(D)|u=z}.
2) Sia=(x,u) € F(D), entonces N&D)(a) ={u}U{(u,y) € F(D)|y € V(D)}.
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Notemos que si D es una digrafica arbitraria, entonces V(S(D)) = V(Q(D) ) y ademas
F(S(D)) € F(Q(D)), pero ademas, F'(L(D)) C F(Q(D)), es decir, la digrafica
media puede ser vista agregando las flechas de la digrafica de lineas a la digréafica
subdivision, por lo que tanto la digrafica subdivisién como la digrafica de lineas son
subdigréficas de (D), pero sélo la primera es una subdigrifica generadora. En la
siguiente imagen se muestra nuevamente a la digrafica D exhibida en la figura 6.3.1
junto con su digrafica media.

D Q(D)

Fig. 6.3.3: Ejemplo de una digrafica D y su digrafica media Q(D).

Con los resultados obtenidos en la digrafica de lineas sera posible inducir una particién
en conjuntos semidominantes interiores fuertes de los vértices de la digrafica media a
partir de las particiones exhibidas en la proposicion 6.2.4.

Proposicién 6.3.2 Si D es una digrdfica fuerte con al menos tres vértices y Q(D) su
digrdfica media, entonces:

d(L(D)) <d(Q(D)).

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte con al menos tres vértices, L(D) y Q(D) la digrafi-
ca de lineas y la digrafica media de D respectivamente y 4 = {Uy,Us,...,Us} una
d ;—particién de L(D). Afirmamos que si Sy = V(D) U Uy y S; = U; para toda
i €{2,3,...,k}, entonces & = {S},5,..., Sk} es una particién de V(Q(D)) en con-
juntos semidominantes interiores fuertes. Para ello, mostraremos las siguientes afirma-
ciones:

137



e Afirmacién 1. & es una particiéon de V(Q(D) ).

Como 4 es una particién de V(L(D)) y S; C U; para toda i € {1,2,...,k}, los
conjuntos S; son no vacios.

Si tomamos dos elementos distintos S; y Sj tenemos que S;NS; = 0, puessi 1 ¢ {7, 5}
se sigue que S; = U; y S; = Uj, mismos que son ajenos por pertenecer a iy si i = 1,
entonces S; NS; = (U UV(D))NU; = 0, concluyendo que los elementos de & son
ajenos dos a dos.

Por tultimo, notemos que

Ju)uv(D) = F(D)uV(D) = V(QD)).

Por todo lo anterior, & es una particién de V(Q(D) ).

e Afirmacién 2. Todo elemento de & es un conjunto semidominante interior de Q(D).

Sea S; € & un elemento arbitrario y x € V(Q(D)) \ S;, consideremos dos casos
posibles para S;:

Caso 2.1 5, = 5;.

En este caso, como x ¢ Sy, en particular z ¢ V(D), por lo que z € F (D), es decir,
z es un vértice de L(D). Ya que U; es un conjunto semidominante interior de L(D) y
x ¢ Uy, pues U; C Sy, entonces existe u € Uy tal que (z,u) € F(L(D)), sin embargo,
por definicién de adyacencia en Q(D) tenemos que (z,u) € F(Q(D) ), por lo que S es
un conjunto absorbente de Q(D).

Caso 2.2 S; # 5].

Al igual que en el caso anterior, si x € F(D) por ser S; = U; un conjunto semido-
minante interior de L(D) existe u € U; tal que (x,u) € F(L(D)), por definicién de
adyacencia en Q(D), (z,u) € F(Q(D)).

En caso de que x € V(D), por ser S; = U; un conjunto semidominante interior
fuerte de L(D), en particular es una cubierta fuerte generadora de D, como lo establece
la proposicion 6.2.4, por lo que existe a € U; tal que a = (z, z) para algin z € V(D);
por definicién de adyacencia en Q(D), (z,a) € F(Q(D)), concluyendo que S; es un
conjunto absorbente de Q(D).

Del caso 2.1 y el caso 2.2 mostramos que S; es absorbente en Q(D) para todo
ie{l1,2,... k).

e Afirmacién 3. Todo elemento de & es un conjunto fuerte de Q(D).

Sea S; € & un elemento arbitrario. Si S; # Sy, por ser S; = U; un conjunto fuerte
de L(D), en particular es un conjunto fuerte de Q(D), pues L(D) es una subdigrafica
de Q(D). Ahora sélo hace falta demostrar que S; es un conjunto fuerte de Q(D). Sean
{z,z} C 57 dos elementos arbitrarios, consideremos los tres posibles casos sobre x y z:

Caso 3.1. {z,z} € F(D).

En este caso, {z,z} C U; y por ser U; un conjunto fuerte de L(D), existe un
rz—camino en U;, mismo que se encuentra en Sj.
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Caso3.2.z € F(D)y z€ V(D).

Por la proposicion 6.2.4, Uy es una cubierta fuerte generadora de D por lo que existen
{a,b} C U; tales que a = (v,z) y b = (z,u) para algin v € V(D) y algin u € V (D),
en cuyo caso, por definicién de adyacencia en la digrafica media se tiene que
{(a,2),(z,b)} € F(Q(D)). Por el caso 3.1 existe un xa—camino en U;, digamos C]
y existe un br—camino en Uj, digamos CY, siguiéndose asi que C} = C] U (a,z) y
Cy = (z,b)UCY sean un xz—camino y un zzx—camino respectivamente, ambos contenidos
en S;.

Caso 3.3. {z,z} C V(D).

Consideremos, para este caso, una flecha arbitraria a en Uy, por el caso 3.2 existe
un ra—camino contenido en S;, digamos (', y existe un az—camino contenido en Sj,
digamos Cs. De ello deducimos el que C' = C U (5 sea un xz—camino contenido en Sj.

De los casos 3.1, 3.2 y 3.3 se demuestra que Sy es un conjunto fuerte, por lo que &
es una coleccién de conjuntos fuertes de Q(D).

De las afirmaciones 1, 2 y 3, S es una particién de V(Q(D) ) en conjuntos semido-
minantes interiores fuertes, por lo que |&] < d(Q(D) ), pero como |&| =d_;(L(D) ),
entonces d_;( L(D)) < d(Q(D)).

O

La ultima digrafica asociada que estudiaremos serd la digrafica total. En ésta se engloban
las definiciones antes establecidas, es decir, las digraficas asociadas estudiadas en este
capitulo son subdigraficas de la digréfica total.

Definicién 6.3.4 Sea D = (V(D), F(D)) una digrdfica, definimos la digrdfica total
de D como la digrdfica T(D) donde V(T (D))= V(D)UF(D) y el conjunto de flechas
de T (D) estd determinado por la exvecindad de sus vértices de la siguiente manera:
1) Six € V(D), entonces N (z) = {(u,v) € F(D) |z =u} UNp(z).
2) Sia=(x,u) € F(D), entonces N;I(D)(a) ={u}U{(u,y) € F(D)|y e V(D)}.

Notemos que si D es una digréfica arbitraria, S(D) y Q(D) son subdigrificas generado-
ras de la digrafica total. A partir de esto, es suficiente que la digrafica D sea fuerte para
que T(D) también lo sea. Ademas, las digraficas D y L(D) también son subdigraficas
de T(D). En el siguiente ejemplo se muestra nuevamente a la digrafica de la figura 6.3.1
junto con su digréafica total.

Ya que la digrifica media de D es una subdigréafica generadora de T'(D), si D
es fuerte, entonces se satisface que d_;(Q(D)) < d:(7(D)) y si D tiene al menos
tres vértices, por la proposicién 6.3.2 concluimos que d_( L(D)) < d_(T(D)). En la
siguiente proposicion se muestra que esta ultima desigualdad es estricta.
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Fig. 6.3.4: Ejemplo de una digrdfica D y su digrafica total T'(D).

Proposicién 6.3.3 Sea D una digrdfica fuerte con al menos tres vértices. Si T(D) es
su digrdfica total, entonces:

dy(L(D)) +1 <d (T(D)).

Demostracion.

Sean D una digrafica fuerte con al menos tres vértices, T'(D) y L(D) su digréfica
total y su digrafica de lineas respectivamente y &' = {51, S, ..., Sg} una d,,—particién
de L(D). Afirmamos que & = {V(D), Sy, S,...,Sk} es una particién de V(T'(D))
en conjuntos semidominantes interiores fuertes, para ello demostraremos las siguientes
afirmaciones:

Afirmacién 1. & es una particién de V(T'(D) ).

Dado que los conjuntos S; son no vacios para toda i € {1,2,...,k} por ser elementos
de una particién, entonces todo conjunto en & es no vacio.

Los elementos de & son ajenos dos a dos, pues V(D)NS; = () para toda
i € {1,2,...,k} pues los elementos de S; son flechas de D y S; N S; = 0 para toda
{i,7} C€{1,2,...,k} por ser & una particion.

Por 1ltimo, tenemos que:

e =(Js)uv(Dp)=V(L(D))uV(D)=F(D)uV(D)=V(T(D)).

i=1

Con lo anterior, podemos concluir que & es una particién de V(T (D) ).

Afirmacién 2. Todo elemento de & es un conjunto fuerte de 7'(D).

Como todo elemento de &’ es un conjunto fuerte de L(D) y L(D) es subdigréfica
de T'(D), entonces todo elemento de &’ es un conjunto fuerte de 7'(D). Andlogamente,
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V(D) es un conjunto fuerte de T'(D) pues D es fuerte y es subdigréfica de T'(D).
Afirmacién 3. Todo elemento de & es un conjunto semidominante interior de T'(D).
Demostraremos primero que V(D) es un conjunto absorbente en T'(D).

Sea x € V(T(D))\ V(D), por construcciéon de T(D), = es una flecha de
D, digamos x = (u,v), en tal caso, por definicién de adyacencia en la digrafica total
concluimos que (z,v) € F(T(D)) con v € V(D), demostrando asi que V(D) es un
conjunto absorbente de T'(D).

Consideramos ahora un elemento S; de & y z € V(T'(D)) \ S;, tenemos dos posi-
bilidades para x:

Caso 1. z € F(D,).

En este caso, por ser S; un conjunto absorbente en L(D), existe a € S; tal que
(x,a) € F(L(D)), pero ya que la digrafica de lineas es una subdigrafica de la digréfica
total, entonces (z,a) € F(T(D)).

Caso 2. x € V(D).

Por la proposicion 6.2.4, S; es una cubierta fuerte generadora de D, por lo cual,
existe a € S; tal que a = (z,2) € F(D) para algun z € V(D), sin embargo, por la
definicién de adyacencia en T'(D), tenemos que (z,a) € F(T(D)).

Con lo anterior, S; es un conjunto absorbente para todai € {1,2,..., k}, siguiéndose
de ésto que todo elemento de & sea un conjunto semidominante interior de 7'(D).

Gracias a las afirmaciones 1, 2 y 3 se demuestra que & es una particién de V/(T'(D))
en conjuntos semidominantes interiores fuertes, por lo que |&| < d_;(7(D) ), conclu-

yendo que d_(L(D)) +1 <d(T(D)).
0J
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Conclusiones.

Cozzens y Kelleher estudiaron el concepto de clan dominante en [12], en este traba-
jo mostramos una extensioén de este concepto en digraficas: los conjuntos absorbentes
semicompletos. Aunque existen diversos resultados referentes a clanes dominantes en
la literatura, no es asi con sus homologos en digraficas. Nosotros exhibimos algunos re-
sultados que conciernen a los conjuntos absorbentes semicompletos, por ejemplo, vimos
que es condicion necesaria que la digrafica tenga una sola componente fuerte terminal
para la existencia de un conjunto absorbente semicompleto, reduciendo asi a la familia
de digraficas que tienen esta clase de conjuntos.

A partir de la idea de nimero de dominacién por clanes en graficas, definimos el
nimero superior y el nimero inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos de
una digrafica. Gracias a estos dos nimeros pudimos ofrecer algunas cotas respecto al
numero de vértices de la digrafica, también probamos que los torneos son las unicas
digraficas que alcanzan la cota que relaciona al nimero superior de absorbencia por
conjuntos semicompletos y el nimero de flechas de la digrafica.

Con estos mismos conceptos abordamos el producto y la composicién de digraficas.
Se demostrd que, en general, el niimero superior de absorbencia por conjuntos semi-
completos del producto de digréaficas siempre es igual al niimero de vértices de una
de las digréficas involucradas en el producto y este mismo resultado es vélido para el
numero inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos, lo cual es una primera
aproximacion al estudio de estos nimeros en operaciones de digréficas. De manera si-
milar, durante los resultados en la composiciéon de digraficas logramos obtener una cota
inferior del nimero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos utilizando
conjuntos especificos de las digraficas involucradas en el producto.

Posteriormente, nuestro estudio se encaminé a algunas orientaciones de la grafi-
ca de lineas. Debido a que la grafica de lineas puede verse como unién de clanes, se
buscé recuperar informacion en algunas orientaciones de esta grafica y aunque no todas
las orientaciones tenian un conjunto absorbente semicompleto, fue posible exhibir una
cota entre el nimero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos de algunas
orientaciones y el grado maximo de la grafica inicial. Sin embargo, estos resultados no
se recuperan en la digrafica de lineas, a pesar de ello, mostramos que cualquier conjunto
semicompleto de la digrafica de lineas tiene a los mas tres elementos, acotando asi al
nimero superiormente de absorbencia por conjuntos semicompletos de la misma.

Por otro lado, Cockayne y Hedetniemi presentan en [9] y [11] la definicién de nimero
domético en graficas, misma que fue extendida a digraficas por Zelinka en [28] durante
1984. En ese mismo ano, Hedetniemi y Laskar [20] definen una variacién del nimero
domatico en graficas: el nimero domatico conexo. Nosotros ofrecimos en este trabajo
una posible extension de este 1ltimo concepto a digraficas, a saber, el nimero semi-
domatico interior fuerte. Mostramos que las digraficas fuertes son las tinicas que tienen
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una particion de sus vértices en conjuntos semidominantes interiores fuertes, por lo que
restringimos la existencia de dichas particiones a una sola familia de digraficas. Zelinka
demostro en [27] que el nimero domdtico conexo de una gréfica siempre esta acotado
superiormente por la conexidad puntual de la gréfica, mostramos que este mismo resul-
tado es valido para el nimero semidomatico interior fuerte. Ademas, Zelinka muestra en
[28] que el nimero domadtico de cualquier digréfica es a lo mas el exgrado minimo de la
digrafica mas uno, en este trabajo probamos que dicha cota se satisface para el niimero
semidomatico interior fuerte y si la digréfica no tiene vértices absorbentes, entonces el
nimero semidomatico interior fuerte es a lo mas el exgrado de la digréfica.

Zelinka propone la definicién de grafica domética conexa critica en [27] y una carac-
terizacion de dichas graficas. Nosotros extendimos dicho concepto a digraficas y aunque
las hipotesis presentadas por Zelinka no son suficientes para caracterizar a las digrafi-
cas semidomaticas interiores fuertes criticas, nosotros proponemos una caracterizacion
de ellas a partir de las propiedades de los elementos de una particion en conjuntos
semidominantes interiores fuertes.

Por otro lado, Hartnell y Rall continidan el estudio del nimero domatico conexo
en gréficas planas, mostrando en [17] que dicho ntimero siempre es a lo més cuatro, a
partir los resultados publicados por ellos, pudimos mostrar proposiciones analogas en
digraficas, es decir, mostramos que el niimero semidomatico interior fuerte de cualquier
digrafica plana es a lo mas cuatro. Recientemente, Benitez presenté en su tesis de
licenciatura [5] una continuacion del estudio de Zelinka para el nimero domético de una
digrafica, probando que es posible dar una biparticiéon de los vértices de una digrafica
en conjuntos absorbentes, siempre y cuando ésta tenga una particion domatica con
mas de un elemento, este mismo resultado es valido para el nimero semidomatico
interior fuerte, mas ain, mostramos que siempre es posible encontrar una particién de
los vértices de una digrafica en conjuntos semidominantes interiores fuertes y que tenga
n elementos, donde n es cualquier entero entre uno y el nimero semidomatico interior
fuerte de la digrafica.

En este punto, es natural preguntarse la relaciéon entre el nimero semidomatico
interior fuerte y los nimeros de absorbencia por conjuntos semicompletos. Aunque no
necesariamente hay una relacion directa de orden entre estos niimeros, vimos que si una
digrafica es tal que su nimero semidomatico interior fuerte es igual a su exgrado mas
uno, entonces cualquier vértice de exgrado minimo es absorbente, por lo que en una
digrafica con las caracteristicas antes mencionadas el nimero inferior de absorbencia
por conjuntos semicompletos es igual a uno y el niimero superior de absorbencia por
conjuntos semicompletos es al menos el nimero de vértices de exgrado minimo en la
digrafica.

Maés adelante continuamos el estudio de este niimero en dos operaciones: el producto
y la composicién. Benitez, en [5], mostré que el nimero domatico del producto de dos
digraficas siempre es al menos el maximo de los niimeros domaticos de las digraficas
involucradas en el producto, en nuestros resultados probamos que es analogo para el
nimero semidomatico interior fuerte. Por otro lado, en la composicion de digraficas se
concluy6 que el nimero semidomético interior fuerte siempre es al menos el minimo de
los érdenes de las digraficas en la sucesién de la composicion y a partir de ésto pudimos
exhibir una familia de digraficas semidomaéticas interiores fuertes criticas.
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Por tltimo, Benitez [5] extiende su estudio del nimero domatico a algunas digréficas
asociadas: la digrafica de lineas, la digrafica subdivision, la digrafica R(D) y la digréfica
total. Principalmente mostré que el nimero domatico de la digrafica de lineas es al me-
nos el nimero domaético de la digrafica original, sin embargo, este resultado no puede
ser extendido al nimero semidomatico interior fuerte, a pesar de ello, logramos estra-
blecer una relacion entre dicho niimero y el niimero de cubiertas fuertes generadoras de
la digréfica original y con éste pudimos extender nuestro estudio a la digréafica R(D) y
a la digrafica total.

Una vez concluido este trabajo s6lo nos queda agregar que existen muchas preguntas
surgidas durante la realizacién de esta tesis a las que no hemos dado respuesta. Ain
queda abierta la bisqueda de condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
un conjunto absorbente semicompleto en digraficas arbitrarias. También esta la posi-
bilidad de una mejor caracterizacion de las digraficas semidométicas interiores fuertes
criticas y la busqueda de familias de digraficas para las que no exista restriccién en-
tre el nimero de vértices y el nimero semidomatico interior fuerte de la digrafica. Se
mostrd en el trabajo que para cualquier digréfica fuerte D, d_;(D) < dT(D)+1ysila
digrdfica no tiene vértices absorbentes, entonces d (D) < Ot (D), jes posible caracte-
rizar a las digraficas en las que se tenga alguna de las igualdades? Nosotros mostramos
que el numero semidomatico interior fuerte de las digraficas planas es a lo mas cuatro
. Para qué otras familias de digraficas es posible determinar o acotar su nimero semi-
domatico interior fuerte?;sera posible recuperar informacién para las digraficas planas
cuyo numero semidomatico interior fuerte sea 2 o 17
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Lista de Simbolos y Notacion.

A(G).

Conjunto de aristas de la gréfica G.
d(u,v).

Distancia entre los vértices u y v.

d(G).

Numero domatico de la grafica G.

dt (D), d= (D).

Numero semidomatico interior y exterior, respectivamente, de la digrafica D.
d.(G).

Numero domatico conexo de la gréafica G.
ds(D).

Numero domatico fuerte de la digréfica D.
d_;(D).

Numero semidomatico interior fuerte de la digrafica D.

d,;—particion.

Particién con d_;(D) elementos de los vértices de D en conjuntos semidominantes
interiores fuertes.

d/ (D).

Numero semidomaético exterior fuerte de la digrafica D.

djf—particién.

Particién con djf(D) elementos de los vértices de D en conjuntos semidominantes
exteriores fuertes.

D>,

Digréfica de condensacion de la digréfica D.

Digrafica dual de la digréfica D.

D ® a.

Composicién de la digrafica D respecto a la sucesion de digraficas a.

6H(U)

Grado del vértice v en la grafica (digrafica) H.

55(v), 55(v).

Ingrado y exgrado, respectivamente, del vértice v en la digrafica D.

A(H), 6(H).

Grado méximo y grado minimo de la grafica (digrafica) H, respectivamente.

AT(D) (A7(D) ), 6%(D) (67(D) ).

Exgrado (ingrado) maximo y exgrado (ingrado) minimo de la digréfica D, respecti-
vamente.
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F (D).

Conjunto de flechas de la digréafica D.

v(H).

Nimero de dominacién de la grafica (digrafica) H.

Y (G).

Numero de dominacién por clanes de G.

Yeas (D ) .

Numero inferior de absorbencia por conjuntos semicompletos de la digrafica D.

Yeas —cOnjunto.

Conjunto absorbente semicompleto de la digrafica D con 7y..s(D) elementos.

Ywe(D).

Numero de dominacién débil de la digrafica D.

v~ (D), v (D).

Numero semidominante interior y exterior, respectivamente, de la digrafica D.

FcaS(D)'

Numero superior de absorbencia por conjuntos semicompletos de la digrafica D.

I'.os—conjunto.

Conjunto absorbente semicompleto de la digréfica D con I'..5(D) elementos.

H=H'.

Las gréficas (digréaficas) H y H' son iguales.

H = H'

Las gréficas (digréficas) G y H son isomorfas.

H < H'.

H es subgréfica (subdigréfica) de H'.

H[U].

Subgréfica (subdigrafica) de H inducida por el conjunto (conjunto de aristas) U.

H x H'.

Producto de las gréficas (digréficas) H y H'.

K,.

Gréfica (digréfica) completa con p vértices.

k(H).

Nimero de conexidad de la gréafica (digrafica) H.

long(C).

Longitud del camino C.

L(H).

Gréfica (digréfica) de lineas de la grafica (digrafica) H.

A(D).

Numero de cubiertas fuertes generadoras de la digrafica D.

A —particion.

Particién con A(D) elementos del conjunto de flechas de la digrafica D en cubiertas
fuertes generadoras.

NH (’U) .

Conjunto de vecinos del vértice v en la grafica (digréafica) H.

Np (v). Nj ().

Conjunto de invecinos y exvecinos, respectivamente, del vértice v en la digréfica D.
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(D).

Corona de la digrafica D respecto de la sucesion 1.
Q(D).

Digréfica media de la digrafica D.

S(D).

Digrafica subdivisién de la digrafica D.

T(D).

Digréfica total de la digrafica D.

U=1V.

Todo elemento del conjunto U es absorbido por un elemento del conjunto V.
V(H).

Conjunto de vértices de la grafica (digrafica) H.
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