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Introduccion

Sea D = {2z € C:|z| <1} el disco unitario en el plano complejo, y considérese una
funcién f : D — C analitica. Sabemos que f puede representarse por medio de una serie de
potencias alrededor del cero, esto es, para cualquier z € D se tiene que

f(z) = Zanz” = a9+ a1z + axz® + ...

n=0

de modo que su comportamiento queda completamente determinado por el conjunto de
coeficientes {an}, . En virtud de lo anterior, resulta razonable preguntarse cémo es qué
algunas propiedades de f se ven reflejadas en dichos coeficientes y en este sentido es en el
que se planteé la llamada conjetura de Bieberbach.

Dicha conjetura fue propuesta en 1916 por Bieberbach [Bieberbach] y establece que si
f €5, donde S es la coleccién de funciones analiticas e inyectivas en D con las condiciones
de normalizacién f(0) =0y f’(0) = 1 entonces para cada n € N se satisface la desigualdad

la,| < n.

Con el objetivo de probar dicha conjetura se consideraron varios enfoques, entre estos
plantear el problema como un problema de optimizacién segin se explica enseguida.
Notemos que para cada natural n la relacién

[ = lan|

puede pensarse como un funcional sub-lineal definido en el espacio de las funciones analiticas
en D, de manera que una posibilidad para resolver el problema propuesto en la conjetura de
Bieberbach era maximizar cada uno de esto funcionales en el conjunto S. En esta direccion
fue que se siguieron dos caminos: por un lado, el uso de métodos variacionales y por el otro
el uso de métodos de optimizacién lineal.

El uso de métodos de optimizacién lineal requiere identificar los puntos extremos de
ciertas subcolecciones compactas del espacio de funciones analiticas definidas en D; este
requerimiento dirigio la investigacién a encontrar formas de representar en forma integral a
los elementos de esas subcolecciones o de subcolecciones convexas més grandes. Siguiendo esta
linea, este trabajo se enfoca precisamente en probar ciertos resultados que permiten encontrar
la representacién integral (con respecto de medidas de probabilidad) de los elementos de
algunas subcolecciones importantes de S.
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Esta tesis estd organizada como sigue. En el capitulo uno se presentan algunos prerequisis-
tos referentes a las propiedades de los espacios vectoriales topolégicos que resultan necesarias
para el desarrollo posterior; también se define el espacio de funciones analiticas en D como
espacio vectorial topoldgico y se introduce el concepto de subordinacién.

En el capitulo dos se utilizan algunos de los resultados del capitulo uno con el fin de
especificar las propiedades del conjunto de medidas de probabilidad definidas en la circun-
ferencia unitaria, las que a su vez permitirdn establecer la representacién de elementos de
ciertas subcolecciones de S como una integral con respecto de alguna de estas medidas. En
particular, se prueba con base en el Teorema de Representacion de Riesz, que el conjunto de
medidas de probailidad sobre un espacio topoldgico compacto es débil— compacto.

En el capitulo tres se demuestran los resultados que fundamentan la forma en la que se
caracterizan ciertas subcolecciones de S, ademds de que se especifican propiedades impor-
tantes de subcolecciones del espacio de funciones analiticas en D cuyos elementos se definen,
precisamente, como la integral de alguna funcién kernel con respecto de una medida de
probabilidad en la frontera de D (considerando a C como espacio métrico con la métrica
usual).

En el capitulo cuatro se utilizan los resultados del capitulo tres para caracterizar sub-
colecciones especificas del espacio de funciones analiticas en D como colecciones que admiten
una representacion integral. Entre estas colecciones se encuentran, la de funciones univalentes
normalizadas definidas en D cuya imagen es un conjunto convexo, y la coleccién mas amplia
de funciones univalentes normalizadas definidas en D cuya imagen es un conjunto estrellado
respecto al cero.

Finalmente, en el capitulo cinco se aplican los resultados del capitulo cuatro para resolver
problemas de optimizacién. Se prueba la conjetura de Bieberbach para algunas subclases de
S y se tratan apliaciones que involucran operadores lineales continuos.

Es importante tener en cuenta que si bien el uso de métodos de optimizacién lineal se
planteé como un posible camino para demostrar la conjetura de Bieberbach, este no fue un
camino existoso ya que la caracterizacién del conjunto de puntos extremos de S representé
por si sélo un problema complejo al que ya no se le dié seguimiento. De hecho, la conjetura
de Bieberbach fue demostrada por De Branges [deBranges| con una prueba que, aunque en
algin punto hace uso de la forma integral de las funciones analiticas en D con parte real
positiva (representacién que, como se muestra en el capitulo cuatro, puede obtenerse a través
de la forma de los puntos extremos de esta coleccién y de uno de los teoremas del capitulo
tres), en el resto utiliza herramienta distinta. Asi que, no obstante el contenido de esta tesis
fue motivado por el trabajo de Bieberbach, no se pretende dar una prueba alternativa de
su conjetura o profundizar en la prueba de De Branges, sino analizar ciertas caracteristicas
de las familias de funciones analiticas en el disco que pueden representase por medio de una
integral.



Capitulo 1

Prerrequisitos

En este capitulo incluiremos los resultados que se usardn con relacién a espacios vecto-
riales topoldgicos, y en particular con aquellos cuya topologia proviene de una norma. Se
veran resultados con relacién al tema de convexidad, transformaciones lineales acotadas y la
topologia débil—x*. También se probara que el espacio de las funciones continuas con soporte
compacto en un espacio topolégico X tiene estructura de espacio vectorial normado. Y por
iltimo, se revisaran algunas propiedades del espacio de funciones analiticas en el interior del
disco unitario D.

1.1. Espacios vectoriales topolégicos

En esta seccién se establece la definicién de espacio vectorial topolégico que se usard a
lo largo de esta tesis, asi como algunos resultados concernientes a las vecindades en estos
conjuntos.

Definicién 1.1 La pareja (X, 1) es un espacio vectorial topoldgico si X es un espacio vec-
torial real o complejo y T es una topologia para X tal que las funciones

1. s: X xX—-X
(r,y) = v +y

2.m:FxX —X,donde F=R oC
(o, x) = ax

son continuas
En adelante vamos a considerar espacios vectoriales complejos.

Definicién 1 Sea (X, T) espacio topoldgico y sea x € X. Decimos que V C X es vecindad
de x si existe U C X abierto tal que v € U C V. A la subcoleccion de subconjuntos de X
dada como

N(z)={V C X :V esuna vecindad de x}

se le llama el sistema de vecindades de x.
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Proposicién 1.1 Sea X espacio topolégico. @ # U C X es abierto si y solo si U es vecindad
de cada uno de sus puntos.

Demostracion. Sea x € U; como U es abierto U es una vecindad de x. Conversamente,
supongamos que para toda x € U existe V. abierto tal que z € V, C U,entonces U = |, V-,
y por tanto U es abierto. m

Definicién 1.2 Sea (X, 7) espacio vectorial topoldgico y sean U,V C X y A € C, definimos
U4+V CX yAUCX como

U+V={u+v:uelUwveV}
AU ={ :ueU}
En el caso de que U = {x} se escribiré x +V en lugar de {z} + V.

Proposicién 1.2 Sea (X, 7) espacio vectorial topoldgico y sean U,V C X con U abierto y
A€ C—{0} entonces V+U y AU son abiertos en X.

Demostracion. Sea x € V entonces si y € = + U existe u € U tal que y = x + u. Ahora
como U es abierto y la funcién suma s es continua s~!(U) es abierto en X x X, ademds
(—z,y) € s }(U) asf que existen Uy y U, abiertos en X tales que (—x,y) € Uy x Uy C s71(U),
entonces si w € Uy, —x +w € U, por tanto y € Us C = + U. De lo anterior concluimos que
x + U es abierto para toda z € V' y como

V+U= U z+U

zeV

V 4+ U es abierto.
Por otro lado, si x € AU entonces x = \u para alguna u € U. Como U es abierto y la funcion
producto por escalar m es continua m~!(U) es abierto en C x X adem4s

A ha)em™(U)
entonces existen § > 0 y U; C X abierto tales que
(A L) e Bs(AW ) x Uy Cm H(U)

por lo que A\ 'y € U para toda y € U; y por tanto z € U; C AU, con lo que se concluye que
AU es abierto. m

El siguiente lema caracteriza a la coleccién N (x) para cualquier elemento x de un espacio
vectorial topolégico.

Lema 1.1 Sean (X, T) espacio vectorial topolégico y x € X entonces

N(z) = {z +V:V € N(0)}



1.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS 9

Demostracion. Sea U € N(z) entonces V = —z+U € N(0), pues x € U y U es una vecindad
de z,asi U =x+ V.
Ahora si V' € N(0) entonces existe W C X abierto tal que 0 € W C V', asi que

zex+WCx+V
y dado que x + W es abierto x +V € N(X). m

Definicién 1.3 Sea X espacio vectorial. Decimos que B C X es balanceado si A\x € B para
todox € By eC con |\ <1.

Sea A C X, el nicleo balanceado de A, denotado por B(A), es la union de todos los subcon-
juntos balanceados de A, es decir,

B Y
B balanceado

Nétese que el niicleo balanceado de un subconjunto A de X es balanceado pues si B(A) =
&, entonces claramente es balanceado. Y si B(A) # @ dados x € B(A) y A € C con |\ <1
entonces Az € B para algin B C A balanceado y por tanto Axz € B(A). Entonces el nticleo
balanceado es el conjunto balanceado mas grande contenido en un subconjunto de X.

Lo que sigue serd establecer un resultado que proporciona una caracteristica muy particu-
lar de los elementos abiertos de N(0) en un espacio vectorial topoldgico (X, 7). Para probar
dicho resultado son necesarios los siguientes lemas previos.

Lema 1.2 Sea (X, 7) espacio vectorial topoldgico. Si V € N(0) entonces existe W € N(0)
abierta y balanceada tal que W C V.

Demostracion. Como V € N(0) existe U abierto en X tal que 0 € U C V' y como la funcién
multiplicacién por escalar m es continua y m((0,0)) = 0 existen § > 0 y U; C X abierto
tales que

(0,0) € Bs(0) x Uy € m™*(U)

por lo que

0eW= U MLCUCYV
AE€B;5(0)
A0

entonces por la proposicién 1.2 W es abierto en X y por tanto es una vecindad abierta del
cero. Ademds W es balanceada, pues dados v € C\{0} con |a|] < 1y x € W se tiene que
ar = a(l) = (aA)u para alguna A € Bs;(0)\{0} y alguna u € Uy, pero 0 < |a)| < §
entonces ax € W. Y si a = 0, entonces para cualquier r € W, axr =0€ V. m

Lema 1.3 Sea (X, T) espacio vectorial topoldgico. Si V€ N(0) entonces B(V) € N(0).

Demostracion. Por el lema 1.2 existe W € N(0) balanceada y abierta tal que W C V
entonces W C B(V) por tanto B(V) € N(0). m
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Lema 1.4 Sea (X, T) espacio vectorial topoldgico. Si B C X es balanceado y 0 € int(B)
entonces int(B) es balanceado.

Demostracion. Sea x € int(B) y o € C con 0 < || < 1, entonces
ar € aint(B) CaB C B

donde la segunda contencién se da por el hecho de que B es balanceado. Pero por la proposi-
cién 1.2 aint(B) es abierto y por tanto ax € int(B).
Ahora, si @ = 0 entonces ax = 0 € int(B) para todo z € int(B). m

Lema 1.5 Sea (X, 7) espacio vectorial topoldgico. Si V € N(0) entonces existe W € N(0)
abierta y balanceada tal que W C V.
Demostracion. Por el lema 1.3 B(V') es una vecindad del cero, entonces

0eW =int(B(V))CB(V)CV

pero por el lema 1.4 W es balanceado. Asi que W es una vecindad abierta y balanceada del
cero tal que W C V. m

Ahora si es posible probar la siguiente proposicién que garantiza una propiedad de los
abiertos de un espacio vectorial topolégico que servird para tratar algunos temas de convex-
idad relevantes para el desarrollo de este trabajo.

Proposicién 1.3 Sea (X, T) espacio vectorial topolégico. Para cada U C X abierto con
0 € U, existe W wvecindad abierta y balanceada del cero tal que W + W C U.

Demostracion. Como la funcién suma s es continua en X x X y U es abierto existen U; y
U, abiertos en X tales que

(0,0) € Uy x Uy C s HU)

De este modo V = U; N U, es una vecindad abierta del cero tal que
(0,00 eV xV CsHU)

por lo que V +V C U. Ademss por el lema 1.5 existe W € N(0) abierta y balanceada tal
que W C V y por tanto W es una vecindad abierta y balanceada de cero tal que

W+WCV+VCU

Con lo que se concluye la prueba. =
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1.2. Convexidad

En esta secciéon se van a introducir algunos resultados relacionados con la nocién de
convexidad; estos resultados serdn ttiles en el andlisis que méds adelante haremos acerca de
ciertas familias de funciones analiticas.

Definicién 1.4 Sea X espacio vectorial. Decimos que C' C X es convexo si ax + By € C
siempre que x,y € C ya >0, >0 cona+ 5 =1.

Sea A C X; la envolvente convexa de A, denotada por co(A), es la interseccion de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a A es decir,

co(A)= ( C
AcC
C' convezo

Notese que la interseccion de una cantidad arbitraria de subconjuntos convexos de un
espacio vectorial X es convexa y por tanto la envolvente convexa de cualquier subconjunto
A de X es convexa. Asi que la envolvente convexa de un subconjunto de X es el conjunto
convexo mas pequeno que lo contiene.

A continuacién procederemos a establecer algunas propiedades elementales de los con-
junto convexos.

Teorema 1.1 Sea X espacio vectorial. Si C' C X es convero y x1,...,x, € C, entonces
Z?:l o € C
para todo {ay, ..., a,} C[0,1] con > " ja;=1yneN.

Demostracion. La prueba se hard por induccién. Para n = 2 la conclusién se tiene por

definicién de conjunto convexo.Supongamos que la conclusién es vilida para alguna n > 2.
+1

Sean 1, ..., %Tn, Tny1 € Cy {on, ..., a1} C[0,1], con Y i oy = 1.

Sia;+---+a, =0entonces cada o; =0 (i =1,...,n) y apr1 = 1 lo cual implica

n+1
Zi:l QT = Tpi1 € C

Ahora si f = a; + -+ 4+ «, > 0, por hipétesis de induccién tenemos que

(651 (7%
Lot 4 =z, €C
B B

por lo que

(0751 (0%
— T+ —Tn) + 1Ty € C

B B

a1y + -+ 1T = O(

pues C' es convexoy S+ appp =1. W
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Proposicién 1.4 Sea X espacio vectorial. St C' C X es convexo entonces
aC + pC = (a+ B)C

para todo o, 5 > 0.

Demostracion. Como X es espacio vectorial (a+5)C' C aC'+ [C para cualesquiera «, 5 € C.
Sean o, 3 > 0. Si a = = 0, inmediatamente se cumple la igualdad. Asi que supongamos
sin pérdida de generalidad que a > 0 entonces

«

c + cy e’
a+61 a+52

para todo ¢y, ce € C'y por tanto aC + fC C (a+ [5)C. =

Proposicion 1.5 Sea X espacio vectorial. St C C X es convexo entonces
z+C

es convexo para toda x € X.

Demostracion. Sean u,v € x + C entonces existen ¢; y ¢o en C tales que u = x + ¢ y
v = T + ¢co. Por lo tanto para «, 5 > 0 con a + 3 = 1 se tiene que

au+prv=a(z+c)+pPa+c)=r+ac+pcgcx+C

Teorema 1.2 Sean X espacio vectorial y S C X entonces
co(S) = jarzre X:neN o, >0,2,€8, k=1,...,n,> =1}
Demostracion. Sea
C={> e X:neNa,>0,z,€ S k=1,...,n,> ;o =1}
entonces C' es claramente convexo y ademds S C C. Asi que co(S) C C. Del teorema 1.1

se sigue que cualquier conjunto convexo que contenga a S debe de contener a C' asi que
C Cco(S). Por tanto co(S) =C. =

Teorema 1.3 Sea (X, 7) espacio vectorial topoldgico. Si C C X es convezo entonces C es
convexo.



1.2. CONVEXIDAD 13

Demostracion. Sean x,y € C ysean 0 < o, 3 < 1 con a+ 3 = 1. Sea U abierto en X tal que
ax+ py € U por el lema 1.1 existe V € N(0) tal que U = (ax + fy) + V. Por la proposicién
1.3 existe W € N(0) abierta y balanceada tal que W + W C V.

Ahora como z,y € C, (x+W)NC # Dy (y+W)NC # 3, asf que existen w; w, € W tales
que z+w, € Cy y+ wy € C, entonces

oz +w) + By +ws) € aC +BC = (a+p)C=C
es decir,
(ax + By) + (qw; + pws) € C
y como W es balaceada aw, +fwy € W+W C V. Por tanto (ax+By)+ (aw; +pfw,) € UNC

con lo que se tiene que ax + Py € C. m

Definicién 1.5 Sea (X, 7T) espacio vectorial topoldgico.y sea S C X. La envolvente convera
cerrada de S, denotada como ¢o (S) es la interseccion de todos los subconjuntos convexos y
cerrados que contienen a S.

Notemos que la envolvente convexa cerrada de un subconjunto de un espacio vectorial
topolégico es cerrada (por ser la interseccién de cerrados).

Teorema 1.4 Sea (X, T) espacio vectorial topoldgico. Si S C X entonces co(S) =7ca (9).

Demostracion. Como co (S) es convexo, por el teorema 1.3 co(S) es convexo, y ademés
S C co(S) por lo que ¢o (S) C co (S). También se tiene que co (S) C o (5), pues co (S) es la
interseccién de todos los subconjuntos convexos de X que contienen a S'y @ (S) es convexo

y contiene a S. Asi que

c0(8) C 7 (S) = (S)

con lo que se tiene que co(S) =co(S). m
Proposicién 1.6 Sean (X, 1) espacio vectorial topoldgico. Si U C X yw € X entonces
w+7co(U)=co(w+U)

Demostracion. Sean © € (w+co(U)) y V una vecindad abierta de x. Existe y € ¢o (U) tal
que z = w+y asi que y € —w + V, pero —w + V es abierto (proposicién 1.2) por lo que
existe ¥ € co(U) N (—w + V') entonces existe v € V tal que

Yy =—-w+v

es decir, v € w 4 co(U). Pero del teorema 1.2 se tiene que

w+co(U) = co(w+U)
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y por lo tanto = € co(w + U) =¢o (w + U).
Ahora sean x € €0 (w + U) y V una vecindad abierta de x — w entonces x € w + V' y como
w + V es abierto existe
ye(w+V)nco(w+U)=(w+V)N(w+co(U))
asi que y = w + u para alguna u € co (U). Pero también y = w + v con v € V', de modo que
wH+u=w-+v

con lo que se tiene que v € V Nco (U). Por lo tanto x —w € ¢ (U) o bien, z € w+7co (U). m

Definicién 1.6 Sea X espacio vectorial y sean U CV C X. Decimos que U es un subcon-
Junto extremo de V' si siempre que

u=tr+ (1-1t)y
conuelU,z,yeV y0<t<1 entonces x,y € U.

Como caso particular a la definicién anterior se tiene el concepto de punto extremo.

Definicién 1.7 Sea X espacio vectorial y sea V- C X. Se dice que x € V es un punto
extremo de V' si siempre que
r=tu+ (1—-t

conu,v €V y0 <t<1 entonces x =u = v. En adelante al conjunto de puntos extremos
de V' se le denotara por € (V).

Lema 1.6 Sean X espacio vectorial. SiV C X yu € X entonces E(u+V)=u+EV.

Demostracion. Seay € E(u+V') entonces y € u+V por lo que existe x € V tal que y = u+z.
Ahora, sit € (0,1) y x1, 22 € V son tales que x = tx; + (1 — t)xs se tiene que
y = u+ (try+ (1 —t)xs)
= tut+ (1 —t)u+ (try + (1 —t)zo)
t(u+x1) + (1 —1t)(u+ x2)
pero como ¥y es un punto extremo de u+V, y = u+x = u+ x1 = u + x2 por lo que
r = x1 = x2. Con lo que se tiene que x € EV.
Reciprocdmente, si y € u + EV existe x € EV tal que y = u + x, asi que sit € (0,1) y
x1,T2 € V son tales que y = t(u + x1) + (1 — t)(u + x3) entonces
y = (t+ 1 —t)u+tr;+ (1 —t)xy
= u+ (try + (1 —t)z2)
por lo que z = tz; + (1 — t)xe, y dado que x es un punto extremo de V' se tiene que
x=x1 = Porlotantoy € E(u+V). =
Un resultado esencial para el desarrollo de esta tesis el el Teorema de Krein-Milman, el

cual estd estrechamente ligado a los conceptos de convexidad y de punto extremo. Antes de
enunciarlo es necesario establecer la nocién de convexidad local.
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Definicién 1.8 (X, 7) espacio vectorial topoldgico.es llamado localmente convexo si para
todo x € X y para toda U € N (z) existe W € N(x) convezxa tal que W C V.

Teorema 1.5 (Krein-Milman) Sea (X, 7) espacio vectorial topoldgico localmente convero.
St U C X es compacto entonces

1. Si U # @ entonces EU # @&
2. co(EU) =7co(U)
3. Sico(U) es compacto entonces Eco(U) C U

La demostracién de este resultado se puede consultar en [Rudin FA].

1.3. Espacios vectoriales normados

En esta seccion se revisa el concepto de norma en un espacio vectorial asi como el de
transfomacion lineal acotada. A partir de estos dos conceptos se definirdn el espacio dual y
las topologfas débiles.

Definicién 1.9 Sea X espacio vectorial. Una norma en X es una funcion ||-|| : X — R tal
que

1. ||z|| > 0 y la igualdad se da si y sélo si x =0
2. Paraa € Cyz € X, ||az| = |af ||z

3. Six,y € X entonces ||z +y| < ||l=| + ||yl

A los espacios vectoriales sobre los cuales estd definida una norma se les llama espa-
cios vectoriales normados. En (X [|]|) espacio vectorial normado resulta natural definir una
métrica d como d(z,y) = ||z — y||. Ahora, si 74 es la topologfa en X inducida por la métrica d
es claro que (X, 74) es un espacio vectorial topoldgico. Asi que un espacio vectorial normado
es un caso particular de espacio vectorial topolégico. Como (X, 7,4) es un espacio métrico,
sabemos que las bolas centradas en cada punto forman una base local, asf para z € X y
r > 0 la bola con centro en z y radio r se denotara por B,(x) es decir,

Bi(z) ={y € X :ly — | <r}
y a la bola cerrada con centro en x y radio r se le denotara como B,[z] esto es,

Bla] ={y e X : |y -zl <r}
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1.3.1. Transformaciones lineales acotadas.

Una parte importante en el estudio de los espacios vectoriales normados es el andlisis
de funciones entre dos de estos espacios que, como es de esperarse, ademds de preservar la
estructura algebraica se comportan bien con respecto de la estructura topolégica, es decir,
que son continuas segin la norma de los espacios involucrados.

Definicién 1.10 Sean (X, ||| y), (Y, ||lly) espacios vectoriales normados y T : (X, ||| x) —
(Y, ||-lly) lineal. Se dice que T es una transformacion lineal acotada si existe M > 0 tal que

1Tzlly < M [|z]|

para toda x € X. En el caso de que (Y, ||ly) = (C, |-|) diremos que T es un funcional lineal
acotado.

El préximo teorema muestra que el hecho de que una transformacion lineal sea acotada
es equivalente a que ésta sea continua.

Teorema 1.6 Sea T': (X, ||| ) — (Y.||]ly-) lineal. Son equivalentes

1. Existe M > 0 tal que | Tz — Ty|ly < M ||z — y|| para todo z,y € X.
T es uniformemente continua en X.

T es continua en X.

T es continua en el cero.

T es acotada en una vecindad del cero.

T es acotada.

XS v e

sup{|[Tally | oy < 1} < oo

Demostracion.

(1=2) Seae > 0si0 <9 < ¢/Myaxy e X son tales que ||z —y|, < J entonces
| Tz —Ty|ly < M ||z —y|ly < e. Por tanto T es uniformemente continua en X.

(2==3) Si T es uniformemente continua en X entonces 7' es claramente continua en X.
(3==4) Claro.

(4==5) Como T es continua en cero existe 6 > 0 tal que ||Tz||, < 1 si z € Bs(0). Es decir,
T es acotada en B;(0) € N(0).

(5==6) Supongamos que existen V' C X vecindad del cero y M > 0 tales que ||Tz|,, < M
para toda x € V. Como V es vecindad del cero y X es normado existe r > 0 tal que
B,[0] C V. Asi, sea x € X con z # 0 entonces y = r—— € B,[0] y por lo tanto

llll x

ITylly < M
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es decir,
M
ITzlly < = lllx
si x = 0 la igualdad anterior se cumple trivialmente. Por lo que T" es acotada.

(6=7) Como existe M > 0 tal que ||Tz|y, < M ||z||y para todo z € X en particular se
tiene que ||Tz||,- < M para todo x con ||z|/y <1, y por lo tanto

sup{[[T[ly | [lz]x <1} < M < oo

(7==1) Sea ||T'|| = sup{||Tz|ly | ||z]|x < 1} asi que dados z,y € X
[Tz = Tylly < ITIlx—ylx

pues si x # y entonces ——— € B1[0], por lo que HT(ﬂ)H < |IT]]. Y si z = y entonces
Y

lz—yll x lz—yllx
claramente se tiene que ||[Tx — Tylly = |7 [z — y| . ™

Supongamos que f y g son funcionales lineales sobre el espacio normado (X, ||-||y). Di-
remos que f y g son iguales f = g si y sélo si f(z) = g(z) para toda x € X. Si definimos
f + g como el funcional lineal cuyo valor, en cada punto de z, es f(z) + g(z), y para o un
escalar, af el funcional lineal que para cada = es af(x), entonces es claro que la clase de
todos los funcionales lineales con tales operaciones forma un espacio vectorial sobre C. Més
atn, si definimos para f un funcional lineal acotado la norma de f como

A1l = sup {[f ()] : [l=f] < 1}

entonces la coleccién de todos los funcionales lineales acotados sobre X es un espacio vectorial
normado. A dicho espacio se le llama el primer dual de X y se le denotard como X*. Estas
afirmaciones se demuestran a continuacion.

Teorema 1.7 Sea (X, ||| y). espacio vectorial normado, entonces X* es un espacio vectorial
normado completo con la norma

1F1l. = sup {[f ()] : fl=llx <1}

Demostracion. Sean f,g € X* entonces existen M, N > 0 tales que |f(z)] < M ||z||y ¥y
lg(x)] < N |||y para todo z € X. Por lo que

(f +9) @) < [f(2)] + |g(z)| < (M + N) |[zf|
y por tanto f + g € X*. Ahora sea o € C\{0} entonces si x € X
|f (@) = laf |f(2)] < o] M| x

por lo tanto af € X*. Claramente el funcional constate cero pertenece a X*, asi que X* es
un espacio vectorial sobre C.
Por otro lado, sea f € X* tal que

sup {[f ()] : |z x <1} =0
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entonces si z € X y x # 0 se tiene que )f(m)‘ < 0 asi que f(z) = 0 para todo =z € X.

Reciprocamente si f(z) = 0 para toda = € X entonces sup {|f(z)| : ||z]|yx <1} =0.
Por otro lado si « € C\{0} y f € X*, para = € B;[0] se tiene que

(f) (@) = |l [f(2)] < lal | f]].

por lo tanto ||af]|, < |a|| f],. Pero también se tiene que si z € B;[0] entonces

ol [f ()] = [(af)(@)| < [lef]].

asi que
-1
[f(@)] < o lafl,

y entonces [|£], < |o|™ [afll, o bien Jal [ /], < llafll, ¥ por lo tanto Jal [ 7], = .. Si
a = 0 claramente |af ||f]|, = [|af]l,-
Y si f,g € X* entonces para x € B[0]

[(f +9)(@)] = |f (=) + g(@)] < [IF]. + llgll.

asi que ||f + g/, < |IfIl, + llgll, es decir, se cumple la desigualdad del tridngulo.

De los pasos anteriores concluimos que || f||, = sup {|f(z)| : |||y < 1} es una norma en X*
y por lo tranto que (X*,||-||,) es un espacio verctorial normado. Resta probar que también
es completo; para ello consideremos { f,, },en una sucesién de Cauchy en X*. Entonces para
toda € > 0 existe N € N tal que n,m > N implica

||fn - me* <€
asisiz e X yax#0
=t ()| £ M= £l <
]|

o bien
[(fo = f)(@)] < ellz]

Nétese que si = 0 entonces { f,,(x) }nen €s la sucesion constante cero. Entonces para cada x €
X lasucesion { f,,(x) }nen es de Cauchy y como C es completo debe converger a digamos f(z).
La funcién definida de esta forma es claramente un funcional lineal. Veamos que también es
acotado. Para cualquier £ € N y una N € N apropiada se tiene que

| fyvee — fvll, <1

lo cual implica
lfvelle < SNl +1

o bien
|ven(@)] < (fwlle + D) [zl x
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para todo x € X. Entonces

[f ()] < (Lfnlly + D) NIzl x

y, por tanto, f € X*.
Por otro lado, sea ¢ > 0 entonces existe N € N tal que n, m > N implica

[ fr = frll, <€

asi que si x € B1[0]
|fu(2) = fin(2)| <€
de este modo
Jim [ fu(x) — ful@)] = [ lim fi (@) — fun(o)| < €
esto es
|f(@) = fn(2)] < €

asi que

If = fmll, <€

y por lo tanto { f, }nen converge a f en (X*, |]|,). m
Una vez establecida la estructura de X* como espacio vectorial normado, es conveniente
determinar formas equevalentes para la norma de X*.

Proposicion 1.7 Sea (X, ||| ) espacio vectorial normado. Si f € X*entonces

1Al = sap{[f(@)]: |lzlly <1}
mf{M > 0: |f(2)] < M|z|y, € X}

= sup{|f(2)]: [lzllx = 1}
Sup{\f(x)\ :x%o}

HxHX

Demostracion. Sea M > 0 tal que |f(z)| < M ||z| y para toda = € X, entonces si x € B;[0]
[f()] <M

luego || f]l, < M, por lo tanto ||f||, < inf{M > 0: |f(z)] < M ||z|x,z € X}. Pero para

x € X con x # 0 se tiene que
x
()| <.
2]l x

[F @) < I Ml

o bien

asi que para toda z € X

[F@)] < WAL Nl
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por lo tanto || f||, > mf{M > 0: |f(z)| < M |z|y,x € X} con lo que se tiene la primer
igualdad.
Es claro que sup {|f ()] : [|z||x < 1} < ||f|l,. Ahora, sea x € B;[0]: si ||z||y < 1 entonces

[f (@) < sup {|f ()] : [l=]lx <1}

y si ||z]|x = 1 entonces para A € (0,1) se cumple que ||Az|/y = A, por lo que

[f(Az)| < sup{|f(z)] : [lx]lx <1}

o sea
[f(@)] < A sup {|f ()] = 2]l x < 1}

por lo tanto |f(x)| < sup {|f(x)| : ||z||x < 1}. De este modo || f|, < sup {|f(z)|: |z]|x <1}
con lo que se tiene la segunda igualdad.
Veamos que

sup {[f(2)| : [le] x <1} = sup {[f(2)| - [l«] x =1}

Sea z con ||z||y = 1 entonces para A € (0,1) se tiene que |[Az|y = A, por lo que

[f(2)] < X sup {|f(2)] : 2]l <1}
asi |f(z)| <sup{|f(z)|: ||z|x <1}y por lo tanto

sup {|f(2)] : [lzllx <1} = sup{|f(2)] : lz]x = 1}

Por otra parte, si x € B1(0) y = # 0 entonces

'f (—)' <sup{If@)]: ol = 1}

1]l

o bien
|f(@)] < sup{|f(@)]: [[z]x =1} [zl x <sup{|f(z)]: [lz]lx =1}

por lo tanto sup {|f(x)| : ||z]|x < 1} < sup{|f(2z)|:||z||x = 1} con lo que se tiene la tercer
igualdad. La iltima igualdad es inmediata. m

Dado (X, ||-||x) se tiene que X* es nuevamente un espacio normado asi que es posible
considerar el espacio dual de X*, esto es (X*)*. Nos referiremos a este espacio, que es un
espacio normado completo, como el doble dual de X y para simplificar la notacién se le
denotard por X **. Existe una subcoleccién del doble dual de X que juega un papel importante
dentro de la teorfa de espacios vectoriales normados; dicha subcoleccién es la imagen de la
transformacién lineal

- X=X
r — T (1.1)

donde 7 esté definido como sigue:
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para [ € X*. Notese que para cada x € X el funcional ¥ estd bien definido, pues es lineal
por la forma en la que estdn dadas las operaciones en X*, y si f € X™ entonces

Z(N)] = f @) <l 171,

por lo que 7 es acotado y ademds ||| > ||Z]|,,. De hecho, a partir del teorema de Hanh-
Banach, se puede probar que”es una isometria lineal entre X y X**, es decir, que para cada
x € X se tiene que ||z| = ||Z],.

1.3.2. La topologia débil—x.

El primer resultado de esta seccién proporciona una forma de dotar de una topologia
a un conjunto dado no vacio a partir de una colecciéon de subconjuntos de éste. Después
se establece el concepto de topologia débil y, haciendo uso del resultado ya mencionado,
procederemos a definir la topologia débil—+ en el dual de un espacio vectorial normado.
Para finalizar esta seccién, se enunciard el teorema de Banach-Alauglu.

Teorema 1.8 Supongamos que X # & es un conjunto arbitrario y que B es una coleccion
no vacia de subconjuntos de X que satisface las condiciones

1. Para cada x € X existe B, € B tal que x € B,.

2. Dados By, By € B.,s1t x € By N By, entonces existe By € B tal que v € B3 C B1 N Bs.
Entonces B es base de una topologia T para X .

Demostracion. Sea T la coleccién de subconjuntos de X que consiste en uniones arbitrarias
de elementos de ‘B, y el conjunto vacio. Entonces 7 es claramente cerrada bajo uniones
arbitrarias y por el punto 1, X € 7 pues X = Uze By Para probar que 7 es cerrada bajo
intersecciones finitas, y por lo tanto una topologfa, es suficiente probar que si U;,Us € T
entonces U;NU, € 7. Ahora, como Uy, U € 7, Uy =, B, y Us = U, B2, donde B, BZ € B,
asf que
UinU, = UJ(B,N B
ay

De este modo sea = € B, N B2, por el punto 2 existe BY? € B tal que x € B2 € B) N B2
lo cual implica que Bl N B,% se puede ver como una unién de elementos de B y por tanto
también U; N U,. Entonces 7 es una topologia para X y de su definicién se tiene que B es
una base de abiertos para dicha topologia. m

Consideremos ahora un conjunto arbitrario no vacio X, Y un espacio topolégico y F
una familia de funciones de X a Y. Ciertamente existe una topologia para X respecto a la
cual cada elemento de F es una funcién continua, pues si a X se le equipa con la topologia
discreta entonces toda funcién que tenga a X como dominio es continua. Asi que es posible
considerar la topologia m&s débil con respecto a la cual cada f € F es continua, es decir, la
interseccién de todas las topologias con respecto a las cuales cada elemento de la familia F
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es una funcién continua. Dicha topologia es la llamada topologia débil generada por F. Una
forma de ver a la topologfa débil generada por F es la siguiente: Si 7 es la topologfa de Y y
B es una base para 7 entonces la topologia débil generada por F en X es la topologia que
tiene como subbase a la coleccion

S={fYB):feF, Be®B

pues si 71 es una topologia para X con respecto a la cual todas la funciones en F son
continuas entonces S C 71, y por tanto S estd contenida en la topologia débil generada por
F y entonces, la topologia que tiene como subbase a S también estd contenida en la topologia
débil generada por F. Ademads, segin la topologia que tiene como subbase a S cada elemento
de F es una funcién continua, asi que ésta contiene a la topologia débil generada por F.
En el caso particular de que Y C C con la topologia usual, la subbase S para la topologia
débil generada por F consiste en conjuntos de la forma

{z e X:[f(2) = flzo)| <€} (1.2)

donde € es un real positivo, f es un elemento de F y xyp € X. Una interseccién finita de
conjuntos de la forma 1.2 para 2o € X, ¢ > 0y f1,..., f. € F fijos serd denotada como
V(zo; f1,-- -, fn,€). Es decir,

Vi(zo; fiyoo oy fye) ={xz € X 1 |fi(z) — filzo)| <€, i=1,...,n} (1.3)
Establezcamos algunas propiedades de los conjuntos de la forma 1.3.
1. Obviamente xo € V(xo; f1,- -, fa, €)-
2. Dados V (zo; f1,-- -, fns€1) ¥ V(20; 91, - - -, Gm, €2) entonces
V(zo; fis- - s frs G1s- - -y Gm, min(er, €2)) C V(o f1,. ., fu, €1) NV (20591, - -+, G, €2)

En efecto, si x € V(zo; f1,. -, fu, 91, - - -, gm, min(er, €2)) entonces

|fi(x) = fi(zo)| < min(er,e) <er  (1=1,...,n)

‘gz(@ - gi(~”¢0)| < mfn(€1,€2> < € (Z =1,... 7m>
asf que x € V(zo; f1,..., fu,€1) NV (T0; 91, - -, Gn, €2).

3. Sizy € V(xo; f1,..., fn,€), entonces existe 6 > 0 tal que

V(@ frsooos oy 0) SV (205 fis .oy fus€)

En efecto si € (0,e — d), donde d = max;|f;(x1) — fi(xo)| entonces para z €
V(x1; fi,---, fa,0) se tiene que

\fz(x)—f,(xl)\ <0 (Zzl,,n)
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por tanto

|fi(x) = filzo)| < | filx) = filzo)| + | filw1) = f(20)| <0+ d <€
parai=1,...,n, y entonces z € V(zo; f1,..., fn,€).

Recordemos que la topologfa débil generada por la familia F consiste en subconjuntos
de X que son uniones arbitrarias de intersecciones finitas de conjuntos de la forma 1.2. Las
intersecciones finitas de conjuntos de la forma 1.2 son de la forma 1.3. Ahora, si xg,yy € X,
€1,60>0y fi,..., fn, 915+, gm € F consideremos

V(%%fl, .- -afn>€1) N V(yo;gb cee agm>€2)

y supongamos que x; pertenece a esta interseccién. Entonces por la propiedad (3), existen
01,02 > 0 tales que
V(Il, fl, ceey fn, (51) Q V(SL’(), f17 e ,fn, 61)

V(xl;gb <oy Omy, 62) g V(x();gla <5 9m, 62)

entonces por las propiedades (1) y (2) se tiene que

V(Jfl, f17 . ,fn,gl, . ,gm7 min(él, 52)) Q V(.’,Ul, fl, ey fn, (51) N V(.f(fl, giy---,9m, (52)

y por lo tanto
r1 € V(xo; f1,-- s for &) NV (Y03 915 - - - s Gims €2)

Asi que por el teorema 1.8 los conjuntos de la forma 1.3 forman una base para una topologia
de X, y por la manera en la que estdn dados dicha topologfa resulta ser la topologia débil
generada por F.

Ahora, si en lugar de considerar un conjunto arbitrario consideramos a X*, el primer
dual de un espacio vectorial normado (X, ||-||), y a la familia de funciones (de X* en C)
X = {z € X** : 2z € X}, donde " es la transformacién natural entre X y su segundo dual
que se definié en la seccién pasada, la topologia para X* generada por X es la llamada
topologia débil—x, a la que denotaremos por w*. Como para cada x € X la transformacién
T es continua en la norma |-||, de X*, la topologia débil—x es mds “débil" (en el sentido de
que tiene menos abiertos) que la topolégia 74 (inducida por la métrica d*, la que a su vez
estd generada por la norma ||-||,), es decir, w* C 74+. Notemos que en este caso los conjuntos
bésicos de la forma 1.3 estdn dados como

V(f();.’,%l,...,i’n,E) = {fGX* : ‘i’l<f>—§fl(f0)| < €, 1= 1,...,71}
{fe X |f(zi) = folw)| <e i=1,...,n}
paran €N zy,....x, € X, foe X*ye>0.

En la siguiente proposiciéon se demuestran dos propiedades importantes de la topologia
débil—x.
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Proposicién 1.8 Si (X, ||-]|) es un espacio vectorial normado entonces (X*,w*) es un es-
pacio vectorial topoldgico con las operaciones definidas en (X*,||-||), Hausdorff y localmente
convexo.

Demostracion. Veamos que la funcién suma s y la funcién multiplicacién por escalar m son
continuas en (X* w*) x (X*, w*) y en C x (X*, w*) respectivamente.

Sea (f1,f2) € (X*,w*) x (X*,w*) y seann € N,xy,...,z, € X y ¢ > 0, entonces si
(91,92) € V(f1;81, -, Tn, €/2) X V(fo;Z1, ..., T, €/2) se tiene que

lg1(z5) — fi(xi)| < €/2

g2 (i) — fa(xi)| < €/2
para ¢ =1,...,n. Entonces
(g1 + g2) (i) — (fr + f2) ()| < |gu(i) — fulzi)| + |ga(m:) — fa(zi)| < €

es decir, g1 + g2 € V(f1 + fo;%1,...,Tpn, €), 0 bien,
(f1, f2) € V(f1581, -y &ny €/2) X V(f2; 81,0, By €/2) C s NV (f1 + fo; 81, s €))
y como V' (fi1+ f2; Z1, ..., Tn, €) s un abierto bésico se concluye que s es continua en (X*, w*) x
(X7, w")
Ahora sea (a, f) € C x (X*,w*) yseann € N, z1,...,2, € X y e >0. Si

€

O = Yo F@)) £ 1)

entonces existe M > 0 tal que para todo 8 € Bs(a) |B| < M. Asi, sea (§,9) € Bs(a) x
V(f;&1,...,%n,€/2M) entonces parai=1,...,n

1Bg(xi) — af(z:)] < [Bg(ws) — Bf (@) + |Bf(w5) — af ()]
1Bl 1g(zi) — ()| + |8 — af | f(2)]

Mot T e F @) £ 1

€

IN

|f ()]

A\

entonces Sg € V(af;&1,...,2n,€), por lo que (o, f) € Bs(a) x V(f;21,...,2n,€¢/2M) C
m Y (V(af;21,...,%0,€). Y dado que V(af;21,..., 2., €) es un abierto basico de (X*, w*)
la funcién m es continua en C x (X*, w*).

Por otro lado, sean f, g € (X*,w*) con f # g, entonces existe xy € X tal que f(z,) # g(zo)-
Como C es un espacio métrico existe € > 0 tal que

Be(f(x0)) N Be(g(x0)) = @
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entonces V (f; Zo,€) NV (g; o, €) = &. Pues si existiera h € V(f; 2o, €) NV (g; Zo, €) entonces

(o) — f ()| <€

|h(z0) — g(w0)| < €

lo cual no es posible. Por lo tanto (X*, w*) es un espacio Hausdorff.

Resta probar que (X* w*) es localmente convexo. Para ello tomemos f € X* y U €
N(f); como U es una vecindad de f existen n € N, ¢ > 0y z1,...,2, € X tales que
V(f;Z1,...,%n,€) CU. Ahora,sean o, 8 € [0, 1] talesque a+0 =1,y g1.92 € V(f;Z1, ..., &n, €)
entonces, sit=1,...,n,

lagi(z:) + Bga(@i) — f(xi)| = |agi(z:) + Bgalxi) — (a + B) f(2:)]
< Jagi(x:) — af(z)| + |Bgalzi) — Bf(2:)|
< algi(@) — flz)] + Blga(zi) — f(z))]
< (a+PB)e=c¢

por lo tanto ag; + 892 € V(f;Z1,...,Zn,¢€), es decir, V(f;Z1,...,2Tn,€) es una vecindad
convexa de f contenidaen U. m

El resultado que sigue, concerniente al espacio (X*, w*), serd de mucha trascendencia en
esta tesis. La demostracion se puede encontrar en [Bachman].

Teorema 1.9 (Banach-Alauglu) Sea (X, ||-||) espacio vectorial normado. La bola unitaria
cerrada,
Bi[0] ={fe X I/ <1}

de X* es compacta en la topologia débil—x.

1.4. El espacio C.(X)

Definicién 1.11 FEl soporte de una funcion compleja f definida en un espacio topoldgico X
es la cerradura del conjunto

{reX: fz)#0}

y se le denotard como supp(f). A la coleccion de funciones continuas de valores complejos
en X con soporte compacto se le denotard por C.(X).

Proposicién 1.9 Sea X un espacio topoldgico. El conjunto C.(X) es un espacio vectorial
sobre C con las operaciones usuales entre funciones.

Demostracion. Es suficiente con demostrar que C.(X) es cerrado bajo la suma y bajo la
multiplicacién por escalares, pues es fdcil ver que el espacio de todas las funciones continuas
en X, C'(X), es un espacio vectorial.
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Sean f,g € C.(X) entonces f + g es continua en X. Ahora, sea x € supp(f + g) entonces
dado U C X abierto con z € U existe y € U tal que (f + g)(y) = f(y) + g(y) # 0, por lo
que f(y) #06 g(y) #0, ast quey € UN ({w € X : f(x) # 0} U{w € X : g(x) # 0}) y por
tanto z € supp(f) Usupp(g), es decir, supp(f + g) C supp(f) Usupp(g), y como supp(f) y
supp(g) son compactos y supp(f + g) es cerrado en supp(f) Usupp(g), entonces supp(f + g)
es compacto.
Por otra parte sean « € C\{0} y f € C.(X) entonces af es continua en X, ademds
supp(af) = supp(f). En efecto, si € supp(f) y U C X es un abierto con x € U en-
tonces existe y € U tal que f(y) # 0 asi que (af)(y) = af(y) # 0, con lo que se tiene que
x € supp(af). Conversamente si x € supp(af) y V C X es un abierto con x € V' entonces
existe w € V tal que (af)(w) # 0 y por tanto f(w) # 0 asi que = € supp(f). Si a = 0
entonces (af)(z) = 0 para todo z € X, asi que supp(af) = &, y por lo tanto supp(af) es
compacto. H

De hecho el espacio C. (X) resulta ser un espacio vectorial normado con la norma del
supremo, es decir, para cada f € C, (X)

/]l = max {[f(z)] : © € X}

1.5. El espacio H(D)

En esta seccién se establecera la estructura del conjunto
H(D)={fe€C(D): f es analitica en D}

como espacio vectorial topolégico. También se trataran algunos de los teoremas méds impor-
tantes relacionados con éste y finalmete se introducird el concepto de subordinacién.

1.5.1. H(D) como espacio métrico

Aqui se describird la estructura de H(D) como espacio métrico. Se mostrard que la
topologia en H (D) estd dada por una métrica en la que la convergencia de una sucesién es
equivalente la a convergencia uniforme en subconjuntos compactos de D. Previo a introducir
esta métrica son necesarios algunos resultados auxiliares.

Proposicién 1.10 Sea @ # Q C C abierto. Existe una sucesion de compactos {E,}
(contenidos en Q) tal que:

neN

1. {E,}, ey cubre a Q y para cada n € N se cumple que E,, C int (Epq1)
2. Si E C Q) es compacto entonces E C K,, para alguna n € N

Demostracion. Si §2 = C es claro, asi que supongamos que €) # C. Para cada n € N sea

B, - {zeQ:d(z,C\Q) > %}mBn[O]
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donde d (z,C\Q) = inf {|z — w| : w € C\Q}. Para cada n € N el conjunto E, estd acotado y
es la interseccién de dos cerrados y por lo tanto es compacto. Ademds para cualquier n € N
se tiene que

{z €Q:d(zC\Q) > 1} c {z €Q:d(zC\Q) > L}
n +1

por lo que E,, C {z €N:d(z,C\Q) > n+1 }ﬁBnH 0) C E,41 y por lo tanto E,, C int(E,41).
Sea ahora z € €2, como d (z,C\Q) > 0 existe n € N tal que d(z,C\Q) > < y también existe
m € N tal que z € B,,,(0) asi que 2 € Eygx(m,n) por lo que J,, oy En = €2
Sea E/ C 2 compacto. Dado que Q = |, oy En = U, ey int(Ey,) existen y nq,...,n; € N tales
que E Cint(E,,)U---Uint(E,,) asi que E C Ey con N = max {ny,...,n;}. m

Como D es abierto la proposicién 1.10 asegura que existe una sucesién creciente de
compactos {E,}, .y con las propiedades (1) y (2). Definamos

Pen (fr9) =sup{|f(2) —g(2)|: 2 € B}

para cualesquiera f,g € C'(D) y n € N. Si también se define

p(f,g)—%%m

entonces p es una métrica para el espacio de todas las funciones continuas definidas en D (a
este espacio se le denotard como C' (D)). Esta afirmacién se sigue de que py,, es una métrica
en el espacio C(E,) y de que D =,y En

Lo que sigue es mostrar que la convergencia de sucesiones segiin p en C'(D) es equivalente
a la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de D.

La siguiente proposicién permite entender el comportamiento de p y de hecho a partir de
ésta se caracterizardan los abiertos en (C'(D), p).

Proposicion 1.11 Para cualquier € > 0 existen E C D compacto y 0 > 0 tales que si

5 (f,9) =sup{[f(2) —g(2)] : 2 € E} <4

entonces p (f,g) < €. Reciprocamente dados § > 0 y E C Q) compacto existe € > 0 tal que si
p(f,g) <€ entonces pg (f,g) <.

Demostracion. Sea € > 0. Sabemos que existe N € N tal que Zn>N 5 < 5 a81 sea E En.
Por otro lado como lim,_,o+ = 77 = 0 existe 6 > 0 tal que 0 < ¢ < ¢ implica 75 < 5. Ahora,

+t
si fy g son tales que pg (f,9) = pg, (f,g) < d entonces 132—% < § paran = 1,...,N.

p(f.9) Zz2lnpn(f g) < 222% <e

neN neN

Por lo tanto
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Por otro lado sean § > 0 y £ C D compacto.por la proposicién 1.10 existe N € N tal que
N . . . N
E C Ey. Como lim;_+ t254; = 0 existe € > 0 tal que 0 < ¢ < € implica 0 < 725k < 4. Asf

(F.0) 1-2N¢

1 pen(fg :

= END - < e con lo que se tiene que
2V 1+pg, (f,9) q q

oN (L pen(f.9) >
2N 1+pp . (£,9)

1 — 9N <L PN (f,9) )

si f,g € H(D) son tales que p(f, g) < e entonces

pE(fvg): <0

u
Teorema 1.10 Sea U C C(D). Entonces:

1. U es abierto en (C(D),p) si y sélo si para cada f € U existen E C D compacto y
d > 0 tales que {g € C(D) : pp(g,f) <0} CU

2. i { fu}nen €5 una sucesion en C(D), { fn},en converge a f € C(D) segin p siy solo si
{fa}nen converge uniformemente a f sobre cualquier E subconjunto compacto de D.

Demostracion. (1) Sea U C C(D) abierto en (C(D),p) y f € U entonces existe € > 0 tal
que si g € C(D) cumple con p(f,g) < € entonces g € U. Por la proposicién 1.11 existen
d >0y E C D compacto tales que si pg (g, f) < 0 entonces p(f,g) < € por lo tanto
{9€C(D):pp(g,f) <o} CU.

Supongamos ahora que para cada f € U existen £ C D compacto y d > 0 tales que
{9 € C(D) :pg(g,f) <d} C U. Por la proposicién 1.11 existe ¢ > 0 tal que si g satisface

que p(g, f) < € entonces pg (g, f) < 6, asi
{9€C(D):plg,f)<et S{geC(D):pgly,f) <0} CU

es decir, U es abierto en C'(D).
(2) Supongamos que {f,}, oy converge a f € C(D) segin p. Sea &£ C D compacto y € > 0,
por la proposicién 1.11 existe 0 tal que si p(g, f) < ¢ entonces p(g, f) < e. Como {f,},cn
converge a f existe N € N tal que si n > N entonces p(f,, f) < 6 de donde se sigue que
pE(fas [) <€, esto es { [}, ey converge uniformemente a f en E.
Sea ¢ > 0, de nuevo por la proposiciéon 1.11 existen 6 > 0 y £ C D compacto tales que
pe(g, f) < ¢ implica p(g, f) < €. Por hipétesis {f,}, oy converge uniformemente a f en E
asf que de la parte (a) se sigue directamente que { f,}, . converge a f segiin p. m

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que la métrica p no depende de la
sucesion de compactos que la definen, pues la parte (a) caracteriza los abiertos de (C(D), p)
de manera independiente de la sucesién que genera a p. Por ello cada vez que se considere
a C(D) como espacio métrico se hard el supuesto de que la métrica p estd definida por una
sucesion {E,}de compactos que cubren a D y que ademds satisfacen que F,, C E,,; para
n € N.

Proposicién 1.12 FEl espacio C(D) es un espacio métrico completo.
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Demostracion. Sea { f,}, oy una sucesién de Cauchy en el espacio C(D). De la proposicién
1.11 se sigue que para cada E C D compacto las funciones f, restringidas a E forman una
sucesién de Cauchy en C(F). Es decir, para § > 0 existe N € N tal que si m > n > N
entonces

pE(fm,fn) < 5

Entonces para cada z € E existe f(z) € C tal que la sucesién {f, (2)},cy converge a f(z).
Esto induce una funcién de D en C, se probara que f € C'(D) y que {f,},cy converge a f
segun p.

Sea E C D compacto, § > 0 y N un natural tal que pg(fp, fn) < param,n > N si z € K
existe n, > N tal que |f,,.(z) — f(2)| < 6 de modo que si n > N se tiene que

[fn (2) = f () < | fn (2) = S (D) 4 [ S (2) = f (2)] < 20

como N no depende de z se concluye que {f,}, .y converge uniformemente a f en E. Y
por el teorema 1.10 {f.}, oy converge a f segin p. Ahora, como f es limite uniforme en
subconjuntos comactos de D de sucesiones de funciones continuas f debe ser continua en D.
]

Por el hecho de que el espacio de funciones analiticas H (D) es un subespacio de C'(D) se
tiene de forma directa que p restringida a H(D) es una métrica. Atiin mas H (D) es cerrado
en C(D), con que se tiene que (H(D),p) es un espacio métrico completo. La afirmacién
anterior se fundamenta en el siguiente teorema.

Teorema 1.11 Sea {f,}, oy una sucesion en H(D). Si{fn},cy converge a f en C(D) en-
tonces f € H(D). Ademds {fék)} converge a f*) para toda k € N.
neN

Demostracion. Sea I' C D una curva cerrrada por el teorema de Cauchy se tiene que

/an(z)dz =0

para toda n € N. Asf que de la compacidad de I' y de la convergencia de {f,}, oy se sigue
que

0= lim fn )dz:/f(z)dz
r

n—oo

Por tanto del teorema de Morera se tlene que f es andlitica en D.
Por otra parte sea k un natural dado y sea 0 < r < 1 entonces existe r < R < 1 tal que
B,[0] C€ Bg[0] C D, por la formula integral de Cauchy

n — k'M, R
|fh(z) = f*(= }_27T/|f = k+1>‘\€\ W

l§1=R
para toda z € B,[0], donde M, = sup{|f, (w)— f(w)|:|w| = R}. Dado que M, — 0 se
tiene que { j}gk)} . converge uniformente a f* y por lo tanto fék) . converge a f* segin
ne ne

p. ®
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Corolario 1.1 El espacio H(D) es métrico completo.

Demostracion. Es inmediato de la proposicién 1.12 y el teorema 1.11. m

1.5.2. H(D) como espacio vectorial topolégico

Aqui se probara que H(D) admite estructura de espacio vectorial topolégico localmente
convexo. Fn la seccién anterior se demostré que el espacio H(D) es un espacio métrico y es
claro que es una espacio vectorial sobre C con las operaciones usuales de suma y producto por
escalar (de hecho es un subespacio de C'(D)). Asi que resta verificar que dichas operaciones
resultan continuas de acuerdo a la topologia inducida por la métrica p en H(D).

Veamos primero que la suma de funciones es continua en H (D) x H(D). Denotemos por
s a la suma de dos elementos de H(D), esto es si f,g € H(D) entonces s(f,g) = f + g,
con + la suma usual de funciones. Sea U C H(D) abierto dado que H (D) es un subespacio
(topolégico) de C(D) existe V C C(D) abierto tal que U = V N H(D). Sea (f,g) € s~ H(U)
por el teorema 1.10 existen 6 > 0y F C D compacto tales que el

{heC(D):pglh, f+g) <} CV

Asisean Wy = {h € C(D) : pg(h, f) < §/4}NH(D)y Wy = {h € C(D) : pg(h,g) < /4N
H(D) de nuevo por el teorema 1.10 Wy y W5 son abiertos en H(D) ademas para (hy, hy) €
Wi x Wy y z € E se tiene que

[(h1 4+ ho)(2) = (f + 9)(2)] < [ha(2) = f(2)] + [ha(2) — 9(2)] < pp(ha, f) + p(h2, g) < 6/2

lo que implica que pg(hy + he, f + g) < & o bien que (f,g) € Wy x Wy C s71(U).

Verifiquemos ahora que el producto por un escalar define una funcién continua en C x
H(D). Denotemos por m a dicha funcién, es decir, m(«, f) = af para « € Cy f €
H(D). Sea U C H(D) abierto entonces U = V N H(D).para algin V' C C(D) abierto. Sea
(a, f) € m™Y(U) por el teorema 1.10 existen 6 > 0y F C D compacto tales que el conjunto
{h € C(D): pg(h,af) < d} estd contenido en V.

Sean Wy ={AeC: |A—a| <d§/(4M+1))}con M =sup{|f(z)|:z€ E}yWy={h €
C(D) : pg(h, f) <0/(4(la] + 1))} N H(D) entonces Wy y Wy son abiertos en C y en H(D)
respectivamente ademés para (\, g) € Wy x Wy y 2z € E se tiene que

)
=3

[(Ag)(2) = (af) ()] < F() A = al + allg(2) — f(2)] < M +lal g

)
4(M+1) (la| +1)
por lo que pp(Ag, af) < 6. De modo que (a, f) € Wy x Wy Cm~H(U).

En este trabajo el Teorema de Krein Milman juega un papel importante y es por esto que
resulta necesario que el espacio H (D) satisfaga sus hipétesis. Ya se vié que admite estructura
de espacio vectorial topoldgico por lo que resta verificar que es localmente convexo.
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Sea f € H(D) y sea EE = By 5[0] entonces V = {h € C(D) : pg(h, f) <1/2} N H(D) es
una vecindad abierta y convexa de f. En efecto sean t € [0,1] y g,h € V entonces para
z € E se tiene que

|(tg + (1 = )h)(2) = f(2)| < tlg(2) — f(2)+ A=) |h(2) = f(2)] < tpp(g, [)+(A=)pp(h, f)

por lo tanto pp((tg + (1 —t)h), f) < tpp(g, f) + (1 —=t)pg(h, f) < 1/2.

1.5.3. El teorema de Montel en H(D)

En esta seccién se probard, con base en el teorema general de Montel, la versién que se
utiliza en este trabajo.

Definicién 1.12 Sea F C C(D). Decimos que Fes normal si cualquier sucesion {f,}
tiene una subsucesion convergente a un elemento f en C(D).

neN

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de la definicién de normalidad y
del hecho de que C'(D) es un espacio métrico.

Proposicién 1.13 Sea F C C(D). Fes normal si y sélo si la cerradura de F es compacta.

Definicién 1.13 Un conjunto F C H(D) es localmente acotado si para todo a € D existen
r>0y M >0 tales que
[f()l <M

para toda z € B.(a) y f € F.
Esto es, una colecciéon F es localmente acotada si alrededor de cada punto en D existe una
bola en la que F es uniformemente acotada y de hecho esta condicién resulta ser equivalente

a que F sea uniformemente acotada en subconjuntos compactos de D. Este resultado se
establece en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.14 Sea F C C(D). Fes localmente acotada si y sdlo si para todo E C D
compacto existe M > 0 tal que

sup{|f(2)|:2€ By feF} <M

Demostracion. Supongamos que F es localmente acotada. Sea £ C D compacto, entonces
existen z1, ...,z € E,r; > 0y M; > 0 tales que E C Ui‘:l B, (z:) vy |f(2)] < M;siz € By, (%)
yfe€Fparai=1,...,0. Asisi M =max{M, :i=1,...,m} para z € F se tiene que

[f() <M

si feF.
Reciprocdmente supongamos que para cualquier compacto £ C D existe M > 0 tal que
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sup{|f(z)|:z€ Ey feF} <M. Seaz € Dyr >0 tal que B,[2] C D entonces existe
M > 0 tal que sup {|f(2)| : 2 € Byl2o] y f € F} < M, por lo tanto si z € B, /2(20) se tiene
que

[f() <M

sifeF. m

Una vez que se introdujeron los conceptos de normalidad y de coleccién localmente aco-
tada en H (D) se enunciara la forma mas general del teorema de Montel a partir de la cual
se probard la versién que se utilizara en el contexto de este trabajo.

Teorema 1.12 (Teorema de Montel) Una coleccion F en H(D) es normal si y sélo si
es localmente acotada.

La demostracién puede consultarse en [referencia Conway]. Pero aqui se demostrara el
siguiente corolario.

Teorema 1.13 Sea F C H(D). F es compacto si y sélo si F es cerrado y localmente
acotado.

Demostracion. Supongamos que F es compacto, como H(D) es métrico F es cerrado. Si
suponemos que JF no es localmente acotado existiria £/ C D compacto tal que el supremo
de el conjunto {|f(z)|: z€ Ey f € F} no es finito. Es decir, para cada n € N podriamos
encontrar f, € F y z, € E tales que |f,(z,)] > n. Ahora, como E es compacto existen
20 € By {zn, }yey subsucesion de {z,},ytales que {z,, },.y converge a z. Por el mismo

argumento existe { fnkl }l . subsucesion de { f,, },ony [ € F tales que { fnkl }l . converge a
S S

g, (2, )’ > Ny,

Pero por la convergencia uniforme de { fnkl }l . en E' y por el hecho de que f € F parae > 0
S

f en H(D). Nétese que para cada | € N se cumple que

existe V € N tal que si [ > N entonces

Tty o) = S 0)| < |y (o) = S o )| + [ F(zm) = F(20)| < €

es decir la { o, (anl)} sucesién converege f(zg). De esta contradiccién concluimos que F
leN

es localmente acotada.

Supongamos ahora que F es cerrado y localmente acotado. Por el teorema de Montel se
tiene que F es normal, y por ser cerrado es secuencialmente compacto. Y como H (D) es un
espacio métrico se tiene que F es compacto. m

1.5.4. El concepto de subordinacion

En esta seccién se introduce el concepto de subordinacién y se prueban algunos resultados
relacionados con éste. El lema de Schwarz caracteriza a las funciones que van de D en D
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y que dejan fijo al cero; pues bien, con el fin de generalizar esta idea es que se surge el
concepto de funciones subordinadas. Es decir, dada una funcién ¢ cuyo dominio es D se
busca caracterizar a la funciones que mapean al cero a ¢ (0) y que ademds son tales que

f(D) Cg(D).

Definicién 1.14 Sea ¢ : D — D analitica. Decimos que ¢ es una funcion de Schwarz si
¢ (0) =0.

Definicién 1.15 Sea F C H(D) decimos que f € H(D) estd subordinada a F (f € s(F))
si existen g € F y ¢ funcion de Schwarz tales que f(z) = (g o ¢)(z) para toda z € D. Es
decir,

s(F)={gop € H(D):g € Fy ¢ es una funcion de Schwarz}

En particular si F = {g} decimos que f estd subordinada a g.

Nétese que F C s(F) asi que cuando se trabaje con colecciones construidas por medio
de subordinacion se estard tratando con familias de funciones més grandes. Por ejemplo, la
colecciéon de funciones de Schwarz puede pensarse como todas la funciones subordinadas a
la funcién identidad en D. En el lema que sigue se caracterizan a las funciones analiticas
definidas en D cuya imagen se queda contenida en la imagen de una funcién inyectiva y
analitica g.

Lema 1.7 Sean f,g € H(D) con g inyectiva. Si f(0) = g(0) y f(D) C g(D) entonces f
estd subordinada a g. Reciprocamente, si [ estd subordinada a g entonces f(0) = g(0) y

f(D) C ¢g(D).

Demostracion. Sea ¢ : D — D dada como ¢(z) = (¢g7'o f)(z) entonces ¢ estd bien definida y
es analftica en D, ya que g es univalente en Dy f(D) C g(D). Ademés p(0) = (g7 1o f)(0) =
97 (9(0)) = 0y paracada z € D se tiene que (gop)(2) = g (97" o f)(2)) = f(). Elreciproco
se sigue directamente de la definicién. m

De hecho es posible generalizar el lema de Schwarz para el caso de la subordinacién ya
que si f € s(g) entonces

f'(0) =g'(0) ¢ (0)

para alguna funcién de Schwarz ¢. De modo que:

L | (0)] < g (0)]
2. f(D) Cg(D)

Notemos también que es posible pensar en la relacién dada por medio de la subordinacién
como una relacién reflexiva y transitiva en H (D), o como un operador en la potencia de
H(D). En el teorema siguiente se establece que como operador, la subordinacién conserva
la compacidad, propiedad que resulta esencial en términos de optimizacién y del teorema de
Krein -Milman.
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Teorema 1.14 Si F C H(D) compacta entonces s(F) es compacta.

Demostracion. Sea g € s(F), entonces existen f € F y ¢ funcién de Schwarz tales que
g = fow. Ahora si 0 < r < 1 como F es localmente acotada existe M > 0 tal que
|f(2)] < M para toda z € B,[0] ademds por el Lema de Schwarz ¢ (B,[0]) C B,[0] por tanto

si z € B,[0]
19(2)| = (fop)(z) <M

por lo que, s(F) es localmente acotada.

Ahora sea {gy}, nyuna sucesion de elementos de s(F) que converge a f € H(D). Para cada
n € N existen f, € F y ¢, funcién de Schwarz tales que g, = f, o ¢,. Ahora como
F es compacta y la coleccién de funciones de Schwarz es normal existe una subsucesion

{gne toen = { S © (’an}keN tal que {fn, }ron converge a f € Fy {p,, }keN converge a alguna
funcién de Schwarz ¢. De esta forma, si z € B,[0], con 0 < r < 1, se tiene que

[0 90) (2) = (Fo0) ()] < 1o (£ 2)) = s (£1D] + | F (012) = T (2)

pero |p(z)| < r por lo que ‘fnk (p(2)) — f((p(z))) converge uniformemente a cero en B,[0];

y por el hecho de que {f,,},.y converge, es una familia equicontinua en B,[0] de modo
que | fn, ((pw( )) = fux (#(2))| converge uniformemente a cero en el mismo conjunto. Por lo

tanto f = fogo [ ]

Lema 1.8 Sean F € H(D) y f € co(s(F)). Sig: D — C estd definida como g(z) = fop(z),
para alguna ¢ funcion de Schwarz, entonces g € ¢o(s(F)).

Demostracion. Como f € ¢o(s(F')) existe una sucesion { f,, }nen en co(s(F')) que converge a f

en H(D) (1 4) Dado que para cadan € N, f,, € co(s(F)), existen k,, € N, tY‘), . (”) [0 1]
con Skt = 1y WM ,w,(;) funciones de Schwarz tales que f,(z) = Zf”l t"(F o

in))( ) (1.2) para z € D. De modo que, {f, o ¢}nen s una sucesion en co(s(F)), pues para
cadaneNyzeD

kn

(o @)2) = 3 H(F 0ul)(o(2) = Yot (F o T)(:)

=1

con (:UE " = w ogp Ademds { f,,0¢}nen converge a g en H(D), ya que si C' C D es compacto,

o(C)C D tamblen lo es y por lo tanto |(f,, 0 ©)(2) — g(2)| = |fu(w(2)) — f(¢(2))] converge
a cero uniformemente en C. m



Capitulo 2

Medidas de probabilidad en espacios
compactos

En este capitulo se mostrard que existe una biyeccién entre el conjunto P(X) de medidas
de probabilidad de un espacio topoldégico Hausdorff y compacto X, y un subconjunto (P*)
del espacio dual del espacio de funciones continuas de X (C(X)*). Para ello serd necesario
enunciar (sin probar) una versién del teorema de representacion de Riesz. Posteriormente se
probaran algunas propiedades importantes de P* como el hecho de que es débil—+ compacto.
Finalmente, se introducen las medidas de Dirac y se verd que los puntos extremos de P(.X)
coinciden con estas medidas.

2.1. Teorema de representacién de Riesz

Definicién 2.1 Sea A : C.(X) — C un funcional lineal acotado, con X espacio topoldgico
Hausdorff. Decimos que A es un funcional lineal positivo si A(f) > 0 para toda f € C.(X)
tal que f(X) C [0, 00).

Un resultado primordial para el desarrollo de esta tesis es el Teorema de Representacién
de Riesz. La prueba de la versién que se enuncia a continuacién puede consultarse en
[Rudin CA].

Teorema 2.1 Sea X wun espacio topologico localmente compacto y Hausdorff y sea A un

funcional lineal positivo en C.(X). Entonces, eriste una o—dlgebra MM en X que contiene a
la o—dlgebra de Borel, y existe una unica medida positiva i1 en M tal que

1. Af = [ fdp para toda f € C.(X)
X

2. u(K) < oo para todo K C X compacto

3. Para todo E € M se tiene que pu(E) = inf{u(V):V D E, V abierto }

35
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4. La relacion p(FE) = sup{u(K) : K C E, K compacto } se cumple para todo E abierto
y para todo E € M con u(F) < 0o

5. SiEeM, ACE yu(E) =0 entonces A € M.

Aunque la prueba no se va a incluir en este trabajo, es importante rescatar la construccién
de la medida cuya existencia garantiza el teorema. Para A funcional lineal positivoy U C X
abierto se define,

u(U) =sup{Af: f e Ce(X), f(X) € [0,1], supp(f) € U}

Notemos que si U y V' son subconjuntos abiertos de X con U C V', entonces pu(U) < p(V).
De este modo, si U C X es abierto, se cumple que,

p(U) =inf{u(V):U CV,V abierto}
por lo que resulta razonable definir
u(E) =if{u(V): ECV,V abierto}

para todo £ C X.

A pesar de que p estd definida para todo subconjunto de X, la o—aditividad sélo serd
valida en 90, y como B(X) C 9, la restriccién de p a B(X) es una medida de Borel en X.
Ademads, la integral en la propiedad (1) del teorema, es la integral de f € C'(X) respecto a
4 como medida de Borel.

Obviamente la propiedad (1) es de gran interés, sin embargo, otro punto importante a
observar es que las propiedades (3) y (4) dan lugar a la siguiente definicién:

Definicién 2.2 Sea (X, B(X),u) un espacio de medida, con X espacio topoldgico y B(X)
la o—adlgebra de Borel en X. Decimos que . es una medida Borel reqular s

p(E) =inf{u(V):V D E,V abierto} =sup{u(K): K C E, K compacto}
para todo E € B(X).

Nuestro interés estard centrado en una subclase de las medidas regulares de Borel para
un espacio topolégico X. Dicha subclase es la de las medidas Borel regulares que ademads
sean de probabilidad y que denotaremos como P(X). Es decir, por definicién:

€ P(X) siy solo si p es Borel regular y pu(X) =1

En adelante vamos a considerar espacios topolégicos compactos y Hausdorff. En este caso
se tiene que C.(X) = C(X) y ademsds las funciones constantes son parte de este espacio, en
particular la funcién constante uno. Y de hecho segun se vio en el capitulo 1, C(X) es un
espacio vectorial normado con la norma del méximo. Ahora, dado que P(X) serd objeto de
nustro andlisis, lo que sigue es formular y probar una versién adecuada de un teorema de
representacion.
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Teorema 2.2 Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff y sea » € C(X)* tal que

1. 1 es positivo

2. (1) = ||¢|| = 1, donde 1 representa a la funcion constante 1.

entonces existe una tnica p € P(X) tal que Y(f) = [ fdu para toda f € C(X).
b

Demostracion. Como X es compacto y Hausdorff y 1 es un funcional lineal positivo, por el
Teorema de representacién de Riesz existe una tinica medida de Borel p tal que ¢(f) = [ fdp
X

para toda f € C(X). Ademds, dado que X es compacto, u(X) < oo y por tanto u(E) < oo
para todo 2 C X boreliano, por lo que i es una medida de Borel regular. Resta probar que
p(X) = 1.

Recordemos que dado U C X abierto

w(U) = sup{p(f) : f € C(X), f(X) € [0,1], supp(f) € U}

de modo que
u(X) =sup{y(f) : f € C(X), f(X) C[0,1]}

Asi, sea f € C'(X) tal que 0 < f(x) < 1 para todo x € X. Entonces g € C(X) definida como
g(x) =1 — f(x) es no negativa y como 1 es positivo ¢(g) > 0, asi que (1) > (f) y como
(1) =1, se tiene que pu(X)=1. m

Notemos que el reciproco del teorema anterior también es vélido pues dada p € P(X),
si se define ¥, : C(X) — C como V,(f) = [ fdu. Se tiene que ¥, es un funcional lineal
positivo ya que si f € C(X) es tal que f(X) C [0,00) entonces W, (f) = [y fdu > 0.
Ademss, ¥, € C(X)* pues si f € C(X)

/ fdﬂ‘ <11 [ du= 11

de donde tenemos que ||V, || < 1y como ¥,(1) = [, du =1 entonces, ||¥,|| = 1.

De este modo, del teorema 2.2 y de la observacién anterior concluimos que siempre que X
sea compacto, existe una biyeccién entre P(X) y el subconjunto de C'(X)* que denotaremos
por P*| vy que estd definido como

V() =

P*={y € C(X)*: 4 es positivo, (1) = ||¢|| = 1}

Concluimos esta seccién con un resultado que establece condiciones suficientes para que
dos medidas de probabilidad sean iguales, en el caso de que X sea la frontera del disco
unitario.
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Proposicién 2.1 Sean u, A € P(9D) tales que

/z"du = /z”d)\

oD oD

para toda n € N. Entonces i = \.

Demostracion. Por el Teorema de representacion de Riesz es suficiente demostrar que

[ 1= [ span
oD oD

para toda f € C(9D).

Primero mostraremos que también se cumple que

/z_"d/,c: /z_"d)\

oD oD

para toda n € N. En efecto, se tiene que

/6D s = /6D n
= /8D (zm)dp
- /Re (@) dy + z’/Im ((z”)) dy

oD oD
= /Re(z")du—z’/Im(z”)du
oD oD
- / Re (2")d\ — i / Im (2") dA (2.1)
oD oD
- /m(@) dA+z/Im(W> dA
oD oD

= / (z7)d\
oD

= / Z"d\
oD

= / 27"\
oD

en donde la identidad 2.1 es consecuencia inmediata de la hipétesis.
Si ahora definimos la coleccién

AZ{GGC(@D):G(z):Z: Ncnz", NeN, ¢, eC, n:—N,...,N}
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se tiene que A es un dlgebra autoadjunta (si G € A entonces G € A). Ademés si a € 9D la
funcién G € A definida como G(z) = z+ a es tal que G(a) = 2a # 0, y si a, b son elementos
distintos de 0D, la funcién G; € A dada por Gi(z) = ;=% es tal que Gi(a) # Ga(b). Es
decir, A es un algebra autoadjunta que separa puntos y que no se anula en ningin punto
de 0D, asi que por el Teorema de Stone-Weierstrass A es denso en C(0D). Por tanto, de la

hipétesis y la primera parte se esta prueba, se cumple que

G(z)dp = G(z)dA

oD oD

para toda G € A.
Para f € C(0D) y € > 0 existe G € A tal que

If =Gl <e
De este modo

é f@)du—al fa| < { ren— [ +| [ G(Z)CM_@Z o

oD pD

IN

J1s=Gllau+ [17-clar <2
oD 8D
Por lo tanto [, f(2)dpu = [, f(2)d)\. =

2.2. Algunas propiedades de P*

Como P* C C(X)*, es posible estudiar a P* como subespacio topolégico de (C(X)*, w*) y
en esta direccién se establecerd que P* es w*—compacto. Ademds se mostrard la convexidad
de P* como subconjunto de C'(X)*, donde X es un espacio topolégico compacto y Hausdorff,
y se determinardan sus puntos extremos.

Teorema 2.3 Si X es un espacio topoldgico compacto y Hausdorff entonces P* es w*— compacto.

Demostracion. Por el Teorema de Banach- Alaoglu, es suficiente demostrar que P* es w*—cerrado.
Sea ¢ € P*' . Parae> 0y f € C(X) real y no negativa existe ¢ € P* tal que

() —v(f)] <e

por lo que

0 < ¢(f) <e+Re(p(f))

[Tm (¥ (f))] <€
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Como lo anterior es vélido para toda € > 0, se tiene que v (f) es real y no negativo.
Ahora, dado € > 0 existe A € P* tal que

[1=p@)] = [A1) —9@)] <€

de donde (1) = 1.
Por otro lado, dado que B;[0] es w*—compacta y (C(X)*, w*) es Hausdorff se tiene que

— T w

e C B1[0] = B4[0], de modo que ||¢|| <1, y como (1) = 1 entonces ||| = 1.
Por tanto P~ C P*, asf que P* es w*—cerrado y por tanto w*—compacto. m
En general, si X no es un espacio compacto no podemos afirmar que P* C C.(X)* sea
w*—compacto, es decir, la hipétesis de la compacidad del espacio X es fundamental para la
conclusion en el teorema anterior.
Para mostrarlo es necesario revisar una clase muy particular de elementos de P(X) :
Notemos que si X es un espacio T, X # &, entonces P(X) # &. En efecto, para z € X
sea (1, : B(X) — [0,00) definida como

wm={y 5]

Asi definida, 41, es una medida de Borel pues 11,(2) =0y si {A,}nen € B con AN A =0
para i # j, entonces

1 ze J A,
An — neN
ne

pero si x € |J A, entonces existe una tnica k € N tal que = € A, por lo que
neN

pe(Ar) = 1= 3" eyt (An) = 1,(U An).

neN

Y siz ¢ |J A, entonces p,(A,) = 0 para toda n € N, de modo que
neN

(U An) = 0= 32, po(An)

neN

Claramente p,(X) = 1. Ademds p, es una medida regular pues si B € B(X) es tal que
x € B entonces para todo U C X abierto con B C U se tiene que pu,(U) = p,(B) = 1, asi
que

p(B) = inf{p, (U): BCU,U abierto en X}

Ahora, si K C X compacto es tal que K C B entonces ju,(K) < u,(B) =1y como {z} C B
y {z} es compacto entonces

w1, (B) = sup{u(K) : K C B, K compacto}
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Por otro lado, si = ¢ B entonces © ¢ K para todo K C B compacto por lo tanto
0= pu,(B) =sup{u(K): K C B, K compacto}

Y para U C X abierto con B C U se tiene que 0 = u, (B) < u,(U) y como B C X —{z}y
X — {z} es abierto, entonces

py(B) =inf{uw(U) : U D E,U abierto}

Por lo tanto p, € P(X). En lo que resta de este trabajo nos referiremos a p,, como a la
medida de Dirac en z.

En la proposicién que sigue se presenta una propiedad importante de las medidas de
Dirac.

Proposicién 2.2 Sea X espacio topoldgico no vacio Ty y B(X) su o—dlgebra de Borel. Si
(X, B(X), p,) es el espacio de medida, en donde u, es la medida de Dirac en x para alguna
r € X, entonces

Jfdp, = f(z)
X
para toda f : X — C integrable.

Demostracion. Es suficiente probarlo para funciones integrables no negativas, pues por defini-
cion

)[fdux = )[Re(f)duﬁiflm(f)duz

= (R, = R ) (07, — (),

Sea [ integrable y no negativa y ¢ : X — [0, 00) funcién simple tal que ¢(p) < f(p) para
todo p € X. Como ¢ es simple existen n € N, Ay,..., A, € B(X)con A,NA; = sii#]j
Y C1,..., 0 € [0,00) tales que p(p) = > 7 _; cxXa, (p) para toda p € X; entonces

/‘Pdﬂx = éCkMI(Ak) < f(x)

X

pues si x € |J,_, Ak, existe kg € {1,...,n} tal que x € Ay, y x ¢ A; para j # ko, por lo que
Y ore Chbtg(Ag) = cry = @(x) < f(2). Ysix ¢ J;_, Apentonces Y ,_, cppiy(Ay) =0 < f(x).
Por tanto

[ fdn, < 1)

Por otra parte, si definimos ¢, : X"— [0, 00) como ¢,(p) = f(2)Xz}(p), entonces ¢, es una
funcién simple no negativa con ¢,(p) < f(p) para toda p € X y ademas [, ¢, du, = f(z).

Por tanto [, fdu, = f(z). m
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Ahora veamos que P* no es w*—compacto si X no es compacto. Para X = R se tiene
que

P ={¢ € C.(X)" : ¥ es positivo, ||| = 1}
Ahora, para cada n € N definamos v, : C.(R) — C como

con /4, la medida de Dirac en n. Entonces

i Para toda n € N 1), es un funcional lineal positivo. De su definicién se desprende que v,
es lineal y que si f € C.(R) es no negativa, entonces ¥, (f) > 0

ii Para cada n € N [[¢,,|| = 1 pues de la proposicién anterior se tiene que si f € C.(R)
entonces 1, (f) = f(n), por lo que [1,,(f)| < ||f]|- De este modo [|¢,]| < 1, pero si
definimos f : R — C como

%x+1 st T € [—n,U]
1 st x € [0,n]
0 e.0.c.

entonces f € C.(R), || f|]| =1y v¥,(f) = 1. Por lo tanto |2, | = 1.

Ahora, sea € > 0 y sean fi,..., fr € C.(R) con k € N. Entonces existe N € N tal que
supp(f;) € [N, N] para 1 <i < k, y por tanto si n > N

1, (f) = filn)| =0<esil<i<k

Asf que, ¢, € V (0; ﬁ, cee ﬁ, e) si n > N. Entonces {9, }nen s una sucesiéon de elementos

de P* que converge al cero en la topologia débil—x y por lo tanto P* no es w*—compacto.

Proposicién 2.3 Si X es un espacio topoldgico compacto y Hausdorff entonces P* C C(X)*
es CONVero.

Demostracion. Sean «, 5 € [0,1] con a+ =1y 11,14 € P*.
Sea f € C'(X) tal que f(X) C [0, 00) entonces

(ipy + BYo)(f) = i (f) + Bo(f) 2 0

por lo tanto (a1, + B1,) es positivo.
Por otro lado,

(athy +Fo)(1) =a+ 5 =1
Y si f € C(X) con ||f]| <1 entonces

(b + BYo) (f)] = a1 (f) + BYo(f)] < afby(Hl+ Be(f)| Sa+p8=1
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por lo que ||y, + Bi,y|| = 1. Con lo que se tiene que at); + B, € P*. ®

En la seccién anterior vimos que si a € X entonces la medida de Dirac en a (p,) es
un elemento de P(X) y por lo tanto el funcional 1, : C'(X) — C definido como ¢,(f) =
| fdp, = f(a) es un elemento de P* y no sélo eso, también es un punto extremo de P*.
Para probar esta afirmacién son necesarios algunos resultados previos.

Proposicién 2.4 Si la medida de Dirac p, es tal que p, = (1 — t)u; + tpy para alguna
t € (0,1) y py, g € P(X) entonces iy = iy = fig-

Demostracion. Sea B € B(X). Si a ¢ B entonces

0= pa(B) = (1 = t)py(B) + tpy(B)

y como los sumandos son positivos, se tiene que p;(B) = 0 = uy(B). Si a € B entonces

1= p(B) = (1 = 1) (B) + tpz(B)

de tal forma que si i, (B) < 1 0 puy(B) < 1 entonces (1 —t)uy(B) +tuy(B) < (1—t)+t=1
lo cual contradice las identidades anteriores. m

Teorema 2.4 Sea X espacio topoldgico compacto y Hausdorff. Si p € P(X) entonces existe
K C X compacto tal que p(K) =1 y p(H) < 1 para todo H subconjunto compacto propio
de K.

Demostracion. Sea
K(X)={F C X :FE es compactoy u(E) =1}

entonces K(X) # @, pues X € K(X). Asi, sea K = ﬂEeK(X) E, entonces K es cerrado, pues
cada E € IC(X) es cerrado y por lo tanto K es compacto.

Ahora K(X) tiene la propiedad de la interseccién finita, pues si existieran n € N, con n > 1,
y Ey,...,E, € K(X) tales que ;_, E; = &, entonces

1t (g E) - éMEi) — W (ﬁ E) =n

lo cual no es posible por el hecho de que p € P(X) y U, E; C X. Por tanto K # .

Por otra parte, sea V C X abierto tal que K C V, y para E € K(X) sea E = EN (X\V)
entonces cada F es cerrado. Si suponemos que E # & para todo E € K(X) entonces la
coleccion K = {E B e K(X )} tendria la propiedad de la interseccién finita, pues de lo

contrario existirfan m € N, con m > 1,y Ey,...,E, € K(X) tales que ", E, = @, es
decir, tales que (i, E;) N (X\V) = @, por lo que

w((G8)veew) = Sue)+ucx - v) - u (A E)nxw)) 2 m

i=1
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lo cual no es posible. Asi se tendria que ﬂEeK(X) E %+ &, por lo que existiria = € ﬂEe,C(X) E
entonces
re EN(X\V)

para todo E' € K(X), y por tanto z € K conlo que z € VN(X\V) lo cual es imposible. Como
esta contradiccién deriva de suponer que F # & para todo E € (X)) existe £y € K(X) tal
que Fy = 9, esto es, tal que Fy C V.

De este modo, si R = UJpcxx){n(U) : E C U,U abierto} entonces

{w(V): K CV,V abierto} C R

Ademds, si u(U) € R entonces U es abierto y existe £ € IC(X) tal que £ C U y como p es
regular y u(E) =1, u(U) = 1, asi que inf R > 1.

Por tanto, p(K) > inf R > 1, de donde se concluye que u(K) = 1. Y si H C K es un
compacto tal que p(H) = 1 entonces K C H por lo que H = K. Por lo tanto, si H C Ky
H es compacto se debe tener que u(H) < 1. m

Definicién 2.3 Al conjunto K del teorema anterior se le llama el soporte de u y se denota

por S(p).

A continuacién se probara un resultado que, aunque simple, se usard junto con el teorema
anterior para determinar los puntos extremos de P*.

Lema 2.1 Sea X espacio topoldgico compacto y Hausdorff. Si u € P(X) entonces
S(u) ={x e X : u(U) > 0 para todo U abierto con v € U}

Demostracion. Sea p € S(u); supongamos que existe U C X abierto con p € U tal que
w(U) =0. Como u(U) =0, p(X —U) =1y dado que X — U es cerrado y X es compacto,
X — U es compacto por lo que S(u) € X — U, entonces p € U N (X — U) lo cual una
contradiccién. Por lo tanto

pe{re X :uU) >0 para todo U abierto con x € U}

Si suponemos que p € {x € X : u(U) > 0 para todo U abierto con x € U} N (X — S(p))
entonces pu(X — S(u)) > 0. Pero

(X = S(p) = p(X) — p(S(p) =0
por lo tanto
{z € X : u(U) > 0 para todo U abierto con x € U} N (X — S(u)) =&

es decir, {z € X : u(U) > 0 para todo U abierto con z € U} C S(p). m

Proposicién 2.5 Sea p € P(X). S(u) = {a} si y sdlo si p = p,.
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Demostracion. (<) Inmediata del lema 2.1. =

(=) Sea B C X boreliano. Si a € B entonces S(u) C By por lo tanto pu(B) = 1, por
otro lado si a ¢ B se tiene que S(u) € X — B con lo que se concluye que u(X — B) =1 lo
que equivale a p(B) = 0.

Lema 2.2 Sea (X, X, 1) un espacio de medida y sea f : X — [0,00) integrable. Si definimos
A X — [0,00) como

NE) = [ fd
E
entonces A es una medida en X .

Demostracion. Como g > 0 se tiene que A\(E) > 0 para todo E € X. Si F = & entonces

Xz = 0 por lo que / fdp = 0. Sea ahora {E,}, y una sucesién de subconjuntos de X,
E

ajenos por parejas, tal que E = J E,. Paran € N sea f, definida como f, = >}, IXg,

neN
entonces {fy}, oy € una sucesién no decreciente que converge a fxp. Por el Teorema de la

Convergencia Monétona se tiene que

MNE)= [ fdu= [ fxpdp = nh_{glo Jndp = nh_{go ZZ:1 JCXE,CQZIu = > AMEn)
Jou [ | /

neN
|
Lema 2.3 Sea (X,3, 1) un espacio de medida y sea g : X — [0, 00) integrable. Entonces

/gdu:()

X

sty sélo si g = 0 casi dondequiera.

Demostracion. Supongamos que f 9dp = 0; para n € N sea

En:{xeX:g(x)>%}

Entonces g > (1/n)xg, por lo que

1
0=/ng2 —u(E,) >0
n
X

y por lo tanto el conjunto

E={reX:g(x)>0}=|]JE,

neN
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tiene medida cero.
Ahora supongamos que £ = {z € X : g(z) > 0} tiene medida cero. Sea g, = nxp conn € N
como g < liminf g, por el lema de Fatou se tiene que

0< /gd/,c < liminf/gnd/,c =0

X X

]
Teorema 2.5 Sea X espacio topoldgico compacto y Hausdorff. Entonces
EP* = {1, € C(X) 2 1p,(f) = [y fdp,, [ € C(X), p, medida de Dirac en a, a € X}

Demostracion. Sea a € X; veamos que v, definida como

rQba<f) = fodMa
para f € C(X), y u, medida de Dirac en a, es un punto extremo de P*. Sean ¢, ¢, € P*y
t € (0,1) tales que
Yo = (L= 1)p, + 19y
Como @y, p, € P*, por el teorema 2.2 existen py, i, € P(X) tales que

©1(9) = [x9du

a(9) = [xgdn
para toda g € C'(X). Entonces, si f € C'(X) se tiene que

Ixfdu, = ¥(f) = 1 =t)p(f) +twa(f)
= (1- t)fod/Jl + tfxfd,%
= fxfd<(1 — )y + tho)

pero dado que para cada elemento de P* existe una unica medida en P(X) que lo representa

I = (1 —t)py + tuy

asf que, por la proposicién 2.4 u, = uy = pe. Por lo tanto ¢, = ¢; = 5. Con lo que se tiene
que ¢, € EP*.
Por otro lado sea ¢ € £P*; por el teorema de representacién de Riezs (2.2) existe una tinica
p, € P(X) tal que

o(f) = [xfdu,

para toda f € C(X). Supongamos que S (,u@) consta de mds de un punto. Asi, sean p,q €
S (p,) con p # g; como X es normal existe fo € C(X) tal que fo(X) C [£,3], folp) =2y
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folq) = %. Sean a = [ Jodp, y b= [ (1 - fo)dp,; entonces a,b > 0 (pues de lo contrario
fo = 0 casi dondequiera o 1 — fy = 0 casi dondequiera segin el lema 2.3) y a + b = 1.
Definamos también A, v : B(X) — R como

/foduw y v(E) :%/(1—]‘0)(%

E
Entonces por el lema 2.2 \,v € P(X) y como a,b > 0, con a + b = 1, se tiene que a\ + bv €

P(X). Ahora, si ¢, y ¢, son los (inicos) elementos de P* asociados a A y v, respectivamente,
dado que

n(B) = [ Xedn,
= /(fo +1-— fO)XEduw
X

= /fOXEd:uga_l—/(l = Jo)Xudp,
X

X

o L) oo (2 oo,
E

= a\(E)+bv(E)

para todo boreliano £, se tiene que u, = aX + by por lo tanto que

o(f) = [ifdp,
= fod(a)\—l—bl/)
= af fdN+bf fdv
= ap,(f) +bp,(f)

para toda f € C(X), de donde

¢ = apy + by,
y como ¢ € £P* entonces ¢ = ¢, = ¢,. Nuevamente, dado que el teorema de representacién
de Riesz asegura que la asociacién entre P* y P(X) es 4nica, concluimos que Py = A =1.
Ahora supongamos que fo(p) # a y sin pérdida de generalidad supongamos que fo(p)—a > 0.
Asi, sea a € R tal que 0 < a < fo(p) —a y sea g € C(X) definida como g(z) = fo(x) —
para z € X. Entonces si U = g !((a,00)), U es abierto y p € U, asf que por el lema 2.1
,(U) > 0. Ademds, si definimos la funcién s : X — [0,00) como s(z) = ady(z) se tiene
que s(z) < (g&y) (z) para todo x € X por lo que

0 < ap,U) < /(QXU>dN¢> - /gdw@ = /(fo —a)dp,

X U U
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de donde se tiene que p1,(U) < A(U), lo cual es una contradiccién. Por tanto fo(p) = a y
por un argumento similar se sigue que fy(¢) = @ lo cual no es posible. De esta contradiccién
se concluye que S (,usa) = {x} para algin x € X, asi que por la proposicién 2.5 se tiene la
conclusion buscada. m



Capitulo 3

Clases de funciones analiticas y
representacion integral

Las colecciones de funciones que se tratardn en el siguiente capitulo tienen la propiedad
de que sus elementos admiten una representacion integral. De esta forma, en este capitulo
se establecen algunos resultados de cardcter general con base en dicha representacion, y
posteriormente se presentan los teoremas que garantizan esta representacion.

3.1. Propiedades de funciones con representacién inte-
gral

En esta seccién se prueban teoremas generales sobre colecciones de funciones, cuyo do-
minio es cualquier subconjunto abierto de C, y que estdn definidas a partir de la integral

(determinada por una medida finita) de un kernel. El primero de ellos garantiza que dichas
funciones son analiticas.

Teorema 3.1 Sean (X, X, 1) un espacio de medida, con p(X) < oo, y Q2 C C abierto. Sea
K :Q x X — C una funcion tal que:

1. Para cada x € X la funcion z — K(z,z) es analitica en ).
2. Para cada z € Q la funcion x — K(z,x) es X—medible.

3. K es acotada en E x X para todo E C ) compacto.

Entonces, [ : Q@ — C definida como f(z) = [ K(z,x)du es analitica en Q0 y ademds
£ = [ gk
- Xaz ) /’L

49
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Demostracion. Primero nétese que f estd bien definida pues dada z € €2, K(z, -) es ¥—medible,
estd acotada y p es finita.

Por otra parte, sean z, € 2y {z,},y una sucesién en Q — {2} tal que z, — 2. Asi, para
cada n € N sea g, : X — C definida como

K(zp,x) — K(20, 1)

Zn — 20

gu(T) =

entonces por (2), (3) y por el hecho de que u es finita {g,} es una sucesién de funciones
integrables en X, y por (1)

i () = £-K (z0,2)
para todo x € X.
Ahora, sea R > 0 tal que Bg(z) C €, entonces por (3) existe M > 0 tal que |K(z,z)] < M
si (z,x) € Br(z) x X. Ademas existe N € N tal que 2, € Bg/2(20) si n > N. De este modo
para x € X, por la fémula integral de Cauchy, si n > N,

1 K K
= / 5(_§’_zx>df - / 5(_5",;? de
§-z0l=R ' j6—z0l=R
_ L (20 — 20) K (&, @)
S / (€ = 2n)(€ — 20) at
£—z0|=R
M
S / |de|
|E—20|=R
= 2% |2n — 20|

pues R/2 = dist(Bp/2(20), Fr(Br(2))). Entonces |g,(z)| < 4ndtk sin > Ny z € X, de
modo que por el Teorema de la Convergencia Dominada se tiene que %K (20, ) es integrable
y ademads,

lim Jn) = Jz0) _ K(zno) = K(Zo’x)du = lim [ gn(z)dp = / gK(Z(),SC)dM
X x 0z

n—0o Zn — %o n—oo Zn — 20 n—o00

Por tanto, f es analitica en Q y f'(2) = [ %K(z,x)du para todo z € ). =

En lo que sigue supondremos que el espacio X es un espacio topolégico Hausdorff com-
pacto y que éste estd dotado de una medida finita definida sobre la oc—4&lgebra generada
por los abiertos de su topologia. Adicionalmente, el abierto D sobre el cual se definen las
funciones siempre serd el disco unitario centrado en el origen.

El siguiente teorema establece que bajo ciertas condiciones de regularidad del kernel a
partir del cual se define a la coleccién de funciones, dicha coleccion resulta ser un subconjunto
compacto de las funciones analiticas en el disco.
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Teorema 3.2 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sea k : Dx X — C una funcion tal
que:

1. Para cada x € X, la funcion z — k(z,z) es andlitica en D.
2. Para cada z € D, la funcion v — k(z,x) es continua en X.

3. La familia {k(-,x) : © € X} es localmente acotada en D.
Entonces, la familia F = {fu fX z,x)dp € P( )} es compacta en H(D).

Demostracion. Por el Teorema de Montel es suficiente probar que F es cerrada y localmente
acotada en H (D). Por (3), dado £ C D compacto existe M > 0 tal que |K(z,z)| < M para
toda (z,7) € £ x X, entonces si u € P(X) y z € E se tiene que

\f,xz)\:' / k(z,xw' < [ el do <

es decir, F es localmente acotada. Asi, sélo resta probar que F es cerrada en H (D).

Sean { fun}n oy C F unasucesién y f analitica en D tales que f, — fen H (D). Ahora, dado
que 1, € P(X) para cada n € N, si se define ¥,, : C(X) — C como V¥, (h) = [ h(x)dp,,
se tiene que ¥, € P* y como P* es w*—compacto, S = {V, :n € N} tiene un punto

de acumulacion ¥ € P* y por tanto existen A un conjunto dirigido no vacio y {¥,}_ .,

subred de {\IJ Fen tal que U, Y. Nétese, que para cada o € A existe p, € P(X) con

= [y 9(z)dp, paratoda g € C(X). Ademds {/1,},., es una subred de {1, }, .- Notese
tamblen que por el teorema de representacion de Riesz (2.2) sabemos que existe 1 € P(X)
tal que

W@%jAQWMﬁ

para toda g € C'(X).

De este modo defiase lared {f,}, ., en H(D) como f,(z) = [y k(z, x)dp,, entonces { f,} o
es una subred de { f,, }neN, pues {/i, },c, €s una subred de {#4n }rens POT lo que debe converger
a fen H(D).

Por otro lado, sea z € D; por (2) k(z,-) € C(X) asi que para ¢ > 0 existe oy € A tal que si

o > 0( entonces
[Wo(k(z,-)) = U(k(z,-))] <e

/Xk:(z,:ﬁ)dpa—/Xk(z,x)dﬁ

> o0; por tanto la red {f,},., converge puntualmente a g € H(D), definida como

= [k < k(z,x)dp € F, y como {f,},c, también converge puntualmente a f entonces

f g
Por tanto f € F, y por tanto F es compacta en H (D). m

es decir,

<€
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Ademis de ser compacta, la familia de funciones definida en el terorema anterior tiene la
propiedad de ser convexa, lo que probamos en la siguiente proposicién. Para ello, sélo hace
falta hacer notar que si a, 5 € [0, 1] son tales que o+ 3 = 1y puy 15 € P(X), podemos definir
una nueva medida en P(X), que denotaremos por ayi, + B, como

(s + Ba)(B) := apy (B) + B (B)

para todo B en los borelianos de X.

Proposicion 3.1 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sea k : Dx X — C como en el
terorema anterior. Entonces la familia

F= {fu(z):/Xk(z,x)durMGP(X)}

Demostracion. Sean a, 3 € [0,1] con a+ = 1y py pip € P(X) entonces si z € D

afu,(2) + B, (2) = o k(z, 2)dpy + 6/ k(z, x)dpy = / k(z, x)d(ap + Bhy)
X X
pero por la observacién previa (au; + Buy) € P(X), asi que af,, +5f., € F.

Lema 3.1 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sea k : Dx X — C como en el teorema
3.1. Entonces la coleccion {k(-,x) : x € X} es compacta.

Demostracion. Notemos que la familia {k(-,z) : © € X} es cerrada, pues si {z,}neny € X es
una sucesion tal que {k(-, z,)}nen converge a una funcién f en H(D) entonces

fed{k(,z):ze X}

En efecto, como X es compacto existen A conjunto dirigido no vacio, {z,},ca subred de
{Zn}nen y o € X tales que {x,},en converge a xg ademds {k(-,z,)},cr es subred de
{k(-, 21) }nen por lo que también debe converger a f en H(D). Y si z € D como k(z,-) es
continua en X entonces {k(z,z,)},ca debe converger a k(z, z), es decir, la red {k(-, z,) }sen
converge puntualmente a k(-, z¢), pero también converge a f entonces f = k(-,z9) de modo
que {k(-,x) : x € X} es cerrada. Y como {k(-,z) : x € X} es localmente acotada en D por
el Teorema de Montel debe ser compacta. m

Lema 3.2 Sea G C H(D) localmente acotada. Entonces €6 (G) es compacta.

Demostracion. Sea C' C D compacto, como G es localmente acotada en D existe M > 0
tal que |f(2)] < M para toda f € Gy z € C. Ahora, dada g € co(G) existen n € N,
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fi,ooosfn € Fyty,..oit, €[0,1] con D1 t; = 1 tales que g(z) = >, t;fi(z) para toda
z€DasiquesizeC
9(2)] <X tilfilz) < M

y como por el teorema 1.4 ¢6(G) = co(G) si g € ¢o(G) existe {g,} sucesién en co(G) tal que
gn — g en H(D). Entonces existe N € N tal que

lgn(2) —g(2)] < 1
para toda z € C.y por tanto
9(2)| <1+ [gn(2)| <1+ M

esto es, co(G) es localmente acotado en D. Y por lo tanto ¢o(F) es compacto.
u

Teorema 3.3 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sea k : Dx X — C una funcion tal
que:

1. Para cada x € X, la funcion z — k(z,x) es andlitica en D.
2. Para cada z € D, la funcion v — k(z,x) es continua en X.

3. La familia {k(.,z) : © € X} es localmente acotada en D.
SiF ={f.,€ H(D) = [ k(z,2)dp, p € P(X)} entonces F =co({k(-,z) : v € X})

Demostracion. Por la proposicién 3.1 F es convexo y por el teorema 3.2 F es cerrado. Ahora,
sea r € X y sea u, € P(X) la medida de Dirac en z, entonces por lema 2.2 para z € D,

/ k(2 y)dp, = (2 2)

X

por tanto {k(-,z) : z € X} C F. Asi que co({k(-,x) : x € X})
Ahora, sea f € F entonces existe p € P(X) tal que f(z f x)du para toda z € D.
Para esta ;o definamos ¥, : C'(X) — C como

W,(g) = /X g(x)dp

entonces ¥, € P~.
Por otro lado, por el Teorema de Krein-Milman se tiene que

w(EP") = To(P*)
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pero dado que P* es cerrado y convexo (2.3 y 2.3) ¢o(P*) = P*, entonces
P* Ceo(EP*) = co(EPF)"
(la igualdad se sigue del teorema 1.4) y como ¥,, € P* existen A conjunto dirigido no vacio y

{®5},c4 red en co(EP¥) tal que @, “ VU ,,. Ahora, por el teorema 1.2 para cada o € A existen

ne € N; t7,...,17 € [0,1] con Zat;’ =1 ya,...,27 € X tales que ®,(h) = Zat;-’@xg(h),
- i=1

) Ung

=1
donde @, € C(X)* es tal que ®,0(h) = h(z{), para toda h € C(X) y 1 <i < n,.
Para 0 € A sea g, € H(D) definida como

go(2) = i‘i‘ltf@xg(k(z, 9)

— S 17k(z,27)
=1

entonces {go},., €s una red en co({k(-,z): x € X}), y dado que @, “ U, parae >0y
z € D existe g € A tal que si 0 > 0g entonces

[P (k(z,-)) = Wulk(z,))] <€

o bien

190(2) = f(2)] < e
si o > 09, es decir, {go},c, converge puntualmente a f. Asi, si f,(2) = g,(2) — f(2), entonces
f-(2) — 0 para |z| < 1. Sea E C D compacto por (3) existe M > 0 tal que |k(z,z)| < M si
(z,x) e Ex X, porloquesize Eyo €A

[fo(2)] <lgo(2)] +[f(2)] < ;f)lt? k2, 27)] + /X |k(z, )| dp < 2M

entonces, N' = {f, : 0 € A} C H(D) es una familia localmente acotada en D. Por el Teorema
de Montel A es normal, por tanto existen f € N punto de acumulacién de la red {f,}, ., v
{for}rcp subred de {f,} ., tales que for — f en H(D). Pero como f, — 0 puntualmente
f(2) = 0 para toda z € D. Por tanto la red {96} ,cpr converge a f en H(D), y entonces

feco{k(-,x):x e X}) =co({k(-,x) : x € X}) donde la igualdad se sigue del teorema 1.4
lo que concluye la prueba. m

Corolario 3.1 Sea X un espacio Hausdorff compacto y sean k : D x X — C y F C H(D)
como en el teorema anterior. Entonces

EF CH{k(,z):z € X}
Ademds si la asociacion p — f, es una a uno, entonces

EF ={k(,z) :z € X}
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Demostracion. Por el lema 3.1 la coleccion {k(-,z) : © € X} es compacta y por tanto
co({k(-,x) : x € X} es compacto (3.2) y por el teorema anterior

(.00 € X)) = F = { [ € HD) 1) = [ Kol < B}
Asi que por el teorema de Krein-Milman
EF =Eco({k(,z) :x e X}) CH{k(,2) 1z € X}
Supongamos ahora que la asociacién pr — f, es una a uno. Recordemos que para cada z € X
k(z,z) = [ k(z,y)d\, = Uy, (k(z,-))

donde A, es la medida de Dirac en x y ¥,, € P* es el funcional asociado a \,. Sean
k(- w0) € {k(-,2) 1w € X}, py pig € P(X) y £ € (0,1) tales que

k(owo) = (L=0)u () +1fu,()
= (1 - t)ka('vx>d:ul + tka('7x>du2
= [ih(2)d((1 = ) + tps)

pero (1 —t)py + tpy € P(X), ast que (1 — ) py + tiy = Ayy. Ahora, si ¥, , ¥, € P* son los
funcionales asociados a p; y ji, respectivamente entonces para g € C' (X)

¥ (9) = [ 9d((@ =t ) = (=) [ gl t [ gty = (1= )W, (0) + 10, (0)
X X X
de modo que por el teorema 2.5 ¥, =¥, =V, y por lo tanto Ay, = p1; = 5. Por lo que

se tiene que
k(- 20) = fuy (1) = fu, ()
y entonces {k(-,z):x € X} CEF. m

3.2. Representacion integral de funciones

El siguiente resultado proporciona condiciones sobre los puntos extremos de una familia
F C H(D) bajo las cuales queda determinada dicha familia.

Teorema 3.4 Sea F C H(D) localmente acotada en D. Supéngase que existen X espacio
Hausdorff compacto y k: Dx X — C una funcidn tal que:

1. Para cada x € X, la funcion z — k(z,x) es andlitica en D.

2. Para cada z € D, la funcion © — k(z,x) es continua en X.

3. E(F) = {k(-,2) : 2 € X}



56 CAPITULO 3. CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS Y REPRESENTACION INTEGRAL

Entonces to(F) = {f € H(D) : f(z) = [ k(z,2)du, p € P(X)}.

Demostracion. Del lema 3.2 se tiene que ¢6(F) es compacta entonces por el Teorema de
Krein-Milman se tiene que

co(€co(F)) = co(co(F)) = co(F)

Ahora como £co(F) = {k(-,z) :x € X} C ¢o(F) la familia {k(-,z) : x € X} es localmente
acotada asi que por el teorema 3.3

{fEH(D):f(z)z/xk(z,:c)du:,uEIP’(X)} =co({k(-,z) v € X})="2o(F)



Capitulo 4

Puntos extremos para algunas clases
de funciones.

En este capitulo se aplicardan los resultados del capitulo anterior para caracterizar la en-
volvente convexa, y sus puntos extremos, de algunas clases especificas de funciones analiticas
en el disco unitario.

4.1. Resultados preliminares

En esta seccién se probaran algunos resultados de cardcter general sobre funciones lineales
y continuas entre espacios vectoriales topoldgicos, y sobre la localizacion de los puntos en
donde se alcanza el valor méximo de la parte real de un funcional lineal continuo, definido en
el espacio de las funciones analiticas en el disco unitario, y restringido a una clase compacta
de dicho espacio.

En este primer resultado se mostrard, dada una funcién lineal continua entre dos espacios
vectoriales topoldgicos arbitrarios, la relacion que existe entre la imagen de la envolvente
convexa cerrada, y la envolvente convexa cerrada de la imagen, de cualquier subconjunto del
dominio de la funcién.

Proposicién 4.1 Sean (X, 71),(Y,72) espacios vectoriales topolégicos y T : (X,71) —
(Y, 72) lineal y continua. Si' V- C X entonces T(co(V')) Ceo(T(V)). Si ademds ET(co(V')) #
@ yT es inyectiva

T(co(V)) n&co(T(V)) € T(Eco(V))

Demostracion. Veamos que T(co(V)) C co(T(V)). Sea y € T(co(V)) entonces existe x €
co(V') tal que T'(z) = y. Como x € co(V') por el teorema 1.2 existen n € N ty,...,t, € (0,1)
cony o ti=1ysy,...,s, €V tales que =) . ;s;, de modo que

y =T i tisi) = Yy tT(s4)

57
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y dado que T'(s;) €e T(V) parai =1,...,n,y € co(T(V)).
Ahora, como T es continua se tiene que

T(eo(V)) = T(co(V)) € T(co(V)) S co(T(V)) = co(T(V))

Donde la dltima igualdad se da por el teorema 1.4. Supongamos que ET'(¢o(V)) # @ y que
T es inyectiva. Entonces

Eeo(T(V))NT(eo(V)) € ET(co(V))

pues T'(co(V')) Cel'(V). Siy € ET(co(V)) se tiene que y € T'(co(V')) por lo que existe = €
co(V') con T(x) = y. Afirmamos que z € £¢o(V'), pues de lo contrario existirfan «, 5 € (0,1)
cona+ =1y z,x9 €co(V) x1 # x5 tales que

T = axy + Py

por lo que
y="T(x) =aT(x1)+ BT (2)

y por la inyectividad de T" se tendria que y ¢ ET'(¢o(V)). De este modo,
ET(eo(V)) € T(Eeo(V))

Por lo tanto
Eeo(T(V)) NT'(co(V)) C ET(co(V') C T(Eeo(V))

|

En el siguiente teorema se prueba que, dado un subconjunto compacto de H(D) y un
funcional lineal continuo definido aqui, para calcular el maximo de la parte real de este
funcional, basta con calcular dicho méximo sobre el conjunto de los puntos extremos de la
envolvente convexa del subconjunto original. En otras palabras, el problema de encontrar
este maximo sobre un subconjunto, se puede reducir a encontrarlo sobre un conjunto en
general mas pequeno. De hecho, este teorema justifica el interés por caracterizar los puntos
extremos de la envolvente convexa de subconjuntos compactos de H (D).

Teorema 4.1 Sea F C H(D) compacto, y sea ¥ : H(D) — C funcional lineal continuo.
Entonces

max{Re¥(f): f € F} =max{Re ¥ (f): f € co(F)} = méx{Re VW (f): f € Eco(F)}

Demostracion. Como F es compacto y ¥ continuo en H(D) el primer y segundo maximo
existen (co(F) es compacto). Sean M = méx{ReVU(f) : f € co(F)} y G={f € co(F) :
Re¥(f) = M}. Entonces G # @ y G es un subconjunto extremo de ¢o(F), pues si h € G y
h=tf+(1—t)gparate (0,1)y f,g €co(F) entonces

M =ReWU(h) =tReU(f) + (1 —t)ReW(g) <tM + (1 —t)M = M
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por lo que se debe cumplir que Re ¥(f) = ReW¥(g) = M, es decir, f,g € G. Ahora, por la
continuidad de Re ¥, G es cerrado, y como G Cco(F) y ¢o(F) es compacto G también es
compacto.

Dado que G es un subconjunto compacto, convexo y no vacio de H(D), por el teorema
de Krein-Milman G tiene un punto extremo fy. Pero como G es un subconjunto extremo
de @o(F), fo es un punto extremo de @o(F), pues si fo = ah + fg para h,g € ¢o(F) y
a,f € (0,1) con a« + 5 = 1 entonces h,g € G y dado que fp es un punto extremo de G,
h = g = fo. Asi que por el teorema de Krein-Milman y por la compacidad de ¢oF se tiene
que fo € F. De este modo,

M = Re¥(fo) =mix{Re¥(f): f € Eco(F)}
= max{ReVU(f): f € F} =max{ReV(f): f €co(F)}

|

Notemos que si el conjunto G descrito en la prueba del teorema 4.1 consiste en un solo
punto fy entonces fy es un punto extremo de ¢o(F). No sélo eso; si existe un tnico gy € F
tal que ¥(go) = max{Re ¥(f): f € F} entonces gp también es un punto extremo de co(F).
En efecto, si fy es un punto extremo de G entonces fy es un punto extremo de ¢o(F) pero
por el teorema de Krein-Milman y por la compacidad de F £co(F) C F asi que fo € GNF
y por lo tanto fy = go.

Definicién 4.1 Sea G C ‘H(D) convexo y sea J : H(D) — R. Decimos que J es convexo en
g si

J(tf+ (1 =t)g) <tJ(f) +(1—1)J(g)
siempre que f,g € G y0 <t <1.

Utilizando un argumento similar al del teorema 4.1 se puede probar la siguiente versién
para funcionales convexos en subconjuntos de H (D).

Teorema 4.2 Sean F C H(D) compacto y ¥ : H(D) — C funcional continuo, y convexo
en co (F). Entonces

max{Re¥(f): f € F} =max{Re ¥ (f): f € co(F)} = méx{Re W (f): f € Eco(F)}

4.2. Algunos ejemplos de clases de funciones en H(D)

En esta seccién se trabajara con algunas clases de funciones especificas. El objetivo princi-
pal serd caracterizar sus puntos extremos, aplicando principalmente los resultados del capitu-
lo tres, y obteniendo de esta forma la representacién integral de los elementos de la envolvente
convexa de cada una de estas clases.
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4.2.1. La clase de funciones II

Iniciamos con la siguiente clase de funciones: sea Il = {p € H(D) : p(0) = 1, Re(p) > 0}.
Primero se probard que II es compacto y una propiedad importante de sus elementos.

Proposicién 4.2 II es compacto, convexo y si p € 11 se tiene que |p'(0)| < 2.
Demostracion. Para cada p € 1l sea w, : D — C definida como w,(z) = iggﬁ,

2p(2)
P+12 Y

dado que

Re(p) > 0 se tiene que: w), es analitica en D, w;(z) =

()2 = Ip(2))? —p(z)—p(x)+1 _ Ip(2)]” — 2Re(p(2)) + 1 -

PP +p() +p(z)+1  [p(2)]* +2Re(p(2)) + 1 ~

para z € D. De modo que por el lema de Schwartz, si z € D entonces

wp(2)] < 2]

Ahora, si w),(0) = 0 entonces p'(0) = 0y [p'(0)] < 2. Si w;,(0) # 0 entonces z = 0 es un cero

de orden uno de w, por lo que existen § > 0 y w : Bs(0) — C anélitica tal que w(z) # 0y
wp(z) = zw(z) para toda z € Bs;(0) por lo que,

wp(2)] = [zw(2)] < [2]
y por tanto |w(z)| < 1si z € Bs(0). En particular |w(0)| < 1, pero w(0) = w;,(0) = p'(0)/2
con lo que se tiene que |p'(0)] < 2.
Veamos que II es compacto. Sea {p,},.y una sucesién de elementos de II que converge a
alguna funcién p en H(D); entonces

1= lim p,(0) = p(0)

n—oo

y para cualquier z € D se tiene que

Re(p(:) = lim Re(p, (2))

Por tanto Re(p(z)) > 0 y si existiera z, € D tal que Re(p(zp)) = 0 entonces por el principio
del méximo para funciones armonicas p seria constante y ademds serfa una constante imag-
inaria pura lo que no es posible por el hecho de que p(0) = 1, por lo tanto Re(p(z)) > 0.
Es decir, II es cerrado en H(D) asi que para concluir la prueba, por el Teorema de Montel
basta con mostrar que es localmente acotado.

Sea p € II. Si Fi(z) : D — C estd dada como F(z) = 12 se tiene que F} o w, = p, esto es
p € s(Fy). Asi, sean p € Il y z € D; como |w,(z)| < |2| entonces

14 wp(z)
1 —wp(2)

1+ 2|
~ 1z

()] = ‘
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lo cual implica que II es localmente acotado.
Por otro lado si p1,ps € Il y ¢ € [0, 1] entonces

Re (tp1 + (1 —t) p2) (2) = tRe(p1) (2) + (1 —t) Re(p2) (2) > 0

ademds (tp1 + (1 —t)p1) (0) = 0 por lo tanto tp; + (1 —¢) p; € II con lo que se tiene que II
es convexa. W

Del teorema anterior se desprende un hecho interesante que conviene tener en cuenta: la
coleccién IT estd contenida en s (F;) donde F(z) = 1£2. Claramente también se cumple que
s(Fy) C1I, es decir, s (Fy) =11.

En el siguiente resultado se caracterizan a los puntos extremos de II.

Teorema 4.3 Si £ (¢) denota a los puntos extremos de I1 entonces

B 14+ 22
1 —xz

£(0) ={f € HD): f(2)

] = 1}

Demostracion. Por la proposicién anterior II es compacto de modo que por el teorema de
Krein-Milman & (¢) # @. Veamos que si f € £(¢) y f'(0) > 0 entonces f(z) = 1. Sea
c1 = f'(0) y definamos v : D — C como

u(z) = { %[(z - %)ﬂz)ojL (z + %) + ¢4] iig

Nétese que si z # 0 entonces

u(z) = %[zf(z)jLz—@chl}
1 f(z) — f(0)
= 2—j[zf(z)+z— poo —I—cl}
de tal forma que
e R

de modo que u es analitica en D.
Consideremos ahora una sucesién {7, },eny C (0,1) tal que 7, — 1y para cada n € N sea
n—oo

Uy, : D — C definida como

un(2) = { %[(2 - %>f<rnz)0+ (z+ %) + 4] 2 i 8

De este modo {u, },en €s una sucesién de funciones analiticas en D y ademds para z € D,

lim u,(2) = { oo (2 = 2)f(r2) + (2 4 2) Frer] =u(z) 240

n—oo

0 z=0
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es decir, {u, }nen converge puntualmente a u en D.
Por otra parte sean n € Ny z = ¢ con 6 € [0,27) entonces

flrnz) un(z) = flrpe®) £ u,(e?)
= f(rne?) + 2%,[(6"0 — e N f(rne®) + (€7 +e7) + rpci]
= f(rpe™) £ (sin(0) f(rpe®) — i(cos(h) + %'r’ncl)

= (1 %sin(0))f(rne?) £ i(cos(8)) + %rncl)

por lo que
Re(f(rne®) & un(e?)) = (1 £ sin(6)) Re f(rp,e?) >0

asi que
Re(f(rnz) £ua(2)) =0

para toda z € D y por el principio del minimo para funciones arménicas la igualdad no se
puede dar para ninguna z € D (de lo contrario f(r,z) £ u,(z) = ik para alguna k € Ry
para toda z € D, lo que no es posible por el hecho de que f(0) £ u,(0) = 1). Por lo que
{9n}nen s {Pn}neny € I donde para cada z € D

gn(2) = [f(raz) + un(z)

hn(2) = f(rnz) — un(2)

Como II es compacto existen {gn, }rcn ¥ {7, }enstbsucesiones de {g, },en ¥ {70} ey Tespec-
tivamente, y funciones g y h en II tales que {gn, },oy converge a g y {hn, },.y converge a h
en H (D). Pero {gn, },cy converge puntualmente a f + w y {hn,},cy & f — u. Por lo tanto

g=f+uyh=f-u

estoes f+u €Il
Nétese que

f =5l +u)+ (f — )

pero dado que f es un punto extremo de II se debe cumplir que (f +u) = (f —u) = f de
donde se tiene que u es la constante cero. Asi que para z € D — {0} se tiene

(z—é)f(z)—l—(z—i—é)—i—clzo

o bien
1+ 24z

1—22

f(2)
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para toda z € D.
Ahora, si z € D entonces

1+ 2242 1 c¢\1+z 1 c¢\1—=%
J(2) = 1—22 _(§+Z 1—zjL 2 4)1+:z

pero como f es un punto extremo de II, las funciones g1(z) = 12 y ga(2) = 152 (|2 < 1)
son elementos distintos de Il y ¢; < 2 entonces ¢y =2 6 ¢; = —2 y como ¢; > 0 se debe tener
que
1+2
2)=g1(z) =
[ = () =
para z € D.

Ahora si g € £(¢) y a3 = ¢’(0) # 0 entonces la funcién f(z) = g <%z) es tal que f'(0) =
lay| >0y f € Eo asi que f(z) =+ y por lo tanto

1z
|aa|
|a1| 1+ Q:Z
g(Z):f<_Z = ‘ah
ai 1-— a:12
con lo que se tiene que
1tz

ol =1}

Por otra parte, es claro que {f € H(D) : f(z) = 2 |z| = 1} C I y si suponemos que

l1—z2’

E()S{feH(D): f(2)

1—2xzz

existe g € {f € H(D) : f(z) = £, |z| = 1} — £ () entonces para z € D
1+ 22
= =(1—-t¢ t
o2 =~ (1 D) + ta(2)

con |x| =1,¢1,92 € II, g1 # g2, t € (0,1) por lo que para cualquier y € C con |y| =1

L+yz 14 x(Tyz)
1—yz 1—a(Ty2)

= (1 =1)g1((Ty)z) + tg2((Ty)z) = (1 = 1)g1(2) + tga(2)

donde ¢;(z) = ¢:((Ty)z) para z € D y i = 1,2. Entonces ¢; # g2 v 1,92 € Il con lo que se
tendria que &€ (¢) = &, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

el =13

De los teoremas 4.3 y 3.4 se obtiene como consecuencia inmediata el teorema de repre-
sentacién de Herglotz, el cual se enuncia en el siguiente corolario. m

_1—|—xz
11—z

E()={feH(D): f(2)

Corolario 4.1 (Teorema de representaciéon de Herglotz.) Para cada f € 11 existe i €

P(OD) tal que
) = [ au @)

1—2z
oD
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4.2.2. La clase s(F,)

En esta seccién se retoma el concepto de subordinacién introducido en el capitulo 1 y
se identifican los puntos extremos de colecciones definidas a través de éste en un caso muy
particular.

Lema 4.1 Sean ¢ € C\{—1} con |c| <1y F, : D — C definida como F,(z) = (££2)*. Si
fes(F,) yges(Fg) (a,8>0) entonces fg € Foyp.

Demostracion. Sean aw > 0y ¢ € C\{—1} con |¢| < 1; lo primero que mostraremos es que la
funcién F,, estd bien definida. Si ¢ = 1 se sabe Fi(D) = {z € C: Re(z) > 0} el cual es un
conjunto contenido en el dominio de la rama principal del logaritmo. Sic # 1y ¢ = a + b,
entonces b # 0, y es facil ver que la imagen bajo la funcién Fi(z) = % de la circunferencia
unitaria es la recta con forma paramétrica

I(t) = (1;a,—g)+t(b,—1 ~a)

1
2(1+4a)’

.. . . 1—|c|?
O) , vy al eje imaginario en el punto <0, T) .

la cual intersecta al eje real en el punto (

1

Como 0 < g7 <1 (yaquea# —1ya#1)y Fi(0) =1, se tiene que en este caso Fi(D)
también esta contenido en el dominio de la rama principal del logaritmo. Esto prueba que
F,, estd bien definida.

Por otro lado si f € s(F,) entonces f(z) # 0 para todo z € D y como D es simplemente
conexo la funcién /¢ estd definida y ademds f/* € s(F}) por lo que Llog f € s(log FY).
Andlogamente se tiene que si g € s(Fj) entonces %log g € s(log Fy).

La funcién G = log F; es convexa en D pues G(0) =c+1#0ysiz € D

2G(2) cz z 1 1
1) =Re (- 1> ~+4+1=
Re(G,(z)—l— ) Re( 1+cz)+Re<1—z>+ > =5 2+ 0

Ahora, sean t € (0,1) y z € D; como élogf € s(Q), %logg € s(G) y G es convexa e
inyectiva en D, existe una tnica w, € D tal que

Hzlog (=) + (1 = (5 1oga)(2) = ¢G(9()) + (1= )G(U(2)) = Glws)

donde ¢, € By son tales que (£ log f)(z) = G(¢(2)) v (%logg)(z) = G(¢(z)) para toda
z € D. Asi si se define ¢, : D — D como p,(z) = w, se tiene que ¢,(0) = 0y ¢, es analitica
en D pues

1 1
t(=~log £)(0) + (1 - t)(g log 9)(0) = tG(0) + (1 = 1)G(0) = G(0)

y dado que (G es analitica, convexa e inyectiva tiene inversa analitica en G(D) de modo que
para cada z € D

G713 108 £)(2) + (1= (5108 9) () = G (1G(8(2)) + (1 = OG((=) = w2 = 4(2)
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Por lo tanto (£ log f)+(1—t)(% log g) € 5(G) para todat € [0,1]. Asi, sit = 225 se tiene que
log fg € s((+ B)G) o bien log fg € s(log F*) con lo que se concluye que fg € s(Fth).
[

Teorema 4.4 Sea F, definida como en el lema 4.1. St o > 1 entonces

ews(r)) = {1 € D) 5 = (FE22) 1ol =1}

Tz

Demostracion. Primero consideremos el caso a = 1. Si |¢] < 1y ¢ # —1 entonces T :
H(D) — H(D) definida como T'(f) = = es una transformacién lineal.e inyectiva. Ademds
si f € HD) y {fa}no, es una sucesion en H(D) que converge a f en H(D) entonces
{T(fn) }nen converge a T'(f) en H(D), pues dado E C D compacto y € > 0 existe N € N tal
que sin > N,

1+c

T(f)(2) = T()(2)] = |——=(falz) = f(2))] < |ful2) = f(2)] <€

para toda z € E. Por lo tanto T' es continua.

Por otro lado, si Gy : D — C est4 definida como G4 (z) = 12 se tiene que si f € s(T(G1)) =
(1;0(;1) entonces f € T(II) ya que G; € II y por tanto G1 o (p € II para cualquier ¢ funcién

de Schwartz. Ahora, como II es compacto T'(IT) es cerrado y ademds es convexo, pues II lo

es (4.2) y T es lineal, por lo que

co(s(T'(Gy)) € T(1I)

De hecho se da la igualdad entre dichos conjuntos, en efecto, si p € II por el corolario 4.1
y el teorema 3.3 existe {p, }nen sucesion en co({f € H(D) : f(z) = 122 |z| = 1}) tal que

1—2z2?
{pn}nen converge a p en H(D). Ahora, como para cada n € N se tiene que

14+ 2z

pn€co({f € H(D): f(z) = =

~ 2l =1})

i=1"

= Z ")

donde pin)(z) = 1” = para z € D lo que implica que

1—
kn  (n kn n
Tpa) =T ™) =>" " 1" T(p")

pero T <p(.")) € s(T(Gy)) parai = 1,...,k, y por lo tanto T'(p,) € co(s(T(G;)), ademés

existen k,, € N, tﬁ”), . ,t,(gn) € [0,1] con S =1y x(") . ,a:,(;? € 0D tales que

(2

por la continuidad de T la sucesién {T'(p,) }nen converge a T'(p) y por lo tanto

T(p) € eo(s(T(Gy))
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Observemos que para z € D

1+cz l+cl+2z 1-—c¢ 1—c¢
Fy(z) = . —T(G
1(2) =7 5 1.1 3 (G1) + =

entonces h € s(Fy) siy sélo si h € s(T(G1)) + 555, es decir, s(Fy) = s(T(G1)) + 5¢ por lo
tanto 1—c 1—¢

) = (T () +
De este modo si f € Eco(s(Fy)) f € Eco(s(T(Gy)))+25< y entonces existe f; € Eco(s(T(Gh)))
tal que f = f1 + 15¢. Pero co(s(T(G4))) = T(II) por lo que f; € ET(II) y por lo tanto
f1 € T(E) pues de lo contario existirian py,ps € Il p; # pe y t € (0, 1) tales que

=T —=t)p1+tp) = (1 —6)T(p1) + tT(p2)

co(s(Fy)) = co(s(T(Gy)) +

y entonces fi ¢ ET(I1), ya que de la inyectividad de T se tiene que T'(p1) # T'(p2). Asi que
por el teorema 4.3 existe o € dD tal que

1+cl+ 29z
fi(z) = el Ved

2 1—x9z
para toda z € D. Por lo tanto

I—¢c 1+4cl4z0z 1—c 1+caoz
2 2 11—z 21—z

f(z2) = fi(z) +

para toda z € D.
Por otro lado, si suponemos que existe g € {f € H(D) : f(z) = ¥ |z| = 1}\Eeo(s(F))

l—zz?
entonces para z € D
1+ caxz

9(2) = T = (1= Da(2) + s 2)

con gy, g2 € co(s(F1)), g1 # g2, t € (0,1) y |z| = 1. Asi que paray € C con |y| =1,

1+cyz 1+ cx(Tyz)
1—yz 1—ax(Tyz)

= (1 =t)q1((Ty)z) + tg2((Ty)2) = (1 — t)g1(2) + tga(2)

como g; # G2 ¥ 1, g2 € co(s(F1)) (lema 1.8) se tendria que £co(s(Fy)) = & lo cual contradice
al teorema de Krein-Milman. Por lo tanto

B 1+cxz

geo(s(Fr)) ={f € H(D) : f(2) ol =1}

1—2xzz

Sea ahora o > 1 y sea f € £co(s(F,,)). Por el teorema de Krein-Milman y por la compacidad
de s(F,) se tiene que f € s(F,) por lo que existe g € s(F}) tal que f = g*. Si g ¢ Eco(s(F}))
entonces

g=1=1)g +1g
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con t € (0,1), g1,92 € co(s(F1)), g1 # g2. Como g; € @o(s(Fy)) existe {h’},en sucesién en
co(s(F1)) que converge a g; en H(D) parai = 1,2. Ahora, dado que para cadan € N se tiene
que hl, € co(s(F)), por el lema 1.8 g**h! € co(s(F,)) y por lo tanto g* 'g; € co(s(F,)),
ya que la sucesion {g® 1h! },cn converge a ¢® 1g; en H(D) para i = 1,2. Por lo que

f=0"=¢""g=g"((1—=t)g1 +tg2) = (L —1)(¢* "g1) + t(¢" " 9o)

lo cual no es posible ya que ¢g®1g; # g* 'go, por el hecho de que g; # g». v ¢! no se anula
en D. Por lo tanto g € £co(s(F})) de modo que existe x € C con |z| =1 tal que

Si suponemos que existe f € {g € H(D) : g(z) = (322)% |2| = 1}\Eo(s(F,)) entonces

f=0—-t)fi+tfoparat € (0,1), f1, fo € co(s(F,)) }Ix;é fo. Entonces si z € D
10 = (1o)== 086 +146)

para alguna z € C con |z| = 1. Asi quesiy € C con |y| =1

14+ cyz\" (14 ca(Tyz)
1—yz )  \1—2x(Ty2)

) — (1= OA(@)2) + th((E9)?) = (L - DA + th(:)

con fi(z) = fi((Ty)z), z € D, i = 1,2. Con lo que se tendria que £o(s(F,)) = @ contradi-
ciendo al teorema de Krein-Milman. Por lo tanto

£56(s(F,)) = {g € H(D) : g(2) (H(m) |z

z| =1}

1—2zz

]
Del teorema anterior y del teorema 3.4 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.2 Sea F,, como en el teorema anterior. Entonces

1+ cxz
1—2xzz

wls(r)) = £ 10): 1) = [ (TE2) o). e ron)

oD

4.2.3. Las clases S* y K.

Dos clases de funciones univalentes en el disco que resultardn de interés, son aquellas
cuya imagen es convexa o convexa en un sentido més débil. En esta seccién se definen dichas
clases, ademds de que se establecen ciertos resultados que nos permitirdn caracterizar los
puntos extremos de sus envolventes convexas cerradas.
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Antes de analizar a las clases ya mencionadas, introduciremos la clase S de funciones
analiticas y univalentes en D que ademéds cumplen con las condiciones de normalizacion en
el cero f(0) =0y f'(0) =1, esto es

S={f € H(D): f es univalente, f(0) =0, f'(0) = 1}

Notemos que por el Teorema del mapeo de Riemman cualquier regién simplemente conexa
no vacia A de C distinta del plano es difeomorfa a D y por ello es que las propiedades de
una funcién analitica y univalente definida en A se pueden entender estudiando una funcién
univalente que cumpla las condiciones de normalizacién en el cero definida en D, es decir,
estudiando a un elemento de S.

El primer resultado de esta seccién establece la compacidad de S como subconjunto de
H(D).

Teorema 4.5 La coleccion S es compacta en H(D).

Demostracion. Por el teorema de Montel es suficiente con probar que S es cerrado y local-
mente acotado.

Veamos que S es cerrado. Sea { [}, .y una sucesién en S que converge a f en H(D); por el
teorema de Hurwitz f es univalente o f es constante en D pero f no puede ser constante
porque f'(0) =1

Por el teorema de distorsién (ver [?]) para cualquier f € S se satisface que

2|

£ .
<GS o

(1 +12)

y por lo tanto S es localmente acotada. m

Como se mencionaba al inicio de esta seccién, el objetivo es caracterizar los puntos
extremos de las envolventes convexas cerradas de dos subclases de S. La primera de éstas,
es la de funciones analiticas y univalentes en D que tiene la propiedad de que su imagen es
un subconjunto estrellado de C con respecto al origen. De manera mas precisa, si se denota
a dicha clase como S* entonces

S*={f €S : f(D) es estrellado respecto al 0}

El criterio de Nevalinna (ver 1920) establece una caracterizacién analitica de S*. La demostracién
completa de este resultado no se presenta en este trabajo, sin embargo puede consultarse en
[Nevanlinna).

Teorema 4.6 (Criterio de Nevanlinna) Sea f € H(D) univalente tal que f(0) = 0 y

f'(0) = 1. Entonces f € S*si y sélo sip: D — C, definida como p(z) = Z}?S) siz#0y

p(0) = 1, pertenece a II.
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Demostracion. Supongamos que f € S* y para t > 0 definamos f; : D — D como f;(z) =
f~He ' f(2)). Entonces f;(0) = 0 y para cualesquiera s,t > 0y 2z € D se tiene que

frrs(2) = (fro f5) (2) = fi (fs(2))
De modo que por el lema de Schwartz

|[frvs (2)] = [fe (fs(2))] < [fs(2)]

es decir, para z € D\{0} fija la funcién m : [0,00) — [0, 1] dada como m(t) = |f:(z)| es no
creciente y por lo tanto dd—”f(t) < 0. Esto es

T (1) = ~2Re <WM) =0

St )
por lo que, )
Re (RO iy 2
asi que
f(fi(2))
e (rr) 2

haciendo tender t a cero,

y tomando reciprocos,

Por lo tanto Re(p(z) > 0 para toda z € D y por el principio del maximo para funciones
armonicas y por el hecho de que p(0) = 1, la igualdad no se puede dar para ningin z € D.
Por otra parte, notemos que el hecho de que p € II implica que para z = re? con 0 < r < 1
y 0 € [0,27] se cumple

Durglf) _ Slmlog UL _y (£12)) _pe (210

20 o0 ) ) ) = Relp(z)) >0

para alguna rama analitica del logaritmo. Asi, si suponemos que p € II la funcién g(f) =
arg(f(re®)) para @ € [0,27) resulta una funcién creciente de @ lo que geométricamente
permite argumentar que el conjunto f(B,(0)) es estrellado respecto de cero y dado que

fD)y="J £(B.0)

0<r<1

¥ 0 € (Nocrer f(Br(0)) entonces f(D) es estrellado respecto a cero. m
Con base en el criterio de Nevanlinna es posible establecer la compacidad de S* en H(D),
ademads de que implicitamente define una biyeccién entre las colecciones S* y II.
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Teorema 4.7 La coleccion S* es compacta en H(D). Ademds la funcion n : S* — 11 dada
por(f) =p con
2f'(2)

p\z) =
=70
para z # 0 y p(0) = 1 es una biyeccion entre S*y I1.

Demostracion. Por el teorema 4.5, para probar la primera afirmacién es suficiente con mostrar
que S* es cerrado. Sea { f,}, oy una sucesiéon en S* que converge a f en H(D) y para cada
n € N definamos p, : D — C como p,(z) = zf(2)/fu(2) si 2 # 0y pa(z) = 1si z = 0.
Entonces {pn}, oy C Il es localmente acotada (ya que II es localmente acotado por el teorema
de distorsién) y por tanto normal, asi que el teorema de Arzela-Ascoli nos asegura que
{Pn},en €s equicontinua en cualquier subconjunto compacto de D y como {p, },, . converge
puntualmente a la funcién p : D — C dada por

!/
p(z) = 2f'(2)
f(z)
siz #0yp(z) =1siz=0,entonces {p,}, .y converge uniformemente a p en H (D). Pero por
la proposicién 4.2 II es cerrado por lo que p € II, de modo que por el criterio de Nevanlinna
concluimos que f € S*.
Por otra parte, el criterio de Nevanlinna garantiza que 7 estd bien definida. Sea p € Il y
definamos f : D — C como

£(2) = zexp / h(€) de

0,z]

donde h(w) = p(wuz_l siw # 0, h(0) = p'(0) y [0, 2] es el segmento que va del cero a z.
Entonces si z # 0

ex h(&)d ) —1)ex h (&
e _( p(ﬁfﬂ (€) 5) (p(2) P(f )) )

N = = p(z)
e exp ( [ h() d&)

[0,2]

ademds f(0) =0y f'(0) = 1. Veamos que f € S para cualquier; sea f € S* y 0 < r < 1 por
el principio del argumento se tiene que

271 f(2)
|z|=r

ya que el origen es el unico cero de f en D; ahora, siI' = f ({z: |z| =r}) y wo € [ (B, (0))
entonces

1 F(2) 1 (1 1 1 /

= — z2=— | —dw=—

271 f(2) 21 ) w 211 ) w— ’LU() 27TZ f(z) — wo
|2|=r r r
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donde la tercera igualdad se da por el hecho de que f(0) y wy pertenecen a la misma regién
determinada por T, esto es f (B, (0)). Asi que de nuevo por el principio del argumento se
tiene que existe una tnica pre-imagen del punto wy en B, (0). Es decir, f es inyectiva en
B, (0) para cualquier 0 < r < 1 y por lo tanto también es inyectiva en D. De este modo por
el teorema 4.6 se tiene que f € S*.

Por otro lado, supongamos que p € II esta dada por

_2f'(?)
f(2)
si z# 0y p(0) =1 para alguna f € S*. Como f € S* la funcién g : D — C definida como

g9(z) = @ si z# 0y g(0) =1 es analitica y no se anula en D por lo que existe una rama
del logaritmo tal que la funcién G(z) = log(g(2)) es analitica en D. Como

p(2)

Gy =P =L

w

entonces

(va que G(0) = 0) lo que implica que

£(2) = zexp / h(€) de

072}

|

Otra clase de funciones univalentes en D con la que se trabajara en esta seccién, es aquella
en la que la imagen bajo cualquiera de sus elementos del disco es un conjunto convexo;
denotaremos dicha clase como K. De este modo

K={feH(D):feSy f(D) es convexo}

Es posible establecer una caracterizacion analitica de la coleccién K de manera semejante
a lo que el criterio de Nevalinna hace para S*. De hecho, dicha caractetizacién también se
hace en términos de la coleccién I1.

Teorema 4.8 Sea f analitica y univalente en D. Entonces f € K si y sélo si p € 11, donde

p estd dada como p(z) = Z}{;ES) + 1.

Es claro que K C 5%, sin embargo, la contencién es propia. En efecto, la funcién definida

sobre D como )
z 1 /1+=% 1
f(Z)_(1—z)2—Z<1—z> 1
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es tal que

f(D)=C—{w e C:Re(w) < —1/4,Im(w) = 0}

de modo que f € S*y f ¢ K.

Los resultados anteriores dan la pauta para caracterizar a los elementos de S* através de
la integral respecto de una medida de probabilidad en 0D de una funcién que pertenece a
K. Junto con la compacidad de S*, esta relacién va a permitir describir los puntos extremos
de su envolvente convexa cerrada.

Teorema 4.9 Sea f € H(D). Entonces f € S* si y solo si existe p € P(0D) tal que

f(z) = zexp / —2log(1 — z2)du (x)

z|=1
Ademds esta correspondencia entre P (0D) y S* es uno a uno.

Demostracion. Sean f € S*, {7, }nen € R una sucesién que converge a cero tal que |r,| < 1
Y "1 < 1, para toda n € N, y {f,}, oy una sucesiéon en H (D) con

falz) = zexp / h(E)de

[rnvz]

donde h estéd definida como en el teorema anterior para p(z) = Z}CES) siz#0yp0)=1.
Noétese que para cada z € D la sucesion { f,,(2) }nen converge a

£(2) = zexp / h(E)de

[0,2]

Por el teorema anterior y el Teorema de Representacién de Herglotz (4.1), se tiene que para
ze€DynéeN,

he = s | [ [(FEE 1))

[rn.2] C

= zexp / /(133;5) de | dp ()

oD Tn,2]

= zexp /—2 (log(1 — zz) — log(1 — xry,)) du ()
0D
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donde log(w) representa la rama principal del logaritmo y p € P(0D). Entonces si para
cada n € N definimos g, : 0D — C como g,(r) = log(l — r,x) se tiene que {gn},cn
converge puntualmente a cero y ademds es uniformemente acotada (pues existe M > 0 tal
que |log(w)| < M para toda w € {w € C: (Re(w),Im(w)) € [1 —ry, 1+ r]?}). Por tanto,
del Teorema de la convergencia Dominada y del hecho de que { f,, } ,en converge puntualmente
a f, se sigue que

f(z) = zexp /—210g(1 —xz)du (x)

D

Proposicién 4.3 Sea f € S*. Si g,h : D — C se definen como g(z) = f(z)/z si z #0 y

9(0) =1y Fy(z) = ﬁ entonces g € s(Fy).

Demostracion. Por el teorema anterior existe u € P(0D) tal que

f
/

Definamos la funcién k£ : D — C como k(z) = log(1 — z) entonces k es univalente y convexa

ya que si z € D,
zk"(2) 1
Re |1 =R
o[+ 35 e[ 2

1
2
Ahora sea 0 < r < 1 para z € B,[0] C D sea k, € C(0D) d
log(1 — z2). Por otro lado, si &, € P* estd definido como

ada como k.(z) = k(zz) =

®,(h) = / hdju

oD

por el Teorema de Krein-Milman, por el teorema 2.3 y por el teorema 2.5 existe una red
{¥a},cx que converge a @, en C(9D)* con ¥, = Y ' AW, donde ¥, (h) = h(z,) para
h € C(OD), Y1 A =1y n, € N. Como {¥,},.y, converge a ®, en C(9D)* se tiene
que la red {W,(k.)},cx; converge a @, (k) en C, es decir, la red {} "% Af'log (1 — 242)} o5,
converge a [, log(l — xzz)du (z) y por lo tanto a [, log(1 — zz)du (x) € k(B,[0]) pues
Yo At log (1 — z42) € k(B,[0]) para cada a € X. Asi que por el lema ?? la funcién

o) = [ 1og(1 ~ w2)dn 2)

oD
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estd subordinada a k, de modo que existe ¢ funcién de Schwartz tal que f(z) = k(¢ (2)).
Asi que, si z # 0,
g(z) = @ = exp /—210g(1 —zz)dp (z)
5D
= exp[=2k (¢ (2))]
= exp[-2log (1 = ¢(2))]

_
(1—(2))”
= R(p(2)

Por lo tanto g(z) = h (¢ (z)) para toda z € D. =

En los resultados siguientes se prueba que los elementos de la envolvente convexa de las
clases S* y K admiten una representacién integral, con lo que del teorema 3.4 se obtiene
una expresién para sus puntos extremos.

Teorema 4.10

@(S%) = {f e H(D): f(z) = /w ﬁd)\, e P(ap)}
Ademds ;
Eco(S™) ={f € H(D): f(z) = A= 22 x| =1}

Demostracion. Sea f € S* por la proposicién 4.3 si g : D — C estd dada como g(z) = f(;),

z # 0y g(0) = 1 entonces g € s(F3) con ¢ = 0. Por lo que del corolario 4.2 se tiene que
existe u € P(0D) tal que para z € D

y entonces

z
f(z) = /mdﬂ (z)
oD
para toda z € D.
Por otra parte, k : D x 0D — C definida como
z

k(Z,CC) = m

es tal que para cada x € 9D la funcién k(-,x) € S* ya quesi z € D

/ o 2
Re (zk‘ (Z,l‘)) _ ‘1 |2| 50

k(z,x) 1—xz?
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Y también satisface las hipétesis del teorema 3.2 ya que para cada z € D se tiene que
1—2z#0si|z| = 1. Ademés, si (z,2) € D x 0D

2 I
1—zzf — (1= l|z2)2 1-2]

|k (2, 2)] =

y por tanto la familia {k(-,x) : x € D} es localmente acotada. Asi que

g = hEH(D):h(z):/—d)\ A e P(OD)
(1—x2)
oD
es una famila compacta y convexa que contiene a S*. Entonces ¢o(S*) C G
Por el corolario 3.1

EG CH{k(-.x) :x € OD}
por lo que ¢o(EG) =co(G) Ceo(S*). De este modo

@(S*) = {h € H(D) : h(z) :/ mw A€ IP(@D)} G

Notemos que la asociacién A — h en la familia G es uno a uno pues para = € 9D se cumple

que
o0

k(z,z) = iZn(mz)”

n=1

siempre que |z| < 1. Asf que, si u, v € P(0D) son tales que

/aD md’u () = /aD (1_—22)2031/ (z)

se debe cumplir que

/ Z na"z"du (z / Z nx"z"dv (x
o bien

ni:;/a[)nx 2"du (x Z/aan 2"dv (x

para toda z € D. Igualando los coeficientes se obtiene que para n € N

n/&m zdp () = n/aD x"dv (x)

con lo que se concluye que p = v (proposicién 2.1). Entonces por el corolario 3.1

z

eea(s) = { £ € HD) s 1) = = lel = 1]

(1—x2)?
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Teorema 4.11

z

()= {1 e D) 1) = [ dut) e ron)

pl—uxz

Ademds
z

eea(r) = { 1 € HD): f(:) = 1= el =1}

1 —az

Sea T' : H(D) — H(D) definida como T(f) = g5 donde gy : D — C estda dada como
gr(z) = zf(z).Claramente 7" es lineal. Ahora, si f € H(D) y {fn}nen €s una sucesién que
converge a f en H(D) entonces {f/},en converge a f' en H(D) y por lo tanto la sucesién
{T(f.)} converge a T'(f) en H(D), es decir, T es continua.

Por el criterio de Nevalinna (4.6) y el por teorema 4.8 se tiene que 7' (K) C S* por tanto

T(co(K)) € eo(T(K)) < co(57)

donde la primera contencién se tiene de la proposicién 4.1. De este modo si f € ¢o(K) por
el teorema 4.10 existe u € P(0D) tal que para cada z € D

2 f(2) = gs(2) = /a i@

1—z2)
y entonces
1
/
= —d
1= [ e @
Noétese que si z € D y |x| = 1 entonces

2l A

' - (4.1)

1—2z| = 1—|zz|  1—J¢

De este modo la funcién h : D — C definida como

b = [ (@)

pl—xz

es analitica (3.1), ademés




4.2. ALGUNOS EJEMPLOS DE CLASES DE FUNCIONES EN H (D) 7

para toda z € D. Por lo tanto

1—2xzz

E(K)gf:{heH(D):h(z):/w dA ()., )\e]P’(aD)}

Si definimos k : D x 0D — C como k(z,7) = ==, la familia {k(-,z) : |z| = 1} resulta

localmente acotada por 4.1 y como 1 — xz # 0 para todo (z,z) € D x 0D por el teorema 3.3
F =c({k(-,x) : |z| = 1}). Pero dada = € D para cualquier z € D

" 1— 2
RQ(MH):|7M>O

Kz, x) 1—azz|?
es decir, {k(-,z) : |z| = 1} C K. Asi que

—w({k(-,z): |z] =1}) Ceo(K)

Por otra parte si pu, A € P(OD) son tales que

/aDl—zxszx):/aDl—a:zd“( )

/aD Z x"2"d\ (x /6D Z x"2"dp (x

entonces

o bien .
S [ =3 [ e

para toda z € D. Por lo tanto si n € N

/8[) a"d\ (z) = /8[) x"dp (z)

con lo que se tiene que \ = u. Asi que por el corolario 3.1

z

ewa(r) = { 1 € H(D): f(:) = 1= bl =1}

Tz

Una vez caracterizadas las envolventes convexas cerradas de las colecciones S* y K, lo que
sigue es extender los resultados a colecciones méds grandes, esto es se caracterizaran las
envolventes convexas de las colecciones s (K) y s (S).

Proposicién 4.4 Sea F C H(D) compacto tal que f(0) = 0 para toda f € F. Si f €
Eco(s(F)) entonces f =0 6 f € s(g) para alguna g € Eco(F).
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Demostracion. Sea f € £co(s(F)) entonces f € s(F) pues por el teorema de Krein-Milman
£co(s(F)) € s(F)

ya que s(F) es compacto y en consecuencia co(s(F)) también es compacto. Notemos ademas
que f(0) = 0.

Supongamos que f no es la constante cero. Como f € s(F), existen funciones g € F y ¢
funcién de Schwartz tales que f = g o ¢. Si suponemos que g ¢ £¢o(F) entonces

g=tg+(1—1)g

cont € (0,1), g1,92 € €o(F) y g1 # g2. De este modo
f=tgiog)+(1—1)(g200)=1tfi+(1—1)f

Ahora, dado que g1, go € o(F) existen {h! },en v {hZ }nen sucesiones en co(F) que convergen
en H(D) a g; y g2 respectivamente. Es claro que h' o ¢ € co(s(F)) para cada n € N y para
1=1,2.

Veamos que {h! 0¢}.en converge a f; parai = 1,2. Sea £ C D compacto, como ¢ es analitica
en D el conjunto ¢(E) C D es compacto y por tanto {h },cn converge uniformemente a g;
en ¢(E) asf que {h o ¢} en converge uniformemente a f; en E. Con lo que se concluye que
fi € co(s(F)).

Por otro lado, dado que f no es la constante cero ¢ tampoco puede serlo y como es analitica en
D el conjunto ¢(D) C D es abierto asi que si f; fuese igual a fs se tendria que g1 (w) = go(w)
para toda w € ¢(D) y por lo tanto g3 = go. Por lo que f; # f2, de donde se tiene que
f ¢ Eco(s(F)), lo cual es una contradiccién que se deriva de suponer que g ¢ £co(F), por
lo tanto g € £co(F). m

Teorema 4.12

_ Tz
ewn(s(10) = { 1 € 1(D) () = 2ol = bl =1}
Demostracion. Como las funciones f(z) = z y g(z) = —z son elementos de K, es claro que

la funcién constante cero no puede ser un punto extremo de ¢o(s(K)). Sea f € Eco(s(K));
por la proposicién 4.4 y el teorema 4.11 existe zg € C con |zo| = 1 tal que f € s(F'),.donde
F : D — C estd definida como F'(z) = z/(1 — x¢z). Notemos que

z 1 1 1
F(z) — S 4.2
(2) 1— 292 To + Tol — xoz (4.2)

para toda z € D.
Por otro lado sea T : H(D) — H(D) definida como T'(h) = h,, con h,,(z) = x—loh(z) para
z € D, entonces T es lineal e inyectiva pues si « € Cy h,g € H(D)

T(ah+g) = (ah + g)u,
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pero para z € D

(@h -+ 9)uy(2) = - (ah +9)(2) = T-h(2) + 2-0(2) = by (2) + g (2)

entonces
T(ah+ g) = (ah+ )zy = @hyy + gzy = @T'(h) +T(g)

Ademass, si g € H(D) es tal que T(g) = 0, entonces ¢,,(z) = 0 y por lo tanto g(z) = 0 para
toda z € D. Ahora, T es continua en H(D) ya que si h € H(D) y {hn},cy €8 una sucesién
en H(D) que converge a h, entonces para z € D yn € N

de modo que {7 (hy,)}, oy converge uniformemente a 7' (h) en subconjuntos compactos de D
y por tanto converge a T (h) en H (D).
Consideremos los conjuntos U = s(G) € H(D) con G : D — C definida como G(z) =
1/(1 —2)y K(zg) = s(z/ (1 —z0z)). Entonces

1

“w TU) € K(xo) (4.3)

pues si g € —x—lo + T(U) entonces g = —zio + h,, para cierta h € U. Dado que h € U existe
w: D — D funcién de Schwartz tal que

1
hz) = (Gow)(z) = =)
para toda z € D. De este modo por 4.2
1
9(2) = —— +ha(2)
Zo
S
 my 20l —w(z)
1 1 1

y por lo tanto g € K (x9).
Notemos también que f € —I—lo +T(U) pues f € s(F) asi que por 4.2 si z € D,

fe) =

To Tl — Tow(2)
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para alguna w funcién de Schwartz. Y dado que w es una funcién de Schwartz, si definimos
w1 : D — D como wi(z) = x,z la composiciéon w; o w resulta de nuevo una funcién de
Schwartz y por lo tanto la funcién h : D — C definida como h(z) = (Go w; ow)(z) pertenece
a U. Ademds,

1 1 1 1
BTz m G e o W) = he) = hal)
es decir,
1
f(2) = —— + hay(2)
Zo

Es claro que % € K, por lo que K(zo) C s(K) y entonces co(K(zo)) C co(s(K)) de
donde
f e &eo(s(K)) N K(xo) € Eo(K (x0))

Por otra parte de 4.3 se tiene que
1
co(—— +T(U)) C co(K(x0))

o bien, por la proposicién 1.6

_xio +co(T(U)) Ceo(K (o))
entonces
E(@(K (0))) N h% +(T(U))) C e<—xi0 L @(T(U)) = —xio T Ec(T(U))

Por lo tanto existe h € £co(T'(U)) tal que f = —I—lo + hy como f € —x—lo + T'(U) también
existe g € U tal que [ = —x—lo + gu,- De donde se tiene que

h € E(T(U)) N T(U) C Ea(T(U)) N T(e(U))

Asi, que por la proposicién 4.1 h € T'(Eco(U)) y entonces por el teorema 4.4, tomando o = 1
y ¢ =0, existe u € C con |u| =1 tal que

1 1
h(z) = —
(2) Tol —uz
asi que
1 1 1 uz (751 u)z xz
ro wol—uz wo(l—uz) 1—uz 1—yz

para toda z € D y por tanto

Tz

res={gestr: o)== lal =yl =1}
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Resta probar que E C £co(s(K)). Para a, f € C con |a| = |f| = 1 definamos el funcional
J:H(D)— C como

J(g) = 0g'(0) + 24(0)

Entonces J es claramente lineal y continuo (teorema 1.11).
Dado que @o(s(K)) es compacto existen fy € co(s(K)) y M € R tales que M = Re J(fy) =
max{J(g) : g € co(s(K))}. Ahorasig € E

Tz

g(2) =xz+ay+ -

:1—yz

para |z| = |y| = 1, por lo que
Re J(g) = Re(ax + glry) <|az + Bay| = |a+ By| < |a| +|By| =2

y ReJ(g) =2 siy sélosiz = é yy = %, es decir, el tnico elemento de £ que maximiza a
Re J sobre E es go(z2) = ﬁz Como £co(s(K)) C E Ceo(s(K)) y

=T

M =méx{Re J(g) : g € co(s(K))} = max{Re J(g) : g € Eco(s(K))}

(teorema 4.1) entonces M = 2. Asi, si suponemos que gy ¢ Eco(s(K)), el conjunto {g €
Eco(s(K)) : ReJ(g) = 2} seria vacio lo cual contradice al teorema 4.1. Por lo tanto gy €
Eco(s(K)).
Variando o y 3 se obtiene que cada elemento de E maximiza el funcional real correspondiente
con lo que se concluye que F C £co(s(K)) . m

El siguiente corolario se obtiene aplicando el teorema 3.4 con la coleccién Eco(s(K)).

Corolario 4.3

@(s(K) =S FEHD): f(:) = [ T—duay).p € POD % 0D)
0D x0D

El siguiente resultado caracteriza a los puntos extremos de la envolvente convexa de la
coleccién s (S*).

Teorema 4.13

o xrz
eo(s(57)) = {1 € HD): 1) = o cilol = bl =1}
Demostracion. Como las funciones f(z) = z y g(z) = —z son elementos de S*, es claro que

la funcién constante cero no puede ser un punto extremo de ¢o(s(S*)). Sea f € Eco(s(S*))
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por la proposicién 4.4 y el teorema 4.10 existe zg € C con |zo| = 1 tal que f € s(F'),.donde
F : D — C estd definida como F(z) = z/(1 — x2)?. Notemos que

1+ Toz 2
(1 — xoz) — 1] (4.4)
para toda z € D.

Sea T : H(D) — H(D) definida como T'(h) = hy,, con
1
h(z)

= 4—:(:0
para z € D. Entonces T es lineal e inyectiva pues si « € Cy h,g € H(D)

z 1
F S
(2) (1 —xzp2)2  4xg

h4ffo (Z)

T(ah+ g) = (ah + §)4z,

pero para z € D

Q 1

(@h + g)aa (2) = %xo(ah +9)(z) = 1 oh2) F 9(2) = Ohaa (2) + g (2)

entonces

T(O{h + g) = (O{h + 9)4270 = O5h'4xo + G4y = OéT(h) + T(g)
Ademass, si g € H(D) es tal que T'(g) = 0, entonces g4,,(2) = 0 y por lo tanto g(z) = 0 para
toda z € D.

Ahora, T es continua en H(D); en efecto, sean g € H(D) y {gn},cy una sucesién en H (D)
que converge a g entonces si C' C D es compactoy z € C

1

1 lgn(2) — g(2)]

|(9n) 2o (2) = g (2)] =

con lo que se concluye que {7'(gn)},cyconverge uniformemente a 7'(g) en C.
Consideremos los conjuntos U = s(G) € H(D), con G : D — C dada por

=)

y
L(zo) = {g € H(D) : g estd subordinada a (1_—102)2}
Entonces )
——— +T(U) € L(zo) (4.5)
4xq
pues si g € —ﬁ +T'(U) entonces g = —ﬁ + hyy, para cierta h € U. Dado que h € U existe

w: D — D funcién de Schwartz tal que

e) = (G owl(e) = (1)
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para toda z € D. De este modo por 4.4

) 1, ) L, 1 (1t 2 11 (14w))’ +w(z)
Z) = T = —— _— _— = —— _ _— =
J 4y, o dxg  dzo \1 — w(2) drg  dxg \1 — w(2) (1-— :I:O(I—low(z)))2
y por lo tanto g € L(x).
Notemos también que f € _E +T(U) pues f € s(F) asi que por 4.4 si z € D,
1 1 (14 zw(2)\>
fz) = 4o * 4xo (1 — zow(2)

para alguna w funcién de Schwartz. Y dado que w es una funcién de Schwartz, si definimos
w1 : D — D como wi(z) = x,z la composiciéon w; o w resulta de nuevo una funcién de
Schwartz y por lo tanto la funcién h : D — C definida como h(z) = (Go w; ow)(z) pertenece
a U ademsds,

g \ 1 — zow(2)

RS <1+~T—0W<z>>2 L (G ow ow)(z) = —h(2) = s (2)

es decir,
1
F(2) = =+ hana(2)
To

Como G5 € 5™ , L(xg) C s(S*) y entonces ¢o(L(zg)) C co(s(S*)) de donde
f e &co(s(S*)) N L(xg) C Eco(L(xo))

Por otra parte de 4.3 se tiene que

cwz%+TW»QE@@W

o bien, por la proposicién 1.6

entonces

5@@mmm&£ﬁﬂﬂwmga7%+mﬂth£¢4WWm>
Por lo tanto existe h € Eco(T (U)) tal que f = —g-+h, y como f € —z- +T(U) también

existe g € U tal que f = —g= + gy De donde se tiene que h € Eco( U)NnTU) C
Eeo(T(U)) N T(co(U)), asi que por la proposicién 4.1 h € T(Eco(U)) y entonces por el
teorema 4.4, con « = 2y ¢ = 1, existe u € C con |u| =1 tal que

1 1+uz)?
hz) T 4y (l—uz)
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asi que
£(2) 1 N 1 (1+uz)’ uz (zg )z xz
)= —— —_— —= = =
drg  4dxg \ 1 —uz ro(l—wuz)?  (1—wz)? 1-—yz
para toda z € D y entonces
JeB={ges(K):g(z) = 7——.lal =yl = 1)
={y 9(:) = el =Tl =

Resta probar que E C £co(s(S*)). Para o, 8 € C con |a] = || = 1. Definamos el funcional
J:H(D) — C como

J(g) = ag/(0) + 54" (0)

Entonces J es claramente lineal y es continuo.
Dado que @6(s(S5*)) es compacto existen fo € ¢o(s(S*)) y M € R tales que M = Re J(fy) =
méx{Re J(g) : g € co(s(K))}. Ahorasig € E

xz

g<2)2m2$2+2$y22+

para |z| = |y| = 1, por lo que
Re.J(g) = Re(ax + Ddry) < law+ 202y] = |+ 28y| < ol + 28] = 3

y ReJ(g) = 3 siy sélo siz = é yy = %, es decir, el tnico elemento de £ que maximiza a
1

Re J sobre FE es go(z) —2)2 Como Eca(s(S*)) C E C s(S*) Cca(s(S*)) y

- (1—5%2
M =méx{Re J(g) : g € co(s(S*))} = méx{Re J(g) : g € Eco(s(S*))}

(teorema 4.1) entonces M = 3. Asi, si suponemos que gy ¢ Eco(s(S*)) el conjunto {g €
Eco(s(S*)) : ReJ(g) = 3} serfa vacio lo cual contradice al teorema 4.1. Por lo tanto gy €
Eco(s(K)).

Variando « y 3 se obtiene que cada elemento de E maximiza el funcional real correspondiente
con lo que se concluye que E C £¢o(s(S*)) . m



Capitulo 5

Algunas aplicaciones

En este capitulo se resuleven problemas extremos haciendo uso de las caracterizaciones
obtenidas en el capitulo 4. Las aplicaciones que se van a tratar consisten en problemas
referentes a los coeficientes, en particular se prueba la conjetura de Bieberbach para las
colecciones S* y K, y a la norma p en el espacio de funciones analiticas y univalentes en D.
También se muestran algunos resultados sobre operadores lineales continuos en H (D).

5.1. El problema de los coeficientes y la conjetura de
Bieberbach.

Como aplicacién directa de los teoremas 4.10 y 4.2 se obtiene el siguiente resultado en el
cual se prueba la conjetura de Bieberbach para la clase S*.

Teorema 5.1 Sea f € H(D) tal que f(z) =Y~ a,2z". Si f € S* entonces
|an| < n
para toda n € N.
Demostracion. Paran € N sea L,, : H(D) — R definido como
— : _ > k
L(f) = lanl s £(2) = FO)+ 3

Entonces L,, es un funcional continuo y por tanto tiene un méximo en S*. Ademés, como L,,
es convexo en ¢o (5*), el maximo en cualquiera de estas colecciones (S* y €0 (S*)) es igual al
méximo del funcional en el conjunto de puntos extremos de ¢o (S*) (teorema 4.2).

De este modo, por el teorema 4.10 para probar la desigualdad para los elementos de S* es
suficiente con considerar la coleccién

{renw): - = -1}

85
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Asi,si f(z) = T con |z| = 1 entonces |a,,| = |nz"~!| = n con lo que se tiene la conclusién

de teorema. m
Del hecho de que K C S* se tiene el siguiente corolario.

Corolario 5.1 Sea f € K tal que f(z) =Y ", a,2" para toda z € D. Entonces
|an| < n

stn € N.

Utilizando los mismos argumentos que en el teorema 5.1 es posible probar el siguiente
resultado.

Teorema 5.2 Sea [ € H(D) tal que f(z) = " a,2".

1. Si f € s(K) entonces |a,| <1 para toda n € N.

2. Si f € s(5*) entonces |a,| < n para toda n € N.

Demostracion. Por los teoremas 4.2 y 4.12 para probar (1) es suficiente con verificar la
igualdad en la coleccion

Tz

geo(s(K)) =99 € HD) : g(z) = ——, [z[ =[y| =1
1—yz

Sea g € £¢o(s(K)); entonces para z € D,

g9(z) = ibnz" = ixy"_lz"
n=1 n=1

de modo que |b,| = |zy"~!| = 1 para cada n € N. Por lo tanto |a,| < 1.
Para probar (2), por el teorema 4.13 y el teorema 4.2 es suficiente con verificar la desigualdad
en la coleccién

Tz

£70(s(5")) = {f € H(D) 12) = ol = bl = 1}

Sea g € £co(s(57)); entonces para z € D se tiene que g(z) = 7k (yz) donde k (z) =

g(z) = ibnz" = ixy"_lnz"
n=1 n=1

de modo que |b,| = |zy""'n| = n para cada n € N y por lo tanto |a,| <n. =

(1-2)°
por lo que
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El teorema 5.1 y el corolario 5.1 prueban la conjetura de Bieberbah para las colecciones K
y S*. En lo que resta de esta seccion se discutirdn las conjeturas de Robertson y Rogonsinski y
su relacion con la conjetura de Bieberbach. En 1936 Robertson propusé el siguiente resultado:

2
si g es una funcién impar en S, es decir, si g(z E Con—122""1 entonces E leak-1]” < n
k=1

Es posible probar que si f € S entonces la funcién g(z) = (f (z ))1/ ? es nuevamente un
elemento de S y ademds es una funcién impar. Asi, si f(z) = > 2, a,2" de la relacién

f(2%) = (g(2))? se tiene que
(p = Cop—1 + C2p—3C3 + +** + C3C2n—3 + Con—1

paran > 2 (si n =1 se tiene que a; = 1 por las condiciones de normalizacién de S). De este
modo, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

lan| <1+ |G|+ + |G,y

asi que la conjetura de Robertson implica la conjetura de Bieberbach para cualquier n € N.
Por su parte, Rogonsinski conjeturé lo siguiente:

sifes(S)y flz)= Z:;l a,z" entonces |a,| < n para cualquier n € N

Esta conjetura resulta ser de hecho un resultado méds fuerte que el resultado planteado por
Bieberbach (las versiones de esta conjetura para las colecciones s (5*) y s (K).se presentan
en el teorema 5.2) y también puede derivarse de la conjetura de Robertson . En efecto,
supongamos que f € s(F') con F € S,

F(z) = A

n=1

Por definicién, existe ¢ funcién de Schwarz tal que f(z) = F(¢ (2)) para toda z € D. Asi, si
se define G : D — C como

1 2 _
G(z) = (F () P =g Zm_ Bop122"!
se tiene que GG es impar y ademéds GG es un elemento de S. Luego, si

H(w) = [F (w) /uw]”® = 14 Byw + Bsw? + -+ = 14y By 1w
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(Jw| < 1) entonces

an = L / f(z)dz

271 zZntl
|z|=r
_ L / F@(2),
2m’ vl

L [z (2))
N 2m’/ z”“ dz

_ ¢ (2 (2))
o 2—7'('2/ Zn-i—l dz

L)=1+Y " _, Ban2™!

donde

Por lo tanto
27

o < gy [ 127 (0 (")) @0

0
< L |L? (re“’)\dezi(lﬂB P12 4+ 4 [ By [P r?7Y)
= ol n 3 2n—1

0

siempre que 0 < r < 1. Haciendo tender r a 1 se concluye que
|an| < (1+ B3> + -+ + | Bana[*)

de manera que la validez de la conjetura de Robertson implica la validez de la conjetura de
Rogonsinsky. Por el teorema 4.2, para probar la conjetura de Robertson serfa suficiente con
caracterizar a los puntos extremos de la envolvente convexa cerrada de la subcoleccién de S
que consiste en funciones impares; lamentablemente este problema resulté ser muy complejo
y es por ello que la prueba de estas conjeturas siguié otra direccion.

5.2. Operadores lineales continuos.

En esta seccién se aplicardn los métodos de optimizacién lineal (puntos extremos) a
operadores lineales continuos de H(D) en H(D).

Definicién 5.1 Sea L : H(D) — H(D) un operador lineal continuo. Decimos que L es un
operador de orden cero si para todo x, con |x| = 1, para toda f € H(D) y para toda z € D
se cumple que
L(f) (¢, (2)) = L(f 0 ¢,)(2)

(

donde ¢, : D — D esta dada como ¢,(z) = xz.
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Por ejemplo, el operador identidad es un operador de orden cero; otros ejemplos més
interesantes son L(f) (z) = zf'(2), L(f) (2) = (2f(2)) v L(f)(2) = >_p_y arz* con f(2) =
> o az"

Una vez definido el concepto de operador de orden cero se introducird el concepto de
casco-subordinacién en el espacio H(D).

Definicién 5.2 Sean f,g € H(D). Decimos que f estd casco-subordinada a g en D si para
cualquier 0 < r < 1 se tiene que

f (B, [0]) Co(g (B, [0]))

El teorema que sigue relaciona los conceptos de operador de orden cero y de casco-
subordinacién, de modo que, junto con los resultados del capitulo cinco, va a permitir resolver
algunos problemas de optimizacién sobre las colecciones I1, s (S*) y s (K).

Teorema 5.3 Sea F C H(D) compacta tal que

Eco(F) ={[: [(2) = fo(zz), |2] =1}

con fo € H(D). Si L es un operador de orden cero entonces L(f) estd casco-subordinada a
L(fo) para cada f €T (F).

Demostracion. Como F es compacta, del Teorema de Krein-Milman se tiene que @o (F) =
co (€ (F)), ast que dada f € F existe una sucesién {g,},y que converge a f en H(D) tal

que
k
— KN D) (n)
gn(2) = E -1 A fo (xl z)

con k, € N, ):cl(")) =1lparal=1,..., kp, )\l(n) >0,1=1,...,k, yzgzl)\l(") =1sineNy
zeD.

De este modo, si 0 < r < 1y 2z € B,[0] la sucesién {L (gy) (20)},cy converge a L(f)(zo),
pero para n € N,

L(ga) () = 30" ML (o) (720)

porque L es un operador de orden cero. Por lo tanto

L(f)(z0) eco({weC:w=L(fo)(2), |z| <r})

es decir L(f) estd casco-subordinada a L(fy). =

Como consecuencia del teorema anterior, siempre que sus hipdtesis se satisfagan, el
problema de analizar al conjunto {L (f) (z0) : f € @0 (F)} se reduce a examinar el conjun-
to {L(fo) (2) : |z| < |20]}. Por ello es que es posible resolver algunos problemas extremos
haciendo célculos simples.
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Proposicién 5.1 Sea f € II. Si

f) =) a*
entonces Re (3_;_garz") > 0 paran € N y z € By5 (0).

Demostracion. Segun el teorema 4.3

en={fe ) 1) = 1 el = 1

y como para n € N el operador L, : H(D) — H(D) dado por L, (f) = sy, con ss,(z) =
o arz®, st f(2) = Yoy arz® es de orden cero, por el teorema anterior se tiene que Ly, (f)
estd casco-subordinada a L, (fy) para cada f € I, donde fo = % sizeD.

Ahora si n > 3,

L)) = spon (1) = 142" 2+

asf que dada z € By (0), con |z| = r, se tiene que

o k 27“"+1
| fo(2) — Sfon (2)] < 2Zk:n+1T = -
y como
1—r? 1—r? 1—r
Re A frnd —
(fO( )) |1—Z|2 - (1_'_7_)2 1+T
entonces
1—r 2rmft
R n > _
elspn(2) = 7o —T—
_ (=2t (1)
a 1—r2
> 1 1 3
- 1—r2\4 2ontl
> 1
- 16 (1 — 7’2)
> 0

El caso n =1 es claro y si n = 2, para z € By, (0) se tiene que
2 k> _ 2
Re<1+2zk:12 —1+2Re(2+z )
de modo que si z = x + 1y

Re(1+22::12k> = 1+Re(2(x+iy+(x+iy)2))
= 14+2(z+ (2" —¢?))
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por lo que Re (1 + 252 . ZF) > 0siy solo si a? + 2 —y? > —1/2.

Ahora, como
-yt = v 2 2—1—y2
2 4

y(x+1/2)* —1/4> —1/4y y? < 22 + 3% < 1/4 se tiene que

1 1 1
2 2
_ > —— — — = ——
T +r—y 11 5
Por otro lado, si f € II, para cualquier natural n la funcién F, = L,(f) esta casco-

subordinada a Fo(n) = L,(fo) por lo que
F (By2(0)) €@ (Fo (B12(0)))

asf que para z € By, (0) existe una sucesién {wy}, oy en co (Fo (Bi/2(0))) que converge a
F, (), y como

=1 =1

cO (F() (Bl/g (0))) = {w eC: w:ZA]FO(n) (Zj), Z)\] =1, )\j >0, ‘Z]| < 1/2, m e N}

entonces Re (F, (z)) > 0. Pero dado que f € II la iguadad no puede darse en nigin punto
de Bi/2 (0), pues Re (F},) es armonica y F, (0) = 1 por lo que Re (F;,) > 0. m

Si £ es cualquier operador lineal continuo en H(D), ¢ > 1y 0 < r < 1 entonces, por la
desigualdad de Minkowsky, la expresién

1 1/q

L(f)= <§ /0 "L () (mw)ﬁde)

define un funcional convexo en subconjuntos convexos de H (D) y continuo en H (D). Y pre-
cisamente los resultados que siguen se refieren a los valores extremos de funcionales definidos
de estdn forma en las colecciones s(5*) y s(K).

Teorema 5.4 Sea k(z) = z/ (1 —2)* con z € D y sea L un operador lineal continuo en
H(D). Si f € s(S*) entonces

/027r }E (f(”)) (Tew) ‘qdﬁ < /027r ‘E (k(n)) (TeiO) }qu

siempre que ¢ > 1, 0 <r <1 ynéeN.

Demostracion. Sean ¢ > 1,0 <r < 1y n € N. Por los teoremas 4.2 y 4.13 es suficiente con
analizar el comportamiento del funcional definido en H(D) como

1 1/q

L(f) = <% /0 L () (mw)rde)
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en la colecciéon

£ (s(57)) = { € H(D) 9(2) = . Jal = bl =1
Para |z| = |y| = 1 se tiene que
9(z) = S xy 'k (yz)

por lo que g™ (z) = xy" 'k (yz) si z € D. De modo que si y = ¥ con ¢ € [0, 27),
‘g(n) (T€i9>‘ _ ‘kn (Tei(GJrgo))}

para cualquier 0 € [0, 27). Pero si C, es la circunferencia de radio r con centro en el origen,

2

[Tle) eefan= [ e @) @i = [ e o) o) as
0 Cy 0
es decir, el funcional
1 2 ) q 1/q
L(f)= <%/0 e (£™) (re”)] d9>

es constante en £¢o (s (S*)) con lo que se concluye el resultado. m
Enseguida se presenta una versién del teorema 5.4 para la coleccién K.

Teorema 5.5 Sea F(z) = z/(1 —2) con z € D y sea L un operador lineal continuo en
H(D). Si f € s(K) entonces

/027T ‘ﬁ (f(”)) (Tew) }qdﬁ < /027r }E (F(n)) (Teio) ‘qdﬁ

siempre que ¢ > 1, 0 <r <1l ynéeN.

Demostracion. Sean ¢ > 1,0 < r < 1y n € N. Como en el caso anterior, es suficiente con
mostrar que el lado izquierdo de la desigualdad en el enunciado del teorema es constante en
la coleccién

_ Tz
e (s (K)) = {o € H(D) 90 = s, lal = ol = 1]
Notemos que para || = |y| = 1 se tiene que
=y F (y)

=T

por lo que g™ (z) = xy" 1 F" (yz) si z € D. De modo que si y = ¢ con ¢ € [0, 27),

‘g(n) (Tew)} _ }Fn (Tei(G-‘rgo))‘
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para cualquier 0 € [0, 27). Pero si C, es la circunferencia de radio r con centro en el origen,

2 27
[T 1e) ey an = [ e E0) @l = [ e () (et
0 Cr 0
es decir, el funcional

L(f)= (21 /:ﬁ £ (f™) (re“’){qde) "

7T
es constante en £¢o (s (5*)) con lo que se concluye el resultado. m
Si en particular £ es el operador identidad se tiene que

(% /0 27r| F (rew)}qda) " < (% /0 K | P (rew)}qde) "

sig>1,neN 0<r<1lyf € s(K). Evidentemente también se cumple la respectiva
desigualdad para cualquier f € s(S)* con k en el lugar de F.
Como otro ejemplo, sin =0, f(z) =Y Zga;27 y L(f) (2) = X1y a;2 entonces

L[ m 1 tio|? 1 [ m ;
— ar'e df < — rlel?
2 0 leo ! - 27 0 ijo

siempreque g >meN, 0<r<ly feK.

q

do




94

CAPITULO 5. ALGUNAS APLICACIONES



Bibliografia

[Ahlfors]
[Ahuja]

[Bachman]

[Bartle]

[Bieberbach]

[Brickman|]

[Conway Vol.1]

[Conway 2]

[Duren]

[deBranges|

[Engelking]
[Hallenbeck]

[Holland]

[Koepf]

Ahlfors L. V., Complex Analysis, McGraw-Hill, 1979

Ahuja O.P., The Bieberbach Conjecture and its Impact on the Developments
in Geometric Funtion Theory, Math.Chronicle 15 (1986), 1-28

Bachman N., Narici L., Functional Analysis, Dover, 2000

Bartle R., The Elements of Integration and Lebesque Measure, John Wiley
and Sons, 1995

Bieberbach L., Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen, welche eine
schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln. S. B. Preuss Akad Wiss,
38 (1916), 940-955.

Brickman L., Extremal Problems for Certain Classes of Analytic Functions.
Proceedings of the American Mathematical Society 35 (1) 1972

Conway J.B., Functions of One Complex Variable (Vol. 1), Springer-Verlag,
1978

Conway J.B., Functions of One Complex Variable (Vol. 2), Springer-Verlag,
1996

Duren P., Univalent Functions, Springer-Verlag, 1983

de Branges, L., A proof of the Bieberbach conjecture. Acta Math 154, (1985),
137-152

Engelking R., General Topology,PWN,1977

Hallenbeck D.J., Linear Problems and Convexity Techniques in Geometric
Function Theory, Pitman, 1984

Holland F., The Extreme Points of a Class of Functions with Positive Real
Part, Math. Ann. 202, 85-87, 1973

Koepf W., Bieberbach’s Conjecture, the de Branges and Weinstein Functions
and the Askey-Gasper Inequality, Ramanujan J. 13 (2013), 103-129

95



96 BIBLIOGRAFIA

[Korevaar] Korevaar J., Ludwing Bieberbach’s Conjecture and its proof by Louis de
Branges, Amer. Math. Monthly 93 (7) (1986), 505-514

[MacGregor]  MacGregor T.H., Linear Methods in Geometric Function Theory, Amer.
Math. Monthly 92 (6) (1985), 392-406

[Nevanlinna]  Nevanlinna R., Uber die konforme Abbildung von Stengebieten, Finska Veten-
skaps Soc. Forhankl (A) 63 (7) (1921-1922)

[Ravichandran] Ravichandran V., Geometric Properties of Partial Sums of Univalent Func-
tions, arXir: 1207.4301 [math.CV]

[Rudin CA] Rudin W., Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1987
[Rudin PA] Rudin W., Principles Of Mathematical Analysis, McGraw-Hill, 1976
[Rudin FA] Rudin W., Functional Analysis, McGraw-Hill, 1991



	Portada

	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Prerrequisitos
	Capítulo 2. Medidas de Probabilidad en Espacios Compactos
	Capítulo 3. Clases de Funciones Analíticas y Representación Integral
	Capítulo 4. Puntos Extremos para Algunas Clases de Funciones
	Capítulo 5. Algunas Aplicaciones
	Bibliografía



