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CAPITULO 1

Introduccion

La Teoria del Control cuenta hoy con una dilatada historia cuyos origenes se
remontan al menos a la revolucién industrial. En efecto, fue entonces cuando sur-
gié la necesidad de automatizar los procesos (alimentacién de combustible en una
maquina, el termostato, etc.) y, por tanto, de entender cémo se podia actuar so-
bre un sistema para garantizar que el objetivo buscado se cumpliese (cantidad de
combustible correcta en la caldera, temperatura adecuada, etc.).

Como sabemos, la mayoria de los procesos naturales y tecnolégicos pueden des-
cribirse mediante Ecuaciones Diferenciales, ya sean Ordinarias (EDO) o Parciales
(EDP) (tal y como Galileo Galilei (1564-1642) afirmé, “El universo estd escrito en
lenguaje matemético”). En ellas, la incégnita es el estado del problema de control.
Es la cantidad que nos interesa controlar, la que constituye nuestro objetivo. Los
problemas de control se caracterizan porque, ademas de esta incognita habitual,
disponemos de una variable a nuestra disposicion, el control, con el que se preten-
de actuar sobre la solucién con el objeto de alcanzar o aproximarla a los objetos
deseados.

En muchos procesos es natural pensar en controles de tipo “bang-bang” pues
son faciles de implementar. El interruptor es el mejor ejemplo: apagandolo y encen-
diéndolo podemos intentar mantenernos lo méas cerca posible del estado que desea-
mos en cada instante de tiempo. El control “bang-bang” es una funcién que toma
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dos tnicos valores. La busqueda del control consiste en determinar la manera en que
ha de alternar entre un valor y otro en funcién del objetivo asignado. Pero en muchas
otras ocasiones el control deseado es justo lo contrario de un control “bang-bang”.
Se trata de una funcién lo mas suave posible (nadie desea que el piloto automatico
de un avién se rija por criterios semejantes a los del control “bang-bang” por ejem-
plo). Pero, como todo, también esto es relativo. Un control “bang-bang” de pequena
amplitud y que alterna rapidamente puede ser percibido como algo regular...

Hemos comentado una de las ideas que originaron la Teoria del Control: la ne-
cesidad de automatizar los proceso, el control en tiempo real. Pero esta idea
del control de sistemas en tiempo real, de cardcter sumamente dinamica, no es mas
que uno de los pilares fundamentales de la Teoria del Control. El otro pilar sobre el
que reposa la Teoria del Control es el Control Optlmo muy proximo al Calculo de
Variaciones o al Diseno Optlmo En el Control Optlmo nos preocupamos “simple-
mente” de realizar una eleccién optima del control y dejamos en un segundo plano la
evaluacion de como de cerca este control nos situa del objetivo deseado. Se trata de
un abordaje realista y pragmético del problema de control: Sea cual sea la distancia
a la que se puede llegar del objetivo deseado, intentamos hacerlo lo mejor posible y
buscamos por tanto el control que realice la distancia minima.

A primera vista la diferencia puede resultar insignificante pero, como veremos,
esta puede ser importante cuando uno se adentra en las Matematicas de cada uno
de ellos.

Esta clasificacion que acabamos de hacer es simplificadora en exceso y muchas
veces imprecisa. En la practica, el problema no estd completamente cerrado y es
precisamente la manera de formularlo una de nuestras primeras tareas. Cada formu-
lacién exigira de desarrollos matematicos mas o menos costosos para su resolucion.
La eleccién de una u otra dependera en la practica del coste que suponga su resolu-
cién en relacién al grado de proximidad alcanzado.

Desde un punto de vista matematico, a la hora de clasificar los problemas de
control habremos de distinguir entre: Problemas no lineales/lineales, modelos es-
tocasticos/deterministas, ecuaciones estacionarias/de evolucién, sistemas en dimen-
sién finita (EDO) / en dimensién infinita (EDP), etc.

Sin embargo, incluso estas distinciones estan quedando obsoletas. Es cada vez
mas frecuente encontrarse ante sistemas complejos que acoplan diversas componen-
tes en las que muchos del elementos que acabamos de clasificar estan entremezclados.

En el Capitulo 2, trabajaremos con un problema pardbolico degenerado. Consi-
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1. Introduccién 3

deramos la ecuacion parabdlica degenerada:

ye — (a(@)ya)s + 0(x, )y + B(x)c(w, 1)y, = hl, en Q
J0,0) = y(1L.1) = 0 te (0,7), (1.1)
y(@,0) = yo(x), en (0

En este sistema y = y(x,t) es el estado y h = h(z, ) es el control que actia localizado
en el subconjunto w, puesto que 1, denota la funcion caracteristica del conjunto w.

Como veremos en este capitulo, para cada h € L*(w x (0,T)) existe solucién
unica y en un espacio de Banach adecuado (vedse pdg. 10). Definimos el conjunto
de estados alcanzables:

R(T,yo) = {y(z,T) : 1y solucién de (1.1) con h € L*(w x (0,T))}.

Consideramos el problema de controlabilidad a cero: nos preguntamos si R(7’, yo)
contiene a cero para todo yo. Si la respuesta es afirmativa, para cualquier yo €
L*(0,1), existe un control h € L*(Q) tal que

y(x,T) =0 ct.p. x € (0,1).

En el Capitulo 3, trabajaremos con un problema parabolico en dominios de la
forma (2 x (0,¢), a los cuales llamaremos dominios finos. Ahora, consideramos la
ecuacion semi-lineal:

— Ay + f(y) =hl,. en £2x(0,e)x (0,7T),

y=0 en [0f2 x (0,¢e)] x (0,7,

dy N (1.2)
S5 =0 en I'F x (0,7),

y(x,0) = yo(x) en f2.,

donde w, = w x (0,¢) con w un subconjunto abierto de 2. En este caso, veremos
que dado y° € L?(£2.) y h € L*(w. x (0,T)) el sistema (1.2) admite solucién tnica

y € C([0,T]; L*(£2.)) N L*(0,T; V),

donde
V.={pc H' () : ¢ =0en 02 x (0,¢)}

(vedse pag. 64).
Definimos el conjunto de estados alcanzables:

R.(T,yo) = {y(z,T) : 1y solucién de (1.2) con h € L*(w. x (0,T))}.

IMATE-UNAM Junio de 2015



1. Introduccién

Consideramos el problema de controlabilidad aproximada: nos preguntamos si
R.(T, o) es denso en L*(§2.) para todo yo. En este caso, si la respuesta es afirmativa,
se tendrd que para cualesquiera yo, y; € L*(£2.) y 6 > 0 existe h € L*(w. x (0,T))
tal que

ly(-,T) — il 20y < 0.

Finalmente, estudiaremos el comportamiento de la propiedad de controlabilidad

del sistema (1.2) cuando ¢ tiende a cero.

IMATE-UNAM
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CAPITULO 2

Controlabilidad a cero de ecuaciones
parabdlicas degeneradas

2.1. Descripcion de los resultados

Sea T > 0 fijo, w C (0,1) un subconjunto abierto no vacio. Consideremos el
sistema lineal

Yo — (a(@)ys)e + bz, )y + B(z)e(x, t)y, = hl, en Q,
y(0,t) =y(1,t) =0 t € (0,7), (2.1)
y(@,0) = yo(x), en (0,1).

donde b,c € L™(Q), yo € L*(0,1), B(x)/x € L>(0,1) y a es una funcién continua
y no negativa en [0,1] para la que estableceremos hipdtesis mas adelante. Aqui,
h € L?(Q) es el control (a determinarse) y 1, es la funcién caracteristica del conjunto
w.

Definicién 2.1. Se dice que (2.1) posee la propiedad de controlabilidad a cero en el
tiempo T si, para cada yo € L*(0,1), existe un control h € L*(Q) tal que

y(x, T) =0 c.t.p. z€(0,1). (2.2)
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Uno de los principales objetivos de este capitulo es proporcionar un analisis com-
pleto del problema de controlabilidad a cero del sistema (2.1) cuando a es degenerada
en x = 0, es decir, cuando a(0) = 0. Consideraremos dos tipos de degeneraciones de
a, débilmente degenerado y fuertemente degenerado. Cada tipo estd asociada con
su respectiva condicién de frontera en x = 0. En el caso del problema débilmen-
te degenerado (PDD) se considerard en (2.1) la condicién de frontera de Dirichlet
y(0,t) = 0, esto es, cuando

(i) ae€C([0,1))NC*((0,1]), a > 0en (0,1], a(0) =0,

(i) I K €]0,1) tal que zd/(z) < Ka(z) Vz €0, 1]. (2:3)

Bajo esta hiptesis es facil ver que la funcién 2% /a(z) es no decreciente y por tanto
i € L'(0,1). Ahora, para el caso del problema fuertemente degenerado (PFD), esto
es, cuando

(i) a€CY(0,1]), a>0en (0,1], a(0) =0,
(i) I K €[1,2) tal que zd'(z) < Ka(z) YV € [0,1],

(i) doe(1,K]x %a% es no decrec.iente cerca de 0, s% K>1, (2.4)
Jo € (0,1) x — =3 es no decreciente cerca de 0, si K =1,
la condicion de frontera en x = 0 serd del tipo Newmann:
(au,)(0,t) =0, te(0,7).
Observe que, por hipétesis sobre 3(x), se tiene que
P ) <C s < ¢ casi en todas partes x € (0,1), (2.5)

a(x) = a(x) ~ a(l)

para una constante C' > 0. Ademds, en este caso, \/La € L'(0,1), como consecuencia
de (2.4)(ii).

Nuestro objetivo principal es mostrar que (2.1) posee la propiedad de controla-
bilidad a cero. Esto serd consecuencia de la siguiente desigualdad de observabilidad

/1 Wz, 0)dz < C /T / o2z, £)dadt, (2.6)

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 7

valida para toda solucién v del sistema adjunto

U + (a(m)vcz?)a: - b(x,t)v + (ﬁ<x>c(x’t)v)m =0 en @,
0.0=0 5 { @lo =0 pom (pFD) (EODH O
v(x, T) = vp(z), en (0,1).

En la prueba de la desigualdad de observabilidad aplicaremos una estimacion de
Carleman fundamental para el sistema

v+ (alx)ve)e = Fo + (B(x) F1)e en @,
=0 y {00 ey teOD). (28)
v(x, T) = vp(z), en (0,1),

donde Fy, F} € L*(Q) y vy € L*(0,1), la cual sera introducida posteriormente.
Finalmente, con el resultado de controlabilidad a cero para el caso lineal obtenido,
estudiamos el caso semi-lineal

Y — (a(2)ye)e + f(2,,y,y2) = hly en @,
L) =0y { 3(165230?(0 t?: 0 para Eg?]])))),’ te(0.7), (29)
y(z,0) = yo(x), en (0,1).

En esta parte, aplicando el método del punto fijo para problemas degenerados,
logramos obtener resultados de controlabilidad a cero para (2.9) cuando f satisface
condiciones de Lipschitz generalizadas.

2.2. Planteamiento del problema

En esta seccién, verificaremos que nuestro problema de controlabilidad esté co-
rrectamente planteado, es decir, mostraremos que la ecuacién (2.8) y la ecuacién
lineal parabdlica degenerada,

Yr — (a(2)yz)e + b(z,t)y + B(z)c(z,t)y. = hl,  en Q,

-0+ (0 NG e aw

y(xv O) = yO(x)v en (07 1)7

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 8

tienen solucion tnica en espacios adecuados. En la introduccion de estos espacios es
necesaria la siguiente definicién

Definicién 2.2. Sea I C R un intervalo. Una funcion u: I — R se dice absoluta-
mente continua en I si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

l

S ) — ulaw)] < =

k=1

para toda coleccion finita de intervalos disjuntos (ag,by), k= 1,...1, con [ag, by] C I

Y
!

Z(bk — ak) S 0.

k=1
Una funcionu: I — R es localmente absolutamente continua si es absolutamente
continua en [a,b] para todo intervalo [a,b] C I.

Definamos los siguientes espacios de Hilbert H(0,1):

CASO(PDD)

H0,1) := {u € L*(0,1)| u absolutamente continua en [0, 1],
Vau, € L*(0,1) y u(0) = u(1) =0},

HZ(0,1) := {ue H,(0,1) | au, € H'(0,1)}.
CASO(PFD)

H0,1) := {u € L*(0,1)| u localmente absolutamente continua en (0, 1],
Vau, € L*(0,1) y u(l) = 0},

y

HZ?(0,1) := {u € L*(0,1) | ulocalmente absolutamente continua en (0, 1],
au € H}(0,1),au, € H*(0,1) y (au,)(0) = 0}.

con normas
lullfry = llullZz + IVaual 201, ¥ [ullis = llulliy + [(au)elZ201,

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas

Ahora definamos el operador (A, D(A)) por
D(A) = H2<Oa ]-) Yy Vu € D(A)’ Au = (a’ux)x - b(at)y - /Bc(at)yx

En ambos casos (PDD) y (PFD), el siguiente resultado se cumple, (véase, por ejem-
plo, [7]).

Proposiciéon 2.1. A: D(A) C L*(0,1) — L?*(0,1) es un operador cerrado coercivo
auto-adjunto y negativo con dominio denso.

En este punto es necesario hacer un parentésis para recordar la definicién de
algunos espacios de Banach que seran introducidos mas adelante en un resultado de
regularidad consecuencia de la Proposicion anterior.

Sea B un espacio de Banach real con norma denotada por || - ||z v sea [a,b] un
intervalo cerrado. La funcién u: [a,b] — B se dice continua en ty € [a, b] si

lim ||u(t) — u(ty)||s = 0.

t—to
La funcién u se dice continua en [a,b] si es continua en cada ¢ en [a, b]. La funcién
u se dice diferenciable en t si existe u/(tg) € B (la derivada de u en tj) tal que

1
t—1o

=0.
B

(u(t) = ulto)) — ' (to)

lim
t—to

La funcién u se dice diferenciable en [a, b] si u/(t) existe para toda t € [a, b]. Deno-
taremos por C([a,b]; B) el espacio de todas las funciones continuas u: [a,b] — B.
Este es un espacio de Banach con la norma

lulloqas:z) = sup{[[u(®)][s : € a,b]}.

C'([a, b]; B) denota el espacio de funciones diferenciables u: [a,b] — X con derivada
continua v en [a, b].
Sil < p < oo, entonces LP(a, b; B) es el espacio de funciones medibles u: (a,b) —

B tal que
1/p

b
[P / (@l di | < oo

con la modificacion usual en el caso p = co. Finalmente, el espacio de Sobolev

H'(a,b; B) = {u € L*(a,b; B) : 3’ € L*(a,b; B) (en el sentido de distribuciones)}

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 10

CO1 norma
||U||H1(a,b;B) = (||u||%2(a,b;B) + ||ull|%2(a7b;B))1/2‘

De la proposicién 2.1, aplicando el teorema de Hille-Yosida en espacios de Hilbert,
se tiene el siguiente resultado de regularidad para la ecuacién (2.10), (véase, por
ejemplo, [5]).

Teorema 2.1. Sea h en L*(w x (0,T)) dado. Para toda yo € L*(0,1), (2.10) tiene
solucion unica

ycU :=C([0,T); L*(0,1)) N L*(0,T; HL(0,1)).
Ademds, siyo € HL(0,1), entonces
y € C([0,T); Hy (0,1)) N L*(0, T; H2(0,1)) N H'(0, T L*(0,1)),
y existe una constante positiva Cr tal que

Hszc([o,T];H;Q(o,l)) T ||y||%2(20,T;H2(071)) T ||y||%fl(07T%L2(071)) (2.11)
< Crlllyollr o,y + 1PI72wxom)-

Por otro lado, para el sistema parabdlico (2.8) (véase, [21])

Teorema 2.2. Dados Fy, Fy en L?(Q). Para toda vy € L*(0,1), (2.8) tiene solucién
unica

veU y v e LX0,T;(H,) (0,1)).

2.3. Relacion con la literatura y motivacion

El estudio de las propiedades de controlabilidad de ecuaciones parabdlicas de-
generadas fue inicialmente motivado por algunos modelos fisicos. Por ejemplo, el
campo de velocidades de un flujo laminar sobre una placa plana puede ser descrito
mediante las ecuaciones de Prandtl (ver [24]). Mediante la llamada transformacién
de “Crocco”, estas ecuaciones son transformadas en una ecuacién parabdlica dege-
nerada no lineal (ecuacién de Crocco, ver [24]) definida sobre un dominio acotado
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2 = (0,L) x (0,1). La linealizacién de la ecuacién de Crocco alrededor de una
solucién estacionaria es una ecuacion de la forma:

u + b(z, y)uy + alz, y)uy, +cu = f (z,y,t) € Qx(0,T),

uy(2,0,t) = u(z,1,t) =0 (x,t) € (0,L)x(0,T), (2.12)
u(0,y,1) = u1(y, 1), (y,t) € (0,1)x(0,7), °
u(x,y,()) :u0($7y)7 (l‘,y) € Q:

donde f y u; dependen de la velocidad incidente del flujo, y los coeficientes a,b y ¢
son positivos, suaves, pero degenerados en la frontera del dominio:

b(x,y) -0 cuando y — 0, y a(r,y) -0 cuando y — 1.

Las propiedades de controlabilidad de ecuaciones parabdlicas no-degeneradas
han sido estudiadas en anos recientes; con respecto a la ecuacién del calor, ver por
ejemplo [2, 6, 15, 16, 28]; con respecto a las ecuaciones de Stokes y Navier-Stokes,
ver por ejemplo [4, 17, 19].

Por otro lado, se conocen pocos resultados en el caso de ecuaciones degenera-
das. En particular, en [1], [12], [14] v [22] v los autores estudiaron las propiedades
de controlabilidad de ecuaciones parabdlicas degeneradas lineales en una dimension
con términos de orden cero. Ahora bien, en [10] los autores estudiaron la propiedad
de controlabilidad a cero del sistema (2.1) con términos de primer orden cuando el
coeficiente ¢ depende solamente de la variable espacial x. En este trabajo conside-
raremos coeficientes de primer orden de la forma B(z)c(z,t) con B(z)/x € L*(0,1)
y c(x,t) € L>((0,1) x (0,7)). La dependencia de ¢t mejora los resultados de con-
trolabilidad a cero que existen en la literatura y permite demostrar un resultado de
controlabilidad a cero para una ecuacion semi-lineal para ciertas no-linealidades de
la forma f = f(z,t,y,y,). También, generalizamos los resultados obtenidos en [9] y
[11] donde se estudio la controlabilidad a cero por regiones de ecuaciones de la forma
(2.1). Finalmente, cabe mencionar que en este capitulo se generaliza el trabajo que
realizamos en [18], en el cual se abordé el caso particular de funciones a(x) = z®
con a € [0,2) .

2.4. Estimaciones de Carleman para problemas parabo-

licos degenerados

Como se mencion6 anteriormente, nuestro principal resultado es consecuencia
de una estimacion de Carleman fundamental. En esta seccién, obtendremos dicha
estimacion.
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2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 12

Introduzcamos la funcién ¢(x,t) = ¢ (x)0(t). Aqui

1

Q(t) = m;

vVt e (0,7)

a(y)

Se puede verificar que sic; > 0y ¢o >

() = e (/ Iy - cz), vz € [0,1] (2.13)

a(1)(§7 i) (K es la constante que introducimos

en las hipdtesis sobre a), entonces

() <0,

para todo x € [0, 1]. En efecto, por hipdtesis sobre a, existe K € [0,2) tal que

para todo y en (0, 1). Entonces

y y xyl—K B 1
O/@dy < O/Wdy = WK <@

para todo = € [0, 1]. Posteriormente se dard una restriccién més precisa sobre c¢.
Observe que
eP@D <1 Y(z,t) € Q, y Vs> 0. (2.14)

Con respecto a 6(t), tenemos que

0(t) — oo cuando t — 0", T".

También, introducimos la funcién ®(z,t) = 6(¢t)¥(x), donde ¥ estd definida de
la siguiente manera:
U(z) = (GQTC(O) — erg(’”)), r >0,

con

; 1
() = / =, Ve 0]
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Observe que ® > 0y ®(z,t) — oo cuando t — 0F, ¢ — T~. Entonces

e~ B2@) <1 VY(x,t) € Q, y Vs> 0. (2.15)

Consideramos el sistema parabdlico

(U (CL(SL’)U:E):B = Fy+ (B(x)Fl)x en Q,
v(l,t) =0y { E}cggm?)f)(ozt?: 0 iZﬁZ gFDDD;,’ te0.7), (2:16)
v(x, T) = vp(z), en (0,1),

donde Fy, F} € L*(Q) y vy € L*(0,1). Ahora, es posible plantear, de manera es-
pecifica, nuestro principal objetivo en esta seccion. Este es verificar que se cumple
la siguiente estimacién de Carleman:

Teorema 2.3. Supongamos que las Hipdtesis (2.3) para (PDD) (o las Hipdte-
sis (2.4) para (PFD)) se satisfacen y sea T > 0 dado. Entonces, existen dos cons-
tantes positivas C' y sq, tal que toda solucion v de (2.16) satisface

T
2
//(s@a(x)vfc + 3303x—v2) @) d dt
a(z)

1
0 0
T T 1
B2 (x)
< C(//625¢($,t)v2dxdt+//(FOQ+5293<_)F12)625¢(x,t)d$dt)’
a(x
0 w 0 0

para toda s > Sg.

(2.17)

La demostracion del Teorema 2.3 serd dada al final de esta secciéon como una
consecuencia del siguiente resultado para el sistema parabdlico:

v+ (a(x)vg)e = F en Q,
v(l,t) =0 { chigj)(o:t?: 0 EZEZ gFDDD)): te(0,T), (2.18)
v(z,T) = vp(z), en (0,1),

donde a satisface las Hip6tesis (2.3) para (PDD) y (2.4) para (PFD), con F € L*(Q).
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2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 14

Lema 2.1. Supongamos que se satisfacen las Hipdtesis (2.3) para (PDD) (o las
Hipdtesis (2.4) para (PFD)) y sea T > 0 dado. Entonces, existen dos constantes
positivas C' y so, tal que para toda solucion v de (2.18), se cumple que

T 1
2
//(39a x)v; +s393$—v2)623‘p(m’t)dxdt
a(z)
0

1

T T
C (//eQSW(x’t)Fdedt%—//eQSW(x’t)UQd:Bdt>
00 0 w

(2.19)

para toda s > Sg.

La demostracién del Lema 2.1 se basa en la combinacion de la desigualdad de
Carleman para el sistema degenerado (2.18), que a continuacién se muestra

Teorema 2.4. Supongamos que se satisfacen las Hipdtesis (2.3) para (PDD) (o las
Hipdtesis (2.4) para (PFD)) y sea T > 0 dado. Entonces, existen dos constantes
positivas C' y g, tal que para toda solucion v de (2.18) se satisface

T 1
2
//(s@a v 243 v >e25“°(’”’t)dxdt
a(z)’
0 0

T 1 T (2.20)
(J( / / e?# @D B2 dgdt + sa(1) / e @hy2 (] t)dt)
0 0 0
para toda s > Sg,
junto con una estimacién de Carleman para la ecuaciéon no degenerada
2(0,t) = z(1,t) =0 t € (0,7);

donde a € C'([0,1]) es una funcién estrictamente positiva,

Proposicién 2.2 (Estimaciéon Clasica de Carleman). Sea z solucion de (2.21).
Entonces existen dos constantes positivas ro Yy sr, tal que para todar > 1o y s > s,,,
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2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 15

la solucion de (2.21) satisface

T 1
//(S rl(z Z +8393 3r{(z) ) 7234>(:rt)dxdt
0 0

T 1 T
C(//e—Qsé(m,t)thxdt /TSQCL3/2 rl(z )G_ZSq)(m’t)Zi
0 0 0

para alguna constante C > 0.

(2.22)

1
),
0

La demostraciéon del Teorema 2.4 se puede ver en el Apéndice. Por otro lado, en
la literatura existente de la Teoria de Control, la estimacién (2.22) es aplicada para
obtener importantes resultados en esta area; sin embargo, hasta ahora, no se ha
escrito una demostracién formal de ella. A continuaciéon, damos una demostracion
de esta desigualdad.

e—stb(w

Demostracién de la Proposicién 2.2: Definamos w(zx,t) = Yz, donde z es

la solucién de (2.21). Entonces, z = e*®w y se verifica que:
1. w(0,t) =w(l,t) =0
2. 0"w(x,0) = 0"w(z,T) =0, Vn € N.
3. 16, < COPMH<COy b, <COPZ<CH.

Sustituyendo en (2.21), se tiene que
he= [e"w] + [a(@) (*w) ],
= 2@y, + s®y(x,t)e @)y, 4 [ (eS‘I’ @D, + s, (x,t)e s&(.t) )]z
= @0y, 4 50,0 (2)e** @Dy + @ (a(x)w, ), + sba(z)V, ()@ Dw,
+ sV (r)a (), w + sba(a) P (f)(esmt w)e
= @y, + s0,T (x)e sP@ by 4 3@ (a(x)w Ve + 2s0a(z)V, (x)esq)(z’t)wz
+ sO(U,(2)a(z))e P @ w + s20%a(z) W2 (z)es? @Dy,

entonces,

he * @Y — w4 (a(x)wy ) o +5T (2)Ow+250a(2) W, (2)w, +50 (Vo (2)a(z) ) pw+520%a(z) U2 (z)w
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Definimos

Prw = sU(2)0,w + s*0%a(z) V2 (z)w + s6(V,(2)a(z)).w + (a(z)w, ),

P w = wy + 2s0a(z) ¥, (z)w,.

Se verifica que

he s®@t) — Prw+ P w

lhe™>* @2 = | Pfw|]® + [|P] w|? + 2(Pfw, Prw) > 2(Pfw, P, w)

? S S

Ahora, escribimos

donde

(Plw, Pyw) = Q1+ Q2 + Q3 + Qu,

Q1 = (sU(2)bw + *6%a(2) V2 (2)w + s6(T, (x)a(x)),w + (alz)w,)s, wr),

Qs = s (U (2)0w + (V. (v)a(x))w, 20a(z)V,(7)w,),
Qs = s*(0%a(x)V2(z)w, 20a(x)V,(7)w,),
Qs = s{(a(x)wy)s, 20a(z)V,(z)w,).

T 1

Estimando / / Q1
0

T 1
jfo-

IMATE-UNAM

(s¥(2)bw + s°0*a(z) V2 (z)w + sO(V,(z)a(z)),w + (a(z)w,),) wy dudt
(sW(2)b; + s*0%a(2)V2(z) + sO(V,(z)a(z)),) <w72) dxdt

(a(x)wy)wy dedt

T

dx
0

POl O S O~

(sU(2)0; + s*0%a(z)V2(z) + sO(V,(z)a(x)),) w’

T T T T T T
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2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 17

/% (sU(2)b; + s*0%a(x)V2(z) + 39(\I’x(x)a($))x)t w? dxdt

1

T
//a(x)wxth dxdt
0 0

(—S\IJ )0u + 5200,a(x) V2 (x) + %sﬁt(\ﬂm(az)a(x))x> w? drdt

( )0 + $200,a(z )(MC ) ([mm ] ) )w2 ddt

1 SRy
( gtt Ny 8209 e?TC( ) + §T80t <€T<(m) a(g})) )’U}2 dl’dt

1 1 !
(— U (z)0y + r2s%00,e¥¢®) 4 57"3«% (—re“(x) + e’“q”)ﬂ>) w? dxdt

a(x) wxwt

~— T T

l\i)lr—A

l\DI»—t

2 2¢/a(x)
1 1 !

= —sW(x)by + 125200,e* @) 4 Zrg0,em¢ @) M w? dadt
2 4 CL(Z‘)

Il
O\HO\.H \ﬂo\ﬂo\ﬂ
L —

+
St~

1

1
/r259t6“(“)w2 dxdt
0
1 1 !
/ —Z5e"®@0,, + 1r25%00,e¥<®) + Zrg0,e7¢®) @(z) w? dxdt
/ 2 4 Va(r)

T
0/
T 1 T
+ //7“2591&6’"C @ w? dedt — /
0
T 1
—CS2T2//9363T<(I)1U2 dxdt +
0

0
0

5e2€0)g . w? drdt

o
N | —
\H

1

/ 12507100, W w? dxdt
0

o
O\H

1

T
QTC(O)//SGSTC(x)HSwZ drdt
0
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1 1

T T
- 827“2//93€3T< Dw? dedt — =2 // @3 w? dadt  (spy,10 > 1)
00 0

Estimando /T 1Q2
/T / @ = [ [ (@t o0t )20l 0. o), doi

2U (2) U, (2)00,a(x)ww, + 202 (U, (2)a(x)), Ve (2)a(x)ww, | dedt

U(2)W,(2)00,a(z)(w?), + 292(\Ifx(x)a(x))x\l/x(:U)a(x)wwx_ dxdt

xT

/1 00, (W(m)@z(x)a(x)> w? drdt

00,92 (z)a(z)w? dzdt — s 00,7 )a(z)w? dvdt
/ / /

0
1

0
— 32//9975\11@)\1’36(:1:)&’(:76)@02 dxdt
00
T
+ 232/
0
T 1
= s / / 00,6 w? dudt
00
T 1
- 32//9«9t\11(x)
00

IMATE-UNAM Junio de 2015
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1

T
_ 7“32//99t W)“() w? dadt
) Va(z)

T 1
+ 2r232/
0

/62 [ re’¢® 4 ere(®) m] @)\ /a r)ww, drdt
a(x
0

T 1 T 1

= r232//9 2@ ? dadt + 125> /0 TC Jw? dxdt
0 0 0

1 1

T
/ 00,1 ()o@ L8 w dudt — 2382 / / 622\ fa(@)ww, dadt
0 0 O

Va(z)

0

|
<
| 7,
O\ﬂ

02> o/ (x)ww, drdt

T
+ 7’232/

= -2

1 1

T
/ 00,e> @ w? dadt + r*s? / / 00,627 <@ y? drdt
0 0 0

—~—s" \H

) T 1 T 1
— E//9(9,5\11(35) ) CT) ——=w d:vdt—27"332//HQeZTC(I)\/a(x)wwx dxdt
2 Val(z)
00 00
T 1
+ 7”252//9262T<(x)a’(x)wwm dxdt
00
T o1 T 1
> / / 3e¥ Ow? dedt — Cr*s”e* < / / 0%e¥ w? dadt
00 00
T o1 y T 1 W)
= E//99 0 e U8 2 gy T // 2@ L2
2 a(z) 2 \/a(a:
"1’ T 1
— r433//93 6@\ Ja(z)w dZBdt—T2S//QBTC 2/ a(x)w? drdt
00 00
sy T 1 T 1
- e //93 @\ o/ () |w? dedt — ;//9 @\ () |w? drdt
00 00
IMATE-UNAM
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T 1 T 1
> —Crls e2re(0 //9363’”< w? dxdt — %7“3 1+ <) //9362“(&3)102 dxdt
0 00
T 1 T 1
— %r4s3//93637"<(’3)w2 dxdt — %r%//@erg w? dadt
0 0 0 0

Z 07”282 1 + e2’r<

O\’ﬂ

1
/93 3r¢@) 2 dadt — Cr433//03 3¢ 2 ddt
0

0
1

T
7’25/ e @w? drdt (ro > 1)
0

| Q

1

Estimando /T / Qs
/T/1Q3 = 83]j@QG(x)Wi(I)w(29a(x)\llx(x)wm) dadt

T 1
/
= —r3s3//93 —37’63“(””)4—63“(9”)& w? dxdt
) 2y/a(x)
1

% 3.3 T /
- 37“483/ P <@n? dedt — 2 //ee3r<<>a(x)w drdt
0 0 0
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1

T
7"453//9363’”4(“’”)102 dxdt (r > o)
0 0

T 1

Estimando / / Q4

/T / Qi = s / (%a( U, (2 m) dudt

o [ (o M) (a0, 10,

1

T 1
— /Qa' x)w; d:z:dt+23//0a2 () wypw, dzxdt
0

T 1

ol o

= 25 /Ga’ (z)w? dxdt + s
00
T o1
— 3// (a U, ( > w? drdt
00 v
T 1 )
= 27’5//9(1’(1:) Va(z)e s @y? dxdt+7“s/(9a3/2 )" @qy? dt}
00 0
T 1

— //9( 32 (g > w? dxdt
00 v
T 1
0/

0a*(2)V,(z)w? dt] 1

T
0

O\»ﬂo

>

T
1

Oa’(x TC ()2 - dxdt + rs/0a3/2 w dt}
0

",

- 7“8/ 9(—m @ 4 26 @) a(x)a’(a:))wfc dxdt
0
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T T
= 27’3//Qa’(x)\/a(x)erqx)wi dxdt+7’s/9 32
0

1
0/

1 T
/Qa/(x)\/a(x)eTC(m)wi dxdt—l—rs/@ /2 () e
0

0

[V
|
Q
o g
O\H

1

0

T
> C’r2s/
0

En consecuencia,

T 1
(Pfw, Prw) = Q1+ Q2+ Q3+ Qy
/]

1 T

T
> - CS2T2//6363T<(36)1U2 dxdt — %€2T<(0)/
0 0 0

T 1
- 07"282[1—|—62TC(O)]//0363T<(I)U}2 dxdt —

1 1

SIS

IMATE-UNAM

0
T o1
3
+ s fa(x)e™ @ w? dedt — 57”8//967((96)\/&(27)&/
00

T
/QGTC(QC)”LU?C dxdt + rs/@ 3/2(z) e @y? dt}
0 0

1
r6(@)yy? dt}

0

(z)w? dxdt
1

0

1

0

1

/ 5e*" @ P32 dadt
0

T 1
C’r453//6’3e3“(“”)w2 dzdt
0 0
T T
7“25//967”4(”0)103 dxdt + 307’433//936374(””)102 dxdt
0 0 0 0
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1

T T
1
+ C’rzs//Gequ)wi dxdt+7’s/9 32 (1) ers@qy? dt]
0
0

T 1 OC’ T 1
= 20r453//93 Sr¢@w? dadt + 57"23//9 @2 drdt
0 0 0 0

— Os®r 2 + e2¢(0)

O\’ﬂ

T 1
0
0

T 1
9 2r¢(0) 2r¢(0)
_ 0 (27,4_ {7“[ +e ]+6 2 D//ggegrg(@w dudt
s s
0 0

1

T 1 T
C
+ 57’28//967((96)1%20 dxdt + Ts/9a3/2(:v)e7”§($)wi dt}
0 0 0 0
T 1 T 1
> C //7"3339363“(9”)102 dxdt + //5967”4(5")1092C dxdt
0 0 00

1

T
/9 32(1)er @ qt (s> Spp)
0

0
De donde se deduce que
1 1

1

< /623<I> B2 dodt — T8/9a3/2<x)6r<(m)[(es@(x,t)z)z]Q dt
0

S — T

IMATE-UNAM

1 T 1
/ ¥ O? dedt — —se¥ 0 / / 0%e¥ O ddt
0 0 0

T
/ 393 3rd(z 25<I>:L‘t) Qdfl?dt + //8 r((z —sfbxt )] drdt
0 0 0

1

0
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entonces

T 1 T 1
/ / SQGTC(x)e—Qsé(x,t) Zz drdt + / / r38393€3rg(z)6—2s{>(:v,t) 252 drdt +
0 0 0 0

T 1
1
_2//Ts292€2r§(x)6—25<1>(x7t)
s Va(z)
1

T T
1
< / e @O n2 dedt — rs/@ag/Q(x)erc(I)e2@(3‘“’025 dt
0 0

] 22 dxdt

0

asi, aplicando la desigualdad de Young

1 1

T
/S@GTC(x)6_2sq>($’t)Z§ dl‘dt—i-// 393 3r¢(x) —2s<1>(xtz dadt
0 0

St~

1

T
//8967‘((:5)6—25¢(x,t)22 doedt — // 3‘93 3r¢(x —23@(:5,15) 1 22 drdt
’ a(x)

1

™

<

0

o\ﬂo
O\’—‘o

T
e—?s@(a},t)hQ drdt — 7’8/9 3/2 6 —25%( xt) 2 dt
0

Por lo tanto, para ¢ suficientemente pequena y r suficientemente grande, se obtie-
e (2.22). [ |

Adicionalmente, en el desarrollo de la demostracion del Lema 2.1 seran necesarios
los siguientes resultados:

Una desigualdad que involucra el peso ¢ y los pesos ( y ¥ de la estimacién
clasica de Carleman de la Proposicion 2.2. Esto es, se cumple que

Lema 2.2. Sea 0 < a < 1. Dada ¢y >

m, existen constantes ¢ > 0, r >0y
c3 > 0 tales que

(a) a(z)e??@ < cyem@e2%@ (x t) € [a,1] x (0,T).

2

(_)625<p(x,t) < Cgerﬁ(x)e%go(z,t) < 63637{(1’)6—28@(90,15)’ V(.T,t) c [a7 1] % (O,T)
a\xr

(b)
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(c) e 25®@t) < e2s¢(@h) (1 t) € (0,1) x (0,7).
Demostraciéon. Elegimos r > 0 tal que

c2(2 — K)a(1)

er¢(0)
a()ex(2—K) =1’
¢ tal que
(2 - K)a(l) <€2rC(0) _ 1) <c¢ < er((O)(er((o) - 1)
a(l)ex(2—K) —1 - o
y
7 7 ( ) 1
3 = Maxs maxa(xr), —— ».
3 [a,1] "ming, 1) a(z)
Observe que si r, s > 0, entonces
1< e@ 4 PO g e a1 x (0,7
s € +280<t) (LL', ) [OZ, ] ( ) )7

ya que ((z) >0 Vz € [a, 1]. Luego,

1> —(e’”g(x) + rC(:U)>’ V(z,t) € o, 1] x (0,7,

250(t)
asi
O 12 (@0 - ) = S (e t) € o] X 0,7
es decir,
2¢O 1> W(g) — 559(?) V(z,t) € [, 1] x (0, T);
Ahora bien, por hipétesis
(2= K)a(1) 2r¢(0)

“Z T DeR—K) -1 D

Entonces
_ r¢(x) 2r¢(0) a(l)ea(2 — K) — 1
V@) -5 S ¢ L= al ™ e om0
_ _ 1 Y
- oo zmem) < ol / )
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V(z,t) € [, 1] x (0,T). Por lo tanto

r¢(z)
Y0 = 5500

— (),
¥(z,t) € [o, 1] x (0, T). En consecuencia
250()(x) < rl(z) — 2s60()¥(z),
Y(z,t) € [o, 1] x (0,T). Es decir
2sp(x,t) < r((z) — 25Q(, 1),
¥(z,t) € [o, 1] x (0, T). Entonces

engp(x,t) < er((x)e—Qs@(x,t)’

V(z,t) € [o, 1] x (0,T).
Por otro lado, por hipotesis

a(r) <e3 y e <c¢s, Vrelwl]

Combinando (2.23) y (2.24), obtenemos las desigualdades (a) y (b).

Ahora, sea r tal que

c2(2 — K)a(l)

(7€) .
CL(l)CQ(Q — K) —1

Multiplicando en ambos lados de (3.2) por
r¢(0) _q
>,
C2

se tiene que

0 < (2 — K)a(l) (627“((0) _ 1) < eTC(O)(erC(O) - 1)
a(l)e(2— K) —1 o '
Entonces, es posible elegir ¢; tal que
(2 — K)a(l) (62TC(0) e < er<(0) (¢r¢(0) 1).
a(l)ece(2—K) —1 o

IMATE-UNAM
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Observe que si ¢; cumple (2.26), se obtiene que
GTC(O)(l - €TC(O)) < —(C1C2. (227)

Por otro lado, es facil verificar que ¢ y ¥ son funciones crecientes en [0, 1].
Entonces

min (x) = 1(0) = —cico ¥ min U(z) = U(0) = @ (O —1).
z€l0,1] z€[0,1]

Por tanto, aplicando (2.27), se tiene que para todo (x,t) € [0,1] x (0,7

—250(t)U(x) < —2s0(t)T(0) = 2s0(t)e" V(1 — )
< =2s0(t)crca = 2s0(t)(0)
< 2s0(1)¢(x),
y en consecuencia se deduce (c). [ |

También, la estimacion local de energia:

Lema 2.3 (Desigualdad de Caccioppoli). Suponga que w' CC w, entonces existe
una constante C' > 0 tal que, para toda solucién de (2.18), la siguiente desigualdad
se cumple

T T 1 T
//628<ﬂ(m7t)vidxdt < C(//QZS%"(“””FdedtJr //3292623‘p($’t)1)2dxdt) (2.28)
0 00 0 w

Demostracién. Introduzcamos la siguiente notacién: w = (m,n) y ' = (m’,n’)
con m < m’ < n’ < n. Consideremos la funcién con derivada continua 7: R — R,
0<n<1lyn(x)=1paraz e (m, n), yn(x)=0paraz € [0,m)U (n,1] con
n: € L>(R). Entonces,

s

T 1

/ /772 2sp(w,t) dedt
0 0

T
0/

1
/(2577 @iz, 1)e27@Dy2 4 op2e2se(@t) vt) dxdt
0
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1

/nQezs“’(x’t)v(F— (a(z)vy),)dxdt
0

n?e?¢@h Pydxdt

S — T T—
O\H

71 T 1
+ 2//(7]262&0(1?15) ) Urdl’dt—2//8n Sot x, t 2sp(x,t) 2d$dt
0 0 0
T 1 T
+ 2//n2628“’($’t)dexdt+2// 2e250@0) a(x)vv,drdt
0 0
T 1
+ 2//UQGZSSD(x’t)a(m)vidxdt.
0 0

Tenemos que

T o1
2//n262s“”(m’t)a(x)v§dxdt = -2
00

1
/sn2gpt(a:,t)e2s“”(m’t)v2dxdt
0

D\Ho\ﬂ

T 1 T (2.29)
- 2//772628”(:”’”dexdt—2/ n?e?? @ a(x)vv,drdt
00 0
Por la desigualdad de Young
T 1 T 1
—2// 225¢(@) Pudadt < //nZGQS‘p(” F2dxdt+//772625“"(%”1}2dxdt
00 00
y
T 1 T 1
—2//(772625"9(”)) a(x)vvdrdt < 5// (Va(z)ne*? @Dy, ) 2dzdt
00 0

& 2 23<p :):t 2
8)//( ) \/a(x)v) dxdt.
0
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En consecuencia,

2—5

\’ﬂ

1 T
/7]2 Zse(@t) g Yidrdt < 2//577 iz, t)e 250(@) 2 ddt
0 L 00

n 2 234,0(:Et 2
n?e? @Y F2dxdt 4 C(e) //( “a(z)v ) dxdt
0 0

1

ZSw(xt) 2d[L‘dt < /S¢95/4 2 25<pxt) QdIdt

e25P@h) P2 o dt +

+
P — T T T T—
O\HE\ o o

T
e |

Tl
0/

0

/77 e2s¢@t g dedt
0

_l’_
Q

T 1 T
8)//77 §20——es¥(@t) 2d:cdt+//625“0“ vidxdt
00 0

w

T 1
< T)//592 2 25 (@t) 2al:r;ahH—//62550(9”’“FQal:z;alt
a(x) /)
T T
+ C // L _eselnt) 2d:rdt—|—//625‘p($’t)v2dxdt
0 w 0 w

T 1 T T
< C(a,w,T) (//egs‘p(x’t)Fdedth//3202625§0(“’t)v2d17dt—|—//eQSW(x’t)UQda:dt).
0 0 0 w 0 w

Por tanto, seleccionando ¢ suficientemente pequena, se deduce que

T 1

T
min a(a:)//ezw(w’t)vidxdt < /n2623¢(x’t)a(a?)vgdxdt
0 0

/

T T
(// 25cpazt)F2dxdt+/ 202 2sp(x,t) 2dl‘dt>

Esto concluye la demostracién del Lema. |
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Demostracién del Lema 2.1: Para w = (m,n) ponemos k = 2m3+”, A= m?”, y

sea £ € C*(R) tal que 0 < <1y

1 siz e (0,k)
§(x):{ 0 size (A1)

Definamos w = &v, donde v es solucion (2.18). Entonces w satisface

wy + (a(2)wy), = EF + (a(2),v), + Ea(2)v, en @,

w(0,t) =0 ara (PDD),
w(l,t) =0y { (aw,)(0,t) = 0 iam prp), € OT), (2:30)

w(z,T) = wr(x), en (0,1),

En esta parte, aplicaremos el Teorema 2.4. Entonces, aplicando (2.20) y usando
la definicién de w, tenemos que

T 1
2
//(s@a(as)wi + 3393x—w2> 2@ dapdt
a(z)
0

T 1
(//6285"“ [EF + (a(2)&0)s + Evalx)v, ) dadt
0 O
T
+sa(1 / 2?00 (H)w? (1, t)dt)
0T A T A
< c( @D (¢ F)2 dudt + 2@/ (2)&,0]? dadt
/ / [+

R\y

T T
+// 2sp(@t)| dxdt+/
0 0

T 1 T

/ 628“’ @8 P2 dadt + // 2s0(@) (2 4y )dxdt)

0 0 kK

H ol st

En esta estimacion, utilizamos el hecho de que
wo(1,8) = &(Do(L, 1) + E)u(1,5) =0, Ve [0,1]
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d(z) < Ka(z) <C, x€[rN;

esto tltimo, por hipétesis sobre a. Entonces, aplicando la desigualdad de Caccioppoli,
concluimos que

T 1
2
//(39&(:17)102 + 3303x—w2) 9@ ddt
a(x)
0

0 . (2.31)

T 1
C(//eQS“"(x’t)dexdt—i-//329262550(:"”1)2 dxdt).
0 0 0 w

Por otro lado, definamos z = (1—¢&)v, entonces z es solucién a (2.21) con lado de-
recho h = (1—¢&)F —(a(z)&v), —&ra(x)v,. Entonces, aplicando la Proposicién 2.2 en
(o, 1) x (0, T) con a € (0, k), el Lema 2.2 (inciso (c)), la desigualdad de Caccioppoli,
y procediendo como lo hicimos para obtener (2.31), se obtiene que

T
//(s@erg(w)zi + 539363“(“:)2’2) e 252@0 gt
00

1

/(SHETC D22 4 B0Pe3rele )e‘QS‘I’(I’t)dxdt (2.32)

«

T 1 T A
C(//G_QS(I)(:E’t)Fle‘dt—I—// _2‘9@(” v + )dxdt
0

« K

—_

1
Ot — 5

IN

T

—/7"3«9@3/2 (W e=2s@(L02(7 ¢) dt)

0
A
< C( / / 2P @) P2 dt + / 2@ (12 4y )dxdt>
0 « K

T 1
< C( / / e?*? ") 2 dxdt + / s%6%¢>*# 1) dedt)
0 0

Entonces, aplicando el Lema 2.2 (incisos (a) y (b)) y (2.32), se deduce que

\%O\H
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T
2
/ (s@a(m)zi + 3393x—z2) e @0 . dt
a(x)
0 0 (2.33)

T 1
2
= //(s@a(x)zg+8393m—22>625¢(“‘”’t)d$dt
a(x)
0 «o

T
> 03/
0
( / / ?D [P gt + / / 2022 P @1y dxdt)

Por ltimo, puesto que v = w + z (recuerde que w = v y z = (1 — &)v, entonces
v? < 2(w? + 2?) y v2 < 2(w? + 22). Asi por (2.31) y (2.33), y seleccionando s > s
con sy suficientemente grande, tenemos que

T 1
2
//(s@a x)v; 24803 * 2)62”(“) dxdt
a(z)
0 0

T 1
2
< 2//(39@ w2+s393x—w2)e2s“"($’t) dxzdt
a(z)
0 0
1

T
2
+ 2//(39a z; L 2) 2@t drdt
a(z)
0
T 1 T
_C(//eQWtFdedH// 2op(e) Qda:dt)
0 0 0

w

A

[y

Con esto concluimos la demostracién. [ ]
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2.4.1. Demostracion del Teorema 2.3

En la demostracién del Teorema 2.3 procederemos siguiendo la técnica introdu-
cida en [20]; usaremos la estimacién de Carleman (2.19) para obtener dos resultados
de control a cero auxiliares. Estos resultados seran aplicados en la demostracién de
la estimacién de Carleman (2.17).

Consideremos los siguientes sistemas:

2 — (a(2)2p)e = 5393%625W(x’t)f +uly, en Q,
2(0,t) =0 para (PDD), (2.34)
211 =0 { (az;)(0,t) =0 para (PFD, te©.1),
2(x,0) =0, en (0,1)
y
2 — (a(2)2y)z = 50(e?*@D \Jaf), + ul, en Q,
B 2(0,t) =0 para (PDD),
ALY =0y { (az;)(0,t) =0 para (PFD, te 0.7), (2.35)
z(x,0) =0, en (0,1),

donde f € L*(Q).

Definamos P; = {p € C*(Q)| p(0) = 0,p(1) = 0} para el caso (PDD) y P; =
{p € C*Q)| (ap,)(0) = 0,p(1) = 0} para el caso (PFD). Sean L y L* dos operadores
lineales definidos de la siguiente manera:

Lp = p; — (a(2)ps)z

Lp = p + (a(®)ps)a,
para todo p en Py en el caso (PDD) y p en P en el caso (PFD). Con esto, definamos

1

T T
Ap,p') = //eQSW(z’t)E*pE*p’dxdt—i—//ezsq)(x’t)pp’dxdt,
00 0w
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para todo p,p’ en Pj en el caso (PDD) y para todo p,p’ en Py en el caso (PFD). Se
verifica fécilmente que A(-,-) es una forma bilineal simétrica y positiva. Entonces,
A(+, ) define un producto escalar en P; y en Py. Definimos P, como la cerradura de
P, con la norma ||p||p, = (AM(p,p))*/? en el caso (PDD) y P; como la cerradura de
Py con la norma ||p|lp, = (A(p, p))*/? en el caso (PFD).

Como consecuencia de la desigualdad de Carleman (2.19), se obtiene el siguiente
resultado de controlabilidad a cero.

Teorema 2.5. Sea T >0 y f € L*(Q) dados. Entonces, se cumple que:

(1) Para el sistema (2.34), existen un control u y un estado z, tal que z(z,T) =0
en (0,1) y se satisface que

T 1 T
//6_25@($’t)z2dxdt+//e‘25w(“’t)u2dxdt
0 0 0 w

T 1
2
< C / / $30° L 250@) 2t
a(x)
0

0

(2.36)

(2) Para el sistema (2.35), existen un control u y un estado z, tal que z(z,T) =0
en (0,1) y se satisface que

T 1 T
//6_25@($’t)22dxdt+//6_25“’($’t)u2dxdt
0 0 0 w

1

T
< C //s@egW(x’t)dexdt.
0

0

(2.37)

Demostracién. Dada f € L?(Q) y T > 0 consideremos el siguiente problema:

( 2sp(m,t) p* 393 a?
£(€ L p) —s°0 M

62390(33,1‘/).](' — e2sgo(x,t)pxw en Q
p(O) — er@(m,t)L*p<0) =0

sp(x * para PDD ,
p(1) =¢é? pla,t) o p(1)=0y e (0)(: ezszp(x’t)ﬁ*ap 0) =0 en (0,7)
para (PFD),
L eQS“D(x’t)ﬁ*p(a:, 0) = er‘p(x’t)E*p(m, T)=0 en (0,1). ( |
2.38
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Mostraremos que (2.38) tiene solucién en el caso (PDD) (el argumento en el caso
(PFD) es analogo).
La desigualdad de Carleman (2.19) implica que

T o1
2
//(Sﬁa(x)pi +5393x—p2> 25D dadt
a(x)
0 0

T 1 T
< C’(//(325(p(‘1"’t)],ﬁ*jo|2 dxdt+//e2s‘p($’t)p2dxdt),
0 0 0 w

para toda p € P;. En consequencia, tenemos que para toda p € Py

1

T
2
//(s@a(m)pi + 83Q3$—p2) 2@ drdt < oo.
0

J (@)

Por otro lado,

T 1
2
p) = — / / S0° ¢ fpdudt
a(z)
0 0

T 1
x? 2s(z,t) £2 V2
< C 303 sp(x,
< o [ [orsemeor) s,
0 O

y por tanto ¢ es lineal y continua sobre P,. Por el Teorema de Lax-Milgram existe
una unica p € P solucién al problema

Ap,p') = Lp) Vp' ).

En consecuencia, p es solucion de (2.38) en el sentido de distribuciones. Se pue-
de ver facilmente que si p es una solucién cléasica, entonces cumple las condiciones
2@ £*p(0) = 0, 9@ L*p(1) = 0 (p(0) = 0 = p(1) estén en las condiciones del
espacio Py) y e2¢@D Lo p(z,0) = 0, e2¢@D L*p(z, T) = 0. En efecto, multiplican-
do (2.38) por p’ € P, e integrando por partes tenemos que

1 T

/62s<p(m,t)£*pp/

0 0

1

T
dz + / a(z)e® 0 Lop(z, t)pl, | dt + L(p') = A(p,p), Vo' € Pa.
0 0
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De donde, seleccionando p’ € P, adecuadas, se concluye que eQSW(wvt)E*p(x,t) =
0 en 0Q.

Ahora, para demostrar (1), definamos

z = 2@ prp = 2@y (2.39)

Entonces Z es solucion del siguiente problema

(afe)z) = S0P e Q
5(1) — 0y 2(0) = 0 caso (PDD) (2.40)
Z(x,0) = zZ(z,T) =0
Como tenemos (2.39),
P+ (a(2)py)e = e 290z, (2.41)

Para hacer las estimaciones sobre la norma de z y del control 4 multiplicamos (2.41)
por Z. Entonces,

T 1 _—
// pt + p:p x dedt = //62&;’ x t) =2 dl‘dt
0 0 00

Integrando por partes en espacio y tiempo y usando (2.40) vemos que

T 1 T 1
—//3393 v’ 2@ £5 dadt — //up dxdt = //628“’@’”22 dxdt
0 0 0 0
T 1
L+ 1= //628@‘” z* dxdt
00

Sabemos que u = 623@(@:)]5)(&) por tanto

/ / T2 dadt.
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Por otro lado,

T 1 T 1 9
1
o%; / / e (2 ddt + / / 5393—"? )eQS@Wp? dadt.
a\x
0 0 0 0

Como p es solucién de (2.41) podemos aplicar la desigualdad de Carleman (2.19)
con segundo miembro e=2%?(®1) z. Tenemos que

T 1 T 1
2
g / / 8393%625¢($,t)p2dxdt < % (/ / 62899(30715)6—454[’(13715) 22dl‘dt
a\xT
0 0 0 0
/625“"(”)]52 dxdt)

w

I/\
IS

_|_

St~

Por (2.39) tenemos que

T T
//625@(%@]32 dxdt = //e_Qs‘p(w’t)ﬂ2 dxdt
0 w 0

w
En conclusion, hemos obtenido que

T T 1 T 1
//e‘QsS@(Ii)u2 dwdt—l—//e_Qs“"(x’t)zQ dxdt < C’//s3¢93 v’ 2@ £2 qrdt
0 w 0 0 0

Con esto concluye la demostracién de (1). La demostracién de (2) es andloga, la
diferencia es que en ella se considera el funcional

T o1
/ /3962S¢(m’t) Vva(z) fpgdxdt.
00

Demostracion del Teorema 2.3: La prueba se llevara acabo en dos pasos:

Paso 1. Dos problemas de controlabilidad a cero auxiliares

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 38

Aplicando el problema de controlabilidad a cero anterior a la solucién v € L?*(Q)
de (2.16) podemos deducir la existencia de un control ¢ y un estado 2 tal que

303 z? st(x’t)fu _l_ 'Z\;lw ln Q,

a(a:)
2(0,t) =0 ara (PDD)
{ (a2.)(0,2) =0 ﬁara (PFD), '€ (0,7),
I (07 1)7

Z—(a(x)zy), =
(2.42)

T 1 T
/ / e 22D 2 dgdt + / / e 2D dad
0 0 0 w (243)

T 1
1’2
S C//8393 25<p:ct QdJTdt
a(x)
0 0

Ahora, si multiplicamos por s~20 3e=25?(*:) 2 la ecuacién que satisface % e inte-

gramos por partes, concluimos que

1

T 1 T
/ / s7203a(x)e 2P @) 2qpdt = — / / sT2073e 2@ 22, ddt
0 O 0 0
T 1
//8_20_3a(x) ~2sp(@h) zxzdxdt—l—// vzxdxdt
0 0

T
/ / s720 3¢ 2@ b 2drdt = Hy + Hy + Hs + Hy.

—2s¢(x t) y |( —2s¢p(z, t)) |

<C
C. Entonces aplicando (2.43),

Observe que para todo (z,t) € Qq, |(
Csfe=2@) vy para todo = € (0,1

T 1
// —29 3 —23<p(mt Ccii[ }dl‘dt <
0

- 3 23<pxt)
); 2/a( ) <

tenemos que
1

/ _2|8 3 —2s4pa:t) |2A’2d$dt
0

N | —
o\ﬂ

l\:JI»—t
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1 1

T T
2
< C //s_le_Qs“O(x’t)zA'dedt < C //3303%625“”(I’t)02dxdt (2.44)
a(x
0 0 0 0

y
T 1
Hy, < C//3_10_2a(x)6_25“"($’t)|Zx||2|dxdt

0 0
T 1

_c / / 10732 (2) 2@ G112 5. || 5| dudt (2.45)
0 0
T 1 T 1

< % / / 5720 3a(x)e 2@ 2 2dadt 4+ C / / e~ 2@ 22t
0 0 0 0

(2.46)
T 1 T 1
% / / 20 %a(z)e N 2 2 dadt + C / / 5393M D dadt.
0 0

Asumiendo que sy > 1, tenemos que

T 1
72
H; < //53/2—v2dxdt
a(x)
0
; 2 2, L1 1/2
/SSHSﬂeQW(”’t)vzdxdt) (//ezw(x’t)QQda:dt> (2.47)
a(z
0 00

1 2
/ $393 =252 @) 2 dodt
0

IN
Q
A/~ ©
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y
T
H, < / / e~ 2590 || vt
0 w
T 1 12 , &1 1/2
< (// ~2sp(a,t) 2dmdt> (//e_st(z’t),%dedQ (2.48)
0 0 0 0
A 2
< / / B0 L_ 250w 2y
- a(r)”

Luego, aplicando (2.44), (2.45), (2.47) y (2.48), concluimos que

T 1 T 1

// 5720 3a(x)e 20w 2dmdt<0// Sl 2y,
alw)”

0 0

que combinando con la desigualdad (2.43) se obtiene

T 1
// —2sp(z,t) 2d$dt+// —2sp(x,t) 2dl’dt
Yy
2
- / / s720 %a(x)e PPN 2dudt < C / / 393 28<P<$vt>u2dxdt
0 0

para todo s > sg.

(2.49)

Por otro lado, aplicando la parte 2. del Teorema 2.5 para f = /av, € L*(Q),
donde v es la solucién a (2.16), podemos deducir la existencia de un control o y un
estado z tal que

Z — (a@j) ) = 59( 2890&:15)@( ) x)z +vl, en Q7
=0 s {10050 IR on
Z(x,0) = 2(z,T) =0, en (0,1),

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas 41

1
/ —2sp(z,t) 2d£(]dt+// —2sp(z,t) ~ 2dl‘dt
<C //39a 25“"(”” t) 2almahf

ra, si multiplicam r s e 25 uacion qu i Z e inte-
Ahora, s Itiplicamos por s—20~2e~25¢(*:1) 2 1a ecuacién que satisface Z e inte
gramos por partes, concluimos que

T 1 T
// —2p=2 a(x _25“’“) 2d:z:dt = // sT207 2 2sv(@t) ZZydxdt

1

o1 T 1
//8_29 a(x)(e —2sp(@, t) 2 Ze2dxdt — //320 Ya(z)v, 2 dodt
00 0

T

1
/3 0 a(x 25“”(“))xe%‘p(m’t)vxédﬂvdt+//s29QeQW(m’t)ﬁ%da:dt

O\ﬂ

(2.51)

para toda s > sq.

h\

L2+L3+L4+L5.

Sabemos que para todo (z,t) € Qy, |(72e2#@),| < Cse 2@ y |(e72¢@0) | <

—2sp(z,t)

C
—sbe Entonces, aplicando (2.51), tenemos que

1 1

T T
_ _%// 5202 72590(xt ~2 Jdadt < //s e 2s0(,t) ) 2drdt
0 0

1 1

T T
< C //sle2s¢(x’t)22dxdt < C //s@a(x)ezw(x’t)vidxdt, (2.52)
0 0 00
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1
/ s a(x)e 2@ | 2| | 2| dadt

0
1

5

AN

| Q
o\ﬂ

e_QS‘p(z’t)szxdt

INA
| =

T
57207 2q(z)e 2P @) 2dmdt+0/

0
57207 2a(z)e” 2@ 2 2dedt 4 C

e 2¢@ 2qpdt  (2.53)

5025 @:h) dedt

IN

57207 %a(2)e” @0 7 2dgdt 4 C

1 =

[\
NN
o\ﬂ o\% O\H

O\H O\H o
O\H O\H O\H

St — iy T

st a(x S”(x’t)vxe’ww’t)éxda:dt <

N | —

/

1
/s 292 a(x ’23‘P(x’t)z}2d:cdt
0

h

w

VAN
O\'ﬂ

+ C

/
f

1
/s@a 25“"”) 2dxdt
0

(2.54)

1
/es“”(z’t)es‘p(m’t)a(x)\vxéld:ﬁdt
0

1

T
s_le_la(x)e_Qs‘p(“”t)22dmdt—|—C//sHa(x)e%@(z’t)vzdxdt) (2.55)
00

VAN AN
o 9
\’ﬂo\ﬂ

/s@a(m)egs‘p(x’t)vidwdt,
0
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&
AN
O\H

/ e~ 2¢@0) |52 | ddt

w
1 T 1

1/2 1/2
( / —2s(z,t) 2dwdt> (//e—%w(xat)g?dxdt) (2.56)

0 O 0 O
1

T
< C’//s@a QS“D(x’t)Uida:dt

00
Luego, aplicando (2.52), (2.53), (2.54), (2.55) y (2.56), concluimos que

VAN
Q

1

T
//52(9 a(x e 2se(@:t) 2dxdt<0//59a 28“’“ dedt
0

que combinando con la desigualdad (2.51) se obtiene

1

T T

/ / e 2P 2 dpdt + / / e 2N g2 ddt

0 0 w
T 1 T 1

+//329 a(z)e” @D 2dpdt < C //sGa(x)er“’(”’t)vzdxdt
00 00

para toda s > sq.

(2.57)

Paso 2. Demostracion de la desigualdad (2.17)
Comenzamos multiplicando el sistema (2.42) por v la solucién del sistema (2.16).
Entonces, integrando por partes y aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

T 1 T 1 T 1
//339 252t 2 o dt — // d:cdt—// )pdxdt
0 0 0 0 0 0
T
o/

1

T T 1
/Uvdxdt //Foéd:z:dt—k//ﬁ Flzxdxdt—//vvdxdt <
0 0 0 0

w
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T 1 T 1 ﬁ2 T 12
(//eQW(fﬁ’t)ngmdt+// 293 2S“”"”)Iﬂalxdt+// 23“"(x’t)vzdxdt) X
00 0 0

0

T 1 T 1 wT 1/2
( / / e 25P@) 220 dt + / / 5720 3a(x)e 2@ 22 dt + / / g 2se(@:t) 2d:vdt> .
0 0 0 0

w

Ahora bien, tomando en cuenta (2.49), deducimos

// 3(93 I 2350(9315 2dl’dt<0(// ZSLpItFQdmdt
0
T 1

+//52936 2S“’(“”"/)F’fda:dt—l—//62“"“’(3”’”v%la:alt).
0 0 0 w

Anélogamente, si multiplicamos por v la ecuacién (2.50) e integramos por partes,
podemos concluir

T 1 T 1
//s@a 28““” dedt //thdxdt // ) dzdt
0 0 0

1
—//fwdzdt: /Fozdxdt—i—//ﬂ Flzxdxdt—//vvdxdt<
0 w

0

(2.58)

~ O\’ﬂ

1 T

/ B(x) e
/eQSw(I’t)ngxdt—i-//s@z ( )eQSw(I’t)Ffdxdt—i-//eQS“O(x’t)vzdxdt) X
a(x
0

0 0 0

(
(

Asi, considerando (2.57), obtenemos

//59a QS‘P“ 2d:Udt < C’(
0

T 1
+ / / 2035 QS‘P(‘”’t)Ffdxdt+
0

1

S~ 5"

0 w

@ B2 dydt

/62550“ 2dxdt>

w

St~
S t— o —

(2.59)

1 T 1/2
/ezw(“’t)fd:cdt—i—//s292a(x)e28“0(’”’t)§§dxdt+//e23“"“ 2dxdt> )
0 0 0
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que, junto con (2.58), implican (2.17). Esto completa la prueba del teorema. |

2.5. Desigualdad de observabilidad y controlabilidad
de ecuaciones lineales

En esta seccién probaremos, como una consecuencia de la estimaciéon de Carle-
man establecida en la Seccién 1.4, una desigualdad de observabilidad para el pro-
blema adjunto

v+ (a(@),), — b, o + (B(a)e(z, ), =0 en Q,

v(L,t)=0 { 2252(;?:0 ﬁiiz EEFDDD)): te(0,7), (2.60)
v(x,T) = vp(z), en (0,1),

con vy € L?(0,1), de (2.1). Entonces la siguiente desigualdad de observabilidad se
cumple.

Proposiciéon 2.3. Sea T' > 0 dado. Entonces existe una constante positiva C' tal
que para toda solucion v de (2.60) satisface

1 T
/UQ(QZ, 0)dz < C / / v (v, t)dxdt. (2.61)
0 0 w

La demostracion de esta proposicion se basa en el siguiente lema, el cual proporciona

una estimacién de Carleman para la solucién de (2.60).

Lema 2.4. Existen dos constantes positivas C' y Sg, tal que para toda solucion v
de (2.60) satisface, para toda s > s,

T 1 T
2

//(SQCL(ZB)U?—1—8393%1)2)628@(%@6&[6% < C//vzdxdt. (2.62)

0 0 0 w

La demostracién del Lemma 2.4 se basa en la estimacién (2.17) y ademads segui-
mos las ideas de [1], esto es, usaremos un cambio de variable adecuado y la siguiente
desigualdad de Hardy-Poincaré:
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Proposicién 2.4 (Desigualdad de Hardy-Poincaré). Supongamos que a: [0,1] —
R* estd en C([0,1]), a(0) =0, a >0 en (0, 1].

CASO (i):
HIPOTESIS (A1l). Suponga que a es tal que existe o € (0,1) tal que la funcion

alx _ .
— g es no creciente en una vecindad de x = 0.
T

Entonces, existe una constante C > 0 tal que para toda funcion w absolutamente

continua localmente en (0, 1], continua en 0y que satisfaga
1

w(0) = 0, y/a(x)|w’(m)]2dx < 400,
0

la siguiente desigualdad se cumple

[ @ < ¢ [atwulo)par (263)

Si la hipdtesis (A1) se cambia por
HIPOTESIS (A1)’. Suponga que a es tal que existe o € (0, 1) tal que la funcién

a(x)

-~ esno creciente en (0,1].
x

Entonces, para toda funcion w absolutamente continua localmente en (0, 1], continua
en 0y que satisfaga
1
w(0) =0, y/a(az)|w’(:v)|2dx < 400.
0

4

la desigualdad (2.63) se cumple con constante C' = a—or
-0
CASO (ii):

HIPOTESIS (A2). Suponga que a es tal que existe o € (1,2) tal que la funcion

es no decreciente en una vecindad de x = 0.
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Entonces, existe una constante C > 0 tal que para toda funcion w absolutamente
continua localmente en (0,1] que satisfaga

w(l) =0, y/a(x)\w’(x)]de < +o00.

la desigualdad (2.63) se cumple.
HIPOTESIS (A2)’. Supongamos que a es tal que existe o € (1,2) tal que la
funcion
a(x)

— —— es no decreciente en (0, 1].
x

Entonces, para toda funcion w absolutamente continua localmente (0,1], continua
en 0y que satisfaga

=0, y/a 7)]2dr < +oo.
0

4

la desigualdad (2.63) se cumple con constante C' = A=o
-0

La prueba de las desigualdades Hardy-Poincaré se puede ver en el apéndice.

Demostracién del Lema 2.4: Reescribiendo la ecuacién (2.60) en la forma v, +
(a(x)vy)e = Fo + (B(2)F1)s, donde Fg = bv y F; = cv. Entonces, aplicando el
Teorema 2.3, existen dos constantes positivas C' and sq > 0, tal que

T 1
//(59a v2 4 507 —— v 2)(228‘P("‘“"5)clxclt
a(x)
0 0
T 1 )
< C’(//U2dxdt+//(b2v2+8293B(—(x))c2v2) e2s‘p($’t)dxdt).
a(x
0 w 0 0

para toda s > sg.

(2.64)

En este punto, necesitamos considerar dos casos con respecto a la constante K
de las Hipdétesis (2.3) y (2.4); ya que en esta parte de la demostracion se aplican las
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desigualdades de Hardy-Poincaré. Por esta razon, en el caso de K = 1 es necesario
realizar un importante ajuste.

CASO K # 1. Las Hipdtesis (2.3) y (2.4) implican que

xK >a(l), Vael(01).

Entonces,

b, 0P < CBIESD v eq

Por lo tanto, con w = e**®!y y aplicando la desigualdad de Hardy-Poincaré, se
tiene que

1 1

T T
/ / A= Ipp? drdt < C / / 20000 U0) 2y
0 0 0

1 1

T T
C//“fcf 2dxdt<0//a { }dmdt
0 0 0
T 1 T 1
C’(//e%“"“ 2d;1:dt—|—//52 250@D 0 (1) 2a(z)v dedt)
0 0 0 0

T 1 T 1 2
< C(//eQS‘P(””’t)a(m)vidxdt%—// 5202 e2P (@) @) dedt)
a(x
00 0

También, aplicando (2.5), obtenemos

IA

T 1 T 1

2
//8203625w(z,t)ﬁ ($)02’l}2dl‘dt§0// 293 2sp(xz,t) Y le'dt
0 O a(x) 0 0 x)

Asi,

T 1

//(b%2 + 82936 (( ))c v2> 2P @) i
a(x

00

1 1 (2.65)

T T 2
O(// 2s<pmt 2dl‘dt+// 203 2sp(x,t) ) 2dl’dt>
JZ
0 0 0

0

IN
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CASO K = 1. La Hipdtesis (2.4) implica que

(M?)mZa“W;

T

Entonces,

wwﬁﬁﬂﬂ%icg)

1/3
) , Vi(x,t)eQqQ.

Por lo tanto,

T 1 T 1 1/3
//ezs‘p(x’t)bQUdedtS C// 25“0(“( ) v dadt (2.66)
0 0 0

Considerando la funcién p(z) = (a(z)z*)'/3. Observe que p(z) < (a w5. Ahora,
aplicando otra vez la Hipétesis (2.4), existe 6 € (0,1) tal que

T — CL(I‘)

5~ s no decreciente alrededor de 0,
x

xr —

1/3
) es no decreciente alrededor de 0.
€T 3

Entonces, podemos aplicar la desigualdad de Hardy Poincaré a (2.66) con o =
# € (1,2) y w = @y, Asi, se tiene

T 1 T
//625@(”‘"’”621)2611176115 < C//Z%w%xdt
0 0 0
T 1 T 1 2
w
< _
C’//p {dx] dmdt_C’//a(x){dx] dxdt
0 0 0 0

IA

INA IA
Q Q
T~ T~

72
s2p3e2se(@:t) —U2dxdt)
a(z)

O\H
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Entonces (2.65) se cumple en los casos K # 1y K = 1. Usando esta desigualdad
n (2.64), obtenemos

T o1
2

//(s@a(x)vi +5303x—1j2) 20(@8) dadt < C’(// v?dxdt
a(x)

0 0
1

T 1 T
+//9 2$<pa:t 2d$dt+// 2‘93 2sp(x,t) _~ ) 2d(lfdt)
l’
0

0

De donde, se deduce que

’ x? C
//sé?a [ } 2sp(@,t) 2da:dt+//s393 [1 — —} e252(@0) 2 (o dt
a(x) s
0 0
C//vzd:vdt.
0 w

Por lo tanto, seleccionando sq suficientemente grande, el Lema 2.4 queda demos-
trado. [ |

Demostracién de la Proposicién 2.3: Multiplicando la ecuacién vy + (a(z)vy ), —
b(xz,t)v+ (B(z)c(z,t)v), = 0 por v e integrando sobre (0, 1), se tiene que

/lvt + (a(x)vy)y — bz, t)v + (B(z)c(x, t)v),Jvde
di de—/a( Jv de—/lb(:c t)v de—/lﬁ(x)c(x,t)vvzdx.

0 0 0 0

Ahora bien, observe que, para z € [0,1], a(z) > a(1)CsB%*(z) (para alguna
constante Cz > 0) como consecuencia de (2.5). Entonces,

1

/1 alz)vidr = % /1 vidx — /1 b(z, t)v2dz — / (2a(1)0652(x))é%wdx

1 1

1 1
d
< —t/Ude—l—HbHoo/de:U—F4C|L|(cl||>°86/Uzdx—i—/a(l)C’BBZ(x)vidx.
0

0 0 0
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Asi,

1
Og2/@@%mﬂxwﬂ ngg/°mm+mem+%%%z)/wm;
0 0

1 1
d [ 2 el /2
[dt/v <2Hb||oo+ 20(1)Cs vidx|.
0 0

Por lo tanto, para toda t € [0, 77,

0<e (2/[blloo0+ 51

H(‘HOO
d |: (2Hb||oo+2a(1)cﬁ) fol '02 (ZL', t)dx:|
0<

dt ;

lo que significa que para alguna constante C' > 0,

1 1

/1)2(.%‘,0)d$ < C/UQ(ZL',t)dt, Vtel0,T].

0 0

Ahora bien, con las mismas consideraciones de la demostracién del Lema 2.4
para los casos K # 1y K = 1, obtenemos

1 1

/vz(Lt)dx < C’/a(a:)vi(:v,t)dx Vitelo,T].

0 0
Entonces, para toda t € [0, T]

1 1

/ﬁmmmgc/wwﬁ@wm.

0 0

En consecuencia, integrando sobre [T'/4,3T/4] y aplicando el Lemma 2.4, tenemos
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que
3T/4 1

/ ?(x,0)dx <C’// 2(z, t)dzdt

T/4 0
3T/4 1

<C / /89628"9“ v (2, t)dxdt

T/4 0

T
< C//U2d$dt.
0 w

Esto concluye la demostracion de la Proposiciéon 2.3. |

Asumiendo que las Hipétesis (2.3) para (PDD) (o las Hipétesis (2.4) para (PFD))
se satisfacen, usando la desigualdad de observabilidad demostrada en la Proposi-
cion 2.3 y la técnica aplicada en los anteriores problemas de controlabilidad a cero,
podemos obtener el resultado de controlabilidad a cero para el problema lineal de-
generado:

Y — (a(x)yz ) + bz, 0y + B(z)c(z, 1)y, = hl, en @ =(0,1) x (0,T),
9(0,8) = y(1, 1) = t € (0,7), (2.67)
y(I,O) = y()(I), en (O? 1)

Teorema 2.6. Dados T > 0 y yo € L*(0,1), existe h € L*(w x (0,T)) tal que la
solucion y de (2.67) satisface

y(xz, T) =0 para toda z € [0, 1].

Ademds, para alguna constante positiva C que depende de T,

T 1
//|h|2d$dt < C’/yg(x)d:n.
0 w 0

Demostracién: Sea ' > 0 y yo € L?*(0,1). Fijemos ¢ > 0 y consideremos el
funcional J.: L?(0,1) — R definido por

1

To(vor: b, c) = //2wﬁ+/%m 0)de +ellorllzon,  (2.68)

0
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donde v es la solucién de (2.60) correspondiente a vr.

Proposicion 2.5. El funcional J. es continuo, estrictamente convexo y satiface

lim inf Jelvribe) > e. (2.69)

ozl 2—o0 ||| L2

Por lo tanto, J. alcanza su minimo en un inico punto V.1 € L?(0,1). Tenemos que
Uer # 0 si y solo si la solucion y. de (2.67) asociada a h. = . (solucion de (2.60)
correspondiente a V. ) verifica

ye (s T) 200y < €.
Cuando v # 0, se satisface la siguiente condicion de optimalidad:

T 1 1
/ / doodadt + / you(-, 0)dz + — / bovp dr = 0, (2.70)
s / ||Ua,T||L2(0,1) ,

donde v y ¥ son las soluciones correspondientes a (2.59) con datos iniciales vy y
Uer. Mas atin se tiene

T

// |Q~Ja|2 dx dt S CHyOHLQ(OJ) (271)

0

donde C' es independiente de €.

Demostraciéon. La continuidad y la convexidad de J. se ven de manera inmediata.
Ahora bien, la desigualdad de observabilidad y la desigualdad de Holder implican

que
L T
1
Je 2 5//|U‘2dxdt+5HvT”L2(0,1) — Cllyollz2(0,1) //\UIdedt
0 w 0 o

Por la desigualdad de Young esto implica que

1/2

T
1
3oz g [ [Pdedt+ clerlios = Ol
0 w
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y se tiene de inmediato (2.69).

Por otro lado, sea 7. la solucién de (2.60) correpondiente a 0.7 # 0 (el minimi-
zador de J.). Entonces, para cualquier vp € L?(0,1) y v la solucién correspondiente
a (2.60), se cumple que la derivada de Gateaux en la direccién vr es igual a cero,
esto es

JE ~5 t - Jz—: ~s
lm (’U T + UT) (’U ,T)
t—0 t

= 0. (2.72)

Aplicando la definicién de J. en (2.72) y simplificando, se puede verificar que J. satis-
face la condicién de optimalidad (2.70). Ahora bien, consideremos el sistema (2.67)
con control h. = ¥.; entonces, multiplicando por cualquier solucién v de (2.60) e
integrando por partes, se obtiene que

1 T 1
/ye('7T)vT dr = //%vdmdt%—/yw(-,())dx.
0 0 w 0

Asi, aplicando la condicién de optimalidad (2.70), se deduce que

|ye (- T 2201y < €.

Por tltimo, combinando el hecho que J.(vr.) < J.(0) = 0 y la desigualdad de
observabilidad (2.61), se tiene que

1

T

1

5//ﬁ§d$dt+/y(ﬂ~)(,O)dﬁ?dt+5||@T75||L2(071) S O,
0 w

y por tanto
1 A 1 12 , L 1/2
5//682(195(115—0(/ ygda:) (//Qfdxdt) < 0;
0 w 0 0 w
asi
T 1
//z??dxdt < C’/ygdx. (2.73)
0 w 0
[ |

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas

55

Ahora concluimos la demostracion del Teorema 2.6. Para cadan > 1, sea h,, = v
donde v1 4 esta dado en la proposicion anterior. Entonces, se tiene que
.

1
n

||hn||L2(w><T) < CHy(]HL2 (07 1)

Sea y,, la solucién de (2.67) asociada a h,,. Claramente, por (2.11)

ynllcqo,rizey + 1Yall2o,mmy) + Ynllzro,m @y < Cllyoll-

La condicién de optimalidad implica que

9 (s T) || 2201y < 1/

Entonces, al menos para una subsucesién (que seguimos denotando por n) se tiene
que
h, — h débilmente en L*((0,7T) x w),

yn — y fuertemente C([0, 7], L*(0,1))
por un resultado de compacidad (ver [27], pag. 85). Asi,
yn(7T) — y(aT) = 0;

y por lo tanto, h es el control que buscabamos. Esto completa la demostracion del
Teorema 2.6.

2.6. Controlabilidad a cero de ecuaciones semi-lineales

En esta seccion extenderemos el resultado del Teorema 2.6, a ecuaciones pa-
rabdlicas degeneradas semi-lineales del tipo:

Yo — (a(2)ye)e + (2,1, y,y2) = b, en Q,
y(L,t) =0 { 3(/52520215?: 0 gii g?g)),’ te(0,T), (2.74)
y(ZL“, O) = yo(ZE), en (07 1)7

donde a satisface las Hipdtesis (2.3) para (PDD) (o las Hipdtesis (2.4) para (PFD)).
Ademas, asumiremos que f cumple las siguientes condiciones:

HIPOTESIS 5.1. Sea f: [0,1] x [0,7] x R x R = R tal que
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L. f(z,£0,0) =0 V(x,t) € Q.
2. f(;8,p) € L®(Q) VY (s,p) € R

3. f(z,t;-) es globalmente Lipschitz para toda (z,t) €  con constante de Lips-
chitz independiente de (x,t).

4. f( ,p) = g(;8,p) + G(-;8,p)p para toda (s,p) € R? donde g(-;s,p) €
L>(Q), V(s,p) € R2
‘G($ t;s,p
B(x

Como primer paso, estudiamos el problema controlabilidad a cero del siste-
ma (2.74) en el caso que yo € H}(0,1) y h € L*(Q). En efecto, usando el resultado
de controlabilidad a cero del Teorema 2.6 para el problema lineal asociado a (2.74),
y un adecuado método del punto fijo, mostraremos primero el siguiente resultado
de controlabilidad a cero.

’ < O casi en todas partes (x,t) € Q, V (s,p) € R%

Teorema 2.7. Dados T > 0 y yo € HX(0,1). Asumiendo las Hipdtesis (2.3) para
(PDD) (o las Hipdtesis (2.4) para (PFD)) y (5.1), el sistema (2.74) es controlable
a cero, esto es, existe h € L*(w x (0,T)) tal que la solucién y de (2.74) satisface

y(xz, T) =0 para todo z € [0, 1]. (2.75)

Ademds, para alguna constante C que depende solo de T,

T 1
//|h|2d$dt < C/yg(:x)da:.
0 w 0

Demostracién. Sea y, una funcién en H!(0,1). Supongamos que
g(l’,t,),G(CL’,t,) S OO(R2> V($7t) S Q

Definimos Z = L?*(0,T; H}(0,1)). Para cada 2z € Z, consideremos el correspon-
diente sistema lineal

— (a(x .t 2,2 x G152 2) = en
= @l + a2,y + 5o [ Dt en @
B (0,t) =0 ara (PDD),
y(L,t) =0 { %ayx)(o,t) =0 gara (PFD), t€(0,7),
y(I’O) :yO(I)’ cn (071)’

(2.76)
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donde yo € H!(0,1). Asociamos a cada z una familia U(z) de controles en L? los
cuales conducen a la solucién del correspondiente sistema a cero. Observe que (2.76)
es de la forma (2.10) con

b= bz = g($7ta Z, ZI) € LOO(Q)
o o G(x,t,z,zr) e o]
T I

Del Teorema 2.6, se deduce directamente la existencia de un control h. € L*(w x
(0,7)) tal que la solucién de (2.76) con h = h, satisface

@\z(va) =0 in (07 1)

y, ademas R
[Pl L2 @wx 0,m)) < Cllyollz2(0,1)- (2.77)

Por otro lado, del Teorema 2.1, obtenemos que

y. € L*(0,T; H}(0,1))

7= 20,112 0,0)) < C|yoll a0,y + ||| L2 @x 0,1)))- (2.78)

Las estimaciones (2.77) y (2.78) pueden ser escritas en la forma

A L2 @xo01)) < Cllyollz20,1) (2.79)
911z < Cllyola1(0,1)- (2.80)

Ahora, dado h € L*(w x (0,T)), sea y, € Z la solucién de (2.76) en @ con lado
derecho h (para simplificar la notacién, omitiremos la dependencia sobre z). Con
esta notaciéon en mente, para cada z € Z definamos

U(z) ={h € L*w x (0,7)) : yn(T) =0, |Ihllz2xory < Cllyollzzom}

Az)=Ayn: heU), lunllz < Cllyollmion )
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En este sentido, hemos introducido una regla de asignacién cuyas imagenes son

subconjuntos de Z
2 A(2).

Mostraremos que esta regla de asignacion posee al menos un punto fijo y. Por
supuesto, esto implicard la existencia de h € L?*(w x (0,7)) tal que (2.74) tiene
solucién que satisface (2.75).

Con el objetivo de obtener el punto fijo deseado verificaremos que una version
para espacios de Banach del Teorema del punto fijo de Kakutani debida a Fau y
Glicksberg (ver [30]) puede ser aplicada a A. Primero, de (2.79) y (2.80) deducimos
que A(z) es, para toda z € Z, un conjunto no vacio. Ademds, es facil verificar que
A(z) es un subconjunto uniformemente acotado, cerrado y convexo en Z. Como
consecuencia de la hipdtesis de regularidad sobre gy y el Teorema 2.1, tenemos que

y € C°([0,T]; Hy(0,1)) N L*(0, T; HZ(0,1)) N H'(0, T; L*(0, 1)),
y existe una constante positiva Cp tal que

Yl 20,1200, + |[vellzr ) < Crllvollmz0,0)- (2.81)

(donde C7 es independente de z) para toda y € A(z). Ademds, H>(0, 1) esta inmerso
compactamente en H!(0, 1) (por ejemplo, ver [1]). Entonces, podemos aplicar un co-
nocido resultado de compacidad y concluir que existe un conjunto K C Z compacto
tal que

Aiz)C K Vze Z(ver [27]). (2.82)

Ahora, probaremos que la regla de asignacién z — A(z) es hemi-continua supe-
riormente, es decir, que la funcién a valores reales

2 € 7w sup {(1,y)
y€EA(2)
es semi-continua superiormente para cada funcional lineal acotado u € Z’. En otras
palabras, verificaremos que

Boy={z€Z: sup (u,y) > a}
yeA(2)
es un subconjunto cerrado de Z para todo o € R. Asi, sea {z,} una sucesién en
B, tal que
Zn — 2z en J.

IMATE-UNAM Junio de 2015



2. Controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas degeneradas

59

Nuestro objetivo es mostrar que z € B, . Sabemos que existe una subsucesién {z,, }
tal que
Zn, (x,t) = z(x,t), casien todas partes en @,

y
Va(x) 2, o (2,1) = v/a(x)z,(z,t), casi en todas partes en Q.

Entonces, en vista de las hipotesis de continuidad de g y G, tenemos
9(T s 2ngs Zng ) = 9(@, 52, 22), en L7(Q),
G(z,t; 2y, Znga) R G(z,t; z,zx)7 en L(Q).
B(x) p(z)

Por otro lado, ya que todos los conjuntos A(z,) son compactos y satisfacen (2.82),
deducimos que

a < sup (1Y) = (s Yny) (2.83)
yGA(z’ﬂk)

para algun y,, € A(z,,). De la definicién de A(z,,) v U(zy,, ), debe existir h,, €
L*(w x (0,T)) tal que

G(.CL’, tv ana Zm,nk)

yt,nk_(a(x>yx,nk)z+g(xa ta Zng s Zx,nk)ynk —|—B([L’) B(-T) Yz, = hnk 1w in Q

Ademas,
[l L2 @x0,m)) < Cllyollz2(0,1)
y
Ynillz < Cllvollmz0,1)-
donde y,, (resp. h,,) es uniformemente acotada en Z (resp. L*(w x (0,7T))). Por lo

tanto,
Yn, — Yy fuertemente en Z

(recordemos que (2.82) se satisface) y
by, — . débilmente en L*(w x (0,T)).
Se puede verificar que

Gzt z,2.) |~
W}yw_hlw en @,

0.0 =0 5 { {5160 ~0 s (D) te0T)
y(x,0) =yo(x), Yz, T)=0 en (0,1),
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en el sentido de distribuciones; esto es que v € U(z) and § € A(z). En consecuencia,
podemos tomar el limite en (2.83) y deducir que

a < (u,y) < sup (1, y).
y€EA(2)

esto quiere decir, z € B, ,. Esto prueba que z — A(2) es hemi-continua superior-
mente. Entonces, la versién del Teorema de Kakutani que estamos considerando

garantiza la existencia de un punto fijo de A.
Ahora, supongamos que g(z,t;-) v G(x,t;-) estan en L>(R?) para toda (z,t) €

Q. Introduzcamos la funcién p(z, ¢; ) € C>(R?) tal que p(z,t;-) > 0en R?, supp p(z,t;-) C

B(0,1) y
//p(x,t;s,p)dsdpzl-
R2

para toda (x,t) € Q. Consideramos las funciones p,, g, v G, (n > 1), con

1
pu(@, t;5,p) = —5p(w, t;ns,np) ¥ (s,p) € R?,

gn=pn*xqg, Gp=p,*xG.
Entonces, no es dificil verificar que las siguientes propiedades de g,, y G, se cumplen:
L. gu(z,t;-), Gp(z,t;-) € L®(R?) para toda (z,t) € Q (n > 1).
2. gn(z,t;) = g(x,t;+) y Gz, t;-) — G(z,t;-) uniformemente en R? para toda
(x,t) € Q.

Por lo ya discutido, para toda n, podemos encontrar un control h, € L?(w x
(0,7)) tal que el sistema

yt,n - (a(x)yx,n)z + f(.il?, ta yn7 yx,n) = hnlw €1 Q7
B yn(0,) =0 para (PDD), 984
yn(1,8) =0 and { (4n)(0,6) =0 para (PFD), t e (0,7), (2.84)

Yn(2,0) = yo(x), en (0,1),

posee al menos un solucion y,, € Z que satisface

Yn(z,T) =0 en (0,1),
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||hn||L2(w><(0,T)) <C vy l|lyllz<C ¥YVn>1.

Ahora bien, tenemos que y, € K para toda n > 1, donde K es conjunto compacto
fijo en Z. Por tanto, podemos asumir que, para al menos una subsucesion,

Yn — y fuertemente en Z,

h, — h débilmente en L*(w x (0,7T)).

Asi, pasando al limite en (2.84), encontramos un control h € L*(w x (0,7)) tal
que (2.74) posee una solucién y que satisface (2.75). Esto finaliza la demostracion
del Teorema 2.7. [ |

Con la finalidad de generalizar el resultado anterior es posible probar que si yq €
L?(0,1) y h = 0 en (2.74), entonces el sistema tiene solucién y € C°([0, T]; L*(0,1))N
L*(0,T;HL(0,1)). Por lo tanto, tomando en cuenta esta consideracién, se obtiene
que

Corolario 2.1. Dados T > 0 y yo € L*(0,1). Asumiendo las Hipdtesis (2.3) para
(PDD) (o las Hipdtesis (2.4) para (PFD)) y 5.1, el problema (2.74) es controlable
a cero, es decir, existe h € L*(w x (0,T)) tal que la solucidn y de (2.74) satisface

y(xz, T) =0 para todo z € [0, 1]. (2.85)

Ademds, existe una constante positiva C' que depende solo de T,

T 1

//|h|2dxdt < C’/yé(m)dm.
0 w

0

Demostracion. Consideremos el problema

yr — (a(@)yl)s + f(z, b,y y:) =0 en (0,%) x(0,1),

. B *(0,t) =0 ara (PDD), T
va0=0 v { LRS00 e prp), €O
y*(z,0) = yo(x), en (0,1),
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Entonces, y*(-,t) € HL(0, 1) casi en todas partes en (0, %), ya que y* € L*(0,T; H,(0, 1)).
Asf, 3ty € (0,1), tal que y*(z,to) =: yi1(z) € HL(0,1). Ahora, consideremos el pro-
blema

y?* - (G(Z')y;*)x + f(xata y**a y;*) = hl]-w en (t07T) X (Oa ]-)7

B *(0,t) =0 ara (PDD),
(L,t)=0 { ?(Jay;‘*)(O,t) =0 Eara (PFD), L€ (t,T),

y**
y**(xa t(]) = yl(x)a €n (07 1)a

Por el Teorema 2.7, tenemos que existe un control hy € L?(w x (t5,T)) tal que

vy (x,T)=0, Vaxe(01)

1

T 1
//h%(:ﬂ,t)dxdt < C/y%@)d@

to O 0

para una constante positiva C. Finalmente, definimos y y h de la siguiente manera

y :{ y*v [O7t0] h :{ Oa [07t0]
. y**7 [t07T]a . hl> [t07T]

Entonces y es una solucién de (2.74) y satisface (2.85). [ |
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CAPITULO 3

Controlabilidad aproximada de ecuaciones
parabdlicas en dominios finos

3.1. Descripcidon de los resultados y planteamiento
del problema

Sea {2 un subconjunto abierto acotado con frontera suave de R"™! con n > 2.
Dado € > 0, consideramos el cilindro de dimensién n, 2. = 2 x (0,¢). También,
consideramos un subconjunto abierto no vacio w de {2 y el correspondiente subcon-
junto cilindrico w. = wx (0, ) de £2.. Dado un tiempo de control T' > 0, y* € L?({2.)
y una funcién globalmente Lipschitz f: R — R con f(0) = 0, Q. = 2. x (0,7,
consideremos la siguiente ecuacion del calor en (2,:

Y — Ay + f(y) = hl,, en Q.

y=0 en [0 x (0,e)] x (0,7,

9y _ N (3.1)
%—O en I x (0,7,

y(z,0) = y°(x) en f2..

En (3.1) y = y(z,t) es el estado, h(x,t) es la funcién control, y 1, denota la
funcion caracteristica del subconjunto w.. Asi, el control del sistema tiene soporte
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en w, x (0,7). La tapa y la base de la frontera de {2. son denotados por

I't={(2",e): 2" € 2}, I ={(,0):2" € 2}.

3 3

+ \
)
e 0,

Figura 3.1: Dominios finos.

Sobre I'* consideramos condiciones de frontera de Neumann, mientras que sobre
la frontera lateral 92 x (0,¢) consideramos condiciones de frontera de Dirichlet.
Usaremos la notacién x = (2/,z,) con 2’ € 2y x, € (0,¢). Denotamos por V’
gradiente y por A’ el Laplaciano con respecto a la variable 2/, mientras que los
operadores en la variable x seran denotados por V y A.

Dado y° € L*(£2.) y h € L*(w. x (0,T)) el sistema (3.1) admite solucién tnica

y € C([0,T]; L*(£2.)) N L*(0, T Vz),

donde
Vo={p € H(2.): $ =0en 952 x (0,¢)}.

En efecto, en el desarrollo de la demostracion del Teorema 3.3 se puede observar
que p la solucién del sistema (3.4) pertence a C([0,T]; L*(£2.)). Asi,

y € C([0,T]; L*(£2.))-

Ahora bien, multiplicando el sistema (3.1) por ¥, integrando por partes y usando el
hecho de que f es globalmente Lipschitz, se tiene que

1
§/y2dx

2

T

T T T
+//]Vy[2 drdt < C //h2 dmdt+//y2 dedt | . (3.2)
0 0 2. 0 we 2

0
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En esta parte es importante mencionar que el espacio V. esta dotado con la
norma de H'(f2.), esto es
5 1/2
L2(98)>

n

ullv. = (HUH%Q(QS) + Z

=1

ou
6377;

Del Lema 3.1, se concluye que la expresion

/Vu -V dx
2

es un producto escalar que induce la norma ||Vul| 12, ) equivalente a la norma [jul|y, .
Considerando lo anterior, de (3.2) se deduce que

y € L*(0,T; Vo).

Definicién 3.1. Se dice que (3.1) posee la propiedad de controlabilidad aproximada
en tiempo T si, para toda y°,y* € L*(£2.) y & > 0 existe un control hs tal que

ly(-,T) = y'll 20, <6 (3.3)

El principal objetivo de este capitulo es estudiar controlabilidad aproximada
de (3.1) y determinar cuél es el comportamiento de la familia de controles aproxi-
mados dependientes de £ cuando € se aproxima a cero.

Como primer paso, probaremos que (3.1) tiene la propiedad de controlabilidad a
trayectorias, esto es, demostraremos que para todo y° € L?(2.) y cualquier trayec-
toria definida globalmente y* de (3.1) (correspondiente al dato inicial y§ € L*(2.) y
h* € L*(w. % (0,T))) existe un control h € L*(w. x (0,T)) tal que la correspondiente
solucién de (3.1) estd también definida globalmente en [0, 7] y satisface

y(x,T) =y"(z,T) en (2.

Con este fin realizamos el siguiente cambio de variable p = y — y* en (3.1). Por
tanto, es facil verificar que y resuelve (3.1), si y sélo si, p resuelve

pe— Ap+ f(y* +p) — fy*) =vl., en Q.

p=0 en [0 x (0,¢)] x (0,7),
% =0 en I't x (0,7T), (34)
p(z,0) =p°(x) en (..
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donde v = h — h* y p® = y° — y. Observe que con este cambio de variable el
problema de controlabilidad a trayectorias se transforma en un problema de contro-
labilidad a cero, esto es, necesitamos probar que existe v € L*(w. x (0,T)) tal que
la correspondiente solucion p de (3.4) satisface

p(z, T)=0 en (2. (3.5)

Utilizando un argumento del punto fijo demostraremos que (3.4) tiene control a cero
en el caso que f € CY(R), y después se resolverd el caso en el que f es globalmente
Lipschitz. Entonces, como consecuencia de este resultado, demostraremos que (3.1)
posee la propiedad de controlabilidad aproximada.

En el anélisis del comportamiento cuando € — 0, reescribiremos el sistema (3.1),
con un cambio de variable adecuado, de tal manera que el dominio no dependa
de . En este sentido, demostraremos que bajo ciertas condiciones la propiedad de
controlabilidad aproximada del sistema limite de (3.1), esto es, la ecuacion del calor

en Q=1 x(0,7),

ye — ANy + f(y) =hl, en Q,
y=0 en 002 x (0,7),
y(x,0) = y°(x) en 2,

se puede obtener como el limite cuando € — 0 de la propiedad de controlabilidad
aproximada de (3.1) .

3.2. Relacioén con la literatura y motivacion

El problema de controlabilidad aproximada de ecuaciones parabdlicas en domi-
nios finos desarrollado en este capitulo esta inspirado en el trabajo realizado por Luz
de Teresa y Enrique Zuazua en [29]. En este articulo, ellos estudiaron el problema
de la controlabilidad a cero de la ecuacién del calor en dominios finos; asi como, el
comportamiento de los controles a cero dependientes de € cuando ¢ tiende a cero. En
el, consideraron la ecuacién del calor en el caso lineal con un potencial en L>, para
finalizar, considerando el caso semilineal con no linealidades globalmente Lipschitz.

En nuestros resultados, aplicamos técnicas aplicadas en [29]; ademas, en la de-
mostracion hacemos uso de los resultados obtenidos en dicho articulo.
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3.3. Un resultado de regularidad

En esta seccion estudiamos la regularidad de la solucion del sistema:

pe— Ap+a(r,z,,t)p=v en Q.,

p=0 en [02 x (0,e)] x (0,7,

P _y en I'* x (0,7), (36)
on

p(z,0) = p°(z) en f2..

Se sabe que dado p° € L%(£2.) y v € L*(Q.) el sistema (3.6) admite solucién tinica
p € C([0,T]; L*(£2.)) N L*(0,T;V.). El resultado de regularidad que obtengamos
para el sistema (3.6) sera utilizado en el argumento del punto fijo que demuestra
que (3.4) tiene control a cero en el caso que f € C'(R). Ahora bien, antes de abordar
el problema de la regularidad del sistema (3.6) necesitamos los siguientes resultados:
En primer lugar, se cumple la desigualdad de Poincaré en V., esto es,

Lema 3.1 (Desigualdad de Poincaré). Sea (2 un subconjunto abierto acotado de
R"=1. Entonces existe C' > 0 independiente de u tal que

||u||L2(QE) < C||VUHL2(Q€), Yu € va
Demostracion. Sea u € V.. Entonces,

u* € LN x (0,¢)) v (gu

2
> e LY x (0,¢)), i=1,2,...,n.

£
Asi, por el Teorema de Fubini

ou
al’i

2
w (2, x,) € LL(2) y ( (x’,xn)) cLL(), i=1,...,n—1,

para casi toda x,, € (0,¢). Por lo tanto, la familia de funciones dependientes de z,,
u(, ) € Hy(£2),

para casi toda z,, € (0,¢). Ahora bien, aplicando la desigualdad de Poincaré en
H}(02) existe una constante C' > 0 independiente de x,,, y de ¢, tal que

lul, zn)llz2(@) < ClIV' Ul 20) 222,
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para casi toda x,, € (0,¢). Integrando de 0 a &, obtenemos
//qux < C/ {/\V’ufdx’] dx, < C//|Vu|2dx.
0 2 0 0 2

Con esto concluimos la demostracion.

Aplicando el Lema 3.1, tenemos que
Teorema 3.1. Sea v € L*(f2.). Entonces existe una funcién u € V. que verifica

IZVU-qudx:/vgbdx,

2

para toda ¢ € V.
Demostracién. Sea v € L?((2.). Definimos la forma bilineal

a(f.9)= | Vf-Vgda
/

y el funcional
U(g) = / vg da,

2

para toda f,g € V.. Por la desigualdad de Holder, se obtiene que

la(f.9)] < /IVf-Vgl dr < | fllm o llgllm -

2
En consecuencia, a es una forma bilineal continua. Ahora bien, por el Lema 3.1

2 ]‘ 2 2
a(f,f) = /IVf| dr > H—C(/m dx+/|Vf| dx)
1

1
(11 + 1970y ) = g o

14+C
En consecuencia, a es coerciva. Por tltimo, es claro que ¢ € V. Entonces, aplicando
[ |

el Teorema de Lax-Milgram concluimos lo que deseabamos.

Ahora,
Junio de 2015
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Lema 3.2. La inyeccion del espacio H'(§2.) en L*(£2.) es compacta.

Demostracién. Sea F' un subconjunto acotado de H*({2.). Aplicaremos el Teorema
de Fréchet-Kolmogorov para mostrar que F es relativamente compacto en L?(2.),
esto es, que la cerradura de F' es un subconjunto compacto en L?({2.). Sea u € F,
a >0y w CC {2 Entonces, por la Proposicién IX.3 (ver [5], pag. 153), 81 0 < § <
dist(w, C£2.), tenemos que

lu(z +h) = w(@)l| L2w) < llull a9,
si |h| < §. Ahora bien, existe C' tal que
HUHHI(QE) <C, VueF.

Asi,
Ju(z + h) = u(@)|lr2) < @ Vu € F,
si |h| < & con 0 < § < min{dist(w,C$2.),a/C}.
Por otro lado, puesto que 2. es un dominio Lipschitz, tenemos que

. 2
HY(2.) C LV (2.), p = —" sin>2,
n—2
y >k
HY($.) C L (§2.), p* €[2,+00) sin =2,
con inyeccion continua. Hagamos p = % yq= *p 5 Entonces,
p R
1 1
-+ -=1.
P q

Luego, aplicando la desigualdad de Holder, se concluye que

[uar s ([ )" ( [ ora)”

Qs\w Qs\w Qs\w
. 2/p* Vo
= ([ ) e
2\w

< Cl2N\w'T < a

para w CC {2. adecuado. Con esta parte concluimos la demostracion. |
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Teorema 3.2. Euziste un sistema ortonormal completo {p;}32, en L*(£2.) y una
sucesion correspondiente {\;}52, de nimeros reales tal que p; € V. y

/V(pj -Vodr = )\j/gpjga dr, Yo eV, (3.7)

2. (2
Jj=1,2,... Ademds, \; > 0 para toda j y lim \; = oo.
J—00

Demostracién. Por el Teorema 3.1, se tiene que para cada f € L?({2.) existe
u="T(f) € V. tal que

/Vu~Vg0dx:/fg0dx Vo e V.. (3.8)
2 £2

Mostraremos que el operador T': L({2.) — L?(2.) es lineal, continuo, autoadjunto
y compacto. En efecto, por (3.8) y el Lema 3.1

JIvT(E ar - ‘ Jewra) v i
[ £

- ‘/fT(f)dx

( [ dx) " ( / !;(f)\2 dw) "

0 2

1/2 1/2
0(/ Pan) / V(P d)

IVT(f)llz22.) < Cll fllz2(02.);

asi, aplicando nuevamente el Lema 3.1, se concluye que

1Tz < Clfllzacany, VS € L2(2:).

< / T ()] da

IN

IN

Entonces,

Por tanto, T es continuo. Ahora bien, por el Lema 3.2, la inyeccién de V. dentro
de L?({2.) es compacta, entonces T es compacto. En la ecuacién (3.8) tomando
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u=T(f)y ¢»="T(g), donde f,g € L*(f2.), obtenemos que

Z 1T(g) d = Q/ VI(f) V(o) do = [ gT() e

2

Entonces,
(f;T(g9)) = (T(f),9), Vf geL*),

donde (+,-) es el producto escalar en L*(§2.). Asi, T es auto-adjunto. Ahora por el
Teorema 1.4.3 (ver [3]) y el Teorema VI.8 (ver [5]), el operador 7" tiene una sucesiéon
infinita de eigenvalores {y;}32, y un sistema ortonormal completo en L*(£2.) de
correspondientes eigenvectores {goj}, esto es

To; = pjp; € Ve.

Luego, ¢; € V., Vj. Ademas, lim p; = 0. Asi, por definicién
]*}OO

,uj/V@j -V dr = /VT(goj) -Vopdr = /cpjgo dr, Ve V.. (3.9)
2

2 2

1
En particular, \; := — = N > C' > 0 concluimos la demostracion. W
b [l
2

Con esto podemos concluir que

Corolario 3.1. El sistema {\S/Of\_} es ortonormal y completo en el espacio V.
J

Demostracion. Por 3.9, tenemos que

J=1

1 / Aj 0 sij#j
— [ Vi, - Vo, dr = J /(p»gpkdx:{ . ’
\/)‘j>\k:Q ! \/>‘j/\k9 ’ 1 sij=k,

va que {¢;} es un sistema ortonormal en L?({2.). Entonces el sistema { jj\_} es
J
ortonormal en V., ya que también sabemos, por el Lema 3.1, que / Vu-Vvdr es
2
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un producto que induce la norma ||Vul[z2(o.) equivalente a la norma |ful|y,. Para
mostrar que este sistema es completo en V. asumiremos que existe ¢ € V., ¢ # 0 tal
que /Vgoj -V dx = 0 para toda j, y llegaremos a una contradiccién. Por (3.9),

2
tenemos que

)\j/gpjv,bdx:(), Vj:1,2,
QE

y puesto que \; > 0y el sistema {p,} es completo en L*(§2.) concluimos que ¢ = 0.
]

Con este resultado estamos listos para demostrar el siguiente resultado de regu-
laridad para el sistema (3.6)

Lema 3.3. Suponga que en (3.6) v € L*(Q.), p° € V. y a € L=(Q.). Entonces, la
solucion p de (3.6) satisface

p € L>0,T;V;)
Pt S L2(07T7 ‘/g/)7
120l oo o) + 2ell 20y < C (10°ve + vl 22q0))
donde

O = 2T PHT+T241)al| Lo (o) +3]

Demostracién. Por el Teorema 3.2 sabemos que existe un sistema ortonormal
completo {;}52, en L*(2.) y {N;} C R tal que lim \; = o0y
j—oo
—Ap; = N, en (X,
w; = 0 en 002 x(0,¢).

Entonces, la solucién de (3.6) se puede escribir de la siguiente forma (ver [3], pag.
191)

ple,t) = ij(t)%(w)

con
t

pj(t) — e fg(a(m,w)—i-)\j) dwp(JJ' + /6_ f‘:(a(aﬁ,w)—i-)\j) dij(S) dS,

0
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donde

- / P(x)p;(z) da
{2 (3.10)

vi(t) = /v(x,t)gpj(x) dx, j>1.

2.

También, se puede escribir p(z,t) de la siguiente manera

p(x,t) = Z VA (s (),

donde 1; = (1/A;) ;. Por el Corolario 3.1, tenemos que {1;}32, es un sistema
ortonormal completo en V.. Entonces, aplicando la formula de Parseval, para todo

t€[0,7]

I = >_ Aip}(0). (3.11)

Asi, aplicando la desigualdad de Holder

Aip;

IN

t

2
2372 fot (a(z,w)+2;) dw>\j (p6)2 +9 (/ e~ fst(a(ai,W)Jr/\j) dw’l)j(s) dS)

t t

st f e steernone ) o)
0

2€2T||U'HL°°(Q5)

262T”CLHL°°(Q€)

2¢e2T llall Lo (q2)

para j suficientemente grande; aqui aplicamos el hecho que lim )\; = oo. Por otro

j—o0

lado, tenemos que p° € V. y v € L*(Q.), entonces por (3.10) y la férmula de
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Parseval tenemos que

P15, = > A (w)?
7j=1

oo

|lv(t ||L2 Zv (t), Vtel0,T].

Jj=1

Mientras que por el Teorema de Beppo-Levi, tenemos que

i/Tv?@) ds=/T<Z ) ds = ||v|[32(0.).

Jj=1

Por tanto, aplicando (3.11), se cumple que para todo ¢ € [0, T

IO, < 26 olimca (||p°||2vg ; ||v||%z(Q5>).

En consecuencia,

1ol < el @) (”po”‘fe + HvaQg)'

(3.12)

Ahora sea ¢ € V.. Entonces, multiplicando (3.6) por ¢ e integrando por partes

en (2., se concluye que

oy, < / Vp- Vol de + / lapg| da + / jog| da

< p@lvllellve + llallze o llp®) lv. lellv.
+ ()| 22 [l]lv.

< <1+uaum@a>>[up<t>

vt Hv(t)l\mme)]

Por tanto, para todo t € [0, T

lpe@)llve < (1 + llallz<q.)) {Hp(t)Hva + Hv(t)llmms)];
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elevando al cuadrado ambos lados e integrando de 0 a T’

T T T
[ IOIR: < 20+ lall=@? | [ 101, + [ 16010, |
0 0 0
En consecuencia,

ey < 201+ llallze(an)? [Tupu%mmm ; HUH%Q(QE)]

Entonces, p; € L*(0,T;V!) y

Ipilloryy < VEQ+ [allim@) (T + 1) {Tupumow T Hvupm]

IN

2t llall oo (@) (TH/2+1) [6(2+Ta||m(@5)) <||p0HVE + ||U||L2(Q€)) + HUHL?(QJ}

IN

RO+ lalow @) TP+ D +24 T ol 0w 02)+2] {up()nve + ||v||Lz(Qs>}

IN

C2(T+T 24 1) la]| oo gy +2T/2+6] [HPOHVs + ||U||L2(Qe):|

— 62{(T+T1/2+1)||aLoo<Q5>+(T1/2+3)]{

1001y, + uvHLz(QE)}

Con lo cual, concluimos las demostracion. |

3.4. Controlabilidad aproximada de ecuaciones semi-
lineales

El principal objetivo de esta seccién es mostrar que (3.1) posee la propiedad
controlabilidad aproximada. Este resultado sera consecuencia del resultado de con-
trolabilidad a cero para el sistema (3.4) que a continuacién obtendremos.
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Comenzamos el estudio de la controlabilidad a cero del sistema (3.4) asumiendo
que f € C'(R). Entonces, en este caso, definamos

o { @D +s) = @@t o

s
f(y*(z,1)) si s =0.
Observe que G es una funcién continua en la variable s en todo R; ademaés,

Gel®2x(0,T) y |G6)le@xor <K, Vs€R  (3.14)

(3.13)

donde K es la constante de Lipschitz correspondiente a f. Asi, (3.4) se puede escribir
de la siguiente manera

pe — Ap + Gz, t;p(x,t))p = vl,, en Q.

p=0 en [082 x (0,¢e)] x (0,7,
% =0 en I't x (0,7T), (3.15)
p(z,0) = p°(z) en f2..

Asi, utilizando un argumento del punto fijo, se demostrard que

Teorema 3.3. Para todo T > 0 y p° € V., existe un control v, tal que la correspon-
diente solucion de (3.15) satisface

p(xz,T)=0, Vze/l.
En la demostacién del Teorema 3.3 aplicaremos el siguiente resultado para el

sistema:

Pt — Ap + a(xlvwnvt)p = Ulwg en Qav

p=0 en [012 x (0,¢)] x (0,7,

=0 en I# x (0.7), (3.16)
7

p(z,0) = p°(z) en (2.

donde a € L>(Q.).

Teorema 3.4. Para todo T > 0 y p° € V., ewiste un control v € L*(w. x (0,T)) tal
que la correspondiente solucion de (3.16) satisface

p(z, T) =0, Vzel/l,

IVl 22w 0.y < ClIPlve

donde C' es una constante que no depende de € ni de a.
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La demostracién del Teorema 3.4 se puede ver en [29] en la pagina 297.

Demostracién del Teorema 3.3. Supongamos que p° € V.. Sea Z = C([0, T]; L*(£2.)).
Para cada z € Z consideremos el siguiente sistema lineal:

Pt — Ap + G(%,t; Z(%,t))p = Ulwa en Qsa

p=0 en [002 x (0,¢)] x (0,7,

% =0 en I't x (0,7T), (317)
i

p(z,0) = p°(x) en 2.

Hacemos G(z,t; z(x,t)) = a.(x,t) y aplicamos el Teorema 3.4; entonces, existe v, €
L*(we x (0,7)) tal que la correspondiente solucién p, de (3.17) satisface

p(z,T) =0, en 2y |Jv:llr2@.xor) < Clp°v., (3.18)

donde C' es una constante que no depende de € ni de z. Ahora bien, sabemos que
p. € C([0,T); L*(£2.)) y por las estimaciones del Lema 3.3 tenemos que

Ip:llz < Ko (12" + o=l 2w x0.0)
donde K, = 2T HT+T2+DK+3] Entonces,

Ip-1lz < C|lp°

v. v llvllezexor) < Cl°lv., (3.19)

con C' independiente de z y de e. Dado v € L*(w. x (0,T)), p. € Z la solucién
de (3.17) correspondiente a v (para simplificar la notacién, omitiremos la dependen-
cia sobre z). Con esta notacién en mente, ahora para cada z € Z

U(z) = {v e L*(w. x (0,7)) : pu(-,T) = 0, V|| 22w x(0,7)) < CllP° v}

A(z) = {p: 1 v € U(2), llp:llz < ClIP°llv.

con C' independiente de z y de €.
Introducimos la aplicacién multivaluada sobre Z

z = A(z).

Observe que la demostracién queda concluida si logramos verificar que esta aplica-
cién posee al menos un punto fijo p. Para esto probaremos que una version para
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espacios de Banach del Teorema del punto fijo de Kakutani debida a Fan y Glicks-
berg (ver [30]) puede ser aplicada a A. Primero, de (3.19) tenemos que A(z) # () para
toda z € Z. Ademas, no es dificil ver que A(z) es uniformemente acotado cerrado y
convexo en Z. Ahora bien, por el Lema 3.3, tenemos que

1Pl o,15v) + 1Pl 20,2y < C (3.20)

donde C' es independiente de z. Por tanto, existe un subconjunto compacto IC de Z

tal que
ANz)C K, VzeZ (3.21)

(ver [27], pag. 85).
Con esto, solamente falta probar que A es hemi-continua superiormente, esto es,
que la funcién a valores reales

z€Z— sup (u,p)
PEA(2)

es semi-continua superiormente para cada funcional lineal y acotado p € Z’. En
otras palabras, probaremos que

Boy={2€Z: sup (u,y) > a}
y€EA(2)

es un subconjunto cerrado de Z para todo o € R y toda pu € Z'. Asi, sea {z,} una
sucesion en B, , tal que
Zn — 2z In Z.

Nuestro objetivo es mostrar que z € B, . Primero notamos que
2, — z fuertemente en L*(Q.);
en consecuencia, existe una subsucesion {z,, } tal que
Zn, (x,t) = z(x,t), casien todas partes en Q..
Luego, puesto que en este caso G(z,t; s) es continua en la variable s, tenemos que
G(z,t; 2y, (2, 1)) = G(x,t; 2(x, 1)) (3.22)

casi en todas partes en (.. Ahora bien, todos los conjuntos A(z,) son compactos,
ya que se cumple (3.21) y son cerrados para toda n; entonces, se puede concluir que

a < sup (u,p) = (i, k), (3.23)
pGA(an)
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para algin py € A(2,, ). De la definicién de A(z,,) y U(z,, ) existe vy, € L?*(w.x(0,T))
tal que
i — Apr + G2, 15 20, (2, 1))k = vilo, en Q..
Ademas,
Hvkl|L2(w5><(0,T)) < CHPOHVE

y
Ilpkllz < ClIP°|lve, k.

Por lo tanto, existen subsucesiones {py}, {vy} y funciones p € Z y v € L*(w.x (0,T))
tal que
pr — p fuertemente en Z, (3.24)

ya que se cumple (3.21), con px(T) =0y
vy — 0 débilmente en L*(w. x (0,T)). (3.25)
Ademas, de (3.20), se tiene que
Vpr — V§  débilmente* en L>(0,T; L*(£2.))

Oipr — Py débilmente en  L*(0,T; V).
Es facil probar que
P — Ap + G(z,t;2)p = l,,
en el sentido de distribuciones y

15C Tl 22(2) = O-

Por tanto, v € U, y p € A(z). Entonces, tomando el limite en (3.23) concluimos que

a < {(u,p) < sup (u,p),
PEA(2)

es decir z € B, ;. Con lo cual se concluye la demostracién del Teorema 3.3. |

En el caso que f es solamente globalmente Lipschitz consideremos la sucesién de
funciones (p,) tal que

pn € CZ(R), supp p, C Bin(0), /pn =1y p,>0en R,
R
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es decir, (p,) es una sucesion regularizante. Se puede verificar que las p, * f son fun-
ciones globalmente Lipschitz y que estan en C'(R), donde la constante de Lipschitz
es la misma para toda n (constante de Lipschitz correspondiente a f). En efecto,

(n D) = (s DO = | [ puler =) du— [ ooy = ) f(w) d

R

= [17 =0 fy - wlpnle) du < Klo =y

y para ver que p, x f estd en C'(R) (ver, por ejemplo [5] pag. 69). Ahora bien, sea
0 > 0, entonces,

flx—y) = fl)[ <0, VeeRy |y <i/K.

Luego,

(on* D) — f(2)] < / @ —y) — (@) |ouly) dy

R

_ / F@ — ) — F()oaly) dy.

B(0,1/n)
Por lo tanto, para n > K/§ y para todo x en R, tenemos que

(on * () — [(2)] < 5/pn 5

R

En consecuencia, existe una sucesion (f,) de funciones globalmente Lipschitz en
CL(R) tal que
fn — f uniformemente en R.

Corolario 3.2. Para todo T > 0 y p° € L*(§2.), existe un control v. tal que la
correspondiente solucion de (3.4) satisface

p(z,T)=0, Vzxe ..

IMATE-UNAM Junio de 2015



3. Controlabilidad aproximada de ecuaciones parabdlicas en dominios finos 81

Demostracién. Sea p° € V.. Supongamos que f es globalmente Lipschitz. Por la
discusién anterior, sabemos que existe una sucesién (f,) de funciones globalmente
Lipschitz en C*(R) tal que

fn — f uniformemente en R.

Entonces, por el Teorema 3.3, podemos encontrar v" € L%*(w. x (0,7)) tal que la
correspondiente solucion p™ de

pr — Ap” + f(y* +p") — f(y") =vl,, en Q.

p*=0 en [082 x (0,¢)] x (0,7),
a n
% =0 en X x (0,7),
7
p"(z,0) = p°(x) en (2.,
satisface
p"(x,T)=0 en (2,
10" | L2 (e x (0,1)) < C,
y

Ip"llz < C,

para toda n. Ademads, {p"} C K subconjunto compacto de Z. Por tanto,

v™ — v débilmente en L*(w. x (0,T))

p" — p fuertemente en C([0, T); L*(£2.).

Se puede verificar que v es el control que buscdbamos. Con esto, hemos resuelto el
problema de controlabilidad a cero para el sistema (3.4) con dato inicial p° € V..
Ahora, sea p° € L?(2.). Consideramos el problema

i —Ap*+ fy +p*) — f(y") =0 en 2. x(0,5),

p* =0 en [02 x (0,¢)] x (0, %),
8 *

8]% — 0 en I'=x(0,2),

p*(z,0) = p°(z) en f2..
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Entonces, p*(-,t) € V. casi en todas partes en (0, %), ya que p* € L*(0,T;V.). Asi,
Ity € (0, %), tal que p*(z,ty) =: p'(x) € V.. Ahora, consideremos el problema

P = Ap*+ f(y +p) — f(y*) =uvl, en (2 X (t,T),

p* =0 en (002 x (0,¢)] x (to,T),
851 =0 en I'*t X (t,T),

n
p**(z,0) = p(x) en (2.

Por el Teorema 3.3, tenemos que existe un control v; € L?(w X (ty,T)) tal que
p*(x, T)=0, Vuzell.
Finalmente, definimos p y v de la siguiente manera
o { p*7 [OatO] . { 07 [OatO]
p = *k V=
P, [t07 T]? U1, [t07 T]?
Entonces, v es el control a cero que buscdbamos para el caso que p° € L?(§2.). N

Es sencillo verificar que se cumple el siguiente resultado de control a trayectorias
para el sistema 3.1, esto, como consecuencia del Corolario 3.2.

Corolario 3.3. Sea T > 0 dado. Entonces, para todo y° € L*(£2.) y cualquier trayec-
toria definida globalmente y* de (3.1) (correspondiente al dato inicial yi € L*(£2.) y
h* € L*(w. x (0,T))) existe un control h € L*(w. x (0,T)) tal que la correspondiente
solucion de (3.1) estd también definida globalmente en [0,T] y satisface

y(x,T)=y"(z,T) en (2. (3.26)

Ahora, nuestro objetivo es mostrar que (3.1) posee la propiedad de controlabili-
dad aproximada. Sea a > 0, consideremos el siguiente sistema auxiliar:

wy —Aw+ f(w) =0 en 2. x (T —a,T),

w =10 en [0 x (0,¢)] x (T —a,T),
a—uj =0 en I'* x (T —a,T), (3:27)
on

w(z, T —a)=y'(r) en (2.
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Recordemos que estamos asumiendo que f es globalmente Lipschitz y que f(0) =
0. Adicionalmente, asumiremos que y' € H?(§2.) N V.. Sabemos que (3.27) tiene
solucién tinica w € C([T — o, T); L*(£2.)) N L*(T — o, T; V.). Hagamos

u=w-—y.
Entonces, u € C([T — «, T|; L*(£2.)) N L*(T — «, T; V2) y satisface

—Au+ flu+y') =Ay' en 2. x (T —a,T),

u=0 en [0 x (0,¢)] x (T —a,T),
gz 0 en It x (t—a,T), (3.28)
w(z, T —a)=0 en (2.

Realizaremos una pequena estimacién sobre w. Multipliquemos por u a (3.28) e
integramos por partes en (2., entonces

2dt/\u|2d:ﬁ—l—/]Vu|2dx+/f u~|—y)ud$—/uAy dx.

.QE Q{;‘ -Qs “QE

Luego, por la desigualdad de Young

2dt/|u\2 dm+/|Vu|2 dr < K/|u+y I dx+/|Vy V| de.

£2¢
3K
/|u]2 de + — /!y ? dx + = /|Vy ? dx + = /|Vu\2 dx

(K es la constante de Lipschitz de f). Por lo tanto,

d
G [l de <35 [ uf do+ €06 1o s
2 £
Asi, para toda t en [T — a, T

_are d - -
e 3Kt%/luIQ do — 3Ke 3Kt/|u|2 dz < C(K)e " |ly!7n q.)-
2. $2

IMATE-UNAM Junio de 2015



3. Controlabilidad aproximada de ecuaciones parabdlicas en dominios finos

84

Entonces,

d(e‘gKt Jo, lul? d:r;)

dt

integrando ambos lados de T'— « a T', tenemos que

< C(K,T) ly' 13 .

eBKT/ [, D dr < CK. T)er [y 30,
2

asi
T de < €8Ty
02

En consecuencia, para toda a en (0,7), se cumple

lu(, T) = y' (@) |z < CE, T)a? [y . (3.29)

Con esta sencilla estimacion y el resultado de controlabilidad exacta que tenemos
sobre el sistema (3.1) es posible demostrar el siguiente resultado de controlabilidad
aproximada:

Teorema 3.5. Sea T' > 0. Supongamos que f es globalmente Lipschitz y que f(0) =
0. Entonces, (3.1) es controlable aproximadamente en el tiempo T .

Demostracién. Fijemos T' > 0, ¢° € L?(£2.), y' € H*(2.)N V. y § > 0. Nuestro
objetivo es encontrar h € L*(w. x (0, 7)) tal que la correspondiente solucién de (3.1),
satisface

ly(-T) =yl < 8/2. (3.30)

Ahora bien, por (3.29), para a > 0 suficientemente pequena existe w € C([T —
o, T); L*(2.)) N L*(T — «, T; Vz) solucién de (3.27) tal que

lw(-,T) =yl 120 < 6/2. (3.31)

Fijemos o y w tal que (3.31) se satisface. Sea y; la solucion de (3.1) en 2. x (0, T —«)
con dato inicial y° y hy € L*(w. x (0,7 — «)). Consideremos el siguiente sistema
auxiliar:

v — Ay + f(y) = hola, en 2. x (T —a«,T),

Y= € [aQX (0’5)] X (T-Oé,T),

= = en I't x (T —a,T),

on N
y(x, T — a) =y (z, T — ) en f2.

=

(3.32)

IMATE-UNAM Junio de 2015



3. Controlabilidad aproximada de ecuaciones parabdlicas en dominios finos 85

Entonces, aplicando el Corolario 3.3 en el caso que h* = 0y y; = y', tenemos
que existe hy € L*(w. x (T — «,T)) tal que la correspondiente solucién de (3.32)

satisface
y(z,T) =w(z,T) en 2.

Por lo tanto,

h(t) = hi(-,t), para t € (0,T — a),
" ha(st), para te€ (T —a,T).

tiene la propiedad deseada en el caso que y' € H?(£2.)NV.. Ahora bien, se sabe que
H?(02.)NV, es denso en L?(§2.), entonces, se cumple la propiedad de controlabilidad
aproximada en el caso que y' € L?(2.). Esto completa la demostracién. |

Con este resultado, concluimos el estudio de la propiedad de controlabilidad
aproximada del sistema (3.1); ahora, nos interesa estudiar la dependencia de este
sistema con respecto a €.

3.5. Convergencia de los s-controles aproximados

Ahora nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de los controles aproxi-
mados del sistema (3.1) cuando € — 0. En este sentido, es conveniente reescalar la
variable z,, para trabajar, ahora, en un dominio referencia 2; = 2 x (0,1), inde-
pendiente de . Asi, hagamos los siguientes cambios de variables

Tp = EZn, ua(xla th) = y( /agzna t)a
G (2!, 2, t) = h(2' €2y, 1), ul =102 e2,).

Con estos cambios, definimos

Ql = Ql X (O,T), con Ql =) x (0,1)

w1 =w X (O,l)
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Entonces, el sistema (3.1) en términos de la nueva variable z, se puede escribir de
la siguiente forma:

( 2
atus - A/ue - ?a_zgus + f<u€) = geluﬂ en le
ou, ’
57 =0 en I'F x (0,7),

( ue(2,0) = ul(x) en (2.

Aqui, IT" = {(z,1) : . € 2} y I'T = {(z,0) : * € 2}. También, consideramos la
version de dimension (n — 1) del sistema (3.1):

ye— A'y+ f(y) = hl, en Q= 102x(0,T),
y=20 en 012 x (0,7), (3.34)
y(z,0) =y°(z) en {2,

El principal objetivo de esta secciéon es encontrar las condiciones para que la
propiedad de controlabilidad aproximada del sistema (3.34) pueda ser recupera-
da cuando ¢ — 0 de las propiedades de control aproximado del sistema (3.33).
En este sentido, revisamos los resultados de control que tenemos ahora para el e-
sistema (3.33) con el fin de determinar las dependencia de los controles respecto de
e. Introduzcamos el siguiente espacio:

Vi={pe H'(2)):¢=0 en 002 x (0,1)}.

Sea u} una trayectoria globalmente definida solucién de (3.33) (correspondiente
al dato inicial uf, € L*(£21) y g¢ € L*(w1 x (0,T))) y sea u. la solucién de (3.33)
correspondiente al dato inicial v? € L?(§2,) y g. € L*(w; x (0,7)). Nuevamente,
realizamos el siguiente cambio de variable p. = u. — u’ en (3.33). Luego, u. satisfa-
ce (3.33), si y sélo si, p. resuelve

. 2
O — A'p. — 5_2@]95 + f(u: +ps) - f(u:) =01, en @,
p.=0 ! en (92 x (0,1)]  (0,7),
Op-
8ﬁ:0 0 en I x (0,7),
L pe(z,0) = pl(x) en (2,

(3.35)
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donde v, = g. — gF y p? = ul — ul,.
Es facil verificar que la versién del Corolario 3.2 para el e-sistema (3.35) se puede

escribir de la siguiente manera:

Teorema 3.6. En el sistema (3.35). Supongamos que f es globalmente Lipschitz
y la sucesion {p°}o<.<1 es uniformemente acotada en L*(21). Entonces, existe un
subcongunto compacto KK C Z; = C([0,T]; L*(£21)) tal que para toda 0 < ¢ < 1 existe
v. € L*(wy x (0,T)) tal que

[0l L2 w1 x 0,7y) < € (3.36)
y la correspondiente solucion p. de (3.33) cumple que
pe(x, T) =0, en 1 y p. € K, Ve € (0,1), (3.37)
donde C' es una constante independiente de ¢.

El conjunto compacto IC surge en el argumento del punto fijo que se aplicd en
la demostracién del Teorema 3.3, y la existencia de C' es consecuencia de que la
sucesion {pY}oc.<1 es uniformemente acotada en L*(2;) y de (3.18).

Para nuestros fines asumimos que ¢ = 0 y, que v} = w,, donde w, es la soluciéon
en C([0,T]; L2(£21)) N L*(0,T;V;) del e-sistema:

. 2
8tw5—A’w5—?@w5+f(ws) =0 en Q,
aﬁe =0 en I x (0,7),
[ we(z,0) = w° en (.

con dato inicial w® € L%(§2;).
Ademds, sea w en C([0,T]; L*(£2)) N L?(0,T; H}(£2)) la solucién del sistema
limite:

wy — Aw+ f(w) =0 en Q,
w=0 en 02 x (0,7), (3.39)
w(z,0) = w'(z) en 2,

con dato inicial w® € L*(£2).
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En este punto, comentaremos con respecto a como fueron generados los contro-
les v.. Los controles v. son, por construccién (ver [29]), los controles del sistema
linealizado:

( 1 82
0ge = N = 7750 + G(@, pe)ge = veloy en Q,
¢ =0 ! en [092 % (0,1)] x (0,T),
9q:
aqq ~0 en I'E x (0,T),
n
\ qg(:c,O) = p2<x) en le
(3.40)
los cuales coinciden con v. = 7., la solucion del sistema adjunto:
( . 1 82
—0me — A — g2k + Gz, t;p)n- =0 en Q1
8778 0 en I'* % (0,7),
n
\ 778<x T) _772(37) en Qla

correspondiente al dato inicial 72, el minimo del funcional

= 1
L) = 5+ [ nGe.0) de'd,
(01

con 7. solucién de (3.41) con dato inicial n° € ]:IE, donde ]:IE es la complecién de
L*(£21) con respecto a la norma

/2
17°ll (//n2d$'dzndt> :

Ahora, sea h € L*(w x (0,T)) el control a cero del sistema:

—A'p+ flw+y) — f(w) =hl, en Q,
p=0 en 012 x (0,7), (3.42)
p(z,0) = p°(x) en £,
donde p = y—w y p° = y°—w" con y solucién al sistema limite (3.34) correspondiente

al dato inicial y° (y satisface (3.34), si sélo si, p resuelve (3.42)). Aqui, h es, por
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construccion, el control a cero del sistema linealizado:

¢ — ANg+ G2, t;p)g =hl, en Q,
q=0 en 002 x (0,7),
q(x,0) = p°(x) en {2,

el cual coincide con h = 7 solucién del sistema adjunto:
—n — A+ G2, t;p)n =0 en Q,
n=2~0 en 002 x (0,7),
n(z,T) =n’(x) en {2,
correspondiente al dato inicial 7°, el minimo del funcional

1
T®) = S, + [ 8t )

1071

(3.43)

(3.44)

con 7 solucién de (3.44) con dato inicial n° € Hy, donde Hy es la compleccién de

L2(£2,) con respecto a la norma

A 1/2
Pl = ([ [oparar)
0 w

Recordamos que en el caso que {p}o<.<1 es uniformemente acotada en L?({2),

tenemos que
|Vl L2 (@ x (0,1y) < C, Ve € (0,1).

Ahora, por lo comentado anteriormente, v. es la restriccion a wy x (0,7) de la
solucién 7. solucion del sistema adjunto (3.41) con el minimizador de J. como dato

inicial. En consecuencia, existe una subsucesion tal que

1
/ﬁa(x', Zn, t)dz, — h(z',t) débilmente en L*(w x (0,T)),

0

cuando ¢ tiende a cero.

(3.45)

Nuestro objetivo es mostrar que h(a’,t) coincide en w x (0,7") con el minimizador

de Jy en Hy. Para lograr esto, necesitamos el siguiente resultado:
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Lema 3.4. Supongamos que f es globalmente Lipschitz y que f(0) = 0. Sea (p?) C
L?(£1) una sucesion de datos iniciales para el sistema (3.35) tal que

P22, 2,) dz, — p°(2)) fuertemente en L*(£2). (3.46)

S — _

Sea (w.) C C([0,T); L*(£1))NL*(0,T; V1) una sucesién de soluciones del e-sistema (3.38)

tal que
1

/wg(:v’, Znyt) dz, — w(x' t) fuertemente en L*(Q). (3.47)
0
Entonces, el limite h(z',t) en (3.45) coincide en w x (0,T) con una solucion n =

n(x',t) del sistema limite adjunto (3.44). También, para toda 0 < T" < T los si-
guientes resultados de convergencia se cumplen:

1
/ Ne(2', 2p,t) dz,, — n(2',t) débilmente en L*(£2 x (0,T")), (3.48)
0

1

/ﬁs(x',zn,T') dz, — n(x',T") fuertemente en L*(§2), (3.49)
0

cuando € tiende a cero.

Demostracién. En [29], mostraron que existe una constante C' > 0, independiente

de ¢, tal que
//775 dr'dz,dt < C’/ / V. da'dz,dt, (3.50)

0 wx(0,1)

para toda T" < T, donde ve es el control del sistema (3.35). Entonces, la sucesién
{n:} es acotada en L?({2; x (0,7")) para toda T" < T. Por lo tanto, la convergencia
en (3.48) se cumple.

Ahora verificaremos que 7(2',t), la cual pertenece a L*(2 x (0,7")) para toda
T" < T, por (3.50), es solucién del sistema limite adjunto (3.44). Para esto, integra-
mos el sistema (3.41) con respecto a z, en (0,1). Obtenemos que

1

(2, t) = /ﬁs(x’,zn,t) dz,

0
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resuelve
1

_8t90£ - A/SOE + /G($,t;p5)f]g(l‘/, Znat) dzn =0 en Q7

0 (3.51)
v =0 en 012 x (0,7),
(2, T) = ©Y(z) en (2,

Asi, es suficiente mostrar que fol G(x,t;pe)ne(2', zn, t) dz, converge en el sentido de
distribuciones en 2 x (0,T) a G(2,t; p)n(x’,t). Consideramos la siguiente descom-
posicion:
1
[ Gt )izt — G ()

0

1
szwnm—GW¢mmWJmM%
0

1

+ G(ZL‘/, t;p) |:/ ﬁa(xlv Zn, t)dzn - 77(1'/’ t) = ]1,5 + -[2,8

En vista de la convergencia (3.48) y del hecho de que G(2/,t;p) € L>®(£2 x (0,T)),
por (3.14), es inmediato ver que I». converge débilmente a cero en L*(£2 x (0,T"))
para toda 7" < T'. Por lo tanto, es suficiente analizar el término I; .. Tenemos que

G (z,t;pe) — G(l’/’ t§p>||L§n(0,1)||ﬁs(x/7 Zn, t)||Lgn(o,1)HLI(Qx(o,Tf))

Gz, t;pe) — G, 5 p) [ L2 < 00 19 (25 205 ) L2021 ¢ 0,77
ClG(x,t;p.) — G2, t§p)||L2(!21><(O,T’))-

H1ellzrx o)

IA A IA

Aplicando el Teorema 3.6, es posible concluir que
p. — p fuertemente en L*(2; x (0,7));
por lo tanto, con esto y la hipétesis (3.47), tenemos que
flw. +p.) — fw.) = f(w+p) — f(w) fuertemente en L*(§2, x (0,T)),
ya que f es globalmente Lipschitz. En consecuencia,

G(z,t;p.) — G(2',t;p) fuertemente en L*(£2; x (0,T)).
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Con esto, se puede concluir que ||/ .||11(2x(0,77)) tiende a cero cuando ¢ tiende a
cero, y asi, deducir que 7 es solucién del sistema limite adjunto (3.44).

La convergencia en (3 49) puede ser demostrada en un sentido clasico. En efecto,
usando el hecho que ¢.(7/,t) fo Ne(x', zp,t) dz, satisface (3.51), el efecto regu-
larizante de la ecuacion del calor en {2 con COIldlClOIleS de frontera de Dirichlet, y
el hecho que 7.(2’, z,,t) es uniformemente acotada en L?*(£2; x (0,7")) para toda
T' < T, deducimos que p.(z',t) es uniformemente acotada en L?(0,7"; H*(£2)) N
H'Y(0,T"; L*(£2)) para toda T" < T. Ahora bien, un resultado cldsico de compacidad
(ver [27]) nos permite demostrar que la convergencia de ¢. hacia 1 se cumple en
realidad en C([0,T"]; H'(£2)) para toda 0 < T" < T. En particular, (3.49) se cumple.
Esto completa la demostracién del lema. [ |

Como consecuencia de este Lema, tenemos el siguiente resultado, para el e-
sistema:

( 182

ope — A'p. — ?@ps + f(w: + pe) — fwe) =vl,, en Q,
p.=0 ! en [902 x (0,1)] x (0,7),
aa]:;:o en I x (0,7),

\ ps(x,()) :pg(x) en Ql.

(3.52)

Teorema 3.7. Supongamos que se cumplen las hipotesis del Lema 3.4. Entonces,
existe una sucesion v. de controles a cero del e-sistema semilinear (3.52) tal que,
después de la extraccion de una subsucesion,

1
/vg ¥, 2, t)dz, — h(2',t) fuertemente en L*(w x (0,T)) cuando € — 0 (3.53)

0

donde h = h(x',t) es el control a cero del sistema semilineal de dimension (n —
1) (3.42) con dato inicial p°.
Ademds, correspondiente a esta subsucesion,
1
[ b= en C(0.TYL(2) N 20,7 (@), (3.54)
0
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Demostracién. Sea 7 la solucién de (3.44) obtenida en el Lema 3.4 correspondiente
al dato inicial n° € Hy. Mostraremos que n° es justo el minimizador de Jy en H,.
Para lograr esto, primero observamos que

/ pie(,0) da'dz, — / p’n(0)da’ (3.55)
9]

1071

cuando ¢ tiende a cero. En efecto, si usamos la descomposicién

/pgﬁa(x,()) da'dz,, — /pon(O)dw’ = /[pg(m’,zn) — (29 (2, 2y, 0)da' d 2,

.Ql (9} -Ql

+ / {/ fe(x', 2, 0)dz, — n(x’,0) | dz’

0
= Il,s + ]2,5-

El primer término I; . tiende a cero ya que p?(2/, z,,) —p°(2’) tiende a cero fuertemente
en L?({2;) por hipétesis y 7). es uniformemente acotada en L?(§2;). Con el fin de pasar
al limite en el segundo término, es suficiente observar que fol Ne(2', 2y, 0)dz, —n(2’, 0)
converge fuertemente en L?(§2;) como fue probado en el Lema anterior.

Por otro lado, por la convergencia débil en (3.48), tenemos que

T
// 2da’ dt<hm1nf//[/7]€ dzn} dxdt<hm1nf///n€ dzpda’dt
0 w

En consecuencia, por definicién de J. y Jo y por (3.55)
Jo(1°) < lfm inf J.(7?). (3.56)
Para ver que 1° es el minimo de Jy en Hy mostraremos que
Jo(n°) < Jo(p°),  Vp" € Ho. (3.57)

Ahora bien, por densidad de L?(§2) en Hy y la continuidad de Jy en Hy, es suficiente
verificar que esto se cumple para todo p' € L*(§2). Para demostrar (3.57), conside-
rando que se cumple (3.56), y que 7° es el minimo de J. en H., es suficiente mostrar
que

Jo(p°) = lim J.(p°), Vp° e L*(12), (3.58)

e—0
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ya que, de esto, se puede deducir que
Jo(n’) < lim inf Jo(7%) < 1im J.(p°) = Jo(p°).
E—r 1=

para todo p° en L?(£2). Aqui, usamos el hecho que p° puede ser considerada como
una funcién de L?(£2;) y por lo tanto de H..

Sea p. la solucién de (3.41) con p° = p°(2') € Hy y sea p la solucién de (3.44)
también con dato inicial p°. Mostraremos que

/ / P2 dx'dzndt%//p dx'dt (3.59)

0 wx(0,1)

T
/ pe(', 2)p2(2, 2, 0) da'dz, — //po(x’)p(x',()) dx’ (3.60)
0 w

2x(0,1)

cuando ¢ tiende a cero, esto claramente implica (3.58).
Hagamos ¢. = p. — p. Entonces, ¢. satisface

¢ 1 82
_8t¢s - A,¢€ - ;@(bs + G(l’,t,p5)¢5 = [G(Z’l,t,p> - G(x7t7p€]p €n Qla
6. = 0 en [902 x (0,1)] x (0,T),
%% 0 en I x (0,7),

L ( ) en Ql,

Asi, si multiplicamos esta ecuacion por ¢. e integramos por partes en {2, obtenemos

PRE
- 2 / 2 / _ /
2dt/|¢€| dx'dz, + /]V o) da'dz, + /'8zn¢€ dz'dz,+
= (3.61)
/G(m,t;p5)|¢5|2 dr'dz, = /[G(m tp) — Gz, t;pe) | pde da'dzy,.

_(21 Ql
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Ahora bien, observe que

‘ [166t:0) - Gt
2

B ‘/ g (/1 (G(a' t:p) = G, t:p.)]6 dzn)d:p’
0 0

< lpllz2e)

L2(®)

! 2 1/2
— ol ( / ( [ 1610 = G tipa o] dzn) dx')
(] 0

L 1/2
< |pllzze (// G (2, t;p) — G, ; po)|? danxl) |Pel 221
)

0
< elle@llGE' 1 p) = Gz, 6 pe) |l L2 | 9ell 221

1
/ G t:p) — Gl p)]o e
0

Por lo tanto,

\ [166.1:p) = Glastpepon i,

QG(:LJ’ t;p) B G(l‘, t;ps) HLQ((h)

< 5 1ol £ (0,7;22(2))
|G (2, t;p) — G(2,t;pe) || L2(0)

+ ' Yol

Recordemos que
HG('Tat;ps)HLw(!hX(O,T)XR) < K7 Ve > 07

donde K es la constante de Lipschitz de f. Luego, existe una constante C'(K) > 0
independiente de ¢, tal que

\ / G, ip) — Glas ) |po da'dn

HIOHLOO(O,T;LQ(Q))

2
+ C(K) l|¢e]Z2(ay)-
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Asi, aplicando (3.62) en (3.61), tenemos que

d
G [16.F vz, + 20(5) o.IBxa,
2

> —(|G(2',t;p) — G(xvt§pa)“L?(Ql))”pHLN(O,T;L?(Q));

C(K

al multiplicar ambos lados por €2t se deduce que

d

%<620(K)t/|¢s|2 dx/dzn) > —62C(K)t||G($/;t;p)—G(%75;ps)HL?(Ql)||;0HL<>O(0,T;L2(9));
i

entonces, integrando de t a T y aplicando el hecho que ¢.(-,T) = 0 en (2;, se tiene
que para todo ¢ € [0, T], se cumple

T
—e2Ct/ |p-(t)? da'dz, > —/ezcsHG(P) — G0l 2 1ol Zoo (0,722 (2)) @55
1071

t

por lo tanto,

/ |6]? da'dz, < €*“T(|G(p) — Gpe)ll 2oz 1ol e 0 1:22(02))-

2
En consecuencia, ¢. — 0 en C([0,T]; L*(£21)) ya que G(z,t;p.) — G(z',t;p) fuer-
temente en L?(£2; x (0,T)) cuando ¢ — 0. Por construccién de ¢, esto implica

que p. — p en C([0,T); L*(§2,)). Asi, aplicando la hipdtesis sobre las condiciones
iniciales (3.46), se cumple (3.59) y (3.60) y por tanto, podemos concluir (3.58).

Ahora, mostraremos que la convergencia de los controles es en realidad conver-
gencia fuerte. En vista de la convergencia débil, es suficiente mostrar

T 1 ) T
//(/ v (2 2, 1) dzn) da'dt — //hz(a:’,t) dx'dt. (3.63)
0 w 0 0 w

Sabemos que h = 7 en w x (0,7"), donde 7 es la solucién de (3.44) asociada con
el dato inicial 7" el minimizador de Jy en Hy. Denotamos por I. (resp. Iy) el valor
minimo de J. (resp. Jo) en H. (resp. Hp). Aseguramos que I, tiende [y. En efecto,
para toda § > 0 existe n° en L%(£2) tal que

Jo(no) < J(’f]o) + 0= I() + 0.
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Por otro lado, como lo demostramos anteriormente, (3.59) y (3.60) implican que
J.(1°) tiende a Jy(n°). Tomando en cuenta que 7° es el minimo de J., deducimos
que

limsup I, < Jo(n°) < Iy + 6

e—0

para toda 0 > 0 y en consecuencia

limsup I, < I.

e—0

Por otro lado, por (3.56), tenemos que
Iy < liminf I..

e—0

Por lo tanto, concluimos
Iy =1limI..

e—0
Observe que esto implica (3.63), ya que [, p2i.(x,0) dz'dz, converge a [, p"n(0)dx’
por (3.55).

El hecho que fol pe dz, converge a p en C([0,T], L*(£2)) es consecuencia del Teo-

rema 3.6. Para concluir la demostracion del Teorema 3.7 falta probar que fol e dzp,
converge a p en L*(0,T; H}(12)).

Hagamos ¢. = fol pe dz, — p. Entonces, ¢. satisface

1 1
8t¢€_A/¢s+/f(ws+pe>dzn_ w"—p /fws dzn+f( )
0 0
1
/ (v. — h)1, dz, en @,
0
P =0 en 2x (0,7,
1
/ dzn en Q,
\ 0
(3.64)

Si multiplicamos (3.64) por ¢. e integramos por partes en (2, obtenemos que

2dt/|¢5|2d +/W ¢e|* da’ +/(/[f<w5+p5)—f(w+p)] dzn)gbg d’
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-[( / ) = fw)] s, Jor o' = [ ( / (0. = W)L, s, ) 0.

Entonces

2 2
M/mu s +/|v¢g| @
1

< ok f (/<|pe—p|+|wa—w|>dzn)|¢€|dx'+ Jo—maa| oo
k94 0 0

L2(w

1

K([lpe = pllzzy) + lwe = wllz2@) =l 2 (2) + /(va —h) dz, el 2(2)

0 L2(w)

IN

Integrando de 0 a T', se concluye que

1 2

//|ngg|2 dx' < /(po— ") dz, +2K||¢e||C[OT]L2(Q (/Hpe Pllr2(o,) dt

/st—wHLz o) dt // —h) dzp|| 22w clt)H(AS

1

< | /(Pg — ") dznllfai) + C(K,T) (HPe — Pl 2y x 0.y + 1we = w720, x (01

0
1

/ (ve — h) dz, ) ¢l cqomz2 )

L2(wx(0,T))

C([0,7];L2(£2))

2

donde C'(K,T') es una constante positiva independiente de . Combinando esta esti-
macién con los resultados de convergencia ya obtenidos y las hip6tesis (3.46) y (3.47),
se deduce que

1
/p8 dz, — p fuertemente en L*(0,T; Hy(£2)).

0

IMATE-UNAM Junio de 2015



3. Controlabilidad aproximada de ecuaciones parabdlicas en dominios finos

99

Como consecuencia del Teorema 3.7 se cumple que

Corolario 3.4. Suponga que f es globalmente Lipschitz y que f(0) = 0. Sea (u?) C
L2($2,) una sucesién de datos iniciales para el sistema (3.33) tal que

(2, 2,) — 3°(2') fuertemente en L*(§21). (3.65)

Seaw. € C([0,T]; L*(£2,))NL*(0, T; V1) una sucesién de soluciones del e-sistema (3.38)

tal que
we (7, 2y, 1) — w(2',t) fuertemente en L*(Q1). (3.66)

Entonces, eriste una sucesion g. de controles a trayectorias del e-sistema semili-
near (3.52) (correspondiente a sucesion de trayectorias w, ) tal que la correspondiente
sucesion u. de soluciones del sistema (3.33) cumple que

us(z, T) = we(x,T) en (2,

para todo € en (0,1). Ademds, después de la extraccion de una subsucesion,

1

/gs(x’, Zn, t)dz, — (', t) fuertemente en L*(w x (0,T)) (3.67)
0
Y
1
/us dzn — gy, en C(0,T]: L2(2)) N L2(0, T: HA(52). (3.68)
0

donde h = h(x',t) es el control a trayectorias del sistema semilineal de dimension
(n—1) (3.34) (correspondiente a w) con dato inicial y°, es decir, su correspondiente
solucion y satisface

y(x,T) =w(z,T) en (2.

En este punto, estamos listos para demostrar el resultado principal de este capitu-
lo.
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Teorema 3.8. Suponga que se cumplen las hipotesis del Corolario 3.4. Entonces,
para todo § > 0 y y'(z') € L*(2), si y! es una sucesion en L'(£2y) tal que

1
/yel(x',zn) dz, — y'(z') fuertemente en L*(§2), (3.69)
0

existe una sucesion g. de controles aprorimados para el sistema (3.33) (correspon-
dientes a y!) tal que

1
/ge(:c', Zn, t)dz, — (2’ t) fuertemente en L*(w x (0,T)) (3.70)
0

donde h(z',t) es un control aprozimado del sistema semilineal de dimension (n —
1) (3.34) con dato inicial 3° (correspondiente a y'), esto es, la correspondiente so-
lucion de (3.34) satisface

ly(a’, T) = y' (") 120y < 0. (3.71)
Ademas, correspondiente a esta sucesion
1
/ua dz, — 5y, en C([0,T]; L*(£2)) N L*(0,T; Hy(£2)). (3.72)
0

Demostracién. Sea § > 0 y sea y'(z') € L*(£2). Sabemos que H?(2) N H}(2) es
denso en L*(£2). Entonces, existe y; € H*(2) N Hi({2) tal que

Iy (2') = 53 (@) [l 12(2) < 6/3. (3.73)
Sea w. la solucién en C([0,T]; L*(£21)) N L*(0,T;V;) del e-sistema:
( , 1 0?
atws_Awa_ga_Z%we"f_f(wa):O en Q,
Ou, '
57 =0 en I't x (0,7),
( we(0) = yi(a') en (2,

Procediendo como en la demostracién de la estimacién (3.29) se puede ver que

(-, T) = 93 (@) |20y < CE, T)a ||y |1 o).
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donde C(K,T) es independiente de . Seleccionamos « > 0 suficientemente pequena
tal que

lwe (- T) = 1 (@)l L2(2) < 0/3.

Con esta seleccion de « consideramos el siguiente e-sistema auxiliar:

( 1 9
Opue — A, — ga_ziua + f(ue) = gely, en $2 X (O,T - a)a
ue =0 en [0 x (0,1)] x (0,7 — «),
du,
(;%zo en It x (0,T - a),
ue(z,0) = ul(x) en (2.

(3.75)
Observe que w = 0 en 2 x [0, — a] es solucién de (3.39), ya que f(0) = 0 por
hipétesis. Entonces, por el Corolario 3.4, existe una sucesion gy . en L?(w; x (0, T—a))
de controles a cero para el e-sistema (3.75) tal que después de la extraccién de una
subsucesion

1
/glﬁ(:v’, Zn, t)dz, — hi(2',t) fuertemente en L?(w x (0,7 — a)) (3.76)
0

donde hy = hy(2',t) es un control a cero del sistema semilineal de dimension (n —

1) (3.34) en 2 x (0,T — «) con dato inicial y°(2’). Ademds, correspondiente a esta
subsucesion

1
/uLE dz, — y1, en C([0,T — a; L*(£2)) N L*(0,T — o; Hy($2)), (3.77)
0

donde y; es la solucién de (3.34) correspondiente a hi. En particular, tenemos que

y1(2', T —a)=0 en 2

U e(z, T —a) en 2

para todo € > 0.
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Ahora, consideremos el siguiente e-sistema auxiliar:

( 1 0?
O, — Nu, — =3, 2u5 + f(ue) = gelw, en 2y x (T'—a,T),
u: =0 en [002 x (0,1)] x (T — o, T),
881:;:0 en It x (T —a,T),

[ (T —a)=0 en (.

(3.78)
Entonces, aplicando nuevamente el Corolario 3.4, existe una sucesion gs .,en L*(wy X
(0,7 — «)) de controles a trayectorias (correspondientes a la trayectoria w) para el
e-sistema (3.78) tal que después de la extraccion de una subsucesion

1
/926 2, 2, t)dz, — ho(2',t) fuertemente en L?*(w x (T — o, T)) (3.79)
0

donde hy = hy(2’,t) es un control a trayectorias (correspondiente a w) del sistema
semilineal de dimensién (n—1) (3.34) en 2x (T —«, T') con dato inicial y; (T —a) = 0.
Ademas, correspondiente a ésta subsucesién

1

/ugE dz, — Y2, en C([T — a,T); L*(2)) N L*(T — «, T; Hy(§2)), (3.80)

0

donde ys es la solucién de (3.34) correspondiente a hi. En particular, tenemos que

yo(2',T) = w(2',T) en 2

uge(x, T —a) =w (2!, T) en ()

para todo € > 0.
Definimos
(1) = { g1:(-,t) para t € (0,7 — «),
S g2.(,t) para t € (T —«,T)

(1) = u (-, t) para t €[0,T — af,
S (,t) para te€ [T —a,T].
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Es sencillo verificar que

1
/gs(x”zmt) dz, — h(',t) — { h1(-,t> para t € (()’T_ Oz)7
0

ho(-,t) para t € (T —a,T)

fuertemente en L?*(w x (0,7)), y

1

/ ) L yl(-,t) para t e [O,T — 05]7
/ua(:v,zn,t) dzn — y(-,t) = { ya(-,1) para t € [T — a,T).
0

en C([0,T); L*(£2)) N L*(0,T; H3(£2)). En particular, se cumple que
1
/ug(x,T) dz, — y(x,T) fuertemente enL?(£2). (3.81)

0

Por otro lado, aplicando la hipdtesis (3.69) existe N(y*,d) < 1 tal que

lye =yl 2200, < 0/3

para todo 0 < & < N(y',d). Luego, g., con 0 < ¢ < N(y',d), es una sucesién de
controles aproximados correspondientes a la sucesién y!, con 0 < & < N(y',9), ya
que su correspondientes sucesiéon de soluciones u., con 0 < & < N(,y',d), de (3.33)
satisface

lwe(-,T) = yi 2y + 1197 — v 2 + 1y — vill 2

lu-(-,T) = yell 2oy <
< §/3+3/3+6/3 = o

para todo 0 < & < N(y*,d). Por lo tanto,

; ! 2 1/2
H/ua(-,T) dz, — /yg dz, < </(/ luc (-, T) — 9l dzn) dx’)
0 0 L2 Q

IN
I/~
Q

Hué(': T) - yiHL?(Ql)
9,

IAIA
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para todo 0 < & < N(y!,d). En consecuencia, haciendo € tender a cero, se deduce
que
ly(2', T) =y (2)| 2 <6,

es decir, h(2',t) es un control aproximado del sistema semilineal de dimensién
(n — 1) (3.34) con dato inicial y° (correspondiente a y'). Con esto concluimos la
demostracion. |
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Apéndices

Apéndice A Demostracion del Teorema 2.4

Para demostrar el Teorema 2.4 definimos para toda s > 0, la funcién
w(z,t) = e @y (x, 1),

donde v es la solucién de (2.18). Entonces w satisface

([ (e7*%w), + (a(2)(e™¥w))s)e = I en Q1,
w(l,t) =0, te(0,7),
w(0,t) =0, para (PDD),
0 te(0,7), (82)

aw,)(0,t) = s(praw)(0,t), para (PFD),

w(z, T) =w(x,0) =0, en (0,1).

Gracias a las definiciones de ¢ y de ¢ (ver (2.13)), tenemos que (g aw)(x,t) =
O(t)a(x),(x)w(z,t) = c10(t)zw(z, t). Por otro lado, sabemos que la funcién w(-, t)
estd en H!(0,1) para todo ¢t € [0,1]. Entonces w(-,t) € L*(0,1) y v/a(z)w,(-,t) €
L?(0,1). Entonces, zw?(-,t) € L*(0,1). Ahora, de las Hip6tesis (2.3) y (2.4) se tiene
que existe K € [0,2) tal que

\

zd' (x) < Ka(z) Vx € [0,1],

esto implica que

105
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x

ara toda x en (0,1 y # > K. En particular, ———
p (1 ly p NG
as{ < para todo x en (0, 1]. Por lo tanto,

a(z) — V/a(1)

(zw?), = w* + 2zww, € L*(0,1),

ya que

v, — (ﬁw) (a(e)u,) € 13(0,1).

(83)

es no decreciente en (0, 1],

En consecuencia, zw? € WhHl. Se sigue que zw? — L > 0 cuando = — 0. Pero,

si L > 0, entonces w? > o ¢ L'(0,1) para x suficientemente pequefia. Asi L = 0.
T

Luego, zw?(x,t) — 0, cuando x — 0, de donde se deduce que
zw(x,t),—0 = 0 para toda t € [0,T].

Luego,
(pzaw)(z,t)js=0 = 0 para toda t € [0,7T],

y el sistema anterior puede ser reescrito de la siguiente manera. Sea
Lv :=v + (a(z)vy), v Lsw = e**L(e *fw), s> 0.

Entonces (82) se convierte en

( Lyw = e*¥F, en (1,
w(l,t) = 0, te(0,7),
w(0,t) =0, para (PDD),
0 t e (0,7),

aw,)(0,t) =0, para (PFD),

[ w(z,T) = w(x,0) =0, en (0,1).
Calculando Lsw, se tiene que

Law = Lfw+ L;w,
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donde

2
T

Liw = (a(z)w,), — spuw + s%a(x)p

S w?

Lyw = w; — 25a()p,w, — s(a(x) @) w.

Ademés ||LTw|*+|| Lyw|?*+2(Liw, L;w) = ||Fe*#||*. Entonces, después de integrar
por partes en (0,1)

(85)

1

T
opw? drdt — s //a(x)goxapxth dxdt,
0 0

1 1
s 1d
—E/a /§d—(/a wdx)dt—O
0 0

por la manera como se definié ¢ (recuerde que w(z,0) = w(x,T) = 0). Adicio-
nalmente, tenemos que

T 1 T
//L+ (—2sa(x)p,w,) dedt = //gpm{ e ] dxdt
0 0 *
T 1 ) T 1
2 w 3 28]
+ 25 //a gotgom( 5 > dzdt — s //a oo [w?), dedt
0 0 0 0
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= /[—sgpx(a(x)wx)Q + sPa(x)prppw® — s> plw

T 1 T
+ 3//goxx(a(x)wx)2 dxdt — 32/
0 0 0

1 T 1

Sumando (85), (86) y (87), se deduce que

T 1
//L:w
0
*r
+S/
0

—242

0

T

+33/
0

o No
\‘—‘O\H \

IMATE-UNAM

T 1
/ / gotth dzdt
0 0

T) Pz ) prWW, dxdt

L;w dxdt =

[N VA

1

0

3232

1

r=1

=0

(a(2)pe)Jw* dodt

T
a(x)prPiw dxdt+s// (2% 040 + a(x)d 0, )w? dadt
0 0

1) e + d'pp)a(z)p2w?® dudt +

/

a(x)ww,

r=1

=0

/ (a(x)psp)pw® dadt .

/ T)pr)sprw® ddt — s° / / 7) 2 (a(x),),w? drdt.
0 0 0

(86)

(88)
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T

r=1
—I—/ —sp.(a 2 4 sfa(x)prp,w? — sPapiw? dt
0 =0
. r=1
+/[—sa(m)(a(z)4pm)xwwx dt.
=0

0

T 1
Por otro lado, usando la definicién de ¢, los términos de / / LIwL;w dzdt que

no involucran términos de frontera toman la forma

/T/é(tw( T )w dxdt+s/T/ V() aeBww, dadt

s / / 6 (t)alx) Qa(x)d(z) + (@) (W ()"0 dadt.

Debido a la eleccién de la funcién ¥ (), se tiene que 2at)(x) 4+ a'th(z) = CIM_TMI N
(a(2)Y(x))ge = 0. Asi que

1

L="2 /1 0t (2)w? dedt — 25 /T / 00(t)a(eh)?w? dadt
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Por hipétesis podemos estimar

T 1
L > —252//9é(t)a(1/})2w2 dxdt
00

1

T 1 T
+g//‘ deHﬂC//b@wﬁMﬁ

0 0 0
+53C3//63 —w? dxdt.

donde C' > 0 es una constante fija. Observe que |99| < ch/* < 6 para concluir que

1

T T 1
‘ // w? dxdt‘ < 2032//93 w? dedt
0 0
T 1 2
:2052//93 —w dzdt < —53//93 —w dxdt,
0 0 0 0

para s suficientemente grande. Similarmente || < cf3/2, donde ¢ es una constante

positiva, y
T 1 T 1
g//w wmﬂ g //W%QUM@
0 - 0 0 (90)
+s%0// 63/2 2al:zcalt'
0
donde b(z) = [ (tt) dt. Ahora, puesto que la funcién z — f(—; es creciente,
tenemos que b(z) < @Tja(z) Entonces

1

T - T 1 )
3/2p, 2 <Y 3 3 L
clc//ﬁ (r)w* dxdt < 3 S //9 )
0 0 0 0

[N VA
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T 1

para s suficientemente grande. Ahora, acotaremos el término | / / 03/%0? dxdt|. En
0 0

este paso, es necesario trabajar en dos casos. En efecto en esta parte se aplicara las
desigualdades del tipo Hardy-Poincaré. Por esta razén, trabajar en el caso K = 1
es mas complicado.

CASO K # 1. Cuando K # 1 tenemos que

1

1/2
[ (o)

x al/?
0

1 1/2 L 1/2
@c s 9211)2 dx s | 0*z%a w? dx
2 22
0 0
- L 1/2 ! 1/2
%C(C/s/eawi dx) <S/921’2CL—1U}2 dac)
0 0
1

1
Cl
/Hawfc dx + 2—8 /93x2a1w2 dzx,
€
0 0

1

/93/2102 dx‘ = %c

C1C2
—c

IN

IA

eC's

<
- 2

para alguna C” > 0. Entonces, para e suficientemente pequena y s suficientemente
grande, tenemos que
1 1

1

3 2
/03/2w2 dx| < gs/@a(x)wi dx + %83/«93x—w2 dxdt,
0

-2 a(x)
para el caso K # 1.

CASO K = 1. Cuando K = 1 observe que
1 1

[urde = [ttt tata ) da

0 0

1 3/4 , 1/4
(/ w?a'Py=23 dx) (/ w2$2a_1>
0 0
1 Q\ /3 3/4 , 1/4
= (/w2 <—2> dm) (/w2x2a_1> .
T
0 0
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x? 1

alw) = ()

n (0, 1], de aqui se deduce que p(z) < a(SQ =a(x). Ademés, de las hipdtesis sobre a
a(z)
x°
es no decreciente cerca de 0 para q =

Hardy-Poincaré obteniendo

/l(ag))l/gw2(x,t) dx = /%wz(%w "

1 1

< / pla)w(z,t) de < C" / a(z)w?(z,t) dz,

0 0

Ahora, consideremos la funcién p(x) = (a(x)z*)'/3. De (83) se tiene que

p(x)

existe o en (0, 1) tal que —= es no decreciente cerca de cero, esto implica que

4+" . Asi podemos aplicar la desigualdad de

para alguna constante positiva C’. Asi

1

c /93/2w2 dx
0
1 3/4 , L 1/4

93/2(0// a(x )w2(x,t) dx> (/w 22a” dx)

0

3/4 , L 1/4
< ac 2 </ Oa(x dm) </ 03 x%a " w? dx)

0

_ 3eC's C's | 1/
/9a 1 320 w? da:) ,
€

0
para algun C’ > 0. Entonces7 para e suficientemente pequena y s suficientemente

grande, tenemos que
1 1
C 03 2
/83/22112 dx — /9& Yw? dx + —33/033:—102 dx,
-2 8 a(x)
0 0

para el caso K = 1. Usando (90), (91) y (92), finalmente obtenemos

C1C2
8_

0102
<s

(92)

C1C2
§——

0

1

T 1 c T
g//8¢ w dxdt' 55 //Qa w? dxdt—l——s //93x
00

0
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En resumen, obtenemos

Il_—s// x)w? dxdt+—s //03 —w dxdt. (93)

Por otro lado, teniendo en cuenta el hecho de que w(1,t) = 0, se concluye que

r=1

=0

T
I := d'¢,)a(x)p*w? dxdt + /[a(x)wxwt
0

T
+ / = spu(a(@)w)? + Sa(@)ppat? — a2

[aw,w;, — s0,(aw,)? + s*0,0ap,w? — s° a6 w?

T
dt — sa(1l /9
e=0 0

En el caso (PDD), usamos la condicién de frontera w(0,t) = 0 para obtener

T
S/Hawm
0

Ahora bien, en el caso (PFD), usamos la relacién (aw,)(0,t) = s0(1p.aw)(0,t) para
concluir que

|
St~

—sb(a),) ;waw,

= sae / O(tw2(1,1) dt. (94)

T
/ {—s@m/}x< ) — 2 0,0app,w? + 2530?03 w? + 07 sPwarh, (ary ), dt

t =0
0

T

T
—sa(l)cl/é(t)wi( /{ Orarp,w? — $20,0ayih,w? + 25 a*0P P w?
0

0
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+0%s*w?arh, (ar)y) . dt — sa(1)cy
=0

0(t)w?(1,t) dt.

St~

Observe que
a, =z, x € (0,1]

—aph, ~ —c1xp(0), cuando x — 0,
2.3 3 z°
= —— 0,1
Ty T
a¢x(awx>x = C%-QT, T € (O, 1]

Entonces

T
2
I ~ /[(013@ — ¢15%0,0¢(0) + 2C?s3€3x— + C%Q2S2> (xw2)} dt
a =0
0
T

—sa(l)cl/H(t)wg(l,t) dt.

0
Como zw?(z,t) = 0y %2 < ﬁ, podemos concluir en el caso (PFD)

T

I, = —sa(1)e; /e(t)wi(l,t) dt. (95)

0

De (88), (93), (94) vy (95), deducimos directamente que existen dos constantes posi-
tivas C'y s, tal que para toda solucién w de (84) satisface, para toda s > s,

1

T T 1
//ijst dxdt > C’s//ﬁ(t)a(x)wi dxdt
0 00

1

0
1

2
+ s / / 03 (1) w? dudt

a
0 O

- Sa(l)/Q(t)wi(l,t) dt,
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donde C' es una constante positiva que depende de K y ¢; es la constante introducida

en (2.13).
Finalmente, recordemos que v = e *%w y v, = —s0y,e w + e *Pw,. Asi, el
Teorema 2.4 se sigue inmediatamente. |

IMATE-UNAM Junio de 2015



Apéndice B Demostracién de las desigualdades de Hardy-Poincaré 116

Apendice B Demostracion de las desigualdades de Hardy-
Poincaré

Consideramos el caso (i). Fijamos a € (0,1). Puesto que w(0) = 0, tenemos que

/1 a:(;)w2(x) dv = /1 aif) ( / (y*w' (y))y~ " dy>2 de.

Asi que

xT

~ / 2O Jorwr ap) o

0

Aplicando el Teorema de Fubini, se deduce que

/() () da:<—/y|w (/ 1(+C)yd$)d?/' (96)

Ahora, gracias a nuestras hipétesis, existe € > 0 tal que la funcion

— alw) es no creciente en (0, ¢]. (97)
mo'
Reescribiendo
1 1 @)
) a(x
/y [w'(y)] </x1+0‘ d ) dy = L.+ M.+ N,
0 y
donde
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- frree(f224) o
e fomoe( [ 320)

(97) implica que

Cl(l') a(y) o—a—1 —a
\/lera d$ S yo' z d$ < o — O'a(y)y )
y y
se deduce que
1
L. < o) /a(a:)|w’(m)|2 d. (98)
0
Para M., tenemos que
1 [ Yo ) supp gj(a)
Msg—/a w' (y)|?—2— sup(a)e ™ dy < /a WP dw. (99
o AW e dy < TR nPdr. (99)

Para N., procedemos de manera similar y obtenemos

1

< SO [ il @) o (100)

ainf j(a

Usando (98), (99) y (100) en (96), se deduce

/a:(cf)wQ(x) dr < C/a(w)|w’(x)]2 dr. (101)

donde C' es una constante que depende de a, €, ¢ y «. Ahora, si asumimos que la
hipotesis (A1)’ se cumple, es decir

T — alz)

es no creciente en (0, 1],
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entonces, podemos tomar € = 1 en los cédlculos anteriores, y asi M. = N, = 0.
Entonces, usando (98) en (96), con € = 1, se obtiene

1 1

a(x) , 1 12
/?w (x) de < 1 —a)a—0) /a(a:)\w (x)|” du.

0 0

o+1
2

A continuacién, observamos que esta ultima estimacién es éptima para o =

con lo cual obtenemos el resultado que deseabamos.
Ahora consideremos el caso (ii). Fijamos a € (1,0) arbitraria por el momento.

Entonces
[ 2 fornwton ) o

j%uﬂ(m) dmé]%(/y [w'(y)|? dy/y“‘ dy) da.

Entonces, tenemos que

/102;(_?@”2( O/xm (/ Y lw'(y)? dy) da.

0

Asi

Aplicando el Teorema de Fubini, se deduce que

/ aL) 2 dg;<—/y w'(y (/xl(fi dm) dy. (102)

Gracias a nuestras hipdtesis, existe € > 0 tal que la funcion

T — alz) es no decreciente en (0, £]. (103)
xo'

1 Yy
/ya\w’(y)!2 (/ zl(fi dac) dy = I. + J. + K.,
0

0

Reescribiendo
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donde . y
o a(r)
L= [ortwop( [ 45 ) a
0 0
1 € ()
_ al,,/ 2 a\r
&—/yWWM(/ﬁwdod%
€ 0
y

Para J., procedemos de manera similar. Se obtiene

1

1 / 2£a —«
J;sa_a/ﬁ@mmw|wm<@e y

£

1

1
< /a (z)|? dz.
o— e 111f[6 1]
Para K., tenemos que
1 [ al2)
N a(x
Ko< [atwlw P ([ 245 de) ay
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Asi,
1

[l )P dy. (106)

&€

- Sup[g,u(a)

K. <e¢ y
infp. 1)(a)

Usando (104), (105) y (106) en (102), obtenemos

jag>

donde C' es una constante que depende de a, €, 0 y «. Considerando la hipotesis
(A2)’; es decir
a(z)

x — —= es no decreciente en (0, 1],
x

w?(z) dr < C/a(:v)|w’(x)]2 dr, (107)

se concluye que, tomando € = 1 en los calculos anteriores, J. = K. = 0. Aplican-
do (104), con € = 1, obtenemos

1 1
a(xz) 1 / 1|2
w(x) doe < a(x)|w (x)|” d.
| S o < g [a@(e)
0 0
: . s . . o o+1

A continuacion, observe que esta tultima estimacion es éptima para o = con
lo cual obtenemos el resultado que deseabamos. [ |
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