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Introduccion

El objetivo de este trabajo es, como menciona el titulo, trabajar con los V-
anillos, los cuales son anillos tal que sus médulos simples son inyectivos, y con
algunas de sus generalizaciones, como los DV-anillos (débilmente V-anillos) y
los XV -anillos (que son casi como los V-anillos, s6lo que los modulos simples no
deben ser solamente inyectivos, sino X-inyectivos), para lo cual se desarrollara en
un principio teoria, con el fin de que se pueda fundamentar de la mejor manera
posible los resultados obtenidos en la Teoria de los V-anillos.

En el primer capitulo se trata el tema de los anillos, comenzando desde la
definicién de anillo (con uno), siguiendo por subanillos e ideales, y terminando
con los homomorfismos. En el segundo capitulo se aborda el tema de modulos
sobre un anillo R, submo6dulos y homomorfismos entre médulos. Después para
dar maés riqueza a los resultados en los capitulos consecuentes se ven las sumas
y productos de modulos, después de esto, se introducen las sucesiones exactas,
a fin de estudiar la proyectividad e inyectividad de los médulos, esta dltima es
vital para la definicién de los V-anillos. Se sigue con los mddulos artinianos y
neterianos, viendo sus definiciones, sus caracterizaciones y algunos resultados,
ademéas se aprovecha para introducir el zoclo y el radical de Jacobson de un
modulo. Luego, con la intencién de llegar a la dimension de Goldie, la cual
se utiliza para demostrar algunos resultados en la teoria de los V-anillos, se
abordan los temas de anillos semilocales, donde se ve una aplicaciéon interesante
que tiene que ver con los anillos uniseriales (anillos donde se cumple que para
cualesquiera dos ideales siempre uno esta contenido en el otro), ademas se ve el
Teorema de Krull-Schmidt-Remak. Ya con todo esto ahora si se le entraré a los
V-anillos, probando varios resultados, como algunas de sus caracterizaciones y
la relacién que tienen con los anillos Von Neumann regulares, y llegando a sus
generalizaciones antes mencionadas.
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Capitulo 1

Anillos

1.1. Anillos, subanillos e ideales

Definicién 1.1. Un anillo (con uno) es una quinteta (R, +,-,0, 1), donde:

R es un conjunto,

(R,+,0) es un grupo abeliano,

(R,-,1) es un monoide,

Se cumplen las leyes distributivas izquierda y derecha, es decir para cuales-
quiera a,b,c € R se cumple:

a-(b+c)=a-b+a-c.

(b+c)-a=b-a+c-a.

Definicién 1.2. Un anillo conmutativo es un anillo (R, +, -, 0, 1), donde ademas
la operacién - es conmutativa.

Ejemplo 1.1. Z,Q, R, Zy, son anillos conmutativos.

Ejemplo 1.2. M,, es un anillo (en general) no conmutativo con la suma y el
producto de matrices usuales.

Definicién 1.3. En un anillo conmutativo R se dice que a # 0 es un divisor de
cero si existe un b € R, distinto de cero tal que, a - b = 0.

Ejemplo 1.3. Consideremos Z4 entonces tenemos que 2 - 2 = 0 por lo tanto 2
es un divisor de cero en Zg4.

Definicion 1.4. Un dominio entero es un anillo conmutativo que no contiene
divisores de cero.

Ejemplo 1.4. Como vimos en el ejemplo 1.3, Z4 tiene divisores de cero, por lo
tanto no es un dominio entero, pero 7Z si es un dominio entero.
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Definicién 1.5. Se dice que un anillo R es un anillo con divisiéon si todos sus
elementos distintos de cero tienen inverso multiplicativo.

Ejemplo 1.5. Z tiene elementos que no tienen inverso multiplicativo (de hecho
s6lo 1 y —1 tienen inverso multiplicativo en Z), por lo tanto Z no es un anillo
con divisién, en cambio Q si es un anillo con division.

Definicion 1.6. Un anillo conmutativo R es un campo si ademas es un anillo
con division.

Ejemplo 1.6. Q, R y C son campos.

Definicién 1.7. Sea (R, +, -,0, 1) un anillo, un subanillo de R es un subconjunto
S C R tal que (S,+,,0,1) tiene estructura de anillo donde las operaciones son
las restricciones de las operaciones de R.

Proposicion 1.1. Sean R un anillo y S C R entonces S es subanillo de R si y
solo si 1 € S y para cualesquiera a, b € S se cumple quea—be S ya-beS.

Demostracion. Sean R un anilloy S C R.

Supongamos que S es un subanillo de R, entonces por definicién de subanillo
1 € S, ahora, sean a, b € S, por demostrar a —b € S, como S es anillo, entonces
—b € Sy ademas por la cerradura de la suma tenemos que a—b = a+(—b) € S,
por lo tanto a — b € S.

Ahora supongamos que 1 € S y que para cualesquiera a, b € S se cumple
quea—beSya-be S.entoncesa+b=a+—-(-b)€ S, 0=a-acsS O

Definicién 1.8. Sea R un anillo, un ideal derecho (izquierdo) de R es un
subconjunto I C R tal que:
1Hoer
2) Para cualesquiera a, b € I se tiene que a +b € I
3)VaeIsetienequeVre Ra-rel (r-ael)

Si I C R es un ideal derecho e izquierdo, entonces diremos que es un ideal
bilateral.

Observacion 1.1. Si I C R es un ideal tal que 1 € I entonces I = R, por (2) de
la definicién de ideal.

Ejemplo 1.7. {0}, R,y aR = {a-r|a € Rfijoy r € R} son ideales de R.
De hecho este tltimo tipo de ideales que son generados por un sélo elemento
son llamados ideales principales, es decir aR es un ideal principal derecho, Ra
es un ideal principal izquierdo, y en el caso de que R sea conmutativo diremos
simplemente que Ra = aR es un ideal principal.

Ejemplo 1.8. Existen anillos R especiales, que sélo tienen 2 ideales (los trivia-
les) 0 y R, a estos anillos los llamaremos simples.

Proposicion 1.2. Si I C R es un ideal derecho, entonces se tiene que Va € 1
a no tiene inverso derecho.
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Demostracion. Sean I C Ry a € 1.

Por demostrar a no tiene inverso derecho, supongamos lo contrario, es decir,
que a tiene inverso derecho, entonces db € R tal que ab = 1, pero como I es un
ideal y a € I entonces por definiciéon de ideal derecho 1 =ab € [ y como 1 €
entonces R = 1R C I, por lo tanto R = I, contradiccién, ya que I C R. Por lo
tanto a no tiene inverso derecho. O

Observacion 1.2. Los casos donde I C R es un ideal izquierdo o bilateral son
analogos a la proposicién anterior

Observacion 1.3. Con la proposicién y la observacion anterior nos damos cuenta
de que si un ideal I C R es distinto de R entonces I sélo contiene elementos no
invertibles de R.

Observacion 1.4. La interseccion de ideales vuelve a ser ideal, ya que al estar
el cero en todos los ideales va estar en la interseccién, al sumar elementos de la
interseccion obtendremos otro elemento de la intersecciéon ya que en un principio
los elementos estan dentro de un mismo ideal (por la definicién de interseccion),
y por dltimo la multiplicaciéon de elementos de la interseccién por elementos del
anillo seguiran estando en la interseccién ya que estos estan en todos los ideales
que se estan intersectando (por la definicién de ideal). Por otra parte la union
de ideales no necesariamente es un ideal.

Definicién 1.9. Sea R un anillo, un elemento r del anillo se dice idempotente
si 72 =7 -r =r. Es claro que los neutros son idempotentes.

Definicién 1.10. Un conjunto de elementos idempotentes E de un anillo R se
dice ortogonal si para cualesquiera e, f € F distintos se tiene que e- f = 0. Se dice
que dos idempotentes e, f son ortogonales si {e, f} es un conjunto ortogonal.

Definicién 1.11. Un elemento idempotente e de un anillo R se dice primitivo
si e # 0y sise cumple que e = e; +e5 con e, ey ortogonales implica que e; = 0
0 ey = 0.

Definicién 1.12. Un conjunto finito {e1, eq, ..., e, } de elementos idempotentes
de R se dice completo si e; +e3 + ... + ¢, = 1.

Definicion 1.13. En un anillo R se dice que 7 € R es nilpotente si existe algin
entero positivo n tal que "™ = 0, y el menor entero positivo k que satisfaga que
r* = 0 ser4 llamado indice de nilpotencia de r.

Ejemplo 1.9. En Z, tenemos que 22 = 0, entonces tenemos que 2 es un ele-
mento nilpotente de Z4 con indice de nilpotencia 2.
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Definiciéon 1.14. Sean R un anillo e I un ideal bilateral de R, definimos el
cociente R/I, que es otro anillo (anillo cociente), de la siguiente manera:
r+I=7F={r+i|i €I}, yR/I={F| r € R}, conlasuma (r+I)+(r'+1I) =
(r+7r")+1yelproducto (r+1I)-(r'+1I)=rr"+1.
Observemos que 0 = 1.

Ejemplo 1.10. Tomemos el anillo Z y al ideal 2Z = {z € Z| x = 2z p. a. z € Z},
es facil ver que 2Z es un ideal de Z, tomemos z, y € 27Z entonce existen m, n € Z
tal que x = 2m y y = 2n entonces x + y = 2m + 2n = 2(m +n) € 2Z y si to-
mamos un z € Z cualquiera entonces 2mz = xz = zx = 22m = 2zm € 27, por
lo tanto 27Z es ideal de Z, ahora hagamos cociente y obtendremos Z/27 (mejor
conocido como Zs) en el cual s6lo hay 2 elementos Oy 1

Observacion 1.5. Se puede hacer lo mismo con cualquier n natural y obtendre-
mos los conocidos Z,, = {0, 1,..., n—1}

Proposicion 1.3. Todo dominio entero finito es un campo

Demostracion. Sea D un dominio entero finito entonces, basta mostrar que to-
do elemento distinto de cero tiene inverso. Al ser D finito entonces podemos
decir que es un conjunto de n elementos, 0 y otros n — 1 mas, que llamaremos
Z1, 22, ..., Zn_1, tomemos un elemento x € D distinto de cero, entonces tenemos
su tabla de multiplicar 0 = x0 y otros n — 1 elementos de la forma xzz;,donde
de hecho ninguno se repite ya que si existieran m y n tal que zz, = zz,,
Tzm — T2 =0, ©(2m — 2n) =0, 2; — 2, =0, 2,y = 2, y M = n, entonces entre
los n — 1 elementos restantes de la tabla esta el 1, por lo tanto existe un z; tal
que zz; = 1, por lo tanto z tiene inverso multiplicativo, por lo tanto D es un
campo porque es un anillo con divisién y es conmutativo. O

Proposiciéon 1.4. Z, con p primo es campo.

Demostracion. Basta mostrar que Z, es dominio entero, vemos facilmente que
es un anillo conmutativo, asi que basta demostrar que no tiene divisores de cero,
pero esto también es facil ya que 0 = p, supongamos que existe un elemento que
es divisor propio de cero es decir existen @b = 0 = p con @ # p # b, entonces
ab = p, lo cual es una contradiccién, ya que p es primo y por lo tanto no tiene
divisores propios y tomamos @ # p # b, entonces Z, es dominio entero finito y
por lo tanto es un campo. O

Definicion 1.15. Un ideal propio I de un anillo R se dice primo si cumple que
para cualquier par de elementos s,r € R tales que sr € I, entoncess€ I or el

Ejemplo 1.11. Por los resultados antes mostrados podemos ver que en Z, los
ideales del tipo pZ con p primo, son ideales primos.
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1.2. Homomorfismos de anillos

Definicién 1.16. Sean (R,+g, r,0r,1r) ¥ (S,+s,s,0s,1s) anillos, un ho-
momorfismo (morfismo) de anillos es una funcion f : R — S tal que:

1) fla+rb) = f(a) +s f(b)

2) f(a-rb) = f(a) s f(b)

3) f(1r) =15

El nicleo o kernel de un morfismo f es Nuc(f)={r € R| f(r) = 0s}, la
imagen de f esIm(f)={s € S| s = f(r) para algin r € R}, la preimagen de un
elemento s € S la definimos por f~1(s) = {r € R| s = f(r)} y la preimagen de
un subconjunto B C S lo definimos por f~!(B) = Use g f~1(s). En ocasiones nos
interesard solo la imagen de un subconjunto A de R, que se ve como Imy(A) =
{s € S| s = f(a) para algtin a € A}.

Ahora veamos algunas propiedades de los morfismos de anillos

Proposicion 1.5. Sea f: R — S un morfismo de anillos, entonces se cumple
que:
a) f(OR) = 05.
b) Si I es un ideal derecho de S, entonces f~1(I) es un ideal derecho de R.
c) Si I es un ideal izquierdo de S, entonces f~1(I) es un ideal izquierdo de

d) Si I es un ideal bilateral de S, entonces f~1(I) es un ideal bilateral de R.
e) Nuc(f) C R es un ideal bilateral de R.

f) fa—b) = f(a) - (D)

g) Si R es subanillo de R, entonces f(R') es subanillo de S.

h) Si S’ es subanillo de S, entonces f~1(S’) es subanillo de R.

Demostracion. Sea f: R — S un morfismo de anillos

a) Sear € R, f(r) = f(Or +r7) = f(Or) +s f(r), es decir f(r) = f(Or) +s
f(r), por lo tanto f(0r) = Os.

b) Sea I C S un ideal derecho, por demostrar f~!(I) es un ideal derecho de
R. Primero como por el inciso anterior f(0z) = 0g y como Og € I entonces Or €
f71(I). Ahora tomemos a, b € f~(I) entonces f(a+rb) = (f(a)+s f(b)) € I,
ya que f(a), f(b) € I, entonces a + b € f~1(I), ahora tomemos un elemento
r€R, fla-rr) = (f(a) s f(r)) € I, ya que f(a) € I, entonces a-gr € f~1(I).
Por lo tanto f~!(I) es un ideal bilateral de R.

c) Es analogo a b).

d) juntando b) y c) obtenemos el resultado.

e) Nuc(f) lo podemos ver como f~1({0}) por lo tanto es un caso particular
de d). Por lo tanto Nuc(f) C R es un ideal bilateral de R.

f) Como f(0r) = Os, entonces 0 = f(0) = f(1r+r(~1r)) = ls+s f(—1r),
es decir 15 +5 f(—1g) = 0, entonces f(—1g) = —1g, ahora si tomamos a,b € R
entonces f(a —b) = f(a) +s f(=b) = f(a) +s f(—=1b) = f(a) +s f(=1)f(b) =
F(a) +5 (—f(5)) = f(a) - £(b)

g) Sea R’ es subanillo de R, entonces 1g estd en R’ y por definicion de
morfismo 15 € f(R’), ahora tomemos dos elementos a, b € f(R’), por definicién
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de imagen existen m, n € R’ tal que f(m) = ay f(n) = b, entonces a — b =
f(m) — f(n) = f(m +gr (—n)) por definicién de morfismo y f(m +r (—n)) €
f(R)ya-sb= f(m)-s f(n) = f(m-gn) por definiciéon de morfismo y f(m g
n) € f(R'), por lo tanto f(R’) es un subanillo de S.

h) Sea S’ es subanillo de S, entonces 1g € S/, por definicién de morfismo y
preimagen 1z € f~1(S’), ahora tomemos m, n € f~1(S’), veamos que m —n €
171", fm—n) = f(m) — f(n) y f(m)— f(n) € S ya que m,n € f~(S') y
S’ es subanillo, entonces m —n € f~1(S’) ahora veamos que m -gn € f~1(9’),
fm-rn) = f(m)-s f(n)y f(m) s f(n) €S yaquemmne f1(S)y S es
subanillo, entonces m-gn € f~1(S’), por lo tanto f~1(S’) es subanillo de R. O

Ahora veamos algunas propiedades de los morfismos.

Proposicion 1.6. La composicion de morfismos de anillos vuelve a ser un
morfismo de anillos.

Demostracion. Sean f: R — Sy g:S — T morfismos de anillos, mostremos
que go f: R — T es un morfismo de anillos:

i) Sean a, b€ R, go f(a-+rb) = g(f(a+rb)) = g(f(@)+s /(b)) = g(F(a)+r
g(f (b)) =go f(a)+r go f(b) esto gracias a que g y f son morfismos de anillos.

ii) Sean a, b € R, go f(a-rb) =g(f(a-rb)) =g(f(a)-s f(b)) = g(f(a)) T
g(f(b)) =go f(a) 7 go f(b) esto gracias a que g y f son morfismos de anillos.

iii) gof(1r) = g(f(1r)) = g(1ls) = 1 esto gracias a que g y f son morfismos
de anillos.

Por lo tanto la composiciéon de morfismos de anillos vuelve a ser un morfismo
de anillos. O

Definicién 1.17. Un monomorfismo de anillos es un morfismo de anillos f que
es cancelable por la izquierda, es decir, si fog= foh implicag=hcongy h
morfismos de anillos.

Nota: en la teoria de anillos es lo mismo ser un monomorfismo de anillos a
ser un un morfismo de anillos inyectivo.

Ejemplo 1.12. El morfismo f : Z — Z dado por f(r) =r+nconn € Ny
la inclusion de un subanillo R* C Ren R (i : R — R dado por i(r) = r)) son
monomorfismos, por ser inyectivos

Definicién 1.18. Un epimorfismo de anillos es un morfismo de anillos f que
es cancelable por la derecha, es decir, si go f = ho f implica g = h con gy h
morfismo de anillos.

Nota: en la teoria de anillos todo morfismo de anillos suprayectivo es epi-
morfismo, pero no todo epimorfismo es suprayectivo, como la inclusion de Z en

Q.

Ejemplo 1.13. El morfismo natural f : R — R/I dado por f(r) =r +1 es un
epimorfismo, por ser suprayectivo.
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Definicién 1.19. Un isomorfismo de anillos es un morfismo de anillos f que
tiene inverso, es decir, existe f~'morfismo de anillos tal que fof~'y f~lof son
las funciones identidades de los correspondientes anillos. Si existe un isomorfismo
entre dos anillos R y S, entonces diremos que son isomorfos y lo denotaremos
de la siguiente manera R = S.

Nota: en la teoria de anillos es lo mismo ser un isomorfismo de anillos a ser
un morfismo de anillos biyectivo.

Ejemplo 1.14. La funcién identidad f : R — R dada por f(r) = r es un
isomorfismo. Si g : R — S es un monomorfismo entonces R 2 g(R), por ser
biyectivo.

Proposicion 1.7. Sea f: R — S un morfismo de anillos, entonces f es inyec-
tivo si y solo si Nuc(f) = {0}

Demostracion. Sea f : R — S un morfismo de anillos. Primero supongamos
que f es inyectivo, por demostrar Nuc(f) = {0}, como f es inyectiva entonces
el morfismo es uno a uno, entonces la preimagen del 0, mejor conocida como
Nuc(f) consta de un sélo elemento y por la proposicion 1.5 sabemos que f(0) =
0, por lo tanto tenemos que Nuc(f) = {0}. Ahora supongamos que Nuc(f) =
{0} y mostremos que f es inyectivo, supongamos que no, entonces existen r, r’ €
R distintos, tales que f(r) = f(r'), entonces f(r) — f(r') = 0 y como f es
morfismo tenemos que f(r—r') = 0,seaa = r—r', entonces a # 0y a € Nuc(f),
contradiccion ya que Nuc(f) = {0}, por lo tanto f es inyectivo. O

Veamos ahora los Teoremas de isomorfismo de anillos.

Teorema 1.1. (Primer teorema de isomorfismos para anillos)
Sea f: R — S un morfismo de anillos, entonces R/Nuc(f) = Im(f)

Demostracion. Sea f : R — S un morfinismo de anillos, primero el cociente
R/Nuc(f) es un anillo bien definido porque Nuc(f) es un ideal bilateral por la
Proposicion 1.5, ademés por esta misma proposicién sabemos que Im(f) es un
anillo, ahora basta mostrar que existe un isomorfismo entre R/Nuc(f)y Im(f).
Definamos g : R/Nuc(f) — Im(f) como g(r + Nuc(f)) = f(r), veamos que g
estd bien definida, sean r, 7' € R tal que r + Nuc(f) = 7" + Nuc(f), entonces
g(r + Nuc(f)) = g(r’" + Nuc(f)), entonces Ik € Nuc(f) tal que r = v’ + k,
gl + Nue(f)) = f(r) = F(' + k) = F() + F() = F(') = g(r" + Nue(f)).
Veamos ahora que g es morfismo de anillos, sean 7 + Nuc(f), ' + Nuc(f) €
R/Nue(f), g((r+ Nuc(£)) + (' + Nuc(f)) = g((r+7)+ Nuc(f)) = fr+r') =
F()+ ) = g+ Nue(f)) + g(r' + Nuc(f)) y g((r + Nue(£))(r' + Nuc(f)) =
g((r7") + Nuc(f)) = f(rr') = F(r)f() = gl + Nuc(f))g(r' + Nue(f)), por
ultimo g(1 4+ Nue(f)) = f(1) = 1, es decir el uno va a dar al uno, por lo tanto
g es un morfismo de anillos. Veamos ahora la inyectividad, supongamos que
g(r + Nuc(f)) = g(r' + Nuc(f)) entonces f(r) = f(r'), 0 = f(r) — f(r') =
f(r—r"), entonces r —r’ € Nuc(f), por lo que 7'+ Nuc(f) =7+ (r—1')=r =
r 4+ 0 =7+ Nuc(f), por lo tanto g es inyectiva. Por altimo la suprayectividad
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de g es clara ya que todo elemento en Im(f) es de la forma f(r) con r € Ry
vendra justamente de r + Nuc(f). Por lo tanto g es biyectiva, con lo que hemos
obtenido un isomorfismo entre R/Nuc(f) y Im(f). O

Teorema 1.2. (Sequndo Teorema de isomorfismos para anillos)
Sean I un ideal bilateral del anillo R y S un subanillo del mismo, entonces:
i)S+I={z+ylzesS, yel} esun subanillo de R;
it) I es un ideal de S+ I;
ii) SN 1 es un ideal de S;
) (S+1)/I=2S/(SNI)

Demostracion. Sean I un ideal del anillo R y S un subanillo del mismo.

i) Primero como 1 € Sy 0 € I entonces 1 =1+ 0 € S + I, ahora tomemos
dos elementos = +y, ' + 4’ € S + I y los multiplicamos (z + y)(2’ +y') =
xx' +zy +yr’ +yy =z’ + (zy' + yx’ +yy') entonces como za’ € S porque es
cerrado bajo multiplicacion y xy’ +yx’ +yy' € I por la cerradura por elementos
de R que tiene I y la cerradura de la suma de sus elementos obtenemos que
xx' + (zy' +yx’ +yy') € S+1, por lo tanto (z+y)(2'+y') € S+1 y ademas, por
altimo hagamos (z+y) — (' +y) =z+y—a' -y = (z—2")+(y—v') € S+1,
esto gracias a que todos son elementos de R y la suma dentro de una anillo
conmuta, con lo que concluimos que (z +y) — (¢ + ') € S+ I por lo tanto
S + I es un subanillo de R.

ii) Como I se puede ver como 0 + I, entonces es claro que es un ideal de
S + I, ya que para comprobar las propiedades de anillo s6lo hace falta tomar
las que ya tiene I y ponerle un cero al lado, por lo tanto I es un ideal de S + I

iii) Primero tenemos que 0 € S NI ya que estd en ambos por definicion,
ahora tomemos m, n € SNIycomom-+n €Sy m+n € I tenemos que
m+mn € SNI, por tltimo si tomamos un elemento m € SNI y lo multiplicamos
por un elemento s € S, entonces ms € S por su cerradura bajo la multiplicaciéon
y ms € I porque m € I e I es cerrado por elementos de .S, por ser cerrado por
elementos de R, por lo cual ms € SN 1, por lo tanto S NI es un ideal de S.

iv) Ahora tomemos el morfismo natural = : R — R/I y consideremos su
restriccion a S con lo cual obtenemos el morfismo 7y : S — {a + I| con a € S},
es claro que como Nuc(w) = I entonces Nuc(mp) = SNI por ser restriccion a S,
ahora mostremos que {a+1I| con a € S} = (S+1)/I, pero esto es facil ya que si
tomamos un elemento s € S'y « € I notamos que (s+x)+1 = s+ 1 justamente
por la definicion de s+ I, entonces tenemos el morfismo mg : S — (S+1)/I con
Nuc(mp) = S NI, entonces por el primer teorema de isomorfismos tenemos que
(S+1)/I=S/(SNI). O

Teorema 1.3. (Tercer teorema de isomorfismos para anillos)
Sean I y J ideales bilaterales del anillo R tal que I C J, entonces:
i) J/II={j+1|j€ J} es un ideal de R/I;
i) R/J = (R/1)/(J/T)

Demostracion. Sean I y J ideales del anillo R tal que I C J.
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i) Primero como J es ideal de R, 0 € J por lo cual 0 4+ I € J/I, ademas si
tomamos a,b € I tenemos que (a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1€ J/I yaqueJ
es cerrado bajo la suma. Ahora tomemos r+1 € R/I'y j+ I € J/I, entonces
(r+ D +1I1)=rj+1¢€J/I,yaque J es cerrado bajo la multiplicaciéon por
elementos de R. Por lo tanto J/I = {j +I| j € J} es un ideal de R/I

ii) Definamos el morfismo de anillos f : R/I — R/J dado por f(a +I) =
a—+J, veamos que f estd bien definida, para esto, supongamos que a+1 = b+ 1,
esto quiere decir que a —b € I y como I C J, tenemos entonces que a — b € J,
por lo cual a + J = b+ J, con lo cual queda bien definida, ademas es claro que
es morfismo. Ahora Nuc(f) ={a+I|la+J =J}={a+1lac J} = J/I,
entonces tenemos un morfismo de anillos f : R/IT — R/J con Nuc(f) = J/I,
entonces por el primer teorema de isomorfismo de anillos tenemos que R/J 22

(R/D)/(J/T). O

Teorema 1.4. (Cuarto teorema de isomorfismos para anillos o Teorema de la
correspondencia)

Si I es un ideal bilateral del anillo R, entonces la funcion f : S — S/I
determina tiene una correspondencia uno a uno entre el conjunto de todos los
subanillos de R que contienen a I y el conjunto de todos los subanillos de R/1I,
del mismo modo determina una correspondencia uno a uno entre el conjunto de
todos los ideales de de R que contienen a I y el conjunto de todos los ideales
de R/I. La funcion inversa de f es g : Q@ — 7 *Q donde 7 es el morfismo
candnico m: R — R/I.

Demostracion. El teorema de la correspondencia para grupos induce una co-
rrespondencia uno a uno entre los subgrupos aditivos de R que contienen a I y
los subgrupos aditivos de R/I. Debemos mostrar que subanillos corresponden a
subanillos e ideales a ideales. Si S es un subanillo de R, entonces S/I es cerra-
do bajo suma, resta y multiplicacién, esto debido a las definiciones de suma y
multiplicacion de S/I, ademés como 1r € S, por ser subanillo de R, entonces
tenemos que 1z + I € S/I, por lo cual S/I es un subanillo de R/I. Reciproca-
mente, si S/I es un subanillo de R/I, entonces S es cerrado bajo suma, resta y
multiplicacién, ademés se debe cumplir que 1 € S, por lo que S es un subanillo
de R.

Ahora si J es un ideal de R que contiene a I, entonces J/I es un ideal de
R/I, por el tercer teorema de isomorfismos para anillos. Reciprocamente, sea
J/I'unidealde R/I.Sir € Ry a € J entonces (x+1)(r+1) € J/I entonces por
la definicion de producto obtenemos que ar+ I € J/I, por lo tanto para alguna
j € J tenemos que ar — j € I C J, entonces ar € J, andlogamente ra € J y
de la definicion de suma de J/I obtenemos que J es un subgrupo aditivo de R,
por lo cual J es un ideal de R. O



Capitulo 2

Mobdulos

2.1. Moédulos y submédulos

Definicién 2.1. Dado un anillo R. Un R-médulo derecho es un grupo abeliano
(aditivo) M equipado con un un producto por escalares M x R — M dado por
(m,r) — mr, tal que se cumplen las siguientes propiedades:

i) m(rr') = (mr)r’ asociatividad;

ii) (m +m')r = mr + m’r distributividad,;

iii) m(r + ") = mr + my’ distributividad,

iv) m1 = m neutro.

VYm, m’ € M y Vr, v’ € Ry donde 1 € R es el neutro multiplicativo de R.

La definicion de R-moédulo izquierdo es similar, solo se cambia de lado el
producto por escalares del anillo. Si es tanto médulo derecho como izquierdo,
simplemente diremos que es un R-mo6dulo.

Notacién: Si M es un R-moédulo derecho lo denotaremos Mg, v si es un R-
moédulo izquierdo lo denotaremos g M, ademéas en ocasiones a los elementos de
R los llamaremos escalares.

Ejemplo 2.1. i) Todo grupo abeliano (aditivo) es un Z-modulo derecho (e
izquierdo).

ii) Todo espacio vectorial sobre un campo K es un K-moédulo derecho (e
izquierdo).

iii) Todo anillo R es un R-modulo derecho (e izquierdo) sobre si mismo.

Definicién 2.2. Sea Mp un R-moédulo derecho, un conjunto N C M es un
submodulo derecho de M si se cumple que:

i) Op €N

ii) Vny, no € Ny,ny+ny € N

i) V,e RyVne N,nre N

La definicién de submoédulo izquierdo es anéloga, y si no hay confusién con
el lado sélo diremos submoédulo.

Notacion: denotaremos Ngr submédulo de Mg por N < M.

13
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Ejemplo 2.2. i) Tomemos un anillo R entonces todo ideal derecho de R es un
submodulo derecho Rg, y de hecho todo submédulo derecho de Ry es un ideal
derecho de R (andlogamente con los izquierdos).

ii) Ademas VM R-modulo se cumple que Mp y el Og = {0pr} (submoddulo
trivial cero) son submoédulos de M.

Veamos ahora algunos médulos y submoédulos relevantes.

Definicién 2.3. Sea R un anillo, se dice que un R-médulo M es simple si sus
tnicos submodulos son el mismo y el submédulo cero.

Ejemplo 2.3. Zs visto como Z-moédulo es un médulo simple, ya que por cons-
truccion sus tnicos dos submoédulos son él mismo y el submoédulo cero.

Observacion 2.1. De hecho todo campo C' es un modulo simple sobre si mismo,
ya que los tnicos ideales en un campo son el mismo y {O¢}, esto ya que todos
sus elementos, a excepcion del cero, son invertibles, por lo cual no puede tener
submodulos propios distintos del trivial cero.

Definicién 2.4. Dado un anillo R, diremos que un R-médulo derecho M es
ciclico si M = aR con a € M, es decir, M es generado por un sélo elemento.

Ejemplo 2.4. Los ideales principales derechos de R son ejemplos de R-m6dulos
derechos ciclicos.

Definicién 2.5. Sean R un anillo y M un R-mo6dulo derecho, se dice que un
submodulo propio N de M es maximo si se cumple que N es el tinico submoédulo
propio de M que contiene a N.

Definicién 2.6. Sean R un anillo y M un R-modulo derecho, se dice que un
submoédulo propio N de M es mayor si se cumple que VL S M se tiene que
L CN.

Observacion 2.2. Todo submoédulo mayor de Mg es maximo, ya que al contener
a todos los submoédulos propios de M él mismo es el tinico submodulo que lo
contiene, de lo contrario obtendriamos una contradicciéon con la definicion. Méas
atn si N < M es el tnico submoédulo maximo de M entonces N es mayor.

Definicién 2.7. Sean R un anillo, Mg un R-mdédulo derecho y N < M un
submédulo de M, definimos el médulo cociente 45 = {m + N| m € M}, con la
suma (m + N) + (m' + N) = (m +m’) + N y el producto por elementos dela
anillo (m + N)r = mr + N. Notacion: en ocasiones denotaremos m + N por m

Observacion 2.3. % en efecto es un R-moédulo, ya que:

i) si tomamos r, ' € Ry m+N € 4L entonces (m+ N)rr’ = (mr+ N)r'por
la definicion del producto por elementos del anillo en %

i) si tomamos m+N, m'+N € & yr € Rentonces ((m+N)+(m'+N))r =
((m4+m")+N)r = (m+m')r+N = (mr+m/r)+ N = (mr+N)+(m'r+ N) esto
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gracias a las definiciones de suma y producto por escalares de % y el producto
por escalares de M.

iii) si tomamos r, 7' € Ry m+ N € & entonces (m+ N)(r +1') = m(r +
)+ N = (mr+mr')+ N = (mr+ N)+ (mr’ + N) esto aplicando las mismas
propiedades que en el inciso anterior.

iv) por ultimo (m + N)(1) = (m)(1) + N = m + N, esto porque M es
R-mo6dulo derecho.

Proposicion 2.1. Sean M un R-mddulo derecho e I un ideal bilateral de R tal
que MT =0, entonces M es un R/I-mddulo derecho.

Demostracion. Sean M un R-mo6dulo derecho e I un ideal bilateral de R tal que
M1 = 0, consideremos el anillo R/I, mostremos que M es un R/I-mo6dulo con
el producto por escalares M x R/I — M dado por (m,r + I) = mr. Primero
veamos que el producto esta bien definido. Si tenemos que 7+ = s+ I entonces
r —s € I y como tenemos que MI = 0, entonces Vm € M m(r —s) = 0, por
lo que mr = ms, por lo tanto el producto estd bien definido, ademés dado que
M es un R-moédulo y al final de cuentas el producto que estamos dando es el
mismo que tiene como R-moédulo entonces los axiomas de médulo se cumplen y
por lo tanto M es un R/I-modulo. O

2.2. Homomorfismos de médulos

Definicién 2.8. Sean R un anillo y M y N dos R-mo6dulos derechos sobre R,
un R-morfismo de moédulos es una funciéon f : M — N tal que Vm, m € M y
Vr € R se cumplen:

i) f(m+m') = f(m)+ f(m');

ii) f(mr) = f(m)r.

En otros momentos si no hay problema de confusién sobre que anillo se esta
basando el morfismo sélo diremos que es un morfismo de médulos, o morfismo
simplemente. Como en los morfismos de anillos, tenemos que el niicleo o kernel
de un morfismo de modulos f es Nuc(f)={r € M| f(r) = Oy}, laimagen de f es
Im(f)={n € N| n = f(m) para algin m € M}, la preimagen de un elemento
n € N la definimos por f~'(n) = {m € R|n = f(m)} y la preimagen de
un subconjunto L C N lo definimos por f=(L) = Unerf~*(n). En ocasiones
nos interesard soélo la imagen de un subconjunto K de M, que se ve como
Im(K)={n € N| n= f(k) para algin k € K}.

Observacién 2.4. También podemos ver f(a —b) = f(a + (=b)) = f((a) +
(0(=1))) = fla) + f(b(=1)) = f(a) + f(b)(=1) = f(a) — f(b)-

Ejemplo 2.5. i) Tomando dos R-mo6dulos M y N tal que N < M definimos la
inclusiéon como f: N — M por f(n) = n, claramente este es un R-morfismo.

ii) Si tomamos dos R-moédulos M y N podemos hacer el morfismo cero,
0: M — N donde 0(m) = Oy para todo m € M, claramente en efecto es
morfismo.
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Proposicion 2.2. Si f: M — N es un R-morfismo de mddulos, entonces:
a) f(On) = On;
b) Si K < M tenemos que f(K) < N;
¢) Si L < N tenemos que f~'(L) < M;
d) Nuc(f) < M;
e) Im(f) < N.

Demostracion. Sea f: M — N es un R-morfismo de modulos.

a) Oy + f(m) = f(m) = f(m+0xr) = f(m)+ f(0r) por lo que f(0nr) = On.

b) Sea K < M, mostremos que f(K) < N.

i) Como K < M entonces 0y € K y por a) tenemos que f(Op;) = Oy €
F(K).

ii) Tomemos n, n’ € f(K), por definicion de imagen tenemos que existen
m, m’ € K tal que n = f(m) y n’ = f(m'), ahora n+n' = f(m) + f(m') =
f(m+m') ya que f es morfismo, como K < M entonces m+m’ € K y por lo
tanto n +n' = f(m) + f(m') = f(m+m') € f(K).

iii) Tomemos r € Ry n € f(K), por definiciéon de imagen tenemos que existe
m € K tal que n = f(m), ahora nr = f(m)r = f(mr) ya que f es morfismo,
como K < M entonces mr € K y por lo tanto nr = f(mr) € f(K).

¢) Sea L < N, mostremos que f-~(L) < M.

i) Como L < N entonces Oy € Ly como f(0p) = On, por a), entonces
On € f_l(L).

ii) Tomemos m, m’ € f~!(L), por definicién de preimagen tenemos que
existen n, n’ € L tal que n = f(m) y n’ = f(m’), ahora como L < N tenemos
que f(m+m') = f(m)+ f(m') =n+n’ € Ly por definicion de preimagen
concluimos que m +m’ € f~(L).

iii) Tomemos r € Ry m € f~!(L), por definicién de preimagen tenemos
que existe n € L tal que n = f(m), ahora como L < N tenemos que f(mr) =
f(m)r =nr € L y por definicion de preimagen concluimos que mr € f~1(L).

d) Como Nuc(f) = f~1(0n) y Oy < N entonces por c) concluimos que
Nuc(f) < M.

e) como Im(f) =Im(M)y M < M entonces por b) Im(f) < N. O

Proposicion 2.3. Sean R un anilloy f : M — N un R-morfismo de mddulos,
entonces f es inyectivo si y solo si Nuc(f) = {0}

Demostracion. Sean R un anilloy f : M — N un R-morfismo de médulos,
primero supongamos que inyectiva, entonces f~!(0x) tiene un sélo elemento y
como sabemos que f(0pr) = Oy, concluimos entonces que Nuc(f) = {0ar}.
Ahora supongamos que Nuc(f) = {0p}, supongamos que f(a) = f(b) en-
tonces f(a —b) = f(a) — f(b) = On, entonces a — b € Nuc(f) = {0x}, por lo
que a — b =0y, a = b, por lo tanto f es inyectiva. O

Proposicion 2.4. La composicion de morfismos de modulos vuelve a ser mor-
fismo de mddulos.
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Demostracion. Sean f: M — Ny g: N — L morfismos de médulos, mostremos
que go f: M — L es un morfismo de médulos.

i) Sean a, b € M, go fla+x b) = g(fla+ar b)) = g(f(a) +x F(B)) =
g(f(a))+r g(f(b)) =go f(a)+r go f(b) esto gracias a que g y f son morfismos
de modulos.

ii) Sean m € M y 7 € R (g0 f(mr)) = g(f(m)r) = g(f(m))r = (g o f(m))r
esto gracias a que g y f son morfismos de anillos.

Por lo tanto la composicién de morfismos de médulos vuelve a ser morfismo
de moédulos. O

Proposicion 2.5. Sea M un R-mddulo derecho y N < M, entonces la funcion
T M — % dada por 7(m) = m + N es un morfismo de mddulos, cuyo nicleo
es N

Demostracion. Sea M un R-moédulo derecho y N < M, definamos la funcién
m: M — % dada por 7(m) = m + N, mostremos que 7 es un morfismo de
modulos.

i) Sean a, b € M, entonces m(a+b) = (a+b)+N=(a+N)+ (b+ N) =
m(a) + (D), esto gracias a la definicién de la suma de 4.

i) Sean m € M y r € R, entonces w(mr) = mr + N = (m + N)r = n(m)r,
esto gracias a la definicién del producto por elementos del anillo de %

Por ultimo mostremos que Nuc(w) = N, supongamos que m € M es tal que
w(m) = 0+ N, esto quiere decir que m + N =0+ N, por lo que m+0 € N, es
decir, m € N, ademaés si tomamos n € N, 7(n) =n+ N =0+ N por lo tanto
Nuc(m) = N. O

Definicion 2.9. Como en el caso de los morfismos de anillos, un morfismo de
modulos es un monomorfismo si es un morfismo de médulos cancelable por la
izquierda.

Nota: en la teoria de moédulos es lo mismo ser un monomorfismo de modulos
a un morfismo de modulos inyectivo.

Ejemplo 2.6. Son ejemplos de monomorfismos de moédulos:
i)La funcion identidad.
ii) Si N < M entonces la inclusion de N en M dada por i(n) =n

Definiciéon 2.10. También un epimorfismo si es un morfismo cancelable por
derecha.

Nota: en la teoria de mdédulos es lo mismo ser un epimorfismo de médulos
que un morfismo de moédulos suprayectivo.

Ejemplo 2.7. Si N < M, entonces el morfismos 7 : M — % es un epimorfismo
de moédulos.

Definicion 2.11. Por ultimo, un isomorfismo de médulos es un morfismo de
modulos que tiene inverso. Dos R-modulos se dicen isomorfos si existe un R-
isomorfismo f : M — N entre ellos, y lo denotaremos M = N, y denotaremos
a la funcién inversa por f~'que también es un R-isomorfismo.



CAPITULO 2. MODULOS 18

Nota: en la teoria de modulos es lo mismo ser un isomorfismo de modulos
que un morfismo de médulos biyectivo.

Definicién 2.12. Sean R y M un R-moédulo, entonces un endomorfismo a de
mobdulos es un R-morfismo que va de M a M, es decir, o : M — M. Si ademés
« resulta ser un isomorfismo diremos que « es un automorfismo de M.

Ejemplo 2.8. Todo monomorfismo de médulos restringido a su imagen es un
isomorfismo de médulos.

La inclusion siempre es un monomorfismo, el morfismo del cociente siempre
es un epimorfismo y un monomorfismo restringido a la imagen es un isomorfismo.

Teorema 2.1. (Primer Teorema de isomorfismos para mddulos)
Sea R un anillo y f : M — N un morfismo de R-mddulos, entonces
M/Nue(f) 2 Im(§)

Demostracion. Sea R un anilloy f : M — N un morfismo de R-moédulos,
Definamos g : M/Nuc(f) — Im(f) como g(m+ Nuc(f)) = f(m), veamos que g
esta bien definida, sean m, m’ € R tal que m~+ Nuc(f) = m'+ Nuc(f), entonces
g(m + Nuc(f)) = g(m' + Nuc(f)), entonces Ik € Nuc(f) tal que m =m’ + k,
g(m+Nuc(f)) = f(m) = f(m'+k) = f(m')+ f(k) = f(m) = g(m+ Nuc(f)).
Veamos ahora que g es morfismo de moédulos, sean m+ Nuc(f), m’+ Nuc(f) €
M/Nuc(f), g((m+ Nuc(f)) + (m'+ Nuc(f)) = g((m+m") + Nuc(f)) = f(m+
m) = f(m) + f(m') = glm + Nuc(f)) + g(m’ + Nuc(f)) y gmr + Nuc(f)) =
f(mr) = f(m)r = g((m+ Nuc(f))r), por lo tanto g es un morfismo de modulos.
Veamos ahora la inyectividad, supongamos que g(m+Nuc(f)) = g(m’+Nuc(f))
entonces f(m) = f(m/), 0 = f(m) — f(m') = f(m —m’), entonces m —m’ €
Nuc(f), por lo tanto g es inyectiva. Por tltimo la suprayectividad de g es clara
ya que todo elemento en I'm(f) es de la forma f(m) con m € M y vendra
justamente de m+ Nuc(f). Por lo tanto g es biyectiva, con lo que hemos obtenido
un isomorfismo entre M /Nuc(f) y Im(f). O

Teorema 2.2. (Segundo Teorema de isomorfismos para mddulos)
Sean R un anillo y S, T < M, entonces:
a)S+T={s+t|seS, teT} es submddulo de M;
b)SNT es submddulo de M ;

c) (S+T)/T=S5/(SNT).

Demostracién. Sean R un anilloy S, T' < M.

a) Consideremos S+T = {s+t| s € S, t € T}, mostremos que S+ T < M.

i) Como S, T'< M entonces 0 € Sy0e€ T porloque0+0=0€ S+ T.

ii) Sean s+t, '+t € S+ T, entonces (s+t)+ (s +t')=s+t+s +¢ =
(s+8)+ (t+1t) e S+ T, gracias a que todos son elementos de M y como tal
conmutan en la suma.

iii) Sean r € Ry s+t € S+ T, entonces (s + ¢)r = sr + tr esto por la
distributividad que tienen los R-médulos y como S, T' < M entonces sr € S y
tr € T, con lo que concluimos que (s +t)r € S+ T.

b) Mostremos que SNT < M.
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i) Como S, T'< M entonces 0 € Sy 0 € T por loque 0 € SNT.

ii) Sean s, t € SNT, entonces s, t € Sy como S < M tenemos que s+t € S,
usando el mismo razonamiento, obtenemos que s+t € T', por lo que s+t € SNT.

iii) Sean r € Ry n € SNT, entonces como S < M tenemos que nr € S,
usando el mismo razonamiento, obtenemos que nr € T', por lo que nr € SNT.

c¢) Definamos la funcion f : S — M/T dada por f(s) = s+ T, dado que ya
sabemos que 7 : M — M/T es un R-morfismo de mo6dulos (por la proposicion
2.3) entonces f es un R-morfismo de modulos porque lo Gnico que se hace es
reducir el dominio a un submédulo, por lo que las propiedades de R-morfismo
se seguiran cumpliendo, ahora dado que Nuc(w) = T, entonces Nuc(f) = SNT,
y la imagen es Im(f) = {s+T|s € S} = (S+T)/T, entonces aplicando el
primer teorema de isomorfismo obtenemos que S/SNT = S+ T/T. O

Teorema 2.3. (Tercer Teorema de isomorfismos para mddulos)
Sean R un anillo, M, N, L R-mdédulos tales que L < N < M, entonces
M/N = (M/L)/(N/L).

Demostracion. Sean R un anillo, M, N, L R-médulos tales que L < N < M,
definamos el morfismo f : M/L — M/N dado por f(m) = m+ N, ahora veamos
que Nuc(f)={m+ L| m € N} = N/L, ademas Im(f) ={m+ N|me M} =
M /N. Entonces por el primer teorema de isomorfismos de médulos tenemos que
(M/L)/(N/L) = M/N. O

Teorema 2.4. (Cuarto Teorema de isomorfismos para mddulos o teorema de
la correspondencia)

Sea N un submddulo de un R-mddulo M. La funcion S — S/N, deter-
mina una correspondencia uno a uno entre el conjunto de submodulos de M
que contienen a N y el conjunto submddulos de M /N, tiene su inversa que es
T — 7= Y(T), donde 7 : M — /N es el epimorfismo natural.

Demostracion. El teorema de la correspondencia para grupos induce una corres-
pondencia uno a uno entre los subgrupos aditivos de M que contienen a N y
los subgrupos aditivos de M/N. Debemos mostrar que submo6dulos correspon-
den a submodulos, y para esto es suficiente mostrar que si S1/N < S3/N,
entonces S; < S (ya que el reciproco es inmediato). Si € Sj, entonces
x+ N € 5;/N C S3/N, entonces x + N = y + N para algun y € S,. Por
lo tanto x —y € N C S5, y como y € Ss, entonces x € Sy también. por lo tanto
S1 < S,. O



Capitulo 3

Suma y Producto de Anillos y
Modulos.

3.1. Sumandos directos

En el capitulo pasado vimos que la interseccién de médulos es médulo, ahora
veremos otras operaciones que también nos producen moédulos.

Por comodidad, de aqui en adelante denotaremos en algunas ocasiones al
modulo trivial {0} simplemente por 0.

Observacion 3.1. Sabemos que la uniéon de R-mo6dulos no necesariamente es un
R-moédulo, sin embargo si tenemos una cadena de médulos M; C M C ... C M,
entonces la U ; M; es unR-moédulo, ya que U}, M; = M, que es un R-mddulo.

Definicion 3.1. Sean R un anillo y M un R-mdédulo, entonces un A < M es
llamado sumando directo de M si existe B < M tal que A+ B =My ANB = 0,
lo cual se denota por M = A& B.

Observacion 3.2. Si M es un R-mo6dulo, entonces M y 0 son sumandos directos,
yaque M = M@0.

Ejemplo 3.1. Un ejemplo bastante conocido de de sumandos directos se da en
la teoria de espacios vectoriales, ya que si Vi es un espacio vectorial con base
{z1,22,...,2,}, tenemos que Vi = P, z; K.

Definicién 3.2. Sean R un anillo y M un R-mé6dulo, decimos que M es direc-
tamente inescindible si M y 0 son lo Gnicos sumandos directos.

Ejemplo 3.2. Consideremos Zz, sus submodulos son de la forma nZ, con n € N,
entonces tenemos que Zy, es directamente inescindible, ya que Vn,m € N tene-
mos que nm € nZNmZ, es decir, la interseccién de cualesquiera dos submoédulos
no cero de Zz es distinta de cero. Por lo cual los tinicos sumandos directos de
Zyz, son el mismo Zyz y 0.

20
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Definicién 3.3. Sean R un anillo y M un R-moédulo, decimos que M es simple
si M y 0 son lo unicos submoédulos de M, y M # 0.

Claramente todo R-modulo simple es directamente inescindible.

Ejemplo 3.3. Todo K campo es un K-moddulo simple, ya que como todo x € K
es invertible, se tiene que los tnicos ideales de K son el mismo y el ideal cero.

Definicién 3.4. Sean R un anillo y M un R-moédulo, decimos que M es semi-
simple si todo submoédulo de M es sumando directo de M.

Proposiciéon 3.1. Son equivalentes para un R-maodulo M :
1) M es semisimple;
2) M =>{S| S<M,S simple};
8) M = @, ,{Si} para alguna familia {S;}ic; de simples de M.

Demostracion. Sea R un anillo y M un R-modulo.

1) = 2) Supongamos que M es semisimple, si consideramos {S;}icr la
familia de los submdédulos simples de M, entonces todo S; con i € I es sumando
directo de M, entonces como » {S| S < M, S simple} es sumando directo de
M existe un sumando N de M tal que N + > {S| S < M, S simple} = M
y NN {S| S < M, S simple} = 0, pero como Y {S| S < M, S simple} es
una suma de simples, concluimos que N = 0, por lo tanto M = > {S]| S <
M, S simple}.

2) = 3) Supongamos que M = > {S| S < M, S simple}, ahora supon-
gamos que N y L son subméddulos simples de M, como los simples s6lo tienen
dos submoédulos distintos, entonces NN L = N = L en caso de que N = L, o
NNL=0si N #L, por lo tanto la suma Y {S]| S < M, S simple} es directa,
por lo tanto M = @@, ;{S:} donde {S;}ics es la familia de los submodulos
simples de M.

3) = 1) Supongamos que M = P, ;{5;} para alguna familia {S;};cr de
simples de M, entonces todo submédulo de M es una suma directa de submo-
dulos simples de M, es decir, si tomamos N < M entonces existe un subcon-
junto F' C I tal que N = @, {S:}, por lo cual existe otro submédulo de M
N' = @ieI\F{Si}, tal que N+ N' = M y NN N' =0, por lo que N resulta
ser un sumando directo de M, por lo tanto todo submédulo de M es sumando
directo suyo. O

Ejemplo 3.4. Aqui tenemos otra vez el ejemplo de los espacios vectoriales
ya que si Vi tiene base {z;| i € I} entonces Vx = @, ; z;K, ademéis como
todo ;K = K, entonces todo z;K es simple, por lo que Vx = @,_; 2; K es
semisimple.

icl

Proposicion 3.2. Sea R un anillo. La clase de los R-mddulos semisimples es
cerrada bajo submddulos, cocientes y sumas directas, es decir, todo submddulo
de un semisimple es semisimple, todo cociente de un semisimple es semisimple
y toda suma directa de semisimples es semisimple.
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Demostracion. Sean R un anillo y S un R-médulo semisimple.

Primero tomemos M un submédulo de S y tomemos N un submoédulo de
M. Por definicién M es sumando directo de S, por lo cual existe un submédulo
de S M’ tal que M @ M’ = S. Supongamos que N no es sumando directo de
M, entonces tomamos L < M minimo tal que N + L = M, pero NN L # 0,
entonces obtenemos que N + (L+ M’) = S tal que NN(L+ M') # 0, lo cual es
una contradiccion ya que al ser N submodulo M es submoédulo de S, por lo cual
es un sumando directo de S. Por lo tanto todo submédulo de un semisimple es
semisimple.

Ahora supongamos que M es un cociente de S, entonces M es de la forma
S/N. Como S es semisimple entonces existe una familia de R-mo6dulos simples
{Si}icr tal que S = @, Si, entonces tenemos que N = @, S; con F C I,
entonces M = S/N = (B,;c; )/ (@icr Si) = Dicpr s €s decir, M es una
suma directa de simples, por lo tanto M es semisimple.

Por altimo supongamos que {S;}ics es una familia de R-moédulos semisim-
ples, consideremos P, ; S;. Para cada S; con i € I, como es semisimple, existe
una familia de modulos simples {N; };, tal que S; = @jer N;,. Entonces
D, Si = EBieI(@jeJi Ny, ), es decir @,.; S; se ve como una suma directa de

S; es semisimple. O

simples, por lo tanto @,

3.2. Productos y coproductos

Para la construccion de los productos primero recordemos algunos conceptos
de la teoria de conjuntos.

Sea {A;| i € I # 0} una familia de conjuntos, entonces el producto [[;.; A;
de la familia {A;| i € I # 0} es el conjunto de funciones « : I — U;ecrA; con
a(i) € A; Viel.

Notacién.

i) Para ahorrar un poco llamemos a; = a(i), la i-ésima componente de a.

i) (a;) = (a(i)) = a.

Por lo tanto obtenemos claramente que para todas (o), (aj) € J];c; As
tenemos que (a;) = (a}) siy s6lo si Vi € I se tiene que (a; = a}).

Aqui observemos que I no es necesariamente numerable. Si I resulta nume-
rable (I ={1,2,3,...}) entonces usaremos la notacion (ajasas...) = (a;) = a, si
ademaés I resulta finito entonces usaremos (aiasas...a,) = (a;) = a.

Definicién 3.5. Sean R un anillo y {A;| ¢ € I} una familia de R-mdédulos,
definimos entonces el R-moédulo [],.; A; con las operaciones:

suma: sean (a;), (b;) € [[;c; Ai entonces (a;) + (b;) = (a; + b;).

producto por escalares: (a;)r = (a;7).

Si volvemos a reescribir & = (a;) y S = (b;), tenemos entonces que (a +
B)(i) = a(i) + B(i) y (ar)i = a(i)r. Ademés tenemos que (0;) € [[;c; Ai, donde
0; es el cero de A;, es el neutro para la suma de Hiel A;. Para los inversos
aditivos si tomamos o = (a;) € [];c; As entonces —a = (—a;), que claramente
esta en el producto.
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Ya con todo esto es facil ver que [],.; 4; en efecto es un R-médulo.

iel
Definicién 3.6. Sean R un anillo y {A;| ¢ € I} una familia de R-moédulos,
entonces el R-moédulo [[,.; A; es llamado el producto directo de la familia

{Aliel).

Definicién 3.7. Sean R un anillo y consideremos el R-médulo [[,.; A;, diremos
entonces que un elemento (a;) € [];,c; Ai es de soporte finito si el conjunto
{i € I| a; # 0} es finito, aceptando el conjunto vacié como finito.

Observacion 3.3. El conjunto de todos los elementos de soporte finito de [ ], ; As
es un submodulo de [[;.; A;.

Definicién 3.8. Sea R un anillo, si [];.; 4; es el producto directo de la familia
{A;| i € I}, entonces el submoédulo de los elementos de soporte finito de [[,.; 4;
es llamado suma directa externa de la familia {4;| ¢ € I} y es denotado por

[TicrAs.

Observacion 3.4. Es claro que si I es finito entonces [[,.; A; = [[icrAs- ya que
al ser I finito todo (a;) seria de soporte finito.

Consideremos ahora algunos de R-morfismos importantes:
T Hiel A; — A; dado por Fj((ai)) =aj € Aj.
o 1;er Ai = [l Ai dado por o : [[;; Ai — [I;c; As dado por o((a;)) =
(a;), es decir, o es la inclusion de [];; A; en J[,o; As
nj : Aj = [1,e; Ai dado por n;(a;) = a; € [],c; Ai, con
. 0 para 7 # j
a;(i) = { 7

77 b es decir, n; es la inclusion de A; en [].., A;.
a;j para i = j » 1l ien [lies As

Proposicion 3.3. Sean R un anillo y si [[,.; As es el producto directo de la
familia {A;| i € I}, entonces se cumple que:
1) mj y mj oo son epimorfismos
2) n; y oomn; son monomorfismos.
Ida; para k =j
0 para k # j

4) (oomjomj)o(gonjom;) = conjom; y (njomjor)o(njomjoo) =njom;oo.

3) mpooon; =

Demostracion. Sean R un anillo y si [[,.; A; es el producto directo de la familia
{4;|iel}
1) Mostremos que 7; es epimorfismo, sea x € A;, entonces
(a1,az,...a;_1,%,a;41,...) € [[;c; Ai cumple con que
mj((a1,a2,...aj-1, %, a;41,...)) = x, por lo que 7; resulta ser suprayectiva, es
decir, 7; es epimorfismo. Ahora mostremos que m; oo : [[;,o; A; — Aj, para
esto tomemos nuevamente un x € A;, entonces (01, 02,...0;_1,2,0;11,0,0...) €
[1;c; Ai, ademés vemos claramente que es de soporte finito, por lo que
(01,02,...0j-1,2,0541,0,0...) € [],c; Ai y se cumple con que
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mj00((01,02,...05_1,2,0541,...)) = &, por lo que 7; o o resulta ser suprayec-
tiva, es decir, 7; o o es epimorfismo.

2) Mostremos que 7; es monomorfismo, sean z,y € A; tal que n;(x) = n;(y),
por lo que n;(z) —n;(y) = 0 y en particular en la j-ésima entrada tenemos que
x —y = 0, es decir, x = y, por lo que 7; resulta ser inyectivo, es decir, 7; es
monomorfismo. Ahora mostremos que oon; : A; — [],c; As, para esto tomemos
nuevamente z,y € A;, pero esta vez los tomaremos de forma que x # y, ahora
aplicando 7; llegamos a n;(z) y a 1;(y), si les aplicamos o, por definiciéon de
onos quedamos en n;(z) y n;(y), ahora como = # y, entonces n;(z) y n;(y)
tienen la j-esima entrada distinta, por lo que n;(x) # 7;(y), es decir, o o n;
resulta inyectivo, es decir, o o 7); es un monomorfismo.

; ara i =j ara i =j ;
3)Seax€Ajentoncesxnn4 xpr’% j A xprz. J NEG
0 para i # j 0 para i # j
xrpara k=3
p ] , entonces si k # j pues como 7;(xz) = 0 Vi # j, en particular
0 para k # j

la k-ésima entrada den;(x) es cero, ya que j # k, entonces m,(n;(z)) = 0,
entonces 7 o 0 o 7; en este caso es el morfismo cero, ahora si £ = j, tenemos
que la k-ésima entrada de n;(x) es z, por lo que 7 (n;(z)) = x, es decir, en este
caso 7 0 o o1; es la identidad en A;, por lo tanto concluimos que oo 0on; =

IdAj para k = j

0 para k # j
4) sea (a;) € [[;c; As entonces

; ; a; parat =j a; para i =j
(a;) i aj'g i P . ] N P ) ‘7 y ademas
0 para i # j 0 para i # j
. . . para 1 =1 . para 1 =1 ) )
(a;) B gy W PART=I e G PAR TS
0 para i # j 0 para i # j
 parat =7 i para i =j
4 bat ‘Z j 2§ G par Z ] , por lo que concluimos que (o o
0 para i # j 0 para i # j

njomj)o(oconjom) =con;om; .
Ahora tomemos (a;) € [],o; Ai, entonces

(a) % (ar) ay i { GIPARIZT g J GG PARTZT s
/ 0 para i # j 0 para i # j

(a) % (ar) Bay i { PARIZT g J g PARE=T
’ ‘ ’ 0 para i # j 0 para i # j ’

; a; para i =
S i P ) j , por lo que concluimos que (n;omjo0)o(njom;joo) =
0 para i # j

njomjoo0. O

En el sentido categorico, el producto directo de una familia de R-modulos
[I;c; Ai junto con el conjunto de las proyecciones {m; : [[;c; Ai — Ai}ier
cumple con ser un producto para la categoria de los R-médulos, es decir:
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i) TI;c; Ai es un R-modulo.

ii) {m| © € I} es una familia de R-morfismos tal que m; : [[;c; Ai — A;
Vi e I

iii) Para toda familia de R-morfismos {v; : C — A;};er existe un dnico
morfismo v : C — [[;c; Ai tal que v; =m0y Vi€ I.

En el sentido categorico, el coproducto directo de una familia de R-mé6dulos
[1;c; Ai junto con el conjunto de las proyecciones {n; : A; — [l,c; Ai}ier
cumple con ser un coproducto para la categoria de los R-mddulos, es decir:

i) I1;c; Ai es un R-moédulo.

ii) {m| i € I} es una familia de R-morfismos tal que n; : A; — [[;c; As
Vi e I

iii) Para toda familia de R-morfismos {7; : A; — C};cs existe un tnico
morfismo v : [[,c; As = C tal que v; =~yon; Vi I.

Ahora un poco de notacion, si I es un conjunto no vacio y M es un R-mo6dulo
entonces a:

[Tic; Mi, con M; = M Vi € I, 1o denotamos por M’ y

[;c; Mi, con M; = M i € I, lo denotamos por MO,

Entonces decimos que M7 es el producto directo de |I| copias de M y que
M) es la suma directa de |I| copias de M.

Ahora recordando los morfismos 7;, llamemos A’ = 7;(A;), con esto tenemos
que A} = Aj, ya que si I = {1,2,3,...} entonces A} = {(0,...0,a;,0,...)] a; €
A;}, claramente a; est4 en el j-ésimo lugar en (0,...0,a;,0,...).

Proposicion 3.4. Sean R un anillo y {A;| i € I} una familia de R-mddulos,
entonces tenemos que [[,c; Ai = @, Aj donde A; = A} Vi l.

Demostracion. Sean R un anilloy {4;| ¢ € I'} una familia de R-moédulos, enton-
ces por la definicion dada anteriormente de Aj tenemos que ), ; Aj se incluye en
[1;c; Ai- Tomemos ahora un elemento 0 # (a;) € [[;c; As donde a;,, iy, ..., a;,
son los tnicos distintos de cero, es decir, a; = 0 Vi € I\{i1,...,in} ¥ a;; # 0
Vi € {1,2,...,n}, de esto se sigue que (a;) € A} + Aj + ..+ A , entonces
(a;) € Y ,cq Aj, es decir todo elemento de ], ; Aj es elemento de ), ; A, por
lo tanto >, ; A; = [;c; Ai. Consideremos ahora A con j € I'y 37,1 Al
entonces tenemos que si (a;) € A} N Z#iel A}, entonces a; = 0 Vi # j, por
la definicion de A’. y ademés si a; = 0, tenemos que (a;) = 0, con lo cual la
demostraciéon queda completa. O

Definicién 3.9. Sea R un anillo, decimos que una familia de R-mo6dulos {U; }ier
genera al R-mo6dulo M si existe un epimorfismo @, ; U; — M.
Si el conjunto I resulta ser finito diremos que M es finitamente generado.

Ejemplo 3.5. Todo espacio vectorial gV es generado por una suma de copias
de F, es decir, hay un epimorfismo de F() -5 V.

Observacion 3.5. Si Mg es finitamente generado entonces todo submaédulo pro-
pio de Mg esta contenido en un submoédulo maximo de Mg.
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Definiciéon 3.10. Sea R un anillo, decimos que una familia de R-mo6dulos
{Ui}ier cogenera al R-moédulo M si existe un monomorfismo M — [[,.; Us.

Definiciéon 3.11. Diremos que un R-moédulo M es finitamente cogenerado si
se cumplen las siguientes afirmaciones equivalentes:
1) Si existe un monomorfismo f : M — [],.; U;, entonces existe un subcon-
junto finito F' C T tal que M s [Lic; Ui s [I;cr Ui es monomorfismo.
2) Si N;er N; = 0 para alguna familia de submodulos {N; }ier de M entonces
existe un subconjunto finito F' C I tal que N;cpN; = 0.

Ejemplo 3.6. Todo médulo con un namero finito de submoédulos es finitamente
cogenerado.

Definicion 3.12. Sean R un anillo, M un R-médulo y X C M, se dice que X
es una base de M si:
i) Gen(X) =M
ii) X es independiente, es decir, si > ar, =0, implicar, =0Vx € F.
zeF finito

Definicién 3.13. Sea R un anillo, diremos que un R-médulo M es libre si es
isomorfo a alguna suma directa de copias de R, es decir, R = M.

Ejemplo 3.7. Todo espacio vectorial es tiene base y es libre.



Capitulo 4

Sucesiones Exactas

4.1. Sucesiones exactas

Definicion 4.1. Sean M, N, L tres R-médulos derechos,y f: M — N,g: N —

L dos R-morfismos entre ellos, se dice que la sucesion M EEE N—2s1 es
exacta en N si Im(f) = Nuc(g).

Observacion 4.1. Otra forma de dar la definicién anterior es diciendo que

M*f>N*g>L es exacta en N siy sélosi go f = {0} y Nuc(g) C
Im(f).

Notacién: Sean M y N dos R-médulos derechos, entonces 0 : M — N es la
funcion definida por 0(m) = 0, que claramente es un R-morfismo de médulos.

Ejemplo 4.1. Sean M y N dos R-mo6dulos derechos, f : M — N un R-
morfismo de modulos y consideremos el morfismo 0 : {0} — M. Entonces la

sucesion 0 —2> M —L > N es exacta en M si y solo si Nuc(f) = {0}, ya que

Im(0) = {0}.
Consideremos ahora los R-morfismos de médulos f : M — Ny 0: N — {0}.

Entonces la sucesion M R N —2 50 esexactaen N si ysolosi Im(f) = N,

ya que Nuc(0) = N.

Proposicion 4.1. Sean M y N dos R-mddulos derechos y f : M — N un
R-morfismo de mddulos. Entonces:

i) La sucesion 0 L Vs A N es exacta en M siy sdlo si f es inyectiva.

i1) La sucesion M R N—"50 es ezvacta en N si y solo si f es supra-
yectiva.

Demostracion. Sean M y N dos R-moédulos derechos y f : M — N un R-
morfismo de modulos.

27
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i) Supongamos que la sucesion 0 — %M N N es exacta entonces por

ejemplo 4.1 Nuc(f) = {0} por lo tanto f es inyectiva.
Supongamos ahora que f es inyectiva, entonces Nuc(f) = {0} y como
Im(0) = {0}, entonces tenemos que Nuc(f) = {0} = Im(0) por lo tanto la

sucesion 0 —2= M . N es exacta.

ii) Supongamos que la sucesion M N N —250 es exacta entonces por
ejemplo 4.1 I'm(f) = N por lo tanto f es suprayectiva.

Supongamos ahora que f es suprayectiva, entonces Im(f) = N y como
Nuc(0) = N, entonces tenemos que Im(f) = N = Nuc(0) por lo tanto la

., f 0
sucesion M ——= N —— 0 es exacta. ]

Observacion 4.2. Sean M, N, L tres R-modulos derechos, entonces decimos que
la sucesion 0 —>= M ! N—2o7 -0 esexacta si f es inyectiva, g
es suprayectiva y se tiene que I'm(f) = Nuc(g). La exactitud en M y L se
comprueba con la proposicion anterior. y la condicion de que Im(f) = Nuc(g)
nos da la exactitud en NN. Para ahorrar un poco en las siguientes ocasiones
dejaremos de poner 0, a menos de que sea completamente necesario, es decir,
0—2= M ! N—251-"50 seconvertird en

0 M-t N2

L 0.

Definicién 4.2. Diremos que un diagrama M . N conmutasi B(f(m)) =

(o3

B
N/
a(m) Vm € M y diremos que un diagrama M 1 N conmutasi B(f(m)) =

a B

M N
f'(a(m)) Ym € M. En fin diremos que un diagrama conmuta si las distintas
composiciones posibles resultan ser funciones iguales.

Lema 4.1. (lema de los cinco)
Si el siguiente diagrama de R-mddulos y R-morfismos de mddulos conmuta
y tiene renglones eractos

M, I My 2 M3 & My ik M

lgl J/gz lgs \L!M igs
h h h h

Ny —> Ny —25 Ny —2> N, —2 > N;

entonces:

i) Si g2 y ga son inyectivos y g1 es suprayectivo entonces gs es inyectivo;
i1) Si g2 y ga son suprayectivos y gs es inyectivo entonces g3 es suprayectivo;
i11) Si 1,92, g4 Y gs son isomorfismos entonces gs es isomorfismo.
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Demostracion. Sea

M, f1 M, f2 M, f3 M, fa M,

ok k

Ny —— Ny —>> N3 —>> N; —— Nj

un diagrama conmutativo de R-mdédulos y R-morfismos de médulos con
renglones exactos.

i) Supongamos que g2 y g4 son inyectivos y que g; es suprayectivo, tomemos
ms € Ms tal que g3(msz) = 0, mostremos que ms = 0, h3(gs(msz)) = 0 =
94(f3(ms3)), por la conmutatividad del diagrama y el hecho de que cero va a cero,
ahora como gqes inyectiva entonces f(mg) = 0, por lo cual ms € Nuc(fs) =
Im(f2) por exactitud, existe entonces un my € Ms tal que fa(ms) = msy como
g3(m3) = 0 por conmutatividad se tiene que gs(fa(m2)) = 0 = ha(ga(ms2)),
de donde obtenemos que g2(mz) € Nuc(he) = I'm(hq), con lo que existe ny €
N; tal que hi(n1) = go2(mg), ahora como g; es suprayectiva entonces existe
my € My tal que gi(m) = n1, por lo que gy(ms) = by (g1(m1)) = ga(f1(m1)),
esta ultima igualdad por conmutatividad, después de todo esto quiere decir que
mz = f1(mq), con lo cual ms = f2(f1(m1)) = 0 ya que la sucesion es exacta.
Por lo tanto gses inyectiva.

ii) Supongamos que g, y g4 son suprayectivos y que g5 es inyectivo, to-
memos nz € N3, entonces como g4 es suprayectiva existe my € Mytal que
hs(n3) = g4(my), aplicando hy obtenemos que 0 = hy(hz(ns)) = ha(ga(my)) =
95(f1(my)), por la conmutatividad del diagrama, concluimos entonces que f4(my)
0 ya que g5 es inyectiva, entonces m4 € Nuc(fs) = Im(f3) por exactitud, existe
entonces ms € Ms tal que fs(mg) = my, con lo que g4(fz(ms)) = ga(ma) =
hs(ns), entonces por conmutatividad hs(gs(ms)) = hs(ns), entonces como hs
es morfismo obtenemos que n3 — gs(ms) € Nuc(hs) = I'm(hz), existe enton-
ces ny € Ny tal que hg(ng) = ng — g3(m3), es decir, n3 = hg(ng) + gg<m3),
ademds como g, es suprayectiva existe mo € My tal que go(ms) = ns, por
lo que nzg = ha(ga(m2)) + gs(ms) = gs(fa(mz)) + gs3(ms), esta tltima igual-
dad por conmutatividad, finalmente como g3 es morfismo tenemos que nz =
93(fa(ma) +ms) = gs(fa(m2)) + gs(ms), por lo tanto gses suprayectiva.

iii) Supongamos que gi1,92, g4 ¥ g5 son isomorfismos entonces se cumplen
las condiciones necesarias para que se cumplan tanto i) como ii) ya que un
isomorfismo de moédulos es lo mismo que un morfismo de médulos biyectivo, en
fin como se cumplen i) y ii) entonces g3 es inyectivo y suprayectivo, por lo tanto
g3 es un isomorfismo de moédulos. O

Corolario 4.1. Sean A, B, C, A’, B', C' R-mddulos derechos tales que
0 Aal.p_ . ¢ 0y 0 Lo p
son sucesiones exactas y se tiene el siguiente diagrama

c’ 0
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0 A ! B—YsC 0 conmutativo, entonces:
AP
0 ALop oo 0

i) Si a y v son monomorfismos entonces 8 también es monomorfismo;
i1) Si o y v son epimorfismos entonces B también es epimorfismo.
i11) Si o y v son isomorfismos entonces 3 también es isomorfismo.

Demostracion. Sean A, B, C, A’, B’, ¢/ R-mdédulos derechos tales que

0 Atop ¢ 0y 0 A - e 0
son sucesiones exactas y se tiene el siguiente diagrama
0 A ! B—sC 0 conmutativo, para mostrar las impli-
bbb
| U Sy Yy

caciones sblo basta decir que consideramos la identidad 7 : 0 — 0 la cual ob-
viamente es un isomorfismo y entonces i) se debe al inciso i) del lema anterior,
podemos hacer un razonamiento analogo para ii) y por dltimo iii) lo podemos
ver como una consecuencia de i) y ii), ya que como hemos dicho antes es lo
mismo ser isomorfismo de médulos, que morfismo de médulos biyectivo. O

Definicion 4.3. Se dice que el morfismo de R-moédulos f : A — B es nucleo
del morfismo de R-médulos g: B — C si go f = 0 y si existe otro R-morfismo
de moédulos h : D — B tal que g o h = 0 entonces existe un tinico morfismo

h: D — A tal que el diagrama A = B—%s C conmuta. En este caso por

w7

D
notacion diremos que f = nuc(g)

Ejemplo 4.2. Sea g : B — C un R-morfismo de mddulos, consideremos Nuc(g),
y la inclusion ¢ : Nuc(g) — B, entonces i es nitcleo de g, primero claramente
goi = 0 ya que la composicion lo que hace es restringir el dominio de g a Nuc(g),
ahora supongamos que existe otro R-morfismo de modulos h : D — B tal que
g o h = 0 entonces s6lo basta correstringir h a Nuc(g) obteniendo el siguiente

diagrama Nuc(g) + .p-?.¢C ya que si tomamos d € D, h(d) = b para

0
h
hlmk T /

D
alguna b € B, pero como g o h = 0 entonces b € Nuc(g) h(d) = h|N*9)(d) = b
esta bien definido entonces h|N*(9) y el diagrama conmuta.

Definicion 4.4. Se dice que el morfismo de R-moédulos g : B — C' es conticleo
del morfismo de R-médulos f: A — Bsi go f =0y si existe otro R-morfismo
de médulos h : B — D tal que ho f = 0, entonces existe un inico morfismo
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h:C — D tal que el diagrama A I, B—Y5 C conmuta. En este caso por

h
h
D
notacion diremos que g = conuc(f).

Ejemplo 4.3. Tomemos un R-morfismo de moédulos f : A — By el cociente 7 :
B — B/f(A), en este caso 7 resulta ser un conticleo para f, ya que claramente
mo f =0, porque f(A) = Nuc(r), ahora supongamos que existe otro morfismo
de anillos h : B — D tal que ho f = 0, entonces existe un tnico morfismo h :

B/f(A) — D tal que el diagrama A . B¢ conmuta. S6lo definimos

N A
h
3
—_ [ — D [ —
h por h(b) = h(b), que esta bien definido ya que como ho f = 0, h(b) =

b+ f(A)) = h(b) + h(f(A)) = h(D).

Proposicion 4.2. El nicleo de un R-morfismo de mddulos es inico, salvo iso-
morfismo.

Demostracion. Sean g : B — C un R-morfismo de médulos y f : A — B,
h: D — B tales que ambos son niicleos de g, ahora consideremos a f, como h :
D — Bes tal que goh = 0 entonces existe un tnico morfismo h : D — A tal que

. f g . . .
el diagrama A —— B —— C' conmuta. Siguiendo el mismo razonamiento,

w7

D
pero ahora con h, como f: A — Bestal que go f = 0 entonces existe un tinico
morfismo f: D — A tal que el diagrama O

0

Al ¢ conmuta, luego tenemos que fohof = f y que ho foh = h,

N

de esto se sigue que foh = Idy y que ho f = Idp, por lo que h es
isomorfismo.

Proposicion 4.3. El nicleo de un morfismo es monomorfismo.

Demostracion. Sean g : B — C un R-morfismo de médulos y f : A — B el
ntcleo de g, ahora consideremos dos morfismos h: D — Ay b/ : D — A tales
que foh = foh/, entonces tenemos que go foh =0 = go foh’, entonces por la
definicion de ntcleo tenemos que h = A/, por lo tanto f es monomorfismo. [
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Observacion 4.3. Analogamente asi como el nicleo de un morfismo es tnico
y es monomorfismo, se tiene que el coniicleo de un morfismo es tnico y es
epimorfismo.

c 0 f

Observacion 4.4. En la sucesién exacta 0 A B
es nuc(g) y g es conuc(f)

Lema 4.2. (Lema de la serpiente)
Supongamos que el siguiente diagrama de R-mddulos y R-morfismos de mo-
dulos es conmutativo y que los renglones son exactos

M, f1 M, f2 M, 0
L
0 N, M N, 2 N

Entonces existe una sucesion de la forma

Nuc(t]) =2 Nuc(ts) —Z> Nuc(ts) —= Ny /Im(t1) —=> No/Im(ts) ...

No/Im(ts) 2 Ns/Im(ts) donde s(ks) = hy*(ta(fy ' (k3)))+Im(ty), con
ks € Nuc(tg).

Demostracion. En el siguiente diagrama los morfismos /; son inyecciones las j;

son morfismos de conticleo como en el ejemplo 4.3.
g1 92

Nuc(tq) Nuc(ts) Nuc(ts)
I s / I3
f1 2
M, My M; 0
t1 gz t3
0 N I Ny b Ny
Ji J2 Js

Ny /Im(t) =2 No/Im(ts) —2 N3/Im(ts)
Entonces por construccion las columnas resultan ser exactas ya que son
sucesiones como las de la observacion 4.3. Hay que definir los morfismos g;, p;,
1 = 1,2 y probar que la sucesiéon

Nuc(ty) =2 Nuc(ts) —Z> Nuc(ts) —= Ny /Im(t1) —2> No/Im(ts) ...

Ny /Im(ts) LN Ns3/Im(t3) es exacta.

Primero veamos como son los g;. Tomemos k1 € Nuc(ty), entonces t1(k1) =0
y hi(t1(k1)) = 0 = t2(f1(k1) por exactitud y la conmutatividad del diagrama,
concluimos entonces que f1(k1) € Nuc(tz). De la misma manera si tomamos
ky € Nuc(tz), entonces ta(ke) = 0y ha(ta(k2)) = 0 = t3(f2(ks) por exactitud
y la conmutatividad del diagrama, concluimos entonces que fa(k2) € Nuc(ts).
Lo que nos permite definir a ¢g; y g2, de la siguiente manera: g1(k1) = f1(k1)



CAPITULO 4. SUCESIONES EXACTAS 33

y 92(ka) = fa(ke), es decir, que las g; son las restricciones de las f; a Nuc(t;),
ademés por construccion froly =lyog1 y fooly =30 g9, es decir, el diagrama
conmuta en esa zona.

Ahora veamos como son los p;, pues estos se definen de manera natural, es
decir, p1(n1 + Im(t1)) = hi(n1) + Im(t2) con ny € Ny, andlogamente py(ns +
Im(t2)) = ha(ng) + Im(ts) con ng € Na. Notemos ademds que por construccion
p1oj1=j20h1yp2oji=jsohs.

Veamos que si definimos s(ks) = hy ' (t2(f;5 ' (ks))) + Im(t1) entonces s esta
bien definido. Tomemos k3 € Nuc(t3) C Ms, entonces existe mo € M tal que
fa(mg) = k3, por la exactitud del renglon, de donde hao(ta(me)) = t3(fa(ms)) =
ts(ks) = 0 por la conmutatividad del diagrama, lo cual implica que t3(mg) €
Nuc(hg) = Im(hy) por la exactitud. Por lo que existe n; € Ny tal que t2(mg) =
hi(n1), entonces vemos que podemos definir s(k3) = ny + Im(¢1), con hy(ny) =
ta(ma) y fa(ma) = ks, que se puede reescribir como s(ks3) = hl_l(tz(fé_l(kg))) +
Im(ty). Ahora si m}, € My es tal que fa(mh) = k3 = fa(ms), entonces mq —
mbh € Nuc(fz) = Im(f1), luego mg — mh = fi1(mq), con my € M, ademas,
ha(ta(mb)) = t3(f2(mh)) = t3(ks) = 0, de donde ta(mb) € Nuc(he) = Im(hy),
por lo que existe n} € Njtal que to(mf) = hq(n}). Entonces restando resulta 0 =
ta(ma) — ta(my) = hi(n1) — hi(n) = hi(ni —nq) = ta2(fi(mi)) = ha(ti(ma)),
pero como hjes inyectiva entonces ny — nj = t1(my) € Im(ty), con esto se
muestra que s esta bien definida.

Ahora hay que ver las exactitudes:

i) Tomemos g1(k1) € Im(g1), con k1 € Nuc(t1), entonces ga(g1(k1)) =
92(f1(k1)) = fa(fi(k1)) = 0, gracias a la conmutatividad del diagrama, con
lo que concluimos que I'm(g1) € Nuc(gs). Tomemos ahora ks € Nuc(gs), con
ko € Nuc(tz), entonces ga(k2) = 0 = fa(ka), por lo que ko € Nuc(fz) = Im(f1),
de donde ko = f1(k1), con k; € M;. Ahora si mostramos que k1 € Nuc(ty),
entonces ka = g1(k1) € Im(g1), con lo cual tendriamos Nuc(gz2) C Im(gi).
Tomemos hy(t1(k1)) = ta(f1(k1)) = ta(ke), pero como h; es inyectiva, entonces
t1(k1) = 0. Por lo tanto Im(g1) = Nuc(gz).

ii) Tomemos k3 = ga(ko) € Im(gs), con ko € Nuc(ty) C My, ya antes vimos
que go(ka) = fa(kz), luego en la definicién de s podemos tomar ms = ko, en-
tonces ta(mg) = 0 = hi(n1), pero como h; es inyectivo, tenemos que n; = 0, de
esta manera s(ks) = 0+ Im(t1), por lo que I'm(g2) C Nuc(s). Reciprocamente,
tomemos ks € Nuc(s) C Nuc(ts), entonces ny € Im(ty), tomemos my € M tal
que ny = t1(mq), luego hq(t1(mq)) = ta(ms), con fo(mso) = ks, resulta entonces
que, ta(mz) = t2(f1(my)) con lo cual ky = mg — f1(m1) € Nuc(ta). De esto
obtenemos que fa(k2) = fa(ma2 — fi(m1) = fa(m2) — f2(fi(m1)) = fa(m2) -0 =
f2(msz) = k3, por la exactitud, con lo que concluimos que k3 = go(k2) € Im(ga2),
ya que g2(ka) = fa(ks). Por lo tanto Im(g2) = Nuc(s).

iii) Tomemos ahora ny + Im(t1) = s(ks) € Im(s) con k3 € Nuc(ts), enton-
ces pi(n1 + Im(t1)) = hi(n) + Im(t2) = ta(mz2) + Im(t2) = 0+ Im(t2), ya
que ta2(mz) € Im(tz), con lo que concluimos que Im(s) C Nuc(py). Tomemos
ny + Im(t1) € Nuc(p1), con ny € Ny, entonces hi(ny) + Im(tz) = 0+ Im(tz),
por lo que hl(nl) S Im(tz), de donde h; (nl) = tg(mg) con mo € Ms. Sea k3 =
fg(mg), pero notemos que tg(kg) = tg(fg(mg)) = hg(tg(mg)) = hg(hl(’/h)):o,
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gracias a la conmutatividad del diagrama y a la exactitud del renglén, con-
cluimos entonces que k3 € Nuc(t3), con esto s(ks) = ny + Im(t1), por lo que
Nuc(pr) C Im(s). Por lo tanto Im(s) = Nuc(py).

iv) Tomemos p1(ny + Im(t1)) € Im(p1), con ny € Ny, entonces pa(p1(n1 +
Im(tl))) = pg(hl(nl) + Im(tg)) = hg(hl(nl)) + Im(tg) =0+ Im(tg), es decir,
Im(p1) € Nuc(pz). Reciprocamente, sea ng + Im(tz) € Nuc(pz), con ng €
N,, entonces ha(ng) € Im(ts) y existe mg € Mj tal que ho(ng) = t3(ms),
como fy es suprayectivo existe entonces ms € My tal que fo(ms) = ms, luego
ha(ng) = ts(fa(msz)) = ha(ta(ms)) por conmutatividad del diagrama. Esto nos
da que ng — ta(ms) € Nuc(he) = Im(hy) por exactitud del renglon, con lo cual
ng—ta(msg) = hi(n1), con ny € Ny, de lo que resulta que no—hi(ny) = ta(me) €
Im(t3), por 1o que na + Im(ts) = by (n1) + Im(tz) = pi(n1 + Im(t1)) € Im(pr),

con lo que obtenemos que Nuc(pz) C Im(py) y por lo tanto Im(p1) = Nuc(ps).

Con esto queda demostrado el lema. O
Definicion 4.5. Una sucesion exacta 0 A ! B—2sC 0 de
R-moédulos

i) Se escinde por izquierda si existe un R-morfismo de médulos o : B — A
tal que avo f = Ida;

ii) Se escinde por derecha si existe un R-morfismo de moédulos 5 : C — B
tal que go 8 = Idc;

iii) Se escinde si se escinde por ambos lado.

Proposicion 4.4. Sea 0 A ! B—2sC 0 wuna sucesion exac-
ta entonces son equivalentes:

i) la sucesidn se escinde por izquierda

i) B= f(A)P C’ donde C" = C

i11) la sucesion se escinde por derecha
Demostracion. Sea 0 A ! B—2sC 0 una sucesion exacta de
R-moédulos.

i) = ii) por hipotesis tenemos que existe v : B — A tal que uo f = Ida,
mostremos ahora que B = f(A)@ Nuc(u), tomemos b € B, entonces b rs

u(b) EN Fu(d)) ¥ u(f(u(b))) = u(d) ya que uo f = Ida, tenemos entonces que
u(f(u(d)) —b) = u(f(u(d))) —u(db) =0, por lo que b— f(u(b)) € Nuc(u), de esta
manera b € Nuc(u)+ f(u(b)) C Nuc(u)+ f(A), por lo tanto B C f(A)+Nuc(u).
La otra contencién es inmediata ya que f(A) C By Nuc(u) C B, por lo que
f(A)+Nuc(u) C B, por lo tanto B = f(A)+ Nuc(u). Ahora veamos que la suma
es directa, Tomemos z € f(A) N Nuc(u), entonces z = f(a) para algin a € A
y u(x) = 0, entonces tenemos 0 = u(x) = u(f(a)) = a, por lo que a = 0 lo que
implica que 0 = f(0) = f(a) = z, entonces z = 0, por lo que f(A) N Nuc(u) =
0, por lo que la suma es directa, por lo tanto B = f(A)& Nuc(u). Ahora
solo falta mostrar que Nuc(u) = C, veamos que g restringida a Nuc(u) es

. . ‘s f g
una biyecciéon, como la sucesién 0 A B

C 0 es exacta,
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tenemos entonces que C' = g(B) = ¢g(f(A) @ Nuc(u)) = g(f(A)) + g(Nuc(u))
y como g o f = 0,entonces C = 0 + g(Nuc(u)), con lo que concluimos que C' =
g(Nuc(u)), por lo cual g nye(u) : Nuc(u) — C es suprayectivo; veamos ahora que
es inyectivo, tenemos que Nuc(g| Nuc(w)) = Nuc(u)NNuc(g) = Nuc(u)N f(A) =
0, por la exactitud de la sucesion, entonces Nuc(g|nuc(w)) = 0, por lo cual es
inyectivo, por lo tanto g|nyc(u) €s biyectivo, es decir, Nuc(u) = C, por lo tanto
B = f(A)@ C’ donde Nuc(u) =C" = C.

ii) = iii) Como por hipétesis B = f(A) @ C’ donde C' = C, podemos con-

siderar la sucesion exacta 0 — > A — % FAPC' L C—>0, mos

tremos que existe v : C — f(A)@ C’ tal que g o v = Ide, consideremos en-
tonces g~ | : C — C' la inversa de la restriccién de g a C’ y la inclusion
i:C" — f(A)PC’, lamemos v = i o (g|cr) "' y mostremos que gov = Idc.
Tomemos z € C, entonces tenemos que gov(z) = g(v(x)) = g(io(glc/) 1 (z)) =
g(i(g71(x))) = g(g~(z)) = z, por lo que g o v = Idc. por lo tanto la sucesién
exacta se escinde por la derecha.

ili) = 1) Supongamos que la sucesion 0 A-t.p ¢ 0,

es decir, existe v : C' — B tal que g o v = Id¢, veamos que B = f(A) P v(C),
tomemos b € B, entonces big(b)gv(g(b))ﬁ)g(v(g(b))) = g(b) ya que gov =
Ide, tenemos entonces que g(v(g(b)) — b) = g(v(g(d))) — g(b) = 0, entonces
v(9(5))) — b € Nue(g), por lo cual b € v(g(b)) + Nue(g) = v(g(8)) + f(A) ya
que la sucesion es exacta, concluimos entonces que b € I'm(v) + Im(f), es decir,
B C f(A) +v(C), la otra contencion es clara ya que f(A) C By v(C) C B,
por lo que f(A)+v(C) C B, por lo tanto B = f(A) 4+ v(C). Ahora hay que ver
que la suma es directa, para eso tomemos = € f(A) Nv(C), entonces tenemos
que f(a) = x = v(c) para alguna a € A y alguna ¢ € C y ademaés tenemos
que g(x) = 0, porque = € f(A) = Nuc(g) gracias a la exactitud de la sucesion,
entonces Idco(c) = g(v(c)) = g(x) = 0, por lo que la suma en efecto es exacta.
Por dltimo definamos w : f(A)+v(C) — A dado por u(z) = u(f(a)+v(c)) = a,
entonces con esta definicién v o f = Ida, por lo que la sucesiéon se escinde por
izquierda. U

Observacion 4.5. Dada la proposicion anterior, podemos decir que una sucesion

exacta 0 A ! B2

lado.

C 0 se escinde, si se escinde por algin

Proposicion 4.5. A es sumando directo de M si 0—=A—"> M sees-
cinde

4.2. Proyectivos e inyectivos

Definicién 4.6. Un R-mddulo P es proyectivo si toda sucesion exacta

0 A ! B—2-p 0 se escinde.

Ejemplo 4.4. Los R-mddulos libres son proyectivos.
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Proposicion 4.6. Sea R un anillo, son equivalentes para un R-mddulo P:
i) P es proyectivo.

ii) Para toda sucesion exacta 0 A ! B—scC 0 y todo

R-morfismo h : P — C existe un R-morfismo h : P — B tal que el siguiente
diagrama conmuta

P
/lh
f h
0 A B—2s0C 0

Demostracion. Sea R un anillo y P un R-modulo.
i) = ii) Consideremos el siguiente diagrama
P donde el segundo renglén es exacto y

lh
f g

0 A B C 0 B
P es un moédulo proyectivo. Mostremos que existe una funcién h : B — @ tal
que el diagrama

P conmuta, primero consideremos el R-
/ lh
f gh
0 A B C 0

modulo BE P y las proyecciones 7 : B P — B, np : B P — P para con
ellas obtener el R-médulo Nuc(hmp — gwg), que en efecto es un R-mddulo por
ser el nacleo de un R-morfismo, hagamos la inyeccion, ¢ : Nuc(hnp — gnp) —
B@ P, entonces definimos ¢ = wp oi: Nuclhrp —gng) - Py ¢ =7wgoi:
Nuc(hmp — gmp) — B tal que el siguiente diagrama conmuta

Nuc(hrp — gnp)

S

B P h
/
0 A ! B d C 0
Ahora veamos que el cuadrado
Nuc(hrp — gnp) —f . P conmuta, es decir, h oy =
P h
B J C

g o. Tomemos un & € Nuc(hmp — grg) entonces por un lado = % 7p(z) N

h(mp(x)) y por el otro x AN mp(x) ¥ g(rp(x)) y como x € Nuc(hrp — grp)
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entonces (hmp — grp)(z) = 0, es decir, h(wp(z)) = g(7wp(x)), por lo tanto el
cuadrado conmuta. Ahora veamos que ¢ es suprayectiva, tomemos m € P, si le
aplicamos h llegamos a h(m) € C, ahora como g es suprayectiva tenemos que
existe b € B tal que g(b) = h(m), por lo cual h(m) — g(b) = 0, es decir, (b,m) €
Nuc(hmp — gmp), y es tal que ¢((b,m)) = m, por lo tanto ¢ es suprayectiva,
entonces basta completar el renglén superior con el nicleo de ¢ para obtener el
siguiente diagrama conmutativo con los renglones exactos

0 —— Nuc(p) —Ni(]\guc(th —grp)——=P——>0
uc(p

P, b

! g

0 A B C 0

Ahora como por hipotesis P es proyectivo, tenemos que ¢ se escinde, es decir,
existe 8 : P — Nuc(hmp — grp) tal que p o 8 = Idp. Por dltimo mostremos
que g o o = h, consideremos g o ¢ o 3, pero como h o ¢ = g o 1), entonces
goyofB=hopof3, pero como ¢of = Idp, entonces howo =holdp =h,
entonces definiendo h = h o 3, obtenemos una funcién tal que el diagrama

P conmuta.
b
f gh
0 A B C 0
ii) = i) Supongamos que P es proyectivo, consideremos el siguiente dia-
grama P , con el segundo renglén exacto y
|
0—=A—TLsB2op 0 )
1 : P — P el morfismo identidad, ahora por hipoétesis existe i : P — B tal que
el siguiente diagrama conmuta P
£l
f g
0 A B P 0
entonces ¢ : P — B hace que la sucesién exacta se escinda, por lo que P
resulta proyectivo. O

Proposicion 4.7. Sean R un anillo y P, y P2 R-mddulos, entonces Py y Po
son proyectivos si y solo si Py @ Ps es proyectivo.

Demostracion. Sean R un anillo. Tomemos P; y Po dos R-médulos proyectivos.

Sea

0 A ! B g P, p P, —— 0 una sucesion exacta. Ahora con-

sideremos los R-morfismos g|™* : B — P, y g|> : B — P, con los cuales
podemos construir las sucesiones exactas:

Py
0 Al L B d Pl 0 y

Pa
0 As f2 B i P 0, donde A; y Ay estan definidas de

tal manera que las sucesiones son exactas (en particular podemos tomar los
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nucleos), ademaés las tenemos que las sucesiones se escinden gracias a que P; y
P, son proyectivos, sean entonces 5, : Py — By (82 : P, — B las escisiones y
definimos 8 : P @ P, — B que es inducida justamente por 1 y 82, con lo cual
obtenemos que la sucesiéon

0 A ! B g P, P, —— 0 se escinde, por lo tanto P, @ P>

es proyectivo.
Para el regreso solo basta tomar cualquier sucesion exacta de la forma

0 A ! B g P, & P, —— 0 lacual, como P; @@ P, es proyec-

tivo, se escinde, es decir, existe 5 : Py @ P» — B, s6lo basta tomar las restric-
ciones a P, y P, para obtener las escisiones deseadas con lo cual obtenemos que
P; y P son proyectivos. O

Como corolario a esta proposicién tenemos que toda suma directa finita de
R-moédulos es proyectiva si y s6lo si cada sumando lo es.

Definicién 4.7. Un R-mdédulo @ es inyectivo si toda sucesion exacta

f g

0 Q B C 0 se escinde.

Ejemplo 4.5. Los espacios vectoriales son inyectivos.

Proposicion 4.8. Sea R un anillo, son equivalentes para un R-mddulo Q:
i) Q es inyectivo.
it) Para toda sucesion exacta 0 A j B—21sC 0 y todo
R-morfismo h : A — Q existe un R-morfismo h : B — Q tal que el siguiente
diagrama conmuta

0 A B

Demostracion. Sean R un anillo y @ un R-moédulo.
i) = ii) Consideremos el siguiente diagrama
f g

0 A B C 0, con el primer renglén exacto y @ in-
|
Q
yectivo. Mostremos que existe una funciéon h : B — @ tal que el diagrama
0 A ! B—YsC 0 conmuta, primero consideremos @ x By
lh/
h
Q

las inclusiones ig : @ — @ x B, ip : B — @ x B y hagamos la proyec-
cibn, 7 : Q@ x B = @ x B/(ig o h-ip o f)(A), entonces definimos v : @ —
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QxB/((igoh—ipof)(A)yB:B—=QxB/((igoh—ipo f)(A)) tal que el
siguiente diagrama conmuta

0 A ! B d C 0
/
h QxB
> Q x B/((igoh—ipo f)(A))
Primero veamos que el cuadrado
A ! B conmuta, tomemos un
h B

Q ———Q x B/((iq Oh—ZBOf)(A))
)

elemento a € A, entonces a > f(a) & (0, f(a)) % [(0, f(@)] y a &% h(a) /3
(h(a),0) > [(h(a),0)] y como [(0, f(a)] = [(k(a),0)] concluimos que el cuadro
en efecto conmuta.

Ahora veamos que 7 es inyectivo, tomemos x € Q tal que y(x) = [0] entonces

por conmutatividad tenemos que z ~% (x,0) = [(x,0)] entonces por la construc-
cién de 7 tenemos que (z,0) € (ig o h —ip o f)(A), entonces existe a € A tal
que (z,0) = (igoh—ipo f)(a) = (h(a), f(a)), de aqui obtenemos que h(a) =z
y f(a) = 0, pero como, por hipoétesis, f es inyectivo, nos resulta que a = 0, por
altimo tenemos que z = h(a) = h(0) = 0, es decir obtenemos que si v(z) = [0]
entonces x = 0, por lo que v es inyectivo, con lo que agregando el conticleo de
y llamado @ x B/((ig o h —ip o f)(A)) = M nos resulta el siguiente diagrama

conmutativo
f g

0 A B C 0 y como por hipé-
/
h QxB
0 &> M/y(Q) —=0

tesis @ es 1nyect1v0 entonces obtenemos que 7 se escinde, por lo cual podemos
obtener un R-morfismo o : Q@ x B/((igoh—igo f)(A)) — Q tal que cwoy = Idg.
Ahora solo basta ver que h = aofo f, pero oo f =aoyoh =Idgoh=h,
gracias que o f = voh y que « es escision de . Por lo tanto definiendo
h = a0 3 tenemos que el diagrama
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0 A-t.p . ¢ 0 conmuta.
l"/
3
Q
ii) = i) Tomamos la sucesion exacta 0 Q . %.¢ 0

y el morfismo identidad 7 : Q — @ entonces por hipétesis existe una funcién
i: B — @ tal que el siguiente diagrama conmuta

0 Q-—t-p-2-c 0
Q
entonces con i : B — @Q la sucesion 0 Q ! B—sC 0 se
escinde, es decir i o f = Idg, por lo que Q resulta inyectivo. O

Lema 4.3. (lema de Baer)

Sea R un anillo, son equivalentes para un R-mddulo Q):

i) Q es inyectivo.

it) Para todo ideal I de R y toda funcion f : I — @ existe una funcion
f: R — Q tal que el siguiente diagrama conmuta

0—=T—>R

%

Demostracion. Sean R un anillo y @ un R-moédulo.
i) = ii) Es claro ya que todo ideal de R se puede ver como un R-modulo y
solo falta falta completar la sucesion con R/I y 0, entonces conseguimos la su-

cesion exacta 0 I—sR % R/f(I) —= 0, entonces por la propo-

sicién anterior, entonces para toda funcién f : I — Q existe una funcién f : R —

Q tal que el siguiente diagrama conmuta 0 I—>R—5R/f(I)——=0
f _
b7
Q

ii) = i) Consideremos el siguiente diagrama 0 —> A ——= B con i in-

|

Q
yeccion. Consideremos S = {(D, fp| A < D < By fp extiende a f}, para S
definimos el orden (X, f;) < (Y, f,) siy solosi X <Y y fx = fyr|x, este
orden resulta ser un orden parcial. Sea C = {(D;, fp,)}ier una cadena de S.

Consideramos (D', f},,), donde D' = U;e1D; y f5y = Uier fp,. Por construccion
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(D', f15/) es cota superior de C, por lo cual a S se le puede aplicar el lema de
Zorn, entonces existe (M, g) un elemento méaximo en S. Sélo falta mostrar que
M = B. Supongamos que no, entonces podemos encontrar un z € B\M y po-
demos considerar T' = {r € R| xr € M}, el cual es un ideal de R. Definamos
a: T — Q tal que a(r) = g(rx) entonces por hipotesis existe g : B — @ tal que

el diagrama 0 ——1T —' > B conmuta. Ahora definamos g:M+2R — Q
Q
dado por g(y + zr) = g(y) + o(r) donde y € M y r € R, observamos que cla-

ramente g < g (con el orden antes dado), pero esto es una contradiccioén con la
condiciéon méxima de g, por lo tanto M = B y se obtiene que a f = g que hace

que el diagrama 0 —— A —"> B conmute, por lo tanto Q es inyectivo. [

d

Q

Proposicion 4.9. Sean R un anillo y Q1 y Q2 R-mddulos. Entonces Q1 y Q2
son inyectivos si y solo si Q1 P Q2 es inyectivo.

Demostracion. Sean R un anillo. Tomemos @) y Q2 dos R-mddulos inyectivos.
Sea

0—=Q:1 P Q2 ! B—sC 0 una sucesion exacta. Ahora con-

sideremos los R-morfismos f|g, : Q1 = By flg, : @2 — B con los cuales
podemos construir las sucesiones exactas:

1l
Q1 g1 01 0 ¥

0 @1 B

floy .
0 Q- 2 g Cs 0, donde C; y Cs (en particular pode-

mos tomar los condcleos) estan definidas de tal manera que las sucesiones son
exactas, ademaés las tenemos que las sucesiones se escinden gracias a que @)1 y
()2 son inyectivos, sean entonces o : B — Q1 y as : B — Q2 las escisiones y
definimos a : B — Q1 P Q2 que es inducida justamente por a; y s, con lo
cual obtenemos que la sucesion

00— Q1P Q: ! B—1sC 0 se escinde, por lo tanto Q1 € @2
es inyectivo.
Para el regreso solo basta tomar cualquier sucesion exacta de la forma

0— Q1P Q2 ! B—1s¢C 0 la cual, como Q1P Q2 es in-

yectivo, se escinde, es decir, existe « : B — Q1 @ Q2, solo basta tomar las
correstricciones a 1 y (2 para obtener las escisiones deseadas con lo cual ob-
tenemos que )1 y @2 son inyectivos. O

Como corolario a esta proposicién tenemos que toda suma directa finita de
R-moédulos es inyectiva si y s6lo si cada sumando lo es.
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Definicion 4.8. Sean R un anillo y M un R-mo6dulo, un submodulo A de M es
llamado superfluo en M si VN < M se tiene que: A+ N = M implica N = M.
denotaremos que A es superfluo en M por A < M.

Nota.- Decimos que ideal I es superfluo en un anillo R si lo es en el sentido
de submodulo.

Proposicion 4.10. Sean R un anillo y L, N, M tres submddulos tales que
L<NyN<KM, entonces L < M.

Demostracion. Sean R un anillo y L, N, M tres submodulos tales que L < N
y N < M, sea U < M un submédulo de M tal que L +U = M, ahora como
L < N, tenemos que L+U < N+ U, y como tenemos que N < M, concluimos
que U = M, por lo tanto L < M. O

En otras palabras los submédulos de submédulos superfluos son superfluos.

Definicién 4.9. Sea R un anillo y M un R-mo6dulo, un submédulo E de M
es llamado esencial en M si VN < M se tiene que: EN N = 0 implica N = 0.
denotaremos que E es esencial en M por E <., M. Ademés en estas condiciones
diremos que M es extension esencial de E.

Nota.- Decimos que ideal I es esencial en un anillo R si lo es en el sentido
de submodulo.

Definicién 4.10. Sea R un anilloy « : N — M un R-morfismo de médulos,
entonces decimos que « es esencial si Im(a) <.s M.

Observacion 4.6. Sea R un anillo y M un R-médulo, un submédulo F de M,
entoncesE <., M siy sélo si VN < M, N # 0 implica (ENN) # 0.

Ejemplo 4.6. 2Zes un modulo esencial en Z ya que 0 # 2n € 2Z N nZ. En
general tenemos que nZ es un médulo esencial en Z.

Proposicion 4.11. Sean R un anillo y L, N, M tres submddulos tales que
L<.sNyN<.s M, entonces L <.s M.

Demostracion. Sean R un anilloy L, N, M tres submoédulos tales que L <.4 N
y N <gs M, sea U # 0 un submédulo de M, entonces como N <., M, tenemos
que (N NU) # 0, ahora como N NU es un submo6dulo de N no cero, como
L <5 N, tenemos que ((LNN)NU) = (LN(NNU)) #0, lo cual implica que
(LNU)#0,yaque L C N, por lotanto L <.5 M. O

En otras palabras la relacién de ser submodulo esencial es transitiva.

Proposicion 4.12. Sean R un anillo, M un R-mddulo y E1, E5 dos submddulos
esenciales de M, entonces E1 N Ey <.s M.
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Demostracion. Sean R un anillo, M un R-mo6dulo y Fj, Fs dos submoédulos
esenciales de M. De la definicién de esencial concluimos que todo submédulo
esencial de M es no cero, entonces £ N Fy # 0 Tomemos N un submoédulo de
M tal que (E1NE;)NN = 0, por asociatividad obtenemos que F1 N(E2NN) =
0, como FEjes esencial concluimos que (E2 N N) = 0 y como FE; es esencial
concluimos que N = 0. Por lo tanto E1 N Fy <.s M. O

Como corolario a esta proposicién obtenemos que la intersecciéon finita de
submodulos esenciales es esencial.

Definicién 4.11. Sea R un anillo y M un R-médulo. Un monomorfismo 7 :
M — @ es llamado una capsula inyectiva de M si y sélo si @) es inyectivo y 7 es
un R-morfismo esencial. En algunos casos méas adelante, si no hay posibilidad
de confusion, diremos simplemente que () es una capsula de M sin mencionar a
7. Ahora para la notacién, denotaremos una capsula inyectiva de M por I(M).

Proposicion 4.13. Sea R un anillo, si los R-morfismos n; : M; — Q; con son
cdpsulas inyectivas de M;, con i = 1,2,...,n. Entonces @, _,n; : ®,_, M; —
@, Q; es una cdpsula inyectiva para @;_, M,;.

Demostracion. Sea R un anillo, supongamos que los R-morfismos n; : M; — Q;
con son céapsulas inyectivas de M;, con i = 1,2,...,n. Consideremos entonces
n n n . .

el R-morfismo @, n; : @,_; M; — €P,_, Qi, primero como suma directa de
inyectivos es inyectiva entonces @;_, Q; es inyectivo, ademas como @7, n;

Yy Yy i=1 Wi Yy . i=11i
es suma directa de R-morfismo inyectivos, el mismo €p,_, n; resulta inyectivo,

2 n n n n n

ademas Im(;_; mi) <es By Cglz Por lo tanto @;_, n: : B;—, M — D, Qi
es una capsula inyectiva para @, _; M;. O



Capitulo 5

Artinianos y Neterianos

5.1. Artinianos, neterianos, zoclo y radical de Ja-
cobson

Definicién 5.1. Sean R un anillo y M un R — mddulo derecho. Se dice que M
cumple con la condicién de cadena ascendente en submodulos (CCA) si:

1) No hay cadenas ascendentes infinitas propias de submodulos, o equivalen-
temente

2) Para toda cadena ascendente de submodulos de M, M; < My < ... <
My < M1 < ... existe un & € N tal que la cadena se estaciona, es decir,
M; = My Vi > k.

Definicién 5.2. Sean R un anillo y M un R — mddulo derecho. Se dice que M
cumple con la condicion de cadena descendente en submodulos (CCD) si:

1) No hay cadenas descendentes infinitas propias de submoédulos, o equiva-
lentemente

2) Para toda cadena descendente de submoédulos de M, My > My > ... >
My, > Myy1 > ... existe un k € N tal que la cadena se estaciona, es decir,
M; = My, Vi > k.

Definicién 5.3. Sea R un anillo, un R-médulo M es neteriano si M cumple la
condicién de cadena ascendente en submoddulos.

Nota: Se dice que un anillo R es neteriano, si es neteriano como moédulo
sobre si mismo, es decir, cumple la condicién de cadena ascendente en ideales.

Definiciéon 5.4. Sea R un anillo, un R-médulo M es artiniano si M cumple la
condicién de cadena descendente en submoddulos.

Nota: Se dice que un anillo R es artiniano, si es artiniano como médulo sobre
el mismo, es decir, cumple la condicién de cadena descendente en ideales.

44
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Definicién 5.5. Sean R un anillo y M un R-mdédulo derecho. Se dice que
M cumple la condicién maxima en submoédulos si toda familia no vacia de
submodulos de M tiene maximos.

Definicién 5.6. Sean R un anillo y M un R-moé6dulo derecho. Se dice que M
cumple la condicién minima en submédulos si toda familia no vacia de submé-
dulos de M tiene minimos.

Ejemplo 5.1. Los médulos simples son artinianos y neterianos ya que al sélo
tener dos submédulos cumplen trivialmente la condicién de cadena ascendente
y la condicién de cadena descendente.

Proposicion 5.1. Sean R un anillo y M un R-mddulo derecho. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) M es neteriano;

it) M tiene condicidn mdzima en submddulos;

i11) Todo submddulo de M es finitamente generado.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-mo6dulo derecho.

i) = ii) Hagamoslo por contrapuesta. Supongamos que M no tiene condi-
ci6n maxima en submodulos. Sea {N; }ier # @) una familia de submodulos de M
sin maximos, tomemos un N;,, como no es maximo, debe existir un N;, tal que
N;, S N;,, como N;, tampoco es maximo, existe N;, tal que N;; S N;, S N,
y siguiendo de esta manera podemos construir una cadena ascendente infinita
de la forma N;; S N;, S N;, S ..., es decir, M no es neteriano.

ii) = i) Hagamoslo por contrapuesta. Supongamos que M no es neteriano.
Tomemos una cadena ascendente infinita de submodulos de M de la forma
N1 S N; £ N3 S ..., entonces por construccion {N;};eny no tiene méximos,
porque VN, € {N; };en existe N;11 tal que N; S N, 11, por lo tanto M no tiene
condicion maxima en submodulos.

i) = iii) Hagamoslo por contrapuesta. Si N es un R-moédulo derecho de M
que no es finitamente generado, entonces en particular NV # 0, entonces también
debe existir un 0 # z7 € N tal que gen(z) S N, por consiguiente debe existir
0 # x5 € N tal que gen(z1) S gen(x1,z2) S N, continuando de esta manera
debe existir una sucesiéon x1, o, ..., Tn, ... tal que podemos construir una cadena
de la forma gen(x1) S gen(z1,22) S gen(x1,z2,23) S ..., es decir, una cadena
ascendente de submodulos de N y por lo tanto de M que no se estaciona, por
lo tanto M no es neteriano.

iii) = i) Sea N1 S N2 < N3 < ... una cadena ascendente de R-submoédulos
derechos de M, entonces U;c;N; es un R-submoédulo derecho de M, justo por
estar en cadena. Por hipotesis existe {x1, xo, ..., z, } tal que gen(z1,x2,...,x,) =
UierN; con x; € Nj,, de esta manera gen(z1, 22, ...,2,) € Ul N;, = N; para
algan [ € N. Con ello tenemos que la cadena N1 S Na S N3 S ... se estacio-
na, por lo tanto toda cadena ascendente de R-submodulos derechos de M se
estaciona, es decir, M es neteriano. ]
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Proposicion 5.2. La clase de los R-mddulos finitamente generados es cerrada
bajo cocientes (epimorfismos) y bajo extensiones, es decir si tenemos un sucesion
exacta

f g

0 A B C 0 con A y C finitamente generados, en-
tonces B es finitamente generado.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R médulo finitamente generado. Sea
7 : M — N un epimorfismo. Como M es finitamente generado entonces existe un
epimorfismo f : R" — M, ahora consideremos la composicién wo f : R — N,
la cual es un epimorfismo, por lo tanto N resulta ser finitamente generado.

Ahora supongamos que 0 A ! B—sC 0 con Ay C fi-
nitamente generados, entonces tenemos que existen dos epimorfismo « : R™ —
Ay~ : R™ — C, entonces podemos construir la siguiente sucesién exacta

0—R" *J; R"@P R™ A - U , la cual se escinde ya que R™

es proyectivo, entonces existe 7/ : R™ — B por la Proposicién 4.6, ademés tal
que

R™ conmuta.
A
f gV
0 A B C 0

Entonces foa @' : R* @ R™ — B es un morfismo tal que

0——=R"——R"@pR" ——R"—0

la ifoa@y' i’Y
f

0 A B— ¢ 0
conmuta y como « y 7 son epimorfismo entoncesf o a @+’ es epimorfismo
gracias al lema de los cinco, por lo tanto B es finitamente generado. O

Proposicion 5.3. La clase de los R-mddulos finitamente cogenerados es cerrada
bajo submaodulos.

Demostracion. Sean R un anillo, M un R-modulo finitamente cogenerado y N
un submodulo de M. Consideremos una familia {L;};c; de submoédulos de N
tal que N;eyL; = 0. Como la relaciéon de ser submodulo es transitiva, obtenemos
que {L;};cr es una familia de submodulos de M que cumple que N;erL; = 0,
entonces como M es finitamente cogenerado existe un F' C [ finito tal que
NicrL; = 0, por lo cual N es finitamente cogenerado. O

Proposicion 5.4. Sean R un anillo y M un R-mddulo derecho. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) M es artiniano;

it) M tiene condicidn minima en submddulos.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-mo6dulo derecho.
i) = ii) Hagémoslo por contrapuesta. Supongamos que M no tiene con-
dicién minima en submoédulos. Sea {N;}ier # 0 una familia de submodulos de
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M sin minimos, tomemos un N;,, ahora como no es minimo, debe existir un
N,, tal que N;, 2 N;,, ahora como N;, tampoco es minimo, existe N;, tal que
N;, 2 N;, 2 N,, vy siguiendo de esta manera podemos construir una cadena
descendente infinita de la forma N;, = N,, 2 N;, = ..., es decir, M no es
artiniano.

ii) = i) Hagamoslo por contrapuesta. Supongamos que M no es artiniano.
Tomemos una cadena descendente infinita de submoédulos de M de la forma
N1 2 Ny 2 N3 = ..., entonces por construccién {N;};ey no tiene minimos,
porque VYN, € {N; };en existe N;11 tal que N; S N, 11, por lo tanto M no tiene
condiciéon minima en submédulos. O

Proposicion 5.5. La clase de los R-mddulos artinianos es cerrada bajo submao-
dulos y bajo cocientes, es decir, si M es un R-mddulo artiniano, entonces todo
submddulo y todo cociente suyo es artiniano.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-mo6dulo artiniano

i) Sea N un submoédulo de M, entonces si tomamos una cadena descendente
Ny > Ny > ... de submoédulos de N, al ser N < M, entonces también la
cadena N7 > Ny > ... es una cadena descendente de submoédulos de M, por lo
cual se estaciona, ya que M es artiniano, con esto concluimos que toda cadena
descendente de submodulos de N se estaciona, es decir, N es artiniano.

Por lo tanto submédulos de R-médulos artinianos son artinianos.

ii) Sea N un R-modulo tal que f : M — N es un epimorfismo de R-mo6dulos,
ahora como f es suprayectivo, por el teorema de la correspondencia para R-
modulos, tenemos que hay una correspondencia biyectiva entre [Nuc(f), M] y
[0, N] y como [Nuc(f), M] tiene condicion minima en submodulos, por ser M
artiniano, entonces [0, N] tiene condicién minima en submodulos, por lo que N
es artiniano.

Por lo tanto cocientes de R-mo6dulos artinianos son artinianos. O

Definicion 5.7. Sean R un anillo y M un R-moédulo, definimos el zoclo de M
como la suma de los submoédulos minimos (simples) de M. Denotaremos al zoclo
de M por zoc(M).

Proposicion 5.6. Sean R un anillo y M un R-mddulo, entonces zoc(M) =
ML < M| L<.s M}

Demostracion. Sean R un anillo, M un R-moédulo y .S un submoédulo simple de
M. Si tomamos ahora L <.,; M, como S # 0, entonces S N L # 0, y como S
es simple concluimos que S < L, es decir, todo simple de M estd contenido en
todo submoédulo esencial de M, por lo tanto la suma de todos los simples de M
esté contenido en la interseccién de todos los submoédulos esenciales de M, es
decir, zoc(M) CN{L < M| L <.s M}.

Consideremos ahora Z = N{L < M| L <., M} y mostremos que Z es semi-
simple. Tomemos N un submédulo de M y N’ su seudocomplemento, entonces
N+ N =N@N', ademas NP N’ <.s M, ya que si existiera 0 # L < M tal
que N @ N’ N L =0 implicaria que N N (N’ + L) = 0, contradiciendo el hecho
de que N’ es maximo con esa propiedad. Entonces tenemos que Z C N @ N’,
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entonces Z = ZN(NP N') = NP(ZNN'), es decir, N es un sumando directo
de Z. Por lo tanto Z es semisimple como queriamos. Concluimos entonces que
Z C zoc(M). Por lo tanto zoc(M) = N{L < M| L <.s M}. O

Proposicién 5.7. Son equivalentes para un R-mddulo semisimple M :

i) M =@, S; con S; simple Vi € {1,2,....,n} (es decir M es una suma
finita de simples)

it) M es finitamente generado

i11) M es neteriano

iv) M es artiniano

v) M es finitamente cogenerado

Demostracion. Sean R un anilloy M = @, ; S; un R-médulo semisimple.

iv) = v) Supongamos que M es artiniano, y tomemos una familia {N; };cs
de submodulos de M tal que N;e;N; = 0. Consideremos S = {N;esN;| J C
I, con J finito} y F C I tal que N;erN; es minimo en S, el cual existe ya que
M es artiniano por hipoétesis y por lo tanto cumple la condiciéon minima en
submoédulos. Tomemos un j € I\ F entonces N; N (N;erN;) es un submoddulo de
Nic r IN;, este submoédulo no puede ser propio en N;crN;, ya que si lo fuera nos
daria una contradiccién con la minimidad que tiene N;cpN; en S, concluimos
entonces que N; N (NiepN;) = NierN;, por lo tanto NicpN; = NierN; =0, es
decir, M es finitamente cogenerado.

v) = ii) Supongamos que M es finitamente cogenerado, sabemos que
M = @,c; Si es un submédulo de [];.;S; por definicién. Ahora como M es
finitamente cogenerado, existe un F' C [ finito tal que hay un monomorfismo
[+ M = [l,cpSi = @,cp Si- Entonces tenemos que M es sumando directo
de @, Si, con lo cual obtenemos un epimorfismo hacia M desde una suma
finita, por lo cual M es finitamente generado.

ii) = i) Supongamos que M es finitamente generado y como M = @,.; Si,
entonces podemos tomar el epimorfismo (isomorfismo) Idy @ @;c; Si — M.
Ahora como M es finitamente generado, debe existir un F' C [ finito tal que
Idy : @,cp Si — M es un epimorfismo, que por construccion es ademas inyec-
tivo, por lo tanto @, S; = M, es decir, M es es una suma finita de simples.

i) = iv) Supongamos que M es una suma finita de simples, es decir,
M = @! ,5S; con S; simple Vi € {1,2,...,n}, ahora como M es semisim-
ple entonces todo submédulo de M es una suma de simples. Del Teorema de
Wedderburn-Artin obtenemos que el niimero de sumandos en la descomposicién
de un semisimple es un invariante, por hipotesis M es una suma finita de sim-
ples, entonces todo submédulo de M también es una suma finita de simples, que
tendra n o menos sumandos simples en su descomposicion. Por lo cual si toma-
mos una cadena descendente propia de submodulos Ny 2 N 2 ..., a lo més en
un numero finito de pasos llegaremos a 0, ya que el nimero de sumandos en las
descomposiciones de los submoédulos N; de M serd cada vez menor, y como M
tiene s6lo n sumandos simples que perder, pues entonces en algin paso m € N
la cadena llegara a 0, es decir, no hay cadenas descendentes propias en M, por
lo tanto M es artiniano.
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iv) = i) Supongamos que M es artiniano, tomemos la cadena descendente
propia M = ,c; Si 2 Dicn (i) 9 % Dicn\firin) Si % - esta cadena llega a
0 en un ntmero finito de pasos, ya que como M es artiniano no puede haber ca-
denas descendentes propias infinitas, con lo cual concluimos que M = EB?:l Sijs
es decir, M es una suma finita de simples.

i) = iii) Supongamos que M es una suma finita de simples, es decir,
M =@;_, S; con S; simple Vi € {1,2,...,n}, como M es semisimple entonces
todo submoédulo de M es una suma de simples, y como por hipotesis M es
una suma finita de simples, entonces todo submédulo de M también es una
suma finita de simples, esto es gracias como ya habiamos mencionado antes al
Teorema de Wedderburn-Artin. Por lo cual si tomamos una cadena ascendente
propia de submoédulos 0 = N7 £ N2 £ ..., a lo més en un namero finito de pasos
llegaremos a M, ya que el niimero de sumandos en las descomposiciones de los
submodulos N; de M sera cada vez mayor y en algin momento alcanzaran al
mismo M, entonces a lo mas en un ntmero finito de pasos la cadena llegara
a M, es decir, no hay cadenas ascendentes propias en M, por lo tanto M es
neteriano.

iv) = 1) Supongamos que M es neteriano, tomemos la cadena ascendente
propia 0 = S;, £ @?:1 Si, 3 @?:1 Si; & ..., esta cadena llega a M en un
numero finito de pasos, ya que como M es neteriano no puede haber cadenas
ascendentes propias infinitas, con lo cual concluimos que M = EB?:I S;., es
decir, M es una suma finita de simples.

37

Proposicion 5.8. Sean R un anillo y M un R-mddulo, entonces M es finita-

mente cogenerado si y solo si zoc(M) es finitamente generado y es esencial en
M.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-moédulo.

Supongamos que M es finitamente cogenerado, como los modulos finita-
mente cogenerados son cerrados bajo submodulos, obtenemos que zoc(M) es
finitamente cogenerado y como zoc(M) es semisimple por definicion, enton-
ces por la Proposicion 5.7, zoc(M) es finitamente generado. Ahora tomemos
K < M tal que K N zoc(M) = 0, pero como zoc(M) es la interseccion de to-
dos los submoédulos esenciales de M, puesto que M es finitamente cogenerado
existe una familia finita {Lq, Ls..., L,,} de submodulos esenciales de M tal que
(LiNLy...NL,)NK =0y como (Ly N Ls...N L,) <.s M, entonces K =0, lo
que nos da que zoc(M) <.s M.

Ahora supongamos que zoc(M) es finitamente generado y es esencial en M.
Consideremos {N;};cr una familia de submodulos de M tal que NierN; = 0,
entonces N;er{(N; N zoc(M)} = 0, y como zoc(M) es finitamente cogenerado
por ser semisimple y finitamente generado, concluimos que existe un F' C [
tal que Nierp{(N; N zoc(M)} = 0, es decir, (N;erN;) N zoc(M) = 0 y como
zoc(M) <.s M, entonces N;epN; = 0, por lo tanto M resulta finitamente
cogenerado. O

Proposicion 5.9. Sean R un anillo y M un R-mddulo, entonces M es artiniano
st y sdlo si para todo epimorfismo de mddulos f : M — N, N es finitamente
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cogenerado. Es decir, M es artiniano si sus cocientes son finitamente cogenera-
dos.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-moédulo.

Supongamos que M es artiniano. Como la clase de los R-moédulo artinianos
es cerrado bajo cocientes, basta mostrar que todo artiniano es finitamente coge-
nerado. Consideremos el zoclo de M, entonces, por definicién, es semisimple y
ademaés como es submoédulo de M, obtenemos que el zoclo ademés es artiniano,
ya que los artinianos son cerrados bajo submoédulos. Por lo tanto zoc(M) es
semisimple artiniano, por lo que es finitamente generado.

Mostremos ahora que zoc(M) es esencial en M, supongamos que no lo es,
es decir, existe un submoédulo U de M tal que U # 0y zoc(M)NU = 0.
Ahora como U también es un submédulo de un artiniano, resulta que U es
artiniano. Por lo que U tiene condicién minima en submédulos. Por lo que
debe existir un R-submodulo T de U tal que T # 0 y T minimo. Asi que para
todo 0 # = € T se tiene que 0 # xR, es un submoédulo de 7. Como T es
minimo, obtenemos que 7" = xR, con lo cual concluimos que T es simple, con
lo que 0 # T C zoc(M), lo que es una contradiccion ya que Tes submodulo de
U y teniamos que zoc(M) NU = 0. Concluimos que zoc(M) es esencial en M.
Juntando las cosas tenemos que zoc(M) es finitamente generado y es submoédulo
esencial de M y por lo tanto M es finitamente cogenerado. Para terminar, si N
es cociente de M artiniano, entonces N es artiniano y por lo que acabamos de
ver, ademas es finitamente cogenerado.

Ahora para el regreso supongamos que tenemos que todo cociente de M es
finitamente cogenerado, tomemos una cadena descendente de moédulos Ny >
Ny > Ny > ...y llamemos L = N;c1N;, ahora como M/L es finitamente co-
generado y N;er(N;/L) = 0, entonces existe un subconjunto finito F C I tal
que Nier(N;/L) = 0, entonces NjerN; = L = N;jepN;, entonces como {N; }ier
resulta ser finita, la cadena descendente se estaciona, por lo tanto M es arti-
niano. O

Proposicion 5.10. La clase de los R-mddulos finitamente cogenerados es ce-
rrada bajo extensiones, es decir si tenemos un sucesion ezracta

0 A ! B—sC 0 con A y C finitamente cogenerados, en-
tonces B es finitamente cogenerado.
Demostracion. Sean R un anilloy 0 A ! B—sC 0 una su-

cesion exacta con A y C finitamente cogenerados, podemos pensar que f es una
inclusién ya que todo morfismo inyectivo induce un isomorfismo al correstrin-
girlo a la imagen. Entonces por la Proposicion 5.8, tenemos que zoc(A) <.s A
y zoc(C) <.s C ademas de ser finitamente generados. Consideremos zoc(B),
entonces podemos obtener el siguiente diagrama conmutativo
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0 —— zoc(A) — zoc(B) — g(zoc(B)) — 0 ya que como A < B

\ |

20¢(C)
A1 l
(A4)

0 B ? c 0
entonces zoc(A) < zoc(B) y g(zoc(B)) < zoc(C), y ademéas g(zoc(B)) es fini-
tamente cogenerado por ser submédulo de un finitamente cogenerado, ademés
es semisimple y por lo tanto resulta ser finitamente generado y como los finita-
mente generados son cerrados bajo extensiones entonces zoc(B) es finitamente
bajo extensiones.

Ahora supongamos que zoc(B) no es esencial en B, entonces existe 0 # N <
B tal que zoc(B)NN = 0, como zoc(B) es la suma de los simples de B, entonces
zoc(B) N B = zoc(N), por lo cual zoc(N) = 0, lo cual implica que ANN =0,
ya que zoc(A) <.s Ay zoc(N) = 0. Ahora considerando la restriccion de g a N,
g|n : N = C es monomorfismo ya que 0 = ANN = Im(f) NN = Nuc(g) N N
por la exactitud de la sucesion, de lo anterior concluimos que g(N) = N y
como zoc(C) <., C entonces zoc(g(N)) # 0, por lo que zoc(N) # 0, lo cual
es una contradiccion, por lo tanto zoc(B) <.s B, por lo tanto B es finitamente
cogenerado. O

Proposicion 5.11. La clase de los R-mddulos artinianos es cerrada bajo ex-
tensiones, es decir si tenemos una sucesion exacta

0 A ! B—1sC 0 con A y C artinianos, entonces B es
artiniano.
Demostracion. Sean R un anilloy 0 A ! B—1sC 0 una su-

cesion exacta con A y C artinianos, consideremos 5 : B — D un epimorfismo y
el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 A—7t . 9 .Dp 0

SRR
0—= (B0 /)(4) =D —D/(Bo )(4) —=0
Ahora como A y C son artinianos, tenemos que (8o f)(A) y D/(B o f)(A)
son finitamente cogenerados y dado que la clase de los modulos finitamente co-
generados son cerrados bajo extensiones entonces D es finitamente cogenerado,
por lo tanto B es artiniano.
Por lo tanto la clase de los R-moédulos artinianos es cerrada bajo extensiones.

O

Definicién 5.8. Sean R un anillo y M un R-mdédulo, definimos el radical de
Jacobson de M como la interseccion de los submédulos maximos de M. Deno-
taremos al radical de Jacobson por J(M).
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Notemos que el radical de Jacobson de un anillo es la interseccién de sus
ideales méximos.

Proposicion 5.12. Sea R un anillo e I un ideal de R, entonces J(R/I) =0 si
y solo si I es interseccion de ideales mdzimos de R.

Demostracion. Sea R un anillo e I un ideal de R.

Supongamos que J(R/I) = 0, Consideremos el epimorfismo natural = : R —
R/I, entonces por el Teorema de la correspondencia, hay una correspondencia
biyectiva entre los ideales de R que contienen a I y los ideales de R/I, entonces
como J(R/I) = 0, por definicién tenemos que M;eyM; = 0 donde {M/};c; es el
conjunto de ideales maximos de R/I, pero por el Teorema de la correspondencia
0= ﬂieIMi’ = ﬂie[(Mi/I) = (ﬁie]Mi)/I donde {Mi}iel son los ideales méxi-
mos de R que contienen a I, al final nos resulta que 0 = (N;e;M;)/1, pero esto
quiere decir que I = N;crM;. Por lo tanto I es interseccién de ideales maximos
de R.

Ahora supongamos que I es interseccion de ideales maximos de R, es decir
I = N;erM; donde {M; }ier es un conjunto de ideales maximos de R. Considere-
mos R/I y el epimorfismo natural = : R — R/I, entonces por el Teorema de la
correspondencia, hay una correspondencia biyectiva entre los ideales de R que
contienen a I y los ideales de R/I. Por un lado 0 = 7(I) = w(NjerM;), es decir
0 = (NierM;)/I = NierM; /1, ya que por hipotesis los M; contienen a I, de lo
anterior concluimos que hay una interseccién de maximos de R/I igual a cero,
por lo que J(R/I) C N;eyM;/I = 0. Por lo tanto J(R/I) = 0. O

Corolario 5.1. Sea R un anillo entonces J(R/J(R)) =0

Demostracion. Sea R un anillo, como por definicion J(R) es una interseccion
de ideales derechos maximos de R, entonces por la proposicién anterior tenemos
que J(R/J(R)) = 0, como se queria, observando que todo ideal méximo contiene
a J(R). O

Proposicion 5.13. Sea R un anillo artiniano, entonces J(R) es la interseccion
de un nidmero finito de ideales mdzimos.

Demostracion. Sea R un anillo artiniano, ahora tomemos los ideales maximos de
R para formar la siguiente cadena intersectdndolos, My "My O MiNMsN Mg 2
..., con M; # M; sii # j. Esta es claramente una cadena de ideales descendente
y como R es artiniano entonces se estaciona, es decir, existe n € N tal que
MiNnM;N..NM,NM,+1 = M;NMsN...NM,, tenemos por consecuencia que
la interseccién de todos los ideales maximos de R es igual a My N My N...N M,
es decir, J(R) = My N My N ...N M,, por lo tanto J(R) es la interseccion de un
nimero finito de ideales maximos. O

Proposicion 5.14. Sea R un anillo artiniano, entonces R es semisimple si y
solo si J(R) =0
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Demostracion. Sea R un anillo artiniano.

Supongamos que R es semisimple, entonces R es una suma directa de simples
(que es finita por la Proposicion 5.7), es decir, R = @._, M; con M, simple
Vi € {1,...,n} para algin n € N, entonces todo

Ni=MPMP. PM_1PM1P...p M, es maximo de R. Ahora
por definicion de radical de Jacobson tenemos que J(R) C NI N;, pero en cada
maximo estamos quitando uno de los simples que componen a R, uno por uno
hasta que los agotamos todos, concluimos que N?_; N; = 0, por lo que J(R) = 0.

Ahora para el regreso tenemos que por la Proposicion anterior J(R) =
Ny M; con {M;}7_; maximos, entonces

R/J(R) 2 R/Mi P R/M2P ... R/M,,, y como para todo i € {1,2,...,n}
R/M,; es simple, entonces R/J(R) es semisimple, y como por hip6tesis J(R) = 0,
entonces R es semisimple. O



Capitulo 6

Anillos Locales y Seriales

6.1. Anillos locales y semilocales

Este capitulo esta basado en el capitulo 1 del libro Module Theory de Alberto
Facchini, por lo cual se toman algunas demostraciones de él.

Observacion 6.1. Sea R un anillo, entonces el conjunto de morfismos que van
de R a R (endomorfismos) forman un anillo con las operaciones de suma y
composicién, y cuyos elementos neutros son, respectivamente, el morfismo cero
y la identidad. A dicho anillo lo denotaremos como End(R).

Asimismo los endomorfismos de un R-médulo M forman un anillo, de for-
ma analoga a la del caso de los endomorfismos de anillos. A dicho anillo lo
denotaremos como End(M).

Teorema 6.1. Teorema. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R/J(R) es un anillo con division;
(b) Rr es un mdodulo local (R tiene un 1inico ideal mdximo);
(¢) La suma de 2 elementos no invertibles es no invertible;
(d) J(R) es un ideal mdzimo derecho;
(e) J(R) es el conjunto de todos los elementos no invertibles de R

Demostracion. Sea R un anillo

a) = b) Supongamos que R/J(R) es un anillo con division, esto implica
que todos los elementos no invertibles de R estdn en J(R), entonces por la
observacion 1.3 VI C R se tiene que I C J(R), entonces J(R) es un ideal mayor,
entonces es el tnico ideal maximo de R, por lo tanto R es un anillo local.

b) = ¢) Supongamos que R es local, por demostrar la suma de 2 elementos
no invertibles es no invertible. Consideremos A={r € R| r es no invertible}, sea
M el tnico ideal méaximo de R, tenemos por otra parte que Va € A, aR es un
ideal de R y todo ideal estd contenido en algiin maximo entonces Va € A no
invertible a« € M y entonces A = M y como M es ideal entonces A es cerrado
bajo la suma.
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c¢) = d) Supongamos que la suma de 2 no invertibles es no invertible,
por demostrar J(R) es un ideal maximo. Consideremos A={r € R| r es no
invertible}, por demostrar A es ideal. Por hipdtesis suma de no invertibles es no
invertible, por lo que s6lo basta demostrar que A es cerrado bajo multiplicacién
por elementos de R. Sea a € Ay r € R, por demostrar ar € A. Supongamos
que ar ¢ A entonces Js € R tal que ars = 1 entonces a(rs) = 1, esto es una
contradiccion ya que a € A y por lo tanto no es invertible. por lo tanto A es
cerrado bajo multiplicacién por elementos de R. Por lo tanto A es un ideal y
por la observacion 1.3, A es un ideal mayor (en otras palabras el tnico ideal
maximo de R), entonces J(R) = A por definicion de J(R), por lo tanto J(R) es
un ideal maximo.

d) = e) Supongamos que J(R) es un ideal maximo derecho, por demostrar
J(R) es el conjunto de todos los elementos no invertibles de R. Consideremos
A={r € R| r es no invertible}, por demostrar A = J(R). Sabemos queVa € A,
aR es un ideal de R y todo ideal estd contenido en algin méximo entonces
Va € A no invertible a € J(R) entonces por la observacion 1.3 J(R) = A.

e) =a) Supongamos que J(R) es el conjunto de todos los elementos no
invertibles de R, por demostrar R/J(R) es anillo con division. Dado que todo
elemento no invertible de R esta en J(R) entonces todo elemento de R/J(R) es
invertible y por lo tanto R/(R) es un anillo con divisién. O

La siguiente proposiciéon fue tomada del libro Module Theory de Alberto
Facchini.

Proposicion 6.1. Si e € R es idempotente, entonces eRe es local si y sélo si
el R — moédulo eR es local.

Demostracion. Supongamos que eRe es un anillo local, entonces e # 0. El ideal
eR tiene un submoédulo maximo N. Basta demostrar que NV es superfluo en eR.
Asumamos lo contrario, es decir, supongamos que 3K C eR tal que K+ N = eR.
Ahora haciendo cociente con N eR/N = K + N/N =2 K/K N N (por segundo
teorema de isomorfismo) entonces existe un isomorfismo ¢ : eR/N — K/KNN.
Sea m : eR — eR/N y ' : K — K/K N N las proyecciones canonicas. El
modulo eR es proyectivo. por lo tanto existe un morfismo v : eR — K tal que
¢m = w'1). Puesto que K es submodulo propio de eR, entonces 1) puede verse
como un elemento no invertible del anillo local End(eR) = eRe, esto quieres
decir que, ¥ es multiplicar por la izquierda por un elemento de J(eRe) = eJ(R)e
(va que J(eRe) contiene a lo elementos no invertibles de eRe por localidad). Por
lo tanto, 3r € J(R) tal que ¢(et) = eret Vt € R. Ahora K/K NN = ¢m(eR) =
m'p(eR) = ereR+ KNN/KNN,y ereR ¢ KN N. Puesto que ereR C K,
tenemos que ereR ¢ N. Pero ereR C eJ(R) = rad(eR) C N, contradiccion.
Entonces N < eR y por lo tanto eR es local.

Ahora supongamos que eR es un R-mé6dulo con un submoédulo maximo N.
Por demostrar eRe = End(eR)es local, es suficiente probar que la suma de
dos elementos no invertibles de End(eR) es no invertible, para esto es suficiente
mostrar quesi f € End(eR), entonces f es no invertible siy sélosi f(eR) C N.Es
claro que si f(eR) C N entonces f es no invertible. Ahora, (contrapositiva)
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supongamos que f(eR) ¢ N, entonces f(eR) = eR, entonces f : eR — eR es
suprayectiva. Puesto que eR es proyectivo, ker(f) es un sumando directo de eR.
Pero todo moédulo local es inescindible, y por lo tanto f = 0 o f es inyectiva.
Si f =0, entonces eR = 0 lo cual no es posible porque eR es local. Entonces f
es inyectiva, y por lo tanto es un elemento invertible de End(eR). Por lo tanto
eRe es un anillo local O

Definicién 6.1. Sea R un anillo, decimos que R es semilocal si R/J(R) es un
anillo semisimple.

Proposicion 6.2. Sea R un anillo, entonces son equivalentes:
i) R es semilocal
i) R/J(R) es artiniano

Demostracion. Sea R un anillo.

i) = ii) Supongamos que R es semilocal, entonces por definicion R/J(R)
es semisimple y como J(R/J(R)) = 0, entonces R/J(R) es artiniano.

il) = i) Supongamos que R/J(R) es artiniano. Si le sacamos el radical de
Jacobson a R/J(R), sabemos que J(R/J(R)) = 0, por lo que R/J(R) resulta
ser un anillo y artiniano tal que su radical es cero, por lo tanto R/J(R) es
semisimple, entonces por definicién, R resulta ser semilocal. O

Proposicion 6.3. Todo anillo R local es semilocal.

Demostracion. Sea R un anillo local, entonces R/J(R) es un anillo con division,
por lo cual cumple la condicién de cadena descendente trivialmente en ideales, ya
que solo tiene dos ideales, por lo tanto R/J(R) es artiniano y por la Proposicion
6.2 concluimos que R es semilocal. O

Ejemplo 6.1. Todo anillo artiniano es semilocal, ya que si tenemos que un
anillo R es artiniano, entonces como los artinianos son cerrados bajo cocientes,
obtendremos que R/J(R) es artiniano y por lo tanto semilocal.

La siguiente proposiciéon fue tomada del libro Module Theory de Alberto
Facchini.

Proposicion 6.4. Si R es un anillo semilocal y e es un idempotente no cero
de R, entonces eRe es un anillo semilocal.

Demostracion. Denotemos por L(R/J(R)) la reticula de todos los ideales de-
rechos del anillo R/J(R), y por L(eRe/J(eRe)) la reticula de todos los ideales
derechos del anillo eRe/J(eRe).

Para mostrar que la semilocalidad de R implica la semilocalidad de eRe, es
suficiente mostrar que si L(R/J(R)) es un copo artiniano entonces

L(eRe/J(eRe)) es un copo artiniano, y para esto es suficiente probar que
existe un morfismo inyectivo (monomorfismo) L(eRe/J(eRe)) — L(R/J(R)).
(preserva orden)

Por lo tanto la proposicién serd demostrada si mostramos que
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(IR + J(R))(NeRe = I VI C eRe ideal derecho, contiene a J(eRe). Sea
Yk ikrk +j = ere un elemento de (IR + J(R)) NeRe, con iy € I, 1,1, € R
y j € J(R). Entonces (multiplicando e por izquierda y por derecha) ere =
e(D L ikre +j)e = Y, eigerre + eje € IeRe + eJ(R)e C I, y comoeJ(R)e =
J(eRe), entonces J(eRe) C I ya que VI C eRe ideal derecho. Por lo tanto la
semilocalidad de R implica la localidad de eRe. O

Definiciéon 6.2. Un modulo M es de longitud finita si tiene una cadena de
submodulos 0 = My C My C Ms C ... C M, = M, que no tiene refinamiento.
En este caso el entero n es llamado la longitud de M.

Proposicion 6.5. Un mddulo M es de longitud finita si y sélo si es artiniano
y neteriano.

Demostracion. Sea M un moédulo

Supongamos que M es de es de longitud finita. Por demostrar que M es
artiniano y neteriano. Como M es de longitud finita entonces toda cadena de
submoédulos de 0 a M es finita y por lo tanto estacionaria, tanto descendente,
como ascendentemente. Por lo tanto M es artiniano y neteriano.

Supongamos que M es ariniano y neteriano, por demostrar que M es de
longitud finita, construyamos una serie de composicién de M empezando con
M = My, como M es neteriano, entonces la familia {N| N < M} tiene un
elemento méaximo M; < My, repitiendo el proceso obtenemos una cadena des-
cendente M = My > M; > Ms > ...y como M es artiniano entonces esta
cadena descendente se estaciona, que existe n € N tal que M = My > M; >
My > ... > M, = M. Por lo tanto M es de longitud finita. O

El siguiente lema esta basado en el lema 1.14 del libro Module Theory de
Alberto Facchini.

Lema 6.1. Sean R un anillo semilocal y M R-mddulo finitamente generado.
Entonces:

(a) M/MJ(R) es un R —mddulo semisimple de longitud finita.

(b) M es local si y sélo si M/MJ(R) es simple.

(¢) M es una suma directa de mddulos inescindibles.

Demostracion. Sean R un anillo semilocal y M R-moédulo de longitud finita.

(a) Por demostrar M/MJ(R) es un R — mddulo semisimple de longitud
finita. Como R es semilocal entonces R/J(R) es semisimple entonces M /M J(R)
es semisimple y como M es finitamente generado entones M /M J(R) es suma
de un namero finito de simples, por lo tanto de longitud finita.

(b) Si M es local, M/MJ(R) es un modulo local sobre el anillo R/J(R)
que es semisimple artiniano (ya que R es semilocal). Por lo tanto M/MJ(R)
es simple. Ahora, si M/MJ(R) es simple, MJ(R) es un submoédulo méaximo
de M, entonces MJ(R) C rad(M). Puesto que M es finitamente generado,
rad(M) C M, entonces M J(R) = rad(M) es el unico ideal maximo de M y por
lo tanto M es local.



CAPITULO 6. ANILLOS LOCALES Y SERIALES 58

(c) supongamos que no, entonces el conjunto de sumandos directos de M
para los cuales (c) es falso es no vacio. Por lo tanto éste tiene un elemento N
tal que el R-moédulo N/NJ(R) es de longitud minima. Puesto que N no es una
suma directa de moédulos inescindibles, N mismo no es inescindible, entonces
tenemos que N = N’ @@ N”, donde N" y N” son R-mdédulos no cero finitamente
generados. Entonces

N/NJ(R) = (N'/N'"J(R)) B(N"/N"J(R)) y los modulos semisimples

N'/N'J(R)y N”/N"J(R) tienen longitud no cero por el Lema de Nakayama,
entonces N’ y N” son sumas directas de médulos inescindibles, por lo que N
mismo resulta ser una suma directa de moédulos inescindibles, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto M es una suma directa de médulos inescindibles. [

6.2. Anillos y médulos seriales

Definiciéon 6.3. Un R-modulo M es llamado uniserial si para cualesquiera
A, B C M tenemos que A C B o B C A. Por lo tanto un médulo M es uniserial
si y solo si la reticula L(M) de submoédulos esta linealmente ordenada bajo la
contencion de conjuntos.

Observacion 6.2. Todo submoédulo y toda imagen de un médulo uniserial es
uniserial.

Definicién 6.4. Un modulo uniserial M es encogible si M es isomorfo a K/H
para algunos submoédulos 0 C H C K C M. En caso contrario diremos que el
modulo uniserial M es no encogible.

Ejemplo 6.2. Mo6dulos uniseriales artinianos y modulos uniseriales neterianos
son no encogibles.

De hecho, si M es un moédulo uniserial artiniano, su reticula de submoédulos
L(M) estéa bien bien ordenada bajo contencion, es decir, su orden es isomorfo
a un nimero ordinal . Si M es encogible, entonces existe un ordinal 5 no cero
tal que 8+ o+ v = «a. Esto no es posible por la definicién de suma en ordinales,
por lo tanto M es no encogible.

Analogamente para los neterianos.

Ejemplo 6.3. Existen mo6dulos uniseriales encogibles.

Sea Z (el conjunto de los enteros), p y ¢ dos nimeros primo distintos, con-
sideramos Z,) ¥ Z(q), Y Q el campo de los racionales. Donde Z,) = {a/b| a €
Z,beZyptb}.

Consideremos el anillo

7
R = (p)
( Q  Z

y este ideal derecho

Ziy O
H = (p) >
( Ly 0
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Las operaciones en el anillo son las operaciones de suma y multiplicaciéon de
matrices ordinarias. Es facil ver que los ideales de R que contienen a H son los

ideales de la forma
L) 0 Ly 0

J o0 )Y\ o I
donde J es cualquier Zj)-submodulo de Q que contiene a Zy,) e I es cualquier
ideal de Z(,)
Por lo tanto R/H es un R-mo6dulo derecho uniserial.
Ahora mostraremos que R/H es encogible, consideremos el elemento ¢ =

1 0
< 0 9/p > € R

y el endomorfismo ¢ : Rr — Rpr dado por la multipliacién por izquierda por

. _ ZLp) 0 _( Zw 0

t. Es facil ver que tH = ( pilz(p) 0 ) ytR = ( Q  qz ),

entonces tenemos que H C tH C tR C R. Puesto que o '(tH) = H, ¢
induce un isomorfismo de R-modulos R/H — tR/tH. Por lo tanto R/H es un
R-moédulo uniserial encogible.

El siguiente lema esta basado en el lema 1.17 del libro Module Theory de
Alberto Facchini.

Lema 6.2. Todo mddulo derecho uniserial encogible contiene un submddulo
ciclico encogible.

Demostracion. Sea M un moédulo derecho uniserial encogible sobre un anillo R,
entonces por definicién de encogible existen 0 C H C K C M submoédulos de M
tal que existe un isomorfismo ¢ : M — K/H. Fijemos un elemento x € M, tal
que z ¢ K y supongamos que ¢(x) = y + H, entonces ¢ induce un isomorfismo
¢ :xR—yR/Hy HCyR C K C zR. Por lo tanto 2R es un R-mo6dulo ciclico
encogible, contenido en M ya que x € M. O

La siguiente proposicion fue tomada del libro Module Theory de Alberto
Facchini.

Proposiciéon 6.6. Sea R un anillo que es conmutativo o neteriano derecho.
Entonces todo R-mddulo uniserial es no encogible.

Demostracion. Sea M un R-mddulo derecho uniserial encogible, entonces por
el lema anterior M contiene un submoédulo ciclico encogible, llamémosle N.

Si R es neteriano derecho, entonces N es un moédulo uniserial encogible
derecho, lo cual es una contradiccién con el ejemplo 6.2.

Si R es conmutativo, entonces N = R/I para algun ideal I C R, y R/I &
xR/ J para algunos ideales I C J C xR C R, porqueN es encogible. Sear € J tal
que r ¢ I, entonces r anula xR/J, pero no anula a R/I. Esto es una contraticcién
con el hecho de que zR/J = R/I . O

Definicién 6.5. Diremos que un anillo R es un anillo cadena derecho si es un
modulo uniserial como médulo dereho sobre si mismo.
Analogamente podemos definir 1o que es un anillo cadena izquierdo.
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Un anillo es un anillo cadena si es anillo cadena derecho e izquierdo. Un anillo
valuacién es un anillo cadena conmutativo, no necesariamente un dominio.

El siguiente lema fue tomado del libro Module Theory de Alberto Facchini.

Lema 6.3. Sean R un anillo y e € R un elemento idempotente no cero. Si el
modulo eR es uniserial, entonces el anillo eRe es un anillo cadena derecho.

Demostracion. Sean R un anillo y e € R un elemento idempotente no cero
vy eaeRe, ebeRe dos ideales principales derechos del anillo eRe, a,b € R. Es
suficiente probar que eaecRe C ebeRe o ebeRe C eaeRe. Si eR es un médulo
uniserial entonces como eaeRe,ebeRe C eR tenemos justamente que eaeRe C
ebeRe o ebeRe C eaeRe. Por lo tanto eR es un anillo cadena derecho. O

Definicién 6.6. Un moédulo serial es un modulo que es una suma directa de
modulos uniseriales. Un anillo R es serial derecho (izquierdo) si es un médulo
serial derecho (izquierdo) sobre si mismo. Si es serial derecho e izquierdo entonces
diremos que R es serial.

Ejemplo 6.4. Todo moédulo simple es uniserial, entonces todo moédulo semi-
simple es uniserial. Por lo tanto todo anillo artiniano semisimple es un anillo
serial.

Recordemos que un elemento idempotente e de un anillo R es primitivo si es
no cero y no puede ser escrito como la suma de dos idempotentes ortogonales
no cero. Equivalentemente, e es primitivo si y sélo si el sumando directo de eR
de Rpres inescindible, si y soélo si el sumando directo Re de rR es inescindible.
También recordemos que conjunto de idempotentes ortogonales completo de R es
un conjunto finito {eq, eq, ..., €, } de idempotentes de R tal que e;e; = 0 con i # j
y e1+ea+...+e, = 1 (equivalentemente, tal que Rg = et R@ eaREP ... PenR).

Observacion 6.3. Sea R un anillo derecho serial, puesto que Rgres serial, existe
a un conjunto {e1,ea,...,e,} de idempotentes ortogonales completo en R para
los cuales e; R es uniserial como R-mddulo, de esto se sigue que e1, e, ...,e, SON
idempotentes primitivos, por definicion.

Proposicion 6.7. Toda imagen homomorfa de un anillo serial derecho R es
un anillo serial derecho.

Demostracion. Sea R un anillo serial derecho, entonces como observamos an-
teriormente, debe existir un conjunto de elementos idempotentes ortogonales
completo, sea {e1,ea, ..., e, } dicho conjunto, entonces tenemos que

Rr=etRPeaRP ... e, R donde cada e; R es uniserial como R-modulo
derecho. Ahora si tomamos un ideal bilateral I de R obtendremos que

R/I =2 Rr = (exR/erI) P(eaR/exl) P ... P(enR/enI). Cada (e;R/e;I) es
una imagen homomorfa del médulo uniserial derecho e; R, por lo que el mismo
(e;R/e;I) es uniserial, por lo tanto R/I es serial derecho y como para todo
morfismo de anillos f se tiene que R/Nuc(f) =} Im(f) por el primer teorema
de isomorfismos para anillos. Entonces por todo lo anterior tendremos que f(R)
es serial con f un morfismo de anillos. O



CAPITULO 6. ANILLOS LOCALES Y SERIALES 61

Ahora mostraremos un resultado que une la definciéon de anillo serial con la
de anillo semilocal, cuya demostraciéon se basa en la escrita en el libro Module
Theory de Alberto Facchini.

Proposicion 6.8. Todo anillo serial derecho es un anillo semilocal.

Demostracion. Sean R un anillo serial derecho y {ey,es,...,e,} un conjunto de
elementos idempotentes ortogonales completo en R tal que

Rr =etR@PesRP ... P e, R donde cada e; R es uniserial, entonces como
J(R) es un ideal bilateral de R tenemos que

R/J(R) = (e1R/e1J(R)) D(eaR/e2J(R)) D ... B(enR/en J(R)) donde ca-
da (e;R/e;JJ(R)) es un R-moédulo derecho simple, por lo tanto R/J(R) es un
R-moédulo semisimple de longitud finita, por lo tanto R es semilocal. O



Capitulo 7

Krull-Schmidt-Remak y
Goldie

7.1. Teorema de Krull-Schmidt-Remak

En esta seccion, con la intencién de probar el teorema de Krull-Schmidt-
Remak primero se probard una serie de lemas con tal de hacer méas sencilla la
demostracion.

Lema 7.1. Sea R un anillo y M = @, ; M; un R-mddulo derecho tal que
End(M;) es local Vi € I y o,7 € End(M) con Idy = o + 7. Entonces Vj € T
existe un U; < M y un isomorfismo ¢ : M; — Uj, el cual es inducido por o
o por T (es decir p(x) = o(zx) Vo € M; o ¢(z) = 7(x) Vo € M;), entonces
tenemos nosotros que M = U; D (D ic; Mi)-

Demostracion. Sea R un anillo y M = @), ; M; un R-mo6dulo derecho tal que
End(M;) es local Vi € I 'y 0,7 € End(M) con Idy = o + 7. Consideremos
las proyecciones m; : M — M; y las inyecciones ¢; : M; — M Vi € I . Ahora
puesto que Idy; = o + T tenemos que, tomando las anteriores proyecciones e
inyecciones, Idy;, = mildpye; = mi(o + 7)), = mou; + mTi;. Anteriormente se
probé, en el capitulo de anillos locales, que los elementos no invertibles de un
anillo local forman un ideal propio, entonces como Idp; es un elemento invertible
en End(M;) tenemos que m;ou; 0 m;T; es invertible, ya que de lo contrario el
ideal de los no invertibles seria igual al anillo por lo de que Idy;; = mot; +7 7L,
en otras palabras tenemos que m;0t; 0 7;Ti; es automorfismo de M;. Sin pérdida
de generalida digamos que 7;j0¢; es un automorfismo de M, entonces definimos
el R-modulo U; = o1;(M;) = o(M;), los R-morfismos de modulos ¢ : M; — U;
tal que Vo € M; se tiene que p(z) = o(z) y la inyecciond; : U; — M, es
decir, ¢%(y) = y. Ahora como 7;ot; es automorfismo, entonces en particular
tenemos que ; es epimorfismo. Tomemos ahora x € M, entonces tenemos que
vipi() = pj(x) = o(z) = ou;(x), es decir, jp; = oi;, lo cual implica que
ﬂ'jL;'ng = mjou; con lo cual obtenemos que el siguiente diagrama conmuta

62
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o

TjOL;

M; M;
Entonces con esto tenemos que, por el primer teorema de isomorfismo de mo-
dulos, M = Im(t;¢;) @ Nuc(m;) y como t}p;es espimorfismo tenemos entonces
Im(;05) @ Nuc(mj) = Uj @(D;.ic; Mi), por lo tanto concluimos que
M =1U; @(@j;ﬁie] M;). O

Lema 7.2. Sea R un anillo y M = @,;.; M; un R-mddulo derecho tal que
End(M;) es local Vi € I y o,7 € End(M) con Idy = o + 7. Entonces Vj € I
existe un U; < M y un isomorfismo ¢ : M; — Uy, el cual es inducido por o
o por T (es decir o(z) = o(x) Vo € M; o p(x) = 7(x) Vo € M;). Ademds sea
E = {iyia,...,is} C I. Entonces existen R-médulos C;; < M, con j = 1,...,t,
e isomorfismos i, : M;, — Cjy; los cuales son inducidos por o o por T, con lo

cual al dltimo tendriamos que M =C;,, P Ci, ... P C;,, B( P M,).
i€l i¢E

Demostracion. Sea R un anillo y M = @,.; M; un R-mé6dulo derecho tal que
End(M;) es local Vi € I y 0,7 € End(M) con Idy; = o + 7. Entonces Vj € T
existe un U; < M y un isomorfismo ¢ : M; — Uj, el cual es inducido por o
o por 7 (es decir p(z) = o(z) Vo € M; o p(x) = 7(z) Vo € M;). Ademas
sea E = {iyis,...,i;} C I. Ahora con esto tenemos que los CZ-J. estan deter-
minados sucesivamente con ayuda del lema anterior, entonces para i; = j sea
Ci, = Uj,, con lo cual por el lema anterior tenemos que Cj, @(@il#iel M;).
Ahora como M;, = C;,, tenemos que End(C;,) también es local. Ahora to-
mamos la descomposicién antes dada y siguiendo un razonamiento anilogo al
de C;,podemos reemplazar a M;, por un C;,, de tal manera que obtenemos
Ci, @ Ci, D(D, 2411 Mi), por dltimo siguiendo de esta manera al final obte-
nemos que C;, PC;,, .. PC;, D( @ M;) como se queria. O
i€l ,i¢E

Lema 7.3. Sean R un anillo y M = @,.; M; un R-mddulo derecho tal que
End(M;) es local Vi € I y M = A@ B donde A # 0 es «inescindibley, sea
7' M — A la proyaccién de M a A. Entonces eziste un k € I tal que ' induce
un isomorfismo de My, sobre A y ademds M = M), P B.

Demostracion. Sean R un anillo y M = ,.; M; un R-moédulo derecho tal
que End(M;) eslocal Vi € I y M = A@ B donde A # 0 es inescindible, sea
7w’ : M — A la proyaccion de M a A, ademas consideremos ¢ : A — M la
inclusién de A en M, con esto definamos 'w’mw : M — M. Ahora como por
construccion Idy = w + (Idy — 7), entonces podemos aplicar el lema 7.1 con
o =my 7= Idy —7m. Como A # 0 entonces existe 0 # a € A tal que
mw(a) = a, entonces se sigue que (Idy; — 7)(a) = 0. Sea a = 22:1 m;; con
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0 # m;; € M;;,i; € I la tnica representacion de a en M = @iel M;. Ahora
recordando el lema anterior tomamos los médulos C;; y los isomorfismos ~;;

determinados. Supongamos que todos los v;; fueron inducido por Idy — m,

entonces de esto se seguiria que 0 = (Idy — m)(a) = Z;:l(IdM —m)(my;) con

(Idyr — m)(my;) = vi;(mi;) € Cy,, ahora como la suma de los Cj; es directa,
se sigue que 7;,(m;,;) = 0, por lo que m;; = 0 y finalmente resulta a = 0, lo
cual es una contradiccidon ya que escogimos 0 # a. Por lo tanto al menos un
ti;es tal que 7;; es inducido por 7, denotemos a este morfismo por 7, entonces
Yk + My, — Cgeon v, (z) = 7(x), por lo que resulta entonces ser un isomorfismo,
como en el lema anterior, ademas justamente ademés tenemos que Cj es un
sumando directo de M, podemos entonces escribir M = Cy & L. Por todo
lo anteriro tenemos que Cy = w(My) — w(M) = A, de esto se sigue que
A=MnNA=(Cr@PL)NA=C,B(LNA), ahora como A es directamente
inescindible y Cy # 0 (ya qe My # 0y My = Cy), concluimos finalmente que

A = Cy, si hacemos ¢ : My — M la inclusion de M en M podemos considerar
L

el digrama conmutativo M} M , entonces por el primer

A=Cy
teorema de isomomorfismos para modulos tenemos que M = My @ Nuc(n') =
My, @ B, es decir, M = M, € B como se queria. O

El siguiente Teorema fue tomado del libro Modules and Rings de F. Kasch,
y se exhibe aqui para la comodidad del lector.

Teorema 7.1. (Teorema de Krull-Schmidt-Remak)

Sean R un anillo y M = @, ; M; un R-mddulo derecho tal que End(M;) es
localVie I y M = Gaje] N; donde N; es inescindible y distinto de de 0 Vj € J.
Entonces existe una biyeccion 3 : I — J tal que M; = Ng;y Vi € 1.

Demostracion. Sean R un anillo y M = @, ; M; un R-médulo derecho tal que
End(M;) es local Vi € I 'y M = ;. ; N; donde Nj es inescindible y distinto
de de 0 Vj € J. Ahora por el lema anterior tenemos que N; es isomorfo a un
M;, entonces los End(N;) son locales Vj € J. Demos ahora unas relaciones de
equivalencia; 1) 41 ~ iy siy s6lo si M;, = M, (i1,i2 € I) y 2) j1 ~ ja siy so6lo si
N;, = Nj, (j1,72 € J. Estas realciones en efecto son de equivalencia, porque la
relacién de isomorfia entre modulos lo es. Consideremos entonces i la clase de
equivalencia determinda por i € I y llamemos I al conjunto de todas las clases
de equivalencia, andlagomente llamemos j a la clase de equivalencia de j € J y
J al conjunto de todas las clases de equivalencia. Definamos entonces la funcién
® : I — J dada por ®(i) = j,si M; = N;. Mostremos que ® es una funcién
biyectiva.

® es funcion: ® estd defnida en I, puesto que por el lema 7.3 (aplicado a
A= M; y M =@ N; en lugar de M = @ M,,) tenemos que existe una j € J
con N; = M;. Puesto que, como ya dijimos, el isomorfismo es una relacién de
equivalencia ® es independiente de los representantes que se tomen en I y J, es
decir, ® en efecto es una funcién.
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® es inyectiva y suprayectiva: Sean ®(i1) = j; = jo = D(i2), de esto se
sigue por definicién que M;, = N; = N;, = M;,, que por transitividad nos da
M;, = M;,, por lo que i1 = is, es decir, ® es inyectiva. Ademés por el lema 7.3
® resulta también suprayectiva.

Entonces en efecto ® es una funcion biyectiva, ahora solo falta mostrar que
Vi € I existe una biyeccion 3; : i — ®(i). Yaque 3 : I — J dada por (i) = 3;(4)
seria la biyecion deseada.

Ahora por el teorema de Schroder-Bernstein que se puede encontrar en el
libro A. G. Hamilton. Numbers, sets and axiom: the apparatus of mathematics,
nos es suficiente mostrar que existen funciones inyectivas i — ®(i) y ®(i) — i.
Por la simetria de las afirmaciones, solamente es necesario encontrar la existencia
de alguna inyeccion, por ejemplo, sélo basta mostrar la de ®(i) — 4. Dividiremos
esto en casos.

Caso 1.- 7 es finito. Sea t el ntimero de elementos de 7, llamemos E
{j1,J2, -, js} C ©. Por el lema 7.3 (con A = Nj,) existe un M;, tal que M;,

It

Nj,, es decir, iy €iy M = M;, D(D,, »jes N;)- También por el lema 7.3 (pero
ahoracon A = Nj, y B = M;, @(D;, ;,jcs Nj)) existe otra vez un M;, tal que

M;, = Nj,, es decir, io € i y M = M;, @ M,, D (D, »jcs N;)- Siguiendo esta
misma idea obtenemos sucesivamente M = M;, @M, D .. D M;( & N;)

i€ j¢E
con M;, = Ny, paral=1,2,...,s. Puesto que la suma es directa, losj ¢

M;,, M,,, ..., M;, son diferentes por pares, por lo tanto debemos tener que
s < t. De esta manera aseguramos que el nimero de elementos de ®(i) <t y la
afirmacioén es clara, es decir, existe la inyeccion.

Caso 2.- i es infinito. Sea 7, : M — N, la proyeccién natural, y sea para
kel E(k)={j| j€Jy n}induce un isomorfismo de M}, sobre N;}.

Afirmacion.- E(k) es finito Vk € I.

Sea 0 #m € My ym = Yy_1nj, 0 # nj € Ny, lo cual implica que
7 (m) = nj,. Ahora para ver lo del isomorfismo, debemos tener que 7} (m) # 0,
es decir, j € {j1,j2, .-, ji}-

Afirmacion.- ®(i) = Ui E(k).

Veamos que ®(i) D Uy;E(k). Sea k € i y j € E(k). Entonces k € ¢ im-
plica que Mj, = M;, ademas j € E(k) implica M} = N, juntando estas dos
implicaciones obtenemos por transitividad que M; = Nj;, lo cual implica que
j € ®(®3).

Veamos ahora que ®(i) C U,c;E(k). Sea j € ®(i), de entrada esto implica
que M; = N;, ademés por el lema 7.3 existe un k& € I tal que 7r§- induce un
isomorfismo de My, sobre Nj, lo cual nos una que M;, = N; = M;, es decir, M, =
M;, lo cual implica que k € i y que j € E(k). Sea L, c; E(k) la uni6n disjunta de
los conjuntos E(k), entonces existe una inyeccion ® (i) = Ui E(k) — Ui E(k).
Puesto que E(k) es finito, para todo E(k) existe una inyeccion sobre N, entonces
existe una inyeccion Uy¢; E(k) — i x N. Puesto que i es infinito, por un conocido
resultado de la teoria de conjuntos existe una biyeccién entre ¢ x N y i. Todas
estas inyecciones juntas nos producen una inyeccién ®(i) — i. Por lo que el
segundo caso que completo.

Por lo tanto queda demostrado el teorema de Krull-Schmidt-Remak. O



CAPITULO 7. KRULL-SCHMIDT-REMAK Y GOLDIE 66

7.2. Dimension de Goldie

Ya demostrado el teorema de Krull-Schmidt-Remak podemos hablar de la
dimensién de Goldie.

Definicién 7.1. Sea R un anillo, decimos que un R-mddulo M es uniforme si
todo submédulo no cero de M es esencial.

Observacion 7.1. Que un R-médulo M sea uniforme es equivalente a que la
interseccion de cualesquiera dos submoédulos no cero de M sea distinta de cero.

Definicién 7.2. La dimension de Goldie (o dimension uniforme) de un R-
moédulo M es el cardinal de una suma @, ; U;, tal que @, ; U; es esencial en
M y Vi € I U; es inescindible, es decir, si una suma directa de submoédulos
inescindibles de M D, ; U; es esencial en M, entonces la dimension de Goldie
de M es |I|. Denotaremos la dimension de Goldie por Gdim.

Observacion 7.2. La dimensién de Goldie de un R-mdédulo esta bien definida ya
que si se tiene que €P;; Ui y €D, Vj son esenciales en M, entonces [I|=|]],
esto gracias al teorema de Krull-Schmidt-Remak.

Observacion 7.3. Si un R-médulo M es tal que Gdim (M) = 1, entonces M es
uniforme.

Observacion 7.4. Para que la dimensiéon de Goldie de un R-médulo M sea
infinita se debe de tener que M contiene una suma infinita de submodulos no
cero de M, por lo que si M es neteriano o artiniano se tiene que M tiene
dimension de Goldie finita.

Definicién 7.3. Sea R un anillo, decimos que un R-mo6dulo M es un modulo
hueco si todo submoédulo propio de M es superfluo.

Observacion 7.5. Que un R-médulo M sea un moédulo hueco es equivalente a
que si al tomar Ny, Ny < M tales que N1 + Ny = M se tiene que Ny = M o
Ny =M.



Capitulo 8

V-anillos

8.1. V-anillos

Definicion 8.1. Un anillo R es llamado V-anillo si todo R-médulo derecho
simple es inyectivo.

Nota: La clase de los V-anillos fue introducida por Villamayor.

Teorema 8.1. Son equivalentes para un anillo R:
i) R es V-anillo;
i1) Para todo R-mddulo M se tiene que J(M) = 0;
ii1) Todo ideal derecho propio I < R es una interseccion de ideales mdzimos.

Demostracion. Sea R un anillo:

i) = ii) Supongamos que R es V-anillo, tomemos un R-moédulo derecho
M. Mostremos que la interseccion de todos los submoédulos méaximos de M
(J(M)) es cero. Sea 0 # = € M, consideremos el R-moédulo derecho zR, sea N
un submoédulo méaximo de R y construyamos S = xR/N que es un R-modulo
simple, por hipétesis inyectivo. Consideramos el epimorfismo canénico f : xR —
S, ahora como S es inyectivo f puede ser extendido a f : M — S = zR/N,

entonces Nuc(f) es un submédulo méximo de M tal que x ¢ Nuc(f), por lo
que z no puede estar en la interseccién de todos los submoédulos méximos de
M, es decir, J(M) = 0.

ii) = iii) Sea I < R un ideal derecho propio de R. Puesto que J(R/I) =0,
por la Proposicién 5.12 concluimos que I es una interseccién de ideales maximos
de R.

iii) = i) Sean S un R-moédulo derecho simple e I un ideal de R. Consi-
deremos un morfismo no cero f : I — S, por el Lema de Baer para mostrar
la inyectividad de S, basta mostrar que f se puede extender a un morfismo
f: R — S. Tomemos un elemento = € I\Nuc(f), como Nuc(f) resulta ser un
ideal derecho de R, entonces por hipétesis, Nuc(f) es una interseccion de una
familia de ideales derechos maximos de R, ahora como tenemos que = ¢ Nuc(f),
entonces existe un ideal maximo M O Nuc(f) tal que = ¢ M. Ahora puesto

67
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que I\Nuc(f) = S (primer teorema de isomorfismo para modulos) es simple,
tenemos que M NI = Nuc(f). Claramente I + M = R. Ahora extendemos f a
f: R — S definida por f(a+m) = f(a) Va € I y Ym € M. Con esto mostramos
que todo R-moédulo simple es inyectivo, es decir, R es V-anillo. O

Ejemplo 8.1. Todo campo K cumple con ser V-anillo, ya que al s6lo tener
dos ideales (0 y K) cumple trivialmente que todo ideal I < K es interseccion
de maximos.

Definicion 8.2. Un ideal I, de un anillo R, se llama primitivo si es el anulador
de un R-moédulo simple. De la misma manera un anillo cociente R/I seréa llamado
primitivo justo cuando el ideal I sea primitivo.

Observacion 8.1. Todo ideal primitivo es primo.

Proposicion 8.1. Son equivalentes para un anillo R:

i) R es un V-anillo;

ii) Todo ideal I de R es idempotente, es decir, I*> = I y todos los anillos
cocientes primitivos de R son V-anillos.

Demostracion. Sea R un anillo:

i) = ii) Supongamos que R es un V-anillo, claramente todo anillo cociente
de R es V-anillo. Ahora supongamos que I es un ideal derecho de R tal que
I # I?. Por la proposicién anterior I e I? son interseccion de ideales derechos
méximos y como son distintos debe existir un ideal maximo M tal que 12 C M
y I ¢ M, entonces R = M + I, por lo cual deben existir m € M e i € I tal que
1 =m +1, con lo cual se tiene que I = (m +i)I Cml+il C M +1>= M, lo
cual es una contradiccion, porque tenfamos que I ¢ M, por lo que I = I

ii) = 1) Sean S un R-moédulo derecho simple, E una extension esencial de
Sy A = ann(S). Puesto que R/A es un anillo primitivo, entonces por hipotesis,
R/A es un V-anillo. Veamos ahora que A = ann(FE), ya que si suponemos que
A # ann(E), entonces existiria un elemento = € E tal que zA # 0. Puesto que
E es una extension esencial de S que es simple, nosotros tenemos que S C rA,
por lo tanto existe un ideal derecho I de R tal que I C Ay xI = S, ya que
si consideramos la inyeccion ¢ : S — zA obtendremos que S = Im(:) = xl.
Ahora S = 2l = zI?> = SI C SA = 0, lo cual es una contradiccién, por lo
tanto A = ann(F). Ahora E es un R/A -mo6dulo que es extension esencial del
R/A-modulo simple S. Puesto que por hipotesis R/A es un V-anillo, se tiene
que S = E. Por lo tanto S es inyectivo y R resulta V-anillo. O

Definiciéon 8.3. Un anillo R es llamado Von Neumann regular si para todo
r € R existe un s € R tal que r = rsr.

Proposicion 8.2. Sea R un anillo, entonces R es Von Neumann regular si y
sdlo si todo ideal principal (ciclico) es generado por un elemento idempotente.
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Demostracion. Sea R un anillo.

Supongamos que R es Von Neumann regular y tomemos un ideal principal
aR de R, entonces como R es Von Neumann regular, existe x € R tal que
a = axa, ahora multiplicando por z la igualdad obtenemos que ax = azraxr =
(ax)(ax) = (az)?, es decir, ax es idempotente y ademés aR = axR.

Ahora supongamos que todo ideal principal estd generado por un idempo-
tente. Tomemos a € R, entonces por hipétesis aR = eR para algin e € R
idempotente, entonces a = ex para alguna = € Ry a = ea = aza. O

Proposicion 8.3. Sea R un anillo Von Neumann regular, entonces todo ideal
I de R es idempotente.

Demostracion. Sean R un anillo Von Neumann regular e I un ideal de R, sea
a € I, entonces por la proposicién anterior tenemos que aR = e, R con ¢, € R
idempotente, entonces a = e,r para alguna r € R, esto implica que e,a =
€alal = €q(eqr) = (eqeq)r = €47 = a, con esto tenemos que e, € I y ademas
a = eq(e,r) donde eq,e,r € I, por lo tanto a € I?, por lo tanto I = I2. O

Proposicion 8.4. Un anillo conmutativo R es un V-anillo si y sélo si es un
anillo Von Neumann reqular.

Demostracion. Sea R un anillo Von Neumann regular conmutativo, puesto que
es conmutativo, todo anillo cociente primitivo es un campo, ya que todo ideal
primitivo es primo, ademés todo ideal derecho de un anillo Von Neumann regular
es idempotente, entonces por la Proposicién 8.1 obtenemos que R es V-anillo.
Ahora supongamos que R es V-anillo conmutativo, entonces por la Propo-
sicibn 8.1 todo ideal de R es idempotente. Tomemos ahora r € R, entonces
rR = (rR)? = r?R, entonces existe un elemento s € R tal que r = r2s = rsr
por la conmutatividad, entonces con esto concluimos que R es un anillo Von

Neumann regular. O

8.2. DV-anillos

Definicién 8.4. Un anillo R es un débil-V-anillo (DV-anillo para abreviar) si
todo R-moédulo simple derecho es R/I-inyectivo para todo ideal derecho I tal
que R/I 2 R, es decir, R/I es propio.

Ejemplo 8.2. Un ejemplo de un DV-anillo que no es V-anillo es Zy,> con p
primo

Lema 8.1. Sean R un DV-anillo y R/A y R/B dos R-mdédulos ciclicos distintos
de R tal que AN B =0, entonces R es un V-anillo.

Demostracion. Sean R un DV-anilloy R/A y R/B dos R-médulos ciclicos dis-
tintos de R tal que A N B = 0, ahora dado que R es DV-anillo, cualquier
R-médulo derecho simple es (R/A) x (R/B) inyectivo, ya que por definicion
es R/A y R/B inyectivo, ahora como se tiene que AN B = 0 entonces Ry se
sumerge en (R/A) x (R/B), ya que un elemento = € R estd en R/A o R/B, de
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lo contrario x estaria en A N B, pero AN B = 0, por lo que todo R-mddulo es
Rpg, es decir R es V-anillo. O

El siguiente Teorema fue tomado del libro Cyclic Modules and the Structure
of Rings de S. K. Jain, Ashish K. Srivastava, Askar A. Tuganbaev, y se exhibe
aqui para la comodidad del lector.

Proposicion 8.5. Sea R un DV-anillo que no es V-anillo, entonces R debe ser
uniforme derecho.

Demostracion. Sea R un DV-anillo.

Supongamos que R es de dimensién de Goldie infinita, entonces R contiene
una suma directa A B tal que A y B son sumas directas infinitas de ideales
derechos no cero. Si R/A = R, entonces R/A es proyectivo, entonces existe un
ideal derecho C de R tal que R = C'@ A, pero el modulo ciclico R/C' es isomorfo
a una suma directa infinita de ideales no cero, lo cual es una contradiccién, por
lo tanto R/A es R-mo6dulo propio derecho, siguiendo un razonamiento similar
obtenemos que R/B también es propio. Entonces por el lema anterior obtenemos
que R es V-anillo.

Supongamos que la dimension de Goldie de R estd en N\{1}, es decir,
Gdim(R) = n > 1 entonces existen ideales derechos uniformes U; tal que
@?:1 U; Ces R. Ahora tenemos entonces que

Gdim(R/Uy) =n — 1= Gdim(R/Us), por lo que R/U; y R/Us, son propios
y como la suma de los U/s es directa tenemos entonces que Uy NUs = 0, entonces
por el lema anterior tenemos que R es V-anillo.

Por lo tanto concluimos que si un anillo R es DV-anillo, pero no es V-anillo
entonces se tiene que Gdim(R) = 1, es decir, R es uniforme derecho. O

Proposicion 8.6. Sea R un anillo tal que R/I es propio para todo ideal derecho
no cero I, entonces son equivalentes:

i) R es un DV-anillo derecho;

it) J(R/I) = 0 para todo ideal derecho no cero I de R;

i11) Todo ideal derecho no cero I # R es una interseccion de ideales derechos
MATimos.

Nota: en particular los enunciados anteriores son equivalentes cuando R es
uniforme derecho.

Demostracion. Sea R un anillo tal que R/I es propio para todo ideal derecho
no cero I.

i) = ii) Supongamos que R es DV -anillo, entonces por definicion R-médulo
simple es R/I-inyectivo, donde I es un ideal no cero de R, lo cual por hipdtesis
implica que R/I # R, entonces de esto concluimos que todo R/I es V-anillo,
por lo cual, gracias al Teorema 8.1, todo R/I-m6dulo M tiene J(M) = 0, en
particular R/I es un R/I-mdédulo, con lo cual concluimos que J(R/I) = 0.

ii) = iii) Tomemos un ideal derecho no cero I # R, entonces por hipotesis
tenemos que J(R/I) = 0, con lo cual concluimos que I es una interseccion de
maximos.
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ili) == i) Supongamos que todo ideal derecho no cero I # R es una inter-
seccion de ideales derechos maximos, como por hipétesis R/I es propio, porque
I es no cero, entonces de esto concluimos que R/I es V-anillo, entonces todo
R/I-modulo simple es R/I-inyectivo, con lo cual podemos concluir que todo
R-mo6dulo simple es R/I-inyectivo, es decir, R es DV-anillo. O

Corolario 8.1. Si R es un DV-anillo derecho, entonces R/J(R) es un V-anillo
derecho.

Demostracion. Si R es un V-anillo, entonces claramente R/J(R) es un V-anillo
ya que por la proposicion 8.1 se tendria que J(R) = 0 por lo que R/J(R) =
R. Entonces supongamos que R no es un V-anillo derecho, entonces por la
proposicion 8.4 se tiene que R es uniforme derecho, ahora por la proposiciéon
anterior tenemos que todo ideal derecho no cero I # R es interseccion de ideales
derechos méaximos. Ahora si tuviéramos que J(R) = 0 entonces tendriamos
que el ideal cero también es una interseccion de ideales maximos por lo que
R = R/J(R) es un V-anillo. Ahorasi J(R) # 0 entonces todos lo ideales derecho
de R/J(R) distintos de R/J(R) son interseccion de ideales derechos maximos,
entonces por la proposicion 8.1 se tiene que R/J(R) es un V-anillo. O

Nota: Con esto tenemos que, en particular, un anillo DV-anillo que ademés
es Von Neumann regular derecho resulta ser un V-anillo derecho.

Proposiciéon 8.7. Si R es un DV-anillo derecho, entonces para todo ideal de-
recho de R se tiene que I> =0 o0 I> =1.

Demostracion. Sea R es un DV-anillo derecho.

Primero si R ademés es un V-anillo entonces por la proposicién 8.2 para
todo ideal derecho de R se tiene que I? = I.

Asumamos entonces que R no es V-anillo, entonces por la proposiciéon 8.4 R
resulta uniforme derecho. Tomemos ahora un ideal derecho I # R y supongamos
que I? # 0, entonces por la proposicién 8.5 se tiene que tanto I como I?son
interseccion de ideales derechos maximos, si 12 # I entonces debe existir un
ideal derecho maximo M tal que I? C M, pero I ¢ M, entonces tenemos que
R =1+ M y podemos escribir 1 = 7+ m para algunos ¢ € I y m € M, esto nos
da I = (i+m)I Cil+mICI?>+ M = M, lo cual es una contradiccién ya que
tenfamos que I ¢ M, por lo que I = I?. Todo esto se dio teniendo en mente
que I? # 0, por lo tanto podes concluir que para todo ideal derecho I de R se
tiene que I? =00 I = I?. O

Proposiciéon 8.8. Si R es un DV-anillo derecho que ademds es un dominio
entero, entonces R es simple.

Demostracion. Sea R es un DV-anillo derecho que ademés R es un dominio
entero, tomemos un elemento 0 # a € R, ahora como R dominio entero, obte-
nemos que (aR)? # 0, ya que en los dominios enteros no hay divisores propios
de cero, ahora como (aR)? # 0, por la proposicién anterior, concluimos que
(aR)? = aR, es decir, aRaR = aR, y puesto que R es dominio entero obtene-
mos que RaR = R, ya que se vale la ley de la cancelacién, esto muestra que
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R es el tnico ideal no cero de R, por lo tanto concluimos que R es un anillo
simple. O

Corolario 8.2. Si R es un DV -dominio, entonces R es un V-dominio.

Demostracion. Sea R un DV-dominio, entonces por la proposiciéon anterior,
tenemos que R es simple, entonces sblo tiene dos ideales, R y 0, por lo que, al
ser DV -anillo en particular, se cumple trivialmente que R es V-anillo. O

8.3. YV-anillos

Definiciéon 8.5. Sean R un anillo y M un R-moédulo, se dice que M es -
inyectivo si M(®) es inyectivo para cualquier cardinal o.

El siguiente Teorema fue tomado del libro Cyclic Modules and the Structure
of Rings de S. K. Jain, Ashish K. Srivastava, Askar A. Tuganbaev, y se exhibe
aqui para la comodidad del lector.

Teorema 8.2. Sea R un anillo, entonces son equivalentes para un R-mddulo
inyectivo M :

i) M es Y-inyectivo

i) M®0) es inyectivo

i) Toda extension esencial de M®0) es una suma directa de mdédulos que
son proyectivos o inyectivos.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-mo6dulo inyectivo

iii) = i) Supongamos que toda extension esencial de M) es una suma
directa de modulos que son proyectivos o inyectivos, procedamos por contradic-
cién. Supongamos que M no es Y-inyectivo, entonces @, ; M; (M; = M) no es
inyectivo, para algtin conjunto de indices infinito I, por lo tanto por el Teorema
de Baer, existe un ideal derecho A de Ry un R-morfismo g: A — ,.; M; tal
que el conjunto I = {j € I| m; o g # 0} es infinito, donde 7; : P, ; M; — M;
es la proyecciéon canénica, ya que de otra manera Im(g) estaria contenida en
una subsuma directa finita de @, ; M; y puesto que toda suma directa fini-
ta de modulos inyectivos es inyectivo, entonces g se extenderia a R, contradi-
ciendo el hecho de que tomamos ;. ; M; no inyectivo. Sea J un subconjunto
infinito numerable de I’. Ahora, escogemos un elemento a; € A y definimos
b; = g(aj) y N; = b;R. Entonces tenemos que N; es un submodulo ciclico de
M;, y puesto que J es numerable y todo N; es ciclico, tenemos que @jeJ Nj es
numerablemente generado. Ahora denotamos por ); una capsula inyectiva de
Nj en M; y tomamos Q = E(,; @;) una cpsula inyectiva de P, ; Q. Sea
T @i Mi — eajeJ Q; el epimorfismo que manda todo M; a cero si ¢ € I\J;
mientras que Vi € J, la restriccion de m a M; es tal que 7|y, = 5 o a, donde
a: M; — @Q; es la proyeccion natural y 8: Q; — ®j€J @; es el monomorfismo
candnico. Ahora afirmamos que el morfismo f =7og: A — P I Q; no puede
ser extendido a un morfismo h : R — P, ; @; a lo largo del monomorfismo
i : A — R. En particular afirmamos que @jeJ @; no es inyectivo. Supongamos
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lo contrario, es decir, supongamos que f admite una extension h. Puesto que
h(1) esté contenido en una subsuma directa finita de P, ; Q;, entonces Im(f)
estd contenida en EBjeF Q; para algin conjunto finito F' de J, por lo tanto
mj o f = 0 para cada j € J\F. Pero esto no es posible ya que 7o f : A — Q;
y toda @; es una capsula inyectiva de IN; en M;, por lo que nuestra afirmacién
es correcta.

Consideremos ahora el conjunto €2 de submdédulos P de ) que satisfacen las
tres siguientes condiciones:

D) D,e, Qi CPCQ.

2) P es una suma directa de submodulos inyectivos de Q).

3) f=mmog:A— ®jeJ @; € P no puede ser extendido a un morfismo
h: R — P alo largo del monomorfismo p: A — R.

Claramente §2 no es vacio ya que @jel Q; € ). Definamos ahora un or-
den parcial en Q por P; < P, siy solo si P; C P,. Afirmamos que €2 es un
conjunto inductivo bajo este el orden parcial. Sea {Py}rex una cadena en ).
Sea P = Ugeg Pr. Como tenemos que ®j6J Qi Ces Q = E(@jEJ Q;), tene-
mos que EBJ.EJ Qj Ces P. Por lo tanto @jEJ M; Ccs P, entonces por hipotesis
P = (B,cv Cu) D@D, C,) donde todo C,, es inyectivo y todo D, es pro-
yectivo. Entonces por un Teorema de I. Kaplansky que se puede encontrar en
el libro de Anderson y Fuller, sabemos que todo modulo proyectivo es una su-
ma directa de médulos numerablemente generados. Por lo tanto, tenemos que
P = (@D,cv Cu) DD,y Do), donde todo Cy es inyectivo y todo D, es un
modulo numerablemente generado, ademas los conjuntos U y V' son numerables
ya que P contiene un submoédulo numerablemente generado € jed N; Ces P.
Por lo tanto, D = @,y D, es numerablemente generado. Podemos entonces
escribir D = )y D;, como una suma numerable de médulos finitamente ge-
nerados. Puesto que D] es finitamente generado D] C Ugep Pi para algin
subconjunto finito F C K. Ademaés, puesto que todo Py es una suma directa de
modulos inyectivos, P contiene una capsula inyectiva E(D}) de D}y mas aun,
E(Dy) N (B, cy Cu) =0, porque D} N (P,,cy Cu) = 0. Por lo tanto

~ (Buey Cu) @ EDY) (EBu Co) D@yev Do) ~ _
ED) = g ron S T @ecs = (@ey Do) =D
Por lo tanto, D contiene una capsula inyectiva E(D}) de D, con lo cual ob-

tenemos la siguiente descomposicion D = E (D7) P DY, ahora denotemos D1 ,,
a la imagen de D!, bajo la proyeccion natural sobre D para n > 2, escribamos

11 = D1, para simplificar un poco. Es facil ver que D = E(D}) @ 3_,,55 D} -
por como han sido deﬁnldos los D] - Esto nos produce una descomposu:lon

P = (@,cv Cu) @ E(D] )@Zn>2 Dj ,,. Ahora podemos aplicar el mismo
proceso a P, pero ahora con D 5, con lo cual obtendriamos que:

P= (@ueU DD EDL ) D ED ) DY ,55 D, y si repetimos el pro-
ceso infinitamente, construlrnos un conjunto infinito {E( non) nen de submo-
dulos inyectivos de P tal que para cada m € N tenemos que:

(B,cv Cu) BB, -, E(D,,,,) € P. Entonces, por construccion:

D, € @, E(D,,), Vm € N. Como consecuencia de esto tenemos que,

D C @, en E(D}, ), por lo que P = (B, cpy Cu) D(D,en E(D, ), por lo que
P satisface (2). Finalmente, veamos que el morfismo f = wrog: A — EBjEJ Q; C
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P no puede ser extendido a un morfismo h : R — P a lo largo del monomor-
fismo p : A — R. Supongamos, si es posible, que g admite una extensién h.
Puesto que I'm(h) es finitamente generado y { Py }rck es una cadena, existe un
k € K tal que Im(h) C Pg. Esto nos da una contradiccion, porque Py € Q, y
por lo tanto, por definiciéon de €2, f no puede ser extendido a un morfismo con
dominio R, por lo tanto P € . Esto prueba nuestra afirmaciéon de que 2 es un
conjunto inductivo. Por el lema de Zorn, tenemos que € tiene un elemento ma-
ximo, llamémosle Py, por hipétesis Py = @, . Wi, donde todo W; es inyectivo.
Sean ¢ : Py — W; las proyecciones canénicas. Puesto que, por hipotesis, f no
puede ser extendido a un morfimos h : R — Py, existe un subconjunto infinito
T C T tal que ;o f # 0, para toda t € T’, porque de otra manera Im(f)
podria ser extendida a un morfismo R — @, W; C Py, lo cual nos daria una
contradiccion. Escribamos T’ como una unién ajena de conjuntos infinitos 73 y
Ty y denotemos @1, : Dcr Wi = Dier, We v 01, + @i Wi = Dier, W
notemos que @1, o f 1 A — D, Wi no puede ser extendido a un morfismo
h: R — @;cr, Wi para i € {1,2}, ya que de otro modo Im(h) C D,cp Wt,
donde F' es un conjunto finito, y por lo tanto wo f = popr, o f =0, para cada
t € T;\F, lo cual es una contradiccién. Esto implica que €, W no es inyec-
tivo y por lo tanto P, e, Wi # E(D,cp, Wi). Por lo tanto Py = P,cr Wi C
E(@D,cr, Wi) D(D;cr, Wt), de aqui podemos ver que f no puede ser extendida
a un morfismo R — E(D, 7, Wi) D(D,cr, Wi), porque de otra manera ¢, o f
podria ser extendido a un morfismo R — @ten W4, lo cual es una contradic-
cion. Concluimos entonces que E(D,cp, Wi) D(D,cp, W) € Q, pero esto es
una contradiccion con el hecho de que P es el elemento maximo de 2. Por lo
tanto M debe ser X-inyectivo.

i) = ii) Es claro ya que si M es ¥-inyectivo, entonces M®0) e inyectivo

i) = iii) Es claro ya que si M es X-inyectivo, entonces M®0) es inyectivo,
por lo cual no tiene una extensién esencial propia, por lo cual el hecho de que
M®0) gea una suma directa de moédulos inyectivos o proyectivos se cumple
trivialmente.

ii) = iii) Es claro ya que si M®0) es inyectivo, no tiene una extension
esencial propia, por lo cual el hecho de que M®0) sea una suma directa de
moédulos inyectivos o proyectivos se cumple trivialmente. O

Definicion 8.6. Un anillo R es llamado XV-anillo derecho si todo R-moédulo
derecho simple es Y-inyectivo.

Observacion 8.2. Es claro que todo ¥V-anillo R es V-anillo, porque todo R-
médulo simple S lo podemos ver como S| por lo que S resulta inyectivo.

Definicion 8.7. Una suma directa interna @, ; A; de submédulos de un R-
moédulo M es llamada sumando local de M si, dado cualquier conjunto finito F'
de I, la suma directa P, A; es un sumando directo de M.

Definicién 8.8. Sean R un anilloy M = @,;
M; es cero. Se dice que la descomposicion €

M; un R-médulo donde ningan

ier Mi complementa sumandos
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directos si, siempre que se tiene una suma directa A de sumandos de M, existe
una subconjunto .J C I para el cual se cumple que M = (,., M;) P A.

El siguiente Corolario esté basado en el Corolario 6.18 del libro Cyclic Mo-
dules and the Structure of Rings de S. K. Jain, Ashish K. Srivastava, Askar A.
Tuganbaev, y se exhibe aqui para la comodidad del lector.

Corolario 8.3. Sea R un anillo, entonces un R-mddulo M es X-inyectivo si
y solo si toda extension esencial de M®0) es una suma directa de mddulos
inyectivos.

Demostracion. Sean R un anillo y M un R-moédulo.

Supongamos que toda extension esencial de M®0) es una suma directa de
moédulos inyectivos, sea F una capsula inyectiva de M, tenemos entonces que
M®o) C . E®o) por hipotesis, el mismo M ®0) es una suma directa de modulos
inyectivos, por lo tanto M) es un sumando local de E®0). Por el teorema
anterior, E es Y-inyectivo, entonces también lo es E®0) por lo tanto E®) tiene
una descomposicién inescindible que complementa sumandos directos, entonces
cualquier sumando local de E®) es un sumando directo, por lo tanto M ®R0)es
un sumando directo de E®0)| con lo cual concluimos que M®) es inyectivo y
por lo tanto M es X-inyectivo.

El regreso es claro ya que si M es Y-inyectivo, entonces M ™) es inyectivo,
por lo cual no tiene una extensién esencial propia, por lo cual el hecho de que
M®0) sea una suma directa de médulos inyectivos se cumple trivialmente. [

Teorema 8.3. Un anillo R es XV -anillo derecho si y sdlo si para todo R-mddulo
derecho simple S se cumple que toda extension esencial finita de S es una
suma directa de mddulos inyectivos.

Demostracion. Sea R un anillo. supongamos que todo R-médulo derecho simple
S cumple que toda extensiéon esencial finita de S®o)es una suma directa de
modulos inyectivos, entonces por el corolario anterior, todo R-médulo derecho
simple S es Y-inyectivo, por lo tanto R es ¥V-anillo derecho.

El regreso es claro ya que si suponemos que R es XV-anillo derecho, entonces
todo R-modulo simple derecho S es S-inyectivo, entonces S™) es inyectivo, por
lo cual no tiene una extension esencial propia, por lo cual el hecho de que S®0)
sea una suma directa de moédulos inyectivos se cumple trivialmente. O

Definicién 8.9. Un anillo R es llamado c. f. d. (cociente finito-dimensional)
relativo a un médulo M si ningin R-médulo derecho ciclico contiene una suma
directa infinita de médulos isomorfos a submoédulos de M.

Proposicion 8.9. Si un R-mddulo derecho M es Y-inyectivo, entonces R es c.
f. d. relativo a M.

Demostracion. Sea R un anillo y M un R-mo6dulo Y-inyectivo. Supongamos que
R no es c. f. d. relativo a M, entonces existe un R-modulo derecho ciclico C' que
contiene una suma directa infinita de médulos €, ; V; isomorfos a submodulos

de M, tomemos M; = M Vi € I. Puesto que M es Y-inyectivo, P, M; es
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inyectivo, entonces el monomorfismo ¢ : @,.; Vi — @,c; M; que incluye a V;
en M;, se extiende a un monomorfismo f : C' — @, ; M;. Ahora puesto que C
es ciclico, existe un subconjunto finito J C I tal que f(C) C @jeJ M;. Por lo
tanto f(Vi) N My C f(C) N My = 0 para toda k que no pertenece a J, lo cual
es una contradiccion con el hecho de que f(V;) = p(V;) € M; para toda ¢ € I.
Por lo tanto R es es c. f. d. relativo a M. O

Proposicion 8.10. Sean R un XV -anillo derecho y S un R-mddulo simple,
entonces R es c. f. d. relativo a S.

Demostracion. Sean R un XV-anillo derecho y S un R-mddulo simple, entonces
S es Y-inyectivo, por lo tanto por la proposiciéon anterior R es c. f. d. relativo a
S. O



Capitulo 9

Apéndice. Ordinales

Definicién 9.1. Sea R una relacién binaria en un conjunto X, decimos que:
R es reflexiva si Va € X tenemos que aRa;
R es simétrica si Va,b € X tenemos que aRb implica bRa;
R es antisimétrica si Va,b € X tenemos que aRb y a # b implica —bRa;
R es conectada si Va,b € X tenemos que aRb o bRa;
R es transitiva si Va, b, c € X tenemos que aRb y bRc implica aRc.

Definicién 9.2. Un orden parcial de un conjunto X es una relacion binaria en
X que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Usualmente los ordenes parciales
se denotan con el simbolo <.

Un conjunto parcialmente ordenado (copo) consiste de un conjunto X y un
orden parcial < en el conjunto X, se denota como el par ordenado (X, <).

Definicién 9.3. Tomemos ahora un copo (X,<)y Y C X. Un elemento a € Y
es un elemento minimo si y sélo si #b € Y tal que b < a.

Un copo (X, <) es llamado bien fundado si todo subconjunto no vacio de X
tiene elemento minimo (en este caso diremos que la relacion es bien fundada).

Lema 9.1. Sea (X,<) un copo. (X,<) es bien fundado si y sélo si no hay
sucesiones {a,}22, de elementos de X tal que a1 < a, para todo n, es decir,
no hay sucesiones {a,}32 otal que ag > a1 > az > ...

Demostracion. Sea (X, <) un copo. Supongamos que el copo no es bien fundado.
Sea Y C X tal que Y no tiene elemento minimo. Sea a, € Y. Como ag no es
elemento minimo en Y, podemos encontrar a; € Y tal que a, < ay, otra vez
a1no es elemento minimo en Y entonces podemos encontrar un as € Y tal que
as < ap, entonces procediendo de esta manera podemos obtener una sucesién
{an}22, tal que ag > a3 > az > ...

Ahora supongamos que existe una sucesion{a, }52 stal que ag > a3 > as >
.. Sea Y = {a,}5%,, entonces claramente por construccién ¥ C X no tiene
elemento minimo, y por lo tanto (X, <) no es bien fundado. O

7
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Teorema 9.1. Sea (X, <) un copo. Entonces existe un conjunto Y de subcon-
Juntos de X tal que (X, <) = (Y, Q).

Demostracion. Sea (X,<) un copo, para cada a € X definamos z, = {b €
X|b<a},yY = {z]a € X}. Definamos la funciéon 7 : X — Y por 7(a) = zq.
Veamos que 7es una biyeccién, simplemente por construcciéon de Y, 7 es sobre,
supongamos ahora que z, = z; entonces por definicion de z, tenemos que b < a
y analogamente por definicion de z, tenemos que a < b, entonces a = b, entonces
mes inyectiva y por lo tanto biyectiva. Mas atn por, por definicién, tenemos que
si a1 < ag <= 24, C 24, por lo tanto m es un isomorfismo entre X y Y. O

Definicién 9.4. Un orden total (u orden lineal) de un conjunto X es un orden
parcial conectado de X. Un conjunto totalmente ordenado (coto) es una pareja
(X, <) tal que < es un orden total de X.

Definicién 9.5. Un buen orden de un conjunto X es un orden total bien fun-
dado del conjunto X. Un conjunto bien ordenado (cobo) es una pareja (X, <)
tal que < es un buen orden de X.

Observemos que en un coto (X, <) los elementos minimos de conjuntos no
vacios Y C X son tinicos, en este caso diremos que son elementos menores. Esto
gracias a que en un coto la relacién es conectada.

Teorema 9.2. Sean (X, <) un cobo y E C X tal que:

(i) el elemento menor de X pertenece a E;

(i1) para cualquier x € X, si Vy € X tal que y < = implica y € E, entonces
zeFl.

Entonces £ = X.

Demostracion. Sean (X, <) un cobo y E C X tal que se cumplen (i) y (ii).
Supongamos que E # X. Consideremos el conjunto X — F, como (X, <) es
cobo entonces X — F tiene elemento menor, sea x dicho elemento menor, ahora
por (i) « no es el elemento menor de X y por la eleccion de z tenemos que si
y < x entonces y € E, entonces por (ii) € F, contradicciéon ya que x € X — E.

Sean (X, <), (X', <) cobos, una funcién f : X — X’ es un isomorfismo de
orden si y solo si f es biyectivay @ < y = f(x) <’ f(y). En caso de que dicho
isomorfismo exista lo denotaremos por f: X = X' O

Teorema 9.3. Sean (X,<) un cobo, Y C X, f: X 2 Y. Entonces Vx € X,
x < f(x).

Demostracion. Sean (X,<) un cobo, Y C X tal que f: X XY y E ={z €
X|f(z) < z}. Por demostrar que E = {). Supongamos lo contrario, entonces,
como (X, <) es coboy ) # F C X, E tiene elemento menor, xg. Como zg € E
tenemos que f(zo) < zp. Sea x1 = f(zp). Como z; < xpaplicando f tenemos
que f(z1) < f(zo) ya que f es isomorfismo de orden, sustituyendo tenemos que
f(z1) < x1. entonces x1 € F, pero 21 < xg, lo que contradice la eleccion de xq
como el elemento menor de E. Por lo tanto E =0y Vx € X,z < f(z). O
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Teorema 9.4. Sean (X,<), (X',<') cobos. Si (X,<) = (X', <), entonces
existe un tinico isomorfismo de orden f: X = X'.

Demostracion. Sean (X, <), (X', <’) cobos tal que (X, <) = (X', <’) suponga-
mosque f: X 2 X' yg:X=2X".Seah=f"'og. Claramente h : X = X.
Entonces por el teorema anterior x < h(z) Vo € X. Entonces aplicando f, te-
nemos que para cualquier x € X, f(z) < f(h(x)) = g(x),entonces f(z) < g(z),
analogamente obtendremos que g(z) < f(z) Vo € X. Por lo tanto f = g. O

Definicién 9.6. Sea (X, <) un cobo, a € X. Definiremos el segmento X, de X
como X, = {x € Xz < a}.

Teorema 9.5. Sea (X, <) un cobo. Entonces no existe ningin isomorfismo de
X sobre un segmento de X.

Demostracion. Sea (X, <) un cobo. Supongamos que f : X = X, para algin
a € X. entonces por un resultado anterior tenemos que z < f(x) Vo € X. En
particular, a < f(a), pero ran(f) = X, entonces f(a) € X, y por definicion de
X, tenemos que f(a) < a, contradiccion. O

Teorema 9.6. Sean (X, <) un cobo y A = {X,|la € X}. Entonces (X, <) =
(4,9).

Demostracion. Sean (X, <) un coboy A ={X,la € X}, definamos f: X — A
por f(a) = X,. Por demostrar f es un isomorfismo de orden. Simplemente por
construccion de A la funcion es sobre. Sean a,b € X tal que a # b, como (X, <)es
cobo sin pérdida de generalidad, supongamos que a < b entonces X, C X, por
definicién de segmento, entonces X, # X, entonces f es inyectiva, por lo tanto
f es biyectiva y ademas también es de orden, como se vio en la demostracion
de la inyectividad. Por lo tanto f es isomorfismo de orden. O

Definicién 9.7. Un ordinal es un cobo (X, <) tal que X, = a Va € X.

Observacion 9.1. Sea (X, <) un ordinal. Entonces Va,b € X, tenemos que a < b
si y solo si X, C Xpsi y solo si a Cb.

La primera equivalencia se da gracias a la definicién de segmento (de hecho
basta con que(X, <) sea cobo), y la segunda se da gracias a la definicion de
ordinal.

Teorema 9.7. Sea (X, <) un ordinal. Si a € X, entonces X, es un ordinal.

Demostracion. Sean (X, <) un ordinal, a € X y b € X,. Entonces se define
(Xa)p por (Xo)p ={z € Xglz <b}={z e Xz <aAz <b}ycomoa<hb
tenemos que {z € X[z <aAz <b} ={z € X|z <b} = X}, =b ya que (X, <)
es ordinal, entonces con estos vemos que (X,), = X = b, por lo tanto X, es un
ordinal. O

Teorema 9.8. Sea (X, <) un ordinal. SiY C X. Si'Y es un ordinal, entonces
Y = X, para algin a € X.
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Demostracion. Sean (X, <) un ordinal y Y C X. Supongamos que Y es un
ordinal, sea a € X el elemento menor de X — Y (que existe ya que X es cobo),
entonces X, C Y por definicién de segmento, ahora tomemos b € Y, entonces
como Y es ordinal tenemos que Y, = b = X}, entonces si a < b tenemos que
a € Xy, entonces a € Y, y por lo tanto a € Y, pero eso no puede ser ya que
a€ X —Y.Porlotantob<a,perob#ayaquebeY yaec X —Y, entonces
b<aybe X, esto muestra que Y C X,, y como a es el elemento menor de
X =Y, podemos concluir que Y = X,,. O

Teorema 9.9. Si X, Y son ordinales, entonces X NY es un ordinal.

Demostracion. Sean X, Y ordinales y a € X NY, entonces X, = a = Y,, es
decir, {x € X|r<a}=a={y € Y|y <a},entonces a ={z € XNY|z<a} =
(X NY),, por lo tanto X NY es un ordinal. O

Teorema 9.10. Sean X, Y son ordinales, si X # Y, entonces uno es segmento
del otro.

Demostracion. Sean X, Y son ordinales tales que X #Y,si X CY oY C X
como ambos son ordinales entonces por un resultado anterior, obtendriamos
que uno es segmento del otro. Entonces supongamos lo contrario, consideremos
ahora X NY, por el teorema anterior X NY es un ordinal y como esta contenido
en X y Y, tenemos que es segmento de ambos, es decir, para algunos a € X y
beY tenemosa=X,=XNY =Y, =0b, entonces a =b, peroac X ybeY,
porlotantoa=b€ X NY, pero X, =X NY,entonces Vz€ XNY z < a, en
particular a < a, contradiccién. Por lo tanto si X # Y ordinales tenemos que
uno es subconjunto del otro y por lo tanto segmento. O

Teorema 9.11. Si X, Y son ordinales isomorfos, entonces son iguales.

Demostracion. Sean X y Y cardinales tales que f: X 2 Y, probaremos ahora
que f = id,, consideremos F = {x € X|f(z) # z} y probemos que F = (.
Supongamos lo contrario, entonces como E es un subconjunto no vacio de un
cobo, tiene elemento menor, sea a € FE dicho elemento, entonces si x < a
tenemos que f(z) = x, entonce X, = Yy(,), pero a = X, = Yy) = f(a), es
decir, a = f(a), contradiccion ya que a € E. Por lo tanto £ = 0 y f = id,, lo
que muestra que si dos ordinales son isomorfos, entonces son iguales. O

Teorema 9.12. Sea (X, <) un cobo tal que Ya € X, X, es isomorfo a un
ordinal. Entonces X es isomorfo a un ordinal.

Demostracion. Sea (X, <) un cobo tal que Va € X, X, es isomorfo a un ordinal,
entonces Va € X tenemos el isomorfismo g, : X, = Z(a) con Z(a) ordinal. Por
un resultado anterior Z(a) es tnico y por lo tanto g, también. Entonces esto
define una funcion de X a W = {Z(a)la € X} de la siguiente manera: sea
f: X — W tal que f(a) = Z(a). Afirmacion: si z,y € X, entonces z <
y implica Z(z) C Z(y).

Prueba de la afirmacién: Sean z,y € X, tal que x < y. Consideremos el
isomorfismo g, : X, = Z(z). Puesto que X, = {z € X|z <z} ={z € X|z <
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zAz<y}yaquez <y, ademés {z € X[z <z Az <y} ={z€ X,|z <
x} = (Xy), por definicién de segmento, entonces podemos tomar g, ) : Xy =
(Z(y))g,(z)- Ahora, como Z(y) es un ordinal y (Z(y))y,(2) €s un segmento de
Z(y), entonces (Z(y))g, () €s un ordinal, por lo tanto (Z(y)), ) = Z(x), ya que
ambos ordinales son isomorfos a X, y por lo tanto entre si y habiamos visto que
si dos ordinales son isomorfos, entonces son iguales. Por lo tanto al ser Z(z) un
segmento de (Z(y))g, (z) tenemos que Z(x) C Z(y), con esto queda demostrada
la afirmacién.

Entonces por construcciéon de f, esta es biyectiva y por la afirmacién, con-
cluimos que f es un isomorfismo de orden entre (X, <) y (W, C). Por lo tanto
en particular (W, C) es un cobo. Para terminar la demostracion, sélo hace falta
ver que W es un ordinal.

Seay € X, como Z(y) es un ordinal, tenemos que x < y implica (Z(y)),, () =
gy(x) (por definicién de ordinal) y como (Z(y))y, ) = Z(z), entonces © < y
implica Z(x) = g,(x). Por lo tanto W,y = {Z(z)|Z(z) C Z(y)} = {Z(2)|r <
vy = {gy(@)|z < y} = g4(X,) = Z(y), es decir, W) = Z(y), entonces W
es un ordinal, ya que Z(y) era un elemento cualquiera de W. Con esto queda
terminada la demostracion. O

Teorema 9.13. Todo cobo es isomorfo a un unico ordinal.

Demostracion. Sea (X, <) un cobo, la unicidad se sigue de que dos ordinales
isomorfos son iguales, por lo que sélo falta demostrar la existencia del ordinal
isomorfo a (X, <), y para esto s6lo basta mostrar que Va € X, X, es isomorfo
a un ordinal (por el teorema anterior).

SeaE = {a € X| X, no es isomorfo a un ordinal}, probemos que E = 0.
Supongamos lo contrario, otra vez F tiene elemento menor, sea a € E dicho
elemento, entonces, si x < a se tiene que X, es isomorfo a un ordinal, pero si
x < a entonces X, = (X,)., con esto vemos que todo segmento de X, es un
ordinal y por el teorema anterior el mismo X, es un ordinal, contradicciéon con
el hecho de que a € E. Por lo tanto £ = ) y todo segmento de X es isomorfo a
un ordinal y por lo tanto el mismo X también. O

Ahora dado que todo cobo es isomorfo a un tnico ordinal, esto les da un
cierto tipo de «medida» o «longitud». Asi que podriamos decir que la longitud
de un cobo es igual al ordinal al que es isomorfo.

Un poco de notacién, contemporaneamente es comun usar letras griegas
minusculas para denotar a los ordinales, asi que seguiremos esa notacién en
general.

Observacion 9.2. Usando los teoremas anteriores ahora podemos notar lo si-
guiente:

Para a y § ordinales son equivalentes:

yacp

ii)a<p

iii) a = B, para algun a € 8

iv) @ = a para algtn a €

viaep
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Observacion 9.3. Todo ordinal o = {8|8 < «}

En otras palabras, un ordinal es el conjunto de todos los ordinales menores
a él.

Podemos ver entonces ahora que el primer ordinal no debe tener ordina-
les menores a él, por lo tanto el primer ordinal debe ser el conjunto vacio ()
y lo denotaremos por 0 (0 = (). Ahora el segundo ordinal tener al primero
como el elemento y nada mas, entonces el segundo debe ser {0}y lo denota-
remos por 1 (1 = {0}). De la misma manera el tercer ordinal debe ser {0,1}
y lo denotaremos por 2 (2 = {0,1}) y finalmente siguiendo este proceso in-
ductivamente por demos decir quien es el n-ésimo ordinal y serd nada menos
que {0,1,2,....n— 1} (n ={0,1,2,...,n — 1}). Podemos notar que el ordinal n
tiene justamente n elementos, sin embargo todos estos ordinales son finitos, asi
que podemos preguntarnos por el primer ordinal infinito y resulta ser justamente
{01,2,3,...,n,n+1,...} al cual denotaremos por w (w = {01,2,3,...,n,n+1,...}),
ahora quien sera el siguiente, pues siguiendo el razonamiento usado para el
caso de los ordinales finitos obtenemos que que el siguiente ordinal debe ser
{{01,2,3,..,n,n+1,...,w}.

Ya con esto en general, podemos decir que si a es un ordinal, entonces el
siguiente a él serd aU{a}. Por notacién, diremos que el primer ordinal siguiente
a o serd a + 1, el (ordinal) sucesor a a. Por lo tanto a +1 = a U {a}.

Ahora observando a w nos damos cuenta de que no tiene elemento méximo,
entonces no puede ser el sucesor de otro ordinal, con esto nos damos cuenta de
que no todos lo ordinales son sucesores de algtn otro, a estos ordinales que son
como w los llamaremos ordinales limite. En caso de que sean el sucesor de algin
otro ordinal los llamaremos ordinales sucesor.

Ahora definamos lo que es una sucesion, una sucesion es una funcién que
tiene como dominio un ordinal. Si f es una sucesion y dom(f) = «, entonces
diremos que f es una o — secuencia. Si f(8) = x5 VB8 < «, entonces podemos
denotar a f por {zg|8 < a}. Ademas si v < «a, {z5|8 < v} denota f(v).

En particular podemos observar que {a,}32, = {an|n < w}.

Una variacién de transitividad, diremos que un conjunto X es transitivo si
y sblo si z € X y a€ « implican a € X.

Veamos una caracterizacion de los ordinales.

Lema 9.2. Un conjunto X es un ordinal si y solo si es transitivo y totalmente
ordenado por €.

Demostracion. Primero supongamos que X es un ordinal, es decir, (X, C) es un
cobo y se cumple que a, a = X,. Puesto que x € X implica z C X, entonces X
es transitivo, y sabemos que X al ser ordinal estd totalmente ordenado por €.
Ahora, supongamos que X es un conjunto transitivo totalmente ordenado
por €. Por el axioma de fundacién, X es bien ordenado por €. Tomemos = € X,
puesto que X es transitivo, a € b implica a € X, entonces b = {a € X|a € b},
es decir, b = X;. Por lo tanto X es un ordinal. O

Lema 9.3. Sia es un ordinal, entonces aU{a}es un ordinal, es decir, el ordinal
sucesor en efecto es un ordinal.
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Demostracion. Sea aun ordinal. Dado que « es totalmente ordenado por €,
entonces o U {a}, ademés claramente sigue siendo transitivo, entonces por el
lema anterior v U {a} es un ordinal. O

Lema 9.4. Si A es un conjunto de ordinales, entonces UA es un ordinal.

Demostracion. Sean A un conjunto de ordinales y x € a € UA. Tenemos que
para algunos b € A, a € b. Puesto que b es un ordinal, tenemos que z € a € b
implica z € b. Por lo tanto x € UA, es decir se cumple la transitividad.
Tomemos ahora z,y € UA. Escogemos a,b € A tal que x € ay y € b, sin
pérdida de generalidad supongamos que a C b, entonces x,y € b. Por lo tanto
tenemos que = € y 0 y € = (o incluso = y ). Por lo tanto UA es totalmente
ordenado por €. Por lo tanto UA es un ordinal. O

Esto aunado a los axiomas de Zermelo-Fraenkel nos garantiza la existencia
de los ordinales infinitos, entonces nuestros anteriores resultados quedan bien
fundados.

Definicion 9.8. Dados dos ordinales « y 3, definimos el ordinal suma « +

como el ordinal que continua con « y continua mas alla de « justamente 3 pasos.
Formalmente se usa A = (a x {0}) U (8 x {1}), se define un buen orden de

A de la siguiente manera: (p,7) <4 (v,j) siysolosi (i <jlo(i=jypu<v)
Entonces a + 3 es el ordinal isomorfo a (A, <4).

Podemos observar que esta definicién de suma con la que habiamos usado
para referirnos al ordinal sucesor.

Lema 9.5. La suma de ordinales es asociativa, es decir, a+(S+7) = (a+5)+7

Demostracion. Sean «, 8y ~y ordinales, por demostrar a+ (8+7) = (a+ ) +7.

a+ (B84 ) lo podemos asociar con A = (a x {0}) U ((8 x {1}) U (v x {2}))
y a (a+ ) + v lo podemos asociar con A’ = ((a x {0}) U (B8 x {1})) U (v x {2})
y como sabemos que la union es asociativa entonces A = A’ y por lo tanto los
ordinales isomorfos a (A4,<4) y a (A’,<ar) son iguales, es decir, a + (8 +7) =
(a4 B) + 1. O

Observacion 9.4. La suma de ordinales no es conmutativa. Un ejemplo de esto
es:

l+w#w+lyaquel +w=wyw+1>w, esto gracias a que ¥Yn € N
tenemos que n + w = w, justo por la infinitud de w.

Por altimo veamos los principios de induccién sobre ordinales.

Teorema 9.14. (Principio de Induccion Transfinita) Sea P(x) una propiedad.
Supongamos que, para todos los niimeros ordinales «,

si P(B) se cumple para todo B < «, entonces P(a) se cumple.

Entonces P(a) su cumple para todos los ordinales o.
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Demostracion. Supongamos que P(«) falla para algin ordinal a.. Sea A = {8 <
a|P(B) falla}, entonces A% @ y por lo tanto tiene un primer elemento By. En-
tonces tenemos que P(f) falla, pero P () se cumple Vv < By, lo cual contradice
el hecho de que «si P(8) se cumple para todo 8 < «, entonces P(a) se cum-
ple». O

Teorema 9.15. (Segunda Version del Principio de Induccion Transfinita) Sea
P(x) una propiedad. Supongamos que:

(a) P(0) se cumple

(b) P(«) implica P(a+ 1) para todos los ordinales o

(¢) Para todo ordinal limite o # 0, si P(8) su cumple para todo 8 < «,
entonces se cumple P(«).

Entonces P(«) se cumple para todo los ordinales «.

Demostracion. Basta ver que (a), (b) y (c) implican la hipotesis del principio
original. Sea o un ordinal tal que P(f) se cumple V3 < «a. Si o = 0, entonces
P(«) se cumple por (a). Si « es ordinal sucesor, entonces 38 tal que « = 8+ 1
, por hipotesis P(3) se cumple y por (b) P(«) también se cumple. Por ultimo
si a es un ordinal limite distinto de 0, entonces P(«) se cumple por (c). O
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