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Introducción

[...] We must admit with humility that, while number is purely a product of our
mind, space has a reality outside our mind, so that we cannot completely prescribe
its laws apriori.

—Friedrich Bessel

Esta tesis consiste de un estudio panorámico de la geometría de las variedades riemannianas
con curvatura positiva. El problema de la clasificación de las variedades con curvatura seccional
positiva comienza en la primera mitad del siglo pasado con los estudios de Hopf en relación con las
consecuencias globales de restricciones locales. El escenario es como sigue: supóngase que se tiene
infomación parcial de un invariante local en un espacio desconocido y se quiere conocer la forma del
espacio, ¿hasta qué grado se puede realizar esta tarea? ¿Qué herramientas se tienen para hacer esta
búsqueda? ¿Se pueden enlistar todos los espacios posibles? Éstas son las preguntas que se intentan
responder en este trabajo cuando el invariante local es el de la curvatura seccional.

Aún después de 200 años de investigación en variedades, se sabe relativamente poco de las
consecuencias topológicas y geométricas de una curvatura positiva, reflejando nuestro pobre en-
tendimiento del tensor de curvatura. Sin embargo, muchas han sido las herramientas desarrolladas
para la compresión de estos espacios. En los primeros capítulos de esta tesis se exploran algunas de
estas herramientas.

La tesis está dividida en cinco partes. La primera es una breve introducción a la curvatura.
Además de la definición y sus propiedades básicas, se da una interpretación puramente geométrica
y se concluye con un vistazo a los espacios de curvatura seccional constante. Se requieren algunos
conocimientos de geometría diferencial para leer este trabajo, por lo que se ha preparado un apéndice
de geometría riemanniana A.

Uno de los primeros avances en el estudio local-global fue el importante trabajo de Rauch
en 1951 concerniente a la conjetura de la esfera pinchada de Hopf. Su análisis dio lugar a una
rama importante de la geometría riemanniana llamada geometría por comparación, la cual consiste
en estimar información geométrica de una variedad riemanniana a través del contraste con otros
espacios en donde esta información ya es conocida. Este es el tema del capítulo 2. Se demuestra el
teorema principal de comparación de Rauch 2.1.2 de donde se siguen los teoremas de Gromov-Bishop
2.3.1, Bonnet-Myers 2.2.1 y Toponogov 2.4.1. Estos proveen estimaciones del volumen, el diámetro
y los ángulos de triángulos geodésicos, respectivamente, en términos de la misma información para
los espacios simplemente conexos de curvatura seccional constante. La restricción geométrica que
impone el teorema de Toponogov para espacios de curvatura no negativa es tan fuerte que, bajo la
presencia de una línea, el espacio se descompone en un producto riemanniano de una linea con un
segundo espacio con curvatura seccional no negativa (teorema de escisión de Gromoll-Meyer 2.5.3).

iii



iv INTRODUCCIÓN

Las restricciones métricas impuestas por los teoremas del capítulo 2 tienen consecuencias to-
pológicas que se exploran en el capítulo 3. Por ejemplo, el teorema de Bonnet-Myers de la finitud
del primer grupo fundamental es una consecuencia inmediata del teorema 2.2.1. Un análisis más
cuidadoso de las geodésicas y el hessiano de la energía muestran que las variedades con curvatura
positiva de dimensión impar son orientables, mientras que las orientables de dimensión par son
simplemente conexas (teorema de Synge 3.2.3). También se expone una variante de la teoría de
Morse adaptada al ambiente riemanniano en donde se busca extraer información topológica de las
funciones de distancia. Con esto en mano se demuestran un par de resultados concernientes al grupo
fundamental y los grupos de homología, además de una importante modificación del teorema de la
esfera pinchada demostrada por Grove-Shiohama 3.6.3.

Aunque en la tesis usualmente no se trabaja con variedades no compactas, la sección 3.5 analiza
este caso y concluye que en el caso de que la variedad tenga curvatura seccional positiva hay
sólo una posibilidad, a saber, que la variedad sea difeomorfa a Rn (por ejemplo el paraboloide de
revolución). Además, el maravilloso teorema de Cheeger-Gromoll 3.5.1 muestra que en una variedad
con curvatura seccional no negativa M , la topología del espacio está contenida en una subvariedad
compacta totalmente geodésica S, que suele ser llamada el alma, y que M es difeomorfa al haz
normal de S.

Hasta este momento se habrá expuesto gran parte de las propiedades generales de las variedades
con curvatura positiva, lo cual está muy lejos de ser una descripción completa y de brindar herra-
mientas para la clasificación. Es por esto que se introduce la noción de simetría. En el capítulo 4 se
estudian las simetrías riemannianas, o bien isometrías, junto con la estructura que emerge de ellas.

Finalmente, en el capítulo 5 se usa la noción de simetría para estudiar las variedades con
curvatura seccional positiva. Buscar y clasificar variedades con curvatura seccional positiva y alto
grado de simetría es el tema principal. La mayoría de los ejemplos de estas variedades son espacios
homogéneos y hasta ahora los únicos ejemplos simplemente conexos de dimensión ≥ 24 son espacios
simétricos de rango uno. Es por esto que dedicamos varias páginas a su exposición. Por último,
se demuestra el teorema de clasificación de Grove-Searle 5.3.5 que enlista los posibles espacios con
máximo rango de simetría y curvatura positiva.

En el transcurso de la tesis se ha hecho uso de la teoría de espacios de Alexandrov y de grupos
de Lie. Se puede consultar dichos materiales en los apéndices B y C.



Capítulo 1

Curvatura

La geometría, en una primera instancia, se dedica a estudiar configuraciones métricas de los
cuerpos. Ya sean ángulos, distancias, rectas, áreas, volúmenes, etcétera, las propiedades de los
objetos que habitan los espacios y la relación entre ellas ha sido el objetivo central de la geometría.
La existencia de las geometrías no euclidianas y la enorme generalización que proporcionó Riemann
(en su famoso discurso Über die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen [Rie84]) da
cuenta de la vasta posibilidad de formas y geometrías que alberga la categoría abstracta de las
variedades. Estos espacios ocurren frecuentemente como fundación de nuestro entendimiento del
espacio y el movimiento, son los anfiteatros de los fenómenos físicos.

Cuando la métrica del espacio es diferenciable un invariante local destaca en el control que ejerce
sobre muchos de los aspectos geométricos. Este capítulo consiste de una breve introducción a este
invariante, la curvatura.

1.1. Curvatura

Sea S una superficie inmersa en R3 y p ∈ S un punto sobre ella. Deseamos conocer las propie-
dades geométricas de la superficie, al menos cerca a p. De concebir un pequeño triángulo sobre la
superficie o una bola de radio r se revela que sus atributos pueden diferir de sus equivalentes sobre
una hoja de papel.

Esta distorsión está expresamente relacionada con la manera en que se curva la superficie cerca
al punto. Una observación breve de los importantes casos de la esfera y la silla de montar dan
prueba de este fenómeno (véase la figura 1.1).

La cuantificación del modo en que se curva la superficie alrededor de un punto inicia con las
curvas. Sea α una curva en R3 y α(t) = p. Al tomar un par de puntos sobre la curva cercanos a p y
hacer que tiendan a α(t) se ve que existe un único círculo, llamado el círculo osculador, que mejor
se aproxima a la curva en el punto. El recíproco del radio de tal círculo se define como la curvatura
de la curva en α(t). La curvatura de un círculo de radio r es 1

r .
Para determinar la curvatura de una superficie S en un punto p ∈ S, tómese un vector normal

N a S en p y cualquier vector tangente v ∈ TpS. Al cortar la superficie con el plano generado por
N y v se obtiene una curva αv de curvatura k(v). Asígnese un signo a la curvatura dependiendo si
el círculo osculador se encuentra en el semiplano definido por N o no (cualquier elección es buena).
Resulta que k(v) tiene un máximo y un mínimo llamadas las curvaturas principales k1, k2, en

1



2 CAPÍTULO 1. CURVATURA

Figura 1.1: Triángulos geodésicos.

direcciones ortogonales llamadas direcciones principales. Si el lector desea conocer los detalles de
esta construcción y más propiedades de curvas se le recomienda consultar [DC76] o [Spi05].

En 1827 Gauss demostró que el producto de las curvaturas principales, ahora llamada la curva-
tura gaussiana, es un invariante bajo isometrías de la superficie, o en otras palabras es un invariante
de la métrica intrínseca de la superficie S (la métrica inducida por la longitud de curvas contenidas
en S). Dicho de otro modo: si se deforma S manteniendo constante las longitudes de curvas entonces
la curvatura se conserva.

El concepto de curvatura gaussiana fue posteriormente adaptado para dar cuenta de la geometría
en espacios de dimensión mayor. Este es el concepto que se utilizará en la totalidad de este trabajo
con la intención de indicar algunas de las consecuencias que pueden producir restricciones sobre el
invariante. Véase el apéndice A para revisar los conceptos básicos de la geometría riemanniana y la
notación que se usará.

La definición original de Riemann involucra las segundas derivadas de la métrica en coordenadas
normales, sin embargo con el tiempo se ha ido depurando hasta llegar a la definición moderna. Como
introducción citamos a Gromov: “The curvature tensor of a Riemannian manifold is a little monster
of (multi)linear algebra whose full geometric meaning remains obscure”.

Definición 1.1.1. Sean X,Y, Z,W ∈ X (M), el endomorfismo de curvatura R(X,Y )Z se define
como:

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z. (1.1)

El 4-tensor de curvatura está definido por:

Rm(X,Y, Z,W ) = g(∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ). (1.2)

El endomorfismo de curvatura y el tensor de curvatura son, respectivamente, un (1, 3) y un (0, 4)
tensor. El tensor de curvatura es el tensor que resulta de bajar un índice en el endomorfismo de
curvatura.

Exhibimos ahora las simetrías del tensor:

Proposición 1.1.1. Sean X,Y, Z,W ∈X (M) entonces:

1. Rm(X,Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W );

2. Rm(X,Y, Z,W ) = −Rm(X,Y,W,Z);

3. Rm(X,Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y );
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4. Rm(X,Y, Z,W ) +Rm(Y,Z,X,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) = 0 (identidad de Bianchi);

5. ∇XR(Y,Z) +∇YR(Z,X) +∇ZR(X,Y ) = 0 (identidad diferenciable de Bianchi).

Las contracciones del tensor de curvatura juegan un papel fundamental en la geometría rieman-
niana.

Definición 1.1.2 (Tensor de Ricci). El tensor de Ricci es la contracción del endomorfismo de
curvatura en la primera y la tercera entrada. Dicho de otro modo, el tensor de Ricci evaluado en
un par de campos vectoriales, X,Y , es la traza del endomorfismo R(X,_)Y : TpM → TpM . En
términos de un marco ortonormal local {Ei}ni=1:

Ric(X,Y ) = Tr(R(X,_)Y ) =
n∑
i=1

g(R(X,Ei)Y,Ei) (1.3)

Definición 1.1.3 (Curvatura escalar). La curvatura escalar es la contracción del (1, 1) tensor que
se obtiene de elevar un índice del tensor de Ricci. Usando de nuevo un marco ortonormal local
{Ei}ni=1:

S =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

g(R(Ei, Ej)Ei, Ej) =
n∑
i=1

Ric(Ei, Ei) =
n∑

i,j=1

Rm(Ei, Ej , Ei, Ej). (1.4)

Introducimos el objeto central de este trabajo, la curvatura seccional. Sean X,Y ∈ X (M)
un par de campos vectoriales linealmente independientes en p. La curvatura seccional del plano
σ ⊂ TpM generado por Xp y Yp se define como:

Rm(X,Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2

Tal definición solo podría ser aceptable en caso de que no dependa de los generadores del plano
σ. Sin embargo esto no es muy díficil de ver. Le advertimos al lector que las fórmulas que definen
la curvatura y curvatura seccional varían en la literatura. La variación consiste en una diferencia
de signos, sin embargo dichas divergencias se hacen de modo que el valor de la curvatura seccional
coincida. Seguimos la convención de [DC92].

Por formalidad se enuncia estructuradamente su definición.

Definición 1.1.4. La curvatura seccional es la función, K : Gr(M, 2)→ R, con dominio el Grass-
manniano de tipo 2 sobre M 1, definida por:

K(σ) =
Rm(X,Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2
, (1.5)

donde X,Y son un par de vectores que generan a σ.

La curvatura seccional contiene toda la información que contiene el tensor de curvatura:

Proposición 1.1.2. Sean T y R dos 4-tensores sobre M con las simetrías 1-4 de 1.1.1, tales que
1El Grassmanniano de tipo k sobre M es el haz fibrado sobre M cuya fibra en el punto p es la colección de los

subespacios de dimensión k de TpM .
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T (X,Y,X, Y ) = R(X,Y,X, Y )

para todos X,Y ∈X (M). Entonces T = R.

Si la variedad M tiene curvatura seccional constante igual a K, entonces Rm(X,Y,X, Y ) =
K(g(X,X)g(Y, Y )−g(X,Y )2). Sea S el 4-tensor definido por S(X,Y, Z,W ) = K(g(X,Z)g(Y,W )−
g(X,Y )g(Z,W )). Tal tensor tiene las simetrías del tensor de curvatura y coincide con él en argu-
mentos de la forma (X,Y,X, Y ), por lo que:

Proposición 1.1.3. Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional constante igual a
K. Entonces el tensor de curvatura está dado por:

Rm(X,Y, Z,W ) = K(g(X,Z)g(Y,W )− g(X,Y )g(Z,W ))

El siguiente teorema es el análogo al theorema egregium de Gauss.

Teorema 1.1.4. Cualquier isometría f : M → N preserva la curvatura. Esto es,

df(R(X,Y )Z) = R(df(x), df(Y ))df(Z).

Demostración Primero se demuestra un resultado análogo para la conexión de Levi-Civita. Sean
X,Y ∈X (M), defínase una nueva conexión ∇̃ por

∇̃XY = df−1(∇df(X)df(Y )).

Dado que df [X,Y ] = [df(X), df(Y )] y df es F (M)-lineal, se tiene que ∇̃ es F (M)-lineal en la
primera entrada, satisface Leibniz en la segunda y es simétrica. Por otro lado,

Xg(Y, Z) = df(X)g(df(Y ), df(Z)) = g(∇df(X)df(Y ), df(Z)) + g(df(Y ),∇df(X)df(Z))

= g(df−1∇df(X)df(Y ), Z) + g(Y, df−1∇df(X)df(Z))

= g(∇̃XY, Z) + g(Y, ∇̃XZ).

La unicidad de la conexión de Levi-Civita implica que ∇ = ∇̃. Es decir,

df(∇XY ) = ∇df(X)df(Y ).

La invarianza de la curvatura es una simple aplicación de la ecuación anterior.

Ejemplo Rn junto con la métrica usual tiene curvatura 0. El sistema coordenado canónico induce
un marco ortonormal {∂i}ni=1. Dado que en Rn se satisface

∂

∂xi
〈X,Y 〉 = 〈 ∂

∂xi
X,Y 〉+ 〈X, ∂

∂xi
Y 〉

la conexión de Levi-Civita en Rn debe estar dada por

∇∂iX =
∂

∂xi
X (1.6)

De aquí es claro que
R(∂i, ∂j)∂k = 0

para todo i, j, k ∈ {1, ..., n}.
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1.2. Geometría
Ya se ha indicado que la curvatura controla gran parte de la geometría local de una variedad

riemanniana. Como prueba de esta afirmación se tiene el siguiente

Teorema 1.2.1 (Cartan). Sean M y N n-variedades riemannianas, p ∈ M , q ∈ N e I : TpM →
TqN una isometría. Sea s > 0 lo suficientemente pequeño como para que Bs(p) y Bs(q) sean bolas
normales y defínase ϕ : Bs(p) → Bs(q) como ϕ = expq ◦I ◦ exp−1

p . Si γ es una geodésica, se
denotarán por Pγ al transporte paralelo a lo largo de γ. En particular si γ es una geodésica que
parte de p, se denotarán por Iγ a la transformación Pϕ(γ)◦I ◦P−γ . : TγM → Tϕ(γ)N . Si se satisface

Iγ(R(X,Y )Z) = R(Iγ(X), Iγ(Y ))Iγ(Z) (1.7)

para toda γ = expp th, h ∈ TpM , entonces ϕ es una isometría con dϕp = I.

Demostración Sean p′ ∈ Bs(p), x ∈ Tp′M , h = exp−1
p (p′) y γ(t) = expp(th). Obsérvese que

ϕ(γ(t)) = expq(tI(h)) y por tanto Iγt(γ′(t)) = (ϕ ◦ γ)′(t). Sea J el campo de Jacobi a lo largo de γ
que satisface J(0) y J(1) = x. Al trasladar el campo de Jacobi a N como L(t) = IγtJ(t) se obtiene
un campo de Jacobi

L′′(t) +R((ϕ ◦ γ)′(t), L(t))(ϕ ◦ γ)′(t) = (IγtJ(t))′′ +R(Iγt(γ
′(t)), IγtJ(t))Iγt(γ

′(t))

= Iγt(J
′′(t) +R(γ′(t), J(t))γ′(t)) = 0.

Como Iγ es una isometría entonces |x| = |J(1)| = |L(1)|. Por otro lado, existe una variación por
geodésicas de γ que genera a J . Como J(0) = 0, entonces esta variación puede elegirse de modo
que p quede fijo. Sea θ : I2 →M la variación por geodésicas que genera a J . Entonces ϕ ◦ θ es una
variación por geodésicas que genera un campo de Jacobi K a lo largo de ϕ ◦ γ. Tal campo satisface
K(0) = 0 y K ′(0) = I(J ′(0)) = L′(0), por lo que K = L. La curva α(s) = θ(1, s) satisface que
α′(0) = J(1) = x y dϕp′(x) = ϕ ◦ α′(0) = L(1). Luego

|x| = |dϕp′(x)|;

es decir, ϕ es una isometría. La igualdad dϕp = I es obvia de la definición.

El resultado local es extendible en caso en que M es simplemente conexo. Decimos que una
curva γ : [0, l] → M es una geodésica a pedazos si existe una partición t0, . . . , tn de [0, l] tal que
γ
∣∣
[ti,ti+1]

es una geodésica. Tómese un par de puntos p ∈M y q ∈ N . Para cada geodésica a pedazos
que inicia en p se construye una geodésica a pedazos correspondiente en N . Sea I : TpM → TqN
una isometría y γ : [0, l] → M una geodésica a pedazos con γ(0) = p y γ|[ti,ti+1] geodésica.
Defínase una geodésica a pedazos β : [0, l] → N tal que β(0) = q de manera recursiva. En [0, t1],
β(t) = expq(I(exp−1

p (γ(t)))). Supóngase que ya se ha definido β en [0, ti] y sean Pγi y Pβi el
transporte paralelo a lo largo de las curvas −γ

∣∣
[0,ti]

y β
∣∣
[0,ti]

, respectivamente, entonces defínase β
en [ti, ti+1] como β(t) = expβ(ti)(Pβi ◦ I ◦Pγi(exp−1

γ(ti)
(γ(t)))). De nuevo defínase Iγ = Pβ ◦ I ◦P−γ .

Teorema 1.2.2 (Cartan-Ambrose-Hicks). Sean M y N variedades riemannianas completas n-
dimensionales con M simplemente conexa y I : TpM → TqN una isometría. Si para toda geodésica
a pedazos γ : [0, l]→M con γ(0) = p se tiene que

Iγ(R(X,Y )Z) = R(Iγ(X), Iγ(Y ))Iγ(Z),

entonces existe una única isometría local ϕ : M → N con dϕ = I.
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Para la demostración consúltese [CE75, Teorema 1.36].
Los campos de Jacobi contienen la información de la rapidez con la que divergen o convergen

las geodésicas que parten de un mismo punto. Localmente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. Sea p ∈ M y J un campo de Jacobi a lo largo de una geodésica γ(t) = expp(th)
con J(0) = 0 y |J ′(0)| = 1, entonces la función |J(t)| tiene la siguiente expansión de Taylor en p.

|J(t)|2 = t2 − 1

3
g(R(γ′(0), J ′(0))γ′(0), J ′(0))t4 +O(t4). (1.8)

Demostración Una serie de cálculos prueba el resultado. Para esto un

Lema 1.2.4. Si J es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica γ con J(0) = 0 y |J ′(0)| = 1
entonces

∇γ′R(γ′, J)γ′(0) = R(γ′, J ′)γ′(0).

Demostración Por la manera de extender ∇ a los tensores se tiene que

∇γ′R(γ′, J)γ′ = (∇γ′R)(γ′, J, γ′) +R(∇γ′γ′, J)γ′ +R(γ′,∇γ′J)γ′ +R(γ′, J)∇γ′γ′

= (∇R)(γ′, γ′, J, γ′) +R(γ′, J ′)γ′.

Como J(0) = 0 y (∇R) es un tensor entonces ∇γ′R(γ′, J)γ′(0) = R(γ′, J ′)γ′(0).

Para obtener la expansión de Taylor de calculan las derivadas sucesivas de g(J, J):

1. g(J, J)′ = 2g(J ′, J). Luego g(J, J)′(0) = 0.

2. g(J, J)′′ = (2g(J ′, J))′ = 2(g(J ′′, J) + g(J ′, J ′)). Luego g(J, J)′′ = 2(−g(R(γ′, J)γ′, J) +
g(J ′, J ′)) y g(J, J)′′(0) = 2|J ′(0)|2 = 2.

3. g(J, J)′′′ = 2g(J ′′′, J)+6g(J ′′, J ′). Como J es un campo de Jacobi satisface J ′′ = −R(γ′, J)γ′

y entonces g(J, J)′′′(0) = 0.

4. g(J, J)(4) = 2g(J (4), J) + 8g(J ′′′, J ′) + g(J ′′, J ′′). Como se tiene que J ′′ = −R(γ′, J)γ′ y
J ′′′(0) = R(γ′, J)γ′(0) por el lema, entonces

g(J, J)(4)(0) = 8g(J ′′′(0), J ′(0)) = 8g(R(γ′, J ′)γ′, J ′)(0).

Luego la expansión de Taylor de orden 4 es

|J(t)|2 = t2 − 1

3
g(R(γ′, J ′)γ′, J ′)(0)t4 +O(t4).

Esta aproximación infinitesimal puede utilizarse para estimar volúmenes, áreas y longitudes de
cierto tipo de figuras. Sea σ un 2-plano en Mp, v1, v2 una base ortonormal y considérese la curva
S(θ) = cos θ v1 + sen θ v2. Para r suficientemente pequeño φ(r, θ) = expp(rS(θ)) es una superficie
encajada en M que llamaremos Bσr (p). Se puede interpretar a φ como una variación por geodésicas
de γθ(t) = expp(rS(θ)); el campo de Jacobi que induce Jθ = ∂φ

∂θ es ortogonal a ∂φ
∂r = (d exp)tvθ (vθ)

por el Teorema de Gauss. Para hacer el cálculo del área se hace el pullback de la métrica a Bσr (p), se
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calcula la forma de volumen inducida y se integra. La forma de volumen inducida en [0, r]× [0, 2π]
es √

det(A)ωcan, A =

 g(∂φ∂r ,
∂φ
∂r ) g(∂φ∂r ,

∂φ
∂θ )

g(∂φ∂θ ,
∂φ
∂r ) g(∂φ∂θ ,

∂φ
∂θ )

 .

donde ωcan es la forma de volumen canónica en R2. Por las consideraciones anteriores se reduce a
|Jθ(t)|ωcan.

Teorema 1.2.5. Dado un plano σ ⊂Mp, la función f : R→ R dada por f(t) = Area(Bσt (p)) tiene
la siguiente expansión de Taylor:

f(r) = πr2 − πK(σ)

12
r4 +O(r4).

Demostración Fijando θ la geodésica γθ tiene como vector incial γ′θ(0) = S(θ). Por otro lado
J ′θ(0) = S′(θ). Nótese que S(θ) y S′(θ) forman una base ortonormal de σ. De la ecuación 1.8 se
tiene que |Jθ(t)| = t− 1

6g(R(γ′θ(0), J ′θ(0))γ′θ(0), J ′θ(0))t3 +O(t3). Por lo anterior esto es:

|Jθ(t)| = t− 1

6
K(σ)t3 +O(t3).

Integrando, se tiene

f(t) =

∫ t

0

∫ 2π

0

|Jθ(s)|dθds =

∫ t

0

∫ 2π

0

s− 1

6
K(σ)s3 +O(s3)dθds

= πt2 − π

12
K(σ)t4 +

∫ t

0

∫ 2π

0

O(s3, θ)

= πt2 − 2πK(σ)

4!
t4 +O(t4).

También se consigue una aproximación del perímetro de estos discos.

Proposición 1.2.6. La función Perimetro(Bσt ) tiene la siguiente expansión de Taylor:

Perimetro(Bσt ) = 2πt− π

3
K(σ)t3 +O(t3).

Luego la curvatura tiene la siguiente interpretación métrica.

Teorema 1.2.7. Si σ es un 2-plano en Mp entonces:

K(σ) =
3

π
ĺım
t→0

2πt− Perimetro(Bσt )

t3
,

o bien

K(σ) =
12

π
ĺım
t→0

πt2 −Area(Bσt )

t4
.

En el caso en que la variedad riemanniana sea de dimensión 2 hay un único 2-plano en cada
espacio tangente y se puede representar a la curvatura seccional como una función K : M → R.
El teorema de Gauss-Bonnet cuantifica la influencia de la curvatura en los ángulos de triángulos
geodésicos.
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Definición 1.2.1 (Triángulo geodésico). Un triángulo geodésico en una variedad riemanniana M
es una terna de segmentos de geodésicas γ1, γ2 y γ3, de longitudes l1, l2 y l3 respectivamente, tales
que γ1(l1) = γ2(0), γ2(l2) = γ3(0) y γ3(l3) = γ1(0) y li ≤ lj + lk para cualesquiera i, j, k ∈ {1, 2, 3}
distintos. El triángulo será denotado por ∆γ1γ2γ3. Se usará la notación ]γ1γ2, ]γ2γ3 y ]γ3γ1 para
denotar los ángulos formados por las parejas −γ′1(l1)γ′2(0) , −γ′2(l2)γ3(0) y −γ′3(l3)γ′1(0) respecti-
vamente. En el caso que las parametrizaciones de las geodésicas no jueguen un papel importante se
escribirá pq para denotar una geodésica de p a q, su longitud |pq| y un triángulo geodésico ∆pqr.
Además en este caso ]pqr denotará el ángulo formado por las geodésicas qp y qr en q.

Teorema 1.2.8 (Fórmula de Gauss-Bonnet). Sea M una superficie riemanniana y ∆pqr un trían-
gulo geodésico que encierra un disco ∆. Entonces

]pqr + ]qrp+ ]rpq = π +

∫
∆

K(p). (1.9)

La demostración puede consultarse en [DC92].
Una de las consecuencias que el teorema de Gauss-Bonnet parece sugerir es que los ángulos de

triángulos geodésicos contenidos en una variedad de curvatura positiva (o de curvatura negativa)
son más grandes (más chicos) que sus símiles en el plano; esto se refiere a los ángulos de triángulos
(euclidianos) con lados de la misma longitud. Esto resulta cierto en general, véase 2.4.

Algunas de las consecuencias geométricas de la curvatura aquí presentadas se extienden a todo
el espacio dando restricciones de tipo topológico a la variedad ambiente. Por ejemplo, siempre se
puede triangular una superficie riemanniana con triángulos geodésicos y por lo tanto

Teorema 1.2.9 (Gauss-Bonnet). En una superficie riemanniana compacta M ,∫
M

K(p) = 2πχ(M). (1.10)

Recordemos que la característica de Euler χ(M) es un invariante topológico y luego la fórmula
anterior impone restricciones sobre la manera en que se puede curvar un espacio dado. El toro T2

tiene característica de Euler 0 por lo que cualquier métrica sobre él o bien es plana o bien posee
un par de puntos mixtos (uno de curvatura positiva y otro negativa). Sin embargo el presente
trabajo aborda otro punto de vista y desde este panorama el teorema de Gauss-Bonnet adquiere
otro significado. Si imponemos restricciones sobre la curvatura entonces la ecuación 1.10 restringe
el tipo de superficie que admite estas limitaciones. En particular si K > 0 entonces necesariamente
χ(M) > 0. Dado que las únicas superficies cerradas con característica de Euler positiva son PR2 y
S2 entonces

Teorema 1.2.10. Sea M una superficie riemanniana cerrada con curvatura seccional positiva.
Entonces M = PR2 o M = S2.

Otra manera en que la curvatura puede afectar la topología del espacio es la siguiente. La burda
estimación de la norma de los campos de Jacobi 1.8 sugiere que en caso de que K > 0 un campo
de Jacobi con J(0) = 0 puede volver a anularse en un tiempo positivo t0. Cabe imaginar que t0
puede ser estimado usando información de K. Es decir, las restricciones sobre la curvatura brindan
información de la distancia mínima entre puntos conjugados. Estos puntos serán desarrollados con
mayor detalle en secciones posteriores.
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1.3. Espacios modelo
En esta sección se expone el espacio hiperbólico bidimensional, el plano y la esfera como ejemplos

fundamentales de variedades riemannianas con curvatura seccional constante. Su utilidad en nuestro
contexto es doble, en primer lugar su sencillez permite el cálculo explícito de diversa información
geométrica y en segundo lugar sirven de patrón de comparación para otros espacios.

Por el resultado 1.3.3 de la sección 1.3.1 para cada K ∈ R existe una única variedad riemanniana
completa, conexa, simplemente conexa de curvatura seccional constante K.

Definición 1.3.1. El espacio modelo de curvatura K de dimensión n ≥ 2 es la variedad rieman-
niana completa, conexa, simplemente conexa con curvatura seccional constante K. Será denotada
por Mn,K . Si n = 2 se escribirá simplemente MK .

La topología del espacio Mn,K depende de K. Para K > 0, Mn,K es una esfera Sn ⊆ Rn+1

de radio 1/
√
K. Para K = 0, M2,n es Rn con la métrica euclidiana. Finalmente para K < 0,

Mn,K ∼= Rn es el plano hiperbólico n-dimensional de curvatura K.
Una construcción sencilla pero útil consiste en multiplicar la métrica por una constante positiva.

Tal procedimiento se llama rescalamiento y conserva todas las propiedades geométricas del espacio.

Proposición 1.3.1. Sea M1 una variedad riemanniana con métrica g1 y λ ∈ R+. Si M2 es la
misma variedad pero con métrica g2 = λ2g1 entonces

a. d2(x, y) = λd1(x, y), donde di indica la métrica inducida por la métrica riemanniana gi. En
particular si M1 es finita entonces M2 también y diam(M2) = λ diam(M1).

b. ∇1 = ∇2, donde ∇i es la conexión de Levi-Civita de la métrica gi.

c. Rm2 = λ2Rm1.

d. K2 = 1
λ2K1.

e. Si M1 es orientable, d vol2 = λnd vol1, donde d voli es la forma de volumen con respecto a la
métrica riemanniana gi.

Demostración El inciso (a) es obvio y los incisos (c) y (d) son una consecuencia inmediata del
inciso (b), así que basta con demostrar (b) y (e).

Dado que ∇1 es una conexión simétrica basta con ver que es compatible con g2 para demostrar
que ∇1 = ∇2.

∇1g2 = ∇1(λ2g1) = λ2∇1g1 = 0.

Sea {Ei} una base en p ∈M . Entonces

d vol2(E1, . . . , En) =
√

det(g2(Ei, Ej))

=
√

det(λ2g1(Ei, Ej))

=
√
λ2n det(g1(Ei, Ej))

= λn
√

det(g1(Ei, Ej))

= λnd vol1(E1, . . . , En).

Luego d vol2 = λnd vol1.
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Nótese que, para variedades compactas, las cantidades diam(M)2K(σ) y vol(M)/diam(M)n

son invariantes tras rescalamientos.
Cualquier espacio Mn,K es equivalente, módulo rescalamiento, a solo una de las siguientes

opciones: La n-esfera unitaria Sn con la métrica inducida en el caso K > 0, Rn con la métrica
euclidiana cuando K = 0 y Hn el plano hiperbólico n-dimensional para K < 0.

Estos espacios exhiben de manera clara las consecuencias de la presencia de la curvatura en
la geometría. En la siguiente sección se escribirá con un poco más de detalle estos espacios. La
geometría de estos espacios comienza a revelarse con el estudio de las formas geométricas más
sencillas (después de las líneas): los triángulos geodésicos o equivalentemente las bisagras.

Definición 1.3.2. Una bisagra en una variedad riemanniana M consta de dos segmentos de geo-
désicas γ1,γ2 de longitudes l1 y l2, respectivamente tales que, γ1(0) = γ2(0). Si el ángulo formado
entre γ1 y γ2 es α se denotarán a la bisagra por (γ1, γ2, α). Si las parametrizaciones son irrelevantes
se puede denotar una bisagra por ^pqr donde qp y qr son geodésicas.

1.3.1. Espacios de curvatura seccional constante

Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional tal que K(σ) = K para todo plano
σ ⊂ TM . Sea J un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica γ, ortogonal a ésta, y sean {Ei(t)}
campos ortonormales y paralelos a lo largo de γ tales que E1 = γ′. Si escribimos J(t) = f i(t)Ei(t)
entonces la fórmula 1.1.3 indica que

f ′′i (t) = g(J,Ei)
′′(t) = g(J ′′, Ei)(t) = −g(R(γ′, J)γ′, Ei)(t)

= −g(R(γ′, f jEj)γ
′, Ei) = −f iK(σi) = −Kf i.

Luego las funciones coordenadas satisfacen la ecuación diferencial

f ′′i +Kf i = 0. (1.11)

Si denotamos por snK y csK a las soluciones de la ecuación diferencial

f ′′ +Kf = 0

con condiciones iniciales snK(0) = 0, sn′K(0) = 1, csK(0) = 1 y cs′K(0) = 0, entonces

snK(t) =


sen(
√
Kt)√
K

, si K > 0;

t, si K = 0;

senh(
√
−Kt)√
−K

, si K < 0.

y

csK(t) =


cos(
√
Kt)√
K

, si K > 0;

1, si K = 0;

cosh(
√
−Kt)√
−K

, si K < 0.
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Por lo tanto los campos de Jacobi a lo largo de godésicas unitarias son de la forma

J(t) = snk(t)V (t) + csk(t)W (t)

donde V y W son campos paralelos a lo largo de γ. Nótese que J(0) = W (0) y J ′(0) = V (0). Si
J(0) = 0 entonces |J(t)| = |snk(t)||V |. Consecuentemente la expresión de la métrica en coordenadas
polares es

g = dr + sn2
K(r)dsn−1, (1.12)

donde dsn−1 es la métrica usual en Sn−1.
Usando esta información, o tomando un camino más geométrico, es posible determinar por

completo la distancia entre los extremos de una bisagra.

Proposición 1.3.2. Sea ^pqr una bisagra en Mn,K . Si K > 0 se pide adicionalmente que
|qp|, |qr| ≤ 2π. La distancia |pr| está dada por

|pr| =

{√
|qr|2 + |qp|2 − 2|qr||qp| cos]pqr, K = 0;

cs−1
k (csk(|qr|)csk(|qp|) + |K|

K snk(|qr|)snk(|qp|) cos]pqr), K 6= 0

El teorema de Cartan 1.2.1 permite reducir el problema de clasificar variedades con curvatura
seccional constante al de clasificar ciertos subgrupos.

Teorema 1.3.3 (Killing-Hopf). Sea M una variedad completa con curvatura seccional constante
K. Si K < 0 entonces M = HnK/Γ, si K = 0 entonces M = Rn/Γ o si K > 0 entonces M = SnK/Γ,
en donde Γ es un subgrupo de isometrías de HnK , Rn o SnK respectivamente que actúa de manera
totalmente discontinua en su espacio correspondiente2.

Demostración Supóngase que K ≤ 0. En este caso snK nunca es 0 (salvo en 0) por lo que
cualquier punto p ∈ M carece de puntos conjugados en todas las direcciones. Dado que los puntos
conjugados son los puntos críticos de la función expp, se ha llegado a la conclusión de que expp es
un difeomorfismo local. Si se hace el pullback de la métrica en M a Mp se obtiene una métrica en
Rn de curvatura seccional constante K. Este espacio necesariamente es Rn en el caso K = 0 o HnK
en el caso K < 0, y será denotado por MK . Luego expp : MK →M es una isometría local y por lo
tanto una aplicación cubriente. Las transformaciones de cubierta son isometrías y por lo tanto se
puede concluir que M = MK/Γ donde Γ es un subgrupo discreto de isometrías de MK .

El caso K > 0 es ligeramente más complicado. Sea p ∈ M y nótese que el primer punto
conjugado en cualquier dirección aparece a distancia π/

√
K. Considérese dos vectores ortonormales

v, w ∈ TpM y la curva s(θ) = π/
√
K(cos(θ)v + sen(θ)w) en TpM . La variación por geodésicas de

γθ dada por expp(ts(θ)) induce campos de Jacobi Jθ a lo largo de (y ortogonales a) γθ. Por los
comentarios anteriores estos campos de Jacobi satisfacen Jθ(π/

√
K) = 0. Por otro lado la curva en

M dada por α(θ) = expp(s(θ)) tiene como derivada (d expp)s(θ)(s
′(θ)) = Jθ(π/

√
K) = 0. Luego α

es una curva constante. Esto muestra que expp(∂Bπ/
√
K(0)) = q, para algún punto q ∈M , o dicho

de otro modo, todas las geodésicas que parten de p convergen en q después de recorrer una distancia
π/
√
K. Ahora tomemos la esfera n-dimensional de radio 1/

√
K y un punto sobre ella N ∈ SnK junto

con una isometría I : TpM → TNSnK . El mapeo f : SnK → M dado por f(expN (v)) = expp(I(p))
está bien definido por las observaciones previas y por el teorema de Cartan 1.2.1 es una isometría

2Véase la sección 4.1 para consultar la definición de acción totalmente discontinua.
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local. De nuevo esto hace que f sea una aplicación cubriente y por lo tanto se concluye que Sn
es el espacio cubriente universal de M y que M = SnK/Γ en donde Γ es un subgrupo discreto de
isometrías de SnK . Nótese que π1(M) ∼= Γ.

La clasificación de subgrupos de isometrías que actúan de manera totalmente discontinua en
S2m es muy sencilla.

Teorema 1.3.4. Los únicos subgrupos de O(2m+ 1) que actúan de manera totalmente discontinua
en S2m son {Id} y {Id,−Id} ∼= Z2.

Demostración Sea Γ ⊂ O(2m + 1) un subgrupo que actúa de manera totalmente discontinua
en S2m y A ∈ Γ. Dado que 2m + 1 es impar, el número de eigenvalores reales de A es impar. La
condición de ortogonalidad implica que estos eigenvalores reales son 1 o −1.

Supóngase que det(A) = 1. Como det(A) es igual al producto de sus eigenvalores reales (los
eigenvalores complejos ocurren por parejas z,z con |z| = 1 ) entonces hay al menos un eigenvalor
igual a 1. De esto se sigue que A tiene un punto fijo y por lo tanto A = Id.

Si det(A) = −1 entonces det(A2) = 1 y por lo anterior A2 = Id. Como A es ortonormal
entonces A = At y A es diagonalizable. De contener un solo eigenvalor igual a 1 podríamos concluir
que A = Id, por lo que todos los eigenvalores de A son −1. Así A = −Id.

Definición 1.3.3. La variedad riemanniana SnK/ {Id,−Id} es el espacio proyectivo n-dimensional
de curvatura seccional K. Se le denota por PRnK .

Se ha demostrado el siguiente

Teorema 1.3.5. Toda variedad riemanniana completa 2n-dimensional de curvatura seccional cons-
tante K > 0 es isomorfa a S2n

K o a PR2n
K .

En el caso de n impar, hay más elementos de O(n+1) que actúan de manera totalmente discon-
tinua en Sn. Si pensamos a S2n−1 como subconjunto de Cn entonces se tiene la útil caracterización

S2n−1 =
{

(z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z1|2 + · · ·+ |zn|2 = 1
}
.

Si (p; q1, q2, . . . , qn) son enteros tales que (qi; p) = 1 (son primos relativos) entonces Zp actúa en Sn
de la siguiente manera: si m ∈ Zp

m · (z1, . . . , zn) =
(
e

2πiq1m
p z1, e

2πiq2m
p z2, . . . , e

2πiqnm
p zn

)
.

Esta acción es libre ya que si m(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zn) para algún (z1, . . . , zn) ∈ S2n−1

entonces existe i tal que zi 6= 0. Luego e2πiqim/pzi = zi lo cual implica que e2πiqim/p = 1, es decir
qim/p ∈ Z. Como se tomaron los enteros de forma que (qi; p) = 1 entonces m = 0 (mod p). Se
denotarán a los subgrupos de O(2n) generados de este modo por Γ(p; q1, . . . , qn).

Definición 1.3.4. El espacio lente de tipo (p; q1, . . . , qn) denotado por L(p; q1, . . . , qn) es la variedad
cociente S2n−1/Γ(p; q1, . . . , qn).

Los espacios lente son variedades 2n−1 dimensionales y admiten métricas de curvatura seccional
constante y positiva. Para terminar este capítulo se menciona que la clasificación de variedades con
curvatura seccional positiva y constante fue realizada entre 1940-1960 y al lector interesado se le
recomienda el libro de Wolf [Wol10] que contiene dicho programa de clasificación.



Capítulo 2

Geometría

En este capítulo exploramos las consecuencias geométricas de la curvatura. La filosofía principal
de este capítulo es la geometría a través de la comparación. El programa de estudiar la geometría
de un espacio a través de compararlo con otros, y en particular con los espacios modelo 1.3 ha
sido inmensamente fructífera y ha dado lugar a una serie de teoremas que hoy en día se consideran
fundamentales. Esta rama de la teoría fue desarrollada, en cierta medida, a partir del trabajo seminal
de Rauch que concernía una famosa conjetura de Hopf. Hoy en día la conjetura y los teoremas que
manaron del trabajo de Rauch son conocidos como los teoremas de la esfera pinchada. Aunque
en esta sección no se demuestran (o enuncian) los teoremas de la esfera pinchada, sí se desarrollan
gran parte de las herramientas necesarias para la demostración. Para el enunciado del teorema véase
3.6.2.

2.1. Teorema de comparación de Rauch
Como se vió en la sección 1.3.1, siM tiene curvatura seccional constante K entonces los campos

de Jacobi están dados por la ecuación
snK(t)V.

El análisis se extiende, parcialmente, a variedades con curvatura seccional acotada por debajo.
Aunque no es posible obtener una fórmula exacta para los campos de Jacobi, se pueden contrastar
con campos de Jacobi en los espacios modelo.

Recuérdese (cfr. A.2) que el “Hessiano” de la energía de un segmento de geodésica γ de longitud
l está dado por la forma bilíneal y simétrica

Il(V,W ) =

∫ l

0

g(V ′,W ′)− g(R(γ′, V )γ′,W )dt. (2.1)

A esta forma bilíneal se le llama el índice.

Lema 2.1.1 (Lema del índice). Sea γ un segmento de geodésica unitaria en M sin puntos conjuga-
dos, J un campo de Jacobi a lo largo de γ con g(J(t), γ′(t)) = 0 y V un campo vectorial diferenciable
a pedazos a lo largo de γ con g(V (t), γ′(t)) = 0. Si V (0) = J(0) = 0 y V (a) = J(a) entonces

Ia(J, J) ≤ Ia(V, V ).

13
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Además, si Ia(J, J) = Ia(V, V ) entonces V = J .

Demostración Como γ no tiene puntos conjugados entonces existen n − 1 campos de Jacobi
{Ji}n−1

i=1 , ortogonales a γ, tales que Ji(0) = 0 y {γ′(s), Ji(s)} es una base de Tγ(s)M para toda
s ∈ (0, a]. Se puede expresar a J como J(t) = biJi(t). También se puede escribir V (t) = ai(t)Ji(t)
para algunas funciones diferenciables a pedazos ai y como V (a) = J(a) entonces ai(a) = bi. Sea
[b, c] un intervalo en el cual las ai son diferenciables. Se tiene que

R(γ′, V )γ′ = R(γ′, aiJi)γ
′ = aiR(γ′, Ji)γ

′ = −aiJ ′′i .

Luego,

g(V ′, V ′)− g(R(γ′, V )γ′, V ) = g((ai)′Ji + aiJ ′i , (a
j)′Jj + ajJ ′i) + g(aiJ ′′i , a

jJj)

= g((ai)′Ji, (a
j)′Jj) + 2g(aiJ ′i , (a

j)′Jj) + g(aiJ ′i , a
jJ ′j) + g(aiJ ′′i , a

jJj). (2.2)

Por otro lado,
g(aiJ ′i , (a

j)′Jj) = g(aiJi, (a
j)′J ′j),

ya que si f(t) = g(J ′i , Jj)− g(Ji, J
′
j) entonces

f ′(t) = g(J ′′i , Jj) + g(J ′i , J
′
j)− g(J ′i , J

′
j)− g(Ji, J

′′
j )

= −g(R(γ′, Ji)γ
′, Jj) + g(R(γ′, Jj)γ

′, Ji) = 0,

y además f(0) = 0. Así,

d

dt
g(aiJi, a

jJ ′j) = g((ai)′Ji + aiJ ′i , a
jJ ′j) + g(aiJi, (a

j)′J ′j + ajJ ′′j )

= g((ai)′Ji, a
j , J ′j) + g(aiJ ′i , a

jJ ′j) + g((ai)′Ji, a
jJ ′j) + g(aiJi, a

jJ ′′j ).

Comparando con la ecuación 2.2 se obtiene

g(V ′, V ′)− g(R(γ′, V )γ′, V ) = g((ai)′Ji, (a
j)′Jj) +

d

dt
g(aiJi, a

jJ ′j);

luego, ∫ c

b

g(V ′, V ′)− g(R(γ′, V )γ′, V ) = g(aiJi, a
jJ ′i)

∣∣c
b

+

∫ c

b

g((ai)′Ji, (a
j)′Jj).

Sumando las contribuciones de los subintervalos en los cuales los ai son diferenciables se obtiene
finalmente que

Ia(V, V ) = g(ai(a)Ji(a), aj(a)J ′i(a)) +

∫ a

0

g((ai)′Ji, (a
j)′Jj)

y también
Ia(J, J) = g(ai(a)Ji(a), aj(a)J ′i(a)).

Por lo tanto, Ia(J, J) ≤ Ia(V, V ). Si se satisface la igualdad (ai)′Ji = 0 entonces las ai son
constantes. Esto implica que V es un campo de Jacobi con V (0) = 0 y V (a) = J(a). Por unicidad
V = J .
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Si los campos de Jacobi miden la rapidez de divergencia de un haz de geodésicas (geodésicas
manando de un mismo punto), el Teorema de Rauch afirma que una mayor curvatura resulta en
una divergencia más lenta.

Teorema 2.1.2 (Rauch). Sean M y N variedades riemannianas, γM y γN geodésicas unitarias de
longitud l en M y N con vértices γN (0) = p, γM (0) = q; vN ∈ TpN y vM ∈ TqM vectores tangentes
con |vn| = |vm|. Sean JM y JN son campos de Jacobi a lo largo de γM y γN con JM (0) = 0 = JN (0),
J ′M (0) = vM , J ′N (0) = vN y g(vM , γ

′
M (0)) = g(vN , γ

′
N (0)). Si γM no tiene puntos conjugados en

[0, a] y KM (σM ) ≥ KN (σN ) para cualesquiera par de planos en TM y TN que contienen a γ′N y
γ′M , entonces |JN (t)| ≥ |JM (t)| para toda t. Si |JM (s)| = |JN (s)| para algún s ∈ [0, a] entonces
KM (JM (t), γ′M (t)) = KN (JN (t), γN (t)) para toda t ∈ [0, s].

Demostración Sean M,N, γM , γN , JM y JN como en el enunciado del teorema.
En general si J es un campo de Jacobi a lo largo de γ entonces Jγ = g(J, γ′)γ′ es un campo de

Jacobi. Esto ya que
J ′′γ = g(J ′′, γ′)γ′ = −g(R(γ′, J)γ′, γ′)γ′ = 0

y R(γ′, Jγ)γ′ = R(γ′, Cγ′)γ′ = 0. Luego J − Jγ = J⊥ es un campo de Jacobi que satisfa-
ce g(J⊥, γ′) = 0. Además dado que la norma de los campos de Jacobi paralelos a γ no de-
pende de la curvatura y |J |2 = |Jγ |2 + |J⊥|2 se puede suponer sin pérdida de generalidad que
g(J ′M (0), γ′M (0)) = g(J ′N (0), γ′N (0)) = 0.

Dado que JM (t) 6= 0 para t ∈ [0, a] entonces demostrar que |JN (t)| ≥ |JM (t)| es equivalente a
demostrar que |JN (t)|2/|JM (t)|2 ≥ 1. Obsérvese que esto se cumple cuando t→ 0 ya que

ĺım
t→0

|JN (t)|2

|JM (t)|2
= ĺım
t→0

2|J ′N (t)|2

2|J ′M (t)|2
= 1.

Sean f(t) = |JN (t)|2, g(t) = |JM (t)|2 y h(t) = f(t)/g(t). Se tiene que ĺımt→0 f(t)/g(t) = 1,
luego basta con demostar h′(t) ≥ 0 en [0, a]. Sin embargo h′ = (f ′g − g′f)/g2 por lo que h′ ≥ 0 es
equivalente a f ′g ≥ g′f .

Sea s ∈ [0, a] y supóngase que f(s) = 0. Entonces JN (s) = 0 y f ′(s) = 2g(J ′N (s), JN (s)) = 0 por
lo que la desigualdad f ′g ≥ g′f es trivialmente cierta. La dificultad se presenta cuando f(s) 6= 0.
Si WN (s) = JN (s)/|JN (s)| y WM (s) = JM (s)/|JM (s)| entonces WN (s) y WM (s) son unitarios,

f ′/f = 2g(W ′N ,WN ) = g(WN ,WN )′ =

∫ s

0

g(WN (t),WN (t))′′dt,

= 2

∫ s

0

g(W ′N (t),W ′N (t))− g(RN (γ′,WN )γ′,WN )dt = 2Is(WN ,WN ),

y
g′/g = 2g(W ′M ,WM ) = · · · = 2Is(WM ,WM ).

Trasládese WN a un campo vectorial L sobre γM de de tal forma que L(s) = WM (s) y siga
satisfaciendo una ecuación “parecida” aW ′′N+RN (γ′N ,WN )γ′N = 0. Para hacer esto sean {Ei} y {Fi}
campos ortonormales paralelos a lo largo de γM y γN , respectivamente, tales que E1 = γ′M , F1 = γ′N ,
E2(s) = WM (s) y F2(s) = WN (s). Si X(t) = ai(t)Fi es un campo vectorial a lo largo de γN , el
traslado de X a γM es el campo vectorial X(t) = ai(t)Ei ∈ TγM (t)M . Nótese que g(X,Y ) = g(X,Y )
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y que X
′

= X ′. Luego

Is(WN ,WN ) =

∫ s

0

g(WN
′
,WN

′
)− g(RM (γ′M ,WN )γ′M ,WN )

≥
∫ s

0

g(W ′N ,W
′
N )− g(RN (γ′N ),WN )γ′N ,WN )

=

∫ s

0

g(W ′N ,W
′
N )− g(RN (γ′N ,WN )γ′N ,W

′
N )

= Is(WN ,WN )

(2.3)

Por otro lado WN es un campo vectorial a lo largo de γM con WN (0) = 0 y WN (s) = WM (s).
Como WM (s) es un campo de Jacobi, por el lema del índice 2.1.1, Is(WM ,WM ) ≤ Is(WN ,WN ) ≤
Is(WN ,WN ). Por lo tanto h′(t) ≥ 0 y luego |JN (s)| ≤ |JM (s)| para todo s ∈ [0, a].

Si |JN (s)| = |JM (s)| para algún s ∈ [0, a] entonces debe suceder que h′(t) = 0 en [0, s] y
por lo tanto la desigualdad 2.3 es una igualdad. Esto implica que g(RM (γ′M ,WN )γ′M ,WN ) =
g(RN (γ′M ,WM )γ′M ,WM ) en [0, s] y comoWM yWM tienen la misma norma entonces K(JN , γ

′
N ) =

K(JM , γ
′
M ) en [0, s].

Corolario 2.1.3. Sean M y N variedades riemannianas, p ∈ N , q ∈ M y r > 0 tal que Br(p) y
Br(q) son normales. Sea I : TpM → TqN una isometría y f : Br(q)→ Br(p) el mapeo definido por

f = expp ◦I ◦ exp−1
q .

Si las curvaturas seccionales satisfacen KM ≤ KN entonces d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para todo
x, y ∈ Br(q).

Demostración Sea αM : [0, a] → M una curva en Br(p). Dado que Br(p) es normal es posible
escribir αM (t) = expp(β(t)). Sea αN (t) = f(αM (t)) = expq(I(β(t))). Considérense las variaciones
ϕM (s, t) = expp(sβ(t)) y ϕN (s, t) = expq(sI(β(t))) = expq(I(sβ(t))) = f(ϕM (s, t)) y nótese que
αM (t) = ϕM (1, t) y αN (t) = ϕN (1, t). Para cada t ∈ [0, a], ϕM y ϕN son variaciones por geodésicas
de las geodésicas τ tM (s) = ϕM (s, t) y τ tN (s) = ϕN (s, t), lo cual induce campos de Jacobi J tM y J tN
a lo largo de dichas geodésicas. No es difícil ver que

(J tM )′(0) = β′(t)

(J tN )′(0) = I(β′(t))

y por lo tanto |(J tM )′(0)| = |(J tN )′(0)|.
Como las bolas Br(p) y Br(q) son normales, las geodésicas τ tM y τ tN no poseen puntos conjugados

y luego por el teorema de Rauch 2.1.2 |J tN (s)| ≥ |J tM (s)| para todo s ∈ [0, 1]; en particular |α′N (t)| =
|J tN (1)| ≤ |J tM (1)| = |α′M (t)|. Así

L(αN ) =

∫ a

0

|α′N | ≤
∫ a

0

|α′M | = L(αM ).

Esto muestra que f disminuye distancias.

Si N es una subvariedad de M , γ es una geodésica con γ(0) = p ∈ N y γ′(0) ∈ TpN⊥ ⊆ TpM
decimos que γ(t) es un punto focal de N si existe un campo de Jacobi J a lo largo de γ tal que
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J(0) ∈ TpN , J ′(0) + Sγ′(0)(J(0)) = 0 y J(t) = 0, donde S es el operador de forma de N , véase
A.4. Esto es equivalente a que exp |ν(N) tenga un punto singular en tγ′(0), donde ν(N) es el haz
normal de N . Nos interesa un caso particular, cuando N = exp(v⊥∩Bε(0)) para ε > 0 pequeño; en
este caso decimos que N es la hipersuperficie definida por v ∈ TpM . Nótese que la hipersuperficie
generada por v ∈ TpM es totalmente geodésica en p por lo que Sp = 0. El siguiente teorema de
Berger es una generalización del teorema de Rauch y fue desarrollado para dar una demostración
del teorema de Toponogov, cfr. [Ber62].

Teorema 2.1.4 (Rauch-Berger). Sean N yM variedades riemannianas, γN y γM geodésicas unita-
rias de longitud l en N yM respectivamente, p = γN (0) y q = γM (0). Supóngase que γM no contiene
puntos focales de la hipersuperficie expq(γ

′
M (0)⊥) y que KM (σM ) ≤ KN (σN ) para todo par de planos

en TM y TN que contienen a γ′N y γ′M . Si JM y JN son campos de Jacobi a lo largo de γM y γN ,
respectivamente, con |JN (0)| = |JM (0)|, |J ′N (0)| = |J ′M (0)| y g(γ′(0), JN (0)) = g(γ′(0), JM (0)) = 0,
entonces

|JM (t)| ≤ |JN (t)|, t ∈ [0, l].

La igualdad sucede en s ∈ [0, l] si y solo si K(γ′M (t), JM (t)) = K(γ′N (t), JN (t)) para toda t ∈ [0, s].

La demostración es muy similar a la del teorema de Rauch y hace uso de un análogo al lema
del índice, que se demuestra de manera casi idéntica:

Lema 2.1.5. Sea M una variedad riemanniana y γ : [0, l]→M una geodésica. Sea v = γ′(0) y N
la hipersuperficie definida por v. Supóngase que N no tiene puntos focales a lo largo de γ. Sea V
cualquier campo vectorial diferenciable a pedazos a lo largo de γ y J el único campo de Jacobi tal
que J ′(0) = 0 y J(l) = V (l) entonces I(J, J) ≤ I(V, V ) y la igualdad se verifica sólo si J = V .

Como consecuencia se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1.6 (Berger). Sean N y M variedades riemannianas, γN y γM geodésicas en N y
M , respectivamente, de longitud l. Sean VN y VM campos vectoriales unitarios y paralelos a lo
largo de γN y γM tales que g(VN (t), γ′N (t)) = 0 = g(VM (t), γ′M (t)) para todo t ∈ [0, l]. Sea f :
[0, l]→ R una función diferenciable y supóngase también que KM ≤ KN a lo largo de las geodésicas
βtN (s) = expγN (t)(sf(t)VN (t)) y βtM (s) = expγM (t)(sf(t)VM (t)), con t ∈ [0, 1], para todo par de
planos que contienen β′N y β′M respectivamente. Supóngase que para toda t ∈ [0, l] la hipersuperficie
determinada por (βtM )′(0) no tiene puntos focales a lo largo de βtM , entonces las curvas αM (t) =
βtM (1) y αN (t) = βtN (1) satisfacen

L(αM ) ≤ L(αN ).

Demostración Primero un lema.

Lema 2.1.7. Sea M una variedad riemanniana y γ : [0, l]→M una geodésica. Sea E(t) un campo
paralelo y unitario a lo largo de γ, tal que g(E(t), γ′(t)) = 0 para toda t ∈ [0, l]. Si expγ(t)(aE(t))
está definido para todo t ∈ [0, l], con a ∈ R, y α : [0, l]→M es la curva

α(t) = expγ(t)(aE(t));

entonces α′(t) ⊥ β′t(1) donde βt es la geodésica dada por βt(s) = expγ(t)(saE(t)).
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Demostración Considérese la variación ϕ : [0, l]× [0, 1]→M dada por

ϕ(t, s) = expγ(t)(saE(t))

Para cada t fijo ϕ(t, s) es una geodésica y luego Jt(s0) = ∂
∂sϕ(t, s) es un campo de Jacobi a

lo largo de la geodésica βt(s) = ϕ(t, s). Obsérvese que Jt(0) = γ′(t) y por lo tanto Jt(0) ⊥ β′t(0).
Esto implica que Jt(s) ⊥ β′t(s) para toda s ∈ [0, 1], en particular para s = 1, sin embargo J ′(1) =
α′(t).

Se sabe que la diferencial del mapeo exp : TM →M en (p, v) ∈ TM es

(d exp)(p,v)(w, u) = (d expp)v(u) +
d

dt

∣∣∣
t=0

(expα(t)(v
′)),

donde α es cualquier curva con α(0) = p y α′(0) = w, y v′ cualquier campo vectorial a lo largo de
α con v′(0) = v. Aplicando esto al caso presente,

α′M (t0) = (d expγM (t0))f(t0)VM (t0)(f
′(t0)VM (t0)) + (expγM (t)(f(t0)VM (t)))′ = RM + VM

y
α′N (t0) = (d expγN (t0))f(t0)VN (t0)(f

′(t0)VN (t0)) + (expγN (t)(f(t0)VN (t)))′ = RN + VN .

El primer sumando del lado derecho de ambas ecuaciones es fácilmente calculable. Considérense
las geodésicas σt0N (s) = expγN (t0)(sf(t0)VN (t0)) y σt0M (s) = expγM (t0)(sf(t0)VM (t0)), entonces

|f ′(t0)f(t0)VN (t0)| = |f ′(t0)(σt0N )′(s)| = |(d expγN (t0))sf(t0)VN (t0)(f
′(t0)VN (t0))|

|f ′(t0)f(t0)VM (t0)| = |f ′(t0)(σt0M )′(s)| = |(d expγM (t0))sf(t0)VM (t0)(f
′(t0)VM (t0))|

Como VN y VM son unitarios sus normas son idénticas. Por el lema 2.1.7 las descomposiciones
α′M (t0) = RM +VM y α′N (t0) = RN +VN son ortogonales, con RN y RM apuntando en la dirección
radial (desde γN (t0) y γM (t0) respectivamente). Por el lema de Gauss,

|α′N (t)| =
√
|RN |2 + |VN |2,

|α′M (t)| =
√
|RM |2 + |VM |2

Ahora se hace la comparación de los vectores VN y VM . La demostración del lema 2.1.7 evidencía
que existen campos de Jacobi JN , JM a lo largo de βt0N y βt0M con JN (0) = γ′N (t), JN (1) = VN ,
J ′N (0) = 0, JM (0) = γ′M (t), JM (1) = VM y J ′M (0) = 0. Como βtM no tiene puntos focales de la
hipersuperficie determinada por (βtM )′(0) entonces por el teorema de Berger-Rauch 2.1.4:

|JM (s)| ≤ |JN (s)|, s ∈ [0, 1]

En particular |VM | = |JM (1)| ≤ |JN (1)| = |VN |, por lo tanto |α′M (t)| ≤ |α′N (t)|. Consecuente-
mente

L(αM ) =

∫ l

0

|α′M (t)|dt ≤
∫ l

0

|α′N (t)|dt = L(αN )

Nótese que si la longitud de las curvas son iguales entonces las franjas expγN (t)(sf(t)VN (t)) y
expγM (t)(sf(t)VM (t)) con (t, s) ∈ [0, l]× [0, 1] tienen la misma curvatura y son isométricas.
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2.2. Teorema de Bonnet-Myers
Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional positiva. Si Γ es un subgrupo de

Iso(M) que actúa de forma totalmente discontinua entonces M/Γ es una variedad riemanniana
cuya métrica está dada por, cfr. C.6:

d(p, q) = ı́nf {d(p, q)|π(q) = q y π(p) = p} ,

donde π : M →M/Γ es la proyección canónica. En caso queM sea compacta se satisface la relación
vol(M) = |Γ| vol(M/Γ). Por otro lado, π es una isometría local, por lo que es posible reducir el
volumen y/o diámetro sin que haya cambios en la geometría local. Sin embargo no es posible
aumentar indefinidamente el diámetro manteniendo cotas inferiores positivas sobre la curvatura.

Teorema 2.2.1 (Bonnet-Myers). Sea M una variedad riemanniana completa cuya curvatura en
todo punto satisface KM ≥ K > 0 para alguna constante positiva K, entonces M es compacta y
diam(M) ≤ π/

√
K.

Demostración Sean p y q puntos de M y γ una geodésica normal minimizante, l su longitud.
Supóngase que l > π/

√
H y produzcamos una contradicción. Dado que cualquier geodésica deja de

ser minimizante a partir de su primer punto conjugado, basta con encontrar un punto conjugado a
p en γ. Sea J un campo de Jacobi no trivial con J(p) = 0. Considérese la situación análoga en MK ;
cualquier punto q ∈MK junto con un campo de Jacobi JK , con |J ′K(0)| = |J ′(0)| y JK(0) = 0, a lo
largo de cualquier geodésica radial γM de longitud l. Supóngase que J no tiene puntos conjugados en
γ. Esto nos permite aplicar el teorema de comparación de Rauch 2.1.2, el cual indica que |JK | ≥ |J |
en para todo t ∈ [0, l]. Dado que los campos de Jacobi en MK que son nulos en su origen son de la
forma

JK(t) = snK(t)ĴK ,

donde ĴK es el transporte paralelo de J ′K(0) a lo largo de γM . Sin embargo snK(π/
√
K) = 0 y luego

se tiene que JK(π/
√
K) = 0. Esto a su vez implica el hecho contradictorio que J(π/

√
K) = 0. Luego

γ tiene puntos conjugados y no puede ser minimizante, contradicción que muestra que l ≤ π/
√
K.

Por lo tanto,
diam(M) ≤ π/

√
K.

Una variedad completa y acotada es compacta por el teorema de Hopf-Rinow.

La demostración anterior contiene una afirmación que vale la pena mencionar de manera inde-
pendiente.

Proposición 2.2.2. Sea M una variedad riemanniana. Si la curvatura seccional de M satisface

H1 ≤ KM ≤ H2

para un par de constantes H1, H2 > 0 entonces toda geodésica unitaria tiene puntos conjugados en
el intervalo

[
π√
H2
, π√

H1

]
y ninguno antes.

Demostración Sea γ : [0, l]→M una geodésica unitaria y J un campo de Jacobi a lo largo de γ
con J(0) = 0 y J ⊥ γ′. Para k > 0 sea γk : [0, l]→Mk cualquier geodésica y Jk un campo de Jacobi
a lo largo de γk con Jk(0) = 0, Jk ⊥ γ′k y |J ′k(0)| = |J ′(0)|. Por 1.3.1 |Jk(t)| = |J ′(0)|| snK(t)|.
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Si KM ≥ k entonces por el teorema de Rauch |J(t)| ≤ |Jk(t)| = |J ′(0)|| snK(t)| siempre y cuando
γN no tenga puntos conjugados en [0, t]. Dado que snK(t) = 0 cuando t = π/

√
k, entonces γM debe

tener un punto conjugado en
[
0, π√

k

]
.

Si KM ≤ k entonces |J(t)| ≥ |Jk(t)| siempre que γk no tenga puntos conjugados en [0, t]. γk no
tiene puntos conjugados en

[
0, π√

k

)
y luego γM no tiene puntos conjugados en

[
0, π√

k

)
.

Los puntos conjugados son los puntos críticos de expp por lo que si KM ≤ k con k > 0 entonces
expp : Bπ/

√
k(0)→ Bπ/

√
k(p) es un difeomorfismo local.

La misma demostración sirve para mostrar que si KM ≤ 0 entonces ninguna geodésica tiene
puntos conjugados. Esto resulta tener una consecuencia topológica muy interesante.

Teorema 2.2.3 (Cartan-Hadamard). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura
seccional KM ≤ 0, entonces para toda p ∈M se tiene que expp : Rn ∼= TpM →M es una aplicación
cubriente. Por lo tanto Rn es el cubriente universal de M .

Demostración Sea p ∈ M . Los puntos críticos de expp corresponden con los puntos conjugados
de las geodésicas expp(tV ). Sea γV una geodésica unitaria de la forma γV (t) = expp(tV ) y J un
campo de Jacobi a lo largo de γV con J(0) = 0. Consideremos ahora una geodésica unitaria σ en
R2 junto con un campo de Jacobi J0 a lo largo de σ con J0(0) = 0 y |J ′0(0)| = |J ′(0)|. Recuerdese
que los campos de Jacobi en R2 están dados por

J0(t) = tJ ′0(0)

y luego σ no tiene puntos conjugados. Dado que KM ≤ 0, por el teorema de Rauch, se tiene que

|J(t)| ≥ |J0(t)| = t|J ′(0)|

En conclusión expp no tiene puntos críticos. Si se hace el pullback de la métrica en M a TpM ∼=
Rn se obtiene un métrica riemanniana en Rn y expp : TpM → M es una isometría local. Toda
isometría local es una aplicación cubriente y por lo tanto el cubriente universal de M es TpM ∼=
Rn.

2.3. Volumen

La función f : Br(p) ⊂ M → Br(q) ⊂ N del corolario 2.1.3 contrae distancias y por tanto
disminuye volúmenes. Si uno de los espacios en comparación es un espacio modelo, cuyo volumen
se puede calcular explícitamente, entonces se obtiene una estimación razonable de los volúmenes de
las bolas normales.

Teorema 2.3.1 (Bishop-Gromov). Sea M una variedad riemanniana completa con KM ≥ k para
alguna constante k, y p cualquier punto de M . Sea Bkr (q) la bola de radio r con centro en q en
Mn,k. La función

f(r) =
vol(Br(p))

vol(Bkr (q))
≤ 1

es no creciente. Además, vol(Br(p)) = vol(Bkr (q)) si y solo si KM = k en Br(p).
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Demostración Sea Br(p) una bola normal en M . Por el teorema de Myers cualquier bola Bkr (q)
en Mn,k es normal. Sean d vol′M y d vol′k los pullbacks de las formas de volumen, d volM y d volk,
en Br(p) y Bkr (q) a Br(0) ⊆ Rn ∼= TpM ∼= TpM

n,k a través de expp y expp′ . Se han identificado los
espacios tangentes TpM y Tp′Mn,k.

En coordenadas polares se puede expresar a d vol′M y d vol′k como

d vol′M (r, θ) = λM (r, θ)dr ∧ d voln−1,

d vol′k(r, θ) = λk(r, θ)dr ∧ d voln−1,

donde d voln−1 es la forma de volumen en Sn−1. Sea s > 0 y θ ∈ Sn−1, es posible calcular las formas
d vol′M y d vol′k en (s, θ) haciendo uso de campos de Jacobi. Sean {∂r, v1, . . . , vn} una base ortonormal
orientada de Rn(s,θ). Los campos JMi (t) = (d expp)(tθ)(tvi) y Jki = (d expp′)(tθ)(tvi) son de Jacobi
en M y Mn,k respectivamente y satisfacen JMi (0) = Jki (0) y |JM ′i (0)| = |vi| = |Jk′i (0)|. Por las
hipótesis sobre la curvatura y el teorema de comparación de Rauch 2.1.2 |JMi (t)| ≤ |Jki (t)| = snk(t).
Por otro lado,

λM (s, θ) = d vol′M (s, θ)(∂r, v1, . . . , vn−1)

= d volM (d expp(∂r), d expp(v1), . . . , d expp(vn−1))

= d volM (∂r, J
M
1 (l), . . . , JMn−1(l))

= |JM1 (l)| · · · |JMn−1(l)|

Lo mismo es válido para λk. Por la desigualdad previamente mencionada llegamos a que

λM (r, θ) ≤ λk(r, θ)

Integrando en Br(0) se obtiene

vol(Br(p)) =

∫
Br(0)

d vol′M ≤
∫
Br(0)

d vol′k = vol(Bkr (q))

Si se realiza la igualdad entonces λM = λk son iguales en Br(0), lo cual implica que |JMi (t)| = |Jki (t)|
para todo t < r. Por el teorema de comparación de Rauch esto solo ocurre si M y Mn,k tienen la
misma curvatura seccional en Br(p) y Bkr (q). Esto muestra la última parte del teorema y el hecho
que f(r) ≤ 1. Para demostrar que f es no creciente obsérvese que

d

dr

vol(Br(p))

vol(Bkr (q))

∣∣
r=s

=
d

dr

∫ r
0

∫
Sn−1 λMdθdt∫ r

0

∫
Sn−1 λkdθdt

∣∣
r=s

=

∫
Sn−1 λM (s, θ)dθ

∫ s
0

∫
Sn−1 λkdθdt−

∫ s
0

∫
Sn−1 λMdθdt

∫
Sn−1 λk(s)dθ

(
∫ s

0

∫
Sn−1 λkdθdt)2

=

∫ s
0

[(
∫
Sn−1 λM (s, θ)dθ)(

∫
Sn−1 λk(t, θ)dθ)− (

∫
Sn−1 λM (t, θ)dθ)(

∫
Sn−1 λk(s, θ)dθ)]dt∫ s

0

∫
Sn−1 λkdθdt

Luego basta con demostrar que si t < s < π/
√
k entonces∫

Sn−1 λM (s, θ)dθ∫
Sn−1 λk(s, θ)dθ

≤
∫
Sn−1 λM (t, θ)dθ∫
Sn−1 λk(t, θ)dθ
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Sin embargo como sabemos λk no depende de θ. Si ωn−1 es el volumen de la (n − 1)-esfera
unitaria entonces se puede escribir la desigualdad anterior como

1

ωn−1

∫
Sn−1

λM (s, θ)

λk(s)
dθ ≤ 1

ωn−1

∫
Sn−1

λM (t, θ)

λk(t)
dθ (2.4)

Considérese la función h(t) = λM (t,θ)
λk(t) con θ ∈ Sn−1 fijo. Para terminar la demostración mostra-

remos que h es decreciente. Si λM (s, θ) = 0 entonces la desigualdad 2.4 se satiface trivialmente, por
lo que se puede suponer que λM (s, θ) 6= 0 en un intervalo adecuado. La derivada de h está dada por

h′(t) =
λ′M (t, θ)λk(t)− λM (t, θ)λ′k(t)

λ2
k(t)

,

por lo que basta con verificar que λ′M (t, θ)λk(t) − λM (t, θ)λ′k(t) ≤ 0, o
λ′M (t, θ)

λM (t, θ)
≤ λ′k(t)

λk(t)
en caso

que λM (t, θ) 6= 0.
Dado que el pullback de d volM solo es cero en los puntos críticos de expp, si λM (t, θ) 6= 0

entonces es posible encontrar una base ortonormal {Ji(t)} de Texpp(tθ)M donde Ji es un campo de
Jacobi a lo largo de expp(sθ) con Ji(0) = 0.

Sean θ ∈ Sn−1, s > 0 y supóngase que λM (t, θ) 6= 0. Sean Ji campos de Jacobi a lo largo de
la geodésica γθ(t) = expp(tθ) tales que Ji(0) = 0, {Ji(s)} es una base ortonormal de Texpp(sθ)M y
J1(t) = γ′θ(t). Se pueden expresar los campos de Jacobi como Ji(t) = (d expp)tθ(tLi), con {Li} base
de T(r,θ)TpM y L1 = θ. Por la definición de λM se tiene que

|J1(t)| · · · |Jn(t)| = d volM (J1(t), . . . , Jn(t)) = λM (t, θ)tnd voln−1(L2, . . . , Ln).

Si D = d voln−1(L2, . . . , Ln) 6= 0 se puede rescribir lo anterior como

λM (t, θ) =
|J1(t)| · · · |Jn(t)|

tnD
.

Derivando λ2
M se obtiene que

2λM (t)λ′M (t) =
2
∑n
i=1 |J1(t)|2 · · · g(J ′i(t), Ji(t)) · · · |Jn(t)|2

(tnD)2
− 2nt2n−1D2|J1(t)| · · · |Jn(t)|

(tnD)4

= 2

∑n
i=1 |J1(t)|2 · · · g(J ′i(t), Ji(t)) · · · |Jn(t)|2

(tnD)2
− 2

n|J1(t)| · · · |Jn(t)|
t(tnD)2

.

Como Ji(s) es una base ortonormal entonces

λM (s, θ) =
1

snD
,

por lo que

λ′M (s, θ)/λM (s, θ) =
n∑
i=1

g(J ′i(s), Ji(s))−
n

s
=

n∑
i=2

g(J ′i(s), Ji(s))−
n

s
.

En la última igualdad se hizo uso de que J1 = γ′θ. Si i ≥ 2, obsérvese que g(J ′i(s), Ji(s)) =
Is(Ji, Ji) y por el lema del índice 2.1.1 se tiene que Is(Ji, Ji) ≤ Is(W,W ) para cualquier W con
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W (0) = 0 y W (s) = Ji(s). En particular si Yi es el campo paralelo con Yi(s) = Ji(s) y Wi(t) =
snk(t)
snk(s)Yi entonces Wi(0) = 0 y Wi(s) = Ji(s) por lo que

Is(Ji, Ji) ≤ Is(Wi,Wi) =

∫ s

0

g(W ′i ,W
′
i )−Rm(γ′,Wi, γ

′,Wi).

Es decir,

λ′M (s, θ)

λM (s, θ)
=

n∑
i=2

Is(Ji, Ji)−
n

s
≤
∫ s

0

n∑
i=2

g(W ′i ,W
′
i )−Rm(γ′,Wi, γ

′,Wi)dt−
n

s

=

∫ s

0

(n− 1)
cs2
k(t)

sn2
k(s)

− sn2
k(t)

sn2
k(s)

n∑
i=2

Rm(γ′, Yi, γ
′, Yi)dt−

n

s

=
n− 1

sn2
k(s)

∫ s

0

cs2
k(t)− sn2

k(t) Ric(γ′)dt− n

s

≤ n− 1

sn2
k(s)

∫ s

0

cs2
k(t)− sn2

k(t)k dt− n

s
.

(2.5)

Un análisis análogo al realizado en M puede ser usado para demostrar que λ′k(s, θ)/λk(s, θ) =∑n
i=3 gk(Jki (s), Jk

′

i (s)) − n/s donde Jki son campos de Jacobi en Mn,k tales que Jki forman una
base ortonormal en Mn,k

(s,θ). Por la forma de los campos de Jacobi en Mn,k, cfr. 1.3.1, también se
verifica que

λ′k(s)

λk(s)
=

n∑
i=2

gk(Jki (s), Jk
′

i (s))− n

s
=

n− 1

sn2
k(s)

∫ s

0

cs2
k(t)− sn2(t)k dt− n

s
. (2.6)

Juntando 2.6 con 2.5 se llega a que

λ′M (s, θ)

λM (s, θ)
≤ λ′k(s, θ)

λk(s, θ)
,

por lo que g es decreciente y el teorema queda demostrado.

Mencionamos que el teorema anterior es válido aún cuando la hipótesis se reduzca a Ric ≥ k.
La demostración anterior muestra que la afirmación de decrecimiento de la función f solo depende
de la curvatura de Ricci. Un fácil manejo de 1.8 muestra que ĺımt→0+ f(t) = 1, de donde se sigue
el teorema con la hipótesis Ric ≥ k. Para otra demostración de este teorema usando las ecuaciones
fundamentales de la curvatura de Ricci consúltese [Pet06].

Una consecuencia inmediata es la existencia de una cota superior para el volumen de los espacios
completos con curvatura seccional ≥ k > 0.

Corolario 2.3.2. Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional ≥ k > 0
entonces

vol(M) ≤ vol(Snk );

la igualdad se alcanza solo cuando M es isométrica a Snk .
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Demostración Sean p ∈ M y q ∈ Mn,k. Por el teorema de Bonnet-Myers 2.2.1 se tiene que
diam(M) ≤ π√

k
y luego Bπ/√k(p) = M . Luego el teorema anterior garantiza que

vol(M) = vol(Bπ/
√
k(p)) ≤ vol(Bk

π/
√
k
(q)) = vol(Snk ).

Si vol(M) = vol(Snk ) entonces M tiene curvatura seccional constante = k. Por 1.3.3, M ∼= Snk/Γ
y π : Snk → M es un mapeo cubriente y una isometría local, luego vol(M) = |Γ| vol(Snk ). Por lo
tanto Γ = {e} y M ∼= Snk .

Más adelante se usará una estimación de la cantidad de bolas de un radio fijo necesarias para
cubrir una variedad.

Definición 2.3.1. Sea X un espacio métrico y r > 0. Un subconjunto A ⊂ X está r-separado si
para todo x, y ∈ A se tiene que d(x, y) > r.

Proposición 2.3.3. Sean n ∈ N, k ∈ R, R > 0 y 0 < r < R, pedimos adicionalmente que
R ≤ π/

√
k si k > 0. Existe una constante N(n, k,R, r) ∈ N (que depende de n,k,R y r) tal que para

toda n-variedad riemanniana completa M con curvatura seccional ≥ k y todo p ∈ M existen a lo
más N(n, k,R, r) puntos en BR(p) que están r-separados.

Demostración Sean M y p ∈ M como en el enunciado. Dado que el volumen de los conjuntos
BkR(q) ⊂Mn,k no depende de q, se escribirá ωn,k(R) = vol(BR(q)) sin peligro de confusión.

Si {xi}mi=1 ⊂ BR(p) es un conjunto de puntos r-separados entonces los conjuntos Br/2(xi)
son ajenos. Sea xj tal que vol(Br(xj)) es mínimo y nótese que BR(p) ⊂ B2R(xj) por lo que
∪Br(xi) ⊂ B2R+r(xj). Luego m · vol(Br(xj)) ≤

∑
i vol(Br(xi)) = vol(∪Br(xi)) ≤ vol(B2R+r(xj)),

y por tanto

m ≤ vol(B2R+r(xj))

vol(Br(xj))

Por el teorema de Bishop-Gromov

vol(B2R+r(xi))

V ol(Bk2R+r)
≤ vol(Br(xi))

V ol(Bkr )
,

o bien
vol(B2R+r(xj))

vol(Br(xj))
≤
V ol(Bk2R+r)

V ol(Bk2R+r)
= N(n, k,R, r)

Por lo tanto m ≤ N(n, k,R, r).

2.4. Teorema de Toponogov
El teorema de Toponogov es un fuerte resultado de control geométrico en presencia de restric-

ciones en la curvatura. En palabras llanas afirma que un triángulo geodésico en una variedad con
curvatura seccional ≥ k es más gordo que un triángulo geodésico con lados de la misma longitud en
el espacio modeloMk. Las restricciones sobre el triángulo geodésico para que se sigan las conclusio-
nes del teorema son mínimas lo cual permite extraer información geométrica global del espacio. Si
∆pqr es un triángulo geodésico en una variedad completa con curvatura ≥ k, con el uso adecuado
del teorema se puede
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1. Acotar superiormente la distancia |qr| conociendo las distancias |pq|, |pr| y el ángulo ]pqr.

2. Acotar inferiormente el ángulo ]pqr conociendo las distancias |pq|, |pr| y |qr|.

3. Acotar superiormente las distancias |pq| y |pr| conociendo ]pqr y |qr|.

Dicho teorema fue demostrado por primera vez para superficies convexas por Alexandrov en
1951. Posteriormente fue extendido por Toponogov al caso general y desde entonces diversas de-
mostraciones han sido publicadas, especialmente con el florecimiento de los espacios de Alexandrov,
C. Dichas demostraciones evitan los argumentos diferenciales, mostrando que la globalización de la
propiedad de tener curvatura ≥ k, en el sentido de C, es una propiedad puramente métrica, véase
[BGP92] o [Pla96].

Definición 2.4.1. Sea ∆pqr un triángulo geodésico en M . Un triángulo de comparación en Mk es
un triángulo geodésico ∆p̄q̄r̄ en Mk tal que |pq| = |p̄q̄|, |qr| = |q̄r̄| y |rq| = |r̄p̄|.

Definición 2.4.2. Sea ^pqr una bisagra en M . Una bisagra de comparación en Mk es una bisagra
^p̄q̄r̄ en Mk tal que |qp| = |q̄p̄|, |qr| = |q̄r̄| y ]pqr = ]p̄q̄r̄.

Teorema 2.4.1 (Toponogov). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional
KM ≥ k, donde k es constante.

(A) Sea γ0, γ1, γ2 un triángulo geodésico con γ0, γ1 geodésicas minimizantes y L(γ2) ≤ π/
√
k en

caso de que k > 0. Si γ0, γ1, γ2 es un triángulo de comparación en Mk entonces αi y αi, los
ángulos correspondientes, satisfacen αi ≤ αi. Excepto en el caso k > 0 y L(γi) = π/

√
k para

algún i, el triángulo de comparación en Mk es único salvo isometrías.

(B) Sea γ0, γ1, α una bisagra, con γ0 minimal y L(γ1) ≤ π/
√
k en caso de k > 0. Si γ0, γ1 y α es

una bisagra de comparación en Mk entonces d(γ0(l0), γ1(l1)) ≤ d(γo(l0), γ1(l1)).

Las condiciones (A) y (B) son equivalentes (véase [BGP92]) y se hará uso de esto en la prueba.
Obsérvese que por 2.1.3 la versión (B) del teorema de Toponogov se satisface localmente. El teorema
de Toponogov es una globalización de esta propiedad.

Si γ es una geodésica minimizante y k > 0, entonces por el teorema de Bonnet-Myers L(γ) ≤
π/
√
k, por tanto todas las geodésicas en un triángulo geodésico o una bisagra tienen longitud

≤ π/
√
k en caso de que k > 0.

Demostración Para evitar complicaciones sobre la posible falta de unicidad de triángulos de
comparación se trabajará en Mk−ε para ε > 0 pequeño. El resultado final se obtiene haciendo
ε→ 0.

La demostración consiste en partir cualquier bisagra en bisagras suficientemente pequeñas y
verificar (B) en éstas. Para esto se hacen las siguientes definiciones:

Una bisagra (γ1, γ2, α) es pequeña si γ1 y γ2 están contenidas en alguna bola normal con centro en
γ1(0) = γ2(0). Decimos que un triángulo geodésico ∆γ1γ2γ3 es pequeño si las bisagras (γi, γj ,]γiγj)
con i 6= j son pequeñas.

La condición (B) se verifica en bisagras pequeñas gracias a 2.1.3.
Recuérdese (véase 1.3) que si σ1 : [0, l1] → Mk es una geodésica fija con σ1(0) = p y σ2 :

[0, l2] → Mk es otra geodésica con σ2(0) = p y ]σ1σ2 = α variable entonces la función d(α) =
d(σ1(l1), σ2(l2)) es continua y estrictamente creciente para α ∈ [0, π] (en el caso k > 0 esto ocurre
si l1, l2 < π/

√
k) y además d(0) = |l1 − l2|. Sea ∆γ1γ2γ3 un triángulo geodésico pequeño y α3 =
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Figura 2.1: Bisagras obtusas y agudas.

]γ1γ2. Como la bisagra (γ1, γ2, α3) es pequeña si (γ1, γ2, α) es una bisagra de comparación entonces
d(γ1(l1), γ2(l2)) ≥ d(γ1(l1), γ2(l2)). Por otro lado como ∆γ1γ2γ3 es un triángulo geodésico entonces
|l1 − l2| ≤ l3 por lo que existe un único ángulo α′ < α tal que si σ1 y σ2 son geodésicas en Mk−ε

de longitud l1 y l2 respectivamente con σ1(0) = σ2(0) y ]σ1σ2 = α′ entonces d(σ1(l1), σ2(l2)) = l3.
Este es un triángulo de comparación para ∆γ1γ2γ3 y satisface ]σ1σ2 ≤ ]γ1γ2.

Este argumento demuestra la unicidad del triángulo de comparación (en caso de que k > 0
solo si L(γi) < π/

√
k). Si se repite el razonamiento con cada uno de los ángulos, se llega al mismo

(único) triángulo de comparación y por lo tanto hemos verificado (B) para triángulos pequeños.
Sean (γ1, γ2, π/2) una bisagra, con γ1 minimizante de longitud l1 (y L(γ2) = l2 ≤ π/

√
k si

k > 0), y (γ1, γ2, π/2) una bisagra de comparación en Mk−ε. Si γ3 es una geodésica minimizante
que une γ1(l1) con γ2(l2) y E(t) es el campo unitario y paralelo a lo largo de γ2 con E(0) = γ′1(0)
entonces se puede escribir a γ3 como

γ3(t) = expγ2(t)(f(t)E(t))

para alguna función f : [0, l2] → R diferenciable. La demostración de este hecho no es relevante
(consiste, básicamente, de hacer cuentas en Mk) y será omitida. En caso que k > 0 nótese que esta
construcción es posible ya que L(γ2) ≤ π/

√
k < π/

√
k − ε y por lo tanto γ2 no contiene puntos

conjugados. Ahora considérese el campo unitario y paralelo E(t) a lo largo de γ2 con E(0) = γ′1(0).
Se dice que la bisagra (γ1, γ2, π/2) es una bisagra recta y delgada si para toda t ∈ [0, l] no hay puntos
focales de la hipersuperficie definida por E(t) a lo largo de la geodésica βt(s) = expγ2(t)(sf(t)E(t)),
con s ∈ [0, 1].

Obsérvese que la curva α(t) = βt(1) = expγ2(t)(f(t)E(t)) une a los puntos γ2(l2) con γ1(l1), ya
que f(0) = l1 y f(l2) = 0, por lo que d(γ1(l1), γ2(l2)) ≤ L(α). Por el teorema 2.1.6 se tiene que

L(α) ≤ L(γ3),

por lo que la condición (B) se verifica para bisagras rectas y delgadas.
Ahora sea (γ1, γ2, α) una bisagra con α 6= π/2. Entonces se tiene dos casos. Si α > π/2 entonces

existe un único vector unitario E ∈ Tγ1(0)M en el cono convexo generado por γ′1(0) y γ′2(0) tal que
E ⊥ γ′2(0). Sean (γ1, γ2, α) cualquier bisagra de comparación en Mk−ε, E el único vector unitario
en el cono convexo generado por γ′1(0) y γ′2(0) tal que E ⊥ γ′2(0), y γ3 una geodésica minimal de
γ1(l1) a γ2(l2), entonces existe l > 0 mínimo tal que β(l) ∈ γ3, donde β(t) = expγ1(0)(tE). Sea
β(t) = expγ(0)(tE), con t ∈ [0, l]. Decimos que la bisagra (γ1, γ2, α) es una bisagra obtusa y delgada
si (β, γ2, π/2) es una bisagra recta y delgada y (γ1, β, α − π) es una bisagra pequeña. En la figura
2.1 se esbozan las formas de las bisagras obtusas y agudas.

Sea (γ1, γ2, α) una bisagra obtusa y delgada. Luego

d(γ1(l1), γ2(l2)) ≤ d(γ1(l1), β(t)) + d(β(l), γ2(l2)).

Por otro lado d(γ1(l1), γ2(l2)) = d(γ1(l1), β(l)) + d(β(l), γ2(l2)) ya que l fue elegida para que
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β(l) ∈ γ3. Dado que (γ1, β, α− π/2) es una bisagra pequeña entonces

d(γ1(l1), β(l)) ≤ d(γ1(l1), β(l)).

Como (β, γ2, π/2) es una bisagra recta y delgada

d(β(l), γ2(l2)) ≤ d(β(l), γ2(l2)).

Juntando las desigualdades se concluye que d(γ(l1), γ2(l2)) ≤ d(γ1(l1), γ2(l2)). Es decir (B) se
verifica para bisagras obtusas y delgadas.

Si α < π/2 entonces existe un punto γ2(s) a distancia mínima de q = γ1(l1) sobre γ2. Sea γ3

una geodésica minimizante de γ2(s) a q, β1 = γ2

∣∣
[0,s]

y β2 = γ2|[s,l2], decimos que (γ1, γ2, α) es una
bisagra aguda y delgada si (γ3, β, π/2) es una bisagra recta y delgada y ∆γ1γ3β1 es un triángulo
geodésico pequeño.

Sea (γ1, γ2, α) una bisagra aguda y delgada. Como ∆γ1γ3β1 es un triángulo pequeño entonces
si ∆σ1σ3σ2 es un triángulo de comparación en Mk−ε se tiene que θ3 ≤ α3 y θ1 ≤ α1, donde

θ3 = ]σ1σ2, θ1 = ]σ2σ3,

α3 = ]γ1β1, α1 = ]β1γ3.

Extiéndase σ2 hasta tener longitud l2 y supóngase que σ2 = γ2. Dado que (γ3, β2, π/2) es una
bisagra recta y delgada entonces d(γ3(l3), γ2(l2)) ≤ d(γ3(l3), γ2(l2)), donde γ3 : [0, l3] → Mk−ε es
una geodésica con γ3(0) = γ2(s) = σ2(s) y ]γ2

∣∣
[s,l2]

γ3 = π/2 como lo indica la figura 2.2. Por
las condiciones sobre los ángulos previamente obtenidas si β2 = γ2

∣∣
[s,l2]

entonces ]σ3β2 ≥ π/2 =

]γ3β2. Sin embargo (σ3, β2,]σ3β2) y (γ3, β2, π/2) son bisagras en Mk−ε con lados de la misma
longitud pero con ángulos (posiblemente) diferentes, luego

d(σ3(l3), γ2(l2)) ≥ d(γ3(l3), γ2(l2)).

γ1

γ3

β1
β2

M

γ1 σ1 σ3

σ2 β2

γ3

Mk−ε

Figura 2.2: El caso de una bisagra aguda.

Lo mismo aplica para las bisagras (σ1, γ2) y (γ1, γ2), donde γ1 es una geodésica de forma que
]γ1γ2 = α y γ′2(0) está en el mismo semiespacio determinado por σ′1(0), por lo que

d(γ1(l1), γ2(l2)) ≥ d(σ1(l1), γ2(l2)) = d(σ3(l3), γ2(l2)).

Como γ3(l3) = γ1(l1), juntando las desigualdades se concluye que

d(γ1(l1), γ2(l2)) ≥ d(γ1(l1), γ2(l2));
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es decir, la condición (B) también se verifica para bisagras agudas y delgadas.
Se ha preparado todo para el caso general. Sea (γ1, γ2, α) una bisagra con γ1 minimizante,

L(γ1) = l1 y si k > 0 con L(γ2) ≤ π/
√
k. Para todo p ∈ M existe g(p) > 0 tal que para todo

v ∈ TpM unitario la geodésica radial con dirección v de longitud g(p) no tiene puntos focales de
la hipersuperficie definida por v. La función g : M → R es continua lo cual permite elegir un
número S que satisfaga las mismas propiedades que g(p) en todo punto de un conjunto compacto
dado. Sea F > 0 tal número para Bl1+l2(p). Por otro lado si (σ1, σ2, π/2) es una bisagra en Mk−ε

con L(σ1) = l1, entonces si f : [0, l] → R es la función construida en la discusión de las bisagras
rectas y delgadas entonces máx {f(t)} está acotado superiormente por una función que decrece
continuamente con l1. Luego es posible elegir l1 lo suficientemente chico para que f(t) ≤ S para
toda t, digamos l1 = δ. Por compacidad de γ2 también existe R > 0 tal que para todo t ∈ [0, l2], la
bola BR(γ2(t)) es normal. Sea N ∈ N tal que l2/N ≤ mı́n {R, δ}.

Para cada 0 ≤ k ≤ N − 1 sea σk : [0, sk] → M una geodésica minimizante de tk = kl2/N ,
Jk = [tk, tk+1] y βk = γ2

∣∣
Jk

y τk = γ2

∣∣
[0,tk]

. Por la elección de N las bisagras (σk, βk, θk) y
(σk, βk+1, αk) son delgadas (rectas, obtusas o agudas). Sean (γ1, γ2, α) y (γ2|[0,kl2/N ], σk, αk) bisa-
gras de comparación en Mk−ε. Se demostrará por inducción que

d(γ1(l1), γ2(tk)) ≤ d(γ1(l1), γ2(tk)),

l2 = d(γ2(0), σk(sk)) ≤ d(γ2(0), σk(sk)).

Dado que ya se ha cubierto el caso base, supóngase que la hipótesis inductiva se satisface
para k. Si τk = γ2|[0,tk] entonces (γ1, τk+1, α) es una bisagra de comparación para (τk+1, γ1, α).
Constrúyase un triángulo de comparación ∆η1δkτk en Mk−ε para el triángulo ∆γ1σkτk y una
bisagra de comparación (τk, σk, αk−1) de tal forma que δk apunte en la misma dirección que σk
como lo indica la figura 2.3.

Si βk = γ2

∣∣
Jk
, entonces se tiene que (σk, βk, θk) es una bisagra de comparación. Por hipótesis

d(σk(sk), τk(0)) ≥ d(δk(sk), τk(0)) por lo que ]δkτk ≤ ]σkτk. En consecuencia ]σkβk ≤ ]δkβk y
por tanto

d(γ2(tk+1), σk(sk)) ≤ d(γ2(tk+1), δk(sk)).

Análogamente como L(δk) = d(γ2(tk), γ1(l1)) ≤ d(γ2(tk), γ1(l1)) entonces ]ν1τk ≤ ]γ1τk =
]γ1τk+1 y luego

d(γ2(tk+1), δk(sk)) = d(γ2(tk+1), η1(l1)) ≤ d(γ2(tk+1), γ1(l1)).

Dado que (σk, βk, θk) es una bisagra delgada entonces

d(γ2(tk+1), σk(sk)) ≥ d(γ2(tk+1), σk(sk)) = d(γ2(tk+1), γ1(l1)).

Finalmente juntando las desigualdades se tiene

d(γ2(tk+1), γ1(l1)) ≤ d(γ2(tk+1), γ1(l1)).

La demostración de la otra desigualdad es análoga.
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βkτk
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Figura 2.3: Paso inductivo.

2.5. Teorema de escisión
En esta sección M denota una variedad riemanniana completa con curvatura seccional no nega-

tiva. Hacemos uso del teorema de Toponogov para demostrar el teorema de escisión de Toponogov.
Las demostraciones usuales del teorema de escisión tienen como hipótesis una curvatura de

Ricci no negativa. Dichas demostraciones son más complicadas (compárese con [Pet06, Teorema
68, página 283]) y hacen uso de teoría analítica no disponible en este texto; nos restringimos al
resultado con las hipótesis fortalecidas. Sin embargo la demostración presentada tiene la ventaja
de ser fácilmente modificable para abarcar el caso en el que M es un espacio de Alexandrov con
curvatura no negativa (véase C).

Definición 2.5.1. Una línea en una variedad riemanniana M es una geodésica γ : R→M tal que
d(γ(a), γ(b)) = |a− b|, es decir, es minimizante restringida a cualquier subintervalo finito.

Supóngase que γ es una línea en M y q ∈ M \ γ. Tómese otro par de puntos r, s ∈ γ. Si qr, qs
son geodésicas minimizantes y ∆q̄r̄s̄ es un triángulo de comparación en R2 para ∆qrs entonces por
el teorema de Toponogov 2.4.1

]q̄r̄s̄ ≤ ]qrs,

]r̄s̄q̄ ≤ ]rsq,

]s̄q̄r̄ ≤ ]sqr.

Sin embargo dado que γ es una línea, la igualdad es el caso.
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Lema 2.5.1. ]r̄s̄q̄ = ]rsq y ]s̄r̄q̄ = ]srq.

Demostración Se demostrará la primera igualdad, la segunda es análoga. Sea α = ]rsq. Supón-
gase que ]s̄r̄q̄ ≤ α− ε con ε > 0. Sean m,n ∈ γ tales que r está entre n y s, y s está entre r y m,
como en la figura 2.4.

γ

r

q

s

n

m
s̄

n̄

q̄

m̄

Figura 2.4: Lema 2.5.1.

Sean ∆m̄s̄q̄ y ∆q̄s̄n̄ triángulos de comparación en R2. Por la monotonía de los ángulos C.1.10,
]p̄s̄n̄ ≤ ]p̄s̄r̄ ≤ α− ε. Se pueden acomodar los puntos m̄, n̄, q̄ y s̄ en el plano de tal forma que los
puntos m̄ y n̄ queden separados por la línea q̄s̄.

Por Toponogov ]msq ≥ ]m̄s̄q̄ y por lo tanto

]m̄s̄n̄ = ]m̄s̄q̄ + ]q̄s̄m̄ ≤ (α− ε) + ]msq = π − ε.

Obsérvese que |nm| = |ns| + |sm| ≤ |nq| + |qm|. Por otro lado como ]m̄s̄n̄ ≤ π − ε para |m̄s̄|
y |s̄n̄| suficientemente grandes se tiene que |n̄s̄| + |s̄m̄| > |n̄q̄| + |q̄m̄|. Luego si se eligen n y m de
modo adecuado se llega a una contradicción. Por lo tanto ]m̄s̄q̄ = α.

Como consecuencia se tiene

Corolario 2.5.2. 1. Existe un único punto p ∈ γ a distancia mínima de q.

2. Si q′ es un punto sobre la geodésica qs y r′ es un punto sobre γ entre s y r entonces |q′r′| =
|q̄′r̄′| donde q̄′ es un punto en el lado q̄s̄ tal que |sq′| = |s̄q̄′| y r̄′ es un punto en el lado r̄s̄ tal
que |sr′| = |s̄r̄′|.

Demostración Se sigue fácilmente de la monotonía de los ángulos ya que α ≥ ]q̄′s̄r̄′ ≥ ]q̄s̄r̄ =
α.

Teorema 2.5.3 (Cheeger-Gromoll-Toponogov). Sea M una variedad completa con curvatura sec-
cional no negativa. M puede escindirse en un producto isométrico N × Rm, donde N no contiene
líneas y Rm tiene la métrica euclidiana.
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Demostración Sea σ : R→M una línea. Se demostrará queM es isométrica a M̄×R para alguna
variedad con curvatura seccional no negativa; el resultado general se sigue por inducción.

Sea p = σ(0) y q ∈M \ σ. Si tn es una sucesión de números con tn →∞ y cn : [0, dn]→M son
geodésicas unitarias minimizantes de p a on = σ(tn) (dn = d(p, σ(tn))), entonces los vectores c′n(0)
contienen una subsucesión que converge a vq ∈ TqM . Para evitar dobles índices supóngase que la
subsucesión es la original. Sea γq : R→M la geodésica radial con γ′q(0) = vq. Dado que c′n(0)→ v
resulta que cn → γq puntualmente, y en consecuencia d(q, cn(t))→ d(q, γq(t)). Luego d(q, γq(t)) = t
y γq es un rayo (minimiza distancias entre cualesquiera dos puntos sobre ella).

Si ahora tomamos la sucesión {−tn}, y bn : [0, ln]→M geodésicas unitarias minimizantes de q
a sn = σ(−tn), entonces es posible encontrar un vector unitario wq ∈ TqM límite de b′n(0) y de tal
forma que la geodésica radial βq : R+ →M con β′q(0) = wq es un rayo.

Obsérvese que wq = −vq. Para esto basta con demostrar que ĺımt→∞ ]onqsn = π. Si ∆ōnq̄s̄n
son triángulos de comparación en R2 para los triángulos ∆onqsn por el teorema de Toponogov 2.4.1
]ōnq̄s̄n ≤ ]cnbn. Por la ley de los cosenos

cos]ōnq̄s̄n =
d2
n + l2n − t2n

2dnln
.

Dado que dn ≤ N + tn y ln ≤ N + tn con N = d(p, q), cuando n → ∞ (y por tanto tn → ∞)
se tiene que ]ōnq̄s̄n → π, luego ]cnbn → π. Por otro lado si a = γq(t1), m = βq(t2), an = cn(t1)
y mn = bn(t2) entonces sn → s y mn → m. Por otro lado si se consideran los triángulos de
comparación ∆ōnq̄s̄n junto con los puntos ān, m̄n correspondientes a an y mn entonces por el lema
2.5.1 se tiene que

|ānm̄n| = |anmn| → |am|.

Sin embargo es claro que |ānm̄n| → t1 + t2 por lo que γq ∪ βq = σq es una línea.

Definición 2.5.2. Se dice que dos líneas σ1, σ2 : R→M son paralelas si existen un par de rectas
paralelas σ̄1, σ̄2 en R2 y una isometría f : σ1 ∪ σ2 → σ̄1 ∪ σ̄2. Un par de puntos x ∈ σ1 y y ∈ σ2 se
corresponden si d(x, y) = d(σ1, σ2).

Obsérvese que si x y y se corresponen, entonces cualquier geodésica minimizante que une x con
y hace un ángulo recto con σ1 y σ2. E inversamente, gracias al lema 2.5.1 si esto último es cierto,
entonces x y y se corresponden.

Resulta que σq y σ son rectas paralelas. En primer lugar se demostrará que d(q′, σ) con q′ ∈ σq
es constante, suponiendo que q′ = σq(t) para algún t > 0 puesto que el otro caso es análogo. Para
esto sea p′ el único punto sobre σ tal que d(p′, q) = d(q, σ) de modo que p′ = σ(t0) para algún t0.
Sean pt = σ(t0 + t), qt = σ(t), qnt = cn(t), y p̄nt y q̄nt los puntos correspondientes en los triángulos de
comparación ∆ōnp̄

′q̄, es decir p̄nt es el punto sobre el lado ōnp̄′ tal que d(ōnt , p̄
′) = t y q̄nt es el punto

sobre el lado q̄ōn tal que d(q̄nt , q̄) = t. Por el corolario 2.5.2 d(p̄tn, q̄
t
n) = d(pt, q

n
t ). Como las geodésicas

cn convergen puntualmente a γq entonces qtn → qt y consecuentemente d(p̄nt , q̄
n
t ) = d(pt, q

n
t ) →

d(pt, qt), sin embargo es claro que d(p̄nt , q̄
n
t ) → d(p′, q) = d(σ, q). Luego d(qt, pt) = d(q, p′) es

constante.
Nótese que los puntos qn y pn se corresponden. Por todo esto, si D = d(p′, q) entonces f(qt) =

(D, t) y f(pt) = (0, t) es una isometría f : σ ∪ σq → L1 ∪ L2, i.e. σ y σq son paralelas.
Se ha demostrado que por todo punto q ∈M pasa una línea paralela a σ, ahora se demostrará

que dicha línea es única. Supóngase que σ1, σ2 son dos rectas paralelas a σ que pasan por q y que
]σ1σ2 = α > 0. Sea p′ el punto en σ más cercano a q, digamos p′ = σ(t0). Para cada t ∈ R sean
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Figura 2.5: σ y σq son paralelas.

pt = σ(t0 + t) y ot y rt los puntos sobre σ1 y σ2 más cercanos a pt. Luego por la definición de
paralelismo es claro que d(ot, q) = d(rt, q) = |t|. Por el lema 2.5.1 el triángulo ∆otqrt tiene los
mismos ángulos que un triángulo de comparación ∆ōtq̄r̄t en R2, en particular α = ]ōtq̄r̄t y por lo
tanto d(ot, rt) = d(ōt, r̄t) = 2t2(1 − cosα) (aquí se ha usado la ley de los cosenos). Por otro lado
d(ot, pt) = C1 y d(rt, pt) = C2, con C1 y C2 constantes, por lo que d(ot, rt) ≤ C1 + C2. Para t
suficientemente grande esto es contradictorio y por lo tanto α = 0, es decir σ1 = σ2.

La relación de ser paralelas es transitiva. Sean σ1, σ2, σ3 son líneas tales que σ1 y σ2 son paralelas
y σ2 y σ3 también. Sea q ∈ σ2, r ∈ σ1 el único tal que d(q, r) = d(q, σ1) y s ∈ σ3 tal que
d(s, q) = d(q, σ3). Supóngase sin pérdida de generalidad que q = σ2(0), r = σ1(0) y s = σ3(0).
Digamos también que σ̄1(t) = (−D1, t), σ̄2(t) = (0, t) y σ̄3(t) = (D2, t), donde D1 = d(σ1, σ2) y
D2 = d(σ2, σ3), y que los isomorfismos del paralelismo entre σ1 y σ2, y σ2 y σ3, mandan σ1(t) 7→
(−D1, t), σ2(t) 7→ (0, t) y σ3(t) 7→ (D2, t). Sean qt = σ2(t), rt = σ1(t) y st = σ3(t). Basta con
demostrar que el ángulo que hace σ1 con alguna geodésica minimizante β : rt → st es π/2. Sea
t′ > t y supóngase que ]rt′rtst = α > π/2. Por el lema 2.5.1

d(st, rt′) =
√

(t′ − t)2 + d(st, rt)2 − 2s(t′ − t) cosα =
√

(t′ − t)2 + d(st, rt)2 + ε(t′ − t)

para algún ε > 0. También como σ1 y σ2 son paralelas y qt y rt son tales que d(qt, rt) = d(σ1, σ2)
entonces ]qtrtrt′ = π/2. Luego

d(qt, rt′) =
√

(t′ − t)2 +D2
1.

Así
d(st, rt′) ≤ d(st, qt) + d(qt, rt′) = D2 +

√
(t′ − t)2 +D2

1.

Sin embargo es claro que para t′ suficientemente grande√
(t′ − t)2 + d(st, rt)2 + ε(t′ − t) ≤ D2 +

√
(t′ − t)2 +D2

1

es una contradicción. Por lo tanto α ≤ π/2. Si α < π/2 entonces tomamos t′ < t y se repite el
argumento. En conclusión α = π/2. Esto demuestra que σ1 y σ3 son paralelas.

La relación de paralelismo es por tanto una relación de equivalencia. Por cada punto de M pasa
una línea paralela a σ, y todas estas líneas son paralelas entre sí. Sea L = {τ |τ es paralela a σ} y
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p ∈M . Considérese el conjunto

Mp = {q ∈M | ∃τ ∈ L tal que q ∈ τ y q corresponde a p} .

Resulta queMp es una subvariedad cerrada y totalmente geodésica deM . Esto ya que si q ∈Mp,
Br(q) y σq ∈ L contiene a q (y supóngase que σq(0) = q) entonces expq(W ∩Br(0)) = Mp ∩Br(q),
donde W = σ′q(0)⊥. La igualdad expq(W ∩Br(0)) = Mp ∩Br(q) es una clara consecuencia de que
q′ ∈ σq′ corresponde a q ∈ σq si y solo si toda geodésica de q a q′ hace un ángulo recto con σq′ y σq.

M̄ = Mp es una variedad con curvatura seccional no negativa. Supóngase que las líneas σq con
q ∈ Mp están alíneadas en el siguiente sentido, si σq(t) se corresponde con σ(t0) entonces σq′(t)
también. Definimos una isometría f : M̄ ×R→M de la siguiente manera, f(q, t) = σq(t). Verificar
que f es una isometría se reduce a utilizar una vez más el lema 2.5.1.

No siempre es sencillo verificar que una curva particular es una línea, o que existe una línea en
una variedad riemanniana. Sin embargo existe un caso sencillo en el cual se puede garantizar la
existencia.

Definición 2.5.3. Una variedad M es disconexa al infinito si existe un compacto K ⊂M tal que
para todo A ⊃ K compacto M −A es disconexo.

Nótese que ∅ se considera conexo por lo que una variedad compacta no es disconexa al infinito.

Proposición 2.5.4. Si M es una variedad riemanniana completa y disconexa al infinito entonces
contiene una línea.

Demostración Sea K ⊂ M compacto tal que para todo A ⊃ K, M − A es disconexo. Por el
comentario anterior M no puede ser acotada y luego para todo R > 0 el conjunto M − BR(K) es
no vacío y disconexo. Sea {rn} una sucesión de números positivos tales que rn → ∞ y pn, qn ∈
M −Brn(K) en componentes conexas distintas. Sean qnpn geodésicas minimizantes.

Dado queM−K es disconexo y qn y pn se encuentran en componentes conexas distintas de dicho
conjunto, las geodésicas qnpn pasan por K. Sea kn ∈ K tal que kn ∈ qnpn. Como qn, pn /∈ Brn(K)
entonces |qnpn| > 2rn y luego |qnpn| → ∞.

La sucesión kn contiene una subsucesión que converge a k ∈ K. Supóngase sin pérdida de
generalidad que kn → k. Los vectores tangentes de knqn contienen a su vez una subsucesión que
converge a v ∈ TkM . Suponemos también que knq′n → v. Finalmente sea γ = expk(tv). Por
construcción se puede verificar que qnpn → γ puntualmente y por lo tanto γ es una línea.



Capítulo 3

Topología

En este capítulo se estudian las consecuencias topológicas de imponer curvatura no negativa en
una variedad. En lo que sigue asumimos que el lector está familiarizado con aplicaciones cubrientes,
grupo fundamental y teoría homológica. Como referencia, citamos a [BT82, Bre93, Hat01].

3.1. Teorema de Bonnet-Myers II

Si M es una variedad completa con curvatura seccional acotada por debajo por una constante
positiva entonces su diámetro es finito 2.2.1 y por A.1.1 M es compacta.

En el caso KM > 0 la conclusión falla, por ejemplo el paraboloide de revolución en R3 es una
variedad completa con curvatura positiva que no es compacta. Sin embargo la rigidez de la curvatura
positiva obliga a M a ser difeomorfa a Rn. Véase 3.5.

La compacidad de un espacio no es una característica topológica muy restrictiva, sin embargo
tras este resultado se oculta uno de mayor alcance.

Lema 3.1.1. Sea M una variedad riemannniana y π : M̃ → M una aplicación cubriente diferen-
ciable. Entonces existe una única métrica en M̃ tal que π es una isometría local. Con tal métrica,
M es completa si y solo si M̃ es completa.

Demostración Defínase la métrica en M̃ como el pullback g′ = π∗(g). Restringiendo a abiertos
en los que π es un difeomorfismo es fácil ver que g′ es una métrica riemanniana que convierte a π
en una isometría local.

Supóngase que M̃ es completa con esta métrica. Sea p ∈ M , v ∈ TpM , p̃ ∈ M cualquier punto
tal que π(p̃) = p y ṽ ∈ Tp̃M̃ tal que dπ(ṽ) = v. Como M̃ es completa, la geodésica que parte de
p̃ con dirección ṽ, γ̃, está definida en todo momento. π es una isometría local por lo que debe de
proyectar geodésicas en geodésicas, luego que π(γ̃) = γ, la geodésica con origen en p y dirección v,
está definida en todo momento. Por el teorema de Hopf-Rinow A.1.1 M es completa.

Ahora supóngase que M es completa. Sean p̃ ∈ M̃ y ṽ ∈ Tp̃M̃ junto con p = π(p̃) y v = dπ(p̃).
Dado que M es completa, la geodésica γ tal que γ(0) = p y γ′(0) = v está definida para toda t.
Sea γ̃ el único levantamiento de γ a M̃ con γ̃(0) = p̃. Puesto que π es una isometría local, γ̃ es una
geodésica. Además dπ(γ̃′(0)) = γ′(0) = v, por lo que γ̃ es la única geodésica radial con γ̃(0) = p̃ y
γ̃′(0) = ṽ. γ̃ está definida para toda t por lo que M̃ es completa.

35
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Dado que las isometrías locales preservan la curvatura, el espacio cubriente M̃ tiene las mismas
restricciones sobre la curvatura que M .

Teorema 3.1.2. SeaM una variedad riemanniana completa tal que KM ≥ H para alguna constante
H > 0, entonces el grupo fundamental de M es finito.

Demostración Sea M̃ la cubierta universal deM . Al darle la métrica del lema 3.1.1, M̃ se convierte
en una variedad riemanniana completa cuya curvatura satisface K

M̃
≥ H > 0. Por el teorema de

Bonnet-Myers M̃ es compacta. Recuérdese que el grupo fundamental π(M) es isomorfo al grupo de
transformaciones de cubierta del cubriente universal y que este último actúa de forma totalmente
discontinua. Dado que M̃ es compacta esto solo puede suceder si el grupo de transformaciones de
cubierta es finito. Por lo tanto |π(M)| < ω.

CuandoM es una variedad con curvatura seccional no positiva el teorema de Cartan-Hadamard
2.2.3 afirma que Rn es un espacio cubriente deM y por lo tanto su cubriente universal. Esto implica
que los grupos de homotopía de orden superior de M se anulan. M resulta un espacio de Eilenberg-
MacLane K(π(M), 1). Por esto el tipo de homotopía de M está totalmente controlado por π(M).
Existen además muchos teoremas que describen la estructura interna del grupo fundamental en
caso de que la variedad tenga curvatura negativa, como el teorema de Preissmann que indica que
cualquier subgrupo propio abeliano de π(M) debe de ser isomorfo a Z. Consúltese [Yau71] para
más resultados en esta dirección. Desafortunadamente se sabe muy poco de la estructura interna
de los grupos fundamentales de variedades con curvatura seccional positiva.

3.2. Teorema de Synge-Weinstein
La fórmula de la segunda variación de la energía A.2 permite hacer análisis geométrico de

geodésicas a partir de información local. En el caso especial de curvatura positiva este tipo de
análisis es especialmente fructífero.

Teorema 3.2.1 (Synge). Sea M una variedad riemanniana conexa, compacta y orientable de
curvatura seccional positiva. Si f : M →M es una isometría que preserva la orientación si dim(M)
es par o invierte orientación si dim(M) es impar, entonces f tiene un punto fijo.

Demostración Supóngase que f no tiene puntos fijos y que la distancia mínima entre un punto
y su imagen, l, se realiza en x ∈ M (tal punto existe por la compacidad de M). Sea γ geodésica
minimizante entre x y f(x). Tómese un punto cualquiera γ(s) = p, sobre γ con s ∈ (0, l), y
considérese γ′ = f(γ) y f(p) = p′. Por la definición de x se tiene d(p, p′) ≥ l, y por otro lado

d(p, p′) ≤ d(p, f(x)) + d(f(x), p′) = d(p, f(x)) + d(f(x), f(p)) = d(p, f(x)) + d(x, p) = l

ya que f es una isometría de M en M . Entonces γ|[s,l] ∪ γ′|[0,s] es una curva minimizante entre p y
p′ y por lo tanto diferenciable. De esto se concluye que df(γ′(0)) = γ′(l).

Sea P : TxM → Tf(x)M el transporte paralelo a lo largo de γ de x a f(x) y L = P−1 ◦ df :
TxM → TxM . L es una transformación que preserva la métrica, ya que tanto P como df lo hacen, y
por lo ya demostrado se tiene que L(γ′(0)) = γ′(0). Luego γ′(0)⊥ ⊆ TxM es L-invariante. Como P
preserva la orientación, si m = dim(M) es par, entonces por hipótesis det(L) = 1, y si m es impar,
entonces det(L) = −1. Para lo que sigue se requiere el siguiente lema de álgebra lineal:
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x

f(x)

f2(x)

p
p′

Figura 3.1: γ ∪ f(γ) debe de ser una geodésica.

Lema 3.2.2. Sea T : V → V una transformación lineal que preserva el producto interior de V .
Supóngase que det(T ) = (−1)n+1, donde n = dim(V ), entonces T tiene un punto fijo.

Demostración Sea χT el polinomio característico de T ; este polinomio se descompone en C[x] en
productos de monomios lineales (x − λi). Dado que χT es un polinomio con coeficientes reales, si
(x − λi) es un factor de χi, con λi propiamente complejo, entonces (x − λi) es otro factor. Así, el
número de eigenvalores propiamente complejos es par.

Se reordenan los índices para que λ2i+1 = λ2i para i ≥ k y λi ∈ R para i < k. Obsérvese que
det(T ) =

∏
i λi =

∏k−1
i=1 λi

∏
j≥k λ2jλ2j+1 y

∏
j≥k λ2jλ2j+1 =

∏
j≥k |λ2j |2 ≥ 0.

Si n es par entonces existe al menos un par de factores con λi reales, pues de no ser así −1 =
det(T ) =

∏
j λjλj > 0. Dado que T preserva el producto interior de V , para i < k se tiene

λi = −1, 1. Por lo tanto debe de existir un i tal que λi = 1 ya que det(T ) < 0.
Si n es impar entonces existe al menos un λi real. Si λi = −1 para todo i < k, por lo mencionado

arriba se tendría que det(T ) < 0. Luego existe i tal que λi = 1.

Continuando la demostración del teorema, se tiene que L|γ′(0)⊥ = T satisface las hipótesis del
lema y por tanto existe un vector unitario v ∈ γ′(0)⊥ tal que L(v) = v. Considérese la geodésica
α que pasa por x con dirección v, su imagen α′ = f(α) y el campo paralelo V (t) a lo largo de γ
definido por V (0) = v. La variación h(s, t) = expγ(s)(tV (s)) tiene sus extremos en α y α′. Por la
fórmula de segunda variación A.11,

E′′s (0) =

∫ l

0

−g(V,R(γ′, V )γ′)dt = −
∫ l

0

K(γ′, V )dt < 0.

Entonces existe t lo suficientemente pequeño tal que ht(s) = h(s, t) es una curva que une a y
con f(y) con menor longitud que γ. Esto contradice la elección de γ y por lo tanto f tiene un punto
fijo.

Como corolario se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3 (Synge 1936). Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura positiva.

1. Si M es orientable y dim(M) es par, entonces M es simplemente conexa.

2. Si dim(M) es impar entonces M es orientable.
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Demostración Sea M orientable tal que dim(M) es par. Sea M̃ la cubierta universal de M y φ
cualquier transformación de cubierta. Con la métrica del teorema 3.1.1, por el teorema de Myers
2.2.1, la variedad M̃ es una variedad riemanniana completa y compacta, y φ una isometría que
preserva la orientación inducida por M . Por el teorema de Synge 3.2.1 φ tiene un punto fijo, lo cual
implica que φ es la identidad. Luego M = M̃ es simplemente conexa.

Supóngase ahora que dim(M) es impar yM es no orientable. Sea M̃ la cubierta doble orientable
y φ la única transformación de cubierta. Recuérdese que φ invierte la orientación de M̃ . Si se dota
a M̃ la métrica de cubierta, φ es una isometría y M̃ es completa y conexa, por lo que φ tiene un
punto fijo. Esta contradicción muestra que M es orientable.

Argumentos parecidos al utilizado en la demostración del teorema de Synge producen resultados
sobre la geometría de las subvariedades totalmente geodésicas.

Teorema 3.2.4 (Frankel 1960). Sea M una variedad riemanniana completa de curvatura seccional
positiva n-dimensional y N,Q dos subvariedades compactas totalmente geodésicas de dimensiones r
y s respectivamente. Si r + s ≥ n entonces N ∩Q 6= ∅.

Demostración Como M es completa y las subvariedades son compactas, existe una geodésica
minimizante γ tal que L(γ) = d(N,Q), γ(0) = p ∈ N y γ(l) = q ∈ Q. Tal geodésica debe de ser
ortogonal a N y Q en los extremos, cfr. corolario A.2. Sea V = TpN ⊆ TpM y Vl el transporte
paralelo a lo largo de γ de V hasta q, Vl = Pγ(V ). Por ser paralelo el transporte, Vl es ortogonal a
γ en q por lo que Vl y W = TqQ ⊆ TqM están contenidos en el subespacio ortogonal a γ′(l) ∈ TqM .
Por la hipótesis de dimensionalidad dim(Vl ∩W ) ≥ r + s− (n− 1) ≥ 1 es decir existe un vector V
unitario en TpN cuyo transporte paralelo a q a lo largo de γ es tangente a Q. Sea Vt el transporte
paralelo de V a lo largo de γ. Este campo vectorial define una variación de γ de la siguiente manera:
α(t, s) = expγ(t)(sVt). Como N y Q son totalmente geodésicas los extremos de tal variación se
mantienen dentro de N y Q por lo que α(t, s0) con s0 fijo es una curva de N a Q. Usando la
fórmula de la segunda variación A.11 se obtiene que:

1/2E′′(0) =
∫ l

0
(g(V ′, V ′)− g(R(γ′, V )γ′, V ))dt− g(Dαds , γ

′)(0, 0) + g(Dαds , γ
′)(0, l)

Obsérvese que V ′ = 0 por construcción y D
dsα = 0 ya que α(t0, s) es una geodésica para todo t0

fijo. Luego, por las restricciones sobre la curvatura seccional,

1/2E′′(0) =

∫ l

0

−g(R(γ′, V )γ′, V )dt = −
∫ l

0

K(γ′, V ) < 0.

Consecuentemente existen curvas lo suficientemente cercanas a γ que conectan a N y Q de
menor longitud que γ, una contradicción. Por lo tanto N ∩Q 6= ∅.

3.3. Teoría de Morse
En esta sección se desarrollan algunos de los elementos básicos de la teoría de Morse. Para

referencias de los teoremas no demostrados y mayor profundidad consúltese [Mil63].
La idea básica de la teoría de Morse es estudiar la topología de una variedad a través de las

singularidades de las funciones diferenciables definidas sobre ella. El caso genérico y más visualizable
es cuando la variedad está encajada en Rn y la función es una de las funciones coordendas. Cada
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“curva nivel” f−1(c) es una variedad si c es un valor regular; es intuible que si c < b y no hay
valores críticos entre c y b entonces f−1(c) y f−1(b) son difeomorfas. En los valores críticos de la
función el tipo topológico de la fibra f−1(c) cambia. El éxito de la teoría de Morse proviene de haber
reconocido y clasificado los cambios posibles en el tipo de homotopía de una fibra a otra al pasar un
valor crítico. La clasificación permite reconstruir la estructura homotópica de la variedad a partir de
la información de la función. El análisis es adaptable al espacio de lazos Ω(M) utilizando la función
de energía E junto con la información de la curvatura para extraer conclusiones topológicas. No se
persigue esta línea de investigación. Véase la nota al final de la sección A.2 y [Mil63]. Nos quedamos
con algunas de las herramientas básicas.

El uso de las técnicas de la teoría de Morse al caso métrico es el interés principal de esta sección.
Las ideas relacionadas fueron desarrolladas inicialmente por Grove-Shiohama [GS77] y expandidas
por Gromov [Gro81]. Para una exposición más profunda de la teoría de puntos críticos de funciones
distancia véase [Gro93].

Sea f : M → R una función continua no necesariamente diferenciable.

Definición 3.3.1. Un campo vectorial X definido en un abierto U ⊂M es un campo vectorial tipo
gradiente de f si existe λ > 0 tal que

f(φt(p)) ≤ f(p)− λt

para todo p ∈ U , donde φt es el flujo local generado por X. Esto es, si f decrece al menos tan rápido
como una función lineal a lo largo de las líneas integrales de X.

Lema 3.3.1. Sea f : M → R una función continua tal que f−1[a, b] es compacto. Si existe un campo
vectorial tipo gradiente de f en una vecindad de f−1[a, b] entonces f−1[−∞, a] es un retracto por
deformación de f−1[−∞, b]. Este retracto lleva f−1(b) a f−1(a) a través de un homeomorfismo.
Aún más f−1(a) y f−1(b) tienen una estructura de variedad topológica y f−1[a, b] es homeomorfo
a f−1(a)× [0, 1]. Si f−1(a) y f−1(b) son subvariedades diferenciables entonces los homeomorfismos
enunciados son difeomorfismos.

Demostración Sea C = f−1[a, b] y U una vecindad en la cual existe un campo tipo gradiente X
de f . Sean C ⊂ V ⊂ W ⊂ U abiertos tales que V ⊂ W , W ⊂ U y W es compacto, y µ : M → R
una función diferenciable tal que µ(x) = 1 en V y µ(x) = 0 en M −W . El campo vectorial Y = µX
es diferenciable, coincide con X en C y está definido en la totalidad de M . Dado que el soporte de
Y es compacto (sop(Y ) ⊂W ) el flujo inducido por Y es completo. Sea ϕ : R×M →M el flujo de
Y .

Sea p ∈ C. Dado que Y es un campo tipo gradiente de f en V si t > 0 es tal que ϕ(p, t) ∈ V
entonces

f(ϕ(p, t)) ≤ f(p)− λt.
Esto implica que existen únicos g(p) y h(p) tales que ϕ(p, g(p)) ∈ f−1(a) y ϕ(p, h(p)) ∈ f−1(b).

Por la continuidad del flujo, g y h son continuas y luego

H(t, p) =

{
p p /∈ C
ϕ(p, tg(p)) p ∈ C

t ∈ [0, 1]

define un retracto de f−1[−∞, b] en f−1[−∞, a]. Nótese que H deja fijo a los puntos de f−1[−∞, a],
por lo que f−1[−∞, a] es un retracto fuerte por deformación de f−1[−∞, b]. Además ϕ(·, g(·)) :
f−1(b)→ f−1(a) y ϕ(·, h(·)) : f−1(b)→ f−1(a) son inversas, por lo que f−1(a) ∼= f−1(b).
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Sea p ∈ f−1(a) y t ∈ R pequeño de tal forma que p′ = ϕ(p, t) ∈ f−1(a, b). Para ε > 0 pequeño
exp′p(B

⊥
ε (0)) es una subvariedad encajada en f−1(a, b), donde B⊥ε (0) son los vectores en Tp′M

perpendiculares a la curva integral ϕ(p′, t) y de norma ≤ ε. El mapeo ψ : B⊥ε (0) → f−1(a) dado
por ψ(v) = ϕ(expp′(v), g(expp′(v))) es un homeomorfismo y por lo tanto define una parametrización
(B⊥ε (0), ψ) en p. Estas parametrizaciones le brindan a f−1(a) estructura de variedad topológica.
Análogamente f−1(b) es una variedad topológica. La función Φ : f−1(a) × [0, 1] → C dada por
Φ(p, t) = ϕ(p, th(p)) es un homeomorfismo.

Finalmente si f−1(a) y f−1(b) son subvariedades diferenciables, dado que ϕ es diferenciable, las
funciones h y g restringidas a dichas subvariedades son diferenciables, por lo que ϕ(·, g(·)), ϕ(·, h(·))
y Φ son difeomorfismos.

En la teoría clásica de Morse se utiliza que si f es una función diferenciable sin valores críticos
en [a, b] entonces existe un campo vectorial tipo gradiente en f−1[a, b], v.g. −∇f . Luego f−1(a) es
difeomorfo a f−1(b). En este trabajo se usarán las siguientes funciones para extraer información
geométrica

Definición 3.3.2. Sea A ⊂ M un subconjunto cerrado. La función dA : M → R definida por
dA(x) = ı́nf{d(x, y)|y ∈ A} es la función distancia a A.

Las funciones distancia rara vez son diferenciables, sin embargo siempre tienen derivadas direc-
cionales, compárese con C.5.1. Se usará la siguiente notación: si A ⊂ M y p ∈ M − A entonces
A′p ⊂ TpM denota el conjunto de vectores unitarios v ∈ TpM tales que existe una geodésica
γ : [0, l]→M tal que γ(0) = p, γ′(0) = v, γ(l) ∈ A y L(γ) = d(p,A).

Si V,W ⊂ TpM son subconjuntos de vectores unitarios entonces

]VW = ı́nf {](v, w) | v ∈ V,w ∈W} .

Proposición 3.3.2. Sea A ⊆M un conjunto compacto. Si α : [0, ε)→M es una curva diferenciable
y unitaria con α′(0) = v y α(0) = p ∈M −A entonces la función dA ◦ α tiene derivada derecha en
0 y

(dA ◦ α)′(0) = ĺım
t→0+

dA(α(t))− dA(p)

t
= − cos]A′pv.

En vista de lo anterior es natural definir un punto crítico de una función distancia como sigue:

Definición 3.3.3. Sea A ⊂ M . p es un punto crítico de dA o de A si para todo v ∈ TpM existe
una geodésica minimizante γ de p en A tal que ]vA′p ≤ π/2. Si A = {q} se dice que p es un punto
crítico de q.

Lema 3.3.3 (Berger). Sean p y q tales que diam(M) = d(p, q) entonces p y q son mutuamente
críticos.

Demostración Por simetría basta con probar que p es un punto crítico de q. Supóngase que existe
v ∈ TpM tal que ]vA′p > π/2. Sea γ la geodésica radial unitaria con γ(0) = p y γ′(0) = v. Por
la proposición anterior ĺımt→0+

dq(γ(t))−dq(p)
t = − cos]A′pv > 0. Esto implica que existen puntos

p′ ∈ γ que satisfacen d(p′, q) > d(p, q), lo cual es contradictorio.

Lema 3.3.4. Sea A ⊂M compacto. Si A no tiene puntos críticos en Br1(A) \Br2(A) con r1 > r2

y tal conjunto es compacto entonces dA tiene un campo tipo gradiente en una vecindad de Br1(A) \
Br2(A).
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Demostración Si x no es un punto crítico de A entonces existe vx ∈ TxM tal que ]vxγ′(0) < π/2
para toda geodésica minimizante γ de x a A. Sea W x cualquier campo vectorial en una vecindad
de x con (W x)x = vx. Si pn → x es una sucesión de puntos junto con geodésicas minimizantes γn
de pn a A tales que ]W x

pnγ
′
n ≥ π/2, entonces γn tiene una subsucesión convergente a γ geodésica

minimizante de x a A tal que ]vxγ′ ≥ π/2, lo cual contradice la hipótesis de no criticalidad. Luego
existe una vecindad Ux de x suficientemente pequeña tal que ]W x(p)γ′p < π/2 − εx para toda
geodésica minimizante γp de p ∈ Ux a A, donde εx > 0 es un número suficientemente pequeño.
Nótese que también existe νx > 0 tal que ](−Wx)A′x > π/2 + νx. Sea C = Br1(p) \ Br2(p).
Las vecindades {Ux}x∈A previamente construidas forman una cubierta de C. La compacidad de C
permite extraer una subcubierta finita Ux1

, . . . , Uxm . Sea φi una partición de la unidad subordinada
a Ux1

, . . . , Uxm y defínase el campo vectorial

Z =
m∑
i=1

φiWxi .

Sea W el campo Z normalizado. W es un campo vectorial diferenciable en una vecindad de A.
Además si ε = mı́n {εxi} y ν = mı́n {νxi} entonces

]WxA
′
x < π/2− ε y ](−Wx)A′x > π/2 + ν

para todo x ∈ C.
Sea ϕt el flujo de W . Por 3.3.2

ĺım
t→0+

dA(ϕt(x))− dA(x)

t
= − cos]A′xWx > δ1

ĺım
t→0+

dA(ϕ−t(x))− dA(x)

t
= − cos]A′x(−Wx) < −δ2

para algunos δ1, δ2 > 0. Se sigue que existe M > 0 tal que dA(ϕt(x)) < dA(x)−Mt. Es decir W es
un campo tipo gradiente para dA en C.

Del lema 3.3.1 se concluye

Corolario 3.3.5. Sea A compacto. Si no existen puntos críticos de A en Br1(A) \ Br2(A) y este
conjunto es compacto entonces Br1(A) y Br2(A) son homotópicos y sus fronteras homeomorfas.
Aún más Br1(A) es homeomorfo a Br2(A) ∪ ∂Br2(A)× [0, 1].

Corolario 3.3.6 (Lema del alma). Sea A una subvariedad compacta de M . Si A no tiene puntos
críticos en Br(A)−A entonces Br(A) es difeomorfa al haz normal de A.

Demostración Sea ε > 0 tal que Bε(A) es una vecindad tubular difeomorfa al haz normal a través
de exp⊥A. Sea X un campo tipo gradiente de dA en una vecindad de Br(A) \ Bε/2(A). Dado que
en Bε(A) las únicas geodésicas minimizantes de p ∈ Bε(A) − A a A son radiales, i.e. de la forma
exp⊥A(tv) para algún v ∈ νA, es posible hacer que X coincida con el campo radial en Bε(A), véase
la demostración de 3.3.4. Como en 3.3.1 se utiliza el flujo de X para establecer el difeomorfismo
Br(A) ∼= νA.

Basta una pequeña modificación de los lemas 3.3.1 y 3.3.4 para dar una demostración del
siguiente corolario.

Corolario 3.3.7. Si A no tiene puntos críticos a distancia d con d ≥ r entonces M es homotópico
a Br(A). Es decir,M es del tipo de homotopía de una variedad compacta con frontera (posiblemente
vacía).
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3.4. Homotopía y homología

Sea M una variedad completa con curvatura no negativa.

Lema 3.4.1. Sea λ > 1, p ∈ M , q1 punto crítico de p y q2 ∈ M tales que d(p, q2) > λd(p, q1),
entonces si pq1 y pq2 son geodésicas minimizantes entonces

]q1pq2 > arc cos(1/λ).

Demostración Sean pq2 y q1q2 geodésicas minimizantes. Como q1 es un punto crítico de p existe
una geodésica minimizante pq1 tal que

]pq1q2 ≤ π/2.

Sea ∆p̄q̄1q̄2 un triángulo de comparación de ∆pq1q2 en R2. Si θ = ]pq1q2 y θ = ]p̄q̄1q̄2 entonces
por el teorema de Toponogov π/2 ≥ θ ≥ θ. Sea x = |p̄q̄1| = |pq1|, y = |p̄q̄2| = |pq2| y z = |q̄1q̄2| =
|q1q2|. Por la ley de los cosenos

y2 = x2 + z2 − 2xz cos θ ≤ x2 + z2 (3.1)

y también si α = ]q1pq2 y α = ]p̄1p̄q̄2

z2 = x2 + y2 − 2xy cosα; (3.2)

por Toponogov, α ≥ α. De 3.1 y 3.2 obtenemos

cosα ≤ x/y.

Por hipótesis x/y < 1/λ y luego α > arc cos(1/λ). Ahora si pq1 y pq2 son geodésicas minimizantes
cualesquiera, por el teorema de Toponogov aplicado al triángulo geodésico ∆pq1q2 se tiene que
]q1pq2 ≥ α > arc cos(1/λ).

La prueba anterior permanece válida para variedades con curvatura seccional acotada infe-
riormente por una constante k < 0 y con diámetro menor que D con la ligera modificación
α > arc cos(λ

√
−k coth(

√
−kD)).

Proposición 3.4.2. Sea M una variedad completa de curvatura seccional no negativa. Si λ > 1
y p ∈ M , solo existe una cantidad finita de puntos críticos q1, . . . , qm de p tales que d(qi+1, p) ≥
λd(qi, p).

Demostración Sean q1, . . . , qm puntos críticos de p tales que d(qi+1, p) ≥ λd(qi, p). Si i < j
entonces inductivamente d(qj , p) > λj−id(qi, p) > λ(qi, p). Por el lema anterior 3.4.1 si pqi son
geodésicas minimizantes, entonces

]qipqj > arc cos(1/λ);

esto es, los puntos pq′i ∈ Sn−1 ⊂ TpM forman un conjunto arc cos(1/λ)-separado (es decir, la
distancia entre dos es al menos arc cos(1/λ)). Por la compacidad de Sn−1 existe una cantidad
máxima de puntos en tal conjunto, lo cual demuestra la proposición. Una aproximación de m
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puede obtenerse como sigue. Las bolas de radio arc cos(1/λ)/2 con centro en γ′i(0) no se intersecan,
entonces mV ol(Barc cos(1/λ)/2(p)) ≤ vol(Sn−1), donde p ∈ Sn−1 es cualquier punto, y luego

m ≤ vol(Sn−1)

vol(Barc cos(1/λ)/2(p))
.

Teorema 3.4.3 (Gromov). Sea M una variedad completa con curvatura seccional no negativa. M
tiene el tipo de homotopía de una variedad compacta con frontera (posiblemente vacía).

Demostración Sea λ > 1 y p ∈ M . Existe R > 0 tal que p no tiene puntos críticos a distancia
≥ R. De lo contrario se podría formar una cadena infinita de puntos críticos q1, q2, . . . de p tales que
d(qi+1, p) < λd(qi, p) contradiciendo la proposición anterior. Por el corolario 3.3.7M es homotópica
a BR(p), la cual es una variedad compacta con frontera (posiblemente vacía).

En la siguiente sección se dará una versión más fuerte del teorema anterior.

Teorema 3.4.4 (Gromov). Existe una constante c(n) tal que para toda variedad M n-dimensional
con curvatura no negativa π1(M) puede ser generado por menos de c(n) elementos. Existe una
constante c(n, k,D) tal que si M es una variedad n-dimensional con curvatura KM ≥ k, k ≤ 0, y
con diam(M) ≤ D entonces π1(M) puede ser generado por menos de c(n, k,D) elementos.

Demostración Sea π1(M,p) el grupo fundamental de M con base en p, donde M es una variedad
completa con curvatura seccional ≥ k, con k ≤ 0.

Primero se considera la cubierta universal π : M̃ → M con la métrica cubriente y sea q ∈ M̃
cualquier punto sobre p (es decir tal que π(q) = p). π1(M,p) actúa isométricamente en M̃ a
través de transformaciones de cubierta. Si [γ] = g ∈ π1(M,p) sea ϕg la transformación de cubierta
correspondiente. Defínase |g| = d(q, ϕg(q)) y obsérvese que si σ : q → ϕg(q) es cualquier trayectoria
entonces π(σ) ∈ g y L(π(σ)) = L(σ) (isometría local). Por el contrario si σ ∈ g es un lazo entonces
su levantamiento a M̃ con inicio en q tiene la misma longitud y es una trayectoria q → ϕg(q); por lo
tanto |g| es la longitud de la curva con longitud mínima en g. Si r > 0 entonces no puede existir una
cantidad infinita de elementos g ∈ π1(M,p) con |g| < r pues como la bola Br(q) es compacta existiría
un punto de acumulación de estos elementos, lo cual contradice la propiedad de cubriente. Así para
todo S ⊆ G existe g tal que |g| = mı́n {|h||h ∈ S}. Se construye un conjunto generador de la siguiente
manera. Sea g1 ∈ π1(M,p) tal que |g1| = mı́n {|g||g ∈ π1(M,p)}. Recursivamente, si g1, . . . , gm no
generan a G, sea gm+1 ∈ G− < g1, . . . , gm > tal que |gm+1| = mı́n {|g||g ∈ G− < g1, . . . , gm >}.
Sea li = |gi| = d(q, ϕgi(p)) y lij = d(ϕgi(p), ϕgj (p)). Por la construcción es evidente que si i < j
entonces li ≤ lj , sin embargo también se satisface que lij ≥ lj . Para demostrar esto supóngase que
lij < lj y sea g = g−1

j gi. Entonces

lj > lij = d(ϕgi(q), ϕgj (q)) = d(ϕg−1
j
ϕgi(q), ϕg−1

j
ϕgj (q)) = d(ϕg(q), q).

Sin embargo, obsérvese que g ∈ G− < g1, . . . , gj−1 > lo cual contradice la elección de gj .
Sean qi = ϕgi(q) y qqi, qiqj geodésicas minimizantes unitarias. Para j > i sean αij = ]qiqqj

y αkij en ángulo ]q̄iq̄q̄j donde ∆q̄iq̄q̄j es un triángulo de comparación en Mk. Por el teorema de
Toponogov αij ≥ αij .

Se divide el análisis en dos partes.
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Si k = 0 entonces por la ley de cosenos

cosαij =
l2i + l2j − l2ij

2lilj
≤
l2i + l2j − l2j

2l2i
=

1

2

y luego
αij ≥ αij ≥ π/3. (3.3)

Si k < 0 entonces y diam(M) ≤ D entonces resulta que li ≤ 2D. Para demostrar esto sea
γ : [a, b] → M cualquier trayectoria cerrada basada en p. Sea {a = t0, . . . , ts = b} una partición
de [a, b] tal que xi = γ(ti) satisfacen d(xi, xi+1) ≤ ε. Si pxi son geodésicas minimizantes y γi es
la restricción de γ a [ti, ti+1] entonces es claro que los lazos βi = pxi ∪ γi ∪ xi+1p satisfacen que
L(βi) ≤ 2D + ε y [β1] · · · [βs−1] = [γ]. Por otro lado |g| es la longitud del lazo de longitud mínima
en la clase g, y luego se ha demostrado que todo elemento de G puede ser generado con elementos
g ∈ G con |g| ≤ 2D+ ε. Por lo tanto |li| ≤ 2D+ ε para toda ε > 0 de donde se sigue la afirmación.

Por la ley hiperbólica de cosenos 1.3.2.

cosαij =
cosh(

√
−klij)− cosh(

√
−kli) cosh(

√
−klj)

senh(
√
−kli) senh(

√
−klj)

≤ cosh(
√
−klj)2 − cosh(

√
−klj)

senh(
√
−klj)2

=
cosh(

√
−klj)

cosh(
√
−klj) + 1

≤ cosh(2
√
−kD)

cosh(2
√
−kD) + 1

y por lo tanto

αij ≥ arc cos

(
cosh(2νD)

cosh(2νD) + 1

)
. (3.4)

Sean

rν =

{
arc cos( cosh(2νD)

cosh(2νD)+1 ) ν > 0

π/3 ν = 0

y V = {qq′i} el conjunto de vectores tangentes en Sn−1 ⊆ TqM̃ . Luego
{
Brν/2(γ′i(0))

}
son ajenas

en Sn−1 y por lo tanto la lista g1, g2, . . . no puede ser infinita. Es decir existe m tal que g1, . . . , gm
generan a π1(M,p) y además

m vol(Brν/2(x))) ≤ vol(Sn−1)

donde x ∈ Sn−1 es cualquier punto. Luego π1(M,p) está generado por a lo más

vol(Sn−1)

vol(Brν/2(x))
= C(n, ν,D).

En caso de que ν = 0 la constante C(n, ν,D) no depende de D.
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Los números de Betti de una variedad son las dimensiones de la parte libre de los grupos
de homología, bi = dimHi(M). En 1946 y con la asistencia de la teoría de Hodge de formas
armónicas, Bochner desarrolló un método para extraer restricciones homológicas de condiciones
métricas. El teorema principal restringe el número de Betti b1 cuando M es una variedad completa
de curvatura no negativa. Ya se ha visto que si la curvatura de M es ≥ k > 0 entonces π1(M)
es finito. Por el teorema de Hurewicz H1(M) = π1(M)/[π1(M), π1(M)] es pura torsión y luego
b1 = dimH1(M) = 0. Sin embargo para el caso curvatura ≥ 0 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.4.5 (Bochner). Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional con curva-
tura de Ricci no negativa, entonces b1 ≤ n. Si b1 = n entonces M es un toro plano.

Usando la teoría de puntos críticos de funciones distancia y el teorema de Toponogov, Gromov
en 1981 generalizó ampliamente el resultado de Bochner. Encontró una manera burda de determinar
cómo cambia la homología de una bola a otra cuando se pasa por un punto crítico. Esta aproxima-
ción le permitió llegar a una sorprendente cota para los números de Betti de cualquier variedad de
curvatura no negativa. La demostración hace uso de resultados no elementales de topología alge-
braica y carecemos del espacio para exponerlos. Sin embargo la importancia del teorema es de tal
magnitud que una omisión sería penosa. Consúltese la demostración en [Gro81] y las herramientas
algebraicas necesarias en [BT82].

Teorema 3.4.6 (Gromov). Existe una constante c(n) tal que si M es una variedad n-dimensional
con curvatura no negativa entonces

∑
bi ≤ c(n). Existe una constante c(n) tal que si M es una va-

riedad n-dimensional con curvaturaM > −k2 y diámetro diam(M) ≤ D entonces
∑
bi ≤ c(n)1+kD.

La cota que se desprende de la demostración anterior es aproximadamente c(n) ≤ 2an
3

con a
constante. Sin embargo Gromov conjetura que

Conjetura 1. Si M es una n-variedad riemanniana completa con curvatura no negativa entonces∑
i bi ≤ 2n.

Nótese que
∑
i bi = 2n para el toro n-dimensional Tn. Por otro lado, aunque Sp × Sn−p y

CPn admiten métricas de curvatura no negativa, suficientes sumas conexas de dichas variedades
no pueden admitir métricas de curvatura no negativa puesto que los números de Betti crecen
arbitrariamente bajo este proceso.

3.5. Teorema del alma
Sea M una variedad completa con curvatura seccional no negativa. Si la curvatura satisface

KM ≥ H > 0 entonces es compacta. Como ya se ha mencionado, este resultado tiene al paraboloide
de revolución como contraejemplo en el caso KM ≥ 0. Sin embargo, en este caso se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.5.1 (Cheeger-Gromoll). Sea M una variedad completa con curvatura seccional no
negativa. Entonces existe una subvariedad compacta y totalmente geodésica S, llamada el alma de
M , tal que M es difeomorfa al haz normal de S en M .

La construcción del alma requiere muchos preliminares. Se mencionan las definiciones más re-
levantes y se demostrarán la mayoría de los lemas importantes, sin embargo la demostración no
es exhaustiva. Consúltese [CE75] para los detalles de la demostración o [Sha74, Pet06] para otras
demostraciones.
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Definición 3.5.1. Un subconjunto S de una variedad riemanniana M es convexo si contiene to-
das las geodésicas minimizantes entre sus puntos. S es totalmente convexo si contiene todas las
geodésicas entre sus puntos.

También se tiene una versión local. Recuérdese que para todo punto p ∈ M existe c(p) > 0 tal
que Bc(p) es un conjunto convexo.

Definición 3.5.2. Un subconjunto T de M es localmente convexo si para todo p ∈ T existe ε(p) <
c(p) tal que Bε(p)(p) ∩ T es totalmente convexo.

Nótese que un conjunto totalmente convexo es conexo y localmente convexo, y que una subva-
riedad totalmente geodésica es localmente convexa.

En lo que sigue se estudia la estructura local de los conjuntos localmente convexos.
Sea T un conjunto localmente convexo y conexo. Para cada k ∈ N sea

svk(T ) = {N | N es una k-subvariedad abierta encajada en M con N ⊂ T} .

Defínase dim(T ) = k como el número k máximo tal que svk(T ) 6= ∅ y

N =
⋃

N ′∈svk(T )

N ′.

Proposición 3.5.2. N es una subvariedad encajada de dimensión k.

Demostración Sean p ∈ N y N ′ ∈ svk(T ) tal que p ∈ N ′. Se demuestra que Bε(p)(p) ∩ N =
Bε(p)(p) ∩ N ′, lo cual implica la proposición. Supóngase que existe q ∈ N ∩ Bε(p)(p) pero que
q 6= N ′. Sea p′ ∈ N ′ ∩ Bε(p)(p) a distancia mínima de q. Luego la geodésica radial de q a p′ es
ortogonal a Tp′N .

Para una vecindad V de p′ en N ′ la función cono C : V × (0, 1) → M dada por C(s, t) =
expq(t exp−1

q (s)) es un encaje. N es totalmente geodésico en Bε(p)(p), por lo que las geodésicas
γs(t) = expq(t exp−1

q (s)) están completamente contenidas en N . Se ha encajado V × (0, 1), una
variedad de dimensión k+ 1, en T , lo cual contradice la definición de k. Por lo tanto Bε(p)(p)∩N =
Bε(p)(p) ∩N ′.

El siguiente lema brinda la mayoría de la información sobre la estructura de T .

Lema 3.5.3. Sean p ∈ T y p′ ∈ Bε(p)/4(p)∩T y q ∈ Bε(p)/4(p)∩N . Si γ : [0, l]→M es la geodésica
radial de q a p entonces γ([0, l)) ⊆ N . Si p′ 6= N entonces γ(t) /∈ T para l < t < l + ε(p)/4.

Demostración Sea W una subvariedad de N de dimensión k − 1 que pasa por p′ tal que W es
transversal a γ′(0). Luego el cono C : W × (0, 1) → T definido por C(s, t) = expq(t exp−1

q (s)) es
un encaje para W suficientemente pequeño. La convexidad local asegura que C(s, t) ∈ T y luego
C(W × (0, 1)) ⊆ N . Como γ(t) = C(p′, l − t) entonces γ([0, l)) ⊂ N .

Si p /∈ N y γ(t) ∈ T para algún l < t < l + ε(p)/4 entonces γ(t) ∈ Bε(p)/2(p) y luego se puede
construir otro cono con vértice en γ(t) y base alguna hipersuperficie en N ′ transversal a γ en p′.
Esto mostraría que p ∈ N .

Proposición 3.5.4. Si T es conexo entonces T ⊆ N .
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Demostración Sea N0 una componente conexa de N . Si T 6⊂ N0 entonces dado que N0 es abierto
en N y que T es conexo deben existir p ∈ T∩N0, p′ ∈ Bε(p)/4(p)∩(T−N0) y q ∈ Bε(p)/4(p)∩N0. Sin
embargo el lema estructural anterior nos garantiza que p′ ∈ N0. Esto también demuestra que N es
conexo, ya que si N1 es otra componente conexa entonces T ⊂ N0∩N1 y por lo tanto N0 = N1.

De ahora en adelante T es un conjunto cerrado, conexo y localmente convexo, int T = N y
∂T = N −N .

Definición 3.5.3. Sea p ∈ T . Se define el cono tangente en p como

Cp =

{
v ∈ TpM | expp(tv) ∈ int T para algún t <

ε(p)

4|v|

}
∪ {0} .

Es claro que si p ∈ N entonces Cp = TpN , sin embargo en la frontera Cp nunca es un subespacio
vectorial. Solo se usará la información del cono tangente en ciertos puntos.

Proposición 3.5.5. Sea p ∈ ∂T , q ∈ intT y γ : [0, l]→M una geodésica minimizante de q a p. Si
l = d(p, q) = d(∂T, q) entonces

Cp − {0} ⊂ {v ∈ TpM |]v(−γ′(l)) < π/2} .

La construcción del alma se basa en la convexidad de la función distancia d∂T .

Proposición 3.5.6. Sea f : T → R la función definida por f(p) = d(p, ∂T ). Si γ : [0, l] → C es
una geodésica entonces

(f ◦ γ)(st1 + (1− s)t2) ≥ s(f ◦ γ)(t1) + (1− s)(f ◦ γ)(t2)

para todo 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 y s ∈ [0, 1]. Si f ◦ γ ≡ c en [s1, s2], β es una geodésica minimizante de
γ(s1) a ∂T y V es el campo vectorial paralelo a lo largo de γ

∣∣
[s1,s2]

con V (s1) = β′(0) entonces para
toda t ∈ [s1, s2]

expγ(t)(cV (t)) ∈ ∂T

y la franja φ(s, t) = expγ(t)(sV (t)) con t ∈ [s1, s2] y t ∈ [0, c] es plana y totalmente geodésica.

Demostración Sean p, q ∈ T y γ : [0, l]→ T una geodésica unitaria con γ(0) = p y γ(l) = q. Sea
t0 ∈ [0, l]. Entonces d(γ(t0), ∂T ) = d(γ(t0), o) para alguna o ∈ T . Sea σ : [0, d] → T una geodésica
unitaria minimizante tal que σ(0) = γ(t), σ(d) = o y d = d(γ(t), o).

Se demostrará que para δ > 0 suficientemente pequeña es posible acotar superiormente la función
f ◦ γ con la función lineal l − (t− t0) cosα donde α = ]γ′(t0)σ′(0). Para esto dividimos el análisis
en casos.

Supóngase que α = π/2. Sea V el campo vectorial paralelo a lo largo de σ tal que V (0) = γ′(t).
Por 2.1.4, para ε pequeño la curva

σ1(t) = expσ(t)(εV (t))

no es más larga que su equivalente en R2. Es decir L(σ1) ≤ d. Nótese que σ1(t) = γ(t0 + ε).
Sin embargo por la caracterización de Co (cfr. 3.5.5) es claro que σ1(s) /∈ int(C) y por lo tanto
L(σ1) ≥ d(γ(t0 + ε), ∂T ) y luego

f(γ(t0 + ε)) ≤ d = d− ε cosα
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Nótese que si la igualdad se realiza para algún ε, esto indica (compárese con 2.1.4) que la franja
ϕ(t′, t) = expσ(t′)(tV (t′)) con (t′, t) ∈ [0, s]× [0, ε] es plana.

Si α > π/2 entonces sea V el único campo paralelo a lo largo de σ tal que V (0) = λ1σ
′(0) +

λ2γ
′(t0) para un par λ1, λ2 > 0 y g(V (0), σ′(0)) = 0. Como en el caso anterior, para ε > 0

suficientemente chico la curva σ1(t) = expσ(t)(εV (t)) es de longitud ≤ d. Por otro lado la distancia
entre γ(t0 + ε) y expσ(0)(εV (0)) es menor que y, donde y es el lado opuesto al ángulo β = α− π/2
de un triángulo isóceles en R2 con lados iguales de longitud ε. Esto es

y2 = 2ε2 − 2ε2cos(α− π/2)

Luego si τ es cualquier geodésica de γ(t0 + ε) a expσ(0)(εV (0)), entonces τ ∪ σ1 es una curva de
longitud ≤ d+ε

√
2− 2cos(α− π/2) ≤ d+ε cosα que une a γ(t0 +ε) con un punto fuera del interior

de C, por lo tanto
f(γ(t0 + ε)) ≤ d+ ε cosα

En particular, f no es constante en el intervalo [t0, t0 + ε).
Finalmente supóngase que α < π/2. Para ε > 0 suficientemente chico sea mε = σ(tε) sobre

σ tal que d(γ(t0 + ε),mε) = d(γ(t0 + ε), σ). Sea τ una geodésica unitaria y minimizante de mε a
γ(t0 + ε) y V el único campo vectorial paralelo a lo largo de σ tal que V (tε) = τ ′(0). La curva
σ1(t) = expσ(t)(εV (t)) con t ∈ [tε, s], cuya longitud no es mayor a d − tε, conecta a γ(t0 + ε) con
algún punto fuera del interior de C y luego

f(γ(t0 + ε)) ≤ d− tε

Usando el teorema de Toponogov es fácil ver que d− tε ≤ d− ε cosα.
La conclusión f(γ(t+ ε)) ≤ f(γ(t))− ε cosα siempre es válida para ε suficientemente pequeña

y luego f ◦ γ es cóncava.

Por lo tanto,

Proposición 3.5.7. Sea T un conjunto cerrado y totalmente convexo tal que ∂T 6= ∅. Para cada
r ∈ R+ defínase

T r = {p ∈ T |d(p, ∂T ) ≥ r}

y
Tmáx =

⋂
T r 6=∅

Tr.

Para todo r > 0, T r es totalmente convexo y dimTmáx < dimT .

Demostración Sea γ : [0, l] una geodésica con γ(0), γ(l) ∈ T r. Por 3.5.6

d(γ(t), ∂T ) = d(γ((1− t/l)0 + (t/l)l)) ≥ (1− t/l)d(γ(0), ∂T ) + (t/l)d(γ(l), ∂T ) ≥ r;

por lo tanto γ(t) ∈ T r.
Sea γ una geodésica minimizante de p ∈ Tmáx a ∂T . Es obvio que γ no puede intersecar a Tmáx

en un intervalo abierto, por lo que dimTmáx < dimT .



3.5. TEOREMA DEL ALMA 49

Nótese que si T es compacto entonces Tmáx es compacto también.
Dado que la dimensión de Tmáx es estrictamente menor, sucesivas reiteraciones de la proposición

anterior deben de terminar en un conjunto totalmente convexo sin frontera. El producto final es
el alma de M . Sin embargo falta encontrar un conjunto totalmente convexo con el cual iniciar la
construcción.

En el caso que M tenga curvatura seccional positiva en todos lados se tiene la siguiente

Proposición 3.5.8. Si M tiene curvatura seccional positiva y T es un conjunto cerrado y total-
mente convexo entonces Tmáx es un punto.

Demostración Supóngase que existen q1, q2 ∈ Tmáx. Sea γ : [0, l]→M una geodésica minimizante
de q1 a q2. Dado que f ◦ γ no es constante y convexa, donde f = d∂A, entonces existe s ∈ (0, l) tal
que f ◦ γ(s) > f ◦ γ(0) = d(q1, ∂T ). Luego γ(s) = q′ es un punto para el cual d(q′, ∂T ) > d(q1, ∂T ),
lo cual contradice la definición de Tmáx.

Definición 3.5.4. Un rayo γ : [0,∞)→M es una geodésica unitaria tal que d(γ(0), γ(t)) = t para
todo t > 0.

Lema 3.5.9. Sea M una variedad completa y no compacta. Para todo p ∈ M existe un rayo
γ : [0,∞)→M con γ(0) = p.

Demostración Dado que M es no compacta se pueden tomar qn ∈M y geodésicas minimizantes
y unitarias γn : [0, ln] → M de p a qn con ln → ∞. Sean vn = γ′n(0) los vectores unitarios de
dirección. Dado que Sn−1 ⊆ TpM es compacto existe una subsucesión convergente de vn. Supóngase,
sin pérdida de generalidad, que vn es la subsucesión convergente y vn → v. Considérese la geodésica
radial γ : [0,∞) → M tal que γ(0) = p y γ′(0) = v. Si l > 0 entonces para N ∈ N suficientemente
grande ln > l y los puntos γn(l) convergen a γ(l). Como γn es un rayo,

d(γn(l), p) = l;

luego,
d(γn(l), p)→ d(γ(l), p) = l;

es decir, γ es un rayo.

Proposición 3.5.10. Sea γ : [0,∞)→M un rayo en una variedad completa de curvatura seccional
no negativa. Si Mγ y Nγ son los conjuntos

Nγ =
⋃
t>0

Bt(γ(t)), Mγ = M −Nγ ,

entonces Mγ es un conjunto totalmente convexo.

Demostración Supóngase lo contrario. Sea qq′ una geodésica unitaria con q, q′ ∈ Mγ y tal que
qq′ ∩Mγ 6= ∅. Sea p ∈ qq′ tal que p ∈ Bγ . En particular p ∈ Br′(γ(r′)) para algún r′ y por lo tanto
para todo r > r′. Con r > r′ fijo sea cr = γ(r) y sea pr ∈ qq′ tal que d(pr, γ(r)) = d(β, γ(r)). Sean
qcr y prcr geodésicas minimizantes.

Tómese un triángulo de comparación ∆q̄p̄r c̄r en R2. Si δ = r′−d(p, cr′) > 0 entonces d(p, cr′) =
r′− δ y por lo tanto l1 := d(pr, cr)) ≤ d(p, cr) ≤ d(p, cr′) +d(cr′ , cr) = r′− δ+ (r− r′) = r− δ. Sean
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s := |qpr| < |qq′| =: l y l2 = |qcr|. Nótese que q /∈ Br(γ(r)) ⊂Mγ por lo que l2 = d(γ(r), β(0)) > r.
Finalmente por el teorema de Toponogov

]q̄p̄r c̄r ≤ ]qprcr = π/2;

sin embargo, por la ley de los cosenos

cos]q̄q̄r c̄r =
l21 + s2 − l22

2sl1
<

(r − δ)2 + l2 − r2

2sl1
=

(l2 + d2)− 2δr

2sl1
.

Para r suficientemente grande el lado derecho de la ecuación anterior es negativo por lo que
]q̄q̄r c̄r > π/2, lo cual es una contradicción.

Sea p ∈ M cualquier punto. Si γ : [0,∞) → M es un rayo y r > 0 escribiremos γr = γ
∣∣
[r,∞)

.
Considérese la colección de todos los rayos con inicio en p:

Ray(p) = {γ : [0,∞)→M | γ es un rayo y γ(0) = p} .

En el caso de que M sea no compacto Ray(p) 6= ∅ por 3.5.9. Para cada r ≥ 0 sean

Mr =
⋂

γ∈Ray(p)

Mγr .

Dado que la intersección de conjuntos totalmente convexos es totalmente convexa,Mr es totalmente
convexo para toda r ≥ 0.

Proposición 3.5.11. Para cada r ≥ 0, Mr es un conjunto compacto y totalmente covexo con
p ∈Mr. Además:

1. Si r1 ≤ r2 entonces Mr1 ⊆Mr2 ,

Mr1 = {p ∈Mr2 |d(p, ∂Mr2) ≥ r2 − r1}

y
∂Mr1 = {p ∈Mr2 |d(p, ∂Mr2) = r2 − r1} .

2. M =
⋃
r≥0M

r.

Demostración Primero se verifica que Mr es compacto. Supóngase lo contrario, que equivale a
suponer que Mr es no acotado. Usando la misma demostración que en 3.5.10 y la convexidad de
Mr, es posible construir un rayo que parte de p y que está completamente contenido en Mr. La
existencia de tal rayo contradice la definición de Mr, ya que si γ es un rayo entonces Mγ solo
interseca a γ en γ(0). Luego Mr es compacto.

Si q ∈M , d(p, q) = l, γ ∈ Ray(p) y r > l entonces por la desigualdad del triángulo

r + s = d(p, γ(r + s)) ≤ d(p, q) + d(q, γ(r + s)) = l + d(q, γ(r + s));

por lo tanto d(q, γ(r + s)) ≥ (r − l) + s > s. Consecuentemente q ∈ Mγr y luego q ∈ Mr. Esto
muestra que M = ∪Mr.
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Sea γ ∈ Ray(p) y t1 < t2. En primer lugar

Bs(γ
t2(s)) = Bs(γ(t2 + s)) ⊂ Bt2−t1+s(γ(t2 + s)) = Bt2−t1+s(γ

t1(t2 − t1 + s)),

por lo que Nγt1 ⊃ Nγt2 . También de esto se obtiene que

Nγt1 =
{
x ∈M |d(x,Nγt2 ) < t2 − t1

}
.

De aquí concluimos que Mγt1 ⊂Mγt2 y por lo tanto M t1 ⊆M t2 . También es claro que⋃
γ∈Ray(p)

Nγt1 =
{
x ∈M |d(x,∪Nγt2 ) < t2 − t1

}
;

por lo tanto,
M t1 =

{
x ∈M |d(x,∪Nγt2 ) ≥ t2 − t1

}
.

Sin embargo, como M t1 ⊂ M − ∪Nγt2 entonces si x ∈ M t1 se tiene que d(x,∪Nγt2 ) =
d(x, ∂(∪Nγt2 )) = d(x, ∂M t2).

Sea p ∈ M cualquier punto. M0 := M0 es un conjunto compacto y totalmente convexo. Si
M0 tiene frontera entonces usando 3.5.7 se obtiene otro conjunto compacto y totalmente convexo
M1 := Mmáx

0 con dimM1 < dimM0. Iterando el proceso una cantidad finita de veces se llega a
un conjunto compacto Mk = S totalmente convexo y sin frontera y por tanto una subvariedad
totalmente geodésica. Este conjunto es un alma de M .

Lema 3.5.12. No existen puntos críticos de S en M − S.

Demostración Sea q ∈ M − S y γ una geodésica minimizante de q a S. Obsérvese que por
construcción de S, véase 3.5.7 y 3.5.11, existe un conjunto totalmente convexo T tal que S ⊂ intT ,
q ∈ ∂T y d(q, S) = d(∂T, S). Por la proposición 3.5.5 γ′ está contenida en el cono tangente CqT
que es un semiespacio fijo.

El teorema principal es una consecuencia del lema anterior y los corolarios 3.3.6 3.3.7.

Teorema 3.5.13 (Cheeger-Gromoll). Sea M una variedad completa con curvatura seccional no
negativa. Existe una subvariedad compacta y totalmente geodésica S tal que M es difeomorfa a el
haz normal de S.

Por 3.5.8 si M tiene curvatura seccional positiva el alma de M debe de ser un punto y luego se
tiene:

Teorema 3.5.14 (Gromoll-Cheeger). Si M es una variedad riemanniana completa, no compacta
y con curvatura seccional > 0 entonces M es difeomorfa a Rn.

En [Per94] Perelman demostró una generalización del teorema anterior.

Teorema 3.5.15 (Perelman). Sea M una variedad riemanniana completa, no compacta y de cur-
vatura seccional no negativa. Si la curvatura seccional es positiva en un punto p ∈M , en el sentido
de que K(σ) > 0 para todo 2-plano σ ⊂Mp, entonces M es difeomorfa a Rn.
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3.6. Teorema de la esfera

En esta sección se enuncia el teorema de la esfera pinchada, cuya demostración propició el desa-
rrollo de una gran parte de las herramientas de comparación del capítulo pasado. Aunque el teorema
no es demostrado aquí, se demuestra un resultado semejante utilizando la teoría desarrollada en
este capítulo.

Teorema 3.6.1 (Toponogov). Sea M una variedad completa con curvatura KM ≥ H > 0. Si
diam(M) = π/

√
H entonces M es isométrica a una esfera.

Demostración Reescálese la métrica para que KM ≥ 1 y diam(M) = π. Sean p, q ∈M tales que
d(p, q) = π.

Sean x ∈M − {p, q}, pq y px geodésicas minimizantes. Si ^x̄p̄q̄ es una bisagra de comparación
en S2 por el teorema de Toponogov

|x̄q̄| ≥ |xq|.

Sin embargo, nótese que p̄ y q̄ son antípodas por lo que |x̄q̄| = π − |x̄p̄| = π − |xq|. Luego
π = |pq| ≤ |px| + |xq| ≤ |px| + |p̄x̄| = π. Esto implica que si xq es una geodésica minimizante
entonces px ∪ xp es una geodésica minimizante.

Sea N cualquier punto en Sn, I : TNSn → TpM una isometría y f : Sn → M la función dada
por

f(expN (v)) = expp(I(v)),

donde v ∈ Dπ(0) ⊂ TNSn. Sean v, w ∈ TNSn con ]vw < δ y σ =< v,w >. Exponenciar σ,
expN (σ), produce una superficie isométrica a S2. En dicha superficie existe un campo vectorial
W paralelo y unitario a lo largo de γv(t) = expN (tv), ortogonal a γv, y una función diferenciable
g(δ) = g : [0, π]→ R tal que

expγv(t)(g(t)W (t)) = expN (tw) =: γw(t).

Nótese que g(0) = g(π) = 0. Sea Z el campo paralelo y unitario a lo largo βv(t) = expp(tI(v)) tal
que Z(0) = I(W (0)). Defínase α(t) = expβv(t)(tZ(t)). Si δ es suficientemente pequeño el teorema
2.1.4 aplica, por lo que L(α) ≤ L(γw) = π. Sin embargo α es una curva que conecta a p con
q por lo que L(α) ≥ d(p, q) = π y luego L(α) = L(γw). Esto demuestra que las tiras ϕ(s, t) =
expγv(t)(sg(t)W (t)) y ψ(s, t) = expβv(t)(sg(t)Z(t)) son isométricas. Luego f es una isometría.

Por el teorema de Killing-Hopf 1.3.3 toda variedad simplemente conexa con curvatura constante
1 es isométrica y en particular difeomorfa a la esfera. Si se perturban ligeramente las hipótesis surge
la pregunta ¿las variedades simplemente conexas con curvatura cercana a 1 son difeo-homeomorfas
a la esfera? Dado que toda métrica se puede reescalar, la pregunta se puede presentar de este modo:
Si M es una variedad simplemente conexa tal que 0 < µ < KM ≤ 1 entonces ¿M es homeomorfa a
Sn? ¿Para qué µ la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa? Cuando M es una variedad con
0 < µ < KM ≤ 1, se dice que M está µ-pinchada (estrictamente). Rauch dio un primer estimado
de µ lo cual desató una carrera para encontrar µ óptimo. Los trabajos de Klingenberg y Berger
establecieron que la cota óptima es 1/4.

Teorema 3.6.2 (Rauch-Klingenberg-Berger). Sea M una variedad completa y simplemente conexa
tal que 1/4 < KM ≤ 1, entonces M es homeomorfa a una esfera.
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En el caso de dimensión par el resultado es preciso puesto que existen variedades riemannianas
con 1

4 ≤ KM ≤ 1 no homeomorfas a Sn, consúltese 4.3.
La filosofía de perturbar las hipótesis del teorema 3.6.1 obliga a preguntarse para cuáles λ > 0

es válida la siguiente afirmación: si M es una variedad con curvatura ≥ 1 y π ≥ diam(M) > λ
entonces M es homeo-difeomorfa a Sn. Grove-Shiohama [GS77] encontraron λ óptimo y de paso
desarrollaron los inicios de la teoría de puntos críticos de funciones distancia.

Teorema 3.6.3 (Grove-Shiohama). Sea M una variedad completa con curvatura KM ≥ H > 0. Si
diam(M) > π

2
√
H

entonces M es homeomorfa a una esfera.

Demostración Reescálese la métrica enM de modo queKM ≥ 1 y diam(M) > π/2. Sean p, q ∈M
tales que d(p, q) = diam(M) > π/2. Se afirma que p no tiene puntos críticos en M − {p, q}.

Supóngase que r es punto crítico de p. Luego es posible encontrar geodésicas minimizantes pq,
rp y rq tales que ]prq ≤ π/2. Sea ∆p̄q̄r̄ un triángulo de comparación en S2. Por el teorema de
Toponogov ]p̄r̄q̄ ≤ ]prq ≤ π/2 y luego, usando 1.3.2,

0 > cos(|pq|) = cos(|rp|) cos(|rq|) + sen(|rp|) sen(|rq|) cos(]p̄q̄r̄) > cos(|rp|) cos(|rq|).

Esto implica que cos(|rp|) y cos(|rq|) tienen signo distinto. Supóngase sin pérdida de generalidad
que cos(|rp|) > 0 y cos(|rq|) < 0. Luego cos(|rq|) cos(|rp|) > cos(|rq|) y por lo tanto cos(|pq|) >
cos(|rq|) cos(|rp|) > cos(|rq|), es decir |qp| < |rq|. Esta contradicción muestra que p no tiene puntos
críticos salvo q. Análogamente, q no tiene puntos críticos en M − {p, q}.

Nótese que en cada punto x ∈M −{p, q} es posible elegir un vector yx ∈ TxM tal que ]yxp′ <
π/2 y ]yxq′ > π/2. Modificando ligeramente la demostración de 3.3.4 se construye un campo X
tipo gradiente para dp y dq en una vecindad abierta de M − (Bε(p) ∪ Bε(q)), donde ε > 0 es tal
que Bε(p) y Bε(q) son vecindades normales. Finalmente modifíquese la demostración de 3.3.1 para
demostrar queM es difeomorfa a Bε(q)∪Bε(p) pegadas a través de un difeomorfismo de la frontera.
Dicho difeomorfismo es el inducido por el flujo de X. Por lo tanto M es homeomorfa a Sn.

Una esfera torcida es la variedad que se obtiene al pegar dos discos a lo largo de su frontera a
través de un difeomorfismo. Por el trabajo de Milnor se sabe que toda esfera torcida es homeomorfa
a la esfera normal pero no siempre es difeomorfa. Las estructuras diferenciables sobre Sn que no
son difeomorfas a la estructura canónica de Sn, son llamadas estructuras exóticas y la esfera junto
con una estructura exótica es una esfera exótica. No todas las esferas torcidas resultan ser exóticas,
de hecho por el trabajo de Milnor [KM63] si n = dim(M) ≤ 6 y n 6= 4 las hipótesis del teorema
anterior aseguran que M es difeomorfa a Sn. Sin embargo para dimensiones superiores aún no se
sabe.

Los teoremas que se presentaron sugieren una pregunta, a saber: Con las hipótesis de los teoremas
anteriores, ¿podemos concluir que M es difeomorfa a la esfera con su estructura canónica?

En un trabajo, relativamente reciente, utilizando el flujo de Ricci se logró demostrar un resultado
afirmativo:

Teorema 3.6.4 (Brendle-Schoen, 2007,[BS11]). Sea M una variedad riemanniana con curvatura
1 ≥ KM > 1/4; entonces M es difeomorfa a la esfera.

En otra dirección, ¿Qué métricas admite una esfera exótica? Por el teorema anterior no puede
estar 1/4-pinchada (1 ≥ KM > 1/4). Mencionamos aquí dos resultados:
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Teorema 3.6.5 (Gromoll-Meyer [GM74]). Existen esferas exóticas con métricas de curvatura sec-
cional no negativa.

Teorema 3.6.6 (Hitchin [Hit74]). Existen esferas exóticas que no admiten métricas con curvatura
escalar positiva.

3.7. Teoremas de finitud
En esta sección exploramos los llamados teoremas de finitud. En sus diferentes manifiestaciones

estos teoremas afirman que solo existen una cantidad finita de variedades riemannianas que satis-
facen ciertas restricciones, por ejemplo cotas en la curvatura o diámetro, salvo alguna relación de
equivalencia, v.g. homotopía o difeomorfismo.

Sólo se demostrará el resultado de finitud topológica para la clase de variedades con curvatura
seccional ≥ k > 0, dimensión n y vol(M) ≥ V . Juega un papel fundamental el estudio de los espacios
de Alexandrov C y en particular el profundo análisis topológico de estos espacios de Perelman que
se resume en su teorema de estabilidad C.3.8.

La estrategía de demostración es un esquema sencillo y aplicable a otras situaciones. Escríbase
Alex(n, k,D) para denotar la clase de espacios de Alexandrov de dimensión n con curvatura ≥ k y
diámetro ≤ D. Supóngase que F ⊂ Alex(n, k,D) es una familia precompacta de espacios.

Proposición 3.7.1. Si F ⊂ Alex(n, k,D) es una familia precompacta, entonces solo existen una
cantidad finita de tipos de homomorfismo en F .

Demostración Por el teorema de estabilidad de Perelman, para cada M ∈ existe RM tal que
si Y ∈ Alex(n, k,D) ∩ BRM (M) entonces Y ∼= M (homeomorfismo). Sea A = F y considérese
la cubierta {BRM (M) |M ∈ A}. Por la compacidad de A existe una subcubierta finita, dígase
BR1

(M1), ..., BRm(Mm). Si N ∈ F entonces existe j ∈ {1, ...,m} tal que N ∈ BRj (Mj) y por lo
tanto N es homeomorfo a Mj .

La segunda parte consiste en identificar los conjuntos precompactos de Alex(n, k,D). Para esto
se utiliza el criterio de precompacidad de Gromov C.3.6. Con esto es muy fácil demostrar que

Teorema 3.7.2 (Grove-Petersen-Wu). Dados n, V, k > 0 la clase de n-variedades cerradas que
admiten métricas cuyo diámetro, volumen y cuvatura satisfacen,

1. V ol(M) ≥ V

2. KM ≥ k

contiene solo un número finito de tipos de homeomorfismo.

Demostración SeaM(n, k, V ) el conjunto de las variedades riemannianas de dimensión n, curva-
tura ≥ k > 0 y volumen ≥ V . Para demostrar queM(n, k, V ) es precompacto basta con demostrar
que si M ∈ M(n, d, k, V ) y Y ⊂ M es un conjunto ε-separado , cfr. 2.3.1, entonces |Y | ⊂ N(ε),
para algún N(ε) ∈ N.

Sea Y ⊂ M un conjunto ε-separado. Dado que M es compacto, Y es finito, dígase Y =
{x1, ..., xm}. Puesto que Y es ε-separado las bolas Bε/2(xi) son ajenas y luego

vol(∪Bε/2(xi)) =
∑

vol(Bε/2(xi)) ≤ vol(M)
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Sea i ∈ {1, ...,m} tal que vol(Bε/2(xi)) es mínimo, entonces

mvol(Bε/2(xi)) ≤ vol(M) = vol(Bd(xi))

o bien
m ≤ vol(Bd(xi))

vol(Bε/2(xi))

Por el teorema de Gromov-Bishop

vol(Bd(xi))

vol(Bε/2)(xi)
≤ vol(Bkd (p))

vol(Bkε/2)(p)

donde p ∈Mk es cualquier punto. Luego

m ≤ vol(Mk)

vol(Bkε/2(p))
= N(ε)

El resultado se sigue de la proposición anterior.



Capítulo 4

Simetrías

Hasta ahora se ha revisado cuales son algunas de las consecuencias de la curvatura positiva en
las variedades riemannianas en general. En este capítulo se persigue un punto de vista propuesto
por Karsten Grove [Gro02] en donde se le añade al escenario la condición de simetría. Se desarrolla
la teoría básica de las simetrías, o bien isometrías, y la estructura de los grupos de simetría de
una variedad riemanniana. Se exploran un par de aplicaciones, sin embargo el uso fuerte de los
resultados de este capítulo se pospone para el próximo.

4.1. Isometrías
Aunque ya se ha usado la noción de isometría, en esta sección se da un estudio más detallado

de ellas.
SeaM una variedad riemanniana completa. Dado que las isometrías preservan geodésicas y éstas

están completamente determinadas por su lugar de inicio y velocidad inicial se tiene:

Proposición 4.1.1. Si ϕ : M → N es una isometría entonces expN ◦dϕ = ϕ ◦ expM .

Como consecuencia,

Corolario 4.1.2. Sean ϕ1, ϕ2 : M → N isometrías con M y N completas. Si ϕ1(p) = ϕ2(p) y
(dϕ1)p = (dϕ2)p entonces ϕ1 = ϕ2.

Sea µ : G×M →M una acción de un grupo G sobre una variedad diferenciableM . Esto es, una
función que satisface µ(e, p) = p y µ(gh, p) = µ(g, µ(h, p)), donde e es el neutro de G. Se usará g · p
para denotar µ(g, p). Todo g ∈ G define un automorfismo (biyección) de M en sí mismo a través de

µg(p) = g · p.

Esto a su vez define una función µ̂ : G → Aut(M). La condición de que µ sea una acción es
equivalente a que µ̂ sea un homomorfismo. Cuando G actúa en M se escribe GyM . Una variedad
junto con una acción de G es una G-variedad.

Definición 4.1.1. Se dice que G actúa de manera totalmente discontinua en una variedad M si
para todo p ∈M existe una vecindad U de p tal que gU ∩ U = ∅ para todo g ∈ G− {e}.

57
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Si además G es un grupo de Lie podemos restringir aún más el tipo de acciones:

Definición 4.1.2. Se dice que un grupo G actúa suavemente en una variedad M si la acción de G
en M , µ : G×M →M , es una función suave.

En este caso las funciones µg son difeomorfismos. De ahora en adelante solo se usarán acciones
suaves.

Definición 4.1.3. Una acción es libre si g · p = p implica g = e.

Definición 4.1.4. Una acción es efectiva si Nuc(µ̂) = {e} o bien si g · p = p para toda p implica
g = e.

Definición 4.1.5. Sea p ∈M y GyM una acción. La órbita de p es el conjunto

G · p = {g · p | g ∈ G} .

Definición 4.1.6. La isotropía de una acción GyM en p es

Gp = {h ∈ G | h · p = p} .

Es claro que Gp es un subgrupo de G y que si q ∈ G · p entonces Gq = h−1Gph para algún
h ∈ G. Si G es un grupo de Lie entonces Gp es un subgrupo cerrado, por lo que tiene una única
estructura de grupo de Lie tal que Gp ⊂ G es un subgrupo de Lie B.3.7.

El conjunto de órbitas M/G = {G · p | p ∈M} es un espacio topológico si se requiere que la
proyección canónica π : M →M/G sea una identificación. Las más de las veces M/G es un espacio
topológico con serias patologías, v.g.M/G no es Hausdorff si las órbitas no son cerradas, sin embargo
en ciertos casos M/G es una variedad.

Definición 4.1.7. Una acción es propia si la función

ν : G×M → G×M

definida por ν(g, p) = (g, g · p) es propia1.

Teorema 4.1.3. Si G actúa libre y propiamente en M entonces M/G tiene una única estructura
de variedad tal que la proyección canónica π : M →M/G es una sumersión.

Demostración Véase la demostración del teorema de la rebanada de Montgomery de la siguiente
sección, 4.2.1.

En particular si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo compacto entonces G/H es una
variedad y π : G → G/H es un H-haz principal. Sin embargo, el resultado anterior falla si G no
actúa libremente. Por ejemplo la acción de Z2 en Rn, donde 1 · v = −v, no es libre y el espacio
cociente es casi una variedad salvo en 0 (puesto que cualquier vecindad del 0 contiene un plano
proyectivo real). Esta falla conduce a trabajar con espacios más generales en donde el cociente bajo
acciones isométricas siga siendo un objeto en la categoría de estudio (véase C).

Teorema 4.1.4. Sea G y M una acción diferenciable. La órbita de cualquier punto de M tiene
estructura de subvariedad y es difeomorfa a G/Gp (cociente derecho). El mapeo ψ : G/Gp → M
dado por

ψ([g]) = g · p
es un difeomorfismo equivariante.

1Una función es propia si la preimagen de compactos es compacta.
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Demostración Sea Ψ : G→M la función Ψ(g) = g ·p. Ψ es diferenciable ya que es la composición

G
id×{p}// G×M

µ // M.

Si h ∈ Gp entonces Ψ(gh) = ghp = gp, por lo que existe una única función diferenciable
ψ : G/Gp → M tal que ψ([g]) = gp. Es inmediato que ψ es una función inyectiva y suprayectiva a
G · p. Falta verificar que ψ es una inmersión.

Sea gp = (TpGp)e el álgebra de Lie de Gp. Si h ⊂ g es cualquier subespacio complementario de
gp, es decir g = gp ⊕ h, entonces se puede identificar TGp(G/Gp) con h a través de

X 7→ d

dt
exp(tX)Gp

Supóngase que X ∈ h es tal que dΨGp(X) = 0, esto es

d

dt
exp(tX) · p = 0

Esto implica que exp(tX) · p = p para todo t y por lo tanto X ∈ gp. Dado que h es complementario
a gp se tiene que X = 0, es decir dΨGp es inyectiva. Puesto que el diagrama

G/Gp

Ψ

��

µg // G/Gp

Ψ

��
G · p

µg // G · p

conmuta, donde µg es la multiplicación por la izquierda, se ve que dΨgGp es inyectiva si y solo
si dΨGp es inyectiva. Por lo tanto Ψ es un encaje.

Definición 4.1.8. Una acción GyM es isométrica si µg es una isometría para todo g ∈ G.

El conjunto de isometrías f : M → M de una variedad riemanniana forma un grupo llamado
Iso(M). Iso(M) actúa por isometrías en M .

Definición 4.1.9. El haz de marcos de una variedad riemanniana M es el O(n)-haz principal
ξ : Mar(M)→M tal que

ξ−1(p) = {{Ei} |Ei forma una base ortonormal de TpM} .

ComoMar(M) es unO(n)-haz principal,Mar(M) es una variedad de dimensión n+n(n−1)/2 =
n(n+ 1)/2.

Tómese p ∈M y {Ei} un marco ortonormal de TpM , el lema 4.1.2 indica que el morfismo

Θp : Iso(M)→Mar(M) ϕ 7→ (ϕ(p), {dϕp(Ei)})

es inyectivo. De hecho,

Teorema 4.1.5 (Steenrod-Myers). SeaM una variedad riemanniana completa. Iso(M) y Iso(M)p
son grupos de Lie, Iso(M)p es compacto y Θp es un encaje de (Iso(M), Iso(M)p) en (Mar(M), O(n)).
Si M es compacta entonces Iso(M) es compacto.
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Para la demostración consúltese [Kob95, MS39]. Dado que dim(Mar(M)) = n(n+ 1)/2 se tiene
que dim(Iso(M)) ≤ n(n+ 1)/2.

Sea ϕ : M →M una isometría. El conjunto de puntos fijos de φ será llamado Fij(ϕ). Nótese que
siempre que p ∈ Fij(ϕ) la diferencial de ϕ en p es una transformación ortogonal dϕp : TpM → TpM .
Cuando A = {fα} es una familia de isometrías, Fij(A) denota el conjunto de puntos fijos de A, i.e.

Fij(A) = {x ∈M |f(x) = x∀f ∈ A} .

Definición 4.1.10. Sea G y M una acción isométrica y p ∈ M . La representación de isotropía
en p es la representación ϕ : Gp → O(TpM) dada por

ϕ(g) = dgp.

Proposición 4.1.6. En una variedad completa, Fij(ϕ) es unión ajena de subvariedades cerradas
totalmente geodésicas.

Demostración Convengamos en llamarle F a Fij(ϕ). La continuidad de ϕ implica que F es
cerrado. Tómese cualquier punto p ∈ F y sea Br(p) una bola normal. Si W ⊂ TpM es el subespacio
W = {v ∈ TpM |dϕp(v) = v} entonces por el lema 4.1.1 tenemos que ϕ fija a expp(W ). Por otro
lado si existe q ∈ Br(p) ∩ F entonces la única geodésica radial γ que une a p con q debe de ir en sí
misma bajo ϕ, por lo que γ′(0) ∈W . Por lo tanto, F ∩Br(p) = Br(p)∩ expp(W ), y luego F es una
subvariedad totalmente geodésica.

Sea A ⊆ Iso(M). Como la intersección de subvariedades totalmente geodésicas es totalmente
geodésica, Fij(A) consta de subvariedades cerradas totalmente geodésicas.

4.2. Rebanada de una acción
En esta sección se investiga la estructura del espacio de órbitas de una acción.

Sea G un grupo de Lie compacto, M una variedad diferenciable y G y M una acción diferen-
ciable. Sea p ∈M y P = G · p.

Definición 4.2.1. Un tubo alrededor de P es un encaje G-equivariante

ϕ : G×Gp A→M

a una vecindad abierta de P , donde A es un Gp-espacio.

El espacio G×Gp A es el cociente de G×A bajo la acción derecha de Gp dada por

(g, a) · h = (gh, h−1a).

Nótese que Gp actúa libremente sobre G×A y por lo tanto G×Gp A es una variedad. G×Gp A
admite una acción izquierda de G dada por g[h, a] = [gh, a]. Además G ×Gp A es un haz fibrado
sobre G/Gp ∼= G · p con fibra A, es el haz fibrado asociado al haz principal G→ G/Gp.

Definición 4.2.2. Se dice que S ⊂M es una rebanada en p si p ∈ S, Gp(S) = S y el mapeo

G×Gp S →M, [g, q] 7→ g · q,

es un tubo para G · p.
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Teorema 4.2.1 (Montgomery). Si G es un grupo de Lie compacto, M una variedad diferenciable
y GyM una acción diferenciable, entonces todo punto p ∈M tiene una rebanada.

El primer paso de la demostración del teorema de la rebanada de Montgomery reduce el caso
general a uno en el cual G actúa por isometrías en M . Para esto se construye una métrica G-
invariante en M eligiendo cualquier métrica riemanniana y posteriormente promediándola sobre
todo G; explícitamente, si gM es una métrica riemanniana en M , entonces

g′M (v, w) =

∫
G

gM (dµh(v), dµh(w))dh

es una métrica G-invariante; es decir, µh es una isometría para todo h ∈ G.
Luego supóngase que GyM es una acción isométrica.

Proposición 4.2.2. Sea G un grupo de Lie compacto actuando por isometrías en una variedad
riemannianaM y p ∈M . SiW = Tp(G·p)⊥ entonces existe r > 0 tal que expp(Br(0)∩W ) = B⊥r (p)
es una rebanada.

Demostración Sea P = G · p y νP el haz normal. Considérese el mapeo exp⊥ : νP → M dado
por

exp⊥(p, v) = expp(v).

Es claro que la diferencial de exp⊥ en P ⊆ νP (aquí se identifica la sección 0 con P ) es la
identidad, por lo que para todo p ∈ N existe r > 0 tal que exp⊥ en Br(p, v) es un difeomorfismo en
su imagen. G es compacto y por lo tanto P también, lo cual permite encontrar r > 0 tal que exp⊥

restringida a νPr = {(p, v) ∈ νP | |v| < r} es una inmersión.
Supóngase que para toda r > 0 exp⊥ restringida a νPr es no inyectiva. Entonces existe un par

de sucesiones (pi, vi) 6= (qi, wi) ∈ νPri con ri → 0 tal que exppi(vi) = expqi(wi). Por la compacidad
de P existe una subsucesión de cada sucesión, que sin pérdida de generalidad puede suponerse que
son las sucesiones originales, que convergen a (p, v) y (q, w). Sin embargo dado que |vi|, |wi| < ri
entonces resulta necesario que v, w = 0. Por la continuidad de exp⊥, exp⊥(pi, vi)→ exp⊥(p, 0) = p
y exp⊥(qi, vi) → exp⊥(q, 0) = q; como exp⊥(pi, vi) = exp⊥(qi, vi) entonces p = q. Luego para i
suficientemente grande (qi, wi) y (pi, vi) están en una vecindad de p en la cual exp⊥ es inyectiva,
una contradicción.

Sea r > 0 tal que exp⊥ es un encaje restringido a νPr y U = exp⊥(νPr). Si (p, v) ∈ νPr entonces
|v| < r y además d(p, expp(v)) = |v|, por lo que U ⊂ Br(P ). Es sencillo verificar que Br(P ) ⊂ U ,
por lo que Br(P ) = U .

En general si f : M → M es una isometría con f(P ) ⊂ P entonces f(Br(P )) ⊂ Br(p). Luego
U = Br(P ) es G-invariante.

Con la misma r sea B⊥r (p, 0) = {(p, v) ∈ νP ||v| < r} y B⊥r (p) = exp⊥(B⊥r (p, 0)). Para x ∈ P se
define Sx = B⊥r (x). Obsérvese que para g ∈ G se tiene que gSx ⊆ Sgx: como µg es una isometría,
conmuta con exp y por lo tanto si y = exp⊥(x, v) ∈ Sx entonces gy = exp⊥(gx, dµg(v)) ∈ Sgx.

Sea ψ : G× S →M el mapeo definido por ψ(g, s) = gs. Si h ∈ Gp obsérvese que

ψ(gh, h−1s) = gs = ψ(g, s),

por lo que ψ desciende a un mapeo diferenciable ψ : G ×Gp S → M . Es obvio que ψ es G-
equivariante. Afirmamos que ψ es inyectiva. Si ψ[g, s] = ψ[h, r] entonces gs = hr, o equivalentemente
h−1gs = r ∈ S. Como h−1gSp ⊂ Sh−1gp entonces h−1gp = p, es decir h−1g ∈ Gp y por lo tanto
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[g, s] = [gg−1h, h−1gs] = [h, r]. Como G/Gp → P ⊂ G es un encaje entonces ψ tiene diferencial
inyectiva en P . Reduciendo más r se puede garantizar que ψ es un difeomorfismo a su imagen, sin
embargo es claro que la imagen es Br(p).

La importancia del tubo y la rebanada es que al pasar al espacio de órbitas la rebanada es una
imagen completa y simplificada de la acción en el tubo.

Proposición 4.2.3. Si S es una rebanada en p ∈M y T es el tubo correspondiente entonces T/G
es homeomorfo a S/Gp a través de la inclusión natural

S/Gp →M/G.

En caso de que G actúe por isometrías en M entonces T/G es isomorfo a S/Gp.

Demostración Se sabe que T es difeomorfo a G×GpS a través de un difeomorfismo G-equivariante
ψ : G×Gp S → T . Basta, entonces, con demostrar que G×Gp S/G ∼= S/Gp. Sea g la composición

G× S πS // S // S/Gp

Si h ∈ Gp entonces g(g, a) = g(gh, h−1a) por lo que existe un mapeo f : G×Gp S → S/Gp tal que
el siguiente diagrama conmuta

G× S π //

πS

��

g

%%

G×Gp S

f

��
S

π // S/Gp

Es fácil ver que f es G-equivariante donde G actúa trivialmente en S/Gp por lo que existe un único
h : G×Gp S/G→ S/Gp tal que el diagrama

G× S π //

πS

��

g

%%

G×Gp S

f

��

π // G×Gp S/G

hxx
S

π // S/Gp

conmuta. Por otro lado la inclusión i : S → G× S dada por s 7→ (e, s), seguida de las proyecciones
G× S → G×Gp S → G×Gp S/G es un mapeo que identifica las órbitas de Gp, ya que si h ∈ Gp y
s ∈ S entonces

s 7→ (e, s) 7→ [e, s] 7→ [[e, s]]

hs 7→ (e, hs) 7→ [e, hs] = [h, s] 7→ [[h, s]] = [[e, s]]

por lo que existe un único k : S/Gp → G×Gp S/G tal que el siguiente diagrama conmuta

G× S π //

πS

��

g

%%

G×Gp S

f

��

π // G×Gp S/G

hxx
S

i

��

π // S/Gp
k

&&
G× S π // G×Gp S

π // G×Gp S/G
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Por la propiedad universal del cociente y la conmutatividad del diagrama anterior, h y k son
inversos y consecuentemente T ∼= G×Gp S ∼= S/Gp.

La segunda afirmación se sigue de: Si x, y ∈ T entonces existen g, h ∈ G tales que ghx = x′, gy =
y′ ∈ S. Además si x′′, y′′ ∈ S son tales que π(x′) = π(x′′) y π(y′) = π(y′′) entonces existen g, h ∈ Gp
tales que x′′ = gx′ y y′′ = hx′.

Supóngase que G actúa isométricamente en M y sea S = B⊥r (p) una rebanada en p. Si h ∈ Gp
entonces hS = S y la acción de h en S se puede representar a través de la acción de Gp en el espacio
normal a P = G · p. A saber, dµh : P⊥p → P⊥p es una isometría tal que

h expp(v) = expp(dµh(v)).

Luego la representación de isotropía en p induce (se restringe a) una representación ortogonal
Φp : Gp → O(TpS) = O(TpG ·p⊥) llamada la representación de rebanada en p. Dicha representación
es equivariante a través de exp⊥p con la acción de Gp en S. Nótese que si la acción de G es efectiva
entonces la acción de Gp en S también lo es.

Corolario 4.2.4. Sea G y M una acción isométrica, p ∈ M y π : M → M/G la proyección
canónica. Existe una vecindad de π(p) = p en M/G equivariantemente homeomorfa a TpG · p⊥/Gp
donde Gp y TpG · p⊥ es la representación de rebanada.

De este modo se puede reducir el estudio las vecindades de espacios de órbitas al estudio de
representaciones ortogonales y sus espacios de órbitas.

Definición 4.2.3. El tipo de isotropía de una órbita G · p es la clase [Gp] de todos los subgrupos
conjugados a Gp. Es decir H ∈ [Gp] si y solo si existe g ∈ G tal que gHg−1 = Gp. Se dice que el
tipo de isotropía de G · p es menor que el tipo de isotropía de G · q, [Gp] ≤ [Gq], si existe H ∈ [Gp]
tal que Gq ⊂ H.

Nótese que si G · p tiene tipo de isotropía [Gp] la órbita G · p es difeomorfa a G/Gp. Por esto el
tipo de isotropía también es llamado tipo de órbita.

Sea x ∈ S distinto de p. Dado que gx ∈ Sgp es claro que el grupo de isotropía Gx es un subgrupo
de Gp. Además si y ∈ P entonces Gy es conjugado a Gp. Esto es, para todo y en el tubo T se
tiene que [Gy] ≥ [Gp]. Ahora supóngase que la acción de G tiene un único tipo de isotropía. En
estas condiciones los grupos de isotropía en una rebanada son constantes y por lo tanto Gp actúa
trivialmente sobre S. Así S/Gp = S y las órbitas en el tubo pueden ser representadas por un único
punto en S, T/G ∼= S/Gp = S. A través de esto se puede dotar de una estructura de variedad a
M/G. En conclusión si la acción tiene un único tipo de isotropía entonces M/G es una variedad.

Resulta que toda acción tiene solo una cantidad finita de tipos de isotropía y existe un único
tipo máximo. Las órbitas con tipo de isotropía máxima son llamadas órbitas principales. Por lo
mencionado anteriomente las órbitas en un tubo de una órbita principal son principales. Por lo
tanto el conjunto de puntos cuya órbita tiene tipo de isotropía máxima es abierto y una órbita
principal tiene una vecindad diferenciable en el espacio de órbitas.

Proposición 4.2.5 (Kleiner). Sea GyM una acción isométrica y pq una geodésica minimizante
en M tal que |pq| = d(G · p,G · q). Si x ∈ pq entonces [Gx] ≥ [Gp], [Gq].

Demostración Sea g ∈ Gx y gp = p′. La geodésica µg(xp) es una geodésica minimizante xp′.
Nótese que la curva qx ∪ xp′ tiene longitud |qx|+ |xp′| = |qx|+ |xp| = d(G · p,G · q) ≤ d(q, p′) por
lo que qx∪ xp′ debe de ser una geodésica. Esto solo es posible si p = p′. Análogamente gq = q. Por
lo tanto Gx ⊂ Gp, Gq.
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Sea Mr = {p ∈M |G · p es una órbita principal}. Además de ser abierto, Mr es denso, pues si
G · p es una órbita principal y q ∈ G entonces por la proposición anterior cualquier punto dentro
de una geodésica minimizante pq debe tener una órbita principal. La conclusión es que existe un
conjunto abierto y denso de M/G que es una variedad diferenciable y para la cual π : Mr →Mr/G
es una sumersión.

Sea p ∈ M cualquier punto y S una rebanada en p. Se vió que los grupos de isotropía de los
elementos de s son subgrupos de Gp. Sea V = TpS y considérese la representación de rebanada
en V . Dicha representación puede tener un subespacio de puntos fijos V Gp . Si v ∈ V Gp y g ∈ Gp
entonces g expq(v) = expq(dµg(v)) = expq(v), por lo que los puntos del subconjunto exp(V Gp) ∩ S
tienen la misma isotropía que q. Esto muestra también que el subconjunto de M/G de puntos de
un mismo tipo de isotropía es localmente convexo y tiene una estructura de variedad riemanniana.

Proposición 4.2.6. Si M es una variedad riemanniana completa, G un grupo de Lie compacto y
GyM una acción isométrica entonces M/G admite una descomposición

M/G = N1 ∪ · · · ∪Nk,

donde cada Ni es una variedad riemanniana y Ni es localmente convexa en M/G.

4.3. Espacios cociente
Sea G un grupo de Lie compacto, M una variedad riemanniana completa con curvatura sec-

cional ≥ H y G y M una acción isométrica. Por C.6.3 el espacio cociente M/G es un espacio de
Alexandrov con curvatura ≥ H. En esta sección se investiga la estructura de dichos espacios. En lo
que sigue π : M →M/G es la proyección canónica y si p ∈M entonces p = π(p).

Sean p, q′ ∈M tales que p /∈ G · q′. Dado que G · q′ es cerrado existe q ∈ G tal que d(p,G · q′) =
d(p, q). Sea γ una geodésica minimizante de p a q. Dado que L(γ) = d(p,G · q), γ es perpendicular
a G · q, y por los mismos motivos γ es perpendicular a G · p. La curva γ = π ◦ γ es una geodésica
minimizante en M/G ya que dM/G(γ(t1), γ(t2)) = dM (γ(t1), γ(t2)) (cfr. C.4). Estas geodésicas son
ortogonales a todas las órbitas por las que pasan. Inversamente si una geodésica es ortogonal a las
órbitas entonces su proyección debe de ser una geodésica también.

Si β es una geodésica en M/G se dice que una geodésica γ en M es un levantamiento de β si
β = π(γ).

Proposición 4.3.1. Sea β : [a, b] → M/G una geodésica en M/G con β(a) = p. Para cada
p ∈ M tal que π(p) = p, existe un levantamiento γ de β con γ(a) = p. Más aún cualesquiera dos
levantamientos están relacionados a través de un elemento g ∈ Gp, i.e. si γ1 y γ2 son levantamientos
de β con γ1(a) = γ2(a) = p entonces existe g ∈ Gp tal que γ1 = gγ2.

Demostración Sea S una rebanada en p. Por 4.2.3 S/Gp es isomorfo a una vecindad de p en
M/G. Se puede pensar a β como una geodésica en S/Gp. Esto muestra que basta con estudiar las
geodésicas en S/Gp con vértices en π(p).

Primero obsérvese que si q ∈ S entonces dM (p, q) = dM (π(p), π(q)) ya que por definición los
elementos de Gp fijan a p y luego d(p, gq) = d(gp, gq) = d(p, q).

Supóngase que q = β(b) ∈ S/Gp. Sea q ∈ S tal que π(q) = q y γ : [a, b]→M la geodésica radial
tal que γ(a) = p y γ(b) = q. Supóngase que existe un punto s ∈ β que no está en π(γ). Sea s ∈ S tal
que d(s, q) = dM/G(s, q). Dado que dM/G(p, q) = dM (p, q) y dM/G(p, q) = dM/G(p, s)+dM/G(s, q) =
d(p, s) + d(s, q), y s /∈ γ entonces se obtiene la contradicción d(p, q) < d(p, s) + d(s, q) = d(p, q).
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Es claro que cualquier levantamiento es de esta forma. Sean γ1 y γ2 dos levantamientos y sean
q1 = γ1(b), q2 = γ2(b). Dado que π(q1) = π(q2) = q existe g ∈ Gp tal que q1 = gq2 y luego gγ2

es una geodésica minimizante entre p y q1. La construcción de S asegura que se está trabajando
dentro de una bola normal con centro en p por lo que γ1 = gγ1.

Corolario 4.3.2. La proyección canónica π : M → M/G es una submetría, es decir para todo
r > 0 y p ∈M se tiene π(Br(p)) = Br(π(p)).

Demostración Si pq es una geodésica minimizante radial normal a la órbita G · p entonces pq se
proyecta a una geodésica en M/G con la misma longitud. Esto implica que d(p, q) = d(p, q). Si
q ∈ Br(p) entonces existe g ∈ G tal que d(gq, p) = d(G · q, p) y podemos conectar a p con q′ = gq a
través de una geodésica ortogonal a la órbita en p. Por lo anterior d(p, q) = d(p, q′) ≤ d(p, q) < r.
Esto muestra que π(Br(p)) ⊂ Br(p). Si q ∈ Br(p) y pq es una geodésica entonces es posible encontrar
un levantamiento pq en M con π(q) = q. Dado que pq es normal a la órbita en p entonces pq tiene
la misma longitud que pq y por lo tanto q ∈ Br(p). Esto muestra que Br(π(p)) ⊂ π(Br(p)).

Los espacios de órbitas por lo general son espacios de Alexandrov con singularidades no suaviza-
bles. Es posible obtener una medida de cuan singular es un punto a través del espacio de direcciones.
Consúltese el apéndice C para la definición del espacio de direcciones en un espacio de Alexandrov
y conceptos relacionados.

Corolario 4.3.3. Sean M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional ≥ H y G
un grupo de Lie compacto y GyM una acción isométrica. El espacio de direcciones de p ∈M/G
es isomorfo a Sm−1/Gp, donde Sm−1 es la esfera unitaria en TpG ·p⊥ y Gp actúa en Sm−1 a través
de la representación de rebanada.

Demostración Recuérdese que Σ′p es la colección de direcciones que vienen de geodésicas enM/G.
En este caso toda geodésica se puede levantar aM , por lo que cualquier sucesión de direcciones en Σp
genera una sucesión de direcciones en TpM que contiene una subsucesión convergente. Tal dirección
se proyecta a una dirección en Σp que es el límite de la subsucesión convergente correspondiente.
Esto muestra que Σ′p = Σp.

Cada dirección en Σ′p tiene un levantamiento en Sp, y dos levantamientos están relacionados a
través de g ∈ Gp. De estas observaciones se sigue el resultado.

Dado que Sn−1 es una variedad riemanniana completa con curvatura seccional ≥ 1 (de hecho
= 1) y Gp actúa por isometrías en Sn, el espacio de direcciones de un cociente isométrico es otro
cociente isométrico. Esto permite hacer demostraciones por inducción.

La proposición anterior permite trasladar el problema de estudiar la topología local de los
espacios M/G al problema de estudiar los cocientes Sm/H para las representaciones de rebanada
H → O(Rm+1) donde H es un subgrupo de isotropía.

Preguntas como: ¿p es un punto frontera de M/G? se traducen a preguntas: ¿Para qué repre-
sentaciones ortogonales de Gp, V/Gp tiene frontera?. Esto a su vez conlleva a preguntarse, dada
una acción de G en M , ¿qué grupos de isotropía Gp pueden emerger de tal acción?

Un elemento importante de esta clasificación es la cuestión de la orientación de los elementos
de la isotropía, puesto que los elementos de O+(n) y O−(n) exhiben un comportamiento diferente.
Por ejemplo, cuando n = 2 los elementos de O+(n) actúan libremente en R2, lo cual es falso para
los elementos de O−(n).

Para esto la siguiente proposición es elemental.
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Proposición 4.3.4. Sea M una variedad riemanniana orientable y completa y G un grupo de Lie
conexo que actúa por isometrías en M , entonces las isometrías µg : M → M , g ∈ G, preservan
orientación.

Demostración Esto es una consecuencia de la siguiente afirmación: toda isometría µg es difeotó-
pica a la identidad, que se sigue de la conexidad de G.

En particular,

Corolario 4.3.5. Si un grupo de Lie conexo G actúa isométricamente en una variedad riemanniana
completa y orientable M y p ∈M entonces la representación de isotropía en p es especial ortogonal.

Por otro lado, aún en el caso que M no sea orientable, se puede usar el mismo argumento para
demostrar que

Proposición 4.3.6. Si un grupo de Lie conexo G actúa por isometrías en una variedad rieman-
niana completa M y p ∈ Fij(G) entonces la representación de isotropía en p es especial ortogonal.

Es sabido que toda transformación ortogonal P ∈ O(V ) de un espacio n-dimensional con pro-
ducto interior es equivalente a una transformación de la forma

P ′(z1, . . . , zl, v, w) = (eik1z1, . . . , e
iklzm,−v, w),

con (z1, . . . , zl, v, w) ∈ Cl×Rq ×Rs, q ≤ 1, 2l+ q+ s = n y ki ∈ R. Además P ∈ SO(V ) si y solo si
q = 0. Como consecuencia de esto tenemos las siguientes caracterizaciones de las representaciones
ortogonales de G ⊂ S1.

En cuanto a las representaciones de S1:

Lema 4.3.7. Sea V un espacio vectorial n-dimensional con producto interior y S1 → O(V ) una
representación. La acción de S1 en V es línealmente equivariante a la acción

eiθ(z1, . . . , zl, w) = (eik1θz1, . . . , e
iklθzl, w) (4.1)

con (z1, . . . , zl, w) ∈ Cl ×Rs, 2l+ s = n y ki ∈ Z. La acción es efectiva si y solo si (k1; . . . ; kl) = 1.

Para el caso de Zm ⊂ S1:

Lema 4.3.8. Sea V un espacio vectorial n-dimensional con producto interior y Zm → O(V ) una
representación. La acción de Zm en V es línealmente equivariante a la acción

ei
j2π
m (z1, . . . , zl, v, w) = (eik1

j2π
m z1, . . . , e

ikl
j2π
m zl, (−1)jv, w) (4.2)

con (z1, . . . , zl, v, w) ∈ Cl × Rq × Rs, q ≤ 1, 2l + q + s = n y ki ∈ Z con ki < m. La acción es
efectiva si y solo si (k1; . . . ; kl) = 1. Aún más si q = 1 entonces m es par. Decimos que la acción
es singular cuando q = 1 y s = n− 1.

Nótese que los puntos fijos de dichas acciones están contenidos en las componentes Rs.
Un problema importante en el estudio de los espacios de órbita es el de determinar su frontera

(véase C.4.4 para la definición). Por el teorema de alma de Perelman C.5.2 la presencia de frontera
y su forma brinda información importante del espacio de órbitas y consecuentemente de la variedad
original. Los siguientes teoremas caracterizan por completo la frontera del espacio de órbitas para
un S1-espacio.
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Lema 4.3.9. Cualquier acción isométrica y efectiva de Zm en Sn satisface ∂Sn/Zm = ∅ si y solo
si es no singular.

Demostración Si n = 1 el resultado es inmediato. Supongamos que n > 1. Dado que las órbitas
son 0-dimensionales, las rebanadas son abiertos n-dimensionales con fronteras (n−1)-dimensionales
∼= Sn−1. El espacio de direcciones Σπ(p) en Sn/Zm es isomorfo a Sn−1/Gp. Basta con demostrar que
si la acción es no singular entonces todas las acciones de isotropía Gp son no singulares y que si la
acción es singular entonces existe p ∈ Sn tal que la acción de Gp es singular, el resultado se seguiría
por inducción. Ambas afirmaciones son una consecuencia sencilla de 4.2.

Lema 4.3.10. Cualquier acción isométrica y efectiva de S1 en Sn con n ≥ 2 satisface ∂Sn/S2 = ∅
si y solo si codimFij(S1) > 2.

Demostración Si n = 2 entonces el resultado es inmediato.
Sea S una rebanada en p. ∂S es una esfera de dimensión (n − 1) o (n − 2), dependiendo de si

p ∈ Fij(S1) o no. Si p /∈ Fij(S1) entonces por 4.3.5, Gp ∼= Zm actúa de manera no singular en Sp
y luego Σp ∼= Sn−1/Gp no tiene frontera. Si p ∈ Fij(S1) entonces de 4.1 se sigue que la acción de
S1 en Sn−2 ⊂ Sp satisface codimFij(S1

p) = codimFij(S1)− 2. La demostración se puede terminar
por inducción.

Esto da una caracterización completa de los puntos frontera del espacio de órbitas para acciones
isométricas de S1.

Teorema 4.3.11. Sea M una variedad riemanniana completa con una acción isométrica de S1.
π(p) ∈ M/S1 es un punto frontera si y solo si p pertenece a una componente N ⊂ Fij(S1) de
codimensión 2 ó la representación de isotropía en p es singular.

Ahora pasamos a tratar el caso en que M/G es una variedad diferenciable. En este caso es
posible inducir una estructura riemanniana sobre M/G de forma que el mapeo cociente sea lo más
parecido a una isometría:

Definición 4.3.1. Sea π : M → N una sumersión entre variedades riemannianas. Para cada p ∈M
podemos descomponer el espacio tangente en TpM = Nuc dπ|p⊕Nuc dπ|⊥p . Los vectores en Nuc dπ|p
son llamados vectores verticales y se escribe TpMv = Nuc dπ|p. Los vectores en Nuc dπ|⊥p son
llamados vectores horizontales y TpMh = Nuc dπ|⊥p . Se dice que π es una sumersión riemanniana
si dπ preserva la métrica en vectores horizontales. Es decir, si v, w ∈ TpMh entonces

gN (dπ(v), dπ(w)) = gM (v, w)

Cuando π : M → N es una sumersión riemanniana y X ∈ X (N) es un campo vectorial, existe
un único campo diferenciable, llamado el levantamiento de X a M y denotado por X, tal que
dπ(X) = X y X|p ∈ TpMv para todo p ∈ M . La existencia y unicidad de dicho campo es clara
puesto que dπ restringida a TpMh es un isomorfismo. La diferenciabilidad del campo puede verse
tomando cartas coordenadas adaptadas al caso.

Se usará la siguiente notación: si W ∈ X (M) entonces se puede descomponer a W de manera
única como

W = Wh +W v

donde Wh es un vector horizontal y W v es un vector vertical.
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Sea V un campo vectorial vertical y X ∈X (N).Nótese que V está π-relacionado con 0 y luego

dπ([V,X]) = [dπ(V ), dπ(X)] = 0 (4.3)

por lo que [V,X] es un campo vectorial vertical. También, si X,Y ∈X (N) entonces

dπ([X,Y ]) = [dπ(X), dπ(Y )] = [X,Y ]

y luego la componente horizontal de [X,Y ] es [X,Y ].

Proposición 4.3.12. Sea π : M → N una sumersión riemanniana. Si X,Y ∈ X (N), y ∇M y
∇N denotan las conexiónes de Levi-Civita de M y N , respectivamente, entonces

∇M
X
Y = ∇NXY +

1

2
[X,Y ]v

Demostración Por la fórmula de Koszul A.1

2g(∇M
X
Y , Z) = Xg(Y , Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y ) + g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y , Z], X)

En el caso que Z = V sea vertical entonces g(X,V ) = g(Y , V ) = 0, V g(X,Y ) = 0 ya que g(X,Y )
es constante a lo largo de las fibras y g([X,V ], Y ) = g([Y , Z], X) = 0 por el comentario anterior.
Luego la fórmula se reduce a

2g(∇M
X
Y , V ) = g([X,Y ], V ) = g([X,Y ]v, V )

Es decir, la componente vertical de ∇M
X
Y es 1

2 [X,Y ]v.

Si Z = W es horizontal entonces Wg(Y ,X) = Wg(Y,X) y g([X,Y ],W ) = g([X,Y ],W ) y luego

2g(∇M
X
Y ,W ) = Xg(Y,W ) + Y g(X,W )−Wg(X,Y ) + g([X,Y ],W )− g([X,W ], Y )− g([Y,W ], X)

= 2g(∇NXY,W ) = 2g(∇NXY ,W )

Por lo que la componente horizontal de ∇M
X
Y es ∇NXY .

Teorema 4.3.13 (O’Neil). Sea π : M → N una sumersión riemanniana y X,Y ∈X (N). Entonces

KN (X,Y ) = KM (X,Y ) +
3

4
|[X,Y ]v|2 (4.4)

donde KN y KM denotan las curvaturas secionales en N y M respectivamente.
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Demostración Sean X,Y ∈X (N) un par de vectores ortonormales. Por la proposición anterior:

KM (X,Y ) = RmM (X,Y ,X, Y ) = g(∇Y∇XX −∇X∇YX +∇[X,Y ]X,Y )

= g(∇Y (∇XX)−∇X(∇YX +
1

2
[Y ,X]v) +∇

[X,Y ]
Y +∇[X,Y ]vX,Y )

= g(∇Y∇XX −∇X∇YX +∇[X,Y ]X −
1

2
∇X [Y ,X]v +∇[X,Y ]vX

+
1

2
[Y ,∇XX]v − 1

2
[X,∇YX]v, Y )

= g(∇Y∇XX −∇X∇YX +∇[X,Y ]X,Y )− 1

2
g(∇X [Y ,X]v, Y ) + g(∇[X,Y ]vX,Y )

= RmN (X,Y,X, Y )− 1

2
g(∇X [Y ,X]v, Y ) + g([[X,Y ]v, X, Y ]−∇X [X,Y ]v, Y )

= RmN (X,Y,X, Y )− 3

2
g(∇X [X,Y ]v, Y )

= RmN (X,Y,X, Y )− 3

2

(
Xg([X,Y ]v, Y )− g([X,Y ]v,∇XY

)
= RmN (X,Y,X, Y ) +

3

4
|[X,Y ]v|2

Proposición 4.3.14. Si G actúa por isometrías en una variedad riemanniana M de tal forma que
M/G es una variedad diferenciable (v.g. G actúa libremente, o más en general existe un solo tipo
de isotropía), entonces existe una única métrica en M/G tal que π : M →M/G es una sumersión
riemanniana.

Demostración El espacio tangente de M/G en p = π(p) es isomorfo al complemento ortogonal
de TpG · p. Defínase una métrica en TpM/G a través de la identificación previamente mencionada.
Dicha métrica está bien definida puesto que la elección de métrica depende del punto p ∈ p, sin
embargo entre cualquier par de dichos puntos existe una isometría g ∈ G que lleva el uno al otro;
esto muestra que la elección de métrica no depende del representante p ∈ p.

Por la manera que fue definida la métrica en M/G es inmediato que π : M → M/G es una
sumersión riemanniana.

Como consecuencia

Corolario 4.3.15. Si M es una variedad riemanniana con curvatura seccional positiva y G es
un grupo de Lie que actúa por isometrías y libremente en M entonces M/G es una variedad con
curvatura seccional positiva.

Ejemplo Sea S2n+1 ⊂ R2n+2 = Cn+1 la esfera unitaria con la métrica canónica (inducida por la
métrica euclidiana de R2n+2). La función m : S1 × Cn+1 → Cn+1 definida por

m(z, (w0, ..., wn)) = (zw0, ..., zwn)

define una acción de S1 en Cn+1. Dicha acción es isométrica y líneal, y por lo tanto se restringe
a una acción isométrica S1 y S2n+1. La acción es libre y por lo tanto el cociente S2n+1/S1 tiene



70 CAPÍTULO 4. SIMETRÍAS

una estructura de variedad riemanniana para la cual π : S2n+1 → S2n+1/S1 es una sumersión
riemanniana. La variedad S2n+1/S1 es llama el espacio proyectivo complejo n-dimensional, denotado
por CPn, y la métrica inducida es llamada la métrica de Fubini-Study.

Por el corolario anterior la curvatura seccional de CPn con la métrica Fubini-Study es ≥ 1. Para
analizar con mayor detalle la curvatura del espacio en cuestión sea V el campo vectorial unitario de
S2n+1 tangente a las órbitas de S1. Este campo forma una base del espacio vertical en cada punto.
Sean X,Y campos vectoriales de CPn y sean X y Y sus levantamientos básicos a S2n+1. Dado que
la componente vertical de ∇XY es 1

2 [X,Y ]v entonces tenemos que

g(
1

2
[X,Y ], V ) = g(∇XY , V )

= −g(Y ,∇XV )

Dado que la métrica en S2n+1 es la métrica inducida, la conexión en S2n+1 es la proyección a
TS2n+1 de la conexión canónica en R2n (véase A.4) y luego

g(Y ,∇XV ) = g(Y ,∇R2n

X
C)

R2n+2 = Cn+1 tiene estructura compleja y es posible multiplicar los vectores tangentes por
i =
√
−1 ∈ C. Nótese que

iVp =
d

dt
(ieitp) = −p

y luego iV es el campo normal a S2n+1 que apunta hacia el interior. Por lo tanto

g(
1

2
[X,Y ], V ) = g(Y ,∇R2n

X
V )

= g(Y ,−i∇R2n

X
iV )

= g(Y , i∇R2n

X
N)

Donde N es el campo normal a S2n−1 que apunta hacia el exterior. Dado que ∇R2n

X
N = X, resulta

que

g(
1

2
[X,Y ], V ) = g(Y , iX)

Lo cual implica que
|[X,Y ]v|2 = 4g(Y , iX)2

Esto muestra que para n > 1, CPn es una variedad riemanniana (2n-dimensional) con curvatura
seccional en el rango [1, 4]. Este ejemplo es especialmente relevante si se compara con 3.6.2 puesto
que muestra que el resultado de la esfera 1

4 -pinchada es preciso en el caso de dimensión par.

4.4. Campos de Killing

Sea M una variedad riemanniana.

Definición 4.4.1. Una familia de difeomorfismos a un parámetro es una acción de R en M , {ϕt}.
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Una familia de difeomorfismos a un parámetro también es llamada flujo. Obsérvese que las
familias de difeomorfismos a un parámetro son los subgrupos a un parámetro de Dif(M).

Toda familia de difeomorfismos a un parámetro define un campo vectorial X a través de la
fórmula

Xp =
d

dt
ϕt(p).

Dado que todo campo vectorial puede ser interpretado como una ecuación diferencial ordinaria
de primer orden todo campo vectorial define un flujo local. Esto es, existe una vecindad U de
M × {0} en M × R junto con un mapeo suave µ : U →M tal que

1. µ(0, p) = p;

2. µ(t+ s, p) = µ(t, µ(s, p)), siempre y cuando (t, p), (s, p), (t+ s, p) ∈ U ;

3. Xp = d
dtϕt(p).

Cuando U = R se dice que el campo es completo. Cuando M es una variedad compacta todo
campo vectorial sobre M es completo. También si M es una variedad riemanniana completa y
X ∈X (M) es tal que |X| < C para alguna constante C entonces X es completo.

En el caso que una familia de difeomorfismos a un parámetro o flujo {ϕt} sea una acción
isométrica, i.e., ϕt ∈ Iso(M) para toda t ∈ R, se dice que {ϕt} es una familia de isometrías a un
parámetro o que es un flujo isométrico.

Definición 4.4.2. Un campo de Killing en una variedad riemanniana M es un campo X que
proviene de un flujo local isométrico. Al conjunto de campos de Killing se le denotará por K(M).

De la definición es inmediata la siguiente proposición:

Proposición 4.4.1. Sea ϕ : M×(−ε, ε)→M un flujo isométrico y X el campo de Killing inducido,
entonces

dϕt(X) = X.

Demostración (dϕt)p(Xp) = d
ds (ϕt(ϕs(p))) = d

ds (ϕs(ϕt(p))) = Xϕ(t)p.

Obsérvese que si {ϕt} es un flujo isométrico y X es el campo de Killing inducido entonces

LXg(Y, Z) = ĺım
t→0

g((ϕ∗t )
−1(Y ), (ϕ∗t )

−1(Z))− g(Y,Z)

t
= 0.

Además

LXg(Y,Z) = X(g(Y,Z))− g([X,Y ], Z)− g(Y, [X,Z]) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX),

por lo que:

Proposición 4.4.2. Un campo vectorial X es de Killing si y solo si

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0 (4.5)

para todo Y,Z ∈X (M). O bien, si y solo si el automorfismo líneal ∇_X ∈ o(TM) es antisimétrico
con respecto a g.
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El subconjunto de automorfismos antisimétricos con respecto a un producto interior forma un
espacio vectorial por lo que K(M) es un subespacio vectorial de X (M). Además como la derivada de
Lie es un homomorfismo de álgebras de Lie L : X (M)→ Der(T (M)) entonces L[X,Y ] = [LX ,LY ],
y luego si X,Y son campos de Killing entonces L[X,Y ](g) = [LX ,LY ](g) = 0.

Corolario 4.4.3. K(M) es una subálgebra de Lie de X (M).

Dado que las isometrías preservan geodésicas, si γ es una geodésica y {ϕt} es un flujo isométrico
entonces ϕt(γ) = γt es una geodésica para todo t. Esta variación por geodésicas induce un campo
de Jacobi en γ0 = γ y por lo tanto

Proposición 4.4.4. Si X es un campo de Killing y γ es una geodésica, entonces X|γ es un campo
de Jacobi.

Proposición 4.4.5. Un campo de Killing está unívocamente determinado por Xp y (∇X)p para
cualquier p ∈M .

Corolario 4.4.6. dim(K(M)) ≤ n(n+ 1)/2.

La acción isométrica de un grupo de Lie provee de numerosos ejemplos de campos de Killing.

Definición 4.4.3. Sea G un grupo de Lie actuando por isometrías en M y x ∈ g. El subgrupo a
un parámetro generado por X define un flujo isométrico en M , µexp(tx) : M → M . El campo de
Killing generado por este flujo es llamado el campo de Killing asociado a x y es denotado por X.
Llamamos a la función inducida φG : g→ K(M).

Proposición 4.4.7. Sea G un grupo de Lie actuando por isometrías en una variedad riemanniana
M . φG es un antihomomorfismo líneal, es decir,

φG([x, y]) = −[φG(x), φG(y)],

donde el corchete en la parte izquierda denota el corchete en el álgebra de Lie g y del lado derecho
denota el corchete de Lie de campos vectoriales.

Demostración Sea µ : G×M →M la acción isométrica.
Para x ∈ g sean ψx : R × M → M y Ψx : R × G × M → G × M los flujos dados por

ψx(t, p) = exp(tx)p y Ψx(t, g, p) = (exp(tx)g, p). Es claro que µ ◦ Ψx = ψx ◦ (Id × µ) por lo que
φG(x) = dµ(X̃), donde X̃ es el campo generado por Ψx.

Nótese que X̃(g,p) = ((Xd)g, 0) ∈ TgG× TpM ∼= T(g,p)(G×M) donde Xd es el campo derecho-

invariante generado por x. Por tanto, ˜λX + Y = λX̃ + Ỹ , y luego φG(λx+ y) = λφG(x) + φG(y).
Por otro lado si ψx(t) = g · exp(tx) es el flujo del campo izquierdo-invariante Xi generado por

x entonces el flujo Ψ(t, g) = (ψx(t, g−1))−1 = exp(−tx) · g es el flujo del campo derecho-invariante
−Xd. Esto es, el diagrama

R×G

ψ

��

id×i // R×G

Ψ

��
G

i
// G
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es conmutativo, donde i es el mapeo inversión i(g) = g−1. Luego Xd = di(Xi), y en particular
[Xd, Yd]e = [di(Xi), di(Yi)]e = die([Xi, Yi]e) = −[Xi, Yi]e = −[x, y], es decir [Xd, Yd] es el campo
derecho-invariante generado por −[x, y] ∈ g.

Dado que dµ([V,W ]) = [dµ(V ), dµ(W )], el resultado se sigue de lo mencionado arriba.

Si M es completa y G = Iso(M) la función φIso(M) : Iso(M) → K(M) es un isomorfismo
líneal: es inyectiva ya que si un subgrupo a un parámetro de isometrías de M induce el campo 0
entonces el subgrupo es el trivial. Además, es suprayectiva, ya que todo campo de Killing induce un
flujo completo. La razón de esto es que toda curva integral de un campo de Killing tiene velocidad
constante, y en una variedad completa esto implica que se puede extender indefinidamente. Luego
se puede identificar el álgebra de Lie Iso(M) con el álgebra de campos de Killing K(M) con la
operación

[X,Y ]Iso(M) = −[X,Y ].

Sea X un campo de Killing y Z(X) = {p ∈M |Xp = 0}. Si {ϕt} es el flujo local inducido por X,
entonces ϕt deja fijo a Z(X). Por otro lado si ϕt deja fijo a p para toda t, entoncesXp = d

dtϕt(p) = 0.

Proposición 4.4.8. Para un campo de Killing X, Z(X) = Fij({ϕt}).

Por la proposición 4.1.6 Z(X) es unión ajena de subvariedades cerradas y totalmente geodésicas.
Tómese un punto p ∈ Z(X) y sea r > 0 tal que Br(p) es normal. Si W = TpZ(X)⊥ entonces
expp manda W ∩ Br(0) en una sección normal a Z(X) en p. Sea expp(W ∩ Br(0)) = B⊥r (p).
Dado que ϕt conmuta con expp, entonces ϕt(B⊥r (p)) = B⊥r (p). Además, no puede existir un punto
fijo x ∈ Fij({ϕt}) ∩ B⊥r (p) − {p} puesto que esto implicaría que la geodésica radial γ de p a
x quedaría fija bajo las ϕt y por lo tanto X|γ = 0. También, como ϕt son isometrías entonces
ϕt(∂B

⊥
r (p)) = ∂B⊥r (p) ∼= Sn−m−1, donde m = dim(TpZ(X)). En resumen, un campo de Killing

induce un flujo sin puntos fijos en ∂B⊥r (p) y por lo tanto un campo vectorial sin ceros X∗ en
Sn−m−1. Sin embargo,

Lema 4.4.9. Todo campo vectorial en una esfera de dimensión par tiene un cero.

Demostración La característica de Euler de una esfera de dimensión par es 2. Por el teorema del
índice de Poincaré-Hopf todo campo vectorial debe de tener un cero.

Por lo tanto,

Corolario 4.4.10. Las componentes de Z(X) para un campo de Killing son de codimensión par.

Lema 4.4.11. Sea N una componente de Z(X), p ∈ N y AX : TpM → TpM el endomorfismo
AX(v) = ∇vX|p. Entonces TpN = NucAX .

Demostración Sea v ∈ TpM y γv la geodésica radial con γ′(0) = v. Dado que X|γ es un campo
de Jacobi y X|p = 0, el campo X|γ queda completamente determinado por ∇VX.

Si ∇VX = 0 entonces X|γ = 0, por lo que γ ⊆ N y consecuentemente v ∈ TpN . Inversamente
si v ∈ TpN entonces γ ⊆ N y ∇VX = 0.

Sea p un cero del campo de Killing X y ϕt el flujo generado por X. Como ya se ha mencionado
si B es una bola normal entonces ∂B ∼= Sn−1 es invariante bajo ϕt y además la acción en B es
equivariante a través de expp a la representación de isotropía R→ O(TpM).
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Sea v ∈ TpM y considérese la curva dϕt(v). Para calcular su derivada sea ψ(s, t) = ϕt(exp(sv))
una variación por geodésicas. Nótese que ∂

∂sψ(0, t) = dϕt(v). Por simetría,

Dt
∂

∂s
ψ = Ds

∂

∂t
ψ = DsX = ∇vX;

luego:

Proposición 4.4.12. Sean G → Iso(M) una acción isométrica y un punto fijo p ∈ Fij(G); esto
da lugar a una representación ortogonal G → O(TpM). La representación inducida de álgebras de
Lie g→ o(TpM) está dada por

X 7→ ∇_X,

donde X es el campo de Killing generado por X. En particular si ϕt es un subgrupo a un parámetro
de G y X es el campo de Killing inducido entonces

ϕt(expp(v)) = expp(dϕt(v)) = expp(e
t∇_X(v)), v ∈ TpM.

4.5. El método de Bochner

En esta sección se utiliza la rígida estructura métrica de los campos de Killing para extraer
información topológica. El método empleado es usualmente llamado el método de Bochner puesto
que fue él quien en 1940 encontró y explotó una relación entre las formas armónicas y la curvatura
de Ricci. No se desarrollará este método, pero presentamos algunas relaciones entre el laplaciano
de ciertas funciones y la curvatura de Ricci que pueden indicar el camino hacia el método general.

En lo que sigue M es una variedad riemanniana cerrada. Recuérdese que si f ∈ F (M) entonces
el hessiano de f es la forma bilíneal dada por Hess(f) = ∇∇f = ∇df . Nótese que

Hess(f)(X,Y ) = ∇X(∇f)(Y ) = X(∇Y f)−∇f(∇XY )

= Xg(Y,∇f)− g(∇f,∇XY ) = g(∇X∇f, Y ).

Si T es un (1, 1)-tensor entonces se puede visualizar a Tp como un endomorfismo líneal Tp :
TpM → TpM . La norma de T se define como |T | = tr(T ∗ ◦ T ) donde T ∗ denota la adjunta de
T con respecto a la métrica. Si {Ei} es un marco ortonormal local entonces |T | = tr(T ∗ ◦ T ) =
g(T ∗ ◦ T (Ei), Ei) = g(T (Ei), T (Ei)) > 0. Esta norma proviene de un producto interior definido
como 〈T, S〉 = tr(T ∗ ◦ S), que en términos de un marco ortonormal local {Ei} es simplemente
〈T, S〉 = g(T (Ei), S(Ei)). Es fácil verificar que 〈, 〉 es un producto interior, por lo que | · | es una
norma.

Proposición 4.5.1. Sea X un campo de Killing. Defínase f : M → R como f(p) = 1/2|Xp|2 =
1/2g(X,X). Entonces

1. grad(f) = −∇XX;

2. Hess(f)(V, V ) = g(∇VX,∇VX)−R(V,X, V,X);

3. ∆f = |∇X|2 − Ric(X,X).
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Demostración 1. Sea Z ∈X (M). Dado que X es un campo de Killing, por 4.4.2

g(∇f, Z) = Zf = g(∇ZX,X) = g(Z,−∇XX).

Por lo tanto, ∇f = −∇XX.

2. Sea V ∈X (M). Entonces,

Hess(f)(V, V ) = g(∇V∇f, V )

= −g(∇V∇XX,V )

= −g(R(X,V )X,V )− g(∇X∇VX,V )− g(∇[X,V ]X,V )

= −R(V,X, V,X)−Xg(∇VX,V ) + g(∇VX,∇XV ) + g([X,V ],∇XV ).

Nótese que se ha usado que ∇_X es antisimétrico. Además g(∇VX,V ) = 0 y por tanto
Xg(∇VX,V ) = 0. Continuando con las cuentas,

Hess(f)(V, V ) = −R(V,X, V,X) + g(∇VX,∇XV ) + g([X,V ],∇XV )

= −R(V,X, V,X) + g(∇VX,∇XV ) + g(∇XV −∇VX,∇XV )

= −R(V,X, V,X) + g(∇VX,∇VX).

3. Sea {Ei} una base ortonormal de Mp. Entonces

∆f(p) =
∑

Hess(f)(Ei, Ei) =
∑

g(∇EiX,∇EiX)−R(Ei, X,Ei, X) = |∇X|2−Ric(X,X).

Estas fórmulas tienen la siguiente consecuencia secilla. Recuérdese que ∆fd vol = d(i∇f (d vol)),
i.e. ∆fd vol es una forma exacta.

Teorema 4.5.2 (Bochner, 1946). Sea M una variedad compacta, orientada, con Ric ≤ 0. Todo
campo de Killing es paralelo. Más aún, si Ric < 0 entonces M no tiene campos de Killing.

Demostración Sea X un campo de Killing. Sea f = 1/2g(X,X) como en la proposición anterior.
Por el teorema de Stokes,

0 =

∫
M

∆f ;

usando la proposición anterior y el hecho de que Ric(X,X) ≤ 0,

0 =

∫
M

∆f =

∫
M

|∇X|2 − Ric(X,X) ≥
∫
M

|∇X|2 ≥ 0.

Esto muestra que ∇X = 0, es decir X es paralelo. Además,∫
M

Ric(X,X) = 0.

Si la curvatura de Ricci es negativa (de hecho basta con que lo sea en un punto) entonces es
necesario que X|p = 0. Sin embargo, ∇X = 0 por lo que X = 0.
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Dado que los campos de Killing conforman el álgebra de Lie del grupo de isometrías, esto implica
que si M es una variedad riemanniana compacta, orientada y con Ric < 0 entonces Iso(M) es un
grupo de Lie 0-dimensional, i.e. finito.

En el caso con curvatura seccional positiva se puede extraer información de los ceros de campos
de Killing.

Teorema 4.5.3 (Berger). Sea M una variedad riemanniana compacta de dimensión par y con
KM > 0. Todo campo de Killing en M tiene un cero.

Demostración Sea X ∈ Iso(M) y f = 1/2g(X,X). Supóngase que X no tiene ceros y por lo
tanto f > 0. Como M es compacto f alcanza su mínimo en p ∈M . Luego Hess(f) en p es positivo
definido. Por 4.5.1,

Hess(f)(V, V ) = g(∇VX,∇VX)−R(V,X, V,X).

Dado que M tiene curvatura positiva si X y V son línealmente independientes se tiene que
R(V,X, V,X) > 0. Así si V y X son línealmente independientes y ∇VX = 0 se obtendría la
contradicción 0 < Hess(f)(V, V ) = −R(V,X, V,X) < 0. Obsérvese que X|p 6= 0 y que como p es
mínimo de f :

g(∇XX,V )p = −g(X,∇VX)p = −1/2V g(X,X)(p) = V f(p) = 0, V ∈X (M).

Luego ∇XX|p = 0. Sin embargo ∇_X|p es una transformación antisimétrica en el espacio
vectorial 2n-dimensionalMp. Esto implica que existe V ∈Mp independiente de X tal que ∇VX|p =
0.

4.6. Acciones toroidales
En esta sección se estudian las acciones isométricas por grupos de Lie abelianos.

Definición 4.6.1. El toro n-dimensional es el grupo de Lie Tn = (S1)n.

Teorema 4.6.1. Los únicos grupos de Lie abelianos, compactos y conexos son de la forma Tn.

Demostración Sea G un grupo de Lie compacto, abeliano y conexo. Sea {Ei} una base de campos
izquierdo-invariantes en G. Defínase una métrica riemanniana en G declarando a {Ei} una base
ortonormal. Como G es abeliano y [Ei, Ej ] = 0, alrededor de cada punto existen coordenadas
xi tales que ∂

∂xi
= Ei. Esto implica que G es localmente plano. Por el teorema de Hopf-Killing

1.3.3 G = Rn/Γ, donde Γ es un subgrupo de isometrías de Rn que actúa de manera totalmente
discontinua en Rn. Se puede demostrar que tal sugrupo debe de ser isomorfo a Zn y por lo tanto
G = Rn/Zn ∼= Tn.

La demostración anterior también implica que en Tn los subgrupos a un parámetro son las
proyecciones de líneas en Rn (cfr. 5.1.1). Dicha línea está unívocamente determinada por el vector
inicial. Es bien sabido que cuando x = (q1, ..., qn) es un vector tal que sus coordenadas son ra-
cionalmente independientes entonces la proyección de la recta tx a Tn es una geodésica que cubre
densamente al toro.

Definición 4.6.2. Sea h el álgebra de Lie de un toro Tm. Se dice que x ∈ h es un generador
infinitesimal de Tm si {exp(tx)|t ∈ R} = Tm.
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El párrafo anterior demuestra que todo toro tiene un generador infinitesimal.

Definición 4.6.3. Un subgrupo T de G que es isomorfo a un toro es llamado un subtoro. Un toro
maximal en G es un subtoro T ⊂ G tal que si T ′ es un subtoro con T ⊆ T ′ entonces T ′ = T .

Teorema 4.6.2 (Cartan). Todo grupo de Lie posee un toro maximal. Cualesquiera dos toros ma-
ximales T, T ′ ⊂ G son iguales salvo conjugación. Esto es, existe g ∈ G tal que T ′ = gTg−1.

Como consecuencia inmediata se tiene que si T y T ′ son toros maximales de G entonces tienen
dimensiones iguales.

Definición 4.6.4. El rango de un grupo de Lie, rk(G), es dim(T ) donde T es un toro maximal.

Aplicado al caso geométrico,

Definición 4.6.5. El rango de simetría de una variedad completa es el rango de Iso(M) y se
denota por simrk(M).

Sea h el álgebra de Lie de un toro maximal T de Iso(M). Estos son los campos de Killing
asociados a los subgrupos a un parámetro de T . Como h es un álgebra de Lie abeliana, si X,Y ∈ h
son campos de Killing entonces [X,Y ] = 0.

Definición 4.6.6. Se ZZ(h) el conjunto de subvariedades de M que son ceros de algún elemento
de h, es decir

ZZ(h) = {N (M |∃X ∈ h tal que N es una componente conexa de Z(X)} .

Proposición 4.6.3. Sea M una variedad riemannianan completa y h el álgebra de Lie de un toro
maximal de Iso(M). Entonces:

1. Los campos de Killing en h son tangentes a cualquier N ∈ ZZ(h).

2. N ∈ ZZ(h) es maximal con respecto a la inclusión (en ZZ(h)) si y solo si la restricción de h
a N tiene dimensión dim(h)− 1.

Demostración . Sea X ∈ h y N ⊂ Z(X) una componente conexa. Si Y ∈ h entonces

Y g(X,X) = 2g(∇YX,X) = 2g([Y,X]−∇XY,X) = −2g(∇XY,X) = 0.

En la última igualdad se usó que ∇_Y es antisimétrica. Esto implica que el flujo de Y preserva
los conjuntos de nivel de g(X,X), en particular preserva a N y por lo tanto Y es tangente a N .

Sea X un campo de Killing en M y N una subvariedad totalmente geodésica de M . La segunda
forma fundamental de N se anula y las conexiones de N y M coinciden. Luego si X es tangente a
N entonces ∇_X es antisimétrica con respecto a la métrica inducida en N , es decir X también es
un campo de Killing en N .

Para la segunda parte sea X ∈ h y N = Z(X). Sea

h|N = {X|N |X ∈ h} .

hN es una subálgebra abeliana de Iso(N). Dado que X es 0 en N resulta que

dim h|N ≤ dim h− 1.
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Supóngase que dim h|N ≤ dim h−2 y sea Y ∈ h línealmente independiente deX tal que Y |N = 0.
Sea AX : TM → TpM un endomorfismo AX(v) = ∇vX. Si w ∈ Np y v ∈ N⊥p entonces por

4.4.11,
g(AX(w), V ) = −g(w,AX(v)) = 0,

lo cual indica que AX preserva N⊥p . Por otro lado,

AX ◦AY (V ) = ∇∇VXY = [∇VX,Y ]−∇Y∇VX,
AY ◦AX(V ) = ∇∇V YX = [∇V Y,X]−∇X∇V Y ;

también,
[∇VX,Y ] = [[V,X], Y ]− [∇XV, Y ],

[∇V Y,X] = [[V, Y ], X]− [∇Y V,X];

y finalmente, usando la identidad de Jacobi,

[[V,X], Y ] = [[V, Y ], X] + [V, [X,Y ]] = [[V, Y ], X].

Como X(p) = Y (p) = 0 resulta que AX ◦ AY = AY ◦ AX . Luego AX y AY se restringen a un
par de endomorfismos antisimétricos de N⊥p que conmutan entre si. Para lo que sigue se usará el
siguiente lema de álgebra líneal.

Lema 4.6.4. Sean A,B : V → V un par de automorfismos conmutativos y antisimétricos con res-
pecto a un producto interior en un espacio vectorial V de dimensión par. Existe una descomposición
de V

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn
en subespacios 2-dimensionales invariantes bajo A y B.

Demostración Las transformaciones A2 y AB son simétricas y conmutan entre sí. Luego son
simultáneamente diagonalizables. Sea v un eigenvector de A y AB. Obsérvese que

B(v) = B(
1

λ
A2(v)) =

1

λ
A(AB)(v) =

µ

λ
A(v)

y que
BA(v) = AB(v) = µv,

por lo que el espacio Av =< {v,A(v)} > es B-invariante. Como v es un eigenvector de A2, Av
también es A-invariante. Dado que A es antisimétrica y no singular v y A(v) son línealmente
independientes y consecuentemente Av es un espacio bidimensional. La antisimetría de A y B
implica que el complemento A⊥v también es A y B-invariante. Luego se ha descompuesto a V en

V = Av ⊕A⊥v ,

con cada sumando invariante bajo A y B. El resultado se sigue por inducción.

El lema anterior permite tomar un subespacio bidimensional V ⊂ N⊥p invariante bajo AX y AY .
Dado que el espacio de transformaciones antisimétricas de un espacio bidimensional es unidimen-
sional se puede encontrar una combinación líneal no trivial tal que λ1AX +λ2AY = 0 en V . Nótese
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que λ1AX + λ2AY = Aλ1X+λ2Y . Sea W = λ1X + λ2Y . W ∈ h es un campo de Killing no trivial
con W |N = 0 por lo que N ⊂ Z(W ). Además existe v ∈ N⊥p tal que

∇vW = 0,

lo cual implica, por el lema 4.4.11, que v ∈ TpZ(W ). Esto a su vez implica que N ( Z(W ). Luego
si N es maximal entonces dim h|N = dim h− 1.

Si N no es maximal entonces existe S ) N en ZZ(h). Sea Y ∈ h tal que S = Z(Y ). Como
N 6= S entonces X y Y deben de ser línealmente independientes. Además como Y |N es 0 entonces

dim h|N ≤ dim h− 2.

Sea Tm yM una acción isométrica en una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional
positiva. Tómese x ∈ h un generador infinitesimal. Por el teorema de Berger 4.6.3 si M tiene
dimensión par, el campo de Killing X generado por x tiene un 0 en p ∈ M . Esto implica que los
elementos exp(tx) fijan a p. Sin embargo los elementos exp(tx) forman un conjunto denso de Tm
por lo que todo elemento de Tm debe de fijar a p. En el caso general se tiene:

Proposición 4.6.5. Sea Tm y M una acción isométrica no trivial en una variedad riemanniana
cerrada de curvatura seccional positiva. Si Fij(Tm) = ∅ entonces existe p ∈M tal que Tm ·p = S1 ·p
para algún S1 ⊂ Tm, y esto ocurre solo cuando dim(M) es impar.

Obsérvese que en particular si m > 1 entonces cualquier acción Tm yM no es libre.

Demostración Nótese que si Γ = Nuc(Tm → Iso(M)) entonces Tm/Γ ∼= Tk tiene las mismas
órbitas que Tm por lo que podemos suponer que la acción Tm yM es efectiva cuando sea necesario.

Sea n = dim(M). Si n = 1 entonces M ∼= S1 y la afirmación es obvia. Si n = 2 entonces por el
comentario anterior Fij(Tm) 6= ∅.

Supóngase que n > 2 es un número impar y que m > 1 (si m = 1 la afirmación es trivial). Sea
S1 ⊂ Tm un subcírculo tal que la acción inducida S1 yM es no trivial.

Supóngase que S1 actúa libremente y por lo tanto M/S1 es una variedad riemanniana de cur-
vatura positiva (véase 4.3.15 y 4.1.3).

Sea π : M →M/S1 la proyección canónica y sea [p] = π(p). Si g ∈ Tm entonces g[p] = [gp] define
una acción suave de Tm yM ya que si h ∈ S1 se tiene ghp = hgp. La acción es isométrica puesto que
d([gp], [gq]) = ı́nf

{
d(hgp, kgq) = d(ghp, gkq) = d(hp, kq)|h, k ∈ S1

}
= d(S1 · p, S1 · q) = d([p], [q]).

Nótese que S1 ⊂ Tm actúa trivialmente en M/S1, por lo que la acción desciende a una acción
isométrica Tm/S1 ∼= Tm−1 yM .

M/S1 es una variedad riemanniana con curvatura positiva de dimensión par junto con una acción
isométrica de Tm−1. Por inducción Fij(Tm−1) 6= ∅, lo cual implica que existe una órbita S1 · p que
es invariante bajo los elementos en Tm−1. Consecuentemente Tm · p = S1 · p.

Si S1 no actúa libremente entonces existe p ∈ M tal que S1
p 6= ∅. Nótese que si g ∈ Tm, h ∈ S1

p

y y ∈ Fij(S1
p) entonces

h · (g · p) = g · h · p = g · p,
por lo que Fij(S1

p) es Tm-invariante. Sea N una componente de Fij(S1
p). N es una subvariedad

totalmente geodésica por lo que es una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional posi-
tiva y una acción isométrica Tm y M . Si la acción de Tm en N es trivial entonces N ⊂ Fij(Tm).
Si no, es posible elegir el círculo S1 ⊂ Tm y p ∈ M tal que Fij(S1

p) 6= M y luego dimN < n. Por
inducción existe un punto fijo o una órbita circular en N (⊂M).
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Corolario 4.6.6. Sea M es una variedad riemanniana cerrada n-dimensional con curvatura posi-
tiva. Si una acción Tm yM es isométrica y efectiva entonces m ≤

⌊
n+1

2

⌋
.

Demostración Como Tm actúa efectivamente enM se puede suponer que Tm es un toro contenido
en Iso(M) y luego m ≤ simrk(M). Sea T un toro maximal de Iso(M), se demostrará que

dimT ≤
⌊
n+ 1

2

⌋
inductivamente. Si n = 0 el resultado es claro. En n = 1 todo campo de Killing es constante por lo
que simrk(M) ≤ 1.

Supóngase que n ≥ 2.
Si n es par entonces ZZ(h) es no vacío por el teorema de Berger 4.5.3. Sea h el álgebra de Lie

de Tm y N ∈ ZZ(h) maximal. N es una subvariedad de codimensión par por lo que dimN ≤ n− 2
y por 4.6.3 dim h|N = dim h− 1. h|N es el álgebra de Lie de un toro T ′ en Iso(N). Por inducción,

dim h|N ≤
⌊

dim(N) + 1

2

⌋
≤
⌊
n− 2 + 1

2

⌋
;

por lo tanto,

dim h = dim h|N + 1 ≤
⌊
n− 1

2

⌋
+ 1 = bn+ 1

2
c.

Supóngase ahora que n es impar. Si ZZ(h) 6= ∅ entonces el argumento de arriba y la hipótesis
inductiva bastan para concluir lo que se afirma, así que supóngase que ZZ(h) = ∅. Si m = 1 la
afirmación es cierta.

Si m > 1 la acción Tm yM no puede ser libre, luego existe p ∈M tal que el grupo de isotropía
Tmp es no trivial. Tómese una componente N ⊂ Fij(Tmp ). Por la demostración anterior, se sabe que
N es Tm -invariante. Por la suposición ZZ(h) = ∅, el morfismo φTm : h → Iso(N) es inyectivo y
luego el núcleo de la acción Tm → Iso(N) es discreto. Esto es Tmp es discreto. Luego esto induce
una acción isométrica y efectiva Tm/Tmp ∼= Tm y N . N es una subvariedad totalmente geodésica
y por lo tanto una variedad cerrada de curvatura seccional positiva. Por hipótesis de inducción
m ≤

⌊
dim(N)+1

2

⌋
<
⌊
n+1

2

⌋
.

Corolario 4.6.7. Sean Tm y M una acción isométrica y efectiva en una variedad cerrada y
completa M n-dimensional (n ≥ 2) con curvatura seccional no negativa y h el álgebra de Lie de
Tm. Si m =

⌊
n+1

2

⌋
entonces existe N ∈ ZZ(h) de codimensión 2.

Demostración La prueba es inductiva. Si n = 2 y m = 1 entonces existe X ∈ h no cero. Por el
teorema de Berger 4.5.3 X tiene ceros. Por lo tanto existe F ∈ ZZ(h) de codimensión 2.

Sea n ≥ 3 y supóngase que ZZ(h) 6= ∅. SiN ∈ ZZ(h) es maximal entonces dim h|N = dim h−1 =⌊
n−1

2

⌋
. Dado que dim h|N ≤

⌊
dim(N)+1

2

⌋
y dim(N) ≤ n − 2 necesariamente dim(N) = n − 2. Es

decir, existe N ∈ ZZ(h) de codimensión 2.
Dado que para n par ZZ(h) nunca es vacío solo falta verificar que si n es impar entonces

ZZ(h) 6= ∅. Supóngase que n = 2r + 1 y ZZ(h) = ∅. Obsérvese que, por la demostración anterior,
Tm no actúa libremente y existe una subvariedad propia y totalmente geodésica N junto con
una acción isométrica y efectiva Tm y M . Luego m ≤

⌊
dim(N)+1

2

⌋
≤
⌊

(n−1)+1
2

⌋
= r. Esto es

contradictorio por lo que este caso nunca se presenta.
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Corolario 4.6.8. Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional con curvatura seccio-
nal positiva. Si simrk(M) = b(n+ 1)/2c entonces existe una acción isométrica y efectiva de S1 en
M con codimFij(S1) = 2.

Demostración Sea T un toro maximal de Iso(M), de dimensión b(n+ 1)/2c, y h su álgebra de
Lie. Por el corolario anterior 4.6.7 existe F ∈ ZZ(h) de codimensión dos. Esto es existe un campo
de Killing X ∈ h tal que Z(X) contiene una componente de codimensión 2. Si el subgrupo a un
parámetro generado por X es un círculo entonces ya se ha terminado. Supóngase que no genera un
círculo, y sea ϕt el flujo de X. Luego N es una componente de Fij({ϕt}). La cerradura {ϕt} es un
toro T ′ de dimensión > 1. Sea h′ el álgebra de Lie de T ′, dim h′ > 1. Como la acción de T en M es
continua Fij({γt}) = Fij({γt}), consecuentemente si Y ∈ h′ entonces Y |N = 0, lo cual implica que

dim h|N ≤ h− dim h′ ≤ dim h− 2.

Esto contradice la proposición 4.6.3. Luego X genera un círculo.

4.7. Conjetura de Hopf
En esta sección bi = bi(M) denota el i-ésimo número de Betti deM , esto es bi(M) = dimHi(M),

y la característica de Euler de M es la suma alternante χ(M) =
∑
i(−1)ibi(M).

Por el teorema de Gauss-Bonnet 1.2.9 cualquier superficie compacta que admita una métrica
con curvatura seccional positiva tiene característica de Euler positiva. Si M es una 4-variedad
compacta con curvatura seccional positiva entonces su grupo fundamental es finito y por tanto
Nχ(M) = χ(M̃) donde M̃ es su cubierta universal y N = |π1(M)|. Por otro lado como M̃ es
compacta (Teorema de Myers-Bonnet) y orientable entonces por la dualidad de Poincaré b1 = b3 =

0; de donde χ(M̃) = 1 + b2 + 1 > 0. Por lo tanto χ(M) > 0. Hopf conjeturó:

Conjetura 2 (Hopf). Toda variedad compacta de dimensión par con curvatura seccional positiva
tiene característica de Euler positiva.

Una de las direcciones de investigación más fructiferas en este tema es la de suponer cierto grado
de simetría. La estructura de subvariedades fijas de isometrías permite reconstruir la información
topológica de abajo hacia arriba. Consúltese [Kob95, Bre72] para más resultados en esta dirección.

Teorema 4.7.1 (Conner). Sea X un campo de Killing en una variedad compacta. Si las compo-
nentes de Z(X) son Ni entonces

χ(M) =
∑
i

χ(Ni).

Demostración Sean N1, . . . , Nm las componentes de Z(X). Sea ε > 0 lo suficientemente pequeño
de tal forma que exp((νNi)ε) sea una vecindad tubular para todo i = 1, . . . ,m, donde νNi es
el haz normal y (νNi)ε = {(p, v) ∈ νNi||v| < ε}. Sean Ui = exp((νNi)ε), Vi = exp((νNi)ε/2),
A = U1 ∪ · · · ∪ Um y B = M \ (V1 ∪ · · · ∪ Vm). Luego A y B forman una cubierta de M . Por la
sucesión de Mayer-Vietoris,

χ(M) = χ(A) + χ(B)− χ(A ∩B).

Sin embargo si {ϕt} es el flujo de X entonces para t suficientemente pequeño ϕt no tiene puntos
fijos fuera de Z(X) y por lo tanto en B y A ∩ B. Por otro lado es fácil ver que A, B y A ∩ B son
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invariantes bajo ϕt. Además el flujo mismo es una homotopía de ϕt a la identidad en los respectivos
subespacios. Por el teorema del punto fijo de Lefschetz [Bre93, Teorema 23.4, pág. 254],

χ(B) = 0 χ(A ∩B) = 0.

A es la unión ajena de Ui y Ui es retraíble a Ni por lo que χ(A) =
∑
i χ(Ni). Luego,

χ(M) = χ(A) =
∑
i

χ(Ni).

Corolario 4.7.2. Si M es una 6-variedad compacta que admite un campo de Killing entonces
χ(M) > 0.

Demostración Sea X un campo de Killing deM . Por el teorema de Berger 4.5.3 Z(X) no es vacío.
Sean N1, . . . , Nm las componentes de Z(X). Luego Ni es una subvariedad totalmente geodésica de
codimensión 2, es decir Ni es una variedad riemanniana completa de dimensión ≤ 4 con curvatura
seccional positiva. Por los comentarios de inicio de la sección χ(Ni) > 0. Luego por 4.7.1

χ(M) =
∑
i

χ(Ni) > 0.

Después de haber demostrado el teorema de Grove-Searle 5.3.5 se podrá establecer un resultado
más general, véase 5.3.6.

La información homológica que se extrae de las simetrías del espacio puede combinarse con la
clasificación algebraica de las variedades topológicas de dimensiones bajas para producir teoremas de
clasificación. El siguiente teorema de Hsiang-Kleiner motivó posteriores esfuerzos en la clasificación
de un espacio según el rango de simetría como se verá en 5.3.5. Su demostración se apoya en la
clasificación de Freedman [Fre82] de 4-variedades topológicas según la cual una variedad cerrada,
orientable y diferenciable M con 1 ≤ χ(M) ≤ 3 debe de ser S4 o CP 2.

Teorema 4.7.3 (Hsiang-Kleiner, 1989). Si M es una 4-variedad compacta, orientable, con curva-
tura positiva que admite una acción isométrica S1 y M entonces χ(M) ≤ 3 y por lo tanto M es
homeomorfa a S4 o CP 2.

Demostración Sean {Ni} las componentes de Fij(S1). Si X es el campo de Killing inducido por
S1 entonces Fij(S1) = Z(X) y luego

χ(M) =
∑
i

χ(Ni).

Cada Ni es una subvariedad totalmente geodésica y orientable de codimensión par. Si tenemos
codim(Ni) = 2 entonces Ni es una variedad riemanniana orientable con curvatura seccional positiva
y por tanto Ni es homeomorfa a S2 (cfr. 1.2.10). Por el teorema de Frankel a lo más puede existir
una esfera en Fij(S1). Luego Fij(S1) consta de una esfera más puntos aislados, o puros puntos
aislados.
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Si Fij(S1) contiene una esfera, entonces la acción S1 y M satisface las hipótesis del teorema
5.3.5 y por lo tanto M es difeomorfa a S4 o CP 2.

Supóngase que Fij(S1) = {p1, . . . , pm}. Los puntos fijos de la acción son puntos singulares en el
espacio de óbitas M/S1. Para estimar la cantidad de puntos aislados fijos se usará una propiedad
general de espacios de Alexandrov

Lema 4.7.4. La q-extensión de un espacio métrico compacto X es por definición

xtqX =

(
q

2

)−1

máx
x1,...,xq∈X

∑
i<j

d(xi, xj).

En un espacio de Alexandrov completo X con curvatura ≥ k ≥ 0, si x0, . . . , xq son q+ 1 puntos
cualesquiera de X, entonces ∑q

i=0 xtqΣxi
q + 1

≥ π/3.

Si k > 0 la desigualdad es estricta.

Demostración Sean xixj geodésicas minimizantes. Considérense tres puntos xi, xj y xk y sea
∆x̄ix̄j x̄k un triángulo de comparación en R2. Por el teorema de globalización C.2.1,

]xixjxk + ]xjxkxi + ]xkxixj ≥ ]x̄ix̄j x̄k + ]x̄j x̄kx̄i + ]x̄kx̄ix̄j = 2π.

Nótese que la desigualdad anterior es estricta si k > 0.∑
∆xixjxk

]xixjxk + ]xjxkxi + ]xkxixj ≥
∑

∆xixjxk

2π =

(
q + 1

3

)
2π =

(q + 1)q(q − 1)π

3
.

Sin embargo,∑
∆xixjxk

]xixjxk + ]xjxkxi + ]xkxixj = 2
∑
i

∑
j<k

]xjxixk ≤ q(q − 1)
∑
i

xtqΣxi .

Por lo tanto, ∑q
i=0 xtqΣxi
q + 1

≥ π/3.

Supóngase que Fij(S1) = {x0, x1, . . . , xn}. Se demostrará que xt3Σxi ≤ π/3 y luego por el lema
n < 4.

Si S = Bε(xi) es una rebanada en xi entonces, por 4.1, la acción de S1 en S es línealmente
equivariante a

eiθ(z1, z2) = (eik1θz1, e
ik2θz2),

con (k1; k2) = 1. Recuérdese que el espacio de direcciones Σxi es isométrico a S3/S1 donde S3 es la
esfera unitaria en TxiM y S1 actúa a través de la representación de isotropía. Salvo por las órbitas
O1 =

{
(0, eik2θz2)

}
y O2 =

{
(eik1θz1, 0)

}
, la acción en S3 es libre. Sea Xk1,k2 = (S3−(O1∪O2))/S1.

Dado queXk1,kj es denso en Σxi , si se verifíca que
∑
i<j d(xi, xj) ≤ π para cualquier terna de puntos

en Xk1,k2 , entonces se seguiría que xt3Σxi ≤ π/3.
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En el caso (k1, k2) = (1, 1) el cociente Σxi
∼= S1(0)/S1 ⊂ TxiS/S1 es CP 1 que es isométrico a

S1/2(0) ⊂ R3. Nótese que cualesquiera tres puntos en S2 satisfacen d(p1, p2)+d(p2, p3)+d(p1, p3) ≤
2π. Esto ya que la distancia en S2 entre dos puntos es el ángulo formado entre ellos, y cualesquiera
tres triángulos forman un prisma triangular en R3 cuyos ángulos en el vértice necesariamente suman
≤ 2π. Nótese que S1/2(0) es S2 reescalada por un factor de 1/2 por lo que dS1/2(0)(x1, x2) +
dS1/2(0)(x2, x3) + dS1/2(0)(x1, x3) ≤ π. Por lo tanto xt3Σxi ≤ π/3.

Para el caso general se construye una función que no aumenta distancias de X1,1 a Xk1,k2 . Es
claro que bajo estas circunstancias xt3X1,1 ≥ xtrXk1,k2 . Consúltese el artículo original [HK89] para
los detalles.

En conclusión Fij(S1) consta de a lo más tres puntos. Luego 1 ≤ χ(M) ≤ 3.

Uno de los problemas más intuitivamente sencillos y que sin embargo no ha podido ser resuelto
es la siguiente conjetura de Hopf:

Conjetura 3 (Hopf). S2 × S2 admite una métrica con curvatura seccional positiva.

El teorema anterior nos dice que de existir una métrica en S2 × S2 con curvatura seccional
positiva, ésta solo podría admitir una cantidad finita de isometrías. Sin embargo no se sabe mucho
más.



Capítulo 5

Clasificación

Las variedades simétricas es el tema principal de este capítulo. En la primera sección se hace una
introducción de una familia, junto con una subclase importante, de espacios con alto grado de sime-
tría. Alto grado de simetría se refiere a la situación en la cual hay suficientes isometrías para llevar
un punto a cualquier otro. En estos espacios todos los puntos son geométricamente indistinguibles.
Este tipo de espacios son llamados homogéneos. Como se verá los espacios homogéneos pueden ser
estudiados y clasificados desde una perspectiva algebraica y en particular se han clasificado todos
los espacios homogéneos que admiten curvatura seccional positiva. Se exponen los rudimentos del
programa de clasificación pero nos quedamos lejos de dar la clasificación.

En la segunda sección se exploran los espacios con máxima simetría. Se vió en el capítulo
anterior que el grupo de isometrías G de una variedad completa Mn es un grupo de Lie y que
dim(G) ≤ n(n+ 1)/2, luego es natural preguntarse por el caso en el que dim(G) = n(n+ 1)/2. Se
logra una clasificación de estos espacios, que resultan ser espacios de curvatura seccional constante.

Finalmente se expone la demostración del teorema que motivó el presente trabajo. Es un resul-
tado que clasifica las variedades con curvatura seccional positiva y máximo rango de simetría, en el
sentido de 4.6.5.

5.1. Ejemplos

En esta sección se presenta la familia más importante de espacios simplemente conexos con
curvatura seccional positiva. A saber los espacios homogéneos y los espacios simétricos de rango 1.

5.1.1. Espacios Homogéneos

En esta sección se usa el contenido del apéndice B. Para mayor detalle consultar [Hel79, Bes07].
Una variedad homogénea es un espacio en el cual no se puede determinar la posición de un

habitante por mediciones locales, cualesquiera dos puntos en el espacio son métricamente idénticos
(localmente). La familia de variedades homogéneas agotan casi por completo los ejemplos conocidos
de variedades simplemente conexas con curvatura seccional positiva: las únicas variedades simple-
mente conexas de dimensión mayor a 24 que admiten métricas completas con curvatura seccional
positiva que se conocen son difeomorfas a variedades homogéneas (y más aún simétricas). Además
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ocurre que gran parte de la información geométrica de estos espacios puede ser traducida al lenguaje
de las álgebras de Lie por lo que su compresión y clasificación se puede llevar a cabo [Wal72, Ber76].

Definición 5.1.1. Una variedad riemanniana M es homogénea si Iso(M) actúa transitivamente
en M , esto es si para todo par de puntos x, y ∈M existe ϕ ∈ Iso(M) tal que ϕ(x) = y.

Dado que todos los puntos tienen vecindades isomorfas, es inmediato que las geódesicas se
pueden extender al infinito por lo que

Proposición 5.1.1. Toda variedad riemanniana homogénea es completa.

Muchas veces un grupo de Lie G actúa transitiva, efectiva e isométricamente en M sin ser todo
el grupo de isometrías en M , por ejemplo SO(n + 1) en Sn, o Rn en Rn (por traslaciones), sin
embargo los grupos de isometrías de Sn y Rn son, respectivamente, O(n+ 1) y Rn nO(n).

Por otro lado si G actúa transitiva e isométricamente en M , p ∈ M y K = Gp entonces existe
un único subgrupo normal N maximal contenido en K. Es fácil ver que G′ = G/N actúa transitiva
y efectivamente en M con grupo de isotropía K/N . Luego cualquier acción transitiva e isométrica
puede reducirse a una efectiva. Dado que a veces es conveniente trabajar con un subgrupo de
Iso(M), definimos

Definición 5.1.2. Una variedad riemanniana M es G-homogénea si G es un subgrupo cerrado de
Iso(M) que actúa transitivamente en M .

Fijemos una variedad riemanniana G-homogénea M y p ∈ M . El subgrupo de isotropía en p,
K = Gp, es un subgrupo compacto de G, y además por el teorema 4.1.4

Proposición 5.1.2. Si M es una variedad riemanniana G-homogénea, p ∈ M , y K = Gp es el
subgrupo de isotropía, entonces M es difeomorfa a G/K.

La ventaja de trabajar con variedades homogéneas es que la curvatura de la variedad está
completamente determinada por sus valores en un solo punto (puesto que cualquier par de puntos
tienen vecindades isométricas), y aún más, como se verá posteriormente, estos valores a su vez
están determinados por las estructuras de las álgebras de Lie de G y K. El problema geométrico se
convierte en uno puramente algebraico.

Proposición 5.1.3. Una variedad riemanniana G-homogénea es compacta si y solo si G es com-
pacto.

Demostración Si G es compacto, entonces es claro que G/K ∼= M es compacto, donde K es el
subgrupo de isotropía Gp para cualquier punto p ∈M . Si M es compacto, entonces por el teorema
de Steenrod-Myers 4.1.5 Iso(M) es un grupo de Lie compacto, y G es un subgrupo cerrado por lo
tanto compacto.

Sea p ∈M fijo y K = Gp. Se sabe que π : G→ G/K ∼= M es una sumersión y que Nuc dπe = k.
Además si X ∈ g y exp(tX) es el subgrupo a un parámetro de G generado por X entonces

dπe(X) =
d

dt

∣∣∣
t=0

π(exp(tX)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

exp(tX) · p = Xp

donde X es el flujo isométrico inducido por exp(tX) (compárese con 4.4.3). Esto muestra que es
posible encontrar X1, ..., Xn campos de Killing en M tales que (X1)p, ..., (Xn)p son base de TpM .



5.1. EJEMPLOS 87

Sea k ∈ K y Xp ∈ TpM el valor en p del campo de Killing generado por X ∈ g. Entonces

dµk(Xp) =
d

dt

∣∣∣
t=0

µk(exp(tX)·p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

k·exp(tX)·k−1p =
d

dt

∣∣∣
t=0

exp(tAd(k)(X))·p = Ad(k)(X)p

Dado que se puede identificar a TpM con g/k entonces

Proposición 5.1.4. La representación de isotropía de K → O(TpM) es isomorfa a la representa-
ción Adg/k : K → Gl(g/k) dada por

Adg/k(k) ◦ π = π ◦Ad(k)

donde π : g→ g/k es la proyección canónica.

Si p es cualquier complemento de k, i.e. g = p ⊕ k, entonces g/k es isomórfo a p, por lo que se
puede identificar a TpM con p, sin embargo la representación de isotropía no necesariamente respeta
dicha descomposición. Así, en términos practicos, una elección arbitraria no es deseable. Nótese que
Ad(K) es un grupo compacto y luego (cfr. B.4.3) existe un producto interior Ad(K)-invariante en
g. Se usará la notación (, ) para denotar el producto interior en g. Sea p = k⊥ y obsérvese que si
X ∈ p, Y ∈ k y k ∈ K entonces

(Ad(k)(X), Y ) = (X,Ad(k−1)(Y )) = 0

y por lo tanto p es Ad(K)-invariante.
Sea p un complemento Ad(K)-invariante de k fijo. Juntando las proposiciones anteriores se ve

que es posible identificar a TpM con p a través de X 7→ Xp y que con esta identificación la isotropía
actúa en p a través de la representación adjunta en p.

Proposición 5.1.5. Sea M una variedad riemanniana G-homogénea, K el subgrupo de isotropía
en p ∈M y p un complemento Ad(K)-invariante de k en g. Las métricas invariantes bajo la acción
GyM están en correspondencia biyectiva con los productos interiores Ad(K)-invariantes en p.

Demostración Para evitar confusiones se usará 〈, 〉 para denotar la métrica en M . Sea 〈, 〉 una
métrica G-invariante en M . Definimos un producto interior en p como la métrica 〈, 〉 en TpM ∼= p.
Dado que los elementos de K actúan por isométrias en M , dejan este producto interior invariante.
La acción de K en p es a través de AdK y por lo tanto el producto interior definido en p es Ad(K)-
invariante. Si (, ) es un producto interior Ad(K)-invariante en p defínase un producto interior en
TpM a través de

〈Xp, Y p〉p = (X,Y )

para cualesquiera X,Y ∈ p. Nótese que este producto interior es invariante bajo la representación
de isotropía. Extiendase 〈, 〉 a una métrica definiendo

〈X,Y 〉q = 〈dµ−1
g (X), dµ−1

g (Y )〉p

donde g ∈ G es cualquier elemento tal que gp = q. Si g′ ∈ G es tal que g′p = q entonces g′g−1 ∈ K
y por lo previamente mencionado la elección no resulta importante, i.e. 〈X,Y 〉 está bien definida.
Es claro que la métrica es izquierdo invariante.
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Recuérdese (4.4.7) que la función ϕG : g → iso(M) dada por ϕ(X) = X es un morfismo de
álgebras de Lie donde la estructura de álgebra de Lie en iso(M) está dada por

[X,Y ]iso(M) = −[X,Y ]

Es decir
[X,Y ] = −[X,Y ]

Esto adquiere una gran importancia a la luz de la siguiente proposición:

Proposición 5.1.6. Sean X,Y, Z campos de Killing en M , entonces

2g(∇XY, Z) = g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y ) + g([Y, Z], X)

Demostración Nótese que si X,Y son campos de Killing entonces

g([X,Z], X) = g(∇XZ,X)− g(∇ZX,X)

Por la caracterización de los campos de Killing 4.5, g(∇XZ,X) = 0 y −g(∇ZX,X) = g(∇XX,Z)
y luego

g([X,Z], X) = g(∇XX,Z)

Luego si X,Y, Z son campos de Killing, X + Y también lo es y por lo tanto

g([X + Y,Z], X + Y ) = g(∇X+YX + Y,Z)

Se calcula cada lado de la ecuación por separado

g([X + Y,Z], X + Y ) = g([X,Z], X) + g([X,Z], Y ) + g([Y,Z], X) + g([Y, Z], Y ) (5.1)

y
g(∇X+YX + Y,Z) = g(∇XX,Z) + g(∇XY, Z) + g(∇YX,Z) + g(∇Y Y, Z)

Al igualar y eliminar términos comunes la ecuación 5.1 se reduce a

g([X,Z], Y ) + g([Y,Z], X) = g(∇XY,Z) + g(∇YX,Z) = g(∇XY,Z) + g(∇XY, Z)− g([X,Y ], Z)

Sean X,Y, Z ∈ p. Por el resultado anterior

2〈∇XY , Z〉 = 〈[X,Y ], Z〉+ 〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y ,Z], X〉

Dado que [X,Y ] = −[X,Y ] y que todo elemento de g puede ser descompuesto W = V1 +V2 con
v1 ∈ p y V2 ∈ k, y considerando que k = Nuc dπe se puede reescribir la ecuación anterior como

2〈∇XY , Z〉 = −〈[X,Y ]p, Z〉 − 〈[X,Z]p, Y 〉 − 〈[Y,Z]p, X〉

donde Xp es la componente de X en p.
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Proposición 5.1.7. Sea G/K = M una variedad riemanniana homogénea, p un complemento
Ad(K)-invariante de k ⊂ g y K = Gp con p ∈ M . Si se identifica TpM con p, entonces en p se
satisface

∇XYp = −1

2
[X,Y ]p − U(X,Y ) (5.2)

donde U : p× p→ p está definida por

2〈U(X,Y ), Z〉 = 〈[X,Z]p, Y 〉+ 〈[Y,Z]p, X〉
Dado que la curvatura es un tensor es posible obtener una fórmula de la curvatura sólo en

términos de p. El siguiente teorema da una fórmula general para la curvatura en cualquier variedad
homogénea M = G/Gp, la demostración no es más que un largo cálculo con la fórmula 5.2.

Proposición 5.1.8. Si se identifica TpM con p, entonces la curvatura en p satisface

Rm(X,Y,X, Y )p = −3

4
|[X,Y ]p|2 −

1

2
〈[X, [X,Y ]g]p, Y 〉

− 1

2
〈[Y, [Y,X]g]p, X〉+ |U(X,Y )|2 − 〈U(X,X), U(Y, Y )〉

(5.3)

Ejemplo Si G es un grupo de Lie con una métrica izquierdo invariante, entonces G es un espacio
homogéneo con grupo de isotropía trivial. Luego p = g y la fórmula 5.3, con g en vez de p, determina
por completo la curvatura de dicho espacio.

Si además la métrica es Ad(G)-invariante, (i.e. derecho invariante bajo la acción de G), entonces
los mapeos ad(X) : g→ g son antisimétricos con respecto a la métrica pues si se deriva la ecuación

〈Ad(exp(tX))(Y ), Ad(exp(tX))(Z)〉 = 〈Y,Z〉
obtenemos

〈[X,Y ], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉 = 0

Esto tiene como consecuencia que

2〈U(X,Y ), Z〉 = 〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y,Z], X〉 = −〈Z, [X,Y ]〉 − 〈Z, [Y,X]〉 = 0

y luego U = 0. También

−〈[X, [X,Y ]], Y 〉 − 〈[Y, [Y,X]], X〉 = 〈[X,Y ], [X,Y ]〉+ 〈[X,Y ], [Y,X]〉 = 2|[X,Y ]|2

por lo que para métricas bi-invariantes la curvatura está dada por

Rm(X,Y,X, Y ) = |[X,Y ]|2 (5.4)

Proposición 5.1.9. Todo grupo de Lie compacto admite una métrica con curvatra seccional no
negativa.

Demostración Dado que todo grupo de Lie compacto admite métricas bi-invariantes (cfr. B.4.4),
el resultado se sigue de la fórmula 5.4.

Espacios normales Cuando el producto interior de p se puede extender a un producto interior
Ad(G)-invariante de g y se tiene que p = k⊥, decimos que M = G/K es un espacio normal. En este
caso el razonamiento anterior se sigue y por lo tanto la curvatura en p ∈M está dada por

Rm(X,Y,X, Y ) =
1

4
|[X,Y ]p|2 + |[X,Y ]k|2 (5.5)

El producto interior en g induce una métrica bi-invariante en G de tal forma que π : G→ G/M es
una sumersión riemanniana. Obsérvese que 5.5 coíncide con 4.4.
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5.1.2. Espacios Simétricos

Los espacios simétricos son una especie de espacios homogéneos que además poseen una simetría
adicional en cada punto. Sea M una variedad riemanniana y p ∈ M . Considérese una vecindad
normal Br(p) y la función fp : Br(p)→ Br(p) definida por

fp(exp(X)) = exp(−X)

Dicha función es llamada una reflexión geodésica.

Definición 5.1.3. Una variedad riemanniana M es localmente simétrica si las reflexiones geodé-
sicas fp son isometrías para todo p ∈M .

En ciertos casos las reflexiones geodésicas pueden extenderse a isometrías fp : M →M . Nótese
que dicha isometría está completamente determinada por fp(p) = p y (dfp)p = −Id.

Definición 5.1.4. Una variedad riemanniana M es simétrica si para todo p ∈ M existe una
isometría fp ∈ Iso(M) tal que f(p) = p y (dfp)p = −Id.

Resulta que todo espacio localmente simétrico es localmente isométrico a un espacio simétrico,
más aún (véase [Hel79, Teorema 5.6]):

Teorema 5.1.10. Una variedad riemanniana completa, simplemente conexa y localmente simétrica
es simétrica.

Además

Proposición 5.1.11. Una variedad riemanniana M es localmente simétrica si y solo si el tensor
de curvatura es paralelo, i.e. ∇R = 0.

Demostración Sea M localmente simétrica y p ∈ M . Recuérdese que ∇R es el (1, 4)-tensor
definido por

∇R(X,Y, Z,W ) = ∇XR(Y, Z)W −R(∇XY, Z)W −R(Y,∇XZ),W −R(Y,Z)∇XW

La reflexión geodésica fp : Br(p)→ Br(p) es una isometría y por lo tanto preserva la conexión y la
curvatura. Luego ∇R satisface

−∇R(X,Y, Z,W ) = dfp(∇R(X,Y, Z,W )) = ∇R(dfp(X), dfp(Y ), dfp(Z), dfp(W ))

= ∇R(−X,−Y,−Z,−W ) = ∇R(X,Y, Z,W )

En consecuencia, ∇R = 0.
Supóngase que R es paralelo. Se demostrará que fp es una isometría usando el teorema de Cartan

1.2.1. Claramente I = −Id es una isometría de TpM y luego, por el teorema de Cartan, basta con
verificar que, si Pγ es el transporte paralelo a lo largo de una geodésica radial γ e Iγ = Pγ ◦ I ◦P−γ
entonces

Iγ(R(X,Y )Z) = R(Iγ(X), Iγ(Y ))Iγ(Z)

para todo X,Y, Z ∈ TpM .
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Sea γ : [0, l] → M una geodésica radial. Sean X,Y, Z ∈ TpM y considérense sus extensiones
paralelas X,Y , Z a γ. Dado que R es paralelo

0 = ∇R(γ′, X, Y , Z) = ∇γ′R(X,Y )Z −R(∇γ′X,Y )Z −R(X,∇γ′Y )Z −R(X,Y )∇γ′Z
= ∇γ′R(X,Y )Z

Es decir, R(X,Y )Z es un campo paralelo a lo largo de γ. Dado que I = −Id, el resultado se sigue
de que

R(−X,−Y )− Z = −R(X,Y )Z

Luego, si M es una variedad completa y localmente simétrica, su cubriente universal M̃ es
simétrico (ya que el paralelismo del tensor de curvatura es una cuestión local) y M = M̃/Γ, donde
Γ ∼= π1(M) es un subgrupo discreto de Iso(M̃).

En lo que resta de esta sección solo se trabajará con variedades simétricas.

Proposición 5.1.12. Toda variedad riemanniana simétrica es completa.

Demostración Sea γ : [0, l)→M una geodésica. Tómese l/2 < s < l y sea p = γ(s). Dado que fp
es una isometría y (dfp)p = −Id, la geodésica γ

∣∣
[0,s]

se mapea a una geodésica σ : [0, l] → M con
σ(0) = p y σ′(0) = γ′(s). Luego γ se puede extender.

Proposición 5.1.13. Toda variedad riemanniana simétrica es homogénea.

Demostración Sean p, q ∈M y pq una geodésica entre p y q (existe ya que M es completa por el
resultado anterior). Si m ∈ pq es el punto medio de pq entonces la reflexión geodésica fm invierte
los extremos de la geodésica pq. Es decir fm(p) = q.

Sea p ∈ M y γ una geodésica tal que γ(0) = p. Si X es un campo paralelo a lo largo de γ,
entonces dfp(X) es un campo paralelo a lo largo de fp(γ). Dado que los campos paralelos están
completamente determinados por su valor en un punto es claro que dfp(X(t)) = −X(−t). Tómese
t ∈ R y defínase m = γ(t/2) y q = γ(t). Considérese el isomorfismo

τt = fq ◦ fm

que manda γ(s) en γ(s+ t). Por las consideraciones anteriores, si X es un campo paralelo a lo largo
de γ entonces dτt(X(s)) = X(s + t), esto es dτt es el transporte paralelo de γ(s) a γ(s + t) a lo
largo de γ. Puesto que las isometrías están unívocamente determinadas por su valor y diferencial
en un punto resulta que τt+s = τt ◦ τs. En resumen

Proposición 5.1.14. En una variedad simétrica M , toda geodésica γ es la órbita de un subgrupo
a un parámetro de isometrías de M cuyas diferenciales son el transporte paralelo a lo largo de γ.

Fíjese p ∈M y sean G = Iso(M), K = Iso(M)p y g, k sus álgebras de Lie respectivas.
Las transformaciones τt reciben el nombre de transvecciones. Dada una familia a un parámetro

de transvecciones en p, τt = exp(tX) para algún X ∈ g, si X es el campo de Killing inducido,
entonces

(∇ZX)p =
D

dt

∂

∂s
τs(β(t)) =

D

ds

∂

∂t
τs(β(t)) =

D

dt
dτs(Z) = 0
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donde Z ∈ TpM y β : (−ε, ε) → M es una curva diferenciable con β(0) = p y β′(0) = Z, puesto
que dτs es el transporte paralelo a lo largo de τt(p). Luego se puede dividir a g en

g =
{
X ∈ g | Xp = 0

}
⊕
{
X ∈ g | (∇X)p = 0

}
= k⊕ p

donde p se define como el espacio p =
{
X ∈ g | (∇X)p = 0

}
.

Desde un punto de vista intrínseco a G, se puede definir un automorfismo en G, σ : G → G,
a través de σ(g) = f−1

p ◦ g ◦ fp = fp ◦ g ◦ fp. Nótese que σ2 = id por lo que dσ : g → g es una
involución de g.

Si h ∈ K entonces σ(h) = h puesto que fp ◦ h ◦ fp es una isometría que fija a p y que tiene
diferencial en p igual a d(fp ◦ h ◦ fp) = −Id ◦ dhp ◦ (−Id) = h, además si τt es una familia a un
parámetro de transvecciones en p con campo de Killing inducido X entonces no es díficil verificar
que σ(τt) es una familia a un parámetro de transvecciones en p con campo de Killing inducido −X.

Toda involución de un espacio vectorial T : V → V induce una descomposición T = E1 ⊕ E−1

donde Eλ es el eigenespacio del eigenvalor λ. La descomposición se puede ver fácilmente de x =
1
2 (x+ T (x)) + 1

2 (x− T (x)). Por lo anterior

k = {X ∈ g | dσ(X) = X}
p = {X ∈ g | dσ(X) = −X}

Con esta caracterización resulta secillo mostrar que

Proposición 5.1.15. Los subespacios k y p de g satisfacen:

[k, k] ⊂ k

[k, p] ⊂ p

[p, p] ⊂ k

(5.6)

Demostración σ es un morfismo de grupos de Lie dσ es un morfismo de álgebras de lie y por lo
tanto dσ[X,Y ] = [dσ(X), dσ(Y )], de donde se sigue la afirmación.

Esto parecería implicar que p es Ad(K)-invariante, al menos en el caso en que K sea conexo, sin
embargo esto también es consecuencia de lo siguiente. Si h ∈ K y τt es una familia a un parámetro
de transvecciones en p, entonces h−1◦τt◦h también es una familia a un parámetro de transvecciones
en p: si τt(p) = expp(tX) y Y = dh−1

p (X) entonces

(h1 ◦ τt ◦ h)(p) = h−1 ◦ τt(p) = h−1(expp(tX)) = expp(dh
−1
p (tX)) = expp(tY )

Luego se tiene que M = G/K y g = k⊕ p donde p es Ad(K)-invariante. Puesto que [p, p] ⊂ p se
tiene que U = 0 (cfr. 5.1.7 ) y que [X,Y ]p = 0 para todo X,Y ∈ p, por lo tanto

Proposición 5.1.16. La curvatura en p ∈M se puede calcular a través de la fórmula

R(X,Y )Z = [Z, [Y,X]] (5.7)

en donde se ha identificado a TpM con p.
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Demostración Por los comentarios anteriores y la fórmula 5.1.8, se obtiene que

Rm(X,Y,X, Y )p = −1

2
(〈[X, [X,Y ]], Y 〉+ 〈[Y, [Y,X]], X〉)

Sin embargo la métrica en p es invariante bajo Ad(K) y por lo tanto

〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉 = 0

para todo Z ∈ k, en particular para [X,Y ] ∈ k. Luego

−1

2
(〈[X, [X,Y ]], Y 〉+ 〈[Y, [Y,X]], X〉) =

1

2
(〈[X, [Y,X]], Y 〉+ 〈[[Y,X], Y ], X〉)

=
1

2
(〈[X, [Y,X]], Y 〉 − 〈Y, [[Y,X], X]〉)

=
1

2
(〈[X, [Y,X]], Y 〉+ 〈[X, [Y,X]], Y 〉)

= 〈[X, [Y,X]], Y 〉

Si se define un 4-tensor en p dado por S(X,Y, Z,W ) = 〈[Z, [Y,X]],W 〉 entonces resulta que S tiene
las mismas simetrías que el tensor de curvatura. Además S(X,Y,X, Y ) = Rm(X,Y,X, Y ). Por la
proposición 1.1.2

Rm = S

y por lo tanto R(X,Y )Z = [Z, [Y,X]].

Definición 5.1.5. Una descomposición de Cartan de una álgebra de Lie g, es una descomposición
g = k⊕ p tal que:

1. [k, k] ⊂ k.

2. [k, p] ⊂ p.

3. [p, p] ⊂ k.

4. El subespacio ad(k)
∣∣
p
(véase B.2.3) es el álgebra de Lie de un subgrupo compacto de GL(p).

Se ha visto que todo espacio simétrico M induce una descomposición de Cartan en el álgebra
de Lie de G = Iso(M).

Teorema 5.1.17. Toda descomposición de Cartan g = k ⊕ p induce un único espacio simétrico
M = G/K simplemente conexo, donde G es un grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de
Lie g y K es el subgrupo que corresponde a k.

Demostración Sea g = k ⊕ p una descomposición de Cartan. Se sabe que a toda álgebra de Lie
le corresponde un único grupo de Lie conexo y simplemente conexo G tal que TeG ∼= g. Esto se
demuestra como sigue.

Por el teorema de Ado [FH91, Sección E.2, pág. 500] es posible encajar a g como una subálgebra
de gl(V ) para algún espacio vectorial finito dimensional V . A esta subálgebra le corresponde un
único subgrupo de Lie conexo G′ ⊂ GL(V ) cuya álgebra de Lie es g (B.3.6). La cubierta universal
π : G → G′ tiene una única estructura de grupo de Lie tal que π es un morfismo de grupos de



94 CAPÍTULO 5. CLASIFICACIÓN

Lie. Con dicha estructura G tiene a g como álgebra de Lie, para mostrar esto basta con ver que π
es isomorfismo local en e. Si H es otro grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie ∼= g
entonces el isomorfismo Ge ∼= He se extiende a un isomorfismo G ∼= H por B.3.5. Por lo tanto existe
un único grupo de Lie conexo y simplemente conexo G tal que Ge ∼= g.

Sea K el subgrupo de Lie conexo que corresponde a la subálgebra k ⊂ g (nótese que k es una
subálgebra de Lie por la condición [k, k] ⊂ k).

Sea 〈, 〉 cualquier producto interior ad(k)
∣∣
p
-invariante en p. Dicho producto interior existe por

B.4.3. Con esta métrica en p el espacio G/K es una variedad riemanniana homogénea.
Considérese la involución de g dada por

σ∗(x) =

{
x x ∈ k

−x x ∈ k

No es difícil verificar que σ∗ es un morfismo de álgebras de Lie. Dado que G es simplemente conexo
existe un morfismo de grupos de Lie σ : G→ G tal que dσ = σ∗. Además como (σ∗)2 = Id se tiene
que σ2 = Id. Nótese que por la definición de σ∗ el subgrupo K queda fijo bajo la acción de σ. Por
lo tanto σ induce un mapeo suave f : G/K → G/K tal que f(π(x)) = π(σ(x)) donde π : G→ G/K
es la proyección canónica. Sea p = eK ∈ G/K = M y obsérvese que si X ∈ TpM ∼= p entonces

dfp(X) =
d

dt
f(exp(tX)H) =

d

dt
f(π(exp(tX))) =

d

dt
π(σ(exp(tX))) =

d

dt
π(exp(−tX)) = −X

y por lo tanto dfp = −Id es una isometría.
Sea g ∈ G y X ∈ TgpM ∼= p, entonces

dfgp(X) =
d

dt
f(g · exp(tX)K) =

d

dt
f(π(g · exp(tX)))

=
d

dt
π(σ(g · exp(tX))) =

d

dt
π(σ(g) · σ(exp(tX)))

=
d

dt
π(Lσ(g)(exp(−tX))) =

d

dt
µπ(σ(g))(π(exp(−tX)))

= dµπ(σ(g))(−X)

donde Lg es multiplicar por g por la izquierda y µg : M → M es el difeomorfismo asociado. Dado
que µg es una isometría para todo g ∈ M , entonces dfgp es una isometría y por lo tanto f es una
isometría de M . Esto muestra que M es un espacio simétrico.

Para demostrar que M es simplemente conexo se ocupa la sucesión exacta de grupos de homo-
topía para fibraciones de Serre (aplicada a la fibración K ↪→ G→M) cuya demostración se puede
consultar en [Bre93, Teorema 6.7, pág 453].

En consecuencia la clasificación de espacios simétricos simplemente conexos se puede reducir a
un problema algebraico.

Considérese el problema de clasificar los espacios simétricos con curvatura seccional positiva. Sea
M = G/M un espacio simétrico compacto, conexo y simplemente conexo con curvatura seccional
positiva. El primer paso importante es notar que la representación de isotropía ad(K) en p es
irreducible.

Definición 5.1.6. Un espacio simétrico M es irreducible si la representación de isotropía es irre-
ducible.
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Proposición 5.1.18. Sea M un espacio simétrico con curvatura seccional positiva. Entonces la
representación de isotropía es irreducible.

Demostración Se dará solo un bozquejo puesto que algunas herramientas importantes no han
sido demostradas. Se hará primero una construcción importante. Sea γ : [0, a] → M una curva
diferenciable (a pedazos) en M tal que γ(0) = p y γ(a) = p. El transporte paralelo a lo largo de γ,
Γγ , es una isometría de TpM . La colección de transportes paralelos Γγ para todas las curvas cerradas
en p forma un grupo llamado el grupo de holonomía, denotado por Hol(p,M). Dicho grupo actúa
naturalmente en TpM y la acción Hol(p,M) y TpM es llamada la representación de holonomía
en p. Es sencillo mostrar que Hol(p,M) y la representación de holonomía no dependen de p ∈ M ,
si se toma otro punto p ∈ M entonces los grupos son isomorfos y las representaciones isomorfas
(como representaciones). Es un teorema importante de Borel y Lichnerowicz que Hol(p,M) es un
subgrupo cerrado de O(TpM) y por lo tanto admite una estructura de grupo de Lie.

En el caso de una variedad simétrica se puede tomar cualquier curva diferenciable por pedazos
γ y aproximarla por pedazos de geodésicas. Dado que el transporte paralelo a lo largo de dichas
geodésicas está dado por un elemento de G la composición de los transportes paralelos a lo largo de
la curva es un elemento de la representación de isotropía. La aproximación puede hacerse tan buena
como se quiera y por lo tanto Γγ es un elemento de la representación de isotropía. En resumen
Hol(p,M) ⊂ K.

Ahora, si la representación de isotropía fuera reducible, entonces la representación de holonomía
es reducible. Sin embargo por el teorema de descomposición de De Rham (consúltese [Bes07, Teo-
rema 10.38, pág 286]) esto implicaría que M es localmente el producto métrico de dos variedades
riemannianas. Esto es imposible puesto que en un producto riemanniano siempre existen planos
con curvatura seccional zero. Luego la representación de isotropía es irreducible.

Nótese que esta demostración también indica que el problema de clasificar las variedades simé-
tricas conexas y simplemente conexas se puede reducir al caso con isotropía irreducible, pues el
teorema de De Rham permite descomponer el espacio en un producto métrico de variedades rie-
mannianas con representación de isotropía irreducible, y además los factores resultan ser espacios
simétricos. Para ver los detalles de lo anterior consúltese [Hel79] o [Bes07].

Recuérdese (del apéndice B.2.7) que la representación adjunta g → gl(g) induce una forma
bilineal simétrica Ad(G)-invariante, llamada la forma de Killing, dada por

B(x, y) = tr(ad(x) ◦ ad(y))

en particular la forma de Killing restringida a p es K-invariante al igual que la métrica.

Proposición 5.1.19. Sea ρ : G → GL(V ) una representación irreducible de G en un espacio
finito dimensional V que posee un producto interior G-invariante 〈, 〉. Si B es una forma bilineal,
simétrica y G-invariante en V entonces existe λ tal que B = λ〈, 〉.

Demostración Defínase el operador de forma de B a través de

〈S(x), y〉 = B(x, y)

La simetría de B implica que S : V → V es un operador autoadjunto. Sea Eλ el eigenespacio que
corresponde al eigenvalor λ de S. Si g ∈ G y y ∈ V entonces

〈S(gx), Y 〉 = B(gx, y) = B(x, g−1y) = 〈S(x), g−1y〉 = 〈λx, g−1y〉 = 〈λgx, y〉
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Se sigue que gx ∈ Eλ, o bien Eλ es G-invariante. Por la irreducibilidad de V se tiene que Eλ = V
y por lo tanto

B(x, y) = 〈S(x), y〉 = 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉

Se sigue de la proposición anterior que si la acción de isotropía es irreducible entonces existe λ
tal que

〈x, y〉 = λB
∣∣
p
(x, y)

para todo x, y ∈ p.
En cuanto a la forma de Killing en k:

Proposición 5.1.20. La forma de Killing restringida a k es negativo definida.

Demostración Dado queK es un grupo compacto se puede extender la métrica en p a una métrica
Ad(K)-invariante en g. Esto es

〈Ad(k)(x), Ad(k), (y)〉 = 〈x, y〉

para todo k ∈ k y x, y ∈ g. Si se deriva la relación anterior se obtiene

〈[k, x], y〉 = −〈x, [k, y]〉

Si x ∈ k y {xi} es una base ortonormal de g entonces

B(x, x) = tr(ad(x) ◦ ad(x)) =
∑
xi

〈[x, [x, xi]], xi〉 = −
∑
i

〈[x, xi], [x, xi]〉 = −
∑
i

|[x, xi]|2

Luego B(x, x) = 0 si y solo si [x, xi] = 0 para toda i lo cual implica que [x, y] = 0 para todo y ∈ g.
Esto implica que Ad(exp(tX)) deja fijo a todo elemento de y ∈ p o bien Ad(exp(tx)) ∈ K es una
isometría trivial, esto es exp(tx) = id para todo t ∈ R, así x = 0.

Aún más B(k, p) = 0 puesto que las transformaciones ad(k) ◦ ad(x), con k ∈ k y x ∈ p, inter-
cambian a los subespacios p y k. En resumen

Proposición 5.1.21. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible con descomposición de Car-
tan g = k⊕ p. Existe una métrica Ad(K)-invariante en g tal que

1. Coincide con −λB en k, para algún λ > 0.

2. Coincide con la métrica en p ∼= TpM .

Demostración Nótese que dicha métrica está univocamente determinada. La existencia de la
métrica se demostró en los parrafos anteriores. La Ad(K)-invarianza se sigue de la Ad(G)-invarianza
de la forma de Killing B y de que p y k son Ad(K)-invariantes.

En el caso que M tenga curvatura positiva la curvatura de Ricci también es positiva. Si {xi} es
una base ortonormal de p entonces

r(x, x) =
∑
i

R(x, xi, x, xi) =
∑
i

〈[x, [xi, x]], xi〉 = −
∑
i

〈[x, [x, xi]], xi〉 = −tr((ad(x) ◦ ad(x))
∣∣
p
)

No es díficil mostrar que tr((ad(x)◦ad(x))
∣∣
p
) = tr((ad(x)◦ad(x))

∣∣
k
) = 1

2 tr(ad(x)◦ad(x)) = B(x, x).
Por lo tanto B(x, x) = λ〈x, x〉 < 0, o bien λ < 0.
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Proposición 5.1.22. Sea M = G/K un espacio simétrico con curvatura seccional positiva. Existe
una métrica bi-invariante en G que se proyecta a la métrica de M . Más aún la restricción de esta
métrica a g es −λB para algún λ > 0, donde B es la forma de Killing en g.

Demostración La métrica bi-invariante se puede construir trasladando a −λB a través de multi-
plicaciónes por la izquierda. La métrica es bi-invariante ya que B es Ad(G)-invariante. El resto se
sigue de los comentarios anteriores.

Dado que M tiene curvatura positiva no pueden existir subvariedades S totalmente geodésicas
y planas de dimensión ≥ 2. Sin embargo esto se traduce fácilmente a la siguiente propiedad de p.

Proposición 5.1.23. Sea h ⊂ p una subálgebra abeliana, entonces expp(h) es una subvariedad plana
y totalmente geodésica. En consecuencia si M tiene curvatura positiva y h ⊂ p es una subálgebra
abeliana entonces dim(h) ≤ 1.

Demostración Sea S = expp(h). Sea T el subgrupo conexo de G que le corresponde a h. Obsérvese
que como G es compacto y h abeliana, T es un toro. Recuérdese que si X ∈ p entonces exp(tX) · p
es una geodésica con velocidad incial X ∈ g ∼= TpM y por lo tanto se puede escribir

expp(tX) = exp(tX) · p

Luego S = exp(h)·p = T ·p. Esto muestra que S es una variedad totalmente geodésica y homogénea.
Si se usa la fórmula 5.7 para la curvatura se obtiene

kS(x, y) = kM (x, y) = R(x, y, x, y) = 〈[x, [y, x]], y〉 = 0

donde x, y ∈ k son un par de vectores ortogonales, puesto que [x, y] = 0. Por homogeneidad S es
plano.

Fíjese un vector unitario x ∈ p ∼= TpM . La órbita Ad(K) · x de x bajo la representación de
isotropía es una subvariedad cerrada de Sn−1 ⊂ TpM , puesto que Ad(K) actúa por isometrías. El
espacio tangente a Ad(K) · x es el siguiente subespacio

U = {[k, x] | k ∈ k}

pues d
dtAd(exp(tk)) · x = [k, x] (véase la sección B.2). Luego

U⊥ = {y ∈ p | 〈y, [k, x]〉 para todo k ∈ k}

Usando que la métrica en p se extiende de forma Ad(G)-invariante a g, se obtiene que y ∈ U⊥ si y
solo si

〈y, [k, x]〉 = 〈[x, y], k〉 = 0

para todo k ∈ k, esto es [x, y] = 0. Dado que x, y no pueden generar una subálgebra abeliana
de dimensión dos es necesario que y = νx, es decir U⊥ =< x >. En términos geométricos esto
indica que Ad(K) · x es una subvariedad de codimensión 1 de TpM . Aunado al hecho de que
Ad(K) · x ⊂ Sn−1 y que Ad(K) · x es compacto, se concluye que Ad(K) · x = Sn−1, o bien que la
acción de isotropía en la esfera unitaria de TpM es homogénea.

Proposición 5.1.24. En un espacio simétrico con curvatura seccional positiva la representación
de isotropía es homogénea en la esfera unitaria.
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Definición 5.1.7. Una variedad riemanniana M es homogénea de dos puntos si para todo par
(x, y), (z, w) ∈ M ×M con d(x, y) = d(z, w) existe una isometría f : M → M tal que f(x) = z y
f(y) = w.

Proposición 5.1.25. Toda variedad simétrica con curvatura seccional positiva es homogénea de
dos puntos.

Demostración Sea p ∈ M y M = G/K donde K = Gp. Sea q ∈ M . Nótese que basta probar
que para todo x, y ∈ M tales que d(x, y) = d(p, q) existe g ∈ G tal que gx = p y gy = q. Sean
x, y ∈ M tales que d(x, y) = d(p, q) y γ, β : [0, l] → M geodésicas minimizantes y unitarias con
γ(0) = p, γ(l) = q, β(0) = x y β(l) = y. Dado que M es homogéneo existe g′ ∈ G tal que g′x = p.
Sea v = β′(0) y w = dg(v) ∈ TpM . Dado que la representación de isotropía en M es homogénea en
la esfera unitaria existe k ∈ K tal que dk(w) = γ′(0). Si g = kg′ entonces g ∈ G es tal que gx = p
y dg(v) = γ′(0). Esto implica que g(β) = γ y en particular que gy = g(β(l)) = γ(l) = q.

En el contexto más amplio de los espacios simétricos (sin restricciones de curvatura) se utiliza
el siguiente invariante

Definición 5.1.8. El rango de un espacio simétrico M , denotado por rk(M), es la dimensión de
una subvariedad plana totalmente geodésica maximal.

Con esta definición si M tiene curvatura positiva entonces rk(M) = 1. A la familia de espacios
simétricos compactos simplemente conexos y con rango uno se le llama CROSS, que viene del inglés
“compact rank one symmetric space”. De los trabajos de clasificación de álgebras de Lie de Cartan
y Killing se sigue que todo espacio CROSS tiene curvatura seccional positiva.

Ofrecemos al lector la lista de espacios CROSS:

A: Esferas Sn = SO(n+ 1)/SO(n).

B: Los espacios proyectivos complejos: CPn = SU(n+ 1)/S(U(1)× U(n)).

C: Los espacios proyectivos cuaterniónicos: HPn = Sp(n+ 1)/Sp(1)× Sp(n).

D: El plano proyectivo de Cayley: OP 2 = F4/Spin(9). Donde F4 es uno de los grupos de Lie
excepcionales.

Para finalizar esta sección mencionamos que los espacios homogéneos con curvatura seccional
positiva fueron clasificados por Berger, Wallach, Allof, Bergery y solo se encontraron espacios no
simétricos en dimensiones 6,7, 12, 13 y 14. Variedades no homogéneas que admiten una métrica
completa con curvatura seccional positiva solo se han encontrado en dimensiones 6,7 y 13.

5.2. Variedades con simetría máxima
En la sección 4.1 se vio que el grupo de isometrías de una variedad completa se encaja en su

haz de marcos y que por lo tanto dim(Iso(M)) ≤ dim(Mar(M)) = n(n+ 1)/2.
En el caso en que M compacta tenga curvatura seccional negativa entonces por 4.5.2 tenemos

que dim(Iso(M)) = dim(Iso(M)) = 0. Estas variedades están en el espectro negativo en relación
a cantidad de simetrías pues solo poseen una cantidad finita de ellas. La pregunta que resalta
inmediatamente es ¿qué variedades poseen la mayor cantidad de simetría?

Estas deberían de ser variedades tales que dim(Iso(M)) = n(n + 1)/2. El siguiente teorema
responde la pregunta.
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Teorema 5.2.1. Si el grupo de isometrías de una variedad riemanninana completa n-dimensional
satisface dim(Iso(M)) = n(n+ 1)/2 entonces M es isométrica a una de las siguientes

1. Mn,K si M es orientable y K = KM (σ) para algún plano σ ⊂ TM .

2. RPn si M no es orientable.

Demostración Supóngase que M es orientable. Entonces el haz de marcos Mar(M) es una varie-
dad de dimensión n(n+1)/2 con dos componentes conexas que corresponden a las dos orientaciones
posibles, sea Mar0(M) la componente de las bases positivamente orientadas (dada una orientación
de M). Sea Iso0(M) la componente conexa que contiene la identidad. Iso0(M) es un grupo de Lie
conexo y n(n + 1)/2-dimensional que se encaja en Mar(M). Luego la imagen está contenida en
alguna de las dos componentes conexas que, por la manera en que se define el encaje, debe de ser
Mar0(M). Además la condición sobre la dimensión implica que la imagen de Iso0(M) es abierta y
por lo tanto es todo Mar0(M).

Nótese que esto quiere decir que si p, q ∈M y {v1, . . . , vn} y {w1, . . . , wn} son bases orientadas de
Mp y Mq entonces existe f ∈ Iso0(M) tal que f(p) = f(q) y df(vi) = df(wi). En particular Iso(M)
actúa transitivamente sobre 2-planos σ ⊂ TM . Dado que las isometrías preservan la curvatura se
ha demostrado que la curvatura seccional es constante.

En el caso M no orientable Mar(M) es una sola pieza por lo que la imagen de Iso(M) en
Mar(M) es todo Mar(M) y la conclusión anterior es aplicable a este caso.

Por el teorema de Killing-Hopf 1.3.3 si M tiene curvatura seccional constante k entonces debe
de ser isomorfa a Mn,k/Γ, donde Γ es un subgrupo de isometrías que actúa de manera totalmente
discontinua en M .

Sea X un campo de Killing en M . El campo se puede levantar a Mn,K a través de la aplicación
cubriente π : Mn,k →Mn,k/Γ = M a un campo de Killing X̃. Esto es inmediato de la caracteriza-
ción de los campos de Killing 4.4.2. El flujo de X̃, ϕ̃t, desciende al flujo de X, ϕt, en el sentido que
π(ϕ̃t(x)) = ϕt(π(x)). Esto implica que las isometrías ϕ̃t conmutan con Γ. La asignación X 7→ X̃ es
inyectiva por lo que si G es el subgrupo de Iso(Mn,k) que desciende a una isometría en M entonces
dimG ≥ n(n+1)/2. Sin embargo dim Iso(Mn,k) = n(n+1)/2 por lo que G contiene la componente
conexa de Iso(Mn,k). Consecuentemente Γ está contenido en el centro de Iso0(Mn,k).

Ahora se analizan los casos particulares.

1. Si k > 0 entonces Iso(Mn,k) = O(n+ 1). La componente conexa de la identidad de O(n+ 1)
es SO(n + 1) y su centro es {±I}. En este caso Γ = {I} o {I,−I} por lo que M = Sn o
M = RPn.

2. Si k = 0 entonces Iso(Mn,k) = Rn nO(n). Iso0(Mn,k) = Rn n SO(n) y su centro es {I}. En
este caso Γ = {I} y M = Rn.

3. Si k < 0 entonces Iso(Mn,k) = O(1, n). El centro de O0(1, n) es {I}. En este caso Γ = {I} y
M = Mn,K .

5.3. Variedades con rango máximo
En esta sección se demostrará el teorema de Grove-Searle de [GS94] . Dado que la clasificación

de variedades con curvatura seccional positiva de dimensión ≤ 3 está resuelta, en todo lo que sigue
se supondrá que dimM ≥ 4. Se usará la siguiente notación, si G y M entonces π : M → M/G
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es la proyección canónica, si p ∈ M se escribirá p = π(p) y en general para subconjuntos N ⊂ M ,
N = π(N) = N/G.

El apéndice D contiene la demostración de las descomposiciones de los espacios utilizados a
continuación.

Lema 5.3.1. Sea G un grupo de Lie, M una variedad riemanniana cerrada con curvatura positiva
y GyM una acción isométrica y efectiva. Si N es una componente de Fij(G) tal que

1. Existe ε > 0 tal que Gp = {e} para todo p ∈ Bε(N)−N .

2. N es la frontera de M .

entonces existe una única órbita G · p a máxima distancia de N y G actúa libremente en M − (N ∪
G · p).

Demostración M/G es un espacio de Alexandrov compacto con curvatura positiva (cfr. C.6.3) y
frontera totalmente geodésica N . Por el teorema del alma de Perelman C.5.2 y su corolario C.5.4
existe una única órbita G · p a distancia máxima de N .

Sea q ∈M − (N ∪G · p). Por C.5.5 cualquier par de geodésicas q̄n̄ y q̄p̄ con m ∈ N y p̄ = G · p
satisfacen

]n̄q̄p̄ > π/2.

Levantando las geodésicas es fácil ver que esta propiedad permanece válida en M , a saber si qn
y qs son geodésicas con n ∈ N y s ∈ G · p entonces

]nqs > π/2. (5.8)

Supóngase que la isotropía en q es no trivial. Sea S una rebanada en q y V = TqS. Si V Gq
son los puntos fijos de la representación inducida de Gp se sabe, véase 4.2.6, que los puntos en
S ∩ expp(V

Gp) tienen isotropía Gp.
Se usará la notación de C.5, es decir, si B ⊂M definimos

B′q = {γ′(0) ∈ V |γ : [0, l]→M es una geodésica unitaria y minimizante con γ(0) = q y γ(l) ∈ B} .

Dado que N y G · p son G-invariantes tenemos que N ′q y G · p′q son Gp-invariantes. Sea S =

∂B1(0) ⊂ V la esfera unitaria y r > 0 la distancia mínima tal que existe v ∈ S con N ′ ⊂ BSr (v). Si
ξ ∈ G · p′q entonces por 5.8 N ′ ⊂ Bπ/2−ε(−ξ) para algún ε > 0 adecuado, por lo que r < π/2. Sean
v tal que A ⊆ BSr (v) y w′ =

∫
g∈Gp gv, nótese que w′ es Gp-invariante y que si ξ ∈ N ′ entonces

w′ · ξ =

∫
g∈Gp

gv · ξ =

∫
g∈Gp

v · g−1ξ > 0,

por lo que w′ 6= 0 y ]w′ξ < π/2 para todo ξ ∈ N ′. Luego existe w ∈ V Gp tal que ]wξ < π/2
para todo ξ ∈ N ′. La fórmula de primera variación (A.9 o bien C.5.1) junto con las observaciones
anteriores implican que existen puntos q′ ∈ M con la misma isotropía pero tal que d(q′, N) <
d(q,N).

Se puede reformular la conclusión de la siguiente manera: el conjunto{
d(q′, N)|d(d′, N) ≤ d(q,N) y Gq = G′q

}
es abierto. Sin embargo también es cerrado pues la acción es continua y por lo tanto existen puntos
q′ ∈ M arbitrariamente cerca a N con isotropía no trivial. Esta contradicción muestra que Gq es
trivial, es decir G actúa libremente en M − (N ∪G · p).
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Necesitaremos un lema de carácter topológico.

Lema 5.3.2. Bajo las hipótesis del teorema anterior, si la representación de isotropía en p ∈ N
actúa transitivamente en la esfera del espacio normal S1(0) ⊂ TpN

⊥ y G · p = p es una órbita a
máxima distancia de N entonces existe ε > 0 suficientemente pequeño tal que

1. N ∼= N ∼= ∂Dε(N/G) ∼= ∂Dε(p) ∼= Σp.

2. ∂Dε(N) ∼=ϕ ∂Dε(G · p).

3. M ∼= Dε(N) ∪ϕ Dε(G · p).

4. Dε(N) ∼= ∂Dε(N)×GDcodim(N), donde G actúa en D a través de la representación de isotropía
en cualquier p ∈ N .

Demostración Se divide la demostración en dos partes.

(1,2,3) La demostración de los primeros incisos consiste en usar teoría de puntos críticos de funciones
de distancia para construir un par de flujos y los difeomorfismos deseados.

Por el lema anteriorM−(N−p) es una variedad riemanniana y π : M−(N∪G·p)→M−(N−p)
es una sumersión riemanniana. Por C.5.5 las funciones dN y dG·p no tienen puntos críticos en
M − (N ∪ G · p), y las funciones dN y dp tampoco poseen puntos críticos en M − (N ∪ p).
Luego si ε > 0 es tal que B2ε(N) y B2ε(G · P ) son vecindades tubulares, entonces es posible
construir un par de campos vectoriales de tipo gradiente enM−(N∪G·p) yM−(N∪p). Este
par de campos se puede tomar de modo que el campo en M sea un levantamiento del campo
correspondiente en M . Estos campos inducen flujos ϕ1 : M ×R→M y ϕ2 : M ×R→M que
a su vez permiten la construcción de difeomorfismos (véase 3.6.3)

M − (Dε(N) ∪Dε(G · p)) ∼= ∂Dε(N)× [0, 1] (5.9)

M − (Dε(N) ∪Dε(p)) ∼= ∂Dε(N)× [0, 1]

En particular ∂Dε(N) ∼= ∂Dε(G · p). Sin embargo, como el campo en M se tomó como un
levantamiento del campo en M , los flujos son equivariantes y por lo tanto el difeomorfismo
∂Dε(N) ∼= Dε(G · p) es un difeomorfismo equivariante.

Sea p ∈ N , defínase V = TpM y W = TpN . La representación de isotropía respeta la
descomposición

V = W ⊕W⊥

y actúa trivialmente en W . Por la hipótesis de homogeneidad W⊥/G ∼= R+ y por lo tanto

V/G ∼= W × R+.

Por el teorema de la rebanada esto es homeomorfo a una vecindad de p en M/G y luego
M − p tiene una estructura de variedad riemanniana con frontera (totalmente geodésica) N .
En particular ∂Dε(N) ∼= N ∼= N .

Por otro lado si S = Dε(p)
⊥ es una rebanada en p entonces Dε(p) ∼= Dε(p)

⊥/G. A su vez esto
es homeomorfo a Dε(0)/Gp donde Dε(0) ⊂ TpS. Luego ∂Dε(p) ∼= ∂Dε(0)/Gp ∼= Σp (véase
4.3.3). Consecuentemente N ∼= Σp.

La afirmación en el inciso 3 es una consecuencia de la descomposición 5.9.
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(4) Sean D = {(p, v) ∈ νN ||v| ≤ ε} y S = ∂D (νN es el haz normal). Nótese que

S = {(p, v) ∈ νN ||v| = ε} .

La función exponencial lleva D en Dε(N) y S en ∂Dε(N). Luego es suficiente demostrar que
D ∼= S ×G Dcodim(N).

Sea p ∈ N , D′ = TpN
⊥ ∩Bε(0) y S′ = ∂D′. D′ es un disco de dimensión codim(N). Tómese

x ∈ S′ fijo. Por la homogeneidad de la representación de isotropía en S′, para cada y ∈ S′
existe g ∈ G tal que gy = x para algún λ > 0, llamamos ρ(y) = g a dicho elemento. Nótese
que ρ(y) es único ya que si hy = λx y gy = λx entonces h−1gy = y, es decir h−1g ∈ Gy, sin
embargo como y /∈ N entonces Gy es trivial por hipótesis.

La función ρ : S′ → G es diferenciable. Para ver esto nótese que la acción de G en S′

µ : G× S′ → S′

es una sumersión y luego T = µ−1(x) es una subvariedad de G×S′. Si πS′ : G×S′ → S′ es la
proyección, por lo anterior πS′ restringida a T tiene un inverso diferenciable iS′ . Por lo tanto
ρ = πG ◦ iS′ es diferenciable. Nótese que si ρ(g · y) · (g · y) = x entonces (ρ(g · y) · g) · y = x y
por lo tanto ρ(y) = ρ(g · y)g o bien ρ(g · y) = ρ(y)g−1.

Se define Ψ : S ×D′ → D como

Ψ(q, ty) = tρ(y) · q, y ∈ S′ y y ∈ [0, 1].

Tómese g ∈ G y (q, ty) ∈ S ×D′ con y ∈ S′ y t ∈ [0, 1], y calcule

Ψ(g · q, g · (ty)) = Ψ(g · q, tg · y) = tρ(g · y) · (g · q) = tρ(y) · g−1 · g · q = tρ(y) · q = Ψ(q, ty).

Por lo tanto existe una única ψ : S ×G D′ → D diferenciable tal que el siguiente diagrama
conmuta:

S ×D′ Ψ //

π

��

D

S ×G D′

ψ

;;

Si q′ = tq ∈ B con q ∈ S y t ∈ [0, 1] entonces por definición de ρ, Ψ(q, tx) = q. Esto es Ψ
y por lo tanto ψ son suprayectivas. Además si Ψ(q1, t1y1) = Ψ(q2, t2y2) entonces t1 = t2 y
ρ(y1)q1 = ρ(y2)q2 o bien ρ(y2)−1ρ(y1)q1 = q2. Dado que ρ(y1) ·y1 = x y ρ(y2) ·y2 = x entonces
ρ(y2)−1ρ(y1) · y1 = y2. Por lo tanto si g = ρ(y2)−1ρ(y1), entonces g · q1 = q2 y g · y1 = y2, es
decir [(q1, t1y1)] = [(q2, t2y2)]. Consecuentemente ψ es inyectiva.

No es difícil verificar que ψ no tiene puntos críticos y por lo tanto ψ es un difeomorfismo.

Si G y M es una acción isométrica que satisface las condiciones anteriores, la topología de
M queda completamente determinada por la isotropía de la órbita más lejana a la frontera en el
espacio de órbitas.

El caso más sencillo de analizar es cuando G es abeliano. En esta situación por los teoremas de
la sección 4.6 se puede reducir aún más, al caso G = S1.
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Lema 5.3.3. SeaM una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional positiva. Si S1 yM
es una acción isométrica y efectiva tal que Fij(S1) contiene una componente de codimensión 2
entonces la acción satisface las condiciones de los lemas anteriores o M ∼= RPn.

Demostración Sea N la componente de Fij(N) que tiene codimensión 2. Por el teorema de
Frankel 3.2.4 N es la única componente de codimensión 2. Recuérdese, 4.3.11, que p ∈ M es un
punto frontera si y solo si p está en una componente de Fij(S1) de codimensión 2 o la representación
de isotropía en p es singular.

Supóngase que la representación de isotropía es no singular en todo punto. Luego ∂M = N .
Además dado que el normal a N tiene dimensión 2, S1 debe actúar libre y transitivamente sobre el
haz normal. Consecuentemente S1 yM satisface las hipótesis de los lemas anteriores.

Supóngase que la representación de isotropía en p es singular, es decir linealmente equivariante
a

[j](x1, x2, . . . , xn) = ((−1)jx1, x2, . . . , xn). (5.10)

Obsérvese que esto solo sucede cuando n = 2m y M es no orientable (véase 4.3.5). Como la
representación de isotropía es efectiva necesariamente sucede que Gp = Z2. Nótese que por p pasa
una componente N ⊂ Fij(Z2) de codimensión 1. Por el teorema de Frankel si Q es otra componente
de Fij(Z2) entonces Q debe de ser 0-dimensional, es decir un punto aislado. Por esto mismo la
representación de isotropía no puede ser singular fuera de N . Consecuentemente si M = M/Z2

entonces N/Z2 = N = ∂M . De 5.10 es evidente que Z2 actúa transitivamente en la esfera de la
fibra normal a N . Es claro también que la isotropía cerca de N debe de ser trivial.

En resumen Z2 yM satisface las hipótesis de 5.3.2. Sea p = Z2 ·p la órbita a máxima distancia
de N .

Si p /∈ Fij(Z2) entonces la isotropía en p es trivial y luego N ∼= Σp ∼= ∂Bε(p) ∼= Sn−1. Además
Dε(Z2 ·p) ∼= Dn∪Dn y por lo tanto ∂Dε(N) ∼= ∂Dε(Z2 ·p) ∼= Sn−1∪Sn−1. Z2 actúa en Sn−1∪Sn−1

intercambiando componentes y en I = D1 intercambiando extremos. Por lo tanto

Dε(N) ∼= (Sn−1 ∪ Sn−1)×Z2
I ∼= Sn−1 × I.

Luego M = Sn × I ∪ϕ (Dn ∪Dn) ∼= Sn. Esta situación no emerge puesto que Sn es orientable.
Supóngase ahora que p ∈ Fij(Z2). Dado que p es un punto aislado en Fij(Z2) la representación

de isotropía no puede tener puntos fijos por lo que debe de ser el mapeo antípoda. Por lo tanto
N ∼= Σp = ∂Bε(p)/Z2

∼= RPn. Además Dε(Z2 · p) = Dε(p) ∼= Dn y ∂Dε(Z2 · p) = ∂Dε(p) ∼= Sn−1.
Luego Dε(N) ∼= Sn−1 ×Z2

I. En conclusión M ∼= Sn−1 ×Z2
I ∪Dn ∼= RPn.

Lema 5.3.4. Sea M una variedad riemanniana compacta n-dimensional con curvatura seccional
positiva. Si M admite una acción efectiva e isométrica de S1 de codimensión 2 entonces M es
difeomorfa a alguna de las siguientes:

A. Sn

B. RPn

C. Espacio lente L.

D. CPn/2.
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Demostración Por el lema anterior se puede suponer que la acción S1 yM satisface las hipótesis
del lema 5.3.2.

Sea N ⊂ Fij(S1) la componente de codimensión 2 y S1 · p la órbita a distancia máxima. Se
procederá a analizar los casos que emergen para distintos grupos de isotropía S1

p.

(S1
p = S1) Dado que S1 actúa libremente enM−(N∪{p}), en particular S1 actúa libremente en ∂Dε(p) ∼=

Sn−1 por lo que n = 2m. Además la representación de isotropía en p debe de ser linealmente
equivariante a

eiθ(z1, . . . , zm) = (eiθz1, . . . , e
iθzm). (5.11)

Luego N ∼= N ∼= Σp ∼= ∂Bε(p)/S1 ∼= Cm−1. También ∂Dε(N) es equivariantemente difeomorfo
a ∂Dε(p) ∼= Sn−1. La acción de S1 en D2 es a través de rotaciones y por lo tanto M ∼=
Sn−1 ×S1 D

2 ∪Dn ∼= CPm.

(S1
p = {e}) En este caso S1 actúa libremente en M − N . En particular si S = Dε(p)

⊥ ∼= Dn−1 es
una rebanada en p y Bε(S1 · p) es el tubo correspondiente, entonces S1 actúa libremente
en Bε(S1 · p), por lo que Bε(S1 · p) es un haz fibrado sobre S. Dado que S es contraíble y
todo haz fibrado sobre un conjunto contraíble es trivial entonces Bε(S1 · p) ∼= Dn−1 × S1.
Además N ∼= Σp ∼= ∂S ∼= Sn−2 y ∂Bε(N) ∼= ∂Dn−1 × S1 = Sn−2 × S1 en donde S1 actúa en
∂Bε(N) trivialmente en la primera entrada y por rotaciones en la segunda. Luego Dε(N) ∼=
(Sn−2 × S1)×S1 D

2 ∼= Sn−2 ×D2. Por lo tanto M ∼= Sn−2 ×D2 ∪ S1 ×Dn−1 ∼= Sn.

(Snp = Zm) Sea S una rebanada en p. Dado que S1 actúa libremente en M − (N ∪Sn ·p) la representación
de rebanada en p no puede tener puntos fijos fuera de p. Por 4.2 debe de ser linealmente
equivariante a

[k](z1, . . . , zs) = (ei2π
k
m z1, . . . , e

i2π k
m zs) (z1, . . . , zn) ∈ TpS ∼= Cs

cuando n = 2s+ 1, o
[k](x1, . . . ., xn−1) = (−x1, . . . ,−xn−1)

cuando n = 2s y en tal caso Gp = Z2.

Sea fn : S1 → S1 la n-cubierta de S1, i.e. fn(z) = zn. Nótese que Bε(S1 · p) es un haz fibrado
sobre S1 con fibra S = Dn−1. Sea E → S1 el siguiente pullback

E

��

// Bε(S1 · p)

π

��
S1 fn // S1

La acción de S1 en Bε(S1 · p) se levanta a E. En E la acción de S1 es libre por lo que E es un
haz fibrado sobre Dn−1 con fibra S1. Luego E ∼= Dn−1×S1 donde S1 actúa solo en la segunda
entrada. Por otro lado Bε(S1 · p) = E/Zm por lo que Bε(Zm) ∼= (Dn−1×S1)/Zm. La frontera
de dicho conjunto es (Sn−2 × S1)/Zm.

Luego M ∼= D2 ×S1 (Sn−2 ×Zm S1)∪ (Dn−1 × S1)/Zm ∼= D2 × Sn−2/Zm ∪ (Dn−1 × S1)/Zm ∼=
(D2 × Sn−2 ∪ S1 ×Dn−1)/Zm ∼= Sn/Zm ∼= L.
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Una condición bajo la cual existe una acción como la mencionada en los resultados previos se
demostró en 4.6.8: basta con que simrk(M) = b(n+ 1)/2c. Luego,

Teorema 5.3.5 (Grove-Searle, 1989). Si M es una variedad riemanniana n-dimensional compacta
de curvatura seccional positiva tal que simrk(M) = b(n+ 1)/2c entonces M es difeomorfa a una
de las siguientes:

A. Sn;

B. Algún espacio lente L;

C. CfPn/2.

Nótese que cualquiera de los espacios de dimensión par en la lista tiene característica de Euler
positiva; de hecho, todas las variedades de dimensión par con alto rango de simetría cumplen esta
propiedad; véase [PS02].

Teorema 5.3.6 (Püttmann-Searle). Sea M una variedad riemanniana 2n-dimensional completa
con curvatura seccional positiva. Si simrk(M) ≥ 2n−4

4 entonces χ(M) > 0.

Demostración Sea T un toro maximal en Iso(M) y h su álgebra de Lie. Sea N ∈ ZZ(h) una
componente de codimensión mínima. Si codimN = 2 entonces por el teorema anterior M ∼=
S2n,RP 2n,CPn y χ(M) > 0.

Supongamos que codimN ≥ 4. Por 4.6.3 dim(h|N ) = dim(h) − 1 ≥ 2n−4
4 − 1 = 2(n−2)−4

4 . Por
otro lado N es una subvariedad de codimensión par por lo que dim(N) ≤ n − 2. Por inducción
χ(N) > 0. Descomponemos Fij(T ) en componentes maximales N1, . . . , Ns y por 4.7.1

χ(M) =
∑
i

χ(Ni) > 0.



Apéndice A

Geometría riemanniana

A.1. Preliminares
En esta sección se introducirá los elementos básicos de la geometría riemanniana y se establecerá

la notación usada en el resto del texto. También se enunciarán algunos resultados elementales sin
demostración. Para consultar las demostraciones véase [DC92], [Boo86], [CE75], [Lee97].

Se presupone que el lector está familiarizado con los conceptos básicos de la topología diferencial,
en particular con los contenidos de [GP10] o [Lee12].

El espacio tangente a un punto p de una variedad M se denota por TpM , el haz tangente TM .
El álgebra de campos vectoriales X (M), las p-formas Λp(M), T r,sM el haz de (r, s)-tensores sobre
M y el álgebra de funciones diferenciales f : M → R es FM . Si T es un tensor, entonces Tp
denota su valor en TpM . Para funciones diferenciables f : M → N se usará df : TM → TN
para denotar el morfismo de haces inducido. Además si f : M → N es un difeomorfismo entonces
f∗ : T r,sM → T r,sM es el morfismo de haces definido por

f∗(T )p(ω1, ..., ωr, X1, ..., Xs) = T (ω1 ◦ df−1, ..., ωr ◦ df−1, df(X1), ..., df(Xs))f(p)

Para un campo tensorial T ∈ T r,sM y un campo vectorial X ∈X (M) la derivada de Lie de T
en la dirección de X es

LXT =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−1
t )∗T

donde ϕt es el flujo local inducido por X. Si Y es un campo vectorial entonces LXY coincide con
el corchete de Lie [X,Y ].

Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M junto con una noción de longitud
infinitesimal dada por un producto interior en cada espacio tangente. Dicho formalmente, aparte de
la estructura diferencial enM , la variedad viene acompañada de una sección g del haz de 2-tensores
simétricos tal que:

(A) g es positivo definida en cada punto.

(B) g es no degenerada.

A la sección g se le llama la métrica riemanniana. La norma de un vector en v ∈ TpM será
denotada de la manera usual |v| =

√
g(v, v)p.

107
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Toda variedad diferenciable admite una métrica riemanniana, puesto que es posible pegar mé-
tricas definidas localmente usando particiones de la unidad.

Más interesante que la longitud de vectores tangentes es la estructura de paralelismo que impone
una métrica riemanniana. Para cada métrica riemanniana g existe una única conexión ∇ en el haz
tangente TM , llamada la conexión de Levi-Civita de la variedad riemanniana, que satisface:

(A) ∇ es simétrica: ∇XY −∇YX = [X,Y ] para todo par de campos vectoriales X,Y .

(B) ∇ es compatible con la métrica: Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ). Equivalentemente ∇g =
0.

La conexión está completamente determinada por la siguiente fórmula, llamada la fórmula de
Koszul:

g(∇XY, Z) = Xg(Y,Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )− g(X, [Y,Z])− g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ]) (A.1)

En términos locales si {Xi} es un marco local, entonces la conexión está determinada por n3

funciones, los llamados símbolos de Christoffel, dados por

∇XiXj =
n∑
i=1

Γki,jXk. (A.2)

Usando la fórmula de Koszul se llega a que los símbolos de Christoffel están atados a la métrica
a través de la siguiente ecuación:

Γki,j =
1

2

∑
m

gk,m
(

∂

∂xi
gj,m +

∂

∂xj
gm,i −

∂

∂xm
gi,j

)
. (A.3)

Dada una curva en la variedad α : [a, b] → M es posible definir una derivación, D
dt , sobre los

campos vectoriales definidos a lo largo de α, llamada la derivada covariante a lo largo de α, usando
la conexión de Levi-Civita de la siguiente manera. Si X es un campo vectorial a lo largo de α, su
derivada covariante a lo largo de α en un punto p = α(t) es ∇α′X(p) donde α′ y X son campos
vectoriales en M (cualesquiera) que extiendan a α′ y X respectivamente. Tal definición no depende
de la extensión elegida y satisface las siguientes propiedades:

(A) D
dtfX = f ′X + f DdtX

(B) D
dt (X + Y ) = D

dtX + D
dtY .

Se dice que un campo vectorial X a lo largo de una curva α es paralelo si su derivada covariante
a lo largo de α es idénticamente 0. Para cada curva α : [a, b]→M y vector tangente x ∈ TpM , con
p = α(a), existe un único campo vectorial X suave y paralelo a lo largo de α tal que X(a) = x. Esto
da una correspondencia entre los espacios tangentes TpM y TqM , llamado el transporte paralelo
Pα : TpM → TqM , donde q = α(b), defido por Pα(x) = X(b). El transporte paralelo es una
transformación lineal que preserva la métrica riemanniana. La falta de conmutatividad del tranporte
paralelo, a lo largo de trayectorias diferentes, es una manifestación de la curvatura.

La métrica riemanniana brinda:
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Una noción de ángulo entre dos curvas γ1, γ2 con γ1(0) = γ2(0) = p, a través de la ecuación
(compárese con C.1.8)

cos(](γ1, γ2)) =
g(γ′1(0), γ′2(0))

g(γ′1(0), γ′1(0))g(γ′2(0), γ′2(0))
. (A.4)

Una medida de longitud para las curvas diferenciables: Si γ : [a, b]→M es una curva diferen-
ciable, entonces su longitud es:

L(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)|dt. (A.5)

Una noción de recta: Las rectas o geodésicas del espacio son curvas γ : [a, b] → M cuya
“aceleración” es 0. Esto es, aquellas cuyo campo de velocidad es paralelo:

Dγ′

Dt
= 0.

Una geodésica es la trayectoria de un cuerpo que se mueve libre de fuerzas en una dirección
constante.1 Una geodésica γ que además es la curva de longitud mínima entre las curvas que unen
a los extremos de γ es llamada una geodésica minimizante.

Dado un punto de la variedad p ∈M y un vector tangente v ∈ TpM , existe una única geodésica
definida en una vecindad de 0, γv : (−ε, ε)→M tal que α(0) = p y α′(0) = v. El mapeo exponencial
exp : U ⊂ TM →M , donde U es una vecindad de la sección 0 en TM , está definido por exp(p, v) =
γv(1). Tal función es suave en todo su dominio. La restricción de la función exponencial al espacio
tangente de p se denota por expp.

De la definición de expp es inmediato que su diferencial en 0 ∈ TpM es la identidad y por
lo tanto existe una vecindad U de p, y otra V de 0 en TpM , tal que expp restringida a V es un
difeomorfismo de V a U . Una vecindad de p que sea difeomorfa a una vecindad de TpM a través
de expp es llamada una vecindad normal. Si ε es lo suficientemente pequeño para que Bε(0) esté
contenida en el dominio de expp y tal que expp restringida a tal bola es un difeomorfismo, decimos
que la imagen Bε(p) = expp(Bε(0)) es una bola normal de radio ε con centro en p. El radio máximo
ri(p) > 0 tal que para todo r < ri(p) la bola Br(p) es normal es llamado el radio de inyectividad
de p. La función ri : M → R es continua.

Una vecindad totalmente normal U de p es una vecindad para la cual existe un δ > 0 de tal forma
que todas las bolas Bδ(q), q ∈ U , son bolas normales y U ⊆ Bδ(q). Una vecindad convexa de p es una
vecindad normal V de p tal que para todo par de puntos p, q ∈ V , la geodesica radial de p a q está
completamente contenida en V . Todo punto de la variedad tiene vecindades totalmente normales y
convexas. Aún más existe una función continua rc : M → R llamada el radio de convexidad tal que
para todo r < rc(p) la bola Br(p) es convexa.

Sea p ∈ M un punto cualquiera y {Xi}i∈n una base ortonormal de TpM . Tal elección de base
da un difeomorfismo de Rn con TpM , que compuesta con expp resulta en una carta coordenada de
p. Tales coordenadas locales satisfacen que

g

(
∂

∂xi
|p,

∂

∂xj
|p
)

= δij , (A.6)

(Γkij)p = 0. (A.7)

1Son curvas críticas del lagrangiano L = T , donde T es la energía cinética T = 1
2
m|v|2.
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Coordenadas para p que satisfacen la igualdad anterior son llamadas coordenadas geodésicas o
normales. El comentario previo asegura la existencia de tales coordenadas para todo punto p. Es
importante notar que la condición A.6 solo se satisface para p.

Toda variedad riemanniana M está dotada de una noción de longitud infinitesimal a través de
la métrica riemanniana, con lo cual se puede medir longitud de curvas. Esto a su vez induce una
métrica en M , a saber,

d(p, q) = ı́nf {l(α)|α ∈ Ωp,q(M)} . (A.8)

El lema de Gauss afirma que en una bola normal con centro en p el vector radial ∂
∂r es el

gradiente de la función distancia d(_, p). A partir de esto se concluye que la topología inducida por
la métrica es la misma que la topología como variedad topológica.

Para cualquier par de puntos en una variedad métricamente completa existe una geodésica
minimizante que los une. Así, las variedades riemannianas métricamente completas contienen todas
las geodésicas necesarias y por tanto es natural trabajar con ellas cuando se estudian cuestiones
globales.

El siguiente teorema da una caracterización util de la completitud métrica.

Teorema A.1.1 (Hopf-Rinow). Sea M una variedad riemanniana. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) M es completa como espacio métrico.

(b) Los conjuntos cerrados y acotados son compactos.

(c) La función exponencial está definida en todo TM .

(d) Existe un punto p ∈M tal que expp está definida en todo TpM .

A su vez, cualquiera de estas condiciones implica que entre cualesquiera par de puntos p y q existe
una geodésica minimizante γ.

En particular cualquier variedad riemanniana compacta es completa. Además, si M es una
variedad completa y N una subvariedad cerrada entonces N es completa con la métrica riemanniana
inducida.

A.2. Variaciones de energía

Las geodésicas de una variedad riemanniana son curvas que minimizan distancia localmente.
Dicho de otro modo, son aquellas curvas que al ser perturbadas manteniendo los extremos fijos no
se obtienen curvas de menor longitud. Expresar esta intuición con la precisión matemática necesaria
requiere de la introducción de un elemento importante en la familia riemanniana.

Sea Ω(M) el espacio de curvas diferenciables a pedazos en M y Ωp,q(M) el subconjuto que consta
de las curvas con inicio en p y fin en q. Se define los funcionales de longitud L : Ω(M) → R y de
energía, E : Ω(M)→ R como sigue:

L(α) =
n−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

|α′(t)|dt, E(α) =
n−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

g(α′(t), α′(t))dt,
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donde α : [0, a] → M ∈ Ω(M), 0 = a0 < · · · < an = a y α|[ai,ai+1] es diferenciable. Usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se demuestra que L(α)2 ≤ (b−a)E(α), con igualdad solo cuando α
tiene velocidad constante. En particular si E(α1) ≤ E(α2) y α2 tiene velocidad constante entonces
L(α1) ≤ L(α2).

Es posible construir una noción de derivada direccional para los funcionales. Para esto se define,
como es costumbre, las variaciones (análogo de vector tangente en Ω(M)).

Definición A.2.1. Sea α : [0, a] → M ∈ Ω(M). Una variación de α es una función ϕ : [0, a] ×
(−ε, ε)→M tal que:

1. ϕ(t, 0) = α(t).

2. Existe una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tn = a de [0, a] más fina que {ai} tal que
ϕ|[ti,ti+1]×(−ε,ε) es diferenciable.

Se dice que la variación es propia si para toda s ∈ (−ε, ε), ϕ(0, s) = α(0) y ϕ(a, s) = α(a).

Se puede pensar una variación como una familia suave de curvas ϕs, s ∈ (−ε, ε), dadas por
ϕs(t) = ϕ(t, s), i.e. donde cada ϕs es una curva suave en Ω(M).

Toda variación define un campo vectorial diferenciable a pedazos, Vϕ, a lo largo de α a través
de Vϕ(t) = ∂

∂sϕ(t, 0). En caso de que la variación sea propia, el campo vectorial satisface V (a) =
V (0) = 0. Esta observación puede extenderse a una correspondencia:

Proposición A.2.1. Para todo campo vectorial diferenciable a pedazos V a lo largo de α (tal que
V (a) = V (0) = 0) existe una variación (propia) de α, ϕ, tal que V (t) = ∂

∂sϕ(t, 0).

A cada s ∈ (−ε, ε) de una variación, ϕ, se le asocia la curva αs(t) = ϕ(t, s). Se puede hablar de
la variación en la energía Eϕ(s) = E(αs) a lo largo de la variación ϕ.

Teorema A.2.2 (Fórmula de primera variación). Sean α ∈ Ω(M), ϕ una variación de α y V el
campo inducido por ϕ . Entonces

1

2
E′s(0) =

n−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

g(α′′, V ) +

n−1∑
i=1

g(∆α′, Vi) + g(α′(a), V (a))− g(α′(0), V (0)), (A.9)

donde α′′ = D
dtα
′ y ∆αi = α′(a+

i )− α′(a−i ).

Si α es un mínimo del funcional de energía y tiene velocidad constante entonces α es un mínimo
del funcional de longitud.

Corolario A.2.3. Si α es una curva entre p y q, entonces es un punto crítico del funcional de
energía restringido a Ωp,q(M) si y solo si es una geodésica.

Como ejemplo de uso de la fórmula de primera variación considere el siguiente problema. Sean
N y Q subvariedades deM y supóngase que existe una geodésica minimizante γ : [a, b]→M tal que
γ(a) ∈ N , γ(b) ∈ Q y L(γ) = d(N,Q). Si ϕ es una variación de γ tal que ϕ(a, s) ∈ N y ϕ(b, s) ∈ Q
para toda s, entonces las curvas αs unen puntos de N con puntos de Q y su longitud no puede ser
menor que la longitud de γ. Luego E′s(0) = 0 y si V es el campo generado por la variación entonces
se tiene que

1

2
E′s(0) = 0 = g(α′(b), V (b))− g(α′(a), V (a)).
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Nótese que V (a) y V (b) son vectores tangentes de N y Q respectivamente, y que si v ∈ Tγ(a)N
y w ∈ Tγ(b)Q son vectores tangentes cualesquiera, entonces puede construirse una variación tal que
V (a) = v y V (b) = w. Por lo tanto la geodésica γ debe de ser ortogonal a N y Q.

Otra aplicación consiste en calcular la derivada de una función de distancia d(p, ·) en el dominio
en que es derivable. Sea p ∈M . La función d(p, ·) = dp puede no ser derivable, sin embargo sí lo es
cuando se restringe el dominio a una bola normal. Sea Br(p) una bola normal y q ∈ Br(p). Para
calcular la derivada direccional de dp en la dirección unitaria v ∈ TqM se toma cualquier curva
α : (−ε, ε) → M tal que α(0) = q y α′(0) = v. Se puede suponer que la curva está contenida en
Br(p) por lo que se puede jalar a TpM a través de la exponencial. Sea β(t) = exp−1

p (α(t)). Considere
la variación ϕ(t, s) = expp(tβ(s)) y note que αs(t) = expp(tβ(s)) es una geodésica para s fija y que
ϕ(1, s) = α(s). Dado que para cada s, αs es una geodésica, d(p, α(s))2 = L(αs)

2 = E(αs) por lo
que E′(0) = 2d(p, q)d(dp)q(v). Si V es el campo inducido por ϕ nótese que V (0) = 0 y V (1) = v,
por lo tanto

d(p, q)d(dp)q(v) = g(α′0(1), v),

o bien
d(dp)q(v) = g(α′0(1)/d(p, q), v) =

1

2
cos]ξv,

donde ξ es el vector tangente de la geodésica unitaria y minimizante de q a p.
Como es evidente en el caso de una esfera o un cilindro, las geodésicas pueden no minimizar

distancia entre sus extremos. Distinguir puntos críticos no basta para este propósito, luego la
relevancia del siguiente teorema.

Teorema A.2.4 (Fórmula de la segunda variación). Sea γ : [0, a]→M una geodésica. Si ϕ es una
variación a lo largo de γ y V su campo inducido, entonces:

1

2
E′′s (0) =

∫ a

0

(g(V ′, V ′)−g(V,R(γ′, V )γ′))dt−g
(
D

ds

∂

∂s
ϕ, γ′

)
(0, 0)+g

(
D

ds

∂

∂s
ϕ, γ′

)
(a, 0) (A.10)

Sean V yW dos campos vectoriales diferenciables a pedazos a lo largo de γ y defínase I(V,W ) =∫ a
0
g(V ′,W ′) − g(V,R(γ′,W ), γ′)dt. Se puede escribir la fórmula de segunda variación de manera

más económica:
1

2
E′′s (0) = I(V, V )− g(

D

ds

∂

∂s
ϕ, γ′)(0, 0) + g(

D

ds

∂

∂s
ϕ, γ′)(a, 0). (A.11)

Si γ es una geodésica y ϕ es una variación para la cual E′′(0) < 0 entonces existe t ∈ (−ε, ε)
cercano a 0 tal que E(γt) < E(γ). Consecuentemente L(γt)

2 ≤ (b− a)E(γt) < (b− a)E(γ) = L(γ)2

y por lo tanto L(γt) < L(γ).
El operador I resulta ser la noción adecuada de “hessiano” para el funcional de energía E sobre

el espacio Ωp,q(M), donde los puntos son curvas y los “vectores tangentes” son variaciones propias.
Con esto se puede desarrollar una teoría de Morse en el espacio Ωp,q(M). Las complicaciones que
emergen de tratar con una “variedad de dimensión infinita” pueden ser circunnavegadas usando
campos de Jacobi. Véase [Mil63].

Teorema A.2.5 (Teorema del índice de Morse). Sea γ : [0, a] → M una geodésica con extremos
p = γ(0) y q = γ(a). Sea TγΩ(M) el espacio vectorial (sobre F (γ)) de variaciones propias de γ e
I el siguiente operador bilineal y simétrico:

I(V,W ) =

∫ a

0

g(V ′,W ′)− g(V,R(γ′,W )γ′)dt. (A.12)



A.3. CAMPOS DE JACOBI 113

Entonces el índice de I, es decir, la dimensión de un subespacio maximal en el cual I es negativo-
definida, es finito y equivale al número de puntos conjugados a p a lo largo de γ considerando
multiplicidades.

La demostración puede consultarse en [DC92].

A.3. Campos de Jacobi
Una variación ϕ : [a, b] × (−ε, ε) → M es una variación suave por geodésicas si para todo

s ∈ (−ε, ε), la curva αs : [a, b]→M definida por αs(t) = ϕ(t, s) es una geodésica.
Sea γ una geodésica y ϕ una variación por geodésicas de γ. Sea J(t) = ∂f

∂s (t, 0) el campo vectorial
a lo largo de γ inducido por ϕ. Tal campo vectorial es llamado un campo de Jacobi.

Esta definición, aunque geométricamente transparente, no aclara la estructura del espacio de
campos de Jacobi. Para tales fines se demuestra que los campos de Jacobi son las soluciones de una
ecuación diferencial. La derivación de la ecuación diferencial depende de los siguientes lemas.

Definición A.3.1. Sea f : [a, b] × (−ε, ε) → M una función suave. Un campo vectorial de la
forma X|img(f) para algún X ∈ X (M) es llamado un campo vectorial suave a lo largo de f . A
los campos vectoriales suaves a lo largo de f dados por df( ∂∂s ) y df( ∂∂t ) se les denota por ∂f

∂s y ∂f
∂t

respectivamente.

Lema A.3.1 (Simetría). Sea M una variedad riemanniana y f : [a, b]× (−ε, ε)→M una función
suave. Si D

Dt denota la derivada covariante a lo largo de las curvas γs(t) = f(t, s), y D
Ds denota la

derivada covariante a lo largo de las curvas σt(s) = f(t, s), entonces:

D

Dt

∂f

∂s
=

D

Ds

∂f

∂t
. (A.13)

Lema A.3.2. Sea f : [a, b] × (−ε, ε) → M una función suave, y X un campo vectorial suave a lo
largo de f . Usando la notación del lema anterior, se satisface lo siguiente:

D

Dt

DX

Ds
− D

Ds

DX

Dt
= R

(
∂f

∂s
,
∂f

∂t

)
X. (A.14)

Sea J un campo de Jacobi; es decir, J(t) = ∂f
∂s (t, 0) para alguna variación por geodésicas de γ.

Entonces:

D

Dt

DJ

Dt
=

D

Dt

D

Dt

∂f

∂s

=
D

Dt

D

Ds

∂f

∂t

= R(
∂f

∂s
,
∂f

∂t
)
∂f

∂t
+

D

Ds

D

Dt

∂f

∂t
= R(J, γ′)γ′.

Luego todo campo de Jacobi satisface la ecuación diferencial

J ′′ +R(γ′, J)γ′ = 0, (A.15)

donde se usará la notación DX
Dt = X ′.
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Proposición A.3.3. Todo campo vectorial J definido a lo largo de una geodésica γ y que sea
solución de la ecuación de Jacobi (A.15) es un campo de Jacobi; esto es, existe una variación por
geodésicas de γ, f , tal que J(t) = ∂f

∂s (t, 0). La ecuación de Jacobi es un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden y por lo tanto el espacio de soluciones tiene dimensión
2n, donde n = dim(M). Por esto mismo, un campo de Jacobi está unívocamente determinado por
J(a) y J ′(a) para cualquier a en su dominio.

Los campos de Jacobi tienen una estrecha relación con el mapeo exponencial:

Proposición A.3.4. Sea v ∈ TpM y w ∈ Tv(TpM) ∼ TpM un vector tangente en v. Existe un
campo de Jacobi J a lo largo de la geodésica radial γv : [0, 1]→ M , J , tal que d(expp)v(w) = J(1)
y J(0) = 0. Luego v es un punto crítico de expp si y solo si existe un campo de Jacobi J sobre γv
tal que J(0) = J(1) = 0.

A.4. Subvariedades
Sea M una variedad riemanniana con métrica g. La geometría de las subvariedades es fuente

importante de información de la variedad M .
Sea N una subvariedad encajada de M . Si se restringe la métrica al espacio tangente de N se

obtiene una métrica riemanniana en N , la cual viene acompañada de la conexión de Levi-Civita ∇N
en N . En cada punto p de N , el espacio tangente TpM se descompone en TpM = TpN⊕TpN⊥ donde
TpN

⊥ indica el subespacio ortogonal a TpN . Si X es un campo vectorial a lo largo de N se puede
descomponer a X como X = X> +X⊥ donde X>p ∈ TpN y X⊥p ∈ TpN⊥. Esta descomposición es
tal que X> y X⊥ son campos suaves.

Si X,Y son campos en N y ∇⊥ denota el operador ∇⊥XY = (∇X∗Y ∗)⊥, donde X∗ y Y ∗ denotan
cualesquiera extensiones de X y Y a N , entonces resulta que ∇⊥ es un (2,1)-tensor simétrico y
∇N = ∇−∇⊥ = ∇>.

El tensor ∇⊥ contiene información sobre la diferencia de las geometrías de M y N .

Definición A.4.1. Al (2,1) tensor simétrico II(X,Y ) = ∇⊥XY se le llama la segunda forma funda-
mental.

Si ν es un campo normal unitario a lo largo de N (basta que esté definido en una vecindad
de un punto p ∈ N), entonces se puede definir la segunda forma fundamental en la dirección ν
como IIν(X,Y ) = g(II(X,Y ), ν). Dado que g establece un isomorfismo entre TN y T ∗N existe un
endomorfismo Sν : TN → TN tal que

IIν(X,Y ) = g(Sν(X), Y ).

El endomorfismo Sν es llamado operador de forma en la dirección de ν. Puesto que

g(Sν(X), Y ) = g(II(X,Y ), ν) = g(∇⊥XY, ν) = g(∇XY, ν)

= Xg(Y, ν)− g(Y,∇Xν) = −g(Y,∇>Xν),

se tiene:

Teorema A.4.1 (Weingarten). El operador de forma está dado por

Sν(X) = −∇>Xν. (A.16)
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IIν es un 2-tensor simétrico y por lo tanto Sν es autoadjunto con respecto a g. Luego Sν es
diagonalizable. A los eigenvalores λ1, . . . , λn se les llama curvaturas principales en la dirección de
ν y a los eigenvectores correspondientes direcciones principales.

Se puede calcular el tensor de curvatura en N en términos de la curvatura en M y II.

Teorema A.4.2 (Gauss). Si N es una subvariedad de una variedad riemanniana M y RN , RM
denotan las curvaturas en N y M , entonces

RM (X,Y, Z,W ) = RN (X,Y, Z,W )− g(II(X,Z), II(Y,W )) + g(II(X,Y ), II(Z,W )). (A.17)

En particular si X,Y forman una base ortonormal de un plano σ ⊂ TN entonces

KM (X,Y ) = KN (X,Y )− g(II(X,X), II(Y, Y )) + |II(X,Y )|2. (A.18)

En el caso en que N sea una hipersuperficie (subvariedad de codimensión 1) entonces II(X,Y ) =
IIν(X,Y )ν = g(Sν(X), Y ) donde ν es un campo normal unitario y por lo tanto

RM (X,Y, Z,W ) = RN (X,Y, Z,W )− g(Sν(X), Z)g(Sν(Y ),W ) + g(Sν(X),W )g(Sν(Y ), Z)

KM (X,Y ) = KN (X,Y )− g(Sν(X), X)g(Sν(Y ), Y ) + g(Sν(X), Y )g(Sν(Y ), X)

El operador de forma se puede interpretar de la siguiente manera para una subvariedad inmersa
en Rn. Para cada punto de la subvariedad p ∈ N existe en una vecindad un campo normal unitario
ν a N . Esto define una correspondencia ν̂ : U ⊂ N → Sn−1, dada por q 7→ νq, llamada el mapeo de
Gauss. La fórmula Sν(X) = −∇>XN indica que el operador de forma es −dν̂.

En el caso de superficies en R3, el caso de Gauss, si {v1, v2} es una base de TpN entonces

KN (p) = KN (v1, v2) = g(S(v1), v1)g(S(v2), v2)− g(S(v1), v2)2 = det(S) = λ1λ2 = −det(ν̂),

donde λ1 y λ2 son las curvaturas principales de en p. El mapeo de Gauss controla la geometría de
las superficies en R3.

Una subvariedad es totalmente geodésica si para todo p ∈ N y toda geodésica γ : [0, a] → M
con γ(0) = p y γ′(0) ∈ TpN se tiene que γ ⊂ N . Sea N una subvariedad totalmente geodésica y
X ∈ TpN un vector tangente. Consideremos la geodésica radial γ de M con velocidad inicial X.
Como γ está contenida en N resulta que es una geodésica de la métrica en N y luego ∇NXX =
0. Consecuentemente II(X,X) = 0. Dado que toda forma bilineal que es cero en la diagonal es
idénticamente cero resulta que II = 0. Análogamente si II = 0 entonces en particular II(X,X) = 0
y por lo tanto las geodésicas de N también son geodésicas de M .

Proposición A.4.3. Una subvariedad es totalmente geodésica si y solo si la segunda forma funda-
mental se anula.

Corolario A.4.4. Para una subvariedad totalmente geodésica N ,

KN (σ) = KM (σ).





Apéndice B

Grupos de Lie

En este apéndice se tratan brevemente los elementos de la teoría de grupos de Lie.

B.1. Definición

Definición B.1.1. Un grupo de Lie es un grupo G con estructura de variedad diferenciable de tal
forma que la multiplicación µ : G×G→ G y la inversión i : G→ G son diferenciables.

La multiplicación en G induce un par de familias de difeomorfismos {Lg} y {Rg} dados por
Lg(h) = gh y Rg(h) = hg, que suelen ser llamadas la multiplicación izquierda y derecha. Dado que
Lgh = Lg ◦Lh, Rgh = Rh ◦Rg y Rh ◦Lg = Lg ◦Rh se tienen identidades análogas para las derivadas
de estas: dLgh = dLg ◦ dLh, dRgh = dRh ◦ dLg y dLg ◦ dRh = dRh ◦ dLg. Obsérvese también que
L−1
g = Lg−1 y R−1

g = Rg−1 por lo que dLg−1 = (dLg)
−1 y dRg−1 = (dRg)

−1.

Proposición B.1.1. En un grupo de Lie,

1. (dµ)(g,h)(v, w) = dRh(v) + dLg(w),

2. (di)g(v) = −dLg−1 ◦ dRg−1 .

La manera de comparar grupos de Lie es a través de los homomorfismos de grupos de Lie.

Definición B.1.2. Un homomorfismo de grupos de Lie es una función diferenciable f : G → H
entre grupos de Lie que a su vez es homomorfismo de grupos.

Todo homomorfismo de grupos f : G → H entre grupos de Lie resulta ser diferenciable, por lo
que se puede omitir la hipótesis de diferenciabilidad. La colección de grupos de Lie junto con los
morfismos entre ellos forman una categoría Lie.

Definición B.1.3. Dos grupos de Lie G y H son isomorfos si existe un homomorfismo de grupos
de Lie f : G→ H biyectivo. En este caso f es llamado un isomorfismo.

La condición de que f : G → H sea un isomorfismo es equivalente a que exista k : H → G
homomorfismo de grupos de Lie tal que f ◦ k = idH y k ◦ f = idG.

117
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La estructura del grupo de Lie se manifiesta fuertemente al analizar la acción de G en sí mismo.
Si g ∈ G, el morfismo τg : h 7→ ghg−1 es llamado la conjugación por g y dτe : TeG→ TeG se denota
Ad(g). Como τgh = τg ◦ τh, se cumple que Ad(gh) = Ad(h) ◦Ad(h).

Uno de los motivos principales para estudiar los grupos de Lie es su ocurrencia como grupos de
simetrías de objetos lineales. El estudio de la manera en que un grupo de Lie puede actuar en un
espacio vectorial se llama la teoría de representaciones y es una pieza fundamental de la matemática
moderna.

Definición B.1.4. Una representación de un grupo de Lie G es un homomorfismo de grupos de
Lie ϕ : G→ GL(V ) donde GL(V ) denota el grupo de Lie de automorfismos (isomorfismos lineales)
de un espacio vectorial V de dimensión finita.

En particular, G actúa en sí mismo por conjugación, lo cual da lugar a una representación.

Definición B.1.5. La función Ad : G→ GL(Ge) que manda g en Ad(g) es una representación de
G llamada la representación adjunta.

Otro ingrediente principal en el estudio de los grupos de Lie son los subgrupos que puede poseer.
Las representaciones y acciones de G pueden restringirse a los subgrupos, y el estudio de estos puede
dar información de G.

Definición B.1.6. Un subgrupo de Lie es una subvariedad H con estructura de grupo de Lie tal
que la inclusión H ↪→ G es un homomorfismo de grupos de Lie.

Ejemplo 1. Rn con la suma es un grupo de Lie abeliano.

2. S1 con la multiplicación compleja.

3. (S1)n = Tn.

4. GL(n,R), el grupo de matrices n × n invertibles con entradas reales. Es un grupo de Lie ya
que GL(n,R) es un conjunto abierto en M(n,R) ∼= Rn2

y la multiplicación e inversión son
funciones racionales. Este grupo de Lie tiene dimensión n2.

5. O(n), el grupo ortogonal de matrices n×n con entradas reales que satisfacen AAt = I. O(n,R)
es un subgrupo de GL(n,R), su dimensión es n(n− 1)/2.

Sea x ∈ Ge. Si se define Xg = dLg(x) se obtiene un campo vectorial (suave) en G con la
propiedad de que dLg(Xh) = Xgh. Un campo que satisface esto se llama un campo izquierdo-
invariante y X es el campo izquierdo-invariante generado por x. Si {xi} es una base de Ge entonces{

(Xi)g
}
es base de TgG para cada g por lo que se tiene:

Proposición B.1.2. Todo grupo de Lie es paralelizable. Es decir,

TG ∼= G× TeG ∼= G× Rn.

Si X es un campo izquierdo-invariante y Xe = aixi, la invarianza izquierda implica que Xg =
ai(Xi)g y luego:

Proposición B.1.3. El conjunto de campos izquierdo-invariantes V ectL(G) es un espacio vectorial
isomorfo a TeG a través de X 7→ Xe.
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El corchete de Lie brinda una manera de operar campos izquierdo-invariantes ya que si X,Y ∈
V ectL(G) entonces dLg[X,Y ] = [dLgX, dLgY ] = [X,Y ].

Definición B.1.7. El álgebra de Lie del grupo de Lie G, denotado por g, es el espacio vectorial
TeG ∼= V ectL(G) con la operación [X,Y ] = [X,Y ]e.

El álgebra de Lie no solo es la mejor aproximación lineal del espacio G sino de la estructura
algebraica de G; la mayoría de la información concerniente al grupo G puede ser extraída de su
álgebra de Lie. La estructura de álgebra de Lie es considerablemente más simple que la estructura
diferenciable de G por lo que el estudio de G frecuentemente inicia con el el estudio de su álgebra
de Lie g.

La construcción del álgebra de Lie de un grupo de Lie puede modificarse y en vez de considerar
campos izquierdo-invariantes se toman campos derecho-invariantes. Sin embargo este camino no
lleva a nuevas estructuras puesto que las álgebras de Lie que surgen son isomorfas a través del
isomorfismo X 7→ −X (véase la demostración de 4.4.7).

B.2. Álgebras de Lie

La estructura de álgebra de Lie puede ser abstraída y estudiada en un ambiente más general.
Aunque con tal abstracción no se consiguen nuevos ejemplos, se obtiene claridad teórica.

Definición B.2.1. Un espacio vectorial de dimension finita junto con una multiplicación [, ] :
V × V → V que satisface

1. Antisimetría: [x, y] = −[y, x].

2. Bilinealidad: [ax+ y, z] = a[x, z] + [y, z].

3. Identidad de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

es un álgebra de Lie.

De ahora en adelante se usará g, h, k, . . . para denotar álgebras de Lie.
El ejemplo canónico de las álgebras de Lie es el espacio gl(V ) que consta de todos los endo-

morfismos de un espacio vectorial finito dimensional V con multiplicación [A,B] = AB − BA. Un
espacio vectorial g con la multiplicación definida por [x, y] = 0 es un álgebra de Lie, llamada el
álgebra de Lie trivial en V , en este caso decimos que g es abeliana. El álgebra de Lie de cualquier
grupo de Lie es un álgebra de Lie. De hecho para toda álgebra de Lie existe un grupo de Lie que
tiene a esta como su álgebra de Lie.

Enlistamos las álgebras de los grupos de la sección anterior.

1. Rn = Rn, que es abeliana.

2. Tn = Rn, que de nuevo es abeliana.

3. gl(n,R) consta de los endomorfismos de Rn, o bien de las matrices n× n con entradas reales.

4. o(n) consta de las matrices n× n antisimétricas.
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En los dos últimos ejemplos la multiplicación está dada por [A,B] = AB −BA.
La teoría de álgebras de Lie es una subteoría de la teoría de k-álgebras (k campo) y luego se

tienen todas las definiciones y los teoremas usuales.

Definición B.2.2. Una transformación lineal ϕ : g→ h entre álgebras de Lie es un homomorfismo
de álgebras de Lie si ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)].

Se usará morfismo para hablar de homomorfismos.

Definición B.2.3. Un isomorfismo lineal entre álgebras de Lie T : g → h es un isomorfismo
de álgebras de Lie si T es un morfismo de álgebras de Lie. En este caso decimos que g y h son
isomorfas.

Si A,B ⊆ g denotemos por [A,B] al subespacio generado por elementos de la forma [a, b] con
a ∈ A y b ∈ B.

Definición B.2.4. Un subespacio h de un álgebra de Lie g es una subálgebra de Lie si [h, h] ⊆ h.

Definición B.2.5. Un subespacio I de un álgebra de Lie g es un ideal si [g, I] ⊆ I.

Por ejemplo, el núcleo de un morfismo es un ideal. Resulta que estos son todos los ideales:

Teorema B.2.1. Si g es un álgebra de Lie y I es un ideal entonces g/I tiene estructura de álgebra
de Lie de tal forma que π : g→ g/I es un morfismo.

En relación al estudio de grupos de Lie, un tipo de morfismos destaca.

Proposición B.2.2. Sean G y H grupos de Lie y f : G→ H un homomorfismo de grupos de Lie.
Dado que f(e) = e, f induce una transformación lineal entre las álgebras dfe : g → h. dfe es un
homomorfismo de álgebras.

Demostración Como f es un homomorfismo de grupos de Lie, para todo g ∈ G se tiene que
Lf(g) ◦ f = f ◦ Lg, y por lo tanto dLf(g) ◦ df = df ◦ dLg. Si X ∈ TeG, X es el campo izquierdo-
invariante en G con Xe = X y X̂ es el campo izquierdo-invariante en H con X̂e = dfe(X) entonces
X y X̂ están f -relacionados, esto es df(X)g = X̂f(g), ya que

X̂f(g) = dLf(g)(X̂e) = dLf(g)(dfe(X)) = dfg(dLg(X)) = df(X).

Si X,Y ∈ g entonces X y Y están f -relacionados con X̂ y Ŷ . Luego [X,Y ] está f -relacionado
con [X̂, Ŷ ] y

df([X,Y ]) = df([X,Y ]e) = [d̂f(X), d̂f(Y )]e = [df(X), df(Y )].

Por la proposición anterior si ϕ : G → Gl(V ) es una representación de G entonces dϕe : g →
gl(V ) es un morfismo de álgebras. La siguiente definición es natural.

Definición B.2.6. Una representación de un álgebra de Lie g es un homomorfismo de álgebras de
Lie ϕ : g→ gl(V ) donde V es un espacio vectorial finito dimensional.

Luego toda representación de un grupo de Lie G induce una representación de su álgebra de Lie.
En particular la representación adjunta induce una representación llamada ad : g→ gl(g). Resulta
que
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Proposición B.2.3. Si G es un grupo de Lie entonces la representación adjunta del álgebra de Lie
ad : g→ gl(g) está dada por

ad(x)(y) = [x, y].

Toda representación de un grupo de Lie induce una forma bilineal de la siguiente manera.

Definición B.2.7. Sea ρ : G→ GL(V ) una representación de un grupo de Lie. La forma de Killing
asociada a ρ, es la forma bilineal Bρ : g× g→ R definida por

Bρ(x, y) = tr(dρ(x) ◦ dρ(y))

donde dρ(x) : g→ gl(V ) es la representación de álgebras de Lie asociada.

Notese que para todo g ∈ G y x ∈ g, se tiene que

dρ(Ad(g)(x)) =
d

dt
ρ(g−1exp(tx)g) =

d

dt
ρ(g−1)ρ(exp(tx))ρ(g) = Ad(ρ(g))(dρ(x))

y por lo tanto

Bρ(Ad(g)(x), Ad(g)(y)) = tr(dρ(Ad(g)(x)) ◦ dρ(Ad(g)(y)))

= tr(Ad(ρ(g))(ad(x) ◦ ad(y)))

= tr(ρ(g−1) ◦ (ad(x) ◦ ad(y)) ◦ ρ(g)))

= tr(ad(x) ◦ ad(y)) = Bρ(x, y)

es decir, la forma de Killing asociada a ρ es Ad(G)-invariante.
La forma de Killing asociada a la representación adjunta es llamada la forma de Killing de g y

está dada por

B(x, y) = tr(ad(x) ◦ ad(y)) =
∑
i

〈[x, [y, xi]], xi〉

donde 〈, 〉 es cualquier producto interior en g y {xi} es una base ortonormal. La forma de Killing es
un ingrediente importante en la comprensión y clasificación de las álgebras de Lie, y más importante
(para nuestros propósitos) para la clasificación de los espacios homogéneos (véase 5.1.1).

En la mayoría de los casos ad no es un encaje de g en gl(g). A las representaciones inyectivas
se les llama representaciones fieles. Luego, en general ad no es una representación fiel. Sin embar-
go el teorema de Ado [FH91, Sección E.2, pág. 500] asegura que toda álgebra de Lie tiene una
representación fiel y por lo tanto es subálgebra de algún gl(V ).

Definición B.2.8. Se dice que un álgebra de Lie es simple si no tiene ideales no triviales.

Definición B.2.9. Un álgebra de Lie es semisimple si es suma directa de álgebras simples.

Cartan logró la clasificación completa de las álgebras de Lie complejas y simples, consúltese
[Hel79, FH91]. Esta clasificación desemboca en la clasificación de espacios simétricos 5.1.2.
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B.3. Subgrupos

Sea G un grupo de Lie. Se empieza estudiando los subgrupos más sencillos, aquellos de una
dimensión.

Definición B.3.1. ϕ : R→ G es un subgrupo a un parámetro si ϕ(t+ s) = ϕ(t) · ϕ(s).

Si ϕ es un subgrupo a un parámetro, ϕ define una familia de difeomorfismos a través de ϕt(g) =
g · ϕ(t). Obsérvese que ϕt+s(g) = ϕt ◦ ϕs(g) y luego ϕ es una familia de difeomorfismos a un
parámetro (cfr. 4.4.1) e induce un campo vectorial X. Tal campo vectorial es izquierdo-invariante
ya que dLh(X)g = d

dtLh(g · ϕ(t)) = d
dthg · ϕ(t) = Xhg. Por otro lado si X es un campo izquierdo-

invariante entonces el flujo inducido ϕt es completo (cfr. [Hel79]) y además

d

ds
ϕt(e) · ϕs(g) =

d

ds
Lϕt(e)(ϕs(e)) = dLϕt(e)(Xϕs(g)) = Xϕt(e)·ϕs(g),

por lo que ϕt(e) · ϕs(g) y ϕs+t(g) son curvas integrales del mismo campo vectorial y por lo tanto
iguales. En consecuencia ϕt(e) es un subgrupo a un parámetro.

Proposición B.3.1. Todo campo vectorial X izquierdo-invariante define un único subgrupo a un
parámetro ϕ con ϕ′(0) = X y viceversa a través de ϕ 7→ ( ddtg · ϕt(e))g.

Definición B.3.2. Para cada x ∈ TpG, exp(x) denota ϕ1(e) donde ϕ es el subgrupo a un parámetro
inducido por X. A exp : g→ G se le llama el mapeo exponencial.

Si x ∈ g, exp(tx) es el subgrupo a un parámetro inducido por X. Por la definición de exp se tiene
que d expe = id y por lo tanto existe U vecindad de e y V vecindad de 0 en g tales que exp : V → U
es un difeomorfismo.

En contraste con las variedades riemannianas, exp está definido en todo Ge pero puede no ser
suprayectivo.

El mapeo exponencial es la conexión entre la estructura de álgebra de Lie y la de grupo de Lie.

Proposición B.3.2. Sea f : G→ H un homomorfismo de grupos de Lie. Si expG y expH denotan
los mapeos exponenciales en G y H respectivamente, entonces

f ◦ expG = expH ◦dfe. (B.1)

Demostración Sea X ∈ g y expG(tX) el subgrupo a un parámetro generado por X. Se tiene
que f ◦ expG(tX) = ψ(tX) es un subgrupo a un parámetro de H con ψ′(0) = df(X). Luego
f ◦ expG(tX) = expH(t df(X)), en particular

f ◦ expG(X) = expH ◦df(X).

Si G es un grupo de Lie conexo, entonces G es generado por cualquier vecindad U de la identidad,
ya que es claro que U(h) = {g ∈ G|g ∈ hUn para algún n ∈ N} es abierto y que si h1 /∈ U(h2)
entonces U(h1) ∩ U(h2) = ∅.

Proposición B.3.3. Si f, h : G→ H son morfismos de grupos de Lie, G conexo, tales que dfe = dge
entonces f = g.
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Demostración Primero se ve que f y h coinciden en una vecindad de e. Sea U una vecindad de e
y V una vecindad de 0 en Ge para las cuales exp : V → U es un difeomorfismo. Si g ∈ U , entonces

f(g) = f(expG(v)) = expH(dfe(v)) = exph(dhe(v)) = h(expG(v)) = h(g).

Como G está generado por U entonces cualquier elemento de G es de la forma g1 · · · gn con
gi ∈ U . Luego

f(g1 · · · gn) = f(g1) · · · f(gn) = h(g1) · · ·h(gn) = h(g1 · · · gn).

Los morfismos de grupos de Lie están completamente determinados por su acción sobre sus
álgebras de Lie. Hay un teorema recíproco:

Proposición B.3.4. Sean G y H grupos de Lie con G conexo y simplemente conexo. Si T : g→ h
es un morfismo de álgebras de Lie entonces existe un único morfismo de Lie f : G → H tal que
dfe = T .

Para ver hasta qué punto se puede reducir la clasificación de los grupos de Lie a la clasificación
de sus álgebras de Lie vemos que si G es un grupo de Lie y G̃ es su cubierta universal, G̃ admite
una única estructura de grupo de Lie de tal forma que π : G̃ → G es un homomorfismo de grupos
de Lie. Resulta que las transformaciones de cubierta conforman un subgrupo discreto del centro de
G̃. Como π es un difeomorfismo local, G̃ y G tienen álgebras de Lie isomorfas. Además,

Proposición B.3.5. Sean G y H dos grupos de Lie conexos y simplemente conexos. Si g y h son
álgebras de Lie isomorfas entonces G y H son isomorfos.

Demostración Esto es inmediato de B.3.4.

Así, si G yH son grupos de Lie conexos con álgebras de Lie isomorfas entonces por la proposición
anterior tienen la misma cubierta universal. El problema de clasificar grupos de Lie se ha reducido a
dos problemas algebraicos: clasificar las álgebras de Lie (para determinar los grupos de Lie conexos
y simplemente conexos) y determinar los subgrupos discretos del centro de los grupos de Lie conexos
y simplemente conexos.

Regresando a los subgrupos, por la proposición B.2.2 si H es un subgrupo de Lie de G entonces
He ⊂ Ge es subálgebra de Lie. De hecho,

Proposición B.3.6. Toda h ⊂ g subálgebra de Lie del álgebra de Lie de G determina un único
subgrupo conexo H de G cuya álgebra de Lie es h. Parafraseando, hay una correspondencia biyectiva
entre subálgebras de Lie de g y subgrupos de Lie conexos.

Por el teorema de Ado toda álgebra de Lie es subálgebra de gl(V ), que a su vez le pertenece a un
subgrupo de Lie de GL(V ). Luego para todo grupo de Lie G existe un subgrupo de Lie G′ ⊂ GL(V )
tal que g = g′, lo cual indica que G y G′ son localmente isomorfos. Sin embargo no es cierto que
todo grupo de Lie puede realizarse como un grupo de matrices.

Ser un subgrupo de G (sin necesariamente tener estructura diferenciable) no es suficiente para
ser subgrupo de Lie; sin embargo,

Proposición B.3.7. Si H es un subgrupo cerrado de G, esto es un subgrupo que como conjunto
en G es cerrado, entonces H tiene una única estructura diferenciable de tal forma que H ↪→ G es
un subgrupo de Lie.
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B.4. Integración en grupos de Lie
Sea G un grupo de Lie n-dimensional.

Definición B.4.1. Una s-forma ω es izquierdo-invariante si L∗gω = ω para todo g ∈ G. Esto es si
ω(dLg(v1), . . . , dLg(vs)) = ω(v1, . . . , vs).

De forma análoga se define una forma derecho-invariante. Cuando una forma es izquierdo-
y derecho-invariante decimos que es bi-invariante. Sea ΛsL(G) el conjunto de s-formas izquierdo-
invariantes. Si ω′ ∈ Λs(g) es una s-forma en g y se define

ω(v1, . . . , vs)g = ω′(dLg−1(v1), . . . , dLg−1(vs)),

entonces ω es izquierdo-invariante, ya que

(L∗hω)g(v1, . . . , vs) = ωhg(dLh(v1), . . . , dLh(vs))

= ω′(dLg−1h−1dLh(v1), . . . , dLg−1h−1dLh(vs))

= ω′(dLg−1(v1), . . . , dLg−1(vs)) = ωg(v1, . . . , vs).

Si {ωi} es una base de Λs(g), ω ∈ ΛsL(G) y ωe = aiωi entonces por la invarianza izquierda
ωg = aiωi, por lo que

Proposición B.4.1. ΛsL(G) es un espacio vectorial isomorfo a Λs(g).

Si ω es una n-forma izquierdo-invariante y g ∈ G entonces

(R∗gω)h(v1, . . . , vn) = ωhg(dRg(v1), . . . , dRg(vn))

= ωe(dL(hg)−1dRg(v1), . . . , dL(hg)−1dRg(vn))

= ωe(dLg−1dRgdLh−1(v1), . . . dLg−1dRgdLh−1(vn))

= det(Ad(g))ωe(dLh−1(v1), . . . , dLh−1(vn))

= det(Ad(g))ωh(v1, . . . , vn).

Por lo tanto,
R∗gω = det(Ad(g))ω. (B.2)

Definición B.4.2. Un grupo de Lie es unimodular si |det(Ad(g))| = 1 para todo g ∈ G.

Puesto que Ad(gh) = Ad(g)Ad(h) y det(AB) = det(A) det(B), la función det(Ad(_)) : G→ R∗
es un morfismo de grupos de Lie. Si G es compacto entonces la imagen bajo det(Ad(_)) es un
subgrupo compacto. Sin embargo, los únicos subgrupos compactos de R∗ son {1} y {1,−1} por lo
que todo grupo de Lie compacto es unimodular. Si además G es conexo entonces det(Ad(g)) = 1
por lo que G admite una n-forma bi-invariante.

De ahora en adelante G es un grupo de Lie unimodular.
Si ω una n-forma izquierdo-invariante, ω determina una orientación de G llamada la orientación

izquierda asociada a ωe. La multiplicación izquierda preserva la orientación mientras que la multi-
plicación derecha Rg preserva la orientación si det(Ad(g)) > 0. Si f : G→W es una función suave
de soporte compacto entonces podemos calcular la integral

∫
G
fω. Por lo anterior,∫

G

f(h)ωh =

∫
G

L∗g(fω)h =

∫
G

f(gh)L∗g(ω)h =

∫
G

f(gh)ωgh.
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Por otro lado, dependiendo de si Rg preserva orientación o no, se tiene∫
G

f(h)ωh = ±
∫
G

R∗g(fω)h = ±
∫
G

f(hg)R∗g(ω)h = ±
∫
G

f(hg) det(Ad(g))ωhg

= |det(Ad(g))|
∫
G

f(hg)ωhg.

Esto sugiere que en grupos unimodulares la integral de funciones con soporte compacto es
izquierdo- y derecho-invariante.

Sea G compacto y tómese la única n-forma izquierdo-invariante ωG tal que
∫
G
ωG = 1. Defínase

la integral de una función f : G→W , con W un espacio vectorial, como
∫
G
fωG y la denótese por∫

G
f(g)dg.

Proposición B.4.2. La integral de funciones en G satisface:

A.
∫
G
f(gh)dh =

∫
G
f(h)dh =

∫
G
f(hg)dh;

B.
∫
G
f(h−1)dh =

∫
G
f(h)dh.

Demostración El punto (A) quedó establecido en las observaciones que anteceden a esta propo-
sición. En cuanto a la parte (B) se tiene que (cfr. B.1.1)

(i∗ω)g(v1, . . . , vn) = ωg−1(−dLg−1dRg−1(v1), . . . ,−dLg−1dRg−1(vn))

= ωg−1(−dLg−1dLg−1dLgdRg−1(v1), . . . ,−dLg−1dLg−1dLgdRg−1(vn))

= ωg(−Ad(g−1)(v1), . . . ,−Ad(g−1)(vn))

= (−1)n det(Ad(g−1))ωg(v1, . . . , vn).

Usando el mismo argumento que arriba,∫
i∗(fω) =

∫
G

|det(Ad(g−1))| f(g−1)ωg−1 =

∫
G

f(g−1)ωg−1 .

Sea ϕ : G → GL(V ) una representación de un grupo G. Se dice que un producto interior
k : V × V → R es invariante con respecto a ϕ si k(v, w) = k(ϕ(h)(v), ϕ(h)(w)) para toda h ∈ G.

Teorema B.4.3. Toda representación ϕ : G → GL(V ) de un grupo de Lie compacto admite un
producto interior invariante con respecto a ϕ.

Demostración Sea k : V × V → R cualquier producto interior. Si se define k : V × V → R como
k(v, w) =

∫
G
k(ϕ(g)(v), ϕ(g)(w))dg entonces es claro que k es un producto interior y que

k(ϕ(h)(v), ϕ(h)(w)) =

∫
G

k(ϕ(g)ϕ(h)(v), ϕ(g)ϕ(h)(w))

=

∫
G

k(ϕ(gh)(v), ϕ(gh)(v))

=

∫
G

k(ϕ(g)(v), ϕ(g)(w))dg

= k(v, w).

Corolario B.4.4. Todo grupo compacto tiene un producto interior k : g× g→ R Ad-invariante.





Apéndice C

Espacios de Alexandrov

C.1. Espacios de Alexandrov

Los trabajos de Alexandrov en la década de 1950 introdujeron la idea de la posibilidad de hacer
geometría métrica con una noción no diferenciable de curvatura. Su aportación al área de la geo-
metría de superficies consistió en realizar una descripción geométrica de las superficies convexas, no
solo diferenciables, desde una perspectiva intrínseca (aquellas propiedades medibles solo dentro de
la superficie). Posteriormente surgió el proyecto propuesto por Gromov en [Gro78] de estudiar su-
cesiones convergentes de variedades riemannianas con respecto de la métrica de Gromov-Hausdorff
(C.3). A partir del artículo clásico [BGP92] (1992) en el cual Gromov, Burago y Perelman desarro-
llaron los elementos de la teoría de dichos espacios, la teoría de espacios de Alexandrov tuvo una
explosión y su trabajo abrió una rama muy amplia de investigación que hoy en día sigue rebozando.

Los espacios de Alexandrov no solo resultan ser la frontera ideal del conjunto de variedades
riemannianas (con curvatura acotada inferiormente) en el conjunto de espacios métricos compactos
con la topología Gromov-Hausdorff, sino que son mucho más estables que las variedades rieman-
nianas. El cociente isométrico, la suspensión, los conos, las sucesiones convergentes de espacios de
Alexandrov son construcciones que permanecen dentro de la categoría de los espacios de Alexandrov.

La estructura de dichos espacios resulta ser (relativamente) mansa; un espacio de Alexandrov
siempre tiene dimensión de Hausdorff entera o infinita y en el caso que tenga dimensión entera
entonces salvo por un conjunto de medida 0 el espacio es una variedad topológica. La geometría
local está contenida en una versión generalizada del espacio tangente.

En esta sección se da una introducción a la geometría de los espacios de Alexandrov. Se considera
que el lector está familiarizado con nociones de geometría métrica como aparecen en el libro [BBI].

Definición C.1.1. Un espacio métrico X es intrínseco si es localmente completo y para todo par
de puntos x, y ∈ X y ε > 0 existe una sucesión finita de puntos x = q1, q2, . . . , qm = y tales que
d(x, y) < ε y ∑

i

d(qi, qi+1) < d(x, y) + ε.

Véase también [Gro01] para una definición más amplia.
La filosofía detrás de esta definición es la siguiente. Una curva continua α : [a, b] → X es

127



128 APÉNDICE C. ESPACIOS DE ALEXANDROV

rectificable si existe el límite

L(α) = sup

{∑
i

d(α(ti), α(ti+1))

∣∣∣∣∣ n ∈ N y a = t0 < t1 < · · · < tn = b

}
;

en tal caso se dice que L(α) es la longitud de la curva (compárese con A.1.1). Si α(a) = p y
α(b) = q, se escribirá α : p → q para indicarlo. Luego un espacio métrico es intrínseco si d(x, y) =
ı́nf {L(α)|α : x→ y}, es decir la distancia está determinada por la longitud de los caminos. Por esto
a los espacios métricos intrínsecos también se les llama espacios de caminos.

Definición C.1.2. Un espacio métrico X es estrictamente intrínseco si para todo par de puntos
x, y existe una curva rectificable α : x→ y tal que

L(α) = d(x, y).

Las curvas que realizan la distancia entre dos puntos son llamadas geodésicas minimizantes o
segmentos. Si X es un espacio intrínseco, completo y localmente compacto entonces es estrictamente
intrínseco. De ahora en adelante solo se trabajará con espacios estrictamente intrínsecos. La teoría
se puede desarrollar sin esta suposición inicial, sin embargo las demostraciones se vuelven menos
técnicas y enmendar las demostraciones para que funcionen en el caso general usualmente consiste
de aplicar el mismo argumento de aproximación.

Definición C.1.3. Sea X un espacio métrico y x, y ∈ X. Un ε-punto medio entre x y y es un
punto z ∈ X tal que d(x, z), d(z, y) < 1

2d(x, y) + ε. z es un punto medio ente x y y si es un 0-punto
medio.

Una caracterización sencilla de los espacios métricos (estrictamente) intrínsecos es la siguiente:

Proposición C.1.1. Sea X un espacio métrico completo. X es (estrictamente) intrínseco si y solo
si para todo par de puntos x, y ∈ X y todo ε > 0 existe un ε-punto medio entre x y y (respectivamente
existe un punto medio).

Un espacio de Alexandrov es un espacio métrico (estrictamente) intrínseco que admite algunas
propiedades de los espacios curvos a través de la comparación con los espacios modelo. En este
capítuloMk denota la superficie riemanniana completa, simplemente conexa con curvatura seccional
= k, i.e. Mk = M2,k; véase 1.3.

Definición C.1.4. Sean x, y, z ∈ X espacio métrico. Un triángulo de comparación ∆Kxyz es
un triángulo ∆x̄ȳz̄ en Mk con d(x, y) = d(x̄, ȳ), d(x, z) = d(x̄, z̄) y d(y, z) = d(ȳ, z̄). Si k ≤ 0
el triángulo de comparación existe y es único salvo isometría; si k > 0 existe si Per(∆xyz) =
d(x, y) + d(y, z) + d(z, x) ≤ 2π/

√
k y es único si Per(∆xyz) < 2π/

√
k (cfr. 1.3). El ángulo de

comparación ]kxyz es ]x̄ȳz̄.

De la misma manera en que un poliedro es convexo si la suma de los ángulos que forman las
caras en cualquier vértice es ≤ 2π, un espacio de Alexandrov tiene curvatura ≥ k si satisface una
propiedad análoga.

Definición C.1.5. Un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k es un espacio métrico X (estric-
tamente) intrínseco tal que para todo p ∈ X existe una vecindad U de p en la cual toda cuádrupla
de puntos (q; a, b, c) en U satisface

]kaqb+ ]kbqc+ ]kcqa ≤ 2π.
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Existen otras definiciones de un espacio de Alexandrov, todas equivalentes. La demostración de
su equivalencia puede consultarse en cualquiera de las fuentes previamente mencionadas.

Definición C.1.6. Un triángulo geodésico ∆xyz en un espacio métrico intrínseco consiste de tres
puntos x, y, z ∈ X junto con tres geodésicas minimizantes xy : x→ y, yz : y → z y zx : z → x.

Definición C.1.7 (Versión 2). Un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k es un espacio métrico
X (estrictamente) intrínseco tal que para todo p ∈ X existe una vecindad U de p tal que para todo
triángulo geodésico ∆xyz en U y todo triángulo de comparación ∆kxyz, si w ∈ xy y w̄ ∈ x̄ȳ es tal
que d(x,w) = d(x̄, w̄) y d(w, y) = d(w̄, ȳ) entonces

d(z̄, w̄) ≤ d(z, w).

Un punto importante de los espacios de Alexandrov con curvatura ≥ k es que se puede definir
una noción de ángulo para geodésicas minimizantes. En realidad el ángulo se puede definir para
cualquier par de curvas (con inicio común) en cualquier espacio métrico, pero la mayoría de las
veces el ángulo no existe. Sin embargo, en un espacio de Alexandrov el ángulo entre dos geodésicas
siempre existe.

Definición C.1.8. Sean γ1, γ2 : [a, b]→ X curvas continuas tales que γ1(a) = γ2(a) = p. El ángulo
entre γ1 y γ2 en p es

]γ1γ2 = ĺım
s,t→0+

d(p, γ1(t))2 + d(p, γ2(s))2 − d(γ1(t), γ2(s))2

2d(p, γ1(t))d(p, γ2(s))
.

En el caso que X sea una variedad riemanniana y γ1, γ2 sean curvas diferenciables entonces es
claro que ]γ1γ2 = ]γ′1(0)γ′2(0). Si ∆xyz es un triángulo geodésico se escribirá ]xyz para denotar
el ángulo formado entre las geodésicas yx y yz.

Definición C.1.9. (Versión 3) Un espacio de Alexandrov de curvatura ≥ k es un espacio métrico
(estrictamente) intrínseco X tal que todo punto p ∈ X tiene una vecindad U tal que para todo
triángulo geodésico ∆xyz en U y triángulo de comparación ∆kxyz se cumple

]kxyz ≤ ]xyz.

Esta definición es claramente equivalente a:

Definición C.1.10. (Versión 4) Sean γ1, γ2 : [0, l] → X dos geodésicas minimizantes con vértice
común p = γ1(0), γ2(0). Para cada r, s definase la función θk(r, s) = ]x̄rp̄ȳs donde ∆x̄rp̄ȳs es un
triángulo de comparación para ∆γ1(r)pγ2(s) en Mk. Se dice que X es un espacio de Alexandrov con
curvatura ≥ k si para todo punto p ∈ X existe una vecindad U tal que para todo par de geodésicas
minimizantes en U con vértice común la función ]k(r, s) es no decreciente (con r o s fijo).

Una consecuencia inmediata de la definición es que las geodésicas no se ramifican. Esto es, si
γ1, γ2 : [a, b] → X son geodésicas y γ1

∣∣
[c,d]

= γ2

∣∣
[c,d]

(con [c, d] ⊂ [a, b] y c 6= d) entonces γ1 = γ2.
También el ángulo entre geodésicas siempre está definido.

En variedades riemannianas, si βi, γi son geodésicas, con βi(0) = γi(0), que convergen a β y γ
respectivamente entonces los ángulos ]βiγi convergen a ]βγ, pero en espacios de Alexandrov esto
puede fallar. Sin embargo,

Proposición C.1.2. Sean X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k y γi, βi : [0, l] → X
geodésicas con γi(0) = βi(0) = pi, si γi y βi convergen a las geodésicas γ y β, respectivamente,
entonces

]γβ ≤ ĺım inf
i→∞

]γiβi.
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C.2. Estructura
En esta sección se enuncian los teoremas que describen la estructura básica de los espacios de

Alexandrov. Consúltese [BGP92],[BBI] o [Shi93] para las demostraciones.
Un espacio de Alexandrov se definió como un espacio métrico intrínseco en el cual se satisface

localmente un análogo al teorema de Toponogov 2.4.1. Sin embargo para triángulos arbitrarios el
teorema sigue siendo válido:

Teorema C.2.1 (de globalización). Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k completo.
Sean p;x, y, z ∈ X. Adicionalmente, si k > 0 se pide que

Per(∆xpy), P er(∆ypz), P er(∆zpx) ≤ 2π/
√
k.

Entonces
]kxpy + ]kypz + ]kzpx ≤ 2π.

La demostración de la equivalencia de las definiciones de la sección pasada no ocupa la localidad
de la definición por lo que todas las siguientes reformulaciones del teorema anterior también son
ciertas.

Teorema C.2.2. Sea X un espacio de Alexandrov completo

1. Sea ∆xyz un triángulo geodésico en X; si k > 0 se pide que Per(∆xyz) ≤ 2π/
√
k. Si ∆kxyz

es un triángulo de comparación, entonces

]kxyz ≤ ]xyz.

2. Sea ∆xyz un triángulo geodésico en X; si k > 0 se pide que Per(∆xyz) ≤ 2π/
√
k. Sea ∆kxyz

un triángulo de comparación. Si w ∈ xy y w̄ es el correspondiente en x̄ȳ, i.e. d(x,w) = d(x̄, w̄)
y d(w, y) = d(w̄, ȳ), entonces

d(z̄, w̄) ≤ d(z, w).

Como consecuencia del teorema de globalización se tiene una generalización del teorema de
Bonnet-Myers:

Proposición C.2.3. Sea X un espacio de Alexandrov completo con curvatura ≥ k > 0, entonces
diam(M) ≤ π/

√
k.

y que la restricción enunciada en el teorema de globalización es superflua:

Proposición C.2.4. Sea X un espacio de Alexandrov completo con curvatura ≥ k. Todo triángulo
∆xyz tiene perímetro ≤ 2π/

√
k.

En cuanto a la estructura local:

Definición C.2.1. p ∈ X es un punto (n, δ)-tensado si existen n pares de puntos an, bn ∈ X tales
que

]kaipbi > π − δ, ]kaipaj > π/2− δ,
]kaipbj > π/2− δ, ]kbipbj > π/2− δ.

a la colección de puntos (ai, bi) se le llama un (n, δ)-tensor en p.
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Proposición C.2.5. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k y p un punto (n, δ)-
tensado. Si δ es suficientemente pequeño, es decir δ ≤ C(n, k) para alguna constante que solo
depende de n y k, entonces en cualquier vecindad de p existen puntos (n, δ′)-tensados para cualquier
δ′ > 0.

La existencia de un (n, δ)-tensor con n maximal en un punto p prove de coordenadas en una
vecindad suficientemente pequeña de p.

Teorema C.2.6. Sea p un punto (n, δ)-tensado con δ < 1/2n y (ai, bi) un tensor. Si U carece de
puntos (n + 1, δ′)-tensados (con δ′ = δ′(δ) suficientemente pequeño) entonces existe una vecindad
abierta V de p tal que la función ϕ : V → Rn definida por

ϕ(q) = (d(a1, q), . . . , d(an, q))

es un homeomorfismo bilipschitz.

Definición C.2.2. p ∈ X es un punto variedad si existe una vecindad V y una función bilipschitz
ϕ : V →W ⊂ Rn a un dominio abierto en Rn.

Dado que la existencia de puntos (n, δ)-tensados controla fuertemente la topología local defínase

Definición C.2.3. El índice de tensión de un punto p ∈ X es el supremo del conjunto de números
n ∈ N tales que en toda vecindad U de p y para todo δ existen puntos (n, δ)-tensados en U . Se
admite la posibilidad de que sea ∞.

En lo que sigue V Hn y dimH denotan el volumen Hausdorff n-dimensional y la dimensión Haus-
dorff. Revise [BBI] para su definición y propiedades elementales. Por motivos técnicos se trabaja
con una simplificación del volumen y la dimensión Hausdorff.

Definición C.2.4. Sea U un subconjunto acotado de un espacio métrico. El volumen áspero r-
dimensional se define como

V Rr (U) = ĺım sup
ε→0

εrβU (ε),

donde βU (ε) es el número máximo de puntos ε-separados. Es decir,

βU (ε) = {|S| |S ⊂ U finito y ∀p, q ∈ S d(p, q) > ε} .

Definición C.2.5. La dimensión áspera de un subconjunto acotado de un espacio métrico U es el
número

ı́nf
{
r > 0|V Rr (U) = 0

}
= dimR(U) = sup

{
r > 0|V Rr (U) =∞

}
.

Sean X un espacio de Alexandrov y p ∈ X. Sean U una vecindad suficientemente cercana a
p, {x1, .., xn} una colección de puntos ε-separados en U y pxi geodésicas minimizantes. Si qi son
puntos sobre las geodésicas pxi tales que d(p, qi) = 1/R d(p, xi) con R pequeño entonces es fácil ver
que (usando triángulos de comparación, véase Figura C.1) d(qi, qj) ≥ Cd(xi, xj) donde C es una
constante que solo depende de k y máx {d(p, xi)}, luego la colección de puntos {qi, . . . , qj} es un
conjunto Cε-separado. Este argumento demuestra que

Proposición C.2.7. Si U y V son abiertos suficientemente pequeños en un espacio de Alexandrov
X con curvatura ≥ k entonces dimR(U) = dimR(V ). Si X es completo entonces esta propiedad es
válida para todo abierto acotado U ⊂ X.
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xi

p

xjqi

qj
p̄

x̄i

x̄j

q̄′i

q̄j

q̄i

Figura C.1: ∆p̄x̄ix̄j y ∆p̄q̄iq̄j son triángulos de comparación para los triángulos ∆pxixj y ∆pqiqj .
q̄′i es un punto sobre p̄x̄i tal que d(p̄, q̄′i) = d(p, qi), nótese que d(qi, qj) = d(q̄i, q̄j) ≥ d(q̄′i, q̄j).

Si el índice de tensión de un punto es finito entonces existe una función bilipschitz φ : U →
V ⊂ Rn donde U es una vecindad del punto. Al igual que para la dimensión Hausdorff, y la
demostración es la misma, si f : X → Y es bilipschitz entonces dimR(X) = dimR(Y ). Se sabe que
dimR(V ) = dimH(V ) = n para todo dominio abierto V ⊂ Rn. Luego

Proposición C.2.8. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k, p ∈ X e i(p) el índice
de tensión de p. Para cualquier vecindad suficientemente pequeña U de p, se tiene que i(p) =
dimR(U) = dimH(U). Si X es completo, esto es válido para cualquier vecindad acotada.

Corolario C.2.9. La dimensión Hausdorff de un espacio de Alexandrov es un entero o ∞.

Corolario C.2.10. El índice de tensión es constante.

De ahora en adelante, la dimensión de un espacio de Alexandrov se refiere a cualquiera de los
siguientes números: dim(X) = dimR(U),dimH(U), i(p), donde U es cualquier abierto acotado, e
i(p) es el índice de tensión de cualquier punto.

Corolario C.2.11. Si X es un espacio de Alexandrov n-dimensional entonces el conjunto de puntos
(n, δ)-tensados, con δ suficientemente pequeño, es denso.

El conjunto mencionado en el corolario anterior admite una estructura de variedad topológica.
Aún más, de acuerdo con Otsu [OS94] el conjunto de puntos (n, δ)-tensados para δ arbitrario admite
una estructura riemanniana generalizada (C0) cuya métrica inducida coincide con la métrica del
espacio.

En un espacio de Alexandrov n-dimensional un punto (n, δ)-tensado tiene una vecindad homeo-
morfa a Rn, y luego tiene vecindades compactas. En el caso que además sea completo se tiene:

Proposición C.2.12. En un espacio de Alexandrov completo n-dimensional cualquier conjunto
acotado es precompacto. Entre cualquier par de puntos existe una geodésica minimizante.

De ahora en adelante solo se trabajará con espacios de Alexandrov completos y finito dimensio-
nales.

Definición C.2.6. El conjunto de espacios de Alexandrov con curvatura ≥ k y dimensión ≤ n
es denotado por M (k,n). M (n, k,D) es el subconjunto de M (n, k) de los elementos con diámetro
≤ D.
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C.3. Distancia Gromov-Hausdorff
Definición C.3.1. Sean A,B ⊆ X. La distancia de Hausdorff entre A y B es

dH(A,B) = ı́nf {d(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} .

Si se restringe a los subconjuntos cerrados de X, dH , es una métrica. Es posible generalizar esta
métrica para comparar espacios métricos.

Definición C.3.2. La distancia Gromov-Hausdorff se define para un par de espacios métricos X,Y
como

dGH(X,Y ) = ı́nf {dH(X ′, Y ′)|X ′, Y ′ ⊆ Z,X ∼= X ′ y Y ∼= Y ′} .

Esta manera tan burda de comparar espacios métricos fue introducida por Gromov [Gro78] para
estudiar la “convergencia” de espacios riemannianos. Fue necesario aceptar una visión borrosa de
los objetos para permitir el “colapso” que Gromov tenía en mente.

Si M es el conjunto de espacios métricos compactos entonces

Proposición C.3.1. La métrica de Gromov-Hausdorff define una métrica en M . En particular,
si X y Y son espacios métricos compactos tales que dGH(X,Y ) = 0 entonces X ∼= Y .

Definición C.3.3. Una sucesión de espacios métricos compactos {Xi} converge a X, Xi →GH X,
en la topología de Gromov-Hausdorff, si dGH(Xi, X)→ 0.

En el caso que Xi →GH X, es posible construir un espacio Z junto con subconjuntos X ′i y
X ′ isométricos a Xi y X, respectivamente, tales que X ′i →H X ′ según la métrica Hausdorff. Esta
representación permite construir una correspondencia entre los puntos de Xi y X.

Definición C.3.4. Una función f : X → Y (no necesariamente continua) es una ε-isometría si
dist(f) ≤ ε y f(X) es una ε-red.

Se le recuerda al lector que la distorsión de una función entre espacios métricos f : X → Y
se define como dist(f) = sup {|d(x, y)− d(f(x), f(y))| |x, y ∈ X}, y que una ε-red en un espacio
métrico X es un subconjunto R tal que Rε = {y ∈ X|d(y,R) < ε} = X.

Proposición C.3.2. Xi →GH X si y solo si para todo ε existe N ∈ N y ε-isometrías fn : Xn → X,
gn : X → Xn para todo n > N . Equivalentemente Xn →GH X si y solo si existe una sucesión εn > 0
y εn-isometrías fn : Xn → X, gn : X → Xn tales que εn → 0.

Las ε-isometrías permiten trasladar configuraciones métricas finitas en X, i.e. colecciones finitas
de puntos de X con ciertas propiedades métricas, a los espacios convergentes Xi con distorsión
convergente a 0. Por tanto, cualquier propiedad métrica en términos de configuraciones métricas
finitas se hereda a los espacios límite. Por ejemplo,

Proposición C.3.3. Sea {Xi} una sucesión de espacios métricos intrínsecos y compactos. Si Xi →
X entonces X es un espacio métrico intrínseco.

Demostración Sean x, y ∈ X. Como se están tratando con espacios métricos compactos, por C.1.1
basta con verificar que para todo ε > 0, x y y tienen un ε-punto medio.

Para esto sea gn : Xn → X una sucesión de εn-isometrías con εn → 0. Sean xn = gn(x) y
yn = gn(y). Nótese que |d(xn, yn)−d(x, y)| ≤ εn. Sea zn un ε/2-punto medio de xn y yn, y wn ∈ X
tal que d(gn(wn), zn) < εn (recuérdese que esto siempre es posible ya que gn(X) es una εn-red). Es
rutina verificar que wn es un ε-punto medio para n suficientemente grande.
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Proposición C.3.4. Si X es el límite de una sucesión de espacios de Alexandrov con curvatura
> k entonces X es un espacio de Alexandrov con curvatura > k.

Demostración Por la proposición anterior X es un espacio métrico intrínseco. Falta verificar las
condiciones de curvatura.

Sean p, a, b, c ∈ X una cuádrupla y gn : X → Xn εn-isometrías con εn → 0, y Xn espacios de
Alexandrov compactos con curvatura ≥ k. Sean pn = gn(p),an = gn(a), bn = gn(b) y cn = gn(c).
Por la definición C.1.5,

]kanpnbn + ]kbnpncn + ]kcnpnan ≤ 2π.

Dado que gn son εn-isometrías y εn → 0 se tiene que las distancias entre los puntos pn, an, bn, cn
convergen a las distancias entre los puntos p, a, b, c, por lo que los triángulos de comparación corres-
pondientes en Mk convergen. Dado que el ángulo ]kpqr depende continuamente de d(p, q), d(p, r)
y d(q, r) entonces los ángulos ]kanpnbn → ]kapn, ]kbnpncn → ]kbpc y ]kcnpnan → ]cpa por lo
que

]kapb+ ]kbpc+ ]kcpa ≤ 2π.

Es decir, X es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k.

Finalmente,

Proposición C.3.5. Si X es el límite de una sucesión Xn de espacios de Alexandrov compactos
con curvatura ≥ k y dimensión n, entonces X ∈M (k, n).

Demostración Por las proposiciones anteriores X es un espacio de Alexandrov compacto con
curvatura ≥ k. Solo falta demostrar la afirmación de la dimensión.

Sea p ∈ X un punto (m, δ)-tensado para δ suficientemente pequeño y aj , bj un (m, δ)-tensor en
p. Sean gi : X → Xi εi-isometrías con εi → 0, pi = gi(p), aij = gi(aj) y bij = gi(bj). Dado que
las distancias entre los puntos pi, aij y bij convergen a las distancias entre los puntos p, aj y bj , los
ángulos de comparación entre los puntos pn, aij , bij se aproximan tanto como se quiera a los ángulos
entre p, aj , bj . Luego para i suficientemente grande pi es un punto (m, δi)-tensado con aij , bij como
un (m, δ′) tensor. Esto se puede hacer de tal forma que δi sea suficientemente pequeño por lo que
m ≤ n. En conclusión, dimX ≤ dimXi = n.

Esto indica que los conjuntos M (k, n) ⊂M (k) ⊂M son conjuntos cerrados. Es fácil ver que la
función diámetro, diam : M → R, es una función continua. Luego si Xi es una sucesión convergente
en M entonces el diámetro está acotado. Por otro lado si Xi →GH X y R es una ε/2-red finita
en X, entonces usando ε′-isometrías se puede trasladar R a una familia de ε-redes Rn en Xn para
n suficientemente grande. Las redes Rn tienen la misma cardinalidad que R por lo que es posible
afirmar que existe un natural N(ε) tal que para toda i, Xi tiene una ε-red con a lo más N(ε)
elementos.

Si C ⊂M es un subconjunto compacto entonces los argumentos anteriores muestran que:

1. El diámetro de los elementos de C está uniformemente acotado.

2. Para todo ε existe N(ε) ∈ N tal que todo espacio X ∈ X tiene una ε-red con a lo más N(ε)
elementos.

Resulta que estas dos condiciones son suficientes para que una familia de espacios sea precom-
pacta en M . Este es el famoso criterio de precompacidad de Gromov [Gro01, Proposición 5.2].
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Proposición C.3.6 (Criterio de precompacidad). Sea C ⊂ M una familia de espacios métricos
intrínsecos y compactos. Si el diámetro de los espacios X ∈ C está uniformemente acotado; es
decir, diam(X) ≤ D para algún D fijo; y para todo ε existe N(ε) ∈ N tal que todo elemento de
C contiene una ε-red con N(ε) elementos, entonces C es precompacto con respecto de la topología
Gromov-Hausdorff.

Usando un estimado del volumen áspero (véase C.2.4 y [BGP92, Lema 8.2, Corolario 8.4] para
la demostración) es posible demostrar que la clase M (k, n,D) satisface las hipótesis del criterio de
precompacidad. Se ha demostrado que este espacio es cerrado por lo que

Teorema C.3.7. Para todo n ≥ 0, k ∈ R y D > 0 el espacio M (n, k,D) es compacto.

Nótese que si k > 0 entonces M (n, k) = M (n, k, π/
√
k) es compacto.

El criterio de precompacidad de Gromov junto con el teorema de estabilidad de Perelman qu se
enuncia a continuación brindan una manera muy poderosa de demostrar que los tipos de homeo-
morfismo de ciertas clase de espacios (salvo isometría) forman un conjunto finito. Véase 3.7 para
algunos ejemplos de esto.

Teorema C.3.8 (Perelman). Sea X un espacio de Alexandrov de dimensión n con curvatura ≥ k.
Existe ε(X) > 0 tal que si Y es un espacio de Alexandrov de dimensión n con curvatura ≥ k y
dGH(X,Y ) ≤ ε(X) entonces X ∼= Y (homeomorfo).

Para cerrar esta sección se menciona que existe una noción de convergencia Gromov-Hausdorff
para espacios no compactos. Se le pide al lector que tenga en mente la convergencia de funciones
en dominios no compactos.

Definición C.3.5. Una sucesión de espacios punteados (Xi, pi) (i.e. pi ∈ Xi) converge en el sentido
Gromov-Hausdorff a (X, p) si para toda R > 0 existe una sucesión λi → 0 tal que

(BR+λi(pi), pi)→GH (BR(p), p);

es decir, si existen εi-isometrías fi : BR+λi(pi) → BR(p) y gi : BR(p) → BR+λi(pi) tales que
fi(pi) = p y gi(p) = pi.

C.4. Espacio de direcciones
La generalización del espacio tangente accesible a la teoría de espacios de Alexandrov es la

siguiente. Sea p ∈ X y C (p) el conjunto de todas las geodésicas que parten de p. Defínase una
relación de equivalencia entre geodésicas declarando equivalentes a dos geodésicas α y β si ]αβ = 0.
Sea Σ′p = C / ∼. Dado que las geodésicas no se ramifican, dos geodésicas son equivalentes si y solo
si una es un subsegmento de la otra.

Se puede medir la separación entre geodésicas usando el ángulo que forman como métrica. Un
resultado básico es el siguiente.

Proposición C.4.1. Sean pq, ps y pr geodésicas en un espacio de Alexandrov X con curvatura
≥ k. Los ángulos satisfacen

]qpr ≤ ]qps+ ]spr.

Luego (Σ′p,]) es un espacio métrico.
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Definición C.4.1. El espacio de direcciones en p, Σp, es la completación métrica de (Σ′p,]).

Ahora se expone una construcción general de espacios de Alexandrov que aplicada al espacio de
direcciones nos proveerá del espacio tangente.

Definición C.4.2. Sea X un espacio métrico con diam(X) < π. El cono C(X) es el conjunto

C(X) = X × [0,∞)/ ∼,

en donde se han identificado los puntos de la base X × {0}, junto con la métrica

d((x, t), (y, s)) =
√
r2 + s2 − 2rsd(x, y).

Con tal definición es fácil ver que C(Sn) = Rn+1. En el caso que X sea un espacio de Alexandrov
se tiene la siguiente proposición.

Proposición C.4.2. Si X es un espacio intrínseco entonces C(X) es intrínseco. Además son
equivalentes

1. C(X) es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ 0.

2. X es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ 1.

Definición C.4.3. El cono tangente en p se define como C(Σp).

En la siguiente proposición se resumen las propiedades básicas del espacio de direcciones.

Teorema C.4.3. El cono tangente C(Σp) es el límite punteado Gromov-Hausdorff de la sucesión
(λX, p) con λ → ∞, donde λX es el espacio métrico X que se obtiene de multiplicar la métrica
por λ. Por tanto C(Σp) es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ 0, se sigue que Σp es un
espacio de Alexandrov con curvatura ≥ 1. Si X es un espacio de Alexandrov finito dimensional y
dim(X) = n entonces dim(Σp) = n− 1.

En caso que p sea un punto variedad resulta que Σp ∼= Sn−1, en particular no tiene “frontera”.
Si X es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k 1-dimensional entonces X es un segmento
de recta, R o S1, de estos casos solo los segmentos de recta tienen “frontera”. Se puede definir la
frontera de manera recursiva.

Definición C.4.4. Un punto sobre un espacio de Alexandrov de dimensión 1 es un punto frontera
si Σp = {∗}. En general, p ∈ X es un punto frontera si Σp tiene puntos frontera. La frontera de
X, ∂X, es la colección de puntos frontera.

C.5. Funciones de distancia y conjuntos convexos

Sea f : D ⊂ X → R una función continua de un subconjunto de un espacio de Alexandrov. Es
posible dar una definición ad hoc de función diferenciable con la cual demostrar resultados análogos
al caso riemanniano. El objetivo principal de esta sección es demostrar un teorema del alma (cfr.
3.5.1) para espacios de Alexandrov. Los detalles de las demostraciones se pueden consultar en
[Per91].
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p

s

c̄(s)

x

b̄(t)
t

α

Figura C.2: Los triángulos de comparación ∆p̄b̄(t)c̄(s).

Definición C.5.1. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k y finito dimensional. Una
función f : D ⊂ X → R con D un abierto de X tiene derivadas direccionales si es Lipschitz y para
todo p ∈ D existe una función continua f ′(p) : Σp → R tal que

f ′(p)(ξ) = (f ◦ γ)′(0),

donde γ : [0, l]→ X es una geodésica unitaria con γ(0) = p y ξ es la dirección que representa a γ.

Definición C.5.2. Sea A un subconjunto de un espacio de Alexandrov finito dimensional. La
función distancia dA : X \A→ R es la función definida por

dA(y) = d(y,A).

Proposición C.5.1. Si A es un conjunto compacto en un espacio de Alexandrov finito dimensional
con curvatura ≥ 0 entonces la función de distancia dA tiene derivadas direccionales. Aún más,

(dA)′(p)(ξ) = − cos(dΣp(ξ, A′p)),

donde A′p es el conjunto de las direcciones de las geodésicas minimizantes de p a A, es decir el
conjunto de direcciones de geodésicas γ : [a, b] → X tales que γ(a) = p, γ(b) = a ∈ A y d(p, a) =
d(p,A).

Demostración Sea po una geodésica unitaria en X \A.
Sea pa una geodésica con d(p, a) = d(p,A). Para cada t sea b(t) el punto sobre po con d(p, b(t)) =

t. Se demostrará primero que

ĺım sup
t→0+

dA(b(t))− dA(p)

t
≤ − cosα,

donde α = ]opa = dΣp(ξ, ν) donde ξ y ν son las direcciones de po y pa respectivamente.
Sea c(s) el punto sobre pa tal que d(p, c(s)) = s y obsérvese que

d(p, c(s))− d(b(t), c(s)) = d(p, a)− d(a, c(s))− d(c(s), b(t))

≤ dA(p)− d(a, b(t)) ≤ dA(p)− dA(b(t)).
(C.1)

Sean ∆p̄c̄(s)b̄(t) un triángulo de comparación para ∆pc(s)b(t) en R2 y x = x(s, t) = d(c(s), b(t)).
Por la ley de los cosenos,

x2 = s2 + t2 − 2st cos α̃,
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donde α̃ = ]b̄(t)p̄c̄(s), por lo que

cos α̃ =
(s− x)(s+ x)

2st
+

t

2s
=
s− x
t

+
s− x
t

[
s+ x

2s
− 1

]
+

t

2s
.

Por la desigualdad del triángulo
s− x
t
≤ 1 y

s+ x

2s
− 1 ≤ t

2s
. Además, de C.1,

s− x = d(p, c(s))− d(c(s), b(t)) ≤ dA(p)− dA(b(t)).

Consecuentemente,

cos α̃ ≤ s− x
t

+
t

s
≤ dA(p)− dA(b(t))

t
+
t

s
;

o equivalentemente,
dA(b(t))− dA(p)

t
≤ − cos α̃+

t

s
.

Tomando el límite superior cuando t, s→ 0 se obtiene la desigualdad deseada:

ĺım sup
t→0+

dA(b(t))− dA(p)

t
≤ − cosα.

Se hizo la demostración para cualquier geodésica minimizante de p a A por lo que

ĺım sup
t→0+

dA(b(t))− dA(p)

t
≤ ı́nf(− cosα) = − cos(dΣp(ξ, A′)).

Luego, para finalizar la demostración basta con mostrar que

− cos(dΣp(ξ, A′)) ≤ ĺım inf
t→0+

dA(b)− dA(p)

t
.

Sea pa una geodésica minimizante con a ∈ A tal que d(p, a) = d(p,A). Sea ti una sucesión de
números con ti → 0, y para cada i sea bia una geodésica minimizante, donde bi = b(ti); supóngase
que bia converge a pa. Por C.1.2,

α = ]apo ≤ ĺım inf
t→∞

]abio. (C.2)

Sea ∆āb̄ip̄ un triángulo de comparación en R2, li = d(bi, a) ≥ dA(bi) = si y l = d(p, a) = dA(p).
Reutilizando la ecuación C.5,

cos]āb̄ip̄−
ti
li
≤ li − l

ti
=
si − l
ti

+
li − si
ti

,

de donde
ĺım inf
i→∞

cos]āb̄ip̄ ≤ ĺım inf
i→∞

si − l
ti

= ĺım inf
i→∞

dA(bi)− dA(p)

ti
.

Por el teorema de globalización C.2.1, ]āb̄ip̄ ≤ ]abip = π − ]abio por lo que

ĺım inf
i→∞

cos(π − ]abio) ≤ ĺım inf
i→∞

cos]āb̄ip̄.
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Por C.2,
ĺım inf
i→∞

cos(π − ]abi0) = − ĺım sup
i

cos(]abio) ≥ − cos(α)

y por lo tanto

− cos(α) ≤ ĺım inf
i→∞

dA(bi)− dA(p)

ti
.

Tomando el supremo del lado derecho sobre todas las geodésicas pa con a ∈ A y d(p, a) = d(p,A)
se llega a que

− cos(dΣp(ξ, A′)) ≤ ĺım inf
t→0+

dA(b(t))− dA(p)

t

y por lo tanto dA es derivable con

(dA)′(p)(ξ) = − cos(dΣp(ξ, A′)).

El siguiente teorema de Perelman [Per91, Teorema 6.1] es análogo a 3.5.6:

Teorema C.5.2 (Perelman). Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k, k ≥ 0. Si
∂X 6= ∅ entonces la función d∂X es convexa (estrictamente convexa en caso que k > 0). Es decir,
si γ : [a, b] → X \ ∂X es una geodésica entonces d∂X ◦ γ es una función convexa (estrictamente
convexa).

Se tienen las siguientes consecuencias triviales.

Definición C.5.3. Se dice que un subconjunto S ⊂ X de un espacio de Alexandrov es estrictamente
convexo si para todo par de puntos p, q ∈ S cualquier geodésica gq está contenida en S.

Nótese que si S es un subconjunto estrictamente convexo de un espacio de Alexandrov con
curvatura ≥ k entonces S es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k.

Corolario C.5.3. Sea X un espacio de Alexandrov compacto con curvatura ≥ k, k ≥ 0. Si ∂X 6= ∅
entonces los conjuntos X≥c = {x ∈ X|d(x, ∂X) ≥ c} son estrictamente convexos.

Corolario C.5.4. Sea X un espacio de Alexandrov compacto con curvatura ≥ k > 0. Si ∂X 6= ∅
entonces existe un único punto p ∈ X, llamado el alma de X, tal que d(∂X, p) es máximo.

Sea X un espacio de Alexandrov compacto con curvatura ≥ 0 y supóngase que ∂X = N 6=
∅. Digase que dN (M) = [0, a] y sean c ∈ (0, a), p ∈ M , px y qp geodésicas tales que x ∈ N ,
dN (p) = d(p, x) = c y q ∈ X≥c. Si ξ, η ∈ Σp son las direcciones de pq y px respectivamente entonces
dΣp(ξ, η) ≥ dΣp(ξ,N ′). Dado que dN es convexa y dN (p) ≤ dN (q) entonces por C.5.1,

0 ≤ (dN )′(p)(ξ) = − cos(dΣp(ξ,N ′)) ≤ − cos(dΣp(ξ, η)),

por lo que ]qpx ≥ π/2. Nótese que la desigualdad se vuelve estricta cuando X es un espacio de
Alexandrov con curvatura ≥ k > 0.

Corolario C.5.5. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ k ≥ 0. Supóngase que ∂X =
N 6= ∅, y sean c > 0 y p ∈ X tales que d(p,N) = c. Sea Σcp el espacio de direcciones de p en X≥c.
Si se identifica Σcp con un subconjunto de Σp de la manera natural, entonces se satisface

dΣp(N ′,Σcp) ≥ π/2.

Si k > 0 entonces la desigualdad anterior es estricta.
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En caso que X sea un espacio de Alexandrov compacto finito dimensional con curvatura ≥ 0
y d∂X(X) = [0, a] entonces S1 = d−1

∂X(a) es un espacio de Alexandrov con curvatura ≥ tal que
dimS1 < dimX. Este procedimiento se puede repetir siempre y cuando el espacio obtenido tenga
frontera no vacía. De este modo se llega a un subespacio de Alexandrov compacto S con curvatura
≥ 0 sin frontera llamada el alma de X. Perelman [Per91, Teorema 6.2] procede a demostrar que S
es retracto por deformación de X. Afirma también que para el caso no compacto, se puede utilizar
un argumento similar al caso riemanniano para producir una retracción de X a un espacio de
Alexandrov compacto con frontera.

C.6. Cocientes isométricos
Sea X un espacio métrico y G un grupo que actúa en X. El espacio de órbitas X/G =

{G · x|x ∈ X} es un espacio topológico si se exige que la proyección natural π : X → X/G sea
una identificación. Se usará la notación π(x) = x.

En la mayoría de los casos, el espacio topológico X/G tiene muchas propiedades desagradables;
y si X tenía una estructura agradable es muy probable que X/G la pierda. Por ejemplo, si X es
una variedad, X/G lo es en pocos casos: Rn+1/ {id,−id} es el cono sobre RPn, o Rn/ {λid}λ∈R+

no es Hausdorff.
Sin embargo cuando las órbitas no son muy salvajes se puede definir una métrica en X/G de la

siguiente manera:
d(x, y) = ı́nf {d(x′, y′)|π(x′) = x, π(y′) = y} . (C.3)

Proposición C.6.1. Si las órbitas son cerradas entonces d es una métrica.

Si además G actúa por isometrías en X entonces

d(x, y) = ı́nf {d(x, y′)|π(y′) = y} = {d(x, gy)|g ∈ G} . (C.4)

Algunas de las propiedades métricas se preservan en esta construcción.

Proposición C.6.2. Si X es un espacio métrico intrínseco, G actúa en X y las órbitas son cerra-
das, entonces X/G es un espacio métrico intrínseco.

Demostración Primero nótese que si x, y ∈ X entonces d(x, y) ≤ d(x, y).
Sean x, y ∈ X/G. Por la proposición (C.1.1) basta con demostrar que para todo ε se puede

encontrar z ∈ X/G con
sup(d(x, z), d(z, y)) ≤ 1/2d(x, y) + ε.

Sean x′, y′ ∈ X tal que d(x′, y′) ≤ d(x, y) + 2ε. Como X es intrínseco existe z ∈ X tal que

sup(d(x′, z), d(z, y′)) ≤ 1/2d(x′, y′) + ε/2

y luego
sup(d(x, z), d(z, y)) ≤ sup(d(x′, z), d(z, y′)) ≤ 1/2d(x, y) + ε.

Proposición C.6.3. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k y G un grupo que actúa
por isometrías en X con órbitas cerradas, entonces X/G es un espacio de Alexandrov con curvatura
> k.
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Demostración Sea x ∈ X/G. Sea r > 0 es tal que Br(x) es normal, se probará que B1/2a(x) es
normal. Si y, z, w ∈ B1/2a(x) entonces existen y′, z′, w′ ∈ Br(x) tales que d(x, y′) ≤ d(x, y) + ε,
d(x, z′) ≤ d(x, z′) + ε y d(x,w′) ≤ d(x,w) + ε. Si ∆xy′w′, ∆xw′z′, ∆xz′y′ son triángulos de
comparación en M2,k, entonces como X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k y Br(x) es
normal se tiene que

]ky
′xw′ + ]kw

′xz′ + ]kz
′xy′ ≤ 2π.

Por continuidad de los ángulos al hacer ε→ 0 se tiene que

]kyxw + ]kwxz + ]kzxy ≤ 2π.

Si M es una variedad riemanniana con curvatura seccional KM ≥ H entonces M es un espacio
de Alexandrov de curvatura > H. Dada cualquier acción isométrica por un grupo de Lie compacto
G, el espacio de órbitas M/G no es, por lo general una variedad, pero sí un espacio de Alexandrov
de curvatura > H.





Apéndice D

Lemas topológicos

Si M y N son n-variedades diferenciables con frontera y existe un difeomorfismo entre sus
fronteras f : ∂M → ∂N entonces existe esencialmente una estructura diferenciable en M ∪f N , el
espacio que se obtiene de la unión disjunta de M y N y de identificar los puntos en la frontera
x ∼ f(x). La estructura enM∪fN depende de la clase de isotopía del difeomorfismo f : ∂M → ∂N .
Consúltese [Hir76, cap. 8, §2].

Lema D.0.4. Sea M una variedad topológica. Si M admite la siguiente descomposición:

M = Dn−1 × S1 ∪ϕ D2 × Sn−2,

a través de la identidad en la frontera ∂Dn−1 × S1 = Sn−2 × S1 = ∂D2 × Sn−2, entonces M es
difeomorfa a Sn.

Demostración SeanA =
{

(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn ⊂ Rn+1||(x1, x2)| ≤ 1/2
}
yB = Sn −A. Obsérvese

que A ∼= D2 × Sn−2 y B ∼= Dn−1 × S1.
Sea ϕ : Sn−2 ×D2 → Sn la función dada por

ϕ((y1, . . . , yn−1), (x1, x2)) =
1

2
(x1, x2, 0, . . . , 0) +

(
1− |(x1, x2)|

2

)
(0, 0, y1, . . . , yn−1).

Note que ϕ es diferenciable sin puntos críticos, inyectiva y suprayectiva en A. Luego A ∼=
D2 × Sn−2.

Defínase ψ : Dn−1 × S1 → Sn como

ψ((x1, . . . , xn−1), (y1, y2)) =

(
1− |(x1, . . . , xn−1)|

2

)
(y1, y2, 0, . . . , 0) +

1

2
(0, 0, x1, . . . , xn−1).

De nuevo, es claro que ψ es un difeomorfismo B ∼= Dn−1 × S1.
Obsérvese que si (x, y) ∈ Sn−2×S1 = ∂Dn−1×S1 = ∂Sn−2×D2 entonces ψ(x, y) = ϕ(x, y).

Lema D.0.5. El espacio proyectivo RPn admite una descomposición

Sn−1 ×Z2
I ∪Dn,

donde Z2 actúa en Sn−1 y en I a través de

[n]z = (−1)nz.
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Demostración Recuérdese que RPn es el cociente Sn/ {Id,−Id}. Sea π : Sn → RPn la proyección
canónica. Sea A′ = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn||x1| > 1/2}. Nótese que π(A′) = A es un abierto en RPn
difeomorfo a Dn. Además RPn−A = (Sn−A′)/ {Id,−Id}. Sin embargo es claro que B = Sn−A′ ∼=
Sn−1 × I y que Z2 actúa en B como en el enunciado. Por lo tanto,

RPn ∼= Sn−1 ×Z2
I ∪Dn.

Lema D.0.6. El espacio proyectivo complejo CPn admite la descomposición

S2n−1 ×S1 D
2 ∪D2n,

donde la acción de S1 en S2n−1 ⊂ Cn y D2 ⊂ C está dada por multiplicación compleja.

Demostración La demostración es análoga a la anterior. CPn es el cociente S2n+1/S1 donde S1

actúa en S2n+1 ⊂ Cn+1 por multiplicación compleja y sea π : S2n+1 → CPn la proyección canónica.
Sea A′ =

{
(z1, . . . , zn+1) ∈ S2n+1 ⊂ Cn+1||z1| ≥ 1/2

}
. Nótese que π(A′) = A es difeomorfo a D2n

a través de la función ϕ([z1, . . . , zn+1]) = (z2/z1, . . . , zn+1/z2). Además es claro que S2n+1 − A ∼=
S2n−1 ×D2 y que la acción de S1 en S2n+1 se restringe a la multiplicación compleja coordenada a
coordenada. Por lo tanto,

CPn ∼= S2n−1 ×S1 D
2 ∪D2n.
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