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Introduccion

[...] We must admit with humility that, while number is purely a product of our
mind, space has a reality outside our mind, so that we cannot completely prescribe
its laws apriori.

—FRIEDRICH BESSEL

Esta tesis consiste de un estudio panoramico de la geometria de las variedades riemannianas
con curvatura positiva. El problema de la clasificaciéon de las variedades con curvatura seccional
positiva comienza en la primera mitad del siglo pasado con los estudios de Hopf en relacion con las
consecuencias globales de restricciones locales. El escenario es como sigue: supéngase que se tiene
infomacion parcial de un invariante local en un espacio desconocido y se quiere conocer la forma del
espacio, ;hasta qué grado se puede realizar esta tarea? ; Qué herramientas se tienen para hacer esta
busqueda? ;Se pueden enlistar todos los espacios posibles? Estas son las preguntas que se intentan
responder en este trabajo cuando el invariante local es el de la curvatura seccional.

Aun después de 200 anos de investigacion en variedades, se sabe relativamente poco de las
consecuencias topolégicas y geométricas de una curvatura positiva, reflejando nuestro pobre en-
tendimiento del tensor de curvatura. Sin embargo, muchas han sido las herramientas desarrolladas
para la compresion de estos espacios. En los primeros capitulos de esta tesis se exploran algunas de
estas herramientas.

La tesis esta dividida en cinco partes. La primera es una breve introduccién a la curvatura.
Ademés de la definicion y sus propiedades basicas, se da una interpretacién puramente geométrica
y se concluye con un vistazo a los espacios de curvatura seccional constante. Se requieren algunos
conocimientos de geometria diferencial para leer este trabajo, por lo que se ha preparado un apéndice
de geometria riemanniana

Uno de los primeros avances en el estudio local-global fue el importante trabajo de Rauch
en 1951 concerniente a la conjetura de la esfera pinchada de Hopf. Su analisis dio lugar a una
rama importante de la geometria riemanniana llamada geometria por comparacién, la cual consiste
en estimar informacion geométrica de una variedad riemanniana a través del contraste con otros
espacios en donde esta informacion ya es conocida. Este es el tema del capitulo 2. Se demuestra el
teorema principal de comparaciéon de Rauch de donde se siguen los teoremas de Gromov-Bishop

, Bonnet-Myers y Toponogov . Estos proveen estimaciones del volumen, el didmetro
y los angulos de triangulos geodésicos, respectivamente, en términos de la misma informacion para
los espacios simplemente conexos de curvatura seccional constante. La restriccion geométrica que
impone el teorema de Toponogov para espacios de curvatura no negativa es tan fuerte que, bajo la
presencia de una linea, el espacio se descompone en un producto riemanniano de una linea con un
segundo espacio con curvatura seccional no negativa (teorema de escision de Gromoll-Meyer ).

II1



v INTRODUCCION

Las restricciones métricas impuestas por los teoremas del capitulo 2 tienen consecuencias to-
pologicas que se exploran en el capitulo 3. Por ejemplo, el teorema de Bonnet-Myers de la finitud
del primer grupo fundamental es una consecuencia inmediata del teorema . Un analisis mas
cuidadoso de las geodésicas y el hessiano de la energia muestran que las variedades con curvatura
positiva de dimensién impar son orientables, mientras que las orientables de dimensién par son
simplemente conexas (teorema de Synge ). También se expone una variante de la teoria de
Morse adaptada al ambiente riemanniano en donde se busca extraer informaciéon topologica de las
funciones de distancia. Con esto en mano se demuestran un par de resultados concernientes al grupo
fundamental y los grupos de homologia, ademés de una importante modificaciéon del teorema de la
esfera pinchada demostrada por Grove-Shiohama

Aunque en la tesis usualmente no se trabaja con variedades no compactas, la seccion analiza
este caso y concluye que en el caso de que la variedad tenga curvatura seccional positiva hay
solo una posibilidad, a saber, que la variedad sea difeomorfa a R™ (por ejemplo el paraboloide de
revolucion). Ademas, el maravilloso teorema de Cheeger-Gromoll muestra que en una variedad
con curvatura seccional no negativa M, la topologia del espacio esta contenida en una subvariedad
compacta totalmente geodésica S, que suele ser llamada el alma, y que M es difeomorfa al haz
normal de S.

Hasta este momento se habra expuesto gran parte de las propiedades generales de las variedades
con curvatura positiva, lo cual estd muy lejos de ser una descripciéon completa y de brindar herra-
mientas para la clasificaciéon. Es por esto que se introduce la nocién de simetria. En el capitulo 4 se
estudian las simetrias riemannianas, o bien isometrias, junto con la estructura que emerge de ellas.

Finalmente, en el capitulo 5 se usa la nocién de simetria para estudiar las variedades con
curvatura seccional positiva. Buscar y clasificar variedades con curvatura seccional positiva y alto
grado de simetria es el tema principal. La mayoria de los ejemplos de estas variedades son espacios
homogéneos y hasta ahora los tinicos ejemplos simplemente conexos de dimensién > 24 son espacios
simétricos de rango uno. Es por esto que dedicamos varias péginas a su exposicién. Por tltimo,
se demuestra el teorema de clasificacion de Grove-Searle que enlista los posibles espacios con
maximo rango de simetria y curvatura positiva.

En el transcurso de la tesis se ha hecho uso de la teoria de espacios de Alexandrov y de grupos
de Lie. Se puede consultar dichos materiales en los apéndices B y



Capitulo 1

Curvatura

La geometria, en una primera instancia, se dedica a estudiar configuraciones métricas de los
cuerpos. Ya sean angulos, distancias, rectas, areas, voliumenes, etcétera, las propiedades de los
objetos que habitan los espacios y la relacion entre ellas ha sido el objetivo central de la geometria.
La existencia de las geometrias no euclidianas y la enorme generalizacién que proporcion6é Riemann
(en su famoso discurso Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen [Rie84]) da
cuenta de la vasta posibilidad de formas y geometrias que alberga la categoria abstracta de las
variedades. Estos espacios ocurren frecuentemente como fundaciéon de nuestro entendimiento del
espacio y el movimiento, son los anfiteatros de los fenémenos fisicos.

Cuando la métrica del espacio es diferenciable un invariante local destaca en el control que ejerce
sobre muchos de los aspectos geométricos. Este capitulo consiste de una breve introduccion a este
invariante, la curvatura.

1.1. Curvatura

Sea S una superficie inmersa en R? y p € S un punto sobre ella. Deseamos conocer las propie-
dades geométricas de la superficie, al menos cerca a p. De concebir un pequeno triangulo sobre la
superficie o una bola de radio r se revela que sus atributos pueden diferir de sus equivalentes sobre
una hoja de papel.

Esta distorsion esté expresamente relacionada con la manera en que se curva la superficie cerca
al punto. Una observacion breve de los importantes casos de la esfera y la silla de montar dan
prueba de este fenémeno (véase la figura 1.1).

La cuantificacién del modo en que se curva la superficie alrededor de un punto inicia con las
curvas. Sea o una curva en R? y a(¢) = p. Al tomar un par de puntos sobre la curva cercanos a p y
hacer que tiendan a «(t) se ve que existe un dnico circulo, llamado el circulo osculador, que mejor
se aproxima a la curva en el punto. El reciproco del radio de tal circulo se define como la curvatura
de la curva en a(t). La curvatura de un circulo de radio r es &.

Para determinar la curvatura de una superficie S en un punto p € S, tébmese un vector normal
N a S en p y cualquier vector tangente v € T,,S. Al cortar la superficie con el plano generado por
N y v se obtiene una curva «, de curvatura k(v). Asignese un signo a la curvatura dependiendo si
el circulo osculador se encuentra en el semiplano definido por N o no (cualquier elecciéon es buena).
Resulta que k(v) tiene un maximo y un minimo llamadas las curvaturas principales ki, ko, en
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Figura 1.1: Tridngulos geodésicos.

direcciones ortogonales llamadas direcciones principales. Si el lector desea conocer los detalles de
esta construccion y mas propiedades de curvas se le recomienda consultar [DC76] o [Spi05].

En 1827 Gauss demostré que el producto de las curvaturas principales, ahora llamada la curva-
tura gaussiana, es un invariante bajo isometrias de la superficie, o en otras palabras es un invariante
de la métrica intrinseca de la superficie S (la métrica inducida por la longitud de curvas contenidas
en 5). Dicho de otro modo: si se deforma S manteniendo constante las longitudes de curvas entonces
la curvatura se conserva.

El concepto de curvatura gaussiana fue posteriormente adaptado para dar cuenta de la geometria
en espacios de dimension mayor. Este es el concepto que se utilizara en la totalidad de este trabajo
con la intencién de indicar algunas de las consecuencias que pueden producir restricciones sobre el
invariante. Véase el apéndice A\ para revisar los conceptos basicos de la geometria riemanniana y la
notacién que se usara.

La definicion original de Riemann involucra las segundas derivadas de la métrica en coordenadas
normales, sin embargo con el tiempo se ha ido depurando hasta llegar a la definicion moderna. Como
introduccién citamos a Gromov: “The curvature tensor of a Riemannian manifold is a little monster
of (multi)linear algebra whose full geometric meaning remains obscure”.

Definicion 1.1.1. Sean X,Y,Z,W € 2 (M), el endomorfismo de curvatura R(X,Y)Z se define
como:

R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ +VxyZ. (1.1)
El 4-tensor de curvatura estd definido por:
Rm(X,Y, Z,W) =g(VyVxZ —VxVyZ +Vixy|Z, W) =g(R(X,Y)Z,W). (1.2)

El endomorfismo de curvatura y el tensor de curvatura son, respectivamente, un (1,3) y un (0,4)
tensor. El tensor de curvatura es el tensor que resulta de bajar un indice en el endomorfismo de
curvatura.

Exhibimos ahora las simetrias del tensor:

Proposicion 1.1.1. Sean X, Y, Z,W € 2 (M) entonces:
1. Rm(X,Y,Z,W) = —Rm(Y, X, Z,W);
2. Rm(X,Y,Z,W) = —Rm(X,Y, W, Z);
3. Rm(X,Y,Z,W) = Rm(Z, W, X,Y);
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4. Bm(X,Y, Z, W)+ BRm(Y,Z, X, W)+ Rm(Z,X,Y,W) =0 (identidad de Bianchi);
5 VxR(Y,Z)+ VyR(Z,X)+ VzR(X,Y) =0 (identidad diferenciable de Bianchi).

Las contracciones del tensor de curvatura juegan un papel fundamental en la geometria rieman-
niana.

Definiciéon 1.1.2 (Tensor de Ricci). FEl tensor de Ricci es la contraccion del endomorfismo de
curvatura en la primera y la tercera entrada. Dicho de otro modo, el tensor de Ricci evaluado en
un par de campos vectoriales, X,Y, es la traza del endomorfismo R(X, )Y : T,M — T,M. En
términos de un marco ortonormal local {E;}!-_, :

Ric(X,Y) = Tr(R(X, )Y) = zn: 9(R(X,E,)Y, E;) (1.3)

i=1

Definicion 1.1.3 (Curvatura escalar). La curvatura escalar es la contraccion del (1,1) tensor que
se obtiene de elevar un indice del tensor de Ricci. Usando de nuevo un marco ortonormal local

{E7}?:1

S=>"(_g(R(E:,E;)E;,E;) = > Ric(E;, E;) = Y _ Rm(E;, Ej, E;, Ej). (1.4)
i=1 j=1 i=1 i,j=1

Introducimos el objeto central de este trabajo, la curvatura seccional. Sean X,Y € 2 (M)
un par de campos vectoriales linealmente independientes en p. La curvatura seccional del plano

o C T, M generado por X, y Y, se define como:

BRm(X,Y,X,Y)
g(X, X)g(YV,Y) — g(va)Q

Tal definicién solo podria ser aceptable en caso de que no dependa de los generadores del plano
0. Sin embargo esto no es muy dificil de ver. Le advertimos al lector que las férmulas que definen
la curvatura y curvatura seccional varian en la literatura. La variacion consiste en una diferencia
de signos, sin embargo dichas divergencias se hacen de modo que el valor de la curvatura seccional
coincida. Seguimos la convencién de [DC92].

Por formalidad se enuncia estructuradamente su definicion.

Definicion 1.1.4. La curvatura seccional es la funcion, K : Gr(M,2) — R, con dominio el Grass-
manniano de tipo 2 sobre M, definida por:

K(o) = Rm(X,Y, X, V) , (1.5)
9(X, X)g(V,Y) — g(X,Y)?
donde X,Y son un par de vectores que generan a o.
La curvatura seccional contiene toda la informacién que contiene el tensor de curvatura:
Proposicion 1.1.2. Sean T y R dos 4-tensores sobre M con las simetrias 1-4 de , tales que

1El Grassmanniano de tipo k sobre M es el haz fibrado sobre M cuya fibra en el punto p es la colecciéon de los
subespacios de dimensiéon k de Tp M.
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T(X,Y,X,Y)=R(X,Y,X,Y)
para todos X, Y € ' (M). Entonces T = R.

Si la variedad M tiene curvatura seccional constante igual a K, entonces Rm(X,Y, X|Y) =
K(g(X,X)g(Y,Y)—g(X,Y)?). Sea S el 4-tensor definido por S(X,Y,Z, W) = K(g(X, Z)g(Y,W) —
9(X,Y)g(Z,W)). Tal tensor tiene las simetrias del tensor de curvatura y coincide con él en argu-
mentos de la forma (X,Y, X,Y), por lo que:

Proposicion 1.1.3. Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional constante igual a
K. Entonces el tensor de curvatura estd dado por:

El siguiente teorema es el analogo al theorema egregium de Gauss.
Teorema 1.1.4. Cualquier isometria f : M — N preserva la curvatura. Esto es,
df (R(X,Y)Z) = R(df (x),df (Y))df (Z).

Demostracion Primero se demuestra un resultado anilogo para la conexion de Levi-Civita. Sean
X,Y € Z(M), definase una nueva conexiéon V por

VxY = df (Vo df (V).

Dado que df[X,Y] = [df (X),df(Y)] y df es .Z(M)-lineal, se tiene que V es .% (M)-lineal en la
primera entrada, satisface Leibniz en la segunda y es simétrica. Por otro lado,
Xg(Y, 2) = df (X)g(df (YV),df (2)) = 9(Vagxydf (V) df (2)) + g(df (V), Vg x)df (2))
9(df NV ax)df (V), 2) + g(Y, df "'V apx)df (2)
9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ).

La unicidad de la conexién de Levi-Civita implica que V = V. Es decir,
df(VxY) = Varx)df (V).
La invarianza de la curvatura es una simple aplicacién de la ecuacién anterior. O

Ejemplo R™ junto con la métrica usual tiene curvatura 0. El sistema coordenado canénico induce
un marco ortonormal {9;}.—_;. Dado que en R™ se satisface

0 0 0
—(X)Y) = XY X, —Y
G Y)Y = (X Y) + (X, oY)
la conexion de Levi-Civita en R™ debe estar dada por
Vo, X = 9 X (1.6)
% h 85U1 '

De aqui es claro que
R(0;,0;)0, =0

para todo i, j,k € {1,...,n}.
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1.2. Geometria

Ya se ha indicado que la curvatura controla gran parte de la geometria local de una variedad
riemanniana. Como prueba de esta afirmacion se tiene el siguiente

Teorema 1.2.1 (Cartan). Sean M y N n-variedades riemannianas, p € M, g€ N eI : T,M —
T, N una isometria. Sea s > 0 lo suficientemente pequerio como para que Bs(p) y Bs(q) sean bolas
normales y definase ¢ : Bs(p) — Bs(q) como ¢ = exp, ol o exp;l. Si v es una geodésica, se
denotardn por P, al transporte paralelo a lo largo de . En particular si v es una geodésica que
parte de p, se denotardn por I, a la transformacion PyyoloP_..: T, M — T, N. Si se satisface

L(R(X,Y)Z) = R(L,(X), [,(Y))L,(Z) (1.7)
para toda v = exp,, th, h € T,M, entonces ¢ es una isometria con dp, = I.

Demostracion Sean p’ € By(p), © € Ty M, h = exp,'(p) y 7(t) = exp,(th). Obsérvese que
@(y(t)) = exp,(tI(h)) y por tanto L, (v'(t)) = (pov)'(t). Sea J el campo de Jacobi a lo largo de v
que satisface J(0) y J(1) = z. Al trasladar el campo de Jacobi a N como L(t) = I, J(t) se obtiene
un campo de Jacobi

(1) + R(( 07)' (1), L) (9 0 7Y (8) = (I, J(0)" + R(L, (' (1), I, T () L, (7' (1))
L, (J"() + R (1), TV (1)) = 0.

Como I, es una isometria entonces |z| = |J(1)| = |L(1)|. Por otro lado, existe una variacién por
geodésicas de 7 que genera a J. Como J(0) = 0, entonces esta variacion puede elegirse de modo
que p quede fijo. Sea 6 : I? — M la variacién por geodésicas que genera a J. Entonces ¢ o 6 es una
variacion por geodésicas que genera un campo de Jacobi K a lo largo de ¢ o~y. Tal campo satisface
K(0) =0y K'(0) = I(J'(0)) = L'(0), por lo que K = L. La curva «(s) = (1, s) satisface que
a'(0) =J(1) =z y dpy(z) = ¢oa(0) = L(1). Luego

|| = [depps (2)];
es decir, ¢ es una isometria. La igualdad dy, = I es obvia de la definicion. O

El resultado local es extendible en caso en que M es simplemente conexo. Decimos que una
curva 7 : [0,l]] = M es una geodésica a pedazos si existe una particién to,...,t, de [0,I] tal que
es una geodésica. Témese un par de puntos p € M y g € N. Para cada geodésica a pedazos

v [tistiva]
que inicia en p se construye una geodésica a pedazos correspondiente en N. Sea I : T,M — T, N

una isometria y v : [0,!]] — M una geodésica a pedazos con ¥(0) = p y Y|y, 4., geodésica.
Definase una geodésica a pedazos /3 : [0,1] — N tal que 5(0) = ¢ de manera recursiva. En [0, t1],
B(t) = exp,(I(exp,’(y(t)))). Supongase que ya se ha definido 5 en [0,;] y sean P, y P, el
transporte paralelo a lo largo de las curvas —’y|[07 Y 6|[07 e respectivamente, entonces definase (8

en [t;, tiy1] como B(t) = exppgy,)(Pp, 0 Lo Py, (exp;(lti)(ﬁy(t)))). De nuevo definase I, = Pgolo P_,.

Teorema 1.2.2 (Cartan-Ambrose-Hicks). Sean M y N wariedades riemannianas completas n-
dimensionales con M simplemente conexa y I : T,M — Ty N una isometria. St para toda geodésica
a pedazos v : [0,1] = M con v(0) = p se tiene que

L(R(X,Y)Z) = R(1,(X), I,(Y)) I, (%),

entonces existe una unica isometria local o : M — N con dp = 1.
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Para la demostracion constltese [CET75, Teorema 1.36].
Los campos de Jacobi contienen la informacion de la rapidez con la que divergen o convergen
las geodésicas que parten de un mismo punto. Localmente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. Seap € M y J un campo de Jacobi a lo largo de una geodésica y(t) = exp,,(th)
con J(0) =0 y |J'(0)] = 1, entonces la funcion |J(t)| tiene la siguiente expansion de Taylor en p.

[J(t)? =t~ %Q(R(’/(O)» J'(0))7'(0), " (0)t* + O(#Y). (1.8)

Demostraciéon Una serie de calculos prueba el resultado. Para esto un

Lema 1.2.4. Si J es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica v con J(0) =0 y |[J'(0)| =1
entonces

Vy R(Y', J)7'(0) = R(Y', J")7'(0).
Demostraciéon Por la manera de extender V a los tensores se tiene que
VR, J)Y = (VyR)(Y, J.7) + R(Vyy', )Y + R(Y, Vy Iy + R(Y, )V
= (VR)(, ', J.7) + Ry, J')Y.
Como J(0) =0y (VR) es un tensor entonces V. R(v', J)v'(0) = R(v', J")¥'(0). O
Para obtener la expansion de Taylor de calculan las derivadas sucesivas de g(J, J):
1. g(J,J) =2g9(J',J). Luego g(J,J) (0) = 0.

S )" = (290, D))" = 2(g(J", ) + g(J', J)). Luego g(J,J])" = 2(=g(R(',J)Y, ) +

2. g(
g(J',J") v g(J,J)"(0) = 2|J'(0)]* = 2.
g(

J, )" =2g(J", J)+69(J",J"). Como J es un campo de Jacobi satisface J" = —R(v', J)'
y entonces g(J, J)"”(0) = 0.

4. g(J, J)H = 29(JD J) + 8g(J", J') + g(J",J"). Como se tiene que J” = —R(v,J)Y y
J"(0) = R(v', J)¥'(0) por el lema, entonces

9(J, 1) (0) = 8g(J"(0), J'(0)) = 8g(R(+', J')¥, J')(0).
Luego la expansion de Taylor de orden 4 es
0P = = Lo(R Ty IO + O,
O

Esta aproximacién infinitesimal puede utilizarse para estimar voliimenes, areas y longitudes de
cierto tipo de figuras. Sea o un 2-plano en M, v1,v2 una base ortonormal y considérese la curva
S(0) = cos O vy +sen vy, Para r suficientemente pequefio ¢(r, ) = exp,(rS(f)) es una superficie
encajada en M que llamaremos B (p). Se puede interpretar a ¢ como una variacion por geodésicas
de 75 (t) = exp,(rS(0)); el campo de Jacobi que induce Jy = % es ortogonal a g—f = (dexp)tv, (Vo)
por el Teorema de Gauss. Para hacer el calculo del 4rea se hace el pullback de la métrica a BZ (p), se
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calcula la forma de volumen inducida y se integra. La forma de volumen inducida en [0, r] x [0, 27]
es

det(A)wean, A=
d¢ O¢ 9¢ 9
g(maﬁ) 9(@»@)

donde weqy, es la forma de volumen canénica en R2. Por las consideraciones anteriores se reduce a

| Jo(t)|wean-

Teorema 1.2.5. Dado un plano o C My, la funcién f : R — R dada por f(t) = Area(BY (p)) tiene

la siguiente expansion de Taylor:

7K (o)
12

f(r)=mnr?— 4+ O>rh).

Demostracion Fijando 6 la geodésica 7y tiene como vector incial 4,(0) = S(6). Por otro lado
J5(0) = S’(0). Notese que 5(9) y S’(6) forman una base ortonormal de ¢. De la ecuacion se

tiene que |Jo(t)] =t — $9(R(75(0), J5(0))75(0), J5(0))t* + O(t). Por lo anterior esto es:

Jo(t)] =t — %K(U)#’ + O,

27 27
// |Jo(s |d9ds—// )82 + O(s%)dbds
27
=t — t4 / O( s ,0)

27TK( )
41

Integrando, se tiene

=t - Tt oY), O

También se consigue una aproximaciéon del perimetro de estos discos.
Proposicion 1.2.6. La funcion Perimetro(By) tiene la siguiente expansion de Taylor:
Perimetro(By) = 2t — gK(U)t?’ +O(t?).
Luego la curvatura tiene la siguiente interpretacion métrica.

Teorema 1.2.7. Si o es un 2-plano en M, entonces:

3 ., 2wt — Perimetro(BY)

K(U) = ; %E}% t?’ )
o bien " B
12 7
K(0) = — lim rea(By)
T t—=0 t4

En el caso en que la variedad riemanniana sea de dimensién 2 hay un tnico 2-plano en cada
espacio tangente y se puede representar a la curvatura seccional como una funcion K : M — R.
El teorema de Gauss-Bonnet cuantifica la influencia de la curvatura en los dngulos de tridngulos
geodésicos.
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Definicién 1.2.1 (Tridngulo geodésico). Un tridngulo geodésico en una variedad riemanniana M
es una terna de segmentos de geodésicas 1, Y2 y 3, de longitudes 1y, lo y l3 respectivamente, tales
que v1(l1) = 72(0), v2(l2) = 73(0) y v3(l3) = 71 (0) y I; <1 + 1y para cualesquiera i, j, k € {1,2,3}
distintos. El tridngulo serd denotado por Avy7y27ys. Se usard la notacion £y1va, £y2ys y £y3y1 para
denotar los dngulos formados por las parejas —vi(11)75(0) , —=v5(12)v3(0) y —v5(l3)71(0) respecti-
vamente. En el caso que las parametrizaciones de las geodésicas no jueguen un papel importante se
escribird pq para denotar una geodésica de p a q, su longitud |pq| y un tridngulo geodésico Apqr.
Ademds en este caso £pqr denotard el dngulo formado por las geodésicas qp y qr en q.

Teorema 1.2.8 (Formula de Gauss-Bonnet). Sea M una superficie riemanniana y Apgr un trian-
gulo geodésico que encierra un disco A. Entonces

Apqr + Lgrp + Lrpg = 7w + / K(p). (1.9
A

La demostracion puede consultarse en [DC92].

Una de las consecuencias que el teorema de Gauss-Bonnet parece sugerir es que los dngulos de
tridngulos geodésicos contenidos en una variedad de curvatura positiva (o de curvatura negativa)
son mas grandes (mas chicos) que sus similes en el plano; esto se refiere a los d4ngulos de triangulos
(euclidianos) con lados de la misma longitud. Esto resulta cierto en general, véase

Algunas de las consecuencias geométricas de la curvatura aqui presentadas se extienden a todo
el espacio dando restricciones de tipo topologico a la variedad ambiente. Por ejemplo, siempre se
puede triangular una superficie riemanniana con tridngulos geodésicos y por lo tanto

Teorema 1.2.9 (Gauss-Bonnet). En una superficie riemanniana compacta M,

K(p) = 2mx(M). (1.10)
M

Recordemos que la caracteristica de Euler x(M) es un invariante topologico y luego la férmula
anterior impone restricciones sobre la manera en que se puede curvar un espacio dado. El toro T?
tiene caracteristica de Euler 0 por lo que cualquier métrica sobre él o bien es plana o bien posee
un par de puntos mixtos (uno de curvatura positiva y otro negativa). Sin embargo el presente
trabajo aborda otro punto de vista y desde este panorama el teorema de Gauss-Bonnet adquiere
otro significado. Si imponemos restricciones sobre la curvatura entonces la ecuaciéon restringe
el tipo de superficie que admite estas limitaciones. En particular si K > 0 entonces necesariamente
x(M) > 0. Dado que las tinicas superficies cerradas con caracteristica de Euler positiva son PR? y
S? entonces

Teorema 1.2.10. Sea M wuna superficie riemanniana cerrada con curvatura Seccional positiva.
Entonces M = PR? o M = S2.

Otra manera en que la curvatura puede afectar la topologia del espacio es la siguiente. La burda
estimaciéon de la norma de los campos de Jacobi sugiere que en caso de que K > 0 un campo
de Jacobi con J(0) = 0 puede volver a anularse en un tiempo positivo to. Cabe imaginar que ¢y
puede ser estimado usando informacion de K. Es decir, las restricciones sobre la curvatura brindan
informacién de la distancia minima entre puntos conjugados. Estos puntos seran desarrollados con
mayor detalle en secciones posteriores.
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1.3. Espacios modelo

En esta seccion se expone el espacio hiperbolico bidimensional, el plano y la esfera como ejemplos
fundamentales de variedades riemannianas con curvatura seccional constante. Su utilidad en nuestro
contexto es doble, en primer lugar su sencillez permite el calculo explicito de diversa informacién
geométrica y en segundo lugar sirven de patréon de comparacién para otros espacios.

Por el resultado de la seccion para cada K € R existe una tnica variedad riemanniana
completa, conexa, simplemente conexa de curvatura seccional constante K.

Definicion 1.3.1. El espacio modelo de curvatura K de dimension n > 2 es la variedad rieman-
niana completa, conexa, simplemente conexa con curvatura seccional constante K. Serd denotada
por M™K . Sin =2 se escribird simplemente M*.

La topologia del espacio M™% depende de K. Para K > 0, M™% es una esfera S* C R*+!
de radio 1/\/? Para K = 0, M?>™ es R™ con la métrica euclidiana. Finalmente para K < 0,
M™E = R™ es el plano hiperbolico n-dimensional de curvatura K.

Una construccion sencilla pero util consiste en multiplicar la métrica por una constante positiva.
Tal procedimiento se llama rescalamiento y conserva todas las propiedades geométricas del espacio.

Proposicién 1.3.1. Sea M; una variedad riemanniana con métrica g1 y A € RT. Si My es la
misma variedad pero con métrica go = A2g1 entonces

a. da(z,y) = Adi(z,y), donde d; indica la métrica inducida por la métrica riemanniana g;. En
particular si My es finita entonces Ms también y diam(Ms) = X diam(My).

b. V1 = Vs, donde V; es la conexion de Levi-Civita de la métrica g;.
c. Rmy =M ?Rm;.
d. K> = %K.

e. Si My es orientable, dvols = A"dvoly, donde dvol; es la forma de volumen con respecto a la
métrica riemanniana g;.

Demostracion El inciso (a) es obvio y los incisos (¢) y (d) son una consecuencia inmediata del
inciso (b), asi que basta con demostrar (b) y (e).
Dado que V; es una conexiéon simétrica basta con ver que es compatible con g; para demostrar
que V; = Vs.
Vige = Vi(\?g1) = A*V1g1 = 0.

Sea {E;} una base en p € M. Entonces
dvoly(E, ..., Ey) = 1/det(g2(E;, Ej))
= \Jdet(\2g, (E;, E;)
= \/)\2" det(g1(E;, E;))

= A"/ det(g1(E;, Ej))
= )\"dvoll(El, ey En)

Luego dvoly = A"dvol;. O
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Notese que, para variedades compactas, las cantidades diam(M)%K (o) y vol(M)/diam(M)™
son invariantes tras rescalamientos.

Cualquier espacio M™¥ es equivalente, médulo rescalamiento, a solo una de las siguientes
opciones: La m-esfera unitaria S™ con la métrica inducida en el caso K > 0, R™ con la métrica
euclidiana cuando K = 0 y H" el plano hiperbélico n-dimensional para K < 0.

Estos espacios exhiben de manera clara las consecuencias de la presencia de la curvatura en
la geometria. En la siguiente seccién se escribird con un poco mas de detalle estos espacios. La
geometria de estos espacios comienza a revelarse con el estudio de las formas geométricas mas
sencillas (después de las lineas): los triangulos geodésicos o equivalentemente las bisagras.

Definicion 1.3.2. Una bisagra en una variedad riemanniana M consta de dos segmentos de geo-
désicas 1,72 de longitudes 1y y la, respectivamente tales que, v1(0) = v2(0). Si el dngulo formado
entre y1 y v2 es a se denotardn a la bisagra por (1,72, ). Si las parametrizaciones son irrelevantes
se puede denotar una bisagra por <{pqr donde qp y qr son geodésicas.

1.3.1. Espacios de curvatura seccional constante

Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional tal que K (o) = K para todo plano
o C TM. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica v, ortogonal a ésta, y sean {E;(t)}
campos ortonormales y paralelos a lo largo de 7 tales que E; = v/. Si escribimos J(t) = fi(t)E;(t)
entonces la formula indica que

@) =g(J, E)"(t) = g(J", E)(t) = —g(R(Y, J)Y, E) (1)
= —g(R(Y, J'E;)Y  E;) = —f'K(0;) = K f".

Luego las funciones coordenadas satisfacen la ecuacion diferencial
[+ Kf=o. (1.11)
Si denotamos por sng y csi a las soluciones de la ecuaciéon diferencial
f"+Kf=0
con condiciones iniciales snk (0) = 0, sn’(0) =1, csx(0) =1 y s’ (0) = 0, entonces

sen(vKt) si K > 0;

sng(t) =4 t, si K =0;
senh(v/—Kt) S K <0

vV-K '

cos(VED) si K > 0;

VK
csk(t) =141, si K =0;
cosh(v/—Kt) G K <0
vV-K )
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Por lo tanto los campos de Jacobi a lo largo de godésicas unitarias son de la forma
J(t) = snp(t)V (t) + esk(t) W (¢)

donde V' y W son campos paralelos a lo largo de v. Notese que J(0) = W(0) y J'(0) = V(0). Si
J(0) = 0 entonces |J(t)| = |sni(t)||V|. Consecuentemente la expresion de la métrica en coordenadas
polares es

g =dr + sn3(r)ds,_1, (1.12)

donde ds,,_1 es la métrica usual en S*1.
Usando esta informacién, o tomando un camino més geométrico, es posible determinar por
completo la distancia entre los extremos de una bisagra.

Proposicién 1.3.2. Sea <(pqr una bisagra en M™X. Si K > 0 se pide adicionalmente que
lgpl, lqr| < 2w. La distancia |pr| estd dada por

ipr| = 4 V17T + Tapl* = 2larllap] cos Lpar, K =0;
csgl(csk(|qr|)csk(|qp|) + |—?snk(|q7“|)snk(|qp|) cos Lpqr), K #0

El teorema de Cartan permite reducir el problema de clasificar variedades con curvatura
seccional constante al de clasificar ciertos subgrupos.

Teorema 1.3.3 (Killing-Hopf). Sea M una variedad completa con curvatura seccional constante
K. Si K <0 entonces M =H7}% /T, si K =0 entonces M =R"/T" 0 si K > 0 entonces M = S% /T,
en donde I' es un subgrupo de isometrias de Hy,, R" o S} respectivamente que actia de manera
totalmente discontinua en su espacio correspondiente .

Demostracion Supongase que K < 0. En este caso sngx nunca es 0 (salvo en 0) por lo que
cualquier punto p € M carece de puntos conjugados en todas las direcciones. Dado que los puntos
conjugados son los puntos criticos de la funcién exp,,, se ha llegado a la conclusién de que exp,, es
un difeomorfismo local. Si se hace el pullback de la métrica en M a M, se obtiene una métrica en
R™ de curvatura seccional constante K. Este espacio necesariamente es R™ en el caso K =0 o H%
en el caso K < 0, y serd denotado por M. Luego exp, : Mk — M es una isometria local y por lo
tanto una aplicacién cubriente. Las transformaciones de cubierta son isometrias y por lo tanto se
puede concluir que M = Mg /T donde I' es un subgrupo discreto de isometrias de M.

El caso K > 0 es ligeramente més complicado. Sea p € M y noétese que el primer punto
conjugado en cualquier direccion aparece a distancia 7/v/K. Considérese dos vectores ortonormales
v,w € T,M y la curva s(0) = /vK(cos(8)v + sen(f)w) en T, M. La variacion por geodésicas de
7o dada por exp,(ts(f)) induce campos de Jacobi Jy a lo largo de (y ortogonales a) 7. Por los
comentarios anteriores estos campos de Jacobi satisfacen Jy(m/v/K) = 0. Por otro lado la curva en
M dada por a(f) = exp,(s(f)) tiene como derivada (dexp,,)s)(s'(0)) = Jo(n/VEK) = 0. Luego a
es una curva constante. Esto muestra que exp, (0B / v%(0)) = ¢, para algin punto ¢ € M, o dicho
de otro modo, todas las geodésicas que parten de p convergen en q después de recorrer una distancia
7/v/K. Ahora tomemos la esfera n-dimensional de radio 1/v/K y un punto sobre ella N € S’ junto
con una isometria I : T,M — TnS}. El mapeo f : S} — M dado por f(expy(v)) = exp,(I(p))
esta bien definido por las observaciones previas y por el teorema de Cartan es una isometria

2Véase la secciéon para consultar la definiciéon de accién totalmente discontinua.
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local. De nuevo esto hace que f sea una aplicacion cubriente y por lo tanto se concluye que S™
es el espacio cubriente universal de M y que M = S /I" en donde I" es un subgrupo discreto de
isometrias de S%. Notese que m1 (M) =T. O

La clasificacion de subgrupos de isometrias que actian de manera totalmente discontinua en
S2™ es muy sencilla.

Teorema 1.3.4. Los unicos subgrupos de O(2m+ 1) que actian de manera totalmente discontinua
en S?™ son {Id} y {Id,—1d} = Z.

Demostracion Sea I' C O(2m + 1) un subgrupo que actia de manera totalmente discontinua
en S?™ y A € T'. Dado que 2m + 1 es impar, el nimero de eigenvalores reales de A es impar. La
condiciéon de ortogonalidad implica que estos eigenvalores reales son 1 o —1.

Supoéngase que det(A) = 1. Como det(A) es igual al producto de sus eigenvalores reales (los
eigenvalores complejos ocurren por parejas z,Z con |z| = 1 ) entonces hay al menos un eigenvalor
igual a 1. De esto se sigue que A tiene un punto fijo y por lo tanto A = Id.

Si det(A) = —1 entonces det(A4%) = 1 y por lo anterior A2 = Id. Como A es ortonormal
entonces A = A y A es diagonalizable. De contener un solo eigenvalor igual a 1 podriamos concluir
que A = Id, por lo que todos los eigenvalores de A son —1. Asi A = —Id. O

Definicién 1.3.3. La variedad riemanniana S%/ {Id, —Id} es el espacio proyectivo n-dimensional
de curvatura seccional K. Se le denota por PR}, .

Se ha demostrado el siguiente

Teorema 1.3.5. Toda variedad riemanniana completa 2n-dimensional de curvatura seccional cons-
tante K > 0 es isomorfa a S3* o a PR2".

En el caso de n impar, hay méas elementos de O(n+ 1) que actiian de manera totalmente discon-
tinua en S™. Si pensamos a S?*~! como subconjunto de C™ entonces se tiene la ttil caracterizacion

SQTL*l = {(2’1,...,2’n) S (Cn : ‘Zl|2 —+ -4 |ZTL|2 = 1} .

Si (p;q1,42, - - -,¢n) son enteros tales que (g;;p) = 1 (son primos relativos) entonces Z, actia en S™
de la siguiente manera: si m € Z,

2mwiggm 2mwigom 2wigpm
m-(z1,...,2n) = (e P 21,6 P Z3,...,€ P zn)

Esta accion es libre ya que si m(z1,...,2,) = (21,...,2,) para algtn (zi,...,2,) € S?7~!
entonces existe i tal que z; # 0. Luego e2™%"/Pz; = 2 1o cual implica que e2™%"/P = 1 es decir
gim/p € Z. Como se tomaron los enteros de forma que (g;;p) = 1 entonces m = 0 (mod p). Se
denotaran a los subgrupos de O(2n) generados de este modo por I'(p; q1, . . ., ¢n)-

Definicion 1.3.4. FEl espacio lente de tipo (p; q1, - - ., qn) denotado por L(p; q1, ... ,qn) es la variedad
cociente S /T (p;q1, ..+, qn)-

Los espacios lente son variedades 2n— 1 dimensionales y admiten métricas de curvatura seccional
constante y positiva. Para terminar este capitulo se menciona que la clasificacion de variedades con
curvatura seccional positiva y constante fue realizada entre 1940-1960 y al lector interesado se le
recomienda el libro de Wolf [Wol10] que contiene dicho programa de clasificacion.



Capitulo 2

(Geometria

En este capitulo exploramos las consecuencias geométricas de la curvatura. La filosofia principal
de este capitulo es la geometria a través de la comparacion. El programa de estudiar la geometria
de un espacio a través de compararlo con otros, y en particular con los espacios modelo ha
sido inmensamente fructifera y ha dado lugar a una serie de teoremas que hoy en dia se consideran
fundamentales. Esta rama de la teoria fue desarrollada, en cierta medida, a partir del trabajo seminal
de Rauch que concernia una famosa conjetura de Hopf. Hoy en dia la conjetura y los teoremas que
manaron del trabajo de Rauch son conocidos como los teoremas de la esfera pinchada. Aunque
en esta seccion no se demuestran (o enuncian) los teoremas de la esfera pinchada, si se desarrollan
gran parte de las herramientas necesarias para la demostracion. Para el enunciado del teorema véase

2.1. Teorema de comparacién de Rauch

Como se vi6 en la seccion , si M tiene curvatura seccional constante K entonces los campos
de Jacobi estan dados por la ecuacion
sng(t)V.

El analisis se extiende, parcialmente, a variedades con curvatura seccional acotada por debajo.
Aunque no es posible obtener una férmula exacta para los campos de Jacobi, se pueden contrastar
con campos de Jacobi en los espacios modelo.

Recuérdese (cfr. ) que el “Hessiano” de la energia de un segmento de geodésica v de longitud
[ estd dado por la forma bilineal y simétrica

l
LV, W) = /0 o(V! W) — (RO, V), W)t (2.1)

A esta forma bilineal se le llama el indice.

Lema 2.1.1 (Lema del indice). Sea v un segmento de geodésica unitaria en M sin puntos conjuga-
dos, J un campo de Jacobi a lo largo de vy con g(J(t),~'(t)) = 0 y V un campo vectorial diferenciable
a pedazos a lo largo de v con g(V(t),~7'(t)) =0. Si V(0) = J(0) =0 y V(a) = J(a) entonces

I.(J,J) < L.(V,V).

13
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Ademds, si I,(J,J) = 1,(V,V) entonces V = J.

Demostraciéon Como 7 no tiene puntos conjugados entonces existen n — 1 campos de Jacobi
{JZ-}:-le7 ortogonales a v, tales que J;(0) = 0 y {7/(s), Ji(s)} es una base de T ;)M para toda

€ (0,a). Se puede expresar a J como J(t) = b*J;(t). También se puede escribir V (t) = a’(t)J;(t)
para algunas funciones diferenciables a pedazos a’ y como V(a) = J(a) entonces a’(a) = b'. Sea
[b, c] un intervalo en el cual las a; son diferenciables. Se tiene que

R(Y, V)Y = R(y/,d"J;)y = d'R(Y, J;)Y = —a'J!.

R(Y,\ V)Y, V) = g((a") J; + @' J}, () Jj + o’ J}) + g(a' T}, a” Jj)
= g(( )/Jm (a ) Jj) +2g(a’Ji, (o) J;) + g(a’ S}, o’ J7) + g(a' I}’ @ J;). (2.2)

—~
?
\_>
QQ
bN

Por otro lado,

9(a'Ji, (a?) J;) = g(a' J;, (a7) J7),
ya que si f(t) = g(J/, J;) — g(J;, J}) entonces

f’( )

irvYg 2] g

g(J// J) (J/ J/) (J/ J/) (J J//)
—g(R(Y, i)y, Jj) + 9(R(Y', )7, Ji) = O,

y ademas f(0) = 0. Asi,

Z9(@' i, J)) = g((a") Ji + a T}, @) T)) + g(a' Ji, (a7) T} + @ T}

=g((a") J;,d?, J;) + g(a'J!, ajJJ’») + g((ai)’Ji,ajJJ/») + g(a'J;, aij’/).
Comparando con la ecuacion se obtiene

(V' V') — g(RY VY V) = g((al) Ton (@) T;) + Lg

pr (a'Ji,a J));

luego,
c

/bcg(V’,V’) —g(R(Y, V)Y, V) = g(a' J;,a? J})|, +/b g9((a") i, (a?) J;).

Sumando las contribuciones de los subintervalos en los cuales los a’ son diferenciables se obtiene
finalmente que

L(V,V) = g(a'(a)Ji(a), a’ (a) ]} (a)) + /Oa 9((a’)' Ji, (a?)'Jj)

y también ‘ ‘
1.(J, ) = gla‘(a)Ji(a), a? (a)J!(a)).

Por lo tanto, I,(J,J) < I,(V,V). Si se satisface la igualdad (a*)’J; = 0 entonces las a’ son
constantes. Esto implica que V' es un campo de Jacobi con V(0) =0y V(a) = J(a). Por unicidad
V=J. O
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Si los campos de Jacobi miden la rapidez de divergencia de un haz de geodésicas (geodésicas
manando de un mismo punto), el Teorema de Rauch afirma que una mayor curvatura resulta en
una divergencia mas lenta.

Teorema 2.1.2 (Rauch). Sean M y N wvariedades riemannianas, yar y YN geodésicas unitarias de
longitud i en M y N con vértices yn(0) = p, vm(0) = ¢; vy € T,N y vy € Ty M vectores tangentes
con vy | = |vm|. Sean Jys y Jn son campos de Jacobi a lo largo de yar y yn con Jp(0) =0 = Jn(0),
I (0) = var, JN(0) = vn v goar, ¥ (0) = glon, Yy (0)). Si yar no tiene puntos conjugados en
[0,a] y Kni(oam) > Kn(on) para cualesquiera par de planos en TM y TN que contienen a vy y
Vi, entonces |JIn(t)| > |Jm(t)] para toda t. Si |Ja(s)| = |In(s)| para algin s € [0,a] entonces
Kne(Jm (), 73 () = KEn(JIn(t),yn (1)) para toda t € [0, s].

Demostraciéon Sean M, N, vy, YN, Jp v Jy como en el enunciado del teorema.
En general si J es un campo de Jacobi a lo largo de 7 entonces J, = g(J,7’)7’ es un campo de
Jacobi. Esto ya que

I =g(J" AN =—g(R(Y,J)y', v ) =0

y R(y,J,)Y = R(®,Cy)y = 0. Luego J — J, = J+ es un campo de Jacobi que satisfa-
ce g(J+,v') = 0. Ademés dado que la norma de los campos de Jacobi paralelos a v no de-
pende de la curvatura y |J|? = |Jv|2 + |J*|? se puede suponer sin pérdida de generalidad que
9(T44(0), 7 (0)) = (T (0), ¥4y (0)) = 0.

Dado que Jy(t) # 0 para t € [0, a] entonces demostrar que |Jy(t)| > |Jpr(t)| es equivalente a
demostrar que |Jy (t)|?/|Jar(t)|> > 1. Obsérvese que esto se cumple cuando ¢ — 0 ya que

2 ! 2
=0 [ (8)[* 10 2103, (8)]?

Sean [(t) = [In(OP, g(t) = [I()? y h(t) = F(8)/g(t). Se tiene que limy o f(t)/g(t) = 1,
luego basta con demostar h’(t) > 0 en [0,a]. Sin embargo h' = (f'g — ¢’ f)/g* por lo que b’ > 0 es
equivalente a f'g > ¢'f.

Sea s € [0,a] y supongase que f(s) = 0. Entonces Jy(s) =0y f'(s) = 29(Jy(s), Jn(s)) = 0 por
lo que la desigualdad f’g > ¢'f es trivialmente cierta. La dificultad se presenta cuando f(s) # 0.
Si W (s) = Jn(8)/|In(s)| y War(s) = Jar(s)/|Ja(8)| entonces Wi (s) y Was(s) son unitarios,

FIf = 2g(Whe W) = (W, W) = / (Wi (), Wy (1)),

= 2 [ GOVR (0 W3(0) — 9Bt W)y Wahde = 21,(Wig, W),

q/9=29Wp, W) =+ =21, (War, Wnr).

Trasldadese W a un campo vectorial L sobre «yy; de de tal forma que L(s) = Wy (s) y siga
satisfaciendo una ecuacién “parecida” a Wy + Ry (v, Wi )7y = 0. Para hacer esto sean {E;} y {F;}
campos ortonormales paralelos a lo largo de vas v yn, respectivamente, tales que By = v, F1 = v}y,
Ey(s) = Wa(s) y Fa(s) = Wy(s). Si X(t) = a’(t)F; es un campo vectorial a lo largo de 7y, el
traslado de X a ) es el campo vectorial X (t) = a'(t)E; € T,,,, 1) M. Notese que g(X,Y) = g(X,Y)
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y que X =X Luego

Is / g WN ) WN (RM('7§\47W7N)’7§\47 I/ViN)
0
> [ 98T — o(Ra (). Wi, W)
0 (2.3)
:/0 gWNawN (RN(V;V’WN)VﬁvaJl\/)
= I;(Wn,Wn)

Por otro lado Wy es un campo vectorial a lo largo de yas con Wy (0) = 0y Wi (s) = Wa(s).
Como Wj(s) es un campo de Jacobi, por el lema del indice s Ls(War, W) < I,(Wa, W) <
I; (W, Wy). Por lo tanto h'(t) > 0 y luego |Jn(s)| < |Jar(s)| para todo s € [0, a].

Si |In(s)| = |Jm(s)| para algtn s € [0,a] entonces debe suceder que h'(t) = 0 en [0,s] y

por lo tanto la desigualdad es una igualdad. Esto implica que g(Rar (v, Wn)Vasr, W) =
9(RN(Vhgs War) Y, War) en [0, s] y como Wy y W)y tienen la misma norma entonces K (Jn,vy) =
K (Ja,vhy) en [0, s]. O

Corolario 2.1.3. Sean M y N wvariedades riemannianas, p € N, g € M y r > 0 tal que B,.(p) y
B,.(q) son normales. Sea I : T,M — T,N una isometria y f : B.(q) — B,(p) el mapeo definido por

f=exp,olo equ_1

Si las curvaturas seccionales satisfacen Ky < Ky entonces d(f(z), f(y)) < d(x,y) para todo
z,y € Br(q).

Demostracion Sea ays : [0,a] — M una curva en B, (p). Dado que B, (p) es normal es posible
escribir aps(t) = exp,(B(t)). Sea an(t) = f(am(t)) = exp,(I(B(t))). Considérense las variaciones
orr(s,) = exp,(sB() ¥ v (5.1) = expy(sI(B())) = expy(I(s5(t))) = flear(s,)) ¥ n6tese que
apn(t) = e (L, t) y an(t) = pn(1,t). Para cada t € [0, a], ¢ar vy @ son variaciones por geodésicas
de las geodésicas 74,(s) = pan(s,t) y Th () = pn(s,t), lo cual induce campos de Jacobi Jt, y Jk
a lo largo de dichas geodésicas. No es dificil ver que

(Ja)'(0) = B'(1)
(Jn)'(0) = I(5'(t))

y por lo tanto |(J,)"(0)| = [(J§)'(0)].

Como las bolas B, (p) y B;(q) son normales, las geodésicas 7, y 7% no poseen puntos conjugados
y luego por el teorema de Rauch |74 (s)] > |J%,(s)| para todo s € [0, 1]; en particular |o/y (t)| =
[T (D] < T3 (1)] = [y, ()] Ast

Lax) = [ ol < [ laiyl = Lo

Esto muestra que f disminuye distancias. O

Si N es una subvariedad de M, v es una geodésica con v(0) =p € N y v'(0) € T,N*+ C T,M
decimos que y(t) es un punto focal de N si existe un campo de Jacobi J a lo largo de ~ tal que
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J(0) € T,N, J'(0) + Sy/(0)(J(0)) = 0y J(t) = 0, donde S es el operador de forma de N, véase

. Esto es equivalente a que exp |, tenga un punto singular en ¢7/(0), donde v(N) es el haz
normal de N. Nos interesa un caso particular, cuando N = exp(v* N B.(0)) para £ > 0 pequefio; en
este caso decimos que N es la hipersuperficie definida por v € T, M. Nétese que la hipersuperficie
generada por v € T, M es totalmente geodésica en p por lo que S, = 0. El siguiente teorema de
Berger es una generalizaciéon del teorema de Rauch y fue desarrollado para dar una demostraciéon
del teorema de Toponogov, cfr. [Ber62].

Teorema 2.1.4 (Rauch-Berger). Sean N y M variedades riemannianas, YN y ym geodésicas unita-
rias de longitud l en N y M respectivamente, p = yn(0) y ¢ = yar(0). Supdngase que vy no contiene
puntos focales de la hipersuperficie exp, (Yh (0)1) y que Kar(onr) < Kn(on) para todo par de planos
en TM y TN que contienen a Yy y Y- St Ju y Jn son campos de Jacobi a lo largo de yar y YN,
respectivamente, con [Jn(0)] = I (0)], [Ty (0)] = [J3,(0)] y 9(+/(0), Jn(0)) = 9(+'(0), Jn(0)) = 0,

entonces

@] < [In(@)], ¢ <[0,1].
La igualdad sucede en s € [0,1] si y solo si K(v),;(t), Jm(t)) = K(vn(t), In(t)) para toda t € [0, s].

La demostracién es muy similar a la del teorema de Rauch y hace uso de un analogo al lema
del indice, que se demuestra de manera casi idéntica:

Lema 2.1.5. Sea M wuna variedad riemanniana y v : [0,1] = M una geodésica. Sea v =+'(0) y N
la hipersuperficie definida por v. Supongase que N no tiene puntos focales a lo largo de . Sea V
cualquier campo vectorial diferenciable a pedazos a lo largo de v y J el inico campo de Jacobi tal
que J'(0) =0y J() =V () entonces I(J,J) < I(V,V) y la igualdad se verifica solo si J =V.

Como consecuencia se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1.6 (Berger). Sean N y M wvariedades riemannianas, YN y Yu geodésicas en N y
M, respectivamente, de longitud [. Sean Vi y Vy; campos vectoriales unitarios y paralelos a lo
largo de yn y v tales que g(Vn (), v (t)) = 0 = g(Var(t), vy, (t)) para todo t € [0,1]. Sea f :
[0,{] = R una funcion diferenciable y supdngase también que Ky < Ky a lo largo de las geodésicas

Bi(s) = exp, ) (sF)VN (1) y Biy(s) = expy,, i) (sf )V (t)), con t € [0,1], para todo par de
planos que contienen By y By, respectivamente. Supongase que para toda t € [0,1] la hipersuperficie
determinada por (84;)'(0) no tiene puntos focales a lo largo de BY;, entonces las curvas ap(t) =
Bi;(1) y an(t) = B4 (1) satisfacen

Demostracién Primero un lema.
Lema 2.1.7. Sea M una variedad riemanniana y v : [0,1] = M una geodésica. Sea E(t) un campo

paralelo y unitario a lo largo de v, tal que g(E(t),7'(t)) = 0 para toda t € [0,1]. Si exp. ) (aE(t))
estd definido para todo t € [0,1], cona € R, y a: [0,1] = M es la curva

a(t) = exp, ) (aE(?));

entonces o/ (t) L B;(1) donde B es la geodésica dada por Bi(s) = exp. ) (saE(t)).
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Demostracion Considérese la variacion ¢ : [0,1] x [0,1] — M dada por
p(t,5) = exp. s (sak(t))

Para cada ¢ fijo ¢(t,s) es una geodésica y luego Jy(so) = 2¢(t,s) es un campo de Jacobi a
lo largo de la geodésica f:(s) = ¢(t, s). Obsérvese que J;(0) = +/(¢) y por lo tanto J;(0) L £;(0).
Esto implica que J;(s) L 5;(s) para toda s € [0,1], en particular para s = 1, sin embargo J'(1) =
a'(t). O

Se sabe que la diferencial del mapeo exp : TM — M en (p,v) € TM es

(dexp) gy (0, 1) = (dexp,)o(w) + L] (expan (),

dt lt=0

donde « es cualquier curva con «(0) = p y o/(0) = w, y v’ cualquier campo vectorial a lo largo de
a con v'(0) = v. Aplicando esto al caso presente,

Ay (to) = (dexpy,, (10)) £ o) Var (1) (f (t0) Var (t0)) + (exp.,, (1) (f (t0) Var (1)) = Rar + Viu

oy (to) = (dexpyy (1)) o) Vi (1) (f (t0) Vv (to)) + (exDy (1) (f () Vi (2)))" = Ry + Vv
El primer sumando del lado derecho de ambas ecuaciones es facilmente calculable. Considérense
las geodésicas oy (s) = eXPa (1) (8f (t0) VN (t0)) ¥ ol (s) = eXPs,, (to) (81 (t0)Var (to)), entonces
' (o) f(to) Vv (to)| = | (t0) (09) (8)] = [(dexDeyy (10)) s (t0) v (o) ( (H0) Vi (£0))
[f'(to) f(t0)Var (to)| = | (t0) (037) " (8)] = [(dexDsy, (10))s (k) Vi (1) (f (t0) Vi (t0) )]

Como Vx y Vis son unitarios sus normas son idénticas. Por el lema las descomposiciones
ahs(to) = Ryu+ Vi y oy (to) = Ry + Vv son ortogonales, con Ry y R apuntando en la direccion
radial (desde vy (to) v var(to) respectivamente). Por el lema de Gauss,

v ()] = VIRN[? + [V 2,
|y (O] = VIR |? + [Vi[?

Ahora se hace la comparacion de los vectores Vi y Vjs. La demostracion del lema evidencia
que existen campos de Jacobi Jy, Jar a lo largo de 8% y B3 con Jn(0) = vy (t), Ix(1) = Vi,
JN(0) = 0, Jpr(0) = 74, (8), Jm(1) = Vag y J4,(0) = 0. Como S, no tiene puntos focales de la
hipersuperficie determinada por (3%,)’(0) entonces por el teorema de Berger-Rauch

[m(s)l < [In(s), s €0,1]

En particular |V = |Ja(1)] < [In(1)] = [V, por lo tanto |afy,(t)] < |a/y(t)]. Consecuente-
mente

Llon) = / oy (1)t < / oy (1)]dt = Lia)
O

Notese que si la longitud de las curvas son iguales entonces las franjas exp., ) (sf(¢)Vn(t)) v
exp.,, (1) (sf(H)Vam(t)) con (t,s) € [0,1] x [0,1] tienen la misma curvatura y son isométricas.
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2.2. Teorema de Bonnet-Myers

Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional positiva. Si I' es un subgrupo de
Iso(M) que actia de forma totalmente discontinua entonces M/T' es una variedad riemanniana
cuya meétrica esta dada por, cfr.

d(p,q) = inf {d(p, q)|m(¢) =7 y 7(p) =P},

donde 7 : M — M /T es la proyeccion canoénica. En caso que M sea compacta se satisface la relacion
vol(M) = |T'| vol(M/T'). Por otro lado, 7 es una isometria local, por lo que es posible reducir el
volumen y/o didmetro sin que haya cambios en la geometria local. Sin embargo no es posible
aumentar indefinidamente el diAmetro manteniendo cotas inferiores positivas sobre la curvatura.

Teorema 2.2.1 (Bonnet-Myers). Sea M una variedad riemanniana completa cuya curvatura en
todo punto satisface Kyy > K > 0 para alguna constante positiva K, entonces M es compacta y
diam(M) < 7 /VK.

Demostracion Sean p y g puntos de M y = una geodésica normal minimizante, [ su longitud.
Supongase que | > 7/ V'H y produzcamos una contradiccion. Dado que cualquier geodésica deja de
ser minimizante a partir de su primer punto conjugado, basta con encontrar un punto conjugado a
p en 7. Sea J un campo de Jacobi no trivial con J(p) = 0. Considérese la situacion analoga en M*X;
cualquier punto ¢ € M¥ junto con un campo de Jacobi Jy, con |4 (0)| = [J'(0)| y Jx(0) =0, alo
largo de cualquier geodésica radial v, de longitud I. Supéngase que J no tiene puntos conjugados en
~. Esto nos permite aplicar el teorema de comparacion de Rauch , €l cual indica que |Jk| > |J]
en para todo t € [0,1]. Dado que los campos de Jacobi en M X que son nulos en su origen son de la
forma -

Ji (t) = snk (t) Jk,

donde j;( es el transporte paralelo de J}(0) a lo largo de yps. Sin embargo snk (/v K) = 0 y luego
se tiene que Jx (7/vV' K) = 0. Esto a su vez implica el hecho contradictorio que J(7/v K) = 0. Luego
~ tiene puntos conjugados y no puede ser minimizante, contradicciéon que muestra que | < 7/vV K.

Por lo tanto,
diam(M) < 7/VK.

Una variedad completa y acotada es compacta por el teorema de Hopf-Rinow. O

La demostracién anterior contiene una afirmacién que vale la pena mencionar de manera inde-
pendiente.

Proposicion 2.2.2. Sea M una variedad riemanniana. Si la curvatura seccional de M satisface
Hy <Ky < Hy

para un par de constantes Hy, Ho > 0 entonces toda geodésica unitaria tiene puntos conjugados en

el intervalo [M%’ \/LHT] Yy ninguno antes.

Demostracion Sea v : [0,1] — M una geodésica unitaria y J un campo de Jacobi a lo largo de v
con J(0) =0y J L~ Parak > 0sea: [0,]] - MF cualquier geodésica y J;, un campo de Jacobi
a 1o largo de 7 con Ji(0) = 0, Ji L~} y [J(0)] = [7/(O)]- Por 151 [Ju(8)] = |J/(0)]| snic(£).
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Si K > k entonces por el teorema de Rauch |J(¢)| < |Jx(t)| = |J(0)]| snk (¢)| siempre y cuando
yx no tenga puntos conjugados en [0, t]. Dado que sng (t) = 0 cuando t = 7/v/k, entonces va; debe

tener un punto conjugado en |0, % .
Si K < k entonces |J(t)| > |Jx(t)| siempre que v; no tenga puntos conjugados en [0, ¢]. vx no

tiene puntos conjugados en {0, %) y luego ~yjs no tiene puntos conjugados en [0, %) . O

Los puntos conjugados son los puntos criticos de exp,, por lo que si Ky < k con k > 0 entonces
exp, : B, /7(0) = B, /z(p) es un difeomorfismo local.

La misma demostraciéon sirve para mostrar que si K; < 0 entonces ninguna geodésica tiene
puntos conjugados. Esto resulta tener una consecuencia topolégica muy interesante.

Teorema 2.2.3 (Cartan-Hadamard). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura
seccional Ky < 0, entonces para todap € M se tiene que exp, : R" = T, M — M es una aplicacion
cubriente. Por lo tanto R™ es el cubriente universal de M.

Demostracién Sea p € M. Los puntos criticos de exp, corresponden con los puntos conjugados
de las geodésicas exp,,(tV). Sea 7y una geodésica unitaria de la forma vy (t) = exp,(tV) y J un
campo de Jacobi a lo largo de vy con J(0) = 0. Consideremos ahora una geodésica unitaria o en
R? junto con un campo de Jacobi Jy a lo largo de o con Jo(0) = 0y |J4(0)| = |J/(0)|. Recuerdese
que los campos de Jacobi en R? estan dados por

Jo(t) = tJ5(0)
y luego ¢ no tiene puntos conjugados. Dado que Kj; < 0, por el teorema de Rauch, se tiene que
|7()] > [Jo(8)] = t|.7'(0)]

En conclusién exp,, no tiene puntos criticos. Si se hace el pullback de la métrica en M a T),M =
R™ se obtiene un métrica riemanniana en R" y exp, : T,M — M es una isometria local. Toda
isometria local es una aplicaciéon cubriente y por lo tanto el cubriente universal de M es T,M =
R™. O

2.3. Volumen

La funcion f : B.(p) C M — B,(q) C N del corolario contrae distancias y por tanto
disminuye volimenes. Si uno de los espacios en comparacion es un espacio modelo, cuyo volumen
se puede calcular explicitamente, entonces se obtiene una estimaciéon razonable de los volimenes de
las bolas normales.

Teorema 2.3.1 (Bishop-Gromov). Sea M una variedad riemanniana completa con Ky > k para
alguna constante k, y p cualquier punto de M. Sea BF¥(q) la bola de radio r con centro en q en
M™F. La funcion

vol(B,(p))
vol(Bf(q))

es no creciente. Ademds, vol(B,(p)) = vol(BF(q)) si y solo si Ky = k en B.(p).

fr) =

<1
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Demostracién Sea B, (p) una bola normal en M. Por el teorema de Myers cualquier bola BF(q)
en M™F es normal. Sean dvol},; y dvol}, los pullbacks de las formas de volumen, dvoly; y dvoly,
en B,.(p) y B¥(q) a B,(0) CR" 2 T,M = T,M™* a través de exp, y exp,,. Se han identificado los
espacios tangentes T, M y T,y M™*.
En coordenadas polares se puede expresar a dvol), y dvolj, como

dvoly, (r,0) = Ay (r,0)dr A dvol,,_1,

dvoly(r,0) = \g(r,0)dr A dvol,,_1,
donde dvol,_; es la forma de volumen en S"~!. Sea s > 0y 6 € S"~!, es posible calcular las formas

dvoly,; y dvolj, en (s, ) haciendo uso de campos de Jacobi. Sean {9, v1, ..., v, } una base ortonormal
orientada de R, ,. Los campos JM(t) = (dexp,)@o)(tvi) y JF = (dexp, ) o) (tv;) son de Jacobi

en M y M™F respectivamente y satisfacen JM(0) = J¥(0) y |JM'(0)] = |vi| = |J¥ (0)]. Por las
hipotesis sobre la curvatura y el teorema de comparacion de Rauch |JM ()| < |JE(t)| = sni(t).
Por otro lado,

m(s,0) = dvoly(s,0)(0r,v1,...,0n—1)
= dvoly(dexp,(0;),dexp,(v1),...,dexp,(vn-1))
= dvoly (0, JM ( )see s JM(D)

|-

= O 15O

Lo mismo es valido para \,. Por la desigualdad previamente mencionada llegamos a que
A (r,0) < Ag(r, 0)

Integrando en B, (0) se obtiene
vol(B,(p)) = / dvoly, < dvol,, = vol(B*(q))
B.(0) B.(0)

Si se realiza la igualdad entonces Ajy; = Ay, son iguales en B,.(0), lo cual implica que |JM ()| = |JF(t)]
para todo t < r. Por el teorema de comparacion de Rauch esto solo ocurre si M y M™* tienen la
misma curvatura seccional en B, (p) y B¥(q). Esto muestra la tltima parte del teorema y el hecho
que f(r) < 1. Para demostrar que f es no creciente obsérvese que

d vol(BT(p))‘ _d Jo Jona )\Mdﬁdt‘
dr vol(BE(q))'™=s  dr fOT fsn—l ApdOdt 'T=3
_ fS"—l )\M(s,é))dé fos fS"—l )\kdgdt — fOS fS"—l AMdet fS"—l )\k(S)da
fos fsw 1 Ardodt)?
f fsn 1 (s,0)dO)( fgn L Ak(t,0)do) fgn LA (t,0)do)( fsw 1 Ak(s,0)do)]dt
fo f3n—1 /\kdOdt

Luego basta con demostrar que si t < s < 7/v/k entonces

Jons Ana (5,009 _ [ IAM (t,0)do
s Ae(,0)d0 = [, Ni(2,6)d0
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Sin embargo como sabemos Ay no depende de 6. Si w,_1 es el volumen de la (n — 1)-esfera
unitaria entonces se puede escribir la desigualdad anterior como

1 A 0 1 A (t, 0
/ 2(5:9) 45 / a(t:6) 4o (2.4)
Wp—1 Jgn—1 )\k(s) Wnp—1 Jgn—1 )\k(t)
Considérese la funcion h(t) = ’\fk((tt’)e ) con 6 € S"! fijo. Para terminar la demostracién mostra-

remos que h es decreciente. Si A\js(s,6) = 0 entonces la desigualdad se satiface trivialmente, por
lo que se puede suponer que Ays(s,0) # 0 en un intervalo adecuado. La derivada de h esta dada por
Ny (£, )M (8) = A (£, 0)X, (1)

Ak (1) ’

B (t) =

por lo que basta con verificar que Ny (¢, 0) A (t) — Aar(t, )AL (2) <0, o

que Aps(t,0) # 0.

Dado que el pullback de dvolys solo es cero en los puntos criticos de exp,, si A (t,0) #0
entonces es posible encontrar una base ortonormal {.J;(t)} de Texp, (t0)M donde J; es un campo de
Jacobi a lo largo de exp,(sf) con J;(0) = 0.

Sean § € S"! s > 0 y supéngase que Apr(t,0) # 0. Sean J; campos de Jacobi a lo largo de
la geodésica 79 (t) = exp,(t0) tales que J;(0) = 0, {J;(s)} es una base ortonormal de Texp, (s9)M ¥
J1(t) = 75(t). Se pueden expresar los campos de Jacobi como J;(t) = (dexp,,):(tL;), con {L;} base
de T(, )T, M y Ly = 6. Por la definicion de Ajs se tiene que

< en caso

[J1(@)] - |Tn(®)| = dvolps (J1(t), ...y Jn(t)) = Ape(t,0)t"dvol,—1(La, ..., Ly).
Si D =dvol,_1(La,...,Ly,) # 0 se puede rescribir lo anterior como

Derivando A3, se obtiene que

" 2... / : 2 nt2"=1D2|.J,
2/\M(tww(t):222»:1|Jl(t)| <gfiz)(;;,Jl(t)) [ Tn(t)]*  2nt D(ltizgyl' N Tn(®)]
_ o2zt [P - g(Ji (), L) - [Ta (@O nl 1)l - [ Tn(?)]
(t"D)? ttD)?

Como J;(s) es una base ortonormal entonces

1
)\M(s,ﬁ) = @»

por lo que
Nar (5. 0)/Mna (5,6) = 3~ g(J{(s). J. =29 N

En la tltima igualdad se hizo uso de que J; = ~j. Si ¢ > 2, obsérvese que g(J/(s), J;(s)) =
I;(J;, J;) v por el lema del indice se tiene que I4(J;, J;) < I, (W, W) para cualquier W con
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W(0) =0y W(s) = Ji(s). En particular si Y; es el campo paralelo con Y;(s) = J;(s) y W;(t) =
s () y- entonces Wi(0) = 0y Wi(s) = Ji(s) por lo que

sn(s)

I(Ji, Ji) < L(Wi, Wy) = / g(Wi, W) = Rm(~', W;,~", W;).
0

Es decir,
A (s, 0) - n /S . n
: = I (Ji, Ji) — = < WiI,Wi/ — Rm I,Wi, /,Wi dt — —
ot (5,0) ;:2 i Ji) =5 = | ;:29( ) (', Wi, v, Wi)dt — —
5 csi(t)  sni(t) — n
= [ (n-1 55— Rm(~',Y3, 7', Yy)dt — —
/0 ( )sni(s) snz(s) ; O, Y57, ¥i) s (2.5)
n—1 /é 2 2 : / n
= csi(t) — sni(t) Rie(y')dt — —
w7 ) et —sn(0 Riet)
n—1

S
2 2 n

< ——~ [ esp(t) —sng(t)kdt — —.

snj,(s) /0 s

Un anélisis analogo al realizado en M puede ser usado para demostrar que (s, 0)/Ax(s,0) =
S gk (JE(s), JF (5)) — n/s donde JF son campos de Jacobi en M™* tales que J¥ forman una
base ortonormal en M (Z ’IZ). Por la forma de los campos de Jacobi en M™F, cfr. , también se
verifica que

) = ot ) = = s [t otk =5 eo)
Juntando con se llega a que
Ny (s,0) < N.(s,0)
An(s,0) = Ai(s,0)
por lo que g es decreciente y el teorema queda demostrado. O

Mencionamos que el teorema anterior es valido atn cuando la hipétesis se reduzca a Ric > k.
La demostracion anterior muestra que la afirmacion de decrecimiento de la funcién f solo depende
de la curvatura de Ricci. Un facil manejo de muestra que lim;_,q+ f(t) = 1, de donde se sigue
el teorema con la hipotesis Ric > k. Para otra demostracion de este teorema usando las ecuaciones
fundamentales de la curvatura de Ricci constltese [Pet06].

Una consecuencia inmediata es la existencia de una cota superior para el volumen de los espacios
completos con curvatura seccional > k > 0.

Corolario 2.3.2. Sea M wuna variedad riemanniana completa con curvatura seccional > k > 0
entonces

vol(M) < vol(SE);

la igualdad se alcanza solo cuando M es isométrica a S}}.
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Demostracién Sean p € M y ¢ € M™*. Por el teorema de Bonnet-Myers se tiene que
diam(M) < % y luego B_ / \/E(p) = M. Luego el teorema anterior garantiza que

vol(M) = vol(B_, /(p)) < VOI(B::/\/E((])) = vol(S}).

Si vol(M) = vol(S}) entonces M tiene curvatura seccional constante = k. Por , M =Sy/T
y ™ : Sy — M es un mapeo cubriente y una isometria local, luego vol(M) = |T'| vol(S}). Por lo
tanto I' = {e} y M = S}. O

Mas adelante se usara una estimacion de la cantidad de bolas de un radio fijo necesarias para
cubrir una variedad.

Definicion 2.3.1. Sea X un espacio métrico y r > 0. Un subconjunto A C X estd r-separado si
para todo x,y € A se tiene que d(z,y) > r.

Proposicion 2.3.3. Seann € N, k € R, R > 0 y 0 < r < R, pedimos adicionalmente que
R < 7/Vk si k > 0. Eziste una constante N(n,k, R,r) € N (que depende de n,k,R y ) tal que para
toda n-variedad riemanniana completa M con curvatura seccional > k y todo p € M existen a lo
mds N(n,k,R,r) puntos en Br(p) que estdn r-separados.

Demostracion Sean M y p € M como en el enunciado. Dado que el volumen de los conjuntos
Bk(q) € M™* no depende de g, se escribira wy, x(R) = vol(Bg(q)) sin peligro de confusién.

Si {z;}*, C Bgr(p) es un conjunto de puntos r-separados entonces los conjuntos B, /2(;)
son ajenos. Sea z; tal que vol(B,(z;)) es minimo y noétese que Bgr(p) C Bagr(z;) por lo que
UB,(x;) C Bapyr(z;). Luego m - vol(B,(z;)) < >, vol(Br(z;)) = vol(UB,(x;)) < vol(Bar+r(2;)),
y por tanto

vol(Bar+r(2;))
vol(B, (x))

Por el teorema de Bishop-Gromov

vol(Baprtr(x;)) < vol(By(z;))

Vol(Blp,,) — VollBE)
o bien .
vol(Barsr () voz(Bimr) Nk R.r)
vol(Br(z;))  — Vol(Bjg,,)
Por lo tanto m < N(n,k, R,r). O

2.4. Teorema de Toponogov

El teorema de Toponogov es un fuerte resultado de control geométrico en presencia de restric-
ciones en la curvatura. En palabras llanas afirma que un tridngulo geodésico en una variedad con
curvatura seccional > k es mas gordo que un tridngulo geodésico con lados de la misma longitud en
el espacio modelo M*. Las restricciones sobre el triangulo geodésico para que se sigan las conclusio-
nes del teorema son minimas lo cual permite extraer informacion geométrica global del espacio. Si
Apgr es un tridngulo geodésico en una variedad completa con curvatura > k, con el uso adecuado
del teorema se puede
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1. Acotar superiormente la distancia |¢r| conociendo las distancias |pg|, |pr| y el angulo £pgr.
2. Acotar inferiormente el angulo £pgr conociendo las distancias |pq|, [pr| y |gr|.
3. Acotar superiormente las distancias |pq| y |pr| conociendo £pgr y |gr|.

Dicho teorema fue demostrado por primera vez para superficies convexas por Alexandrov en
1951. Posteriormente fue extendido por Toponogov al caso general y desde entonces diversas de-
mostraciones han sido publicadas, especialmente con el florecimiento de los espacios de Alexandrov,

. Dichas demostraciones evitan los argumentos diferenciales, mostrando que la globalizacion de la
propiedad de tener curvatura > k, en el sentido de (', es una propiedad puramente métrica, véase
[BGP92] o [P1a9d].

Definicion 2.4.1. Sea Apqr un tridngulo geodésico en M. Un tridngulo de comparacion en MF* es
un trigngulo geodésico Apgr en M* tal que |pq| = |pql, lqr| = |@7| v |rq| = |7D|.

Definiciéon 2.4.2. Sea <ipqr una bisagra en M. Una bisagra de comparacion en M* es una bisagra
<pgr en M* tal que |qp| = |apl, lqr| = |q7| y £pqr = £pqr.

Teorema 2.4.1 (Toponogov). Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional
Ky > k, donde k es constante.

(A) Sea vo,71,72 un tridngulo geodésico con ~o,y1 geodésicas minimizantes y L(v:) < ©/Vk en
caso de que k > 0. Si 75,71, 72 es un tridngulo de comparacion en M* entonces oy y @, los
dngulos correspondientes, satisfacen @; < ;. Excepto en el caso k > 0 y L(vy;) = w/\/% para
algun i, el tridngulo de comparacion en MF* es inico salvo isometrias.

(B) Sea o, 1, o una bisagra, con vy minimal y L(y1) < 7/Vk en caso de k > 0. Si 7,77 y @ es
una bisagra de comparacion en M* entonces d(vo(lo),71(l1)) < d(Fo(lo), 71 (11))-

Las condiciones (A) y (B) son equivalentes (véase [BGP92]) y se hara uso de esto en la prueba.
Obsérvese que por la version (B) del teorema de Toponogov se satisface localmente. El teorema
de Toponogov es una globalizacién de esta propiedad.

Si 7 es una geodésica minimizante y k > 0, entonces por el teorema de Bonnet-Myers L(y) <
w/ Vk, por tanto todas las geodésicas en un tridngulo geodésico o una bisagra tienen longitud
< 7/Vk en caso de que k > 0.

Demostracion Para evitar complicaciones sobre la posible falta de unicidad de tridngulos de
comparacion se trabajard en M*~¢ para € > 0 pequeiio. El resultado final se obtiene haciendo
e—0.

La demostracion consiste en partir cualquier bisagra en bisagras suficientemente pequenas y
verificar (B) en éstas. Para esto se hacen las siguientes definiciones:

Una bisagra (71, 72, ) es pequena si 1 ¥ v estén contenidas en alguna bola normal con centro en
71(0) = 72(0). Decimos que un tridngulo geodésico Avy;7y2y3 es pequeno si las bisagras (v;, v;, £7i75)
con i # j son pequenas.

La condiciéon (B) se verifica en bisagras pequenas gracias a

Recuérdese (véase |.3) que si oy : [0,1;] — MF es una geodésica fija con ¢1(0) = p y o9 :
[0,12] — MP* es otra geodésica con d2(0) = p y L0109 = « variable entonces la funcién d(a) =
d(o1(l1),02(l2)) es continua y estrictamente creciente para a € [0,7] (en el caso k > 0 esto ocurre
sily,lo < 7/Vk) y ademés d(0) = |I; — lo|. Sea Ayi7y27y3 un triangulo geodésico pequefio y oz =
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DN

Figura 2.1: Bisagras obtusas y agudas.

£~17y2. Como la bisagra (y1,y2, a3) es pequeiia si (F;, 74, @) es una bisagra de comparacion entonces
d(7,(11),72(l2)) > d(71(l1),72(l2)). Por otro lado como A~y;7273 es un tridngulo geodésico entonces
|l — o] < I3 por lo que existe un tinico d4ngulo o/ < « tal que si 01 y o3 son geodésicas en M*~¢
de longitud l; y I3 respectivamente con o1(0) = 02(0) y £o109 = o’ entonces d(o1(l1),02(l2)) = I3.
Este es un tridngulo de comparacion para A~y;vysys v satisface £Lojoe < Ly17s.

Este argumento demuestra la unicidad del tridngulo de comparacion (en caso de que k > 0
solo si L(7;) < m/vk). Si se repite el razonamiento con cada uno de los angulos, se llega al mismo
(Gnico) tridngulo de comparaciéon y por lo tanto hemos verificado (B) para tridngulos pequenos.

Sean (71,72, 7/2) una bisagra, con 7, minimizante de longitud 1 (y L(v2) = lo < 7/Vk si
k> 0), y (1,72, 7/2) una bisagra de comparacién en M*~¢. Si 7, es una geodésica minimizante
que une ¥, (l1) con F,(l2) y E(t) es el campo unitario y paralelo a lo largo de 7, con E(0) = 7} (0)
entonces se puede escribir a 75 como

3 (t) = expy, ) (f(H) E(t))

para alguna funcion f : [0,l3] — R diferenciable. La demostracion de este hecho no es relevante
(consiste, basicamente, de hacer cuentas en M*) y sera omitida. En caso que k > 0 nétese que esta
construccion es posible ya que L(7,) < n/vVk < n/y/k —¢ y por lo tanto 7, no contiene puntos
conjugados. Ahora considérese el campo unitario y paralelo E(¢) a lo largo de v2 con E(0) = +4(0).
Se dice que la bisagra (1,72, 7/2) es una bisagra recta y delgada si para toda t € [0, ] no hay puntos
focales de la hipersuperficie definida por E(t) a lo largo de la geodésica 3;(s) = exp,, ) (sf(t) E(t)),
con s € [0,1].

Obsérvese que la curva a(t) = B;(1) = exp., ) (f(¢)E(t)) une a los puntos y2(l2) con y1(l1), ya
que f(0) =11y f(l2) =0, por lo que d(v1(l1),72(l2)) < L(a). Por el teorema se tiene que

L(Oé) < L(73)a

por lo que la condicién (B) se verifica para bisagras rectas y delgadas.

Ahora sea (71,72, @) una bisagra con « # 7/2. Entonces se tiene dos casos. Si a > 7/2 entonces
existe un tnico vector unitario E € T, oy M en el cono convexo generado por 7;(0) y 75(0) tal que
E 1 ~4(0). Sean (71,72, ) cualquier bisagra de comparacion en M*¥~¢ E el tinico vector unitario
en el cono convexo generado por 7} (0) y 75(0) tal que E L 75(0), y 75 una geodésica minimal de
71(11) a F,(l2), entonces existe I > 0 minimo tal que 5(I) € 75, donde B(t) = exps, () (tE). Sea
B(t) = €XPs(0) (tE), con t € [0,1]. Decimos que la bisagra (1, y2, @) es una bisagra obtusa y delgada
si (8,72,7/2) es una bisagra recta y delgada y (71,8, @ — m) es una bisagra pequena. En la figura

se esbozan las formas de las bisagras obtusas y agudas.

Sea (71,72, @) una bisagra obtusa y delgada. Luego

d(71(l1),72(l2)) < d(v1(ly), B(t)) +d(B(1),v2(12)).

Por otro lado d(7,(l1),¥5(l2)) = d(7F,(l1), B(1)) + d(B(1),7(l2)) ya que [ fue elegida para que
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B(1) € 75. Dado que (71,3, — 7/2) es una bisagra pequeiia entonces

d(n (), B(1)) < d(F1 (L), BQ)).

Como (8,72, 7/2) es una bisagra recta y delgada

d(B(1),72(l2)) < d(B(1),72(l2))-

Juntando las desigualdades se concluye que d(v(l1),v2(l2)) < d(F;(l1),72(l2)). Es decir (B) se
verifica para bisagras obtusas y delgadas.

Si a < /2 entonces existe un punto v»(s) a distancia minima de ¢ = 1(l1) sobre 2. Sea 73
una geodésica minimizante de y5(s) a ¢, 81 = 72‘[0’51 ¥ B2 = 72l[s,1,], decimos que (71,72, ) es una
bisagra aguda y delgada si (3, 3,7/2) es una bisagra recta y delgada y Avy;7y3/3; es un triangulo
geodésico pequeno.

Sea (71,72, @) una bisagra aguda y delgada. Como A~;v36; es un tridngulo pequeno entonces
si Aoj0o309 es un triangulo de comparacion en MP*~¢ se tiene que 03 < a3 y 61 < o, donde

03 = Loq09, 01 = Loy0s,
g = 17151, o] = Aﬂl'YS'

Extiéndase oo hasta tener longitud Iy y supongase que oy = 7,. Dado que (73, 82, 7/2) es una
bisagra recta y delgada entonces d(v3(I3),72(l2)) < d(F5(13),75(l2)), donde 75 : [0,13] — M*~¢ es

una geodésica con ¥5(0) = F,(s) = 02(s) y 472“3712]73 = 7/2 como lo indica la figura 2.2. Por

las condiciones sobre los dngulos previamente obtenidas si 35 = 7, entonces £o3fBy > 7/2 =

_ _ _ _ |[57l2]
£735. Sin embargo (03, By, £0365) ¥ (F3, B4, 7/2) son bisagras en M*~¢ con lados de la misma
longitud pero con angulos (posiblemente) diferentes, luego

d(o3(13), V2 (l2)) > d(F5(l3), ¥2(l2))-

4t _
Vs Yilo1 o3 |73

51 B2

Figura 2.2: El caso de una bisagra aguda.

Lo mismo aplica para las bisagras (o1,%,) v (71,72), donde 7, es una geodésica de forma que
L5179 = 'y 745(0) esté en el mismo semiespacio determinado por o} (0), por lo que

d(¥1 (1), ¥2(l2)) = d(o1(l1),72(l2)) = d(o3(13),72(12))-

Como ~3(l3) = v1(l1), juntando las desigualdades se concluye que

d(¥1 (1), V2 (l2)) > d(71(l),72(l2));
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es decir, la condicion (B) también se verifica para bisagras agudas y delgadas.

Se ha preparado todo para el caso general. Sea (v1,72,a) una bisagra con 7; minimizante,
L(y) =1y ysi k> 0 con L(v2) < n/Vk. Para todo p € M existe g(p) > 0 tal que para todo
v € T, M unitario la geodésica radial con direccion v de longitud g(p) no tiene puntos focales de
la hipersuperficie definida por v. La funciéon g : M — R es continua lo cual permite elegir un
namero S que satisfaga las mismas propiedades que g(p) en todo punto de un conjunto compacto
dado. Sea F > 0 tal ntimero para By, 1;,(p). Por otro lado si (01, 02,7/2) es una bisagra en M*~¢
con L(oq) = I, entonces si f : [0,I] — R es la funciéon construida en la discusion de las bisagras
rectas y delgadas entonces max {f(t)} estd acotado superiormente por una funciéon que decrece
continuamente con [;. Luego es posible elegir I; lo suficientemente chico para que f(t) < S para
toda t, digamos Iy = 0. Por compacidad de «2 también existe R > 0 tal que para todo t € [0, 5], la
bola Br(7y2(t)) es normal. Sea N € N tal que la/N < min{R, ¢}.

Para cada 0 < k < N — 1 sea oy : [0,s,] — M una geodésica minimizante de t;, = kla/N,
Jr = [te,ter1] v Bx = 'y2|Jk y Tk = 72|[0,tk]‘ Por la eleccion de N las bisagras (o, Sk, 0k) y
(0%, Brt1, ax) son delgadas (rectas, obtusas o agudas). Sean (5,72, @) ¥ (72]0,k1, /N> Tk, i) bisa-
gras de comparacion en M*~¢. Se demostrara por induccién que

d(v1(l1),72(t)) < d(F, (1), 7o (tr)),
lo = d(72(0), 0k (sk)) < d(F2(0), 0k (sk))-

Dado que ya se ha cubierto el caso base, supéngase que la hipotesis inductiva se satisface
para k. Si Tp = ¥,l[0,¢,] entonces (¥;,Tr41,) es una bisagra de comparacion para (Tpy1,71, ).
Constriiyase un triangulo de comparacion An;8,7r en M™% para el triangulo Ayio,7, v una
bisagra de comparacion (Tj, o, ar—1) de tal forma que d; apunte en la misma direccion que T
como lo indica la figura

Sip = 72| J,» entonces se tiene que (G, ), 0%) es una bisagra de comparacion. Por hipotesis

d(@k(sk), 71(0)) > d(6x(sk),71(0)) por lo que £6, 7 < £717x. En consecuencia 713, < £6xB3, vy
por tanto

d(Fa(tk+1),Tk(sk)) < d(Fa(tr+1), Ok (sk))-

Analogamente como L(dx) = d(v2(tk),v1(l1)) < d(Fy(tk), 71 (1)) entonces LinTr < £;Tk =
A1 Trt1 Y luego

d(Va(trt1), 6k (sk)) = dF2 (trt1),m (1)) < d(Fa(trt1), 71 (l))-
Dado que (o, Bk, 0k) es una bisagra delgada entonces

A2 (trt1),Tx(s8)) = d(v2 (1), ox(s)) = d(v2(trta), 1 (0))-

Finalmente juntando las desigualdades se tiene

d(va(tk+1),71(l1)) < dF2(tr+1), 71 (1))

La demostraciéon de la otra desigualdad es analoga. O
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n \ Ok+1

Tk Br V2

Ti/m

Figura 2.3: Paso inductivo.

2.5. Teorema de escisidn

En esta seccion M denota una variedad riemanniana completa con curvatura seccional no nega-
tiva. Hacemos uso del teorema de Toponogov para demostrar el teorema de escisiéon de Toponogov.

Las demostraciones usuales del teorema de escisién tienen como hipétesis una curvatura de
Ricei no negativa. Dichas demostraciones son més complicadas (compérese con [Pet06, Teorema
68, pagina 283]) y hacen uso de teoria analitica no disponible en este texto; nos restringimos al
resultado con las hipoétesis fortalecidas. Sin embargo la demostracion presentada tiene la ventaja
de ser facilmente modificable para abarcar el caso en el que M es un espacio de Alexandrov con
curvatura no negativa (véase ().

Definicion 2.5.1. Una linea en una variedad riemanniana M es una geodésica v : R — M tal que
d(y(a),v(b)) = |a — b, es decir, es minimizante restringida a cualquier subintervalo finito.

Supongase que v es una linea en M y ¢ € M \ . Témese otro par de puntos r,s € . Si gr, ¢s
son geodésicas minimizantes y Agr3 es un triangulo de comparacion en R? para Agrs entonces por
el teorema de Toponogov

Aqrs < Lqrs,
A75q < £rsq,
A35qr < Asqr.

Sin embargo dado que  es una linea, la igualdad es el caso.
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Lema 2.5.1. A75q = 4Arsq y £57q = 4srq.

Demostracion Se demostrara la primera igualdad, la segunda es anédloga. Sea o = £rsq. Supon-
gase que 457§ < o — € con € > 0. Sean m,n € v tales que r esti entre n y s, y s esta entre r y m,
como en la figura

m
S
s _
m
n
v q
r L
n q

Figura 2.4: Lema

Sean Am3q y Agsn triangulos de comparacién en R2. Por la monotonia de los angulos ,
Apsn < £pst < a — €. Se pueden acomodar los puntos m,n,q y 5 en el plano de tal forma que los
puntos m y 7 queden separados por la linea §s.

Por Toponogov £msq > £msq y por lo tanto

Amsn = Amsq+ £gsm < (o —e) + dmsq =7 — €.

Obsérvese que |nm| = |ns| + |sm| < |ng| + |gm|. Por otro lado como £msn < 7 — ¢ para |ms3|
y |57| suficientemente grandes se tiene que |75| + |5m| > |Ag| + |gm|. Luego si se eligen n y m de
modo adecuado se llega a una contradiccion. Por lo tanto 4msq = «. O

Como consecuencia se tiene

Corolario 2.5.2. 1. Existe un unico punto p € v a distancia minima de q.

2. Si ¢ es un punto sobre la geodésica qs y r' es un punto sobre vy entre s y r entonces |¢'r'| =
|7’ | donde @ es un punto en el lado @5 tal que |sq'| = |57'| y ¥ es un punto en el lado 75 tal
que |sr’| = |57|.

Demostracion Se sigue facilmente de la monotonia de los angulos ya que o > 7’57 > £Gst =
a.

O

Teorema 2.5.3 (Cheeger-Gromoll-Toponogov). Sea M una variedad completa con curvatura sec-
cional no negativa. M puede escindirse en un producto isométrico N x R™, donde N no contiene
lineas y R™ tiene la métrica euclidiana.
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Demostraciéon Sea o : R — M una linea. Se demostrara que M es isométrica a M x R para alguna
variedad con curvatura seccional no negativa; el resultado general se sigue por induccién.

Seap=0(0)y g € M\ o. Sit, es una sucesion de nimeros con t, — 00 y ¢, : [0,d,] = M son
geodésicas unitarias minimizantes de p a o, = o(t,,) (d, = d(p,o(t,))), entonces los vectores ¢/, (0)
contienen una subsucesion que converge a v, € T, M. Para evitar dobles indices supéngase que la
subsucesion es la original. Sea 7, : R — M la geodésica radial con 7, (0) = v,. Dado que ¢;,(0) — v
resulta que ¢, — 7, puntualmente, y en consecuencia d(q, ¢, (t)) — d(q,v4(t)). Luego d(q,v4(t)) =t
¥ 74 s un rayo (minimiza distancias entre cualesquiera dos puntos sobre ella).

Si ahora tomamos la sucesion {—t,}, y by, : [0,1,] = M geodésicas unitarias minimizantes de ¢
a s, = o(—t,), entonces es posible encontrar un vector unitario w, € T, M limite de b/,(0) y de tal
forma que la geodésica radial 8, : Rt — M con 3} (0) = w, es un rayo.

Obsérvese que w, = —v,. Para esto basta con demostrar que lim;_, o, L0595, = 7. Si A0,q5,
son triangulos de comparacién en R? para los triangulos Ao,,gs, por el teorema de Toponogov
£0,q5, < £Lcpby. Por la ley de los cosenos

d2+12 —t2

47n qSn =
cos £0,G5 2.1,

Dado que d, < N+t, y l, < N+t, con N =d(p,q), cuando n — oo (y por tanto ¢, — 00)
se tiene que £6,38, — m, luego Leyb, — 7. Por otro lado si a = v,(t1), m = B4(t2), an = cn(t1)
y my, = by(t2) entonces s, — s y m, — m. Por otro lado si se consideran los tridngulos de
comparacion Ao, §s, junto con los puntos a,, m, correspondientes a a,, y m, entonces por el lema

se tiene que
|G M| = |anmy| — |am].

Sin embargo es claro que |G, My | — t1 + t2 por lo que v, U B, = 0, es una linea.

Definicion 2.5.2. Se dice que dos lineas 1,02 : R — M son paralelas si existen un par de rectas
paralelas 1,52 en R? y una isometria f : 01 Uoy — &1 Udo. Un par de puntos x € 01 yy € 0 se
corresponden si d(x,y) = d(o1,02).

Obsérvese que si x y y se corresponen, entonces cualquier geodésica minimizante que une = con
y hace un angulo recto con o7 y 02. E inversamente, gracias al lema si esto ultimo es cierto,
entonces x y y se corresponden.

Resulta que o, y o son rectas paralelas. En primer lugar se demostrara que d(q’,0) con ¢’ € o,
es constante, suponiendo que ¢’ = o,4(t) para algun t > 0 puesto que el otro caso es analogo. Para
esto sea p’ el tnico punto sobre o tal que d(p’, q) = d(q,0) de modo que p’ = o(ty) para algin tg.
Sean p; = o(to+1t), ¢ = o(t), ¢ = cn(t), y pY' vy @ los puntos correspondientes en los triangulos de
comparacion Ao, 7' q, es decir p} es el punto sobre el lado 0,5 tal que d(o},p') =ty @' es el punto
sobre el lado go,, tal que d(g}*, ) = t. Por el corolario d(pt, @) = d(ps, ¢*). Como las geodésicas
¢n, convergen puntualmente a v, entonces ¢, — ¢, y consecuentemente d(py,qy) = d(pt,q}) —
d(pt,qt), sin embargo es claro que d(py, @) — d(p',q) = d(o,q). Luego d(qs,pt) = d(q,p’) es
constante.

Notese que los puntos ¢, y p, se corresponden. Por todo esto, si D = d(p/, q) entonces f(q) =
(D,t) y f(pe) = (0,¢) es una isometria f : 0 Uo, — L1 U L, i.e. 0 y 04 son paralelas.

Se ha demostrado que por todo punto ¢ € M pasa una linea paralela a o, ahora se demostrara
que dicha linea es dnica. Supdngase que o1, 02 son dos rectas paralelas a ¢ que pasan por ¢ y que
£oyo9 = a > 0. Sea p’ el punto en o mas cercano a ¢, digamos p’ = o(ty). Para cada t € R sean
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Figura 2.5: 0 y 04 son paralelas.

pt = o(to +1t) y op y r¢ los puntos sobre o1 y 02 mas cercanos a p;. Luego por la definicion de
paralelismo es claro que d(o:,q) = d(r¢,q) = |t|. Por el lema el triangulo Aoygr; tiene los
mismos angulos que un triangulo de comparacién As,G7; en R?, en particular a = £6,G7; y por lo
tanto d(og,7¢) = d(o4,7¢) = 2t>(1 — cosa) (aqui se ha usado la ley de los cosenos). Por otro lado
d(og,pt) = C1 y d(ry,pe) = Ca, con Cy y Cs constantes, por lo que d(og,ry) < Cy + Co. Para t
suficientemente grande esto es contradictorio y por lo tanto a = 0, es decir o1 = 0.

La relacion de ser paralelas es transitiva. Sean o1, 02, 03 son lineas tales que o7 y 02 son paralelas
y 09 y 03 también. Sea ¢ € o9, r € o1 el tnico tal que d(q,r) = d(q,01) y s € o3 tal que
d(s,q) = d(q,03). Supongase sin pérdida de generalidad que ¢ = 02(0), r = 01(0) y s = 03(0).
Digamos también que &1(t) = (—Dy,t), d2(t) = (0,t) y o3(t) = (D2,t), donde D; = d(o1,02) y
Dy = d(o9,03), v que los isomorfismos del paralelismo entre o1 y 02, y 02 v 03, mandan o1 (t) —
(=Dq,t), o2(t) — (0,t) v o3(t) — (Da2,t). Sean q; = o02(t), 1+ = 01(t) y s¢ = o3(t). Basta con
demostrar que el dngulo que hace o con alguna geodésica minimizante 5 : r; — s; es /2. Sea
t' >t y supongase que Lryrisy = a > 7/2. Por el lema

d(sg,ry) = \/(t’ — )24+ d(s¢, )% —2s(t' —t)cosa = \/(t’ — )24+ d(s, )2 +e(t! —t)

para algin € > 0. También como o7 y o9 son paralelas y ¢; y r; son tales que d(g¢, ) = d(o1,02)
entonces £q;ryry = w/2. Luego

d(gqe,re) =/ (' — )2 + D3

d(se,rer) < d(s¢,qe) +d(ge, i) = Do + m

Sin embargo es claro que para t’ suficientemente grande

V0P + d(se.re 1 (f 1) < Dy +\/(t — 1) + D3

es una contradiccion. Por lo tanto o < 7/2. Si o < 7/2 entonces tomamos ¢’ < t y se repite el
argumento. En conclusion o = 7/2. Esto demuestra que o1 y o3 son paralelas.

La relacién de paralelismo es por tanto una relacion de equivalencia. Por cada punto de M pasa
una linea paralela a o, y todas estas lineas son paralelas entre si. Sea ¢ = {7|7 es paralela a o} y

Asi
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p € M. Considérese el conjunto
M,={qe M |3Ir e L tal que ¢ € Ty g corresponde a p}.

Resulta que M), es una subvariedad cerrada y totalmente geodésica de M. Esto ya que si ¢ € M),
B.(q) y 04 € £ contiene a q (y supongase que 0,(0) = ¢) entonces exp, (W N B,.(0)) = M, N B,(q),
donde W = ¢/,(0)*. La igualdad exp,(W N B,.(0)) = M, N B,(q) es una clara consecuencia de que
q' € oy corresponde a g € g, siy solo si toda geodésica de ¢ a ¢’ hace un angulo recto con oy y gy.

M= M, es una variedad con curvatura seccional no negativa. Supéngase que las lineas o, con
g € M, estan alineadas en el siguiente sentido, si o4(t) se corresponde con o(ty) entonces o (t)
también. Definimos una isometria f : M x R — M de la siguiente manera, f(q,t) = o,(t). Verificar
que f es una isometria se reduce a utilizar una vez més el lema . O

No siempre es sencillo verificar que una curva particular es una linea, o que existe una linea en
una variedad riemanniana. Sin embargo existe un caso sencillo en el cual se puede garantizar la
existencia.

Definicion 2.5.3. Una variedad M es disconexa al infinito si existe un compacto K C M tal que
para todo A D K compacto M — A es disconezo.

Notese que ) se considera conexo por lo que una variedad compacta no es disconexa al infinito.

Proposicion 2.5.4. Si M es una variedad riemanniana completa y disconexa al infinito entonces
contiene una linea.

Demostracion Sea K C M compacto tal que para todo A D K, M — A es disconexo. Por el
comentario anterior M no puede ser acotada y luego para todo R > 0 el conjunto M — Bgr(K) es
no vacio y disconexo. Sea {r,} una sucesién de nimeros positivos tales que r, — 00 ¥ Ppn,qn €
M — B, (K) en componentes conexas distintas. Sean ¢,p, geodésicas minimizantes.

Dado que M — K es disconexo y g, ¥ p» Se encuentran en componentes conexas distintas de dicho
conjunto, las geodésicas g,p, pasan por K. Sea k, € K tal que k,, € ¢,p,. Como ¢, pn, ¢ By, (K)
entonces |g,pn| > 2r, v luego |¢npn| — oo.

La sucesién k, contiene una subsucesion que converge a k € K. Supoéngase sin pérdida de
generalidad que k, — k. Los vectores tangentes de k,q, contienen a su vez una subsucesién que
converge a v € TpM. Suponemos también que k,q, — v. Finalmente sea v = exp,(tv). Por
construccion se puede verificar que g,p, — 7 puntualmente y por lo tanto v es una linea. O]



Capitulo 3
Topologia

En este capitulo se estudian las consecuencias topolégicas de imponer curvatura no negativa en
una variedad. En lo que sigue asumimos que el lector esta familiarizado con aplicaciones cubrientes,
grupo fundamental y teoria homolégica. Como referencia, citamos a [BT82, Bre93, Hat01].

3.1. Teorema de Bonnet-Myers II

Si M es una variedad completa con curvatura seccional acotada por debajo por una constante
positiva entonces su didmetro es finito y por M es compacta.

En el caso Kj; > 0 la conclusién falla, por ejemplo el paraboloide de revolucién en R? es una
variedad completa con curvatura positiva que no es compacta. Sin embargo la rigidez de la curvatura
positiva obliga a M a ser difeomorfa a R™. Véase

La compacidad de un espacio no es una caracteristica topolégica muy restrictiva, sin embargo
tras este resultado se oculta uno de mayor alcance.

Lema 3.1.1. Sea M una variedad riemannniana y m : M — M wuna aplicacion cubriente diferen-
ciable. Entonces ewiste una tnica métrica en M tal que ™ es una isometria local. Con tal métrica,
M es completa si y solo si M es completa.

Demostraciéon Definase la métrica en M como el pullback ¢’ = 7*(g). Restringiendo a abiertos
en los que 7 es un difeomorfismo es facil ver que ¢’ es una métrica riemanniana que convierte a
en una isometria local.

Supoéngase que M es completa con esta métrica. Sea p € M, v € T,M, p € M cualquier punto
tal que w(p) = py v € T5J\7 tal que dr(v) = v. Como M es completa, la geodésica que parte de
p con direccion v, 7, esta definida en todo momento. 7 es una isometria local por lo que debe de
proyectar geodésicas en geodésicas, luego que 7(7) = v, la geodésica con origen en p y direccion v,
estd definida en todo momento. Por el teorema de Hopf-Rinow A .1.1 M es completa.

Ahora supéngase que M es completa. Sean p € M y v € Tz M junto con p = w(p) y v = dm(p).
Dado que M es completa, la geodésica v tal que v(0) = p y 7/(0) = v esta definida para toda t.
Sea 7 el tnico levantamiento de v a M con 7(0) = p. Puesto que 7 es una isometria local, 7 es una
geodésica. Ademas dn(7'(0)) = +/(0) = v, por lo que 7 es la tnica geodésica radial con ¥(0) =p'y
7'(0) = v. ¥ esta definida para toda t por lo que M es completa. [

35



36 CAPITULO 3. TOPOLOGIA

Dado que las isometrias locales preservan la curvatura, el espacio cubriente M tiene las mismas
restricciones sobre la curvatura que M.

Teorema 3.1.2. Sea M una variedad riemanniana completa tal que Ky > H para alguna constante
H > 0, entonces el grupo fundamental de M es finito.

Demostracién Sea M la cubierta universal de M. Al darle la métrica del lema , M se convierte
en una variedad riemanniana completa cuya curvatura satisface K37 > H > 0. Por el teorema de

Bonnet-Myers M es compacta. Recuérdese que el grupo fundamental 7(M) es isomorfo al grupo de
transformaciones de cubierta del cubriente universal y que este tltimo acttia de forma totalmente
discontinua. Dado que M es compacta esto solo puede suceder si el grupo de transformaciones de
cubierta es finito. Por lo tanto |7(M)| < w. O

Cuando M es una variedad con curvatura seccional no positiva el teorema de Cartan-Hadamard
afirma que R” es un espacio cubriente de M y por lo tanto su cubriente universal. Esto implica
que los grupos de homotopia de orden superior de M se anulan. M resulta un espacio de Eilenberg-
MacLane K(m(M),1). Por esto el tipo de homotopia de M esta totalmente controlado por m(M).
Existen ademas muchos teoremas que describen la estructura interna del grupo fundamental en
caso de que la variedad tenga curvatura negativa, como el teorema de Preissmann que indica que
cualquier subgrupo propio abeliano de 7(M) debe de ser isomorfo a Z. Consultese [Yau7l]| para
mas resultados en esta direccién. Desafortunadamente se sabe muy poco de la estructura interna
de los grupos fundamentales de variedades con curvatura seccional positiva.

3.2. Teorema de Synge-Weinstein

La formula de la segunda variacion de la energia permite hacer analisis geométrico de
geodésicas a partir de informacion local. En el caso especial de curvatura positiva este tipo de
analisis es especialmente fructifero.

Teorema 3.2.1 (Synge). Sea M wuna variedad riemanniana conexa, compacta y orientable de
curvatura seccional positiva. Si f : M — M es una isometria que preserva la orientacion si dim(M)
es par o invierte orientacion si dim(M) es impar, entonces f tiene un punto fijo.

Demostraciéon Supdngase que f no tiene puntos fijos y que la distancia minima entre un punto
y su imagen, [, se realiza en x € M (tal punto existe por la compacidad de M). Sea v geodésica
minimizante entre z y f(x). Témese un punto cualquiera y(s) = p, sobre v con s € (0,1), y
considérese v/ = f(v) y f(p) = p’. Por la definicion de z se tiene d(p,p’) > I, y por otro lado

d(p,p') < d(p, f(x)) + d(f(x),p") = d(p, f () + d(f(x), f(p)) = d(p, f(z)) + d(x,p) =

ya que f es una isometria de M en M. Entonces 7|5 U ~ |(0,s] €8 una curva minimizante entre p y
p’ y por lo tanto diferenciable. De esto se concluye que df (7'(0)) = ~/(1).

Sea P : Ty M — Ty M el transporte paralelo a lo largo de v de z a f(x) y L = P lodf:
T,M — T, M. L es una transformaciéon que preserva la métrica, ya que tanto P como df lo hacen, y
por lo ya demostrado se tiene que L(v'(0)) = 4/(0). Luego ~'(0)* C T,,M es L-invariante. Como P
preserva la orientacion, si m = dim(M) es par, entonces por hipotesis det(L) = 1, y si m es impar,
entonces det(L) = —1. Para lo que sigue se requiere el siguiente lema de algebra lineal:
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(=)

f(x)
Figura 3.1: v U f(v) debe de ser una geodésica.

Lema 3.2.2. Sea T : V — V wuna transformacion lineal que preserva el producto interior de V.
Supongase que det(T) = (—=1)"*, donde n = dim(V'), entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion Sea xr el polinomio caracteristico de T'; este polinomio se descompone en C[x] en
productos de monomios lineales (x — );). Dado que x7 es un polinomio con coeficientes reales, si
(x — \;) es un factor de y;, con \; propiamente complejo, entonces (x — );) es otro factor. Asi, el
ntumero de eigenvalores propiamente complejos es par.

Se reordenan los indices para que Ag;4+1 = Ag; para i > ky A; € R para i < k. Obsérvese que
det(T) =TT, M = TTi) X [T jmp Aidasan ¥ Timg AzjAojer = [1jsp [A2;]% > 0.

Si n es par entonces existe al menos un par de factores con \; reales, pues de no ser asi —1 =
det(T) = Hj /\j)\? > 0. Dado que T preserva el producto interior de V, para ¢ < k se tiene
A; = —1,1. Por lo tanto debe de existir un 4 tal que A; = 1 ya que det(T) < 0.

Sin es impar entonces existe al menos un \; real. Si \; = —1 para todo i < k, por lo mencionado
arriba se tendria que det(T") < 0. Luego existe i tal que A; = 1. O

Continuando la demostracion del teorema, se tiene que L|7/(O)L = T satisface las hipotesis del
lema y por tanto existe un vector unitario v € 7/(0)* tal que L(v) = v. Considérese la geodésica
a que pasa por z con direccion v, su imagen o' = f(«) y el campo paralelo V(¢) a lo largo de ~
definido por V(0) = v. La variacion h(s,t) = exp, 4 (tV (s)) tiene sus extremos en a y o'. Por la
formula de segunda variacion ,

l l
E{(0) :/0 —g9(V, R(y, V)7 )dt = —/0 K(y,V)dt < 0.

Entonces existe ¢ lo suficientemente pequeno tal que h¢(s) = h(s,t) es una curva que une a y
con f(y) con menor longitud que . Esto contradice la eleccion de «y y por lo tanto f tiene un punto
fijo. O

Como corolario se tiene el siguiente teorema.
Teorema 3.2.3 (Synge 1936). Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura positiva.
1. Si M es orientable y dim(M) es par, entonces M es simplemente conexa.

2. Si dim(M) es impar entonces M es orientable.
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Demostracion Sea M orientable tal que dim(M) es par. Sea M la cubierta universal de M y @

cualquier transformacion de cubierta. Con la métrica del teorema , por el teorema de Myers
, la variedad M es una variedad riemanniana completa y compacta, y ¢ una isometria que
preserva la orientacion inducida por M. Por el teorema de Synge ¢ tiene un punto fijo, lo cual

implica que ¢ es la identidad. Luego M = M es simplemente conexa.

Supongase ahora que dim(M) es impar y M es no orientable. Sea M la cubierta doble orientable
y ¢ la tinica transformacion de cubierta. Recuérdese que ¢ invierte la orientacién de M. Si se dota
a M la métrica de cubierta, ¢ es una isometria y M es completa y conexa, por lo que ¢ tiene un
punto fijo. Esta contradiccion muestra que M es orientable. [

Argumentos parecidos al utilizado en la demostracion del teorema de Synge producen resultados
sobre la geometria de las subvariedades totalmente geodésicas.

Teorema 3.2.4 (Frankel 1960). Sea M una variedad riemanniana completa de curvatura seccional
positiva n-dimensional y N, Q dos subvariedades compactas totalmente geodésicas de dimensiones r
y s respectivamente. Si T+ s > n entonces N N Q # (.

Demostracion Como M es completa y las subvariedades son compactas, existe una geodésica
minimizante v tal que L(v) = d(N,Q), v(0) = p € N y v(I) = g € Q. Tal geodésica debe de ser
ortogonal a N y @ en los extremos, cfr. corolario .Sea V. =T,N C T,M y V; el transporte
paralelo a lo largo de v de V hasta ¢, V; = P, (V). Por ser paralelo el transporte, V; es ortogonal a
v en ¢ porlo que Vi y W = T,Q C T, M estan contenidos en el subespacio ortogonal a v/(l) € T, M.
Por la hipotesis de dimensionalidad dim(V;NW) > r+s— (n — 1) > 1 es decir existe un vector V
unitario en T, N cuyo transporte paralelo a g a lo largo de <y es tangente a Q. Sea V; el transporte
paralelo de V a lo largo de . Este campo vectorial define una variaciéon de ~ de la siguiente manera:
a(t,s) = exp,(sVi). Como N y @ son totalmente geodésicas los extremos de tal variacion se
mantienen dentro de N y @ por lo que «(t,sg) con sg fijo es una curva de N a @. Usando la
formula de la segunda variacion se obtiene que:

1/2E"(0) = [1(g(V', V') = g(R(y, V)Y, V))dt — g(B2,+)(0,0) + g(B2,~)(0,1)

Obsérvese que V' = 0 por construccion y %a = 0 ya que «(to, s) es una geodésica para todo ¢
fijo. Luego, por las restricciones sobre la curvatura seccional,

l l
1/2E"(0) :/0 —g(R(v',V)W’,V)dtz—/O K(,V)<o.

Consecuentemente existen curvas lo suficientemente cercanas a v que conectan a N y @ de
menor longitud que 7, una contradiccion. Por lo tanto N N Q # (. O

3.3. Teoria de Morse

En esta seccion se desarrollan algunos de los elementos béasicos de la teoria de Morse. Para
referencias de los teoremas no demostrados y mayor profundidad constultese [MilG3].

La idea béasica de la teoria de Morse es estudiar la topologia de una variedad a través de las
singularidades de las funciones diferenciables definidas sobre ella. El caso genérico y mas visualizable
es cuando la variedad esta encajada en R™ y la funcién es una de las funciones coordendas. Cada
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“curva nivel” f~!(c) es una variedad si ¢ es un valor regular; es intuible que si ¢ < b y no hay
valores criticos entre ¢ y b entonces f~1(c) y f~1(b) son difeomorfas. En los valores criticos de la
funcion el tipo topologico de la fibra f~!(c) cambia. El éxito de la teoria de Morse proviene de haber
reconocido y clasificado los cambios posibles en el tipo de homotopia de una fibra a otra al pasar un
valor critico. La clasificaciéon permite reconstruir la estructura homotoépica de la variedad a partir de
la informacion de la funcion. El analisis es adaptable al espacio de lazos (M) utilizando la funcién
de energia E junto con la informacion de la curvatura para extraer conclusiones topologicas. No se
persigue esta linea de investigacion. Véase la nota al final de la seccién y [Mil63]. Nos quedamos
con algunas de las herramientas bésicas.

El uso de las técnicas de la teoria de Morse al caso métrico es el interés principal de esta seccién.
Las ideas relacionadas fueron desarrolladas inicialmente por Grove-Shiohama [GS77] y expandidas
por Gromov [Gro81]. Para una exposiciéon mas profunda de la teoria de puntos criticos de funciones
distancia véase [Gro93].

Sea f: M — R una funcién continua no necesariamente diferenciable.

Definicion 3.3.1. Un campo vectorial X definido en un abierto U C M es un campo vectorial tipo
gradiente de f si existe A > 0 tal que

f(oe(p) < f(p) — At

para todo p € U, donde ¢ es el flujo local generado por X . Esto es, si f decrece al menos tan rdpido
como una funcion lineal a lo largo de las lineas integrales de X .

Lema 3.3.1. Sea f : M — R una funcion continua tal que f~[a,b] es compacto. Si existe un campo
vectorial tipo gradiente de f en una vecindad de f~'[a,b] entonces f~'[—oc,a] es un retracto por
deformacion de f=1[—o0,b]. Este retracto lleva f=(b) a f~'(a) a través de un homeomorfismo.
Adin mds f~Y(a) y f~1(b) tienen una estructura de variedad topoldgica y f~'[a,b] es homeomorfo
a f~1(a) x[0,1]. Si f~1(a) y f~1(b) son subvariedades diferenciables entonces los homeomorfismos
enunciados son difeomorfismos.

Demostracion Sea C = f~1[a,b] y U una vecindad en la cual existe un campo tipo gradiente X
de f. Sean C C V C W C U abiertos tales que V.C W, W Cc U y W es compacto, y u: M — R
una funcién diferenciable tal que pu(z) = 1 en V y p(z) = 0 en M — W. El campo vectorial Y = uX
es diferenciable, coincide con X en C'y esta definido en la totalidad de M. Dado que el soporte de
Y es compacto (sop(Y) C W ) el flujo inducido por Y es completo. Sea ¢ : R x M — M el flujo de
Y.

Sea p € C. Dado que Y es un campo tipo gradiente de f en V si ¢ > 0 es tal que p(p,t) € V
entonces

flo(p, 1) < fp) — At.

Esto implica que existen tinicos g(p) y h(p) tales que ¢(p,g(p)) € f~1(a) y w(p, h(p)) € f=1(b).
Por la continuidad del flujo, g y & son continuas y luego

_p pgC
Htp) = {w(p,tg(p)) pec €U

define un retracto de f~1[—o0,b] en f~1[—o0,a]. Notese que H deja fijo a los puntos de f~1[—o0, d]
por lo que f~1[—00,a] es un retracto fuerte por deformacién de f~![—oco,b]. Ademas ¢(-,g(-))
7)) — f~a) y (-, h(-) : f71(b) — f~(a) son inversas, por lo que f~1(a) = f~1(b).

)
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Sea p € f~1(a) y t € R pequeiio de tal forma que p’ = p(p,t) € f~1(a,b). Para e > 0 pequefio
expl,(B(0)) es una subvariedad encajada en f~!(a,b), donde BZ(0) son los vectores en Ty M
perpendiculares a la curva integral ¢(p',t) y de norma < e. El mapeo v : BX(0) — f~!(a) dado
por ¥ (v) = ¢(exp, (v), g(exp,(v))) es un homeomorfismo y por lo tanto define una parametrizacion
(B£(0),v) en p. Estas parametrizaciones le brindan a f~!(a) estructura de variedad topologica.
Analogamente f~1(b) es una variedad topoldgica. La funcion ® : f~!(a) x [0,1] — C dada por
D(p,t) = p(p,th(p)) es un homeomorfismo.

Finalmente si f~!(a) y f~*(b) son subvariedades diferenciables, dado que ¢ es diferenciable, las
funciones h y g restringidas a dichas subvariedades son diferenciables, por lo que ¢(+, g(-)), ©(-, h(*))
y ® son difeomorfismos. O

En la teoria clasica de Morse se utiliza que si f es una funcion diferenciable sin valores criticos
en [a, b] entonces existe un campo vectorial tipo gradiente en f~![a,b], v.g. =V f. Luego f~*(a) es
difeomorfo a f~1(b). En este trabajo se usardn las siguientes funciones para extraer informacion
geométrica

Definicion 3.3.2. Sea A C M wun subconjunto cerrado. La funcion dg : M — R definida por
da(x) = inf{d(x,y)|ly € A} es la funcidn distancia a A.

Las funciones distancia rara vez son diferenciables, sin embargo siempre tienen derivadas direc-
cionales, comparese con . Se usara la siguiente notacion: si A C M y p € M — A entonces
A;, C Tp,M denota el conjunto de vectores unitarios v € T,M tales que existe una geodésica
7 :10,1] = M tal que (0) = p, 7'(0) = v, v(I) € Ay L(v) = d(p, A).

Si V,W C T, M son subconjuntos de vectores unitarios entonces

LVW =inf {L(v,w) |veV,we W}.

Proposicién 3.3.2. Sea A C M un conjunto compacto. Si o : [0,) — M es una curva diferenciable
y unitaria con o/ (0) = v y a(0) =p € M — A entonces la funcion da o « tiene derivada derecha en

0y
(daoa)(0)= lim daalt) = dalp) _ _ cos L Ajv.

t—0+ t

En vista de lo anterior es natural definir un punto critico de una funciéon distancia como sigue:

Definicién 3.3.3. Sea A C M. p es un punto critico de da o de A si para todo v € T,M existe
una geodésica minimizante v de p en A tal que LvAj, < /2. Si A= {q} se dice que p es un punto
critico de q.

Lema 3.3.3 (Berger). Sean p y q tales que diam(M) = d(p,q) entonces p y q son mutuamente
criticos.

Demostraciéon Por simetria basta con probar que p es un punto critico de ¢. Supéngase que existe
v € T,M tal que LvA; > m/2. Sea 7 la geodésica radial unitaria con v(0) = p y 7'(0) = v. Por

la proposicién anterior lim;_,q+ M = —cos AA;,U > 0. Esto implica que existen puntos
p’ € v que satisfacen d(p’, q) > d(p, q), lo cual es contradictorio. O

Lema 3.3.4. Sea A C M compacto. Si A no tiene puntos criticos en B, (A)\ B,,(A) con r; > ry

y tal conjunto es compacto entonces da tiene un campo tipo gradiente en una vecindad de By, (A)\
B,.,(A).
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Demostracion Si z no es un punto critico de A entonces existe v, € T, M tal que Lv,7'(0) < m/2
para toda geodésica minimizante v de x a A. Sea W¥ cualquier campo vectorial en una vecindad
de x con (W?*), = v,;. Si p, — x es una sucesion de puntos junto con geodésicas minimizantes -,
de p, a A tales que LW v, > m/2, entonces 7, tiene una subsucesiéon convergente a 7 geodésica
minimizante de = a A tal que Lv,y > 7/2, lo cual contradice la hipotesis de no criticalidad. Luego
existe una vecindad U, de z suficientemente pequena tal que KWx(p)'y; < 7/2 — ¢, para toda
geodésica minimizante v, de p € U, a A, donde €, > 0 es un ntmero suficientemente pequeno.
Notese que también existe v, > 0 tal que £L(—W,)AL > 7/2 + v,. Sea C' = B, (p) \ Br,(p).
Las vecindades {U,},. 4 previamente construidas forman una cubierta de C'. La compacidad de C
permite extraer una subcubierta finita U, , ..., Uy, . Sea ¢; una particién de la unidad subordinada

) Tm

aUg,..., Uy, y definase el campo vectorial

Z=) 6iWa,.
i=1
Sea W el campo Z normalizado. W es un campo vectorial diferenciable en una vecindad de A.
Ademas si e = min{e,, } y v = min {v,, } entonces
AW AL <m/2—¢ y L(-Wp)A, >r/2+v

para todo x € C.
Sea ¢, el flujo de W. Por

da(pr(x)) — da(x)

lim = —cos LA W, > 6
t—0+ t
d _ —d
lim Alp-1(@)) = da@) _ —cos LA, (-W,) < =0
t—0+ t

para algunos d1,d2 > 0. Se sigue que existe M > 0 tal que d(p:(x)) < da(z) — Mt. Es decir W es
un campo tipo gradiente para d4 en C. O

Del lema se concluye

Corolario 3.3.5. Sea A compacto. Si no existen puntos criticos de A en By, (a) \ Br,(A) y este
conjunto es compacto entonces B, (A) y By,(A) son homotdpicos y sus fronteras homeomorfas.
Aun mds By, (A) es homeomorfo a B,,(A) U 0B,,(A) x [0,1].

Corolario 3.3.6 (Lema del alma). Sea A una subvariedad compacta de M. Si A no tiene puntos
criticos en B,.(A) — A entonces B,.(A) es difeomorfa al haz normal de A.

Demostracion Sea e > 0 tal que B.(A) es una vecindad tubular difeomorfa al haz normal a través
de expj. Sea X un campo tipo gradiente de d4 en una vecindad de B,.(A) \ B, /3(A). Dado que
en B.(A) las Gnicas geodésicas minimizantes de p € B:(A) — A a A son radiales, i.e. de la forma
exp7 (tv) para algtin v € VA, es posible hacer que X coincida con el campo radial en B.(A), véase

la demostracion de . Como en se utiliza el flujo de X para establecer el difeomorfismo
B,.(A) 2 vA. O
Basta una pequena modificacién de los lemas y para dar una demostracion del

siguiente corolario.

Corolario 3.3.7. Si A no tiene puntos criticos a distancia d con d > r entonces M es homotdpico
a B.(A). Es decir, M es del tipo de homotopia de una variedad compacta con frontera (posiblemente
vacia,).
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3.4. Homotopia y homologia

Sea M una variedad completa con curvatura no negativa.

Lema 3.4.1. Sea A > 1, p € M, q1 punto critico de p y g2 € M tales que d(p,q2) > Ad(p,q1),
entonces si pq1 Yy pga Son geodésicas minimizantes entonces

£q1pga > arccos(1/A).

Demostraciéon Sean pgs y ¢1g2 geodésicas minimizantes. Como ¢; es un punto critico de p existe
una geodésica minimizante pq; tal que

Apqiga < /2.

Sea Apgi1g2 un tridngulo de comparacién de Apgiqz en R2.Si 0 = £pqiqo y 0 = £pq1G> entonces
por el teorema de Toponogov 7/2 > 6 > 6. Sea x = |pq1| = pq1l, y = |PT2| = |pg2| v 2 = |1da| =
|g1g2]. Por la ley de los cosenos

y? =22+ 2% — 2xzcosf < x? + 22 (3.1)

y también si o = Lq1pgs y @ = £p1pg>

2% =% + 9% — 2xycosa; (3.2)
por Toponogov, a > @. De y obtenemos
cosa < x/y.

Por hipotesis 2/y < 1/X y luego @ > arccos(1/X). Ahora si pg; y pga son geodésicas minimizantes
cualesquiera, por el teorema de Toponogov aplicado al tridngulo geodésico Apqgiqe se tiene que
£qipga > @ > arccos(1/A). O

La prueba anterior permanece valida para variedades con curvatura seccional acotada infe-
riormente por una constante £k < 0 y con didmetro menor que D con la ligera modificaciéon

a > arc cos(Ay/—k coth(v/—kD)).

Proposicion 3.4.2. Sea M wuna variedad completa de curvatura seccional no negativa. Si A > 1
yp € M, solo existe una cantidad finita de puntos criticos qi,...,qm de p tales que d(giy1,p) >

Ad(qi, p)-

Demostracion Sean gqi,...,q, puntos criticos de p tales que d(gi+1,p) > Ad(q;,p). Si i < j
entonces inductivamente d(g;,p) > M *d(q;,p) > A(g;,p). Por el lema anterior si pg; son
geodésicas minimizantes, entonces

£q;pg; > arccos(1/N);

esto es, los puntos pg, € S"~! C T,M forman un conjunto arccos(1/\)-separado (es decir, la
distancia entre dos es al menos arccos(1/))). Por la compacidad de S"~! existe una cantidad
méxima de puntos en tal conjunto, lo cual demuestra la proposicién. Una aproximacién de m
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puede obtenerse como sigue. Las bolas de radio arccos(1/X)/2 con centro en +;(0) no se intersecan,
entonces MV 0l(Barc cos(1/2)/2(P)) < vol(S"~1), donde p € S"~! es cualquier punto, y luego

vol(S"—1)
VOI(Barc cos(1/N)/2 (p)) .

m <

O

Teorema 3.4.3 (Gromov). Sea M una variedad completa con curvatura seccional no negativa. M
tiene el tipo de homotopia de una variedad compacta con frontera (posiblemente vacia).

Demostracion Sea A > 1y p € M. Existe R > 0 tal que p no tiene puntos criticos a distancia

> R. De lo contrario se podria formar una cadena infinita de puntos criticos ¢i, ¢o, ... de p tales que
d(gi+1,p) < Ad(g;,p) contradiciendo la proposicion anterior. Por el corolario M es homotodpica
a Br(p), la cual es una variedad compacta con frontera (posiblemente vacia). O

En la siguiente seccién se daré una version més fuerte del teorema anterior.

Teorema 3.4.4 (Gromov). Eziste una constante c¢(n) tal que para toda variedad M n-dimensional
con curvatura no negativa m (M) puede ser generado por menos de c¢(n) elementos. Existe una
constante c(n, k, D) tal que si M es una variedad n-dimensional con curvatura Ky >k, k <0, y
con diam(M) < D entonces w1 (M) puede ser generado por menos de c(n,k, D) elementos.

Demostracion Sea 71 (M, p) el grupo fundamental de M con base en p, donde M es una variedad
completa con curvatura seccional > k, con k < 0. .

Primero se considera la cubierta universal 7 : M — M con la métrica cubriente y sea ¢ € M
cualquier punto sobre p (es decir tal que m(q) = p). m(M,p) actia isométricamente en M a
través de transformaciones de cubierta. Si [y] = g € m1 (M, p) sea ¢, la transformacion de cubierta
correspondiente. Definase |g| = d(q, p4(¢)) y obsérvese que si o : ¢ — p,4(g) es cualquier trayectoria
entonces m(0) € gy L(n(0)) = L(o) (isometria local). Por el contrario si o € ¢ es un lazo entonces
su levantamiento a M con inicio en g tiene la misma longitud y es una trayectoria ¢ — ¢4(gq); por lo
tanto |g| es la longitud de la curva con longitud minima en g. Si r > 0 entonces no puede existir una
cantidad infinita de elementos g € w1 (M, p) con |g| < r pues como la bola B,.(q) es compacta existiria
un punto de acumulacién de estos elementos, lo cual contradice la propiedad de cubriente. Asi para
todo S C G existe g tal que |g| = min {|h||h € S}. Se construye un conjunto generador de la siguiente
manera. Sea g1 € m1(M,p) tal que |g1| = min{|g||g € m1(M,p)}. Recursivamente, si g1,..., gm N0
generan a G, sea gmy1 € G— < g1,...,9m > tal que |gm41] = min{|g|lg € G— < g1,...,9m >}
Sea l; = [gi| = d(q,0q,(p)) ¥ lij = d(pg,(p), vy, (p)). Por la construccion es evidente que si i < j
entonces I; < [;, sin embargo también se satisface que l;; > [;. Para demostrar esto supéngase que
li;j <lj yseag= g;lgi. Entonces

L > by = d(g,(9), 9,(2)) = A 104:(2), Py 19, () = dpy(a), @)-

Sin embargo, obsérvese que g € G— < g1,...,gj—1 > lo cual contradice la eleccién de g;.

Sean ¢; = ¢4, (q) ¥ q4i, ¢iq; geodésicas minimizantes unitarias. Para j > 4 sean «;; = £¢;qq;
y @fj en angulo £¢;qq; donde Ag;Gg; es un tridngulo de comparacion en M k. Por el teorema de
Toponogov a;; > 0.

Se divide el analisis en dos partes.
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Si k = 0 entonces por la ley de cosenos

Zyi2-12 P+12-12 1
cosqj = —-2—2 <t I I =~

A,0;  — 202 2

y luego
Qi > Qi > /3. 3.3
J J

Si k < 0 entonces y diam(M) < D entonces resulta que I; < 2D. Para demostrar esto sea
v : [a,b] = M cualquier trayectoria cerrada basada en p. Sea {a =to,...,ts = b} una particion
de [a,b] tal que x; = ~(t;) satisfacen d(x;,z;4+1) < €. Si px; son geodésicas minimizantes y * es
la restriccion de « a [t;,t;11] entonces es claro que los lazos 3; = pr; U~* U x;41p satisfacen que
L(Bi) <2D +cy [B1]--[Bs—1] = [y]- Por otro lado |g| es la longitud del lazo de longitud minima
en la clase g, y luego se ha demostrado que todo elemento de G puede ser generado con elementos
g € G con |g| <2D +e. Por lo tanto |I;| < 2D + ¢ para toda € > 0 de donde se sigue la afirmacion.

Por la ley hiperbdlica de cosenos

cosh(v/—kl;;) — cosh(v/—kl;) cosh(v/—kl;)
senh(v/—kl;) senh(v/—kl;)
< cosh(v/—kl;)? — cosh(v/—kl;)
- senh(v/—kl;)2
~ cosh(v/—kl;)
- cosh(v/—kl;) +1
cosh(2v/—kD)
~ cosh(2v/—kD) +1

COS (¢

y por lo tanto

cosh(2vD)
> Bt .
ij = Arecos (cosh(2yD) + 1) (34)
Sean
cosh(2v
. arc cos(icosh(z(fl)?ll) v>0
Y /3 vr=0

vy V = {qq!} el conjunto de vectores tangentes en S"~! C TQM. Luego {B,,2(7/(0))} son ajenas
en S”~! y por lo tanto la lista g1, g2, ... no puede ser infinita. Es decir existe m tal que g1,. .., gm
generan a m (M, p) y ademas

mvol(B,, j2(x))) < vol(S" 1)

donde z € S"7! es cualquier punto. Luego 7 (M, p) esta generado por a lo mas

vol(S"—1)

7V01(BTV/2(IE)) =C(n,v, D).

En caso de que v = 0 la constante C(n, v, D) no depende de D. O
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Los ntimeros de Betti de una variedad son las dimensiones de la parte libre de los grupos
de homologia, b; = dim H;(M). En 1946 y con la asistencia de la teorfa de Hodge de formas
armoénicas, Bochner desarrolldé un método para extraer restricciones homologicas de condiciones
métricas. El teorema principal restringe el nimero de Betti b; cuando M es una variedad completa
de curvatura no negativa. Ya se ha visto que si la curvatura de M es > k > 0 entonces w1 (M)
es finito. Por el teorema de Hurewicz Hy (M) = 7 (M)/[m (M), w1 (M)] es pura torsion y luego
by = dim H,(M) = 0. Sin embargo para el caso curvatura > 0 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.4.5 (Bochner). Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional con curva-
tura de Ricci no negativa, entonces by < n. Si by =n entonces M es un toro plano.

Usando la teoria de puntos criticos de funciones distancia y el teorema de Toponogov, Gromov
en 1981 generaliz6 ampliamente el resultado de Bochner. Encontré una manera burda de determinar
como cambia la homologia de una bola a otra cuando se pasa por un punto critico. Esta aproxima-
cién le permitié llegar a una sorprendente cota para los niumeros de Betti de cualquier variedad de
curvatura no negativa. La demostracién hace uso de resultados no elementales de topologia alge-
braica y carecemos del espacio para exponerlos. Sin embargo la importancia del teorema es de tal
magnitud que una omisién seria penosa. Consultese la demostracion en [Gro81] y las herramientas
algebraicas necesarias en [BT82].

Teorema 3.4.6 (Gromov). Ezxiste una constante c(n) tal que si M es una variedad n-dimensional
con curvatura no negativa entonces » ,b; < c(n). Eziste una constante c(n) tal que si M es una va-
riedad n-dimensional con curvatura M > —k?* y didmetro diam(M) < D entonces > b; < c(n)!T+P.

. . . 3
La cota que se desprende de la demostracion anterior es aproximadamente ¢(n) < 2" con a
constante. Sin embargo Gromov conjetura que

Conjetura 1. Si M es una n-variedad riemanniana completa con curvatura no negativa entonces
Sibi <20,

Notese que ) . b; = 2" para el toro n-dimensional T™. Por otro lado, aunque SP x S"7P y
CP™ admiten métricas de curvatura no negativa, suficientes sumas conexas de dichas variedades
no pueden admitir métricas de curvatura no negativa puesto que los ntimeros de Betti crecen
arbitrariamente bajo este proceso.

3.5. Teorema del alma

Sea M una variedad completa con curvatura seccional no negativa. Si la curvatura satisface
Ky > H > 0 entonces es compacta. Como ya se ha mencionado, este resultado tiene al paraboloide
de revolucién como contraejemplo en el caso Ky > 0. Sin embargo, en este caso se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.5.1 (Cheeger-Gromoll). Sea M wuna variedad completa con curvatura seccional no
negativa. Entonces existe una subvariedad compacta y totalmente geodésica S, llamada el alma de
M, tal que M es difeomorfa al haz normal de S en M.

La construccion del alma requiere muchos preliminares. Se mencionan las definiciones més re-
levantes y se demostraran la mayoria de los lemas importantes, sin embargo la demostracién no
es exhaustiva. Constltese [CE75] para los detalles de la demostracion o [Sha74, Pet06] para otras
demostraciones.
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Definicion 3.5.1. Un subconjunto S de una variedad riemanniana M es convexo si contiene to-
das las geodésicas minimizantes entre sus puntos. S es totalmente convero si contiene todas las
geodésicas entre sus puntos.

También se tiene una version local. Recuérdese que para todo punto p € M existe ¢(p) > 0 tal
que B.(,) es un conjunto convexo.

Definicion 3.5.2. Un subconjunto T' de M es localmente convezxo si para todo p € T existe e(p) <
c(p) tal que Bepy(p) N'T es totalmente convexo.

Notese que un conjunto totalmente convexo es conexo y localmente convexo, y que una subva-
riedad totalmente geodésica es localmente convexa.

En lo que sigue se estudia la estructura local de los conjuntos localmente convexos.

Sea T un conjunto localmente convexo y conexo. Para cada k € N sea

svE(T) = {N | N es una k-subvariedad abierta encajada en M con N C T'}.

Definase dim(T") = k como el ntimero k& méaximo tal que svi(T) # 0 y

N = U N'.

N’esvi(T)
Proposicion 3.5.2. N es una subvariedad encajada de dimension k.

Demostraciéon Sean p € N y N’ € sv(T) tal que p € N'. Se demuestra que B.,y(p) "N =
B.py(p) N N’, lo cual implica la proposicion. Supéngase que existe ¢ € N N B;)(p) pero que
q # N'. Sea p' € N' N B.(;(p) a distancia minima de g. Luego la geodésica radial de ¢ a p es
ortogonal a T}y N.

Para una vecindad V de p’ en N’ la funcién cono C : V x (0,1) — M dada por C(s,t) =
exp,(texp,'(s)) es un encaje. N es totalmente geodésico en B.(,)(p), por lo que las geodésicas
vs(t) = exp,(t exp,'(s)) estan completamente contenidas en N. Se ha encajado V x (0,1), una
variedad de dimension k+1, en T, lo cual contradice la definicion de k. Por lo tanto B, (p) "N =
Ba(p)(p) NN

El siguiente lema brinda la mayoria de la informacion sobre la estructura de 7.

Lema 3.5.3. Seanp € T yp' € B.();a(p)NT y q € Bepy/a(p)NN. Siy:[0,1] = M es la geodésica
radial de g a p entonces ¥([0,1)) C N. Sip’ # N entonces v(t) ¢ T paral <t <1+ e(p)/4.

Demostracion Sea W una subvariedad de N de dimension k& — 1 que pasa por p’ tal que W es
transversal a 7/(0). Luego el cono C' : W x (0,1) — T definido por C(s,t) = exp,(texp,'(s)) es
un encaje para W suficientemente pequefio. La convexidad local asegura que C(s,t) € T y luego
C(W x (0,1)) € N. Como ~(t) = C(p',l — t) entonces ¥([0,1)) C N.

Sipg Ny~(t) €T para algin [ <t <[+ e(p)/4 entonces y(t) € By 2(p) y luego se puede
construir otro cono con vértice en «(¢) y base alguna hipersuperficie en N’ transversal a v en p/.
Esto mostraria que p € N. O

Proposicién 3.5.4. Si T es conexo entonces T C N.



3.5. TEOREMA DEL ALMA 47

Demostracién Sea Ny una componente conexa de N. Si T ¢ Ny entonces dado que Ny es abierto
en N y que T es conexo deben existir p € TNNg, p' € B.(p)/4(p) (T —No) y q¢ € Be(py/a(p)NNo. Sin

embargo el lema estructural anterior nos garantiza que p’ € N 0- Esto también demuestra que N es
conexo, ya que si N7 es otra componente conexa entonces 7' C NgNN; y por lo tanto Ng = N;. [

De ahora en adelante T es un conjunto cerrado, conexo y localmente convexo, intT = N y
OT =N — N.

Definicion 3.5.3. Sea p € T. Se define el cono tangente en p como

€
Cp= {v € T,M | exp,(tv) € intT para algin t < 4(|p|)} u{0}.
v
Es claro que si p € N entonces C), = T},,IN, sin embargo en la frontera C, nunca es un subespacio
vectorial. Solo se usaré la informacién del cono tangente en ciertos puntos.

Proposiciéon 3.5.5. Seap € 9T, q € intT y v :[0,l] = M una geodésica minimizante de q¢ a p. Si
l=d(p,q) =d(IT,q) entonces

Cp, — {0} C {v e T,M|Lv(—'(1)) < 7/2}.
La construccion del alma se basa en la convexidad de la funcion distancia dor.

Proposicion 3.5.6. Sea f : T — R la funcion definida por f(p) = d(p,0T). Si v :[0,l]] = C es
una geodésica entonces

(foy)(str + (1 = s)t2) = s(f o 7)(t1) + (1 = 5)(f 07)(t2)

para todo 0 < t) <ta <1 yse€l0,1]. Si foy=cen[s1,s2], f es una geodésica minimizante de
v(s1) a 0T y 'V es el campo vectorial paralelo a lo largo de ’y|[31732] con V(s1) = '(0) entonces para
toda t € [s1, s2]

exp, ) (cV(t)) € 0T

y la franja ¢(s,t) = exp, ) (sV(t)) cont € [s1,s2] yt €[0,c] es plana y totalmente geodésica.

Demostracion Sean p,q € T'y 7 : [0,]] = T una geodésica unitaria con v(0) = p y v(I) = ¢. Sea
to € [0,1]. Entonces d(7y(to),0T) = d(~(to),0) para alguna o € T. Sea o : [0,d] — T una geodésica
unitaria minimizante tal que o(0) =7(t), o(d) = oy d = d(y(t), 0).

Se demostrara que para § > 0 suficientemente pequena es posible acotar superiormente la funcién
f o con la funcion lineal I — (¢ — tg) cos @ donde @ = £7'(t)o’(0). Para esto dividimos el analisis
en casos.

Supodngase que o = 7/2. Sea V el campo vectorial paralelo a lo largo de o tal que V(0) = +/(¢).
Por , para € pequeno la curva

o1(t) = expo) (eV (1))

no es mas larga que su equivalente en R?. Es decir L(o;) < d. Nétese que o1(t) = v(tg + ).
Sin embargo por la caracterizacion de C, (cfr. ) es claro que o1(s) ¢ int(C) y por lo tanto
L(o1) > d(y(to +¢€),0T) y luego

f(y(to+¢€)) <d=d—cecosa
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Notese que si la igualdad se realiza para algin e, esto indica (comparese con ) que la franja
(t',t) = expy(tV(t')) con (¥',t) € [0,s] x [0,€] es plana.

Si @ > 7/2 entonces sea V el tnico campo paralelo a lo largo de o tal que V(0) = A\10’(0) +
A2 (to) para un par A;, A2 > 0y g(V(0),0'(0)) = 0. Como en el caso anterior, para ¢ > 0
suficientemente chico la curva o1 (t) = expy 1) (€V(t)) es de longitud < d. Por otro lado la distancia
entre y(to +€) y exp,(0)(eV(0)) es menor que y, donde y es el lado opuesto al angulo 8 = a — /2
de un tridngulo iséceles en R? con lados iguales de longitud €. Esto es

y? = 2e% — 2e%cos(a — m/2)

Luego si 7 es cualquier geodésica de (to + €) a exp,(0)(¢V(0)), entonces 7 U 01 es una curva de

longitud < d+e4/2 — 2cos(a — 7/2) < d+¢ cosa que une a y(to+¢) con un punto fuera del interior
de C, por lo tanto

f(y(to+¢€)) <d+ecosa

En particular, f no es constante en el intervalo [tg, g + €).

Finalmente supéngase que o < /2. Para ¢ > 0 suficientemente chico sea m. = o(t.) sobre
o tal que d(y(to + €),m:) = d(y(to + €),0). Sea T una geodésica unitaria y minimizante de m. a
v(to +€) y V el tnico campo vectorial paralelo a lo largo de o tal que V(t.) = 7/(0). La curva
01(t) = expy)(eV (1)) con t € [t.,s], cuya longitud no es mayor a d — t., conecta a y(tg + €) con
algn punto fuera del interior de C' y luego

fOyto+¢e) <d—te

Usando el teorema de Toponogov es facil ver que d — t. < d — ecos a.
La conclusion f(y(t+¢€)) < f(v(t)) — € cos a siempre es valida para e suficientemente pequenia
y luego f o~ es concava. O

Por lo tanto,

Proposicion 3.5.7. Sea T' un conjunto cerrado y totalmente convexo tal que OT # 0. Para cada
r € R* definase

T" ={peT|d(p,0T) > r}

™% = () T
Tr£0

Para todo v > 0, T" es totalmente convero y dim T™ < dim T.
Demostracion Sea « : [0,!] una geodésica con v(0),v(l) € T". Por
d(~(t),0T) = d(v((1 = /D)0 + (t/D)1)) = (1 = t/1)d(v(0),0T) + (t/D)d(v(1), 0T) = r;
por lo tanto y(t) € T".

Sea v una geodésica minimizante de p € T™# a 9T. Es obvio que v no puede intersecar a 7™
en un intervalo abierto, por lo que dim 7™% < dim 7. O
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Notese que si T es compacto entonces 7™ es compacto también.

Dado que la dimension de 7™ es estrictamente menor, sucesivas reiteraciones de la proposicion
anterior deben de terminar en un conjunto totalmente convexo sin frontera. El producto final es
el alma de M. Sin embargo falta encontrar un conjunto totalmente convexo con el cual iniciar la
construccion.

En el caso que M tenga curvatura seccional positiva en todos lados se tiene la siguiente

Proposicion 3.5.8. Si M tiene curvatura seccional positiva y T es un conjunto cerrado y total-
mente convexo entonces T™* es un punto.

Demostracién Supéngase que existen g, gz € T™%. Sea 7 : [0,1] — M una geodésica minimizante
de ¢1 a g2. Dado que f o~y no es constante y convexa, donde f = dgyy4, entonces existe s € (0,1) tal
que fov(s) > foxy(0) =d(q1,dT). Luego v(s) = ¢’ es un punto para el cual d(q’,dT) > d(q1,0T),
lo cual contradice la definicion de T™4x, O

Definicion 3.5.4. Un rayo v : [0,00) = M es una geodésica unitaria tal que d(v(0),~v(t)) =t para
todo t > 0.

Lema 3.5.9. Sea M wuna variedad completa y no compacta. Para todo p € M existe un rayo
v :[0,00) = M con v(0) = p.

Demostraciéon Dado que M es no compacta se pueden tomar ¢, € M y geodésicas minimizantes
y unitarias 7, : [0,1,] = M de p a g, con I, — oo. Sean v, = ~,(0) los vectores unitarios de
direccion. Dado que S"~! C T, M es compacto existe una subsucesién convergente de v,,. Supéngase,
sin pérdida de generalidad, que v,, es la subsucesién convergente y v,, — v. Considérese la geodésica
radial 7 : [0,00) — M tal que v(0) = p y 7/(0) = v. Si | > 0 entonces para N € N suficientemente
grande ,, > [ y los puntos v, (l) convergen a v(I). Como 7, es un rayo,

d(%z(l)vp) =1

luego,
d(’Yn(l)vp) - d(’Y(l)ap) =1

es decir, v es un rayo. O

Proposiciéon 3.5.10. Sea v : [0,00) — M un rayo en una variedad completa de curvatura seccional
no negativa. Si M, y N, son los conjuntos

Ny = U Bi(v(t)), My=M—N,,
t>0

entonces M., es un conjunto totalmente convero.

Demostraciéon Supongase lo contrario. Sea g¢’ una geodésica unitaria con ¢,q' € M, y tal que
qq¢' N M., # (. Sea p € ¢q¢' tal que p € B,. En particular p € B,/ (y(r’)) para algan 7’ y por lo tanto
para todo r > 1. Con r > 1’ fijo sea ¢, = y(r) y sea p, € q¢’ tal que d(p,,y(r)) = d(58,7(r)). Sean
qcr v prc, geodésicas minimizantes.

Toémese un triangulo de comparacion Agp,.¢, en R2. Si § =1’ —d(p, c,») > 0 entonces d(p, ¢,/ ) =
r’ —¢§ y por lo tanto Iy := d(p,,c,)) < d(p,c,) < d(p,cr) +d(epr, ) =1 =5+ (r—r") =r—4. Sean
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s:=|qpr| < lq¢’| =: 1y lo = |gc,|. Notese que g ¢ B,.(y(r)) C M, por lo que Iy = d(y(r), 5(0)) > r.
Finalmente por el teorema de Toponogov

Lqprcr < Aqpre, = /2;

sin embargo, por la ley de los cosenos

B+s2=13 (r—062*+0—-r> (I?+d* —2r
éiirir =2 2 = :
oS £99rC 25[1 < 2811 2511

Para r suficientemente grande el lado derecho de la ecuacion anterior es negativo por lo que
£qq,c, > 7/2, lo cual es una contradiccion. O

Sea p € M cualquier punto. Si v : [0,00) — M es un rayo y r > 0 escribiremos " = =

[rfoo) ’
Considérese la coleccion de todos los rayos con inicio en p:

Ray(p) = {7 :10,00) = M | v es un rayo y 7(0) = p}.
En el caso de que M sea no compacto Ray(p) # 0 por . Para cada r > 0 sean
M= (] My
YERay(p)

Dado que la intersecciéon de conjuntos totalmente convexos es totalmente convexa, M" es totalmente
convexo para toda r > 0.

Proposicion 3.5.11. Para cada r > 0, M" es un conjunto compacto y totalmente covexo con
p € M". Ademds:

1. Siry <rg entonces M™ C M™,

M™ ={pe M"™|d(p,0M") >ro —ri}

OM™ ={pe M™|d(p,0M"™) =ro —r1}.
2 M=o M.

Demostraciéon Primero se verifica que M" es compacto. Supéngase lo contrario, que equivale a
suponer que M" es no acotado. Usando la misma demostraciéon que en y la convexidad de
MT, es posible construir un rayo que parte de p y que estd completamente contenido en M". La
existencia de tal rayo contradice la definicién de M", ya que si v es un rayo entonces M, solo
interseca a y en (0). Luego M" es compacto.

Sige M, d(p,q) =1, v € Ray(p) y r > | entonces por la desigualdad del tridngulo

r+s=d(p,v(r+s)) <dp,q) +d(g,v(r+s)) =1+ d(g,y(r+ s));

por lo tanto d(q,y(r +s)) > (r — 1) + s > s. Consecuentemente ¢ € M, y luego ¢ € M". Esto
muestra que M = UM".
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Sea v € Ray(p) y t1 < to. En primer lugar

Bs(v2(s)) = Bs((t2 +5)) C Biy—ty+5(v(t2 + 5)) = Byt 45 (7 (t2 — t1 + 5)),
por lo que N, D N, ;. También de esto se obtiene que
N'Yfl = {.23 € M|d(l‘,N,),t2) <tlg — tl} .
De aqui concluimos que M., C M., y por lo tanto M™ C M". También es claro que
U Nyw ={z€Mld(@,UN,w) <ty —t1};
YERay(p)

por lo tanto,
M* = {z € M|d(z,UNy) >ty — 1 }.

Sin embargo, como M C M — UN,: entonces si x € M" se tiene que d(x,UN,:,)

d(z,0(UN,t,)) = d(z, OM"?). O

Sea p € M cualquier punto. My := M? es un conjunto compacto y totalmente convexo. Si
M tiene frontera entonces usando se obtiene otro conjunto compacto y totalmente convexo
M, = Ménéx con dim M; < dim Mj. Iterando el proceso una cantidad finita de veces se llega a

un conjunto compacto My = S totalmente convexo y sin frontera y por tanto una subvariedad
totalmente geodésica. Este conjunto es un alma de M.

Lema 3.5.12. No existen puntos criticos de S en M — S.

Demostraciéon Sea ¢ € M — S y ~ una geodésica minimizante de ¢ a S. Obsérvese que por

construcciéon de S, véase y , existe un conjunto totalmente convexo T tal que S C intT,
g € 0T y d(q,S) = d(9T, S). Por la proposicion 7' esta contenida en el cono tangente C,T'
que es un semiespacio fijo. O

El teorema principal es una consecuencia del lema anterior y los corolarios

Teorema 3.5.13 (Cheeger-Gromoll). Sea M una variedad completa con curvatura seccional no
negativa. FExiste una subvariedad compacta y totalmente geodésica S tal que M es difeomorfa a el
haz normal de S.

Por si M tiene curvatura seccional positiva el alma de M debe de ser un punto y luego se
tiene:

Teorema 3.5.14 (Gromoll-Cheeger). Si M es una variedad riemanniana completa, no compacta
y con curvatura seccional > 0 entonces M es difeomorfa a R™.

En [Per94] Perelman demostr6 una generalizacion del teorema anterior.

Teorema 3.5.15 (Perelman). Sea M una variedad riemanniana completa, no compacta y de cur-
vatura seccional no negativa. Si la curvatura seccional es positiva en un punto p € M, en el sentido
de que K (o) > 0 para todo 2-plano o C M,, entonces M es difeomorfa a R".
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3.6. Teorema de la esfera

En esta seccion se enuncia el teorema de la esfera pinchada, cuya demostracién propicié el desa-
rrollo de una gran parte de las herramientas de comparacion del capitulo pasado. Aunque el teorema
no es demostrado aqui, se demuestra un resultado semejante utilizando la teoria desarrollada en
este capitulo.

Teorema 3.6.1 (Toponogov). Sea M wuna variedad completa con curvatura Ky > H > 0. Si
diam(M) = w /v H entonces M es isométrica a una esfera.

Demostracion Reescélese la métrica para que Ky > 1y diam(M) = w. Sean p,q € M tales que
d(p,q) = .
Sean © € M — {p, q}, pq y px geodésicas minimizantes. Si <Zpg es una bisagra de comparacion
en S? por el teorema de Toponogov
|2q| = |zq].

Sin embargo, notese que p y g son antipodas por lo que |Zg| = 7 — |Zp| = 7 — |zq|. Luego
7 = |pq| < |pz| + |zq| < |px| + |pZ| = 7. Esto implica que si xq es una geodésica minimizante
entonces pr U xp es una geodésica minimizante.

Sea N cualquier punto en S”, I : TyS™ — T, M una isometria y f : S" — M la funcion dada
por

flexpy (v) = exp, (I(v)),

donde v € D, (0) C TnS™. Sean v,w € TyS™ con Lvw < § y ¢ =< v,w >. Exponenciar o,
expy (o), produce una superficie isométrica a S?. En dicha superficie existe un campo vectorial
W paralelo y unitario a lo largo de ~,(t) = expy(tv), ortogonal a ,, y una funcién diferenciable
g(0) =g :[0,7] = R tal que

expy, (1) (g(O)W (1)) = expy (tw) =: 7 (?)-

Nétese que g(0) = g(m) = 0. Sea Z el campo paralelo y unitario a lo largo ,(t) = exp,,(tI(v)) tal
que Z(0) = I(W(0)). Definase a(t) = expg, () (tZ(t)). Si d es suficientemente pequefio el teorema
aplica, por lo que L(a) < L(7,) = 7. Sin embargo « es una curva que conecta a p con

g por lo que L(a) > d(p,q) = 7 y luego L(a) = L(7yw). Esto demuestra que las tiras ¢(s,t) =
exp,, 1) (sg()W (1)) y 1(s,t) = expg, (1) (sg(t)Z(t)) son isométricas. Luego f es una isometrfa. O

Por el teorema de Killing-Hopf toda variedad simplemente conexa con curvatura constante
1 es isométrica y en particular difeomorfa a la esfera. Si se perturban ligeramente las hipotesis surge
la pregunta ¢las variedades simplemente conexas con curvatura cercana a 1 son difeo-homeomorfas
a la esfera? Dado que toda métrica se puede reescalar, la pregunta se puede presentar de este modo:
Si M es una variedad simplemente conexa tal que 0 < p < Ky <1 entonces ;M es homeomorfa a
S™? jPara qué p la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa? Cuando M es una variedad con
0 < p< Ky <1, se dice que M esta p-pinchada (estrictamente). Rauch dio un primer estimado
de p lo cual desatdé una carrera para encontrar p 6ptimo. Los trabajos de Klingenberg y Berger
establecieron que la cota 6ptima es 1/4.

Teorema 3.6.2 (Rauch-Klingenberg-Berger). Sea M una variedad completa y simplemente conexa
tal que 1/4 < Kpp < 1, entonces M es homeomorfa a una esfera.
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En el caso de dimensiéon par el resultado es preciso puesto que existen variedades riemannianas
con i < K <1 no homeomorfas a S™, consultese

La filosofia de perturbar las hipotesis del teorema obliga a preguntarse para cuales A\ > 0
es valida la siguiente afirmacion: si M es una variedad con curvatura > 1y 7 > diam(M) > A
entonces M es homeo-difeomorfa a S™. Grove-Shiohama [GS77| encontraron A 6ptimo y de paso
desarrollaron los inicios de la teoria de puntos criticos de funciones distancia.

Teorema 3.6.3 (Grove-Shiohama). Sea M una variedad completa con curvatura Ky > H > 0. Si
diam(M) > 2\/’% entonces M es homeomorfa a una esfera.

Demostracion Reescalese la métrica en M de modo que Ky > 1y diam(M) > w/2. Seanp,q € M
tales que d(p, q) = diam(M) > 7/2. Se afirma que p no tiene puntos criticos en M — {p, q}.

Supoéngase que 7 es punto critico de p. Luego es posible encontrar geodésicas minimizantes pgq,
rp y rq tales que £{prq < m/2. Sea Apgr un triangulo de comparacién en S?. Por el teorema de
Toponogov £prq < £prq < m/2y luego, usando ,

0 > cos(|pg|) = cos(|rp|) cos(|rql) + sen(|rp|) sen(|rq|) cos(<pgr) > cos(|rpl) cos(|rql).

Esto implica que cos(|rp|) y cos(|rq|) tienen signo distinto. Supongase sin pérdida de generalidad
que cos(|rp|) > 0y cos(|rg|) < 0. Luego cos(|rq|) cos(]rp|) > cos(|rq|) v por lo tanto cos(|pg|) >
cos(|rql|) cos(|rp|) > cos(|rq|), es decir |gp| < |rq|. Esta contradicciéon muestra que p no tiene puntos
criticos salvo ¢. Analogamente, ¢ no tiene puntos criticos en M — {p, ¢}.

Notese que en cada punto x € M — {p, q} es posible elegir un vector y,, € T, M tal que Ly,p’ <
7/2 'y ALy.q" > /2. Modificando ligeramente la demostracion de se construye un campo X
tipo gradiente para d, y d, en una vecindad abierta de M — (B.(p) U B:(q)), donde £ > 0 es tal
que B:(p) y Be(g) son vecindades normales. Finalmente modifiquese la demostracion de para
demostrar que M es difeomorfa a B.(q)UB:(p) pegadas a través de un difeomorfismo de la frontera.
Dicho difeomorfismo es el inducido por el flujo de X. Por lo tanto M es homeomorfa a S™. O

Una esfera torcida es la variedad que se obtiene al pegar dos discos a lo largo de su frontera a
través de un difeomorfismo. Por el trabajo de Milnor se sabe que toda esfera torcida es homeomorfa
a la esfera normal pero no siempre es difeomorfa. Las estructuras diferenciables sobre S™ que no
son difeomorfas a la estructura canénica de S™, son llamadas estructuras exoéticas y la esfera junto
con una estructura exotica es una esfera exotica. No todas las esferas torcidas resultan ser exéticas,
de hecho por el trabajo de Milnor [KM63] si n = dim(M) < 6 y n # 4 las hip6tesis del teorema
anterior aseguran que M es difeomorfa a S™. Sin embargo para dimensiones superiores ain no se
sabe.

Los teoremas que se presentaron sugieren una pregunta, a saber: Con las hipotesis de los teoremas
anteriores, jpodemos concluir que M es difeomorfa a la esfera con su estructura canoénica?

En un trabajo, relativamente reciente, utilizando el flujo de Ricci se logré demostrar un resultado
afirmativo:

Teorema 3.6.4 (Brendle-Schoen, 2007,[BS11]). Sea M wuna variedad riemanniana con curvatura
1> Ky > 1/4; entonces M es difeomorfa a la esfera.

En otra direccion, ; Qué métricas admite una esfera exotica? Por el teorema anterior no puede
estar 1/4-pinchada (1 > Kjp; > 1/4). Mencionamos aqui dos resultados:
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Teorema 3.6.5 (Gromoll-Meyer [GM74]). Existen esferas exdticas con métricas de curvatura sec-
cional no negativa.

Teorema 3.6.6 (Hitchin [it74]). Existen esferas exdticas que no admiten métricas con curvatura
escalar positiva.

3.7. Teoremas de finitud

En esta secciéon exploramos los llamados teoremas de finitud. En sus diferentes manifiestaciones
estos teoremas afirman que solo existen una cantidad finita de variedades riemannianas que satis-
facen ciertas restricciones, por ejemplo cotas en la curvatura o diametro, salvo alguna relacién de
equivalencia, v.g. homotopia o difeomorfismo.

Solo se demostraré el resultado de finitud topologica para la clase de variedades con curvatura
seccional > k > 0, dimension n y vol(M) > V. Juega un papel fundamental el estudio de los espacios
de Alexandrov (' y en particular el profundo anélisis topologico de estos espacios de Perelman que
se resume en su teorema de estabilidad

La estrategia de demostracion es un esquema sencillo y aplicable a otras situaciones. Escribase
Alex(n, k, D) para denotar la clase de espacios de Alexandrov de dimension n con curvatura > k y
diametro < D. Supéngase que F C Alex(n, k, D) es una familia precompacta de espacios.

Proposicion 3.7.1. Si F C Alex(n,k, D) es una familia precompacta, entonces solo existen una
cantidad finita de tipos de homomorfismo en F.

Demostracion Por el teorema de estabilidad de Perelman, para cada M € existe Ry; tal que
si Y € Alex(n,k,D) N Bg,,(M) entonces Y = M (homeomorfismo). Sea A = F y considérese
la cubierta {Bg,,(M) | M € A}. Por la compacidad de A existe una subcubierta finita, digase
Bpg, (M), ..., B,,(My,). Si N € F entonces existe j € {1,...,m} tal que N € Bg,(M;) y por lo
tanto IV es homeomorfo a Mj. O

La segunda parte consiste en identificar los conjuntos precompactos de Alex(n, k, D). Para esto
se utiliza el criterio de precompacidad de Gromov . Con esto es muy facil demostrar que

Teorema 3.7.2 (Grove-Petersen-Wu). Dados n,V,k > 0 la clase de n-variedades cerradas que
admiten métricas cuyo didmetro, volumen y cuvatura satisfacen,

1. Vol(M) >V
2. Ky > k
contiene solo un numero finito de tipos de homeomorfismo.

Demostracion Sea M(n,k, V') el conjunto de las variedades riemannianas de dimensién n, curva-
tura > k > 0y volumen > V. Para demostrar que M(n, k, V') es precompacto basta con demostrar
que si M € M(n,d,k,V)yY C M es un conjunto e-separado , cfr. , entonces |Y| C N(e),
para algin N(g) € N.

Sea Y C M un conjunto e-separado. Dado que M es compacto, Y es finito, digase ¥ =
{z1,...,2m}. Puesto que Y es e-separado las bolas B, /5(x;) son ajenas y luego

vol(UB: ja(z,)) = »_ v0l(Ba(x;)) < vol(M)
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Sea i € {1,...,m} tal que vol(B./5(x;)) es minimo, entonces
mvol(Be o(x;)) < vol(M) = vol(Bg(x;))

o bien
vol(Bg(x;))

- vol(BE/g(:zri))

Por el teorema de Gromov-Bishop

vol(Bgy(x;)) < vol(Bj (p))
vol(Bey2)(xi) ~ vol(BL),)(p)

donde p € M* es cualquier punto. Luego

vol (M*)

= Wl B

El resultado se sigue de la proposicion anterior. O



Capitulo 4

Simetrias

Hasta ahora se ha revisado cuales son algunas de las consecuencias de la curvatura positiva en
las variedades riemannianas en general. En este capitulo se persigue un punto de vista propuesto
por Karsten Grove [Gro02] en donde se le anade al escenario la condicion de simetria. Se desarrolla
la teoria bésica de las simetrias, o bien isometrias, y la estructura de los grupos de simetria de
una variedad riemanniana. Se exploran un par de aplicaciones, sin embargo el uso fuerte de los
resultados de este capitulo se pospone para el préximo.

4.1. Isometrias

Aunque ya se ha usado la nocién de isometria, en esta seccion se da un estudio mas detallado
de ellas.

Sea M una variedad riemanniana completa. Dado que las isometrias preservan geodésicas y éstas
estan completamente determinadas por su lugar de inicio y velocidad inicial se tiene:

Proposiciéon 4.1.1. Si ¢ : M — N es una isometria entonces expy odg = ¢ 0 expy,.
Como consecuencia,

Corolario 4.1.2. Sean 1,92 : M — N isometrias con M y N completas. Si o1(p) = p2(p) v
(d¢1)p = (dwz)p entonces p1 = pa.

Sea p : Gx M — M una accion de un grupo G sobre una variedad diferenciable M. Esto es, una
funcion que satisface p(e,p) = py p(gh,p) = p(g, u(h,p)), donde e es el neutro de G. Se usard g - p
para denotar u(g,p). Todo g € G define un automorfismo (biyeccion) de M en si mismo a través de

fg(p) = g - -

Esto a su vez define una funcion i : G — Aut(M). La condicién de que p sea una acciéon es
equivalente a que fi sea un homomorfismo. Cuando G acttia en M se escribe G ~ M. Una variedad
junto con una acciéon de G es una G-variedad.

Definicion 4.1.1. Se dice que G actia de manera totalmente discontinua en una variedad M si
para todo p € M existe una vecindad U de p tal que gU NU = 0 para todo g € G — {e}.

o7



58 CAPITULO 4. SIMETRIAS

Si ademéas G es un grupo de Lie podemos restringir atin mas el tipo de acciones:

Definicion 4.1.2. Se dice que un grupo G actia suavemente en una variedad M si la accion de G
en M, pn:Gx M — M, es una funcion suave.

En este caso las funciones u, son difeomorfismos. De ahora en adelante solo se usaran acciones
suaves.

Definicion 4.1.3. Una accion es libre si g - p = p implica g = e.

Definicion 4.1.4. Una accidn es efectiva si Nuc(jt) = {e} o bien si g -p = p para toda p implica
g=ce.
Definicion 4.1.5. Sea p € M y G ~ M una accion. La orbita de p es el conjunto

G-p={g-p|geGCG}.
Definicion 4.1.6. La isotropia de una accion G ~ M en p es
Gp={heG|h-p=p}.

Es claro que G, es un subgrupo de G y que si ¢ € G - p entonces G, = h™'G,h para algin
h € G. Si G es un grupo de Lie entonces G, es un subgrupo cerrado, por lo que tiene una tnica
estructura de grupo de Lie tal que G, C G es un subgrupo de Lie

El conjunto de 6rbitas M/G = {G -p | p € M} es un espacio topologico si se requiere que la
proyeccion candnica 7 : M — M /G sea una identificacion. Las méas de las veces M/G es un espacio
topologico con serias patologias, v.g. M /G no es Hausdorf! si las 6rbitas no son cerradas, sin embargo
en ciertos casos M /G es una variedad.

Definicion 4.1.7. Una accion es propia si la funcion

v:GxM—>GxM

definida por v(g,p) = (9,9 - p) es propia’ .

Teorema 4.1.3. Si G actia libre y propiamente en M entonces M /G tiene una tnica estructura
de variedad tal que la proyeccion candnica w: M — M/G es una sumersion.

Demostraciéon Véase la demostraciéon del teorema de la rebanada de Montgomery de la siguiente
seccion, . O]

En particular si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo compacto entonces G/H es una
variedad y 7 : G — G/H es un H-haz principal. Sin embargo, el resultado anterior falla si G no
acttia libremente. Por ejemplo la accion de Zs en R™, donde 1-v = —uv, no es libre y el espacio
cociente es casi una variedad salvo en 0 (puesto que cualquier vecindad del 0 contiene un plano
proyectivo real). Esta falla conduce a trabajar con espacios mas generales en donde el cociente bajo
acciones isométricas siga siendo un objeto en la categoria de estudio (véase ().

Teorema 4.1.4. Sea G ~ M wuna accion diferenciable. La drbita de cualquier punto de M tiene
estructura de subvariedad y es difeomorfa a G/G, (cociente derecho). El mapeo ©p : G/G, — M
dado por

v(lg)=g-p

es un difeomorfismo equivariante.

1Una funcién es propia si la preimagen de compactos es compacta.
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Demostracion Sea ¥ : G — M la funcion ¥(g) = g-p. ¥ es diferenciable ya que es la composicion

idx{p} B

G——=GxM——M.

Si h € G, entonces ¥(gh) = ghp = gp, por lo que existe una tnica funcién diferenciable
¥ G/Gp — M tal que ¥([g]) = gp. Es inmediato que 9 es una funcién inyectiva y suprayectiva a
G - p. Falta verificar que ¥ es una inmersion.

Sea g, = (Ip,Gp). el algebra de Lie de G). Si h C g es cualquier subespacio complementario de
gp, es decir g = g, @ b, entonces se puede identificar T, (G/Gp) con b a través de

d
X = %exp(tX)Gp
Supongase que X € b es tal que d¥g, (X) = 0, esto es
iew tX)-p=0
di P p=

Esto implica que exp(tX) - p = p para todo t y por lo tanto X € g,,. Dado que h es complementario
a g, se tiene que X = 0, es decir d¥¢, es inyectiva. Puesto que el diagrama

G/GPA)G/GP
Fo,l
G-p—sGop

conmuta, donde p, es la multiplicacién por la izquierda, se ve que d¥ g, es inyectiva si y solo
si d¥g, es inyectiva. Por lo tanto ¥ es un encaje. O

Definicién 4.1.8. Una accion G ~ M es isométrica si j14 es una isometria para todo g € G.

El conjunto de isometrias f : M — M de una variedad riemanniana forma un grupo llamado
Iso(M). Iso(M) actia por isometrias en M.

Definicion 4.1.9. El haz de marcos de una variedad riemanniana M es el O(n)-haz principal
&:Mar(M) — M tal que

¢ Yp) = {{E:} |E; forma una base ortonormal de T, M} .

Como Mar(M) es un O(n)-haz principal, Mar(M) es una variedad de dimensiéon n4+n(n—1)/2 =
n(n+1)/2.
Toémese p € M y {E;} un marco ortonormal de T,,M, el lema indica que el morfismo

Op : Iso(M) = Mar(M) @ = (o(p), {dep(Ei)})
es inyectivo. De hecho,

Teorema 4.1.5 (Steenrod-Myers). Sea M una variedad riemanniana completa. Iso(M) y Iso(M),
son grupos de Lie, Iso(M), es compacto y ©, es un encaje de (Iso(M),Iso(M),) en (Mar(M),O(n)).
Si M es compacta entonces Iso(M) es compacto.
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Para la demostracion constltese [[Kob95, MS39]. Dado que dim(Mar(M)) = n(n+1)/2 se tiene
que dim(Iso(M)) <n(n+1)/2.

Sea ¢ : M — M una isometria. El conjunto de puntos fijos de ¢ seréa llamado Fij(y). Notese que
siempre que p € F'ij(yp) la diferencial de ¢ en p es una transformacion ortogonal dy, : T,M — T, M.
Cuando A = {f,} es una familia de isometrias, F'ij(A) denota el conjunto de puntos fijos de A, i.e.

Fij(A) ={z € M|f(z) =aVf € A}.
Definicién 4.1.10. Sea G ~ M una accion isométrica y p € M. La representacion de isotropia
en p es la representacion ¢ : G, = O(T,M) dada por
e(g) = dgp.

Proposicion 4.1.6. En una variedad completa, Fij(p) es unidn ajena de subvariedades cerradas
totalmente geodésicas.

Demostracion Convengamos en llamarle F a Fij(¢). La continuidad de ¢ implica que F es
cerrado. Toémese cualquier punto p € F' y sea B, (p) una bola normal. Si W C T, M es el subespacio
W = {v € T,M|dg,(v) = v} entonces por el lema tenemos que ¢ fija a exp,(W). Por otro
lado si existe g € B,.(p) N F' entonces la tnica geodésica radial v que une a p con ¢ debe de ir en si
misma bajo ¢, por lo que 7'(0) € W. Por lo tanto, F'N B,(p) = B,(p) Nexp, (W), y luego F' es una
subvariedad totalmente geodésica. O

Sea A C Iso(M). Como la interseccion de subvariedades totalmente geodésicas es totalmente
geodésica, F'ij(A) consta de subvariedades cerradas totalmente geodésicas.

4.2. Rebanada de una accién

En esta seccion se investiga la estructura del espacio de érbitas de una accion.

Sea G un grupo de Lie compacto, M una variedad diferenciable y G ~ M una accién diferen-
ciable. Seape My P=G - p.

Definicion 4.2.1. Un tubo alrededor de P es un encaje G-equivariante
0:Gxg, A= M
a una vecindad abierta de P, donde A es un Gp-espacio.
El espacio G x¢g, A es el cociente de G X A bajo la accion derecha de G, dada por
(g,a) -h = (gh,h™ta).

Notese que G, actiia libremente sobre G x A y por lo tanto G X, A es una variedad. G xg, A
admite una accion izquierda de G' dada por glh,a] = [gh,a]. Ademas G x¢, A es un haz fibrado
sobre G/G, = G - p con fibra A, es el haz fibrado asociado al haz principal G — G/G,.

Definicién 4.2.2. Se dice que S C M es una rebanada en p sip € S, G,(S) =S y el mapeo
G xg, S — M, l9.dl = g-4q,

es un tubo para G - p.
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Teorema 4.2.1 (Montgomery). Si G es un grupo de Lie compacto, M una variedad diferenciable
y G ~ M una accion diferenciable, entonces todo punto p € M tiene una rebanada.

El primer paso de la demostraciéon del teorema de la rebanada de Montgomery reduce el caso
general a uno en el cual G actia por isometrias en M. Para esto se construye una meétrica G-
invariante en M eligiendo cualquier métrica riemanniana y posteriormente promedidndola sobre
todo G; explicitamente, si gp; es una métrica riemanniana en M, entonces

oy (0,0) = /G gt (dpn (), dyan () dh

es una métrica G-invariante; es decir, py, es una isometria para todo h € G.
Luego supdngase que G ~ M es una accion isométrica.

Proposicion 4.2.2. Sea G un grupo de Lie compacto actuando por isometrias en una variedad
riemanniana M yp € M. SiW = T,(G-p)* entonces existe r > 0 tal que exp,(B,(0)NW) = B;-(p)
es una rebanada.

Demostracién Sea P = G - p y vP el haz normal. Considérese el mapeo exp™ : vP — M dado
por
exp™ (p, v) = exp,,(v).

Es claro que la diferencial de expt en P C vP (aqui se identifica la seccion 0 con P) es la
identidad, por lo que para todo p € N existe r > 0 tal que exp* en B,.(p,v) es un difeomorfismo en
su imagen. G es compacto y por lo tanto P también, lo cual permite encontrar r > 0 tal que exp™
restringida a vP. = {(p,v) € vP| |v| < r} es una inmersion.

Supéngase que para toda r > 0 exp’ restringida a vP, es no inyectiva. Entonces existe un par
de sucesiones (p;,v;) # (¢i,w;) € VP, con r; — 0 tal que exp,, (v;) = exp,, (w;). Por la compacidad
de P existe una subsucesion de cada sucesion, que sin pérdida de generalidad puede suponerse que
son las sucesiones originales, que convergen a (p,v) y (¢, w). Sin embargo dado que |v;], |w;| < 75
entonces resulta necesario que v, w = 0. Por la continuidad de exp®, exp™(p;,v;) — exp*(p,0) = p
y exp(q;,v;) — expt(q,0) = ¢; como expt(p;,v;) = exp’(gi,v;) entonces p = ¢. Luego para i
suficientemente grande (g;,w;) y (ps,v;) estan en una vecindad de p en la cual exp® es inyectiva,
una contradiccion.

Sea r > 0 tal que exp™ es un encaje restringido a vP, y U = exp*(vP,). Si (p,v) € vP, entonces
|v| <7y ademés d(p,exp,(v)) = |v], por lo que U C B,.(P). Es sencillo verificar que B,.(P) C U,
por lo que B.(P)=U.

En general si f : M — M es una isometria con f(P) C P entonces f(B,(P)) C B,(p). Luego
U = B,(P) es G-invariante.

Con la misma r sea B;-(p,0) = {(p,v) € vP||v| <1}y B} (p) = exp™(B-(p,0)). Para x € P se
define S, = B;-(x). Obsérvese que para g € G se tiene que ¢S, C Sy,: como p, es una isometria,
conmuta con exp y por lo tanto si y = exp®(z,v) € S, entonces gy = exp(gz, dpy(v)) € Syq.

Sea 1) : G x S — M el mapeo definido por (g, s) = gs. Si h € G,, obsérvese que

Y(gh,h™'s) = gs = (g, s),

por lo que 1 desciende a un mapeo diferenciable 1 : G Xa, S — M. Es obvio que Y es G-

equivariante. Afirmamos que v es inyectiva. Si 1[g, s| = [h, r] entonces gs = hr, o equivalentemente

h~'gs =r € S. Como h™'gS, C Sj,-1,, entonces h~1gp = p, es decir h='g € G,, y por lo tanto
g 9op gp g g P



62 CAPITULO 4. SIMETRIAS

[9.s] = [997 h,h " gs] = [h,r]. Como G/G, — P C G es un encaje entonces ¢ tiene diferencial
inyectiva en P. Reduciendo mas r se puede garantizar que 1 es un difeomorfismo a su imagen, sin
embargo es claro que la imagen es B,.(p). O

La importancia del tubo y la rebanada es que al pasar al espacio de érbitas la rebanada es una
imagen completa y simplificada de la accion en el tubo.

Proposicion 4.2.3. Si S es una rebanada en p € M y T es el tubo correspondiente entonces T /G
es homeomorfo a S/G, a través de la inclusion natural

S/G, — M/G.
En caso de que G actie por isometrias en M entonces T/G es isomorfo a S/Gp.

Demostracion Se sabe que T es difeomorfo a G X, S a través de un difeomorfismo G-equivariante
Y : G xg, S — T. Basta, entonces, con demostrar que G' xg, S/G = S/G,. Sea g la composicion

GxSEs5—=5/G,

Si h € G, entonces g(g,a) = g(gh,h™'a) por lo que existe un mapeo f : G xg, S — S/G, tal que
el siguiente diagrama conmuta

GxS—">Gxg, S
[ )
ST - 8/G,

Es facil ver que f es G-equivariante donde G acttia trivialmente en S/G), por lo que existe un tnico
h:Gxg, S/G — S/G) tal que el diagrama

GxS—>Gxg, S—=G xg, S/G

P AT

S—" > 5/G,

conmuta. Por otro lado la inclusion i : S — G x S dada por s — (e, s), seguida de las proyecciones
Gx8—Gxg,S— G xg, S/G es un mapeo que identifica las 6rbitas de G, ya que si h € G, y
s € S entonces

s+ (e,8) = [e,s] = [[e, ]]
hs = (e, hs) = [e, hs] = [h, s] = [[h, s]] = [[e, s]]

por lo que existe un tnico k : S/G), — G x¢, S/G tal que el siguiente diagrama conmuta

GxS—>Gxg, S—=G xq, S/G

P A

S—" > 5/G,

T

GxS—">Gxg, S—=G xg, S/G
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Por la propiedad universal del cociente y la conmutatividad del diagrama anterior, h y k son
inversos y consecuentemente T' = G xg, S = S/G),.

La segunda afirmacion se sigue de: Si z,y € T entonces existen g, h € G tales que ghx = 7/, gy =
y' € 5. Ademés si 2", y"” € S son tales que w(z') = 7(2”) y w(y') = m(y") entonces existen g, h € G,
tales que 2" = gz’ y " = ha'. O

Supoéngase que G acttia isométricamente en M y sea S = B:-(p) una rebanada en p. Si h € G,
entonces hS = Sy la accién de h en S se puede representar a través de la acciéon de G, en el espacio
normal a P = G - p. A saber, duy, : PpL — PpL es una isometria tal que

h epr(“) = expp(d:u‘h (U))

Luego la representacion de isotropia en p induce (se restringe a) una representaciéon ortogonal
®,: G, — O(T,S) = O(T,G-pt) llamada la representaciéon de rebanada en p. Dicha representacion
es equivariante a través de expzf con la accién de G, en S. Noétese que si la accion de G es efectiva
entonces la accién de G, en S también lo es.

Corolario 4.2.4. Sea G ~ M wuna accion isométrica, p € M y 7 : M — M/G la proyeccion
candnica. Eziste una vecindad de 7(p) =P en M/G equivariantemente homeomorfa a T,G - p* /G,
donde G, ~ T,G - p* es la representacion de rebanada.

De este modo se puede reducir el estudio las vecindades de espacios de orbitas al estudio de
representaciones ortogonales y sus espacios de érbitas.

Definicién 4.2.3. El tipo de isotropia de una orbita G - p es la clase [Gp] de todos los subgrupos
conjugados a Gp,. Es decir H € [G)] si y solo si existe g € G tal que gHg™' = G,,. Se dice que el
tipo de isotropia de G - p es menor que el tipo de isotropia de G - q, [Gp] < [G4], si existe H € [G]
tal que G4 C H.

Notese que si G - p tiene tipo de isotropia [Gp] la orbita G - p es difeomorfa a G/G),. Por esto el
tipo de isotropia también es llamado tipo de érbita.

Sea x € S distinto de p. Dado que gx € S, es claro que el grupo de isotropia G, es un subgrupo
de Gp. Ademaés si y € P entonces Gy es conjugado a Gp. Esto es, para todo y en el tubo T' se
tiene que [Gy] > [G,]. Ahora supdéngase que la accion de G tiene un tnico tipo de isotropia. En
estas condiciones los grupos de isotropia en una rebanada son constantes y por lo tanto G, acttia
trivialmente sobre S. Asi S/G, = S y las orbitas en el tubo pueden ser representadas por un tinico
punto en S, T/G = S/G, = S. A través de esto se puede dotar de una estructura de variedad a
M/G. En conclusion si la accion tiene un unico tipo de isotropia entonces M/G es una variedad.

Resulta que toda accién tiene solo una cantidad finita de tipos de isotropia y existe un tdnico
tipo maximo. Las orbitas con tipo de isotropia maxima son llamadas 6rbitas principales. Por lo
mencionado anteriomente las érbitas en un tubo de una 6rbita principal son principales. Por lo
tanto el conjunto de puntos cuya orbita tiene tipo de isotropia maxima es abierto y una o6rbita
principal tiene una vecindad diferenciable en el espacio de érbitas.

Proposicion 4.2.5 (Kleiner). Sea G ~ M una accidn isométrica y pq una geodésica minimizante
en M tal que |pg| = d(G - p,G - q). Si x € pq entonces [Gy] > [G,], (G4l

Demostracion Sea g € G, y gp = p'. La geodésica pg(xp) es una geodésica minimizante xp’.
Notese que la curva gz U zp’ tiene longitud |gz| + |zp’| = |qz| + |xp| = d(G - p, G - ¢) < d(q,p’) por
lo que gz U zp’ debe de ser una geodésica. Esto solo es posible si p = p’. Anadlogamente gq = q. Por
lo tanto G, C Gy, Gy O
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Sea M, = {p € M|G - p es una orbita principal}. Ademéas de ser abierto, M, es denso, pues si
G - p es una Orbita principal y ¢ € GG entonces por la proposiciéon anterior cualquier punto dentro
de una geodésica minimizante pg debe tener una orbita principal. La conclusiéon es que existe un
conjunto abierto y denso de M /G que es una variedad diferenciable y para la cual = : M,, — M,. /G
es una sumersion.

Sea p € M cualquier punto y S una rebanada en p. Se vi6 que los grupos de isotropia de los
elementos de s son subgrupos de G,. Sea V' = T,S y considérese la representacién de rebanada
en V. Dicha representacion puede tener un subespacio de puntos fijos VEr. Siv € V&r y g € G,
entonces gexp,(v) = exp,(dpug(v)) = exp,(v), por lo que los puntos del subconjunto exp(VE)N S
tienen la misma isotropia que ¢. Esto muestra también que el subconjunto de M /G de puntos de
un mismo tipo de isotropia es localmente convexo y tiene una estructura de variedad riemanniana.

Proposicion 4.2.6. Si M es una variedad riemanniana completa, G un grupo de Lie compacto y
G ~ M wuna accidn isométrica entonces M /G admite una descomposicion

M/G =Ny U---UNy,

donde cada N; es una variedad riemanniana y N; es localmente conveza en M/G.

4.3. Espacios cociente

Sea G un grupo de Lie compacto, M una variedad riemanniana completa con curvatura sec-
cional > H y G ~ M una accién isométrica. Por el espacio cociente M/G es un espacio de
Alexandrov con curvatura > H. En esta seccién se investiga la estructura de dichos espacios. En lo
que sigue m: M — M/G es la proyeccion canénica y si p € M entonces p = w(p).

Sean p,q’ € M tales que p ¢ G -¢'. Dado que G - ¢’ es cerrado existe ¢ € G tal que d(p,G-¢’') =
d(p, q). Sea v una geodésica minimizante de p a ¢. Dado que L(y) = d(p, G - q), 7y es perpendicular
a G - q, y por los mismos motivos v es perpendicular a G - p. La curva 7 = 7 o y es una geodésica
minimizante en M/G ya que dp/q(F(t1),¥(t2)) = dar(v(t1), v(t2)) (cfr. C.1). Estas geodésicas son
ortogonales a todas las 6rbitas por las que pasan. Inversamente si una geodésica es ortogonal a las
orbitas entonces su proyecciéon debe de ser una geodésica también.

Si B es una geodésica en M /G se dice que una geodésica v en M es un levantamiento de £ si

B=r().

Proposicion 4.3.1. Sea  : [a,b] - M/G una geodésica en M/G con [f(a) = P. Para cada
p € M tal que w(p) = P, existe un levantamiento v de 8 con y(a) = p. Mds ain cualesquiera dos
levantamientos estdn relacionados a través de un elemento g € Gy, i.e. siy; Y y2 son levantamientos
de B con y1(a) = vy2(a) = p entonces existe g € G, tal que 1 = gyo.

Demostracion Sea S una rebanada en p. Por S/G) es isomorfo a una vecindad de p en
M/G. Se puede pensar a  como una geodésica en S/G,. Esto muestra que basta con estudiar las
geodésicas en S/G,, con vértices en 7(p).

Primero obsérvese que si ¢ € S entonces dy(p,q) = dy(7(p), 7(¢)) ya que por definicion los
elementos de Gy, fijan a p y luego d(p, gq) = d(gp, 9q) = d(p, q).

Supongase que § = S(b) € S/G,. Sea g € S tal que 7(q) =Gy v : [a,b] = M la geodésica radial
tal que v(a) = py v(b) = ¢. Supdngase que existe un punto 3 € 5 que no esté en 7(y). Sea s € S tal
que d(s, q) = duryc(5, 7). Dado que dyrya(P:q) = dr (P, @) ¥ darya (P, @) = darya (P, 3) +duya(5,7) =
d(p,s) +d(s,q), y s ¢ v entonces se obtiene la contradiccion d(p, q) < d(p, s) + d(s, q) = d(p, q)-



4.3. ESPACIOS COCIENTE 65

Es claro que cualquier levantamiento es de esta forma. Sean 1 y 72 dos levantamientos y sean
@1 = 71(b), g2 = ¥2(b). Dado que 7(q1) = 7(q2) = q existe g € G, tal que ¢1 = gg2 y luego g2
es una geodésica minimizante entre p y ¢1. La construccién de S asegura que se esté trabajando
dentro de una bola normal con centro en p por lo que v1 = g7;. O

Corolario 4.3.2. La proyeccion candnica m : M — M/G es una submetria, es decir para todo
r>0ype M se tiene m(B(p)) = Br(n(p)).

Demostracion Si pg es una geodésica minimizante radial normal a la 6rbita G - p entonces pq se
proyecta a una geodésica en M/G con la misma longitud. Esto implica que d(p,q) = d(p,q). Si
q € B,(p) entonces existe g € G tal que d(gq,p) = d(G - ¢,p) y podemos conectar a p con ¢’ = gq a
través de una geodésica ortogonal a la orbita en p. Por lo anterior d(p,q) = d(p,q’) < d(p,q) < r.
Esto muestra que m(B,.(p)) C B, (p). Sig € B,.(p) y Pq es una geodésica entonces es posible encontrar
un levantamiento pq en M con m(q) = g. Dado que pg es normal a la 6rbita en p entonces pq tiene
la misma longitud que pg y por lo tanto ¢ € B,.(p). Esto muestra que B, (7(p)) C 7(By(p)). O

Los espacios de orbitas por lo general son espacios de Alexandrov con singularidades no suaviza-
bles. Es posible obtener una medida de cuan singular es un punto a través del espacio de direcciones.
Constltese el apéndice (' para la definicion del espacio de direcciones en un espacio de Alexandrov
y conceptos relacionados.

Corolario 4.3.3. Sean M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional > H y G
un grupo de Lie compacto y G ~ M una accion isométrica. El espacio de direcciones de p € M/G
es isomorfo a S"1/G,,, donde S™~! es la esfera unitaria en T,G-p* y G, actiia en S™1 a través
de la representacion de rebanada.

Demostraciéon Recuérdese que E% es la coleccion de direcciones que vienen de geodésicas en M/G.
En este caso toda geodésica se puede levantar a M, por lo que cualquier sucesiéon de direcciones en >3
genera una sucesion de direcciones en 7, M que contiene una subsucesién convergente. Tal direccién
se proyecta a una direccion en X5 que es el limite de la subsucesion convergente correspondiente.
Esto muestra que 5 = Y.

Cada direccion en E% tiene un levantamiento en S, y dos levantamientos estan relacionados a
través de g € G. De estas observaciones se sigue el resultado. O

Dado que S*! es una variedad riemanniana completa con curvatura seccional > 1 (de hecho
= 1) y G, acta por isometrias en S", el espacio de direcciones de un cociente isométrico es otro
cociente isométrico. Esto permite hacer demostraciones por induccion.

La proposiciéon anterior permite trasladar el problema de estudiar la topologia local de los
espacios M /G al problema de estudiar los cocientes S™/H para las representaciones de rebanada
H — O(R™*1) donde H es un subgrupo de isotropia.

Preguntas como: (P es un punto frontera de M/G? se traducen a preguntas: ;Para qué repre-
sentaciones ortogonales de G, V/G,, tiene frontera?. Esto a su vez conlleva a preguntarse, dada
una accion de G en M, ;qué grupos de isotropia G, pueden emerger de tal accion?

Un elemento importante de esta clasificacion es la cuestion de la orientacion de los elementos
de la isotropia, puesto que los elementos de O*(n) y O~ (n) exhiben un comportamiento diferente.
Por ejemplo, cuando n = 2 los elementos de O (n) actian libremente en R?, lo cual es falso para
los elementos de O~ (n).

Para esto la siguiente proposiciéon es elemental.
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Proposicion 4.3.4. Sea M una variedad riemanniana orientable y completa y G un grupo de Lie
conexo que actia por isometrias en M, entonces las isometrias pg : M — M, g € G, preservan
orientacion.

Demostracién Esto es una consecuencia de la siguiente afirmacion: toda isometria i, es difeoto-
pica a la identidad, que se sigue de la conexidad de G. O

En particular,

Corolario 4.3.5. Si un grupo de Lie conexo G actia isométricamente en una variedad riemanniana
completa y orientable M yp € M entonces la representacion de isotropia en p es especial ortogonal.

Por otro lado, atn en el caso que M no sea orientable, se puede usar el mismo argumento para
demostrar que

Proposicion 4.3.6. Si un grupo de Lie conexo G actia por isometrias en una variedad rieman-
niana completa M y p € Fij(G) entonces la representacion de isotropia en p es especial ortogonal.

Es sabido que toda transformacion ortogonal P € O(V) de un espacio n-dimensional con pro-
ducto interior es equivalente a una transformacion de la forma

Pl(zla .. .,Zl,U,UJ) = (6ik1217' . 'aeiklzma —U,'LU),

con (21,...,2,v,w) EC'xRIxR*, ¢ < 1,2l+q+s=nyk; €R. Ademas P € SO(V) si y solo si
q = 0. Como consecuencia de esto tenemos las siguientes caracterizaciones de las representaciones
ortogonales de G C S'.

En cuanto a las representaciones de S':

Lema 4.3.7. Sea V un espacio vectorial n-dimensional con producto interior y St — O(V) una
representacion. La accion de S* en V es linealmente equivariante a la accion

ez, ..., z,w) = (M2, ... ™02 w) (4.1)

con (z1,...,2,w) € C! xR®, 2l +s=mn y k; € Z. La accion es efectiva si y solo si (ki;...;k) = 1.
Para el caso de Z,, C S':

Lema 4.3.8. Sea V' un espacio vectorial n-dimensional con producto interior y L, — O(V) una
representacion. La accion de Z,, en V es linealmente equivariante a la accion

6i%(zl, Ce 2L 0, Ww) = (6ik1j7277r21, . ,eikl%zl, (—1)7v,w) (4.2)

con (z1,...,2,v,w) € CL xRI xR, g <1,2l+qg+s=nyk; €Z conk; <m. La accion es
efectiva si y solo si (ki;...;k) = 1. Adn mds si ¢ = 1 entonces m es par. Decimos que la accion
es singular cuando q=1ys=n—1.

Notese que los puntos fijos de dichas acciones estan contenidos en las componentes R?.

Un problema importante en el estudio de los espacios de orbita es el de determinar su frontera
(véase para la definicion). Por el teorema de alma de Perelman la presencia de frontera
y su forma brinda informacién importante del espacio de érbitas y consecuentemente de la variedad
original. Los siguientes teoremas caracterizan por completo la frontera del espacio de 6rbitas para
un S'-espacio.
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Lema 4.3.9. Cualquier accion isométrica y efectiva de Ly, en S™ satisface OS™Zy, = 0 si y solo
si es no singular.

Demostraciéon Si n =1 el resultado es inmediato. Supongamos que n > 1. Dado que las orbitas
son 0-dimensionales, las rebanadas son abiertos n-dimensionales con fronteras (n —1)-dimensionales
= S"~1. El espacio de direcciones X, en S"/Zy, es isomorfo a S*~! /G,,. Basta con demostrar que
si la accién es no singular entonces todas las acciones de isotropia G son no singulares y que si la
accion es singular entonces existe p € S™ tal que la accién de G, es singular, el resultado se seguiria
por inducciéon. Ambas afirmaciones son una consecuencia sencilla de 4.2. O

Lema 4.3.10. Cualquier accion isométrica y efectiva de S' en S™ con n > 2 satisface OS™/S? = ()
si y solo si codim Fij(S') > 2.

Demostraciéon Si n = 2 entonces el resultado es inmediato.
Sea S una rebanada en p. 95 es una esfera de dimension (n — 1) o (n — 2), dependiendo de si

p € Fij(S') o no. Si p ¢ Fij(S') entonces por , Gp & Z,, actia de manera no singular en S,
y luego ¥, 2 S"~1/G,, no tiene frontera. Si p € Fij(S') entonces de se sigue que la accion de
S! en §"7? C 8, satisface codim Fij(S,) = codim Fij(S') — 2. La demostracion se puede terminar
por induccion. O]

Esto da una caracterizacion completa de los puntos frontera del espacio de érbitas para acciones
isométricas de S'.

Teorema 4.3.11. Sea M wuna variedad riemanniana completa con una accion isométrica de S'.
7(p) € M/S' es un punto frontera si y solo si p pertenece a una componente N C Fij(S') de
codimension 2 ¢ la representacion de isotropia en p es singular.

Ahora pasamos a tratar el caso en que M/G es una variedad diferenciable. En este caso es
posible inducir una estructura riemanniana sobre M /G de forma que el mapeo cociente sea lo méas
parecido a una isometria:

Definicion 4.3.1. Seanw : M — N una sumersion entre variedades riemannianas. Para cadap € M
podemos descomponer el espacio tangente en T,M = Nucdn|,®Nucdr|; . Los vectores en Nucdr|,
son llamados vectores verticales y se escribe T,M" = Nucdr|,. Los vectores en Nucd7r|j; son
llamados vectores horizontales y Tth = Nuc d7r|j;, Se dice que T es una sumersion riemanniana
si dm preserva la métrica en vectores horizontales. Es decir, si v,w € Tth entonces

gn (dm(v), dm(w)) = g (v, w)

Cuando 7 : M — N es una sumersion riemanniana y X € 2 (N) es un campo vectorial, existe
un tnico campo diferenciable, llamado el levantamiento de X a M y denotado por X, tal que
dr(X) = X y X|, € T,M" para todo p € M. La existencia y unicidad de dicho campo es clara
puesto que dr restringida a T, M h es un isomorfismo. La diferenciabilidad del campo puede verse
tomando cartas coordenadas adaptadas al caso.

Se usaré la siguiente notacion: si W € 2 (M) entonces se puede descomponer a W de manera
Gnica como

W =w"+wv

donde W es un vector horizontal y W es un vector vertical.
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Sea V' un campo vectorial vertical y X € 2 (NN).Notese que V' esta m-relacionado con 0 y luego
dr([V,X]) = [dr(V),dr(X)] =0 (4.3)

por lo que [V, X] es un campo vectorial vertical. También, si X,Y € 2°(N) entonces

dr([X,Y]) = [drn(X),dn(Y)] = [X,Y]

y luego la componente horizontal de [X,Y] es [X,Y].

Proposicién 4.3.12. Sea 7 : M — N una sumersion riemanniana. Si X,Y € 2 (N), y VM y
VY denotan las conexidnes de Levi-Civita de M y N, respectivamente, entonces

==l
VY = VY + XY
Demostracion Por la formula de Koszul

0, Vg(X,Y) =0 ya que g(X,Y)

En el caso que Z = V sea vertical entonces g(X,V) = g(Y,V) =
,X) = 0 por el comentario anterior.

es constante a lo largo de las fibras y g([X,V],Y) = g([Y, Z]
Luego la féormula se reduce a

QQ(V%I?, V) = g([Y, Y],V) = g([X7?]U7V)

Es decir, la componente vertical de VY es §[X,Y]".
Si Z = W es horizontal entonces Wg(Y,X) = Wg(Y, X) y g([X,Y],W) = g([X, Y], W) y luego

2g(vA7/[?,W) = XQ(Y7 W) + Yg(Xa W) - Wg(Xa Y) +g([Xa Y]ﬂ W) - g([Xv W],Y) - 9([Ya W]vX)
= 29(VYY, W) = 29(VYY, W)

Por lo que la componente horizontal de Vﬂ%? es V%Y. O

Teorema 4.3.13 (O’Neil). Seaw: M — N una sumersion riemanniana y X,Y € 2 (N). Entonces

KN(X7Y) :KM(Y’?>+ |[X’Y]v‘2 (44)

=

donde Kn y Ky; denotan las curvaturas secionales en N y M respectivamente.
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Demostracion Sean X,Y € 2 (V) un par de vectores ortonormales. Por la proposicién anterior:
Ky(X,Y)=RmMX,Y, X Y) = g(VeV5X — V¢V X+V[XYY?)

_ I
=9(V7(VXX)—VY(VYX+§[Y7X} )+ Vv +Vxy.X.Y)

(X

= 9Ty TxX ~ TxVy X + Vixy X - LV5lV X1 + Vi X
+ oV RXP - LK, Ty X))
= (Vv VxX — VxVy X + Vixy X, Y) — g(VxlV, XI% V) + (Vg 3. X, 7)
— Bm(X,Y.X.Y) - Lo(Vx [V X]"T) 4 g([X.V]". K.¥] - V[X.V]".¥)
3 _

= Rm™(X,Y,X,Y) — §g(V7[X,?]U, Y)

= RmM(X,Y,X,Y) - = (Xg([X,Y]",Y) - g([X,Y]", V%Y)

:RmN(X7YvX7Y)+ H ]U|2

=W N w

O

Proposicion 4.3.14. Si G actia por isometrias en una variedad riemanniana M de tal forma que
M/G es una variedad diferenciable (v.g. G actia libremente, o mds en general existe un solo tipo
de isotropia), entonces existe una unica métrica en M/G tal que m: M — M/G es una sumersion
riemanniana.

Demostracion El espacio tangente de M/G en p = 7(p) es isomorfo al complemento ortogonal
de T,,G - p. Definase una métrica en TzM /G a través de la identificacion previamente mencionada.
Dicha métrica esta bien definida puesto que la eleccion de métrica depende del punto p € p, sin
embargo entre cualquier par de dichos puntos existe una isometria g € G que lleva el uno al otro;
esto muestra que la elecciéon de métrica no depende del representante p € p.

Por la manera que fue definida la métrica en M/G es inmediato que 7 : M — M/G es una
sumersion riemanniana. O

Como consecuencia

Corolario 4.3.15. Si M es una variedad riemanniana con curvatura seccional positiva y G es
un grupo de Lie que actia por isometrias y libremente en M entonces M/G es una variedad con
curvatura seccional positiva.

Ejemplo Sea S?"*! C R?"+2 = C"*! ]a esfera unitaria con la métrica canénica (inducida por la
métrica euclidiana de R*"2). La funcién m : St x C**! — C"*! definida por

m(z, (wo, ..., wy)) = (z2wo, ..., 2Wy,)

define una acciéon de S' en C**!. Dicha acciéon es isométrica y lineal, y por lo tanto se restringe
a una accion isométrica St ~ §?"*1. La accion es libre y por lo tanto el cociente S?"*+1/S! tiene
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una estructura de variedad riemanniana para la cual 7 : S?"*! — §27*1/Sl es una sumersion
riemanniana. La variedad S?"*1 /S! es llama el espacio proyectivo complejo n-dimensional, denotado
por CP™, y la métrica inducida es llamada la métrica de Fubini-Study.

Por el corolario anterior la curvatura seccional de CP™ con la métrica Fubini-Study es > 1. Para
analizar con mayor detalle la curvatura del espacio en cuestion sea V el campo vectorial unitario de
S?7+! tangente a las orbitas de S'. Este campo forma una base del espacio vertical en cada punto.
Sean X,Y campos vectoriales de CP™ y sean X y Y sus levantamientos basicos a S?"*1. Dado que
la componente vertical de VY es %[Y7 Y]? entonces tenemos que

[Y’ ]v V) = g(VY?, V)
= 79(?7 VYV)

g(

Dado que la métrica en S?"+! es la métrica inducida, la conexién en S?"*! es la proyeccién a
TS?"*1! de la conexion candnica en R?" (véase A .1) y luego

9(YV,V5V) =g(Y,VE'C)

R2"+2 — C"*! tiene estructura compleja y es posible multiplicar los vectores tangentes por
i =+/—1 € C. Notese que

od,
iy = 2 iei'p) = —p

S?7*1 que apunta hacia el interior. Por lo tanto

y luego iV es el campo normal a

95X, YL V) = g(YV,VE"V)

= g(V. —iVE"iv)
= g(V,iVE"N)

Donde N es el campo normal a S?”~! que apunta hacia el exterior. Dado que VR;TLN = X, resulta
que

g( [X,?],V) = g(Y,iX)

N | =

Lo cual implica que
X, Y[ = 4g(V,iX)?

Esto muestra que paran > 1, CP™ es una variedad riemanniana (2n-dimensional) con curvatura
seccional en el rango [1,4]. Este ejemplo es especialmente relevante si se compara con puesto
que muestra que el resultado de la esfera i—pinchada es preciso en el caso de dimensién par.

4.4. Campos de Killing

Sea M una variedad riemanniana.

Definicion 4.4.1. Una familia de difeomorfismos a un pardmetro es una accién de R en M, {¢}.
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Una familia de difeomorfismos a un pardmetro también es llamada flujo. Obsérvese que las
familias de difeomorfismos a un parametro son los subgrupos a un parametro de Dif(M).

Toda familia de difeomorfismos a un parametro define un campo vectorial X a través de la
formula

d

Xp = %wt(p)-

Dado que todo campo vectorial puede ser interpretado como una ecuacién diferencial ordinaria
de primer orden todo campo vectorial define un flujo local. Esto es, existe una vecindad U de
M x {0} en M x R junto con un mapeo suave u: U — M tal que

1. 1(0,p) = p;
2. pu(t+s,p) = p(t, u(s,p)), siempre y cuando (t,p), (s,p), (t + s,p) € U;
3. X, = Loy (p).

Cuando U = R se dice que el campo es completo. Cuando M es una variedad compacta todo
campo vectorial sobre M es completo. También si M es una variedad riemanniana completa y
X € Z (M) es tal que | X| < C para alguna constante C' entonces X es completo.

En el caso que una familia de difeomorfismos a un parametro o flujo {y;} sea una accion
isométrica, i.e., p; € Iso(M) para toda ¢t € R, se dice que {®;} es una familia de isometrias a un
parametro o que es un flujo isométrico.

Definicion 4.4.2. Un campo de Killing en una variedad riemanniana M es un campo X que
proviene de un flujo local isométrico. Al conjunto de campos de Killing se le denotard por K(M).

De la definicién es inmediata la siguiente proposicion:

Proposicion 4.4.1. Sea p : M x(—¢,e) = M un flujo isométrico y X el campo de Killing inducido,
entonces

dp(X) = X.
Demostracion (dg;),(Xp) = £ (0:(0s(p)) = 4 (0s(0:(p))) = Xop(t)p- O

Obsérvese que si {¢:} es un flujo isométrico y X es el campo de Killing inducido entonces

Lxg(Y,Z) = lim 9((0}) (). (7)1 (2)) — 9(Y. Z)
’ t

t—0

=0.
Ademas
Lxg(Y,2) = X(9(Y, 2)) —g([X,Y], Z) = g(Y,[X, Z]) = g(Vy X, Z) + (Y, V2 X),
por lo que:
Proposicion 4.4.2. Un campo vectorial X es de Killing si y solo si
g(VyX,Z2)+g(Y,VzX)=0 (4.5)

para todo Y, Z € 2°(M). O bien, siy solo si el automorfismo lineal VX € o(T'M) es antisimétrico
con respecto a g.
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El subconjunto de automorfismos antisimétricos con respecto a un producto interior forma un
espacio vectorial por lo que R(M) es un subespacio vectorial de 2 (M ). Ademéas como la derivada de
Lie es un homomorfismo de élgebras de Lie £ : 2 (M) — Der(T(M)) entonces Lix y] = [Lx, Ly],
y luego si X, Y son campos de Killing entonces Lix yi(g) = [Lx,Ly](g) = 0.

Corolario 4.4.3. (M) es una subdlgebra de Lie de 2" (M).

Dado que las isometrias preservan geodésicas, si y es una geodésica y {¢:} es un flujo isométrico
entonces @¢(y) = 7 es una geodésica para todo t. Esta variacion por geodésicas induce un campo
de Jacobi en vy =« y por lo tanto

Proposicion 4.4.4. Si X es un campo de Killing y v es una geodésica, entonces X|, es un campo
de Jacobi.

Proposicion 4.4.5. Un campo de Killing estd univocamente determinado por X, y (VX), para
cualquier p € M.

Corolario 4.4.6. dim(R(M)) < n(n+1)/2.
La accién isométrica de un grupo de Lie provee de numerosos ejemplos de campos de Killing.

Definicion 4.4.3. Sea G un grupo de Lie actuando por isometrias en M y x € g. El subgrupo a
un parametro generado por X define un flujo isométrico en M, pexp(ia) : M — M. El campo de

Killing generado por este flujo es llamado el campo de Killing asociado a x y es denotado por X.
Llamamos a la funcion inducida ¢¢ : g — K(M).

Proposicion 4.4.7. Sea G un grupo de Lie actuando por isometrias en una variedad riemanniana
M. ¢ es un antihomomorfismo lineal, es decir,

b6 ([z,y]) = —[dc(z), pa(y)],

donde el corchete en la parte izquierda denota el corchete en el dlgebra de Lie g y del lado derecho
denota el corchete de Lie de campos vectoriales.

Demostracion Sea u: G x M — M la accién isométrica.

Para ¢ € gsean ¢ : Rx M — My ¥* : RxGx M — G x M los flujos dados por
Y*(t,p) = exp(tx)p y ¥*(t,g,p) = (exp(tz)g,p). Es claro que po U* = * o (Id x u) por lo que
pc(x) = dpu(X), donde X es el campo generado por U?.

Notese que )N((g,p) = ((X4)g,0) € TyG x TyM = T4 ,)(G x M) donde Xg es el campo derecho-

invariante generado por . Por tanto, AX +Y = AX 4+ Y, y luego ¢a(Az + y) = Mg (z) + dpa(y).

Por otro lado si 9¥7(t) = g - exp(tx) es el flujo del campo izquierdo-invariante X; generado por
x entonces el flujo W(t,g) = (¥*(t,g7 1))~ ! = exp(—tx) - g es el flujo del campo derecho-invariante
—X 4. Esto es, el diagrama

idX1

RxG——RxG
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es conmutativo, donde i es el mapeo inversion i(g) = g~!. Luego X4 = di(X;), y en particular

[X4,Yale = [di(X;),di(Y3)]e = die([Xi,Yi]e) = —[X:,Yile = —[z,y], es decir [X4,Yy] es el campo
derecho-invariante generado por —[z,y] € g.
Dado que du([V,W]) = [du(V), du(W)], el resultado se sigue de lo mencionado arriba. O

Si M es completa y G = Iso(M) la funcion ¢rso(ar) : Jso(M) — R(M) es un isomorfismo
lineal: es inyectiva ya que si un subgrupo a un parametro de isometrias de M induce el campo 0
entonces el subgrupo es el trivial. Ademas, es suprayectiva, ya que todo campo de Killing induce un
flujo completo. La razén de esto es que toda curva integral de un campo de Killing tiene velocidad
constante, y en una variedad completa esto implica que se puede extender indefinidamente. Luego
se puede identificar el algebra de Lie Jso(M) con el algebra de campos de Killing (M) con la
operacion

[Xa Y]jso(M) = 7[Xa Y]

Sea X un campo de Killing y Z(X) = {p € M|X,, = 0}. Si {¢:} es el flujo local inducido por X,
entonces ¢; deja fijo a Z(X). Por otro lado si ¢, deja fijo a p para toda t, entonces X,, = %g@t (p) =0.

Proposicion 4.4.8. Para un campo de Killing X, Z(X) = Fij({¢i}).

Por la proposicion Z(X) es unién ajena de subvariedades cerradas y totalmente geodésicas.
Toémese un punto p € Z(X) y sea r > 0 tal que B,(p) es normal. Si W = T,Z(X)" entonces
exp, manda W N B,(0) en una seccién normal a Z(X) en p. Sea exp,(W N B,(0)) = B (p).
Dado que ¢; conmuta con exp,, entonces ¢ (B;"(p)) = B:-(p). Ademas, no puede existir un punto
fijo x € Fij({¢¢}) N B;-(p) — {p} puesto que esto implicaria que la geodésica radial v de p a
x quedaria fija bajo las ¢; y por lo tanto X|, = 0. También, como ¢, son isometrias entonces
¢ (0B (p)) = 0B;-(p) = S*~™~1 donde m = dim(7,Z(X)). En resumen, un campo de Killing
induce un flujo sin puntos fijos en dB;-(p) y por lo tanto un campo vectorial sin ceros X* en
Sr—m=1_ Sin embargo,

Lema 4.4.9. Todo campo vectorial en una esfera de dimension par tiene un cero.

Demostracion La caracteristica de Euler de una esfera de dimension par es 2. Por el teorema del
indice de Poincaré-Hopf todo campo vectorial debe de tener un cero. O

Por lo tanto,
Corolario 4.4.10. Las componentes de Z(X) para un campo de Killing son de codimension par.

Lema 4.4.11. Sea N una componente de Z(X), p € N y Ax : T,M — T,M el endomorfismo
Ax(v) = VyX|p. Entonces T,N = NucAx.

Demostracion Sea v € T,M y 7, la geodésica radial con +/(0) = v. Dado que X|, es un campo
de Jacobi y X|, =0, el campo X|, queda completamente determinado por Vi X.

Si Vyy X = 0 entonces X|, = 0, por lo que v C N y consecuentemente v € T, N. Inversamente
siv € T,N entonces y C N y Vy X = 0. O

Sea p un cero del campo de Killing X y ¢, el flujo generado por X. Como ya se ha mencionado
si B es una bola normal entonces 9B = S"~! es invariante bajo ¢; y ademas la accién en B es
equivariante a través de exp, a la representacion de isotropia R — O(T,M).
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Sea v € T,M y considérese la curva dy,(v). Para calcular su derivada sea ¢(s,t) = @i (exp(sv))
una variacion por geodésicas. Notese que %w(O, t) = dpt(v). Por simetria,

0] 0
Dt%w - Dsaw - DSX - vaa

luego:

Proposicion 4.4.12. Sean G — Iso(M) una accidn isométrica y un punto fijo p € Fij(G); esto
da lugar a una representacion ortogonal G — O(T,M). La representacion inducida de dlgebras de
Lie g — o(T,M) estd dada por

X~V _X,

donde zes el campo de Killing generado por X. En particular si p; es un subgrupo a un pardmetro
de G y X es el campo de Killing inducido entonces

pi(exp,(v)) = exp,(dp:(v)) = expp(etvfx(v)), veT,M.

4.5. El método de Bochner

En esta seccién se utiliza la rigida estructura métrica de los campos de Killing para extraer
informacioén topologica. El método empleado es usualmente llamado el método de Bochner puesto
que fue él quien en 1940 encontré y explotd una relacion entre las formas armonicas y la curvatura
de Ricci. No se desarrollara este método, pero presentamos algunas relaciones entre el laplaciano
de ciertas funciones y la curvatura de Ricci que pueden indicar el camino hacia el método general.

En lo que sigue M es una variedad riemanniana cerrada. Recuérdese que si f € .% (M) entonces
el hessiano de f es la forma bilineal dada por Hess(f) = VV f = Vdf. Notese que

Hess(f)(X,Y)=Vx(V)(Y) = X(Vyf) - Vf(VxY)
=Xg(Y,Vf)—g(Vf, VxY)=g(VxVF,Y).

Si T es un (1,1)-tensor entonces se puede visualizar a T}, como un endomorfismo lineal T}, :
T,M — T,M. La norma de T se define como |T| = tr(T% o T') donde T* denota la adjunta de
T con respecto a la métrica. Si {F;} es un marco ortonormal local entonces |T| = tr(T* o T) =
g(T* o T(E;), E;) = g(T(E;), T(E;)) > 0. Esta norma proviene de un producto interior definido
como (T,S) = tr(T* o S), que en términos de un marco ortonormal local {F;} es simplemente
(T,S) = g(T(E;),S(E;)). Es facil verificar que (,) es un producto interior, por lo que | - | es una
norma.

Proposicién 4.5.1. Sea X un campo de Killing. Definase f : M — R como f(p) = 1/2|X,|* =
1/2¢9(X, X). Entonces

1. grad(f) =-VxX;
2. Hess(f)(V,V) = g(Vy X, VyX) — R(V,X,V, X);

3. Af =|VX|? - Ric(X, X).
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Demostracion 1. Sea Z € & (M). Dado que X es un campo de Killing, por

g\V[,2) =2 =9(VzX, X) = g(Z,-Vx X).

Por lo tanto, Vf = -V x X.
2. Sea V € Z'(M). Entonces,

Hess(f)(V,V)=g(VvV{,V)

=—g9(VyVxX,V)
—9(R(X,V)X,V) = g(VxVvX,V) = g(Vix X, V)
=—-RWV,X,V,X)— Xg(Vyv X, V) + g(VyvX,VxV)+ g([X,V],VxV).

Notese que se ha usado que V_ X es antisimétrico. Ademas g(VyX,V) = 0 y por tanto
Xg(VyX,V) = 0. Continuando con las cuentas,

Hess(f)(V,V) = -R(V,X,V,X) +g(VvX,VxV) +g([X,V],VxV)
=RV, X, V.X)+g(VvX,VxV) + g(VxV = Vy X, VxV)

3. Sea {E;} una base ortonormal de M,,. Entonces
O

Estas formulas tienen la siguiente consecuencia secilla. Recuérdese que A fdvol = d(iv r(d vol)),
i.e. Afdvol es una forma exacta.

Teorema 4.5.2 (Bochner, 1946). Sea M wuna variedad compacta, orientada, con Ric < 0. Todo
campo de Killing es paralelo. Mds aiun, si Ric < 0 entonces M no tiene campos de Killing.

Demostracion Sea X un campo de Killing. Sea f = 1/2¢(X, X) como en la proposicion anterior.
Por el teorema de Stokes,
0= / Af;
M

usando la proposicion anterior y el hecho de que Ric(X, X) <0,
0= / Af = / |[VX|? - Ric(X, X) > / IVX|? > 0.
M M M
Esto muestra que VX = 0, es decir X es paralelo. Ademas,
/ Ric(X,X) =0.
M

Si la curvatura de Ricci es negativa (de hecho basta con que lo sea en un punto) entonces es
necesario que X|p = 0. Sin embargo, VX = 0 por lo que X = 0. O
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Dado que los campos de Killing conforman el algebra de Lie del grupo de isometrias, esto implica
que si M es una variedad riemanniana compacta, orientada y con Ric < 0 entonces I'so(M) es un
grupo de Lie 0-dimensional, i.e. finito.

En el caso con curvatura seccional positiva se puede extraer informacién de los ceros de campos

de Killing.

Teorema 4.5.3 (Berger). Sea M una variedad riemanniana compacta de dimension par y con
Ky > 0. Todo campo de Killing en M tiene un cero.

Demostracion Sea X € Jso(M) y f = 1/2g(X, X). Supongase que X no tiene ceros y por lo
tanto f > 0. Como M es compacto f alcanza su minimo en p € M. Luego Hess(f) en p es positivo
definido. Por ,

Hess(f)(V,V) =g(VvX,VvX) - R(V,X,V, X).

Dado que M tiene curvatura positiva si X y V son linealmente independientes se tiene que
R(V,X,V,X) > 0. Asi si V y X son linealmente independientes y ViyX = 0 se obtendria la
contradiccion 0 < Hess(f)(V,V) = —R(V, X,V, X) < 0. Obsérvese que X|, # 0 y que como p es
minimo de f:

9(VxX,V)p = —g(X,VvX), =-1/2Vyg(X, X)(p) = Vf(p) =0, Ve Z(M).

Luego VxX|, = 0. Sin embargo V_X]|, es una transformacion antisimétrica en el espacio
vectorial 2n-dimensional M,,. Esto implica que existe V' € M, independiente de X tal que Vv X|, =
0. O

4.6. Acciones toroidales

En esta seccién se estudian las acciones isométricas por grupos de Lie abelianos.
Definicion 4.6.1. El toro n-dimensional es el grupo de Lie T™ = (S')™.
Teorema 4.6.1. Los tunicos grupos de Lie abelianos, compactos y conexos son de la forma T™.

Demostracion Sea G un grupo de Lie compacto, abeliano y conexo. Sea { E;} una base de campos
izquierdo-invariantes en G. Definase una métrica riemanniana en G declarando a {FE;} una base

ortonormal. Como G es abeliano y [E;, E;] = 0, alrededor de cada punto existen coordenadas
x; tales que % = F;. Esto implica que G es localmente plano. Por el teorema de Hopf-Killing

G =R"/ f‘, donde I' es un subgrupo de isometrias de R™ que acttia de manera totalmente

discontinua en R". Se puede demostrar que tal sugrupo debe de ser isomorfo a Z™ y por lo tanto
G =R"/7Z™ =T O

La demostracion anterior también implica que en T" los subgrupos a un parametro son las
proyecciones de lineas en R™ (cfr. ). Dicha linea esta univocamente determinada por el vector
inicial. Es bien sabido que cuando z = (¢1,...,qn) €s un vector tal que sus coordenadas son ra-
cionalmente independientes entonces la proyecciéon de la recta txz a T™ es una geodésica que cubre
densamente al toro.

Definicion 4.6.2. Sea b el dlgebra de Lie de un toro T™. Se dice que x € § es un generador
infinitesimal de T™ si {exp(tz)|t € R} = T™.
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El parrafo anterior demuestra que todo toro tiene un generador infinitesimal.

Definicion 4.6.3. Un subgrupo T de G que es isomorfo a un toro es llamado un subtoro. Un toro
mazimal en G es un subtoro T C G tal que si T' es un subtoro con T C T" entonces T =T.

Teorema 4.6.2 (Cartan). Todo grupo de Lie posee un toro mazimal. Cualesquiera dos toros ma-
zimales T, T' C G son iguales salvo conjugacion. Esto es, existe g € G tal que T' = gTg~".

Como consecuencia inmediata se tiene que si Ty T” son toros maximales de G entonces tienen
dimensiones iguales.

Definicion 4.6.4. El rango de un grupo de Lie, rk(G), es dim(T) donde T es un toro mazimal.
Aplicado al caso geométrico,

Definicion 4.6.5. El rango de simetria de una variedad completa es el rango de Iso(M) y se
denota por simrk(M).

Sea b el algebra de Lie de un toro maximal T' de Iso(M). Estos son los campos de Killing
asociados a los subgrupos a un parametro de 7. Como h es un algebra de Lie abeliana, si X,Y € §
son campos de Killing entonces [X,Y] = 0.

Definicion 4.6.6. Se ZZ(h) el conjunto de subvariedades de M que son ceros de algin elemento
de b, es decir

ZZ(h) ={N C M|3X € b tal que N es una componente conexa de Z(X)} .

Proposicion 4.6.3. Sea M una variedad riemannianan completa y b el dlgebra de Lie de un toro
mazimal de Iso(M). Entonces:

1. Los campos de Killing en b son tangentes a cualquier N € ZZ(h).

2. N € ZZ(h) es mazximal con respecto a la inclusion (en ZZ(b)) si y solo si la restriccion de b
a N tiene dimension dim(h) — 1.

Demostracion . Sea X € h y N C Z(X) una componente conexa. Si Y € h entonces
Yg(X, X) =29(Vy X, X) = 29([Y, X] = VxV, X) = =29(VxY, X) = 0.

En la ultima igualdad se us6 que V_ Y es antisimétrica. Esto implica que el flujo de Y preserva
los conjuntos de nivel de g(X, X), en particular preserva a N y por lo tanto Y es tangente a N.

Sea X un campo de Killing en M y N una subvariedad totalmente geodésica de M. La segunda
forma fundamental de N se anula y las conexiones de N y M coinciden. Luego si X es tangente a
N entonces VX es antisimétrica con respecto a la métrica inducida en NV, es decir X también es
un campo de Killing en N.

Para la segunda parte sea X € hy N = Z(X). Sea

bln = {X|~[X €b}.
hn es una subdalgebra abeliana de Jso(N). Dado que X es 0 en N resulta que

dimb|y < dimbp — 1.
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Supongase que dim |y < dimh—2ysea Y € h linealmente independiente de X tal que Y|y = 0.
Sea Ax : Ty — TpM un endomorfismo Ax(v) = V,X. Siw € N, y v € N;- entonces por

9(Ax (w),V) = —g(w, Ax(v)) = 0,

lo cual indica que Ax preserva NPL. Por otro lado,

AX o Ay(V) = VVVXY = [V\/XV7 Y] — VYVVX,
Ay OA)((V) = VVVyX = [VVK X] - VXVVY;
también,
Vv X, Y] =[[V, X],Y] - [VxV, Y],
[VvY, X] = [[V,Y], X] - [VyV, X];

y finalmente, usando la identidad de Jacobi,
(V. X, Y] =[V,Y], X]+ [V, [X, Y]] = [V, Y], X].

Como X (p) = Y(p) = 0 resulta que Ax o Ay = Ay o Ax. Luego Ax y Ay se restringen a un
par de endomorfismos antisimétricos de N;- que conmutan entre si. Para lo que sigue se usara el
siguiente lema de algebra lineal.

Lema 4.6.4. Sean A, B :V — V un par de automorfismos conmutativos y antisimétricos con res-
pecto a un producto interior en un espacio vectorial V de dimension par. Ezxiste una descomposicion
de 'V

V=Vie oV,

en subespacios 2-dimensionales invariantes bajo A y B.

Demostracién Las transformaciones A2 v AB son simétricas y conmutan entre si. Luego son
simultaneamente diagonalizables. Sea v un eigenvector de A y AB. Obsérvese que

B() = B(;4%()) = { A(AB)(v) = X A)

y que
BA(v) = AB(v) = uw,

por lo que el espacio 4, =< {v,A(v)} > es B-invariante. Como v es un eigenvector de A% A,
también es A-invariante. Dado que A es antisimétrica y no singular v y A(v) son linealmente
independientes y consecuentemente A, es un espacio bidimensional. La antisimetria de A y B
implica que el complemento A} también es A y B-invariante. Luego se ha descompuesto a V en

V=A4,®Af,
con cada sumando invariante bajo A y B. El resultado se sigue por induccion. O

El lema anterior permite tomar un subespacio bidimensional V' C Npl invariante bajo Ax y Ay.
Dado que el espacio de transformaciones antisimétricas de un espacio bidimensional es unidimen-
sional se puede encontrar una combinacion lineal no trivial tal que Ay Ax + A2 Ay = 0 en V. Notese
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que MAx + XAy = Ay xqx,y- Sea W = M X + Y. W € b es un campo de Killing no trivial
con W|xy =0 por lo que N C Z(W). Ademas existe v € NpL tal que

V,W =0,

lo cual implica, por el lema , que v € T,Z(W). Esto a su vez implica que N C Z(W). Luego
si N es maximal entonces dim |y = dimb — 1.

Si N no es maximal entonces existe S 2 N en ZZ(h). Sea Y € b tal que S = Z(Y). Como
N # S entonces X y Y deben de ser linealmente independientes. Ademéas como Y|y es 0 entonces

dimb|y < dimb — 2.
O

Sea T™ ~ M una accion isométrica en una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional
positiva. Témese = € b un generador infinitesimal. Por el teorema de Berger si M tiene
dimensién par, el campo de Killing X generado por z tiene un 0 en p € M. Esto implica que los
elementos exp(tz) fijan a p. Sin embargo los elementos exp(tx) forman un conjunto denso de T™
por lo que todo elemento de T™ debe de fijar a p. En el caso general se tiene:

Proposicion 4.6.5. Sea T™ ~ M una accion isométrica no trivial en una variedad riemanniana
cerrada de curvatura seccional positiva. Si Fij(T™) = () entonces existe p € M tal que T™-p =S -p
para algin S' C T™, y esto ocurre solo cuando dim(M) es impar.

Obsérvese que en particular si m > 1 entonces cualquier acciéon T ~ M no es libre.

Demostracién Notese que si I' = Nuc(T™ — Iso(M)) entonces T™/I' = T* tiene las mismas
orbitas que T™ por lo que podemos suponer que la accion T ~ M es efectiva cuando sea necesario.

Sea n = dim(M). Si n = 1 entonces M = S' y la afirmacién es obvia. Si n = 2 entonces por el
comentario anterior F'ij(T™) # (.

Supongase que n > 2 es un numero impar y que m > 1 (si m = 1 la afirmacion es trivial). Sea
S! ¢ T™ un subcirculo tal que la accién inducida S' ~ M es no trivial.

Supoéngase que S! acttia libremente y por lo tanto M/S' es una variedad riemanniana de cur-
vatura positiva (véase y ).

Sea m: M — M/S! la proyeccion canénica y sea [p] = 7(p). Si g € T™ entonces g[p] = [gp] define
una accion suave de T™ ~ M ya que si b € S! se tiene ghp = hgp. La accién es isométrica puesto que
d([gp), [9q]) = inf {d(hgp, kgq) = d(ghp, gkq) = d(hp,kq)|h,k € S'} = d(S" - p,S" - q) = d([p], [q)).
Notese que S! C T™ acttia trivialmente en M/S', por lo que la accién desciende a una accién
isométrica T™ /St = Tt ~ M.

M/S! es una variedad riemanniana con curvatura positiva de dimension par junto con una accién
isométrica de T™~ 1. Por induccién Fij(T™~!) # 0, lo cual implica que existe una érbita St - p que
es invariante bajo los elementos en T™~!. Consecuentemente T™ - p = S - p.

Si S! no acttia libremente entonces existe p € M tal que SIIJ # (). Notese que si g € T™, h € Szl,
yyE Fij(S}D) entonces

h-(g-p)=g-h-p=g-p,
por lo que Fij(SIl,) es T™-invariante. Sea N una componente de Fij(Szl,). N es una subvariedad
totalmente geodésica por lo que es una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional posi-
tiva y una accién isométrica T™ ~ M. Si la accion de T™ en N es trivial entonces N C Fij(T™).
Si no, es posible elegir el circulo S' C T™ y p € M tal que Fij(S,) # M y luego dim N < n. Por
induccién existe un punto fijo o una érbita circular en N (C M). O
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Corolario 4.6.6. Sea M es una variedad riemanniana cerrada n-dimensional con curvatura posi-
tiva. Si una accion T™ ~ M es isométrica y efectiva entonces m < L%HJ

Demostraciéon Como T™ acttia efectivamente en M se puede suponer que T™ es un toro contenido
en Iso(M) y luego m < simrk(M). Sea T un toro maximal de Iso(M), se demostrara que

n+1
2

dimT < {

inductivamente. Si n = 0 el resultado es claro. En n = 1 todo campo de Killing es constante por lo
que simrk(M) < 1.

Supoéngase que n > 2.

Si n es par entonces ZZ(h) es no vacio por el teorema de Berger . Sea b el algebra de Lie
de T™ y N € ZZ(h) maximal. N es una subvariedad de codimension par por lo que dim N < n —2
y por dim by =dimbh — 1. h|y es el algebra de Lie de un toro 7" en Iso(N). Por induccion,

dim(JQV)+1J<V—§+1J

)

dim by < {

por lo tanto,
n+1
2 )

Supoéngase ahora que n es impar. Si ZZ(h) # () entonces el argumento de arriba y la hipotesis
inductiva bastan para concluir lo que se afirma, asi que supongase que ZZ(h) = . Sim = 1 la
afirmacion es cierta.

Sim > 1 la accion T™ ~ M no puede ser libre, luego existe p € M tal que el grupo de isotropia
T, es no trivial. Témese una componente N C F ij(T;,”). Por la demostraciéon anterior, se sabe que
N es T™ -invariante. Por la suposicion ZZ(h) = 0, el morfismo ¢m : h — Tso(N) es inyectivo y
luego el nicleo de la accion T™ — Iso(N) es discreto. Esto es T)' es discreto. Luego esto induce
una acciéon isométrica y efectiva T™/T;" = T™ ~ N. N es una subvariedad totalmente geodésica
y por lo tanto una variedad cerrada de curvatura seccional positiva. Por hipoétesis de induccién

m< |G| o |2, O

dimb = dimb|y +1 < {”glj 1o

Corolario 4.6.7. Sean T™ ~ M wuna accion isométrica y efectiva en una variedad cerrada y
completa M n-dimensional (n > 2) con curvatura seccional no negativa y b el dlgebra de Lie de

T™. Sim = |2 | entonces existe N € ZZ(h) de codimension 2.

Demostracion La prueba es inductiva. Si n = 2 y m = 1 entonces existe X € § no cero. Por el
teorema de Berger X tiene ceros. Por lo tanto existe F' € ZZ(h) de codimension 2.

Sean > 3y supongase que ZZ(h) # 0. Si N € ZZ(h) es maximal entonces dim h|y = dimh—1 =
|21 ]. Dado que dimb|y < L%J y dim(N) < n — 2 necesariamente dim(N) = n — 2. Es
decir, existe N € ZZ(h) de codimension 2.

Dado que para n par ZZ(h) nunca es vacio solo falta verificar que si n es impar entonces
ZZ(h) # 0. Supongase que n = 2r + 1y ZZ(h) = (. Obsérvese que, por la demostracion anterior,

T™ no actaa libremente y existe una subvariedad propia y totalmente geodésica N junto con
dim(N)+1J < {(n—1)+1J
2 2

una acciéon isométrica y efectiva T™ ~ M. Luego m < { = r. Esto es

contradictorio por lo que este caso nunca se presenta.
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Corolario 4.6.8. Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional con curvatura seccio-
nal positiva. Si simrk(M) = |(n+ 1)/2] entonces existe una accion isométrica y efectiva de S' en
M con codim Fij(St) = 2.

Demostracion Sea T' un toro maximal de Iso(M), de dimension |(n+1)/2], y b su algebra de
Lie. Por el corolario anterior existe F' € ZZ(h) de codimension dos. Esto es existe un campo
de Killing X € b tal que Z(X) contiene una componente de codimension 2. Si el subgrupo a un
parametro generado por X es un circulo entonces ya se ha terminado. Supéngase que no genera un
circulo, y sea ¢, el flujo de X. Luego N es una componente de Fij({y:}). La cerradura {¢;} es un
toro T" de dimension > 1. Sea b’ el algebra de Lie de T7, dim b’ > 1. Como la accion de T en M es
continua Fij({v:}) = Fij({7:}), consecuentemente si Y € b’ entonces Y|y = 0, lo cual implica que

dimb|y < b —dimb’ < dimb — 2.

Esto contradice la proposicion . Luego X genera un circulo. O

4.7. Conjetura de Hopf

En esta seccion b; = b;(M) denota el i-ésimo namero de Betti de M, esto es b;(M) = dim H; (M),
y la caracteristica de Euler de M es la suma alternante (M) = >, (—1)"b;(M).

Por el teorema de Gauss-Bonnet cualquier superficie compacta que admita una métrica
con curvatura seccional positiva tiene caracteristica de Euler positiva. Si M es una 4-variedad
compacta con curvatura §gccional positiva entonces su grupo fundamental es finito y por tanto
Nx(M) = x(M) donde M es su cubierta universal y N = |m(M)|. Por otro lado como M es
compacta (Teorema de Myers-Bonnet) y orientable entonces por la dualidad de Poincaré by = b3 =

0; de donde x(M) =1+ by + 1 > 0. Por lo tanto (M) > 0. Hopf conjeturs:

Conjetura 2 (Hopf). Toda variedad compacta de dimension par con curvatura seccional positiva
tiene caracteristica de Fuler positiva.

Una de las direcciones de investigacion maés fructiferas en este tema es la de suponer cierto grado
de simetria. La estructura de subvariedades fijas de isometrias permite reconstruir la informaciéon
topologica de abajo hacia arriba. Consultese [Kob95, Bre72] para mas resultados en esta direccion.

Teorema 4.7.1 (Conner). Sea X un campo de Killing en una variedad compacta. Si las compo-
nentes de Z(X) son N; entonces

X(M) = 37 x(N).

Demostracion Sean Ny, ..., N, las componentes de Z(X). Sea £ > 0 lo suficientemente pequefio
de tal forma que exp((vNV;):) sea una vecindad tubular para todo ¢ = 1,...,m, donde vN; es
el haz normal y (vN;). = {(p,v) € vNi||[v| <e}. Sean U; = exp((vN;):), Vi = exp((¥Ni)e2),
A=UU---UU,yB=M\(V U---UV,). Luego A y B forman una cubierta de M. Por la
sucesion de Mayer-Vietoris,

X(M) = x(4) + x(B) = x(AN B).

Sin embargo si {¢:} es el flujo de X entonces para ¢ suficientemente pequefio ¢; no tiene puntos
fijos fuera de Z(X) y por lo tanto en B 'y AN B. Por otro lado es facil ver que A, By AN B son
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invariantes bajo ¢;. Ademaés el flujo mismo es una homotopia de ¢, a la identidad en los respectivos
subespacios. Por el teorema del punto fijo de Lefschetz [Bre93, Teorema 23.4, pag. 254],

x(B)=0 x(AnB)=0.

A es la union ajena de U; y U; es retraible a N; por lo que x(A) = >, x(V;). Luego,
X(M) = x(4) = > x(N:).
i

O

Corolario 4.7.2. Si M es una 6-variedad compacta que admite un campo de Killing entonces
x(M) > 0.

Demostracién Sea X un campo de Killing de M. Por el teorema de Berger Z(X) no es vacio.
Sean Ni,..., N, las componentes de Z(X). Luego N; es una subvariedad totalmente geodésica de
codimension 2, es decir N; es una variedad riemanniana completa de dimensién < 4 con curvatura
seccional positiva. Por los comentarios de inicio de la seccion x(N;) > 0. Luego por

x(M) = ZX(Ni) > 0.

O

Después de haber demostrado el teorema de Grove-Searle se podra establecer un resultado
mas general, véase

La informacién homologica que se extrae de las simetrias del espacio puede combinarse con la
clasificacion algebraica de las variedades topologicas de dimensiones bajas para producir teoremas de
clasificacion. El siguiente teorema de Hsiang-Kleiner motivo posteriores esfuerzos en la clasificacion
de un espacio segun el rango de simetria como se vera en . Su demostracion se apoya en la
clasificacion de Freedman [Fre82] de 4-variedades topologicas segin la cual una variedad cerrada,
orientable y diferenciable M con 1 < x(M) < 3 debe de ser S* o CP2.

Teorema 4.7.3 (Hsiang-Kleiner, 1989). Si M es una 4-variedad compacta, orientable, con curva-
tura positiva que admite una accion isométrica St ~ M entonces x(M) < 3 y por lo tanto M es
homeomorfa a S* o CP?.

Demostracién Sean {N;} las componentes de Fij(S!). Si X es el campo de Killing inducido por
St entonces Fij(S') = Z(X) y luego

X(M) = 37 x(N).

Cada N; es una subvariedad totalmente geodésica y orientable de codimension par. Si tenemos
codim(N;) = 2 entonces N; es una variedad riemanniana orientable con curvatura seccional positiva
y por tanto N; es homeomorfa a S? (cfr. ). Por el teorema de Frankel a lo més puede existir
una esfera en Fij(S'). Luego Fij(S') consta de una esfera mas puntos aislados, o puros puntos
aislados.
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Si Fij(S') contiene una esfera, entonces la accion S! ~ M satisface las hipotesis del teorema
y por lo tanto M es difeomorfa a S* o CP2.
Supoéngase que Fij(S') = {p1,...,pm}- Los puntos fijos de la accién son puntos singulares en el
espacio de 6bitas M/S'. Para estimar la cantidad de puntos aislados fijos se usara una propiedad
general de espacios de Alexandrov

Lema 4.7.4. La g-extension de un espacio métrico compacto X es por definicion

-1
_ (4
rte X = (2> . mg)q(eXZd Ti, L)

1<J
En un espacio de Alexandrov completo X con curvatura > k > 0, si zg,...,zq son ¢+ 1 puntos
cualesquiera de X, entonces
q
> iz Tl Sa, > /3.

g+1
Si k > 0 la desigualdad es estricta.

Demostracién Sean x;x; geodésicas minimizantes. Considérense tres puntos x;,z; y xp y sea
AZ;Z;Zy un tridngulo de comparacién en R2. Por el teorema de globalizacién

b
ia:ixjxk + K.zjkl'i + K:Ck:ri.f(:j > K:i‘ii‘jfk + Ki‘j:ik:i‘i + K.’Z‘ki'i.'fj = 2.

Notese que la desigualdad anterior es estricta si & > 0.

1 1 -1
Z Lxixjay + Lxjrpr; + Loprry > Z 27 = (q—:i))- >27r = W

AIinmk Amim]‘xk

Sin embargo,

Z Lxixjxy + Lxjrrr; + Loprx; = QZZKQL‘JJS xp < q(g—1) th DI

Axixjry i j<k

Por lo tanto,
Zg:O thzxi

> /3.

g+1 /
O
Supéngase que Fij(St) = {zg,21,...,7n}. Se demostrara que zt33,, < 7/3 y luego por el lema

n < 4.

Si S = B.(x;) es una rebanada en x; entonces, por .1, la accién de S' en S es linealmente

equivariante a ' . '

626)(2:1, Zg) _ (6“61921, 62k2922),

con (ki; ko) = 1. Recuérdese que el espacio de direcciones ¥, es isométrico a S?/S! donde S? es la
esfera unitaria en T, M y S* actia a través de la representacion de isotropia. Salvo por las érbitas
0, = {(0 e*29 25) } y Oy = {( #1921,0) } la accion en S® es libre. Sea Xj, r, = (S*—(01UOy))/S!.
Dado que Xy, i, es denso en X, si se verifica que ZKJ d(z;,x;) < m para cualquier terna de puntos
en Xg, ks entonces se seguiria que xt3%,, < 7/3.
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En el caso (ki,k2) = (1,1) el cociente ¥, = S1(0)/S* C T,,S/S' es CP! que es isométrico a
S1/2(0) C R3. Nétese que cualesquiera tres puntos en S? satisfacen d(p1, p2) +d(p2, p3) +d(p1,p3) <
27. Esto ya que la distancia en S? entre dos puntos es el 4ngulo formado entre ellos, y cualesquiera
tres triangulos forman un prisma triangular en R? cuyos angulos en el vértice necesariamente suman
< 27. Notese que Sj/5(0) es S? reescalada por un factor de 1/2 por lo que ds, ,»(0) (x1,29) +
ds, 5(0)(%2,23) + ds, ,(0) (21, 23) < 7. Por lo tanto at3%,, < 7/3.

Para el caso general se construye una funcién que no aumenta distancias de X1 a X, %, Es
claro que bajo estas circunstancias xt3 X1 1 > xt, Xy, x,. Constltese el articulo original [HI(89] para
los detalles.

En conclusion Fij(S') consta de a lo mas tres puntos. Luego 1 < x(M) < 3. O

Uno de los problemas més intuitivamente sencillos y que sin embargo no ha podido ser resuelto
es la siguiente conjetura de Hopf:

Conjetura 3 (Hopf). S? x S? admite una métrica con curvatura seccional positiva.

El teorema anterior nos dice que de existir una métrica en S? x S? con curvatura seccional
positiva, ésta solo podria admitir una cantidad finita de isometrias. Sin embargo no se sabe mucho
mas.



Capitulo 5

Clasificacion

Las variedades simétricas es el tema principal de este capitulo. En la primera seccién se hace una
introduccién de una familia, junto con una subclase importante, de espacios con alto grado de sime-
tria. Alto grado de simetria se refiere a la situaciéon en la cual hay suficientes isometrias para llevar
un punto a cualquier otro. En estos espacios todos los puntos son geométricamente indistinguibles.
Este tipo de espacios son llamados homogéneos. Como se vera los espacios homogéneos pueden ser
estudiados y clasificados desde una perspectiva algebraica y en particular se han clasificado todos
los espacios homogéneos que admiten curvatura seccional positiva. Se exponen los rudimentos del
programa de clasificacion pero nos quedamos lejos de dar la clasificacion.

En la segunda seccién se exploran los espacios con méaxima simetria. Se vié en el capitulo
anterior que el grupo de isometrias G de una variedad completa M™ es un grupo de Lie y que
dim(G) < n(n + 1)/2, luego es natural preguntarse por el caso en el que dim(G) = n(n+1)/2. Se
logra una clasificacion de estos espacios, que resultan ser espacios de curvatura seccional constante.

Finalmente se expone la demostraciéon del teorema que motivo el presente trabajo. Es un resul-
tado que clasifica las variedades con curvatura seccional positiva y maximo rango de simetria, en el
sentido de

5.1. Ejemplos

En esta secciéon se presenta la familia mas importante de espacios simplemente conexos con
curvatura seccional positiva. A saber los espacios homogéneos y los espacios simétricos de rango 1.

5.1.1. Espacios Homogéneos

En esta seccion se usa el contenido del apéndice 3. Para mayor detalle consultar [Hel79, Bes07].

Una variedad homogénea es un espacio en el cual no se puede determinar la posiciéon de un
habitante por mediciones locales, cualesquiera dos puntos en el espacio son métricamente idénticos
(localmente). La familia de variedades homogéneas agotan casi por completo los ejemplos conocidos
de variedades simplemente conexas con curvatura seccional positiva: las tinicas variedades simple-
mente conexas de dimensiéon mayor a 24 que admiten métricas completas con curvatura seccional
positiva que se conocen son difeomorfas a variedades homogéneas (y mas ain simétricas). Ademés

85
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ocurre que gran parte de la informaciéon geométrica de estos espacios puede ser traducida al lenguaje
de las algebras de Lie por lo que su compresion y clasificacion se puede llevar a cabo [Wal72, Ber76].

Definicion 5.1.1. Una variedad riemanniana M es homogénea si Iso(M) actia transitivamente
en M, esto es si para todo par de puntos x,y € M existe p € Iso(M) tal que p(x) = y.

Dado que todos los puntos tienen vecindades isomorfas, es inmediato que las geddesicas se
pueden extender al infinito por lo que

Proposicion 5.1.1. Toda variedad riemanniana homogénea es completa.

Muchas veces un grupo de Lie G actia transitiva, efectiva e isométricamente en M sin ser todo
el grupo de isometrias en M, por ejemplo SO(n + 1) en S™, o R™ en R™ (por traslaciones), sin
embargo los grupos de isometrias de S™ y R™ son, respectivamente, O(n + 1) y R"™ x O(n).

Por otro lado si G acttia transitiva e isométricamente en M, p € M y K = G, entonces existe
un anico subgrupo normal N maximal contenido en K. Es facil ver que G’ = G/N actta transitiva
y efectivamente en M con grupo de isotropia K/N. Luego cualquier accion transitiva e isométrica
puede reducirse a una efectiva. Dado que a veces es conveniente trabajar con un subgrupo de
Iso(M), definimos

Definicion 5.1.2. Una variedad riemanniana M es G-homogénea si G es un subgrupo cerrado de
Iso(M) que actia transitivamente en M.

Fijemos una variedad riemanniana G-homogénea M y p € M. El subgrupo de isotropia en p,
K = G,, es un subgrupo compacto de G, y ademas por el teorema

Proposicion 5.1.2. Si M es una variedad riemanniana G-homogénea, p € M, y K = G, es el
subgrupo de isotropia, entonces M es difeomorfa a G/K.

La ventaja de trabajar con variedades homogéneas es que la curvatura de la variedad esté
completamente determinada por sus valores en un solo punto (puesto que cualquier par de puntos
tienen vecindades isométricas), y atn mas, como se verd posteriormente, estos valores a su vez
estan determinados por las estructuras de las algebras de Lie de G y K. El problema geométrico se
convierte en uno puramente algebraico.

Proposicion 5.1.3. Una variedad riemanniana G-homogénea es compacta si y solo si G es com-
pacto.

Demostracion Si G es compacto, entonces es claro que G/K = M es compacto, donde K es el
subgrupo de isotropfa G, para cualquier punto p € M. Si M es compacto, entonces por el teorema
de Steenrod-Myers Iso(M) es un grupo de Lie compacto, y G es un subgrupo cerrado por lo
tanto compacto. L]

Seap e M fijoy K = G)p. Se sabe que 7 : G — G/K = M es una sumersion y que Nucdm, = ¢.
Ademas si X € gy exp(tX) es el subgrupo a un parametro de G generado por X entonces

d —
dro(X) = & X)) =2 1X) p=X
r(X) = 3 wenptx) = L|  eap(tx) p=T,
donde X es el flujo isométrico inducido por exp(tX) (compérese con ). Esto muestra que es

posible encontrar Xi, ..., X,, campos de Killing en M tales que (X1)y, ..., (Xy), son base de T, M.
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Sea k € Ky X, € T,M el valor en p del campo de Killing generado por X € g. Entonces

dp(Xp) = % _ fu(eap(tX)p) = %  Jeap(tX) k" p = % _ cap(tAd(k)(X))-p = Ad(k)(X),

Dado que se puede identificar a T, M con g/ entonces

Proposicion 5.1.4. La representacion de isotropia de K — O(T,M) es isomorfa a la representa-
cion Adge - K — Gl(g/¥) dada por

Adge(k) om = o Ad(k)
donde w: g — g/t es la proyeccion candnica.

Si p es cualquier complemento de €, i.e. g = p @ ¢, entonces g/ es isomorfo a p, por lo que se
puede identificar a T}, M con p, sin embargo la representaciéon de isotropia no necesariamente respeta
dicha descomposicion. Asi, en términos practicos, una eleccion arbitraria no es deseable. Notese que
Ad(K) es un grupo compacto y luego (cfr. ) existe un producto interior Ad(K)-invariante en
g. Se usara la notacion (,) para denotar el producto interior en g. Sea p = £ y obsérvese que si
Xep,Yetyke K entonces

(Ad(k)(X),Y) = (X, Ad(k™1)(Y)) = 0

y por lo tanto p es Ad(K)-invariante.

Sea p un complemento Ad(K)-invariante de ¢ fijo. Juntando las proposiciones anteriores se ve
que es posible identificar a T, M con p a través de X — X, y que con esta identificacion la isotropia
actia en p a través de la representacion adjunta en p.

Proposicion 5.1.5. Sea M una variedad riemanniana G-homogénea, K el subgrupo de isotropia
enp € M yp un complemento Ad(K)-invariante de € en g. Las métricas invariantes bajo la accion
G ~ M estdn en correspondencia biyectiva con los productos interiores Ad(K)-invariantes en .

Demostracion Para evitar confusiones se usara (,) para denotar la métrica en M. Sea (,) una
métrica G-invariante en M. Definimos un producto interior en p como la métrica (,) en T,M = p.
Dado que los elementos de K acttian por isométrias en M, dejan este producto interior invariante.
La accion de K en p es a través de Adg y por lo tanto el producto interior definido en p es Ad(K)-
invariante. Si (,) es un producto interior Ad(K)-invariante en p definase un producto interior en
Tp,M a través de

<va?p>p = (X,Y)

para cualesquiera X,Y € p. Notese que este producto interior es invariante bajo la representaciéon
de isotropia. Extiendase (,) a una meétrica definiendo

(X,Y)q = {dpg ' (X), dpg ' (V)

donde g € G es cualquier elemento tal que gp = ¢. Si ¢’ € G es tal que ¢'p = ¢ entonces g'g~ ' € K
y por lo previamente mencionado la eleccion no resulta importante, i.e. (X,Y) esta bien definida.
Es claro que la métrica es izquierdo invariante. O
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Recuérdese ( ) que la funcién ¢g : g — iso(M) dada por ¢(X) = X es un morfismo de
algebras de Lie donde la estructura de algebra de Lie en iso(M) est4 dada por

[X7 Y]iso(M) = _[X7 Y]

Es decir

(X, V] = —[X,Y]
Esto adquiere una gran importancia a la luz de la siguiente proposiciéon:
Proposicion 5.1.6. Sean X,Y,Z campos de Killing en M, entonces
29(VxY, 2) = g([X, Y], 2) + 9([X, Z],Y) + ¢([Y; Z], X)
Demostracion Notese que si X, Y son campos de Killing entonces
9([X, 2], X) =9(VxZ, X) — g(Vz X, X)

Por la caracterizacion de los campos de Killing 1.5, ¢(VxZ,X) =0y —g(VzX,X) = g(Vx X, Z)
y luego

Luego si X, Y, Z son campos de Killing, X 4+ Y también lo es y por lo tanto
g(X+Y, 2, X +Y) =9(Vxiy X +Y,Z)
Se calcula cada lado de la ecuacion por separado

(X +Y. 2. X +Y) = g([X. 2], X) + g([X, Z1.Y) + g([¥, 2, X) + g([V, Z2.Y)  (5.1)

Al igualar y eliminar términos comunes la ecuacion se reduce a

g([X,Z],Y) +g([KZ]’X) :g(vavz) +g(VyX,Z) = g(vavz) +g(VXYa Z) 79([X5Y}7Z)

O
Sean X,Y, Z € p. Por el resultado anterior
2AVY,Z)=(X,Y],Z)+ (X,Z],Y)+([Y,Z],X)
Dado que [X,Y] = —W y que todo elemento de g puede ser descompuesto W = V; + V5 con

v1 €py Vo € y considerando que £ = Nuc dr,. se puede reescribir la ecuaciéon anterior como

2AVxY,Z) = ~([X,Y]p, 2) = (X, Z],,,Y) = (Y, Z]p, X)

donde X, es la componente de X en p.
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Proposicion 5.1.7. Sea G/K = M wuna variedad riemanniana homogénea, p un complemento
Ad(K)-invariante de ¢ C g y K = G, con p € M. Si se identifica T,M con p, entonces en p se
satisface

1

VxY, =3

donde U : p X p — p estd definida por
2U(X,Y), Z) = ([X, Z],Y) +([Y, Z];, X)

Dado que la curvatura es un tensor es posible obtener una férmula de la curvatura soélo en
términos de p. El siguiente teorema da una férmula general para la curvatura en cualquier variedad
homogénea M = G/G), la demostracion no es méas que un largo célculo con la formula

Proposicion 5.1.8. Si se identifica T, M con p, entonces la curvatura en p satisface

X VP~ XX Vgl )

- %([Y, [V, X]glp, X) + [U(X,Y)]* = (U(X, X),U(Y,Y))

Ejemplo Si G es un grupo de Lie con una métrica izquierdo invariante, entonces G es un espacio
homogéneo con grupo de isotropia trivial. Luego p = g y la formula 5.3, con g en vez de p, determina
por completo la curvatura de dicho espacio.

Si ademaés la métrica es Ad(G)-invariante, (i.e. derecho invariante bajo la accion de G), entonces
los mapeos ad(X) : g — g son antisimétricos con respecto a la métrica pues si se deriva la ecuacion

(Ad(exp(tX))(Y), Ad(exp(tX))(Z)) = (Y, Z)

Rm(X,Y,X,Y), = .

obtenemos
((X,Y],2) + (¥, [X, Z]) =0
Esto tiene como consecuencia que
y luego U = 0. También
—([X, X, Y]LY) = (Y, [V, X]], X) = (X, Y], [X, Y]) + (X, Y], [Y, X]) = 2[[X, Y]]
por lo que para métricas bi-invariantes la curvatura esta dada por
Rm(X,Y,X,Y) =|[X,Y])? (5.4)

Proposicion 5.1.9. Todo grupo de Lie compacto admite una métrica con curvatra seccional no
negativa.

Demostracion Dado que todo grupo de Lie compacto admite métricas bi-invariantes (cfr. ),
el resultado se sigue de la formula 5.1. O

Espacios normales Cuando el producto interior de p se puede extender a un producto interior
Ad(G)-invariante de g y se tiene que p = £+, decimos que M = G/K es un espacio normal. En este
caso el razonamiento anterior se sigue y por lo tanto la curvatura en p € M esta dada por

1
Rm(X,Y, X,Y) = Z[[X,Y]p[* + |[X, Y] (5.5)

El producto interior en g induce una métrica bi-invariante en G de tal forma que 7 : G — G/M es
una sumersion riemanniana. Obsérvese que coincide con
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5.1.2. Espacios Simétricos

Los espacios simétricos son una especie de espacios homogéneos que ademas poseen una simetria
adicional en cada punto. Sea M una variedad riemanniana y p € M. Considérese una vecindad
normal B, (p) y la funcién f, : B.(p) — B,(p) definida por

fplexp(X)) = exp(—X)
Dicha funcion es llamada una reflexion geodésica.

Definicion 5.1.3. Una variedad riemanniana M es localmente simétrica si las reflexiones geodé-
sicas fp son isometrias para todo p € M.

En ciertos casos las reflexiones geodésicas pueden extenderse a isometrias f, : M — M. Noétese
que dicha isometria est4 completamente determinada por f,(p) =p y (dfp), = —1Id.

Definicion 5.1.4. Una variedad riemanniana M es simétrica si para todo p € M eziste una
isometria f, € Iso(M) tal que f(p) =p y (dfp)p, = —Id.

Resulta que todo espacio localmente simétrico es localmente isométrico a un espacio simétrico,
méas atn (véase [[Hel79, Teorema 5.6]):

Teorema 5.1.10. Una variedad riemanniana completa, simplemente conexa y localmente simétrica
es simétrica.

Ademés

Proposicion 5.1.11. Una variedad riemanniana M es localmente simétrica si y solo si el tensor
de curvatura es paralelo, i.e. VR = 0.

Demostracion Sea M localmente simétrica y p € M. Recuérdese que VR es el (1,4)-tensor
definido por

VR(X,Y,Z,W) =VxR(Y,Z)W — R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ),W — R(Y, Z)V x W

La reflexion geodésica f, : Br(p) — Br(p) es una isometria y por lo tanto preserva la conexioén y la
curvatura. Luego VR satisface

~VR(X.,Y,Z,W) = df,(VR(X,Y, Z,W)) = VR(df,(X), df,(Y), df,(Z), df ,(W))
= VR(-X,-Y,-Z,-W) =VR(X,Y, Z,W)

En consecuencia, VR = 0.
Supéngase que R es paralelo. Se demostrara que f, es una isometria usando el teorema de Cartan
. Claramente I = —Id es una isometria de 7, M y luego, por el teorema de Cartan, basta con
verificar que, si P, es el transporte paralelo a lo largo de una geodésica radial v e I, = PyoloP_,
entonces
L(R(X.Y)Z) = R(I,(X), I,(Y)) I (2)

para todo X,Y,Z € T, M.
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Sea ~ : [077 ] = M una geodésica radial. Sean X,Y,Z € T,M y considérense sus extensiones

paralelas X,Y  Z a . Dado que R es paralelo

0=VR(,X,Y,Z)=V,R(X,Y)Z - R(V,X,Y)Z - R(X,VY)Z - R(X,Y)VZ
=V, R(X,Y)Z

Es decir, R(X,Y)Z es un campo paralelo a lo largo de . Dado que I = —Id, el resultado se sigue
de que
R(-X,-Y)-Z=-R(X,Y)Z

O

Luego, si M es una variedad completa y localmente simétrica, su cubriente universal M es
simétrico (ya que el paralelismo del tensor de curvatura es una cuestion local) y M = M /T, donde

I' 2 (M) es un subgrupo discreto de Iso(M).
En lo que resta de esta seccion solo se trabajara con variedades simétricas.

Proposicion 5.1.12. Toda variedad riemanniana simétrica es completa.

Demostracion Sea 7 : [0,]) — M una geodésica. Témese [/2 < s < [y sea p = v(s). Dado que f,
es una isometria y (dfp), = —Id, la geodésica ~y [0,5) 5¢ Mapea a una geodésica o : [0,]] = M con
o(0) =py o’(0) =+'(s). Luego =y se puede extender. O

Proposicion 5.1.13. Toda variedad riemanniana simétrica es homogénea.

Demostracion Sean p,q € M y pg una geodésica entre p y ¢ (existe ya que M es completa por el
resultado anterior). Si m € pg es el punto medio de pg entonces la reflexion geodésica f,, invierte
los extremos de la geodésica pg. Es decir f,,,(p) = q. O

Sea p € M y v una geodésica tal que y(0) = p. Si X es un campo paralelo a lo largo de 7,
entonces df,(X) es un campo paralelo a lo largo de f,(). Dado que los campos paralelos estan

completamente determinados por su valor en un punto es claro que df,(X(¢t)) = —X(—t). Témese
t € Ry definase m = y(t/2) y ¢ = y(t). Considérese el isomorfismo
Tt = fq © fm

que manda y(s) en y(s+t). Por las consideraciones anteriores, si X es un campo paralelo a lo largo
de v entonces dr(X(s)) = X (s +t), esto es dry es el transporte paralelo de v(s) a v(s +t) a lo
largo de 7. Puesto que las isometrias estan univocamente determinadas por su valor y diferencial
en un punto resulta que 7¢4s = 74 0 T,. En resumen

Proposicion 5.1.14. En una variedad simétrica M, toda geodésica v es la orbita de un subgrupo
a un pardmetro de isometrias de M cuyas diferenciales son el transporte paralelo a lo largo de 7.

Fijese p € M y sean G = Iso(M), K = Iso(M), y g, £ sus algebras de Lie respectivas.

Las transformaciones 7; reciben el nombre de transvecciones. Dada una familia a un parametro
de transvecciones en p, 7+ = exp(tX) para algin X € g, si X es el campo de Killing inducido,
entonces

(VoK)= 200ty = 2 8 r(6(0) = Dir(2) = 0
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donde Z € T,M y B : (—e,e) — M es una curva diferenciable con 3(0) = p y 5/(0) = Z, puesto
que dr; es el transporte paralelo a lo largo de 7+(p). Luego se puede dividir a g en

g={Xeg|X,=0}@{Xecg|(VX),=0}=tap

donde p se define como el espacio p = {X € g | (VX), =0}.

Desde un punto de vista intrinseco a GG, se puede definir un automorfismo en G, o : G — G,
a través de o(g) = fp_l ogo f, = fpogo fp. Notese que o = id por lo que do : g — g es una
involucién de g.

Si h € K entonces o(h) = h puesto que f, o ho f, es una isometria que fija a p y que tiene
diferencial en p igual a d(f, o ho fp) = —Id o dh, o (—Id) = h, ademas si 7, es una familia a un
parametro de transvecciones en p con campo de Killing inducido X entonces no es dificil verificar
que o(7¢) es una familia a un parametro de transvecciones en p con campo de Killing inducido —X.

Toda involucién de un espacio vectorial T : V' — V induce una descomposicion T = F; ® E_1
donde FE es el eigenespacio del eigenvalor \. La descomposiciéon se puede ver facilmente de x =
1(z+T(x)) + 2(z — T(x)). Por lo anterior

t={Xeg|do(X)=X}
p= (X € g| do(X) = ~X)

Con esta caracterizacion resulta secillo mostrar que
Proposicion 5.1.15. Los subespacios & y p de g satisfacen:

[e,¢] C ¢
[t.pl Cp (5.6)
[p.p] C t

Demostracion o es un morfismo de grupos de Lie do es un morfismo de algebras de lie y por lo
tanto do[X,Y] = [do(X),do(Y)], de donde se sigue la afirmacion. O

Esto pareceria implicar que p es Ad(K )-invariante, al menos en el caso en que K sea conexo, sin
embargo esto también es consecuencia de lo siguiente. Si h € K y 74 es una familia a un parametro
de transvecciones en p, entonces h ™! o1, 0h también es una familia a un parametro de transvecciones
en p: si 7(p) = exp,(tX) y Y = dh, ' (X) entonces

(hi oo h)(p) =h~tor(p) = h_l(empp(tX)) = expp(dhljl(tX)) = exp,(tY)

Luego se tiene que M = G/K y g = ¢t®p donde p es Ad(K)-invariante. Puesto que [p,p] C p se
tiene que U = 0 (cfr. ) ¥ que [X,Y]5 = 0 para todo X,Y € p, por lo tanto

Proposicion 5.1.16. La curvatura en p € M se puede calcular a través de la formula
R(X,Y)Z = [2,1Y. X]] (5.7)

en donde se ha identificado a T, M con p.
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Demostracion Por los comentarios anteriores y la formula , se obtiene que

Rm(X,Y, X, ¥)y = 3 (%X, YILY) + (V. 1Y, X, X))

Sin embargo la métrica en p es invariante bajo Ad(K) y por lo tanto
(2, X],Y) +(X,[Z2,Y]) =0

para todo Z € ¢, en particular para [X,Y] € €. Luego

5 QDG T YTLY) + (Y 1, XT) X)) = 3 (1, [V, XL Y) 4+ {1V, X1, Y], X))
_ % (X, [V, X]),Y) — (Y, [[Y, X], X]))
= & (X, 1V, XTL Y+ (X [Y X, V)
= <[Xv [Y7X”7Y>

Si se define un 4-tensor en p dado por S(X,Y, Z, W) = ([Z,[Y, X]], W) entonces resulta que S tiene
las mismas simetrias que el tensor de curvatura. Ademas S(X,Y, X,Y) = Rm(X,Y, X,Y). Por la
proposicion

Rm =S

y por lo tanto R(X,Y)Z = [Z,[Y, X]]. O

Definicion 5.1.5. Una descomposicion de Cartan de una dlgebra de Lie g, es una descomposicion
g==tPp tal que:

1. [e, ¢ C b

2. [t p] Cp.

3. [p,p] C L

4. El subespacio ad(E)]p (véase ) es el dlgebra de Lie de un subgrupo compacto de GL(p).

Se ha visto que todo espacio simétrico M induce una descomposiciéon de Cartan en el algebra
de Lie de G = Iso(M).

Teorema 5.1.17. Toda descomposicion de Cartan g = € ® p induce un unico espacio simétrico
M = G/K simplemente conexo, donde G es un grupo de Lie simplemente conexo con dlgebra de
Lie g y K es el subgrupo que corresponde a €.

Demostracion Sea g = £ @ p una descomposicion de Cartan. Se sabe que a toda &lgebra de Lie
le corresponde un tnico grupo de Lie conexo y simplemente conexo G tal que T.G = g. Esto se
demuestra como sigue.

Por el teorema de Ado [FT191, Seccion E.2, pag. 500] es posible encajar a g como una subalgebra
de gl(V) para algun espacio vectorial finito dimensional V. A esta subélgebra le corresponde un
anico subgrupo de Lie conexo G’ C GL(V) cuya algebra de Lie es g ( ). La cubierta universal
7 : G — G’ tiene una unica estructura de grupo de Lie tal que 7 es un morfismo de grupos de
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Lie. Con dicha estructura G tiene a g como algebra de Lie, para mostrar esto basta con ver que m
es isomorfismo local en e. Si H es otro grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie = g
entonces el isomorfismo G, = H, se extiende a un isomorfismo G = H por . Por lo tanto existe
un tnico grupo de Lie conexo y simplemente conexo G tal que G, = g.

Sea K el subgrupo de Lie conexo que corresponde a la subalgebra £ C g (noétese que ¢ es una
subalgebra de Lie por la condicion [¢, €] C €).

Sea (,) cualquier producto interior ad(f?)‘p—invariante en p. Dicho producto interior existe por

. Con esta métrica en p el espacio G/K es una variedad riemanniana homogénea.
Considérese la involucion de g dada por

0*(m):{x ret

—x x €t

No es dificil verificar que ¢* es un morfismo de algebras de Lie. Dado que G es simplemente conexo
existe un morfismo de grupos de Lie 0 : G — G tal que do = o*. Ademas como (0*)? = Id se tiene
que 02 = Id. Nétese que por la definiciéon de o* el subgrupo K queda fijo bajo la accién de o. Por
lo tanto o induce un mapeo suave f : G/K — G/K tal que f(w(x)) = n(o(z)) donde 7 : G — G/K
es la proyeccion canénica. Sea p = eK € G/K = M y obsérvese que si X € T, M = p entonces

4(X) = & FlentX)H) = % f(r(enp(tX)) = Snlolerp(tX)) = Gr(eap(~1X)) = X

y por lo tanto df, = —Id es una isometria.
Sea gec Gy X € T,,M = p, entonces

Fan(X) = 5 (g exp(tX)K) = 5 Flnly - eap(tX))

= L r(o(g - exp(tX))) = Lr(o(g) - olexp(tX)))

= (Lot (erp(—1X)) = L patotey (r(eap(~1X)))

donde L4 es multiplicar por g por la izquierda y pg : M — M es el difeomorfismo asociado. Dado
que fig es una isometria para todo g € M, entonces dfy, es una isometria y por lo tanto f es una
isometria de M. Esto muestra que M es un espacio simétrico.

Para demostrar que M es simplemente conexo se ocupa la sucesion exacta de grupos de homo-
topia para fibraciones de Serre (aplicada a la fibracion K < G — M) cuya demostracion se puede
consultar en [Bre93, Teorema 6.7, pag 453]. O

En consecuencia la clasificacion de espacios simétricos simplemente conexos se puede reducir a
un problema algebraico.

Considérese el problema de clasificar los espacios simétricos con curvatura seccional positiva. Sea
M = G/M un espacio simétrico compacto, conexo y simplemente conexo con curvatura seccional
positiva. El primer paso importante es notar que la representacion de isotropia ad(K) en p es
irreducible.

Definicion 5.1.6. Un espacio simétrico M es irreducible si la representacion de isotropia es irre-
ducible.
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Proposicion 5.1.18. Sea M wun espacio simétrico con curvatura seccional positiva. Entonces la
representacion de isotropia es irreducible.

Demostracion Se dara solo un bozquejo puesto que algunas herramientas importantes no han
sido demostradas. Se hara primero una construccion importante. Sea v : [0,a] — M una curva
diferenciable (a pedazos) en M tal que v(0) = p y y(a) = p. El transporte paralelo a lo largo de ~,
', es una isometria de T}, M. La coleccién de transportes paralelos I', para todas las curvas cerradas
en p forma un grupo llamado el grupo de holonomia, denotado por Hol(p, M). Dicho grupo actta
naturalmente en T, M y la accién Hol(p, M) ~ T,M es llamada la representacién de holonomia
en p. Es sencillo mostrar que Hol(p, M) y la representacion de holonomia no dependen de p € M,
si se toma otro punto p € M entonces los grupos son isomorfos y las representaciones isomorfas
(como representaciones). Es un teorema importante de Borel y Lichnerowicz que Hol(p, M) es un
subgrupo cerrado de O(T, M) y por lo tanto admite una estructura de grupo de Lie.

En el caso de una variedad simétrica se puede tomar cualquier curva diferenciable por pedazos
v y aproximarla por pedazos de geodésicas. Dado que el transporte paralelo a lo largo de dichas
geodésicas estd dado por un elemento de G la composicion de los transportes paralelos a lo largo de
la curva es un elemento de la representaciéon de isotropia. La aproximacion puede hacerse tan buena
como se quiera y por lo tanto I', es un elemento de la representacion de isotropia. En resumen
Hol(p, M) C K.

Ahora, si la representacion de isotropia fuera reducible, entonces la representacion de holonomia
es reducible. Sin embargo por el teorema de descomposicién de De Rham (constltese [Bes07, Teo-
rema 10.38, pag 286]) esto implicaria que M es localmente el producto métrico de dos variedades
riemannianas. Esto es imposible puesto que en un producto riemanniano siempre existen planos
con curvatura seccional zero. Luego la representaciéon de isotropia es irreducible. O

Notese que esta demostracion también indica que el problema de clasificar las variedades simé-
tricas conexas y simplemente conexas se puede reducir al caso con isotropia irreducible, pues el
teorema de De Rham permite descomponer el espacio en un producto métrico de variedades rie-
mannianas con representacion de isotropia irreducible, y ademés los factores resultan ser espacios
simétricos. Para ver los detalles de lo anterior constltese [[el79] o [Bes07].

Recuérdese (del apéndice ) que la representacion adjunta g — gl(g) induce una forma
bilineal simétrica Ad(G)-invariante, llamada la forma de Killing, dada por

B(z,y) = tr(ad(z) o ad(y))
en particular la forma de Killing restringida a p es K-invariante al igual que la métrica.

Proposicion 5.1.19. Sea p : G — GL(V) una representacion irreducible de G en un espacio
finito dimensional V' que posee un producto interior G-invariante (,). Si B es una forma bilineal,
simétrica y G-invariante en 'V entonces existe X tal que B = X(,).

Demostracion Definase el operador de forma de B a través de
(S(x),y) = B(z,y)

La simetria de B implica que S : V' — V es un operador autoadjunto. Sea FE) el eigenespacio que
corresponde al eigenvalor A de S. Si g € G y y € V entonces

(S(gz),Y) = B(gz,y) = B(z,g'y) = (S(x), g~ 'y) = (Az, g~ 'y) = (\gz,y)
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Se sigue que gz € E), o bien E) es G-invariante. Por la irreducibilidad de V se tiene que E) =V
y por lo tanto

B(z,y) = (S(x),y) = (A\z,y) = Mz, y)
O
Se sigue de la proposicion anterior que si la accion de isotropia es irreducible entonces existe A
tal que
(x,y) = AB| (z,y)

para todo x,y € p.
En cuanto a la forma de Killing en £:

Proposicion 5.1.20. La forma de Killing restringida a £ es negativo definida.

Demostraciéon Dado que K es un grupo compacto se puede extender la métrica en p a una métrica
Ad(K)-invariante en g. Esto es

(Ad(k)(x), Ad(k), (y)) = (2,9)

para todo k € £y z,y € g. Si se deriva la relaciéon anterior se obtiene

(k2] y) = —(z, [k, y])
Siz €ty {x;} es una base ortonormal de g entonces
B(z,x) = tr(ad(x) o ad(z)) = Y ([, [z, 2], 2i) = — Z([z, i, [z, 2i]) = = Z [z, ]|

Luego B(z,z) = 0 siy solo si [z, 2;] = 0 para toda i lo cual implica que [z,y] = 0 para todo y € g.
Esto implica que Ad(exp(tX)) deja fijo a todo elemento de y € p o bien Ad(exp(tz)) € K es una
isometria trivial, esto es exp(tz) = id para todo t € R, asi x = 0. O

Adn mas B(t p) = 0 puesto que las transformaciones ad(k) o ad(z), con k € ¢ y x € p, inter-
cambian a los subespacios p y €. En resumen

Proposicion 5.1.21. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible con descomposicion de Car-
tan g = € @ p. Existe una métrica Ad(K)-invariante en g tal que

1. Coincide con —AB en £, para algin A > 0.
2. Coincide con la métrica en p =T, M.

Demostracién Notese que dicha métrica estd univocamente determinada. La existencia de la
meétrica se demostro en los parrafos anteriores. La Ad(K)-invarianza se sigue de la Ad(G)-invarianza
de la forma de Killing B y de que p y € son Ad(K)-invariantes. O

En el caso que M tenga curvatura positiva la curvatura de Ricci también es positiva. Si {z;} es
una base ortonormal de p entonces

r(z,x) = ZR(%%%%) = quv [, x]], i) = *Z([xv [z, %], i) = —tr((ad(2) © ad(x))] )
No es dificil mostrar que tr((ad(x)oad(x))|p) = tr((ad(x)oad(x))h) = 1tr(ad(z)oad(z)) = B(z, z).
Por lo tanto B(x,x) = A{z,z) < 0, o bien A < 0.
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Proposicion 5.1.22. Sea M = G/K un espacio simétrico con curvatura seccional positiva. Existe
una métrica bi-invariante en G que se proyecta a la métrica de M. Mds aun la restriccion de esta
métrica a g es —AB para algin X\ > 0, donde B es la forma de Killing en g.

Demostracién La métrica bi-invariante se puede construir trasladando a —AB a través de multi-
plicaciénes por la izquierda. La métrica es bi-invariante ya que B es Ad(G)-invariante. El resto se
sigue de los comentarios anteriores. O

Dado que M tiene curvatura positiva no pueden existir subvariedades S totalmente geodésicas
y planas de dimensién > 2. Sin embargo esto se traduce facilmente a la siguiente propiedad de p.

Proposicion 5.1.23. Sea ) C p una subdlgebra abeliana, entonces exp,(h) es una subvariedad plana
y totalmente geodésica. En consecuencia si M tiene curvatura positiva y h C p es una subdlgebra
abeliana entonces dim(h) < 1.

Demostracion Sea S = exp,(h). Sea T el subgrupo conexo de G que le corresponde a h. Obsérvese
que como G es compacto y h abeliana, T es un toro. Recuérdese que si X € p entonces exp(tX) - p
es una geodésica con velocidad incial X € g = T, M y por lo tanto se puede escribir

exp,(tX) = exp(tX) - p

Luego S = exp(h)-p = T-p. Esto muestra que S es una variedad totalmente geodésica y homogénea.
Si se usa la formula para la curvatura se obtiene

kS(xay) = kM(‘Tay) = R(x,y,x,y) = <[I7 [yax]]7y> =0

donde z,y € ¢ son un par de vectores ortogonales, puesto que [z,y] = 0. Por homogeneidad S es
plano. [

Fijese un vector unitario z € p = T,M. La orbita Ad(K) -  de x bajo la representacion de
isotropfa es una subvariedad cerrada de S"~! C T, M, puesto que Ad(K) actiia por isometrias. El
espacio tangente a Ad(K) - x es el siguiente subespacio

U={ka]| ket

pues 4 Ad(exp(tk)) - = = [k, z] (véase la seccién 13.2). Luego

Ut ={yeyp|yk,z]) para todo k € £}

Usando que la métrica en p se extiende de forma Ad(G)-invariante a g, se obtiene que y € UL si 'y
solo si

<ya [k’xb = <[$,y],k‘> =0

para todo k € &, esto es [z,y] = 0. Dado que x,y no pueden generar una subélgebra abeliana
de dimension dos es necesario que y = vz, es decir Ut =< 2 >. En términos geométricos esto
indica que Ad(K) - x es una subvariedad de codimension 1 de T,M. Aunado al hecho de que
Ad(K) -z C S" !y que Ad(K) - x es compacto, se concluye que Ad(K) -z = S""1, o bien que la
accién de isotropia en la esfera unitaria de 7},M es homogénea.

Proposicion 5.1.24. En un espacio simétrico con curvatura seccional positiva la representacion
de isotropia es homogénea en la esfera unitaria.
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Definicion 5.1.7. Una variedad riemanniana M es homogénea de dos puntos si para todo par
(x,y), (z,w) € M x M con d(z,y) = d(z,w) existe una isometria f : M — M tal que f(x) =z y
fly) =w.

Proposicion 5.1.25. Toda variedad simétrica con curvatura seccional positiva es homogénea de
dos puntos.

Demostracion Sea p € M y M = G/K donde K = G,. Sea g € M. Notese que basta probar
que para todo x,y € M tales que d(z,y) = d(p,q) existe g € G tal que gr = p y gy = ¢. Sean
x,y € M tales que d(z,y) = d(p,q) y 7,58 : [0,]] = M geodésicas minimizantes y unitarias con
¥(0) =p, v(I) = ¢, B(0) =2 y B(I) = y. Dado que M es homogéneo existe ¢’ € G tal que ¢’z = p.
Sea v = p'(0) y w = dg(v) € T,M. Dado que la representacion de isotropia en M es homogénea en
la esfera unitaria existe k € K tal que dk(w) = 4/(0). Si g = kg’ entonces g € G es tal que gz = p
y dg(v) = ~'(0). Esto implica que g(8) = v y en particular que gy = g(3(1)) = v(I) = q. O

En el contexto mas amplio de los espacios simétricos (sin restricciones de curvatura) se utiliza
el siguiente invariante

Definicion 5.1.8. El rango de un espacio simétrico M, denotado por rk(M), es la dimension de
una subvariedad plana totalmente geodésica mazximal.

Con esta definicion si M tiene curvatura positiva entonces rk(M) = 1. A la familia de espacios
simétricos compactos simplemente conexos y con rango uno se le llama CROSS, que viene del inglés
“compact rank one symmetric space”. De los trabajos de clasificacién de algebras de Lie de Cartan
y Killing se sigue que todo espacio CROSS tiene curvatura seccional positiva.

Ofrecemos al lector la lista de espacios CROSS:

: Esferas S™ = SO(n +1)/S0(n).
: Los espacios proyectivos complejos: CP™ = SU(n+1)/S(U(1) x U(n)).

: Los espacios proyectivos cuaternionicos: HP™ = Sp(n + 1)/Sp(1) x Sp(n).

O Q w »

: El plano proyectivo de Cayley: OP? = F,/Spin(9). Donde F; es uno de los grupos de Lie
excepcionales.

Para finalizar esta seccién mencionamos que los espacios homogéneos con curvatura seccional
positiva fueron clasificados por Berger, Wallach, Allof, Bergery y solo se encontraron espacios no
simétricos en dimensiones 6,7, 12, 13 y 14. Variedades no homogéneas que admiten una métrica
completa con curvatura seccional positiva solo se han encontrado en dimensiones 6,7 y 13.

5.2. Variedades con simetria maxima

En la seccion se vio que el grupo de isometrias de una variedad completa se encaja en su
haz de marcos y que por lo tanto dim(Iso(M)) < dim(Mar(M)) = n(n+1)/2.
En el caso en que M compacta tenga curvatura seccional negativa entonces por tenemos

que dim(Iso(M)) = dim(Jso(M)) = 0. Estas variedades estan en el espectro negativo en relacion
a cantidad de simetrias pues solo poseen una cantidad finita de ellas. La pregunta que resalta
inmediatamente es jqué variedades poseen la mayor cantidad de simetria?

Estas deberian de ser variedades tales que dim(Iso(M)) = n(n + 1)/2. El siguiente teorema
responde la pregunta.
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Teorema 5.2.1. Si el grupo de isometrias de una variedad riemanninana completa n-dimensional
satisface dim(Iso(M)) = n(n + 1)/2 entonces M es isométrica a una de las siguientes

1. M™ si M es orientable y K = Ky (o) para algin plano o C TM.

2. RP"™ si M no es orientable.

Demostracion Supongase que M es orientable. Entonces el haz de marcos Mar(M) es una varie-
dad de dimension n(n+1)/2 con dos componentes conexas que corresponden a las dos orientaciones
posibles, sea Mar®(M) la componente de las bases positivamente orientadas (dada una orientacién
de M). Sea Iso’(M) la componente conexa que contiene la identidad. Iso’(M) es un grupo de Lie
conexo y n(n + 1)/2-dimensional que se encaja en Mar(M). Luego la imagen esta contenida en
alguna de las dos componentes conexas que, por la manera en que se define el encaje, debe de ser
Mar®(M). Ademas la condicién sobre la dimension implica que la imagen de Iso?(M) es abierta y
por lo tanto es todo Mar®(M).

Notese que esto quiere decir quesip, g € M y {v1,...,v,} vy {w1, ..., w,} son bases orientadas de
M, y M, entonces existe f € Is0°(M) tal que f(p) = f(q) y df (vi) = df (w;). En particular Iso(M)
actuia transitivamente sobre 2-planos o C T'M. Dado que las isometrias preservan la curvatura se
ha demostrado que la curvatura seccional es constante.

En el caso M no orientable Mar(M) es una sola pieza por lo que la imagen de Iso(M) en
Mar(M) es todo Mar(M) y la conclusion anterior es aplicable a este caso.

Por el teorema de Killing-Hopf si M tiene curvatura seccional constante k£ entonces debe
de ser isomorfa a M™* /T, donde T' es un subgrupo de isometrias que actiia de manera totalmente
discontinua en M.

Sea X un campo de Killing en M. El campo se puede levantar a M ™K 5 través de la aplicacion
cubriente 7 : M™F — M™% /T' = M a un campo de Killing X. Esto es inmediato de la caracteriza-
cién de los campos de Killing . El flujo de )Z', ¢4, desciende al flujo de X, ¢, en el sentido que
m(@i(x)) = pi(m(z)). Esto implica que las isometrias @; conmutan con I'. La asignacion X +— X es
inyectiva por lo que si G es el subgrupo de I'so(M™F) que desciende a una isometria en M entonces
dim G > n(n+1)/2. Sin embargo dim I'so(M™*) = n(n+1)/2 por lo que G contiene la componente
conexa de Iso(M™*). Consecuentemente I' estd contenido en el centro de Iso®(M™*).

Ahora se analizan los casos particulares.

1. Si k > 0 entonces Iso(M™*) = O(n + 1). La componente conexa de la identidad de O(n + 1)
es SO(n + 1) y su centro es {£I}. En este caso I' = {I} o {I,—I} por lo que M = S" o
M =RP".

2. Si k = 0 entonces Iso(M™*) = R" x O(n). Iso®(M™F) = R™ x SO(n) y su centro es {I}. En
este caso ' ={I} y M =R"™.

3. Si k < 0 entonces Iso(M™*) = O(1,n). El centro de O°(1,n) es {I}. En este caso ' = {I} y
M=M"K. O

5.3. Variedades con rango maximo
En esta seccion se demostraré el teorema de Grove-Searle de [GS94] . Dado que la clasificacion

de variedades con curvatura seccional positiva de dimension < 3 esta resuelta, en todo lo que sigue
se supondra que dim M > 4. Se usara la siguiente notaciéon, si G ~ M entonces 7 : M — M/G
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es la proyeccion canonica, si p € M se escribird p = 7(p) y en general para subconjuntos N C M,

N =m(N)=N/G.
El apéndice 1) contiene la demostraciéon de las descomposiciones de los espacios utilizados a
continuacioén.

Lema 5.3.1. Sea G un grupo de Lie, M una variedad riemanniana cerrada con curvatura positiva
y G ~ M una accion isométrica y efectiva. Si N es una componente de Fij(G) tal que

1. Eziste € > 0 tal que G, = {e} para todo p € B.,(N) — N.
2. N es la frontera de M.

entonces existe una unica orbita G -p a mdxima distancia de N y G actia libremente en M — (N U

G -p).

Demostracion M/G es un espacio de Alexandrov compacto con curvatura positiva (cfr. )y
frontera totalmente geodésica N. Por el teorema del alma de Perelman y su corolario
existe una tnica 6rbita G - p a distancia maxima de N.
Seage M — (NUG - p). Por cualquier par de geodésicas gn y gpcon m € Ny p=G -p
satisfacen
Angp > /2.

Levantando las geodésicas es facil ver que esta propiedad permanece valida en M, a saber si gn
y gs son geodésicas con n € N y s € GG - p entonces

Angs > /2. (5.8)
Supéngase que la isotropia en ¢ es no trivial. Sea S una rebanada en ¢ y V = T,S. Si V%
son los puntos fijos de la representacion inducida de G, se sabe, véase , que los puntos en
S Nexp, (V) tienen isotropia Gp.
Se usara la notacion de , es decir, si B C M definimos

’ ’ . . . L. .
B, ={7'(0) € V[y:[0,]] = M es una geodésica unitaria y minimizante con v(0) = q y v(I) € B}.

Dado que N y G - p son G-invariantes tenemos que Né y G - pj son G-invariantes. Sea S =
0B1(0) C V la esfera unitaria y r > 0 la distancia minima tal que existe v € S con N’ C B (v). Si
¢ € G - p, entonces por N' C By ja—.(—=€) para algiin € > 0 adecuado, por lo que 7 < 7/2. Sean
vtal que A C BS(v) y w' = ngG gvu, notese que w’ es Gp-invariante y que si £ € N’ entonces

P

w’-€=/ gv~£=/ vog e >0,
geGy 9geGy

por lo que w’ # 0y Lw'é < 7/2 para todo ¢ € N'. Luego existe w € V& tal que Lwé < /2

para todo £ € N’. La formula de primera variacion (A.9 o bien ) junto con las observaciones
anteriores implican que existen puntos ¢’ € M con la misma isotropia pero tal que d(¢’,N) <
d(q,N).

Se puede reformular la conclusion de la siguiente manera: el conjunto
{d(¢, N)|d(d',N) < d(q,N) y G, = G, }

es abierto. Sin embargo también es cerrado pues la acciéon es continua y por lo tanto existen puntos
¢’ € M arbitrariamente cerca a N con isotropia no trivial. Esta contradiccién muestra que G, es
trivial, es decir G acttia libremente en M — (N UG - p). O
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Necesitaremos un lema de caracter topologico.

Lema 5.3.2. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si la representacion de isotropia en p € N
actia transitivamente en la esfera del espacio normal S1(0) C T,,NJ- y G-p=7D es una orbita a
mdxima distancia de N entonces existe € > 0 suficientemente pequerio tal que

1. N2 N 2 9D.(N/G) =2 dD.(p) = .
2. OD.(N) =% 8D.(G - p).

3. M = D.(N)U, D.(G - p).
4.

D.(N) =2 9D.(N) x g Deedim(N) - donde G actia en D a través de la representacion de isotropia
en cualquier p € N.

Demostracion Se divide la demostracion en dos partes.

(1,2,3) La demostracion de los primeros incisos consiste en usar teoria de puntos criticos de funciones
de distancia para construir un par de flujos y los difeomorfismos deseados.

Por el lema anterior M —(N —p) es una variedad riemanniana y 7 : M —(NUG-p) — M —(N—p)
es una sumersion riemanniana. Por las funciones dy y dg.p no tienen puntos criticos en
M — (N UG -p), y las funciones dy y dy tampoco poseen puntos criticos en M — (N U p).
Luego si € > 0 es tal que Ba.(N) y Ba:(G - P) son vecindades tubulares, entonces es posible
construir un par de campos vectoriales de tipo gradiente en M —(NUG-p) y M — (N Up). Este
par de campos se puede tomar de modo que el campo en M sea un levantamiento del campo
correspondiente en M. Estos campos inducen flujos ¢ : M xR — M y o : M xR — M que
a su vez permiten la construccion de difeomorfismos (véase )

M — (De(N) U De(G - p)) = OD:(N) x [0,1] (5.9)
M~ (DE(N) U Ds(ﬁ)) = 8DE(N) X [07 1]
En particular 0D.(N) = 0D.(G - p). Sin embargo, como el campo en M se tomd como un

levantamiento del campo en M, los flujos son equivariantes y por lo tanto el difeomorfismo
OD.(N) = D.(G - p) es un difeomorfismo equivariante.

Sea p € N, definase V. = T,M y W = T,N. La representaciéon de isotropia respeta la
descomposicién

V=waowt

y actiia trivialmente en W. Por la hip6tesis de homogeneidad W+ /G = R* y por lo tanto

V/G =W xR,

Por el teorema de la rebanada esto es homeomorfo a una vecindad de p en M/G y luego
M —p tiene una estructura de variedad riemanniana con frontera (totalmente geodésica) N.
En particular D.(N) = N = N.

Por otro lado si S = D.(p)* es una rebanada en p entonces D, (D)
es homeomorfo a D.(0)/G, donde D.(0) C T,S. Luego 0D.(p)
). Consecuentemente N == Y.

1R

D.(p)*t/G. A su vez esto
0D.(0)/G, = Zp (véase

La afirmacién en el inciso 3 es una consecuencia de la descomposicion
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(4) Sean D = {(p,v) € vN|lv| <e} y S =09D (VN es el haz normal). Nétese que
S = {(pv) € vNlo| = ¢}

La funcién exponencial lleva D en D.(N) y S en dD.(N). Luego es suficiente demostrar que
D>~S X Dcodim(N).

Seap € N, D' =T,Nt N B.(0) y & =0D'. D' es un disco de dimensién codim(N). Témese
z € S’ fijo. Por la homogeneidad de la representacion de isotropia en S’, para cada y € S’
existe g € G tal que gy = x para algin A > 0, llamamos p(y) = g a dicho elemento. Notese
que p(y) es tnico ya que si hy = Az y gy = Az entonces h™'gy =y, es decir h™1g € G, sin
embargo como y ¢ N entonces G, es trivial por hipétesis.

La funcién p : S’ — G es diferenciable. Para ver esto notese que la accion de G en S’
u:Gx8 =9

es una sumersion y luego T = ;1 () es una subvariedad de G x S”. Si g : G x S" — S es la
proyeccion, por lo anterior wgs restringida a 7' tiene un inverso diferenciable ig:. Por lo tanto
p = 7Tg otig es diferenciable. Notese que si p(g-y) - (¢-y) =« entonces (p(g-y)-g)-y=xy
por lo tanto p(y) = p(g - y)g o bien p(g-y) = p(y)g~".

Se define ¥ : S x D’ — D como

U(q,ty) = tp(y) - q, yeS yyelo,1].

Tomese g € Gy (q,ty) € Sx D' cony € S yte[0,1], y calcule

“legg=tply) - q=V(q,ty).

U(g-q.9-(ty) =V(g-qtg-y)=tplg-y)-(9-a) =tp(y) g
Por lo tanto existe una tnica v : S xg D’ — D diferenciable tal que el siguiente diagrama
conmuta:

SxD' Y D

e
SXGD/

Si¢ =t¢ € BcongeSyte]l0,1] entonces por definicion de p, ¥(q,tx) = q. Esto es ¥
y por lo tanto 1 son suprayectivas. Ademas si U(qy,t1y1) = ¥(qo,tay2) entonces t; = to y
p(y1)qr = p(y2)gz 0 bien p(y2)~'p(y1)q1 = g2- Dado que p(y1)-y1 = =y p(y2)-y2 = = entonces

p(y2) "' p(y1) - y1 = y2. Por lo tanto si g = p(y2) ' p(y1), entonces g-q1 = qa y g- Y1 = Y2, €s
decir [(¢1,t1y1)] = [(g2, t2y2)]. Consecuentemente 1 es inyectiva.

No es dificil verificar que 1 no tiene puntos criticos y por lo tanto ¥ es un difeomorfismo. [

Si G ~ M es una accién isométrica que satisface las condiciones anteriores, la topologia de
M queda completamente determinada por la isotropia de la 6rbita més lejana a la frontera en el
espacio de orbitas.

El caso mas sencillo de analizar es cuando G es abeliano. En esta situacion por los teoremas de
la seccién se puede reducir atn mas, al caso G = S*.
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Lema 5.3.3. Sea M una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional positiva. Si S ~ M
es una accion isométrica y efectiva tal que Fij(S') contiene una componente de codimension 2
entonces la accion satisface las condiciones de los lemas anteriores o M = RP™.

Demostracion Sea N la componente de Fij(N) que tiene codimension 2. Por el teorema de
Frankel N es la tnica componente de codimension 2. Recuérdese, ,que p € M es un
punto frontera si y solo si p est4 en una componente de Fij(S!) de codimensién 2 o la representacion
de isotropia en p es singular.

Supéngase que la representacion de isotropia es no singular en todo punto. Luego OM = N.
Ademsas dado que el normal a N tiene dimensién 2, S' debe acttar libre y transitivamente sobre el
haz normal. Consecuentemente S' ~ M satisface las hipotesis de los lemas anteriores.

Supoéngase que la representacion de isotropia en p es singular, es decir linealmente equivariante
a

[](z1, 22, 2n) = (1) 21, 29, . ., 20). (5.10)

Obsérvese que esto solo sucede cuando n = 2m y M es no orientable (véase ). Como la
representacion de isotropia es efectiva necesariamente sucede que G, = Zy. Notese que por p pasa
una componente N C F'ij(Zz) de codimensién 1. Por el teorema de Frankel si @) es otra componente
de Fij(Zs) entonces @ debe de ser 0-dimensional, es decir un punto aislado. Por esto mismo la
representacion de isotropfa no puede ser singular fuera de N. Consecuentemente si M = M /Zs
entonces N/Zy = N = OM. De es evidente que Z, actia transitivamente en la esfera de la
fibra normal a N. Es claro también que la isotropia cerca de N debe de ser trivial.

En resumen Zs ~ M satisface las hipotesis de . Sea p = Zs - p la 6rbita a maxima distancia
de N.

Si p ¢ Fij(Zs) entonces la isotropfa en p es trivial y luego N = 5 = 9B, (p) = S"~!. Ademés
D(Zo-p) = D"UD™ y por lo tanto dD.(N) = 0D (Zy-p) = S"~tUS" L. Zy acttia en S*1US"~!
intercambiando componentes y en I = D! intercambiando extremos. Por lo tanto

D.(N)= (S"tuS" Y xg, =S x I

Luego M =S™ x I U, (D™ U D™) = S". Esta situacion no emerge puesto que S™ es orientable.
Supoéngase ahora que p € Fij(Z2). Dado que p es un punto aislado en Fij(Zs) la representacion
de isotropia no puede tener puntos fijos por lo que debe de ser el mapeo antipoda. Por lo tanto
N = Y5 = 0B.(p)/Zs =2 RP™. Ademés D.(Zs - p) = D.(p) = D™ y D.(Zs - p) = dD(p) = S"~ 1.
Luego D.(N) = S"~! xz, I. En conclusion M = S"~! x5, U D" = RP". O

Lema 5.3.4. Sea M wuna variedad riemanniana compacta n-dimensional con curvatura seccional
positiva. Si M admite una accion efectiva e isométrica de S' de codimension 2 entonces M es
difeomorfa a alguna de las siguientes:

A. S”
B. RP"
C. FEspacio lente L.

D. cpPn/2.
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Demostracién Por el lema anterior se puede suponer que la acciéon S' ~ M satisface las hipotesis
del lema

Sea N C Fij(S!) la componente de codimensién 2 y S - p la 6rbita a distancia maxima. Se
procedera a analizar los casos que emergen para distintos grupos de isotropia S;).

(St =)

Dado que St acttia libremente en M —(NU{p}), en particular S! actiia libremente en D (p) =
S*~! por lo que n = 2m. Adema4s la representacion de isotropia en p debe de ser linealmente
equivariante a

€z, zm) = (e¥21,...,e2,). (5.11)

Luego N 2 N 2%, 2 9B.(p)/S! =2 C™~ 1. También dD.(N) es equivariantemente difeomorfo
a OD.(p) = S"!. La accién de S! en D? es a través de rotaciones y por lo tanto M =2
St xq1 D2U D™ = CP™.

En este caso S! actta libremente en M — N. En particular si S = D.(p)t = D"7! es
una rebanada en p y B:(S! - p) es el tubo correspondiente, entonces S' actia libremente
en B.(S! - p), por lo que B.(S' - p) es un haz fibrado sobre S. Dado que S es contraible y
todo haz fibrado sobre un conjunto contraible es trivial entonces B.(S! - p) & D"~ x S’
Ademés N 2%, 298 2 S" 2y 9B (N) 2 9D" ! x S! =§"2? x S! en donde S! actiia en

0B (N) trivialmente en la primera entrada y por rotaciones en la segunda. Luego D, (N) &
(S"2 x S!) xg1 D? =2 S§"~2 x D2. Por lo tanto M = S"~2 x D2 US! x D"l = §",

Sea S una rebanada en p. Dado que S! acttia libremente en M — (N US™ - p) la representacion
de rebanada en p no puede tener puntos fijos fuera de p. Por debe de ser linealmente
equivariante a

[k](z1,...,25) = (ei%%zl,...,ei%ﬁzs) (21,...,2n) € T,S = C°

cuandon =2s+1, o
[k](xl, e .,$n_1) = (7’1‘17 ey 71’7,,_1)

cuando n = 2s y en tal caso G, = Zs.

Sea f,, : St — S! la n-cubierta de S!, i.e. f,,(2) = 2™. Notese que B:(S! - p) es un haz fibrado
sobre S! con fibra S = D"~!. Sea E — S! el siguiente pullback

E——>B.(S'-p)

.

In

St ——= st

La accién de S! en B.(S' - p) se levanta a E. En E la accién de S! es libre por lo que E es un
haz fibrado sobre D™~ ! con fibra S'. Luego E = D"~ ! x S! donde S' acttia solo en la segunda
entrada. Por otro lado B.(S!-p) = E/Z,, por lo que B.(Z,,) = (D"~ ! x S!)/Z,,. La frontera
de dicho conjunto es (S"72 x S')/Z,.

Luego M = D2 xgi (S"2 xz. S1) U (D1 x S1)/Zn & D2 x §72/Z,, U (D" x SY)/Z,
(D2 x S"2US! x D" Y/ Z,, = S" /L, & L.

0m
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Una condicion bajo la cual existe una accién como la mencionada en los resultados previos se
demostro6 en : basta con que simrk(M) = |(n+ 1)/2]. Luego,

Teorema 5.3.5 (Grove-Searle, 1989). Si M es una variedad riemanniana n-dimensional compacta
de curvatura seccional positiva tal que simrk(M) = [(n+1)/2] entonces M es difeomorfa a una
de las siguientes:

A S";
B. Algun espacio lente L;
C. CfpPn/2,

Notese que cualquiera de los espacios de dimensién par en la lista tiene caracteristica de Euler
positiva; de hecho, todas las variedades de dimensién par con alto rango de simetria cumplen esta
propiedad; véase [PS02].

Teorema 5.3.6 (Piittmann-Searle). Sea M wuna variedad riemanniana 2n-dimensional completa
con curvatura seccional positiva. Si simrk(M) > % entonces x(M) > 0.

Demostracion Sea T un toro maximal en Iso(M) y b su algebra de Lie. Sea N € ZZ(h) una
componente de codimensiéon minima. Si codimN = 2 entonces por el teorema anterior M =2
S? RP?" CP™ y x(M) > 0.

Supongamos que codimN > 4. Por dim(h|y) = dim(h) — 1 > 224 — 1 = %. Por
otro lado N es una subvariedad de codimension par por lo que dim(N) < n — 2. Por induccién
X(N) > 0. Descomponemos F'ij(T') en componentes maximales Ny, ..., Ny y por

X(M) = Zx(N» >0. O



Apéndice A

(Geometria riemanniana

A.1. Preliminares

En esta seccién se introducira los elementos basicos de la geometria riemanniana y se establecera
la notacién usada en el resto del texto. También se enunciaran algunos resultados elementales sin
demostracion. Para consultar las demostraciones véase [DC92]|, [Boo86]|, [CE75], [Lee97].

Se presupone que el lector esta familiarizado con los conceptos bésicos de la topologia diferencial,
en particular con los contenidos de [GP10] o [Lecl2].

El espacio tangente a un punto p de una variedad M se denota por T, M, el haz tangente TM.
El algebra de campos vectoriales 2" (M), las p-formas AP(M), T™°M el haz de (r, s)-tensores sobre
M 'y el élgebra de funciones diferenciales f : M — R es # M. Si T es un tensor, entonces 1),
denota su valor en T,M. Para funciones diferenciables f : M — N se usard df : TM — TN
para denotar el morfismo de haces inducido. Ademés si f : M — N es un difeomorfismo entonces
f*:T™M — T"*M es el morfismo de haces definido por

FAD)p (w1 ey wp, X1y oy X)) = T(wr odf 1 cywp o df 1 df (X1), ooy df (X)) )

Para un campo tensorial T € T™*M y un campo vectorial X € 2°(M) la derivada de Lie de T
en la direccién de X es

d —1yx*
LxT = dt t=0(<pt )T

donde ¢; es el flujo local inducido por X. Si Y es un campo vectorial entonces LxY coincide con
el corchete de Lie [X,Y].

Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M junto con una nocién de longitud
infinitesimal dada por un producto interior en cada espacio tangente. Dicho formalmente, aparte de
la estructura diferencial en M, la variedad viene acompanada de una seccion g del haz de 2-tensores
simétricos tal que:

(A) g es positivo definida en cada punto.
(B) g es no degenerada.

A la seccién g se le llama la métrica riemanniana. La norma de un vector en v € T, M sera
denotada de la manera usual |v| = /g(v,v),.
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Toda variedad diferenciable admite una métrica riemanniana, puesto que es posible pegar mé-
tricas definidas localmente usando particiones de la unidad.

Maés interesante que la longitud de vectores tangentes es la estructura de paralelismo que impone
una métrica riemanniana. Para cada métrica riemanniana ¢ existe una tinica conexiéon V en el haz
tangente T'M, llamada la conexion de Levi-Civita de la variedad riemanniana, que satisface:

(A) V es simétrica: VxY — Vy X = [X,Y] para todo par de campos vectoriales X, Y.

(B) V es compatible con la métrica: Xg(Y, Z) = g(VxY, Z)+ g(Y, VxZ). Equivalentemente Vg =
0.

La conexion esta completamente determinada por la siguiente féormula, llamada la férmula de
Koszul:

En términos locales si {X;} es un marco local, entonces la conexiéon esta determinada por n?
funciones, los llamados simbolos de Christoffel, dados por

Vi, Xj =Y T Xy (A.2)
=1

Usando la férmula de Koszul se llega a que los simbolos de Christoffel estan atados a la métrica
a través de la siguiente ecuacion:

1 0 0 0
].—‘I-C-:* k,m —Jim —O9m.i— —Gii |- A.
i~ 9 Em:g (83:,»97’ + (933]-9 , 8xmg J) (A.3)

Dada una curva en la variedad « : [a,b] — M es posible definir una derivacion, %, sobre los

campos vectoriales definidos a lo largo de «, llamada la derivada covariante a lo largo de a, usando
la conexién de Levi-Civita de la siguiente manera. Si X es un campo vectorial a lo largo de «, su
derivada covariante a lo largo de a en un punto p = «a(t) es V57X (p) donde o y X son campos
vectoriales en M (cualesquiera) que extiendan a o’ y X respectivamente. Tal definicion no depende
de la extension elegida y satisface las siguientes propiedades:

(A) 2rx =X+ fEX
B) 2(X+Y)=2x+ Ly,

Se dice que un campo vectorial X a lo largo de una curva « es paralelo si su derivada covariante
a lo largo de « es idénticamente 0. Para cada curva a : [a,b] — M y vector tangente x € T, M, con
p = a(a), existe un tnico campo vectorial X suave y paralelo a lo largo de « tal que X (a) = z. Esto
da una correspondencia entre los espacios tangentes T,M y T,M, llamado el transporte paralelo
P, : T,M — T,M, donde ¢ = a(b), defido por P,(x) = X(b). El transporte paralelo es una
transformacioén lineal que preserva la métrica riemanniana. La falta de conmutatividad del tranporte
paralelo, a lo largo de trayectorias diferentes, es una manifestacion de la curvatura.

La métrica riemanniana brinda:
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= Una nocién de dngulo entre dos curvas 1,72 con v1(0) = 72(0) = p, a través de la ecuacion
(compérese con )

cos(£(11,72)) = gty (0),7550)) . (AA)

» Una medida de longitud para las curvas diferenciables: Si v : [a,b] — M es una curva diferen-
ciable, entonces su longitud es:

b
L) = [ ot (A.5)
a
» Una nociéon de recta: Las rectas o geodésicas del espacio son curvas v : [a,b] — M cuya
“aceleracion” es 0. Esto es, aquellas cuyo campo de velocidad es paralelo:
D !/
T —o.
Dt

Una geodésica es la trayectoria de un cuerpo que se mueve libre de fuerzas en una direccion
constante.. Una geodésica 7 que ademas es la curva de longitud minima entre las curvas que unen
a los extremos de « es llamada una geodésica minimizante.

Dado un punto de la variedad p € M y un vector tangente v € T, M, existe una tinica geodésica
definida en una vecindad de 0, 7, : (—¢,) — M tal que «(0) = p y ¢’(0) = v. El mapeo exponencial
exp: U CTM — M, donde U es una vecindad de la seccion 0 en T'M, esté definido por exp(p, v) =
~»(1). Tal funcion es suave en todo su dominio. La restriccion de la funcién exponencial al espacio
tangente de p se denota por exp,,.

De la definicion de exp,, es inmediato que su diferencial en 0 € T, M es la identidad y por
lo tanto existe una vecindad U de p, y otra V' de 0 en T, M, tal que exp,, restringida a V' es un
difeomorfismo de V' a U. Una vecindad de p que sea difeomorfa a una vecindad de T, M a través
de exp,, es llamada una vecindad normal. Si € es lo suficientemente pequeno para que B.(0) esté
contenida en el dominio de exp,, y tal que exp,, restringida a tal bola es un difeomorfismo, decimos
que la imagen B.(p) = exp,(B:(0)) es una bola normal de radio € con centro en p. El radio méaximo
ri(p) > 0 tal que para todo r < ri(p) la bola B,(p) es normal es llamado el radio de inyectividad
de p. La funcion ri : M — R es continua.

Una vecindad totalmente normal U de p es una vecindad para la cual existe un § > 0 de tal forma
que todas las bolas Bs(q), ¢ € U, son bolas normales y U C Bs(g). Una vecindad convexa de p es una
vecindad normal V' de p tal que para todo par de puntos p,q € V, la geodesica radial de p a q esta
completamente contenida en V. Todo punto de la variedad tiene vecindades totalmente normales y
convexas. Alin mas existe una funcién continua rc : M — R llamada el radio de convexidad tal que
para todo r < r¢(p) la bola B, (p) es convexa.

Sea p € M un punto cualquiera y {X;}, ., una base ortonormal de 7),M. Tal eleccién de base
da un difeomorfismo de R™ con T}, M, que compuesta con exp,, resulta en una carta coordenada de
p. Tales coordenadas locales satisfacen que

0 0
g <8xl-|p’ 8xj|p> = 0ij, (A.6)

(k) = 0. (A7)

1Son curvas criticas del lagrangiano L = T', donde T es la energia cinética T' = %m|v|2.
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Coordenadas para p que satisfacen la igualdad anterior son llamadas coordenadas geodésicas o
normales. El comentario previo asegura la existencia de tales coordenadas para todo punto p. Es
importante notar que la condiciéon solo se satisface para p.

Toda variedad riemanniana M estd dotada de una nocién de longitud infinitesimal a través de
la métrica riemanniana, con lo cual se puede medir longitud de curvas. Esto a su vez induce una
métrica en M, a saber,

d(p, q) = f {l(a)|a € Qp4(M)} . (A.8)

El lema de Gauss afirma que en una bola normal con centro en p el vector radial % es el
gradiente de la funcion distancia d(_,p). A partir de esto se concluye que la topologia inducida por
la métrica es la misma que la topologia como variedad topologica.

Para cualquier par de puntos en una variedad métricamente completa existe una geodésica
minimizante que los une. Asi, las variedades riemannianas métricamente completas contienen todas
las geodésicas necesarias y por tanto es natural trabajar con ellas cuando se estudian cuestiones
globales.

El siguiente teorema da una caracterizacion util de la completitud métrica.

Teorema A.1.1 (Hopf-Rinow). Sea M una variedad riemanniana. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) M es completa como espacio métrico.

(b) Los conjuntos cerrados y acotados son compactos.

(c) La funcion exponencial estd definida en todo T M.

(d) Eriste un punto p € M tal que exp,, estd definida en todo T, M.

A su vez, cualquiera de estas condiciones implica que entre cualesquiera par de puntos p y q existe
una geodésica minimizante -y.

En particular cualquier variedad riemanniana compacta es completa. Ademas, si M es una
variedad completa y IV una subvariedad cerrada entonces IV es completa con la métrica riemanniana
inducida.

A.2. Variaciones de energia

Las geodésicas de una variedad riemanniana son curvas que minimizan distancia localmente.
Dicho de otro modo, son aquellas curvas que al ser perturbadas manteniendo los extremos fijos no
se obtienen curvas de menor longitud. Expresar esta intuicion con la precision matemética necesaria
requiere de la introduccién de un elemento importante en la familia riemanniana.

Sea Q(M) el espacio de curvas diferenciables a pedazos en M y Q,, (M) el subconjuto que consta
de las curvas con inicio en p y fin en ¢. Se define los funcionales de longitud L : Q(M) — R y de
energia, E : Q(M) — R como sigue:

n—l a4 n=1l ra;y
L(e) = ; /a o ()ldt,  E(a) = ; /a g(c/ (1), o'(1))dt,
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donde o : [0,a] — M € Q(M), 0 =ag < -+ < an = @y g, a,,,) € diferenciable. Usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se demuestra que L(a)? < (b—a)E(a), con igualdad solo cuando «
tiene velocidad constante. En particular si E(a;) < F(az2) y aq tiene velocidad constante entonces
L(Oél) S L(OLQ).

Es posible construir una nocion de derivada direccional para los funcionales. Para esto se define,
como es costumbre, las variaciones (anilogo de vector tangente en Q(M)).

Definicion A.2.1. Sea « : [0,a] = M € Q(M). Una variacion de a es una funcion ¢ : [0,a] X
(—e,e) = M tal que:

1. ¢(t,0) = aft).

2. Existe una particion 0 = tg < t; < -+ < t, = a de [0,a] mds fina que {a;} tal que
D[ty tii1]x (—c,e) €8 diferenciable.

Se dice que la variacion es propia si para toda s € (—¢,¢), ¢(0,s) = a(0) y p(a,s) = ala).

Se puede pensar una variaciéon como una familia suave de curvas g, s € (—¢,¢), dadas por
ps(t) = p(t, s), i.e. donde cada ¢, es una curva suave en Q(M).

Toda variacién define un campo vectorial diferenciable a pedazos, V,,, a lo largo de « a través
de V,(t) = %gp(t, 0). En caso de que la variacioén sea propia, el campo vectorial satisface V(a) =
V(0) = 0. Esta observacion puede extenderse a una correspondencia:

Proposicion A.2.1. Para todo campo vectorial diferenciable a pedazos V' a lo largo de « (tal que
V(a) =V (0) = 0) existe una variacion (propia) de «, o, tal que V(t) = %gp(t, 0).

A cada s € (—¢,¢) de una variacion, ¢, se le asocia la curva a(t) = ¢(t, s). Se puede hablar de
la variacion en la energia E,(s) = E(as) a lo largo de la variacion .

Teorema A.2.2 (Férmula de primera variacion). Sean o € Q(M), ¢ una variacion de o y V el
campo inducido por ¢ . Entonces

SO0 =Y [ g V) Y g0 V) + gl @, V(@) - @01V, (A9
i=0 v %i i=1

n _ D 1 _ (4T I y—
donde o' = ;o y Aa; = /(] ) — /(a; ).
Si o es un minimo del funcional de energia y tiene velocidad constante entonces « es un minimo
del funcional de longitud.

Corolario A.2.3. Si « es una curva entre p y q, entonces es un punto critico del funcional de
energia restringido a 2, (M) si y solo si es una geodésica.

Como ejemplo de uso de la formula de primera variacién considere el siguiente problema. Sean
N y @ subvariedades de M y supongase que existe una geodésica minimizante ~ : [a,b] — M tal que
v(a) € N, v(b) € Q y L(y) = d(N, Q). Si ¢ es una variacion de v tal que p(a,s) € Ny ¢(b,s) € Q
para toda s, entonces las curvas o unen puntos de N con puntos de @ y su longitud no puede ser
menor que la longitud de . Luego E’(0) = 0 y si V es el campo generado por la variacién entonces
se tiene que

SEL(0) = 0= g(a/(5), V) ~ gla(a), V(a).
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Noétese que V'(a) y V(b) son vectores tangentes de N y Q respectivamente, y que si v € T,(q) N
y w € T, )@ son vectores tangentes cualesquiera, entonces puede construirse una variacion tal que
V(a) =vy V(b) = w. Por lo tanto la geodésica v debe de ser ortogonal a N y Q.

Otra aplicacion consiste en calcular la derivada de una funcion de distancia d(p, -) en el dominio
en que es derivable. Sea p € M. La funcion d(p, -) = d,, puede no ser derivable, sin embargo si lo es
cuando se restringe el dominio a una bola normal. Sea B, (p) una bola normal y ¢ € B,.(p). Para
calcular la derivada direccional de d,, en la direccién unitaria v € T;M se toma cualquier curva
a: (—e,e) = M tal que a(0) = ¢ y &/(0) = v. Se puede suponer que la curva esta contenida en
B,.(p) por lo que se puede jalar a T, M a través de la exponencial. Sea 3(t) = exp, ' («(t)). Considere
la variacion p(t, s) = exp,(t3(s)) y note que as(t) = exp,(t3(s)) es una geodésica para s fija y que
©(1,8) = a(s). Dado que para cada s, as es una geodésica, d(p,a(s))? = L(as)? = E(as) por lo
que E'(0) = 2d(p, q)d(dp)q(v). Si V es el campo inducido por ¢ nétese que V(0) =0y V(1) = v,
por lo tanto

A(p, q)d(dy)o(v) = g(ap(1),v),
o bien 1
d(dp)q(v) = g(ap(1)/d(p, q),v) = 5 cos £&v,

donde £ es el vector tangente de la geodésica unitaria y minimizante de ¢ a p.

Como es evidente en el caso de una esfera o un cilindro, las geodésicas pueden no minimizar
distancia entre sus extremos. Distinguir puntos criticos no basta para este proposito, luego la
relevancia del siguiente teorema.

Teorema A.2.4 (Férmula de la segunda variacion). Sea 7 : [0,a] — M una geodésica. Si ¢ es una
variacion a lo largo de v y V' su campo inducido, entonces:

SEL0) = [ V=gV R V=g (o 5o ) 0040 (T aen') (@0) (a10)

Sean V' y W dos campos vectoriales diferenciables a pedazos a lo largo de v y definase I(V, W) =
foag(V’, W') — g(V,R(y',W),~)dt. Se puede escribir la formula de segunda variaciéon de manera
mas econdmica:

1 D 9 D 9
5 B(0) = I(V.V) = g(=-5-9,7)(0,0) + g(= 5-0,7")(a, 0). (A.11)

Si v es una geodésica y ¢ es una variacién para la cual E”(0) < 0 entonces existe ¢t € (—¢,¢)
cercano a 0 tal que E(7y;) < E(v). Consecuentemente L(y¢)? < (b—a)E(v) < (b—a)E(y) = L(v)?
y por lo tanto L(vy:) < L(%).

El operador I resulta ser la nocién adecuada de “hessiano” para el funcional de energia E sobre
el espacio , (M), donde los puntos son curvas y los “vectores tangentes” son variaciones propias.
Con esto se puede desarrollar una teoria de Morse en el espacio 2, 4(M). Las complicaciones que
emergen de tratar con una “variedad de dimensiéon infinita” pueden ser circunnavegadas usando
campos de Jacobi. Véase [Mil63].

Teorema A.2.5 (Teorema del indice de Morse). Sea v : [0,a] — M una geodésica con extremos
p=7(0) y g =(a). Sea T,QUM) el espacio vectorial (sobre F()) de variaciones propias de v e
I el siguiente operador bilineal y simétrico:

1V, W) = / TGV W) — g(V.R(Y W) ). (A12)
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Entonces el indice de I, es decir, la dimension de un subespacio mazximal en el cual I es negativo-
definida, es finito y equivale al miumero de puntos conjugados a p a lo largo de v considerando
multiplicidades.

La demostracion puede consultarse en [DC92].

A.3. Campos de Jacobi

Una variacion ¢ : [a,b] X (—€,6) — M es una variacion suave por geodésicas si para todo
s € (—¢,¢€), la curva as : [a,b] = M definida por a,(t) = ¢(t, s) es una geodésica.

Sea 7 una geodésica y o una variacion por geodésicas de «y. Sea J(t) = % (t,0) el campo vectorial
a lo largo de ~ inducido por ¢. Tal campo vectorial es llamado un campo de Jacobi.

Esta definiciéon, aunque geométricamente transparente, no aclara la estructura del espacio de
campos de Jacobi. Para tales fines se demuestra que los campos de Jacobi son las soluciones de una
ecuacion diferencial. La derivacion de la ecuacion diferencial depende de los siguientes lemas.

Definicion A.3.1. Sea f : [a,b] X (—e,e) — M wuna funcidn suave. Un campo vectorial de la
forma X|ipmg(p) para algin X € 2 (M) es llamado un campo vectorial suave a lo largo de f. A
los campos vectoriales suaves a lo largo de f dados por df(%) y df(%) se les denota por % Yy %{

respectivamente.

Lema A.3.1 (Simetria). Sea M una variedad riemanniana y f : [a,b] X (—¢,€) = M una funcion
suave. Si % denota la derivada covariante a lo largo de las curvas vs(t) = f(t,s), y % denota la
derivada covariante a lo largo de las curvas o(s) = f(t,s), entonces:

Dof_Dof

Dt ds Ds dt’
Lema A.3.2. Sea f : [a,b] X (—&,e) = M una funcién suave, y X un campo vectorial suave a lo
largo de f. Usando la notacion del lema anterior, se satisface lo siguiente:

D DX D DX _[df Of
Di Ds _ Ds Dt R(am) X (A-14)

Sea J un campo de Jacobi; es decir, J(t) = %(t, 0) para alguna variacion por geodésicas de .
Entonces:

(A.13)

DDJ D Daf

Dt Dt Dt Dt s

D Dof
~ Dt Ds ot

Os’ 0t’ 0t Ds Dt Ot
= R(J,7)y.

Luego todo campo de Jacobi satisface la ecuacion diferencial

J"+R(,J)y =0, (A.15)

DX X/

donde se usaré la notacion St =
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Proposicion A.3.3. Todo campo vectorial J definido a lo largo de una geodésica v y que sea
solucion de la ecuacion de Jacobi ( ) es un campo de Jacobi; esto es, existe una variacion por
geodésicas de v, f, tal que J(t) = %(t,O). La ecuacion de Jacobi es un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de seqgundo orden y por lo tanto el espacio de soluciones tiene dimension
2n, donde n = dim(M). Por esto mismo, un campo de Jacobi estd univocamente determinado por
J(a) y J'(a) para cualquier a en su dominio.

Los campos de Jacobi tienen una estrecha relacion con el mapeo exponencial:

Proposicion A.3.4. Sea v € T,M y w € T,(T,M) ~ T,M un vector tangente en v. Erxiste un
campo de Jacobi J a lo largo de la geodésica radial v, : [0,1] — M, J, tal que d(exp,),(w) = J(1)
y J(0) = 0. Luego v es un punto critico de exp, si y solo si existe un campo de Jacobi J sobre 7,
tal que J(0) = J(1) = 0.

A.4. Subvariedades

Sea M una variedad riemanniana con métrica g. La geometria de las subvariedades es fuente
importante de informacion de la variedad M.

Sea N una subvariedad encajada de M. Si se restringe la métrica al espacio tangente de N se
obtiene una métrica riemanniana en N, la cual viene acompaiiada de la conexién de Levi-Civita VV
en N. En cada punto p de N, el espacio tangente T, M se descompone en T, M = TPNGBTPNL donde
T,N L indica el subespacio ortogonal a Tp,N. Si X es un campo vectorial a lo largo de N se puede
descomponer a X como X = X' + X' donde X][,T €T,Ny X;- € TpNJ-. Esta descomposicion es
tal que X | y X son campos suaves.

Si X,Y son campos en N y V+ denota el operador V%Y = (Vx-Y*)+ donde X* y Y* denotan
cualesquiera extensiones de X y Y a N, entonces resulta que V* es un (2,1)-tensor simétrico y
VVN=vV-Vvt=vVT.

El tensor V* contiene informaciéon sobre la diferencia de las geometrias de M y N.

Definicién A.4.1. Al (2,1) tensor simétrico (X,Y) = V%Y se le llama la seqgunda forma funda-
mental.

Si v es un campo normal unitario a lo largo de N (basta que esté definido en una vecindad
de un punto p € N), entonces se puede definir la segunda forma fundamental en la direccion v
como I, (X,Y) = g(II(X,Y),v). Dado que g establece un isomorfismo entre TN y T*N existe un
endomorfismo S, : TN — TN tal que

IL(X,Y) = g(S,(X),Y).
El endomorfismo S, es llamado operador de forma en la direcciéon de v. Puesto que
9(8,(X),Y) = g(I(X,Y),v) = g(VxY,v) = g(VxY,v)
= Xg(Y,v) = (Y, Vxv) = —g(Y,Viv),
se tiene:

Teorema A.4.1 (Weingarten). El operador de forma estd dado por
S,(X)=-Viv. (A.16)
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II, es un 2-tensor simétrico y por lo tanto S, es autoadjunto con respecto a g. Luego S, es
diagonalizable. A los eigenvalores A1, ..., \, se les llama curvaturas principales en la direccién de
vy a los eigenvectores correspondientes direcciones principales.

Se puede calcular el tensor de curvatura en N en términos de la curvatura en M y II.

Teorema A.4.2 (Gauss). Si N es una subvariedad de una variedad riemanniana M y RN, RM
denotan las curvaturas en N y M, entonces

RM(X,Y,Z,W) = RN(X.Y, Z W) - g(I(X, 2),I(Y,W)) + g(L(X,Y), I(Z,W)). (A7)
En particular si X,Y forman una base ortonormal de un plano ¢ C TN entonces
KM(Xv Y) = KN(Xa Y) - g<H(X7 X)v H(Y7 Y)) + ‘H(Xv Y)|2 (Alg)

En el caso en que N sea una hipersuperficie (subvariedad de codimension 1) entonces I(X,Y) =
IL(X,Y)r = g(S,(X),Y) donde v es un campo normal unitario y por lo tanto

RM(X,Y,Z,W) = RN(X,Y, Z,W) — g(5,(X), Z)g(S,(Y), W) + g(S,(X), W)g(S,(Y), Z)
KM(X,Y) = EN(X,Y) = g(S(X), X)g(S,(Y),Y) + g(S,(X),Y)g(S,(Y), X)

El operador de forma se puede interpretar de la siguiente manera para una subvariedad inmersa
en R™. Para cada punto de la subvariedad p € N existe en una vecindad un campo normal unitario
v a N. Esto define una correspondencia v : U ¢ N — S*~!, dada por ¢ Vg, llamada el mapeo de
Gauss. La formula S, (X) = —V L N indica que el operador de forma es —dv.

En el caso de superficies en R3, el caso de Gauss, si {v1,va} es una base de T, N entonces

Kn(p) = Kn(v1,v2) = g(S(v1),01)g(S(v2),v2) — g(S(v1),02)* = det(S) = A Ag = — det(D),

donde A1 y A son las curvaturas principales de en p. El mapeo de Gauss controla la geometria de
las superficies en R3.

Una subvariedad es totalmente geodésica si para todo p € N y toda geodésica v : [0,a] — M
con v(0) = p y 7/ (0) € T,N se tiene que v C N. Sea N una subvariedad totalmente geodésica y
X € T,N un vector tangente. Consideremos la geodésica radial v de M con velocidad inicial X.
Como 7 estd contenida en N resulta que es una geodésica de la métrica en N y luego VX =
0. Consecuentemente II(X, X) = 0. Dado que toda forma bilineal que es cero en la diagonal es
idénticamente cero resulta que I = 0. Anélogamente si II = 0 entonces en particular II(X, X) = 0
y por lo tanto las geodésicas de N también son geodésicas de M.

Proposicion A.4.3. Una subvariedad es totalmente geodésica si y solo si la sequnda forma funda-
mental se anula.

Corolario A.4.4. Para una subvariedad totalmente geodésica N,

KN(O') = KM(O')






Apéndice B
Grupos de Lie

En este apéndice se tratan brevemente los elementos de la teoria de grupos de Lie.

B.1. Definicion

Definicion B.1.1. Un grupo de Lie es un grupo G con estructura de variedad diferenciable de tal
forma que la multiplicacion p: G X G = G y la inversion i : G — G son diferenciables.

La multiplicaciéon en G induce un par de familias de difeomorfismos {L,} y {R,} dados por
Ly(h) = ghy Ryg(h) = hg, que suelen ser llamadas la multiplicacion izquierda y derecha. Dado que
Ly = LgoLy, Rgp = RpoRyy RpoLy = Lgo Ry se tienen identidades analogas para las derivadas
de estas: dLgy, = dLg o dLy, dRyy, = dRpodLy y dLy o dRy, = dRjy, o dLg. Obsérvese también que
L' =Ly yR;' =Ry porloque dLy = (dLy)~' y dRy-1 = (dRy) ™"

Proposicion B.1.1. En un grupo de Lie,
1. (dp)(g,n)(v,w) = dRp(v) + dLg(w),
2. (di)g(v) = —dLgy-1 0dRy-1.
La manera de comparar grupos de Lie es a través de los homomorfismos de grupos de Lie.

Definicion B.1.2. Un homomorfismo de grupos de Lie es una funcion diferenciable f : G — H
entre grupos de Lie que a su vez es homomorfismo de grupos.

Todo homomorfismo de grupos f : G — H entre grupos de Lie resulta ser diferenciable, por lo
que se puede omitir la hipétesis de diferenciabilidad. La coleccién de grupos de Lie junto con los
morfismos entre ellos forman una categoria Lie.

Definicion B.1.3. Dos grupos de Lie G y H son isomorfos si existe un homomorfismo de grupos
de Lie f : G — H biyectivo. En este caso f es llamado un isomorfismo.

La condicién de que f : G — H sea un isomorfismo es equivalente a que exista k : H — G
homomorfismo de grupos de Lie tal que fok =idyg y ko f =idg.
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La estructura del grupo de Lie se manifiesta fuertemente al analizar la acciéon de G en si mismo.
Si g € G, el morfismo 7, : h — ghg™! es llamado la conjugacion por g y dr. : T.G — T.G se denota
Ad(g). Como 14, = 74 0 T, se cumple que Ad(gh) = Ad(h) o Ad(h).

Uno de los motivos principales para estudiar los grupos de Lie es su ocurrencia como grupos de
simetrias de objetos lineales. El estudio de la manera en que un grupo de Lie puede actuar en un
espacio vectorial se llama la teoria de representaciones y es una pieza fundamental de la matematica
moderna.

Definicion B.1.4. Una representacion de un grupo de Lie G es un homomorfismo de grupos de
Lie ¢ : G — GL(V) donde GL(V') denota el grupo de Lie de automorfismos (isomorfismos lineales)
de un espacio vectorial V de dimension finita.

En particular, G actta en si mismo por conjugacion, lo cual da lugar a una representacion.

Definicion B.1.5. La funcion Ad: G — GL(G.) que manda g en Ad(g) es una representacion de
G llamada la representacion adjunta.

Otro ingrediente principal en el estudio de los grupos de Lie son los subgrupos que puede poseer.
Las representaciones y acciones de GG pueden restringirse a los subgrupos, y el estudio de estos puede
dar informacién de G.

Definicion B.1.6. Un subgrupo de Lie es una subvariedad H con estructura de grupo de Lie tal
que la inclusion H — G es un homomorfismo de grupos de Lie.

Ejemplo 1. R™ con la suma es un grupo de Lie abeliano.
2. S! con la multiplicacién compleja.
3. (SHn =Tn.

4. GL(n,R), el grupo de matrices n x n invertibles con entradas reales. Es un grupo de Lie ya
que GL(n,R) es un conjunto abierto en M(n,R) = R y la multiplicaciéon e inversién son
funciones racionales. Este grupo de Lie tiene dimension n2.

5. O(n), el grupo ortogonal de matrices n x n con entradas reales que satisfacen AA* = I. O(n, R)
es un subgrupo de GL(n,R), su dimension es n(n — 1)/2.

Sea z € G.. Si se define X, = dL,(z) se obtiene un campo vectorial (suave) en G con la
propiedad de que dLg(Yh) = th. Un campo que satisface esto se llama un campo izquierdo-
invariante y X es el campo izquierdo-invariante generado por x. Si {x;} es una base de G entonces
{(Yi)g} es base de T, para cada g por lo que se tiene:

Proposicion B.1.2. Todo grupo de Lie es paralelizable. Es decir,
TG2GExT.G=GxR"™

Si X es un campo izquierdo-invariante y X, = a'z;, la invarianza izquierda implica que X, =

a'(X;)g vy luego:

Proposicion B.1.3. El conjunto de campos izquierdo-invariantes Vectr,(G) es un espacio vectorial
isomorfo a T.G a través de X — X,.
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El corchete de Lie brinda una manera de operar campos izquierdo-invariantes ya que si X,Y €
Vectr,(G) entonces dLy[X,Y] = [dL,X,dLysY] = [X,Y].

Definicion B.1.7. El dlgebra de Lie del grupo de Lie G, denotado por g, es el espacio vectorial

T.G = Vectr(G) con la operacion [X,Y] =[X,Y],.

El algebra de Lie no solo es la mejor aproximacion lineal del espacio G sino de la estructura
algebraica de G; la mayoria de la informacion concerniente al grupo G puede ser extraida de su
algebra de Lie. La estructura de algebra de Lie es considerablemente més simple que la estructura
diferenciable de G por lo que el estudio de GG frecuentemente inicia con el el estudio de su algebra
de Lie g.

La construccion del algebra de Lie de un grupo de Lie puede modificarse y en vez de considerar
campos izquierdo-invariantes se toman campos derecho-invariantes. Sin embargo este camino no
lleva a nuevas estructuras puesto que las algebras de Lie que surgen son isomorfas a través del
isomorfismo X +— —X (véase la demostracion de ).

B.2. Algebras de Lie

La estructura de algebra de Lie puede ser abstraida y estudiada en un ambiente méas general.
Aunque con tal abstraccion no se consiguen nuevos ejemplos, se obtiene claridad tedrica.

Definicion B.2.1. Un espacio vectorial de dimension finita junto con una multiplicacion [,] :
V xV =V que satisface

1. Antisimetria: [x,y] = —[y, z].

2. Bilinealidad: [ax + vy, 2] = a[z, 2] + [y, 2].

3. Identidad de Jacobi: [z, [y, 2] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.
es un dlgebra de Lie.

De ahora en adelante se usara g, b, ¢, ... para denotar algebras de Lie.

El ejemplo canodnico de las dlgebras de Lie es el espacio gl(V) que consta de todos los endo-
morfismos de un espacio vectorial finito dimensional V' con multiplicacion [4, B] = AB — BA. Un
espacio vectorial g con la multiplicacién definida por [z,y] = 0 es un algebra de Lie, llamada el
algebra de Lie trivial en V', en este caso decimos que g es abeliana. El algebra de Lie de cualquier
grupo de Lie es un algebra de Lie. De hecho para toda algebra de Lie existe un grupo de Lie que
tiene a esta como su algebra de Lie.

Enlistamos las dlgebras de los grupos de la secciéon anterior.

1. R™ = R"™, que es abeliana.
2. ¥ =R", que de nuevo es abeliana.
3. gl(n,R) consta de los endomorfismos de R™, o bien de las matrices n x n con entradas reales.

4. o(n) consta de las matrices n x n antisimétricas.
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En los dos tltimos ejemplos la multiplicacion esta dada por [A, B] = AB — BA.
La teoria de algebras de Lie es una subteoria de la teoria de k-algebras (k campo) y luego se
tienen todas las definiciones y los teoremas usuales.

Definicion B.2.2. Una transformacion lineal p : g — b entre dlgebras de Lie es un homomorfismo

de dlgebras de Lie si o([z,y]) = [p(z), o(y)].

Se usard morfismo para hablar de homomorfismos.

Definicion B.2.3. Un isomorfismo lineal entre dlgebras de Lie T : g — b es un isomorfismo
de dlgebras de Lie si T es un morfismo de dlgebras de Lie. En este caso decimos que g y § son
isomorfas.

Si A, B C g denotemos por [A, B] al subespacio generado por elementos de la forma [a,b] con
a€AybeB.

Definicion B.2.4. Un subespacio h de un dlgebra de Lie g es una subdlgebra de Lie si [h,h] C .
Definicion B.2.5. Un subespacio J de un dlgebra de Lie g es un ideal si [g,T] C 7.
Por ejemplo, el ntcleo de un morfismo es un ideal. Resulta que estos son todos los ideales:

Teorema B.2.1. Sig es un dlgebra de Lie yJ es un ideal entonces g/J tiene estructura de dlgebra
de Lie de tal forma que w: g — g/J es un morfismo.

En relacion al estudio de grupos de Lie, un tipo de morfismos destaca.

Proposicion B.2.2. Sean G y H grupos de Lie y f : G — H un homomorfismo de grupos de Lie.
Dado que f(e) = e, [ induce una transformacion lineal entre las dlgebras df. : g — Y. df. es un
homomorfismo de dlgebras.

Demostracion Como f es un homomorfismo de grupos de Lie, para todo g € G se tiene que
Ligyof = folLgy, yporlo tanto dLs, odf = df odLy. Si X € T.G, X es el campo izquierdo-
invariante en G con X, = X y X esel campo 1zqulerd0—1nvar1ante en H con X, = = df¢(X) entonces
X v X estan f-relacionados, esto es df(X), = Xf(g), va que

Xf(g) = dLy(g)(Xe) = dLj(g)(dfe(X)) = dfy(dLy(X)) = df (X).

Si X,Y € g entonces X y Y estan f-relacionados con X y Y. Luego [X,Y] esta f-relacionado
con [X,Y]y
df ([X,Y]) = df([X,Y]e) = [df (X), df (V)]e = [df (X),df (Y)]. O

Por la proposicion anterior si ¢ : G — GI(V) es una representacion de G entonces dp, : g —
gl(V) es un morfismo de algebras. La siguiente definicion es natural.

Definicion B.2.6. Una representacion de un dlgebra de Lie g es un homomorfismo de dlgebras de
Lie ¢ : g — gl(V') donde V' es un espacio vectorial finito dimensional.

Luego toda representacion de un grupo de Lie G induce una representacion de su algebra de Lie.
En particular la representacion adjunta induce una representacion llamada ad : g — gl(g). Resulta
que
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Proposicion B.2.3. Si G es un grupo de Lie entonces la representacion adjunta del dlgebra de Lie
ad : g — gl(g) estd dada por

ad(z)(y) = [z,y].
Toda representacion de un grupo de Lie induce una forma bilineal de la siguiente manera.

Definicion B.2.7. Sea p: G — GL(V') una representacion de un grupo de Lie. La forma de Killing
asociada a p, es la forma bilineal B, : g X g — R definida por

By(z,y) = tr(dp(z) o dp(y))
donde dp(z) : g — gl(V') es la representacion de dlgebras de Lie asociada.

Notese que para todo g € Gy = € g, se tiene que

dp(Ad(g)(x)) = %p(g’lew(m)g) = %p(g’l)p(exp(tx))p(g) = Ad(p(9))(dp(x))

y por lo tanto

es decir, la forma de Killing asociada a p es Ad(G)-invariante.

La forma de Killing asociada a la representacion adjunta es llamada la forma de Killing de g y
esta dada por

B(z,y) = tr(ad(z) o ad(y)) = Y _([z, [y, z:]], z:)

i

donde (,) es cualquier producto interior en gy {z;} es una base ortonormal. La forma de Killing es
un ingrediente importante en la comprension y clasificacion de las dlgebras de Lie, y més importante
(para nuestros propositos) para la clasificacion de los espacios homogéneos (véase ).

En la mayoria de los casos ad no es un encaje de g en gl(g). A las representaciones inyectivas
se les llama representaciones fieles. Luego, en general ad no es una representacion fiel. Sin embar-
go el teorema de Ado [FHI1, Seccion E.2, pag. 500] asegura que toda algebra de Lie tiene una
representacion fiel y por lo tanto es subalgebra de algun gl(V).

Definicion B.2.8. Se dice que un dlgebra de Lie es simple si no tiene ideales no triviales.
Definicion B.2.9. Un dlgebra de Lie es semisimple si es suma directa de dlgebras simples.

Cartan logré la clasificacion completa de las algebras de Lie complejas y simples, consiltese
[Hel79, FHI1]. Esta clasificacion desemboca en la clasificacion de espacios simétricos
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B.3. Subgrupos

Sea G un grupo de Lie. Se empieza estudiando los subgrupos mas sencillos, aquellos de una
dimension.

Definicién B.3.1. ¢ : R — G es un subgrupo a un pardmetro si o(t + s) = o(t) - p(s).

Si ¢ es un subgrupo a un parametro, ¢ define una familia de difeomorfismos a través de ¢;(g) =
g - @(t). Obsérvese que ¢i1s(g9) = ¢t 0 vs(g) v luego ¢ es una familia de difeomorfismos a un
parametro (cfr. ) e induce un campo vectorial X. Tal campo vectorial es izquierdo-invariante
va que dLj(X)y = £ Lp(g-¢(t)) = Lhg- o(t) = Xp,. Por otro lado si X es un campo izquierdo-
invariante entonces el flujo inducido ¢; es completo (cfr. [[Hel79]) y ademas

d d
%Wt(e) ps(g) = £L%<e>(¢s(e)) =dLy,(&)(Xp.(0)) = Xpi(e)-0a(0)

por lo que ¢i(e) - ps(g) v @s+:(g) son curvas integrales del mismo campo vectorial y por lo tanto
iguales. En consecuencia ¢¢(e) es un subgrupo a un pardmetro.

Proposicion B.3.1. Todo campo vectorial X izquierdo-invariante define un unico subgrupo a un
pardmetro ¢ con ¢'(0) = X y viceversa a través de o — (g - pi(e))g.

Definicién B.3.2. Para cada x € T,G, exp(z) denota ¢1(e) donde ¢ es el subgrupo a un pardmetro
inducido por X. A exp: g — G se le llama el mapeo exponencial.

Si x € g, exp(tz) es el subgrupo a un pardmetro inducido por X. Por la definicién de exp se tiene
que dexp, = id y por lo tanto existe U vecindad de e y V vecindad de 0 en g tales queexp: V = U
es un difeomorfismo.

En contraste con las variedades riemannianas, exp esta definido en todo G pero puede no ser
suprayectivo.

El mapeo exponencial es la conexion entre la estructura de algebra de Lie y la de grupo de Lie.

Proposicion B.3.2. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Si expg y expy denotan
los mapeos exponenciales en G y H respectivamente, entonces

foexps = expy odfe. (B.1)

Demostracion Sea X € g y exps(tX) el subgrupo a un pardmetro generado por X. Se tiene
que f o expa(tX) = ¥(tX) es un subgrupo a un parametro de H con ¢'(0) = df(X). Luego
foexpa(tX) = expy(tdf(X)), en particular

foexpa(X) =expyodf(X). O

Si G es un grupo de Lie conexo, entonces G es generado por cualquier vecindad U de la identidad,
ya que es claro que U(h) = {g € G|g € hU" para algtin n € N} es abierto y que si hy ¢ U(hs)
entonces U(hy) N U (h2) = 0.

Proposicion B.3.3. Si f,h : G — H son morfismos de grupos de Lie, G conexo, tales que df. = dge
entonces f = g.
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Demostracion Primero se ve que f y h coinciden en una vecindad de e. Sea U una vecindad de e
y V una vecindad de 0 en G, para las cuales exp : V — U es un difeomorfismo. Si g € U, entonces

f(9) = f(expg(v)) = expp (dfe(v)) = expy(dhe(v)) = h(expg(v)) = h(g).

Como G esta generado por U entonces cualquier elemento de G es de la forma ¢ --- g, con
g; € U. Luego

flg1--gn) = f(g1) - f(gn) = h(g1) -~ hgn) = h(g1 -+~ gn). O

Los morfismos de grupos de Lie estan completamente determinados por su accién sobre sus
algebras de Lie. Hay un teorema reciproco:

Proposicion B.3.4. Sean G y H grupos de Lie con G conexo y simplemente conexo. SiT : g — b
es un morfismo de dlgebras de Lie entonces existe un tnico morfismo de Lie f : G — H tal que
dfe ="T.

Para ver hasta qué punto se puede reducir la clasificacién de los grupos de Lie a la clasificacion
de sus élgebras de Lie vemos que si G' es un grupo de Lie y G es su cubierta universal, G admite
una Unica estructura de grupo de Lie de tal forma que 7 : G — G es un homomorfismo de grupos
de Lie. Resulta que las transformaciones de cubierta conforman un subgrupo discreto del centro de
G. Como 7 es un difeomorfismo local, G y G tienen algebras de Lie isomorfas. Ademaés,

Proposicion B.3.5. Sean G y H dos grupos de Lie conexos y simplemente conexos. Si g y b son
dlgebras de Lie isomorfas entonces G y H son isomorfos.

Demostracion Esto es inmediato de . ]

Asi, si Gy H son grupos de Lie conexos con algebras de Lie isomorfas entonces por la proposicion
anterior tienen la misma cubierta universal. El problema de clasificar grupos de Lie se ha reducido a
dos problemas algebraicos: clasificar las dlgebras de Lie (para determinar los grupos de Lie conexos
y simplemente conexos) y determinar los subgrupos discretos del centro de los grupos de Lie conexos
y simplemente conexos.

Regresando a los subgrupos, por la proposicién si H es un subgrupo de Lie de G entonces
H. C G, es subalgebra de Lie. De hecho,

Proposicion B.3.6. Toda h C g subdlgebra de Lie del dlgebra de Lie de G determina un tinico
subgrupo conexo H de G cuya dlgebra de Lie es by. Parafraseando, hay una correspondencia biyectiva
entre subdlgebras de Lie de g y subgrupos de Lie conexos.

Por el teorema de Ado toda algebra de Lie es subélgebra de ¢gl(V'), que a su vez le pertenece a un
subgrupo de Lie de GL(V'). Luego para todo grupo de Lie G existe un subgrupo de Lie G’ C GL(V)
tal que g = ¢, lo cual indica que G y G’ son localmente isomorfos. Sin embargo no es cierto que
todo grupo de Lie puede realizarse como un grupo de matrices.

Ser un subgrupo de G (sin necesariamente tener estructura diferenciable) no es suficiente para
ser subgrupo de Lie; sin embargo,

Proposicion B.3.7. Si H es un subgrupo cerrado de G, esto es un subgrupo que como conjunto
en G es cerrado, entonces H tiene una unica estructura diferenciable de tal forma que H — G es
un subgrupo de Lie.
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B.4. Integracion en grupos de Lie

Sea G un grupo de Lie n-dimensional.

Definicion B.4.1. Una s-forma w es izquierdo-invariante si Lyw = w para todo g € G. Esto es si
w(dLg(v1),...,dLg(vs)) = w(v1,...,vs).

De forma analoga se define una forma derecho-invariante. Cuando una forma es izquierdo-
y derecho-invariante decimos que es bi-invariante. Sea A3 (G) el conjunto de s-formas izquierdo-
invariantes. Si w’ € A®(g) es una s-forma en g y se define

wvr, ..., vs)g = w'(dLg-1(v1),...,dLs-1(vs)),
entonces w es izquierdo-invariante, ya que

(Lyw)g(v1,...,vs) = whg(dLp(v1),...,dLp(vs))
= w/(dLg—lh—ldLh('Ul), ooy dLg—1p-1d Ly (vs))
= w’(dqu(vl), oy dLg-1(vs)) = wg(v1, ..., vs).

Si {w;} es una base de A*(g), w € A3 (G) y w. = a'w; entonces por la invarianza izquierda
wg = a'w;, por lo que

Proposicion B.4.1. A$ (G) es un espacio vectorial isomorfo a A®(g).

Si w es una n-forma izquierdo-invariante y g € G entonces

(Ryw)n(vi, - vn) = whg(dRy(v1), ..., dRy(vn))
= we(dLngy-1dRg(v1), - .-, dL (g -1 ARy (V)
= we(dLy~1dRydLy-1(v1),...dLy-1dRydLy-1(vy,))
= det(Ad(g))we(dLp-1(v1), ..., dLp-1(vs))
= det(Ad(g))wn(v1,...,Up).

Por lo tanto,
Ryw = det(Ad(g))w. (B.2)

Definicion B.4.2. Un grupo de Lie es unimodular si | det(Ad(g))| =1 para todo g € G.

Puesto que Ad(gh) = Ad(g)Ad(h) y det(AB) = det(A) det(B), la funcion det(Ad(_)) : G — R*
es un morfismo de grupos de Lie. Si G es compacto entonces la imagen bajo det(Ad(_)) es un
subgrupo compacto. Sin embargo, los tnicos subgrupos compactos de R* son {1} y {1, -1} por lo
que todo grupo de Lie compacto es unimodular. Si ademéas G es conexo entonces det(Ad(g)) = 1
por lo que G admite una n-forma bi-invariante.

De ahora en adelante G es un grupo de Lie unimodular.

Si w una n-forma izquierdo-invariante, w determina una orientacion de G llamada la orientacion
izquierda asociada a w.. La multiplicaciéon izquierda preserva la orientacién mientras que la multi-
plicacién derecha R, preserva la orientacion si det(Ad(g)) > 0. Si f : G — W es una funcion suave
de soporte compacto entonces podemos calcular la integral fG fw. Por lo anterior,

/G F(Bon, = /G L: (fu)n = /G Fgh) L) = /G F(gh)won.
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Por otro lado, dependiendo de si I?; preserva orientacion o no, se tiene
| tn =+ [ By =+ [ rtaRyn == | fing)der(ad(o))en,

— | det(Ad(g))| /G F(hg)ong-

Esto sugiere que en grupos unimodulares la integral de funciones con soporte compacto es
izquierdo- y derecho-invariante.

Sea G compacto y tomese la Gnica n-forma izquierdo-invariante wg tal que f o wc = 1. Definase
la integral de una funcién f: G — W, con W un espacio vectorial, como fG fwe v la dendtese por

e f(9)dg
Proposicion B.4.2. La integral de funciones en G satisface:

A. fo(gh)dh:fo( )dh = fc (hg)dh;
B. [, f(h™Y)dh = [, f(

Demostracion El punto (A) quedo establecido en las observaciones que anteceden a esta propo-
sicion. En cuanto a la parte (B) se tiene que (cfr. )
(—d
(—d

(i*w)g(vl,.. ) -1 1ng—l (Ul),...7—dLg—1ng—1(rUn))
= wg 1 ldLg—l dLnggf1 (’Ul), ceey —dLg—ldLg—ldLngg—l (Un))

=wg(—Ad(g D), —Ad(g™")(vn))
= (—1)"det(Ad(g~"))wg(v1, - .., vn).

Usando el mismo argumento que arriba,

[t - /G |det(Ad(g™1))] F(g~ wymr = /G gy, O

Sea ¢ : G — GL(V) una representacion de un grupo G. Se dice que un producto interior
k:V xV — R es invariante con respecto a ¢ si k(v,w) = k(¢(h)(v), o(h)(w)) para toda h € G.

Teorema B.4.3. Toda representacion ¢ : G — GL(V) de un grupo de Lie compacto admite un
producto interior invariante con respecto a .

Demostracmn Sea k: V x V — R cualquier producto interior. Si se define k : V x V' — R como
fG v), ¢(g9)(w))dg entonces es claro que k es un producto interior y que

=k(v,w). O

Corolario B.4.4. Todo grupo compacto tiene un producto interior k : g X g — R Ad-invariante.






Apéndice C

Espacios de Alexandrov

C.1. Espacios de Alexandrov

Los trabajos de Alexandrov en la década de 1950 introdujeron la idea de la posibilidad de hacer
geometria métrica con una nocién no diferenciable de curvatura. Su aportacion al area de la geo-
metria de superficies consistié en realizar una descripcion geométrica de las superficies convexas, no
solo diferenciables, desde una perspectiva intrinseca (aquellas propiedades medibles solo dentro de
la superficie). Posteriormente surgi6 el proyecto propuesto por Gromov en [Gro78] de estudiar su-
cesiones convergentes de variedades riemannianas con respecto de la métrica de Gromov-Hausdorff
(C.3). A partir del articulo clasico [BGP92] (1992) en el cual Gromov, Burago y Perelman desarro-
llaron los elementos de la teoria de dichos espacios, la teoria de espacios de Alexandrov tuvo una
explosién y su trabajo abrié una rama muy amplia de investigacion que hoy en dia sigue rebozando.

Los espacios de Alexandrov no solo resultan ser la frontera ideal del conjunto de variedades
riemannianas (con curvatura acotada inferiormente) en el conjunto de espacios métricos compactos
con la topologia Gromov-Hausdorff, sino que son mucho mas estables que las variedades rieman-
nianas. El cociente isométrico, la suspension, los conos, las sucesiones convergentes de espacios de
Alexandrov son construcciones que permanecen dentro de la categoria de los espacios de Alexandrov.

La estructura de dichos espacios resulta ser (relativamente) mansa; un espacio de Alexandrov
siempre tiene dimensién de Hausdorff entera o infinita y en el caso que tenga dimension entera
entonces salvo por un conjunto de medida 0 el espacio es una variedad topolégica. La geometria
local esta contenida en una version generalizada del espacio tangente.

En esta seccion se da una introduccion a la geometria de los espacios de Alexandrov. Se considera
que el lector esta familiarizado con nociones de geometria métrica como aparecen en el libro [BBI].

Definicion C.1.1. Un espacio métrico X es intrinseco si es localmente completo y para todo par
de puntos x,y € X y e > 0 existe una sucesion finita de puntos x = q1,q2,...,qm = y tales que
d(z,y) <ey

> d(gi,giv1) < d(z,y) + .

(3

Véase también [Gro01] para una definicion méas amplia.
La filosofia detras de esta definicion es la siguiente. Una curva continua « : [a,b] — X es
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rectificable si existe el limite
L(a) = sup{Zd(a(ti),a(tiH)) neNya=tg<t1 <---<t,= b} ;

en tal caso se dice que L(«) es la longitud de la curva (comparese con ). Siafa) =py
a(b) = q, se escribird « : p — ¢ para indicarlo. Luego un espacio métrico es intrinseco si d(z,y) =
inf {L(a)|a : © — y}, es decir la distancia esta determinada por la longitud de los caminos. Por esto
a los espacios métricos intrinsecos también se les llama espacios de caminos.

Definicion C.1.2. Un espacio métrico X es estrictamente intrinseco si para todo par de puntos
x,y existe una curva rectificable o : x — y tal que

L(a) = d(z,y).

Las curvas que realizan la distancia entre dos puntos son llamadas geodésicas minimizantes o
segmentos. Si X es un espacio intrinseco, completo y localmente compacto entonces es estrictamente
intrinseco. De ahora en adelante solo se trabajaré con espacios estrictamente intrinsecos. La teoria
se puede desarrollar sin esta suposicién inicial, sin embargo las demostraciones se vuelven menos
técnicas y enmendar las demostraciones para que funcionen en el caso general usualmente consiste
de aplicar el mismo argumento de aproximacion.

Definicion C.1.3. Sea X un espacio métrico y x,y € X. Un e-punto medio entre x y y es un
punto z € X tal que d(z, z),d(z,y) < %d(x,y) +e. z es un punto medio ente x y y si es un 0-punto
medio.

Una caracterizacion sencilla de los espacios métricos (estrictamente) intrinsecos es la siguiente:

Proposicion C.1.1. Sea X un espacio métrico completo. X es (estrictamente) intrinseco si y solo
st para todo par de puntos x,y € X y todo e > 0 existe un e-punto medio entre x yy (respectivamente
existe un punto medio).

Un espacio de Alexandrov es un espacio métrico (estrictamente) intrinseco que admite algunas
propiedades de los espacios curvos a través de la comparacién con los espacios modelo. En este
capitulo M* denota la superficie riemanniana completa, simplemente conexa con curvatura seccional
=k, ie. MF = M?>*; véase

Definicion C.1.4. Sean z,y,z € X espacio métrico. Un tridngulo de comparacion Agzyz es
un tridngulo AZyz en M* con d(z,y) = d(#,7), d(z,2) = d(7,2) y d(y,2) = d(y,2). Si k <0
el tridngulo de comparacion existe y es unico salvo isometria; si k > 0 existe si Per(Axyz) =
d(z,y) + d(y,2) + d(z,z) < 2rn/Vk y es unico si Per(Axyz) < 2n/VEk (cfr. 1.9). El dngulo de

comparacion Lypxyz es £TYZ.

De la misma manera en que un poliedro es convexo si la suma de los angulos que forman las
caras en cualquier vértice es < 2w, un espacio de Alexandrov tiene curvatura > k si satisface una
propiedad anéloga.

Definicion C.1.5. Un espacio de Alexandrov con curvatura > k es un espacio métrico X (estric-
tamente) intrinseco tal que para todo p € X existe una vecindad U de p en la cual toda cuddrupla
de puntos (q;a,b,c) en U satisface

Aragb + £pbge + Lycqa < 2.
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Existen otras definiciones de un espacio de Alexandrov, todas equivalentes. La demostracion de
su equivalencia puede consultarse en cualquiera de las fuentes previamente mencionadas.

Definicion C.1.6. Un tridngulo geodésico Axyz en un espacio métrico intrinseco consiste de tres
puntos x,y,z € X junto con tres geodésicas minimizantes Ty : T —> Y, Yz 1Y —> 2 Y ZT : Z —> .

Definicion C.1.7 (Version 2). Un espacio de Alexandrov con curvatura > k es un espacio métrico
X (estrictamente) intrinseco tal que para todo p € X existe una vecindad U de p tal que para todo
tridngulo geodésico Axyz en U y todo tridngulo de comparacion Axxyz, siw € Ty y w € Ty es tal
que d(z,w) = d(z,w) y d(w,y) = d(w, y) entonces

d(z,w) < d(z,w).

Un punto importante de los espacios de Alexandrov con curvatura > k es que se puede definir
una nocién de angulo para geodésicas minimizantes. En realidad el angulo se puede definir para
cualquier par de curvas (con inicio comun) en cualquier espacio métrico, pero la mayoria de las
veces el angulo no existe. Sin embargo, en un espacio de Alexandrov el angulo entre dos geodésicas
siempre existe.

Definicion C.1.8. Sean v1,72 : [a,b] — X curvas continuas tales que v1(a) = y2(a) = p. El dngulo
entre y1 Yy y2 enp es

v — 1t () +d(p,72(5))* = d(3 (1) 72(5))”
Y172 = lim
5,10+ 2d(p,71(t))d(p, 2(s))
En el caso que X sea una variedad riemanniana y 71,72 sean curvas diferenciables entonces es
claro que £y1v2 = 4£71(0)74(0). Si Azyz es un tridngulo geodésico se escribird Lxyz para denotar
el angulo formado entre las geodésicas §z y yz.

Definicion C.1.9. (Version 8) Un espacio de Alexandrov de curvatura > k es un espacio métrico
(estrictamente) intrinseco X tal que todo punto p € X tiene una vecindad U tal que para todo
tridngulo geodésico Axyz en U y tridngulo de comparacion Apxyz se cumple

Lrryz < Lxyz.
Esta definiciéon es claramente equivalente a:

Definicion C.1.10. (Version 4) Sean 1,72 : [0,1] = X dos geodésicas minimizantes con vértice
comin p = 1(0),v2(0). Para cada r,s definase la funcion Ok (r,s) = £Z,pys donde AZ,pys es un
tridngulo de comparacion para Ay (r)py2(s) en M*. Se dice que X es un espacio de Alexandrov con
curvatura > k si para todo punto p € X existe una vecindad U tal que para todo par de geodésicas
minimizantes en U con vértice comin la funcion £y (r,s) es no decreciente (con r o s fijo).

Una consecuencia inmediata de la definicién es que las geodésicas no se ramifican. Esto es, si
1,72 ¢ [a,b] = X son geodésicas y 71’[07(1] = 72|[07d] (con [¢,d] C [a,b] y ¢ # d) entonces v1 = 7o.
También el angulo entre geodésicas siempre esta definido.

En variedades riemannianas, si 3;, 9; son geodésicas, con S3;(0) = v;(0), que convergen a 3y ~y
respectivamente entonces los dngulos £3;; convergen a 437, pero en espacios de Alexandrov esto
puede fallar. Sin embargo,

Proposicion C.1.2. Sean X un espacio de Alexzandrov con curvatura > k y v, 5; : [0,]] = X
geodésicas con v;(0) = B;(0) = p;, si v; y Bi convergen a las geodésicas v y B, respectivamente,
entonces
£yB < lminf £v;p;.
1— 00
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C.2. Estructura

En esta seccion se enuncian los teoremas que describen la estructura béasica de los espacios de
Alexandrov. Constltese [BGP92],[BBI] o [Shi93] para las demostraciones.

Un espacio de Alexandrov se definié como un espacio métrico intrinseco en el cual se satisface
localmente un anélogo al teorema de Toponogov . Sin embargo para tridngulos arbitrarios el
teorema sigue siendo valido:

Teorema C.2.1 (de globalizacion). Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k completo.
Sean p;x,y,z € X. Adicionalmente, si k > 0 se pide que

Per(Azpy), Per(Aypz), Per(Azpz) < 2r/VE.

FEntonces
Lrrpy + Lrypz + Lpzpr < 2.

La demostracion de la equivalencia de las definiciones de la seccién pasada no ocupa la localidad
de la definicién por lo que todas las siguientes reformulaciones del teorema anterior también son
ciertas.

Teorema C.2.2. Sea X un espacio de Alexandrov completo

1. Sea Azyz un tridngulo geodésico en X ; si k > 0 se pide que Per(Azyz) < 2 /vVk. Si Apxyz
es un tridngulo de comparacion, entonces

Lrryz < Lzyz.

2. Sea Axyz un tridngulo geodésico en X ; sik > 0 se pide que Per(Azyz) < 2w /Vk. Sea Apzyz
un tridngulo de comparacion. Siw € Ty y W es el correspondiente en Ty, i.e. d(x,w) = d(T, )
y d(w,y) = d(w, ), entonces

d(z,w) < d(z,w).

Como consecuencia del teorema de globalizacién se tiene una generalizacion del teorema de
Bonnet-Myers:

Proposicion C.2.3. Sea X un espacio de Alexandrov completo con curvatura > k > 0, entonces
diam(M) < 7 /Vk.

y que la restriccion enunciada en el teorema de globalizacion es superflua:

Proposicion C.2.4. Sea X un espacio de Alexandrov completo con curvatura > k. Todo tridngulo
Axyz tiene perimetro < 2#/\/%.

En cuanto a la estructura local:

Definicion C.2.1. p € X es un punto (n,d)-tensado si existen n pares de puntos a,,b, € X tales
que
Aya;pb; > 7 — 0, Lrapa; > /2 =4,

Lra;pb; > m/2 =4, Lrbipb; > w/2 — 4.

a la coleccion de puntos (a;,b;) se le llama un (n,d)-tensor en p.
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Proposicion C.2.5. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k y p un punto (n,0)-
tensado. Si § es suficientemente pequerio, es decir 6 < C(n,k) para alguna constante que solo
depende de n y k, entonces en cualquier vecindad de p existen puntos (n,d’)-tensados para cualquier
§ > 0.

La existencia de un (n,d)-tensor con n maximal en un punto p prove de coordenadas en una
vecindad suficientemente pequena de p.

Teorema C.2.6. Sea p un punto (n,d)-tensado con 6 < 1/2n y (a;,b;) un tensor. Si U carece de
puntos (n + 1,8")-tensados (con &' = §(0) suficientemente pequeno) entonces existe una vecindad
abierta V' de p tal que la funcion ¢ : V — R" definida por

SD(q) = (d(ah q)7 ) d<an7 Q))
es un homeomorfismo bilipschitz.

Definicion C.2.2. p € X es un punto variedad si existe una vecindad V' y una funcion bilipschitz
p: V=W CR" a un dominio abierto en R™.

Dado que la existencia de puntos (n, §)-tensados controla fuertemente la topologia local definase

Definicién C.2.3. El indice de tension de un punto p € X es el supremo del conjunto de nimeros
n € N tales que en toda vecindad U de p y para todo & existen puntos (n,d)-tensados en U. Se
admite la posibilidad de que sea co.

En lo que sigue V.7 y dimg denotan el volumen Hausdorff n-dimensional y la dimensién Haus-
dorff. Revise [BBI] para su definicion y propiedades elementales. Por motivos técnicos se trabaja
con una simplificacién del volumen y la dimension Hausdorff.

Definicion C.2.4. Sea U un subconjunto acotado de un espacio métrico. El volumen dspero r-
dimensional se define como
VE(U) = limsupe” By (e),

T
e—0

donde By (€) es el nimero mdzimo de puntos e-separados. Es decir,
Bule) ={IS| IS C U finito yVp,q € S d(p,q) >}

Definicion C.2.5. La dimension dspera de un subconjunto acotado de un espacio métrico U es el
numero

f {r > 0[V;}(U) = 0} = dimg(U) = sup {r > 0|V,*(U) = o0} .

Sean X un espacio de Alexandrov y p € X. Sean U una vecindad suficientemente cercana a
p, {21, ..,2,} una coleccion de puntos e-separados en U y pzx; geodésicas minimizantes. Si ¢; son
puntos sobre las geodésicas pz; tales que d(p, q;) = 1/Rd(p,z;) con R pequenio entonces es facil ver
que (usando triangulos de comparacion, véase Figura ) d(gi,q;) > Cd(z;,x;) donde C es una
constante que solo depende de k y max {d(p,z;)}, luego la colecciéon de puntos {g¢;,...,q;} es un
conjunto Ce-separado. Este argumento demuestra que

Proposicion C.2.7. SiU y V son abiertos suficientemente pequenos en un espacio de Alexandrov
X con curvatura > k entonces dimg(U) = dimg (V). Si X es completo entonces esta propiedad es
vdlida para todo abierto acotado U C X.
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qi Lj \ _
Lj
q; . dj
D

Figura C.1: Apz;T; y Apg;q; son tridngulos de comparacion para los tridngulos Apz;x; y Apgiq;.
g; es un punto sobre pz; tal que d(p, 7;) = d(p, ¢;), nétese que d(g;,q;) = d(qi, §;) > d(q;, ;).

Si el indice de tensién de un punto es finito entonces existe una funcion bilipschitz ¢ : U —
V C R” donde U es una vecindad del punto. Al igual que para la dimensién Hausdorff, y la
demostracion es la misma, si f : X — Y es bilipschitz entonces dimg(X) = dimg(Y'). Se sabe que
dimpg(V) = dimy (V) = n para todo dominio abierto V' C R™. Luego

Proposicion C.2.8. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k, p € X e i(p) el indice
de tension de p. Para cualquier vecindad suficientemente pequeria U de p, se tiene que i(p) =
dimp(U) = dimg (U). Si X es completo, esto es vdlido para cualquier vecindad acotada.

Corolario C.2.9. La dimension Hausdorff de un espacio de Alexandrov es un entero o co.
Corolario C.2.10. El indice de tension es constante.

De ahora en adelante, la dimension de un espacio de Alexandrov se refiere a cualquiera de los
siguientes nimeros: dim(X) = dimg(U), dimg(U),i(p), donde U es cualquier abierto acotado, e
i(p) es el indice de tension de cualquier punto.

Corolario C.2.11. Si X es un espacio de Alezandrov n-dimensional entonces el conjunto de puntos
(n,0)-tensados, con § suficientemente pequeno, es denso.

El conjunto mencionado en el corolario anterior admite una estructura de variedad topologica.
Atn maés, de acuerdo con Otsu [OS94] el conjunto de puntos (n, §)-tensados para ¢ arbitrario admite
una estructura riemanniana generalizada (C°) cuya métrica inducida coincide con la métrica del
espacio.

En un espacio de Alexandrov n-dimensional un punto (n, §)-tensado tiene una vecindad homeo-
morfa a R™, y luego tiene vecindades compactas. En el caso que ademés sea completo se tiene:

Proposicion C.2.12. En un espacio de Alexandrov completo n-dimensional cualquier conjunto
acotado es precompacto. Entre cualquier par de puntos existe una geodésica minimizante.

De ahora en adelante solo se trabajara con espacios de Alexandrov completos y finito dimensio-
nales.

Definicion C.2.6. El conjunto de espacios de Alexandrov con curvatura > k y dimension < n
es denotado por M (k,n). M (n,k,D) es el subconjunto de .# (n,k) de los elementos con didmetro
<D.
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C.3. Distancia Gromov-Hausdorff

Definicion C.3.1. Sean A, B C X. La distancia de Hausdorff entre A y B es
dy (A, B) = inf {d(a,b)|a € A,b € B}.

Si se restringe a los subconjuntos cerrados de X, dp, es una métrica. Es posible generalizar esta
métrica para comparar espacios métricos.

Definicion C.3.2. La distancia Gromov-Hausdorff se define para un par de espacios métricos X, Y

como
den(X,Y) =f {dg (X', V)X V' CZX2X yY2Y'}.

Esta manera tan burda de comparar espacios métricos fue introducida por Gromov [Gro78] para
estudiar la “convergencia’ de espacios riemannianos. Fue necesario aceptar una visiéon borrosa de
los objetos para permitir el “colapso” que Gromov tenia en mente.

Si A es el conjunto de espacios métricos compactos entonces

Proposicion C.3.1. La métrica de Gromov-Hausdorff define una métrica en .# . En particular,
st X yY son espacios métricos compactos tales que dgy(X,Y) =0 entonces X 2 Y.

Definicion C.3.3. Una sucesion de espacios métricos compactos {X;} converge a X, X; —»au X,
en la topologia de Gromov-Hausdorff, si dgu(X;, X) — 0.

En el caso que X; —gy X, es posible construir un espacio Z junto con subconjuntos X y
X' isométricos a X; y X, respectivamente, tales que X! — g X' segin la métrica Hausdorff. Esta
representacion permite construir una correspondencia entre los puntos de X; y X.

Definicion C.3.4. Una funcion f : X — Y (no necesariamente continua) es una e-isometria si
dist(f) <ey f(X) es una e-red.

Se le recuerda al lector que la distorsion de una funcién entre espacios métricos f : X — Y
se define como dist(f) = sup{|d(z,y) — d(f(z), f(v))| |x,y € X}, y que una e-red en un espacio
métrico X es un subconjunto R tal que R. = {y € X|d(y,R) < e} = X.

Proposicion C.3.2. X; —gg X siy solo si para todo € existe N € N y e-isometrias f, : X, = X,
gn : X — X, para todon > N. Equivalentemente X,, —cpg X siy solo si existe una sucesion e, > 0
Y En-isometrias fn : X, = X, gn 1 X = X, tales que €, — 0.

Las e-isometrias permiten trasladar configuraciones métricas finitas en X, i.e. colecciones finitas
de puntos de X con ciertas propiedades métricas, a los espacios convergentes X; con distorsion
convergente a 0. Por tanto, cualquier propiedad métrica en términos de configuraciones métricas
finitas se hereda a los espacios limite. Por ejemplo,

Proposicion C.3.3. Sea {X;} una sucesion de espacios métricos intrinsecos y compactos. Si X; —
X entonces X es un espacio métrico intrinseco.

Demostraciéon Sean z,y € X. Como se estan tratando con espacios métricos compactos, por
basta con verificar que para todo € > 0, x y y tienen un e-punto medio.

Para esto sea g, : X,, — X una sucesion de g,-isometrias con &, — 0. Sean z,, = gn(z) y
Yn = gn(y). Notese que |d(zy, yn) — d(z,y)| < &,. Sea z, un €/2-punto medio de ,, y Y, y wy, € X
tal que d(gn(wy), 2n) < € (recuérdese que esto siempre es posible ya que g,(X) es una e,-red). Es
rutina verificar que w,, es un e-punto medio para n suficientemente grande. [J
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Proposicion C.3.4. Si X es el limite de una sucesion de espacios de Alexandrov con curvatura
> k entonces X es un espacio de Alexandrov con curvatura > k.

Demostraciéon Por la proposicion anterior X es un espacio métrico intrinseco. Falta verificar las
condiciones de curvatura.

Sean p,a,b,c € X una cuadrupla y g, : X — X,, e,-isometrias con €,, — 0, y X,, espacios de
Alexandrov compactos con curvatura > k. Sean p, = gn(p),an = gn(a), bp = gn(b) y ¢n = gn(c).
Por la definicién ,

Kkanpnbn + Akbnpncn + Akcnpnan < 2.

Dado que g,, son €,-isometrias y €,, — 0 se tiene que las distancias entre los puntos py,, an, by, ¢,
convergen a las distancias entre los puntos p, a, b, ¢, por lo que los tridAngulos de comparaciéon corres-
pondientes en M* convergen. Dado que el angulo £;,pgr depende continuamente de d(p, q), d(p,7)
y d(g,r) entonces los angulos Lpa,pnb, — Lrapn, Libppncn, — Lpbpe vy Lgcnpnan, — Lepa por lo
que

Arapb + Lbpe + Lcpa < 2.

Es decir, X es un espacio de Alexandrov con curvatura > k. [

Finalmente,

Proposicion C.3.5. Si X es el limite de una sucesion X, de espacios de Alexandrov compactos
con curvatura > k y dimension n, entonces X € M (k,n).

Demostracion Por las proposiciones anteriores X es un espacio de Alexandrov compacto con
curvatura > k. Solo falta demostrar la afirmacion de la dimension.

Sea p € X un punto (m, d)-tensado para § suficientemente pequeno y a;,b; un (m,d)-tensor en
p. Sean g; : X — X; g;-isometrias con g; — 0, p; = ¢;(p), ag- = g;(a;) y bé- = g;(b;). Dado que
las distancias entre los puntos p;, a;- y b;- convergen a las distancias entre los puntos p,a; y b;, los
angulos de comparacion entre los puntos p,,, aé-, b;- se aproximan tanto como se quiera a los dngulos
entre p, a;,b;. Luego para i suficientemente grande p; es un punto (m, d;)-tensado con aé-, bé- como
un (m,d’) tensor. Esto se puede hacer de tal forma que §; sea suficientemente pequefio por lo que
m < n. En conclusion, dim X < dim X; = n. O

Esto indica que los conjuntos .# (k,n) C .# (k) C .# son conjuntos cerrados. Es facil ver que la
funcion didmetro, diam : .# — R, es una funcién continua. Luego si X; es una sucesion convergente
en . entonces el didmetro esta acotado. Por otro lado si X; gy X y R es una £/2-red finita
en X, entonces usando £’-isometrias se puede trasladar R a una familia de e-redes R,, en X,, para
n suficientemente grande. Las redes R,, tienen la misma cardinalidad que R por lo que es posible
afirmar que existe un natural N(e) tal que para toda i, X; tiene una e-red con a lo mas N(g)
elementos.

Si € C . es un subconjunto compacto entonces los argumentos anteriores muestran que:

1. El didmetro de los elementos de € esta uniformemente acotado.

2. Para todo ¢ existe N(¢) € N tal que todo espacio X € £ tiene una e-red con a lo mas N ()
elementos.

Resulta que estas dos condiciones son suficientes para que una familia de espacios sea precom-
pacta en .Z. Este es el famoso criterio de precompacidad de Gromov [Gro0l, Proposicion 5.2].
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Proposicion C.3.6 (Criterio de precompacidad). Sea € C .4 una familia de espacios métricos
intrinsecos y compactos. Si el diametro de los espacios X € € estd uniformemente acotado; es
decir, diam(X) < D para algin D fijo; y para todo € existe N(g) € N tal que todo elemento de
€ contiene una e-red con N(g) elementos, entonces € es precompacto con respecto de la topologia

Gromov-Hausdorff.

Usando un estimado del volumen &spero (véase y [BGP92, Lema 8.2, Corolario 8.4] para
la demostracion) es posible demostrar que la clase .# (k,n, D) satisface las hipotesis del criterio de
precompacidad. Se ha demostrado que este espacio es cerrado por lo que

Teorema C.3.7. Para todon >0,k €R y D > 0 el espacio M (n,k,D) es compacto.

Notese que si k > 0 entonces .# (n, k) = .4 (n, k,7/vk) es compacto.

El criterio de precompacidad de Gromov junto con el teorema de estabilidad de Perelman qu se
enuncia a continuaciéon brindan una manera muy poderosa de demostrar que los tipos de homeo-
morfismo de ciertas clase de espacios (salvo isometria) forman un conjunto finito. Véase para
algunos ejemplos de esto.

Teorema C.3.8 (Perelman). Sea X un espacio de Alexandrov de dimension n con curvatura > k.
Eziste e(X) > 0 tal que si Y es un espacio de Alexandrov de dimension n con curvatura > k y
dau(X,Y) <e(X) entonces X 2Y (homeomorfo).

Para cerrar esta seccion se menciona que existe una nocion de convergencia Gromov-Hausdorff
para espacios no compactos. Se le pide al lector que tenga en mente la convergencia de funciones
en dominios no compactos.

Definicion C.3.5. Una sucesion de espacios punteados (X;,p;) (i.e. p; € X;) converge en el sentido
Gromov-Hausdorff a (X, p) si para toda R > 0 existe una sucesion \; — 0 tal que

(BR+>\7‘, (pz)vpz) —GH (BR(p)ap)a

es decir, si existen €;-isometrias f; : Bryx, (i) = Br(p) v ¢; : Br(p) — Bry,(pi) tales que
filpi) = p v 9:(p) = pi-

C.4. Espacio de direcciones

La generalizacion del espacio tangente accesible a la teoria de espacios de Alexandrov es la
siguiente. Sea p € X y €(p) el conjunto de todas las geodésicas que parten de p. Definase una
relacion de equivalencia entre geodésicas declarando equivalentes a dos geodésicas a 'y 3 si £Laf = 0.
Sea E’p = ¢/ ~. Dado que las geodésicas no se ramifican, dos geodésicas son equivalentes si y solo
si una es un subsegmento de la otra.

Se puede medir la separacién entre geodésicas usando el angulo que forman como métrica. Un
resultado basico es el siguiente.

Proposicion C.4.1. Sean pq, ps y pr geodésicas en un espacio de Alexandrov X con curvatura
> k. Los dngulos satisfacen
Lqgpr < Lqps + £spr.

Luego (X, £) es un espacio métrico.
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Definicién C.4.1. El espacio de direcciones en p, ¥, es la completacion métrica de (E;,, £).

Ahora se expone una construccion general de espacios de Alexandrov que aplicada al espacio de
direcciones nos proveera del espacio tangente.

Definicion C.4.2. Sea X un espacio métrico con diam(X) < w. El cono C(X) es el conjunto
C(X) = X x[0,00)/ ~,

en donde se han identificado los puntos de la base X x {0}, junto con la métrica

d((z,1), (y,5)) = /1% + 52 = 2rsd(z, y).

Con tal definicion es facil ver que C(S™) = R"*1. En el caso que X sea un espacio de Alexandrov
se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion C.4.2. Si X es un espacio intrinseco entonces C(X) es intrinseco. Ademds son
equivalentes

1. C(X) es un espacio de Alexandrov con curvatura > 0.
2. X es un espacio de Alexandrov con curvatura > 1.
Definicién C.4.3. El cono tangente en p se define como C(X,).
En la siguiente proposicion se resumen las propiedades basicas del espacio de direcciones.

Teorema C.4.3. El cono tangente C(X,) es el limite punteado Gromov-Hausdorff de la sucesion
(AX,p) con A — oo, donde A\X es el espacio métrico X que se obtiene de multiplicar la métrica
por A. Por tanto C(X,) es un espacio de Alexandrov con curvatura > 0, se sigue que ¥, es un
espacio de Alexandrov con curvatura > 1. Si X es un espacio de Alexandrov finito dimensional y
dim(X) = n entonces dim(X,) =n — 1.

En caso que p sea un punto variedad resulta que X, = S*~!. en particular no tiene “frontera”.
Si X es un espacio de Alexandrov con curvatura > k 1-dimensional entonces X es un segmento
de recta, R o S!, de estos casos solo los segmentos de recta tienen “frontera”. Se puede definir la
frontera de manera recursiva.

Definicion C.4.4. Un punto sobre un espacio de Alexandrov de dimension 1 es un punto frontera
si X, = {x}. En general, p € X es un punto frontera si ¥, tiene puntos frontera. La frontera de
X, 0X, es la coleccion de puntos frontera.

C.5. Funciones de distancia y conjuntos convexos

Sea f: D C X — R una funcién continua de un subconjunto de un espacio de Alexandrov. Es
posible dar una definicion ad hoc de funcién diferenciable con la cual demostrar resultados anélogos
al caso riemanniano. El objetivo principal de esta seccion es demostrar un teorema del alma (cfr.

) para espacios de Alexandrov. Los detalles de las demostraciones se pueden consultar en
[Per91].
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Figura C.2: Los triangulos de comparacion Apb(t)é(s).

Definicion C.5.1. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k y finito dimensional. Una
funcion f: D C X = R con D un abierto de X tiene derivadas direccionales si es Lipschitz y para
todo p € D existe una funcion continua f(’p) 12, = R tal que

fin () = (f 2)'(0),
donde v : [0,1] = X es una geodésica unitaria con v(0) = p y £ es la direccion que representa a 7.

Definicion C.5.2. Sea A un subconjunto de un espacio de Alexandrov finito dimensional. La
funcion distancia dg : X \ A — R es la funcion definida por

da(y) = d(y, A).

Proposicion C.5.1. Si A es un conjunto compacto en un espacio de Alexandrov finito dimensional
con curvatura > 0 entonces la funcion de distancia da tiene derivadas direccionales. Adn mds,

(da)(p)(§) = —cos(ds, (€ A})),

donde A; es el conjunto de las direcciones de las geodésicas minimizantes de p a A, es decir el
conjunto de direcciones de geodésicas v : |a,b] — X tales que y(a) = p, y(b) =a € A y d(p,a) =
d(p, A).

Demostracion Sea po una geodésica unitaria en X \ A.
Sea pa una geodésica con d(p, a) = d(p, A). Para cada t sea b(t) el punto sobre po con d(p, b(t)) =
t. Se demostrara primero que

lim sup da(b(t)) = da(p)

< —cos q,
t—0+ t

donde o = Lopa = ds, (&§,v) donde { y v son las direcciones de po y pa respectivamente.
Sea ¢(s) el punto sobre pa tal que d(p,c(s)) = s y obsérvese que

d(p, c(s)) — d(b(t),c(s)) = d(p,a) —d(a,c(s)) — d(c(s), b(t))

(C.1)
< da(p) — d(a,b(t)) < da(p) — da(b(t))-
Sean Apé(s)b(t) un triangulo de comparacién para Apc(s)b(t) en R? y x = z(s,t) = d(c(s),b(t)).

Por la ley de los cosenos,

z? =2 + 1% — 2stcos @,
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donde & = £b(t)pé(s), por lo que

- (3—x)(s+a:)+t S=% 52 st +t
cosq=-——"— "1 4 _ — _ L
2st 2s t t 2s 2s

— t
5 xgl S+$—1§—.Ademés,de ,

S

s —a = d(p,c(s)) — d(c(s), b(t)) < da(p) — da(b(t)).

Por la desigualdad del triangulo

Consecuentemente,

s—o b dal) = da(h(t)

t
=+ + =

cosa < <
t S

o equivalentemente,
da(b(t)) — da(p)
t
Tomando el limite superior cuando ¢, s — 0 se obtiene la desigualdad deseada:

lim sup da(b(t) — da(p) < —cosa.
t—0+ t

JUR 7
< —cosa+ —.
s

Se hizo la demostracién para cualquier geodésica minimizante de p a A por lo que

lim sup da(b(t) = dap)

t—0t t

< inf(—cos ) = —cos(ds, (€, A")).
Luego, para finalizar la demostraciéon basta con mostrar que

— cos(ds, (&, A')) < liming 940) —da®),

t—0+ t

Sea pa una geodésica minimizante con a € A tal que d(p,a) = d(p, A). Sea t; una sucesion de
nameros con t; — 0, y para cada i sea b;a una geodésica minimizante, donde b; = b(;); supongase
que b;a converge a pa. Por ,

a = Lapo < h'tm inf Lab;o. (C.2)
— 00

Sea Aab;p un tridngulo de comparacién en R?, I; = d(b;,a) > da(b;) = s; y | = d(p,a) = da(p).
Reutilizando la ecuacion ,

- ti L=l si—1 l;—s;
. bel = 72 < 7 — K3 3 K3
cos Lab;p LS ti + 0
de donde l dalh J
lim inf cos £ab;p < lim inf UL lim inf M.
Por el teorema de globalizacion , Lab;p < Lab;p = ™ — Lab;o por lo que

lim inf cos(m — £Lab;0) < lim inf cos £ab;p.
11— 00 11— 00



C.5. FUNCIONES DE DISTANCIA Y CONJUNTOS CONVEXOS 139

Por ,

lim inf cos(m — £ab;0) = — lim sup cos(£Lab;0) > — cos(«)
1—00 i

y por lo tanto
da(b;) —d
— cos(a) < liminf M.
1—> 00 i

Tomando el supremo del lado derecho sobre todas las geodésicas pa con a € Ay d(p,a) = d(p, A)
se llega a que
da(b(t)) —d
—cos(ds;, (€, A')) < liminf A(b(t)) = da(p)

t—0+ t

y por lo tanto d4 es derivable con

(da)(y)(€) = —cos(ds, (€, A7) O
El siguiente teorema de Perelman [Per91, Teorema 6.1] es analogo a

Teorema C.5.2 (Perelman). Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k, k > 0. Si
0X # () entonces la funcion dyx es conveza (estrictamente convexa en caso que k > 0). Es decir,
sty la,b) = X\ 0X es una geodésica entonces dgx o~y es una funcion convexa (estrictamente
conveza,).

Se tienen las siguientes consecuencias triviales.

Definicion C.5.3. Se dice que un subconjunto S C X de un espacio de Alexandrov es estrictamente
convexo si para todo par de puntos p,q € S cualquier geodésica gq estd contenida en S.

Notese que si S es un subconjunto estrictamente convexo de un espacio de Alexandrov con
curvatura > k entonces S es un espacio de Alexandrov con curvatura > k.

Corolario C.5.3. Sea X un espacio de Alexandrov compacto con curvatura >k, k> 0. Si 0X # ()
entonces los conjuntos X=¢ = {x € X|d(x,0X) > ¢} son estrictamente convezos.

Corolario C.5.4. Sea X un espacio de Alexandrov compacto con curvatura >k > 0. Si 0X # ()
entonces existe un unico punto p € X, llamado el alma de X, tal que d(0X,p) es mdzimo.

Sea X un espacio de Alexandrov compacto con curvatura > 0 y supongase que 0X = N #
(. Digase que dy(M) = [0,a] y sean ¢ € (0,a), p € M, pr y gp geodésicas tales que z € N,
dn(p) =d(p,z) =cy g€ X=¢. Si&,n € X, son las direcciones de pq y px respectivamente entonces
ds,(§,m) > dx,(§,N'). Dado que dy es convexa y dn(p) < dn(q) entonces por ,

0 < (dn)(p)(€) = —cos(ds, (§, N')) < —cos(ds, (£, 7)),

por lo que Lgpx > /2. Notese que la desigualdad se vuelve estricta cuando X es un espacio de
Alexandrov con curvatura > k > 0.

Corolario C.5.5. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura > k > 0. Supéngase que 0X =
N #£0D, yseanc>0 ype€ X tales que d(p, N) = c. Sea Y5 el espacio de direcciones de p en xze,
Si se identifica 3, con un subconjunto de ¥y, de la manera natural, entonces se satisface

dgp(N’,E;) > /2.

Si k > 0 entonces la desigualdad anterior es estricta.
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En caso que X sea un espacio de Alexandrov compacto finito dimensional con curvatura > 0
y dox(X) = [0,a] entonces S; = djx(a) es un espacio de Alexandrov con curvatura > tal que
dim S7 < dim X. Este procedimiento se puede repetir siempre y cuando el espacio obtenido tenga
frontera no vacia. De este modo se llega a un subespacio de Alexandrov compacto S con curvatura
> 0 sin frontera llamada el alma de X. Perelman [Per91, Teorema 6.2] procede a demostrar que S
es retracto por deformacion de X. Afirma también que para el caso no compacto, se puede utilizar
un argumento similar al caso riemanniano para producir una retraccion de X a un espacio de
Alexandrov compacto con frontera.

C.6. Cocientes isométricos

Sea X un espacio métrico y G un grupo que actiia en X. El espacio de orbitas X/G =
{G - z|x € X} es un espacio topologico si se exige que la proyeccion natural 7 : X — X/G sea
una identificacion. Se usara la notaciéon 7(x) = 7.

En la mayoria de los casos, el espacio topologico X/G tiene muchas propiedades desagradables;
y si X tenia una estructura agradable es muy probable que X/G la pierda. Por ejemplo, si X es
una variedad, X/G lo es en pocos casos: R"™!/{id, —id} es el cono sobre RP™, o R"/{Xid}, g+
no es Hausdorff.

Sin embargo cuando las 6rbitas no son muy salvajes se puede definir una métrica en X/G de la
siguiente manera:

d(z,7) = inf {d(2",y)|r(2') =7, 7(y') =7} . (C.3)
Proposicion C.6.1. Si las drbitas son cerradas entonces d es una métrica.

Si ademéas G acttia por isometrias en X entonces
d(z,7) = inf {d(z,y)|n(y') = 7} = {d(z, 9y)|g € G} (C.4)
Algunas de las propiedades métricas se preservan en esta construccion.

Proposicion C.6.2. Si X es un espacio métrico intrinseco, G actia en X y las orbitas son cerra-
das, entonces X/G es un espacio métrico intrinseco.

Demostracién Primero nétese que si 2,y € X entonces d(%,7) < d(z,y).
Sean Z,7 € X/G. Por la proposicion ( ) basta con demostrar que para todo € se puede
encontrar Z € X/G con
sup(d(z,z),d(z,7)) < 1/2d(Z,7) + ¢.

Sean 2’,7’ € X tal que d(2',%') < d(%,7) + 2¢. Como X es intrinseco existe z € X tal que
sup(d(a’, 2),d(z,y")) < 1/2d(2,y') + /2
y luego B B B
sup(d(7,z),d(z,7)) < sup(d(z',2),d(z,y")) < 1/2d(Z,y) + &
O
Proposicion C.6.3. Sea X un espacio de Alexandrov con curvatura >k y G un grupo que actia

por isometrias en X con drbitas cerradas, entonces X/G es un espacio de Alexandrov con curvatura
> k.
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Demostraciéon Sea T € X/G. Sea 7 > 0 es tal que B,.(x) es normal, se probara que By /2, (Z) es
normal. Si 7,Z,W € Bj/2,(T) entonces existen 3, 2',w’ € B,(z) tales que d(z,y") < d(z,7) + €,
d(z,2") < d(T,2') + ey dz,w') < dF,w) +e. Si Azy'w', Azw'z', Azz'y’ son tridngulos de
comparaciéon en M?*_ entonces como X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k y B,.(z) es
normal se tiene que

Apy'zw’ + Lpw'zy + £,.2 2y’ < 27

Por continuidad de los angulos al hacer € — 0 se tiene que
£ yTw + Lywaz + Lpzry < 27.
O

Si M es una variedad riemanniana con curvatura seccional K,; > H entonces M es un espacio
de Alexandrov de curvatura > H. Dada cualquier accién isométrica por un grupo de Lie compacto
G, el espacio de orbitas M/G no es, por lo general una variedad, pero si un espacio de Alexandrov
de curvatura > H.






Apéndice D
Lemas topologicos

Si M y N son n-variedades diferenciables con frontera y existe un difeomorfismo entre sus
fronteras f : OM — ON entonces existe esencialmente una estructura diferenciable en M Uy N, el
espacio que se obtiene de la unién disjunta de M y N y de identificar los puntos en la frontera
x ~ f(z). La estructura en M Uy N depende de la clase de isotopia del difeomorfismo f : OM — ON.
Constltese [[ir76, cap. 8, §2].

Lema D.0.4. Sea M una variedad topoldgica. St M admite la siguiente descomposicion.:

M =D""'xS'u, D* x S"72,
a través de lo identidad en la frontera 0D" ' x St = S§"72 x St = 9D? x S" 2, entonces M es
difeomorfa a S™.

Demostracion Sean A = {(z1,...,%,41) € S" C R""!|(z1,22)| £ 1/2} y B =S" — A. Obsérvese
que A2 D? xS 2y B~ Dl xSt
Sea ¢ : S"72 x D? — S la funcién dada por

1 T,
@((ylw . ayn—l); (mla‘TQ)) = i(xhx%ov s 70) + (1 - |(122)|> (0,07y1, v ayn—l)-

Note que ¢ es diferenciable sin puntos criticos, inyectiva y suprayectiva en A. Luego A =
D? x S"—2,
Definase 1 : D™ ! x S' — S™ como
LlyeeesyLp—1 1
(@120 1), (Y1, 42)) = (1 - |<2n>|) (91,02,0, -, 0) + 50,021, ).

De nuevo, es claro que 1 es un difeomorfismo B = D"~ 1 x S
Obsérvese que si (z,y) € S*2 xS = dD" "1 x S! = §S"~2 x D? entonces 9 (z,y) = p(x,y). O

Lema D.0.5. El espacio proyectivo RP™ admite una descomposicion
S" 1 xg, TU D",

donde Zo actia en S*! y en I a través de
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Demostracion Recuérdese que RP" es el cociente S™/ {Id, —Id}. Sea w : S* — RP" la proyeccion
canonica. Sea A’ = {(z1,...,Zp41) € S"||z1] > 1/2}. Notese que m(A’) = A es un abierto en RP"
difeomorfo a D". Ademas RP"— A = (S"—A’)/ {Id, —Id}. Sin embargo es claro que B = S" — A’ =
S*~! x I y que Zsy acttia en B como en el enunciado. Por lo tanto,

RP" = §" ! xz TUD". O
Lema D.0.6. El espacio proyectivo complejo CP™ admite la descomposicion
St xq DU D",
donde la accion de S en S?"~1 c C" y D? C C estd dada por multiplicacion compleja.

Demostracién La demostracion es andloga a la anterior. CP" es el cociente S>**1/S! donde S!
actia en St C C"*! por multiplicacién compleja y sea 7 : S?**t1 — CP™ la proyeccién candnica.
Sea A" = {(z1,...,2p41) € S*"1 C C"||21] > 1/2}. Notese que m(A') = A es difeomorfo a D*"
a través de la funcion o([z1, ..., 2n11]) = (22/21,- - -, 2nt+1/22). Ademas es claro que S — A =
S$?"~1 x D? y que la accién de S' en S2"*! se restringe a la multiplicaciéon compleja coordenada a

coordenada. Por lo tanto,
CpPr~S*" 1 xa D*uD?*. O
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