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Algoritmo Optimizado para Unidades de Procesamiento Grafico en la
Evaluacién de Energia MP2 en la Aproximacion de la Resolucion de la
Identidad
por

Luis Angel Martinez Martinez

Resumen

Actualmente, la habilidad para predecir con exactitud estructuras de equilibrio y diferencias
de energias moleculares es uno de los principales incentivos en el uso de paquetes de quimica
computacional.

Dicha habilidad reside en el creciente poder de cémputo disponible y la existencia de un
sinntimero de métodos de estructura electrénica. Entre los métodos ab initio existentes, una
jerarquia basada en la exactitud de éstos ha sido desarrollada. Esta jerarquia principia con
la aproximacién de campo medio de Hartree-Fock, y posteriormente, sigue el tratamiento mas
simple para considerar correlacién electrénica: la teoria de perturbaciones a segundo orden de
Mgller-Plesset. El esfuerzo computacional de este tltimo escala como O(M?), en donde M hace
referencia al niimero de funciones base empleado en el calculo. Como consecuencia, su uso esta
restringido a sistemas con tamaiio pequeno o modesto.

La teoria de perturbaciones a segundo orden con escalamiento de espines opuestos (SOS-MP2,
por sus siglas en inglés), constituye una variante simplificada de MP2 en la que el componente
« — 3 de la energia MP2 es calculado y posteriormente escalado por un factor empirico, el cual
produce resultados estadisticamente mejorados en comparacion con la teoria MP2 convencio-
nal. Adicionalmente, la introduccion de la Resolucion de la Identidad, y una transformada de
Laplace, se traduce en un método econémico que no involucra pasos en el algoritmo de quinto
orden en el tamano del sistema. Por otra parte, el modelo de cémputo heterogéneo ha sido
ampliamente usado entre la comunidad cientifica para acelerar sus codigos, siendo las Unidades
de Procesamiento Grafico de NVIDIA (GPUs, por sus siglas en inglés), las més conocidas. En
esta tesis, se propone una serie de modificaciones en el algoritmo SOS-MP2 implementado en
Q-Chem, que permiten la incorporacion de GPUs en el cémputo de la evaluacién de energia
MP2. Es demostrado que estas modificaciones introducen una mejora en el rendimiento de casi
tres veces en comparacion con la version serial, en cdlculos de energia de correlacién para alca-
nos lineales. Esto es logrado empleando una GPU Tesla M2090 y la Arquitectura de Dipositivo
de Cémputo Unificado (CUDA, por sus siglas en inglés) de NVIDIA.
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Optimized Algorithm for Graphical Processing Units in the
Resolution-of-the-identity MP2 Energy Evaluation
by

Luis Angel Martinez Martinez

Abstract

Nowadays, the ability to accurately predict the equilibrium structures and molecular energy
differences is one of the most important incentives to use quantum chemistry computational
packages. The aforementioned ability relies on the increasing computational power and the exis-
tence of numerous electronic structure levels of theory. Among the available ab initio methods,
an accuracy-based hierarchy has been developed. This hierarchy begins with the mean-field
Hartree-Fock approximation, and then follows the simplest approach to treat electronic corre-
lation: the second-order Mgller-Plesset Perturbation Theory (MP2). The computational effort
of the latter scales as O(M?), where M denotes the number of basis functions employed in a
calculation. As a consequence, its use is restricted to small or modest size systems.

The scaled opposite-spin second order Mgller-Plesset theory (SOS-MP2), constitutes a simpli-
fied MP2 variant in which only the a-8 component of MP2 energy is calculated and scaled by
an empirical factor, which yields statistically improved energies and derivative properties over
the conventional MP2 method. In addition, the introduction of the Resolution of the Identity
(RI) approximation, and a Laplace transform results in an economical method without any
fifth order computational steps. On the other hand, the heterogeneous computing model has
been widely used among the scientific community to accelerate its codes, being the NVIDIA
Graphics Proccessing Units (GPUs) the most known. In this work, we propose a series of modi-
fications in the SOS-MP2 algorithm implemented in Q-Chem, which allows the incorporation of
GPU computing in the energy evaluation. It is shown that those changes introduce an almost
threefold improvement in performance in the correlation energy calculations for linear alkanes.
This is achieved employing a NVIDIA Tesla M2090 GPU and the Compute Unified Device
Architecture (CUDA) of NVIDIA.
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Capitulo 1

Quimica, Mecanica Cuantica y

Coémputo

La historia de la mecanica cuantica constituye uno de los cimientos que dieron base al desarrollo
de la fisica y quimica moderna. Las contribuciones y descubrimientos de Gustav Kirchhoff(!),
Ludwing Boltzmann!?, Max Planck[l, y Albert Einstein® P!, por citar sélo a algunos, dieron
base para establecer una teoria central para la descripcion del comportamiento de particulas de
dimensiones infimas.

La introducciéon de un nuevo paradigma conceptual que asocia una naturaleza probabilisti-
ca intrinseca en la descripcién de fenémenos fisicos a escala microscopica produjo diferentes
interpretaciones entre la comunidad cientifica, algunas de ellas incluso de naturaleza filoséfica.

Entre dichas interpretaciones, la méas ampliamente adoptada es la de Copenhague, asocia-
da con Bohr y seguidores, la cual establece que el proceso de medicion de la posicién de una
particula “forza” a la misma a “materializarse”.

De ser esta interpretacién cierta, esto implicaria ciertas peculiaridades al proceso de medi-
cién, lo que es motivo de debate entre la comunidad cientifica moderna. Este y otros conceptos
peculiares como la no-localidad y el principio de superposicién, (este comtinmente ejemplificado
en el experimento del gato de Schrédinger) aparentan ser de poca utilidad para la comunidad
quimica, cuando en realidad, estos principios son comtinmente empleados para explicar fenéme-

nos como la transferencia de energia en complejos moleculares 7 o para describir la evolucién



19} que juegan un papel importante en la espectroscopia con resolu-

de paquetes de ondas [
cién temporal del orden de femtosegundos.

Dado que los sistemas moleculares se conforman de particulas bosénicas y/o fermiénicas
que obedecen los postulados de la mecanica cuantica, la aplicacion de estos principios a este
tipo de sistemas con el objetivo de extraer informacién 1til en la predicciéon de propiedades
quimicas, parece directa. Sin embargo, para sistemas mas grandes que los monoelectrénicos,

no es posible encontrar una solucién exacta a las ecuaciones de la mecdnica cugntica ',

y por
lo tanto, para sistemas polielectrénicos, una aproximacién numeérica es deseable.

Desafortunadamente, los métodos numéricos disponibles en la actualidad requieren de una
cantidad de recursos computacionales que escalan rapidamente con el tamano del sistema en
consideracion.

Asi, durante varios anos, una comunidad hibrida compuesta por quimicos y fisicos ha li-
diado con el desarrollo de aproximaciones que buscan reducir el esfuerzo computacional sin
comprometer significativamente la precisién del cdlculo de las principales propiedades de siste-
mas electrénicos complejos. Lo anterior requiere del desarrollo de algoritmos computacionales
altamente eficientes que permitan el aprovechamiento méaximo del hardware disponible en la
época.

Por lo tanto, la triada quimica-fisica-cémputo constituye una interseccién donde dichos cam-
pos estan intimamente relacionados.

Aunque esta tesis estd mayoritariamente orientada al tercero, la teoria fisica subyacente es

expuesta y de la misma forma su aplicaciéon en el campo de la quimica.



Capitulo 2

Marco Teorico

El desarrollo de la teoria cuantica a principios del siglo XX fue incentivada en gran medida
por el objetivo de comprender las propiedades de dtomos y moléculas. Pronto, la ecuacién
de Schrodinger en conjunto con la interpretacion probabilistica de sus soluciones, se perfilaron
como una herramienta poderosa para buscar respuestas a un sinnimero de preguntas en fisica
y quimica.

La descripciéon matematica de las lineas espectrales del atomo de hidrégeno es un ejemplo

12 Sin embargo, al considerar el problema molecular,

claro del éxito de la mecdnica cuantica
nos encontramos con una formulacion complicada de muchos cuerpos, que involucra todas
las coordenadas nucleares y electronicas que constituyen la molécula. Su solucién puede ser
aproximada haciendo uso del hecho de que ntcleos y electrones difieren en su masa en tres
ordenes de magnitud, lo que permite tratar de forma independiente los grados de libertad
electronicos y nucleares. Dicha aproximacién fue introducida por Born y Oppenheimer en
192713], bajo la cual, por ejemplo, la molécula de hidrégeno puede ser tratada.

Desde la perspectiva electrénica, la adiciéon de un electrén adicional (en He) requiere la
incorporacién de interaccién electrénica repulsiva. Ademas, dado que estamos considerando mas
de una particula, debe dirigirse una especial atencién a la indistiguibilidad de las particulas. Al
considerar la naturaleza fermiénica de los electrones, imponemos una restriccion en la simetria

de la funcién de onda respecto al intercambio de las etiquetas de dos particulas, siendo en este

caso, antisimétrical.

'En el caso de particulas bosénicas, la funcién de onda es simétrica respecto a la permutacién de dos particulas.



En este capitulo, los conceptos clave introducidos en los parrafos anteriores son tratados con
mayor profundidad con el propdsito de constituir la base tedrica sobre la que se sienta el

desarrollo de esta tesis.

2.1 La Ecuacion de Schrodinger Molecular

Toda la informaciéon mecano-cuantica de los estados estacionarios de un sistema molecular,
estd contenida en las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo no

relativista:

Hmol\I/(Xl,Xg, ey XNV, Rl,RQ, RM) = E\I/(Xl,XQ, ey XNV, Rl, RQ, ceay RM), (2—1)

en donde el conjunto {R;} hace referencia al conjunto de las coordenadas espaciales de los
ntcleos. En el contexto de la versién no relativista de esta ecuacion, la descripcién completa
del electréon es llevada a cabo introduciendo su espin, representando este grado de libertad
adicional mediante dos funciones de espin ortonormales, a/(w) y S(w). De esta forma, el electrén
es descrito en términos de tres coordenadas espaciales y una cuarta adicional asociada al espin.
Denotaremos estas cuatro coordenadas colectivamente mediante x.

El Hamiltoniano molecular puede separarse de la siguiente manera:

Hmol = Tel + ‘A/:el—nuc + ‘A/:el—el + Tnuc + Vnuc—nuc- (2'2)

Aqui, la energia cinética de los electrones estd dada por (me es la masa del electrén):

R Nel ﬁ?
T, = J 2.
§=D g (2-3)
7j=1
y para los nicleos, tenemos:
Nnue P2
True = n 2-4

siendo M,, la masa del n-ésimo nticleo. Debido a que nicleos y electrones son particulas carga-

das, éstas interactiian mediante fuerzas coulémbicas. La interaccion repulsiva entre un par de

4



electrones se define (en unidades atémicas) de la siguiente forma:

el el = Z |rz — r] (2_5)

#J

mientras que para los ntcleos es:

Zm=:
Vnucfnuc = Z m_ Ti{ | (2_6)
m;&n

De forma similar, la interaccion atractiva entre electrones y nicleos estd dada por:

= 9.
el nuc Z ‘r] R | ( 7)

Dado que tenemos Ng; electrones y Ny nicleos, la molécula tiene un total de 3(Ne; + Npuc)
grados de libertad espaciales. A cada electrdn se le asigna un nimero cudntico adicional, o; para
considerar su espin. El concepto de este 1ltimo fue introducido para explicar la estructura fina

de ciertos espectros atémicos por Unlenbeck y Goudsmit en 1925 [14]

, v poco después, el espin
como un grado de libertad adicional cuantico fue introducido por Pauli. Posteriormente, su
fundamento tedrico surgié como una extension relativista de la mecanica cudntica desarrollada

por Dirac en 192819

. Cuando usamos la versién no relativista de la ecuaciéon de Schrodinger,
no existen motivos para introducir de forma rigurosa operadores de espin y derivar el potencial
de interaccion entre variables de coordenadas y de espin (acoplamiento espin-érbita). Por lo
tanto, la existencia de operadores de espin es usualmente postulada? y su accién sobre funciones
de espin definida.

La solucién practica de la ecuacién 2-1 hace uso de la gran diferencia en la magnitud de las
masas entre electrones y nicleos (m./M, < 1073), lo que sugiere un movimiento mucho mas
rapido por parte de los primeros en comparacién con los segundos. Por lo tanto, los grados

de libertad electrénicos responden instantdneamente a cambios en la configuracién nuclear. De

esta forma, es razonable definir un Hamiltoniano electrénico que depende paramétricamente de

2Los operadores de espin fueron postulados por Pauli en 1927 como matrices de 2x2 que actian sobre la base
de los estados de espin del electrén.



las coordenadas nucleares:

ﬁel(R) = Tel + ‘7el7nuc + ‘7elfel7 (2_8)

como consecuencia, las soluciones de la ecuacién de Schrodinger electrénica independiente del
tiempo, correspondientes a los estados de los electrones en el campo electrostatico generado por

ntcleos estacionarios, dependeran paramétricamente de las coordenadas nucleares:
ﬁel(R)¢a(X; R) = Ea(R)Qsa(X; R) (2'9)

En estas dos dltimas ecuaciones, se ha hecho el uso de R y x para denotar el conjunto de
coordenadas espaciales de los nucleos y las coordenadas espaciales y de espin de los electrones,
respectivamente.

Las soluciones de la ecuacion 2-9 son denominadas funciones de onda electronicas adiabati-
cas. Estas tltimas constituyen el punto de partida para la definicién formal de la aproximacién
de Born-Oppenheimer (para mayor detalle, referirse al Apéndice I), la cual puede resumirse en

la ecuacion:

VY = Xamr (R)ga(x: R), (2-10)

en donde wéﬁw) es la solucion a la Ecuacién 2-1.

Dicho de otra forma, los grados de libertad vibracionales y electrénicos de la molécula estan
desacoplados, de manera que las funciones x,17(R) y ¢q(r; R) pueden calcularse resolviendo de
forma separada un Hamiltoniano nuclear y un Hamiltoniano electrénico, respectivamente.

En el marco de la aproximacion de Born-Oppenheimer, la solucién de la ecuacién 2-9 ha
constituido la motivacién para el desarrollo de diferentes metodologias, dada su importancia
para el quimico cuantico en la prediccién de informacién termodinamica relevante en procesos
quimicos y bioldgicos 1618 en 1a elucidacién de mecanismos de reaccién M9 2021 v en 1a
prediccién de espectros de compuestos de interés22 23124 por citar sélo algunas aplicaciones.
En las siguientes subsecciones, se abunda sobre los métodos de estructura electrénica mas
ampliamente utilizados actualmente, poniendo especial atencién a los métodos basados en la

funcién de onda, dado que en este rubro cae el método sobre el que se llevo a cabo este trabajo.



2.2 Meétodos de Estructura Electronica

Considerando la validez de la aproximacion de Born-Oppenheimer, la estructura electrénica
y propiedades de cualquier molécula, en cualquiera de sus estados estacionarios disponibles,
puede ser determinada en principio por la solucién de la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo (ecuacién 2-8). En esta seccién veremos algunas de las herramientas disponibles
actualmente para resolverla. Por simplicidad y al mismo tiempo para fines de esta tesis, la

discusion es restringida al estado electrénico basal Ej.

2.3 Aproximacion de Hartree Fock

El método de Hartree-Fock es un método variacional que constituye el punto de partida para

3 el

métodos ab initio mas avanzados que buscan incluir el efecto de la correlacion electrénica
cual no es considerado en el primero.

Como punto de partida, consideremos el caso del Hamiltoniano electrénico expresado en
la ecuacion 2-8, pero con el término de interaccion electronica igualado a 0. De esta forma,
el Hamiltoniano en consideracién se reduce a una suma de Hamiltonianos correspondientes a
particulas individuales, H= Zjvzl /H(T’j), los cuales contienen el término de energia cinética del

j-ésimo electron y la energia coulémbica debida a su interacciéon con los nicleos estaticos.

La ecuacion de Schrodinger para h es resuelta encontrando la funcién de onda monoelectréni-

ca g, (x5):

h(xj)da; (%5) = [T(r5) + Ver-nue(t)] Pa; (Xj) = €a;ba; (X;)- (2-11)
Las funciones de onda ¢ (x;) son llamadas espin-orbitales. Dado que el Hamiltoniano empleado
aqui es independiente del espin, la funcién de espin puede ser separada del orbital espacial
en la funcién de onda de acuerdo con @, (Xj) = ¢a;(7j)Ca;(w;), donde (,; puede ser o o f3.

Adicionalmente, y de acuerdo al principio de exclusion de Pauli, cada orbital espacial puede ser

ocupado por dos electrones con diferente funcién de espin . Bajo estas consideraciones, los NV

3En este caso, el término “correlacién electrénica” hace alusién a la diferencia entre la energia exacta no
relativista y la energia de Hartree-Fock, ambas calculadas en una base completa, a diferencia de la correlacién de
Fermi, la cual es tratada explicitamente en la aproximacién de Hartree-Fock y que se origina como consecuencia
del principio de exclusion de Pauli.



electrones que componen un determinado sistema pueden ser distribuidos entre los diferentes
orbitales monoelectrénicos, lo que deriva diferentes situaciones dependiendo de la paridad de
N, y de que si la configuracion electrénica corresponde a un estado basal o a una exitada: por
un lado, si N es par y el estado electrénico es basal, la mayoria de las configuraciones son de
capa cerrada, es decir, que todos los orbitales espaciales ocupados tienen dos electrones 4. De
otra forma, si N es impar tenemos una configuracién de capa abierta®.

La importancia de la discusién anterior en torno a los espin-orbitales, radica en que éstos
son el punto de partida para la formulacién de una forma de la funcién de onda que puede ser
optimizada variacionalmente.

Al principio de este capitulo, se hizo referencia a la propiedad de antisimetria de la funcién
de onda solucién de la ecuacién de Schrédinger. A partir de los espin-orbitales podemos generar
una funcién de onda antisimétrica respecto a la permutacion de las etiquetas de dos electrones

de la siguiente manera:

b(x) = PP o fih ()] (2-12)

NS

Donde el producto de Hartree <Z>£{ JP (x) es definido de la siguiente manera:

ol x H%J ) (2-13)

En la ecuacion 2-12 el operador de permutacion P; actia sobre la funcion de onda produciendo
una de las N! permutaciones posibles en los indices de las particulas, y el nimero natural p
corresponde al nimero de permutaciones de dos particulas que componen P;5.

Alternativamente, la ecuacién 2-12 puede ser escrita en la forma de un determinante,

4Existen excepciones importantes, como el oxigeno.

Existe la posibilidad de capa abierta al considerar un ntimero par de electrones y una configuracién corres-
pondiente a estado exitado.

5Una permutacién P; puede expresarse como el producto de transposiciones, o dicho de otra forma, permu-
taciones de dos elementos.



comunmente denominado determinante de Slater:

p1(x1)  d2(x1) ... én(x1)

qb(x):i ¢1(:X2) ¢2(:X2) ¢N(:X2). (2.14)

P1(xn)  ¢2(xn) ... ON(XN)

De esta forma, las propiedades elementales de los determinantes garantizan la propiedad de

antisimetria de la funcién de onda.

2.3.1 Las Ecuaciones de Hartree-Fock

Hasta ahora no hemos considerado el efecto de la interacciéon coulémbica entre electrones en
la solucion de la ecuacion de Schrodinger. Dentro de la teoria de Hartree-Fock, esto es llevado
a cabo tomando como punto de partida la funcién de onda antisimetrizada discutida en la
seccién anterior. A partir de ésta, los espines orbitales son optimizados variacionalmente con
el propdsito de aproximar la energia del estado basal electrénico. Este procedimiento conduce

al cumplimiento de las ecuaciones de Hartree-Fock, que en unidades atémicas es:

FA = |57 vl 4 o) ) + [ 'Szl )
= b+ )] b+ [ =da. @1

Aqui, vegye(r) = =D y h'fi{{j‘ es el potencial producido por la distribucién de los nicleos atémi-
cos, f denota el operador de Fock de una sola particula (en donde se ha llevado a cabo la
integracién sobre el espin ¢ para eliminar la dependencia respecto a la coordenada de espin
w™), y v"(r) es el potencial de Hartree,

o) = / () (2-16)

r—r

con la densidad electrémnica:
occ

n(r) = Z EAGIE (2-17)

"Esto se lleva a cabo multiplicando la ecuacién por la izquierda por ¢ (w)* e integrando sobre w.



y X% estd determinado por:

occ (bg*( r')
22 (r,r) E: \r—rq : (2-18)
Las ecuaciones 2-15 - 2-18, forman un sistema de ecuaciones no lineales que tienen que ser
resueltas de forma iterativa. La suma de v"(r) y [ dr'S%(r,1’) forman el denominado potencial
de Hartree-Fock vF'| que puede interpretarse como un potencial promedio producido por el
resto de los electrones al solucionar la ecuacion de Fock para el j-ésimo electron.

Cuando la autoconsistencia es lograda, la energia de Hartree-Fock total, estd determinada
por:

Enr = (®o|H® + H'|®y), (2-19)

donde HY = > f(rj)g, y H = >ic ﬁ =2 v F (r;). Tomando en consideracién las reglas
de Condon-Slater?% para encontrar expresiones de elementos de matriz de operadores mono-

y bielectrénicos en una base de estados con forma determinantal, notamos que:

(®o|H' |®0) = ZZZ mm, o|lnn,o’) — (mn, olnm, ') ZZ i,olvf i, o)
n o0’ =1 o
(2-20)

en donde hemos hecho uso de la notacién para integrales bielectrénicas cominmente empleadas

en quimica cudntica:

(mn,a\nm, O'/) — //drdr/qbgl*(r)gbgfr)js%](r) g(r) (2_21)
. ol o) — / / . dr,w*(r)w‘(:)_qﬁg'(r o (x') 222)

Adicionalmente, podemos emplear:

Z(i,U|UHF|i,J) = ZZ//(Z dr'|¢l‘r_r/| Z//drdr X (r)22 (r, v) ¢l (r))
= 2> (. aljjn.o") = (if.01ji.0")b00] (2-23)

7 j o0

8 f(r;) es el operador monoelectrénico para el j-ésimo electrén, definido por f(rj) = h(r;) 4+ v (r;)
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que, en conjunto con 2-20 y 2-19, nos permite obtener

Eyp =Y €no — %Z > (i, oljjn, o') = (i, olji, 0)0g0r] - (2-24)

no i J o0

En general, para propésitos de implementacién computacional, los espines orbitales ¢%, son

expandidos en un conjunto de funciones base {1;(r)}:
oh(x) = i (r), (2-25)

donde ¢7; son los coeficientes de la expansién. Podemos obtener una ecuaciéon matricial para los

coeficientes ¢, al sustituir la expansion anterior en la ecuacién de Fock 2-15, lo que produce:
> fu(r) = €3 b (x), (2-26)
v v

Multiplicando esta ecuacion por la izquierda por 1#21(1') e integrando sobre las coordenadas

espaciales, llegamos a:
D Bl =5 > Sl (2-27)
14 14
donde S es la matriz de traslape, cuyos elementos son definidos por:

S = [ drpu o), (2-29)

v F es la representacion matricial de f en la base {1, }. En términos de esta base, el potencial

efectivo de Hartree-Fock podemos expresarlo de forma matricial de la siguiente forma:

VAR / / drdr/ v, (x) [o" (£)3(x = 1) + S5 (1) | (1), (2-29)
- ,Uli/l,u,a + Zgu,a

donde, la matriz de intercambio %7, , esta dada por:

Zg,u,o = Z(V’Y‘BN)DW?,U‘ (2-30)
VB

11



En la ecuacién 2-30, D es la matriz de densidad
oce

Dygo =Y _clycor, (2-31)

n

y (vv|pp) denota las integrales bielectrénicas de cuatro centros en la base {1,(r)}, definida de

(vy1Bu) = / / drdr’¢y(r)¢7(r)wﬂ(r )w“(r). (2-32)

v — x|

la siguiente forma:

Asi, procediendo del mismo modo con la representacién matricial de v y h, obtenemos que

Fuw = (plh[v) + Y [Dypor (1178) = 8510 Dy o (17|8V)] - (2-33)

V8,0’
De esta expresién, y retomando las FEcuaciones 2-27 y 2-31, notamos que la matriz de Fock es
dependiente de sus propios eigenvectores, y por lo tanto, se recurre al procedimiento de Campo
Autoconsistente (SCF, por sus siglas en inglés) para encontrar los coeficientes de los orbitales
atémicos ({1,}) que forman los orbitales moleculares que minimizan la energia. En la figura

2.1, se ilustra un diagrama de flujo que describe el método SCF.

2.4 Teoria de Perturbaciones de Muchos Cuerpos

El método perturbativo de Rayleigh-Schrodinger es aplicable a niveles discretos de energia de

un sistema fisico cuyo operador Hamiltoniano puede ser dividido de la siguiente forma:
H = Ho+ AV. (2-34)

De éstos, flo corresponde a un Hamiltoniano no perturbado, y V oes la perturbacién. En 2-34,
A es un numero real entre 0 y 1, que podemos usar como un parametro de expansion y para
definir los 6rdenes de la perturbacion.

El problema que intentamos resolver es

HU, = E,V,, (2-35)

12



No convergencia

Convergencia

Figura 2.1: Representacién esquematica del método SCF. Entre los criterios de
convergencia que se pueden emplear, se encuentra, por ejemplo, la diferencia de energia
entre dos iteraciones sucesivas, o bien algin criterio sobre la matriz de densidad D,
como la desviacion estandar de los elementos de dos matrices de densidad sucesivas.
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donde denotamos por V,, al conjunto de soluciones del Hamiltoniano electrénico, y suponemos
que el problema asociado:

Hov) = EQ w0 (2-36)

ha sido resuelto. La idea fundamental de teoria de perturbaciones es la consideracién de que tan-

to las eigenfunciones como eigenvalores de H pueden ser expandidos en términos del parametro

A

E, = EO 4 EW 4+ X2ED 4 (2-37)

U, = 0O 4 Ax0® 4 \2g@)

por el momento, y por simplicidad, consideramos que el nivel de energia no perturbado E,(LO) es
no degenerado. Para encontrar un procedimiento que permita el mejoramiento sistematico de
los eigenvalores y eigenfunciones de ﬁo, de tal manera que se aproximen a los eigenvalores y
eigenfunciones del hamiltoniano total H , sustituimos las ecuaciones 2-37 en 2-34 y agrupamos
términos del mismo orden en el pardmetro A, para obtener las ecuaciones mostradas abajo

(considerando inicamente hasta el segundo orden):

Hou® = EOgO (2-38)
Hov) +ve® — g0yl 4 gHy©) (2-39)
Hyv? +voel) = pOg® L gy 4 ) g0, (2-40)

La ecuacion 2-39 podemos reescribirla de la siguiente forma:
(Ero — E}P) o) = (E}ll) — f/) 0% (2-41)

., . . 1 .
El lado derecho de esta ecuacion es conocido a excepcion del valor de E7(l ), mientras que

. 1 L , -
por otro lado, el vector desconocido \If%) aparece a la izquierda. Asi 2-41 es una ecuacion

. , . 1 . . ,
inhomogénea lineal para ‘1’7(1 ). Dado que este tipo de ecuaciones son comunmente encontradas en
varios problemas de mecanica cudntica, ya sea formuladas como ecuaciones lineales, matriciales,

diferenciales o integrales, un tratamiento mas detallado puede encontrarse en el apéndice B.
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En la ecuacién 2-41, podemos hacer la identificacién A = Hy — ET(LO) y notamos que la

ecuaciéon homogénea

AW =, (2-42)

(0)

tiene las soluciones notriviales ¥,,’, que asumiremos como normalizadas. Denotando mediante
B Ny . . 0 .
P, el operador de proyeccién para la direccién \Ilgl), podemos encontrar la solucién a 2-41

(referirse al apéndice B) si se cumple que

B, (ET(LU - f/) 70 =, (2-43)
pero
Py — w©) (2-44)
entonces
EMNwO = pyve®) (2-45)
y de esta manera
EW = (v B ve®y = (BvO e = (O y w0 = v, (2-46)

en donde se hizo uso de la hermiticidad de P,. De esta expresion, notamos que la correccién de
primer orden a la energia, es el valor promedio de la perturbacion en el estado no perturbado.
Como \IISLO) es un eigenvector no perturbado, la solucién general a la ecuacion 2-41 estd dada
por

n n

v = cHgO 4 K, (f/ - E,g)) 7O, (2-47)

donde el operador K, es definido por las ecuaciones

(E,(;D - ﬁo) Ko=1-P y Ko =0, (2-48)
por lo que tenemos lo siguiente
vl = cWe® 4 g, veO, (2-49)
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Podemos simplificar 2-49 y posteriores ecuaciones estableciendo que CT(LI) y el resto de las cons-

) (0)

tantes arbitrarias C’,(I que multiplican U3, sean iguales a cero. De esta manera

o) = K, Ve, (2-50)

n

El mismo procedimiento puede ser aplicado sistematicamente para érdenes superiores. Para
el caso de la correccion a la funcién de onda a segundo orden, debemos resolver 2-40, que

reescribimos como

(E,(,P) - ﬁo) 7@ = (V - E,gl)) o) — g0 (2-51)

la cual es nuevamente, del tipo inhomogéneo. La correspondiente ecuacion homogénea, obtenida

al reemplazar el lado derecho de 2-51 por cero, tiene soluciones no triviales \1'7(10). Adicionalmen-

te, requerimos que la inhomogeneidad no tenga componentes en la direccién de \1'7(10), o dicho
de otra forma, que su producto interno con \I/,(lo) sea igual a cero:

(0O (E;}) _ f/) () L gy — g (2-52)

n

Dado que \II%O) es ortogonal a \1'7(11) (a partir de las ecuaciones 2-48 y 2-50), obtenemos la relacién

simple

EP = (TP V]h). (2-53)

De la misma manera que el caso de la correccién a primer orden, podemos calcular la correccion
v,
v@ — c@ygO g, (E<1> - f/) oD, (2-54)

n n n n

nuevamente escogemos C7(12) = 0 y usamos las ecuaciones 2-50 y 2-46, para expresar \11%2) en

términos de los eigenestados no perturbados (usando la ecuacién 2-45):
v = W2y 4 g VK, VO = —K2VE, Ve 4 K, VK, VEO). (2-55)

La teoria de perturbaciones puede desarrollarse de esta manera a cualquier orden, sin embargo,

las ecuaciones rapidamente se vuelven largas y complejas. Afortunadamente, la existencia de

27]

técnicas diagraméaticas2% y programas computacionales algebraicos?” disminuyen considera-
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blemente el desarrollo de las expresiones relevantes.

El problema que resta para encontrar expresiones explicitas a las correcciones a primer y
segundo 6rdenes, es la determinacién del operador K,,, para lo cual existen diferentes metodo-
logias. Si éste no puede ser determinado directamente, la ecuacién 2-48, puede resolverse por

descomposicién espectral,

K, Z (2-56)

l#n n l

como puede verificarse por sustitucién y notando que HyP, = I:IOI\IJl(O)M\I/l(O)] = EZ(O)IADZ. De
BVu©0 = v OO w0y = g0y, (2-57)

y 2-56 y 2-50, tenemos que:

Vi
W=y g0 Vi (2-58)
n 0

Por otro lado, sustituyendo 2-58 en 2-53, obtenemos

> > Vn Vn ‘Vnk|2
E? = (0O WK, Ve = AL (2-59)
P P e g

2.4.1 Teoria de Perturbaciones y Correlacién Electrénica

La teoria de perturbaciones expuesta hasta ahora es de cararacter general. Un caso especial y
de relevancia es aquél en el que el Hamiltoniano no perturbado corresponde al de Hartree-Fock,

que se compone de la suma de Hamiltonianos de particulas independientes

HO = Zf rJ Z ( J) + UHF(rj)L (2’60)

J

donde, de nueva cuenta

hiry) = —5 V205 - 3 (261)

n

y v (r) se define de acuerdo a

HE () g1 (1) = 3 Wﬂ@% Z/ww¢juuy (262)

: |r
Jo
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Para obtener una expansion perturbativa de la energia de correlacién, particionamos el Hamil-
toniano de la siguiente manera:

H=Hy+V, (2-63)

donde
V=)t = o (). (2-64)

1<J
El uso del Hamiltoniano particionado mostrado arriba, en combinacién con las expresiones
generales de la teoria de perturbaciones de Rayleig-Schrodinger, es conocida cominmente como
teoria de perturbaciones de Mgller-Plesset.
Las correcciones a la funcién de onda y a la energia electrénica son llevadas a cabo a partir

de la funcién de onda Hartree-Fock |¥(), que es una eigenfuncién de I:IO,
Ho|Wo) = B W) (2-65)

con eigenvalor

EY =3 e (2-66)

i
Aqui es importante senalar que usaremos la convencién cominmente encontrada en la literatura
para etiquetar espin orbitales ocupados mediante ¢, j, k...; a, b, c... para denotar espin orbitales
virtuales, y r,l, m... para denotar cualquiera. Tomando lo anterior en consideracién, tenemos

que la correccion a primer orden en la energia queda determinada por

E(()l) = (Wo|V|¥y)
= (Vo Zri;1|‘1’0> — (U] ZUHF(X1)|\I'0>
1<j i
1 NN N
- 5 ZZZ [(”’O—UJ’ UI) B (ij,0|ji70/)5070/] B ZZ(LO—‘UHF’LU)
i J o0 i=1 o

- ‘% 22> MG alin, o) = (ij,0lji, ")og ] (2-67)

i j o0
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Retomando la expresion de la energia total de Hartree-Fock (ecuacion 2-24), notamos que ésta

es equivalente a la suma de las energias de orden cero y de primer orden,

Ey=E + EV Zez - ZZZ (i1, oljjn, ') — (ij, o|ji, 0')s 0] (2-68)
[ j o0
por lo tanto, la primera correccion a la energia de Hartree-Fock ocurre en el segundo orden de

la perturbacion. El resultado general para la energia de segundo orden, derivado en la seccién

anterior, es

n#0 EO - n
donde la suma corre sobre todos los estados del sistema, a excepcién del basal. En esta expresion,

los estados |n) no pueden ser excitaciones simples, dado que
(Wo| VW) = (WolH — Ho|¥§) = (Wo|H|U{) — fai =0, (2-70)

en donde (\Ilolﬁ |U?) es igual a cero como consecuencia del teorema de Brillouin, y lo mismo
ocurre con el segundo, dado que tanto |¥() como |¥?) son funciones propias del operador
hermitiano Hy, con valores propios distintos, y por lo tanto, ortogonales. Adicionalmente,
excitaciones de cardcter triple o superior no se acoplan a |¥y), dada la naturaleza del operador
bielectrénico de la perturbacién. Por lo tanto, en la ecuacién 2-69, |n) corresponde a estados
doblemente excitados de la forma |\I’%b)

Finalmente, como

Holwip) = (B = (i + ¢ — €0 — ) ) 1030) (2-71)
la correccién de segundo orden a la energia es

\|2

2 [(Wol Xonam nm‘\II ia,o|jb,o’) — (ib,o|ja, o
o . _ y ylelibd) o),

€ +€ —€,—¢€ +e€ —€— 6

a<byi<j a<byi<j o,0’
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la cual podemos reescribir en la forma méas cominmente encontrada en la literatura sumando

sobre todos los orbitales ocupados y virtuales de la siguiente manera

2 ia,oljb,o’)(ai,olbj, o) (ib,olja,o’)(ai,o|bj, 0")0yq
ZAEE YD DI - :

6i+€j_6a_€b €T € —€—6&
ij o,0’
Ly [l ko) _ el ]y
61—|—6J—€a_6b €7j+€j—6a_6b
ij o0’

y por lo tanto

1 ZZZ ia, o|jb, 0" [(ai,a].bj,a ) — (bi,olaj, o )(5070/] ' (2.74)

€ig T+ €Eig/ — €qo — €Eby!
ab oo’ 0 jo ac bo

En la ecuacién 2-73, se hace uso del intercambio de los indices mudos a y b en la segunda suma,
para dar lugar a la expresién 2-74. La delta de Kronecker en las ecuaciones 2-73 y 2-74, denota

que el producto de la forma (ib, o|ja,o’)(ai, o|bj,c’) es distinto de cero solo cuando o = ¢’.

2.5 Teoria SOS-MP2

La teorfa Mgller-Plesset constituye la alternativa més simple entre los métodos de estructura
electrénica a la ampliamente utilizada teoria DF'T, en el tratamiento correcto de interacciones
de dispersién y puentes de hidrégeno?8. Por lo tanto, es muy deseable la introduccién de
nuevos tratamientos tedricos en dicho formalismo que permitan el desarrollo de codigos mas
eficientes y que provean de resultados mas exactos.

Entre dichos tratamientos, cabe destacar el enfoque desarrollado por Grimme29, denomi-
nado MP2 con Componentes de Espin Escalados (MP2-SCS, por sus siglas en inglés), dado que
éste introduce un marco tedrico simple y sencillo que permite mejorar la exactitud del método
MP2. La idea concebida por Grimme, parte de las diferencias entre las contribuciones a la
energia de correlacién por parte de espines paralelos (SS, por sus siglas en inglés) y espines
opuestos (OS, por sus siglas en inglés) en el método MP2. Por un lado, en este método, el
componente SS tiende a ser subestimado, mientras que existe una sisteméatica sobreestimacion
del componente OS.

En un intento por contrarrestar dichos defectos, Grimme propone un factor de escalamiento
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para cada componente, de acuerdo a:
SS oS
Escs-mp2 = cssEirpps + cosEjfpa, (2-75)

donde, cggs v cos se refieren a los factores de escalamiento para los componentes SS y OS, res-
pectivamente, y E}?fm y E?ﬁn son las contribuciones a la energia de correlacion provenientes
de espines paralelos y opuestos, respectivamente. A través de calculos de referencia y analisis
estadistico, Grimme encontré los valores 6ptimos cgs = 1/3 y cos = 6/5, para un conjunto de
51 reacciones que incluyen hidrogenaciones, adiciones, fragmentaciones, isomerizaciones, afini-
dades protoénicas y estados de transicion.

Motivados por estos resultados, Y. Jung y colaboradores® sugirieron una versién sim-
plificada del método SCS-MP2. Para ello, justificaron que, dado que la amortiguacién del
componente SS es grande (cgs = 1/3), es posible obtener resultados de una calidad compara-
ble con SCS-MP2, si sélo la contribucién OS es escalada, lo cual tiene ventajas algoritmicas
importantes (pues de esa forma no es necesaria la evaluacion de las integrales de intercambio
asociadas a espines paralelos).

De esta forma, la energia de correlacién de segundo orden por espines opuestos (SOS-MP2,

por sus siglas en inglés), fue definida como:

Esos—mp2 = csosEps. (2-76)

Tomando ventaja de esta simplificacién, se puede demostrar que el nuevo método SOS-MP2,
puede implementarse sin requerir del escalamiento de quinto orden respecto al tamano mole-
cular (en contraste con el método MP2 convencional), haciendo uso de una expansién de bases
auxiliares®! junto con una transformada de Laplace32.

Retomando de nueva cuenta la teorfa de perturbaciones de Mgller-Plesset 33| tenemos que

la correccién a la energia HF', esta dada por:

1 . , ai,o|bj, o) — (bi,olaj,o’)dg. o
EéQ) = 5222(2@,0\](), a') [( | ) — (i, ] o, ; (2-77)

7 ab oo €ig T €jo’ — €ao — €bo!

21



la cual podemos particionar en las contribuciones de espines paralelos y opuestos de la siguiente

manera:

1 o (ai, o|bj, o)
Eyps = 3 Z Z Z (ta,ol|jb,o") Lia F e — o (2-78)

€
ij  ab o#o’! ag

- §ZZZ<m,oub, o) [W'{U'bJ% 7) = (bi,ola a>]

€ic T €jo — €ao — €bo

= Effpo+ Eiips-

Podemos reescribir la contribucién OS de una forma mas compacta:

G = zz “‘A‘{S zz ﬂ{f zz m'ﬂ’ (2-79)

en donde hemos usado el hecho de que tanto los indices ¢ y j, asi como a y b, son mudos, y

pueden intercambiarse. Asimismo, se ha definido:
A“g =€, + €, — € — €5, (2-80)

en donde se han omitido las etiquetas correspondientes a los espines, en el entendido de que a
€ y €4 les correponde el espin o y a €, €, el espin 3, de acuerdo a la ecuacién 2-79.
Introduciendo ahora la transformada de Laplace T = fo exp ' dt, con el fin de eliminar

denominadores, obtenemos:

E{5% = /0 dtzz (ia|jb)* exp —Agt, (2-81)
ia

Ahora, introduciendo una cuadratura discreta con () puntos para realizar la integracion numéri-
ca sobre ¢ (una corta digresion sobre métodos de integracién numérica puede encontrarse en el

Apéndice C), la energia puede ser escrita como:

Q a B a S
Effps = qu Z Z (ialjb)” exp At = Z Z Z (iqaqligbq)” (2-82)
q ia q ia jb
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donde los orbitales candnicos escalados estan relacionados con cada punto de la cuadratura de
acuerdo a:

QS? = gbiw;/s eprEltq (2-83)
61 = dawl/S exp= 3ot (2-84)

Introduciendo ahora una base de N orbitales auxiliares, y denotando cada orbital auxiliar
mediante K, L,..., las integrales coulémbicas de cuatro centros pueden ser expresadas en términos
de integrales bicéntricas y tricéntricas (aproximacién de la Resolucién de la Identidad, ver

apéndice D):

(iqaqliqbq Z B} B (2-85)
Donde:
N 1
BhT =" (igag|L) (LK) 2. (2-86)
L

Ahora, introduciendo la ecuacién (2-85) en (2-82), se encuentra que la energia puede ser expre-

sada como:

Q
E$S = Z Z Z S BRIBLIBLB ==Y X X5 (2-87)

ia  jb KL q KL

en la que X3 es definida de la siguiente forma:
KqpL
KL - Z B quaq7 (2_88)

con el correspondiente analogo para el espin [.

2.5.1 Implementacién Computacional

En la subseccién anterior, la teoria SOS-MP2 fue expuesta. En el paquete de quimica compu-
tacional Q-Chem 34| esta teorfa estd implementada y el algoritmo correspondiente se describe
de forma general en los siguientes parrafos.

(1) Preparacién de los coeficientes no escalados B de las integrales coulémbicas bi y tricéntri-
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cas, para lo que se requiere evaluar:

Bl =3 ACualCpi (| )]} (LIK) ™2, (2-89)
L v

donde los indices griegos denotan los orbitales atémicos y los coeficientes C hacen referen-
cia a los coeficentes que definen los orbitales moleculares. Para ello es necesario obtener
la raiz de la matriz inversa de la matriz formada por las integrales de dos centros ((L|K)),
que es una matriz cuadrada de N x N (N es el nimero de orbitales auxiliares). Esta
inversién tiene un escalamiento ctbico, es decir, el costo computacional es proporcional a
N3.
Posteriormente, este paso es seguido por las transformaciones pu — ¢ y v +— a, a partir de
las integrales tricéntricas (uv|L), cuyo costo escala de forma proporcional a on?N +ovnN,
donde o, v y n corresponden al nimero de orbitales moleculares activos ocupados, al nime-
ro de orbitales activos virtuales?, y al niimero total de orbitales atémicos, respectivamente.

Para hacer mas evidente el escalamiento del costo, ver el algoritmo 1.

Algoritmo 1: Transformacion de las integrales tricéntricas en la base de orbitales atémi-

cos a la base de orbitales moleculares

Result: Integrales transformadas I = (ia|L)
for i <~ 0 to o do
for L + 0 to N do
for v +— 0 to n do
for 1+ 0 ton do
L I I + Cuiuv|L)
for a <~ 0 to v do

for v < 0 to n do
| IL 1L+ 1L

Posteriormente, requerimos de un paso adicional para la formacion de los coeficientes BiLa

a partir de las integrales tricéntricas transformadas a la base de orbitales moleculares,

9Cuando se hace uso de la aproximacién de nicleo congelado (frozen core), el término de orbital molecular
activo hace alusién a aquél que es considerado en las expresiones del calculo de la energia de correlacién, a
diferencia de los orbitales moleculares inactivos, que no son considerados.
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que consiste en la multiplicacién de estas dltimas por la matriz de integrales bicéntricas.

Este paso escala de forma proporcional a ovN2.

Escalamiento de los coeficientes B para cada punto de la cuadratura, de acuerdo con:
BK _ BK 1/4 1 1
= = Bj,w,/" exp ieitq exp —§eatq (2-90)

En este caso, el costo computacional escala de forma proporcional a QovN. Como las
cantidades o, v y N son linealmente proporcionales al tamafio de la molécula, este paso
escala con el cubo de éste, dado que el nimero de puntos en la malla numérica @, es

independiente del tamano molecular.

Construccién de la matriz X, para cada punto de la cuadratura evaluando la ecuacion
(2-88). Este es el paso mas demandante del algoritmo y escala de forma proporcional
a QovN? de tal forma que el escalamiento respecto al tamafio molecular es de cuarto
orden. Aunque algunos de los primeros pasos del algoritmo descrito hasta ahora también
muestran un escalamiento de cuarto orden, la construccién de la matriz X 5, a diferencia
de ellos, depende cuadraticamente de N, cantidad que es considerablemente mayor que v,

3] La aseveracién anterior es corroborada en las pruebas de referencia reportadas

oy nl
mas adelante.

Vale la pena abundar en este paso, dado que sobre éste se llevd a cabo el proceso de
implementacién sobre la que se sustenta esta tesis.

En Q-Chem, los coeficientes Bg son almacenados en un archivo temporal en el orden
a, @, 1, siendo el indice a el mas rdapido e 7 el mas lento, de tal forma que para la cons-
truccion de los coeficientes Y?( 1, se encuentra implementado un loop sobre los orbitales
ocupados (i), tal que para cada i se carga a memoria una matriz B, de tamano N x v.
Esta matriz es escalada de acuerdo a la ecuacién (2-90) y es multiplicada por su trans-
puesta para producir una matriz de NxN que es aumentada en la matriz X.

Noétese que con esta informacién, se infiere que el tamano de las matrices a multiplicar

depende cuadraticamente del tamano del sistema.
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Capitulo 3

Programacion GPGPU

La inexistencia de computadoras digitales en los primeros anos de la quimica cuantica no limité
a los quimicos computacionales en la realizacién de sus calculos diarios, quienes dependian en
gran medida de computadoras analégicas para llevarlos a cabo.

En 1937, Turing®® | considerado padre de las ciencias de la computacién modernas, concibié
la nocién de algoritmo y cémputo mediante su reconocida maquina de Turing. Un ano después,
la primera computadora moderna fue inventada por Stibitz. En cierto modo, es sorprendente
que ahora, mas de 70 anos después de estos acontecimientos, contemos con arquitecturas de
céomputo paralelas que conforman una piedra angular de la quimica computacional moderna.
Actualmente, las computadoras empleadas para quimica cudntica van desde workstations hasta
arquitecturas que incluyen clusters con frecuencias de reloj del orden de petaflops.

Estas nuevas arquitecturas se traducen en grandes oportunidades para el desarrollo de la
quimica cudntica. Asi, los esfuerzos que se han realizado para la introduccién de nuevas me-
todologias que permitan el tratamiento de sistemas maés grandes, se han complementado con
intentos por aprovechar al maximo la evolucién del hardware disponible en la época. Por ejem-

sB7 requirié en un principio de

plo, la emergencia de procesadores vectoriales en los ochenta;
cédigo escrito en FORTRAN para la paralelizacién de bucles, de tal manera que los quimicos
cuanticos tuvieron la disposicién de reescribir sus cédigos con la finalidad de obtener ganancias
en el rendimiento de hasta un factor de 25, en comparacién con las tecnologias convencionales.

La transiciéon a arquitecturas paralelas ha sido mucho més compleja que el ejemplo ante-

riormente citado. Esto debido a que estas plataformas requiren de la escritura de una porcién
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significativa de codigo para manejar la transferencia y comunicacion de tareas entre diferentes
procesos y nodos. El primer paradigma para llevar a cabo esta comunicacién fue la transfe-
rencia de mensajes, en el cual, el programador se vale de una rutina para transmitir datos,
y de una rutina llamada desde el proceso receptor para recibirlos. Este protocolo es la base
para bibliotecas tempranas como TCGMSG B8, PYMBY y el actual MPIMY el cual ha sido
adoptado en varios cédigos de quimica cudntica. 41421 [43][44] [45] [34]

En los dltimos anos, los desarrollos en el hardware, como procesadores multi-core, han mo-
dificado la nocién de paralelizacién de grano fino, lo que ha incentivado de nueva cuenta la
modificaciéon de codigos de quimica computacional para aprovechar las nuevas tecnologias dis-
ponibles. El reciente surgimiento de Unidades de Procesamiento Grafico (GPUs por sus siglas
en inglés) 146 modifica nuevamente el paradigma. En este capitulo, el modelo de programacion

de este hardware, su arquitectura, y su relevancia en el campo de la quimica cuantica, es tratada

con mayor detalle.

3.1 La Unidad de Procesamiento Grafico como Plataforma de

Coémputo

Las GPUs constituyen una plataforma poderosa de computo y la razén de ello reside en su
arquitectura. Tradicionalmente, el procesamiento de graficos en videojuegos y en simulaciones
3D en tiempo real, ha forzado a las companias de hardware a maximizar la velocidad a la cual
los pixeles en una pantalla pueden ser procesados. El ntmero de estos pixeles es dependiente
de la resolucién de la pantalla, sin embargo, éstos pueden ser procesados en paralelo mediante
operaciones independientes. La forma mas eficiente de llevar a cabo lo anterior es contar
con un gran numero de Unidades Légico-Aritméticas (ALUs, por sus siglas en inglés), las
cuales son capaces de efectuar una misma operacion de manera independiente sobre diferentes
datos sin la necesidad de control de flujo sofisticado. Esto tltimo se traduce en un hardware
altamente eficiente para la realizacion de cémputo paralelo, que es comunmente clasificado
como “una operacién, multiples datos” (SIMD, por sus siglas en inglés). En contraste, una

Unidad de Procesamiento Central (CPU) convencional, invierte una proporcién significativa de
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CPU

Figura 3.1: Comparacion esquematica entre las arquitecturas CPU y GPU. La sig-
nificativa diferencia entre el nimero de Unidades Légico-aritméticas (ALUs, por sus
siglas en inglés) y los recursos orientados al almacenamiento de informacién en memo-
ria, hacen de la GPU una plataforma adecuada para su uso en apliaciones de cémputo
de alto rendimiento. En la figura amarillo=control, verde=Unidad Légico-artimética
(ALU), naranja=memoria RAM o caché.

tiempo de procesamiento al almacenamiento de datos en memoria caché! y control de flujo. Las
diferencias en la arquitectura entre las mencionadas unidades de procesamiento es representada

esquematicamente en la Figura 3.1.

Para computo general, los pixeles dejan de ser las unidades de datos procesados por la GPU,
y son reemplazados por datos que van desde elementos de matriz en programas de algebra lineal,
hasta objetos que representan la posicion de particulas en programas de dindmica molecular.

Sin embargo, existen también limitaciones en el empleo de GPUs para cémputo de propdsito
general (GPGPU por sus siglas en inglés). Con base en lo expuesto hasta el momento, es
evidente que se requiere de un conjunto grande de datos que puedan ser procesados de forma
independiente para obtener una computacién eficiente con GPUs. Lo anterior no se satisface
para todos los problemas y algoritmos.

Por otra parte, cuando un algoritmo es portado de una solucion CPU a GPU, podria ser

necesario modificar el algoritmo con la finalidad de hacer al problema tratable mediante SIMD.

'La memoria caché es empleada por la CPU para reducir los tiempos de acceso a datos almacenados en la
memoria RAM, mediante el copiado de datos de localidades cominmente utilizadas de la dltima. Esta estrategia
reduce el tiempo de acceso dado que la memoria caché es accesada mucho més rapido por la CPU en comparacién
con la memoria principal (RAM), pero tiene la desventaja de ser més pequena.
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Adicionalmente, la comunicacién entre la GPU y el nodo en el que se lleva a cabo el cémputo,
estd limitada por la latencia? y la velocidad del bus PCI (Componente de Conexién Periférico,
por sus siglas en inglés) que comunica a ambos. Dicho de otra forma, las operaciones realizadas
entre las instrucciones en el nodo y el computo en la GPU juegan un rol importante al momento
de programar sobre esta arquitectura.

Finalmente, el empleo de GPUs requiere de considerable esfuerzo para obtener un codigo
optimizado, aunque la existencia de bibliotecas y la inclusion de nuevas caracteristicas en el
hardware han hecho de ésta una tarea menos demandante.

En este ultimo punto, se han logrado importantes avances: el uso temprano de GPUs entre
la comunidad cientifica requirié de la solucién de problemas en términos de canalizacion de

grdficos, empleando los lenguajes de programacién OpenGL o DirectX [47]

. La complejidad en
esta tarea motivo la bisqueda de soluciones para realizar computo general en GPUs. Fue asi que
en Noviembre de 2006, NVIDIA introdujo CUDA (Arquitectura de Dispositivo para Cémputo
Unificado, por sus siglas en inglés), una plataforma de cémputo paralelo de propédsito general
y modelo de programacion basado en las GPUs NVIDIA. De esta manera, CUDA permite a
los desarrolladores la implementacién de software sobre la arquitectura GPU usando C como

lenguaje de alto nivel.

El modelo de programaciéon de CUDA, considera 3 abstracciones fundamentales, que son:

e Una jerarquia de agrupaciones de hilos. La base del procesamiento paralelo en el modelo de
programacion reside en los procesos ligeros (cominmente llamados “ hilos” en la literatura,
¥ que ejecutan instrucciones de forma independiente?), los cuales pueden ser agrupados
en bloques uni-, bi- o tridimensionales. Esto tltimo tiene la ventaja de proveer una
forma natural de mapear elementos de vectores, matrices, volimenes, etc. a los hilos

constituyentes de los bloques. Adicionalmente, los bloques son agrupados en una malla.

e Tipos de memorias. Los hilos CUDA pueden accesar a diferentes espacios de memoria

durante su ejecucién. Cada hilo tiene una memoria local privada, y a su vez, cada bloque

2En términos generales, latencia es el periodo de tiempo que existe entre la inicializacién de una tarea dada
y el comienzo de su ejecucién. En el caso de transferencia de datos, la latencia es el tiempo entre la ejecucion de
transferencia, y el comienzo de ésta.

3Los procesos ligeros reciben esta denominacién debido a que requieren de poca carga computacional para
su creacion, en comparacién con los procesos pesados, que son empleados por ejemplo, en la programacién con

MPI.
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tiene una memoria compartida accesible a todos los hilos constituyentes del bloque. De

la misma forma, todos los hilos tienen acceso a la misma memoria global. (Figura 3.2)

Programa C

Ejecucion

Secuencial
Codigo
Serial

Kernel
Paralelo

Kernel
<<<>>>()

Codigo
Serial

Kernel
Paralelo

Kernel
<<<>>>)()

Figura 3.3: FEsquema que representa es-
quematicamente el modelo de programacién
heterogéneo CPU-GPU.

Figura 3.2: Esquema que muestra las jerar-
quias de memoria GPU. Las nuevas genera-
ciones de GPUs (Kepler), incorporan una me-
moria cache de datos de solo-lectura.

e Barreras de sincronizacién. Aunque los bloques de hilos son ejecutados de forma inde-
pendiente, la formulacion de un algoritmo puede exigir el empleo de métodos de sincro-
nizacién? de los hilos, los cuales actiian como una barrera en la cual todos los hilos del

bloque tienen que esperar, antes de que alguno proceda.

4Por ejemplo, si el algoritmo emplea memoria compartida en un bloque para almacenar datos intermedios
para usarlos en un paso posterior por todos los hilos, es necesario establecer una barrera temporal para asegurar
que todos ellos accesen a los datos correctos.
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3.2 Quimica Cuantica en Unidades de Procesamiento Grafico

3.2.1 Integrales de Repulsiéon Electrénicas

Las integrales de repulsién electrénicas (ERIS, por sus siglas en inglés):

(pv|KEX) = //d dr  Pu(X) P (1) s (x /)(25/\(1"/)7 (3-1)

v — ']

juegan un papel importante en los cdlculos de estructura electrénica, puesto que la formacion
de las ERIS involucradas en el computo de sistemas grandes, constituye usualmente el cuello
de botella del mismo.

En 3-1, las funciones {¢,} son funciones gausianas contraidas, es decir, son combinaciones

lineales de funciones primitivas gausianas x, :

(v]5X) =Y dypdugdirdas(palrs). (3-2)
pars

Yasuda®®! fue el primero en utilizar el potencial GPU para la aceleracién de los célculos de
ERIS. En su trabajo, explica con detalle las limitaciones del uso de GPUs en su evaluacién, y
analiza con detalle los errores en la formacion de las integrales de acuerdo a la implementacién
de su propuesta. Debido a las limitaciones en la memoria GPU y en la precisién de datos proce-
sados por ésta (datos de precisién simple), Yasuda propuso un esquema hibrido GPU-Huésped
para evaluar las ERIS con mayor valor absoluto (el cual estima a partir de la cota superior
establecida por la desigualdad de Schwartz) usando precisiéon doble en el Huésped, y el resto en
la GPU. Adicionalmente, tomando en cuenta la memoria disponible en el dispositivo, propuso

50

el uso de la cuadratura Gauss-Rys 491150 introduciendo una nueva ecuacién para el cdlculo de

las raices y factores de peso, mas apropiada para la arquitectura SIMD.

2152] - desarrollaron kernels® CUDA para el célculo

Posteriormente, Ufimtsev y Martine
de ERIS y la formacién de la matriz de Fock que involucra orbitales s y p. En su trabajo, ellos
proponen tres diferentes mapeos de la carga computacional a los hilos CUDA, concluyendo que

la estrategia mas apropiada consiste en el mapeo de tandas de integrales primitivas a un hilo

5De ahora en adelante, se hara uso del término “kernel” para referirse a las funciones CUDA que se ejecutan
en el dispositivo GPU.
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de acuerdo al momento angular de las funciones consideradas, para posteriormente construir
la matriz de Fock a partir de ellas directamente (sin necesidad de calcular las integrales en la
base de las funciones contraidas). Estos autores argumentan que esta estrategia es ideal para la
implementacién del procedimiento SCF en GPUs. Aunque este trabajo se limité al cdlculo de
integrales de funciones primitivas s y p, DePrince y colaboradores!®3 desarrollaron en el 2010,
la implementacién de la evaluacién de integrales de momento angular superior (del tipo d hasta
g), empleando la cuadratura de Rys, seleccién hecha con base en los bajos requerimientos de
memoria del mismo.

Asimismo, Ufimtsev y Martinez han implementado el calculo de las contribuciones coulémbi-

cas y de intercambio a los gradientes analiticos HF con funciones base s y p.?4.

3.2.2 Cuadratura Numérica de Intercambio-Correlacién

En la Aproximacién del Gradiente Generalizado (GGA, por sus siglas en inglés) de DFT, el
potencial de Intercambio-Correlacién depende de la densidad electrénica p y su gradiente Vp,
y es una funcién complicada en tres dimensiones.

Una cuadratura numérica es empleada para computar los elementos de la representacién

matricial del potencial:
Ve = / drgy(0)o§E b (r) = Y wipdu(er)o§E du (xr). (3-3)
k

Esta cuadratura, es paralelizable en GPUs y Yasudal® fue el primero en utilizar esta plataforma
para el computo de estos elementos. La estrategia que empled fue que los pasos computacionales
menos demandantes del algoritmo (generacién de la cuadratura, evaluacién de vggA sobre ésta)
son efectuados por la CPU, mientras que los pasos mas demandantes del algoritmo (evaluacién

de py Vp, asi como el célculo de 3-3 sobre la malla ) son formuladas como productos de matrices

y vectores, que pueden efectuarse sin complicaciones en la GPU.

3.2.3 Métodos de Correlacion Electronica AB INITIO

La forma tradicional para aproximar las soluciones a la ecuaciéon de Schrodinger electrénica es

mediante los métodos ab initio, basados en la funcion de onda. Entre las implementaciones
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GPU dirigidas a la aceleracién de estos métodos, se encuentran los siguientes:

3.2.3.1 Teoria de Perturbaciones Mgller-Plesset en la Aproximacién de la Reso-

lucién de la Identidad

La teoria de Perturbaciones Mgller-Plesset a segundo orden (MP2) es el método computacional
de correlacién electrénica ab initio mds popular y barato[8. Asimismo, captura efectos de
correlacién de largo alcance (como la dispersion), caracteristica de la que carecen los funciona-
les més populares®™ | y por lo tanto, constituye una alternativa en la descripcién de puentes
de hidrégeno. Sin embargo, su elevado costo computacional restringe el uso de este método a
sistemas de tamano modesto.

El mayor costo computacional de cdlculos MP2 es dominado por la transformacion integral
de la base de orbitales atémicos a la base de orbitales moleculares, el cual escala como O(N®)S.
Esta transformacion de cuatro indices puede ser evitada mediante la introduccion de la apro-

ximacién integral de la Resolucién de la Identidad (RI)[BY,

a través de la cual se requiere de
una transformacion integral de tres indices y se reduce el prefactor (es decir, se reduce la carga
computacional, sin variar la complejidad del algoritmo), sin pérdida significativa de exactitud.

Aspuru-Guzik y colaboradores (58] [59]

han realizado trabajos dirigidos a la aceleracién de
los célculos RI-MP2. En ellos, los autores notaron que el paso computacionalmente mas de-
mandante de un calculo RI-MP2 consiste esencialmente en multiplicaciones de matrices para

aproximar las integrales moleculares de cuatro centros a partir de las integrales tricéntricas 353
_y PP
(ialjb) =~ Z Bi.Bjy- (3-4)
P

En la implementacién CPU sobre la que realizaron las modificaciones, el paso relativo a la
ecuacién 3-4, se lleva a cabo multiplicando una matriz de tamano Nyt X Ny, (ntimero de
orbitales virtuales por nimero de bases auxiliares) por su transpuesta, para cada par ij de

orbitales ocupados. Adicionalmente, para el mejor aprovechamiento de la GPU, las matrices

5En Ciencia de la Computacién la notacién O grande es usada para denotar la complejidad de un algoritmo de
acuerdo a cémo responde en términos, por ejemplo, de tiempo de procesamiento o de requirimientos de hardware,
a cambios en el tamano del input. Esta notacién no expresa explicitamente factores constantes y términos mas
pequenos. Asi, por ejemplo, si consideramos el tiempo de procesamiento 7' de un algoritmo en funcién de una
variable n, como T'(n) = 8n® + 2n? 4+ n + 10, entonces, en notacién O grande, tenemos que T'(n) = O(n?)
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tienen que ser mayores a un umbral con el fin de minimizar el impacto de la latencia del bus
PCI en la transferencia de datos CPU-GPU. Dependiendo del tamafnio del sistema, proponen
también minimizar dicho impacto al tratar varios pares ij conjuntamente.

Por otro lado, se desarroll6 una biblioteca para la multiplicaciéon de matrices con un tamano

9] Mediante ésta, las matrices que se multiplican se descom-

superior al soportado por la GPU!
ponen en bloques, los cuales son multiplicados en la GPU usando la biblioteca CUBLAS[69, y
los resultados son acumulados en la CPU. Asimismo, para mejorar la exactitud numérica del
resultado, esta biblioteca implementa un modelo de precisién mixta, en el que los elementos de

matriz més grandes en valor absoluto, son tratados con precision doble en la CPU, y el resto

es tratado con precision sencilla en la GPU.

3.2.3.2 Monte Carlo Cuantico

El método de Monte Carlo Cuéntico (QMC, por sus siglas en inglés) es uno de los més exactos
para resolver la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo. A diferencia de los métodos
ab initio variacionales, QMC se basa en la evaluacion estocastica de las integrales involucradas.

Anderson y sus colaboradores[®!), han demostrado cémo acelerar célculos QMC mediante la
ejecucion de kernels CUDA en las partes computacionalmente mas intensas del algoritmo. Estas
son la evaluacion de las funciones base sobre una malla numérica y multiplicaciones matriciales

para la evaluacién de los orbitales moleculares, sus gradientes y laplacianos.
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Capitulo 4
Motivacioén, objetivos y metodologia

4.1 Motivacién

El método de estructura electrénica MP2 es restringido a sistemas de tamano pequeno y mo-
desto debido a su elevado costo computacional. Entre sus variantes, el método MP2 con la
aproximacién de Espines Opuestos Escalados (SOS-MP2, por sus siglas en inglés) representa
una alternativa econémica. Sin embargo, como se demuestra posteriormente en este trabajo, el
tiempo de pared involucrado en la evaluacion de energia de correlacion en céalculos SOS-MP2,
constituye el mayor porcentaje del tiempo total. Por lo tanto, es deseable la bisqueda de una
estrategia que permita la reduccién en la o las etapas mas demandantes del algoritmo respon-
sable del computo de esta energfa.

El rendimiento computacional de las modernas Unidades de Procesamiento Grafico (GPUs) y
la existencia de un paradigma de programacion de alto nivel que permite su empleo en apli-
caciones numéricas, hacen de esta plataforma una buena alternativa para la reduccién de los
tiempos de ejecucién en cédlculos SOS-MP2.

Aunque la incorporacion de MPI en el cédigo fuente del paquete de quimica computacional
sobre el que se llevé a a cabo este proyecto constituye una alternativa viable para la reduccién
del tiempo de computo, desafortunadamente el método ain no se encuentra paralelizado de
esta forma. La correspondiente implementaciéon MPI requiriria de mayor esfuerzo de progra-
macioén, pues para maximizar las ventajas de este paradigma seria deseable el reparto de carga

computacional entre varios procesadores de la evaluacion de las integrales involucradas tanto
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en la etapa SCF como en la evaluacion de la energia SOS-MP2.

4.2 Objetivos

El objetivo de este trabajo consistié en la modificaciéon del paso méas demandante compu-
tacionalmente del algoritmo que calcula la energia de correlaciéon SOS-MP2, para permitir la
ejecucion de éste en Unidades de Procesamiento Gréfico. El cédigo sobre el que los cambios
fueron realizados, estd implementado en el paquete de quimica computacional Q-Chem 4],
Estas modificaciones fueron desarrolladas con el propdsito de reducir el tiempo de ejecucion
de los célculos que usan el método de estructura electrénica anteriormente mencionado, y al

mismo tiempo, contribuir al desarrollo de Q-Chem como un cédigo adaptable a los ambientes

de cémputo heterogéneo modernos.

4.3 Metodologia

La metodologia seguida en este proyecto es resumida en los siguientes procedimientos:

e Realizacién de calculos de referencia en moléculas modelo (alcanos) para respaldar la mo-
tivacion de la paralelizacién del cédigo. Estos calculos indicaron el porcentaje del tiempo
de pared total en célculos de punto simple tinico (SP, por sus siglas en inglés) atribuidos
a los pasos que componen el algoritmo, es decir, al método de campo autoconsistente y a

cada uno de los pasos que conforman el calculo de la energia de correlaciéon SOS-MP2.

e Una vez identificado el paso mas demandante del algoritmo, se procedié al desarrollo de
c6digos GPU modelo simples que emularan sus principales caracteristicas. Estos codigos
implementaron dos estrategias diferentes en el procesamiento de datos. Posteriormente se
realizaron calculos de referencia para comparar el rendimiento computacional entre ambas

versiones.

e A la par de los cédigos descritos en el parrafo anterior, se desarrollé un cédigo MPI simple
que realiza el mismo procesamiento numérico que los primeros. Esto fue llevado con el fin

de comparar el rendimiento del procesamiento de datos en una GPU con el que se puede
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obtener en una implementacién que haga uso de varios procesadores CPU para efectuar

el computo.

Finalmente, se procedié a la implementacién de la mejor estrategia encontrada en el
segundo punto en el cédigo fuente de Q-Chem. Las rutinas desarrolladas fueron probadas
en moléculas de alcanos lineales de diferente longitud de cadena, y el speedup (aceleracién)
logrado fue evaluado en cada una de ellas. Se realizé esta evaluacién empleando dos

conjuntos base de Dunning: la cc-pVDZ y la cc-pVTZ.
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Capitulo 5

Resultados

De acuerdo con la Guia de Mejores Préacticas en CUDA C, las optimizaciones de memoria
constituyen el area mas importante para mejorar el rendimiento de aplicaciones orientadas al
céomputo numérico, en conjunto con la maximizacion del ancho de banda en la transferencia de
datos entre la CPU y el dispositivo GPU. Esto es logrado cominmente mediante la minimi-
zacion de transferencias de datos, agrupando muchas transferencias pequenas en una mayor o
mejorando el ancho de banda entre el CPU y la GPU mediante el empleo de la llamada memoria
no paginable (apartada en la CPU). Esta ultima opcidn tiene la ventaja adicional de permitir
la ejecucion simultanea de varios kernels en el dispositivo, y efectuar transferencias asincronas
CPU-GPU (si el dispositivo cuenta con dichas capacidades, aunque algunos dispositivos con
capacidad de computo! 2.x, y superiores soportan estas caracteristicas [62]).

En este trabajo, incorporamos en el cédigo el copiado asincrono de datos, con el objetivo
de traslapar el computo con el copiado de memoria y dar lugar a una ejecuciéon concurrente
potencial de kernels. Aunque una solucién alternativa consiste en reducir inicamente transfe-
rencias de datos (lo que se puede llevar a cabo mediante agrupaciones de varias transferencias
en una sola y una serie posterior de ejecuciones secuenciales del kernel sobre segmentos del

buffer?), esta aproximacién no permite un enmascaramiento® de la comunicacién CPU-GPU, y

!La capacidad de cémputo (compute capability) hace referencia a la versién del hardware.

2Un buffer es una regién de memoria empleada para almacenar datos temporales, mientras son movidos de
una direccién a otra.

3El término “enmascaramiento”, en este contexto significa que el tiempo invertido en un proceso, puede
traslaparse con otro de mayor utilidad. En el caso del crhputo heterogéneo con GPUs, es usual la bisqueda de
estrategias que traslapen el tiempo de comunicacién de la CPU con el dispositivo, con procesamiento de datos.
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for (int i = 0; i < nTandas; ++i) {
int offset = i * streamSize;

cudaMemcpy (&d_al[offset], &aloffset], streamBytes);
kernel<<NumBlocks, ThreadsPerBlock >>(d_a, offset);

cudaMemcpy (&a[offset], &d_aloffset], streamBytes);
}

Figura 5.1: Ejemplo que ilustra transferencia de datos no asincrona entre el Huésped
(CPU) y el dispositivo (GPU).

adicionalmente, esta opcién no ofrece una mejora en el ancho de banda, tal y como lo hace un
esquema de copiado asincrono de datos.

Para obtener un esquema de comunicacion asincrona, se emplea una versiéon no bloqueadora
de transferencia de memoria entre la CPU y GPU. Esto es llevado a cabo mediante el uso de los
llamados streams, que son objetos creados en un contexto CUDA determinado y que permiten
el procesamiento de secuencias de operaciones en un orden especifico en el dispositivo GPU.
La ventaja del uso de estos objetos es que streams diferentes pueden realizar operaciones sobre
porciones diferentes de segmentos de memoria y, por lo tanto, pueden traslaparse (siempre y
cuando el dispositivo GPU cuente con esta caracteristica habilitada), lo que se traduce en un
porcentaje de ocupacién mayor en la memoria del dispositivo GPU.

Las diferencia entre los esquemas de comunicacién asincrona y no asincrona pueden ilus-
trarse en los cédigos mostrados en las figuras 5.1 y 5.2, en los que se realiza el procesamiento
de varios conjuntos de datos. En la figura 5.1 (que corresponde al caso de comunicaciéon no
asincrona), d_a y a son apuntadores en la memoria del huésped, y de la GPU, respectivamente.
La estrategia ilustrada garantiza la particién de un buffer en segmentos de igual tamafo, que
son procesados (copiados a memoria, posteriormente procesados mediante la llamada al kernel
y finalmente copiados a la memoria del huésped), de forma secuencial. La naturaleza secuencial
de este procesamiento se debe a que las funciones de copiado de memoria son llamadas bloguea-
doras, dicho de otra forma, el flujo del algoritmo en el huésped es pausado hasta la completitud
de esta funciéon. Aunque la ejecucién del kernel es una llamada no bloqueadora, el requerimiento

del copiado GPU-CPU necesariamente introduce una barrera temporal en el flujo del algoritmo.
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stream=malloc(nStreams*sizeof (cudaStream_t));

for (i=0;i<nStreams;i++){
cudaStreamCreate(stream+i) ;

}

for (int i = 0; i < nStreams; ++i) {
int offset = i * streamSize;

cudaMemcpyAsync (&d_aloffset], &aloffset],
streamBytes, stream[i]);

kernel<<NumBlocks,ThreadsPerBlock,0,stream[i]>>(d_a, offset);

cudaMemcpyAsync (&a[offset], &d_aloffset],
streamBytes, stream[i]);

Figura 5.2: Versién Asincrona 1. Ejemplo de procesamiento de datos con una GPU
mediante comunicacién no bloqueadora.

Por otro lado, y con el fin maximizar el rendimiento computacional, es posible emplear funcio-
nes de copiado de memoria asincronas, las cuales son no bloqueadoras. Lo anterior es ilustrado
en la figura 5.2. En la Figura 5.2, se muestra una estrategia para llevar a cabo el copiado
de datos al dispositivo GPU de forma asincrona, es decir, mediante llamadas a funciones que
ceden el control al huésped inmediatamente después de ser invocadas, en diferentes “canales”
de operaciones. De esta manera, es posible traslapar el copiado de memoria con el computo en
la GPU, tal y como expone en la Figura 5.3. Para lograr lo anterior, las siguientes condiciones

deben ser satisfechas:

e Los apuntadores a la memoria CPU deben ser apartados mediante la funciéon cudaHost-

Alloc, la cual aparta memoria no paginable.*

e Es necesaria la inicializacién de objetos conocidos como streams en el contexto CUDA.
Cuando el dispositivo soporta ejecucién concurrente de kernels, las instrucciones GPU

pueden traslaparse, y por lo tanto, se consigue un incremento significativo en el rendi-

“Este tipo de memoria es més accesible a la Memoria de Acceso Directo (DMA, por sus siglas en inglés, que
es intermediaria en la comunicacién CPU-GPU), que la memoria paginable, empleada por la CPU al hacer uso
de la funcién cudaMemcpy.
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LINEAS DE TIEMPO DE EJECUCION
VERSION SECUENCIAL
Cola de copiad
Cola de Kernels

VERSION ASINCRONA 1

Cola de copiad H2D-2 D2H - 3 | H2D - 4 D2H -4
Cola de Kernels 2 | de 4

VERSION ASINCRONA 2
Cola de copiad WD -2 | ié r

Cola de kernels 2

TIEMPO

Figura 5.3: Esquema comparativo de diferentes versiones de cémputo GPU
asincrono. Las versiones presentadas son mostradas en las figuras 5.2 (Versién 1)
y 5.4 (Versién 2).

miento.

e Las funciones asociadas a la comunicacién GPU deben ser sustituidas por su versién

asincrona.

Aqui es importante notar que, dada la naturaleza no bloqueadora de las funciones involucra-
das, es posible reescribir el cédigo expuesto en la figura 5.2 tal y como se ilustra en la figura
5.4. Ambos procedimientos producen los mismos resultados, sin embargo, se comportan de
diferente forma dependiendo de la generacién del dispositivo empleado [63] (ver Figura 5.3 ).
Estas diferencias residen en la disponibilidad en el dispositivo de motores (engines) de copiado
Huésped-Dispositivo (H-D) y Dispositivo-Huésped (D-H), asi como en la existencia del soporte
de ejecucion concurrente de kernels. Asf pues, dada la descontinuidad de las generaciones GPU
que no cuentan con la capacidad de copiado de memoria asincrono (es decir, que carecen de los

engines para el copiado asincrono H-D y D-H), y la amplia disponibilidad de dispositivos que
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stream=malloc(nStreams*sizeof (cudaStream_t));

for (i=0;i<nStreams;i++){
cudaStreamCreate(stream+i) ;

}

int offset;
for (i = 0; i < nStreams; ++i) {
offset = i * streamSize;

cudaMemcpyAsync (&d_al[offset], &aloffset],
streamBytes, stream[i]);

}

for(i=0;i<nStreams;i++){
offset = i * streamSize;
kernel<<NumBlocks,ThreadsPerBlock,0,stream[i]>>(d_a, offset);

}

for{i=0;i<nStreams;i++}{
cudaMemcpyAsync (&aloffset], &d_aloffset],
streamBytes, stream[i]);

Figura 5.4: Version Asincrona 2. Procesamiento de datos alternativo a la version 1
(figura 5.2) mostrada arriba, empleando comunicacién no bloqueadora.

si cuentan con ésta, optamos por emplear un esquema similar al ejemplo ilustrado en la figura

5.2, dado que es el mas adaptado a la generacién GPU con capacidad de cémputo 2.x°

5.1 Evaluacion del Cédigo Serial

Para justificar la paralelizacién del algoritmo de la evaluacién de la energia de correlaciéon SOS-
MP2, se llevaron a cabo célculos de referencia para determinar la dependencia de la fraccién
del tiempo de pared total invertido en su evaluacion, conforme el tamano del sistema aumenta.
Estos calculos se realizaron sobre alcanos de cadena lineal, con diferente longitud. La Figura 5.5
presenta un grafico que muestra dicha variacién. En ésta, se observa que para alcanos con una

longitud de cadena mayor o igual a 30 carbonos, el tiempo de ejecucién asociado a la evaluacién

SPara la nueva generacién con capacidad de cémputo 3.x, no hay modificaciones en el rendimiento al emplear
cualquiera de los esquemas de comunicacion presentados en las figuras 5.2 y 5.4.
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Figura 5.5: Tendencia en el porcentaje del tiempo de pared total invertido en la
evaluacién de la energia de correlacién de calculos de punto simple tinico en alcanos
lineales.

de energia de correlacién constituye mas del 50% del tiempo de pared total (el porcentaje
restante corresponde al método SCF, durante el que se construyen los orbitales moleculares que
son usados posteriormente en el método SOS-MP2), y llega a constituir casi el 90% para la
cadena de 80 carbonos. Esta tendencia es un incentivo para la bisqueda de una solucién que

permita una reduccion en el tiempo de ejecucién del algoritmo SOS-MP2.

Desplazando ahora el enfoque al algoritmo de evaluacion de energia SOS-MP2, de los calculos
de referencia se analizaron los tiempos de ejecucién de los pasos de los calculos de referencia

involucrados. Los resultados obtenidos son expuestos en la Figura 5.6.

De estos resultados, es notorio que el tiempo de pared de la evaluacion de energia es do-
minado por la evaluacién de las integrales tricéntricas (ia|P) y la formacién de las matrices
Xf‘( ;- Dado que este 1ltimo paso escala con un cuarto orden respecto el tamano molecular y es
el més costoso computacionalmente, se procedié a investigar la posibilidad de emplear GPUs
para reducir el tiempo de pared asociado a dicho paso.

Primeramente, con el propésito de establecer metas en cuanto al speedup que puede introducir-
se mediante paralelizacién en el algoritmo, se analizé la tendencia en el porcentaje del tiempo

de pared total de éste atribuido al quinto paso, cuando el tamano del sistema aumenta. De
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Figura 5.6: Comparacién de los tiempos de pared seriales de diferentes pasos del
algoritmo de evaluacién de energia SOS-MP2, para alcanos lineales, empleando la
base de Dunning cc-pVDZ y la base auxiliar rimp2-cc-pVDZ. Sélo las etapas que
constituyen los mayores porcentajes del tiempo de pared total del algoritmo SOS-
MP2 son mostradas: formacién de integrales (ia|P), formacién de matrices Bg, y
formacién de matrices X 57 .
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Figura 5.7: Porcentaje del tiempo de pared invertido en la formacién de las matrices
X, respecto al tiempo de pared del algoritmo SOS-MP2
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esa tendencia, se encuentra que el maximo procentaje del tiempo de pared representado por la
formacién de las matrices X es del 65% (ver Figura 5.7), y la tendencia parece prevalecer para
sistemas mas grandes que los tratados aqui. Considerando dicha proporcién como paraleliza-
ble, y asumiendo que el 35% restante es secuencial, se puede establecer una cota superior en
el speedup que se espera observar después de la paralelizacién, mediante el empleo de la ley de
Amdahl(62],

1

S = T (5-1)

En esta ecuacion, P es la fraccion del tiempo de ejecucion secuencial total invertido en el
segmento de codigo que es paralelizable, y N es el nimero de procesos sobre los que el cédigo
paralelo es ejecutado.

Usando la Ecuacién (5-1), se encuentra que el maximo speedup esperado después de la imple-
mentacién de paralelizacién, es 2.86. Si este speedup es logrado en el algoritmo, se espera un
speedup de 2.0 en el célculo SP, suponiendo que el tiempo de ejecuciéon de la evaluacién de

energia constituya el 80% del tiempo de ejecucion total (ver figura 5.5.)

5.2 Cédigo Modelo y Comparacion con MPI

Como ya se expuso en parrafos anteriores, el empleo de transferencias de datos CPU-GPU
asincronas para lograr concurrencia en el computo y copiado de memoria (y posiblemente, con-
currencia de diferentes kernels) se traduce en una ocupacién de memoria mas eficiente y con
mayor rendimiento. Tomando en consideracién dicha posibilidad, se investigaron los efectos al
usar una GPU como coprocesador, con y sin el uso de comunicacién asincrona en un cédigo
similar al encontrado en Q-Chem. Para ello, fue llevado a cabo un andlisis de rendimiento en
multiplicacién de matrices usando CUBLAS 60 (la biblioteca de subrutinas de algebra lineal
de NVIDIA CUDA), y la funcién cblas_dgemm [64] de 1a biblioteca MKL de Intel. El programa
escrito para efectuar este propédsito fue compilado usando la biblioteca MKL, el compilador icc
version 13.0.1 y CUDA, version 6.0. Los cédlculos fueron llevados a cabo empleando un proce-

sador CPU Intel™Xeon™a 2.60 GHz, y una GPU Tesla M2090 (capacidad de cémputo 2.0).
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Figura 5.8: Comparacién de tiempos de pared en multiplicacién de matrices cua-
dradas, usando a) una GPU como coprocesador, sin emplear comunicacién no blo-
queadora, b) la funcién cblas_.dgemm de la biblioteca MKL, y ¢) una GPU como
coprocesador y con comunicaciéon no bloqueadora. Los resultados mostrados conside-
ran el procesamiento de 200 multiplicaciones, y fueron promediados sobre 10 célculos
diferentes.

Dando mas detalles respecto al c6digo empleado en este anédlisis (el cual puede ser consultado en
el Anexo II de esta tesis), se hizo un esfuerzo por simular las caracteristicas principales del paso
correspondiente a la formacion de las matrices X, de tal forma que éste inicializa un arreglo
grande de datos (matriz) con nimeros aleatorios, dentro de un bucle con un nimero de ciclos
determinado. Dentro de este bucle, la matriz es multiplicada por su transpuesta y adicionada a
una matriz de prueba. Los resultados del analisis expuesto son representados en la Figura 5.8,
y la comparacién de los speedups® correspondientes respecto a la versién serial, son ilustrados
en la Figura 5.9.

El traslape del cémputo con el copiado de datos entre la memoria Huésped-Dispositivo, es

corroborado al efectuar el perfilamiento de las llamadas a funciones CUDA (para lo cual, se

SEl speedup se define como la razén entre el tiempo de pared de la versién serial y la versién paralela del
mismo cédigo.
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Figura 5.9: Comparacién de los speedups logrados al emplear comunicaciéon bloquea-
dora y no bloqueadora en el procesamiento de la multiplicacién de matrices con una
GPU.

hizo uso de la herramienta nvprof de NVIDIA), ilustrado en la Figura 5.10.

De este analisis se encontro, que cuando se emplea la GPU no hay speedup cuando la dimensién
de la matriz cuadrada es pequena (en este caso, igual a 200), dado que la latencia del bus PCI
en esta situacién representa una fraccion significativa del tiempo de pared. Por otro lado, para
matrices de dimensiones mayores, se observan speedups que se incrementan al incrementarse el
tamano de la matriz en cuestion, y éstos llegan a ser 5 y 6, para las versiones bloqueadora y no
bloqueadora, respectivamente.

Para introducir concurrencia en la multiplicacion de matrices y los procesos de comunicacién,
se propuso un esquema de procesamiento por tandas, en el cual grupos de N matrices son ini-
cializadas y después procesadas y multiplicadas por su transpuesta dentro de una sola llamada
a una funcién que hace uso de CUBLAS, de forma asincrona para cada matriz de la tanda. El
valor de N en este estudio fue igualado a 3 para todos los casos.

Adicionalmente, con fines comparativos, un cédigo similar fue escrito empleando la biblioteca
estdndar de transferencia de mensajes entre procesos (MPI [40] por sus siglas en inglés), el cual

puede ser consultado en el Anexo II de esta tesis. Este cédigo realiza el procesamiento de
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Figura 5.10: Linea de tiempo que muestra el traslape entre los procesos de copiado
de memoria entre la CPU y el dispositivo, en la multiplicacién de 2 matrices de
1000 x 1000 elementos.

un determinado nimero de matrices repartiendo de forma balanceada la carga computacional
entre un nimero arbitrario de procesos. Los resultados de las pruebas de rendimiento de este
codigo, son mostrados en la Figura 5.11. De estos resultados vale la pena hacer notar que
mediante este esquema de paralelizacion es posible reducir el tiempo de pared en el procesa-
miento de datos, obteniéndose un speedup similar al obtenido al incorporar una GPU, cuando
el computo se efecttia entre 6 procesadores. De esta forma, obtenemos una comparaciéon en
el rendimiento usando dos paradigmas diferentes de programacion paralela, lo que permitiria
realizar posteriores andlisis de costo-beneficio en el empleo de éstos. Por ejemplo, Betkaoui [65],
ha reportado que en aplicaciones de cémputo numérico, especificamente en operaciones de tipo
3 de la biblioteca BLAS (multiplicaciones de matrices) con elementos de punto flotante, la GPU
requiere de menos cantidad de energia por operacién de punto flotante en comparacion con la
implementacién paralela sobre CPUs.

Cabe recordar que las razones por las que se llevé a cabo la programacién usando CUDA, son
expuestas en la seccion 4.1, y ademds tomando en consideracion que las nuevas versiones CUDA
pueden usarse en un contexto MPI, es razonable realizar en primer lugar una implementacién
considerando CUDA, y garantizar el buen funcionamiento del cédigo serial, para después con-

siderar una paralelizacién que haga uso de MPI.
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Figura 5.11: Rendimiento del cédigo MPI en la multiplicaciéon de 100 matrices
cuadradas. Los datos mostrados son resultado de promediar sobre 10 célculos.

5.3 Implementacién Computacional

Con motivo en estos resultados, en Q-Chem se implementaron una serie de rutinas dentro del
c6digo que es responsable del computo de las energias SOS-MP2. Estas rutinas efectian la
inicializaciéon de los streams, la multiplicacién de matrices usando CUBLAS en un esquema
de tandas y de forma asincrona, y la destruccién de los streams. El algoritmo modificado es
descrito con mayor detalle en el pseudocddigo ilustrado en la figura 5.12.

Las caracteristicas principales del algoritmo descrito arriba son las siguientes:

e El valor del tamano de la tanda, N Batchsize, es establecido de acuerdo a un parametro
fijado en el programa y que establece el nimero maximo de datos de tipo punto flotante
de doble precisién a procesar en la GPU. Algunos perfilamientos que muestran cémo varia

el tamarnio de la tanda con el tamano del sistema son mostrados en el Anexo I.
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Algoritmo 2: Formacién de la matriz X con CUDA.
Result: Formacién de las matrices X con CUDA
Inicializacion del contexto CUDA;
Cdlculo de NBatchsize;
Creacion de Streams;
for : < 0 to 7 do
Aparta memoria no paginable en la CPU para las matrices B y X;
for j <~ 0 to O in NBatchsize steps do
Lee Batchsize matrices B;
for k£ < 0 to Batchsize do
L Escala los coeficientes BY;

a’
for k£ + 0 to Batchsize do
if matrixsize < threshold then
L Multiplica las matrices por segmentos;

Transferencia asincrona CPU-GPU en el stream][i;
Ejecucién del kernel en el stream]i];
X < Transferencia asincrona GPU-CPU en streams|i]

| Incrementa Energia

Figura 5.12: Formaciéon de la matriz X empleando una unidad de procesamiento
grafico. En este algoritmo el bucle més externo corre sobre los puntos de la cuadratura
numérica introducidos en la ecuacién 2-82.

e El nimero de streams que se crean en el contexto es igual a N Batchsize, de tal forma
que cada matriz de la tanda es procesada de forma independiente en cada stream, con el

fin de enmascarar las comunicaciones CPU-GPU y GPU-CPU.

e Cuando las matrices a considerar son mas grandes que las establecidas por el parametro
anteriormente mencionado (lo que produce que el programa establezca N Batchsize igual
a 1), éstas son divididas en la memoria CPU y la multiplicacién de matrices se efectia
por segmentos en la memoria GPU, mediante una rutina implementada en una biblioteca
en desarrollo en Q-Chem ()7, Un ejemplo de perfilamiento que muestra esta divisién

de matrices por la rutina mencionada, es mostrado en el Anexo I.

En este trabajo se efectud la compilacién del cédigo fuente de Q-Chem con los compiladores

Intel 2013, por lo que las funciones dedicadas a operaciones de &lgebra lineal (por ejemplo,

"Cabe resaltar que al incorporar esta rutina en el algoritmo, se encontré un error en la programacién de la
misma, el cual fue resuelto y la correccion fue incorporada al cédigo.
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multiplicacién vector-escalar, producto punto, multiplicacién de matrices.) son llevadas a cabo
mediante las funciones que conforman la biblioteca MKL de Intel.

Con el objeto de evaluar la mejora que se introduce al emplear un esquema de comunicaciéon no
bloqueadora en el procesamiento de datos, se introdujo en el cédigo una simple sustitucién de
la rutina que realiza la multiplicacién de matrices (empleando la funcién serial cblas_dgemm)
correspondiente a la Ecuacién 2-88 por su andloga de la biblioteca CUBLAS (cublas_dgemm),
que como se ha justificado en parrafos anteriores, corresponde al paso méas demandante del
algoritmo. Unos cédlculos de referencia fueron llevados a cabo empleando esta aproximacién
usando alcanos lineales como referencia y la base doble-( cc-pVDZ, y de la misma forma, se lle-
varon a cabo los mismos cdlculos empleando esta vez el esquema presentado en el pseudocddigo
anterior. Los resultados de dichos célculos de referencia son mostrados en la figura 5.13.
Ademsds, para hacer mas evidente la diferencia en el desempeno, los speedups logrados en este

paso del algoritmo con ambos esquemas, son mostrados en la figura 5.14.

Como consecuencia de esta aceleraciéon en la evaluacion de las matrices X, se obtienen los
speedups en la evaluacion de la energia de correlacion SOS-MP2 que se muestran en la Figura
5.15, en donde es notorio que los cédlculos de evaluacion de energia SOS-MP2 se ejecutan casi
tres veces mas rapido que su versién serial, para los mejores casos. Por otro lado, dado que los
calculos de quimica computacional adquieren mayor exactitud al aumentar el tamano de la base,
los célculos anteriores fueron repetidos utilizando una base triple-( y la base auxiliar rimp2-cc-
pVTZ. Los resultados de estos calculos de referencia son mostrados graficamente en la figura
5.16, en donde se observa que la ejecucion del calculo de energia de correlacién es alrededor de
2.5 veces més rapido que su versién serial, para el caso de los sistemas mas grandes. De estos
resultados, es notorio que las aceleraciones para la base triple-( son en general menores a los
obtenidos en el caso de los calculos efectuados con la base doble-(. Analizando con detalle los
resultados, se encontré que hay una variacién en el tiempo de pared asociado a la formacién de
las integrales (ia|P) mayor en el caso de los calculos triple-¢ (los tiempos tienden a ser mayores
que sus analogos seriales), lo que se traduce en una disminucién en la aceleracién de los mismos.
Después de realizar un seguimiento en una serie de calculos mediante las herramientas de
monitoreo de linux (top, free, ps, dstat), se encontré que los accesos de entrada/salida (debidos

al almacenamiento de las integrales en archivos temporales) para los cdlculos paralelizados,
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Figura 5.13: Comparacion de los tiempos de ejecucion en la evaluacién de energia
de las versiones de Q-Chem con y sin comunicacion no bloqueadora, en conjunto con
el tiempo de ejecucion encontrado en el codigo original, para alcanos lineales, usando
las base doble-¢ cc-pVDZ/rimp2-cc-pVDZ. El valor del tamano de la tanda para el
caso de la comunicacion no bloqueadora fue fijado en cinco. Sélo se muestra el tiempo
para la formacién de las matrices X.

fueron, en promedio, mas lentos que los seriales. Sin embargo, no existe una razén por la cual
las modificaciones hechas al cédigo interfieran con estos accesos, dado que las modificaciones
entran en juego después de la completitud de la formacién de estas integrales , ver seccién 3.3
Teoria SOS-MP2, por lo que concluimos que el comportamiento del hardware es responsable de

estas variaciones, y no se debe a la implementacién computacional descrita.

5.4 Calidad numérica

Dado que las rutinas desarrolladas estdn programadas para realizar todas las operaciones con
datos de punto flotante con precisién doble, los resultados obtenidos al hacer uso de una GPU
son idénticos a los obtenidos al realizar los calculos completamente con una CPU. A excepcion de

unos pocos casos, los resultados variaron de forma no significativa. Por ejemplo, en el computo
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Figura 5.14: Comparacién de speedups entre la version bloqueadora y no bloquea-
dora, considerando solamente la formacion de las matrices X, del algoritmo de evalua-
cién de energia SOS-MP2, de alcanos lineales. La base que se empled fue la doble-(
cc-pVDZ

de la energia de correlacién en el alcano de 70 carbonos empleando una base cc-pVTZ /rimp2-cc-
pVTZ, la diferencia entre las energias obtenidas sin emplear y al usar una GPU fue de 4 x 10~%
Hartrees (0.26 kcal mol™1).

Con el fin de comparar los valores de energia calculados con el método SOS-MP2 y la base
cc-pVDZ/rimp2-cc-pVDZ, con los obtenidos mediante cdlculos MP2/cc-pVDZ, se determing el
valor de la diferencia de energia de correlacién por particula® obtenido en cada método, para

cada alcano considerado en este estudio.? Los resultados son mostrados en la figura 5.17.

8Es decir, la razén entre la energia de correlacién y el nimero de electrones de la molécula.
9A excepcién del alcano de 80 carbonos, dado que no fue posible calcular la energfa MP2 con Q-Chem,
posiblemente por un error en la programaciéon del método.
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Figura 5.15: Speedups logrados como funcién del tamafio de la cadena de alcanos
lineales, en el algoritmo responsable del cémputo de la energia SOS-MP2. La base
empleada en los cdlculos fue doble-( cc-pVDZ
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Figura 5.16: Speedups logrados como funcién del tamano de la cadena de alcanos
lineales, en el algoritmo responsable del computo de las energias SOS-MP2. La base
empleada en los cdlculos de referencia fue la triple-
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Figura 5.17: Valor de la diferencia entre la energia de correlaciéon por particula

obtenida mediante el método SOS-MP2, base cc-pVDZ/rimp2-cc-pVDZ (

y la obtenida mediante por el método MP2/cc-pVDZ (
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Capitulo 6

Conclusiones

Las conclusiones que se derivan de este trabajo son resumidas en los siguientes puntos:

e Los cédigos modelo disenados confirman que el rendimiento numérico logrado con la arqui-
tectura de las Unidades de Procesamiento Grafico supera el rendimiento en la mutiplica-
cién de matrices al emplear la biblioteca MKL, caracterizada por una buena optimizacion
para procesadores Intel. Ademads, este rendimiento es mejorado cuando es incorporada
una comunicacién no bloqueadora en el tratamiento de datos, lo que permite enmascarar
el tiempo dedicado a la transferencia de informacién entre la GPU y CPU, y ademas, hay
en una mejora en el ancho de banda de transferencia de los mismos. De esta forma, es
posible acelerar también calculos de sistemas pequenos, que de otra manera, serian mas

lentos debido a la latencia del bus PCI.

e El cédigo modelo que incluye el procesamiento de matrices empleando MPI, predice que el
rendimiento conseguido con 6 procesadores es aproximadamente el mismo que al emplear
una GPU para efectuar cdlculos de este tipo. Esto puede tomarse como punto de partida
para llevar a cabo un estudio detallado sobre el costo-beneficio del empleo de uno o el
otro paradigma de programacion, puesto que ambos tienen diferentes requerimientos de

energia.

e Al incorporar el modelo no bloqueador en el cédigo fuente de Q-Chem, se obtiene una

mejora significativa en el speedup del paso mas demandante del algoritmo, en comparacion
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con un modelo bloqueador, y por lo tanto, se hace un uso mas eficiente del hardware al

aprovechar esta caracteristica.

Aunque en principio, la utilidad de la GPU se ve limitada por su capacidad de memoria
relativamente pequena (la GPU Tesla M2090 tiene una capacidad de 2 GB), incapaz de
procesar matrices muy grandes, este problema ha sido solucionado al incorporar en el
c¢6digo una rutina implementada en una biblioteca en desarrollo de Q-Chem. Asi, una
vez que se realicen calculos sobre sistemas suficientemente grandes, un pardmetro umbral
determina las particiones a realizar sobre las matrices en cuestion, y éstas son procesadas

secuencialmente en la GPU.

El speedup tedrico que puede alcanzarse considerando que sélo el paso mas demandante
del algoritmo de evaluacién de energia SOS-MP2 es el paralelizable, fue establecido de
acuerdo a la ley de Amdahl. Se demuestra que se consigue un speedup que constituye
aproximadamente el 90% de este limite para el caso de célculos con la base cc-pVDZ en
el alcano con cadena de 80 carbonos, y uno ligeramente menor para el mismo sistema con

base cc-pVTZ.
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Anexo 1

En este anexo, se muestran algunos perfilamientos de las llamadas a funciones CUDA en el paso
del algoritmo mas demandante computacionalmente. Estos muestran la ejecucién y la duracion

de las funciones y fueron obtenidos empleando la herramienta gréfica nvprof de NVIDIA.

& ecanenvprof &
[=] Process “test107" (48124)
[=] Thread 2984640544
* Runtime A — T

= Driver API

L Profiling Overhead
[=] [0] Tesla M2090
[=| Context 1 (CUDA)
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[— [— i
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=] Streams

- Default | |
- Stream 13 11

- Stream 14 | 1 11 ] ]
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Figura 7.1: Segmento de linea del tiempo. Perfilamiento del calculo SOS-MP2 con
la herramienta NVIDIA Visual Profiler para decano, base triple-¢ cc-pV'TZ
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Figura 7.2: Segmento de linea del tiempo. Perfilamiento del calculo SOS-MP2 con
la herramienta NVIDIA Visual Profiler para el alcano lineal de 40 carbonos, base

triple-¢ cc-pVTZ
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Figura 7.3: Segmento de linea del tiempo. Perfilamiento del calculo SOS-MP2 con
la herramienta NVIDIA Visual Profiler para el alcano lineal de 80 carbonos, base

triple-¢ cc-pV'TZ



Manejo de matrices grandes

-

l - i =im|

‘ 54.8 5 54.825 5 54.855 54.875 5 5495 54.925 s 54.955 54.9

[=| Process “test107" (39525)
[=] Thread 1166635040
- Runtime AP N N N [l
' Driver APl
- Profiling Overhead
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[=] Context 1 (CUDA)
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L 57 MemCpy (DtoH) ] [ | [ | | | |
|=| Compute . . . . . .

L 57 100.0% void fer... ] ] ] ] ] ]

[=] Streams

Figura 7.4: Linea del tiempo parcial. Perfilamiento del cdlculo SOS-MP2 con la
herramienta NVIDIA Visual Profiler para decano, base triple-¢ cc-pVTZ. A diferencia
de la figura 7.1, en este caso el parametro que determina el tamano umbral para
particionar las matrices fue modificado de tal forma que la multiplicacién de matrices
AB = (C es llevada a cabo dividiendo la matriz B en dos, y la operacién es completada
efectuando dos multiplicaciones de matrices.
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Anexo 11

/*Este programa es empleado para probar el rendimiento de GPU en la multiplicacion
* de matrices empleando DGEMM
* Uso:
* ./a.out rows dummy columns ciclos
* Donde se especifican de las dimensiones de la matriz A (rows*dummy), B(dummy*columns)
* y ciclos es el numero de ciclos en los que el programa genera las matrices

* aleatorias A y B y efectua la multiplicacion

* En esta version, se emplean streams para acelerar la multiplicacion de matrices

*/

/* Includir system */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <time.h>
#include <sys/time.h>

/* Incluir cuda */
#include <cuda_runtime.h>
#include <cublas_v2.h>
#include "mkl.h"

#include "run_cublas_luis.C"

#define MIN(X,Y) ((X) < (Y) 7 (X) : (Y))
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inline cudaError_t checkCuda(cudaError_t result)
{
if (result != cudaSuccess) {
fprintf (stderr, "CUDA Runtime Error: %sn",
cudaGetErrorString(result));
exit(2);
}
return result;

}

double getTimeElapsed(struct timeval end, struct timeval start)

{

return (end.tv_sec - start.tv_sec) + (end.tv_usec - start.tv_usec) / 1000000.00;

/* Main */
int main(int argc, char **xargv)
{
cublasStatus_t status;
timeval inicio,fin;
cudaError_t error;
int I3, I1, dummy,j,MAX,Numl,lk;
long int NBatchsize;
double *cpu_A, *cpu_B;
double *h_A;
double *h_B;
double *h_C;
double *h_C_ref;
double *d_A = O;
double *d_B = 0;
double *d_C = 0;
double alpha = 1.0f;
double beta = 1.0f;

long int sizeA, sizeC, sizeB;
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int ciclos,verif ;

int i, deviceCount;

clock_t start, end;

double error_norm, seconds;

double ref_norm;

double diff;

int rows, columns, device=0;
/*Variables cuBLAS */

cublasHandle_t handle;

cudaStream_t *streamld;

cudaDeviceProp deviceProp;

cudaError_t cudaResultCode = cudaGetDeviceCount (&deviceCount) ;

if (cudaResultCode != cudaSuccess){
printf("!!! Error, no hay dispositivo GPU");
exit(1);
}

if(arge !'= 5){
printf ("Error, uso: ./program rows dummy columns ciclos\n");

exit(1);

/*Probando las capacidades del dispositivo */
cudaGetDeviceProperties(&deviceProp,device);
if (deviceProp.asyncEngineCount > 0)

printf ("E1 dispositivo soporta transferencia de datos y ejecucion de kernels

de forma concurrente, %d\n",deviceProp.asyncEngineCount) ;

if (deviceProp.concurrentKernels == 1)

printf ("E1l dispositivo soporta ejecucion concurrente de kernels \n");
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rows = atoi(argv([1]);
dummy = atoi(argv[2]);
columns = atoi(argv[3]);

ciclos = atoi(argv([4]);

sizeA = rows*dummy;

sizeC = rows*columns;

sizeB = dummy*columns;

/* Inicializa CUBLAS */

printf ("Test CUBLAS corriendo...\n");

status = cublasCreate(&handle);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)
{
fprintf (stderr, "Error en inicializacion de CUBLAS !!!\n");

return EXIT_FAILURE;

checkCuda(cudaMallocHost (&h_C,sizeC * sizeof(h_C[0])));

h_C_ref = (double *)malloc(sizeC*sizeof (double));
if (h_C_ref == 0)
{
fprintf(stderr, "Error en apartado de memoria en el Host (C) !!!\n");

return EXIT_FAILURE;

/*Inicializacion de datos en h_C y h_C_refx/
for(i=0;i<sizeC; i++){
h_C[i] = 0;
h_C_ref[i] = 0;

/*Comienza medicion de tiempo */
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gettimeofday(&inicio, NULL);

/*Este programa asume que las tandas de matrices seran de 5 elementos */

NBatchsize=5;

/*Procesamiento de datos en la CPU */

#ifdef CPU_ONLY

for(i=0;i<ciclos;i+=NBatchsize){

Numl = MIN(i+NBatchsize,ciclos) - ij;
cpu_A = (double *)malloc(sizeof (double)*sizeA*Numl) ;
if (cpu_A == 0)
{

fprintf (stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria en host (cpu_A)\n");

return EXIT_FAILURE;

cpu_B = (double *)malloc(sizeof (double)*sizeB*Numl) ;

if (cpu_B == 0)

{
fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria en host (cpu_B)\n");
return EXIT_FAILURE;
}
srand (i) ;

for (k = 0; k < sizeA*Numl; k++)
{
cpu_A[k] = rand() / (double)RAND_MAX;
}

for(k=0; k < sizeB*Numl; k++){
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cpu_B[k] = rand()/(double)RAND_MAX;

for (k=0;k<Numl;k++){
cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,CblasTrans,rows, columns,dummy,alpha,

cpu_A+sizeAx*k,rows,cpu_B+sizeBx*k,columns,beta,h_C_ref,rows);

free(cpu_A);
free(cpu_B);
}

#else

/*Apartando memoria para los cudaStreams */

streamId = (cudaStream_t *)malloc(NBatchsize*sizeof (cudaStream_t));
if (streamId == 0)
{
fprintf (stderr, "!!!!Error en el apartado de memoria en el host (streamId)\n");

return EXIT_FAILURE;

/*Creacion de los streams*/

for(i=0;i< NBatchsize ;i++){

if (cudaStreamCreate(&streamId[i]) !'= cudaSuccess){

printf ("Error en la creacion de streams \n");

exit(2);
}

#ifdef COMPROBACION

66



int error_flag =0;

#endif

/*Tratando de emular las condiciones en el programa, se apartan los arreglos
*del tamano apropiado

*para "cargar" una tanda de datos.

*/

for(i=0;i<ciclos;i+=NBatchsize){

Numl = MIN(i+NBatchsize,ciclos) - ij;

if ((Numl != NBatchsize) || i==0){

checkCuda(cudaMallocHost (&h_A,sizeA *Numl* sizeof(h_A[0])));

checkCuda(cudaMallocHost (&h_B,sizeB * Numl*sizeof (h_B[0])));

#ifdef COMPROBACION
cpu_A = (double *)malloc(sizeof (double)*Numl*sizel) ;
cpu_B = (double *)malloc(sizeof (double)*Numl*sizeB) ;

#endif

}

srand (time (NULL)) ;

for (k = 0; k < sizeA*Numl; k++)

{

h_A[k] = rand() / (double)RAND_MAX;
#ifdef COMPROBACION
cpu_A[k] = h_A[k];
#endif

for(k=0; k < sizeB*Numl; k++){
h_B[k] = rand()/(double)RAND_MAX;
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#ifdef COMPROBACION
cpu_B[k] = h_B[k];
#endif

if (i==0){
13=1;
I11=0;

}

else if (Numl == NBatchsize){
I3=0;

I1=1;

}

elseq{

I3=2;

11=2;

}

verif=run_cublas_batched(handle,CUBLAS_OP_N,CUBLAS_OP_T,&rows,&columns,&dummy,
&alpha,h_A,&rows,h_B,&columns,&beta,h_C,&rows,&I3,&I1,Numl,streamId) ;
#ifdef COMPROBACION
printf ("Entrando a cblas\n");
for (k=0;k<Numi;k++){
cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,CblasTrans,rows, columns,dummy,alpha,
cpu_A+sizeA*k,rows,cpu_B+sizeB*k,columns,beta,h_C_ref,rows);

3

diff=0.0;

for (k=0;k<sizeC;k++){

diff += abs(h_C[k] - h_C_ref[k]);
+

if(diff > 0.00001){

error_flag += 1;;
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}
#endif

if (verif !'= 0){

printf ("Error en la funcion run_cublas_batched\n");
exit(2);
}

if ((Numl + NBatchsize)>ciclos ){
cudaFreeHost (h_A);
cudaFreeHost (h_B);

#ifdef COMPROBACION
free(cpu_A);
free(cpu_B);

#endif

}

}

#ifdef COMPROBACION

if (error_flag '= 0){

printf ("Resultado de Comprobacion de Datos: Error, los resultados CPU difieren de los GPU\n");
Yelsed{

printf ("Resultado de Comprobacion de Datos: Ok\n");

}
#endif

cudaFreeHost (h_C) ;

free(streamlId);

#endif
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gettimeofday(&fin, NULL);
double time_elapsed = getTimeElapsed(fin, inicio);

printf ("Tiempo de pared : %f \n", time_elapsed);

return O;

}

Notas: Este programa fue compilado empleando la biblioteca MKL de Intel. Las directivas
de compilacién permiten que este programa pueda ser compilado para que el cémputo se realice
exclusivamente en la CPU. Cuando la variable de compilacién COMPROBACION es definida
(lo que se logra usando la bandera -DCOMPROBACION al momento de compilar), el progra-
ma compara los resultados obtenidos al efectuar al cémputo en la GPU con los obtenidos en la

CPU, y determina si ambos son equivalentes dentro de un margen de error determinado.

Funcién CUBLAS para multiplicacién de matrices

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <unistd.h>

#include <stdlib.h>

#include <cublas.h>

#include <cuda_runtime.h>

/*Esta funcion ejecuta multiplicaciones de matrices almacenadas

x en arreglos (A y B), realizando una multiplicacion de forma separada

* en diferente stream */

int run_cublas_batched(cublasHandle_t handle, cublasOperation_t transA,
cublasOperation_t transB, int *m, int *n, int *k,
double *alpha, double *A, int *1lda, double *B, int *1db,
double *beta, double *C, int *1ldc, int *I3, int *I1, int BatchCount,

cudaStream_t *streams){

int sizeA= (¥m) * (xk), sizeB= (*n) * (*k), sizeC= (*m) * (*n);
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double *d_globalA, *d_globalB,*d_C;
int i;

cublasStatus_t status;

if (I3 ==1){
if (cudaMalloc((void **)&d_globalA, sizeA * sizeof (A[0])*BatchCount) != cudaSuccess)
{
fprintf (stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria GPU (allocate A)\n");

return EXIT_FAILURE;

if (cudaMalloc((void #**)&d_globalB, sizeB * sizeof (B[0])*BatchCount) != cudaSuccess)
{
fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria GPU (allocate B)\n");

return EXIT_FAILURE;

if (cudaMalloc((void **)&d_C, sizeC * sizeof(C[0])) !'= cudaSuccess)
{
fprintf (stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria GPU (allocate C)\n");

return EXIT_FAILURE;

status = cublasSetVector(sizeC, sizeof(C[0]), C, 1, d_C, 1);

if (status !'= CUBLAS_STATUS_SUCCESS)
{
fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (write C)\n");

return EXIT_FAILURE;

for(i=0;i<BatchCount;i++){
status = cublasSetVectorAsync(sizeA, sizeof (A[0]), A+sizeA*i, 1, d_globalA+sizel*i,

1,streams[i]);
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if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)
{

fprintf (stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (write A)\n");

return EXIT_FAILURE;

status = cublasSetVectorAsync(sizeB, sizeof (B[0]), B+sizeB*i, 1, d_globalB+sizeBx*i,

1,streams[i]);

if (status !'= CUBLAS_STATUS_SUCCESS)
{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (write B)\n");

return EXIT_FAILURE;

status=cublasSetStream(handle,streams[i]);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)
{

fprintf (stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (stream) \n");
return EXIT_FAILURE;
}

status = cublasDgemm(handle, transA, transB, *m, *n, ¥k, alpha, d_globalA+sizeAxi,

xlda, d_globalB+sizeB*i, *1db, beta, d_C,*1ldc);
if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf (stderr, "!!!! Error en ejecucion de cublasDgemm\n");

return EXIT_FAILURE;

status = cublasGetVectorAsync(sizeC, sizeof(C[0]), d_C, 1, C, 1,streams[i]);
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if (status !'= CUBLAS_STATUS_SUCCESS)
{
fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (get C)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

if (¥I3 ==xI1){
cudaFree(d_globall) ;
cudaFree(d_globalB);
}

cudaFree(d_C);

return O;

}

Programa que usa MPI

#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include "mkl.h"

#include "mpi.h"

#tdefine SIZE_X 1024
#define SIZE_Y 20

void aumenta_matriz(double *output_final, double *intermedio,int size){

int 1i;
for(i=0;i<size;i++){
output_final[i] = output_final[i] + intermediol[i];
¥

}
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int main(int argc, char **argv){

int rank=0,size,i,j,k,1;
double *output_final,a,*intermedio, start_time, finish_time;
double *local_A,*local_B, alpha=1.0f, beta=1.0f;

int n,rows,dummy,columns,ciclos,sizel,sizeB,sizeC;

MPI_Init(&argc, &argv);
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &rank) ;
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD,&size);

MPI_Status status;

if(argec '= 5){
printf ("Error, uso: ./program rows dummy columns ciclos\n");

exit(1);

rows = atoi(argv([1]);
dummy = atoi(argv[2]);
columns = atoi(argv[3]);
ciclos = atoi(argv([4]);
sizeA = rows*dummy;
sizeC = rows*columns;

sizeB = dummy*columns;

//Tiempo de inicio

start_time = MPI_Wtime();

//Establecemos el numero de matrices que procesara cada proceso

n = ciclos/size;

if (rank < ciclos¥size){
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local_A

(double *)malloc(sizeAx*sizeof (double));

local_B

(double *)malloc(sizeB*sizeof (double));

intermedio = (double *)malloc(sizeC*sizeof (double));

for(i=0;i<sizeC;i++){
intermedio[i] = 0.0;

}

for(i=0;i<n;i++){

srand (time (NULL)) ;

for (k = 0; k < sizeA; k++)

{

local_A[k] = rand() / (double)RAND_MAX;
}

for(k=0; k < sizeB; k++){
local_B[k] = rand()/(double)RAND_MAX;

cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,CblasTrans,rows,columns,dummy,alpha,

local_A,rows,local_B,columns,beta,intermedio,rows);

}

//Los procesos diferentes del rango O, envian sus datos al rango 0

if (rank !'= 0){
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MPI_Send(intermedio,sizeC,MPI_DOUBLE,0,10,MPI_COMM_WORLD) ;

Yelseq{

output_final = (double *)malloc(sizeC*sizeof (double));

//Inicializacion de la matriz output final/

for(i=0;i<sizeC;i++){

output_final[i]=0.0 ;
+

aumenta_matriz(output_final,intermedio,sizeC);

for(i=1;i<size;i++){
MPI_Recv(intermedio,sizeC,MPI_DOUBLE,MPI_ANY_SOURCE,10,MPI_COMM_WORLD,&status);
aumenta_matriz(output_final,intermedio,sizeC);

3

/*
printf ("\n Top left cornmer of matrix : \n");
for (i=0; i<6; i++) {
for (j=0; j<6; j++) {
printf ("%12.0f", output_final[j+i*rows]);
X
printf ("\n");

*/

free(output_final);

finish_time=MPI_Wtime();
if (rank ==0){
printf ("Tiempo de multiplicacion: %f segundos\n",finish_time - start_time);

}
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free(local_A);
free(local_B);

free(intermedio) ;

MPI_Finalize();
return O;

}
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Apéndice A

La aproximacion de

Born-Oppenheimer

Los estados electrénicos adiabéticos definidos en la ecuacién 2-9, definen una base completa, da-
da la hermiticidad de H;. De esta forma, las soluciones a la ecuacién 2-1 pueden ser expresadas

en esta base de la siguiente forma:
ZXCL Qba r; R) (A'l)

Para encontrar los coeficientes x,(R) de esta expansion, procedemos de la siguiente manera:

Después de la insercion de la ecuacion A-1 en 2-1, obtenemos:

ﬁmolw(rv R) = (ﬁ (R) + Tnuc + Vnuc nuc) Z Xa (Zﬁa(l‘ R)
= Z [Ea(R) + Viue—nuc] Xa(R)¢a(r; R) + Z fncha(R)¢a(r§ R) (A-2)
= EZXa )da(r; R)
Multiplicando la ecuacién anterior por ¢;(r;R) e integrando sobre todas las coordenadas

electrénicas, obtenemos la siguiente expresion (aprovechando la ortogonalidad de la base adiabéti-
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ca):

[ i R Eod (5 R) = (ER) + Vi xo(R) + Y [ e (65 R) T R) o (R)

— Ex(R) (A-3)

El efecto de fnuc sobre ¢q(r; R)xq(R) es:

Nn'u.c D

(A-4)

T\nuc(ZSa (I‘; R)Xa(R) = Z 2]\; [ﬁn¢a (I’; R)Xa (R)}
n=1 n
N’!’LU.C 1 ~ ~ ~ ~
= Y i [(P6uniR)) Xa(R) + 2P (s R)Puxa(R) + (s R)PExA(R)
n=1 n
En donde hemos considerado ]3n = —ihV,, y la regla de diferenciacion del producto de funciones.

Insertando A-4 en A-3, y definiendo el operador de acoplamiento no adiabatico:
Ota = / ar; (v R) | Tucta(rs R)| + 3 ]& / drgj(r; R)Byda(r; R) P, (A-5)
llegamos a la expresion:
[Es(R) + Vaernue] Xo(R) + Y [Oba + Toue| Xa(R) = B, (A-6)
que podemos reescribir de la siguiente forma:

Eb(R) + ?nuc—nuc - E+ ébb + Tnuc} Xb(R) = - Z ébaXa (R) (A‘7)
a#b

La solucion a este conjunto de ecuaciones puede ser simplificada considerablemente cuando el
acoplamiento no adiabatico entre un estado electronico determinado b y el resto del espectro

de soluciones, es 0. Cuando esto ocurre, tenemos la siguiente expresion:

Ha(R)Xa(R) = (T + Ua(R) ) Xa(R) = Bxa(R), (A-8)
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donde hemos definido U, (R) = E,(R) +‘A/nuc_nuc(R) + @)aa y .FAIa(R) es el Hamiltoniano nuclear
del estado |¢,). Al resolver la ecuacién A-8, obtenemos un conjunto de funciones de onda xq4ns
donde M es un ntmero cuantico que identificamos con los estados vibracionales asociados a un
estado electréonico adiabatico determinado. De esta forma, la funcién de onda total adiabatica

toma la forma:

B8 (1 M) = Xanr(R)a(r; R) (A-9)

Cuando los acoplamientos no adiabaticos son despreciados, y de esta forma llegamos a la ex-
presion A-9, se dice que hemos hecho uso de la Aproximacién de Born-Oppenheimer.

La justificacién del despreciamiento de los acoplamientos no adiabéticos puede ser basada en la
expansién perturbativa a segundo orden de la energia con respecto al operador no adiabatico,

de acuerdo a:
|2

2 adia |<XaM|®ab|XbN>
52134 = ((zM : + Z (adia) (adia)
b,N ECLM - ng

(A-10)
De esta expresion, es notorio que cuando O, representa una pequena perturbacién al caracter
de las funciones de onda, esto es, cuando las funciones de onda no se modifican apreciablemente
con cambios en R, y adicionalmente la diferencia de energias entre los estados adiabaticos a y b

es grande en comparacion con el elemento de matriz {(xqn7|Oap| X6 ), €l efecto del acomplamiento

no adiabatico puede ser aproximado a 0.
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Apéndice B
Ecuaciones Lineales Inhomogéneas

Suponiendo por el momento que el lado derecho de la ecuacién 2-41 es conocido, obtenemos

una expresion general del tipo:

AH =V, (B_l)

donde A es un operador hermitiano dado, v es un vector, y p es la solucién buscada. FEsta
ecuacién puede ser tratada en un espacio vectorial abstracto, de tal forma que A puede ser
representada de igual forma por una matriz cuadrada que por un operador diferencial.

Es importante tomar en consideracion dos casos:

e Ya sea que la ecuacién homogénea

Ap =0 (B-2)
tiene soluciones no triviales, o dicho de otra forma det A = 0, si A es una matriz cuadrada.

e O la ecuacion B-2 no tiene soluciones no triviales. En este caso, el operador A tiene un
operador inverso tnico A~!, de tal manera que, para determinado v, la solucién a B-1
esta dada por

pw=A"1v (B-3)

En el primer caso, no existe un operador lineal inverso de A, dado que B-2 no es invertible.

Por otro lado, si B-1, tiene una solucién particular f,

Af=v (B-4)
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Entonces cualquier vector

p=p +f (B-5)

donde p' es solucién de B-2, también es una solucién. De esta forma, el conjunto de soluciones

expresadas mediante la ecuacion B-5 constituyen la solucion general de B-1.

En este caso, sin embargo, la existencia de la solucién depende de una condiciéon necesaria y
. . . . /

suficiente: v no debe tener una componente en el subespacio producido por los vectores p;,

como podemos ver en las siguientes ecuaciones:
(W) = (WAp) = (Ap'|p) =0 (B-6)

Si denotamos por P el operador de proyeccién que proyecta cualquier vector en el subespacio
producido por los vectores j/, entonces la condicién B-6 podemos expresarla de la siguiente

manera

Plv)y =0 (B-7)

y podemos construir la solucién f sistematicamente. Usando la condicién B-7, podemos rees-

cribir la ecuacion B-4 de la siguiente forma:
Af=(i-P)v (B-8)
Aunque A no es invertible, existen operadores hermitianos K, tal que
AK =1-P. (B-9)
Dado que existe un nimero infinito de operadores K, tal y como se muestra abajo:

AK+PB)=AK+ ) Ap)(W/B=AK=1-P; B arbitrario (B-10)
w

en donde se ha empleado la ecuacién B-2, es posible establecer la restriccién

K]p) = 0 (B-11)

82



En el contexto de ecuaciones diferenciales lineales, el operador K puede ser representado por

una funcién de Green G(r,r’) = (r|K|r’). La cadena de igualdades

AKv)=(AK)v=(1-Plv=vr (B-12)

demuestra que

f=Kv (B-13)

es una solucién particular de B-1. De manera que concluimos que si Ap’ = 0 tiene soluciones

no triviales, y Pv = 0, entonces A = v tiene como solucién general:

p=p +Kv (B-14)
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Apéndice C
Integracion Numeérica

En este apéndice se introducen de forma breve los métodos méds comunes para efectuar inte-
graciones numéricas, para un tratamiento mas detallado, el lector interesado puede consultar a
Davis [66], o Hamming [67], entre otros.

El objetivo de los métodos mencionados, es aproximar la integral definida

b
/ f(x)dx, (C-1)

por la suma

donde las abscisas nodales x; y los factores de peso A;, dependen de la regla seleccionada para
la cuadratura numérica.

Los métodos numéricos de integracion pueden ser divididos en dos grupos: de Newton-Cotes,
y los de cuadratura Gaussiana. Los primeros se caracterizan por abscisas uniformemente es-
paciadas y resultan ttiles si la funcién f(z) ha sido evaluada a intervalos iguales o puede ser
evaluada a bajo costo computacional. En el caso de los métodos de cuadratura Gaussiana,
la localizacion de las abscisas es determinada para obtener la mayor exactitud posible. Dado
que este tipo de métodos requieren de menos evaluaciones para determinado nivel de precision,

éstos son mas populares cuando el integrando es dificil de evaluar.
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f(x) 2;,/2
|

Figura C.1: Regla del trapezoide

C.1 Newton-Cotes

C.1.1 Regla del Trapezoide

La regla del trapecio consiste en aproximar una integral definida para una curva f(z), como la
mostrada en la Figura C.1, al drea del trapezoide definido por f(zo), f(z1) y h (x1 — x0), la

cual estd dada por

I=[f(a) + /)] (C-3)

El error en la regla del trapecio

b
o / f@)de — 1 (C-4)

es el drea entre la curva f(x) y la linea interpoladora, tal y como se indica en la Figura C.1.

Este error puede ser obtenido al integrar el error de interpolacién, dado por

B (x—zo)(x—21) ... (T —2pn) .0
f(@) = Pa(z) = D) frDe), (C-5)
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en donde P,(z) es el polinomio interpolador obtenido por la férmula de Lagrange'

Po(z) = > wili(x) (C-6)
1=0

l() Tr — X r — I r — T;—1 T — Tj4+1 T — Ip
i €T g . oo . PR
T; —To X — X1 Ti —Ti—1 Tj — Tit1 Ti — Tn
r — X4
= -9, (C-7)
e, g — Xy
J=05571 J

En la ecuacién C-5, {x;} son los puntos en las abscisas consideradas en la integracién y f+1(¢)
es la (n+1)-ésima derivada de f(z), evaluada en &, el cual es un valor que se halla en el intervalo
(20, Tn)-

En la regla del trapecio, el polinomio interpolador es construido a partir de 2 ordenadas y 2
abscisas (n=1), por lo tanto, de acuerdo a la ecuacién C-5 e integrando sobre el intervalo de la
interpolacién, se tiene

B3

571©

(C-8)

1 b

b
~ 51 | eman) =) ©ds = 576 [ e-aa—bids = ~ 500 F"(6) = -

12
O dicho de otra forma, el error disminuye significativamente al disminuir el espaciamiento
entre las abscisas, y éste sera menor en funciones que no varfen bruscamente en el intervalo
considerado.

En la préactica, la regla del trapecio es aplicada por piezas, es decir, la integracién sobre un
intervalo (a,b) puede ser dividida en n péneles (ver Figura C.2), cada uno con longitud h. De
esta manera, el area aproximada del i-ésimo panel, esta dada por

Ii= (@) + flai)ly (C9)

Por lo tanto, el area total, que aproxima la integral, es

n—1
1= 3 I = [7(wo) + 27 (@) + 20 (@) + -+ 2f (2 1) + Fln)] s (C-10)
=0

!La forma més simple de un interpolador es un polinomio. Se puede demostrar que siempre es posible construir
un dnico polinomio interpolador de grado n, que pase por n + 1 puntos.
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Figura C.2: Regla del trapecio, aplicado por segmentos a un intervalo de integracién.

C.2 Integracion Gaussiana

Las férmulas para el computo numérico de integrales en cuadratura gaussiana (o de forma abre-
viada, férmulas gaussianas), son empleadas en la evaluacién de integrales bien comportadas, al
igual que los métodos Newton-Cotes, pero ademads, son buenas en la aproximacion de integrales

de la forma

b
[ @ s ey

donde w(z) es una funcién de peso integrable. La integracién Gaussiana, tiene la misma forma

que los métodos Newton-Cotes

1=% Af(z) (C-12)
=0

Las diferencias yacen en la manera en la que los factores de peso A; y las abscisas x; son
determinadas. En una cuadratura Gaussiana, las abscisas y los factores son elegidos de tal
forma que la ecuacién C-12 produce la integral exacta, si f(x) es un polinomio de grado 2n + 1

0 menor:
b
/ w(z) A ()dx = Z Aidm (), m<2n+1, Am/(x) polinomio de grado m (C-13)

Los métodos para la determinacién de los coeficientes A; y las abscisas x;, se basan en conjuntos

de polinomios ortogonales, los cuales son definidos en base a la propiedad

b
[ @ n@on(@)te = Conm, (C14)
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Nombre Simbolo | a b | w(x) C

Legendre | py(z) -1 1 |1 2/(2n+1)
Chebyshev | T),(x) -1 1 | (1—=2?)"Y2 | 7/2 (n>0)
Laguerre L,(x) 0 oo | e ® 1

Hermite H,(z) —0 | 00 | e \/m2"n!

Cuadro 2.1: Parametros que definen los conjuntos de polinomios ortogonales em-
pleados en cuadraturas gaussianas.

donde los limites de integracién a,b, la funcién de peso w(x) y la constante C' definen un

conjunto. La importancia de estos polinomios, radica en los siguientes teoremas

Teorema 1 Las abscisas xqg, 1, ...,T, para aprorimar una integral de acuerdo a la ecuacion
C-12 y que satisfacen la expresion C-13, son las raices del polinomio ¢ni1(x), que pertenece a

un conjunto ortogonal.

Teorema 2

b
Ai:/ w@li(x)dz, =01, .7 (C-15)

Donde l;(z) es una funcion cardinal de Legendre que considera las abscisas xo,T1,...,%Tn, Y €S

definida de acuerdo a la ecuacion C-7.

Una demostracién de estos teoremas, para el lector interesado, es propuesta por Kiusalaas 68l
Asi, dependiendo de la forma del integrando, y de los limites de integracién, es posible selec-
cionar la cuadratura més apropiada para la integraciéon numérica. Por fortuna, los valores de
las abscisas y sus correspondientes factores de peso se encuentran disponibles en la literatura,

lo que disminuye el esfuerzo de programacion al solucionar problemas.

88



Apéndice D

Aproximacion de la Resolucion de la

Identidad

Entre los métodos para aproximar integrales bielectrénicas de cuatro centros, definidas por

¢1(r)¢;(r)¢r () (x)) . .
(ij|kl) = // ] P drdr’, (D-1)

la aproximacion de la resolucion de la identidad ha sido ampliamente adoptada en cédigos de
estructura electronica, dado que ésta constituye la estrategia que reduce el esfuerzo compu-
tacional de forma més exitosa (69,

En la siguiente seccién, se profundiza en la derivacién de las ecuaciones que conforman dicha

aproximacion.

D.1 Fundamento tedrico

La aproximacién de la resolucién de la identidad (RI por sus siglas en inglés), también conocida
como la técnica de ajuste de la densidad, parte de la representacién del producto de dos funciones

atomicas en términos de una combinacion lineal de funciones auxiliares, de acuerdo a
pij(r) = ¢i(r)9;(r) = pi;(r Z i Pr(r) (D-2)
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en donde {Pr} denota el conjunto de las funciones auxiliares. Usando esta expresién en la

evaluacion de las integrales bielectrénicas de cuatro centros (ecuacién D-1), obtenemos

(ijk1) = ] (LIM), (D-3)
LM
en donde
Pr(r
(LIM) =V = // \r—r’\ d dr’. (D-4)

La razon del éxito de la aproximacién RI, reside en que el conjunto base producido por todos
los productos posibles {¢;(r)¢;(r)}, constituye un conjunto redundante, dado que éste esca-
la cuadraticamente con el niimero de orbitales ¢;(r)!, mas sin embargo el sistema puede ser
descrito por un conjunto cuyo escalamiento sea lineal respecto al tamano del sistema. De este
razonamiento, se tiene entonces que existe una dependencia lineal entre la base {¢;(r)¢;(r)} vy
un conjunto { P (r)}69.

El siguiente paso en la aproximaciéon RI, consiste en la determinacién de los coeficientes cZLJ
Desafortunadamente, en la literatura, el procedimiento para determinarlos no es tnico, y cada
uno conduce a diferentes expresiones para esta aproximacion.

Una de dichas versiones, parte del error de la expansién en un conjunto base auxiliar del pro-

ducto de pares de funciones, el cual esta dado por
0pij(r) = pij(r) — Pij(r) = ¢i(r)d;(x) = > el PL(r). (D-5)
L

Para encontrar el conjunto de coeficientes {c -}, podemos minimizar la norma del residual

dpij(r), el cual puede expresarse de la siguiente manera:

/ |0py;(x)Pdr = / [¢%<r>¢?<r>—2§jc5PL<r +Zcu cij Pr(r) Py (r)| dr
L
= F[{c5}]. (D-6)

. . . ;. 1
'El nimero de pares posibles para n orbitales atémicos, es %
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Podemos proceder ahora a derivar la funcién F[{c{; }] respecto al coeficiente ciLj e igualar a cero,

de acuerdo a

OF[{ch}] _ [

I3
acij

—2PL(r)$i(r)¢;(x) + ) cff PL(x)Pr(r) | dr =0,
M

de esta manera obtenemos

(ij|L) = ch (M|L) = ZCZ]-\J/»[SML,
M M

en donde el factor —2 ha sido absorbido en los coeficientes constantes, y

(ijIL) = / 61() b5 (r) Py (x) e

SML = <M‘L> = /PM(I‘)PL(I‘)dI‘.

La ecuacion D-8, corresponde a una ecuacion de la forma

Z  Bymr,

que puede solucionarse encontrando la matriz inversa de B, de tal forma que

cif = (L) ((LIM)) ™ =Y (i|L)Spa
L L

Sustituyendo la ecuacién D-12 en la ecuacion D-3, llegamos a

(ij|kl) ~ chcm (LIM) = > (i5|0) S5 (Kl P)Spy, (LIM)

LM OP

= > > (i510)S5L Vim Syp(KIIP),

LM OP

(D-8)

(D-11)

(D-12)

(D-13)

La ecuacién D-13 es una de las formas de la aproximacién RI y es comtinmente denominada

aproximacion “RI-SVS”, por la forma que adopta la ecuacién que aproxima las integrales bie-

lectrénicas.

Un mejor criterio para obtener el conjunto {cz-Lj}, consiste en minimizar el error asociado a la
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evaluaciéon de las integrales bielectrénicas de cuatro centros, el cual esta dado por

0Lij ket = (PislPrt) — (Pislpwt)- (D-14)

Whitten!™ | ha demostrado que la minimizacién de este error puede llevarse a cabo minimizando
deij = (0pij|6pij) vy d€rt = (6pki|oprr), de forma independiente.

La minimizacién de;; respecto a ck

i;» como se ilustra enseguida

5 2 = 5ok > eped (LIM) =2 " cfi(Llij)
Cij Sj Lom L
= > e (K|M) —2(K|ij) =0, (D-15)
M

da lugar a la siguiente expresién para los coeficientes cg- :

cf = (if|L)Vig, (D-16)
L

donde

(ij|K) = //‘ZS ‘r_r ()drdr (D-17)

y la matriz coulémbica V es definida de acuerdo a la ecuacion D-4. Insertando este resultado

en la ecuaciéon D-3, llegamos a

ijlkl) =~ DY (0o Vi Vi p(PlkD)
LM OP

= D _(i510)Vp (LIkD)

LO

= Z(ijIO)(OIM)’1/2(M|L)’1/2(LW)
LMO

en donde se ha hecho uso de ) ,, V1, MVA}}, = drp v de la definicién de la raiz de una matriz.

Este iltimo método es comunmente conocido como el método “RI-V”, el cual es sabido que

es superior al método “RI-SVS” mencionado anteriormente. Para comprobarlo, esto se puede
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verificar de la siguiente manera, considerando el caso del error en la evaluacién de la auto-

repulsién coulémbica
6Liji5 = (Dijlbiz) — (pijlpij) = 2(0pij|Pij) — (9piz|opij)- (D-19)

En la aproximacion RI-V, el primer término de la ecuaciéon de arriba es igual a cero, como se

verifica de acuerdo a

(6pis|Bis) = (Bislpis) — (pislbis) = > _ cVorel; = (ij|P)cf;
OP

P
= > (@j|P)c; = > (ij|P)cf; = 0. (D-20)
P P

En contraste, en el método RI-SVS, el primer término es diferente de cero y representa la
contribucién dominante al error total. Por esta razén, el método RI-V es el preferido en las

implementaciones computacionales de estructura electrénica.
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