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Ciudad de México. 9-13 de Marzo de 2015.
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3.2.3.1 Teoŕıa de Perturbaciones Møller-Plesset en la Aproximación de

la Resolución de la Identidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Algoritmo Optimizado para Unidades de Procesamiento Gráfico en la

Evaluación de Enerǵıa MP2 en la Aproximación de la Resolución de la

Identidad

por

Luis Ángel Mart́ınez Mart́ınez

Resumen

Actualmente, la habilidad para predecir con exactitud estructuras de equilibrio y diferencias
de enerǵıas moleculares es uno de los principales incentivos en el uso de paquetes de qúımica
computacional.
Dicha habilidad reside en el creciente poder de cómputo disponible y la existencia de un
sinnúmero de métodos de estructura electrónica. Entre los métodos ab initio existentes, una
jerarqúıa basada en la exactitud de éstos ha sido desarrollada. Esta jerarqúıa principia con
la aproximación de campo medio de Hartree-Fock, y posteriormente, sigue el tratamiento más
simple para considerar correlación electrónica: la teoŕıa de perturbaciones a segundo orden de
Møller-Plesset. El esfuerzo computacional de este último escala como O(M5), en donde M hace
referencia al número de funciones base empleado en el cálculo. Como consecuencia, su uso está
restringido a sistemas con tamaño pequeño o modesto.
La teoŕıa de perturbaciones a segundo orden con escalamiento de esṕınes opuestos (SOS-MP2,
por sus siglas en inglés), constituye una variante simplificada de MP2 en la que el componente
α− β de la enerǵıa MP2 es calculado y posteriormente escalado por un factor emṕırico, el cual
produce resultados estad́ısticamente mejorados en comparación con la teoŕıa MP2 convencio-
nal. Adicionalmente, la introducción de la Resolución de la Identidad, y una transformada de
Laplace, se traduce en un método económico que no involucra pasos en el algoritmo de quinto
orden en el tamaño del sistema. Por otra parte, el modelo de cómputo heterogéneo ha sido
ampliamente usado entre la comunidad cient́ıfica para acelerar sus códigos, siendo las Unidades
de Procesamiento Gráfico de NVIDIA (GPUs, por sus siglas en inglés), las más conocidas. En
esta tesis, se propone una serie de modificaciones en el algoritmo SOS-MP2 implementado en
Q-Chem, que permiten la incorporación de GPUs en el cómputo de la evaluación de enerǵıa
MP2. Es demostrado que estas modificaciones introducen una mejora en el rendimiento de casi
tres veces en comparación con la versión serial, en cálculos de enerǵıa de correlación para alca-
nos lineales. Esto es logrado empleando una GPU Tesla M2090 y la Arquitectura de Dipositivo
de Cómputo Unificado (CUDA, por sus siglas en inglés) de NVIDIA.
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Optimized Algorithm for Graphical Processing Units in the

Resolution-of-the-identity MP2 Energy Evaluation

by

Luis Ángel Mart́ınez Mart́ınez

Abstract

Nowadays, the ability to accurately predict the equilibrium structures and molecular energy
differences is one of the most important incentives to use quantum chemistry computational
packages. The aforementioned ability relies on the increasing computational power and the exis-
tence of numerous electronic structure levels of theory. Among the available ab initio methods,
an accuracy-based hierarchy has been developed. This hierarchy begins with the mean-field
Hartree-Fock approximation, and then follows the simplest approach to treat electronic corre-
lation: the second-order Møller-Plesset Perturbation Theory (MP2). The computational effort
of the latter scales as O(M5), where M denotes the number of basis functions employed in a
calculation. As a consequence, its use is restricted to small or modest size systems.
The scaled opposite-spin second order Møller-Plesset theory (SOS-MP2), constitutes a simpli-
fied MP2 variant in which only the α-β component of MP2 energy is calculated and scaled by
an empirical factor, which yields statistically improved energies and derivative properties over
the conventional MP2 method. In addition, the introduction of the Resolution of the Identity
(RI) approximation, and a Laplace transform results in an economical method without any
fifth order computational steps. On the other hand, the heterogeneous computing model has
been widely used among the scientific community to accelerate its codes, being the NVIDIA
Graphics Proccessing Units (GPUs) the most known. In this work, we propose a series of modi-
fications in the SOS-MP2 algorithm implemented in Q-Chem, which allows the incorporation of
GPU computing in the energy evaluation. It is shown that those changes introduce an almost
threefold improvement in performance in the correlation energy calculations for linear alkanes.
This is achieved employing a NVIDIA Tesla M2090 GPU and the Compute Unified Device
Architecture (CUDA) of NVIDIA.
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Caṕıtulo 1

Qúımica, Mecánica Cuántica y

Cómputo

La historia de la mecánica cuántica constituye uno de los cimientos que dieron base al desarrollo

de la f́ısica y qúımica moderna. Las contribuciones y descubrimientos de Gustav Kirchhoff [1],

Ludwing Boltzmann [2], Max Planck [3], y Albert Einstein [4] [5], por citar sólo a algunos, dieron

base para establecer una teoŕıa central para la descripción del comportamiento de part́ıculas de

dimensiones ı́nfimas.

La introducción de un nuevo paradigma conceptual que asocia una naturaleza probabiĺısti-

ca intŕınseca en la descripción de fenómenos f́ısicos a escala microscópica produjo diferentes

interpretaciones entre la comunidad cient́ıfica, algunas de ellas incluso de naturaleza filosófica.

Entre dichas interpretaciones, la más ampliamente adoptada es la de Copenhague, asocia-

da con Bohr y seguidores, la cual establece que el proceso de medición de la posición de una

part́ıcula “forza” a la misma a “materializarse”.

De ser esta interpretación cierta, esto implicaŕıa ciertas peculiaridades al proceso de medi-

ción, lo que es motivo de debate entre la comunidad cient́ıfica moderna. Éste y otros conceptos

peculiares como la no-localidad y el principio de superposición, (este comúnmente ejemplificado

en el experimento del gato de Schrödinger) aparentan ser de poca utilidad para la comunidad

qúımica, cuando en realidad, estos principios son comúnmente empleados para explicar fenóme-

nos como la transferencia de enerǵıa en complejos moleculares [6] [7], o para describir la evolución
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de paquetes de ondas [8] [9] [10], que juegan un papel importante en la espectroscoṕıa con resolu-

ción temporal del orden de femtosegundos.

Dado que los sistemas moleculares se conforman de part́ıculas bosónicas y/o fermiónicas

que obedecen los postulados de la mecánica cuántica, la aplicación de estos principios a este

tipo de sistemas con el objetivo de extraer información útil en la predicción de propiedades

qúımicas, parece directa. Sin embargo, para sistemas más grandes que los monoelectrónicos,

no es posible encontrar una solución exacta a las ecuaciones de la mecánica cuántica [11], y por

lo tanto, para sistemas polielectrónicos, una aproximación numérica es deseable.

Desafortunadamente, los métodos numéricos disponibles en la actualidad requieren de una

cantidad de recursos computacionales que escalan rápidamente con el tamaño del sistema en

consideración.

Aśı, durante varios años, una comunidad h́ıbrida compuesta por qúımicos y f́ısicos ha li-

diado con el desarrollo de aproximaciones que buscan reducir el esfuerzo computacional sin

comprometer significativamente la precisión del cálculo de las principales propiedades de siste-

mas electrónicos complejos. Lo anterior requiere del desarrollo de algoritmos computacionales

altamente eficientes que permitan el aprovechamiento máximo del hardware disponible en la

época.

Por lo tanto, la triada qúımica-f́ısica-cómputo constituye una intersección donde dichos cam-

pos están ı́ntimamente relacionados.

Aunque esta tesis está mayoritariamente orientada al tercero, la teoŕıa f́ısica subyacente es

expuesta y de la misma forma su aplicación en el campo de la qúımica.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

El desarrollo de la teoŕıa cuántica a principios del siglo XX fue incentivada en gran medida

por el objetivo de comprender las propiedades de átomos y moléculas. Pronto, la ecuación

de Schrödinger en conjunto con la interpretación probabiĺıstica de sus soluciones, se perfilaron

como una herramienta poderosa para buscar respuestas a un sinnúmero de preguntas en f́ısica

y qúımica.

La descripción matemática de las ĺıneas espectrales del átomo de hidrógeno es un ejemplo

claro del éxito de la mecánica cuántica [12]. Sin embargo, al considerar el problema molecular,

nos encontramos con una formulación complicada de muchos cuerpos, que involucra todas

las coordenadas nucleares y electrónicas que constituyen la molécula. Su solución puede ser

aproximada haciendo uso del hecho de que núcleos y electrones difieren en su masa en tres

órdenes de magnitud, lo que permite tratar de forma independiente los grados de libertad

electrónicos y nucleares. Dicha aproximación fue introducida por Born y Oppenheimer en

1927 [13], bajo la cual, por ejemplo, la molécula de hidrógeno puede ser tratada.

Desde la perspectiva electrónica, la adición de un electrón adicional (en He) requiere la

incorporación de interacción electrónica repulsiva. Además, dado que estamos considerando más

de una part́ıcula, debe dirigirse una especial atención a la indistiguibilidad de las part́ıculas. Al

considerar la naturaleza fermiónica de los electrones, imponemos una restricción en la simetŕıa

de la función de onda respecto al intercambio de las etiquetas de dos part́ıculas, siendo en este

caso, antisimétrica1.

1En el caso de part́ıculas bosónicas, la función de onda es simétrica respecto a la permutación de dos part́ıculas.
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En este caṕıtulo, los conceptos clave introducidos en los párrafos anteriores son tratados con

mayor profundidad con el propósito de constituir la base teórica sobre la que se sienta el

desarrollo de esta tesis.

2.1 La Ecuación de Schrödinger Molecular

Toda la información mecano-cuántica de los estados estacionarios de un sistema molecular,

está contenida en las soluciones de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo no

relativista:

ĤmolΨ(x1,x2, ...,xN ,R1,R2, ....RM ) = EΨ(x1,x2, ...,xN ,R1,R2, ...,RM ), (2-1)

en donde el conjunto {Ri} hace referencia al conjunto de las coordenadas espaciales de los

núcleos. En el contexto de la versión no relativista de esta ecuación, la descripción completa

del electrón es llevada a cabo introduciendo su esṕın, representando este grado de libertad

adicional mediante dos funciones de esṕın ortonormales, α(ω) y β(ω). De esta forma, el electrón

es descrito en términos de tres coordenadas espaciales y una cuarta adicional asociada al esṕın.

Denotaremos estas cuatro coordenadas colectivamente mediante x.

El Hamiltoniano molecular puede separarse de la siguiente manera:

Ĥmol = T̂el + V̂el−nuc + V̂el−el + T̂nuc + V̂nuc−nuc. (2-2)

Aqúı, la enerǵıa cinética de los electrones está dada por (me es la masa del electrón):

T̂el =

Nel∑
j=1

p̂2j
2me

, (2-3)

y para los núcleos, tenemos:

T̂nuc =

Nnuc∑
n=1

P̂ 2
n

2Mn
(2-4)

siendo Mn la masa del n-ésimo núcleo. Debido a que núcleos y electrones son part́ıculas carga-

das, éstas interactúan mediante fuerzas coulómbicas. La interacción repulsiva entre un par de
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electrones se define (en unidades atómicas) de la siguiente forma:

Vel−el =
1

2

∑
i �=j

1

|ri − rj ]
, (2-5)

mientras que para los núcleos es:

Vnuc−nuc =
1

2

∑
m �=n

zmzn
|Rm −Rn| . (2-6)

De forma similar, la interacción atractiva entre electrones y núcleos está dada por:

Vel−nuc = −
∑
j,n

zn
|rj −Rn| . (2-7)

Dado que tenemos Nel electrones y Nnuc núcleos, la molécula tiene un total de 3(Nel +Nnuc)

grados de libertad espaciales. A cada electrón se le asigna un número cuántico adicional, σj para

considerar su esṕın. El concepto de este último fue introducido para explicar la estructura fina

de ciertos espectros atómicos por Unlenbeck y Goudsmit en 1925 [14], y poco después, el esṕın

como un grado de libertad adicional cuántico fue introducido por Pauli. Posteriormente, su

fundamento teórico surgió como una extensión relativista de la mecánica cuántica desarrollada

por Dirac en 1928 [15]. Cuando usamos la versión no relativista de la ecuación de Schrödinger,

no existen motivos para introducir de forma rigurosa operadores de esṕın y derivar el potencial

de interacción entre variables de coordenadas y de esṕın (acoplamiento esṕın-órbita). Por lo

tanto, la existencia de operadores de esṕın es usualmente postulada2 y su acción sobre funciones

de esṕın definida.

La solución práctica de la ecuación 2-1 hace uso de la gran diferencia en la magnitud de las

masas entre electrones y núcleos (me/Mn < 10−3), lo que sugiere un movimiento mucho más

rápido por parte de los primeros en comparación con los segundos. Por lo tanto, los grados

de libertad electrónicos responden instantáneamente a cambios en la configuración nuclear. De

esta forma, es razonable definir un Hamiltoniano electrónico que depende paramétricamente de

2Los operadores de esṕın fueron postulados por Pauli en 1927 como matrices de 2×2 que actúan sobre la base
de los estados de esṕın del electrón.
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las coordenadas nucleares:

Ĥel(R) = T̂el + V̂el−nuc + V̂el−el, (2-8)

como consecuencia, las soluciones de la ecuación de Schrödinger electrónica independiente del

tiempo, correspondientes a los estados de los electrones en el campo electrostático generado por

núcleos estacionarios, dependerán paramétricamente de las coordenadas nucleares:

Ĥel(R)φa(x;R) = Ea(R)φa(x;R). (2-9)

En estas dos últimas ecuaciones, se ha hecho el uso de R y x para denotar el conjunto de

coordenadas espaciales de los núcleos y las coordenadas espaciales y de esṕın de los electrones,

respectivamente.

Las soluciones de la ecuación 2-9 son denominadas funciones de onda electrónicas adiabáti-

cas. Éstas últimas constituyen el punto de partida para la definición formal de la aproximación

de Born-Oppenheimer (para mayor detalle, referirse al Apéndice I), la cual puede resumirse en

la ecuación:

ψ
(adia)
aM = χaM (R)φa(x;R), (2-10)

en donde ψ
(adia)
aM es la solución a la Ecuación 2-1.

Dicho de otra forma, los grados de libertad vibracionales y electrónicos de la molécula están

desacoplados, de manera que las funciones χaM (R) y φa(r;R) pueden calcularse resolviendo de

forma separada un Hamiltoniano nuclear y un Hamiltoniano electrónico, respectivamente.

En el marco de la aproximación de Born-Oppenheimer, la solución de la ecuación 2-9 ha

constituido la motivación para el desarrollo de diferentes metodoloǵıas, dada su importancia

para el qúımico cuántico en la predicción de información termodinámica relevante en procesos

qúımicos y biológicos [16] [17] [18], en la elucidación de mecanismos de reacción [19] [20] [21], y en la

predicción de espectros de compuestos de interés [22] [23] [24] por citar sólo algunas aplicaciones.

En las siguientes subsecciones, se abunda sobre los métodos de estructura electrónica más

ampliamente utilizados actualmente, poniendo especial atención a los métodos basados en la

función de onda, dado que en este rubro cae el método sobre el que se llevó a cabo este trabajo.
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2.2 Métodos de Estructura Electrónica

Considerando la validez de la aproximación de Born-Oppenheimer, la estructura electrónica

y propiedades de cualquier molécula, en cualquiera de sus estados estacionarios disponibles,

puede ser determinada en principio por la solución de la ecuación de Schrödinger independiente

del tiempo (ecuación 2-8). En esta sección veremos algunas de las herramientas disponibles

actualmente para resolverla. Por simplicidad y al mismo tiempo para fines de esta tesis, la

discusión es restringida al estado electrónico basal E0.

2.3 Aproximación de Hartree Fock

El método de Hartree-Fock es un método variacional que constituye el punto de partida para

métodos ab initio más avanzados que buscan incluir el efecto de la correlación electrónica3, el

cual no es considerado en el primero.

Como punto de partida, consideremos el caso del Hamiltoniano electrónico expresado en

la ecuación 2-8, pero con el término de interacción electrónica igualado a 0. De esta forma,

el Hamiltoniano en consideración se reduce a una suma de Hamiltonianos correspondientes a

part́ıculas individuales, Ĥ =
∑N

j=1 ĥ(rj), los cuales contienen el término de enerǵıa cinética del

j-ésimo electrón y la enerǵıa coulómbica debida a su interacción con los núcleos estáticos.

La ecuación de Schrödinger para ĥ es resuelta encontrando la función de onda monoelectróni-

ca φaj (xj):

ĥ(rj)φaj (xj) = [T (rj) + Vel−nuc(rj)]φaj (xj) = εajφaj (xj). (2-11)

Las funciones de onda φaj (xj) son llamadas esṕın-orbitales. Dado que el Hamiltoniano empleado

aqúı es independiente del esṕın, la función de esṕın puede ser separada del orbital espacial

en la función de onda de acuerdo con φaj (xj) = φaj (rj)ζaj (ωj), donde ζaj puede ser α o β.

Adicionalmente, y de acuerdo al principio de exclusión de Pauli, cada orbital espacial puede ser

ocupado por dos electrones con diferente función de esṕın ζ. Bajo estas consideraciones, los N

3En este caso, el término “correlación electrónica” hace alusión a la diferencia entre la enerǵıa exacta no
relativista y la enerǵıa de Hartree-Fock, ambas calculadas en una base completa, a diferencia de la correlación de
Fermi, la cual es tratada expĺıcitamente en la aproximación de Hartree-Fock y que se origina como consecuencia
del principio de exclusión de Pauli.
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electrones que componen un determinado sistema pueden ser distribúıdos entre los diferentes

orbitales monoelectrónicos, lo que deriva diferentes situaciones dependiendo de la paridad de

N , y de que si la configuración electrónica corresponde a un estado basal o a una exitada: por

un lado, si N es par y el estado electrónico es basal, la mayoŕıa de las configuraciones son de

capa cerrada, es decir, que todos los orbitales espaciales ocupados tienen dos electrones 4. De

otra forma, si N es impar tenemos una configuración de capa abierta5.

La importancia de la discusión anterior en torno a los esṕın-orbitales, radica en que éstos

son el punto de partida para la formulación de una forma de la función de onda que puede ser

optimizada variacionalmente.

Al principio de este caṕıtulo, se hizo referencia a la propiedad de antisimetŕıa de la función

de onda solución de la ecuación de Schrödinger. A partir de los esṕın-orbitales podemos generar

una función de onda antisimétrica respecto a la permutación de las etiquetas de dos electrones

de la siguiente manera:

φ(x) =
1√
N !

N !∑
i

(−1)pPi

[
φHP
{aj}(x)

]
(2-12)

Donde el producto de Hartree φHP
a,j (x) es definido de la siguiente manera:

φHP
{aj}(x) =

N∏
j=1

φaj (xj). (2-13)

En la ecuación 2-12 el operador de permutación Pi actúa sobre la función de onda produciendo

una de las N ! permutaciones posibles en los ı́ndices de las part́ıculas, y el número natural p

corresponde al número de permutaciones de dos part́ıculas que componen Pi
6.

Alternativamente, la ecuación 2-12 puede ser escrita en la forma de un determinante,

4Existen excepciones importantes, como el ox́ıgeno.
5Existe la posibilidad de capa abierta al considerar un número par de electrones y una configuración corres-

pondiente a estado exitado.
6Una permutación Pi puede expresarse como el producto de transposiciones, o dicho de otra forma, permu-

taciones de dos elementos.
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comúnmente denominado determinante de Slater :

φ(x) =
1

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x1) φ2(x1) ... φN (x1)

φ1(x2) φ2(x2) ... φN (x2)
...

... ...
...

φ1(xN ) φ2(xN ) ... φN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2-14)

De esta forma, las propiedades elementales de los determinantes garantizan la propiedad de

antisimetŕıa de la función de onda.

2.3.1 Las Ecuaciones de Hartree-Fock

Hasta ahora no hemos considerado el efecto de la interacción coulómbica entre electrones en

la solución de la ecuación de Schrödinger. Dentro de la teoŕıa de Hartree-Fock, esto es llevado

a cabo tomando como punto de partida la función de onda antisimetrizada discutida en la

sección anterior. A partir de ésta, los esṕınes orbitales son optimizados variacionalmente con

el propósito de aproximar la enerǵıa del estado basal electrónico. Este procedimiento conduce

al cumplimiento de las ecuaciones de Hartree-Fock, que en unidades atómicas es:

f̂φj
σ(r) =

[
−1

2
∇2 + vext(r) + vh(r)

]
φj
σ(r) +

∫
dr′Σx

σ(r, r
′)φj

σ(r
′)

=
[
ĥ(r) + vh(r)

]
φj
σ(r) +

∫
dr′Σx

σ(r, r
′)φj

σ(r
′) = εjσφ

j
σ(r). (2-15)

Aqúı, vext(r) = −∑
j

zj
|r−Rj | es el potencial producido por la distribución de los núcleos atómi-

cos, f̂ denota el operador de Fock de una sola part́ıcula (en donde se ha llevado a cabo la

integración sobre el esṕın σ para eliminar la dependencia respecto a la coordenada de esṕın

ω7), y vh(r) es el potencial de Hartree,

vh(r) =

∫
n(r′)
|r− r′|dr

′, (2-16)

con la densidad electrónica:

n(r) =
occ∑
jσ

|φj
σ(r)|2 (2-17)

7Esto se lleva a cabo multiplicando la ecuación por la izquierda por ζ(w)∗ e integrando sobre ω.
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y Σx
σ está determinado por:

Σx
σ(r, r

′) = −
occ∑
j

φj
σ(r)φ

j∗
σ (r′)

|r− r′| . (2-18)

Las ecuaciones 2-15 - 2-18, forman un sistema de ecuaciones no lineales que tienen que ser

resueltas de forma iterativa. La suma de vh(r) y
∫
dr′Σx

σ(r, r
′) forman el denominado potencial

de Hartree-Fock vHF , que puede interpretarse como un potencial promedio producido por el

resto de los electrones al solucionar la ecuación de Fock para el j-ésimo electrón.

Cuando la autoconsistencia es lograda, la enerǵıa de Hartree-Fock total, está determinada

por:

EHF = 〈Φ0|Ĥ0 + Ĥ
′ |Φ0〉, (2-19)

donde Ĥ0 =
∑

j f̂(rj)
8, y Ĥ ′ =

∑
i<j

1
|ri−rj| −

∑
j v

HF (rj). Tomando en consideración las reglas

de Condon-Slater [25] para encontrar expresiones de elementos de matriz de operadores mono-

y bielectrónicos en una base de estados con forma determinantal, notamos que:

〈Φ0|Ĥ ′ |Φ0〉 = 1

2

N∑
m

N∑
n

∑
σ,σ′

[
(mm,σ|nn, σ′)− (mn, σ|nm, σ′)δσ,σ′

]− N∑
i=1

∑
σ

(i, σ|vHF |i, σ),

(2-20)

en donde hemos hecho uso de la notación para integrales bielectrónicas comúnmente empleadas

en qúımica cuántica:

(mn, σ|nm, σ′) =
∫ ∫

drdr′
φm∗
σ (r)φn

σ(r)φ
n∗
σ′ (r′)φm

σ′(r′)
|r− r′| (2-21)

(mm,σ|nn, σ′) =
∫ ∫

drdr′
φm∗
σ (r)φm

σ (r)φn∗
σ′ (r′)φn

σ′(r′)
|r− r′| . (2-22)

Adicionalmente, podemos emplear:

∑
i,σ

(i, σ|vHF |i, σ) =
∑
i

∑
σ

∫ ∫
drdr′

|φi
σ(r)|2n(r′)
|r− r′| −

∑
iσ

∫ ∫
drdr′φi∗

σ (r)Σ
x
σ(r, r

′)φi
σ(r

′)

=
∑
i

∑
j

∑
σ,σ′

[
(ii, σ|jjn, σ′)− (ij, σ|ji, σ′)δσ,σ′

]
(2-23)

8f̂(rj) es el operador monoelectrónico para el j-ésimo electrón, definido por f̂(rj) = ĥ(rj) + vHF (rj)
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que, en conjunto con 2-20 y 2-19, nos permite obtener

EHF =
∑
nσ

εnσ − 1

2

∑
i

∑
j

∑
σ,σ′

[
(ii, σ|jjn, σ′)− (ij, σ|ji, σ′)δσ,σ′

]
. (2-24)

En general, para propósitos de implementación computacional, los esṕınes orbitales φj
σ, son

expandidos en un conjunto de funciones base {ψi(r)}:

φj
σ(r) =

∑
ν

cνjσψν(r), (2-25)

donde cνjσ son los coeficientes de la expansión. Podemos obtener una ecuación matricial para los

coeficientes cνjσ al sustituir la expansión anterior en la ecuación de Fock 2-15, lo que produce:

∑
ν

cνjσf̂ψν(r) = εσj
∑
ν

cνjσψν(r). (2-26)

Multiplicando esta ecuación por la izquierda por ψ∗
μ(r) e integrando sobre las coordenadas

espaciales, llegamos a: ∑
ν

Fμνc
σ
νj = εσj

∑
ν

Sμνc
σ
νj , (2-27)

donde S es la matriz de traslape, cuyos elementos son definidos por:

Sμν =

∫
drψ∗

μ(r)ψν(r), (2-28)

y F es la representación matricial de f̂ en la base {ψμ}. En términos de esta base, el potencial

efectivo de Hartree-Fock podemos expresarlo de forma matricial de la siguiente forma:

V HF
νμ,σ =

∫ ∫
drdr′ψν(r)

[
vh(r)δ(r− r′) + Σx

σ(r, r
′)
]
ψμ(r

′), (2-29)

= vhνμ,σ +Σx
νμ,σ

donde, la matriz de intercambio Σx
νμ,σ está dada por:

Σx
νμ,σ =

∑
γβ

(νγ|βμ)Dγβ,σ. (2-30)
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En la ecuación 2-30, D es la matriz de densidad

Dγβ,σ =
occ∑
n

cγnσc
β∗
nσ, (2-31)

y (νγ|βμ) denota las integrales bielectrónicas de cuatro centros en la base {ψμ(r)}, definida de

la siguiente forma:

(νγ|βμ) =
∫ ∫

drdr′
ψ∗
ν(r)ψγ(r)ψ

∗
β(r

′)ψμ(r
′)

|r− r′| . (2-32)

Aśı, procediendo del mismo modo con la representación matricial de vh y h, obtenemos que

Fμν = (μ|ĥ|ν) +
∑
γβ,σ′

[
Dγβ,σ′(μν|γβ)− δσ′,σDγβ,σ(μγ|βν)

]
. (2-33)

De esta expresión, y retomando las Ecuaciones 2-27 y 2-31, notamos que la matriz de Fock es

dependiente de sus propios eigenvectores, y por lo tanto, se recurre al procedimiento de Campo

Autoconsistente (SCF, por sus siglas en inglés) para encontrar los coeficientes de los orbitales

atómicos ({ψμ}) que forman los orbitales moleculares que minimizan la enerǵıa. En la figura

2.1, se ilustra un diagrama de flujo que describe el método SCF.

2.4 Teoŕıa de Perturbaciones de Muchos Cuerpos

El método perturbativo de Rayleigh-Schrödinger es aplicable a niveles discretos de enerǵıa de

un sistema f́ısico cuyo operador Hamiltoniano puede ser dividido de la siguiente forma:

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ . (2-34)

De éstos, Ĥ0 corresponde a un Hamiltoniano no perturbado, y V̂ es la perturbación. En 2-34,

λ es un número real entre 0 y 1, que podemos usar como un parámetro de expansión y para

definir los órdenes de la perturbación.

El problema que intentamos resolver es

ĤΨn = EnΨn, (2-35)
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Especificación de
molécula (coordenadas
nucleares, números
atómicos, ..) y con-
junto base. {ψν(r)}

Creación de la matriz
S, Hcore e integrales
bielectrónicas (νγ|βμ)

Obtención de una
matriz D de partida

Cálculo de la ma-
triz G a partir de
D y las integra-
les bielectrónicas

Formación de la
matriz de Fock F, a
partir de Hcore y G

Diagonalización de
la matriz de Fock

F, para encontrar C

Formación de la
nueva matriz D,
a partir de C

Aplicación
de criterio
de conver-
gencia
sobre D

Uso de las matrices
C,D,F para calcular
cantidades de interés,

como la enerǵıa.

No convergencia

Convergencia

Figura 2.1: Representación esquemática del método SCF. Entre los criterios de
convergencia que se pueden emplear, se encuentra, por ejemplo, la diferencia de enerǵıa
entre dos iteraciones sucesivas, o bien algún criterio sobre la matriz de densidad D,
como la desviación estándar de los elementos de dos matrices de densidad sucesivas.
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donde denotamos por Ψn al conjunto de soluciones del Hamiltoniano electrónico, y suponemos

que el problema asociado:

Ĥ0Ψ
(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n (2-36)

ha sido resuelto. La idea fundamental de teoŕıa de perturbaciones es la consideración de que tan-

to las eigenfunciones como eigenvalores de Ĥ pueden ser expandidos en términos del parámetro

λ:

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ... (2-37)

Ψn = Ψ(0)
n + λΨ(1)

n + λ2Ψ(2)
n + ...,

por el momento, y por simplicidad, consideramos que el nivel de enerǵıa no perturbado E
(0)
n es

no degenerado. Para encontrar un procedimiento que permita el mejoramiento sistemático de

los eigenvalores y eigenfunciones de Ĥ0, de tal manera que se aproximen a los eigenvalores y

eigenfunciones del hamiltoniano total Ĥ, sustituimos las ecuaciones 2-37 en 2-34 y agrupamos

términos del mismo orden en el parámetro λ, para obtener las ecuaciones mostradas abajo

(considerando únicamente hasta el segundo orden):

Ĥ0Ψ
(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n (2-38)

Ĥ0Ψ
(1)
n + VΨ(0)

n = E(0)
n Ψ(1)

n + E(1)
n Ψ(0)

n (2-39)

Ĥ0Ψ
(2)
n + VΨ(1)

n = E(0)
n Ψ(2)

n + E(1)
n Ψ(1)

n + E(2)
n Ψ(0)

n . (2-40)

La ecuación 2-39 podemos reescribirla de la siguiente forma:

(
Ĥ0 − E(0)

n

)
Ψ(1)

n =
(
E(1)

n − V̂
)
Ψ(0)

n . (2-41)

El lado derecho de esta ecuación es conocido a excepción del valor de E
(1)
n , mientras que

por otro lado, el vector desconocido Ψ
(1)
n aparece a la izquierda. Aśı 2-41 es una ecuación

inhomogénea lineal para Ψ
(1)
n . Dado que este tipo de ecuaciones son comúnmente encontradas en

varios problemas de mecánica cuántica, ya sea formuladas como ecuaciones lineales, matriciales,

diferenciales o integrales, un tratamiento más detallado puede encontrarse en el apéndice B.
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En la ecuación 2-41, podemos hacer la identificación A = Ĥ0 − E
(0)
n y notamos que la

ecuación homogénea

AΨ = 0, (2-42)

tiene las soluciones notriviales Ψ
(0)
n , que asumiremos como normalizadas. Denotando mediante

P̂n el operador de proyección para la dirección Ψ
(0)
n , podemos encontrar la solución a 2-41

(referirse al apéndice B) si se cumple que

P̂n

(
E(1)

n − V̂
)
Ψ(0)

n = 0, (2-43)

pero

P̂Ψ(0)
n = Ψ(0)

n , (2-44)

entonces

E(1)
n Ψ(0)

n = P̂nV̂Ψ(0)
n , (2-45)

y de esta manera

E(1)
n = 〈Ψ(0)

n |P̂nV̂Ψ(0)
n 〉 = 〈P̂nΨ

(0)
n |V̂Ψ(0)

n 〉 = 〈Ψ(0)
n |V̂ |Ψ(0)

n 〉 = Vnn, (2-46)

en donde se hizo uso de la hermiticidad de P̂n. De esta expresión, notamos que la corrección de

primer orden a la enerǵıa, es el valor promedio de la perturbación en el estado no perturbado.

Como Ψ
(0)
n es un eigenvector no perturbado, la solución general a la ecuación 2-41 está dada

por

Ψ(1)
n = C(1)

n Ψ(0)
n +Kn

(
V̂ − E(1)

n

)
Ψ(0)

n , (2-47)

donde el operador Kn es definido por las ecuaciones

(
E(0)

n − Ĥ0

)
Kn = 1̂− P̂ y KnΨ

(0)
n = 0, (2-48)

por lo que tenemos lo siguiente

Ψ(1)
n = C(1)

n Ψ(0)
n +KnV̂Ψ(0)

n . (2-49)

15



Podemos simplificar 2-49 y posteriores ecuaciones estableciendo que C
(1)
n y el resto de las cons-

tantes arbitrarias C
(k)
n que multiplican Ψ

(0)
n , sean iguales a cero. De esta manera

Ψ(1)
n = KnV̂Ψ(0)

n . (2-50)

El mismo procedimiento puede ser aplicado sistemáticamente para órdenes superiores. Para

el caso de la corrección a la función de onda a segundo orden, debemos resolver 2-40, que

reescribimos como (
E(0)

n − Ĥ0

)
Ψ(2)

n =
(
V̂ − E(1)

n

)
Ψ(1)

n − E(2)
n Ψ(0)

n , (2-51)

la cual es nuevamente, del tipo inhomogéneo. La correspondiente ecuación homogénea, obtenida

al reemplazar el lado derecho de 2-51 por cero, tiene soluciones no triviales Ψ
(0)
n . Adicionalmen-

te, requerimos que la inhomogeneidad no tenga componentes en la dirección de Ψ
(0)
n , o dicho

de otra forma, que su producto interno con Ψ
(0)
n sea igual a cero:

〈Ψ(0)
n |

(
E(1)

n − V̂
)
Ψ(1)

n + E(2)
n Ψ(0)

n 〉 = 0. (2-52)

Dado que Ψ
(0)
n es ortogonal a Ψ

(1)
n (a partir de las ecuaciones 2-48 y 2-50), obtenemos la relación

simple

E(2)
n = 〈Ψ(0)

n |V̂ |Ψ(1)
n 〉. (2-53)

De la misma manera que el caso de la corrección a primer orden, podemos calcular la corrección

Ψ
(2)
n ,

Ψ(2)
n = C(2)

n Ψ(0)
n −Kn

(
E(1)

n − V̂
)
Ψ(1)

n , (2-54)

nuevamente escogemos C
(2)
n = 0 y usamos las ecuaciones 2-50 y 2-46, para expresar Ψ

(2)
n en

términos de los eigenestados no perturbados (usando la ecuación 2-45):

Ψ(2)
n = −E(1)

n K2
nV̂Ψ(0)

n +KnV̂ KnV̂Ψ(0)
n = −K2

nV̂ P̂nV̂Ψ(0)
n +KnV̂ KnV̂Ψ(0)

n . (2-55)

La teoŕıa de perturbaciones puede desarrollarse de esta manera a cualquier orden, sin embargo,

las ecuaciones rápidamente se vuelven largas y complejas. Afortunadamente, la existencia de

técnicas diagramáticas [26] y programas computacionales algebraicos [27] disminuyen considera-
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blemente el desarrollo de las expresiones relevantes.

El problema que resta para encontrar expresiones expĺıcitas a las correcciones a primer y

segundo órdenes, es la determinación del operador Kn, para lo cual existen diferentes metodo-

loǵıas. Si éste no puede ser determinado directamente, la ecuación 2-48, puede resolverse por

descomposición espectral,

Kn =
∑
l �=n

1

E
(0)
n − E

(0)
l

P̂l (2-56)

como puede verificarse por sustitución y notando que Ĥ0P̂l = Ĥ0|Ψ(0)
l 〉〈Ψ(0)

l | = E
(0)
l P̂l. De

P̂kV̂Ψ(0)
n = Ψ

(0)
k 〈Ψ(0)

k |V̂ |Ψ(0)
n 〉 = Ψ

(0)
k Vnk, (2-57)

y 2-56 y 2-50, tenemos que:

Ψ(1)
n =

∑
k �=n

Ψ
(0)
k

Vkn

E(0) − E
(0)
k

. (2-58)

Por otro lado, sustituyendo 2-58 en 2-53, obtenemos

E(2)
n = 〈Ψ(0)

n |V̂ KnV̂Ψ(0)
n 〉 =

∑
k �=n

VnkVkn

E
(0)
n − E

(0)
k

=
∑
k �=n

|Vnk|2
E

(0)
n − E

(0)
k

(2-59)

2.4.1 Teoŕıa de Perturbaciones y Correlación Electrónica

La teoŕıa de perturbaciones expuesta hasta ahora es de cararácter general. Un caso especial y

de relevancia es aquél en el que el Hamiltoniano no perturbado corresponde al de Hartree-Fock,

que se compone de la suma de Hamiltonianos de part́ıculas independientes

Ĥ0 =
∑
j

f̂(rj) =
∑
j

[ĥ(rj) + vHF (rj)], (2-60)

donde, de nueva cuenta

ĥ(rj) = −1

2
∇2(rj)−

∑
n

zn
|rj −Rn| (2-61)

y vHF (r) se define de acuerdo a

vHF (r)φi
σ(r) =

occ∑
jσ

∫ |φj
σ(r′)|2

|r− r′| φ
i
σ(r)dr

′ −
occ∑
j

∫
dr′

φj
σ(r)φ

j∗
σ (r′)

|r− r′| φi
σ(r

′). (2-62)
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Para obtener una expansión perturbativa de la enerǵıa de correlación, particionamos el Hamil-

toniano de la siguiente manera:

Ĥ = Ĥ0 + V, (2-63)

donde

V =
∑
i<j

r−1
ij −

∑
i

vHF (rj). (2-64)

El uso del Hamiltoniano particionado mostrado arriba, en combinación con las expresiones

generales de la teoŕıa de perturbaciones de Rayleig-Schrödinger, es conocida comúnmente como

teoŕıa de perturbaciones de Møller-Plesset.

Las correcciones a la función de onda y a la enerǵıa electrónica son llevadas a cabo a partir

de la función de onda Hartree-Fock |Ψ0〉, que es una eigenfunción de Ĥ0,

Ĥ0|Ψ0〉 = E
(0)
0 |Ψ0〉 (2-65)

con eigenvalor

E
(0)
0 =

∑
i

εi. (2-66)

Aqúı es importante señalar que usaremos la convención comúnmente encontrada en la literatura

para etiquetar esṕın orbitales ocupados mediante i, j, k...; a, b, c... para denotar esṕın orbitales

virtuales, y r, l,m... para denotar cualquiera. Tomando lo anterior en consideración, tenemos

que la corrección a primer orden en la enerǵıa queda determinada por

E
(1)
0 = 〈Ψ0|V |Ψ0〉

= 〈Ψ0|
∑
i<j

r−1
ij |Ψ0〉 − 〈Ψ0|

∑
i

vHF (xi)|Ψ0〉

=
1

2

N∑
i

N∑
j

∑
σ,σ′

[
(ii, σ|jj, σ′)− (ij, σ|ji, σ′)δσ,σ′

]− N∑
i=1

∑
σ

(i, σ|vHF |i, σ)

= −1

2

∑
i

∑
j

∑
σ,σ′

[
(ii, σ|jjn, σ′)− (ij, σ|ji, σ′)δσ,σ′

]
. (2-67)

18



Retomando la expresión de la enerǵıa total de Hartree-Fock (ecuación 2-24), notamos que ésta

es equivalente a la suma de las enerǵıas de orden cero y de primer orden,

E0 = E
(0)
0 + E

(1)
0 =

∑
i

εi − 1

2

∑
i

∑
j

∑
σ,σ′

[
(ii, σ|jjn, σ′)− (ij, σ|ji, σ′)δσ,σ′

]
, (2-68)

por lo tanto, la primera corrección a la enerǵıa de Hartree-Fock ocurre en el segundo orden de

la perturbación. El resultado general para la enerǵıa de segundo orden, derivado en la sección

anterior, es

E
(2)
0 =

∑
n �=0

|〈0|V |n〉|2
E

(0)
0 − E

(0)
n

, (2-69)

donde la suma corre sobre todos los estados del sistema, a excepción del basal. En esta expresión,

los estados |n〉 no pueden ser excitaciones simples, dado que

〈Ψ0|V |Ψa
i 〉 = 〈Ψ0|Ĥ − Ĥ0|Ψa

i 〉 = 〈Ψ0|Ĥ|Ψa
i 〉 − fai = 0, (2-70)

en donde 〈Ψ0|Ĥ|Ψa
i 〉 es igual a cero como consecuencia del teorema de Brillouin, y lo mismo

ocurre con el segundo, dado que tanto |Ψ0〉 como |Ψa
i 〉 son funciones propias del operador

hermitiano Ĥ0, con valores propios distintos, y por lo tanto, ortogonales. Adicionalmente,

excitaciones de carácter triple o superior no se acoplan a |Ψ0〉, dada la naturaleza del operador

bielectrónico de la perturbación. Por lo tanto, en la ecuación 2-69, |n〉 corresponde a estados

doblemente excitados de la forma |Ψab
ij 〉.

Finalmente, como

Ĥ0|Ψab
ij 〉 =

(
E

(0)
0 − (εi + εj − εa − εb)

)
|Ψab

ij 〉 (2-71)

la corrección de segundo orden a la enerǵıa es

E
(2)
0 =

∑
a<b;i<j

|〈Ψ0|
∑

n<m r−1
nm|Ψab

ij 〉|2
εi + εj − εa − εb

=
∑

a<b;i<j

∑
σ,σ′

|(ia, σ|jb, σ′)− (ib, σ|ja, σ′)|2
εi + εj − εa − εb

, (2-72)
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la cual podemos reescribir en la forma más comúnmente encontrada en la literatura sumando

sobre todos los orbitales ocupados y virtuales de la siguiente manera

E
(2)
0 =

1

4

∑
ab

∑
ij

∑
σ,σ′

[
(ia, σ|jb, σ′)(ai, σ|bj, σ′)

εi + εj − εa − εb
− (ib, σ|ja, σ′)(ai, σ|bj, σ′)δσσ′

εi + εj − εa − εb

]
+

1

4

∑
ab

∑
ij

∑
σ,σ′

[
(ib, σ|ja, σ′)(bi, σ|aj, σ′)

εi + εj − εa − εb
− (ia, σ|jb, σ′)(bi, σ|aj, σ′)δσσ′

εi + εj − εa − εb

]
(2-73)

y por lo tanto

=
1

2

∑
ij

∑
ab

∑
σσ′

(ia, σ|jb, σ′)
[
(ai, σ|bj, σ′)− (bi, σ|aj, σ′)δσ,σ′

εiσ + εjσ′ − εaσ − εbσ′

]
. (2-74)

En la ecuación 2-73, se hace uso del intercambio de los ı́ndices mudos a y b en la segunda suma,

para dar lugar a la expresión 2-74. La delta de Kronecker en las ecuaciones 2-73 y 2-74, denota

que el producto de la forma (ib, σ|ja, σ′)(ai, σ|bj, σ′) es distinto de cero solo cuando σ = σ′.

2.5 Teoŕıa SOS-MP2

La teoŕıa Møller-Plesset constituye la alternativa más simple entre los métodos de estructura

electrónica a la ampliamente utilizada teoŕıa DFT, en el tratamiento correcto de interacciones

de dispersión y puentes de hidrógeno [28]. Por lo tanto, es muy deseable la introducción de

nuevos tratamientos teóricos en dicho formalismo que permitan el desarrollo de códigos más

eficientes y que provean de resultados más exactos.

Entre dichos tratamientos, cabe destacar el enfoque desarrollado por Grimme [29], denomi-

nado MP2 con Componentes de Esṕın Escalados (MP2-SCS, por sus siglas en inglés), dado que

éste introduce un marco teórico simple y sencillo que permite mejorar la exactitud del método

MP2. La idea concebida por Grimme, parte de las diferencias entre las contribuciones a la

enerǵıa de correlación por parte de espines paralelos (SS, por sus siglas en inglés) y espines

opuestos (OS, por sus siglas en inglés) en el método MP2. Por un lado, en este método, el

componente SS tiende a ser subestimado, mientras que existe una sistemática sobreestimación

del componente OS.

En un intento por contrarrestar dichos defectos, Grimme propone un factor de escalamiento
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para cada componente, de acuerdo a:

ESCS−MP2 = cSSE
SS
MP2 + cOSE

OS
MP2, (2-75)

donde, cSS y cOS se refieren a los factores de escalamiento para los componentes SS y OS, res-

pectivamente, y ESS
MP2 y EOS

MP2 son las contribuciones a la enerǵıa de correlación provenientes

de espines paralelos y opuestos, respectivamente. A través de cálculos de referencia y análisis

estad́ıstico, Grimme encontró los valores óptimos cSS = 1/3 y cOS = 6/5, para un conjunto de

51 reacciones que incluyen hidrogenaciones, adiciones, fragmentaciones, isomerizaciones, afini-

dades protónicas y estados de transición.

Motivados por estos resultados, Y. Jung y colaboradores [30] sugirieron una versión sim-

plificada del método SCS-MP2. Para ello, justificaron que, dado que la amortiguación del

componente SS es grande (cSS = 1/3), es posible obtener resultados de una calidad compara-

ble con SCS-MP2, si sólo la contribución OS es escalada, lo cual tiene ventajas algoŕıtmicas

importantes (pues de esa forma no es necesaria la evaluación de las integrales de intercambio

asociadas a espines paralelos).

De esta forma, la enerǵıa de correlación de segundo orden por espines opuestos (SOS-MP2,

por sus siglas en inglés), fue definida como:

ESOS−MP2 = cSOSE
OS
MP2. (2-76)

Tomando ventaja de esta simplificación, se puede demostrar que el nuevo método SOS-MP2,

puede implementarse sin requerir del escalamiento de quinto orden respecto al tamaño mole-

cular (en contraste con el método MP2 convencional), haciendo uso de una expansión de bases

auxiliares [31], junto con una transformada de Laplace [32].

Retomando de nueva cuenta la teoŕıa de perturbaciones de Møller-Plesset [33], tenemos que

la corrección a la enerǵıa HF, está dada por:

E
(2)
0 =

1

2

∑
ij

∑
ab

∑
σσ′

(ia, σ|jb, σ′)
[
(ai, σ|bj, σ′)− (bi, σ|aj, σ′)δσ,σ′

εiσ + εjσ′ − εaσ − εbσ′

]
, (2-77)
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la cual podemos particionar en las contribuciones de espines paralelos y opuestos de la siguiente

manera:

EMP2 =
1

2

∑
ij

∑
ab

∑
σ �=σ′

(ia, σ|jb, σ′)
[

(ai, σ|bj, σ′)
εiσ + εjσ′ − εaσ − εbσ′

]
(2-78)

+
1

2

∑
ij

∑
ab

∑
σ

(ia, σ|jb, σ)
[
(ai, σ|bj, σ)− (bi, σ|aj, σ)

εiσ + εjσ − εaσ − εbσ

]
= EOS

MP2 + ESS
MP2.

Podemos reescribir la contribución OS de una forma más compacta:

EOS
MP2 = −1

2

α∑
ia

β∑
jb

(ia|jb)2
Δia

jb

− 1

2

β∑
ia

α∑
jb

(ia|jb)2
Δia

jb

= −
α∑
ia

β∑
jb

(ia|jb)2
Δia

jb

, (2-79)

en donde hemos usado el hecho de que tanto los ı́ndices i y j, aśı como a y b, son mudos, y

pueden intercambiarse. Asimismo, se ha definido:

Δia
jb = εa + εb − εi − εj , (2-80)

en donde se han omitido las etiquetas correspondientes a los espines, en el entendido de que a

εi y εa les correponde el esṕın α y a εj , εb, el esṕın β, de acuerdo a la ecuación 2-79.

Introduciendo ahora la transformada de Laplace 1
x =

∫∞
0 exp−xt dt, con el fin de eliminar

denominadores, obtenemos:

EOS
MP2 = −

∫ ∞

0
dt

α∑
ia

β∑
jb

(ia|jb)2 exp−Δia
jbt . (2-81)

Ahora, introduciendo una cuadratura discreta con Q puntos para realizar la integración numéri-

ca sobre t (una corta digresión sobre métodos de integración numérica puede encontrarse en el

Apéndice C), la enerǵıa puede ser escrita como:

EOS
MP2 = −

Q∑
q

wq

α∑
ia

β∑
jb

(ia|jb)2 exp−Δia
jbtq = −

Q∑
q

α∑
ia

β∑
jb

(iqaq|jqbq)2 , (2-82)
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donde los orbitales canónicos escalados están relacionados con cada punto de la cuadratura de

acuerdo a:

φq
i = φiw

1/8
q exp

1
2
εitq , (2-83)

φq
a = φaw

1/8
q exp−

1
2
εatq . (2-84)

Introduciendo ahora una base de N orbitales auxiliares, y denotando cada orbital auxiliar

mediante K,L,..., las integrales coulómbicas de cuatro centros pueden ser expresadas en términos

de integrales bicéntricas y tricéntricas (aproximación de la Resolución de la Identidad, ver

apéndice D):

(iqaq|jqbq) =
N∑
K

BKq
ia BKq

jb . (2-85)

Donde:

BKq
ia =

N∑
L

(iqaq|L) (L|K)−
1
2 . (2-86)

Ahora, introduciendo la ecuación (2-85) en (2-82), se encuentra que la enerǵıa puede ser expre-

sada como:

EOS
MP2 = −

Q∑
q

α∑
ia

β∑
jb

∑
KL

BKq
ia BKq

jb BLq
ia BLq

jb = −
Q∑
q

∑
KL

Xαq
KLX

βq
KL, (2-87)

en la que Xαq
KL es definida de la siguiente forma:

Xαq
KL =

α∑
ia

BKq
ia BLq

ia , (2-88)

con el correspondiente análogo para el esṕın β.

2.5.1 Implementación Computacional

En la subsección anterior, la teoŕıa SOS-MP2 fue expuesta. En el paquete de qúımica compu-

tacional Q-Chem [34], esta teoŕıa está implementada y el algoritmo correspondiente se describe

de forma general en los siguientes párrafos.

(1) Preparación de los coeficientes no escalados B de las integrales coulómbicas bi y tricéntri-
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cas, para lo que se requiere evaluar:

BK
ia =

∑
L

∑
μν

{Cνa [Cμi (μν|L)]} (L|K)−1/2 , (2-89)

donde los ı́ndices griegos denotan los orbitales atómicos y los coeficientes C hacen referen-

cia a los coeficentes que definen los orbitales moleculares. Para ello es necesario obtener

la ráız de la matriz inversa de la matriz formada por las integrales de dos centros ((L|K)),

que es una matriz cuadrada de N × N (N es el número de orbitales auxiliares). Esta

inversión tiene un escalamiento cúbico, es decir, el costo computacional es proporcional a

N3.

Posteriormente, este paso es seguido por las transformaciones μ �→ i y ν �→ a, a partir de

las integrales tricéntricas (μν|L), cuyo costo escala de forma proporcional a on2N+ovnN ,

donde o, v y n corresponden al número de orbitales moleculares activos ocupados, al núme-

ro de orbitales activos virtuales9, y al número total de orbitales atómicos, respectivamente.

Para hacer más evidente el escalamiento del costo, ver el algoritmo 1.

Algoritmo 1: Transformación de las integrales tricéntricas en la base de orbitales atómi-

cos a la base de orbitales moleculares

Result: Integrales transformadas ILia = (ia|L)
for i ← 0 to o do

for L ← 0 to N do

for ν ← 0 to n do

for μ ← 0 to n do

ILiν ← ILiν + Cμi(μν|L)

for a ← 0 to v do

for ν ← 0 to n do

ILia ← ILia + CaνI
L
iν

Posteriormente, requerimos de un paso adicional para la formación de los coeficientes BL
ia

a partir de las integrales tricéntricas transformadas a la base de orbitales moleculares,

9Cuando se hace uso de la aproximación de núcleo congelado (frozen core), el término de orbital molecular
activo hace alusión a aquél que es considerado en las expresiones del cálculo de la enerǵıa de correlación, a
diferencia de los orbitales moleculares inactivos, que no son considerados.
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que consiste en la multiplicación de estas últimas por la matriz de integrales bicéntricas.

Este paso escala de forma proporcional a ovN2.

(2) Escalamiento de los coeficientes B para cada punto de la cuadratura, de acuerdo con:

BK
ia

= BK
iaw

1/4
q exp

(
1

2
εitq

)
exp

(
−1

2
εatq

)
(2-90)

En este caso, el costo computacional escala de forma proporcional a QovN . Como las

cantidades o, v y N son linealmente proporcionales al tamaño de la molécula, este paso

escala con el cubo de éste, dado que el número de puntos en la malla numérica Q, es

independiente del tamaño molecular.

(3) Construcción de la matriz X, para cada punto de la cuadratura evaluando la ecuación

(2-88). Este es el paso más demandante del algoritmo y escala de forma proporcional

a QovN2 de tal forma que el escalamiento respecto al tamaño molecular es de cuarto

orden. Aunque algunos de los primeros pasos del algoritmo descrito hasta ahora también

muestran un escalamiento de cuarto orden, la construcción de la matriz X
α
KL, a diferencia

de ellos, depende cuadráticamente de N , cantidad que es considerablemente mayor que v,

o y n [35]. La aseveración anterior es corroborada en las pruebas de referencia reportadas

más adelante.

Vale la pena abundar en este paso, dado que sobre éste se llevó a cabo el proceso de

implementación sobre la que se sustenta esta tesis.

En Q-Chem, los coeficientes BQ
ia son almacenados en un archivo temporal en el orden

a,Q, i, siendo el ı́ndice a el más rápido e i el más lento, de tal forma que para la cons-

trucción de los coeficientes X
α
KL, se encuentra implementado un loop sobre los orbitales

ocupados (i), tal que para cada i se carga a memoria una matriz BKa de tamaño N x v.

Esta matriz es escalada de acuerdo a la ecuación (2-90) y es multiplicada por su trans-

puesta para producir una matriz de NxN que es aumentada en la matriz X.

Nótese que con esta información, se infiere que el tamaño de las matrices a multiplicar

depende cuadráticamente del tamaño del sistema.
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Caṕıtulo 3

Programación GPGPU

La inexistencia de computadoras digitales en los primeros años de la qúımica cuántica no limitó

a los qúımicos computacionales en la realización de sus cálculos diarios, quienes depend́ıan en

gran medida de computadoras analógicas para llevarlos a cabo.

En 1937, Turing [36], considerado padre de las ciencias de la computación modernas, concibió

la noción de algoritmo y cómputo mediante su reconocida máquina de Turing. Un año después,

la primera computadora moderna fue inventada por Stibitz. En cierto modo, es sorprendente

que ahora, más de 70 años después de estos acontecimientos, contemos con arquitecturas de

cómputo paralelas que conforman una piedra angular de la qúımica computacional moderna.

Actualmente, las computadoras empleadas para qúımica cuántica van desde workstations hasta

arquitecturas que incluyen clusters con frecuencias de reloj del orden de petaflops.

Estas nuevas arquitecturas se traducen en grandes oportunidades para el desarrollo de la

qúımica cuántica. Aśı, los esfuerzos que se han realizado para la introducción de nuevas me-

todoloǵıas que permitan el tratamiento de sistemas más grandes, se han complementado con

intentos por aprovechar al máximo la evolución del hardware disponible en la época. Por ejem-

plo, la emergencia de procesadores vectoriales en los ochentas [37], requirió en un principio de

código escrito en FORTRAN para la paralelización de bucles, de tal manera que los qúımicos

cuánticos tuvieron la disposición de reescribir sus códigos con la finalidad de obtener ganancias

en el rendimiento de hasta un factor de 25, en comparación con las tecnoloǵıas convencionales.

La transición a arquitecturas paralelas ha sido mucho más compleja que el ejemplo ante-

riormente citado. Esto debido a que estas plataformas requiren de la escritura de una porción
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significativa de código para manejar la transferencia y comunicación de tareas entre diferentes

procesos y nodos. El primer paradigma para llevar a cabo esta comunicación fue la transfe-

rencia de mensajes, en el cual, el programador se vale de una rutina para transmitir datos,

y de una rutina llamada desde el proceso receptor para recibirlos. Este protocolo es la base

para bibliotecas tempranas como TCGMSG [38], PVM [39] y el actual MPI [40], el cual ha sido

adoptado en varios códigos de qúımica cuántica. [41] [42] [43] [44] [45] [34].

En los últimos años, los desarrollos en el hardware, como procesadores multi-core, han mo-

dificado la noción de paralelización de grano fino, lo que ha incentivado de nueva cuenta la

modificación de códigos de qúımica computacional para aprovechar las nuevas tecnoloǵıas dis-

ponibles. El reciente surgimiento de Unidades de Procesamiento Gráfico (GPUs por sus siglas

en inglés) [46], modifica nuevamente el paradigma. En este caṕıtulo, el modelo de programación

de este hardware, su arquitectura, y su relevancia en el campo de la qúımica cuántica, es tratada

con mayor detalle.

3.1 La Unidad de Procesamiento Gráfico como Plataforma de

Cómputo

Las GPUs constituyen una plataforma poderosa de cómputo y la razón de ello reside en su

arquitectura. Tradicionalmente, el procesamiento de gráficos en videojuegos y en simulaciones

3D en tiempo real, ha forzado a las compañ́ıas de hardware a maximizar la velocidad a la cual

los pixeles en una pantalla pueden ser procesados. El número de estos pixeles es dependiente

de la resolución de la pantalla, sin embargo, éstos pueden ser procesados en paralelo mediante

operaciones independientes. La forma más eficiente de llevar a cabo lo anterior es contar

con un gran número de Unidades Lógico-Aritméticas (ALUs, por sus siglas en inglés), las

cuales son capaces de efectuar una misma operación de manera independiente sobre diferentes

datos sin la necesidad de control de flujo sofisticado. Esto último se traduce en un hardware

altamente eficiente para la realización de cómputo paralelo, que es comúnmente clasificado

como “una operación, múltiples datos” (SIMD, por sus siglas en inglés). En contraste, una

Unidad de Procesamiento Central (CPU) convencional, invierte una proporción significativa de
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Figura 3.1: Comparación esquemática entre las arquitecturas CPU y GPU. La sig-
nificativa diferencia entre el número de Unidades Lógico-aritméticas (ALUs, por sus
siglas en inglés) y los recursos orientados al almacenamiento de información en memo-
ria, hacen de la GPU una plataforma adecuada para su uso en apliaciones de cómputo
de alto rendimiento. En la figura amarillo=control, verde=Unidad Lógico-artimética
(ALU), naranja=memoria RAM o caché.

tiempo de procesamiento al almacenamiento de datos en memoria caché1 y control de flujo. Las

diferencias en la arquitectura entre las mencionadas unidades de procesamiento es representada

esquemáticamente en la Figura 3.1.

Para cómputo general, los pixeles dejan de ser las unidades de datos procesados por la GPU,

y son reemplazados por datos que van desde elementos de matriz en programas de álgebra lineal,

hasta objetos que representan la posición de part́ıculas en programas de dinámica molecular.

Sin embargo, existen también limitaciones en el empleo de GPUs para cómputo de propósito

general (GPGPU por sus siglas en inglés). Con base en lo expuesto hasta el momento, es

evidente que se requiere de un conjunto grande de datos que puedan ser procesados de forma

independiente para obtener una computación eficiente con GPUs. Lo anterior no se satisface

para todos los problemas y algoritmos.

Por otra parte, cuando un algoritmo es portado de una solución CPU a GPU, podŕıa ser

necesario modificar el algoritmo con la finalidad de hacer al problema tratable mediante SIMD.

1La memoria caché es empleada por la CPU para reducir los tiempos de acceso a datos almacenados en la
memoria RAM, mediante el copiado de datos de localidades comúnmente utilizadas de la última. Esta estrategia
reduce el tiempo de acceso dado que la memoria caché es accesada mucho más rápido por la CPU en comparación
con la memoria principal (RAM), pero tiene la desventaja de ser más pequeña.
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Adicionalmente, la comunicación entre la GPU y el nodo en el que se lleva a cabo el cómputo,

está limitada por la latencia2 y la velocidad del bus PCI (Componente de Conexión Periférico,

por sus siglas en inglés) que comunica a ambos. Dicho de otra forma, las operaciones realizadas

entre las instrucciones en el nodo y el cómputo en la GPU juegan un rol importante al momento

de programar sobre esta arquitectura.

Finalmente, el empleo de GPUs requiere de considerable esfuerzo para obtener un código

optimizado, aunque la existencia de bibliotecas y la inclusión de nuevas caracteŕısticas en el

hardware han hecho de ésta una tarea menos demandante.

En este último punto, se han logrado importantes avances: el uso temprano de GPUs entre

la comunidad cient́ıfica requirió de la solución de problemas en términos de canalización de

gráficos, empleando los lenguajes de programación OpenGL o DirectX [47]. La complejidad en

esta tarea motivó la búsqueda de soluciones para realizar cómputo general en GPUs. Fue aśı que

en Noviembre de 2006, NVIDIA introdujo CUDA (Arquitectura de Dispositivo para Cómputo

Unificado, por sus siglas en inglés), una plataforma de cómputo paralelo de propósito general

y modelo de programación basado en las GPUs NVIDIA. De esta manera, CUDA permite a

los desarrolladores la implementación de software sobre la arquitectura GPU usando C como

lenguaje de alto nivel.

El modelo de programación de CUDA, considera 3 abstracciones fundamentales, que son:

• Una jerarqúıa de agrupaciones de hilos. La base del procesamiento paralelo en el modelo de

programación reside en los procesos ligeros (comúnmente llamados “ hilos” en la literatura,

y que ejecutan instrucciones de forma independiente3), los cuales pueden ser agrupados

en bloques uni-, bi- o tridimensionales. Esto último tiene la ventaja de proveer una

forma natural de mapear elementos de vectores, matrices, volúmenes, etc. a los hilos

constituyentes de los bloques. Adicionalmente, los bloques son agrupados en una malla.

• Tipos de memorias. Los hilos CUDA pueden accesar a diferentes espacios de memoria

durante su ejecución. Cada hilo tiene una memoria local privada, y a su vez, cada bloque

2En términos generales, latencia es el periodo de tiempo que existe entre la inicialización de una tarea dada
y el comienzo de su ejecución. En el caso de transferencia de datos, la latencia es el tiempo entre la ejecución de
transferencia, y el comienzo de ésta.

3Los procesos ligeros reciben esta denominación debido a que requieren de poca carga computacional para
su creación, en comparación con los procesos pesados, que son empleados por ejemplo, en la programación con
MPI.
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tiene una memoria compartida accesible a todos los hilos constituyentes del bloque. De

la misma forma, todos los hilos tienen acceso a la misma memoria global. (Figura 3.2)
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Figura 3.2: Esquema que muestra las jerar-
qúıas de memoria GPU. Las nuevas genera-
ciones de GPUs (Kepler), incorporan una me-
moria cache de datos de solo-lectura.
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Figura 3.3: Esquema que representa es-
quemáticamente el modelo de programación
heterogéneo CPU-GPU.

• Barreras de sincronización. Aunque los bloques de hilos son ejecutados de forma inde-

pendiente, la formulación de un algoritmo puede exigir el empleo de métodos de sincro-

nización4 de los hilos, los cuales actúan como una barrera en la cual todos los hilos del

bloque tienen que esperar, antes de que alguno proceda.

4Por ejemplo, si el algoritmo emplea memoria compartida en un bloque para almacenar datos intermedios
para usarlos en un paso posterior por todos los hilos, es necesario establecer una barrera temporal para asegurar
que todos ellos accesen a los datos correctos.
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3.2 Qúımica Cuántica en Unidades de Procesamiento Gráfico

3.2.1 Integrales de Repulsión Electrónicas

Las integrales de repulsión electrónicas (ERIS, por sus siglas en inglés):

(μν|κλ) =
∫ ∫

drdr′
φμ(r)φν(r)φκ(r

′)φλ(r
′)

|r− r′| , (3-1)

juegan un papel importante en los cálculos de estructura electrónica, puesto que la formación

de las ERIS involucradas en el cómputo de sistemas grandes, constituye usualmente el cuello

de botella del mismo.

En 3-1, las funciones {φμ} son funciones gausianas contráıdas, es decir, son combinaciones

lineales de funciones primitivas gausianas χp :

(μν|κλ) =
∑
pqrs

dμpdνqdκrdλs(pq|rs). (3-2)

Yasuda [48] fue el primero en utilizar el potencial GPU para la aceleración de los cálculos de

ERIS. En su trabajo, explica con detalle las limitaciones del uso de GPUs en su evaluación, y

analiza con detalle los errores en la formación de las integrales de acuerdo a la implementación

de su propuesta. Debido a las limitaciones en la memoria GPU y en la precisión de datos proce-

sados por ésta (datos de precisión simple), Yasuda propuso un esquema h́ıbrido GPU-Huésped

para evaluar las ERIS con mayor valor absoluto (el cual estima a partir de la cota superior

establecida por la desigualdad de Schwartz) usando precisión doble en el Huésped, y el resto en

la GPU. Adicionalmente, tomando en cuenta la memoria disponible en el dispositivo, propuso

el uso de la cuadratura Gauss-Rys [49] [50], introduciendo una nueva ecuación para el cálculo de

las ráıces y factores de peso, más apropiada para la arquitectura SIMD.

Posteriormente, Ufimtsev y Mart́ınez [51] [52], desarrollaron kernels5 CUDA para el cálculo

de ERIS y la formación de la matriz de Fock que involucra orbitales s y p. En su trabajo, ellos

proponen tres diferentes mapeos de la carga computacional a los hilos CUDA, concluyendo que

la estrategia más apropiada consiste en el mapeo de tandas de integrales primitivas a un hilo

5De ahora en adelante, se hará uso del término “kernel” para referirse a las funciones CUDA que se ejecutan
en el dispositivo GPU.
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de acuerdo al momento angular de las funciones consideradas, para posteriormente construir

la matriz de Fock a partir de ellas directamente (sin necesidad de calcular las integrales en la

base de las funciones contráıdas). Estos autores argumentan que esta estrategia es ideal para la

implementación del procedimiento SCF en GPUs. Aunque este trabajo se limitó al cálculo de

integrales de funciones primitivas s y p, DePrince y colaboradores [53] desarrollaron en el 2010,

la implementación de la evaluación de integrales de momento angular superior (del tipo d hasta

g), empleando la cuadratura de Rys, selección hecha con base en los bajos requerimientos de

memoria del mismo.

Asimismo, Ufimtsev y Martinez han implementado el cálculo de las contribuciones coulómbi-

cas y de intercambio a los gradientes anaĺıticos HF con funciones base s y p. [54].

3.2.2 Cuadratura Numérica de Intercambio-Correlación

En la Aproximación del Gradiente Generalizado (GGA, por sus siglas en inglés) de DFT, el

potencial de Intercambio-Correlación depende de la densidad electrónica ρ y su gradiente ∇ρ,

y es una función complicada en tres dimensiones.

Una cuadratura numérica es empleada para computar los elementos de la representación

matricial del potencial:

V XC(GGA)
μν =

∫
drφμ(r)v

GGA
XC φν(r) ≈

∑
k

wkφμ(rk)v
GGA
XC φν(rk). (3-3)

Esta cuadratura, es paralelizable en GPUs y Yasuda [55] fue el primero en utilizar esta plataforma

para el cómputo de estos elementos. La estrategia que empleó fue que los pasos computacionales

menos demandantes del algoritmo (generación de la cuadratura, evaluación de vGGA
XC sobre ésta)

son efectuados por la CPU, mientras que los pasos más demandantes del algoritmo (evaluación

de ρ y∇ρ, aśı como el cálculo de 3-3 sobre la malla ) son formuladas como productos de matrices

y vectores, que pueden efectuarse sin complicaciones en la GPU.

3.2.3 Métodos de Correlación Electrónica AB INITIO

La forma tradicional para aproximar las soluciones a la ecuación de Schrödinger electrónica es

mediante los métodos ab initio, basados en la función de onda. Entre las implementaciones
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GPU dirigidas a la aceleración de estos métodos, se encuentran los siguientes:

3.2.3.1 Teoŕıa de Perturbaciones Møller-Plesset en la Aproximación de la Reso-

lución de la Identidad

La teoŕıa de Perturbaciones Møller-Plesset a segundo orden (MP2) es el método computacional

de correlación electrónica ab initio más popular y barato [56]. Asimismo, captura efectos de

correlación de largo alcance (como la dispersión), caracteŕıstica de la que carecen los funciona-

les más populares [57], y por lo tanto, constituye una alternativa en la descripción de puentes

de hidrógeno. Sin embargo, su elevado costo computacional restringe el uso de este método a

sistemas de tamaño modesto.

El mayor costo computacional de cálculos MP2 es dominado por la transformación integral

de la base de orbitales atómicos a la base de orbitales moleculares, el cual escala como O(N5)6.

Esta transformación de cuatro ı́ndices puede ser evitada mediante la introducción de la apro-

ximación integral de la Resolución de la Identidad (RI) [31], a través de la cual se requiere de

una transformación integral de tres ı́ndices y se reduce el prefactor (es decir, se reduce la carga

computacional, sin variar la complejidad del algoritmo), sin pérdida significativa de exactitud.

Aspuru-Guzik y colaboradores [58] [59], han realizado trabajos dirigidos a la aceleración de

los cálculos RI-MP2. En ellos, los autores notaron que el paso computacionalmente más de-

mandante de un cálculo RI-MP2 consiste esencialmente en multiplicaciones de matrices para

aproximar las integrales moleculares de cuatro centros a partir de las integrales tricéntricas BP
ia:

(ia|jb) ≈
∑
P

BP
iaB

P
jb. (3-4)

En la implementación CPU sobre la que realizaron las modificaciones, el paso relativo a la

ecuación 3-4, se lleva a cabo multiplicando una matriz de tamaño Nvirt × Naux (número de

orbitales virtuales por número de bases auxiliares) por su transpuesta, para cada par ij de

orbitales ocupados. Adicionalmente, para el mejor aprovechamiento de la GPU, las matrices

6En Ciencia de la Computación la notación O grande es usada para denotar la complejidad de un algoritmo de
acuerdo a cómo responde en términos, por ejemplo, de tiempo de procesamiento o de requirimientos de hardware,
a cambios en el tamaño del input. Esta notación no expresa expĺıcitamente factores constantes y términos más
pequeños. Aśı, por ejemplo, si consideramos el tiempo de procesamiento T de un algoritmo en función de una
variable n, como T (n) = 8n3 + 2n2 + n+ 10, entonces, en notación O grande, tenemos que T (n) = O(n3)
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tienen que ser mayores a un umbral con el fin de minimizar el impacto de la latencia del bus

PCI en la transferencia de datos CPU-GPU. Dependiendo del tamaño del sistema, proponen

también minimizar dicho impacto al tratar varios pares ij conjuntamente.

Por otro lado, se desarrolló una biblioteca para la multiplicación de matrices con un tamaño

superior al soportado por la GPU [59]. Mediante ésta, las matrices que se multiplican se descom-

ponen en bloques, los cuales son multiplicados en la GPU usando la biblioteca CUBLAS [60], y

los resultados son acumulados en la CPU. Asimismo, para mejorar la exactitud numérica del

resultado, esta biblioteca implementa un modelo de precisión mixta, en el que los elementos de

matriz más grandes en valor absoluto, son tratados con precisión doble en la CPU, y el resto

es tratado con precisión sencilla en la GPU.

3.2.3.2 Monte Carlo Cuántico

El método de Monte Carlo Cuántico (QMC, por sus siglas en inglés) es uno de los más exactos

para resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo. A diferencia de los métodos

ab initio variacionales, QMC se basa en la evaluación estocástica de las integrales involucradas.

Anderson y sus colaboradores [61], han demostrado cómo acelerar cálculos QMC mediante la

ejecución de kernels CUDA en las partes computacionalmente más intensas del algoritmo. Éstas

son la evaluación de las funciones base sobre una malla numérica y multiplicaciones matriciales

para la evaluación de los orbitales moleculares, sus gradientes y laplacianos.
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Caṕıtulo 4

Motivación, objetivos y metodoloǵıa

4.1 Motivación

El método de estructura electrónica MP2 es restringido a sistemas de tamaño pequeño y mo-

desto debido a su elevado costo computacional. Entre sus variantes, el método MP2 con la

aproximación de Espines Opuestos Escalados (SOS–MP2, por sus siglas en inglés) representa

una alternativa económica. Sin embargo, como se demuestra posteriormente en este trabajo, el

tiempo de pared involucrado en la evaluación de enerǵıa de correlación en cálculos SOS-MP2,

constituye el mayor porcentaje del tiempo total. Por lo tanto, es deseable la búsqueda de una

estrategia que permita la reducción en la o las etapas más demandantes del algoritmo respon-

sable del cómputo de esta enerǵıa.

El rendimiento computacional de las modernas Unidades de Procesamiento Gráfico (GPUs) y

la existencia de un paradigma de programación de alto nivel que permite su empleo en apli-

caciones numéricas, hacen de esta plataforma una buena alternativa para la reducción de los

tiempos de ejecución en cálculos SOS-MP2.

Aunque la incorporación de MPI en el código fuente del paquete de qúımica computacional

sobre el que se llevó a a cabo este proyecto constituye una alternativa viable para la reducción

del tiempo de cómputo, desafortunadamente el método aún no se encuentra paralelizado de

esta forma. La correspondiente implementación MPI requiriŕıa de mayor esfuerzo de progra-

mación, pues para maximizar las ventajas de este paradigma seŕıa deseable el reparto de carga

computacional entre varios procesadores de la evaluación de las integrales involucradas tanto
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en la etapa SCF como en la evaluación de la enerǵıa SOS-MP2.

4.2 Objetivos

El objetivo de este trabajo consistió en la modificación del paso más demandante compu-

tacionalmente del algoritmo que calcula la enerǵıa de correlación SOS-MP2, para permitir la

ejecución de éste en Unidades de Procesamiento Gráfico. El código sobre el que los cambios

fueron realizados, está implementado en el paquete de qúımica computacional Q-Chem [34].

Estas modificaciones fueron desarrolladas con el propósito de reducir el tiempo de ejecución

de los cálculos que usan el método de estructura electrónica anteriormente mencionado, y al

mismo tiempo, contribuir al desarrollo de Q-Chem como un código adaptable a los ambientes

de cómputo heterogéneo modernos.

4.3 Metodoloǵıa

La metodoloǵıa seguida en este proyecto es resumida en los siguientes procedimientos:

• Realización de cálculos de referencia en moléculas modelo (alcanos) para respaldar la mo-

tivación de la paralelización del código. Estos cálculos indicaron el porcentaje del tiempo

de pared total en cálculos de punto simple único (SP, por sus siglas en inglés) atribúıdos

a los pasos que componen el algoritmo, es decir, al método de campo autoconsistente y a

cada uno de los pasos que conforman el cálculo de la enerǵıa de correlación SOS-MP2.

• Una vez identificado el paso más demandante del algoritmo, se procedió al desarrollo de

códigos GPU modelo simples que emularan sus principales caracteŕısticas. Estos códigos

implementaron dos estrategias diferentes en el procesamiento de datos. Posteriormente se

realizaron cálculos de referencia para comparar el rendimiento computacional entre ambas

versiones.

• A la par de los códigos descritos en el párrafo anterior, se desarrolló un código MPI simple

que realiza el mismo procesamiento numérico que los primeros. Esto fue llevado con el fin

de comparar el rendimiento del procesamiento de datos en una GPU con el que se puede
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obtener en una implementación que haga uso de varios procesadores CPU para efectuar

el cómputo.

• Finalmente, se procedió a la implementación de la mejor estrategia encontrada en el

segundo punto en el código fuente de Q-Chem. Las rutinas desarrolladas fueron probadas

en moléculas de alcanos lineales de diferente longitud de cadena, y el speedup (aceleración)

logrado fue evaluado en cada una de ellas. Se realizó esta evaluación empleando dos

conjuntos base de Dunning: la cc-pVDZ y la cc-pVTZ.
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Caṕıtulo 5

Resultados

De acuerdo con la Gúıa de Mejores Prácticas en CUDA C, las optimizaciones de memoria

constituyen el área más importante para mejorar el rendimiento de aplicaciones orientadas al

cómputo numérico, en conjunto con la maximización del ancho de banda en la transferencia de

datos entre la CPU y el dispositivo GPU. Esto es logrado comúnmente mediante la minimi-

zación de transferencias de datos, agrupando muchas transferencias pequeñas en una mayor o

mejorando el ancho de banda entre el CPU y la GPU mediante el empleo de la llamada memoria

no paginable (apartada en la CPU). Esta última opción tiene la ventaja adicional de permitir

la ejecución simultánea de varios kernels en el dispositivo, y efectuar transferencias aśıncronas

CPU-GPU (si el dispositivo cuenta con dichas capacidades, aunque algunos dispositivos con

capacidad de cómputo1 2.x, y superiores soportan estas caracteŕısticas [62]).

En este trabajo, incorporamos en el código el copiado aśıncrono de datos, con el objetivo

de traslapar el cómputo con el copiado de memoria y dar lugar a una ejecución concurrente

potencial de kernels. Aunque una solución alternativa consiste en reducir únicamente transfe-

rencias de datos (lo que se puede llevar a cabo mediante agrupaciones de varias transferencias

en una sola y una serie posterior de ejecuciones secuenciales del kernel sobre segmentos del

buffer2), esta aproximación no permite un enmascaramiento3 de la comunicación CPU-GPU, y

1La capacidad de cómputo (compute capability) hace referencia a la versión del hardware.
2Un buffer es una región de memoria empleada para almacenar datos temporales, mientras son movidos de

una dirección a otra.
3El término “enmascaramiento”, en este contexto significa que el tiempo invertido en un proceso, puede

traslaparse con otro de mayor utilidad. En el caso del cḿputo heterogéneo con GPUs, es usual la búsqueda de
estrategias que traslapen el tiempo de comunicación de la CPU con el dispositivo, con procesamiento de datos.
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for (int i = 0; i < nTandas; ++i) {

int offset = i * streamSize;

cudaMemcpy(&d_a[offset], &a[offset], streamBytes);

kernel<<NumBlocks, ThreadsPerBlock >>(d_a, offset);

cudaMemcpy(&a[offset], &d_a[offset], streamBytes);

}

Figura 5.1: Ejemplo que ilustra transferencia de datos no aśıncrona entre el Huésped
(CPU) y el dispositivo (GPU).

adicionalmente, esta opción no ofrece una mejora en el ancho de banda, tal y como lo hace un

esquema de copiado aśıncrono de datos.

Para obtener un esquema de comunicación aśıncrona, se emplea una versión no bloqueadora

de transferencia de memoria entre la CPU y GPU. Esto es llevado a cabo mediante el uso de los

llamados streams, que son objetos creados en un contexto CUDA determinado y que permiten

el procesamiento de secuencias de operaciones en un orden espećıfico en el dispositivo GPU.

La ventaja del uso de estos objetos es que streams diferentes pueden realizar operaciones sobre

porciones diferentes de segmentos de memoria y, por lo tanto, pueden traslaparse (siempre y

cuando el dispositivo GPU cuente con esta caracteŕıstica habilitada), lo que se traduce en un

porcentaje de ocupación mayor en la memoria del dispositivo GPU.

Las diferencia entre los esquemas de comunicación aśıncrona y no aśıncrona pueden ilus-

trarse en los códigos mostrados en las figuras 5.1 y 5.2, en los que se realiza el procesamiento

de varios conjuntos de datos. En la figura 5.1 (que corresponde al caso de comunicación no

aśıncrona), d a y a son apuntadores en la memoria del huésped, y de la GPU, respectivamente.

La estrategia ilustrada garantiza la partición de un buffer en segmentos de igual tamaño, que

son procesados (copiados a memoria, posteriormente procesados mediante la llamada al kernel

y finalmente copiados a la memoria del huésped), de forma secuencial. La naturaleza secuencial

de este procesamiento se debe a que las funciones de copiado de memoria son llamadas bloquea-

doras, dicho de otra forma, el flujo del algoritmo en el huésped es pausado hasta la completitud

de esta función. Aunque la ejecución del kernel es una llamada no bloqueadora, el requerimiento

del copiado GPU-CPU necesariamente introduce una barrera temporal en el flujo del algoritmo.
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stream=malloc(nStreams*sizeof(cudaStream_t));

for (i=0;i<nStreams;i++){

cudaStreamCreate(stream+i);

}

for (int i = 0; i < nStreams; ++i) {

int offset = i * streamSize;

cudaMemcpyAsync(&d_a[offset], &a[offset],

streamBytes, stream[i]);

kernel<<NumBlocks,ThreadsPerBlock,0,stream[i]>>(d_a, offset);

cudaMemcpyAsync(&a[offset], &d_a[offset],

streamBytes, stream[i]);

}

Figura 5.2: Versión Aśıncrona 1. Ejemplo de procesamiento de datos con una GPU
mediante comunicación no bloqueadora.

Por otro lado, y con el fin maximizar el rendimiento computacional, es posible emplear funcio-

nes de copiado de memoria aśıncronas, las cuales son no bloqueadoras. Lo anterior es ilustrado

en la figura 5.2. En la Figura 5.2, se muestra una estrategia para llevar a cabo el copiado

de datos al dispositivo GPU de forma aśıncrona, es decir, mediante llamadas a funciones que

ceden el control al huésped inmediatamente después de ser invocadas, en diferentes “canales”

de operaciones. De esta manera, es posible traslapar el copiado de memoria con el cómputo en

la GPU, tal y como expone en la Figura 5.3. Para lograr lo anterior, las siguientes condiciones

deben ser satisfechas:

• Los apuntadores a la memoria CPU deben ser apartados mediante la función cudaHost-

Alloc, la cual aparta memoria no paginable.4

• Es necesaria la inicialización de objetos conocidos como streams en el contexto CUDA.

Cuando el dispositivo soporta ejecución concurrente de kernels, las instrucciones GPU

pueden traslaparse, y por lo tanto, se consigue un incremento significativo en el rendi-

4Este tipo de memoria es más accesible a la Memoria de Acceso Directo (DMA, por sus siglas en inglés, que
es intermediaria en la comunicación CPU-GPU), que la memoria paginable, empleada por la CPU al hacer uso
de la función cudaMemcpy.
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LINEAS DE TIEMPO DE EJECUCION

VERSION SECUENCIAL

VERSION ASINCRONA 1

VERSION ASINCRONA 2

Cola de copiado

Cola de Kernels

Cola de copiado

Cola de Kernels

Cola de copiado

Cola de kernels

TIEMPO

Figura 5.3: Esquema comparativo de diferentes versiones de cómputo GPU
aśıncrono. Las versiones presentadas son mostradas en las figuras 5.2 (Versión 1)
y 5.4 (Versión 2).

miento.

• Las funciones asociadas a la comunicación GPU deben ser sustituidas por su versión

aśıncrona.

Aqúı es importante notar que, dada la naturaleza no bloqueadora de las funciones involucra-

das, es posible reescribir el código expuesto en la figura 5.2 tal y como se ilustra en la figura

5.4. Ambos procedimientos producen los mismos resultados, sin embargo, se comportan de

diferente forma dependiendo de la generación del dispositivo empleado [63] (ver Figura 5.3 ).

Estas diferencias residen en la disponibilidad en el dispositivo de motores (engines) de copiado

Huésped-Dispositivo (H-D) y Dispositivo-Huésped (D-H), aśı como en la existencia del soporte

de ejecución concurrente de kernels. Aśı pues, dada la descontinuidad de las generaciones GPU

que no cuentan con la capacidad de copiado de memoria aśıncrono (es decir, que carecen de los

engines para el copiado aśıncrono H-D y D-H), y la amplia disponibilidad de dispositivos que
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stream=malloc(nStreams*sizeof(cudaStream_t));

for (i=0;i<nStreams;i++){

cudaStreamCreate(stream+i);

}

int offset;

for ( i = 0; i < nStreams; ++i) {

offset = i * streamSize;

cudaMemcpyAsync(&d_a[offset], &a[offset],

streamBytes, stream[i]);

}

for(i=0;i<nStreams;i++){

offset = i * streamSize;

kernel<<NumBlocks,ThreadsPerBlock,0,stream[i]>>(d_a, offset);

}

for{i=0;i<nStreams;i++}{

cudaMemcpyAsync(&a[offset], &d_a[offset],

streamBytes, stream[i]);

}

Figura 5.4: Versión Aśıncrona 2. Procesamiento de datos alternativo a la versión 1
(figura 5.2) mostrada arriba, empleando comunicación no bloqueadora.

śı cuentan con ésta, optamos por emplear un esquema similar al ejemplo ilustrado en la figura

5.2, dado que es el más adaptado a la generación GPU con capacidad de cómputo 2.x5

5.1 Evaluación del Código Serial

Para justificar la paralelización del algoritmo de la evaluación de la enerǵıa de correlación SOS-

MP2, se llevaron a cabo cálculos de referencia para determinar la dependencia de la fracción

del tiempo de pared total invertido en su evaluación, conforme el tamaño del sistema aumenta.

Estos cálculos se realizaron sobre alcanos de cadena lineal, con diferente longitud. La Figura 5.5

presenta un gráfico que muestra dicha variación. En ésta, se observa que para alcanos con una

longitud de cadena mayor o igual a 30 carbonos, el tiempo de ejecución asociado a la evaluación

5Para la nueva generación con capacidad de cómputo 3.x, no hay modificaciones en el rendimiento al emplear
cualquiera de los esquemas de comunicación presentados en las figuras 5.2 y 5.4.
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Figura 5.5: Tendencia en el porcentaje del tiempo de pared total invertido en la
evaluación de la enerǵıa de correlación de cálculos de punto simple único en alcanos
lineales.

de enerǵıa de correlación constituye más del 50% del tiempo de pared total (el porcentaje

restante corresponde al método SCF, durante el que se construyen los orbitales moleculares que

son usados posteriormente en el método SOS-MP2), y llega a constituir casi el 90% para la

cadena de 80 carbonos. Esta tendencia es un incentivo para la búsqueda de una solución que

permita una reducción en el tiempo de ejecución del algoritmo SOS-MP2.

Desplazando ahora el enfoque al algoritmo de evaluación de enerǵıa SOS-MP2, de los cálculos

de referencia se analizaron los tiempos de ejecución de los pasos de los cálculos de referencia

involucrados. Los resultados obtenidos son expuestos en la Figura 5.6.

De estos resultados, es notorio que el tiempo de pared de la evaluación de enerǵıa es do-

minado por la evaluación de las integrales tricéntricas (ia|P ) y la formación de las matrices

X̄α
KL. Dado que este último paso escala con un cuarto orden respecto el tamaño molecular y es

el más costoso computacionalmente, se procedió a investigar la posibilidad de emplear GPUs

para reducir el tiempo de pared asociado a dicho paso.

Primeramente, con el propósito de establecer metas en cuanto al speedup que puede introducir-

se mediante paralelización en el algoritmo, se analizó la tendencia en el porcentaje del tiempo

de pared total de éste atribúıdo al quinto paso, cuando el tamaño del sistema aumenta. De
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Figura 5.6: Comparación de los tiempos de pared seriales de diferentes pasos del
algoritmo de evaluación de enerǵıa SOS-MP2, para alcanos lineales, empleando la
base de Dunning cc-pVDZ y la base auxiliar rimp2-cc-pVDZ. Sólo las etapas que
constituyen los mayores porcentajes del tiempo de pared total del algoritmo SOS-
MP2 son mostradas: formación de integrales (ia|P ), formación de matrices BQ

ia, y
formación de matrices X

α
KL .

Figura 5.7: Porcentaje del tiempo de pared invertido en la formación de las matrices
X, respecto al tiempo de pared del algoritmo SOS-MP2
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esa tendencia, se encuentra que el máximo procentaje del tiempo de pared representado por la

formación de las matrices X es del 65% (ver Figura 5.7), y la tendencia parece prevalecer para

sistemas más grandes que los tratados aqúı. Considerando dicha proporción como paraleliza-

ble, y asumiendo que el 35% restante es secuencial, se puede establecer una cota superior en

el speedup que se espera observar después de la paralelización, mediante el empleo de la ley de

Amdahl [62],

S =
1

(1− P ) + P
N

. (5-1)

En esta ecuación, P es la fracción del tiempo de ejecución secuencial total invertido en el

segmento de código que es paralelizable, y N es el número de procesos sobre los que el código

paralelo es ejecutado.

Usando la Ecuación (5-1), se encuentra que el máximo speedup esperado después de la imple-

mentación de paralelización, es 2.86. Si este speedup es logrado en el algoritmo, se espera un

speedup de 2.0 en el cálculo SP, suponiendo que el tiempo de ejecución de la evaluación de

enerǵıa constituya el 80% del tiempo de ejecución total (ver figura 5.5.)

5.2 Código Modelo y Comparación con MPI

Como ya se expuso en párrafos anteriores, el empleo de transferencias de datos CPU-GPU

aśıncronas para lograr concurrencia en el cómputo y copiado de memoria (y posiblemente, con-

currencia de diferentes kernels) se traduce en una ocupación de memoria más eficiente y con

mayor rendimiento. Tomando en consideración dicha posibilidad, se investigaron los efectos al

usar una GPU como coprocesador, con y sin el uso de comunicación aśıncrona en un código

similar al encontrado en Q-Chem. Para ello, fue llevado a cabo un análisis de rendimiento en

multiplicación de matrices usando CUBLAS [60] (la biblioteca de subrutinas de álgebra lineal

de NVIDIA CUDA), y la función cblas dgemm [64] de la biblioteca MKL de Intel. El programa

escrito para efectuar este propósito fue compilado usando la biblioteca MKL, el compilador icc

versión 13.0.1 y CUDA, versión 6.0. Los cálculos fueron llevados a cabo empleando un proce-

sador CPU IntelTMXeonTMa 2.60 GHz, y una GPU Tesla M2090 (capacidad de cómputo 2.0).
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Figura 5.8: Comparación de tiempos de pared en multiplicación de matrices cua-
dradas, usando a) una GPU como coprocesador, sin emplear comunicación no blo-
queadora, b) la función cblas dgemm de la biblioteca MKL, y c) una GPU como
coprocesador y con comunicación no bloqueadora. Los resultados mostrados conside-
ran el procesamiento de 200 multiplicaciones, y fueron promediados sobre 10 cálculos
diferentes.

Dando más detalles respecto al código empleado en este análisis (el cual puede ser consultado en

el Anexo II de esta tesis), se hizo un esfuerzo por simular las caracteŕısticas principales del paso

correspondiente a la formación de las matrices X, de tal forma que éste inicializa un arreglo

grande de datos (matriz) con números aleatorios, dentro de un bucle con un número de ciclos

determinado. Dentro de este bucle, la matriz es multiplicada por su transpuesta y adicionada a

una matriz de prueba. Los resultados del análisis expuesto son representados en la Figura 5.8,

y la comparación de los speedups6 correspondientes respecto a la versión serial, son ilustrados

en la Figura 5.9.

El traslape del cómputo con el copiado de datos entre la memoria Huésped-Dispositivo, es

corroborado al efectuar el perfilamiento de las llamadas a funciones CUDA (para lo cual, se

6El speedup se define como la razón entre el tiempo de pared de la versión serial y la versión paralela del
mismo código.
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Figura 5.9: Comparación de los speedups logrados al emplear comunicación bloquea-
dora y no bloqueadora en el procesamiento de la multiplicación de matrices con una
GPU.

hizo uso de la herramienta nvprof de NVIDIA), ilustrado en la Figura 5.10.

De este análisis se encontró, que cuando se emplea la GPU no hay speedup cuando la dimensión

de la matriz cuadrada es pequeña (en este caso, igual a 200), dado que la latencia del bus PCI

en esta situación representa una fracción significativa del tiempo de pared. Por otro lado, para

matrices de dimensiones mayores, se observan speedups que se incrementan al incrementarse el

tamaño de la matriz en cuestión, y éstos llegan a ser 5 y 6, para las versiones bloqueadora y no

bloqueadora, respectivamente.

Para introducir concurrencia en la multiplicación de matrices y los procesos de comunicación,

se propuso un esquema de procesamiento por tandas, en el cual grupos de N matrices son ini-

cializadas y después procesadas y multiplicadas por su transpuesta dentro de una sola llamada

a una función que hace uso de CUBLAS, de forma aśıncrona para cada matriz de la tanda. El

valor de N en este estudio fue igualado a 3 para todos los casos.

Adicionalmente, con fines comparativos, un código similar fue escrito empleando la biblioteca

estándar de transferencia de mensajes entre procesos (MPI [40], por sus siglas en inglés), el cual

puede ser consultado en el Anexo II de esta tesis. Este código realiza el procesamiento de
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Figura 5.10: Ĺınea de tiempo que muestra el traslape entre los procesos de copiado
de memoria entre la CPU y el dispositivo, en la multiplicación de 2 matrices de
1000× 1000 elementos.

un determinado número de matrices repartiendo de forma balanceada la carga computacional

entre un número arbitrario de procesos. Los resultados de las pruebas de rendimiento de este

código, son mostrados en la Figura 5.11. De estos resultados vale la pena hacer notar que

mediante este esquema de paralelización es posible reducir el tiempo de pared en el procesa-

miento de datos, obteniéndose un speedup similar al obtenido al incorporar una GPU, cuando

el cómputo se efectúa entre 6 procesadores. De esta forma, obtenemos una comparación en

el rendimiento usando dos paradigmas diferentes de programación paralela, lo que permitiŕıa

realizar posteriores análisis de costo-beneficio en el empleo de éstos. Por ejemplo, Betkaoui [65],

ha reportado que en aplicaciones de cómputo numérico, espećıficamente en operaciones de tipo

3 de la biblioteca BLAS (multiplicaciones de matrices) con elementos de punto flotante, la GPU

requiere de menos cantidad de enerǵıa por operación de punto flotante en comparación con la

implementación paralela sobre CPUs.

Cabe recordar que las razones por las que se llevó a cabo la programación usando CUDA, son

expuestas en la sección 4.1, y además tomando en consideración que las nuevas versiones CUDA

pueden usarse en un contexto MPI, es razonable realizar en primer lugar una implementación

considerando CUDA, y garantizar el buen funcionamiento del código serial, para después con-

siderar una paralelización que haga uso de MPI.
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Figura 5.11: Rendimiento del código MPI en la multiplicación de 100 matrices
cuadradas. Los datos mostrados son resultado de promediar sobre 10 cálculos.

5.3 Implementación Computacional

Con motivo en estos resultados, en Q-Chem se implementaron una serie de rutinas dentro del

código que es responsable del cómputo de las enerǵıas SOS-MP2. Estas rutinas efectúan la

inicialización de los streams, la multiplicación de matrices usando CUBLAS en un esquema

de tandas y de forma aśıncrona, y la destrucción de los streams. El algoritmo modificado es

descrito con mayor detalle en el pseudocódigo ilustrado en la figura 5.12.

Las caracteŕısticas principales del algoritmo descrito arriba son las siguientes:

• El valor del tamaño de la tanda, NBatchsize, es establecido de acuerdo a un parámetro

fijado en el programa y que establece el número máximo de datos de tipo punto flotante

de doble precisión a procesar en la GPU. Algunos perfilamientos que muestran cómo vaŕıa

el tamaño de la tanda con el tamaño del sistema son mostrados en el Anexo I.
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Algoritmo 2: Formación de la matriz X con CUDA.

Result: Formación de las matrices X con CUDA
Inicialización del contexto CUDA;
Cálculo de NBatchsize;
Creación de Streams;
for i ← 0 to 7 do

Aparta memoria no paginable en la CPU para las matrices B y X;
for j ← 0 to O in NBatchsize steps do

Lee Batchsize matrices B;
for k ← 0 to Batchsize do

Escala los coeficientes BQ
ia;

for k ← 0 to Batchsize do
if matrixsize < threshold then

Multiplica las matrices por segmentos;

Transferencia aśıncrona CPU-GPU en el stream[i];
Ejecución del kernel en el stream[i];
X ← Transferencia aśıncrona GPU-CPU en streams[i]

Incrementa Energia

Figura 5.12: Formación de la matriz X empleando una unidad de procesamiento
gráfico. En este algoritmo el bucle más externo corre sobre los puntos de la cuadratura
numérica introducidos en la ecuación 2-82.

• El número de streams que se crean en el contexto es igual a NBatchsize, de tal forma

que cada matriz de la tanda es procesada de forma independiente en cada stream, con el

fin de enmascarar las comunicaciones CPU-GPU y GPU-CPU.

• Cuando las matrices a considerar son más grandes que las establecidas por el parámetro

anteriormente mencionado (lo que produce que el programa establezca NBatchsize igual

a 1), éstas son divididas en la memoria CPU y la multiplicación de matrices se efectúa

por segmentos en la memoria GPU, mediante una rutina implementada en una biblioteca

en desarrollo en Q-Chem ( [59])7. Un ejemplo de perfilamiento que muestra esta división

de matrices por la rutina mencionada, es mostrado en el Anexo I.

En este trabajo se efectuó la compilación del código fuente de Q-Chem con los compiladores

Intel 2013, por lo que las funciones dedicadas a operaciones de álgebra lineal (por ejemplo,

7Cabe resaltar que al incorporar esta rutina en el algoritmo, se encontró un error en la programación de la
misma, el cual fue resuelto y la corrección fue incorporada al código.
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multiplicación vector-escalar, producto punto, multiplicación de matrices.) son llevadas a cabo

mediante las funciones que conforman la biblioteca MKL de Intel.

Con el objeto de evaluar la mejora que se introduce al emplear un esquema de comunicación no

bloqueadora en el procesamiento de datos, se introdujo en el código una simple sustitución de

la rutina que realiza la multiplicación de matrices (empleando la función serial cblas dgemm)

correspondiente a la Ecuación 2-88 por su análoga de la biblioteca CUBLAS (cublas dgemm),

que como se ha justificado en párrafos anteriores, corresponde al paso más demandante del

algoritmo. Unos cálculos de referencia fueron llevados a cabo empleando esta aproximación

usando alcanos lineales como referencia y la base doble-ζ cc-pVDZ, y de la misma forma, se lle-

varon a cabo los mismos cálculos empleando esta vez el esquema presentado en el pseudocódigo

anterior. Los resultados de dichos cálculos de referencia son mostrados en la figura 5.13.

Además, para hacer más evidente la diferencia en el desempeño, los speedups logrados en este

paso del algoritmo con ambos esquemas, son mostrados en la figura 5.14.

Como consecuencia de esta aceleración en la evaluación de las matrices X, se obtienen los

speedups en la evaluación de la enerǵıa de correlación SOS-MP2 que se muestran en la Figura

5.15, en donde es notorio que los cálculos de evaluación de enerǵıa SOS-MP2 se ejecutan casi

tres veces más rápido que su versión serial, para los mejores casos. Por otro lado, dado que los

cálculos de qúımica computacional adquieren mayor exactitud al aumentar el tamaño de la base,

los cálculos anteriores fueron repetidos utilizando una base triple-ζ y la base auxiliar rimp2-cc-

pVTZ. Los resultados de estos cálculos de referencia son mostrados gráficamente en la figura

5.16, en donde se observa que la ejecución del cálculo de enerǵıa de correlación es alrededor de

2.5 veces más rápido que su versión serial, para el caso de los sistemas más grandes. De estos

resultados, es notorio que las aceleraciones para la base triple-ζ son en general menores a los

obtenidos en el caso de los cálculos efectuados con la base doble-ζ. Analizando con detalle los

resultados, se encontró que hay una variación en el tiempo de pared asociado a la formación de

las integrales (ia|P ) mayor en el caso de los cálculos triple-ζ (los tiempos tienden a ser mayores

que sus análogos seriales), lo que se traduce en una disminución en la aceleración de los mismos.

Después de realizar un seguimiento en una serie de cálculos mediante las herramientas de

monitoreo de linux (top, free, ps, dstat), se encontró que los accesos de entrada/salida (debidos

al almacenamiento de las integrales en archivos temporales) para los cálculos paralelizados,
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Figura 5.13: Comparación de los tiempos de ejecución en la evaluación de enerǵıa
de las versiones de Q-Chem con y sin comunicación no bloqueadora, en conjunto con
el tiempo de ejecución encontrado en el código original, para alcanos lineales, usando
las base doble-ζ cc-pVDZ/rimp2-cc-pVDZ. El valor del tamaño de la tanda para el
caso de la comunicación no bloqueadora fue fijado en cinco. Sólo se muestra el tiempo
para la formación de las matrices X.

fueron, en promedio, más lentos que los seriales. Sin embargo, no existe una razón por la cual

las modificaciones hechas al código interfieran con estos accesos, dado que las modificaciones

entran en juego después de la completitud de la formación de estas integrales , ver sección 3.3

Teoŕıa SOS-MP2, por lo que conclúımos que el comportamiento del hardware es responsable de

estas variaciones, y no se debe a la implementación computacional descrita.

5.4 Calidad numérica

Dado que las rutinas desarrolladas están programadas para realizar todas las operaciones con

datos de punto flotante con precisión doble, los resultados obtenidos al hacer uso de una GPU

son idénticos a los obtenidos al realizar los cálculos completamente con una CPU. A excepción de

unos pocos casos, los resultados variaron de forma no significativa. Por ejemplo, en el cómputo
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Figura 5.14: Comparación de speedups entre la versión bloqueadora y no bloquea-
dora, considerando solamente la formación de las matrices X, del algoritmo de evalua-
ción de enerǵıa SOS-MP2, de alcanos lineales. La base que se empleó fue la doble-ζ
cc-pVDZ

de la enerǵıa de correlación en el alcano de 70 carbonos empleando una base cc-pVTZ/rimp2-cc-

pVTZ, la diferencia entre las enerǵıas obtenidas sin emplear y al usar una GPU fue de 4×10−4

Hartrees (0.26 kcal mol−1).

Con el fin de comparar los valores de enerǵıa calculados con el método SOS-MP2 y la base

cc-pVDZ/rimp2-cc-pVDZ, con los obtenidos mediante cálculos MP2/cc-pVDZ, se determinó el

valor de la diferencia de enerǵıa de correlación por part́ıcula8 obtenido en cada método, para

cada alcano considerado en este estudio.9 Los resultados son mostrados en la figura 5.17.

8Es decir, la razón entre la enerǵıa de correlación y el número de electrones de la molécula.
9A excepción del alcano de 80 carbonos, dado que no fue posible calcular la enerǵıa MP2 con Q-Chem,

posiblemente por un error en la programación del método.
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Figura 5.15: Speedups logrados como función del tamaño de la cadena de alcanos
lineales, en el algoritmo responsable del cómputo de la enerǵıa SOS-MP2. La base
empleada en los cálculos fue doble-ζ cc-pVDZ

Figura 5.16: Speedups logrados como función del tamaño de la cadena de alcanos
lineales, en el algoritmo responsable del cómputo de las enerǵıas SOS-MP2. La base
empleada en los cálculos de referencia fue la triple-ζ
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Figura 5.17: Valor de la diferencia entre la enerǵıa de correlación por part́ıcula
obtenida mediante el método SOS-MP2, base cc-pVDZ/rimp2-cc-pVDZ (ESOS−MP2

part )

y la obtenida mediante por el método MP2/cc-pVDZ (EMP2
part ). Los valores mostrados

corresponden a ESOS−MP2
part − EMP2

part .
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Las conclusiones que se derivan de este trabajo son resumidas en los siguientes puntos:

• Los códigos modelo diseñados confirman que el rendimiento numérico logrado con la arqui-

tectura de las Unidades de Procesamiento Gráfico supera el rendimiento en la mutiplica-

ción de matrices al emplear la biblioteca MKL, caracterizada por una buena optimización

para procesadores Intel. Además, este rendimiento es mejorado cuando es incorporada

una comunicación no bloqueadora en el tratamiento de datos, lo que permite enmascarar

el tiempo dedicado a la transferencia de información entre la GPU y CPU, y además, hay

en una mejora en el ancho de banda de transferencia de los mismos. De esta forma, es

posible acelerar también cálculos de sistemas pequeños, que de otra manera, seŕıan más

lentos debido a la latencia del bus PCI.

• El código modelo que incluye el procesamiento de matrices empleando MPI, predice que el

rendimiento conseguido con 6 procesadores es aproximadamente el mismo que al emplear

una GPU para efectuar cálculos de este tipo. Esto puede tomarse como punto de partida

para llevar a cabo un estudio detallado sobre el costo-beneficio del empleo de uno o el

otro paradigma de programación, puesto que ambos tienen diferentes requerimientos de

enerǵıa.

• Al incorporar el modelo no bloqueador en el código fuente de Q-Chem, se obtiene una

mejora significativa en el speedup del paso más demandante del algoritmo, en comparación
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con un modelo bloqueador, y por lo tanto, se hace un uso más eficiente del hardware al

aprovechar esta caracteŕıstica.

• Aunque en principio, la utilidad de la GPU se ve limitada por su capacidad de memoria

relativamente pequeña (la GPU Tesla M2090 tiene una capacidad de 2 GB), incapaz de

procesar matrices muy grandes, este problema ha sido solucionado al incorporar en el

código una rutina implementada en una biblioteca en desarrollo de Q-Chem. Aśı, una

vez que se realicen cálculos sobre sistemas suficientemente grandes, un parámetro umbral

determina las particiones a realizar sobre las matrices en cuestión, y éstas son procesadas

secuencialmente en la GPU.

• El speedup teórico que puede alcanzarse considerando que sólo el paso más demandante

del algoritmo de evaluación de enerǵıa SOS-MP2 es el paralelizable, fue establecido de

acuerdo a la ley de Amdahl. Se demuestra que se consigue un speedup que constituye

aproximadamente el 90% de este ĺımite para el caso de cálculos con la base cc-pVDZ en

el alcano con cadena de 80 carbonos, y uno ligeramente menor para el mismo sistema con

base cc-pVTZ.
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Anexo I

En este anexo, se muestran algunos perfilamientos de las llamadas a funciones CUDA en el paso

del algoritmo más demandante computacionalmente. Éstos muestran la ejecución y la duración

de las funciones y fueron obtenidos empleando la herramienta gráfica nvprof de NVIDIA.

Figura 7.1: Segmento de ĺınea del tiempo. Perfilamiento del cálculo SOS-MP2 con
la herramienta NVIDIA Visual Profiler para decano, base triple-ζ cc-pVTZ
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Figura 7.2: Segmento de ĺınea del tiempo. Perfilamiento del cálculo SOS-MP2 con
la herramienta NVIDIA Visual Profiler para el alcano lineal de 40 carbonos, base
triple-ζ cc-pVTZ

Figura 7.3: Segmento de ĺınea del tiempo. Perfilamiento del cálculo SOS-MP2 con
la herramienta NVIDIA Visual Profiler para el alcano lineal de 80 carbonos, base
triple-ζ cc-pVTZ
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Manejo de matrices grandes

Figura 7.4: Ĺınea del tiempo parcial. Perfilamiento del cálculo SOS-MP2 con la
herramienta NVIDIA Visual Profiler para decano, base triple-ζ cc-pVTZ. A diferencia
de la figura 7.1, en este caso el parámetro que determina el tamaño umbral para
particionar las matrices fue modificado de tal forma que la multiplicación de matrices
AB = C es llevada a cabo dividiendo la matriz B en dos, y la operación es completada
efectuando dos multiplicaciones de matrices.
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Anexo II

/*Este programa es empleado para probar el rendimiento de GPU en la multiplicacion

* de matrices empleando DGEMM

* Uso:

* ./a.out rows dummy columns ciclos

* Donde se especifican de las dimensiones de la matriz A (rows*dummy), B(dummy*columns)

* y ciclos es el numero de ciclos en los que el programa genera las matrices

* aleatorias A y B y efectua la multiplicacion

*

* En esta version, se emplean streams para acelerar la multiplicacion de matrices

*/

/* Includir system */

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <string.h>

#include <time.h>

#include <sys/time.h>

/* Incluir cuda */

#include <cuda_runtime.h>

#include <cublas_v2.h>

#include "mkl.h"

#include "run_cublas_luis.C"

#define MIN(X,Y) ((X) < (Y) ? (X) : (Y))
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inline cudaError_t checkCuda(cudaError_t result)

{

if (result != cudaSuccess) {

fprintf(stderr, "CUDA Runtime Error: %sn",

cudaGetErrorString(result));

exit(2);

}

return result;

}

double getTimeElapsed(struct timeval end, struct timeval start)

{

return (end.tv_sec - start.tv_sec) + (end.tv_usec - start.tv_usec) / 1000000.00;

}

/* Main */

int main(int argc, char **argv)

{

cublasStatus_t status;

timeval inicio,fin;

cudaError_t error;

int I3, I1, dummy,j,MAX,Num1,k;

long int NBatchsize;

double *cpu_A, *cpu_B;

double *h_A;

double *h_B;

double *h_C;

double *h_C_ref;

double *d_A = 0;

double *d_B = 0;

double *d_C = 0;

double alpha = 1.0f;

double beta = 1.0f;

long int sizeA, sizeC, sizeB;
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int ciclos,verif ;

int i, deviceCount;

clock_t start, end;

double error_norm, seconds;

double ref_norm;

double diff;

int rows, columns, device=0;

/*Variables cuBLAS */

cublasHandle_t handle;

cudaStream_t *streamId;

cudaDeviceProp deviceProp;

cudaError_t cudaResultCode = cudaGetDeviceCount(&deviceCount);

if (cudaResultCode != cudaSuccess){

printf("!!! Error, no hay dispositivo GPU");

exit(1);

}

if(argc != 5){

printf("Error, uso: ./program rows dummy columns ciclos\n");

exit(1);

}

/*Probando las capacidades del dispositivo */

cudaGetDeviceProperties(&deviceProp,device);

if(deviceProp.asyncEngineCount > 0)

printf("El dispositivo soporta transferencia de datos y ejecucion de kernels

de forma concurrente, %d\n",deviceProp.asyncEngineCount);

if(deviceProp.concurrentKernels == 1)

printf("El dispositivo soporta ejecucion concurrente de kernels \n");

63



rows = atoi(argv[1]);

dummy = atoi(argv[2]);

columns = atoi(argv[3]);

ciclos = atoi(argv[4]);

sizeA = rows*dummy;

sizeC = rows*columns;

sizeB = dummy*columns;

/* Inicializa CUBLAS */

printf("Test CUBLAS corriendo...\n");

status = cublasCreate(&handle);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "Error en inicializacion de CUBLAS !!!\n");

return EXIT_FAILURE;

}

checkCuda(cudaMallocHost(&h_C,sizeC * sizeof(h_C[0])));

h_C_ref = (double *)malloc(sizeC*sizeof(double));

if (h_C_ref == 0)

{

fprintf(stderr, "Error en apartado de memoria en el Host (C) !!!\n");

return EXIT_FAILURE;

}

/*Inicializacion de datos en h_C y h_C_ref*/

for(i=0;i<sizeC; i++){

h_C[i] = 0;

h_C_ref[i] = 0;

}

/*Comienza medicion de tiempo */
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gettimeofday(&inicio, NULL);

/*Este programa asume que las tandas de matrices seran de 5 elementos */

NBatchsize=5;

/*Procesamiento de datos en la CPU */

#ifdef CPU_ONLY

for(i=0;i<ciclos;i+=NBatchsize){

Num1 = MIN(i+NBatchsize,ciclos) - i;

cpu_A = (double *)malloc(sizeof(double)*sizeA*Num1);

if (cpu_A == 0)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria en host (cpu_A)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

cpu_B = (double *)malloc(sizeof(double)*sizeB*Num1);

if (cpu_B == 0)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria en host (cpu_B)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

srand(i);

for (k = 0; k < sizeA*Num1; k++)

{

cpu_A[k] = rand() / (double)RAND_MAX;

}

for(k=0; k < sizeB*Num1; k++){
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cpu_B[k] = rand()/(double)RAND_MAX;

}

for(k=0;k<Num1;k++){

cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,CblasTrans,rows,columns,dummy,alpha,

cpu_A+sizeA*k,rows,cpu_B+sizeB*k,columns,beta,h_C_ref,rows);

}

free(cpu_A);

free(cpu_B);

}

#else

/*Apartando memoria para los cudaStreams */

streamId = (cudaStream_t *)malloc(NBatchsize*sizeof(cudaStream_t));

if (streamId == 0)

{

fprintf(stderr, "!!!!Error en el apartado de memoria en el host (streamId)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

/*Creacion de los streams*/

for(i=0;i< NBatchsize ;i++){

if(cudaStreamCreate(&streamId[i]) != cudaSuccess){

printf("Error en la creacion de streams \n");

exit(2);

}

}

#ifdef COMPROBACION
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int error_flag =0;

#endif

/*Tratando de emular las condiciones en el programa, se apartan los arreglos

*del tamano apropiado

*para "cargar" una tanda de datos.

*/

for(i=0;i<ciclos;i+=NBatchsize){

Num1 = MIN(i+NBatchsize,ciclos) - i;

if((Num1 != NBatchsize) || i==0){

checkCuda(cudaMallocHost(&h_A,sizeA *Num1* sizeof(h_A[0])));

checkCuda(cudaMallocHost(&h_B,sizeB * Num1*sizeof(h_B[0])));

#ifdef COMPROBACION

cpu_A = (double *)malloc(sizeof(double)*Num1*sizeA);

cpu_B = (double *)malloc(sizeof(double)*Num1*sizeB);

#endif

}

srand(time(NULL));

for (k = 0; k < sizeA*Num1; k++)

{

h_A[k] = rand() / (double)RAND_MAX;

#ifdef COMPROBACION

cpu_A[k] = h_A[k];

#endif

}

for(k=0; k < sizeB*Num1; k++){

h_B[k] = rand()/(double)RAND_MAX;
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#ifdef COMPROBACION

cpu_B[k] = h_B[k];

#endif

}

if(i==0){

I3=1;

I1=0;

}

else if(Num1 == NBatchsize){

I3=0;

I1=1;

}

else{

I3=2;

I1=2;

}

verif=run_cublas_batched(handle,CUBLAS_OP_N,CUBLAS_OP_T,&rows,&columns,&dummy,

&alpha,h_A,&rows,h_B,&columns,&beta,h_C,&rows,&I3,&I1,Num1,streamId);

#ifdef COMPROBACION

printf("Entrando a cblas\n");

for(k=0;k<Num1;k++){

cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,CblasTrans,rows,columns,dummy,alpha,

cpu_A+sizeA*k,rows,cpu_B+sizeB*k,columns,beta,h_C_ref,rows);

}

diff=0.0;

for(k=0;k<sizeC;k++){

diff += abs(h_C[k] - h_C_ref[k]);

}

if(diff > 0.00001){

error_flag += 1;;
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}

#endif

if(verif != 0){

printf("Error en la funcion run_cublas_batched\n");

exit(2);

}

if((Num1 + NBatchsize)>ciclos ){

cudaFreeHost(h_A);

cudaFreeHost(h_B);

#ifdef COMPROBACION

free(cpu_A);

free(cpu_B);

#endif

}

}

#ifdef COMPROBACION

if(error_flag != 0){

printf("Resultado de Comprobacion de Datos: Error, los resultados CPU difieren de los GPU\n");

}else{

printf("Resultado de Comprobacion de Datos: Ok\n");

}

#endif

cudaFreeHost(h_C);

free(streamId);

#endif
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gettimeofday(&fin, NULL);

double time_elapsed = getTimeElapsed(fin, inicio);

printf("Tiempo de pared : %f \n", time_elapsed);

return 0;

}

Notas: Este programa fue compilado empleando la biblioteca MKL de Intel. Las directivas

de compilación permiten que este programa pueda ser compilado para que el cómputo se realice

exclusivamente en la CPU. Cuando la variable de compilación COMPROBACION es definida

(lo que se logra usando la bandera -DCOMPROBACION al momento de compilar), el progra-

ma compara los resultados obtenidos al efectuar al cómputo en la GPU con los obtenidos en la

CPU, y determina si ambos son equivalentes dentro de un margen de error determinado.

Función CUBLAS para multiplicación de matrices

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <unistd.h>

#include <stdlib.h>

#include <cublas.h>

#include <cuda_runtime.h>

/*Esta funcion ejecuta multiplicaciones de matrices almacenadas

* en arreglos (A y B), realizando una multiplicacion de forma separada

* en diferente stream */

int run_cublas_batched(cublasHandle_t handle, cublasOperation_t transA,

cublasOperation_t transB, int *m, int *n, int *k,

double *alpha, double *A, int *lda, double *B, int *ldb,

double *beta, double *C, int *ldc, int *I3, int *I1, int BatchCount,

cudaStream_t *streams){

int sizeA= (*m) * (*k), sizeB= (*n) * (*k), sizeC= (*m) * (*n);
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double *d_globalA, *d_globalB,*d_C;

int i;

cublasStatus_t status;

if(*I3 ==1){

if (cudaMalloc((void **)&d_globalA, sizeA * sizeof(A[0])*BatchCount) != cudaSuccess)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria GPU (allocate A)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

if (cudaMalloc((void **)&d_globalB, sizeB * sizeof(B[0])*BatchCount) != cudaSuccess)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria GPU (allocate B)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

}

if (cudaMalloc((void **)&d_C, sizeC * sizeof(C[0])) != cudaSuccess)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el apartado de memoria GPU (allocate C)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

status = cublasSetVector(sizeC, sizeof(C[0]), C, 1, d_C, 1);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (write C)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

for(i=0;i<BatchCount;i++){

status = cublasSetVectorAsync(sizeA, sizeof(A[0]), A+sizeA*i, 1, d_globalA+sizeA*i,

1,streams[i]);
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if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (write A)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

status = cublasSetVectorAsync(sizeB, sizeof(B[0]), B+sizeB*i, 1, d_globalB+sizeB*i,

1,streams[i]);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (write B)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

status=cublasSetStream(handle,streams[i]);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (stream) \n");

return EXIT_FAILURE;

}

status = cublasDgemm(handle, transA, transB, *m, *n, *k, alpha, d_globalA+sizeA*i,

*lda, d_globalB+sizeB*i, *ldb, beta, d_C,*ldc);

if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en ejecucion de cublasDgemm\n");

return EXIT_FAILURE;

}

status = cublasGetVectorAsync(sizeC, sizeof(C[0]), d_C, 1, C, 1,streams[i]);
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if (status != CUBLAS_STATUS_SUCCESS)

{

fprintf(stderr, "!!!! Error en el acceso al dispositivo (get C)\n");

return EXIT_FAILURE;

}

}

if(*I3 ==*I1){

cudaFree(d_globalA);

cudaFree(d_globalB);

}

cudaFree(d_C);

return 0;

}

Programa que usa MPI

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <stdio.h>

#include <time.h>

#include "mkl.h"

#include "mpi.h"

#define SIZE_X 1024

#define SIZE_Y 20

void aumenta_matriz(double *output_final, double *intermedio,int size){

int i;

for(i=0;i<size;i++){

output_final[i] = output_final[i] + intermedio[i];

}

}
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int main(int argc, char **argv){

int rank=0,size,i,j,k,l;

double *output_final,a,*intermedio, start_time, finish_time;

double *local_A,*local_B, alpha=1.0f, beta=1.0f;

int n,rows,dummy,columns,ciclos,sizeA,sizeB,sizeC;

MPI_Init(&argc, &argv);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD,&rank);

MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD,&size);

MPI_Status status;

if(argc != 5){

printf("Error, uso: ./program rows dummy columns ciclos\n");

exit(1);

}

rows = atoi(argv[1]);

dummy = atoi(argv[2]);

columns = atoi(argv[3]);

ciclos = atoi(argv[4]);

sizeA = rows*dummy;

sizeC = rows*columns;

sizeB = dummy*columns;

//Tiempo de inicio

start_time = MPI_Wtime();

//Establecemos el numero de matrices que procesara cada proceso

n = ciclos/size;

if(rank < ciclos%size){
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n = n + 1;

}

local_A = (double *)malloc(sizeA*sizeof(double));

local_B = (double *)malloc(sizeB*sizeof(double));

intermedio = (double *)malloc(sizeC*sizeof(double));

for(i=0;i<sizeC;i++){

intermedio[i] = 0.0;

}

for(i=0;i<n;i++){

srand(time(NULL));

for (k = 0; k < sizeA; k++)

{

local_A[k] = rand() / (double)RAND_MAX;

}

for(k=0; k < sizeB; k++){

local_B[k] = rand()/(double)RAND_MAX;

}

cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,CblasTrans,rows,columns,dummy,alpha,

local_A,rows,local_B,columns,beta,intermedio,rows);

}

//Los procesos diferentes del rango 0, envian sus datos al rango 0

if(rank != 0){
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MPI_Send(intermedio,sizeC,MPI_DOUBLE,0,10,MPI_COMM_WORLD);

}else{

output_final = (double *)malloc(sizeC*sizeof(double));

//Inicializacion de la matriz output final/

for(i=0;i<sizeC;i++){

output_final[i]=0.0 ;

}

aumenta_matriz(output_final,intermedio,sizeC);

for(i=1;i<size;i++){

MPI_Recv(intermedio,sizeC,MPI_DOUBLE,MPI_ANY_SOURCE,10,MPI_COMM_WORLD,&status);

aumenta_matriz(output_final,intermedio,sizeC);

}

/*

printf ("\n Top left corner of matrix : \n");

for (i=0; i<6; i++) {

for (j=0; j<6; j++) {

printf ("%12.0f", output_final[j+i*rows]);

}

printf ("\n");

}

*/

free(output_final);

}

finish_time=MPI_Wtime();

if(rank ==0){

printf("Tiempo de multiplicacion: %f segundos\n",finish_time - start_time);

}
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free(local_A);

free(local_B);

free(intermedio);

MPI_Finalize();

return 0;

}
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Apéndice A

La aproximación de

Born-Oppenheimer

Los estados electrónicos adiabáticos definidos en la ecuación 2-9, definen una base completa, da-

da la hermiticidad de Hel. De esta forma, las soluciones a la ecuación 2-1 pueden ser expresadas

en esta base de la siguiente forma:

ψ(r,R) =
∑
a

χa(R)φa(r;R) (A-1)

Para encontrar los coeficientes χa(R) de esta expansión, procedemos de la siguiente manera:

Después de la inserción de la ecuación A-1 en 2-1, obtenemos:

Ĥmolψ(r,R) =
(
Ĥel(R) + T̂nuc + V̂nuc−nuc

)∑
a

χa(R)φa(r;R)

=
∑
a

[Ea(R) + Vnuc−nuc]χa(R)φa(r;R) +
∑
a

T̂nucχa(R)φa(r;R) (A-2)

= E
∑
a

χa(R)φa(r;R)

Multiplicando la ecuación anterior por φ∗
b(r;R) e integrando sobre todas las coordenadas

electrónicas, obtenemos la siguiente expresión (aprovechando la ortogonalidad de la base adiabáti-
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ca):

∫
drφ∗

b(r;R)Ĥmolψ(r;R) = [Eb(R) + Vnuc−nuc]χb(R) +
∑
a

∫
drφ∗

b(r;R)T̂nucφa(r;R)χa(R)

= Eχb(R) (A-3)

El efecto de T̂nuc sobre φa(r;R)χa(R) es:

T̂nucφa(r;R)χa(R) =

Nnuc∑
n=1

P̂n

2Mn

[
P̂nφa(r;R)χa(R)

]
(A-4)

=

Nnuc∑
n=1

1

2Mn

[(
P̂ 2
nφa(r;R)

)
χa(R) + 2P̂nφa(r;R)P̂nχa(R) + φa(r;R)P̂ 2

nχa(R)
]

En donde hemos considerado P̂n = −i�∇n y la regla de diferenciación del producto de funciones.

Insertando A-4 en A-3, y definiendo el operador de acoplamiento no adiabático:

Θ̂ba =

∫
drφ∗

b(r;R)
[
T̂nucφa(r;R)

]
+

∑
n

1

Mn

∫
drφ∗

b(r;R)P̂nφa(r;R)P̂n, (A-5)

llegamos a la expresión:

[Eb(R) + Vnuc−nuc]χb(R) +
∑
a

[
Θ̂ba + T̂nuc

]
χa(R) = Eχb, (A-6)

que podemos reescribir de la siguiente forma:

[
Eb(R) + V̂nuc−nuc − E + Θ̂bb + T̂nuc

]
χb(R) = −

∑
a �=b

Θ̂baχa(R) (A-7)

La solución a este conjunto de ecuaciones puede ser simplificada considerablemente cuando el

acoplamiento no adiabático entre un estado electrónico determinado b y el resto del espectro

de soluciones, es 0. Cuando esto ocurre, tenemos la siguiente expresión:

Ĥa(R)χa(R) =
(
T̂nuc + Ua(R)

)
χa(R) = Eχa(R), (A-8)
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donde hemos definido Ua(R) = Ea(R)+ V̂nuc−nuc(R)+Θ̂aa y Ĥa(R) es el Hamiltoniano nuclear

del estado |φa〉. Al resolver la ecuación A-8, obtenemos un conjunto de funciones de onda χaM

donde M es un número cuántico que identificamos con los estados vibracionales asociados a un

estado electrónico adiabático determinado. De esta forma, la función de onda total adiabática

toma la forma:

ψ
(adia)
aM (r;M) = χaM (R)φa(r;R) (A-9)

Cuando los acoplamientos no adiabáticos son despreciados, y de esta forma llegamos a la ex-

presión A-9, se dice que hemos hecho uso de la Aproximación de Born-Oppenheimer.

La justificación del despreciamiento de los acoplamientos no adiabáticos puede ser basada en la

expansión perturbativa a segundo orden de la enerǵıa con respecto al operador no adiabático,

de acuerdo a:

ξ
(2)
aM = ξ

(adia)
aM +

∑
b,N

|〈χaM |Θab|χbN 〉|2
ξ
(adia)
aM − ξ

(adia)
bN

(A-10)

De esta expresión, es notorio que cuando Θab representa una pequeña perturbación al carácter

de las funciones de onda, esto es, cuando las funciones de onda no se modifican apreciablemente

con cambios en R, y adicionalmente la diferencia de enerǵıas entre los estados adiabáticos a y b

es grande en comparación con el elemento de matriz 〈χaM |Θab|χbN 〉, el efecto del acomplamiento

no adiabático puede ser aproximado a 0.
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Apéndice B

Ecuaciones Lineales Inhomogéneas

Suponiendo por el momento que el lado derecho de la ecuación 2-41 es conocido, obtenemos

una expresión general del tipo:

Aμ = ν, (B-1)

donde A es un operador hermitiano dado, ν es un vector, y μ es la solución buscada. Esta

ecuación puede ser tratada en un espacio vectorial abstracto, de tal forma que A puede ser

representada de igual forma por una matriz cuadrada que por un operador diferencial.

Es importante tomar en consideración dos casos:

• Ya sea que la ecuación homogénea

Aμ′ = 0 (B-2)

tiene soluciones no triviales, o dicho de otra forma det A = 0, siA es una matriz cuadrada.

• O la ecuación B-2 no tiene soluciones no triviales. En este caso, el operador A tiene un

operador inverso único A−1, de tal manera que, para determinado ν, la solución a B-1

está dada por

μ = A−1ν (B-3)

En el primer caso, no existe un operador lineal inverso de A, dado que B-2 no es invertible.

Por otro lado, si B-1, tiene una solución particular f ,

Af = ν (B-4)
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Entonces cualquier vector

μ = μ′ + f (B-5)

donde μ′ es solución de B-2, también es una solución. De esta forma, el conjunto de soluciones

expresadas mediante la ecuación B-5 constituyen la solución general de B-1.

En este caso, sin embargo, la existencia de la solución depende de una condición necesaria y

suficiente: ν no debe tener una componente en el subespacio producido por los vectores μ′
i,

como podemos ver en las siguientes ecuaciones:

〈μ′|ν〉 = 〈μ′|Aμ〉 = 〈Aμ′|μ〉 = 0 (B-6)

Si denotamos por P̂ el operador de proyección que proyecta cualquier vector en el subespacio

producido por los vectores μ′, entonces la condición B-6 podemos expresarla de la siguiente

manera

P̂ |ν〉 = 0 (B-7)

y podemos construir la solución f sistemáticamente. Usando la condición B-7, podemos rees-

cribir la ecuación B-4 de la siguiente forma:

Af =
(
1̂− P̂

)
ν (B-8)

Aunque A no es invertible, existen operadores hermitianos K, tal que

AK = 1̂− P̂ . (B-9)

Dado que existe un número infinito de operadores K, tal y como se muestra abajo:

A(K+ P̂B) = AK+
∑
μ′

A|μ′〉〈μ′|B = AK = 1̂− P̂ ; B arbitrario (B-10)

en donde se ha empleado la ecuación B-2, es posible establecer la restricción

K|μ′〉 = 0 (B-11)
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En el contexto de ecuaciones diferenciales lineales, el operador K puede ser representado por

una función de Green G(r, r′) = 〈r|K|r′〉. La cadena de igualdades

A(Kν) = (AK)ν = (1̂− P̂ )ν = ν (B-12)

demuestra que

f = Kν (B-13)

es una solución particular de B-1. De manera que conclúımos que si Aμ′ = 0 tiene soluciones

no triviales, y P̂ν = 0, entonces Aμ = ν tiene como solución general:

μ = μ′ +Kν (B-14)
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Apéndice C

Integración Numérica

En este apéndice se introducen de forma breve los métodos más comunes para efectuar inte-

graciones numéricas, para un tratamiento más detallado, el lector interesado puede consultar a

Davis [66], o Hamming [67], entre otros.

El objetivo de los métodos mencionados, es aproximar la integral definida

∫ b

a
f(x)dx, (C-1)

por la suma

I =
n∑

i=0

Aif(xi), (C-2)

donde las abscisas nodales xi y los factores de peso Ai, dependen de la regla seleccionada para

la cuadratura numérica.

Los métodos numéricos de integración pueden ser divididos en dos grupos: de Newton-Cotes,

y los de cuadratura Gaussiana. Los primeros se caracterizan por abscisas uniformemente es-

paciadas y resultan útiles si la función f(x) ha sido evaluada a intervalos iguales o puede ser

evaluada a bajo costo computacional. En el caso de los métodos de cuadratura Gaussiana,

la localización de las abscisas es determinada para obtener la mayor exactitud posible. Dado

que este tipo de métodos requieren de menos evaluaciones para determinado nivel de precisión,

éstos son más populares cuando el integrando es dif́ıcil de evaluar.
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Figura C.1: Regla del trapezoide

C.1 Newton-Cotes

C.1.1 Regla del Trapezoide

La regla del trapecio consiste en aproximar una integral definida para una curva f(x), como la

mostrada en la Figura C.1, al área del trapezoide definido por f(x0), f(x1) y h (x1 − x0), la

cual está dada por

I = [f(a) + f(b)]
h

2
(C-3)

El error en la regla del trapecio

E =

∫ b

a
f(x)dx− I (C-4)

es el área entre la curva f(x) y la ĺınea interpoladora, tal y como se indica en la Figura C.1.

Este error puede ser obtenido al integrar el error de interpolación, dado por

f(x)− Pn(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), (C-5)
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en donde Pn(x) es el polinomio interpolador obtenido por la fórmula de Lagrange1

Pn(x) =

n∑
i=0

yili(x) (C-6)

li(x) =
x− x0
xi − x0

· x− x1
xi − x1

· · · x− xi−1

xi − xi−1
· x− xi+1

xi − xi+1
· · · x− xn

xi − xn

=
n∏

j=0;j �=i

x− xj
xi − xj

. (C-7)

En la ecuación C-5, {xi} son los puntos en las abscisas consideradas en la integración y f (n+1)(ξ)

es la (n+1)-ésima derivada de f(x), evaluada en ξ, el cual es un valor que se halla en el intervalo

(x0, xn).

En la regla del trapecio, el polinomio interpolador es constrúıdo a partir de 2 ordenadas y 2

abscisas (n=1), por lo tanto, de acuerdo a la ecuación C-5 e integrando sobre el intervalo de la

interpolación, se tiene

E =
1

2!

∫ b

a
(x−x0)(x−x1)f

′′(ξ)dx =
1

2
f ′′(ξ)

∫ b

a
(x−a)(x−b)dx = − 1

12
(b−a)3f ′′(ξ) = −h3

12
f ′′(ξ)

(C-8)

O dicho de otra forma, el error disminuye significativamente al disminuir el espaciamiento

entre las abscisas, y éste será menor en funciones que no vaŕıen bruscamente en el intervalo

considerado.

En la práctica, la regla del trapecio es aplicada por piezas, es decir, la integración sobre un

intervalo (a, b) puede ser dividida en n páneles (ver Figura C.2), cada uno con longitud h. De

esta manera, el área aproximada del i-ésimo panel, está dada por

Ii = [f(xi) + f(xi+1)]
h

2
(C-9)

Por lo tanto, el área total, que aproxima la integral, es

I =

n−1∑
i=0

Ii = [f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(xn)]
h

2
(C-10)

1La forma más simple de un interpolador es un polinomio. Se puede demostrar que siempre es posible construir
un único polinomio interpolador de grado n, que pase por n+ 1 puntos.
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Figura C.2: Regla del trapecio, aplicado por segmentos a un intervalo de integración.

C.2 Integración Gaussiana

Las fórmulas para el cómputo numérico de integrales en cuadratura gaussiana (o de forma abre-

viada, fórmulas gaussianas), son empleadas en la evaluación de integrales bien comportadas, al

igual que los métodos Newton-Cotes, pero además, son buenas en la aproximación de integrales

de la forma ∫ b

a
w(x)f(x)dx, (C-11)

donde w(x) es una función de peso integrable. La integración Gaussiana, tiene la misma forma

que los métodos Newton-Cotes

I =

n∑
i=0

Aif(xi) (C-12)

Las diferencias yacen en la manera en la que los factores de peso Ai y las abscisas xi son

determinadas. En una cuadratura Gaussiana, las abscisas y los factores son elegidos de tal

forma que la ecuación C-12 produce la integral exacta, si f(x) es un polinomio de grado 2n+1

o menor:

∫ b

a
w(x)λm(x)dx =

n∑
i=0

Aiλm(xi), m ≤ 2n+ 1, λm(x) polinomio de grado m (C-13)

Los métodos para la determinación de los coeficientes Ai y las abscisas xi, se basan en conjuntos

de polinomios ortogonales, los cuales son definidos en base a la propiedad

∫ b

a
w(x)φm(x)φn(x)dx = Cδmn, (C-14)
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Nombre Śımbolo a b w(x) C

Legendre pn(x) -1 1 1 2/(2n+ 1)

Chebyshev Tn(x) -1 1 (1− x2)−1/2 π/2 (n > 0)
Laguerre Ln(x) 0 ∞ e−x 1

Hermite Hn(x) −∞ ∞ e−x2 √
π2nn!

Cuadro 2.1: Parámetros que definen los conjuntos de polinomios ortogonales em-
pleados en cuadraturas gaussianas.

donde los ĺımites de integración a,b, la función de peso w(x) y la constante C definen un

conjunto. La importancia de estos polinomios, radica en los siguientes teoremas

Teorema 1 Las abscisas x0, x1, . . . , xn para aproximar una integral de acuerdo a la ecuación

C-12 y que satisfacen la expresión C-13, son las ráıces del polinomio φn+1(x), que pertenece a

un conjunto ortogonal.

Teorema 2

Ai =

∫ b

a
w(x)li(x)dx, i = 0, 1, . . . , n (C-15)

Donde li(x) es una función cardinal de Legendre que considera las abscisas x0, x1, . . . , xn, y es

definida de acuerdo a la ecuación C-7.

Una demostración de estos teoremas, para el lector interesado, es propuesta por Kiusalaas [68].

Aśı, dependiendo de la forma del integrando, y de los ĺımites de integración, es posible selec-

cionar la cuadratura más apropiada para la integración numérica. Por fortuna, los valores de

las abscisas y sus correspondientes factores de peso se encuentran disponibles en la literatura,

lo que disminuye el esfuerzo de programación al solucionar problemas.

88



Apéndice D

Aproximación de la Resolución de la

Identidad

Entre los métodos para aproximar integrales bielectrónicas de cuatro centros, definidas por

(ij|kl) =
∫ ∫

φ1(r)φj(r)φk(r
′)φl(r

′)
|r− r′| drdr′, (D-1)

la aproximación de la resolución de la identidad ha sido ampliamente adoptada en códigos de

estructura electrónica, dado que ésta constituye la estrategia que reduce el esfuerzo compu-

tacional de forma más exitosa [69].

En la siguiente sección, se profundiza en la derivación de las ecuaciones que conforman dicha

aproximación.

D.1 Fundamento teórico

La aproximación de la resolución de la identidad (RI por sus siglas en inglés), también conocida

como la técnica de ajuste de la densidad, parte de la representación del producto de dos funciones

atómicas en términos de una combinación lineal de funciones auxiliares, de acuerdo a

pij(r) = φi(r)φj(r) ≈ p̃ij(r) =
∑
L

cLijPL(r), (D-2)
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en donde {PL} denota el conjunto de las funciones auxiliares. Usando esta expresión en la

evaluación de las integrales bielectrónicas de cuatro centros (ecuación D-1), obtenemos

(ij|kl) =
∑
LM

cLijc
M
kl (L|M), (D-3)

en donde

(L|M) = VLM =

∫ ∫
PL(r)PM (r′)

|r− r′| drdr′. (D-4)

La razón del éxito de la aproximación RI, reside en que el conjunto base producido por todos

los productos posibles {φi(r)φj(r)}, constituye un conjunto redundante, dado que éste esca-

la cuadráticamente con el número de orbitales φi(r)
1, mas sin embargo el sistema puede ser

descrito por un conjunto cuyo escalamiento sea lineal respecto al tamaño del sistema. De este

razonamiento, se tiene entonces que existe una dependencia lineal entre la base {φi(r)φj(r)} y

un conjunto {PL(r)} [69].

El siguiente paso en la aproximación RI, consiste en la determinación de los coeficientes cLij .

Desafortunadamente, en la literatura, el procedimiento para determinarlos no es único, y cada

uno conduce a diferentes expresiones para esta aproximación.

Una de dichas versiones, parte del error de la expansión en un conjunto base auxiliar del pro-

ducto de pares de funciones, el cual está dado por

δpij(r) = pij(r)− p̃ij(r) = φi(r)φj(r)−
∑
L

cLijPL(r). (D-5)

Para encontrar el conjunto de coeficientes {cLij}, podemos minimizar la norma del residual

δpij(r), el cual puede expresarse de la siguiente manera:

∫
|δpij(r)|2dr =

∫ [
φ2
i (r)φ

2
j (r)− 2

∑
L

cLijPL(r)φi(r)φj(r) +
∑
LM

cLijc
M
ij PL(r)PM (r)

]
dr

= F[{cLij}]. (D-6)

1El número de pares posibles para n orbitales atómicos, es n(n−1)
2

90



Podemos proceder ahora a derivar la función F[{cLij}] respecto al coeficiente cLij e igualar a cero,

de acuerdo a

∂F[{cLij}]
∂cLij

=

∫ [
−2PL(r)φi(r)φj(r) +

∑
M

cMij PL(r)PM (r)

]
dr = 0, (D-7)

de esta manera obtenemos

〈ij|L〉 =
∑
M

cMij 〈M |L〉 =
∑
M

cMij SML, (D-8)

en donde el factor −2 ha sido absorbido en los coeficientes constantes, y

〈ij|L〉 =
∫

φi(r)φj(r)PL(r)dr (D-9)

SML = 〈M |L〉 =
∫

PM (r)PL(r)dr. (D-10)

La ecuación D-8, corresponde a una ecuación de la forma

AL
ij =

∑
M

cMij BML, (D-11)

que puede solucionarse encontrando la matriz inversa de B, de tal forma que

cMij =
∑
L

〈ij|L〉 (〈L|M〉)−1 =
∑
L

〈ij|L〉S−1
LM . (D-12)

Sustituyendo la ecuación D-12 en la ecuación D-3, llegamos a

(ij|kl) ≈
∑
LM

cLijc
M
kl (L|M) =

∑
LM

∑
OP

(ij|O)S−1
OL(kl|P )S−1

PM (L|M)

=
∑
LM

∑
OP

(ij|O)S−1
OLVLMS−1

MP (kl|P ), (D-13)

La ecuación D-13 es una de las formas de la aproximación RI y es comúnmente denominada

aproximación “RI-SVS”, por la forma que adopta la ecuación que aproxima las integrales bie-

lectrónicas.

Un mejor criterio para obtener el conjunto {cLij}, consiste en minimizar el error asociado a la
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evaluación de las integrales bielectrónicas de cuatro centros, el cual está dado por

δIij,kl = (p̃ij |p̃kl)− (pij |pkl). (D-14)

Whitten [70], ha demostrado que la minimización de este error puede llevarse a cabo minimizando

δεij = (δpij |δpij) y δεkl = (δpkl|δpkl), de forma independiente.

La minimización δεij respecto a cKij , como se ilustra enseguida

∂δεij

∂cKij
=

∂

∂cKij

[∑
LM

cLijc
M
ij (L|M)− 2

∑
L

cLij(L|ij)
]

=
∑
M

cMij (K|M)− 2(K|ij) = 0, (D-15)

da lugar a la siguiente expresión para los coeficientes cKij :

cKij =
∑
L

(ij|L)V −1
LK , (D-16)

donde

(ij|K) =

∫ ∫
φi(r)φj(r)PK(r′)

|r− r′| drdr′, (D-17)

y la matriz coulómbica V es definida de acuerdo a la ecuación D-4. Insertando este resultado

en la ecuación D-3, llegamos a

(ij|kl) ≈
∑
LM

∑
OP

(ij|O)V −1
OLVLMV −1

MP (P |kl)

=
∑
LO

(ij|O)V −1
OL (L|kl)

=
∑
LMO

(ij|O)(O|M)−1/2(M |L)−1/2(L|kl)

=
∑
M

BM
ij B

M
kl (D-18)

en donde se ha hecho uso de
∑

M VLMV −1
MP = δLP y de la definición de la ráız de una matriz.

Este último método es comúnmente conocido como el método “RI-V”, el cual es sabido que

es superior al método “RI-SVS” mencionado anteriormente. Para comprobarlo, esto se puede
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verificar de la siguiente manera, considerando el caso del error en la evaluación de la auto-

repulsión coulómbica

δIij,ij = (p̃ij |p̃ij)− (pij |pij) = 2(δpij |p̃ij)− (δpij |δpij). (D-19)

En la aproximación RI-V, el primer término de la ecuación de arriba es igual a cero, como se

verifica de acuerdo a

(δpij |p̃ij) = (p̃ij |p̃ij)− (pij |p̃ij) =
∑
OP

cOijVOP c
P
ij −

∑
P

(ij|P )cPij

=
∑
P

(ij|P )cPij −
∑
P

(ij|P )cPij = 0. (D-20)

En contraste, en el método RI-SVS, el primer término es diferente de cero y representa la

contribución dominante al error total. Por esta razón, el método RI-V es el preferido en las

implementaciones computacionales de estructura electrónica.
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