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Introducci on

Al incrementarse los requerimientos de alto desempeiio computacional, el
desarrollo de procesadores en paralelo ha ido aumentando en afos recientes. Es-
te campo genera investigacion abundante en amplias areas de las Ciencias de la
Computacion y Teoria de Graficas. Sin embargo, a pesar de estos esfuerzos, la
sobrecarga de comunicacion en los sistemas de computo es uno de los elementos
mas afectados en el desempefio del sistema. A fin de dar solucion a este problema,
se han propuesto redes de interconexion que ofrecen una solucion interesante, y
actualmente se estan convirtiendo en omnipresentes en los sistemas digitales. En
esencia, el problema basico a resolver es simple: dado un conjunto de procesado-
res (o nodos de una grafica), definimos un conjunto de enlaces (o aristas de una
grafica) tal que se puedan comunicarse a costo minimo. Obviamente, tal simplifi-
cacion del problema no hace justicia a este campo de investigacion; sin embargo,
su dominio de soluciones ha dado lugar a mucha investigacion en las décadas pa-
sadas. De ahi que, dependiendo de la aplicaciobn en cuestion, comunicar puede
significar muchas cosas diferentes [39].

Parte integral de cualquier sistema distribuido es el disefo de la red de inter-
conexion que usara ya que determinara significativamente su desempefo. Es con-
veniente, por tanto, que las siguientes propiedades: simetria, un grado pequefio,
un diametro bajo, tolerancia a fallos, conexidad y los algoritmos de enrutamiento
estén presentes, pues hablan de una red de interconexion eficiente.

Por ejemplo: el grado de una grafica es una medida del costo de la red, el
diametro es una medida de la demora de la comunicacion entre los nodos, la si-
metria por vértices y la simetria por aristas permite minimizar la congestion del
envio de mensajes enrutados en la grafica. De igual manera, las trayectorias y ci-
clos son fundamentales para el disefio de algoritmos simples con bajo costo de
comunicacion en cualquier red de interconexion. La tolerancia a fallos junto con
un algoritmo simple de enrutamiento generara trayectorias de longitud minima



2 Introduccion

entre cualesquiera dos veértices, permitiendo que el des@men términos de
retardo de comunicacion sea optimo.

Como primer acercamiento planteemos lo siguiente. Dado un conjunto de
procesadores (vértices) en una red de interconexion, podemos conectarlos todos
entre si mediante enlaces (aristas); como resultado tendremos una grafica comple-
ta. Cada procesador podra enviar y recibir datos directamente, pues dispondra de
n — 1 vecinos para ello. Aunque parece conveniente, este tipo de red no resulta
factible en la practica ya que resulta ser costosa y poco realista para todos los va-
lores den. Como consecuencia se buscan topologias que permitan al conjunto de
nodos por medio de los enlaces comunicarse a costo minimo.

La red de interconexion mas popular es el hipercubo [38]. En 1987 Akals
[1] proponen la red de interconexiarestrella como una alternativa competitiva al
hipercubo. Para el afio de 1995 Chiang y Chen [15], definieron una generalizacion
de la redn-estrella agregando un nuevo parametrajue controla la cantidad de
nodos en la topologia. A esta nueva topologia la denomin(ardn-estrella.

Desde su descripcibn misma, la red de interconexi@strella se propone co-
mo serio contendiente al hipercubo. No obstante, la red de interconexib)
estrella tiene ventajas relevantes sobre-kstrella. Su mayor ventaja, la escala-
bilidad, la hace mas versatil que la reebstrella, pues cuenta con un parametro
mas, a sabek. La mayor dificultad practica que tiene la graficastrella es la
restriccion sobre el nimero de nodos, pues se requieren las permutaciones de
elementos, por lo cual, al pretender escalar la red ehtydn + 1)! encontramos
que existe una enorme diferencia, y sin embargo, para la grafiég-estrella
se necesitan las permutacionesnden k. Dicho de otra manera: uno puede en-
frentarse a la eleccion de cualquiera de las dos redes de interconexion, o con muy
pocos nodos disponibles o demasiados nodos disponibles.

Al ser una generalizacion de taestrella, la grafican, k)-estrella hereda al-
gunas de sus propiedades logrando ventajas significativas en ello, asi como nue-
vas propiedades. Aunado a que la red es escalable, también se pueden establecer
otras relaciones entre estas dos topologias; por ejemplo: el isomorfismo. Cuando
k =n — 1, la grafica(n,n — 1)-estrella es isomorfa a la-estrella; también para
k = 1 se tiene que la grafiqa, k)-estrella es isomorfa a la grafica completa. Otra
propiedad importante es la estructura jerarquica ¢e, la)-estrella, ya que permi-
te descomponer la grafica en subgraficas que seran isomorfas entre ellas; gracias
a ello es posible aprovechar esta estructura para el desarrollo de algoritmos de
enrutamiento y difusion de la informacion.

El objetivo del presente material es estudiar la topologia de interconexion
(n, k)-estrella, profundizando en las propiedades y caracteristicas descritas an-



teriormente; realizar un analisis comparativo con otrasltigias o redes de in-
terconexion; observar como se elimina la restriccion sobre el nUmero de nodos de
la grafican-estrellay como preserva algunas de las propiedades de la grafica, tales
como: la simetria en nodos, la estructura jerarquica, la tolerancia maxima a fallos
y la ruta mas corta. En general, mostrar que la red de intercongxiéestrella
posee excelentes propiedades topologicas que la hacen una eleccion atractiva. La
discusion se basara, principalmente, en los articulos escritd§gidfuo Chiang
y Rong-Jaye ChentifuladosThe(n, k)-star graph: a generalized star gragh5]
y Topological properties of ther, k)-star graph[16].

Examinaremos la re@h, k)-estrella desde dos puntos de vista: la Teoria de
Graficas y los Algoritmos. El presente trabajo esta organizado de la siguiente ma-
nera:

= En el capitulo 1 exponemos algunos antecedentes sobre faitacion pa-
ralela, asi como un acercamiento breve a las redes de interconexion y con-
ceptos, que seran necesarios en la discusion del presente material.

= El capitulo 2 introduce anotaciones necesarias sobre oomestro modelo
de red de interconexion ejecutara sus tareas. Se detallan algunos conceptos
sobre el estudio de Redes de Interconexion y se presentan algunas redes
tales como: la red completa, el arreglo lineal, la malla, el arbol binario, la
piramide, el entrelazado perfecto, el hipercuboi-estrella y la(n, k)-es-
trella. Finalmente se hace un breve comparativo de estas topologias.

= En el capitulo 3 consideraremos las propiedades top@égie la red de
interconexion(n, k)-estrella. Hablaremos de la estructura jerarquica, el iso-
morfismo, la simetriay la tolerancia a fallos, la distancia y el diametro de la
graficas,, .

= En el capitulo 4 revisaremos algunos algoritmos de comaidicgara la
grafica(n, k)-estrella. Estudiaremos el enrutamiento en la red, asi como,
algoritmos de difusion de la informacion.

= Después presentaremos las conclusiones del presentetraba

= Finalmente se complementa el escrito con dos apéndicesnigne enun-
cia conceptos basicos sobre Teoria de Graficas. El segundo presenta con-
ceptos necesarios sobkégebra.
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Capitulo 1

Antecedentes

Existen buenas razones por las cuales estudiar computacion paralela. Pense-
mos en el siguiente ejemplo: un equipo de cirujanos desea ver en una pantalla
especial una imagen reconstruida del cuerpo de un paciente en preparacion pa-
ra cirugia. Deben ser capaces de girar la imagen a voluntad, obtener una vista
en seccion transversal del 6rgano y luego observar los detalles nitidamente, para
posteriormente realizar en un simulador la cirugia; todo ello sin tocar al paciente.
Sin embargo, para poder llevar a cabo esta empresa se necesita como minimo una
velocidad de procesamiento de'> operaciones por segundo para observar los
detalles nitidamente [2].

Este ejemplo es representativo de aplicaciones que necesitan computadoras
que puedan procesar grandes cantidades de datos y, si esto no es posible, por lo
menos hacerlo dentro de un periodo razonable de tiempo.

En los Gltimos afios ha habido un espectacular incremento en la velocidad de
procesamiento de las computadoras lo que ha permitido el aumento en tamano y
alcance de los problemas que podran resolverse. Desafortunadamente este incre-
mento tiene un limite establecido por las leyes fisicas que impiden el incremento
en la velocidad de procesamiento, al menos con los materiales actualmente usados
[2].

Asi como ha aumentado la velocidad de procesamiento, también la demanda
de los problemas a resolver. Por esta razon la necesidad de disponer de compu-
tadoras mas eficientes y rapidas ha provocado que se dé énfasis a la computacion
paralela, pues ha supuesto un cambio en la forma tradicional en que se realizaban
las cosas.

En la parte final de la década de 1940 un grupo de investigadwoiesipal-
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Figura 1.1: Computadora secuencial

menteJohn Von Neumann) de la Universidad de Princeton propuso un disefio que
marco el comienzo de la era moderna de la computacion. Actualmente, la inmen-
sa mayoria de las computadoras en uso lo sigue, mas o menos igual al modelo
propuesto. Este disefio original de una computadora consiste esencialmente de
una unidad de procesamiento, 0 procesador, que ejecuta una Unica secuencia de
instrucciones en una Unica secuencia de datos.

Cominmente, se acepta que este modelo es el modelo idoneo para el analisis
y disefio de algoritmos secuenciales. Las operaciones tipicas para este modelo
incluyen operaciones basicas de aritmética y logica, asi como lectura y escritura
en memoria.

La secuencia de instrucciones, antes mencionada, es el programa, que le di-
ce al procesador cobmo resolver cierto problema. La secuencia de datos, es un
ejemplar del problema a resolver. En cada paso durante el computo, la unidad de
control emite una instruccion que opera sobredlatum(un datumpuede ser un
simple nUmero o, mas complejo, varios numeros) obtenido de la unidad de memo-
ria. Cabe sefalar que el procesador cuenta con una pequeia unidad de memoria
local constituida de registros de tamafo fijo para un mejor rendimiento compu-
tacional. Ademas, estan conectados a unidades de entrada y salida para permitir
la comunicacion con el mundo real. Este modelo de computo es conocido como
computadora secuencia(serial o convencional). La figura 1.1 ilustra el modelo.

En cambio, el procesamiento paralelo difiere de la forma clasica de hacer
coOmputo, a saber en la gran variedad del soporte existente. La historia, en esta ma-
teria, resalta el progreso vertiginoso en el desarrollo de arquitecturas y software
para estas computadoras y su influencia en el desarrollo de aplicaciones modernas.

Desafortunadamente, el computo paralelo adolece de un modelo algoritmico



ampliamente aceptado; debido a que el rendimiento de lositalgs paralelos
obedece a factores complejamente interrelacionados que dependen de la maquina
en estudio. Entre los factores encontramos: concurrencia computacional, asigna-
cion del procesador y la programacion (o calendarizacion) de la comunicacion y
sincronizacion [32].

En las Ultimas décadas, para alcanzar la meta de resolver un problema, se han
usado varios procesadores (dos o mas), también llamados unidades de procesa-
miento, en un@omputadora paralela El objetivo es dividir el problema en sub-
problemas con el fin de resolverlos simultaneamente por un procesador diferente,
y asi, que los procesadores se comuniguen unos con otros para poder intercambiar
resultados parciales. Después, los resultados se combinan para dar respuesta al
problema original. Esto contrasta con el modelo de computadoras secuenciales,
las cuales toman el problema a resolver esperando que cada parte del problema se
resuelva para poder continuar y dar una solucion.

Dicho esto, entenderemos que waenputadora paralelas una coleccion de
procesadores, de algln tipo, que se interconectan para permitir la coordinacion de
sus actividades y el intercambio de datos. Se asume que todos los procesadores
tienen poca distancia uno del otro y que su funcion principal es resolver conjun-
tamente un problema dado.

Esta vision puede extenderse, pues dicho por Jack Dongfaateen [23], la
computacion paralela es mas que una estrategia para lograr alto desempefio, es la
percepcion de como la computacion puede escalar sin problemas de un solo proce-
sador a un poder de computo virtualmente ilimitado. Los sistemas paralelos estan
compuestos de procesadores, memoria jerarquizada y redes de interconexion.

Por desgracia, el escalamiento de una aplicacion para mejorar su rendimiento
no ha igualado el gran incremento en la velocidad de procesamiento y la carga de
programacion para estas maquinas sigue siendo pesada. Esto es particularmente
problematico porque el enfoque de “escalabilidad sin problemas” no puede lograr-
se sin tener aplicaciones que escalen automaticamente a la par con el incremento
del nUmero de procesadores en la topologia en cuestiobn. Ademas, para que esto
suceda, las aplicaciones tienen que ser programados para que sean capaces de ex-
plotar el paralelismo de forma eficaz. Por lo tanto, la responsabilidad de lograr la
vision de paralelismo escalable cae en el desarrollador de la aplicacion, pues es el
responsable de que la aplicacion se acople a la arquitectura adecuadamente y que
esté disefiada para el aumento de procesadores en su topologia.

El desempefio eficiente de una aplicacion en un equipo paralelo no depende
Gnicamente de la velocidad de procesamiento, sino de la capacidad del sistema
de memoria para alimentar de datos al procesador. En el nivel l6gico, un sistema
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de memoria, posiblemente consista de multiples nivelesadrarias caché, éstas
toman una solicitud de una palabra en memoria y devuelve un bloque de datos de
tamafob que contiene la palabra solicitada después mi@nosegundos. Aqui, a

[ se le conoce como latenciade la memoria y la velocidad a la que los datos
pueden ser surtidos desde la memoria al procesador se le conoce camcbe|

de bandadel sistema de memoria. llustremos.

Supongamos que una manguera de bomberos esta conectada a una toma de
agua. El agua sale dos segundos después al final de la manguera, entonces la la-
tencia del sistema es de dos segundos. Ahora bien, una vez que se inicia el bombeo
de agua, el flujo de agua es a razbn de un litro por segundo, entonces el ancho de
banda del sistema es a razon de un litro sobre segundo. Asi que, si tenemos que
apagar un incendio de inmediato, podriamos requerir de una latencia menor del
sistemay un aumento en la presion sobre el agua. Ahora bien, si requerimos apa-
gar incendios mas grandes, es necesario contar con un manguera mas ancha y
larga. Esta analogia funciona bien para sistemas de memoria. Como vemos aqui,
la latencia y el ancho de banda juegan un papel critico en la determinacion del
rendimiento del sistema de memoria.

Una de las maneras mas faciles de mejorar el rendimiento de un sistema in-
formatico es simplemente replicar computadoras enteras y agregar una forma de
comunicacion de datos entre equipos independientes.

1.1. Modelos de 6mputo paralelo

Con mente inquisitiva, podemos plantearnos las siguientes preguntas: ¢como
esta organizada una computadora paralela? ¢como se comunican los procesado-
res? ¢,se ejecutan los mismos o diferentes programas en los procesadores? ¢, operan
sincrona o asincronamente? Todas estas preguntas tienen su respuesta en el cam-
po de la computacion paralela. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre con
las computadoras secuenciales donde parece que las preguntas tienen una Unica
respuesta ya establecida, la computacion paralela admite una amplia variedad de
posibles disefos y, por ende, respuestas. Mas adelante revisaremos algunos mo-
delos de computo paralelo.

Primeramente, se tiene que mmodelo de @mputo paralelo es una abstrac-
cion que describe una computadora paralela. Consideremos el siguiente modelo
de computo paralelo.

e Ejemplo. El método mas sencillo, desde el punto de vista del hardware, es el
modelo dememoria distribuida. El enfoque aqui es utilizar diferentes
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equipos conectados por una red. EI modelo de programagiimo tton-

siste en procesos separados en cada equipo que se comunica mediante el
envio de mensaje&sta es la forma clasica de computacion paralela que se
remonta a cuando las computadoras eran las personas con las calculadoras
y los mensajes eran escritos en pedazos de papel. Los sistemas de memo-
ria distribuida son las computadoras paralelas mas comunes, porque son las
mas faciles de implementar. A

No obstante, pretendiendo dar respuesta a las preguntas planteadas, ignorare-
mos los detalles irrelevantes de la implementacion intentando capturar las carac-
teristicas mas importantes del modelo en cuestion. Hoy en dia, con base a una
multitud de modelos, existen varios sistemas de clasificacion debido a la gran
diversidad de computadoras paralelas. Para representar esta diversidad, y depen-
diendo en qué nivel estemos del problema, los investigadores han propuesto mo-
delos abstractos que capturan las principales caracteristicas de los componentes
fisicos y los mecanismos logicos para estudiar y analizar el comportamiento de
las aplicaciones paralelas. Estos criterios incluyen el nimero y el tipo de proce-
sadores, la interconexion entre los procesadores, los correspondientes esquemas
de comunicacion entre los procesadores, el control y la sincronizacion global y
las operaciones de entrada y salida. Existen tres modelos de abstraccion que son
usualmente distinguidos: los modelos que contemplan la arquitectura, los modelos
computacionales y los modelos de programacion.

Es necesario contar con un clasificacion sencilla para su estudio. Clasificar es-
tos modelos no es facil, no obstante, una manera practica de hacerlo es mediante
la generalizacion de dos “grandes familias”: los modelos de memoria compartida
y los modelos de redes de interconexion. Mediante los modelos de memoria com-
partida y redes de interconexion permitimos que los procesadores se comuniguen
entre si. Esto es necesario para solucionar cualquier problema no trivial en una
computadora paralela.

Antes de abordar estos modelos, introduciremos una clasificacion general de
sistemas computacionales.

1.1.1. Clasificaocbn de arquitecturas informaticas

Introducimos una clasificacion basica de arquitecturas informaticas [29]. Las
cuatro clasificaciones se basan sobre el nUmero de instrucciones concurrentes (0
controles) y los flujos de datos disponibles en la arquitectura, visto por el proce-
sador durante la ejecucion del programa. Dependiendo de si hay uno o varios de
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estos flujos, las computadoras pueden dividirse en cuasesla

= Instruccion Individual, Secuencia Individual de Datos (SISD).
La computadora SISD es la generalizacion de una maquina secuencial. En
esta clase de computadoras no existe el paralelismo, ni en las instrucciones
ni en el flujo de datos.

= Instruccion Mltiple, Secuencia Individual de Datos (MISD).
La computadora MISD contiene procesadores con su propia unidad de
control y una unidad de memoria comun compartida por todos ellos. El
paralelismo se consigue mediante varias unidades funcionales que ejecutan
diferentes operaciones sobre los mismos datos. Sin embargo, en la practica,
hasta ahora no se conoce la implementacion de esta clase de computadora.

= Instruccion Individual, Flujo M (ltiple de Datos (SIMD?3).
La computadora SIMD contieneprocesadores idénticos con su propia me-
moria local para almacenar datos. Una unidad central controla el flujo Gnico
de instrucciones para el funcionamiento de todos los procesadores. Al fun-
cionar sincronicamente todos los procesadores ejecutan la misma instruc-
cibn en cada paso en un elemento diferente de los datos. Las computadoras
SIMD son mucho mas versatiles que las computadoras MISD.

= Instruccion M{ltiple, Flujo M Ultiple de Datos (MIMD #).
Esta computadora contiene multiples procesadores autbnomos que ejecutan
simultaneamente diferentes instrucciones sobre diferentes datos; cada pro-
cesador tiene su propia unidad de control y memoria local. Por lo tanto, to-
dos los procesadores estan potencialmente ejecutando diferentes programas
en datos diferentes, mientras resuelven subproblemas de un solo problema.
Esto hace que las computadoras MIMD sean mas potentes que las otras tres
clases de computadoras.

Sin embargo, hemos de hacer la siguiente observacion: las arquitecturas para-
lelas y los modelos de programacion no son independientes uno del otro. Aunque
la mayoria de las arquitecturas paralelas pueden soportar los principales paradig-
mas de programacion, puede que no sean capaces de hacerlo con el desempefio

!Siglas en inglés d&ingle Instruction, Single Data Stream (SISD)
2Siglas en inglés dwlultiple Instruction, Single Data Stream (MISD)
3Siglas en inglés d8ingle Instruction, Multiple Data Stream (SIMD)
4Siglas en inglés dmlultiple Instruction, Multiple Data Stream (MIMD)
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suficiente para ser rentables. Es por ello necesario reqakama parte importan-

te de cualquier arquitectura paralela es la caracteristica de simplificar los procesos
de construccion (incluyendo la compilacion), las pruebas y el ajuste de la aplica-
cion. De este modo, encontramos que algunas arquitecturas paralelas se disefian
pensando en un modelo de programacion paralela particular; mientras que otras
ofrecen poco o ningun soporte al modelo de programacion paralela. Ademas, he-
mos de agregar que algunos modelos de computo paralelo pueden ser usados para
predecir el desempefio de un algoritmo paralelo, teniendo en cuenta la topologia
subyacente de la red de interconexion.

1.2. Memoria compartida

Pensemos en la siguiente analogia: un tablero de anuncios. La gente, utiliza el
tablero para recibir comunicados, para compartir anuncios y para colocar informa-
cion. De la misma manera, el modelordemoria compartida permite a todos lo
procesadores recibir datos, compartir informacion y colocar los resultados de sus
coOmputos en la memoria global: un area en la cual todos lo procesadores tienen
acceso, la comparten. Sin embargo, es necesario aclarar que los procesadores del
sistema trabajan todos sincrbnicamente y ejecutan la misma secuencia de instruc-
ciones sobre diferentes datos y, para que los procesadores se comuniquen entre si,
es necesario que hagan uso de la memoria. Este modelo ofrece una infraestructura
atrayente para el desarrollo de técnicas algoritmicas en el computo paralelo.

Este es un enfoque mas complejo que une estrechamente a todos los proce-
sadores mediante la colocacion de toda la memoria en un solo espacio fisico de
direcciones y con soporte para direcciones virtuales. Dicho de otra forma, los
datos estaran disponibles para todos los procesadores a través de la carga y alma-
cenamiento de instrucciones que soporte la arquitectura en cuestion.

Como ya se menciond, los procesadores operan sincronicamente y ejecutan la
misma secuencia de instrucciones sobre diferentes datos. Cada paso de computo
consiste de las siguientes tres fases: la fase de lectura, en la cual cada procesador
copia undatumde una localidad de memoria en sus registros. Una fase de compu-
to, en la cual cada procesador, si se requiere, ejecuta una operacion aritmética o
lbgica sobre un dato almacenado en sus registros. La fase de escritura, en la cual
cada procesador, si lo requiere, copiadatumde sus registros y o pone en una
localidad de la memoria compartida. Los procesadores comparten un reloj comun,
pero pueden ejecutar diferentes instrucciones en cada ciclo [27].

La clase de computadoras paralelas que funcionan bajo este esquema son co-
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Figura 1.2: Memoria compartida

nocidas también com®4 aquinas Paralelas de Acceso Aleatorio (PRAR). Co-
mo se muestra en la figura 1.2 posggrocesadores idénticps, ps, . .., p, Y una
memoria compartida de acceso comin para todos estos procesadores.

Ahora bien, dado que no existe un modelo universal que represente la gran
diversidad de los sistemas paralelos, se conoce que el modelo de referencia fun-
damental es el modelo PRAM disefiado para computadoras paralelas bajo el es-
guema de memoria compartida [27].

Gran parte del trabajo teérico en complejidad de la computacion paralela se
ha dado en el estudio del modelo de memoria de acceso aleatorio paralelo. Dife-
rentes versiones de PRAM varian en los detalles de como se accede a la memoria
mediante hilos de ejecucion o procesos que acceden a la misma localidad de me-
moria. Si bien este modelo es de valiosa ayuda en la comprension de los limites
de los algoritmos paralelos, el modelo PRAM representa una abstraccion que no
puede ser implementada de manera eficiente en la practica.

5Siglas deParallel Random Access Machine
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1.2.1. Clasificacbn de equipos PRAM

En teoria, todos los procesadores tienen el mismo tiempo para acceder, leer y
escribir en memoria. Gracias al conjunto de instrucciones que puede ejecutar una
computadora PRAM, se consigue acceso simultaneo de los procesadores a una
misma localidad de memoria compartida. En funciébn de como acceden a la mis-
ma localidad de memoria, hay cuatro diferentes formas de clasificar los equipos
PRAM.

» Lectura Exclusiva, Escritura Exclusiva (EREW®).

En este modelo, sb6lo un procesador puede leer desde cualquier posicion
de la memoria a la vez y s6lo un procesador puede escribir en cualquier
posicion de la memoria a la vez. En otras palabras, cuando se ejecuta es-
ta instruccion;, procesadores pueden leer simultaneamente o escribir en
n distintas direcciones de memoria. En esta clase de equipos, el acceso a
una ubicacion de memoria es exclusiva. No se permiten lectura o escritura
concurrente. De una PRAM, es el modelo mas débil; dando minima concu-
rrencia de acceso a la memoria.

» Lectura Exclusiva, Escritura Concurrente (ERCWY).
Este modelo tiene la capacidad de que s6lo un procesador puede leer de una
celda de memoria, pero varios procesadores pueden escribir en una celda de
memoria a la vez. Sin embargo, en la practica, no se considera este tipo de
acceso a la memoria.

» Lectura Simultanea, Escritura Exclusiva (CREW).
En este modelo, multiples procesadores puede leer una celda de memoria,
pero sblo uno puede escribir a la vez.

» Lectura Simultanea, Escritura Simultanea (CRCW).
Las computadoras PRAM bajo el esquema CRCW permiten a maltiples
procesadores leer o escribir en la misma posicion de memoria a la vez. Este
es el modelo mas potente de una PRAM. Permitir el acceso de lectura si-
multaneo no crea discrepancias semanticas en el programa. Sin embargo, el

8Siglas en inglés d&xclusive Read, Exclusive Write (EREW)
’Siglas en inglés dExclusive Read, Concurrent Write (ERCW)
8Siglas en inglés d€oncurred Read, Exclusive Write (CREW)
9Siglas en inglés d€oncurred Read, Concurrent Write (CRCW)
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acceso a escritura concurrente en una ubicacion de meraqugre arbi-

traje. Cuando se produce la instrucc©W, una pregunta aparece: ¢ Qué su-
cede cuando varios procesadores intentan escribir contenidos diferentes en
la misma celda de memoria? A fin de resolver este conflicto regulamos la
escritura concurrente.

e Prioridad CW: todos los procesadores estan organizados en una lista
jerarquizada de prioridades predefinidas y Unicamente el procesador
con la prioridad mas alta tiene éxito al permitirsele escribir en la celda
de memoria, el resto fallan.

e Comun CW: sblo se permite si los procesadores estan tratando de
escribir el mismo valor; de lo contrario, es una operacion ilegal.

e Aleatorio CW: el procesador que escribe su valor es elegido por un
proceso aleatorio.

e Arbitraria CW: se permite que un procesador arbitrario ejecute la
operacion de escritura, el resto fallan.

1.3. Redes de interconexrin

Los modelos de computo paralelo basados en memoria compartida poseen una
region fisica de memoria donde se lleva a cabo la comunicacion entre los proce-
sadores. No obstante, en l&sles de interconexbn cada procesador contiene
Su propia memoria y se conecta con otros procesadores via enlaces directos. Es-
tos enlaces permiten la comunicacion bidireccional, por lo que, conectados dos
procesadores por un enlace pueden intercambiar datos simultaneamente. El mo-
delo consiste de procesadores que forman un red conectada, sus procesadores
se conectan por enlaces bidireccionales. La comunicacion entre procesadores se
efectlia mediante el intercambio de mensajes entre los procesadores y todos los
procesadores efectiian la misma secuencia de instrucciones sobre diferentes da-
tos.

A diferencia de los modelos basados en memoria compartida, el modelo basa-
do enredes de interconexbn captura en su disefio la comunicacion al incorporar
la interconexion entre los procesadores en la topologia misma, entendiendo por
ello que se dispone de una red para interconectar, es decir, mantener la conexion
reciproca entre los nodos de la red. La interconexion es la conexion fisica y logica
de los elementos de la red, es una comunicacion reciproca (de igual correspon-
dencia) efectuada entre dos a mas elementos de la red, sea ésta fija o temporal.
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Segun Dally y Towles [19], una red de interconexion es utesia programable
gue transporta datos entre terminales.

Durante mucho tiempo la comprension de una topologia que permitiera alto
rendimiento fue importante para los programadores y desarrolladores de algorit-
mos. Esta situacion se reflejo tanto en la literatura como en los modelos de progra-
macion paralela. Recientemente, las redes han mejorado al punto que para muchos
usuarios la topologia de la red ya no es un factor importante en el rendimiento.
Este aparente desinterés se da por la uniformidad en la topologia proveniente del
aumento de ancho de banda dentro de la red. Sin embargo, para beneficiarnos de
una topologia mas rapida, el como los procesadores se intercomunican se con-
vierte en una factor todavia mas importante al disefiar algoritmos y modelos de
programacion. La congestion en la red todavia puede ser un problema si el rendi-
miento de la red no se escala con el nUmero de nodos para el procesamiento.

Para hacer frente a este problema, algunos sistemas de memoria compartida
han optado por utilizar redes que conectan cada procesador con cada sistema de
memoria. Para nUmeros pequefos de procesadores y memorias, una conexion di-
recta entre cada procesador y la memoria es posible (se reqpfecenexiones
parap dispositivos). Para un mayor nUmero de procesadores se puede utilizar una
red menos compleja.

En el siguiente capitulo se ahondara sobre las redes de interconexion.

1.4. Algoritmos paralelos

Los sistemas de computo paralelo necesitan de algoritmos para llevar a cabo
sus tareas. Entendemos quealgoritmo paralelo es un método para resolver
un problema computacional en un modelo de computacion paralela. Esto permite
que el problema se rompa en partes pequefas para resolverse simultaneamente.
Existen varios criterios para evaluar la calidad de un algoritmo paralelo. Nos en-
focamos especificamente en el tiempo de ejecucion, el nUmero de procesadores y
el costo [7].

1.4.1. Analisis de un algoritmo paralelo

Se define unanidad de tiempocomo el tiempo requerido por un procesador
para: ejecutar una operacibn aritmética, ejecutar una operacion légica, obtener
acceso a la memoria, leer o escribirdatumo enviar un dato a su vecino.
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Tiempo de ejecucdn. Mediremos el tiempo de ejecucion de un algoritmo
paralelo contando el nUmero de unidades de tiempo que le toma desde el momento
gue empieza la ejecucion del algoritmo hasta que termina. Hemos de notar que un
algoritmo paralelo tiene varias operaciones basicas que podran estar ejecutandose
en una misma unidad de tiempo. El nUmero de operaciones puede ser igual al
namero de procesadores activos durante la misma unidad de tiempo en ejecucion.
Usaremog(n) para expresar el tiempo de ejecucion que le toma a un algoritmo
paralelo resolver un problema de tamaiio

Una buena apreciacion de la velocidad de un algoritmo paralelo es la compa-
racion de su solucion con la mejor solucion secuencial posible. La aceléfacion
de un algoritmo paralelo que resuelve un problema computacional es igual al co-
ciente de dos tiempos de ejecucion, la mejor solucion secuencial posible dividida
por la solucion del algoritmo paralelo. Cuanto mayor es el cociente, mejor es el
algoritmo paralelo.

NUmero de procesadoresPracticamente por razones econbmicas una im-
portante consideracion es el numero de procesadores requerido por un algoritmo
paralelo. Suponga que dos algoritmos disefiados para resolver un mismo problema
en un mismo modelo de computo tienen idénticos tiempos de ejecucion. Si uno
de los algoritmos necesita menos procesadores para resolver el problema, éste
€S menos caro para ejecutarlo y el preferido. Se expresa usualmente el nimero
de procesadores como una funcion del tamaio del problema a resolver. Para un
problema de tamafio, el nUmero de procesadores esta dadgpoy.

Costo. El costo de un algoritmo secuencial se define como un limite superior
sobre el nUmero total de operaciones ejecutadas colectivamente por los procesado-
res. Si un algoritmo resuelve un problema de tamaénoi(n) unidades de tiempo
conp(n) procesadores, entonces el costo esta dade(por= p(n) x t(n). El
costo es de utilidad en la evaluacion de lo caro que es la ejecucion de un algoritmo
paralelo. Mas importante alin, es una medida frecuentemente usada con proposi-
tos de comparacion con respecto a una solucion secuencieafidienciade un
algoritmo paralelo para un problema dado es el coeficiente dado por el tiempo de
ejecucion de la mejor solucion secuencial posible del problema dividido entre el
costo del algoritmo paralelo. Cuanto mayor es la eficiencia, mejor es el algoritmo
paralelo.

10se usara aceleracion como traduccion del idioma ingléspeedup
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Difusion de la informacion

El intercambio de datos, entre procesadores, puede tener un impacto signifi-
cativo en la eficiencia de los programas paralelos, pues introduce el retardo de
la interaccion durante su ejecucion. Los algoritmos paralelos a menudo exigen
acciones de comunicacion coordinadas que implican multiples procesos. Estas
operaciones globales pueden ser implementadas por un programador. Sin embar-
go, para mayor comodidad y para permitir implementaciones optimas, existe un
conjunto de funciones colectivas especializadas en la comunicacion, es decir, ope-
raciones de uso comun que permiten acciones de comunicacion coordinadas [23].
Estas funciones son las siguientes:

= Barrier. Sincronizar todos los procesos.

= Difusion de la informaadn. Enviar datos desde un proceso a todos los pro-
cesos.

= Gather Recopilar datos de todos los procesos en un solo proceso.

= Operaciones de redudm. Suma, multiplicacion, y asi sucesivamente de
datos distribuidos.

Todas estas operaciones se ejecutan de manera colectiva.

Mediante un solo proceso hay que enviar datos a todos los procesos o a un sub-
conjunto de ellos. Esta operacion se conoce cdifusion de la informacion'?.
Inicialmente, el proceso que tiene los datos es el GUnico que necesita difundir in-
formacion. Al terminar el procedimiento, existen varias copias del dato.

Este modelo de difusion de la informacion consiste:geocesadores caom
localidades de memoria compartida y una unidad de acceso a la memoria. Esta
instruccion permite a todos los procesadores escribir en todas las localidades de
la memoria compartida simultaneamente. Es decir, en la que cada procgsador
difunde undatumd, y una etiqueta;, con1 < ¢ < n, con destino a todas las
localidades de memoria.

Hysaremos difusion de la informacion como traducciotadcasting
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Capitulo 2

Redes de interconexn

Un modeloes fisica, lbgica 0 matematicamente una representacion de una en-
tidad del mundo real. Su proposito es simular cierto fenémeno por lo que permite
un estudio sistematico del mismo. Los modelos pueden ser usados para describir
ciertos sistemas conceptuales. Esta capacidad provee a los modelos una concreta
manifestacion de los procesos que esta destinado a representar [2].

En ciencias de la computacion, los modelos de computo sirven para ambos
propositos. Primero, se utilizan para describir entidades reales, llamadas compu-
tadoras. Como tal, un modelo de computacion es una version simplificada de una
ya existente o una contemplada pieza de maquinaria. Con tales intentos logramos
capturar las caracteristicas esenciales de la maquina e ignoramos los detalles de la
implementacion. El modelo, por lo tanto, da una descripcion abstracta que es sim-
ple de entender tedricamente y de facil manipulacion matematica. Segundo, los
modelos de computo son usados como herramientas para pensar en el problema
y expresar algoritmos. Por ello, la principal razon de ser de los modelos es ayu-
darnos a entender la computacion. Algunos ejemplos de modelos tempranos de
computacion son los automatas, la maquina de Turing, las gramaticas formales y
las funciones recursivas. Modelos mas recientes son: maquina de acceso aleatorio,
maquina paralela de acceso aleatorio, redes de interconexion, etcétera.

En el presente trabajo nos centraremos en las redes de interconexion, pues
permitira proporcionar un marco teérico apropiado para el estudio de la red de
interconexion(n, k)-estrella. Algunos ejemplos de redes de interconexion son:
los sistemas informaticos, las redes de computadoras, los sistemas de comunica-
cion y los sistemas de transportacion. En el caso de los sistemas informaticos, los
componentes podran ser los procesadores, las unidades de almacenamiento y los
dispositivos de I/O. El objetivo de un sistema informatico es basicamente trans-
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formar un conjunto de informacion de entrada en un conjuatmfibrmacion de
salida, visto éste como resultado.

2.1. Conceptos hsicos

Enla computacion paralela una de las maneras de comunicarse entre los proce-
sadores es mediante una red de interconexiobn; como ya se mencion0 en el capitulo
anterior, entendemos que se dispone de una red para interconectar, es decir, man-
tener la conexion reciproca entre los nodos de la red. Por lo cual, se tiene que
la interconexion es la conexion fisica y logica de los elementos de la red, es una
comunicacion reciproca (de igual correspondencia de uno a otro) efectuada entre
dos a mas elementos de la red sea esta fija o temporal. Segun Dally y Towles [19],
una red de interconexion es un sistema programable que transporta datos entre
terminales.

Uno de los criterios mas importante para la clasificacion de las redes de inter-
conexion se basa en larigidez de los enlaces entre los nodos, siendo estos enlaces
estaticos o dinamicos. Una red estatica se caracteriza porque su topologia queda
establecida de forma definitiva cuando se instala el sistema, su Unica posibilidad
de expansion es crecer. En contraste, una red dinamica puede variar de topologia
bien durante el curso de la ejecucion de los procesos o bien entre la ejecucion de
los mismos. Por otra parte, las redes pueden ser jerarquicas o no; lo son si estan
formadas de una serie de niveles, con diferente nUmero de nodos que ademas son
simétricos en su tratamiento [4]. En la figura 2.1 observamos un esquema general
de una red de interconexion paralela y estatica.
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Figura 2.1: Red de interconexion paralela
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Asi, tomamos en cuenta los principales problemas enca#@emplear este
modelo de computacion: el disefio, el analisis, su usoy la rentabilidad que conlleva
hacer uso de una red de interconexion [39]. Consideramos, a proposito, hacernos
algunas preguntas sobre este modelo de computacion:

= ¢ Qué forma debera tener la red?
= ¢ Puede un procesador comunicarse inmediatamente con tsEcinos?

= ¢ Cual es el tamafio de un mensaje que un procesador puegiritiaen un
momento?

= ¢ Cuanto tiempo le toma a un procesador inicializar la tr&ién?
= ¢ Cuanto tiempo le toma a un mensaje viajar entre dos pramesackCcinos?
= ¢ Cuanto le toma a un procesador recibir un mensaje?

= ¢ Cuanto le toma a un procesador escribir o leer un mensajeragraoria
local?

= ¢Cuanto le toma a un mensaje viajar del procesgdaprocesadop;?
= ¢Las rutas son dinamicas o estaticas?

» ¢Los procesadores operan sincrona o asincronamente?

¢, Qué tipo de procesador es usado por una red de intercaflexio

Todas estas preguntas son apropiadas al disefiar la red de interconexion vy tie-
nen diversas respuestas. Algunas, sin embargo, son mas importantes que otras y
sirven para distinguir plenamente los diferentes modelos empleados en la interco-
nexion.

A continuacion listamos algunos conceptos y consideraciones importantes li-
gados con las redes de interconexion.

NUmero constante de vecinosPodemos decir que habra un niumero constante

de vecinos para la comunicacion o que estara en funcian é&numero total

de procesadores. Se asume que un procesador puede enviar o recibir datos de un
namero constante de vecinos en una misma unidad de tiempo.

Tamano constante del mensaje para la transmisin. Cada mensaje que un pro-
cesador desea transmitir es considerado como un dato en memoria de tamafio fijo.
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Sim datos seran enviados de un procesador a otro, entonces se requeritan de
transmisiones.

Tiempo constante para inicializar la comunicacbn. Supongamos que un pro-
cesador tiene vecinos (donde: es constante o esta en funcionmgeCon el fin

de seleccionar uno de sus vecinos para la transmision el procesador necesita un
tiempo, el cual es una funcion de

Tiempo constante por enlaceSi el enlace que conecta a dos procesadores tiene
longitud /, entonces el tiempo para atravesar el enlace es una funcibrPoe
simplicidad, supondremos que un dato puede viajar de cualquier procesador a
otro en tiempo constante.

Tiempo constante para acceder a memoriaSi un procesador es la fuente (o

el destino) de un dato que debe leer (0 escribir) en la memoria; este paso to-
mara tiempo, se asume gue éste sera constante.

Almacenamiento y retransmisbn de comunicacbn. Cuando un procesadpy

desea enviar un datbal procesadop;, al que no esta conectado, se usa el siguien-

te esquema: primerg, envia el dato a uno de sus vecinpg, ahorap, recibe y
almacenal y posteriormente retransmite a uno de sus vecipo®ste proceso
continua hasta que se alcanzadonde cada daté es de tamafo constante y no
existe diferencia si este esquema es usado en otro esquema en el cual la ruta ha
sido previamente establecida.

Comunicacion esttica. A menos que se indique lo contrario, se asume que las
rutas seran predefinidas. Es decir, la direccion del procesador destino es usada
para encontrar la ruta mas corta desde el procesador fuente. Por lo cual, es ne-
cesario disefiar un algoritmo. El algoritmo define lo que requiere la ruta cuando
un procesadop; desea enviar un dato al procesagpen cualquier paso dado.

se asumira que todos los procesadores conocen el nimero total de procesadores,
asi como la topologia de la red. Ademas, ningin procesador se aisla, por lo que
siempre habra una ruta entre el procesador origen y el procesador destino.
Operacion sincronica. Asumiremos que cualquier procesador trabajara sincroni-
camente. En un paso, que requerira tiempo constante, un procesador puede recibir
datos de un niUmero constante de vecinos, realizar calculos y enviar datos a un
namero constante de vecinos. Cada procesador mantiene una copia del algoritmo
y todos los procesadores ejecutan este algoritmo en riockstep. El algorit-

mo puede indicar que sblo un subconjunto esta activo, usando los procesadores
indicados. Los procesadores ejecutan el mismo paso al mismo tiempo.
ProcesadoresCada procesador en la red puede ser visto como una RAM; ésta

!Lockstepes una forma de estar sincronizados.
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puede ejecutar un nUmero basico de operaciones ariméticagicas y tener ac-

ceso a una memoria de acceso local. Cada operacion requiere un tiempo constante

para ser ejecutada. Sin embargo, cada procesador tendra un numero especial de

registros llamados puertos, que permiten la comunicacion con sus vecinos. Cada

puerto esta fisicamente conectado por un enlace a un puerto de otro procesador.
En una red de interconexion, no hay memoria compartida; en su lugar, cada

procesador cuenta con su propia unidad de memoria local y se conecta con otros

procesadores mediante enlaces directos entre ellos. Los enlaces son bidireccio-

nales; es decir, dos procesadores conectados por un enlace pueden intercambiar

datos de forma simultanea. Por lo cual, la estructura matematica adecuada y con-

veniente es una gréafica no dirigida= (V, A) y es empleada para describir una

red de interconexion, donde cada procesaga@s un vértice e’ y si hay un

enlace entre dos procesadopey p; en la red de interconexion, entonces la aris-

ta (p;, p;) existe entre los correspondientes vértidede la grafica. En esta tesis

usaremos los términos red de interconexion y grafica de forma indistinta.

2.2. Topolodgas basicas

Introduciremos algunas redes de interconexion conocidas. Supondremos que
todas las redes tienenprocesadores o nodos, centrando nuestra atencion en las
redes de interconexion con enlaces estaticos.

Primeramente se tiene que el grado de una red de interconexion es el grado
maximo de todos los procesadores que hay en la red, (véase la definicion A.3).

2.2.1. Redcompleta

La red de interconexidon mas obvia y general es la grafica donde cada nodo en
ella esta conectado directamente con todos los etrosnodos de la gréafica. Esta
red de interconexion es conocida cografica completao K,,. Esta es lared mas
poderosa por su amplia versatilidad; el gradaigeesn — 1y el diametro eq.
Como se puede observar hagn — 1)/2 enlaces en la red, lo que la hace inviable
en la practica por dos razones: el costo asociado con el nimero total de aristas y
el limite fisico de conexiones que puede tener el procesador.

Afortunadamente, un pequeio subconjunto de pares conectados suele ser su-
ficiente para obtener algoritmos eficientes en la mayoria de aplicaciones. En al-
gunos modelos el nUmero de procesadores vecinos es constante, mientras que en
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Figura 2.2: Red completa con 6 Procesaddfgs

otros es una funcion de, donden es el nUmero de procesadores. La figura 2.2
ilustra la grafica complet&.

2.2.2. Arreglo lineal

El arreglo lineal es la méas sencilla y fundamental red de interconexion. En
ésta, los: procesadores forman un arreglo unidimensional. Cada procegador
conl < i < n, esta conectado con dos vecinos llamagosy p; 1, exceptuando
los procesadores Y p,,, estos solo tienen un vecino. El grado maximo del arreglo
lineal es2 y el diametro e®)(n). La figura 2.3 presenta una arreglo lineal de cinco
procesadores.

pl p2 pg p4 p5

Figura 2.3: Arreglo lineal

Un arreglo lineal especial, es la red de interconeriiog, tal quep, y p,, estan
conectados, por lo que todos los procesadores tienen exactamente dos vecinos.

2.2.3. Mallas

La mallas son redes bidimensionales que son obtenidas del arreglo de los
procesadores en una matrizide s. El procesador en el renglary columnaj es
denotado pop; ;, dondel < i <ry1 < j < s. Los vecinos dg;; sonp;_ j,

Di+1,5» Pij—1 Y Dij+1, Sl €Xisten. Los procesadores en la frontera de las columnas y
renglones tienen al menos cuatro vecinos. El grado maximo de la mallp els



2.2. Topologias basicas 25

p,, pl,?

p2‘,1

p444

Figura 2.4: Malla\/ de4 x 4

diametro e®)(r+s) ya que la distancia desge; ap, ; esr—1+s—1 = r+s—2.
La figura 2.4 muestra una malla dex 4.

Si en una malla la dimensia@hde la matriz es mayor que 2, la red de interco-
nexion es conocida comualla d-dimensional En ésta cada procesador esta co-
nectado con dos procesadores en cada dimension excepto con los procesadores
que estan en la frontera de la malla. Por lo cual, el grado maximo de la malla
d-dimensional sera x d.

2.2.4. Arbol

En la red de interconexion, debol, los procesadores forman un arbol com-
pleto. De tal manera que el arbol tiedeniveles, numerados dead — 1, y
n = 2% — 1 nodos cada uno de los cuales es un procesador, como se muestra en la
figura 2.5.

Figura 2.5:Arbol binario

Cada procesador en el nivegsta conectado por un enlace de comunicacion
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bidireccional a su padre en el nivek- 1 y a sus dos hijos en el nivel— 1.

El procesador raiz no tiene padre y las hojas no tienen hijos. En éste modelo
no hay memoria compartida. En su lugar, la memoria esta distribuida entre los
procesadores, cada uno de los cuales tiene una porcion igual. Cada procesador
almacena una copia del mismo programa. Sin embargo, no todos los procesadores
ejecutan la misma instruccion al mismo tiempo, sélo ocurre cuando un procesador
esta activo; esto pasa si recibe datos de uno o mas procesadores. Solo laraiz y las
hojas se pueden comunicar con el mundo real.

2.2.5. Piramides

Una piramide unidimensional se obtiene al agregar interconexiones bidirec-
cionales en los procesadores ubicados en el mismo nivel de un arbol binario; y
en cada nivel las interconexiones forman un arreglo lineal. Este concepto puede
extenderse para dimensiones de orden superior.

Por ejemplo, una piramide de dos dimensiones consigt&'tde— 1) /3 proce-
sadores distribuidos entiet- 1 niveles. Todos los procesadores en el mismo nivel
estan interconectados por una malla. Hayprocesadores en el nivel(también
llamado base) organizados en una mall2te 2¢. Solo hay un procesador en
nivel d, también llamado cima. En general; un procesador en el jigdemas de

CIMA

BASE

—0—0

Figura 2.6: Red de interconexion piramide
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estar conectado a sus cuatro vecinos en el mismo nivel, t@rexiones a cuatro
hijos en el niveli — 1 coni > 1y a uno de los padres en el nivek 1, con

i < d — 1. El diametro de la piramide €%l — 1. La piramide se muestra en la
figura 2.6.

2.2.6. Entrelazado perfecto

En este modelo de red de interconexion el paramets una potencia de 2y
etiqueta a» procesadores comm, p1, ., ..., pn—1. EN el entrelazado perfeéttas
aristas entre; y p; se obtienen de la siguiente manera:

2 Si0<i<n/2-1,
1 2i+1—mn sin/2<i<n-—1

Asimismo, se usara la representacion binaria para explicar la estructura de
la red de interconexion entrelazado perfecto. La representacion binajiaale
obtiene desplazando ciclicamente el nodo originaha posicion a la izquier-
da; lo que significa que el procesadgr_,;. ,.., €sta conectado al procesador
Din_sin_s..ioin_.- POr €jemplo, cuando = 8, existe un so6lo sentido entre la aris-
ta del procesadary,; a pyio. Una variacion de entrelazado perfecto es la red de
interconexiorshuffle-exchangé=n este modelo cambiamos los enlaces unidirec-
cionales por los bidireccionales. Ademas agregamos el intercambio de aristas en
la red, que son aristas bidireccionales enlazadas a todos los procesadores etique-

tados y cuya etiqueta es par con sus sucesores.

& l < | < J7 [ ]
P, 2 b, P, D, by Dy yZ=
L] T T | T | T

Figura 2.7: Red entrelazado perfecto

La figura 2.7 es una representacion alternativa de la red de interconexion en-
trelazado perfecto, en la que se da un mapeo a partir del conjunto de procesadores.
Esta representacion explica el origen del nombre de la red; cuando una baraja de
cartas se parte en dos grupos del mismo tamaio, una mezcla perfecta se obtiene
al barajear (entrelazar) las cartas en los dos grupos.

2Se usara Entrelazado Perfecto como traduccioRetéect Shuffle
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2.2.7. Hipercubo

En términos generales la red de interconexion hipercubo esta vinculada con
procesadores paralelos y se basa en la red binariadaéo introducida bajo di-
ferentes nombres como: cubo cosmiaegubo binario yn-cubo booleano. Sea
n = 2¢, cond > 0; para usar una representacion binaria eédquetamos todos
los procesadores de la red cor) < i < n — 1. Para cada procesadgrexisten
exactamentd vecinos, tal que los vecinos del procesagaeran los procesado-
resp; y donde la representacion binaria de los indicgg difieran exactamente
en un bit. Se tiene queé es la dimension de la red de interconexion, por lo que
la red de interconexion es conocida combipercubo, cond la dimension de
éste, ad-cubo. El grado y diametro de ui-cubo esi. La figura 2.8 muestra los
primeros hipercubo®;, )» y ()3 de dimension 1, 2y 3.

Actualmente, la méas popular y no trivial red de interconexion en uso es el
hipercubo. La razon obedece a que lademlibo posee una gran cantidad de pro-
cesadores; tantos como= 2¢y un grado pequeid, = log n. Esto logra que una
gran cantidad de procesadores puedan estar interconectados usando escasos enla-
ces para la comunicaciod énlaces por cada procesador), mientras que al mismo
tiempo mantiene el retardo de la comunicacion entre los procesadores al minimo.
Aunado a esto, ef-cubo es una topologia completamente simétrica por lo que
minimiza los problemas de congestion en la red; esto logra el uso de procesadores
idénticos, pues cada vértice juega un papel idéntico en la red de interconexion. De
este modo la estructura del hipercubo puede ser descompuesta recursivamente en
hipercubos de dimension menor. Otras caracteristicas del hipercubo incluyen un
diametro pequefio y la propiedad de ser una grafica regular. Ademas posee algo-
ritmos de enrutamiento optimos y sencillos y con buena tolerancia de fallos, que
enrutan mensajes entre los procesadores a través de la ruta mas corta [1].

00 01

10 11

010 011

Figura 2.8: Hipercubos cah= 1,2, 3
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Construccion recursiva del hipercubo

Una propiedad importante délcubo es que puede construirse recursivamente
a partir de cubos de dimension menor: consideremogdles1)-cubos, cuyos
vértices igualmente estan numerado$ de?—, al unir cada nodo del primés —
1)-cubo con un nodo del segun@6-1)-cubo con el mismo nimero, se obtiene un
d-cubo. Para reetiquetar los nodos basta con concaterfacamcada nodp; del
primer hipercubo y concatenar tirseguido de cadg; en el segundo; recordemos
gue cada nodp; es una representacion binaria de los dos nodos similares en cada
(d—1)-cubo. Esto se ilustra patie= 4 en la figura 2.9; para obtené¢tcubo, basta
unir los nodos interiores d8kcubo con los nodos exteriores detubo.

0100 010

0000 000

1100

1000 1001

1110 1111

1011

010 001

Figura 2.9: Vista 3D del-cubo

La separacion de ud-cubo donde todos los nodos cuyo bit inicial es cero
y donde todos los nodos cuyo bit inicial es uno producen dos subgraficas tales
gue cada nodo de la primera subgrafica esta conectado con un nodo de la segun-
da subgrafica. Si eliminamos las aristas entre estas subgraficas, obtenemos dos
(d — 1)-cubos disjuntos. A la operacion de dividireetubo en do$d — 1)-cubos,
de manera que todos los nodos de los(dos 1)-cubos estén en correspondencia
univoca, la denominaremeosmpimientd. El rompimiento sugerido da mayor im-
portancia al primer bit. Sin pérdida de generalidad, para una numeracion dada, un
rompimiento equivale a separar la grafica en dos subgraficas obtenidas de tomar
en cuenta todos los nodos cuyobésimo es cero y cuyo bitésimo es uno. Esto
se conoce como rompimiento a lo largo de-ksima direccion de la red. Puesto
gue hayd bits, también hayl direcciones.

Proposicion 2.1. Existend diferentes maneras de romper étubo, es decir

3Usaremosompercomo traduccion literal dearing
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010 011 10 u
110 1 10 1
100 101 00 01
000 101 00 01
(a) Grafica3-cubo (b) Rompimiento: 1er. bit

00 01 01 01

i 11
m m

00 01 00 00

(c) Rompimiento: 20. bit (d) Rompimiento: 3er. bit

Figura 2.10: Rompimiento del hipercubo

de dividir en dogd — 1)-subcubos de manera que sus respectivos vértices estan
conectados de forma univoca [38].

llustrando este hecho en la figura 2.10, notamos el rompimiento del hipercubo
eni-ésima direccion de éste. Cada rompimiento consiste en la division de la gra-
fica d-cubo en dos subgraficas, una donde las etiquetas de los nodos tienen un
uno en la posicioi-ésima y otra donde las etiquetas tienen un cero en la posicion
i-ésima.

2.2.8. n-Estrella

Para obtener una red de interconexisEstrella* empezamos por dar un en-
teron y un conjunto de enterodl, 2, ...,n}. Cada procesador corresponde a las
distintas permutaciones de lassimbolos. Por lo cual, el nUmero de procesado-
res en una red de interconexirestrella esi! Un procesadop estara conectado
conn — 1 vecinos que se obtendran del intercambio del primer simbojocda
i-esimo simbolo2 < i < n. Llamaremos a éstas, aristas de dimensién 1.

4Usaremos-estrellacomo traduccion literal de-star.
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1234 4231

123 2431

3421

1423

132 4123

(a) La3-estrella 0S5 3132 21%3
(b) La4-estrella oS,

Figura 2.11: Ejemplos de la-estrella

Denotamos esta red pdt, o n-estrella. Por ejemplo, si = 4, el procesador
P1234 €Stara conectado com 34, p3214 Y Pa231 POr dos aristas bidireccionales. Las
siguientes figuras 2.11ay 2.11b muestsaly S, respectivamente.

La red de interconexion estrella es una atractiva alternativa al modelo hiper-
cubo. Las propiedades entaestrella puede compararse favorablemente con el
hipercubo, incluyendo las propiedades de simetria, la tolerancia a fallos, entre
otras. Mas adelante se hara un breve comparativo entre las redes de interconexion
mencionadas.

2.2.9. (n,k)-Estrella

Chiang y Chen definieron una generalizacion de-Bstrella al agregar un
nuevo parametro mas, pues su funcion es controlar la cantidad de nodos (proce-
sadores) en la topologia. Esta nueva topologia es conocida(compEstrella®
[15].

Tomemosn y k£ como dos enteros tales que< £ < n — 1. Por simplicidad
(ny={1,2,...,n}y (k) ={1,2,...,k}.

Definicion 2.1 (Grafica (n, k)-Estrella). Una(n, k)-estrella, denotada pdt,, 4,
se rige por dos enteros:y k, dondel < k < n. El conjunto de nodos d§, ;, es
denotado pot/ (S, k) = {pip2-..pelpi € (n)y p; # p; parai # j} el conjunto

5Se usargn, k)-estrellacomo traduccion literal dén, k)-star
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de todas las permutaciones/delementos tomados de). Los vecinos del nodo
p=mpips...Dp; ... px S€ definen como sigue:

1. pip2...pi_1p1 - .. pis1pk @ través de una arista de dimensipgenominadas
i-aristas cor? < i < k. Estamos intercambiandg conp;,.

2. xpy...p;...p,através de una arista de dimension 1, denominbdaistas
conz € (n) —{p; | 1 <i<k}.

La figura 2.12 muestra |&, 2)-estrella 0S,,. En ella las lineas punteadas
indican lasi-aristas (en este caso= 2 paras, ) y todas las lineas continuas
indicanl-aristas de la grafica.

@ay------------ {a1)

Ia / \\ / / \\
24 34 Ry—3Y
| |
| P N |
(23) 155 723 12
\42\ /1 72/‘ 63\ /1 73/
L 3

Figura 2.12: Lg4, 2)-estrella

El niUmero de nodos de ulta, k)-estrella esi!/(n — k)!. Claramente, cuando
se disefa la red de interconexion en una computadora paralela, la grafiga
estrella permite mas flexibilidad quenaestrella.

2.3. Comparando topologas

A partir de las propiedades matematicas de la grafica subyacente de la red
fisica, podemos comparar las propiedades que se esperan de la red. Existen al-
gunos criterios que nos permiten comparar qué topologia es aparentemente mas
adecuada para cierta aplicacion. Veamos algunos:

= Grado maximo. Este es un importante criterio para evaluar una topologia
y debe ser considerado prudentemente. Desde un punto de vista teorico,
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mientras el grado de la red sea mas grande es mejor; casarcmmmara
aplicaciones practicas, donde se prefiere un grado nfenor.

= Diametro. Dado que los procesadores necesitan comunicarse entre ellos
mismos y que el tiempo para un mensaje de un procesador a otro depende
de la distancia entre ellos, una red de interconexion con diametro pequeio
es mejor que una red con diametro mayor.

= Longitud de los enlacesAunque los modelos antes mencionados son obje-
tos abstractos, algunos de estos pueden representar computadoras paralelas
para ser implementadas. Desde este enfoque, una red de interconexion es
mas deseable que otra si es mas eficiente, mas conveniente y mas entendi-
ble. Un criterio particular es la longitud del enlace maximo de la red. Por
ejemplo, en un arreglo lineal y una malla, todos sus enlaces tienen longi-
tud constante, sin tener en cuenta en numero de procesadores, mientras que
todas las otras redes de interconexion mencionadas en las secciones 2.2.4-
2.2.9 poseen enlaces que dependen del nUmero de procesadores que tienen.
Una red cuyos enlaces tienen longitud constante usualmente es mas facil y
mas eficiente de implementar.

Comparemos las redes de interconexibn mencionadas en las secciones 2.2.2-
2.2.9 con respecto a los dos primeros criterios, grado y diametro. Se asume que el
numero de procesadores por red de interconexi@n(e$, donden es suficiente-
mente grande. Ademas= m! para la estrella.

Como se muestraen latabla 2.1 es dificil dar un ganador. Por ejemplo, la malla
es superior con respecto al grado del hipercubo, pues es el grado es constante. Por
otro lado, el hipercubo posee un diametro pequefio comparado con la malla. De
igual manera podemos seguir comparando las redes de interconexion; cada una
tendra sus ventajas y sus propias desventajas y algunas son mas adecuadas para
ciertos problemas.

Sin embargo, aparte de estos tres criterios, hay que tomar en cuenta otros. Da-
do que el disefio de una red de interconexion es una parte integral de cualquier
sistema paralelo o distribuido de computacion [16], el escoger una red de interco-
nexion particular determinara significativamente el desempefio del sistema. Una
topologia eficiente usualmente posee la siguientes propiedades: numero elevado
de vértices para permitir un paralelismo masivo, fuertemente conexa, regular, no-
dos simétricos, un algoritmo sencillo de enrutamiento, entre otros.

6Se usara grado para referirnos al grado maximo de la red siempre y cuando el contexto lo
permita.
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Topologia Grado maximo Diametro
Arreglo Lineal 2 O(n)
Mallas 4 O(n'/?)
Arboles Binarios 3 O(logn)
Piramides 9 O(logn)
Entrelazado Perfecto 3 O(logn)
Hipercubo O(logn) O(logn)
Estrella n-1 O(m)

Cuadro 2.1: Comparando topologias [2].

Por otro lado, las aplicaciones para las cuales esta destinada una red de inter-
conexion también juegan un rol importante en la seleccion de la red. Uno desea
tener unared de interconexion que sea la mejor para resolver un problema particu-
lar. Por ejemplo una malla es apropiada para problemas que involucran matrices
mientras que un arbol esta equipado para problemas de basqueda, digamos en una
base de datos. No obstante, los arboles tiene una debilidad particular en la raiz; ya
gue la raiz es un potencial cuello de botella, pues todas las comunicaciones entre
los subarboles izquierdo y derecho deben pasar por la raiz. Alternativamente, uno
quiere una red de interconexibn que sea capaz de resolver una amplia variedad
de problemas. Una de ellas es el hipercubo. En el presente trabajo pretendemos
mostrar que la red de interconexiom k)-estrella es capaz de resolver una gran
variedad de problemas.



Capitulo 3

Propiedades topobgicas de la
grafica (n, k)-estrella

Cada red de interconexion posee caracteristicas intrinsecas y por ello revisa-
remos la literatura escrita sobre la red de interconegio®)-estrella oS, ;, se
usara indistintamente cualquiera de estas dos notaciones. Examinando la red co-
mo una grafica, obtendremos algunas particularidades de la red. Haremos uso de
la definicion 2.1 de la subseccion 2.2.9.

Sabemos que una grafiaesk-regular si el grado de todo vértice ksuna
grafica regular es una que ggegular para alguna. Por ejemplo, la red de
interconexion completa es regular, lo mismo ge@ibo. En particular tenemos el
siguiente resultado:

Proposicion 3.1. La graficas,, ; es regular y de grade — 1 [15].

Daremos una demostracion exhaustiva de esta proposicion. Para verlo clara-
mente recurriremos al proceso de construccion de la grafiég-estrella.

Consideremos el siguiente probleindna estrella con cinco vértices numera-
dos del 1 al 5y cinco etiquetas correspondientes a las primeras letras del alfabeto
latino: A, B, C, Dy E.Estas han sido colocadas de forma aleatoria sobre los verti-
ces de la estrella, como se puede ver en la figura 3.1. A través de un serie de
intercambios deseamos colocar las etiquetas alfabéticamente, es decir, la etiqueta
A corresponde al vértice 1, la etiqueta B corresponde al vértice 2, etcétera.

ILas ideas generales son tomadas de Akeas[1].
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Figura 3.1: Estrella

Dado que deseamos colocar las etiquetadas en su lugar correspondiente, el
problema se ajusta a las permutaciones de los simbolos A, B, C, Dy E. Es de-
cir, las permutaciones obtenidas de los simbolos representaran todos los posibles
estados por los que podra pasar una etiqueta, con el objeto de llegar a la configu-
racion deseada. Por ejemplo, la configuracion inicial mostrada en la figura 3.1 es
CABED vy la configuracion final es ABCDE; es decir, la permutacion identidad.
Asi que deseamos encontrar la minima secuencia de permutaciones tal que em-
pezando con CABED terminemos con ABCDE, y no so6lo eso, sino que ademas
las permutaciones intermedias pueden ser obtenida de la inmediata anterior por el
intercambio del primer simbolo con cualquiera de los otros cuatro simbolos.

Observamos inmediatamente que este problema puede generalizarse-a
cas Yy, el estado de cada marca puede representarse por las permutaciones de los
n simbolos. En lo que corresponde a los movimientos permitidos ocurre que se
intercambia el primer simbolo con cualquiera de los otros simbolos. Por lo tan-
to, cualquier permutacion se puede transformar en una cualquiera de-lds
permutaciones en un movimiento.

Demostracibn Ahora bien, necesitamos hacer un ajuste, pues el problema se
adecia perfectamente a las permutaciones diemento% Sin embargo,
sabemos por la definicion 2.1, que(la k)-estrella posee dos parametros
y k que le dan mayor flexibilidad; por lo que buscamos las permutaciones
den elementodtomados dé enk. Sabemos que la grafica, k)-estrella
poseen!/(n — k)! vértices [15]; de ahi que el problema lo veriamos como
la colocacion en sus respectivas posiciones de todas las permutaciones de
n elementos tomados deen k (véase la definicion B.17). Asi que, por la

2La red de interconexiom-estrella se define como las permutaciones ééementos.
3Durante el desarrollo de este trabdjg denotara el conjuntél1,2,...,n} de simbolos y,
| X | representara la cardinalidad de un conjukito
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definicion de(n, k)-estrella, conocemos que si un vértice difiere de otro en
el primer elemento de la etiqueta existira un arista entre ellos; por lo que te-
nemos dos casos: el caso en que difieran Gnicamente en el primer elemento
de la etiqueta la cual sera uharista, y el caso en que difieran en el primer
elemento de la etigueta y enikésima posicion de ésta, la cual sera itaa

rista. Ademas cada veértice esta conectadorcerk 1-aristas y una-arista,

para cadd, con2 < i < k, éstas Ultimas soh — 1. Sumando lag-aristas

y lasi-aristas tenemos que el grado de cada vértice de, la)-estrella es

n — 1,y esto es valido para cualquier configuracion (o permutacion) inicial,
por lo que el grado de todos los vértices de la graficaesn — 1y esto
indica que es una grafica regular. O

Este resultado es importante. No solo nos dice de cuantos enlaces disponemos
en la red, sino que ademas, permite ajustar los parametyos para un uso
apropiado de los recursos disponibles o necesarios. Esto indica que el grado de
una grafica puede verse como una medida del costo de la red de interconexion.
Mientras mas grande el grado, mayor el costo. Por lo que se prefiere contar con
un grado pequefio y manejable que con un grado mayor en la red.

3.1. Estructurajerarquica

La estructura jerarquica de la grafica k)-estrella es una de las propiedades
mas importantes de 1%, .. Podemos explotar esta propiedad en varios algoritmos,
en particular, en los de enrutamiento. Cuando hablamos de estructura jerarquica,
nos referimos al orden y la disposicion de la grafica. Por ejemplo, si tenemos
una graficasS,, , podemos generar subgraficas, que también son gré&ficds)-
estrella.

Debido a las siguientes razones, una red de interconexion con la propiedad de
poseer una estructura jerarquica es atrayente:

1. Proporcionan una buena capacidad de expansion. Es decir, con el tamafio
creciente de los sistemas de computo, las alteraciones de configuracion en
software como en hardware para la comunicacion de cada vértice puede ser
minimizada.

2. En comparacion con algunas redes de interconexion no jerarquicas, se pue-
den integrar mas vértices utilizando el mismo nUmero de enlaces [34].
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Definicion 3.1(Subgrafica S,,—1 x-1(¢)). SeaS, 1 x—1(i) la subgréafica dé,, ;. in-
ducida por todos los vértices que tienen el mismo Gltimo simbeiosu etiqueta,
se escogedel an.

De la definicion 2.1, facilmente podemos observar que,la ,_(i) es una
grafica(n — 1, k — 1)-estrella definida por los enterés, 2, ..., n} —{i}. En otras
palabras, cada subgrafifa_, . (i) es isomorfa as,,_, »—1. De esta propiedad,
Sn.x puede ser descompuestaregraficass,,—; x—1, denotadas cofi,,_1 x—1(i) ¥
conl <i<nJl5].

e Ejemplo. En lafigura 3.2 observamos la estructura jerarquica de la grafig a

estrella. Si seleccionamos el Gltimo simbolo de cada vértice con el mismo

valor i, observamos que contiene cuatro subgrafigad)-estrellas genera-
das por cada valor de; las cuales sonS;»(1), S52(2), S32(3) Y Ss52(4).

Conlos rellenos zigzag, guiones, césped y cruces identificamos las subgrafi-

casSsa(1l), S32(2), S32(3) y S32(4) respectivamente. Recordando lo que
pasa con efl-cubo, al romperlo se generan dos subgrafidas 1)-cubo.
Algo similar sucede aqui, al fijar el Gltimo simbolo, por ejemplo el uno, se
genera la subgrafics; »(1) que contiene al conjunto de veérticé$S; 5(1))

con las etiqueta32, 23, 43, 34, 24y 42. Lo mismo se replica con el resto de

las subgraficas inducidas por Gltimo simbolo. Esta descomposicion puede

realizarse de forma recursiva en céfja, (i) para obtener subgraficas
mas pequefas. A

Lema 3.1. La graficaS, , puede descomponerse ersubgraficass,,_; 1 (i),
1 <i <nycada subgraficd,_; ;. (i) es isomorfa &), 1 [15].

Demostracion.Si removemos el tltimo simbolo de todos los nodos de la grafica

ensS,_1x-1(n), obtenemos und,,_; . Ademasys,,_, x—1(n) esisomorfa
a S,_1-1. Por lo que, sblo es necesario demostrar §ile ,—1(i), con

1 <i<n-1ylasS,i,-1(n) son isomorfas. Definimos una funcion
biyectivaus en(n):

ps(i) = n; ps(n) =1i; us(z) = x, parar € (n) — {i,n}.
Definimos también una biyecciaw; dada por:

Ms(pips - . o) = pa(pr)ps(p2) - . . ps(pr)
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341 143

Figura 3.2: Descomposicion en 4 subgraficas de |8)-estrella

para un nod® = pips ... px €NS, k.

Entonces podemos afirmar qué; transforma los nodos d&, ; ,—1(7) en
los nodos de&5,,_; ;1 (n) y ademas preserva adyacencias. O

Debemos notar que la dimension en la cual fijamos los simbolos para obtener
las subgraficas,,_, ;—1, no tiene que ser necesariamente el Gltimo entero de la
etiqueta de la permutacion; como se menciono en la definicion 3.1. Esto, en gene-
ral, puede ser definido como las subgrafisggl,k_l(j) para ser una subgrafica
Sn—1,—1 tal que todos los vértices en ellas tengan el mismo simpefolai-ési-
ma posicion, core < ¢ < ky 1 < j < n. Formalizado este hecho tenemos el
siguiente resultado:

Proposicion 3.2. Existenk — 1 maneras diferentes de descomponer a una grafi-
ca S, enn subgraficasS,,_; ,_; ajenas por nodos, tal que las subgraficas son:
ho1po1() para2 < i < ky 1 <j <n[29].

e Ejemplo. Para descomponer la grafich 2)-estrella em subgraficass,,_;
ajenas por nodos, de acuerdo con la proposicion anterior, existe una manera
diferente de obtener cuatro subgraficas ajenas por nodos; pues son tantas co-
mon, pero por cada dimensiGnEn la figura 3.3b se indican las subgraficas
Sn—1,—1 que se obtienen al descomponer la grafic&)-estrella. Al elimi-
nar el Gltimo simbolo de cada etiqueta obtenemos las subgrasicad:),
S31(2), S31(3) y S3.1(4). La subgréaficas; ; (1) nos indica que ella misma
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se forma al eliminar el simbolp de valor1 de todas las etiquetas corres-
pondientes a la posicion= 2; la cual en la figura 3.3b corresponde a la
parte superior derecha. A simple vista observamos que a esta subgrafica le
hace falta el simbola; razon por la cual se denomiitg;(1). Asi que la
grafica(4, 2)-estrella puede descomponerse en cuatro subgréficdsg).

En la figura 3.3b, se eliminaron los simbolos correspondientes de cada eti-
queta, asi como las aristas que las unian de la figura 3.3a, para observar la
descomposicion de la grafi¢é, 2)-estrella. A

En la figura 3.3 observamos la Unica descomposicion de la gréfiea-

estrella. Sin embargo, para hacer mas clara la Proposicion 3.2 considere la grafica
(4, 3)-estrella.

e Ejemplo. En la figura 3.4a tenemos una representacion alternativa de la grafica

(4, 3)-estrella (vease la figura 3.2). Recurriendo a la proposicion anterior,
podemos descomponer(i& 3)-estrella en dos formas diferentes.

Conociendo el valor d&, i comienza a iterar con= 2; lo cual nos gene-

ra cuatro subgraficaS,_; ,—; de dimension dos, una por cada valorjde

tales subgraficas so3,(1), S5,(2), S3,(3) y S35,(4). En la figura 3.4b
observamos las subgraficas. Lo mismo sucede cuard@. Se descom-

pone en cuatro subgraficas;, (1), S5 ,(2), S5,(3) y S5,(4) de dimension

tres. En la figura 3.4 podemos observarlas. Las primeras, mas éstas Ultimas
nos producen dos formas de descomponer la gréfica)-estrella ajenas

por nodos. A

41)
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Figura 3.3: Descomposicion de la grafida2)-estrella
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(a) Grafica(4, 3)-estrella
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(b) Subgraficas coh= 2 (c) Subgraficas con= 3

Figura 3.4: Descomposicion en subgraficas de )a)-estrella

Notese que en las figura 3.4b y 3.4c, en las subgraficas representadas, se elimi-
nan las aristas de dimensidoorrespondientes a cada caso; sin que ello signifique
que la grafica quedara asi, sblo se ejemplifica la propiedad. En el presente mate-
rial, mientras no se indique lo contrario, usaremos la descomposicion de la grafica
(n, k)-estrella en subgrafices,_; ,_1(¢) en la Gltima dimension del vértice.

La descomposicion de la grafiég , en subgraficas,,_, »—1(¢) inducidas por
el Gltimo simbolo de cada etiqueta es una descomposicion que puede realizarse
de forma recursiva en cada subgrafita , (i) para obtener subgraficas mas
pequefias. Pensemos en la grafica Aplicando la descomposicion en el Gltimo
simbolo obtenemos cinco subgraficas. Haciendo lo mismo, se inducen cuatro
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subgraficas; ,. Por Gltimo se infieren tres subgraficés, ; nuestro caso base. De

este ejemplo, podemos reparar brevemente en la estructura jerarquica de nuestro
caso de estudio, I, k)-estrella. Cada grafica, ;, por definicion, contendra en

su estructura interna subgraficgs, mas pequefias que seran ajenas por nodos.

El siguiente diagrama nos permite observar el proceso recursivo en la genera-
cion de subgrafica@:, k)-estrella, asi como la estructura jerarquica de la red. Las
flechas nos indican a la vez la descomposicion que resultaria del Gltimo simbo-
lo, asi como las subgraficas que contiene en su estructura,ynaualquiera.
Pensemos en la grafica ;s que aparece en el diagrama. gz, contiene en su
estructura cinco graficas, ,, ademas, si descomponemos la grafica, como lo in-
dica la flecha tendremos cinco subgrafiSas.

52,1 53,1 S4,1 55,1 e Sn,l
NN N NN
53,2 54,2 55,2 Sn,Z
N N N AN
54,3 55,3 Sn,3
N N N
55,4 Sn,4
N AN
N
Sn,k

La generacion de la siguiente grafica k)-estrella puede partir del cono-
cimiento previo de que la graficé, , sera parte de la estructura de la grafica
Sn+1.k+1- ES decir, en su estructura interna contendr 1 copias de la grafica
Sn.k Y, N0 sOlo eso, sino que ademas contendra las aristas que unen a cada una de
esas: + 1 copias. El siguiente resultado, indica la cantidad de aristas que existen
entre cada una de esas subgraficas.

Lema 3.2. Existen(n — 2)!/(n — k)! k-aristas entre cualesquiera dos subgraficas
Sn—1k-1(%) Y Sn—1,-1(j); cada uno de los nodos d%_, ;_1 (i) esta conectado
exactamente con un nodo 8g_; _1(j) [15].

Demostracion.Sabemos que para cualquier par de nodos, digafpes: . p._ii
€ Sn—1k-1(1) €ipa...pr_1J € Sn—1,-1(J), CcONi # j, existe una:-arista
que los conecta entre si.
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Cadapyps . .. pr—1 €S una Unica permutacion de— 2 simbolos distintos
elegidos den — 2 simbolos de(n) — {i,j}; ya que por la definicion de
permutaciones, cadaps . . . pr_1 €S una Unica variacion del orden de los
elementos dén) — {i, j} pues no admite repeticion.

Asi que, para obtener todas lasaristas que conectan a las subgraficas
Sn—1xk-1(%) ¥ Sn—1,-1(j) tomamos todas las permutacionesnde 2 sim-
bolos en grupos dé — 2. Por lo tanto existerk-aristas dadas pdm —
2)!/((n—2)—(k—2))! = (n—2)!/(n— k)! entre cualesquiera dos sub-
gréficasgn_l,k_l(i) Yy Sn—l,k—l(j)- [

Del resultado anterior haremos la siguiente observacionSseaina grafi-
ca(n, k)-estrella. El resultado se aplica a graficas. que contengan entre sus
subgraficag:-aristas. Es decir, st = 1, por la definicion 2.1, esta grafica sblo
contienel-aristas y no hay en elldsaristas.

Dado que no existe una forma Unica para respresentar una grafica, es necesario
encontrar, en la medida de lo posible, la mejor representacion grafica de ésta para
su estudio. En nuestro caso particular, por el lema anterior, la graficauede
representarse graficamente por la union, entre sus subgraficas, por mgeie de
ristas dentro del intervalo de 2 hagtapara los casos que aplique. Sin embargo,
como se vera en la seccion siguiente, se puede usar la estructura de una grafi-
ca completa para facilitar su construccion. De hecho, la graficaglel primer
renglon del diagrama anterior son todas graficas completas.

Ademas, la diagonal inferior del diagrama corresponde con las graficas iso-
morfas a la rech-estrella. Es patente, por tanto, quetak)-estrella posee una
escalabilidad superior a ésta Ultima. Si mantenemos:f§empre obtendremos
n — 1 variantes de la grafica,, j.

Gracias a esta estructura jeraquica de la gréfick)-estrella podemos reali-
zar descomposiciones y explotar esta propiedad en los algoritmos de enrutamiento
y comunicacion, que revisaremos en el siguiente capitulo.

3.2. Isomorfismo ensS,,

Analizaremos en la graficen, k)-estrella el concepto de isomorfismo; éste
pretende captar la idea de poseer la misma estructura o forma. Se establecen re-
laciones isomorfas entre las graficas, o bien dadas por la descomposicion de la
misma, o debido a poseer la misma estructura que otra grafica conocida.
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Lema 3.3. La gréafica(n, k)-estrellas,, ,—, es isomorfa a la grafica-estrellas,,
[15].

DemostracionPara probar qus,, ,,_; y S,, son isomorfas, es necesario quitar el
altimo simbolo de todos los nodos 4g, luego entonces, obtendremos una
Sn.n—1 que cumple la definicion 2.1. Para probar que existe el isomorfismo,
definimos una biyeccion/, de los nodos dé¢,, a los nodos d¢), ,,_, dada
por:

My(p1p2 - - - Pn—1Pn) = P1D2 - - - Pn—1
para un nod® = pips . ..p,_1p, des,

Ademas M/, preserva adyacencias. Seang dos nodos adyacentes por una
i-arista enS,,. Si2 < i < n — 1 entonces\Vly(p) y M,(q) seran adyacentes
con una-arista ens,, ,,_1; por otra parte, si = n ocurre quelly(p) yMs(q)
seran adyacentes con uharista ensS,, ,_;. Por lo tantoS,,,,_; y S, son
isomorfas gracias a la funcion de biyeccibh. O

En la definicibn 2.1 se especifica como construir (ma:)-estrella, sin em-
bargo haremos uso de una definicion alternativa (ligeramente diferente) que per-
mitira realizar algunas observaciones importantes sobre la gtafi¢gestrella,
ademas que nos serviran para las siguientes propiedades y resultados.

Definicion 3.2 (Grafica (n, k)-estrella). La graficas, ;, conl < k£ < n, es-
tara regida por dos parametroy k. El conjunto de vértices dg, , consiste de
todas las permutaciones fleelementos elegidos del conjunto bdse2, ... n}.
Dos vertice, pa, ..., Pk Y ¢1, @2, - - - , & S€rAN adyacentes si ocurre que:

1. siexiste una en el interval® < r < ktalquep; = ¢.,p, = @ Y pi = ¢
parai € {1,2,...,k} —{1,r}y,

2. p; = q; parai € {2,...,k}, conp; # q [14].

Comparando las dos definiciones podemos hacer algunas observaciones im-
portantes. Dado un vértige, p, . . ., p, en la grafica, por la reglg tendrak — 1
vecinos generados por el intercambioydeconp; para2 < i < k. Este mismo
vértice, via laregla, tendran — k vecinos generados por el intercambiggeon
cada elemento efll, 2,...,n} — {p1,po,...,px}. Laregla 1l también es la regla
para determinar |& dimension de la gréaficen, k)-estrella.
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Lema 3.4. La graficaS,, ; es isomorfa a la grafica complefg, [13]

DemostracionPara demostrar la existencia del isomorfismo es necesario hacer
algunas observaciones sobre estas dos topologias.

Recordemos que la grafica compléta poseen veértices incidentes todos
entre si, de tal manera que el grado) de un noda cualquiera es — 1.

Por otra parte, por la definicion 3.2, un nodo en la grafica sera igual a
p = p;, conl < i < n; pues son las permutacionesidelementos tomados
de uno en uno. Es decir, un noge= py, po, . . ., p. Cualquiera serg; pues
k =1y las permutaciones d&, ; = n.

Definimos una biyeccion/; de los nodos d¢), ; a K, dada por:

Ms(p;) = k; paraun node = p; de S, ;, conl <i < n.

La funcion M5 preserva adyacencias. La regla uno nos indica que un nodo
p tienek — 1 vecinos; sin embargo, la grafiég ; no posee vecinos via esta
regla, pues: = 1. Por la regla dos, sabemos que un npdendran — k
vecinos, es decir, existiran— 1 vecinos en la graficé,, ;. Todos los: — 1
vecinos seran adyacentes, pero no entre si. Por loyque; dos nodos
adyacentes efi, ; seran adyacentes via la funcidfy(p) y M;(q) en K.

Por lo tanto, la grafica),, ; es isomorfa a la grafica complefs,. O

Los siguientes resultados describen otras propiedades elementales de la topo-
logia(n, k)-estrella.

Teorema 3.1.Sea{ps, ps,...,px} C (n). SeaG la subgréafica de, , inducida
por los vértices de la formg . . . p, dondeg € (n) — {p2, ps, - . ., pr }- Entonces
G esisomorfa &, ;1 la grafica completa de — k + 1 vértices [14].

Teorema 3.2.Sea{py,ps,...,pr} C (n), conk > 3. SeaG la subgrafica de
Sk iInducida por los vértices cuyas etiquetas son las permutagiones. . . , py.
Entonces es isomorfa a la graficd, [14].

El siguiente resultado fue estudiado previamente en este trabajo, sin embargo
resulta Gtil mencionarlo.

Teorema 3.3.Sead la subgrafica de, ,, conk > 2 inducida por los vértices
cuyas etiquetas contengan el mismo simbolo énréaima posicion. Entonceés
es isomorfa &, ;1 [14].
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3.3. Simetiaen(n, k)-Estrella

Por ser red de interconexion, la grafiea k)-estrella posee una correspon-
dencia reciproca en la disposicion de sus nodos y aristas. Cuando una grafica es
simétrica por vértices se vera igual desde cualquier vértice, por otro lado, si es
simétrica por aristas desde cualquier arista se vera igual. En la presente seccion
estudiaremos la disposicion de los nodos y aristas en lagudd-estrella.

La simetria juega un papel importante en el equilibrio de la carga de trabajo
de lared y el enrutamiento. Esto puede simplificar el enrutamiento, ya que todos
los nodos comparten el mismo itinerario de la red, por lo cual se pueden usar las
direcciones de la ruta con respecto a la posicion relativa. Por otro lado, al ser la
red simétrica por aristas, permite mejorar el equilibrio de carga de trabajo de la
red, pues no hay razon de favorecer la comunicacion por medio de una arista sobre
otra.

Definicion 3.3 (Grafica simétrica por nodos). SeaG una grafica, se dice que
es simétrica por nodos si y solo si para cualquier par de nedos existe un
automorfismo de la grafica que mapeanwv [16].

Definicion 3.4 (Grafica simetrica por aristas). SeaG una grafica, se dice que
es simétrica por aristas siy solo si para cualesquiera par de arisggexiste un
automorfismo de la grafica que mapeany [16].

Tales propiedades de simetria en una grafic®n muy importantes para una
red de interconexion. Por ejemplo, una grafica simétrica por nodos permite ver a
todos los procesadores sin distincion alguna. Ademas, una grafica simétrica por
nodos o por aristas, minimiza la congestion de los vértices o las aristas cuando se
enrutan los mensajes en la grafica.

Teorema 3.4.La grafica(n, k)-estrella es simétrica por nodos [15].

DemostracionEs necesario demostrar que para dos nodos cualesquiera en la gra-
fica S, existe un automorfismo que mapea un nodo en el otro. Usaremos
una funcion auxiliar que permitira aplicar un mapeo inyectivo sobre todas
las k-permutaciones de. Seanp = pipa...pxr Y ¢ = 142 - . . ¢ d0S nodos

enSn,k; seanP = {plvp?v cee 7pk} Yy Q = {Q1> q2; - - -, Qk}
Se tiene quéP| = || entonces:

Q=P =[Q-[PNQ[=[P|-[PNQ|=[P-Q]

Ahora, definimos una funcibn biyectiya en(n):
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w 11(p;) = ¢; paral < i < k, es decir, para; € P;
= 11(x) =y, un mapeo biyectiva parac Q — Pyy € P — Q.
w y(z) =z, paraz € (n) — PUQ.

Seall/; una funcion biyectiva efy,, ;:

M, (t) = U1 (t1>,u1 (tg) R Ml(tk) para toda = tito ...ty enSnJg

Por lo cual,M; mapea el nod® en el nodog. Ademas,M; es un auto-
morfismo porque si dos nodssy ¢ son adyacentes ef}, ,, entonces sus
imagenes\/,(s) y M,(t) estaran conectados por una arista. Es decir, sea
S = $183...8;...5, entonceg serat = s;5...51 ..., (intercambiando

s1 cons; lo que genera-vecino) o que ocurra que= t1s3...S; ... S, CON

t1 € (n) — {s1]1 <i < k}, es decir, url-vecino. Consideremos que:

Mi(s) = pa(s1)pa(s2) - pa(si) - - pa(sp)

Mi(t) = pa(t)pa(sa) - pa(si) - pa(sp)

My(t) = pa(si)pa(s2) - pa(s1) o pa(se),

entoncesV/;(s) y M;(t) son adyacentes. Por lo tanto, la grafieak)-es-
trella es simétrica por nodos. O

Se tiene que no todas las grafi¢ask)-estrella,s,, ,, son simétricas por aris-
tas. La graficdn, k)-estrella posee dos tipos de aristas (lewistas y lag-aris-
tas), esto le impide ser simétrica para cualquier par de aristgs,e®in embargo,
al poseer estas aristas(la k)-estrella, ocurre que son simétricas entre aristas del
mismo tipo. Las siguientes proposiciones lo muestran.

Lema 3.5. Cadal-arista enS,, ;, es simétrica con cualquier ottaarista [16].

DemostracibnMostraremos que para cualquier parldaristas erp,, , existe un
automorfismo que mapea una arista en otra.(peg la 1-arista definida
porp = pip2...k Y ¢ = ipe - - - Q- Sea(r, s) cualquier otral-arista en
Sn i dada por = riry... .1, Y s = 51792 .. 5. DefinimosP = {p;|1 < i <
k}, R = {r;|]1 <i <k} como dos subconjuntos de).

Seay; una funcion biyectiva efw) dado por:
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(i) m1(pa) =rq paral < a < k.
(i)) pi(qr) =51, congy ¢ Py s, ¢ R.
(i) p1(rz) = py, unafuncion uno a uno para:
r. € R—PU{q1}yp, € P—RU{s1}.
Notese que:
|[R—PU{q:}| = [R|=|PNR|-1 = [P|=|PNR|-1 = |P=RU{s1 }|.
(iv) pi(z) =zparaz e (n) —PURU{q}.
SealM/; una funcion uno a uno efy, ,, definida por:
(i) Mi(t) = pa(t)pa(te) ... pa(ty) paratoda = t1ty ...t € Sy

Por la funcion); se tieneM; (p) = ry M;(q) = s. La funciobnM; es un
automorfismo ety,, i, esto se debe a que si dos nodgsv son adyacentes
a unai-arista conl < i < k entonces\/;(u) y M;(v) seran adyacentes con
lai-arista. Por lo tanto, la grafics, , es simétrica pot-aristas. O

Lema 3.6. Cadai-arista ens,, ;, €s simétrica con cualquier otjearista [16].

DemostracibnMostraremos que para cualquiearista y j-arista ens,, ;, con
2 < 4,7 < k, existe un automorfismo que mapea una arista en otra. Sea
(p, q) lai-arista, definida pop = pip2...Di-- . Pk Y ¢ = DiP2---D1 - - k-
Sea(r,s) la j-arista coni < j en S, dada porr = riry...7;...1 Y
s=rjry...11...7% DefinimosP = {p;|1 <i <k}, R={r;|l <i <k}
como dos subconjuntos de).

Seay, una funcion biyectiva efw) dada por:

() po(pa) =roparal <a <k, cona#iya#j.

(i)) po(pi) =7y
(iii) p2(pj) = rs.
(iv) po(rs) = py, unafuncion biyectiva para:

r. € R—PYyp,€P—R.
Notese que:

|R—P|=|R|—|PNR|=|P|—|PNR|=|P—R)|



3.4. Tolerancia a fallos 49

(V) pa(z) = zparaz € (n) — PUR.
Seal/l, una funcion biyectiva efy,, ;. definida por:

(l) Mg(t) = ,ug(tl),ug(tg) R M?(tk) para toda = tito ...t €n Sn,k-
Seak;; una funcion biyectiva ef,, ;, definida por:

(l) Ezj(t) =11ty ... ti—ltjti—l—l C tj—ltitj—i—l ... lg, para toda = tito ... Ty
en Sn,k-

Seal" una funcién uno a uno definida por la composicidn seguida de
E;;, esto est’ = E;; o M, en S, ;. Notamos qué’(p) = ry F(q) = s.
Verificamos que la funcioi’ es un automorfismo e, .

Esto obedece a que si dos nodoy v son adyacentes por urtaarista
entoncesd”(u) y F(v) seran adyacentes por medio de:

a) otrah-aristasih #iy h # j; 0
b) unaj-arista sih = i; 0
C) unai-arista sih = j.

Por lo tanto, la grafica), , es simétrica poi-aristas. O

3.4. Tolerancia a fallos

Informalmente, se tiene que la tolerancia a fdlles la capacidad de la red
de interconexion para funcionar eficazmente ante la presencia de diversos fallos;
es decir, es la capacidad de la red para llevar a cabo sus tareas (entregar paquetes
entre los nodos no defectuosos de la red) en la presencia de uno o mas fallos.

Para un analisis completo de nuestro caso de estudio se considerara la toleran-
cia a fallos de la red, ya que esta propiedad es una medida del desempefio de la
misma [34]. En sistemas de computo paralelo con una alta probabilidad de fallar
esta propiedad es una caracteristica deseable, dado que permite mantener la inter-
conexion entre los nodos de la red. A este respecto, han sido propuestos diversos
disefos tolerantes a fallos para arquitecturas multiprocesador basados en modelos
teobricos de graficas. Esto impulsa a tomar decisiones para el disefio de la red. Por

4Se usaréolerancia a falloscomo traduccion literal dfault tolerant
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ejemplo, si una red en particular sélo tolerara una fallaseapodria usar enruta-
miento simple; ya que ante la presencia de una falla la red podria desconectarse o0
desconectar las aristas que inciden en el nodo que falla. Es preferible, por tanto,
gue una red se degrade gracilmente ante las fallas, es decir, que el desempefio de
la red se reduzca gradualmente con el nUmero de fallas.

Para muchos sistemas ser tolerante a fallos en un sbdlo nodo suele ser sufi-
ciente; ya que si la probabilidad de que falle un nodo cualquiera es baja, la de
que se presenten multiples fallas es extremadamente baja, permitiendo que la red
de interconexibn pueda continuar funcionado. Sin embargo, para sistemas de alta
disponibilidad no es suficiente, por lo que los componentes defectuosos deben ser
reemplazados antes de que las fallas se presenten.

Se pueden establecer dos modelos de fallos, a saber, el modelo estatico y el
modelo dinamico. El primero supone la existencia de fallos en la red; se conocen
previamente las fallas desde el momento en que arranca el sistema. Se tiene un
conocimiento global y exacto de las fallas en la red. El segundo asume que los fa-
llos pueden aparecer en cualquier momento a lo largo de la operacion del sistema.
En este caso, el conocimiento de los fallos puede ser global en toda la red o local
hacia los nodos adyacentes. Sin importar el modelo empleado, en todo momento
nos referimos a fallos permanentes, es decir fallos que permanecen hasta que son
reparados, desestimando aquellos que son transitorios por su naturaleza [35].

Complementariamente a los anteriores modelos de fallos, cabe distinguir el
modelo de fallos individual y el modelo de fallos por bloque. El modelo de fallos
individual supone la aparicion de fallos aislados en los nodos o aristas de la red.
Por su parte el modelos de fallos por bloque etiqueta componentes de la red como
fallidos cuando en realidad no lo estan. El principal inconveniente de este modelo
es la innecesaria capacidad de procesamiento que demanda.

El empleo de modelos tolerantes a fallos permite que la red de interconexion
siga operando a pesar de la presencia de fallos. Sin embargo, la red continuara con
la operacion del sistema hasta que el fallo sea reparado, mientras tanto, el sistema
podria tener un menor rendimiento.

Definimos formalmente la tolerancia a fallos de una red de interconexion.

Definicion 3.5 (Tolerancia a fallos). La tolerancia a fallos de una graficase

define como el nUmero maximbotal que si se eliminan cualesquiefanodos de

G, la subgréafica resultante todavia esta conectada [15]. Se tiene que es tolerante a
f-fallos siempre qug sea maximo.

Este concepto resulta familiar, ya que esta intimamente relacionado con la
nocion de conexidad en Teoria de Graficas, por lo cual puede observarse que la
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tolerancia a fallos es algo menos que conexidad. Si todo®sas de un vértice
elegido son eliminados d@ entonces el vértice elegido quedara disconexo del
resto de la grafica. De este modo, la tolerancia a fallos de una grafica puede ser a
lo sumo de); — 1, dondei es el grado de la grafica. Una grafica cuya tolerancia
a fallos es exactamentg — 1 se dice que esiaximamente tolerante A-fallos.
Consideremos lo siguiente: dado que varias fallas pueden presentarse, ¢ esto
hara que los procesadores se aislen entre si? o ¢ pueden seguir funcionado cohe-
rentemente? Si la red de interconexion es tolerarftéadlos podran ser elimina-
dos f 0 menos vértices queéy permanecer conexa. Sin embargo, si ha ocurrido
un fallo las trayectorias entre los vértices que sean generadas mediante un algorit-
mo de enrutamiento permitiran se mantenga la conexion entre los nodos incluso
si una 0 mas rutas fallan, siempre y cuando éstas no sean may@r Baeotro
lado, si las fallas se incrementan la red puede partirse de tal manera que no existan
trayectorias entre algunos nodos particulares.
La grafican-estrella es tolerante a fallos, por esta razon pertenece a una familia
de gréficas jerarquicas [13, 1]. La, k)-estrella preserva algunas propiedades
de la grafican-estrella, entre otras el ser maximamente tolerantdadlos [15].
Se analizara en las siguientes lineas como la gréfick)-estrella actia ante la
presencia de fallos.
Analicemos el siguiente teorema. Denotaremos la tolerancia a fallos de una
graficaG cualquiera comof (G).

Teorema 3.5.La tolerancia a fallos de la gréafica, k)-estrella es: — 2 [15].
Demostracion Afirmamos que:
f(Sn,k) Z f(Sn—l,k:—l) +1 para2 S k S n.

Demostraremos eso probando que la graficapermanece conexa incluso
Si f(Sn—1%-1) + 1 de sus nodos fallan. Consideremos dos casos:

(i) En primer lugar supongamos que todos los nodos defectuosos estaran
contenidos en una subgrafica inducta ;1 (7).
Conocemos que la tolerancia a fallos de la subgrédfica ., es
f(Sn-1x-1), la subgraficas,,_, »—1 (i) podria desconectarse debido a
las f(S,-1,-1) + 1 fallas. Sin embargo, cada nodo no defectuoso de
Sn—1,—1(7) tiene unak-arista que lo une con otra subgréafica inducida
Sn—1k-1(j), conj # i. Todas las demas subgraficés ; ,_; per-
manecen conexas ya que no tienen fallas. Por lo cual, la gi&fica
permanece conexa.



52

3. Propiedades topologicas de la grafinak)-estrella

(i) Suponemos que lag(S,,—1 ,—1) + 1 fallas se distribuyen entre méas de

una de las subgraficas inducidgs , (i) de S, x. Dado que hay a
lo masf(S,-1,-1) fallas en cualquier subgrafica inducida, cada sub-
grafica inducideb,,_; ,_1 () permanece conexa.

Necesitamos probar que para cualesquiera dos de faggraficas
inducidasS,,—1 x—1(7) que son, con < i < n, permaneceran conexas
entre si. Porellema 3.2, cada .1 (i) tiene(n—2)!/(n—k)! nodos
adyacentes en cada una de las subgraficas indugidags_;(j), con
Jj# i

Si consideramos cad#,_; (i) de S,,, como un hipernodo, enton-
ces la grafica resultante es una grafica completamtedos. Para des-
conectarla tendriamos que eliminar- 1 de sus nodos. Por lo tanto,
si S, se desconecta debido a I6s5,,—1 ,—1) + 1 fallas, entonces:

f(Snip1) +1 = (n—=1)!/(n—k)!
No obstante:
f(Sn—1k-1) +1 < 06(Sn—14-1) +1

=n—-2)+1=n—-1<(n—-1!/(n—k)!, para2 < k <mn,

lo cual no puede ser, asi qdg permanece conexa.
Basado en lo anterior tenemos la siguientes relaciones:

f(Sn,k) 2 f(Sn—l,k—l) + 1
y la condicion inicial:
f(Sn—k-‘rl,l) =n—k— 17

ya queS,,_x+1,1 €s isomorfa a la grafica completaxe- k& + 1 nodos.

Por consiguientef (S, ) > n — 2. El grado de ung,, , esn — 1, lo cual
implica quef (S, ) <n — 2. Porlotantof(S, ) =n — 2. O

Es necesario mencionar, que algunas redes de interconexion han sido estudia-
das y se han obtenido cotas que nos informan sobre su posible comportamiento
ante la presencia de fallos, sin embargo, esto no quiere decir que no se pueda
encontrar una cota mejor 0 maxima a las ya dadas. Este es el caso de la grafica



3.4. Tolerancia a fallos 53

(n, k)-estrella. Aunque la cota parece ser poca, no quiere decir que el sistema no
seguira funcionando, sino mas bien, que no se poseera de ciertas trayectorias que
permitan la comunicacion entre los nodos, e incluso puede que no suceda, pues
puede darse el caso de que no sea necesario comunicarse con los nodos que han
fallado En caso contrario, el rendimiento del sistema empeorara.
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Capitulo 4

Algoritmos para la grafica
(n, k)-estrella

Los algoritmos paralelos a menudo exigen acciones de comunicacion coordi-
nadas que implican maltiples procesos [23]. Basado en las permutaciones de sus
simbolos, la redn, k)-estrella proporciona a los nodos que la componen canales
de comunicacion que seran usados por los algoritmos de enrutamiento y comuni-
cacion. Estos algoritmos, hacen uso de las propiedades topologicas de la grafica
Sn.i; al ser disefiados con estas ideas en mente, permiten alcanzar los objetivos
planteados, a saber, que la red haga uso eficiente de los recursos que dispone.
Para ello, hablaremos de enrutamiento y difusion de la informacién en la grafica
(n, k)-estrella.

4.1. Enrutamiento

De acuerdo con Sheng-| Yeh al. en [40], el enrutamiento se refiere al envio
de mensajes desde un nodo fuente a un nodo destino a través de algunos nodos
intermedios dentro de la red de interconexion, procurando que la trayectoria de
enrutamiento sea tan corta como sea posible.

El enrutamiento es un mecanismo, realizado por software o por hardware, que
dirige los mensajes entre el procesador origen y el procesador destino durante la
comunicacion en una red de interconexion. El modo de enrutar comprende dos
aspectos esenciales: el algoritmo de enrutamiento y el control de flujo en el en-
rutamiento. El algoritmo de enrutamiento efectla la eleccion de la trayectorias
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cuando existen varias posibles y gestiona los conflictos gaedan surgir entre

los mensajes que quieren tomar la misma trayectoria. Normalmente se busca un
algoritmo de enrutamiento que sea optimo, es decir, que conduzca los mensajes
por la trayectoria mas corta. El algoritmo de enrutamiento depende de la topologia
de la red. El control de flujo se refiere al modo de propagacion fisica de la infor-
macion. Este material se centrara en el modo de enrutamiento de la informacion.

En una red de interconexion uno de los principales problemas que encuentra
el enrutamiento es el bloquédg que puede llegar a inutilizar la red. Es necesario
elegir modos de enrutamiento y topologias que resuelvan estos conflictos antes de
ejecutar una aplicacion.

La topologia de una red de interconexion esta representada por un grafica en la
que cada nodo ocupa la posicion de un procesador y cada enlace ocupa el canal de
comunicacion entre dos vértices cualesquiera. Cuando los vértices o aristas de una
red de interconexion fallan, es decir, cuando no es posible acceder a ellos, algunas
trayectorias pueden no estar disponibles y el enrutamiento o la comunicacion por
medio de ellas puede necesitar mas conexiones o no lograr el envio de datos a sus
destinos. Es en esos casos cuando se necesita un enrutamiento tol¢realiesa
a fin de mantener el rendimiento del sistema. Basandose en la informacion acerca
de los tipos de errores, el enrutamiento tolerante a fallos puede ser clasificado
como:

= Método global: cada procesador en el sistema conoce la ocurrencia de todas
las fallas y la mejor trayectoria posible de un procesador a otro se conoce
desde el principio. Un asunto importante y no trivial es como conseguir la
informacion global.

= Método local: cada nodo conoce sblo el estado de sus nodos vecinos y enla-
ces. La trayectoria de enrutamiento entre dos nodos no se conoce con ante-
lacion. Este método puede aplicarse por ensayo y error, usando el algoritmo
de busqueda a profundidad, a fin de encontrar trayectorias optimas.

= Método global limitado. La informacion acerca de los errores ocurridos
alrededor de los vecinos de un nodo es recopilada y procesada para obtener
una guia de la distribucion de las fallas ocurridas en el sistema. Esta guia
es (til para el enrutamiento, por lo que la longitud de cualquier trayecto-
ria puede ser calculada, caso contrario al método global que se conoce de

1Se definebloqueocomo el conjunto de procesos o hilos de ejecucion en un sistema concu-
rrente que compiten por los recursos del sistema o la comunicacién necesaria entre ellos.
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antemano esa longitud. La recopilacion de la informacidmsitan dificil

como con el método basado en el conocimiento global de la informacion

y tampoco hay mucha sobrecarga de mensajes ya que so6lo se recopilara la
informacion necesaria para llevar acabo el proceso.

Es necesario disefiar un algoritmo de enrutamiento simple para enviar men-
sajes de un vértice a otro. En realidad, es conveniente que el algoritmo produzca
una trayectoria de longitud minima entre cualesquiera dos vértices. Sin embargo,
si consideramos que la tolerancia a fallos de la(red)-estrella esf sera nece-
sario un algoritmo de enrutamiento tolerante a al mefadlos [40]. Es decir, un
algoritmo que ante la presencia fiéallos pueda establecer una ruta entre todos
los nodos funcionales [1].

Enrutamiento en la grafica n-estrella

Para facilitar la comprension de la red de interconexior)-estrella, revisa-
remos brevemente como es que la red de interconexigstrella lleva a cabo el
envio de mensajes entre sus nodos. Como sabemos la red de interconesgion
trella es una atractiva alternativa al hipercubo y un caso particular(deiges-
trella. Esta red se compara favorablemente con el hipercubo en varios aspectos.
Por ejemplo, el grado de 1§, esn — 1, es decir, sublogaritmica en el nUme-
ro de nodos de &, mientras que un hipercubo cé(»!) nodos tiene grado
O(logn!) = nlogn, es decir, logaritmica en el nUmero de nodos [37].

En la grafican-estrella se etiqueta a cada nodo por una permutacion distinta de
n simbolos. Para dos nodos cualesquieré,grsi la etiqueta del nodp; se puede
obtener a partir del node; mediante el intercambio del primer simbolo con otro
simbolo dep;, con: # j, entonces existe una arista que conecta a estos nodos.

Se sabe que la grafiecaestrella es simétrica por vértices como por aristas. La
simetria por vértices de la grafieaestrella permite que el enrutamiento entre dos
nodos arbitrarios reduzca el enrutamiento de un nodo arbitrario al nodo identidad,
I, = 123...n. Por lo tanto, el diametr@(S,) de S,, que es la longitud de la
trayectoria mas larga de entre todas las trayectorias mas cortad,egttedos
los nodos de5,,, resulta selD(n) = max{z € V(S,) : d(x, 1)}, donded(z,y)
indica la distancia desde el nodal nodoy.

A continuaciobn describimos un ejemplo representativo para examinar como
enrutar dentro de la red de interconexiépstrella. Como se ha sefialado, es sufi-
ciente con generar una trayectoria desde una permutacion arbitraria a la permuta-
cion identidad, en otras palabras, ordenar la permutacion arbitraria hasta obtener la
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permutacion identidad. Por ejemplo, considere la pernmui&d 725831 con ocho
simbolos. Emplearemos un algoritmo gloton. Observamos que el sigbalta
primera posicion, puede moverse a su posicion correcta intercambiayuis.
Esto genera la permutaci®d725631. Una vez mas, repetimos el procedimiento
y obtenemod4725638. Ahora estamos atrapados, puese encuentra en la po-
sicion correspondiente, la primera. En consecuencia, ahora debemos dar un paso
mas para mover a cualquier posicion no ocupada por un simbolo correcto. En
este caso podriamos intercambiazon 4, generando la permutacian 725638.
Ahora, nuevamente siguiendo con el enfoque anterior obten2ifi¢s638 y pos-
teriormentel 2745638. Una vez mas, tenemos que realizar un paso adicional para
colocarl en una posicién no ocupada por el simbolo correcto. Por lo tanto, inter-
cambiandd con7 obtenemo§2145638. Volviendo de nuevo al enfoque anterior
obtenemo$2145678 y como movimiento final se geneta345678. Notese que
tomb ocho movimientos ordenar esta permutacion. Esto significa que en la grafica
S, hemos mostrado una trayectoria de longitud ocho enfr25831 y la permu-
tacion identidad.

De este ejemplo representativo, tomemos en cuenta que sblo hay dos reglas
involucradas en la bUusqueda de estas trayectorias:

1) si el simbolol esta en la primera posicion, hay que moverlo a cualquier
posicion no ocupada por un simbolo correcto, y

2) siel simbolaX (cualquier simbolo que no sépesta en la primera posicion,
hay que moverlo a su posicion correcta.

No sblo seguir estas reglas aseguraran una trayectoria de longitud minima,
sino que también nos permitira calcular la longitud de la trayectoria. En [1], se
muestra que este algoritmo siempre encontrara la trayectoria mas coyta be
ens,.

Sin embargo, es necesario hacer la siguiente observacion para alcanzar nues-
tros objetivos. Recordemos que una permutacion puede representarse por un con-
junto de ciclos, es decir, conjuntos de simbolos ciclicamente ordenados con la
propiedad de que la posicion deseada por el simbolo en cuestion es la posicion
ocupada por el siguiente simbolo en el ciclo. La permuta@i@a5831, conside-
rada anteriormente, consiste de los cidlésl ), (42), (73) y (5). Notese que un
simbolo en su posicion correcta aparece en un ciclo con un Unico elemento.
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4.1.1. Estructura de ciclo

Antes de presentar el algoritmo de enrutamiento en la red de interconexion
(n, k)-estrella, primero debemos resolver el problema de enrutamiento entre cua-
lesquiera dos nodos de la réd ;.. Para tal fin, haremos uso de un nodo arbitra-
rio p y el nodo identidad,, es decir, la permutacion canoénica de los simbolos
1 < i < k. Por otro lado, sera necesario definir una estructura de ciclo para
cada etiqueta de cada nodo en la grafica:)-estrella similar a la ya conocida
estructura ciclica de permutaciones en la grafiestrella.

Dado que una permutacion desimbolos puede ser vista como un conjunto
de ciclos ordenados criticamente (véase la subsubseccion B.3), se establece que
la posicion deseada de cada simbolo en el ciclo sea la que esté ocupada por el
siguiente elemento en el ciclo. Previamente, se define la estructuré&dé Jees-
trella similar a lan-estrella. Después, usaremos esta representacion para describir
un algoritmo de enrutamiento en la graficak)-estrella [16].

Para simplificar la exposicion, afirmamos que un simbolo que pertenezca a
(n) — (k) sera un simbolo externo, debido a que no pertenece a la etiqueta de nodo
identidad o nodo destino. En caso contrario, un simbolo que este contendido en
(k) sera conocido como simbolo interno, pues pertenece al conjunto de simbolos
del nodo identidad. Salvo que se indique lo contrario, usarérpara denotar un
ciclo externo que posee un elemento exterag gara indicar un ciclo interno que
posee elementos internos. Ademas,para representar el nUmero de elementos
en el ciclo extern@’/, e igualmenten, para indicar el nUmero de elementos en el
ciclo internoC;.

Sea una permutacign= p;p, ... p; un nodo ens,, ;, dondep; representa el
simbolo en la posiciondel nodo. Si el simboloesta en la posicion correcta, es
decir,p; = i, entonces sera invariante; ya que durante el proceso de enrutamiento
éste no cambiara de posicion. En lo que sigue, omitiremos todos los invariantes
de la estructura de ciclo, ya que no se moveran durante el enrutamiento mas corto.

Construiremos la estructura de ciclo de un np@d@mo sigue:

Primero, para cada simbolo externg. enp se construye un ciclo externo
Cl = (z1,72,..., 7, ), cON la particularidad que la posicion deseagenp es la
que esta en manos de,; paral < j < m/— 1, tal que todos los; son simbolos
internos. Notese que un ciclo externo puede ser de longitud uno, consistiendo
Gnicamente de un simbolo externo tal que la posicion es requerida por un simbolo
interno sin usar ep. Por otra parte, un ciclo externo no puede contener mas de
un simbolo externo en el ciclo, ya que no existe una transposicion que los conecte
(no existe un desplazamiento ciclico que los una). Adicionalmente, para el ciclo
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externoC! definimos el simbolo deseadg cuya posicion deseada esta en manos
del primer elemento del cicla;;. Cuando hayamos construido todos los ciclos
externos para cada simbolos externogdel resto seran todos ellos simbolos
internos.

Segundo, se construyen todos los ciclos internos para el resto de simbolos,
siguiendo la misma construccion usada para los ciclos de la graés#rella. El
ciclo internoC; = (xy, 2o, ..., x,,) dep, tendra la particularidad que la posicion
xj4+1 €np es deseada paf; paral < j < m;—1Yy laposicion, es la deseada por
xn,,. Para simplificar la exposicion, diremos que si existe un ciclo que contenga a
p1, elegiremos a; como el primer elemento de ciclo ya que cualquier desplaza-
miento ciclico de la secuencia de simbolos se permite dentro de cada ciclo.

En la representacion ciclica de un nggdos ciclos pueden estar en cualquier
colocacion. De tal manera que la estructura de ciclo de un pam « ciclos
internos yg5 ciclos externos puede ser representado como:

C(p) = CiCy...CC1C;...Ch, conB > 0.

Observemos la estructura de ciclo de grafieak)-estrella a través de unos
ejemplos.

e Ejemplo. Considere los nodgs= 2968134y ¢ = 7369824 en la graficaSy ;.

1. Laestructura de ciclo del nogees:C'(p) = C,CC, donde los ciclos
sonC; = (3,6), 1 = (2,9,1)y C) = (4,8). Los simbolos deseados
deC}y C)sond; =5y dy, = 7, respectivamente.

2. La representacion de ciclo del noges:C(q) = C,C;C! donde los
ciclos sonC, = (2,3,6), C] = (7,4,9)y C}, = (8). Los simbolos
deseados dé’ y C), sond, = 1y d, = 5, respectivamente.

4.1.2. Enrutamiento en la géfica (n, k)-estrella

El enrutamiento de un nodo arbitragcal nodo identidad,, puede lograrse
por el movimiento de los simbolos internos a su posicion correcta y el intercam-
bio de los simbolos externos con los simbolos deseados. Es en este momento que
deben corregirse los ciclos d&p) uno por uno. Sin embargo, si existe un ciclo,
ya sea interno o externo, que contenga,aescogeremos g como primer ele-
mento del ciclo y sera el primero en corregirse. Ademas, para reducir la distancia
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de enrutamiento corregiremos el simbolo externo de un exierno (si existe)
mediante el intercambio de éste con el simbolo deseado de cualquier otro ciclo
externo o el intercambio de este con el simbolo correspondiente deseado (en otro
caso).

Gracias a la simetria de la grafiég ;, cualquier nodo puede ser mapeado
al nodo identidad por el renombre de sus simbolos. Para el enrutamiento entre
cualesquiera dos nodey t, se define una funcion de renombt tal que el nodo
destinot es mapeado en el nodo identidad, es dédift) = I. A continuacion,
se obtiene que todas las rutas entre los nadps en la gréafica original seran
isomorfas a aquellas entié(s) y el nodo identidad, [16].

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que el nodo identidad sera el nodo
destino para el problema del enrutamiento entre dos nodos de gfafica

Definimos el procedimiento para corregir un ciclo interno, denotadé’per
(x1,22,...,2m,). Sizy = py movemos inmediatamenig a Su posicion correcta
(que esta en manos dg), mientras que:, se intercambia a la primera posicion.
Entoncesr, es colocado en su posicion correcta (que esta en maneg ;dee-
guimos este proceso hasta qug_, esté colocado correctamente. Notese que
cada elemento de un ciclo, excepto el primer elemento del ciclo, se puede mover
a la primera posicion como resultado de la correccion de elementos previos en la
representacion de ciclo. Ademas;tsi, = 1, su correccion puede considerarse
como resultado de la correccionde, ;. Siz;, # py, requerira un paso adicional
para llevar ar; a la primera posicion de la etiqueta, dado que un simbolo debe
estar antes en la primera posicion para llevar a éste a su posicion correcta. Enton-
ces movemos, zs, .. ., x,, a Su posicion correcta en el mismo orden. De esta
manera, el nUmero de pasos para corregir cada ciclo intérae longitudm;,
conl < i < «, esta dado por:

m; — 1 Sip1€CZ‘,y
m; +1 sip; ¢ C;.

Por otro lado, para corregir un ciclo externoygenovemos los simbolos in-
ternos a sus posiciones correctas empleando un argumento similar al anterior. Sin
embargo, cuando el Unico simbolo externo esta ubicado en la primera posicion,
lo intercambiamos con el simbolo deseado de cualquier otro ciclo externo no co-
rregido (si existe) o en otro caso con &l mismo. Mas precisaméftdenota la
primera correccion incompleta del ciclo exterfimicamente cuando todos los ci-
clos externos, aparte d¢, se han corregido completamente, el simbolo externo
en la primera posicion es intercambiado eQnA través de esta estrategia todos
los ciclos se corrigen sucesivamente; de forma tal que los pasos adicionales para
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intercambiar el primer elemento de estos ciclos distinto§’da la primera po-
sicion se reducen, por lo que, el nUmero de pasos necesarios para corrégir los
ciclos externos es:

m'+ [ —1 sip; € C}paraalglry, 0
m'+ﬁ+1 S|p1¢CJ/VJ,

1 _ N8 /
dondem’ =3 m/.

Mediante los siguientes ejemplos observaremos como se corrigen los ciclos.

e Ejemplo. Considere los nodagsy ¢ de la graficaS, ; usados anteriormente.

1. Primero corregimos los ciclos externos. Para nuestro caso los ciclos
externos son| = (2,9,1)y C} = (4, 8) alo largo de la trayectoria:

2968134 —9 9268134 — 7268134 —7 4268137 —4
8264137 —; 5264137 —5 1264537.

Continuando con el procedimiento, el ciclo interfip = (3,6) se
corrige por la trayectoria:

1264537 —¢ 3264517 —3 6234517 —¢ 1234567.

2. Considere la correccion del nodo= 7369824. Siguiendo la estrate-
gia anterior, lo primero que corregimos son los ciclos externos. Para
nuestro caso los ciclos externos sofi:= (7,4,9)y C, = (8) alo
largo de la trayectoria:

7369824 —7 4369827 —4 9364827 —; 5364827 —5
8364527 —; 1364527.

Continuando con el procedimiento, obtenemos los ciclos internos, en
nuestro caso corresponde c@iy: = (3,6) para ser corregido por la
trayectoria:

1364527 —¢ 2364517 —9 3264517 —5 6234517 —¢
1234567.
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Notese que los subindices nos indican la dimension deidtaajue se uti-
lizo en la trayectoria elegida. Y los simbolos finales de cada una de las aristas nos
indican en qué subgrafica inducida nos estamos moviendo, teniendo presente que
existen muchas posibles representaciones de la red.

Si reiteradamente usamos una de las siguiente tres reglas llegaremos al nodo
identidad 7, no importa el nodg que escojamos de la gréafi¢a, k)-estrella.
Gracias a estas reglas el algoritmo de enrutamiento puede ser descrito:

R1) si el simbolo 1 se encuentra en la primera posicion, intercambiamos éste
con cualquier otro simbolo que no esté en su posicion correcta,

R2) siel simbola, conl < i < k, esta en la primera posicibn, movemos a éste
a su posicion correcta o intercambiamos a éste con cualquier otro simbolo
perteneciente a otro ciclo interno y,

R3) si el simbolo externo perteneciente al ci€lpse encuentra en la primera
posicion, entonces intercambiamos éste con el simbolo degeddaual-
quier otro cicloC’ no corregido.

De la regla R2, cuando un simbolo interno esta en la primera posicion, lo
movemos a su posicibn correcta o lo intercambiamos con cualquier simbolo in-
terno perteneciente a otro ciclo interno. Ademas, por la regla R3, todos los ciclos
externos distintos al ciclo que contieng@apueden ser corregidos en cualquier
orden. De esta manera, para todo simhplb < i < n, en la primera posicion
tendra mas de una eleccion para enrutarse. Esta regla es especialmente Gtil para el
enrutamiento ante la presencia de fallos.

Siguiendo las reglas de enrutamiento antes mencionadas, todos los ciclos se
corrigen consecutivamente, de tal manera que los pasos para intercambiar el pri-
mer elemento de estos ciclos aparteje la primera posicion se reducen.

Desarrollaremos algunos ejemplos mostrando el comportamiento de los con-
ceptos presentados.

e Ejemplo. Considere el nodp = 4635 en la graficaSr, y el nodo identidad
I, = 1234.

El nodop enviara informacion al nodo destitdg, es necesario corregir este
nodo. Primero, encontramos los ciclos del npdesC(p) = C]C’ donde
los ciclos sonC| = (4,5)y C}, = (6). Los simbolos deseados de cada
ciclo externo son: paré’, d, = 1y paraCi, d, = 2. Observemos que no
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3645 5634
4635 1635
O 6435
7635 2635

Figura 4.1: Vecinos del nodo= 4635.

contamos con ciclos internos, pero si contamos con un simbolo invariante,
este durante la correccion del ngdao se movera, el simbolo 8s

Obtenida ya la representacion por ciclos del npdoorregimos primera-
mente los ciclos externos por medio de la trayectoria:

4635 —4 5634 —; 2634 —5 6234 —; 1234.

Por no contar con ciclos internos, el procedimiento de correccion termina.
La figura 4.1 muestra los vecinos del nogqg la primer eleccion de la
trayectoria. A

Consideremos el siguiente ejemplo donde el nodo es un ciclo externo.

e Ejemplo. Considere el nodp = 314 en la graficaS, ; y el nodo identidad
I3 = 123.

Corregimos el nodg. Primeramente, representamos al npdmor medio
de la estructura de ciclo; dando como resultado qye) = C; donde el
cicloesC] = (1,3,4).

El simbolo deseado del ciclo externg, esd, = 2. Observemos que no
contamos con ciclos internos.

Obtenida la estructura de ciclo del ngg@orregimos primeramente el ciclo
externo por medio de la trayectoria:
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Figura 4.2: Trayectoria mas corta enpre- 314y I3 = 123.

314 —5 413 —4 213 —4 123.

Por no contar con ciclos internos, el procedimiento de correccion termina.
La figura 4.2 muestra la eleccion de la trayectoria. A

Enrutamiento general

Sin embargo, ¢ qué sucede si deseamos enrutar elnoaio el nodag, con
la salvedad que el nodpno es el nodo origeih,? En esta seccion se describe el
enrutamiento general de la gréafica k)-estrella basandonos en [17].

Como ya sabemos, las trayectorias en la grdfica)-estrella pueden ser re-
presentadas por ciclos. Afrmamos que el nodo orjgenp.ps...p y €l nodo
4= q1q2 - - - q& contendran un cicl@' = (sq, s2,...,s), dondeC C {p; | 1 <i <
k} y [ representa la longitud del ciclo. Un simbolo externo es aquel simbolo sin
usar en la etiqueta del nodo destip@n otro caso es un simbolo interno. Si todos
los simbolos d&' son simbolos internos dg diremos que” es un ciclo interno
y lo denotaremos cof; = (si,s9,...,s;,). Si el cicloC contiene un simbolo
externo de; diremos que es un ciclo externo. Debera existir un simbolo deseado
d del simbolos;, donded pertenece g, uno por cada ciclo externo. Denotaremos
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estos ciclog” conC! = (s1s2. .. s,). El indicei indicara la cantidad de ciclos in-
ternos o externos em Notese que no existe mas de un simbolo externo por ciclo,
por la construccion misma de la trayectoria.

Para obtener la trayectoria mas corta, la regla de enrutamiento sin fallos sigue
el orden de los simbolos contenidos en los ciclos para enrutar el mensaje.

e Ejemplo. Suponga que desea enrutar el npdse 21745 al nodo desting =
14526 contenidos erdr 5.

Los ciclos son:
1 45 2 6
(313715)-ac-eanen

El simbolo desead@, = 6. Procedemos a enrutar el nogal nodog:

21745 —4 41725 —9 14725 —5 54721 —4
74521 —; 64521 —5 14526.

Sin embargo, para este caso en la graficano es la Gnica solucion posible:

21745 —>5 51742 —55 T1542 —; 61542 —s
21546 —4 41526 —, 14526.

La longitud de las trayectorias encontradas es seis. A

Consideremos los siguientes ejemplos; nuevamente usaremos las graficas an-
tes analizadas:

e Ejemplo. Considere enrutar el nogo= 2635 al nodo desting = 5634 que
pertenecen a la grafics 4.

Construimos la estructura de ciclo del ngg®sin embargo, notese que los
nodos comparten dos simbolos que son invariantes durante la obtencion de
la trayectoria mas corta. No contiene ciclos internos.

56 3 4 ,
(26 35>_CV45%

El simbolo desead®, = 4.Procedemos a enrutar el noglal nodog.
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3645 5634
4635 1635
O 6435
7635 2635

Figura 4.3: Trayectoria solucion de= 2635 av = 5634

2635 —1 4635 —4 5634.

La longitud del cicloC] es dos. La figura 4.3 muestra la trayectoria mas
corta entre los nodgsy g. A

El siguiente ejemplo posee dos posibles trayectorias como solucion.

e Ejemplo. Sea la graficed, ; y sean el nodo origep = 234 y el nodo destino
¢ = 321 dos nodos contenidos &0 5.

Obtenemos la estructura de ciclo del nodo origen
3 21
( 9 3 4 ) =001 =(2,3)4)yd; =1

Primera trayectoria mas corta entre los noglgs;.

234 —9 324 —3 423 —; 123 —3 321.

Segunda trayectoria mas corta entre los ngdps.

234 —55 432 —; 132 —5 231 —y 321.

La longitud de las trayectorias es cuatro. La figura 4.4 muestra las trayecto-
rias solucion. La primera de ellas se representa por el color azul, la segunda
por el color amarillo. A
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Figura 4.4: Trayectorias entte= 234y v = 321.

4.1.3. Distancia y dametro en la grafica (n, k)-estrella

Recordemos la definicion de distancia.

Definicion 4.1(Distancia). La distanciai(u, v) entre los vértices y v enV (G)
es la longitud de lav—trayectoria mas corta €.

El nimero de ciclog’(p) se representa perun entero, donde todos los ciclos
externos se consideran como uno sélo en el recuento. Sabemosepesenta
los ciclos internos dg y 3 los ciclos externos de Si 3 > 0, entonces = a+ 1;
si 8 = 0, entonceg = «. Definimose como el nUmero de elementos externos de
p, €s decir, entonces= (3 ya que por cada simbolo externosse construye un
ciclo externo. Supongamos que denota el nimero de simbolos fuera de lugar
de p con respecto al nodo identiddg, es decir, la cantidad de elementosypen
gue no ocupan la posicion correcta con respecto al nodo identidad. Se establece la
siguiente relacion:

67

m= X% m; + Zlem;- =% m; +m'.

Asi quem representa la suma de todos los elementos de cada ciclo interno
mas la suma de todos los elementos de cada ciclo externo, no obstante, al reducir
la expresion tenemos que es igual a la suma de todos los elementos de cada ciclo
interno mas el numero de pasos requeridos para coffagilos externos.
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Teorema 4.1.La distancial(p, I;,) del nodop al nodo identidad, en la grafica

Sh. €S

_Ject+tm+te Sip; =1,
ﬂnh&_{(Hﬂn+e—2 sip; # 1.

DemostracionLos haremos por casos:

a) Sip; = 1. No existe un ciclo que contengaa

b)

Ahora bien, si3 = 0, entonces:

dp,I) =28 (m; + 1) =a+m=c+m+e.

Si g > 0, entonces:

d(p, It) = S0, (mi + ) + {1 (mf + D) + 1} =a+m+ 5+ 1=
c+m+e.

Sip; # 1. Existe un ciclo que contieneza.

Ahora bien, sig = 0, entonce®, € C; para algury, y

d(p, Ir) = (m;j — 1) + {5 (m; + 1) — (m; + 1)} =
a+m—2=c+m-+e—2.

Sip > 0y p; esta erC; para alglry, entonces

d(p, 1) = (m;—1)+{Z, (mit1) = (m; + 1) }4+{S_, (m+1)+1} =
m+a+pf—-—1l=c+m+e—2.

Sij3 > 0y p, pertenece &', para algry, se necesita dg!’_, (m/, +
1) — 1} movimientos para corregir todos los ciclos externog.dee
ahi que,

d(p, I) = B¢ (mi + 1) + {5 (m} +1) — 1} =
a+m+pB—-—1=c+m+e—2.

O

e Ejemplo. Calcularemos la distancia para nuestros ejemplos antes utilizados.

Para la grafices; 4, la distancia entre el nodp = 4635 y el nodo
1, = 1234 esta dada por:

dp,I)=c+m+e—2=14+3+2-2=4.

Para la grafica, 3, la distancia entre el nogo= 314 y el nodo/; =
123 esta dada por:

dp.I;)=c+m+e—2=14+3+1-2=3.
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A

Corolario 4.1. La distanciai(p, I,,) de un nodg al nodo identidad,, en la gra-
fican-estrella esta dada por:

_fe+m Sip; =1,
d<p’1")_{ c+m—2 sip # 1.

DemostracibnBasado en el lema 3.3, la distancia del ngde= p1ps...p, @
I, = 12...n en la grafican-estrellas,, es equivalente a la distancia entre
P =pip2..pna ¥ Inon = 12...(n — 1) en S, ,,_1. Se tiene que los
siguientes simbolos estan asociade$;d) con respecto al nodf,(1,,_1);
¢(c’) indica el numero de ciclosy(m’) indica los simbolos fuera de lugar
y e(¢’) indica los simbolos externos. Existen dos posibles escenarios:

i) Parap; = 1. Sip, = n, entonces’ = ¢, m' = my e = 0; por
consiguiente:
d(p, I,) = d(p, I,—1) = ¢+ m.
Sip, # n, sucede que’ = ¢, m’ = m — 1y e = 1; de este modo,
d(p,I,) =d(p, I,—1) = ¢+ m.

i) Parap; # 1. Sip, = n, entonces’ = ¢, m' = mye = 0; por
consiguiente
d(p, I,) =d(p', In-1) = c+m — 2.
Sip, # n, sucede que’ = ¢, m' = m — 1y e = 1; de este modo,
d(p,I,) =d(p/, I,-1) = c+m — 2.

Queda entonces demostrado. O

Parte importante del desempefio de una red de interconexion es qué tan costoso
es enviar un mensaje. Una medida del desempefio es el diametro. Nos permite
darnos una idea de lo que podria pasar.

Teorema 4.2.El diametroD(S,, ;) de S, esta dado por:

[ 2%k—1 sil<k<|%],
D(Sn,k)_{ k(2] §2]+1<k<n-—1.

DemostracionRecordemos que el diametro esta dado por:

D(Sn,k) = rné'x{d(pv Q)|p7 q S Sn,k}

Consideremos los siguientes dos casos:
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i) Paral < k < |7 ]. El diametro se obtiene de una de las siguientes dos
maneras:

i) pp=lc=1l,m=k—1ye=k—-1;y

L) ppr#£1lL,ce=1,m=kye=k.

Por lo tanto, el diametrd)(S,, ) = 2k — 1.
i) Para|5] +1 <k <n-—1.

ii.i) Si n esimpar, el diametro se obtiene por medigpgle= 1, ¢ =
(2k—n—-1)/2+1,m =k — 1y e = n — k; por consiguiente,
D(Snp) = k+ %52 ].

ii.il) Si n es par, el diametro se obtiene de las siguientes dos maneras:
Dp=1Lc=02k—n)/2,m=k—1ye=n—Fk;2)p #1,
c=02k—n)/2+1,m=kye=n—k.

Por lo tanto,D(S,.x) = k + | %52 ].

O

Gracias a la relacion de isomorfismo que existe entre las topologias-es-
trella y n-estrella, podemos inferir el diametro de la grafica

Corolario 4.2. El diametroD(S,,) de una gréfica-estrella eg "> |.

Demostracion.Dado que la grafic&,, es isomorfa e, .1, Se tiene que el diame-
tro D(S,,) = D(Shn—1)- O

La tabla 4.1 muestra un breve comparativo entre las redes de interconexion
estrella y(n, k)-estrella. Examinamos las propiedades de tamafio, grado y diame-
tro. El tamaio indica el nUmero de nodos en la grafica.

4.1.4. Trayectorias disjuntas por nodos

Tanto el diametro como la distancia entre los nodos de la red, permiten eva-
luar la interconexion de la red. Sin embargo, contar con trayectorias disjuntas por
nodos permite interconectar los nodos de la red a pesar del posible congestiona-
miento o fallo de la red. Un conjunto de trayectorias seran disjuntas por nodos si
los Unicos nodos que comparten las trayectorias son el nodo fuente y el nodo des-
tino. Si esto ocurre en la red de interconexion, permitira acelerar la transferencia
de grandes cantidades de datos y proporciona rutas alternativas en caso de fallos



72 4. Algoritmos para la gréaficén, k)-estrella

Graficas Tamano Grado Diametro
Sy2 12 3 3

S5 .2 20 4 3

54 = 5473 24 3 4
Se.2 30 5 3
Ss.3 60 4 5

S5 =S54 120 4 6
S6.3 120 5 5
Se.4 360 5 6

Se = S6.5 720 5 7
Snp, 1 <k < [%] o -1 2k—1
Spps 5] F1<E<n—2 (n’_“k)! n—1 k+[%]
Sn = Snn—1 n! n—1 L3”2_3J

Cuadro 4.1: Comparand®), y S, x

debido a que un nodo o a un enlace fallen en la construccion de la trayectoria.
Podemos decir que el nimero de tales trayectorias proporciona una medida de
tolerancia a fallos de la red.

SeasS,,_1 x-1(2) una subgréfica ds,, ; inducida por todos los nodos que po-
seen el mismo Ultimo simboloen su etiqueta, para < i < n. Claramente,
Sn—1k-1(%) Y Sn—1,—1 Son isomorfas. Las subgraficas inducidas; ,_ () tie-
nen conjuntos disjuntos de vértices y, por lo tanto, forman una particion del con-
junto de nodos de 14, .

Revisemos el siguiente lema que relaciona la distancia entre las particiones de
la graficas,, 4.

Lema 4.1. Dado un nod® € S, x—1(u), existe un nodq € S,_; x—1(v), para
cadav, 1 < v < n,tal que lad(p, q) < 2, donded(p, ¢) denota la distancia entre
pYq[16].

Demostracion.Consideremos el node = pip- ... pr_1u €n la grafica inducida
Sn—1x-1(u). Siu = v entonces se tiene que= ¢y por lo cuald(p, ¢) = 0.
En otro caso, i, = v, entonceg = ups ... pr_1vy porlo cuald(p, q) = 1.
Sip; = v, paraalguna, 1 < i < k, entonces; = ups...p1...pr_10Y
d(p,q) = 2, ademas, resulta ser una trayectorigpdey. Por otra parte, si
p; # v paratoda, conl < i < k, entonceg = ups ... pr_10 Yy d(p,q) = 2
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ademas, la trayectoria geea ¢ esta dada por:
P =DP1P2 .. Dk—1U —>1 VP2 ... Pk—1U —>f = UP2 . .. Pk—10. 0

Ahora bien, el siguiente resultado nos indica la cantidad de trayectorias dis-
juntas por nodos y su longitud en la red de interconeXidrk)-estrella. Este
resultado muestra el desempefio de la red de interconexion ante posibles fallas.

Teorema 4.3.Seans y ¢t dos nodos distintos de la grafita ;, existenn — 1 tra-
yectorias disjuntas por nodos entre ellas mismasy la longitud de estas trayectorias
esalomad(S, ) + 3, dondeD(S, x) es el diametro de la refi, ;. [16].

Demostracion.Sin pérdida de generalidad, suponemos gue S,,_1 ;—1(u) y
quet € S,_1,-1(v). Definimos la notacions = t como las trayectorias
entre los nodosy ¢ generadas por las reglas de enrutamiento. Se probara el
teorema considerando los siguientes dos casos:

i) u=v, esdeciryy v seencuentran en la misma_; 51 (u).
Haciendo uso del lema 4.3, primero encontramos trayectorias disjun-
tas por nodos de longitud al menos 2 de s, € S, 1, 1(i), con
1 <1 # u <n,ylasn — 1 trayectorias disjuntas por nodos de lon-
gitud al menos 2 de at; € S,_1,-1(7), conl < i # u < v. Sea
P, denota una trayectoria,= s; = t; = t, dondes; = t; tiene la
trayectoria mas corta entsg y ¢;. Es decir,s; = t; €s una trayecto-
ria de enrutamiento e}, , (7). Podemos decir que las trayectorias
P;,1 <i # u < n, construidas sobre nodos disjuntos, tienen longitud
alomasD(S,_1 1) +4 < D(Shx) + 3.

i) u # v; es decir,s y t se encuentran en diferentes graficas inducidas
Sn—l,k—l-
Por un argumento similar al de (i), podemaos construir trayectétias
disjuntas por nodo&: — 2): s = s; = t; = tconi € (n) — {u,v}.
Solamente es necesario mostrar como se construye la otra trayectoria
disjunta por nodos. Sea= pips...pr_1u Yt = qiq2 . ..q_1v. Para
aclarar, asumimos qug. # qy_1. Entonces las. — 1 trayectorias
disjuntas por nodos se construyen como:

P,:s—x =29 —x3= 05— 14 —1t,

donde el noda, tiene av como primer simbolo en su etiqueta, el nodo
1, esta conectado con el node a través de una-arista, el nodacs
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esta conectado con el node a través de(k — 1)-arista, el nodac,
tiene au como primer simbolo , el nodo, esta conectado con el nodo
x, a través(k — 1)-arista. Ademas, la trayectora,, esta contenida
entre S,y 5_1(u) y S,—1,-1(v), por lo queP,, es otra trayectoria
disjunta por nodos. Notese que ambos nodog x5 tiene auv como
sus dos Ultimos simbolos; esto eg,= x5 estan contenidos en una
Sn—2.k—2 COMoO los dos tltimos simbolos. Por lo cual, la longitud de
la trayectoriaP,, es a lo masD(S, sx2) +5 < D(S,.) + 2. Si

Pr = qx—1, podemos escoger cualquigrcon2 < i < (k —2),y
reemplazak — 1 en el argumento superior con

0

Hasta este momento hemos hablado de algunas propiedades topologicas en la
redS, .. Sin embargo, podemos extendernos a otras. Se dice que la conexidad por
nodos de una red se define como el minimo nUmero de nodos que al ser remo-
vidos resulta en una grafica disconexa o trivial. Tomando en cuenta este concepto,
se define el fallo por diametro.

Definicion 4.1(Fallo por diametro). El fallo por diametraD; de una red~ con
conexidad:(G), se define como el diametro maximo de cualquier red obtenida de
removers(G) — 1 nodos en la red.

Los siguientes resultados se obtienen del teorema de Menger.

Corolario 4.3. La conexidad por nodos(S, ) de la grafica(n, k)-estrella es
n — 1[16].

Corolario 4.4. El fallo por diametraD (S, ) de la grafican, k)-estrella es a lo
masD(S,, k) + 3 [16].

Para una discusion sobre estos resultados puede consultarse [16].

4.2. Difusion de la informacion

La comunicacion entre los procesadores se lleva a cabo mediante el envio de
mensajes a través de los enlaces disponibles en la red de interconexion. En algu-
nas ocasiones necesitamos que todos los procesadores conozcan la misma infor-
macion, digamos el valar. Para poder llevar a cabo esta tarea es necesario usar
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la operaciondifusion de la informadn, que es la operacion que un procesador
ejecuta al enviar mensajes a otros procesadores, es decir, es un algoritmo que le
provee soporte a la red de interconexion [32]. Esta operacion envia un paquete a
lo largo de una sola trayectoria, en lugar de transmitir simultaneamente a través
de varias trayectorias [19].

Existen dos posibles esquemas de comunicacion entre nodos: el esquema a un
solo puertdy el esquema a todo puettdl modelo a un solo puerto permite a un
procesador enviar (o recibir) a lo mas datumde longitud fija a (o desde) uno
de sus vecinos en una unidad de tiempo. Por otro parte, en una unidad de tiempo
un procesador puede enviar (o recibir) un datum de longitud fija a (o desde) todos
sus vecinos en el modelo a todo puerto [30].

Sin embargo, ¢ .cuanto le toma al algoritmo enviar la informacion? Como suce-
de en algunas redes, si el grado es constante, el tiempo requerido para la difusion
de la informacion a todos los vecinos es constante. Minimizar esta constante en
otras redes sera el principal problema en cuestion.

El problema de la difusion de la informacion vecinal se define como el envio
de un mensaje de tamarnio fijo desde un nodo origen a todos sus vecinos donde en
una unidad de tiempo, un nodo puede enviar o recibir exactamente de uno de sus
vecinos un dato de tamafo constante [30]. Por decirlo asi, se ejecuta un paso del
modelo a todo puerto en un modelo a un solo puerto.

El siguiente teorema nos indica la cota inferior del problema difusion de la
informacion vecinal para una red de interconexion con grado

Teorema 4.4.Cualquier algoritmo de difusion de la informacion vecinal en una
red de interconexion con gradaequiere)(log d) de tiempo de ejecucion [29].

De acuerdo con el teorema anterior podemos llegar a las siguientes conclusio-
nes: para la red de interconexidp, el mejor tiempo de ejecucion que podemos
obtener edog(n — 1). Cuando hablamos de 4, ;, el teorema anterior nos di-
ce que el limite inferior para el problema de difusion de la informacion entre los
nodos de &5, ;, también eg)(log n), ya que el grado d§,, ;, esn — 1.

Por otra parte, comparado con la difusion de la informacion vecinal, el proble-
ma de difusion de la informacion implica que un vértice desea enviar un mensaje
de tamafio constante a todos los vértices en la red. Para el modelo a un solo puer-
to, el problema de difusion de la informacion tiene una cota inferig (dez V),
dondeN es el nUmero total de vértices en la red de interconexion.

2Usaremos a un solo puerto como traduccion literadidgle-port
3Usaremos a todo puerto como traduccion literahtigort
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Teorema 4.5.Bajo el modelo a un solo puerto, cualquier algoritmo de difusion
de la informacion en una grafica conveértices requiere tiempo de ejecucion de
Q(log N) [29].

Aplicando el teorema anterior nuevamente a las redestrella y(n, k)-es-
trella, se obtiene las siguientes observaciones: dado dijeti@nen! nodos en la
grafica, el algoritmo 6ptimo para el problema de difusion de la informacion en la
n-estrella necesit@ (logn!) = O(nlogn) de tiempo [29].

En los Gltimos afos se han desarrollado algoritmos para la difusion de la in-
formacion en la redi-estrella; la idea que subyace en estos algoritmos es usar su
estructura, ya que 18, se puede descomponeresubgraficas inducidas,_; en
O(log n) de tiempo, el nodo fuente envia la informacion a un nodo en cada una de
las S,,_1(7) subgréficas, donde < i < n. Ahora cada subgrafica posee un nodo
con la informacion. Esta operacion se lleva a cabo de forma recursiva para cada
subgrafica.

Recientemente, el problema de difusion de la informacion en la red de interco-
nexion(n, k)-estrella ha sido estudiado, y se han obtenido algoritmos de tiempo
O(nk). Aplicando el teorema anterior, el limite inferior para este problema en un
solo puerto para 1&,, , esQ(log(n!/(n — k)!)) = Q(klogn).

No obstante, hasta el momento solo hemos hablado de un modelo de difusion
de la informacion, a saber, a un solo puerto. Hablar sobre el problema de difu-
sion de la informacion en redes de interconexion bajo el modelo de todo puerto,
ademas del tiempo de ejecucion, requiere una consideracion adicional: el trafi-
co, es decir, el nUmero total de mensajes intercambiados. Esto significa que es
deseable minimizar tanto el tiempo como el trafico. Minimizar el trafico en la red
implica minimizar la redundancia, es decir, el nUmero de veces que un nodo re-
cibe la misma informacion. Este problema de difusion de la informacion ha sido
considerado antes y los algoritmos cuyos tiempos de ejecucion son proporcionales
al diametro de lan, k)-estrella se han obtenido utilizando arboles de generadores
[33].

Haciendo uso de un esquema general, proponemos lo siguiente: denotemos
a los procesadores por, po, ..., p,. Para que log, procesadores conozcan el
valor dex efectuaremos los siguientes pasos:

1) p; leexy se lo comunica @,.
2) Paralelamentegy, y p, difundenz enps y p, respectivamente.

3) Simultaneamentey;, ps, p3 Yy p4 difundenz enps, pg, pr Y ps respectiva-
mente, y asi sucesivamente.
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Paso 1

lee el valor enD;

lo almacena en su propia memoria, y;

lo escribe emi(1).;

Paso 2

for i=1 to maxdo mark i;

for i = 0 to log(n — 1) do in parallel

/l en paralelo

for j =2/ + 1to 2! do
Procesadop; ;
lee el valor deA(j — 2%);
lo almacena en su propia memoria, y;
lo escribe em(j).;

end

end
Algoritmo 1: Algoritmo general de difusion de la informacion

El proceso continGia hasta que todos los procesadores conocen el valor de
A medida que el numero de procesadores que recitsnduplica en cada paso,
la difusion dex a todos los: procesadores requieleg n? pasos. El algoritmo 1
esquematiza lo antes dicho.

Dicho formalmente, se® una localidad de memoria en la cual hay un dato

2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

1
]G0 Q1 I I I I I I 1 I
paso 1 f paso 2 (i=0)
HlOO4ddododad dddddddd
P, P, P; P, Py Py P; Pg P, P, Py P, Ps Py P; Dy
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
lsfsfsl | [ [ A [5]5]5(5]5]5|5]5]A
paso 2 (i—w paso 2 (i_
GBI 6B 6 E OO
P, P, Py Py Py Pg P; Pg P, P, P; Py, Py Ps P; Pg

Figura 4.5: Algoritmo de difusion de la informacion
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almacenado que las procesadores en la red necesitan en un momento dado du-
rante la ejecucion de un algoritmo. El procedimiento supone la presendiaiae
arreglo de tamafio en memoria. El arreglo inicialmente esta vacio y es empleado
por el procedimiento como un espacio de trabajo para difundir el contenitio de
entre los procesadores. La posiciégsima se denota pot(7).

El funcionamiento del algoritmo de difusion de la informacion se ilustra en la
figura 4.5, paras = 8 y D = 5. Cuando el algoritmo termina, todos los proce-
sadores han almacenado el valor/den sus respectivas memorias locales. Dado
qgue el numero de procesadores que ha Idddee duplica en cada iteracion, el
procedimiento termina ef (log n) de tiempo. El espacio en memoria requiere un
arreglo de longitudh.

Aunque es cierto que este algoritmo general hace el trabajo, para nuestros
propositos, en las siguientes secciones se planteara un algoritmo que haga uso de
las propiedades de la red de interconexionk)-estrella.

4.2.1. Bajo el modelo de ain solo puerto

Revisaremos la difusion informacion en la red k)-estrella bajo el modelo
de a un solo puerto en esta seccion. Iniciamos revisando la difusion de la informa-
cion vecinal en la grafica,, .. Después, estudiamos la difusion de la informacion
en la graficas,, .

Usaremos la notacioix para representar un nodo cuyo primer simbolo, es
y analogamentesi un nodo cuyo simbolo final @s Esta notacion sera til para
identificar nodos en la red y descomponer la grafica en subgraficas.

Difusion de la informacion vecinal ens,,

Debido a que la red de interconexiom k)-estrella es simétrica por vértices,
sin pérdida de generalidad, el nodo origen es el nodo idenfidad 123 .. . k.
Para nuestros fines, obtendremos para el nodo idenfidads aristas vecinas.
Para el nodd,, susi-aristas vecinas son:

21345.. .k
32145. ..k
42315.. . k
k2345...1

Ahora bien, para el nodf,, susl-aristas vecinas son:
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(k+1)234...k
(k+2)234...k
n234...k

Partiendo de este desglose general para el Rgdbalgoritmo se basara en las
siguientes observaciones de las propiedades estructurales que posé€e J&yed
estrella. El teorema 3.1 establece la relacion existente entre las graficady,.
Sera necesario la siguiente definicion.

Definicion 4.2. (Clan) SeaG = (V, A) una gréafical’ es un subconjunto de
tal que cada vértice dé” es adyacente a los demas vértice$ide

Observacbn 4.1. Para cualquiem # 1, S, ; es un clank,,; es decir, una gréafica
completa de tamafia.

Observacbn 4.2. En S,, ;,, para cualesquiera nodasv y todas sus-aristas ve-
cinas forman un clai’,, ..

Observacibn 4.3. Suponemos quée< j. Para cualesquiera desristasi « k =
i23...(i—D)1(i+1)...kyjxk=323...(j—1)1(j+1) ...k vecinas del nodo
identidad/, = 12...k que estan contenidas en el mismo ciclo de longitud 6 si
ocurre que:

123.. ... 5. k<

231 ke
323, 1.0 ke
123.. 5. i k<
i23...5... 1. k<

J23...0... 1. k&

El simbolo« representa un enlace (arista) bidireccional entre dos nodos. El
ciclo sblo contieng-aristas. De hecho,la observacion anterior también es verda-
deracuandé + 1 < j <n.

Observacbn 4.4. Para cualquieg-aristai « k = i23...(i — D)1(i +1)...k

y l-aristaj « k = j523...k incidentes al nodo identidafl = 12...k, donde
k+1 < j < n, que estan contenidas en el mismo ciclo de longitud 6 si ocurre
que:
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123 ... (i —1)i(i+1).. .k ¢
23 (i—D13i4+1).. k<
323 (i —D1Gi+1).. k<
123, (i—1)ji+1)... k<
23, (i—1)j(i+1).. . k<
323 (i —1)i(i+1).. k<

Ademas, el ciclo antes descrito contidnaristas e-aristas.

Observacbn 4.5. Si construimos dos ciclos por medio de las observaciones 4.3
y 4.4 (uno de cada uno) con distintas aristas iy, 1, is, jo < n, seran disjuntos
excepto en que compartiran el nodo identidad.

Note que las observaciones 4.3, 4.4 y 4.5 permiten dimensionar el nodo iden-
tidad junto con los: — 1 vecinos como una grafica completa en el sentido de que
dos nodos estaran conectados por una trayectoria de longitud constante.

Sobre la base de las observaciones anteriores y por cada paso que demos du-
plicamos el nUmero de vecinos con el mensaje. Partiendo de esta idea, usaremos
un conjunto de ciclos disjuntos de tamafo constante para dar un algoritmo simple
de difusion de la informacion vecinal en la rég,.

Inicialmente, el nodo fuente es el Gnico con el mensaje. En un solo paso, envia
el mensaje a través del enlace directo a uno de sus vecinos. Ahora, dos nodos
tienen el mensaje y, turnandose, envian el mensaje a otros dos vecinos del nodo
fuente de tal manera que el nodo fuente envia su mensaje a un vecino en un solo
paso y el vecino que acaba de recibir el mensaje en el paso anterior envia el men-
saje a otro vecino del nodo fuente a través de una trayectoria de longitud cuatro
gue esta contenida en un ciclo de longitud seis. El nUmero de nodos con el mensaje
es ahora cuatro (el nodo fuente y tres de sus vecinos) ademas, estos cuatro nodos
envian el mensaje a otros cuatro vecinos del nodo fuente de la misma manera. Es
decir, los tres vecinos del nodo fuente junto con el mensaje envian el mensaje a
otros tres vecinos del nodo fuente por trayectorias disjuntas de longitud cuatro que
estan contenidas en tres ciclos disjuntos de longitud seis y el nodo fuente envia
su mensaje a un vecino directamente. El algoritmo continGa hasta que todos los
vecinos del nodo de origen reciben el mensaje.

Una posible implementacion se da en el algoritmo 2, suponiendo que los veci-
nos de nodo identidad estan ordenados de tal maneraique. k es el primero,
321...k es el segundo, y asi sucesivamente.
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Difusi on(n);
N =1/l EI nUmero actual de nodos con el mensaje

for i = 0to [log(3)] do

if 1<n-— N <3then
OrigenEnv i aM
stop;

else in parallel
NodoReenvi aM
N < 2% N;

end

end

Algoritmo 2: Difusi 6n(n)

El procesdOrigenEnv iaM, es la accion que el nodo origen ejecuta al enviar
a los nodos que no han recibido el mensaje por medio de un enlace directo, es
decir, los nodog’ + j,1 < j <n— N.

Posteriormente, se ejecuta el procésmloEnviaM, esta accion indica que
cada noda: que posea el mensaje lo envie al nade- 2'. Si el nodou + 2°
existe se le asigna/s < 2« V. Sin embargo, hemos de decir que el nodo fuente
efectlia esto a través de sus enlaces directos, mientras los demas, por trayectorias
de laformaux — (u+2")% — 1x — ux — (u+2")* (un vecino del nodo fuente)

y de longitud 4 contenidas en ciclos disjuntos.

Desde un punto de vista practico, muchas otras implementaciones también son
posibles desde el nodo fuente y sus vecinos partiendo del supuesto que se tiene
una grafica completa.

Este algoritmo funciona correctamente debido a que los ciclos de longitud
seis utilizados en el enrutamiento son disjuntos (excepto en el nodo fuente). En
cuanto al tiempo de ejecucion, consideramos en primer lugar el caso en que
mod 21°em) > 3. En este caso, se necesitdng n] pasos, donde cada paso re-
quiere un enrutamiento de longitud cuatro, excepto para el primer paso en el que
el nodo fuente envia su mensaje directamente al nodo 2. Asi,

t(n) = 4[logn] —3
4[logn] —4log2+1
= 4[log(n/2)] + 1.
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El analisis del otro caso es similar, por lo que el tiempo dewgjion es:

t(n) . Llog(n/Z)J + ]_ +2x sil <z=n mod 2 [log n| < 3
4[log(n/2)] + en otro caso.

Lo cual esO(logn).

Note que cuanda es relativamente pequefio, es mejor, por simplicidad, que
el nodo fuente envie su mensaje a cada uno de su$ vecinos en cada unidad
de tiempo, requirienda — 1 pasos para alcanzar el objetivo.

Difusion de la informacion enS,,

El problema de la difusion de la informacion ha sido estudiado anteriormente
para la red de interconexi@n, k)-estrella, donde se han obtenido algoritmos con
tiempo de ejecucio® (kn) [30].

Con el algoritmo que se propone para la difusion de la informacién vecinal
antes expuesto, la difusion de la informacion efvlak)-estrella se puede hacer
facilmente. Una vez mas, sin pérdida de generalidad, se supone que el nodo iden-
tidad I, requiere transmitir un mensaje. En los siguientes parrafos se describe el
funcionamiento del algoritmo.

Dado quek es igual a 1 y que en general estamos ante la presencia de un
ciclo, ejecutamos el algoritm@lgoritmoGDI ; esta accion indica la necesidad
de ejecutar un algoritmo general de difusion de la informacion, para ello, podemos
hacer uso del algoritmo 1 visto anteriormente.

En caso contrario, dado que la red no es un ciclo, haremos uso de una de
las propiedades topologicas de(la k)-estrella, a saber, su estructura jerarqui-
ca. Procederemos de la siguiente manera. Definimos un nuevo procedimiento,
OrigenEnviaMV |, cuya accion a realizar consiste de enviar el mensaje del nodo
fuente a los vecinos de este. Es necesario recordar, que los vecinos de un nodo
cualquiera en la reth, k)-estrella estan enlazados por medid efistas e-aris-
tas. Por medio de esos enlaces el procedimi@migenEnviaMV se comuni-
cara con los nodos vecinos del nodo origen o fuente. Estos nodos son de la forma:
2xk,3xk, ..., (k—1)xk,ykx1 (todas lag-aristas vecinas, cah< i < k) y
delaformak+1)«k, (k+2)xk, ...,yn«*k (todas lad -aristas). Al terminar el
proceso todos estos nodos poseen el mensaje. Ahora, mediante el procedimiento
VecinosReenvianMV , los nodos que ya poseen el mensaje reenvian el mensa-
je (exceptdk * 1) a sus nodos vecinos de dimensiqms decirx2, 3, ..., xn, de
tal manera que todas las subgrafiégs; () tienen un nodo con el mensaje.
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En este momento volvemos a ejecutar el algoritmo en cada uiaa debgraficas
inducidas, hasta abarcar toda la red. Una posible implementacion se describe en
el algoritmo 3.

Difusi  on( S,.x) ;
if £ = 1then// es un ciclo
AlgoritmoGDI

else en paralelo
OrigenEnviaMV
VecinosReenvianMV

En paralelo for 1 <i: <ndo
t Difusi  on( S, _1x_1(7)) ;

Algoritmo 3: Difusi 6n(S,, )

Analizaremos el tiempo de ejecucion de este algoritmo.
Seat(n, k) el tiempo de ejecucion para la difusion de la informacion en la
(n, k)-estrella, entonces obtenemgs) de la siguiente manera:

t(n,k) = Clogn+tn—1k—1)
= Clogn+Clog(n—1)+t(n—2k—2)

= Clogn+Clog(n—1)+...+Clog(n —k+2)+tn—k+1,1)
= Clogn+Clog(n—1)+...4+ Clog(n —k+2)
+Chlog(n —k+1)
— Olog(n!/(n — k)1))
= O(klogn),

que es optima en vista del limite inferi@(log(n!/(n — k)!)).

La clave para el algoritmo de difusion de la informacion es el algoritmo de
difusion de la informacion vecinal que primero envia el mensaje-al vecinos
del nodo fuente que son de laformak, 3xk, ..., (k—1)*xk, kx1, (k+1)=x
k, (k+2)xk, ..., ynxk. Laideaes que en lugar de empezar con los vecinos del
nodo fuente, estos — 1 nodos pertenecen a un arbol binario con raiz en el nodo
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fuente. También vale la pena sefialar que existe un arbohbal con raiz en el
nodo fuente (para cualquier nodo, debido a la simetria por vértices de la grafica
n-estrella) que contiene nodos de estas formas [30].

4.2.2. Bajo el modelo aodo puerto

La difusion de la informacion mediante el modelo a todo puerto en la red de
interconexion(n, k)-estrella ya ha sido considerada y se han desarrollado algo-
ritmos optimos cuyos tiempos de ejecucion son proporcionales al diametro de la
red; esto se logra utilizando arboles generadores. Presentamos un enfoque distinto
para este problema. Estableceremos el minimo conjunto dominante en la red de
interconexion para transmitir el mensaje a todos los nodos de manera que ningln
nodo reciba el mismo mensaje en mas de una ocasion. El tiempo de ejecucion es
O(k), que es dptimo y, sin duda, practico.

Para nuestros prop0sitos, es necesario definir qué es un conjunto dominante.

Definicion 4.3. (Conjunto dominante) SeaGG = (V, A) una gréafica. Un conjunto
dominante de vértices @f, es un conjuntd’”’ C V tal que cada vértice dé&
pertenece & o tiene un vecino ef”’.

Hacemos la siguiente observacion:

SeaD, ; el minimo conjunto dominante ds, ,. Dado que la grafica es una
grafica regular de grade — 1, y cada vértice de un minimo conjunto dominante
domina en si mismo y hasta— 1 de sus vecinos, tenem@d,, .| > (n!/(n —

k)!)/n, es decir,D,, , contiene al meno&: — 1)/(n — k)! vértices.

SeaD el conjunto de todos los nodos de la forira Claramente, cualquier
nodo en la grafica),, ,, es adyacente a un nodo de esta forma. Ademas, el nimero
de nodos de esta formags— 1)!/(n—1) — (k—1))! = (n — 1)!/(n — k)! Por
lo tanto, D es el minimo conjunto dominante deda,..

Con estas ideas presentes, podemos disefar un algoritmo de difusion de la in-
formacion simple bajo el esquema a todo puerto dg, laobteniendo el minimo
conjunto dominante de la red. El algoritmo 4 muestra esta opcion.

El algoritmo se desempefia de la siguiente manera:

Primeramente, como casos particulares de la ejecucion, se define el procedi-
mientoFuenteEnviaMDos cuya accion consiste en que el nodo fuente envie el
mensaje a su vecino mediante la arista de dimension dos, yaegigual a 2. En
otro caso, si nos encontramos ante una grafica completa, se define el procedimien-
to FuenteEnviaMUno , el cual mediante los enlaces de dimension uno envian
el mensaje a todos sus vecinos.
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Algoritmo Difusi on( Snx);
if n =2 then
FuenteEnviaMDos ;

gse if k = 1 then
FuenteEnviaMUno ;

else

Difusi  on( S, 1 1(k)) ;
NodoEnviaMK ;
NodoEnviaMT ;

end

Algoritmo 4: Algoritmo de difusion §,, ;)

Segundo, la difusién de la informacioén tomara una subgrafica inducida por
la dimensionk-esima. Por medio de ella, el procedimiedodoEnviaMK lo-
grara que cada nodo de la formka perteneciente,, (k) envie su mensaje a su
kx vecino a travées de la dimension. Observamos por tanto, que el conjunto de
nodos de la forma&x es un minimo conjunto dominante de la red de intercone-
xion. Finalmente, cada nodo en el conjunto dominante envia su mensaje a través
de todas las dimensiones, excepté4asima dimension.

Es facil observar que mediante el uso del algoritmo, cada nodo recibe el men-
saje exactamente una vez, por lo tanto no hay redundancia de mensajes. En cuanto
al tiempo de ejecucion, sean, k) es el tiempo necesario para difundir la infor-
macion en la red,, ,, entonces tenemos:

Hn, k) = 1 n=20k=1
] tln—1,k—1)+2 enotro caso.

Resolviendo nos da quén, k) = 2k = O(k).
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4. Algoritmos para la gréaficén, k)-estrella




Conclusiones

En esta tesis se ha estudiado la red de intercongxioh)-estrella, que es
una generalizacion interesante de la redstrella, hemos analizado propieda-
des topolbgicas y algoritmicas convenientes de la grafica y mostrado algoritmos
paralelos que podrian funcionar en esta red. La red de interconexa8trella
principid como una eleccion competitiva @licubo, y en el presente trabajo se
mostro que lgn, k)-estrella conserva las mismas propiedades irresistibles de su
predecesora. La mayor parte de la discusion se baso6 en los articulos escritos por
Wei-Kuo Chiangy Rong-Jaye ChengtuladosThe (n, k)-star graph: a genera-
lized star graph[15] y Topological properties of thén, k)-star graph[16]; sin
dejar de mencionar los siguientes articulos que aportaron material significativo:
[1, 14, 30].

En concreto, hemos examinado los siguientes puntos:

= los conceptos y las topologias basicas sobre redes dednexion y un
breve comparativo entre éstas,

= |a estructura jerarquica de la grafiea k)-estrella. Esta propiedad le per-
mite descomponerse ensubgraficass,_; ;-1(i), 1 < i < ny cada sub-
graficaS,,_1 ;—1(i) es isomorfa &),_1 ;1. Y no solo eso, sino que existen
k—1 maneras diferentes de descomponer a una gréfic@nn subgréaficas
Sn—1k—1 @jenas por nodos; pata< i < ky 1 < j < n tales subgraficas
Son:S;—l,k—l(j)’

= el isomorfismo de las graficasestrella y(n, k)-estrella. Ademas se enfa-

tizb que la grafican, k)-estrellas,, ,,_, es isomorfa a la gréafica-estrella
Sy, Y la graficas,, ; es isomorfa a la grafica complefs,,

= |a simetria de la grafictn, k)-estrella. Afirmamos que la gréafi¢a, k)-es-
trella es simétrica por nodos y, sin embargo, no es simétrica por aristas. No
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obstante, la grafica es simétrica coaristas e-aristas,

la tolerancia a fallos de la grafi¢a, k)-estrella. Descubrimos que la grafica
es tolerante a fallos. En concreto, la tolerancia a fallos de la gr@fiég-
estrella es: — 2,

la estructura de ciclo en la grafi¢a, k)-estrella. El disefio de esta estructura
permite desarrollar un algoritmo de enrutamiento en la grafica,

la distancia y el diametro de la red. La distanéia, ;) de un nodo al
nodo identidad, en la grafican, k)-estrella esta dada por:

c+m Sip; =1,
c+m—2 Sipy #1,

d(p, Ir) = {

y el diametroD(S,, ;) de .S, ;, esta dado por:
2k — 1 Si
DS ={ 1 o) &

la descomposicion de la gréfi¢a, k)-estrella en trayectorias disjuntas por
nodos. En particular, la graficg, , se descompone en-1 trayectorias dis-
juntas por vértices y cada trayectoria tiene longitud conocida(dg ;) +3,

el conjunto dominante. Se describi6 como generar el ndrdomjunto do-
minante de la grafica,, 4,

el desarrollo de algoritmos de enrutamiento y comunicaeidta red, en
particular hablamos de difusion de la informacion vecinal. Tal algoritmo
se aplica Unicamente bajo el modelo a un solo puerto. Como sabemos, los
algoritmos tienen complejidad computacional 6ptima,

el disefio de un algoritmo de difusion de la informaciorobeljmodelo a
todo puerto. Este algoritmo se basa en encontrar un minimo conjunto domi-
nante en la redn, k)-estrella.

Chiang y Cheng en [15], mostraron que con respecto al costo (costo es igual

al diametro por el grado de un vértice),(la k)-estrella es superior a una gréafi-
ca arreglo. Ademas, como sucede con otras redes de interconexin, paede
crecer exponencialmente en sus vértices (con respecyoka.
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A través del analisis hecho, hemos supuesto que en unadudedempo,
un procesador puede enviar o recibir un dato desde o hacia uno y sélo uno de
sus vecinos bajo el modelo a un solo puerto. De la misma manera, hemos dicho
gue un procesador puede enviar o recibir un dato hacia o desde todos sus vecinos
bajo el modelo a todo puerto. Tomando en cuenta esto, podemos proponer una
clasificacion de la red(n, k)-estrella en dos familias de acuerdo al esquema de
difusion de la informacion que emplee:

1. que en una unidad de tiempo, un procesador que pertenezca aSgred
s6lo pueda transmitir como maximo un mensaje de longitud fija, y

2. que en unaunidad de tiempo, un procesador puede transmitir un mensaje de
longitud arbitraria a uno o desde todos sus vecinos en 14,red

En el capitulo 4, se estudidé como difundir la informacion bajo los modelos a
un solo puerto y a todo puerto dentro dgtak)-estrella. Con la excepcion del
algoritmo de difusion que utiliza un minimo conjunto dominante para alcanzar la
meta, los algoritmos estan disefiados para que la gréfi¢gese ejecute bajo el
modelo a un solo puerto.

En esta tesis s6lo hemos estudiado algunos de los problemas de la red de inter-
conexion(n, k)-estrella, muchos de los problemas relacionados con esta topologia
permanecen abiertos. Algunos de estos problemas se describen a continuacion:

= Queda mucho por investigar sobre como la red de interconéxi’k)-es-
trella puede adaptarse a otras redes. El concepto claveeage Si podemos
hacer que otra red de interconexion, ampliamente aceptada, pueda encajar
dentro de lan, k)-estrella, tanto sus propiedades topologicas y algoritmi-
cas, ya desarrolladas, robustecerian esta red. Algunas ejemplos de redes co-
nocidas son: arboles binarios completos, hipercubos; y asi sucesivamente.

= Un problema es mejorar el algoritmo de ordenacion en laagrafj .. Por
ejemplo, el algoritmo de ordenacion esestrella [3] alcanza mejor comple-
jidad de tiempo que los algoritmos desarrollados hasta ahora parg:ia
estrella.

Finalmente, como se muestra en esta tesis, asi como en otros trabajos de inves-
tigacion acerca de la redh, k)-estrella, es sabido que esta red es una alternativa
atrayente a la red de interconexigrestrella. Sin embargo, aln existen algunos
algoritmos importantes en la gréafi¢a, k)-estrella cuyas actuaciones no se co-
rresponden con los algoritmos ya desarrollados para la grafsdrella. A pesar
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de ello, las investigaciones recientes sobre la red de oneridn(n, k)-estrella,
exhiben que es una eleccibn competitiva sobre su predecesora; razon por la cual
capta la atencion por sus robustas propiedades topologicas y algoritmicas.



Apeéendice A

Elementos de teora de graficas

Presentamos conceptos basicos de Teoria de Graficas utilizados en la exposi-
cion de este texto.

Definicion A.1 (Gréafica). Una graficaG = (V, A) consiste de un par de conjun-
tos:V(G) y A(G). Se tiene qué” es un conjunto finito deértices(o nodog de

la grafica yA(G) un conjunto de pares de vértices, llamaddstas( o enlace$
deG.

Definicion A.2 (Adyacencig. Sia = (u,v) es una arista ety se dice que los
vérticesu y v sonadyacenteso bien, que: incideenwu y quea incide env; o bien
quewu Y v Sonvecinos

Para el caso de las aristas, se tiene que dos aristasasif@arentes incidir
en un mismo vértice.

El nimero de vértices de una grafica se denomidany se denotal/ (G)|. El
nimero de aristas &r se denomingamaio usando la notaciof(G)|. Acorde a
su orden una grafica sera finita o infinita. En nuestro caso hablaremos de graficas
finitas. LavecindadV; de un vérticev enG es el conjunto de todos los vértices
adyacentes a él, es dedif;(v) = {u € V(G) | (u,v) € A(G)}.

e Ejemplo. La figura A.1 representa la graficacuyos atributos son:
V(G)={1,2,3,4,5,6,7}, los vértices d&,
A(G) = {(1,5),(2,5),(3,4), (5,7)}, las aristas d&,

a = (1,5) indica que los vértices 1 y 5 estan conectadosipor
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Figura A.1: Graficad

[V(G)| =7, |A(G)| = 4, el orden y tamafio dé' respectivamente
N¢(5) =4{1,2,7} eslavecindad de.5
A

Hablaremos de algunas graficas que poseen propiedades especiales. Una gra-
fica nulaes aquella que no posee vértices ni aristas. Una gnadida es aquella
gue no posee aristas. Una grafidaial es la que tiene un vértice y ninguna arista.
Una graficacompletaes aquella en la que para cualesquiera par de véttices
V(G) distintos estan unidos por una arista, se denota/fjprSe tiene que el
complementodenotado po6©, de una gréaficd: es una gréafica tal qué:(G) =
V(G°), sia es adyacente &en G entonces: no sera adyacenteteen G, y si
a no es adyacente laen G entonces: si sera adyacentelaen G¢, nbtese que
G U G° = K,,. Afirmamos que dos graficds, y G serandisjuntassi no tienen
un vértice en comun y seran disjuntas por aristas si no poseen una arista en comun.
En la figura A.1 tenemos la grafica, afirmamos que la arist@, 4) es disjunta
del vértice6 si cada una de ellas fuera una grafica.

A continuacion exponemos algunas definiciones utilizadas frecuentemente en
el presente trabajo.

Definicion A.3 (Grado). SeaG = (V, A) una graficay € V(G). El grado dey,
denotado pob.(v), es el nUmero de aristas deque inciden em [8].
El grado minimo de G se define como:

5(G) = min{s(v) | v € V(G)}.
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El grado maximo de GG se define como:

A(G) = max{5(v) | v € V(G)}.

El grado de interconexion de una red es el grado maximo de la red. Para la
graficaGG de la figura A.1 el gradé(4) = 1, el grado minimo e8(G) = 0y el
grado maxima\ (G) = 3.

Definicion A.4 (k-regular). G esk-regular, si para todo vértieede G se cumple
quedg(v) = k.

Definicion A.5 (Subgréfica). Se tiene qué&’ = (', A’) es subgrafica d& =
(V;A)siV' c Vy A C Ay G es por si misma una grafica. Se denota como
G' C G, es decir(G contiene &'.

SiG’ C Gy G’ contiene todas las aristas= (x,y) € A(G) conzx, y € V',
entoncess’ es una subgrafica inducida d& se dice qué’’ induce o gener&’
enGy se escrib&[V’].

SiU C V(@) y es cualquier conjunto de vértices entonGés] representa la
grafica en cuyas aristas son aristas @econ ambos extremos én

SeaR un subconjunto no vacio dé&(G). La subgrafica dé cuyo conjunto
de vértices es el conjunto de aristas cuyos extremos est&nyeruyo conjunto
de aristas e& se conoce como la subgrafiGanducida porR y se representa por
G[U]J.

Definicion A.6 (Grafica bipartita). Se tiene que una grafica es bipartita si el
conjunto de vérticess, puede partirse en dos conjuntos V; (con V(G) =
ViUVLay Vi NV, = (tales que cada arista détiene un extremo em; y el otro

enVs, de modo que los vertices de la misma particibn no pueden ser adyacentes
[42].

Es facil verificar que la grafic&’ de nuestros ejemplos es bipartita. Véase la
figura A.2. Con el color rojo y azul sefialamos las particiones de la grafica.

Definicion A.7 (Camino). SeaG una grafica. Urtaminoes una secuencia finita
no vacia de veértices y aristé@s= vgav1a20s . . . aivy, tal que parad < i < k los
extremos de; seran los vértices,_; y v;. Unuv-caminoes un camino del vértice
u al vérticev.
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Figura A.2: Grafica bipartita

El enterok es lalongituddel camina’, denotado pok(C). Es decir, lalongitud
de unuv-caminoC es igual a la cardinalidad de las aristas que posee. Por otro lado,
se tiene que un paseo éhes un camino que no repite aristas.

Definicion A.8(Trayectoria). Una trayectoria es un camino que no repite vértices
enC, es deciry; # v; coni # j. Mas aln, si existe una trayectoria entre los
vérticesu, v tendremos unav-trayectoria.

Definicion A.9 (Ciclo). Un ciclo C' es una trayectoriavgv,vs . .. v; tal que la
[(C) >3y = v Y los vérticesy;, con0 < i < [, son distintos unos de otros.

Definicion A.10 (Diferencia). Suponemos qué/ es un conjunto no vacio de
V(G). La subgréfica inducid& [V \ U] representado pak — U es la subgra-
fica que se obtiene d& mediante la eliminacion de los vértices Erjunto con
sus aristas incidentes.

Suponemos qué& es un conjunto no vacio dé&(G). La subgrafica inducida
de G con conjunto de aristaS[V \ R] representado pak — R es la subgréafica
gue se obtiene dé mediante la eliminacion de las aristasigle

Teorema A.1(Menger) SeaGG = (V, A) una graficayd, B C V. Se tiene que el
minimo numero de vértices que separhde B en( es igual al nUmero maximo
de trayectorias disjunta$ — B enG.

Definicion A.11(Conexd. G es conexa si para cualesquiera dos veértices distintos
u, v existe unawv-trayectoria erz. En otro caso, es disconexa.

Definicion A.12 (Conexidad por \értices). Afirmamos que&= esk-conexa para
k € Nsi|V(G)| > ky G — X es conexa para cualquier conjutfoC V (G), tal
que|V (X)| < k. En otras palabras, no hay dos vértices:0gue estén separados
por menos dé de otros veértices.



95

u

() Graficalz (b) Graficall

Figura A.3: Graficas isomorfas por medio éle

Podemos decir que la conexidad por vértices o simplemente conexidad de
denotado pok(G), es el minimo niUmero de vértices tal que al removerlos resulta
en una grafica disconexa o trivial.

Definicion A.13 (Conexidad por aristag. SeaG una gréafica. SjV(G)| > 1y
G — F es conexa para cada conjurtoC A(G) de menos dé aristas, entonces
G es llamadd-conexa por aristas.

El entero mayot tal queG esi-conexa es la conexidad por aristas) deG,
se tiene que es el minimo nimero de aristas que, al quitari@s @sulta en una
grafica disconexa o trivial.

Definicion A.14 (Diametro). El diametro de una grafic& se define como las
distancia maxima entre todo par de vérticesB].

Definicion A.15 (Isomorfismo). Se tiene que&~ es isomorfa af si existe una
funcion biyectivaf : V(G) — V(H) tal que para{u,v} C V(G), la arista
w € A(G) & f(u)f(v) € A(H) [22].

Claramente las graficas isomorfas tendran el mismo orden y tamafio. Incluso
se pueden agregar tantas propiedades como se desee.

e Ejemplo. Observe las figuras A.3a y A.3b; se tiene que son isomorfas pues se
establece por la biyeccion dada por
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O(ve) =t O(vg) = x
O(v3) =u O(vr) =y
O(vy) =0 O(vg) = 2

A

Definicion A.16 (Automorfismo). Un automorfismo en una grafi¢aes un iso-
morfismo de la grafica consigo misma [34].

Es decir, un automorfismo de es una permutacion dé(G), esto es, un iso-
morfismo dez en(; como se menciond, puede considerarse como una permuta-
ciobn enV/, que conserva adyacencias, y que el conjunto de dichas permutaciones
forman un grupd’(G), el grupo del automorfismo de G bajo la operacion de com-
posicion de vértices. Afirmamos que una grafic@stransitiva por \ertices si
para cada par de vérticesv € V(G) existe un automorfismo que manda an
v. Una gréafica serfansitiva por aristassi para cada pat, f € A(G) existe un
automorfismo que mapeaen f.

Definicion A.17 (Hipergr &fica). Una hipergréaficd? es una parejél/, A) de con-
juntos disjuntos, donde los elementos4jele cualquier cardinalidad, son subcon-
juntos no vacios d¥, es decir el conjunto potencia #e[22].

Una hipergrafica es la generalizacion de un grafica en la cual una arista puede
conectar cualquier cantidad de vértices. Se tienelfias el conjunto de vértices
(hipernodos) dé7 y A sera las hiperaristas dé.



Apeéendice B

Elementos dealgebra

El objetivo de este anexo es presentar los conceptos bésididgehra que
son utilizados durante la exposicion de los temas tratados en este texto.

B.1. Conjuntos

Se presenta un breve resumen de las nociones de teoria de conjuntos que se
emplearan con frecuencia en este texto.

Un conjunto es una coleccion de objetos bien definida, nombrando los ele-
mentos o miembros del conjunto. El adjetlven definidasignifica que debe ser
posible determinar si un elemento dado se encuentra en el conjunto bajo escrutinio
0 no [42].

Si A denota un conjunto y es un elemento, a menudo es conveniente escribir:

x € A, como abreviatura de la afirmacion de ques un elemento dé. En caso
contrario se dir& es un elemento que no pertenece al conjuhfo ¢ A).

Definicion B.1(Subconjunto). SeanA y B dos conjuntos. Decimos quges un
subconjunto ded, si cada elemento dB es también un elemento de

Usemos la notacioB C A siempre qués sea un subconjunto dé Asi pues,
B C A siy solosi,x € Bimplica quexr € A. Dos conjuntos son iguales si
contienen los mismos elemento$ £ B).

Definicion B.2 (Operaciones en conjuntos SeanA y B dos conjuntos. Las
principales operaciones entre conjuntos son:
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Interseccion. AN B = {x|zr € Ayx € B}.

union. AUB ={z|lr € Abz € B}.

El complemento dé3 respectodel. A — B = {x € A|x ¢ B}[6].

Sea X € conjunto universal. EI complemento dees: A° = {z|z €
X,z ¢ A}

Notese que el complemento del conjunto se define respecto al conjunto uni-
versal del cual se estan tomando los conjuntos.

Definicion B.3(Vacio). Al conjunto que no contiene elementos se le llarado y
se denota mediante el simbdloSi A y B son conjuntos que no tienen elementos
en comin entonces se dice glig B son ajenos o0 que no son intersecables.

Se tiene que un par ordenado es el conjyntd) = {{a}, {a,b}}. Este con-
junto contiene dos elementos, los cuales, a su vez, son conjuntos, un elemento es
{a}, el cual contiene a como Unico elemento; el otro elemento es el conjunto
{a,b}. Se puede probar que los pares ordenddos) y (a’,b') son iguales siy
sblo sia = a' y b = ¥/, propiedad fundamental de los pares ordenados [41].

Definicion B.4 (Producto cartesiang. Si Ay B son dos conjuntos, el conjunto
de todos los pares ordenados cuyo primer componente perteAecelaegundo
componente pertenecefarecibe el nombre dproducto cartesianoes decir:

Ax B={(a,b)lac Ayb e B}.

Definicion B.5 (Conjunto Potencig). Dado un conjuntd, el conjunto potencia
P(S) es el conjunto de todos los subconjuntos del conji$hto

Si S tienen elementos, entonces su conjunto potencia t¥nelementos, es
decir, si|S| = n, entoncesP(S)| = 2" [42].

B.2. Funciones

El concepto de funcion es de gran importancia en las matematicas. Esto se de-
be a que casi cualquier situacion de la vida diaria es susceptible de ser interpretada
como una funcion.
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Si a cada objeto de un conjunto corresponde un Gnico objetm degundo
conjunto, entonces esta correspondencia se llama funcion y se dengta[@or
28].

Definicion B.6 (Funcion). SeanA y B conjuntos (no necesariamente distintos).
Una funcibn ded a B es un conjuntg de pares ordenados énx B con la pro-
piedad de que Sie,b) y (a,’) son elementos dg, entonce$ = ¥'. Al conjunto
de todos los elementos deque pueden aparecer como primeros miembros de los
elementos d¢ se llama dominio d¢ y se denota poD( f). El codominio def es
B. Al conjunto de todos los elementos Beque puedan aparecer como segundos
miembros de los elementos dees llamado rango dg, o el conjunto de valores
de f, y es denotado poR(f). En el caso en qu®(f) = A, con frecuencia se
dice quef mapead en B 0 es un mapeo, dé en By se escribegf : A — B.

Si(a, b) es un elemento de una funcifnentonces es comun escribie= f(a)
of:aw benvezdda,b) € f.Porlo general se hace referencia al eleménto
como el valor def en el puntaz, o laimagen d¢ bajo el punta: [6].

Existe otra manera de visualizar una funcibn como una transformacion de una
parte del conjuntod hacia una parte del conjuni®. En estos términos, cuando
(a,b) € f, nos imaginamos & como si tomara el elementodel subconjunto
D(f)deAy lotransformara o mapeara en un elemeénto f(a) del subconjunto
R(f) deB.

Definicion B.7 (Composicbn). Seaf una funciobn con dominid(f) en Ay
rangoR(f) en By seag una funcion con domini@(g) en By rangoR(g) enC,
tal queR(f) € D(g). La composicion deg o f es la funcion desdd a C' dada
por:

gof ={(a,c) € AxC] existe un elementbe B tal que(a,b) € fy (b,c) € g}.

Definicion B.8 (Funcion inyectiva). Podemos decir qué es inyectiva, o uno a
uno, siy solo si las dos relaciongéa) = by f(a') = b implican quea = d'.
Alternativamentef es inyectiva si y sOlo si,a’ pertenecen aD(f) y a # d/,

entonces (a) # f(d').

Definicion B.9 (Funcion inversa). Seaf una funcion con dominid(f) en A
y rangoR(f) enB. Sig = {(b,a) € B x A : (a,b) € f} entonceg es una
inyeccion con dominiaD(g) = R(f) en B y rangoR(g) = D(f) en A. La
funciong se llama funcion inversa déy se denota pof .
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La funcion inversa se puede interpretar desde el punto tke dsun mapeo.
Si f es inyectiva, mapea distintos elementos/#g) hacia distintos elementos
de R(f). De tal manera, que cada elementde R(f) es la imagen d¢ de un
Unico elementa en D( f). La funcion inversg ~! mapea el elementohacia este
elemento Unica.

Definicion B.10(Funcion suprayectivg. Seaf una funcion. Sed(f) C A el
dominio y el rangoR(f) C B. Se dice quef es suprayectiva, 0 qugé mapea
sobreB, cuando el rangd&(f) = B. Si f es suprayectiva, se puede decir ¢fue
es una suprayeccion.

Al definir una funcién es importante especificar el dominio de la funcién y el
conjunto en el cual se adoptan los valores. Una vez hecho esto se puede averiguar
si la funcion es o no suprayectiva.

Definicion B.11 (Funcion biyectiva). Seaf una funcion con dominid(f) en
AyrangoR(f) en B se dice que es biyectiva si es inyectiva (uno a uno) y si es
suprayectiva (es decir, apli¢( /) sobreB). Si f es biyectiva, se puede decir que
f es una biyeccion.

Un conjuntoB es finito si es vacio o si hay una biyeccion con domiBigy
rango en un segmento inicial 8glos nUmeros naturales). Si no existe tal funcion,
el conjunto es infinito. Si hay una biyeccion BesobreN, entonces el conjunto
B es numerable (o enumerable). Si un conjunto es finito o es numerable, se dice
gue es contable.

Definicion B.12 (Funcion maximo enterg). La funcion maximo entero, deno-
tada por| |, es la funcion cuyo dominio son los nUmeros reales y con regla de
correspondencid:xz | tal que, es el maximo entero no mayor.a

Definicion B.13(Funcidon minimo entero). La funcibn minimo entero, denota-
da por|[ |, es la funcion cuyo dominio son los niUmeros reales y con regla de
correspondencidzz| tal que, es el minimo entero no inferior:a

B.3. Combinatoria

El Calculo Combinatorio prescinde de la cualidades de los objetos, pero no del
orden en que se encuentran los mismos [9]. Primeramente, para nuestros proposi-
tos, se enunciara la definicion del factorial de un nimero.
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Se llama factorial de un nUmerg entero y positivo, al producto de los pri-
merosn numeros naturales consecutivos desdeastan, representado pat!.
Formalmente queda:

Definicion B.14 (Factorial). Sean € Z tal quen > 0. Definimos el factorial de
n, denotado pon!, por induccidn, como sigue:

1.01=1
2.nl=(n—-1)n, n>1.

La regla del producto se define de la siguiente manera: si una actividad puede
efectuarse ek pasos sucesivos y si el paso 1 puede efectuarsg emaneras,
el paso dos puede efectuarsergmmaneras,..., el pasopuede realizarse de,
maneras, entonces la actividad puede hacersg en, - - - n, maneras.

Si de un conjuntdd = {a, b, ¢} se formansubconjuntogomando elementos
dos a dos, el nuevo conjunto se llaareeglo [36]. Se representa pats ;.

De lo anterior se puede establecer la siguiente definicion.

Definicion B.15 (Arreglos). Los arreglos de: objetos son los distintogrupos

gue pueden formarse con ellos, de modo que erirda esos objetos en cada
grupo y cada uno de estos se diferencie de los demas o en los elementos (uno por
lo menos) o en el orden de colocacion de los mismos.

El nUmero de arreglos de elementos tomados deen k se representa por
A, . El'indicen indica el nUmero de elementos de que se dispone; el ihdios
elementos que hay en cada grupo. Los arreglos de un orden cualquiera se forman
colocando a la derecha de cada grupo, uno por uno, los elementos restantes que
no entran en el arreglo.

e Ejemplo. Sean los elementas b, c y d.

Ay = abced;

Ayo = abacadbabcbd; cachcddadbdc

Ays = abcabd acb acd adb adc;  bac bad bea bed bda bdc;
cab cad cba cbd cda cdb;  dab dac dba dbe dca deb;

Estos son todos. Si a cualquier arreglo de orklgie exista se le suprime
el tltimo elemento, queda uno de orden- 1 que estara ya considerado y
que nos habra servido en el proceso anterior de formacion. A
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El nUmero de componentes dglipo es menor que el nUmero de elementos
del conjunto original, es decir < n. En general, el nUmero de arreglos es:

Apr=nn—1)(n—-2)(n—=3)...(n—k+1)

Es decir, el nUmero de arreglos de gradque se pueden formar carobjetos
esigual al producto de tantos factores consecutivos decrecientes, a partir del indice
n, como unidades tiene el indide El Gltimo término puede escribirse como:

[n— (k—1)].

Una vez aclarado el concepto de factorial. Si se multiplica y divide la formula

por (n — k)! tenemos que;

(n—/{;)!:(n—k)[(n—k)—l][(n—k:)—2][(n—k)—3]~-~3*2*£

-

n—k factores

Entonces puede escribirse:

n!
Anie = (n—k)!
Cuando los arreglos son los grupos que comprenden a todeslesnentos
del conjunto original tomados de enn, entonces se les llama permutaciones.
En otras palabras, si l@gguposque se forman importa el orden, no se repiten los
elementos y entran todos los elementos, es una permutacion.
Dicho esto, consideremos dos tipos de permutaciones:

=nn—1)Mn—-2)n—-3)...(n—k+1)

Definicion B.16(Permutacioneg. Las permutaciones deobjetos son los distin-

tos grupos que con ellos pueden formarse; de tal modo que en cada grupo entren
todos esos objetos. Se tiene que son los arreglos deresgstos tomados de

enn. S6lo pueden diferenciarse unos grupos de otros en el orden de colocacion
de sus elementos.

e Ejemplo. Las permutaciones de los elementas), ¢ son:

abc acb bac bea cab cba
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El nUmero de permutaciones se representa por el sinthglen el cual el
subindicen indica el nUmero de elementos que dispone el conjunto. Para obtener
las permutacioneB,,, basta formar las!, ,,, teniendo presente que en cada grupo
entran todos los elementos.

Si en la formula de arreglost,, ;. se hace: = k queda como:

n! n! n!
Ann = —— = PTL = = — = ‘ . PTL = '
" = k) n—n)! o " "

PermutacionespP, ;

Un arreglo ordenado deelementos de un conjunto que contienelementos
distintos recibe el nombre deermutacdn de n elementos tomados deenk y
se denota mediantg, ,, dondek < n. Por lo que, una permutacion de objetos
implica ordenamiento [42]. En realidad una permutacion es un arreglo.

Definicion B.17 (PermutacionespP, ;). Sean > k. Se denomina a los distintos
grupos formados por elementos como las permutaciones:delementos toma-

dos dek enk de manera que: no todos los elementos del conjunto original entran
en los grupos formados pérelementos, importa el orden de colocacion de cada
uno de los elementos y ningln grupo formado se repite en sus elementos.

La formula para calcularlas es:

Puw = nn—1)(n—2)-(n—k+1)

n!

(n—k)!

El primer elemento de una permutacion puede elegirse awneras en un
conjunto que tiene elementos. Habiendo elegido el primer elemento para la pri-
mera posicion de la permutacion, el segundo elemento puede elegirse-el)
maneras, pues sdm — 1) elementos que quedan en el conjunto. Siguiendo la
idea, hay(n — 2) maneras de elegir el tercer elemento, y asi en lo sucesivo. Por
altimo, hayn — (k — 1) = n — k + 1 maneras de elegir él-ésimo elemento.
Consecuentemente, por la regla del producto, hay—1)(n—2)---(n—k+1)
maneras de elegir loselementos del conjunto dado.
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Obsérvese que si tomamos las permutacioneside= F;6, €S decir, en
general ocurre que:

n! n!

PTL?’L— = T a1 1y Pnnzi
" = (n—1)]! " (n—n)!

n! n!

(n—n+1)! ool

n! n!

T 1

= nl = nl

.. Pn,n—l - Pn,n

Sin embargo, debe aclararse que, cualitativamente, los grupos que se forman
son diferentes. Los grupos del primer miembro contieneih elementos mientras
que los del segundo miembro contieneelementos en los grupos que se forman.
Cuandok es igual an el nUmero de posibles resultados es todas las diferentes
permutaciones d&,, =n(n —1)...1=n!

Propiedades de las permutaciones

En el calculo combinatorio y sus numerosas aplicaciones se trabaja constante-
mente con funciones de conjuntos finitos en conjuntos finitos.

e Ejemplo. SeaA el conjunto que consta de los elementos 1,23 @ formado
por las letras:, b, ¢, d. Si, como ejemplo, la funcioii : A — B esta dada
por: f(1) = a, f(2) = d, f(3) = ¢, sera muy comoda, en lo que sigue, la

notacion:
1 2 3
f= < a d c )

En el primer renglon escribimos todos los elementos del dominio y debajo
de cada uno de ellos todos los elementos de rango que les corresponde segin
la funcion. A

Designaremos de aqui en adelante £pal conjunto de los primeros nime-
ros naturales, es decit, = {1,2,...,n}.
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De los elementos dé, formaremos el conjunto de todas las permutaciones
R,. Una permutacion de un conjunig es una funcion biyectiva dg en1,,.
Una forma de escribir una permutacion, digarapsonsiste en darle un for-
mato de matriz de dos filas, situando en la primera fila los elementos del dominio
y en la segunda las imagenes correspondientes a los elementos (aunque no es ne-
cesario que estén ordenados, se prefiere por comodidad).
Recordemos qu&,, es el conjunto de todas las permutaciones,d&abemos
que hayn!.

e Ejemplo. Las permutaciones dg = {1, 2,3} son:
1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3 3
2 31 3 1 2 1

Sio : I, — I, es una permutacion, acostumbramos escribir:

7~ N 7
LW DN —
O — N
w W
~__

U_( 1 2 3 ... 9 n )
S\ o) a2) oB3) ... aln)

Se llama permutacioientidada la que permutacion en la que sus elemen-
tos se siguen en el orden natural (alfabético si son letras, el de la serie natural
si son numeros o tiene subindices numéricos). En una permutacion cualesquiera
dos elementos forman una inversion si el mayor esta antes que el menor, en caso
contrario, no forman una inversion.

Mas formalmenteg (i) y o(j) forman unainversbnsii < jy o(i) > o(j).

Para definir cuando una permutacion es par o impar, es Util el concepto de inver-
sion. En la permutacion:

U:<12 3 45 67)
3715 6 2 4

Se tiene que los elementos 7 y 1 (del segundo renglon) forman una inversion.
También los elementos 3 y 1; también 6 y 2. En cambio 3 y 7 no forman una
inversion, nily 5, ni3y6.

Una permutacion es dagasepar o impar segin el nimero de inversiones que
en ella existan, sea par o impatr.
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Asi pues, en la permutaci@nhay 11 inversiones. Obsérvese que para contar
cuantas inversiones hay en una permutacion basta contar cuantos numeros mayo-
res que 1 preceden a 1, cuantos mayores que 2 preceden a 2, etcétera;-hasta
Se dice que una permutacion es par si tiene un numero par de inversiones y que es
impar si tiene un nimero impar de inversiones.

Teorema B.1. Si en una permutacion se cambian entre si dos elementos, la per-
mutacion cambia de clase [18].

Teorema B.2. Entre lasn! permutaciones de elementos la mitad son de clase
par y la otra mitad de clase impar [9].

Transposiciones. Consideremos una permutacida/,,; al transponer (inter-
cambiar) dos de los elementos del segundo renglbn se obtiene otra permutacion.
Por ejemplo, al transponer 2 y 3 erobtenemos::

(12345 (123 45\
7=\{3 14 25 Tm\21435)

al transponer 1y 5 et obtenemos”:

O_,:<1234567> T,:<1234567)
3 7156 2 4 3 7516 2 4)°

En estos casos se tiene que la permutacion que resulta se ha obtenido de la per-
mutacion dada, mediante una transposicion. Las transposiciones afectan la paridad
de una permutacion. Al examinar la permutacidile arriba y la permutacior
obtenida mediante una transposicion vemos gues impar y que”’ es par. Al
contar las inversiones de 1 con los demas elementesyean r observamos que
hay las mismas excepto la del 1 con 5 queséno forman inversion y en’ si.
Todas las demas inversiones son las mismas.

Inversa de una permutacion. Seana permutacion dg, = {1,2,...,n},les
decir una funcién biyectiva de : 7, — I,,. Entonces la funcion inversd : I,, —
I,, es también una funcion biyectiva, es degires también una permutacion.

En otras palabras si € R, entonces’ € R, también.

Recordemos como se define la inversa de una funcion biyeetive:= £ siy
solamente si’'(k) = 1.

En particular, si escribimas en la forma:



B.3. Combinatoria 107

entonces’ = es

(DD (L ey ey )

e Ejemplo. Considere la permutacian
(1 23 45
“\2 1453

4
3

entonces
2
1

— N
W =~

1 b}
2 4

2 Do

Lo observado anteriormente es cierto en general. Podemos asociar a cada per-
mutaciono su inversas’, con lo que obtenemos una funcionlgaR,,.

e Ejemplo. Dado el conjunto ordenadd, ..., 8} podemos expresar una permuta-
cibn o sobre éste mediante una matriz de correspondencias:

” o 1 23 45 78
~\3 45 76 8 2
Es biyectiva pues existe ! de forma queroo~! = o;. Para ello, en primer
lugar intercambiamos las filas y reordenamos las columnas, de modo que los

elementos del dominio queden ordenados de forma natural.
4 (345 76182\ (123456738
 "\12345678) " \68123547
1 (1 23456 78
olo (”)>_<1 2345678

Observe la representacion grafica de la permutacique nos muestra los
ciclos de longitud 4 que contiene.

3

5

|

6
1

|

[

o0 — DN
N
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Un ciclo es una permutacion que intercambia ciclicamenseetementos y
fija los restantes. Para encontrar un ciclo en una permutacion cualquiera usaremos
el siguiente procedimiento:

(i) empezamos con cualquier elemento. Lo escribimos, a su derecha escribimos
su imagen y continuamos hasta que se complete un ciclo,

(i) escogemos cualquier elemento no contenido en el primero, y repetimos el
paso anterior hasta contemplar el segundo ciclo, y

(i) el proceso continua hasta que la permutacitquede representada por ci-
clos disjuntos.

e Ejemplo. Usando el ejemplo y aplicando el procedimiento anterior, la permuta-
cion sigmar queda expresada por:

o=(1356)(2478)

La descomposicion en ciclos no es Unica, tenemos los siguientes resultados
equivalentes:

o=(1356)(2478) = (2478)(1356) = (8247)(6135)
A

La descomposicion canodnica de una permutacion como producto de ciclos se
obtiene colocando en primer lugar de cada ciclo el nUmero mas pequefo del mis-
mo. Posteriormente se procede a la colocacion de los ciclos, colocando primero el

ciclo cuyo primer elemento sea menor. Frecuentemente, suelen omitirse los ciclos
de longitud 1.
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