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La pensée n’est qu’un éclair au milieu d’une
longue nuit. Mais c’est cet éclair qui est tout.

El pensamiento no es mds que un reldmpago
en medio de una noche larga. Pero este

reldmpago, lo es todo.

Jules Henri Poincaré
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RESUMEN

El objetivo del proyecto es estudiar, mediante integraciones numé-
ricas, el sistema formado por: Urano y sus lunas Cordelia, Ofelia y
Ariel, asi como una particula de prueba, que esta sujeta al campo
gravitacional de estos primeros cuatro cuerpos. En concreto, se desea
conocer la relevancia de este modelo en la ocurrencia del anillo € de
Urano. Se incluye el efecto del achatamiento polar planetario en la
integracién numérica de estas drbitas.

Para la particula de prueba, se explora la regién de condiciones
iniciales comprendida entre las lunas Cordelia y Ofelia, en donde se
observan los anillos € y A de Urano. Las 6rbitas que permanecen
confinadas después de 5 x 10° periodos de Cordelia se caracterizan
mediante un analisis de frecuencias, utilizando el cociente de la des-
viacién estandar sobre el promedio del semieje mayor como un indice
de estabilidad.

Se propone la introduccién de un filtro respecto del indice de
estabilidad asi definido, argumentando que las 6rbitas que no satis-
fagan la condicion de filtrado eventualmente escaparan de la region
entre Cordelia y Ofelia. Al aplicar este filtrado sobre el conjunto
de orbitas integradas, se obtiene un anillo casi circular, delgado,
con bordes bien definidos y con un semieje mayor consistente con
el valor reportado para el anillo € de Urano. La excentricidad y el
ancho calculados para este anillo no son consistentes con los datos
observacionales.

Finalmente, se discute la relevancia de este subconjunto de con-
diciones iniciales en la ocurrencia del anillo € de Urano, asi como
la posible existencia de un mecanismo de confinamiento, analogo al
mecanismo descrito por Benet y Jorba para el anillo F de Saturno
[2]. Estos resultados sugieren que en el contexto de este modelo, la
excentricidad y la fuerza relativa de la luna mayor respecto de la
fuerza ejercida por el planeta, son importantes para que el sistema
exhiba el mecanismo de dispersién y confinamiento propuesto.

Se concluye que para comprobar la existencia de un mecanismo
de confinamiento para el anillo € de Urano, andlogo al descrito para
el anillo F de Saturno, probablemente se requieran integraciones
numéricas mucho mas largas que 5 x 10° periodos de Cordelia.



ABSTRACT

The main objective of this thesis is to study, by means of numerical
integrations, the system formed by: Uranus, and its moons, Cordelia,
Ophelia, and Ariel, as well as a test particle which is subject to the
gravitational influence from these massive bodies. In particular, we
wish to address the relevance of this model for the occurrence of
the € ring of Uranus. The effect caused by planetary oblateness is
included in the numerical integrations performed.

For the test particle, we explore a set of initial conditions which
lie between the region bounded by the orbits of Cordelia and Op-
helia, where the € and A rings of Uranus are observed. The orbits
which remain cofined to this region after 5 x 10° Cordelia periods
are characterised by means of a frequency analysis, where we use
the quotient of the standard deviation and the mean value of the
semimajor axis as a stability index.

We propose to apply a filter with respect to the stability index
thus defined, and we argue that the orbits which do not satisfy the
filtering condition will eventually escape the region between Corde-
lia and Ophelia. When we apply this filtering over the whole set of
integrated orbits, we obtain a quasi-circular, narrow ring, with well
defined edges, and with a semimajor axis value consistent with the
observed corresponding value for the e ring. The calculated eccen-
tricity and width for this ring are not consistent with observational
data.

Finally, we discuss the relevance of this filtered subset of initial
conditions for the occurrence of the e ring of Uranus, as well as the
possibility of the existence of a confining mechanism, analogous to
the mechanism described by Benet and Jorba for Saturn’s F ring.
These results suggest that, within the model considered, the eccen-
tricity and the relative force of the most massive moon (Ariel) with
respect to the force exerted by the planet, are important factors for
the system to exhibit the proposed mechanism for confinement and
escape.

We conclude that, in order to verify the existence of a confining
mechanism for the e ring of Uranus, analogous to that described
for the F ring of Saturn, numerical integrations considerably longer
than 5 x 10% Cordelia periods are needed.
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1.1.

1.2.

1.3.

En (a) se muestra una imagen tomada por la misién Cassini en
Saturno, con vista al polo norte de Saturno y sus anillos. Crédito
de imagen: NASA/JPL/Space Science Institute. En (b) se muestra
otra imagen tomada por la misién Cassini en la cual Saturno eclipsa
el Sol. Rodeando al resto de los anillos, se encuentra un anillo de
polvo, denominado anillo G. Crédito de imagen: NASA /JPL/Space

Science Institute.

En (a) se muestra una imagen tomada por la misién Galileo en
Jupiter, en un dngulo andlogo al de la figura 1.1a, en donde Jupiter
eclipsa la luz del Sol. En esta imagen pueden verse las particulas de
polvo que componen los anillos de este planeta, iluminadas por la luz
del Sol. Crédito de imagen: NASA. En (b) se muestra una imagen
tomada por la misién espacial Voyager 2, donde es posible observar
los anillos del planeta Neptuno, junto con al menos tres regiones en
donde el brillo del anillo aumenta; estas regiones se conocen como
arcos. Crédito de imagen: NASA /JPL.

Esquema del sistema de anillos de Urano. Las unidades de distancia
en el eje horizontal corresponden al radio medio de Urano, el cual
tiene un valor de Ry, = 25,362 km [44]. El limite de Roche se
muestra por medio de una linea punteada. El radio de Urano, el
semieje mayor de los satélites y los anillos, asi como la anchura de
los anillos ¢, ¢t y v se muestran a escala. El didmetro de los satélites

de Urano no estd a escala.
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1.4.

1.5.

2.1.

2.2.

Dos vistas de los anillos de Urano, como fueron observados por
el Voyager 2, se comparan en esta imagen compuesta del sistema
de anillos. Los nombres de los anillos se encuentran en la parte
superior de la imagen. La imagen superior corresponde a un dngulo
de fase solar (i.e., 4ngulo Sol-anillos-Voyager) bajo (~ 0 grados), y
la segunda imagen corresponde a un dngulo de fase solar alto (~ 180
grados). La mayor parte de la estructura vista en la imagen inferior
son particulas con didmetros del orden de micrémetros, las cuales
son dificilmente vistas en otras imédgenes de los anillos. Todos los
anillos son visibles tanto en fase alta como fase baja, aunque algunos
estan recorridos en la posicién radial aparente en la imagen. Este
efecto visual es debido al angulo de visualizacién y a la excentricidad
e inclinacién de los anillos respecto del plano ecuatorial de Urano.
Crédito de la imagen: NASA/JPL. .

Procesamiento digital de imagen generada por datos de ocultacién
estelar de la misién Voyager 2 [49]. Esta vista en dos dimensiones del
anillo € muestra varios detalles internos. Por ejemplo, es visible una
terminacién abrupta del material del anillo en los bordes interior y
exterior. También es visible en la imagen un sibito aumento en el
brillo cerca del centro del anillo y la alta concentracién de material
en la mitad exterior del anillo. Imagen tomada del libro Planetary
Rings [39].

Coordenadas del problema restringido de N+1 cuerpos. La posicién
de cada cuerpo se denota 71,..., m41, respecto de un marco de
referencia inercial con origen O, y coordenadas cartesianas (z,y, z).
El indice 1 corresponde al planeta (con masa m;), mientras que
el indice N + 1 corresponde a la particula de prueba. En general,
posicién de la j-ésima particula relativa a la i-ésima particula es
7j; = 7; — Ts; y en particular la posicién de la j-ésima particula

relativa al planeta es 7j; = 7 — 7.

Planetas con achatamiento polar: el planeta tiene una masa mi y
posicién 71, y el satélite tiene una masa m; y posicién 7; respecto
de un marco de referencia inercial. Los dngulos « y [ denotan,
respectivamente, la latitud y la longitud del satélite respecto del
plano ecuatorial del planeta. El vector 71 da la posicién del satélite

(masa m;), respecto del planeta (masa m1).
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2.3.

4.1.

4.2.

4.3.

Elipse kepleriana sobre el plano orbital. El origen del sistema de
coordenadas relativas se encuentra sobre el planeta, mi (en este
punto, el vector de posicicién relativa, ¥ = 72 — 71, se anula). El
punto C denota el centro geométrico de la elipse. Los puntos de
distancia relativa minima y méaxima se conocen como periapse y
apoapse, respectivamente; la linea formada por estos dos puntos se
conoce como linea de apsides. La longitud verdadera ¢ corresponde
al dngulo azimutal del vector de posicién relativa, 7, respecto de
una linea de referencia (eje x positivo). El semieje mayor, a, corres-
ponde a la mitad de la distancia entre las apsides de la elipse. La
excentricidad, e, corresponde a la distancia del centro de la elipse
a la posicién del planeta, medida en unidades del semieje mayor.
La longitud de pericentro, w, corresponde al dngulo formado por la

linea de referencia (eje = positivo) y la linea de dpsides.

P4BP: Gréfica de los elementos orbitales de Cordelia, aco y eco,
como funcién del tiempo. En esta serie de tiempo, el valor promedio
del semieje mayor y la excentricidad es aco =1.947 y €co =0.00027,
lo cual es consistente, dentro de la incertidumbre observacional, con

los valores reportados por la NASA (véase tabla 4.2).

P4BP: Gréfica de los elementos orbitales de Ofelia, aar y ear, como
funcién del tiempo. En esta serie de tiempo, el valor promedio del
semieje mayor redondeado es aor =2.104, lo cual es consistente con
el valor reportado por la NASA (véase tabla 4.2). Por otra parte, el
valor promedio de la es éor =0.00993, lo cual es consistente, dentro
de la incertidumbre observacional, con el valor reportado por la
NASA (véase tabla 4.3).

P4BP: Grafica de los elementos orbitales de Ariel, aar y ear, como
funcién del tiempo. En esta serie de tiempo, el valor promedio del
semieje mayor redondeado a tres cifras decimales es aa, =7.470,
lo cual es consistente con el valor reportado por la NASA (véase
tabla 4.2). Por otro lado, el valor promedio de la excentricidad es
eéar =0.00123, , lo cual es consistente, dentro de la incertidumbre
observacional, con el valor reportado por la NASA (véase tablas 4.3
y 4.6).
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4.4.

4.5.

o.1.

0.2

2.3.

0.4.

2.5.

Gréfica de la variacién relativa de la energia del problema de 4 cuer-
pos en el plano (ecuacién 2.13) como funcién del tiempo. Los cuer-
pos incluidos en este sistema son: Urano, Cordelia, Ofelia y Ariel.
El valor inicial de la energia es Eg ~ —7.674x10" ®mu, Ry, /Té, -
La variacién absoluta de la energia genera una grafica idéntica a

esta, multiplicada por el factor Ejy.

Gréfica de la variacién relativa del momento angular del PABP co-
mo funcién del tiempo. Los cuerpos incluidos en este sistema son:
Urano, Cordelia, Ofelia y Ariel. El valor inicial del momento an-
gular es Lo ~1.157 ><10_4mUrR2Ur/TCO. La variacién absoluta del
momento angular genera una grafica idéntica a esta, multiplicada

por el factor Lo. .

PR(4 + 1)BP: Histograma de la distribucién de error en la energia
para distintos tiempos de integracién. En la figura los colores rojo,
anaranjado, verde, azul y lila representan, respectivamente, el error
a un tiempo de 5 x 10*Tco, 1 x 10°Tco, 5 % 10°To, 1 x 10%Tco v
5 x 108Tc,. Los datos mostrados en ambos incisos de la figura son
los mismos, cambiando solamente el orden de la superposicién de los
distintos colores. Interpretando la sucesion de errores relativos en la
energia, 0F; = (E(ti)—E(t;—1))/Fo, como una caminata aleatoria, y
ajustando una distribucién gaussiana a cada una de ellas, obtenemos
un coeficiente de difusién Dg = 1.914-ey &~ 4.251x 1071, donde en
es el épsilon de la méquina para tipo de dato double en el lenguaje
de programacién C++.

Histograma de la distribucién de los tiempos de escape de la region

B(emasx)- El criterio de escape es el descrito en la seccién 4.4.
PR(4 4+ 1)BP: Gréfica de logi0(Aa) para condiciones iniciales de
confinamiento tomadas aleatoriamente en la regién B(emsx = 0.04),
proyectada sobre el plano® , X ©. integradas durante 5 x 10T,
(5.3a) y 5 x 105Tco (5.3b).

PR(4 4+ 1)BP: Gréfica de logio(Ae) para condiciones iniciales de
confinamiento tomadas aleatoriamente en la regién B(emax = 0.04),
proyectada, sobre el plano® , x O, integradas durante 5 x 10*7T¢,
(5.4a) y 5 x 105Tc, (5.4b).

Histograma de la distribucién de logio(Aa). En (a) el tiempo de
integracién es de 5x 10*Tc, y los datos corresponden a los mostrados
en la figura 5.3a. En (b) el tiempo de integracién es de 5 x 10°Tco,

correspondiente a los datos mostrados en la figura 5.3b.
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5.6.

0.7.

0.8.

2.9.

Histograma de la distribucién de logio(Ae). En (a) el tiempo de
integracién es de 5x10%*Tc, y los datos corresponden a los mostrados
en la figura 5.4a. En (b) el tiempo de integracién es de 5 x 1057 co,
correspondiente a los datos mostrados en la figura 5.4b.

Gréfica de log,(Aa) en el plano O, x 0. usando el filtrado log,,(Aa)
—17.0.
Visualizacion sobre el plano ecuatorial de Urano del
anillo generado al graficar las posiciones, después de
5 x 105T¢,, de las 6rbitas en la figura 5.7. Se muestra
esquematicamente Urano al centro, asi como Corde-
lia y Ofelia, ubicadas al interior y exterior del anillo,
respectivamente. Las unidades de los ejes z v y co-
rresponden al radio medio de Urano, Ry,.
Visualizacion sobre el plano ecuatorial de Urano del
anillo generado al graficar las posiciones, después de
5 x 10%T¢,, de las 6rbitas en la figura 5.7. Se mues-
tra esquematicamente Urano al centro, y la posicién
de Ariel en su érbita alrededor de Urano, asi como
Cordelia y Ofelia, ubicadas al interior y exterior del
anillo, respectivamente. Las unidades de los ejes x y
y corresponden al radio medio de Urano, Ry;,.

5.10. Visualizacién en coordenadas polares de las posiciones a 5 x 10°Tc,

de las érbitas en la figura 5.7. En color rojo se muestra la posiciéon
de las particulas de prueba que a 5 x 10°T¢, cumplen la condicién
de filtrado log,y(Aa) < —7.0. El ancho del anillo graficado es ~
0.07Rur = 1,800km. En color azul se muestra un ajuste del conjunto
de datos a una elipse kepleriana; los elementos orbitales asociados a
esta elipse kepleriana son a = 2.009Ru., e = 0.0002. La linea negra
cerca al inferior de la grafica representa el anillo A, cuyos elementos
orbitales son ax = 1.957Rur, ex=0.0, y con un ancho reportado
~ 107*Ry, = 2km. Por otra parte, en color negro se muestran las
lunas pastoras, Cordelia y Ofelia (los didmetros mostrados no estén
a escala). Las tres lineas onduladas representan la elipse kepleriana
asociada al anillo €, con a. = 2.006 Ry, y e. = 0.0079, asi como el

ancho promedio del mismo (~ 0.002Ru, = 60km).
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Jacobson y Laskar para los semiejes mayores de Cordelia, Ofelia y
Ariel (kilémetros) [35, 25]. Segunda columna: valores normalizados
respecto del radio ecuatorial de Urano. .

Primera columna: Valores reportados por Jacobson y Laskar para
las excentricidades de Cordelia, Ofelia y Ariel [35, 25, 27].

Primera columna: Valores reportados por Jacobson y Laskar [25, 27,
35] para los periodos orbitales de Cordelia, Ofelia y Ariel, expresa-
dos en segundos. Segunda columna: Periodos orbitales de Cordelia,
Ofelia y Ariel en términos del periodo orbital de Cordelia, Tco.
Primera columna: Valores reportados por Jacobson y Laskar [25, 35]
para los periodos de precesién longitud de periapse, Tw = 27/,
de Cordelia, Ofelia y Ariel, expresados en grados por dia. Segunda
columna: Valores de la primera columna en términos del periodo
orbital de Cordelia.

Primera columna: Nombre del satélite. Segunda columna: Parame-
tro orbital asociado a cada satélite. Tercera columna: Valores obser-
vados para cada elemento orbital; tomados de las tablas 4.2 y 4.3.
Cuarta columna: Valor promedio de los elementos orbitales durante
la integracion numérica del P4BP, durante un tiempo de integracién
de 1 x 10"Tco ~ 9,000 afios.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Anillos planetarios

Un anillo planetario se define como cualquier ensemble (conjun-
to) de particulas en 6rbita alrededor de un planeta [23]. Tipica-
mente, los anillos planetarios son circulares, verticalmente delgados
respecto de su anchura horizontal, se encuentran sobre el ecuador del
planeta que orbitan y simétricos respecto del eje de rotacion plane-
tario; aunque existen anillos especificos que no satisfacen al menos
una de estas propiedades generales [6]. Actualmente, se sabe que
los cuatro “gigantes” del Sistema Solar (Jupiter, Saturno, Urano,
Neptuno) poseen sistemas de anillos, ubicados dentro del limite de
Roche [41, 14]. Este limite es la distancia mds cercana a la cual
una particula de fluido en equilibrio hidréstatico es destruida por
las fuerzas de marea del planeta; a esta distancia limite, las fuerzas
de marea se balancean con la auto-gravedad del objeto [7, 50].

1.2. Anillos planetarios en el Sistema Solar

Desde el descubrimiento del sistema de anillos planetarios de Sa-
turno, hecho por Galileo Galilei alrededor de 1610 [15], los anillos
planetarios han sido objeto de estudio en astronomia y mecénica
celeste. Inicialmente, Galileo interpreté erréneamente sus observa-
ciones: estas parecian indicar la presencia de dos lunas a ambos
lados del planeta que paulatinamente se ocultaban y posteriormen-
te reaparecian [41]. En 1659 Huygens —en gran parte gracias a su
fascinacion por la teoria de vortices de Descartes para explicar los

1
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movimientos de los cuerpos celestes [15]—, en su obra Systema Sa-
turnium [24], interpreté correctamente este fendmeno, al establecer
que se debia a las diferentes vistas de un disco delgado de mate-
rial rodeando a Saturno. En 1857 James Clerk Maxwell dio una
demostracion matematica de que estos anillos no podian ser rigidos
(como se crefa en ese entonces); sino que debian estar compuestos
de pequenos satélites orbitando el planeta [36].

(b)

Figura 1.1: En (a) se muestra una imagen tomada por la misién Cassini en Saturno,
con vista al polo norte de Saturno y sus anillos. Crédito de imagen: NASA /JPL/Space
Science Institute. En (b) se muestra otra imagen tomada por la misién Cassini en la
cual Saturno eclipsa el Sol. Rodeando al resto de los anillos, se encuentra un anillo de
polvo, denominado anillo G. Crédito de imagen: NASA /JPL/Space Science Institute.
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(b)

Figura 1.2: En (a) se muestra una imagen tomada por la misién Galileo en Jupiter,
en un angulo andlogo al de la figura 1.1a, en donde Jupiter eclipsa la luz del Sol. En
esta imagen pueden verse las particulas de polvo que componen los anillos de este
planeta, iluminadas por la luz del Sol. Crédito de imagen: NASA. En (b) se muestra
una imagen tomada por la misién espacial Voyager 2, donde es posible observar los
anillos del planeta Neptuno, junto con al menos tres regiones en donde el brillo del
anillo aumenta; estas regiones se conocen como arcos. Crédito de imagen: NASA /JPL.
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1.3. Los anillos de Urano: anillos planetarios del-
gados

Durante mucho tiempo se penso que Saturno era el tinico planeta
con un sistema de anillos, hasta que en 1977, durante la observa-
cién del paso de Urano frente a la estrella SAO158687 para estudiar
la atmosfera de Urano, se observd que la estrella SAO158687, una
estrella gigante naranja en la constelacion de Libra, parpaded ines-
peradamente varias veces antes de desaparecer detréds de Urano [15].
Elliot, Dunham y Mink interpretaron adecuadamente este fenémeno,
al proponer que estos parpadeos se debian a la existencia de un sis-
tema de anillos alrededor de Urano [12]. A diferencia de los anillos
conocidos en Saturno, cuya anchura se extiende a lo largo de decenas
de miles de kilémetros (véase figura 1.1), los anillos de Urano tenian
una extension radial de apenas decenas de kiémetros. Poco después,
en 1979, la nave espacial Pioneer 11 descubrié el anillo F de Saturno
[20], el cual tiene una extensién similar a los anillos de Urano descu-
biertos por el Voyager 2. Estos anillos se conocen actualmente como
anillos planetarios delgados.

Los anillos de Urano, en comparacién con los anillos de Saturno,
resultaron ser excéntricos (e ~ 1073), delgados (con un ancho radial
~ 100 km, mientras que los anillos A y B de Saturno tienen un grosor
~ 20 x 10® km) y opacos, ademas de poseer bordes bien definidos
[18, 32, 17, 10]. Este descubrimiento produjo un interés renovado en
el estudio de los anillos planetarios.

Durante el mes de enero de 1986, como parte de su misién, la nave
espacial Voyager 2 de la NASA tuvo un acercamiento con Urano.
En su punto mas cercano, el cual ocurrié el 24 de enero de 1986, la
nave estuvo a 81,500 km de la atmoésfera de Urano, pasando hasta
el interior de la 6rbita de una de sus lunas, Miranda. Voyager 2
envié imagenes y datos acerca del planeta, sus lunas, sus anillos y
su atmosfera, asi como del interior y del entorno que rodea a Urano
[17, 25, 30, 32]. Voyager 2 logré confirmar la existencia de los 9
anillos descubiertos anteriormente, ademas de descubrir dos nuevos
anillos: el anillo ¢ y el anillo A [48].

En 2006, utilizando el telescopio espacial Hubble, Showalter y
Lissauer [46, 45] reportaron el descubrimiento de dos anillos adicio-
nales en Urano, los cuales denominaron anillos p y v, trayendo asi
a trece el total de anillos descubiertos en Urano. Este ultimo par de
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anillos forma lo que ahora se llama el sistema exterior de anillos de
Urano.

En la figura 1.3 se muestra un esquema del sistema de los 13
anillos de Urano conocidos hasta ahora, junto con los satélites de
Urano que se encuentran en esa region. El semieje mayor nominal
de los satélites y los anillos, la anchura de los anillos (, p y v, y el
radio de Urano se muestran a escala. El didmetro de los satélites y
la anchura del resto de los anillos (6, 5, 4, «, 8, 1, 7, J, A, €) no esta
a escala, indicando sélo cualitativamente que Ariel y Miranda son
mucho mas masivas (alrededor de 10° veces) que las lunas interiores
(Cordelia, Ofelia, Bianca, etc.) de Urano [25, 26, 27]. Las unidades
del eje horizontal corresponden al radio medio de Urano, el cual tiene
un valor Ry, = 25,362 km [44]. El limite de Roche para un cuerpo
con densidad 1 g-cm™ se muestra por medio de una linea punteada.
En las figuras 1.4 y 1.5 se muestran detalles de la estructura del
sistema de anillos de Urano, asi como un detalle de la estructura
radial del anillo e.

Miranda

Figura 1.3: Esquema del sistema de anillos de Urano. Las unidades de distancia
en el eje horizontal corresponden al radio medio de Urano, el cual tiene un valor de
Ryr = 25,362 km [44]. El limite de Roche se muestra por medio de una linea punteada.
El radio de Urano, el semieje mayor de los satélites y los anillos, asi como la anchura
de los anillos ¢, p y v se muestran a escala. El didmetro de los satélites de Urano no
esta a escala.
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La mision Voyager 2 provey6 las primeras iméagenes resueltas de
los anillos de Urano y de muchos satélites menores que pueden in-
fluir sobre ellos gravitacionalmente. También obtuvo datos a partir
de una variedad de sensores y sobre una variedad de angulos y con-
diciones de iluminaciéon que ayudan a determinar las propiedades
reflectivas y la composicién de las particulas del anillo, asi como
la distribucién de sus tamanos. Sin embargo, mediciones realizadas
a los anillos desde la Tierra por medio de ocultacion estelar han
provisto una base de datos méas amplia y mediciones més precisas
en cuanto a radios, formas, inclinaciones, anchuras, profundidades
épticas (i.e., transparencia), tasas de precesion (i.e., qué tan rapido
las 6rbitas cambian su orientacion), y estabilidad dindmica. Esta in-
formacién no fue obtenida durante el breve lapso de tiempo durante
el cual el Voyager 2 estuvo en la vecindad de Urano [39].

Figura 1.4: Dos vistas de los anillos de Urano, como fueron observados por el Voyager
2, se comparan en esta imagen compuesta del sistema de anillos. Los nombres de los
anillos se encuentran en la parte superior de la imagen. La imagen superior corresponde
a un angulo de fase solar (i.e., dngulo Sol-anillos-Voyager) bajo (~ 0 grados), y la
segunda imagen corresponde a un dngulo de fase solar alto (~ 180 grados). La mayor
parte de la estructura vista en la imagen inferior son particulas con didmetros del orden
de micrémetros, las cuales son dificilmente vistas en otras imagenes de los anillos.
Todos los anillos son visibles tanto en fase alta como fase baja, aunque algunos estan
recorridos en la posicién radial aparente en la imagen. Este efecto visual es debido al
dngulo de visualizacién y a la excentricidad e inclinacién de los anillos respecto del
plano ecuatorial de Urano. Crédito de la imagen: NASA /JPL.

Aun después del encuentro del Voyager 2 con Urano, y mas de
20 anos de datos tedricos y observacionales desde 1986, atn no hay
una explicacion consistente del mecanismo que confina radialmente
los anillos de Urano. Dado que, por ejemplo, Cordelia y Ofelia son
los satélites de Urano mas cercanos al anillo €, una posibilidad es
que estos dos cuerpos impidan el esparcimiento radial del mismo.
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Figura 1.5: Procesamiento digital de imagen generada por datos de ocultacién estelar
de la misién Voyager 2 [49]. Esta vista en dos dimensiones del anillo € muestra varios
detalles internos. Por ejemplo, es visible una terminacién abrupta del material del
anillo en los bordes interior y exterior. También es visible en la imagen un sibito
aumento en el brillo cerca del centro del anillo y la alta concentracién de material en
la mitad exterior del anillo. Imagen tomada del libro Planetary Rings [39].

La teoria mas aceptada para el confinamiento radial del anillo
€ es la teorfa propuesta por Goldreich y Tremaine en 1979 [21],
conocida como teoria de pastoreo, o teoria de las lunas pastoras.
Esta teoria fue propuesta antes del descubrimiento de Cordelia y
Ofelia, e intenta explicar el confinamiento de un anillo planetario
delgado por medio de transferencias de momento angular entre las
particulas del anillo y un par de lunas ubicadas cerca de los bordes
interior y exterior del anillo. En particular, en el contexto de esta
teoria, las lunas pastoras del anillo € de Urano son Cordelia y Ofelia.
Sin embargo, para el resto de la mayoria de los anillos de Urano,
no se han observado hasta ahora satélites que puedan proveer las
fuerzas gravitacionales necesarias para confinar las particulas que
forman parte de estos. Por lo tanto, o bien los satélites que dan
forma a los anillos de Urano son demasiado pequenos como para
haber sido detectados, o bien, existe un mecanismo alternativo al
pastoreo gravitacional que esta actuando dentro de este sistema de
anillos [39)].

Por otro lado, utilizando la teoria de Goldreich y Tremaine, se
deduce que hay un tiempo maximo durante el cual puede actuar el
mecanismo de pastoreo [13]. Por lo tanto, es posible dar una estima-
cion de la edad de los anillos basada en la duracién de la actuacion
del mecanismo de pastoreo entre el anillo y las lunas. Para el anillo
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e de Urano, este tiempo es de 6 x 10® anos, la cual es mucho menor
que la edad del Sistema Solar (4.5 x 10 anos) [39]. De acuerdo con
Esposito et al. [13], esto implica que, a menos de que Urano esté
pasando por un momento particular en su historia, este resultado
requiere un proceso continuo para reabastecer el material que com-
pone el anillo. Por lo tanto, dado el corto tiempo de vida del anillo
¢ predicho por la teoria de pastoreo, para rescatar la consistencia
de esta teorfa se debe postular que eventos muy improbables (tales
como destruccién de lunas masivas por impactos de meteoros) dan
cuenta de los anillos que se observan actualmente en Urano [15].
En conclusiéon, actualmente no hay un enfoque auto-consistente pa-
ra el confinamiento de anillos planetarios delgados, que explique su
estructura radial y azimutal [37, 15].

1.4. Relevancia del estudio de los anillos plane-
tarios

En julio de 2004, la sonda espacial Cassini-Huygens entré en 6rbi-
ta alrededor de Saturno. Los objetivos principales de esta mision in-
cluyen realizar mediciones de la magnetosfera de Saturno, analizar
sus anillos y estudiar la composicion de su interior y su atmosfera
[42]. Esta misi6n, junto con las observaciones del telescopio Keck en
Hawaii (e.g., [11, 10]) y el telescopio espacial Hubble [25, 46, 45], asi
como los analisis de datos y modelajes que diversos grupos de in-
vestigacion realizan utilizando esta informacién, dan testimonio del
interés actual de la comunidad cientifica por entender la dinamica
del Sistema Solar, y en particular de los anillos planetarios [14, 39].

La importancia del estudio de los anillos planetarios radica en
que el conjunto de fenémenos observados en estos puede ser utili-
zado para entender los procesos que tienen lugar en otros sistemas
astrofisicos planos [15]. Los procesos observados hasta ahora en los
sistemas de anillos planetarios tienen un paralelo con aquellos que
ocurrieron durante la formacion de los planetas del Sistema Solar,
particularmente los procesos que involucran interacciones entre el
disco y protoplanetas que orbitan en el interior o en las cercanias
de este [15, 39]. Los modelos de los procesos presentes en los anillos
pueden ser comparados en detalle con las observaciones en los ani-
llos, permitiendo asi un refinamiento que no es posible actualmente
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para el Sistema Solar temprano [14].

Actualmente, existe inquietud en la comunidad cientifica por una
misién orbital a Urano, que ayude a estudiar su sistema planetario,
sus anillos y su magnetosfera [1].

1.5. El enfoque de la dispersién hamiltoniana

La dispersién es un proceso en el cual la trayectoria de una
particula es perturbada por un potencial localizado [37]. El enfo-
que de la dispersién hamiltoniana se refiere al estudio de este tipo
de procesos en el contexto de la teoria de sistemas hamiltonianos.
En estos procesos, las trayectorias (u érbitas) que escapan de una
regién acotada se llaman trayectorias de escape, mientras que las
trayectorias que permanecen dentro de esta region se llaman trayec-
torias de confinamiento, o trayectorias confinadas. En particular,
para sistemas formados por un planeta alrededor del cual orbitan
varias lunas, las érbitas de confinamiento existentes dentro de re-
giones de escape por dispersion, pueden dar lugar a la ocurrencia
anillos planetarios [37].

1.6. Un modelo minimalista del anillo ¢ de Urano

A priori, una descripcién completa de la dindmica del anillo € de
Urano debe incluir, por lo menos, las interacciones gravitacionales
de Urano, incluyendo efectos por su achatamiento polar, las lunas
mayores de Urano (Ariel, Umbriel, Miranda, Titania y Oberén), las
lunas pastoras del anillo €, Cordelia y Ofelia, y las interacciones en-
tre las particulas del anillo. En particular, las interacciones entre las
particulas del anillo incluyen complejos procesos de agrupamiento
(coalescencia) y desintegracién por colisiones. Realizar simulacio-
nes numéricas de un modelo completo del anillo € representa por
lo tanto un objetivo que implicaria una adecuada comprension de
estos efectos, ademas de requerir recursos computacionales bastante
ambiciosos [2].

Consideramos por lo tanto un modelo mas sencillo, que incluye las
interacciones gravitacionales de Urano (incluyendo efectos por acha-
tamiento polar), las lunas pastoras del anillo ¢, Cordelia y Ofelia, asi
como Ariel, la tercera luna més masiva del sistema uraniano [27], y
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un ensemble (conjunto) de particulas del anillo que no interactiian
entre ellas, ignorando la influencia que las particulas del anillo (tanto
individualmente como en su conjunto) tienen sobre Urano, Cordelia,
Ofelia y Ariel. Esta suposicion es equivalente a describir las particu-
las de este ensemble como particulas de prueba (i.e., particulas de
masa nula). Dado que la inclinacién, respecto del plano ecuatorial
de Urano, de las érbitas de Cordelia, Ofelia, Ariel [35, 25] y el ani-
llo € [48, 17], tienen un valor medio de décimas de grado, hacemos
también la aproximacién de considerar el movimiento confinado al
plano ecuatorial de Urano.

Las suposiciones anteriormente descritas, nos permiten conside-
rar una instancia del problema restringido de 441 cuerpos (capitulos
2y 4). En el contexto de este modelo, se plantea la existencia de un
posible mecanismo de confinamiento del anillo €, y se consideran las
propiedades del anillo obtenido (capitulo 5).

Estudiamos las dinamica del ensemble de particulas de prueba,
definida por sus condiciones iniciales en el espacio fase, asi como la
evolucion temporal de sus dérbitas, definiendo un criterio de escape,
el cual determina si una particula permanece atrapada (confinada)
o escapa de la region entre Cordelia y Ofelia; es decir, estudiamos
la ocurrencia del anillo € de Urano en el contexto de este modelo
mediante el enfoque de la dispersion hamiltoniana [4, 3, 37, 2.

1.7. Objetivo de la tesis

El objetivo principal de esta tesis es analizar la ocurrencia de
anillos planetarios delgados, usando un modelo para el anillo € de
Urano. El modelo utilizado para este sistema es el problema restrin-
gido de cinco cuerpos en el plano ecuatorial planetario (PR(4+1)BP,
por sus siglas en inglés: Planar, Restricted, Five-Body Problem). En
particular, estudiar mediante el enfoque de la dispersion hamilto-
niana, propuesto por Merlo y Benet [37], la ocurrencia de anillos
delgados en la region entre las lunas pastoras Cordelia y Ofelia, que
interactian con estas dos lunas pastoras y una tercera luna, Ariel.
Esto se hace tomando en cuenta términos debidos al achatamiento
polar en el potencial de atraccién gravitacional del planeta. Se rea-
lizan simulaciones numéricas de alta precision (esto es, comparables
a la precisién de la méquina) utilizando el método de Taylor hasta
5 % 105T¢, (Tc, es el periodo orbital de Cordelia) y se caracterizan
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orbitas de escape y confinamiento. Se realiza un analisis de frecuen-
cias y se propone el cociente de la desviacién estandar y el promedio
del semieje mayor de la particula de prueba como indice de estabili-
dad. Al realizar un filtro de las condiciones iniciales integradas por
medio de este indice de estabilidad, se obtiene un anillo delgado y
casi circular con bordes bien definidos en la regién entre Cordelia
y Ofelia. Finalmente, se realiza una comparacién cualitativa de los
resultados obtenidos con los anillos € y A de Urano.

En el capitulo 2 se introduce el problema restringido de N + 1
cuerpos, las ecuaciones de movimiento que se integraran numérica-
mente, incluyendo correcciones debidas al achatamiento polar del
planeta, y el problema de Kepler, junto con una definicion de los
parametros orbitales de este problema. En el capitulo 3 se introduce
el método de Taylor para la integracion numérica de problemas de
valor inicial; esto es, ecuaciones diferenciales ordinarias con condi-
ciones iniciales, asi como la implementacion de este método para la
integracién numérica del PR(N + 1)BP. En el capitulo 4 se detalla
la instancia particular del PR(4 + 1)BP que se estudia en esta tesis,
definiendo los parametros y unidades utilizadas para Urano, Corde-
lia, Ofelia y Ariel, un criterio de escape y colisién, un método para
estimar los elementos orbitales de las particulas del anillo, y pruebas
preliminares que validan la implementaciéon descrita. En el capitulo
5 se presentan los resultados obtenidos. En el capitulo 6 se discuten
los resultados y se plantean conclusiones y perspectivas. Finalmen-
te, en el apéndice A se detalla el equipo de cémputo utilizado para
realizar las integraciones numéricas presentadas en este trabajo.
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Capitulo 2

El problema restringido de
N + 1 cuerpos

El problema restringido de N+1 cuerpos se define como el proble-
ma de conocer la trayectoria (6rbita) de una particula de masa des-
preciable, conocida como particula de prueba, sujeta a la atraccién
gravitacional de N cuerpos masivos. Este es uno de los problemas
bésicos de la mecanica celeste [41, 16].

El problema restringido de /N +1 cuerpos es importante en el con-
texto del estudio de los anillos planetarios delgados, pues si se consi-
dera el sistema formado por un planeta, N — 1 lunas y m particulas
que forman el anillo (problema de N + m cuerpos), y al ignorar las
interacciones entre estas ultimas, entonces sus trayectorias quedan
desacopladas en m sistemas independientes de N + 1 cuerpos. Es-
ta hipdtesis puede considerarse como una primera aproximacién al
problema, tal como fue planteado por Benet y Seligman [3].

Considérese, pues, el problema restringido de N +1 cuerpos sobre
el plano (PR(N + 1)BP, por sus siglas en inglés: Planar, Restricted
N + 1 Body Problem); esto es, el movimiento de una particula de
prueba en el campo gravitacional de N cuerpos que se atraen gra-
vitacionalmente entre si, sobre el plano ecuatorial planetario. Con-
cretamente, consideramos el caso N = 4 del sistema formado por el
planeta Urano, alrededor del cual orbitan N —1 = 3 lunas: Cordelia,
Ofelia y Ariel.

Fijamos unidades en las que la masa del planeta m; = 86.8103 x
10%*kg = 1 y el radio medio de Urano Ry, = 25,362km = 1 [26, 44].

Desarrollamos ahora las ecuaciones de movimiento del PR(N +

13
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1)BP. Considérese la figura 2.1. En general, para i = 1,2,..., N,
sean 77;(t) la solucién de las ecuaciones de movimiento del problema
de N cuerpos con masas m;, respecto de un marco de referencia
inercial con origen O. El indice del planeta corresponde a ¢ = 1.
Sean, ademads, "y11 V Pni+1 los vectores de posicion y momento
de la particula de prueba, respectivamente. Definimos el vector de
posicion relativa entre la j-ésima particula respecto de la i-ésima
particula como 7j; = 7; —7; parat = 1,..., N+ 1y j # i. Denotamos
asi mismo la distancia relativa entre la j-ésima y i-ésima particula
como rj; = ||7; — 73|

A

Figura 2.1: Coordenadas del problema restringido de N + 1 cuerpos. La posicién de
cada cuerpo se denota 71,..., #+1, respecto de un marco de referencia inercial con
origen O, y coordenadas cartesianas (x,y, z). El indice 1 corresponde al planeta (con
masa m1), mientras que el indice N + 1 corresponde a la particula de prueba. En
general, posicién de la j-ésima particula relativa a la i-ésima particula es 7j; = 7 — 7;
y en particular la posicién de la j-ésima particula relativa al planeta es 7j; = 7; — 71.

Para escribir las ecuaciones de movimiento del PR(N + 1)BP
es necesario obtener una expresion para el potencial gravitacional
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generado por el planeta, que tome en cuenta su achatamiento po-
lar. El achatamiento polar de un planeta genera términos extras
en el potencial de atracciéon gravitacional newtoniano, alterando la
dindamica de los objetos que atrae gravitacionalmente, y es por lo
tanto importante en la integracién del PR(N + 1)BP. Obtenemos
a continuacién una expresion para el potencial gravitacional de un
planeta con achatamiento polar.

Considérese la ilustracion en la figura 2.2, en donde se muestra
un planeta con masa m;, y un satélite con masa m; orbitando este
planeta. Sean a y 3, respectivamente, la latitud y longitud del satéli-
te respecto del plano ecuatorial planetario. La posicion del planeta
y del satélite respecto de un marco de referencia inercial estan da-
das, respectivamente, por 7; y 7. El vector de posicién del satélite,
relativa al planeta, es 7;; = r; — 7.

Eje de rotacion planetario

‘ Satélite, m;
2

r||=)',—i'|

p /Plano ecuatorial planetario

Linea de referencia de longitud planetaria (5=0)

Figura 2.2: Planetas con achatamiento polar: el planeta tiene una masa m1 y posicién
71, y el satélite tiene una masa m; y posicién 7; respecto de un marco de referencia
inercial. Los dngulos a y 8 denotan, respectivamente, la latitud y la longitud del satélite
respecto del plano ecuatorial del planeta. El vector ;1 da la posicién del satélite (masa
my;), respecto del planeta (masa m1).
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Sea R, el radio ecuatorial del planeta (i.e., el radio del planeta
sobre el plano perpendicular a su eje de rotacién) y R, su radio
polar (i.e., el radio del planeta en la direccién de su eje de rotacién).
Denotamos por R el valor medio del planeta. Con esta notacién
definimos la elipticidad, 1, del planeta como [16]
= R.— R,

R
Considérese ahora |¢| < 1, de manera que la superficie del planeta
tenga una forma superficial cercana a una esfera. Para R, < R,,
tenemos ¥ > 0, y en este caso la forma superficial del planeta se
conoce como un esferoide oblato. Bajo estas condiciones, la forma
superficial del planeta, S(«,0 ), estd dada por [16]

(2.1)

S(a,8) = S(a) = R {1 - §¢P2(sin a)] | (2.2)

donde la dependencia respecto de la longitud 8 se suprime, dado
que la no-esfericidad del planeta es causada principalmente por la
rotacién del mismo, y esto genera una simetria azimutal (i.e., una
simetria alrededor del eje de rotacion) [41].

El potencial gravitacional en el exterior de una distribucién de
masa con este tipo de simetria puede escribirse

Gm1 > R ntl .
V(ry,a) = 7 ; I (E) P,(sina) (2.3)
donde G = 6.67384 x 10~ m%kg s~ es la constante de gravitacién
universal [40]; m; = |71 — 75]; P,(sina) es el n-ésimo polinomio de

Legendre evaluado en sin «; y el n-ésimo armonico zonal J,, se define
como

2 2
= 7TR/ dr/ da - p(r,a ) Py (sin o) cos (2.4)

(la funcién p(r,a) representa la distribucién de densidad del pla-
neta). La expresion 2.3 se conoce como la expansion multipolar del
potencial gravitacional para distribuciones de masa con simetria azi-
mutal [16]. En particular, a primer orden en la elipticidad 1, el po-
tencial 2.3 se reduce a
2
Virga)= -2 4 U pysina) £ 0() , (25)

T15 AT
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donde Jy ~ O(%). Interpretamos el término asociado al arménico
zonal Jo como el momento cuadrupolar de la distribucién de masa
del planeta.

Por lo tanto, para el potencial de atraccion gravitacional del pla-
neta escribimos:

Gmy Ja .
1-—=P 2.6
p )2 ) (sin «r) : (2.6)

Vi(rj,a) = —

donde, para Urano, el segundo arménico zonal tiene un valor Jo, =
3510.7 x 1079 [27].

Dado que la inclinacién de las 6rbitas de Cordelia, Ofelia, Ariel
[35, 25] y el anillo € [48, 17], tienen un valor medio de décimas de gra-
do respecto del plano ecuatorial de Urano, hacemos una aproxima-
cién a las ecuaciones de movimiento del PR(N + 1)BP restringiendo
el movimiento a este plano.

En particular, sobre el plano ecuatorial tenemos o = 0, y por lo
tanto para sistemas planetarios con inclinaciéon pequena respecto al
ecuador, podemos hacer la aproximacién (7 =2,..., N + 1):

Gm J.
Vi(rj) = Vi(rp, 0 = 0) = ——— {1+—§} : (2.7)
1 2Tj1
Noétese que este potencial sélo depende de la coordenada radial y por
lo tanto es central. Por otro lado, para i =2,..., N y j # i tenemos
Gm,-
Vi(rji) = — ; (2.8)

rji

i.e., el potencial gravitacional newtoniano. Definimos ahora el simbo-
loA j; de acuerdo con la siguiente regla:

3
—J. it=1o0j=1
=27 ST (2.9)
0, sii#£1lyj#1
Usando esta notacién, para i = 1,..., N tenemos
Gmi [ A;
m [1+» g] . (2.10)
T'ji 37“j2-
El hamiltoniano de la particula del anillo en este modelo es, por lo
tanto,

1 N Gm;
H = P — E :
PR(N+1)BP 2pN+1 2 )

Vilrji) = —

1+—A“N+”] . (2.11)

37}2(N+1)
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De aquf se sigue que las ecuaciones de movimiento del PR(N+1)BP,
incluyendo los efectos del achatamiento polar planetario, son

-, Z(N+1) Ti(N+1)
N+l = ZG Ai(N-‘rl) T5 ’ (212)
’L(N+1) i(N+1)

donde 7; = 75(t) son las soluciones asociadas al hamiltoniano del
problema de N cuerpos en el plano (PNBP, por sus siglas en inglés:
Planar N Body Problem):

N ) N
Dj Gm;m; Ay
o =3 |5 3 O (1404

j=1 T =1y £ ij

(2.13)

Las ecuaciones de movimiento del hamiltoniano (2.13) estan dadas
por

N — -
i=1,i#j ij ij
paraj=1,....,N.

Nétese que, en principio, para obtener una solucién al PR(N +
1)BP (ec. 2.12), primero debe especificarse una solucién particular
del PNBP asociado (ec. 2.14). Sin embargo, es posible obtener una
formulacién simultanea de las ecuaciones de movimiento, y por lo
tanto, una solucion simultanea de estos problemas. Esta formulacién
simultanea simplifica la implementacion de la integracion numérica
del PR(N + 1)BP.

En efecto, si en las ecuaciones de movimiento 2.14 sustituimos

formalmente N — N + 1 y hacemos my,; = 0, obtenemos, para
j=1,..,N+1

ZGmZU”JrA,J:;{} (Gj=1,..N+1), (215)

i=1,i#] v v

obteniendo asi en 2.15 una formulacion simultanea de las ecuaciones
de movimiento 2.14 y 2.12 correspondientes al PNBP y al PR(N +
1)BP, respectivamente.

El problema en particular que se trata en este proyecto es el
problema restringido de 5 cuerpos en el plano (PR(4+ 1)BP, por sus
siglas en inglés: Planar, Restricted, N + 1 Body Problem) formado
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por Urano, las lunas Cordelia, Ofelia y Ariel, y una particula de
prueba, sobre el plano ecuatorial de Urano.

2.1. Problema de Kepler: 6rbitas elipticas

En esta seccién se introduce el problema de Kepler, asi como el
concepto de orbitas elipticas y la correspondiente notacion de los
elementos orbitales de tales trayectorias.

Considérese el P2BP, es decir, el problema correspondiente a un
planeta con masa mj y un satélite con masa my (i.e., m; > mo).
En esta seccién ignoramos el achatamiento polar: Jo, = 0. En las
ecuaciones (2.14), fijese, por tanto, N =2y A;; =0, V i, 7.

Las ecuaciones de movimiento resultantes son

N Gmary

7 , (2.16)
7"%1

. G

iy = -z (2.17)
712

Sin pérdida de generalidad (el movimiento del centro de masa no es
de interés en este caso), podemos fijar my7(t) + mara(t) = 0 (i.e.,
fijamos el centro de masas en el origen y en reposo).

Definimos ahora el vector de la posicion relativa de la particula 2
(el satélite) respecto de la particula 1 (el planeta) mediante 7= 7 —
7. Restando (2.16) de (2.17) obtenemos la ecuacién de movimiento
del problema de Kepler [8, 41]:

, (2.18)

donde p = G(my + ma).

Tomando el producto cruz de 7 con la ecuacion (2.18) obtenemos
una integral de movimiento, h =7 x ?, la cual puede interpretar-
se como el momento angular por unidad de masa de la particula 2
cuando my < my [41]. Denotamos la magnitud del vector h me-
diante h = |h|. En particular, la existencia de esta tltima integral
implica que los vectores de posicion y velocidad siempre yacen en
un plano perpendicular a E, llamado plano orbital.

Sobre el plano orbital denotamos las coordenadas polares —distancia
radial y longitud verdadera— por r y ¢, respectivamente (véase figura
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2.3). El dngulo ¢ se mide respecto de una linea arbitraria de refe-
rencia. En términos de estas coordenadas, la posicion y la velocidad
relativas estan dadas, respectivamente, por

r'=1ré, .y (2.19)
F=ré, +rdes . (2.20)

Sustituyendo las ecuaciones (2.19) y (2.20) en la expresién h=

X T,
h = |h| =r?) = const . (2.21)

Al expresar la ecuacién de movimiento (2.18) en coordenadas
polares se obtiene la ecuacién del movimiento radial,
. h ,u
Multiplicando la ecuacién (2.22) por 7, e integrando respecto al
tiempo t obtenemos la integral de la energia del problema de Kepler:

1, W
E= it o - g = const . (2.23)

La solucién general de este problema, para E < 0, es [8, 41]

o(f) = — LB

- 1+4ecos(f) (2:24)

donde f = ¢ —w se denomina la anomalia verdadera y representa la
distancia angular de la posiciéon orbital desde el punto de distancia
minima entre el planeta y la luna (este punto de distancia minima
se denomina periapse). Asi mismo, e € [0,1) y w € [0, 27) son cons-
tantes de integracién de la ecuacion diferencial (2.22) determinadas
por las condiciones iniciales. La solucién (2.24) representa una érbi-
ta eliptica, y se denomina elipse kepleriana. Notese que el planeta
(particula m;) se encuentra en uno de los focos de esta elipse (pri-
mera ley de Kepler). En la figura 2.3 se muestra una gréfica de una
elipse kepleriana sobre el plano orbital.

Los puntos orbitales de minima y maéaxima distancia entre el
satélite mo y el planeta m; se llaman periapse y apoapse, respec-
tivamente; la linea formada por estos dos puntos se llama linea de
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apsides. En particular, las distancias minima y maxima entre my y
mso estan dadas, respectivamente, por:

h2
Fin =76 =) = T J{‘; oy (2.25)
Tmax = T(@ =w+7) = w (2.26)

1—e
La interpretacion geométrica de la constante e es la excentricidad
de la elipse; mientras que w corresponde a la longitud de periapse.
Notese que en general la linea de apsides no coincide con la linea de
referencia de la longitud verdadera; es decir, la linea de dpsides se
encuentra sobre la referencia ¢ = 0 sélo si w = 0.

y

periapse (Fmin)

x (#=0)

apoapse (rméx)

Figura 2.3: Elipse kepleriana sobre el plano orbital. El origen del sistema de coorde-
nadas relativas se encuentra sobre el planeta, m1 (en este punto, el vector de posicicién
relativa, ¥ = 7 — 71, se anula). El punto C' denota el centro geométrico de la elipse. Los
puntos de distancia relativa minima y méxima se conocen como periapse y apoapse,
respectivamente; la linea formada por estos dos puntos se conoce como linea de apsi-
des. La longitud verdadera ¢ corresponde al angulo azimutal del vector de posicién
relativa, 7, respecto de una linea de referencia (eje x positivo). El semieje mayor, a,
corresponde a la mitad de la distancia entre las apsides de la elipse. La excentricidad,
e, corresponde a la distancia del centro de la elipse a la posicién del planeta, medida
en unidades del semieje mayor. La longitud de pericentro, w, corresponde al dngulo
formado por la linea de referencia (eje x positivo) y la linea de dpsides.
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Por otro lado, en términos de las integrales de movimiento F y
h, la excentricidad esta dada por

2n?E\
e= <1 + 2 ) ; (2.27)
mientras que el semieje mayor de la elipse (2.24) esta dado por
Tmax T Tmin h2
— = 2.28
2 n(l—e?) (228)

En términos del semieje mayor, a, y del factor p = G(my + my) la
energia es

0
EFE=—— . 2.29
on (2.29)

Dada una condicion inicial para el problema de Kepler y un ins-
tante arbitrario t, la posicién y velocidad en una de estas elipses
keplerianas sobre el plano esta determinada por cuatro parametros:
el semieje mayor, a (también llamado radio mayor [16]); la excentri-
cidad, e; la longitud de periapse, w@; y la longitud verdadera inicial
¢o = ¢(t = 0). Estas constantes se conocen como los elementos
orbitales de la elipse kepleriana en el plano [41]. En términos de es-
tos elementos orbitales, el movimiento orbital radial (ecuacién 2.24)
puede rescribirse como

_a(l—e?)
~ 1+ecos(¢p—w)

r(¢) (2.30)

Geométricamente, el semieje mayor a y la excentricidad e fijan la
forma de la elipse kepleriana; mientras que los angulos @ y ¢g pueden
considerarse como los parametros que determinan, respectivamente,
la orientacion de la elipse y la posicién inicial de la 6rbita en el plano
respecto a un marco de referencia inercial con el origen en el foco
de la érbita eliptica.

Obtenemos ahora una expresion para los componentes de las ve-
locidades cartesianas como funcién de ¢ y w. Elegimos un sistema de
coordenadas cartesianas con el eje x orientado sobre la linea ¢ = 0.
Es decir, elegimos la parametrizacion

r=r(p)cosep (2.31)
y=r(¢)sing . (2.32)
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Con esta eleccion, el apoapse y el periapse (i.e., la linea de apsi-
des) no necesariamente se encontrarén sobre el eje x. Con esta con-
vencién, las componentes cartesianas, & y 7, de una elipse kepleriana
dextrégira en términos de la parametrizacién dada por 2.31 y 2.32
son

na
r=————=(singp +esinw) |, 2.33

na
V1 — e?

El pardmetro n = 27 /T corresponde a la velocidad angular orbital
promedio, y se denomina movimiento medio (7" es el periodo orbital).
El movimiento medio se relaciona con el semieje mayor a mediante
la tercera ley de Kepler:

j =+ (cosp +ecosw) . (2.34)

n*a®=p . (2.35)

Para un tratamiento completo acerca del problema de Kepler
véase [41, 16, 8].

2.1.1. Elipses keplerianas perturbadas: planetas oblatos

En la seccién anterior se observo que en el problema de Kepler
los elementos orbitales a, e, @w y ¢y son constantes que se determi-
nan univocamente a partir de la posicién y velocidad del vector de
movimiento relativo [41]. Ahora, si una fuerza adicional perturba el
sistema, cualquier conjunto de vectores instantdneos de posicién y
velocidad definen un conjunto de elementos orbitales en ese instante.
Es decir, en general, en el problema de Kepler perturbado, la érbita
que sigue el vector de movimiento relativo puede modelarse como
una elipse kepleriana, cuyos elementos orbitales no son constantes,
sino que varian continuamente con el tiempo. Esta clase de 6rbi-
tas se conocen como elipses keplerianas perturbadas. Este método se
conoce como variacién de parametros y fue introducido por Joseph
Louis Lagrange en la segunda edicién de su obra, Mécanique Analy-
tique, publicada en 1811, para el estudio de diversos problemas de
mecanica celeste [31].

En términos de la teoria de sistemas hamiltonianos, los cuatro
parametros a, e, w, ¢y forman, de hecho, un sistema completo de
constantes de movimiento del problema de Kepler en el plano (co-
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rrespondientes a dos grados de libertad y consecuentemente un es-
pacio fase de cuatro dimensiones), y si bien no son variables canoéni-
camente conjugadas, se relacionan biunivocamente con variables
canénicas (e.g., variables de Delaunay) del mismo problema [41, 38].
Por lo tanto, al estudiar la variacién de estos elementos orbitales,
podemos conocer la estructura del espacio fase.

En [8] puede encontrarse informacién mdas detallada acerca de
la teoria de Hamilton-Jacobi, asi como el cédlculo explicito de las
variables de angulo—accién en el problema de Kepler.

En particular, el efecto causado por el achatamiento polar del
planeta corresponde a una perturbacién del problema de Kepler. Si
en la ecuacién del movimiento relativo 2.18 se incluye en el potencial
gravitacional la correccién asociada al término Jo (ecuacién 2.7) se
tiene

. 7 3 R?
7= _’”‘ri (1 + —JQT—) . (2.36)

Si n denota el movimiento medio (i.e., el valor promedio de la veloci-
dad angular ¢) y k denota la frecuencia epiciclica (i.e., la frecuencia
radial), entonces incluyendo correcciones hasta primer orden en la
excentricidad puede demostrarse que [41]

7(t) = a(l + ecos(kt)) + O(e?) 'y (2.37)
6(t) = nt — 2 (%) esin(kt) + O(e?) (2.38)

donde, hasta segundo orden en R/a inclusive,

2__— § — 2 2 — 4 -
n =3 1+2J2<a> —|—()<e,<a , Y (2.39)
2__— _§ — 2 2 — 4 -
K° = e 1 2J2 (a) + 0 (e ) (a . (2.40)

A partir de estas ecuaciones, notamos que en general el movimiento
medio es distinto de la frecuencia epiciclica; o bien, n # k. Es decir,
la perturbacion causada por el achatamiento del planeta en general
rompe la degeneracion de la frecuencia radial y azimutal, dando
lugar al fendmeno conocido como precesion de periapse o precesion
de linea de dapsides. La velocidad de precesiéon de la linea de apsides
w estd dada por w =n — k [41, 27].
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A continuacién, se describe un método para el calculo de los ele-
mentos orbitales en el contexto de la aproximacién descrita en los
parrafos anteriores. A partir de las ecuaciones del parrafo anterior,
puede escribirse una expresién aproximada para la energia en térmi-
nos del semieje mayor, correcta hasta primer orden en la excentrici-
dad y hasta segundo orden en el cociente R/a. En términos de las
coordenadas r y ¢, la energia del problema de Kepler modificado
por el término asociado al arménico zonal J; es

Lo 250y M 1 R
p-teers tfika(B)] L ey
y por otro lado, usando las ecuaciones 2.37 y 2.38 hasta primer orden
en la excentricidad se tiene

i = a?e? sin®(kt) = O(e?) (2.42)
r? = a?(1 + 2ecos(kt)) + O(e?) (2.43)
% _ %(1 — ccos(xt)) + O(e) (2.44)
L L1 - 3ecos(nt) + O(e?) (2.45)
;2 - 32 — 4n2e cos(kt) + O(e2) . (2.46)

Sustituyendo 2.39 y 2.42 hasta 2.46, en la ecuacion 2.41 obtenemos

E= —% [1 - %Jz <§>2 +0 (62, <§>4) . (247)

y notamos que, dentro de esta aproximacién, la energia no depende
de la excentricidad, ademéas de que en el limite Jo — 0 recuperamos
la férmula conocida para el problema de Kepler: E = —G/2a (véase
ecuacion 2.29). La generalizacién de la ecuacién 2.27 para planetas
oblatos (i.e., incluyendo la correccién asociada a Js) es

(B (L) o ((5)) e

Combinando las ecuaciones 2.41 y 2.29 puede demostrarse que la
magnitud de la velocidad orbital esta dada por

2 _jip—, (2 1 (1 1 254
v = |7 —,u(T a+J2R e Ry + O | e, -

(2.49)
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Por lo tanto, una manera de calcular los elementos orbitales (semieje
mayor y excentricidad) asociados a una érbita con energia E es la
siguiente: dado algun instante ¢ en el que se cuente con los valores
numéricos de las posiciones y velocidades de la particula de prueba,
calcular el valor numérico del semieje mayor a mediante la ecuacién
2.49 (ndtese que para resolver esta ecuacién se debe encontrar la
raiz de un polinomio de tercer grado en a); y después de obtener el
valor de a usar la ecuacion 2.48 para calcular la excentricidad.



Capitulo 3

Método de Taylor: PNBP y
PR(N +1)BP

El método de integraciéon numérica de ecuaciones diferenciales
que se utiliza en este trabajo es el método de Taylor, a través de
una implementacién desarrollada para simular el PR(N +1)BP (i.e.,
sobre el plano ecuatorial del planeta). Tal como lo indica su nombre,
el método de Taylor se basa en calcular las sumas parciales de la
serie de Taylor de las ecuaciones diferenciales del sistema que se
desea resolver.

Un programa computacional que implementa el método de Taylor
para integracién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias se
conoce como integrador de Taylor.

Un problema con valor inicial queda definido por la biisqueda de
la funcién paramétrica x : t — R, con N € N, que sea solucién de
una ecuacién diferencial ordinaria & = f(x,t) sobre el intervalo de
tiempo [0,7] C R,, donde f : RY x R — R" es una funcién suave
en el sentido f € C™ (C*™ representa el conjunto de las funciones
infinitamente diferenciables definidas sobre el dominio de f), junto
con una condicién inicial zy = z(0) € RY (T es el tiempo total de
integracién).

La implementacion del integrador de Taylor para problemas con
valor inicial de este tipo se realiza de la siguiente manera: a partir
del estado inicial, z(ty), del sistema en el instante inicial t,, y dada
una ley de evolucién temporal (e.g., © = f(z,t)) se calculan, los
coeficientes de la serie de Taylor de f en el instante ¢, y posterior-
mente se calculan las sumas parciales de la serie de Taylor de estos

27
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coeficientes hasta un orden n y con un paso de tiempo At, para asi
obtener el estado x(t + At) del sistema en el instante t; = At. Este
proceso se itera M veces hasta el instante t;; = T, generando en
cada paso un estado x,, = z(t,,), m = 0,1,..., M, y definiendo asi
una sucesién de estados {z,, }=}!. Esta sucesién de estados sobre
el intervalo [0, M] es una aproximacién a la solucién del problema
con valor inicial definido en el parrafo anterior.

Dados dos pasos de tiempo consecutivos, t,, ¥ t,1 (m € IN), el
error relativo drx y el error absoluto dyx en el cdlculo del vector x
en el paso de tiempo t,,.1, se definen, respectivamente, como

|2 (tmi1) — 2 (tm)|
[z (tm)]
oAx = |z(tms1) — x(tm)| = |x(tm)| - orx (3.2)

El teorema de Taylor [47] y el teorema de aproximacién de Weiers-
trass [28], aseguran la existencia de un orden n y un paso de tiempo
At, tales que el error absoluto y el error relativo en pasos consecu-
tivos de integracién sean arbitrariamente pequenos.

A continuacion se describe la implementacion del método de Tay-
lor para el problema de N cuerpos en el plano (PNBP), tomando
en cuenta la primera correccion en el potencial de atraccién gravi-
tacional del planeta debida al achatamiento polar del mismo.

Para el problema de N cuerpos, el método de Taylor consiste
en calcular, dadas las posiciones 77(t) y las velocidades r;(t) (j =
1,...,N) de los elementos del sistema planetario, la serie de Taylor
de cada una de estas las trayectorias al tiempo t:

7t + At =S Al Ak (3.3)
k=0
donde
1 dF
) = g0 (3.4)

es la k-ésima derivada normalizada de 7}, evaluada al tiempo ¢. Tam-
bién calculamos la serie de Taylor de los momentos pj(t). En efecto,
derivando la ec. (3.3), tenemos

Bt + At) = pi(t) +m; > (k+ Dy ant (3.5)

k=1
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En la préctica se calcula la serie de Taylor sumando los coefi-
cientes f’i-k] (t) (k= 0,1,2,...), multiplicados por (A#)¥, hasta algin
orden finito n mediante las ecuaciones 3.3 y 3.5. Para esto, a su
vez es suficiente obtener una relacién recursiva entre las derivadas
normalizadas al tiempo ¢ a partir de las ecuaciones de movimiento
de este problema.

Para obtener estas relaciones, se considera el hamiltoniano del
PNBP dado por

N ) N
Dj Gm;m,; Ay
H = -4 — (1 o 3.6
PNBP Z Qmj Z . Tij < + 37“-2-) ’ ( )
j=1 i=1,i<j v
donde 75; = 7; — 7; y el simbolo A;; se define mediante
3
—Jo, sit=1lo0j=1
A]z = 2 2 St ©J (37)
0, sii#£lyjg#1
Usando las ecuaciones de Hamilton para 7 =1,2,..., N obtenemos
L
R 3.8
TJ mj Y ( )
N
2 Gmym; Aij\ o
pj = Z 3 J (]_ + —2]) Tij . (39)
et re. re.
Z:l,Z#] K Y

Sustituyendo 3.8 en 3.9 obtenemos las ecuaciones de movimiento del
PNBP:

N - -
i=1i#j Y Y

Introducimos ahora nueva notacién. Para cada par i, j definimos

Foois (1) = % , (3.11)

con « € {%, %, g, ...}. Con esta notacion, reescribimos la ec. 3.10:

A=Y am, [F”3,ij<t>+AijF;,ij<t> . (3.12)

i=1,i#j
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La k-ésima derivada normalizada de F][-k] (t) es, por tanto,

k—2
Ky L 47
) = g

N
= —1 lk—2] Alk—2]
k-1 zlzz;é] G [F?”ij () +AybFs37 (1) - (3:13)

Reducimos asi el calculo de Fi-k] (t) al calculo de ﬁékw_z} (t)y ]35[12]_2} (t).
Sean ahora A;;(t) y C;;(t) definidas por

Ay (8) = [wy (0 + [y (O = [ry (0O (3.14)
Y 2
Caa,ij(t) = [Ay (0] = [ri (O] (3.15)
Usando las reglas de la derivacién (regla de Leibnitz para el produc-
to, etc.) puede demostrarse paran =1,2,..., que
AR = 3 |2l el + oyl o) (3.16)
k=0
y
1 n—1
ol o(t) = na — k(o + 1)) A H @)l
20 (1) HAE(;J@)M( (a+1)) A (1) Coa; (1)
(3.17)
Utilizando estos resultados se sigue que
N dn 7
F[n] ) = —— ()
3’”( ) dtnl Cg}ij(t)
1 _jn] = K] Sln—k]
= () — Cya () ) ( Fs,. ' (t 3.18
T [ 0= (clsm) (A" m) | 6as)

Finalmente, para la n-ésima derivada normalizada de Fj;;(t) tene-
mos

A 75 (t) 4 o
= [ri;]° = (Cﬂ,ij(t)FS,z’j(t))

=y Y mET@ (3.19)
k=0

@)
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Con estas férmulas es posible ahora describir el algoritmo de in-
tegracién numérica del PNBP. Dadas las masas, las posiciones y los
momentos de los N cuerpos al tiempo ¢, asi como n, el orden de
desarrollo de la serie de Taylor, yA t, el paso de tiempo, realizamos
las siguientes operaciones:

1. Calcular la matriz de derivadas normalizadas de las coordena-
das relativas a orden cero (i.e., matriz de posiciones relativas):

F(t) = 7(t) — 7(t), parad,j = 1,2,.., N, i # j.

2. Calcular la matriz de derivadas normalizadas de las coordena-

das relativas a orden uno (i.e., matriz de velocidades relativas):
() = 7y = Bit) fmi — pi(t) /my, para i, j = 1,2, . N, i # j.

3. Para k=2,3,...,n:

a) Calcular Ay;ﬂ](t), para i,j = 1,2,..., N, i # j, usando la
primera ecuacion de (3.17).

b) Calcular C’gfif](t), para i,j = 1,2,..., N, i # j, usando la
segunda ecuacién de (3.17) con a = 3/2.

c¢) Calcular C’H“Z_ﬂ-zj](t), para i,j = 1,2,..., N, i # j, usando la

segunda ecuacién de (3.17) con a = —1.

d) Calcplar ﬁ&f}(t) a partir de (3.18), parai,j =1,2,..., N,
i 7.

e) Calcplar Fgﬁf}(t) a partir de (3.19), parai,j =1,2,..., N,
i F# ]

f) Calcular Fj[-k] (t) de la ecuacién (3.13), para j =1,2,..., N.

4. Calcular el desarrollo en serie de Taylor de 7;(t + At) , hasta
orden n, usando la férmula (3.3).

5. Calcular el desarrollo en serie de Taylor de pj(t + At) , hasta
orden n, usando la férmula (3.5).

Este proceso se repite desde t = 0 hasta t = T, donde T es el
tiempo total de integracion. La convergencia de la serie con precision
€ se asegura con una eleccién adecuada de n y At; es decir, se requiere
un algoritmo de control del error que calcule la eleccién éptima de
estos parametros en cada paso de tiempo. El control del error se
vuelve particularmente importante en eventos de colision, en donde
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hay fuerzas grandes que actian en tiempos cortos. En este proyecto
se implementd el algoritmo de control del error descrito en [29];
reproducimos aqui las férmulas utilizadas. En efecto, si se denota
por £, y &, la cota del error absoluto y relativo prescritos por el
usuario, respectivamente, y para el [-ésimo paso de integracién se
define

L {ea st |7, ey Watlloo S €a (3.20)

Er sl 571”7?1, ) _’ﬁ-l—lHoo > Eq )

entonces el orden éptimo del polinomio de Taylor que minimiza el
nimero de operaciones [29] en el [-ésimo paso de integracién es

ny = {1 - %log(al)—‘ , (3.21)

donde |71, ..., “#W11llooc = max(x1, Y1, ..., Tn11, Yn11) denota la norma
infinito y [-] denota la funcién techo. Por otra parte, si para el I-
ésimo paso de integracion se define (1 < j < ny)

( 1/j
( 1 ) 275 Tl <
- - SL Er||T1y s N+1lloo = Ea
G0 _ I, Wl

17l )
T1.... b s . 5 5
( [j]l’ ’4.+1 ) st g7y ey Wiilloo > €0
A

(3.22)
entonces para el m-ésimo paso de tiempo se escoge
Pl
At), = , 3.23
0= oo (323)
donde
pr=min{p" Y o} . (3.24)

Esta seleccién para n; y ( &), asegura por un lado la optimizacién
del nimero de operaciones necesarias para calcular las sumas par-
ciales de las series de Taylor involucradas en el problema, y por otro
lado asegura que el error en el calculo numérico de estas series se en-
cuentre dentro de la precisién prescrita por el usuario mediante ¢, y
e,. En particular, n; y ( &), pueden escogerse de manera que el error
se encuentre dentro de la precision numérica de la computadora.
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Finalmente, una vez que se ha implementado el método de Taylor
para el PNBP, la implementacion del mismo para el PR(N+1)BP es
inmediata. En efecto, utilizando las ecuaciones (2.15), utilizamos el
algoritmo descrito en la seccién anterior, con N — N+1y myiq =
0, siendo el (INV + 1)-ésimo cuerpo la particula de prueba.
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Capitulo 4

Simulacion numérica del
P(4+1)BP

4.1. Integracion numérica del problema restrin-
gido de 441 cuerpos en el plano

Para el desarrollo del presente trabajo, el autor creé un integrador
de Taylor de alta precision en el lenguaje de programacion C++, ba-
sado en el trabajo de A. Jorba [29]. Esta implementacion es capaz de
integrar el PR(4 + 1)BP, incluyendo la correccién por achatamiento
polar del planeta asociada al arménico zonal Js.

Mediante un criterio de convergencia, puede determinarse el or-
den de truncamiento de la serie de manera que en cada paso de
tiempo se asegure que el error absoluto y el error relativo no exce-
dan valores preestablecidos por el usuario. En particular, se buscan
integraciones numéricas en las que en cada paso de integracion el
error numérico sea del orden de ey, el épsilon de la maquina. Pa-
ra el estdndar 754 de la IEEE (por sus siglas en inglés, Institute
of FElectrical and Electronic Engineers) para el formato binario de
punto flotante de doble precision, se tiene £y=2.220446049250313
x10716 ~ 2752 [9]. En la implementacién realizada por el autor para
el presente trabajo, este valor para e\ se revisé usando la funcién
std: :numeric_limits<double>: :epsilon().

El orden méximo permitido para la suma parcial de la serie de
Taylor (polinomio de Taylor) en la implementacién realizada es
nmax = 40 (establecer este valor maximo permite una integracién
dentro de los errores numéricos permitidos en la mayor parte de la

35
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misma, sin realizar expansiones innecesarias, por ejemplo, hasta or-
den n = 1,000), mientras que el valor maximo permitido para el

error absoluto y relativo se fij6, respectivamente, en ¢, = 1071¢ y
e, = 10716,

Una propiedad importante de los integradores de Taylor de al-
to orden es que son particularmente adecuados para calculos que
requieren alta precision. Por ejemplo, si en un paso dado de una in-
tegracion numérica se utiliza un paso de tiempo h < 1 y un orden p
para obtener un error € < 1, entonces el nimero de operaciones que
se necesita para calcular todos los coeficientes de la serie de Taylor
hasta orden p es O(p?) [29]. Dado que el ntimero de operaciones
que se necesita para sumar la serie es solo O(p), el nimero total de
operaciones para un paso de integracién del método de Taylor con-
tintia siendo O(p?). Por lo tanto, si se desea incrementar la precisién
hasta ¢!, con [ > 2, puede incrementarse simplemente el orden del
método de Taylor hasta [p, de manera que el nimero de operaciones
se incremente por un factor [2. Por otro lado, si se desea alcanzar el
mismo nivel de precision reduciendo el paso de tiempo h en lugar de
aumentar el orden del integrador, se debe utilizar un paso de tiem-
po h'. Esto significa que se deben utilizar 1/h!~! pasos, cada uno de
tamaiio h!, para calcular la érbita hasta h unidades de tiempo, de
manera que el nimero total de operaciones se incrementa en este
caso por un factor de 1/h'"!, usualmente mucho mayor que [? [29].

En el presente capitulo se definen las unidades de masa, longitud
y tiempo que se utilizaron para la implementacién del integrador
de Taylor y se presentan los valores de las masas y los pardmetros
orbitales de Urano, Cordelia, Ofelia y Ariel. Posteriormente, se es-
pecifican las condiciones iniciales de la integracion, el criterio de
escape del sistema, y un método de estimacién de los elementos or-
bitales. Finalmente, se introducira un indice de estabilidad, con el
cual se realizard un anélisis de frecuencias del PR(4 + 1)BP, para
caracterizar la dindmica.

En el capitulo A se incluyen los detalles del cluster de 640 procesa-
dores utilizado para realizar las simulaciones numéricas presentadas
en este trabajo.
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4.2. Seleccién de unidades de masa, longitud y
tiempo

En el contexto de este proyecto, las unidades de masa se eligen
de tal manera que la masa de Urano my, = 1, mientras las unidades
de longitud son de tal forma que el radio ecuatorial de Urano Ry, =
25,362.0km = 1. Las unidades de tiempo, finalmente, son tales que
el periodo orbital de Cordelia T, = 27. Finalmente, el coeficiente
del armoénico zonal de segundo orden de Urano tiene un valor Jo =
3510.7 x 107 (adimensional) [27].

En las tablas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran los valores re-
portados para las masas, los semiejes mayores, las excentricidades,
los periodos orbitales y las frecuencias angulares de precesién de pe-
riapse para el sistema formado por Urano, Ariel, Cordelia y Ofelia.
Estos valores se expresan tanto en unidades convencionales (kiléme-
tros, kilogramos, segundos, etc.), como en términos de las unidades
utilizadas en la integracién numérica del PR(4 + 1)BP.

Con esta seleccién de unidades la constante de gravitacién univer-
sal adquiere el valor G = 7.37047, calculado a partir de la ecuacién
2.39 sustituyendo R = Ry, = 1, asi como los valores de n y a co-
rrespondientes a Cordelia: ng, = 27/Tc, = 1, y aco = 1.947 (véase
tablas 4.1, 4.2 y 4.4).

A partir de los datos en la tabla 4.5, notamos que el periapse
de Cordelia completa un ciclo de precesiéon aproximadamente cada
715 periodos orbitales, mientras que el periapse de Ofelia completa
un ciclo de precesion aproximadamente cada 940 periodos orbitales
de Cordelia. Por su parte, el periapse de Ariel completa un ciclo de
precesion cada 62,362 periodos orbitales de Cordelia.

Tabla 4.1: Primera columna: valores reportados por Jacobson, y Karkoschka et al. para
las masas de Urano, Cordelia, Ofelia y Ariel (kilogramos) [26, 30]. Segunda columna:
valores de la primera columna normalizados respecto de la masa de Urano.

Pardmetro | Masa (kg) | Masa (muy;)
MU 8.68 x 105 1
MCo 4.50 x 106 | 5.179 x 1010
mos 5.40 x 106 | 6.215 x 1010
MAr 13.5 x 10%° | 1.559 x 10~
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Tabla 4.2: Primera columna: valores reportados por Seidelmann et al. para el radio
medio de Urano [44], asi como los valores reportados por Jacobson y Laskar para los
semiejes mayores de Cordelia, Ofelia y Ariel (kilémetros) [35, 25]. Segunda columna:
valores normalizados respecto del radio ecuatorial de Urano.

Pardmetro km Ry,
Ry, 25,362 x 10° 1
aco 49.77 x 103 | 1.947
aof 53.79 x 103 | 2.104
aAr 191.02 x 10% | 7.470

Tabla 4.3: Primera columna: Valores reportados por Jacobson y Laskar para las ex-
centricidades de Cordelia, Ofelia y Ariel [35, 25, 27].

Parametro | adimensional
eco 0.00026
eor 0.00992
eAr 0.00122

Tabla 4.4: Primera columna: Valores reportados por Jacobson y Laskar [25, 27, 35]
para los periodos orbitales de Cordelia, Ofelia y Ariel, expresados en segundos. Segunda
columna: Periodos orbitales de Cordelia, Ofelia y Ariel en términos del periodo orbital
de Cordelia, Tco.

Parametro | horas Tco
Tco 8.041 1
Tot 9.034 | 1.123
Tar 60.480 | 7.522

Tabla 4.5: Primera columna: Valores reportados por Jacobson y Laskar [25, 35] para
los periodos de precesién longitud de periapse, Tow = 27/w, de Cordelia, Ofelia y
Ariel, expresados en grados por dia. Segunda columna: Valores de la primera columna
en términos del periodo orbital de Cordelia.

Parametro dias Tco
T co 239.546 | 714.973
Tw.0f 314.41 | 938.42
To Ar 20,893.8 | 62,361.8
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4.3. Condiciones iniciales

En el PR(V 4+ 1)BP, con N > 1, en general a y e dejan de
conservarse para cada una de las particulas presentes en el siste-
ma: la presencia de cuerpos adicionales en el potencial gravitacional
del sistema induce una perturbacién en la érbita kepleriana de la
particula de prueba, dando lugar a variaciones temporales en los ele-
mentos orbitales. Tal como se menciond anteriormente, estas érbitas
se conocen como elipses keplerianas perturbadas, en las que los ele-
mentos orbitales varian continuamente en el tiempo. Por lo tanto,
una manera de estudiar la dindmica de estas orbitas es median-
te una cuantificacién de la variacion de los elementos orbitales. En
concreto, se estudian los elementos a y e de la particula de prueba
para un nimero de condiciones iniciales, suficiente para realizar una
caracterizacién adecuada del espacio fase en la regién de interés.

Dado que la implementacién del método de Taylor del PR(4 +
1)BP se realizé en términos de las coordenadas cartesianas de los
vectores de posicion y velocidad de cada una de las particulas presen-
tes en el sistema (planeta, lunas y particula de prueba), se requiere
calcular las condiciones iniciales en términos de estas coordenadas.
Fijamos el origen de este sistema inercial de coordenadas cartesianas
en el centro de masas.

Como una primera aproximacién al problema, en este proyec-
to tanto la longitud inicial de periapse, w(t = 0) = wy, asi como
la longitud verdadera inicial ¢ se varfan aleatoriamente (distribu-
cién uniforme) en el rango [—m,7) para cada condicién inicial de la
particula de prueba; mientras que el semieje mayor a y la excentri-
cidad e se restringirdn al movimiento eliptico (0 < e < 0.04) en la
regién entre las lunas Cordelia y Ofelia, en la que se observan los
anillos € y A de Urano. Para las lunas, los angulos iniciales @y y ¢q
se fijan en cero.

Introducimos ahora la siguiente notacién. Sean® ,, O, O, O4
el conjunto de todos los valores que pueden tomar, respectivamente,
las condiciones iniciales del PR(4 + 1)BP en el semieje mayor a, la
excentricidad e, la longitud de periapse @ y la longitud verdadera
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¢. Entonces

@a = [RUI‘7 OO) ’
©.=1[0,1)
O, =06,=T | (4.1)

donde T = R/(277Z) denota el toro unidimensional y el intervalo
[0, Ry,) se excluye en ©,, debido a que fisicamente este corresponde
al interior de Urano. Consideramos el intervalo [—m,m) C R como
un modelo para T.

Denominamos ahora © al espacio fase del problema de Kepler
(en variables de dngulo—accién) al espacio generado por el producto
cartesiano de los conjuntos definidos en 4.1, i.e.

O =0, %0, x0,x0,=[Ry,00) x[0,1) xT* | (4.2)
y denotamos por B(ens) al subconjunto
B(@méx) = [aco, aof] X [07 eméx) X @w X @¢ c O . (43)

Las condiciones iniciales para la particula de prueba son, por lo
tanto, puntos dentro del subconjunto B(ensx) del espacio fase © pa-
ra algin valor fijo de e . Como se vera mas adelante, existe un
valor es para la excentricidad por encima del cual la mayoria de
las 6rbitas son de escape. Elegimos ens = 0.04, ya que por arriba de
este valor, las drbitas son de escape (en el sentido de que abandonan
la regién confinada por las lunas pastoras) para cualquier valor del
semieje mayor en la regién considerada. La evolucién temporal de
estas condiciones iniciales en el espacio de configuracién correspon-
de a elipses keplerianas perturbadas con movimiento medio inicial
n, corregido por el achatamiento polar del planeta Urano (véanse
ecuaciones 2.33 a 2.32 y 2.39).

Las condiciones iniciales para las lunas se eligen nuevamente utili-
zando las ecuaciones 2.31-2.34, fijando los angulos iniciales en @ = 0
y ¢g = 0, y utilizando los valores mostrados en las tablas 4.1, 4.2 y
4.3 para los elementos orbitales asociados.

Finalmente, las condiciones iniciales, y en general la posicion y
la velocidad del planeta a cualquier instante ¢, se eligen de manera
que el centro de masas permanezca en el origen y en reposo. Es
decir, dado algin instante t, y dados los valores 7;(t), 7i(t) para
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1t =2,3,..., N, entonces

| N

() = —— m,T; (¢ ,

0= o ml)

. 1 M

M) =—— ) mi(t) . (4.4)
m =2

4.4. Criterio de escape

Simultaneamente al analisis de las variaciones de los elementos
orbitales, se desea caracterizar 6rbitas de confinamiento y de escape.
Consideramos que una particula de prueba tiene una érbita de esca-
pe, si en algin paso de tiempo de la integracion, esta se encuentra
dentro del radio de Hill de alguna de las lunas pastoras, su distancia
a Urano es mayor al semieje mayor de Ofelia (pastora “exterior” al
anillo €), o bien su distancia a Urano es menor al semieje menor de
Cordelia (pastora “interior” al anillo €). El radio de Hill en general
se define como
e (4.5)
3M
para una luna con masa m y semieje mayor a orbitando alrede-
dor de un planeta con masa M. Ahora, usando los valores dados
en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 encontramos que dentro de la precision
dada para las masas y los elementos orbitales de Cordelia y Ofelia
RHill,Co = 00011RU1‘ ~ 27km y RHﬂLOf = OOOlSRUr ~ 31km. Por
otro lado, el radio medio de Cordelia es de 20km, mientras que el
de Ofelia es de 21km [30]. Vemos asi que aproximadamente el 50 %
del area encerrada por el radio de Hill de cada luna estd ocupada
fisicamente por la misma en ambos casos. Por lo tanto, en al menos
la mitad de los casos esta condiciéon de hecho es equivalente a la
caida de la particula de anillo sobre la superficie de alguna de las
lunas pastoras.

Una vez caracterizada la evolucién temporal de una condicién
inicial como oOrbita de escape, la integracion numérica de la mis-
ma se trunca. Este criterio de escape esta justificado a partir de la
evidencia que se tiene de que esta clase de orbitas, para tiempos
suficientemente largos, efectivamente escapan de la regién entre las

Ry = a <
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lunas pastoras (en el caso del anillo € Urano, estas lunas son Cordelia
y Ofelia) [2].

4.5. Método de estimacion de elementos orbita-
les: semieje mayor y excentricidad

En general para N > 2 en el PNBP y por lo tanto en el PR(NV +
1)BP los elementos orbitales a y e no son constantes, por lo cual es
necesario realizar una estimacion de los elementos orbitales durante
cada periodo orbital alrededor de Urano.

En la seccién 2.1.1 se planted un método para el calculo de los ele-
mentos orbitales. Sin embargo, debe tenerse cuidado con ese método,
ya que las ecuaciones 2.39 y 2.40 no incluyen correcciones a segundo
orden en la excentricidad y para los valores considerados para los
elementos orbitales en las simulaciones numéricas del presente tra-
bajo (e ~ 10_2) estas correcciones son importantes, ya que se desea
una precisién en el calculo en los elementos orbitales del orden del
épsilon de la méquina, ey [9].

Para este fin, consideramos un método alternativo para conocer
el valor numérico de los elementos orbitales de la particula de prue-
ba, basado en el calculo numérico de los radios maximo y minimo
consecutivos de dicha érbita durante cada periodo de la misma. Esta
método de estimacion de los elementos orbitales (semieje mayor y
excentricidad) de Cordelia, Ofelia, Ariel y la particula de prueba se
basa en el calculo de 7m4¢ ¥ "mm, €l maximo y minimo de la posicién
radial relativa a Urano. De la ecuacién (2.24), tenemos

rmax = 7(f =7) =a(l +e) (4.6)
rmin =7(f=0)=a(l—¢e) (4.7)

y de aqui se sigue

a — T'max —2i_ T'min (48)

Tméx — Tmin Tméx — Tmin
e= = . (4.9)
T'msx + T'min 2a

Es posible, por lo tanto, tomar méaximos y minimos consecutivos
de la posicion radial de un satélite dado, y a partir de estos da-
tos obtener estimaciones para el semieje mayor y la excentricidad
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de la orbita de este. Para obtener una estimacion de alta precisién
para rmm ¥V max S ocupa el método de falsa posicién (también lla-
mado método regula falsi) [5]. Utilizando este método se calcula
numéricamente el instante t* en el cual la velocidad radial se anula.
Numéricamente la condicion que se establece para finalizar el calcu-
lo de este instante es 7(t*) ~ 3. Una vez establecido el valor de t*,
si en el paso de integracion anterior se tiene, por ejemplo, 7y > 0
y para el paso de integracién posterior o < 0, entonces se guarda
el valor rp s = r(t*) como el valor numérico del radio maximo. De
otra manera, si 1y < 0 y o > 0, se establece el radio minimo co-
mo rmm = 7(t*). En la practica se han hechos pruebas tanto con el
método de falsa posicién como el método de Newton-Raphson pa-
ra el calculo de radios maximos y minimos. Se ha encontrado que,
aunque los detalles de la implementacion de cada método son distin-
tos, tanto el método de falsa posicién como el método de Newton-
Raphson tienen un desempeno muy similar, ocupando tipicamente
3 o 4 iteraciones para alcanzar la precisiéon deseada. Este procedi-
miento se repite cada vez que se requiere calcular el valor numérico
de los elementos orbitales a y e.

4.6. Analisis de frecuencias: indice de estabili-
dad

El uso de analisis de frecuencias como un indicador de la dinamica
es una de las aplicaciones mas comunes para el estudio de las diversas
instancias del problema de N cuerpos en el Sistema Solar [33, 34]. En
particular, para estudiar las propiedades de estabilidad del PR(4 +
1)BP en la region B(emsx), aplicamos un anélisis de frecuencias para
distinguir entre movimiento cuasiperiodico y caotico.

Tal como fue planteado por Benet y Jorba para el anillo F de
Saturno [2], definimos el indice de estabilidad Ay de una serie de
tiempo y como

Ay=2x | (4.10)

donde y # 0 y o, son, respectivamente, el promedio y la desviacion
estandar de x calculados a lo largo del intervalo completo que abarca
la serie de tiempo.

La idea basica de este tipo de andlisis es tomar dos muestras de
una érbita en intervalos disjuntos de tiempo. Si se obtienen las mis-
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mas frecuencias en ambos intervalos la 6rbita se considera regular;
de otra manera, se considera que esta es cadtica. Es decir, en térmi-
nos del indiceA y, para movimiento cuasiperiddico se tiene Ay = 0,
mientras que valores no nulos deA y indican un alejamiento respecto
del movimiento cuasiperiédico [22].

4.7. Pruebas preliminares

En esta seccién se presentan pruebas preliminares de la integra-
cion numérica del PABP que incluye a Urano, Cordelia, Ofelia y
Ariel. Los parametros de masas y los elementos orbitales son los lis-
tados en las tablas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5. Para realizar las pruebas
preliminares presentadas en esta seccion, el tiempo total de integra-
cién fue de 10T, que equivalen aproximadamente a 9,000 afios.

4.7.1. Variacion de los parametros orbitales de Urano,
Cordelia, Ofelia y Ariel

En las figuras 4.1a-4.3b se muestra la variacién, dentro de la
integracion numérica del P4BP, del semieje mayor y la excentricidad
de las érbitas de Cordelia, Ofelia y Ariel como funcién del tiempo.

Observamos que el semieje mayor y la excentricidad de Cordelia,
Ofelia y Ariel, oscilan con una amplitud bien definida alrededor de
un valor promedio, y que el valor promedio de cada elemento orbital,
para cada satélite considerado, es consistente, dentro de la incerti-
dumbre observacional, con el valor correspondiente reportado por la
NASA. Nétese la diferencia de escalas de la figura 4.3 respecto de
las figuras 4.1 y 4.2: la amplitud de la variacién en el semieje mayor
de Cordelia y Ofelia es del orden de 107%Ry, respecto de su valor
promedio, mientras que la variacién en el semieje mayor de Ariel es
del orden de 107 *° Ry,. Andlogamente, la amplitud de la variacién en
las excentricidades de Cordelia y Ofelia es de 107° (adimensional),
mientras que para Ariel es del orden de 107!, Interpretamos estos
resultados como variaciones causadas por las perturbaciones asocia-
das al achatamiento polar del planeta, asi como de la interaccién
gravitacional entre Cordelia, Ofelia y Ariel.

Esta diferencia en orden de magnitud en las variaciones es con-
sistente con el hecho de que en general, Cordelia y Ofelia sufren
perturbaciones mas fuertes que Ariel: por un lado, Cordelia y Ofe-
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lia perturban mutuamente sus érbitas en cada evento de conjuncién
entre ellas; y por otro lado, la perturbacion causada por el achata-
miento polar de Urano, es alrededor de 15 veces més tenue alrededor
de la érbita de Ariel, respecto de la intensidad de esta misma per-
turbacién en la regién de las érbitas de Cordelia y Ofelia.

En la tabla 4.6 se muestra una comparacién del valor promedio
de la variacion de cada uno de estos elementos orbitales respecto de
los valores mostrados en las tablas 4.2 y 4.3.

Tabla 4.6: Primera columna: Nombre del satélite. Segunda columna: Pardmetro orbi-
tal asociado a cada satélite. Tercera columna: Valores observados para cada elemento
orbital; tomados de las tablas 4.2 y 4.3. Cuarta columna: Valor promedio de los ele-
mentos orbitales durante la integracién numérica del P4BP, durante un tiempo de
integracién de 1 x 10"Tco ~ 9,000 afios.

Satélite | Parametro | Valor observado Valor prom}ec%io en la integracion
numérica del P4BP
Cordelia ZSO 0.1(533;6 0.86(9);12?49158
Ofelia Zgﬁ 0.26(1)832 0.3609193390978
Ariel o 000122 000123561
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Figura 4.1: P4BP: Gréfica de los elementos orbitales de Cordelia, aco y €co, como
funcién del tiempo. En esta serie de tiempo, el valor promedio del semieje mayor
y la excentricidad es aco =1.947 y éco =0.00027, lo cual es consistente, dentro de la
incertidumbre observacional, con los valores reportados por la NASA (véase tabla 4.2).
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Figura 4.2: P4BP: Grafica de los elementos orbitales de Ofelia, aar y €ar, como funcién
del tiempo. En esta serie de tiempo, el valor promedio del semieje mayor redondeado
es aof =2.104, lo cual es consistente con el valor reportado por la NASA (véase tabla
4.2). Por otra parte, el valor promedio de la es éor =0.00993, lo cual es consistente,
dentro de la incertidumbre observacional, con el valor reportado por la NASA (véase
tabla 4.3).
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Figura 4.3: PABP: Grafica de los elementos orbitales de Ariel, aay y ear, como funcién
del tiempo. En esta serie de tiempo, el valor promedio del semieje mayor redondeado
a tres cifras decimales es aa, =7.470, lo cual es consistente con el valor reportado por
la NASA (véase tabla 4.2). Por otro lado, el valor promedio de la excentricidad es
ear =0.00123, , lo cual es consistente, dentro de la incertidumbre observacional, con el
valor reportado por la NASA (véase tablas 4.3 y 4.6).
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4.7.2. Variacion de la energia y el momento angular del
P4BP como funcion del tiempo

A continuacién se presenta el estudio preliminar realizado de la
variacion relativa de la energia total del PABP como funcién del
tiempo. Para tal efecto, durante 1077, se monitorea la variacién
de la energia total del P4BP respecto de la energia inicial, como
funcién del tiempo. Para un paso de tiempo [ € IN dado, la variacién
absoluta y relativa (o error absoluto y relativo), respectivamente, de
la energia se define como

AE = B(t) — E(t) (4.11)
_AE, E(t) - E(tiy)
OB = = = B . (4.12)

En general la energia total del PNBP (incluyendo los términos
asociados al arménico zonal J,) estd dada por el valor numérico del
hamiltoniano 2.13:

N N
1 52 Gm,m Al
e =3 [ = 3 92 (14 )

r
j=1 i=1,i<j K J

(4.13)

Los resultados se muestran en la figura 4.4. Vemos que la variacién
relativa méaxima a lo largo de 1077, es ~ 4,000 - ey;. El valor inicial
de la energfa es Ey ~ —7.674x10 my, RE, /TZ, -

Anélogamente, estudiamos el momento angular total del P4BP.
El momento angular total del PNBP, en general estda dado por

N

N
LPNBP = (Z m]Fj X f;) Z= ij(wjyj - ijj) . (414)
j=1

Jj=1

Al graficar durante 1077, las variaciones del momento angular total
como funcién del tiempo, obtenemos la grafica mostrada en la figura
4.5. En este caso observamos que la variacién relativa maxima a lo
largo de 107T¢, es ~ 2,000-£y;. El valor inicial del momento angular
es Lo~ 1.157 x 10_4mUrR%r/TCO.

En la grafica de la variacion relativa de la energia se observa una
tendencia marginal hacia valores positivos, mientras que la grafi-
ca de la variacion relativa del momento angular presenta una ten-
dencia hacia valores negativos. Sin embargo, esta tendencia puede
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entenderse si se interpretan ambas graficas como comportamientos
semejantes a los generados por caminatas aleatorias. En el siguiente
capitulo se analiza esta interpretacion.

5000-macheps

4000-macheps

f
3000-macheps Wf
2000-macheps R | .U:

(E(t) — Eo)/Eo

1000-macheps

&_x

-1000-macheps

2-106 4-10° 6-10 8-10 1-107
t/Tco

Figura 4.4: Gréfica de la variacién relativa de la energia del problema de 4 cuerpos
en el plano (ecuacién 2.13) como funcién del tiempo. Los cuerpos incluidos en este
sistema son: Urano, Cordelia, Ofelia y Ariel. El valor inicial de la energia es Fo ~
—7.674x10"%muy,R%, /Té, . La variacién absoluta de la energia genera una gréfica
idéntica a esta, multiplicada por el factor Ep.

1000-macheps

Wy
‘x

(L(t) = Lo)/ Lo

-1000-macheps | 5 'Vi 4‘

-2000-macheps

-3000-macheps ~ -
0 2-106 4-10° 6-10 8-10 1-107

t/Teco

Figura 4.5: Gréfica de la variacién relativa del momento angular del P4ABP como fun-
cién del tiempo. Los cuerpos incluidos en este sistema son: Urano, Cordelia, Ofelia y
Ariel. El valor inicial del momento angular es Lo ~1.157 ><1074mUrR%r/TCO. La va-
riacién absoluta del momento angular genera una grafica idéntica a esta, multiplicada
por el factor Lo.
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Resultados

5.1. Distribucién del error de la energia del
PR(4 + 1)BP en la regiéon B(emax)

En esta seccion se presentan los resultados del error absoluto de
la energia del P4BP asociado al PR(4 + 1)BP respecto del valor
inicial de la energia Fj al integrar durante 5 x 1057, ~50,000 con-
diciones iniciales tomadas al azar (dsitribucién uniforme) dentro del
conjunto B(emsx = 0.04) C ©. En la figura 5.1 se muestran graficas
con histogramas de la distribuciéon del error en la energia. En am-
bas figuras, el color rojo, anaranjado, verde, azul y lila representan,
respectivamente, el error en la energia a un tiempo de 5 x 10T,
1 X 10%T¢o, 5 X 10°Tq,, 1 x 10T, vy 5 x 105T¢,. Si se ajusta una
distribucién gaussiana

2
n(z;v,o) = 217m exp {—%} (5.1)
a cada una de estas curvas y se interpreta la sucesion de diferencias
relativas 0 ) = (E(t;) — E(t;-1))/Ep para una condicién inicial dada
como una caminata aleatoria, entonces la desviacién estandar o de
estas distribuciones se relaciona con el tiempo de integracion ¢ y el
coeficiente de difusién D de la caminata mediante

(o) =Dt | (5.2)

obteniendo un valor de Dy = 1.914 - ey ~ 4.251 x 1076 para el
coeficiente de difusiéon. Con base en estos resultados, se concluye
que el error en el valor numérico en la energia se debe al redondeo

49
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de la aritmética de punto flotante en la tultima cifra significativa:
es decir, que el método de Taylor implementado en este trabajo es
capaz de alcanzar una precisiéon comparable al épsilon de la maquina
(em ~ 2.22e-16) para el tipo de dato double en el lenguaje C++ [9].

7000 7000
6000 6000
5000 5000
5 4000 5 4000
= =
S S
) )
< 3000 fl < 3000
2000 2000
1000 il 1000
0 0
~15000 —10000 —5000 0 5000 10000 15000 ~15000 —10000 —5000 0 5000 10000 15000
(6E1/ Eo)/em (6E1/ Eo)/em
(a) (b)

Figura 5.1: PR(4 + 1)BP: Histograma de la distribucién de error en la energia para
distintos tiempos de integraciéon. En la figura los colores rojo, anaranjado, verde, azul
y lila representan, respectivamente, el error a un tiempo de 5 x 10*Tc,, 1 X 10°Tco, 5 X
105Tco, 1 X 10%Tco ¥ 5 x 10°Tco. Los datos mostrados en ambos incisos de la figura son
los mismos, cambiando solamente el orden de la superposicién de los distintos colores.
Interpretando la sucesién de errores relativos en la energia, 6 E; = (E(t;)— E(ti—1))/Eo,
como una caminata aleatoria, y ajustando una distribucién gaussiana a cada una de
ellas, obtenemos un coeficiente de difusién Dg = 1.914- ey ~ 4.251 x 1076, donde em
es el épsilon de la maquina para tipo de dato double en el lenguaje de programacién
C++.

5.2. Distribucion de los tiempos de colisién en
el PR(4+ 1)BP en la regién B(emax)

Consideramos ahora brevemente la distribucion de los tiempos de
colision y de escape para el mismo conjunto de condiciones iniciales
de la seccién anterior (i.e. ~80,000 condiciones iniciales dentro de la
region B(emax = 0.04)). Al tomar en cuenta el criterio de colisiones
descrito en la seccion 4.4 obtenemos el histograma mostrado en la
figura 5.2.
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Figura 5.2: Histograma de la distribucién de los tiempos de escape de la regién
B(emasx)- El criterio de escape es el descrito en la seccién 4.4.

En ella se observan dos picos pronunciados alrededor de t = 10~ T,
y t = T, asociados principalmente a escape de la region entre las
lunas pastoras, después de lo cual disminuyen para posteriormente
aumentar hasta alcanzar un pico alrededor de log,,(t/Tc,) = 3.3.
Este pico, asi como el resto de las condiciones iniciales de escape
a la derecha del mismo, esta asociado a eventos de colisién con las
pastoras. Después de este pico la frecuencia de colisiones decae y
alcanza un estado practicamente constante. También se observa que
las colisiones continian consistentemente hasta un corte en la grafica
alrededor de log((t/Tc,) = 6.7, el cual indica el tiempo maximo de
integracién de las condiciones iniciales, t = 5 x 10T¢,. Cerca de este
corte se observa una ligera pendiente positiva, pero para observar la
evolucion de esta tendencia, hace falta realizar integraciones hasta
al menos 1087 ¢,.

5.3. Anélisis de frecuencias del PR(4 + 1)BP en
la region B(emax)

Se calcul6 el indice de estabilidad 4.10 asociado al promedio del
semieje mayor de cada dérbita durante 200 revoluciones de Cordelia
alrededor de Urano; esta es una medida de las excursiones radiales
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realizadas por cada particula de prueba [2]. En las figuras 5.3a y 5.3b
se muestra el indice de estabilidad del semieje mayor,A a, calculado
en la regién B(emsx = 0.04) para ~80,000 condiciones iniciales y
proyectado sobre el plano® , x ©,.. El cédigo de colores corresponde
a los valores de log;y,(Aa), como se indica al costado derecho de las
graficas. El tiempo de integracién en la figura 5.3a es de 5 x 10T,
mientras que en la figura 5.3b es de 5 x 1057¢,. Aqui se observa cémo
las érbitas de confinamiento (i.e., que no tienen eventos de colisién)
forman una region triangular, mientras que los eventos de colisién
y escape en la region entre las pastoras “erosionan” los bordes de
esta regién triangular, conforme aumenta el tiempo total de inte-
gracion. Notamos también que en los “vértices” de este triangulo a
medida que pasa el tiempo se observan condiciones iniciales que van
aumentando su indice de estabilidadA a, sin escapar.

Analogamente, en las figuras 5.4a y 5.4b se muestra el indice de
estabilidad asociado a la excentricidad,A e, calculado en la misma
regién B(emsx = 0.04) y proyectado sobre el plano® , x ©.. Nueva-
mente, el tiempo de integracién en la figura 5.4a es de 5 x 10*T¢y;
mientras que en la figura 5.4b es de 5 x 10T,

En la region triangular se observa céomo la inestabilidad en el
coeficienteA e es mayor sobre las “aristas” de la regién triangular,
mientras que las zonas de alta estabilidad se concentran en una
“mancha” en el interior de esta region.

Por otro lado, en la figura 5.5 se muestran los histogramas de la
distribucién de valores de log,,(Aa) correspondientes a las figuras
5.3a (5.5a) y 5.3b (5.5b), respectivamente. Aqui se puede observar
la “erosién” causada por las lunas pastoras (Cordelia y Ofelia) y
Ariel, que ocasiona eventos de colision y escape de la regién prin-
cipalmente en el intervalo log,,(Aa) > —7.0, mientras que para
log,o(Aa) < —7.0 la distribucién de log;,(Aa) permanece préctica-
mente sin cambios.

Asimismo, en la figura 5.6 se muestra la distribucién en log;,(Ae)
correspondientes a los datos de las figuras 5.4a (5.6a) y 5.4b (5.6b),
respectivamente. Nétese el pico alrededor de logio(Ae) ~ —3.5 en la
figura 5.6a. Conforme transcurre el tiempo de integracién, este pico
se “erosiona’, dando lugar a mayores variaciones en la excentricidad.
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Figura 5.3: PR(4 + 1)BP: Grafica de logi0(Aa) para condiciones iniciales de confi-
namiento tomadas aleatoriamente en la regién B(emsx = 0.04), proyectada sobre el
plano® , x O, integradas durante 5 x 10*Tc, (5.3a) y 5 x 10°Tc, (5.3b).
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Figura 5.4: PR(4 + 1)BP: Grafica de logi0(Ae) para condiciones iniciales de confi-
namiento tomadas aleatoriamente en la regién B(emax = 0.04), proyectada sobre el
plano® , x O, integradas durante 5 x 10*Tc, (5.4a) y 5 x 1097, (5.4Db).
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Figura 5.5: Histograma de la distribucién de logio(Aa). En (a) el tiempo de integra-
cién es de 5 x 10*Tc, y los datos corresponden a los mostrados en la figura 5.3a. En

(b) el tiempo de integracién es de 5 x 10°T,, correspondiente a los datos mostrados
en la figura 5.3b.

2000

2000
1500 1500
g 4
= 1000 = 1000
€ €
500 500
0 - 0
-0 -9 -8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 -0 -9 8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1
logyo(Ae) log;o(Ae)
4
(a) 5 x 10*Tc, (b) 5 x 105T¢,

Figura 5.6: Histograma de la distribucién de logio(Ae). En (a) el tiempo de integracién
es de 5 x 10*Teo y los datos corresponden a los mostrados en la figura 5.4a. En (b) el

tiempo de integracién es de 5 x 105Tc,, correspondiente a los datos mostrados en la
figura 5.4b.

A diferencia de los resultados obtenidos por Benet y Jorba para
el anillo F de Saturno, mientras que en la figura 5.3b se observan
zonas de lineas verticales de condiciones iniciales con log;,(Aa) <
—8.0, estas lineas no estan claramente separadas del resto de las
orbitas. Mas ain, en la figura 5.5 no hay un hueco en la distribucién
de log;y(Aa) que permita separar las condiciones iniciales en dos
escalas bien definidas. Sin embargo, en la figura 5.5b observamos que
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la distribucién de log;,(Aa) permanece précticamente sin cambios
para log;,(Aa) < —7.0. Esto parece indicar que el mecanismo de
“erosion” (i.e., inestabilidad) que se busca en este tipo de modelos
(i.e., PR(N + 1)BP) parece ser lento para el anillo € de Urano, en
comparacion con la velocidad de erosiéon que se obtiene para el anillo
F de Saturno [2].

Por lo tanto, proponemos que las particulas de prueba que des-
pués de 5 x 10°T¢, cumplen con la condicién log;y(Aa) > —7.0,
son particulas que estan realizando —muy lentamente— excursiones
radiales cada vez mayores, hasta que eventualmente colisionan con
una de las lunas pastoras. En particular, proponemos filtrar las érbi-
tas que cumplen la condicién log,o(Aa) < —7.0 hasta 5 x 10T, y
estudiar las propiedades de este subconjunto de érbitas.

Entonces, para los datos mostrados en la figura 5.5 introducimos
a fortiori el filtro log,o(Aa) < —7.0 (i.e.,A a < 1077), obteniendo
los resultados mostrados en la figura 5.7. En ella se puede observar
las érbitas més “estables” respecto al indiceA a. En la siguiente sec-
cion se presenta el anillo generado por las particulas que satisfacen
la condicién de filtrado, asi como los elementos orbitales asociados
al mismo. Finalmente, se hace una comparacién con el anillo € de
Urano.

0.4
0.5
0.3
0025 +
~ 0.2
0.015
ool

0[5

e 1.975 20 203 2058 2075 oy

Figura 5.7: Grafica de log;,(Aa) en el plano ©, X 6. usando el filtrado log;,(Aa) <
—17.0.
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5.4. Anillos planetarios

Figura 5.8: Visualizacién sobre el plano ecuatorial de Urano del anillo generado
al graficar las posiciones, después de 5 x 10T, de las érbitas en la figura
5.7. Se muestra esquematicamente Urano al centro, asi como Cordelia y Ofelia,
ubicadas al interior y exterior del anillo, respectivamente. Las unidades de los
ejes x y y corresponden al radio medio de Urano, Ry;.

Al graficar en el espacio de configuracion las érbitas que satisfa-
cen el filtro log,q(Aa) < —7.0, obtenemos el anillo mostrado en las
figuras 5.8, 5.9 y 5.10. Considérese, en particular, la figura 5.10. El
anillo mostrado en esta figura (color rojo) es claramente delgado (el
ancho calculado es ~ 0.07 Ry, = 1,800km), casi circular (e = 0.0002)
y con bordes muy bien definidos. En color azul se muestra el ajus-
te de estos datos a una elipse kepleriana. Los elementos orbitales
asociados a esta elipse kepleriana son a = 2.009Ry,, e = 0.0002.
La linea negra en la parte inferior de la grafica representa el anillo
A, cuyos elementos orbitales son ay = 1.957, €,=0.0, y con un an-
cho reportado ~ 107# Ry, = 2km. Por otra parte, en color negro se
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muestran las lunas pastoras, Cordelia y Ofelia (los didmetros mos-
trados no estén a escala). Las tres lineas onduladas representan la
elipse kepleriana asociada al anillo €, asi como el ancho promedio del
mismo. El valor reportado por la NASA para el semieje mayor del
anillo € es a, = 2.006 Ry, con un ancho ~ 0.002Ry, = 60km; para
la excentricidad e, = 0.0079 [30]. Para el anillo A los valores repor-
tados son a. = 1.957TRy, y ey = 0 [48, 19]. La diferencia porcentual
entre estos valores reportados y los valores calculados es de 0.14 %
para el semieje mayor y del 97% para la excentricidad. Es decir,
que si bien el valor obtenido para la excentricidad no es consistente
con las observaciones, vemos que en el contexto de este modelo, al
realizar el filtrado mencionado anteriormente, se obtiene un valor en
el semieje mayor cercano para los valores reportados.

Figura 5.9: Visualizacién sobre el plano ecuatorial de Urano del anillo generado
al graficar las posiciones, después de 5 x 1067, de las 6rbitas en la figura 5.7. Se
muestra esquematicamente Urano al centro, y la posicion de Ariel en su orbita
alrededor de Urano, asi como Cordelia y Ofelia, ubicadas al interior y exterior
del anillo, respectivamente. Las unidades de los ejes x y y corresponden al radio
medio de Urano, Ryy.
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Ahora, es importante enfatizar que esta prueba de consistencia
a posteriori del filtro log,,(Aa) < —7.0 no es una demostracién de
la consistencia dinamica del filtrado. La tinica manera de demostrar
la consistencia de este filtro es realizar integraciones numéricas mas
largas, de hasta 5 x 10”7, o incluso 1 x 1087¢,, para probar si las
particulas filtradas realmente escapan de la regién entre Cordelia y
Ofelia [2].

2.1

Ofelia

2.05 |

1 ac(1+e)
Q¢ PR(4+1)BP

r/Rur
[\

a
1.95 A

Cordelia o

1.9

-7 —7/2 0 /2 T
¢

Figura 5.10: Visualizacién en coordenadas polares de las posiciones a 5 X 10%7T¢, de las
6rbitas en la figura 5.7. En color rojo se muestra la posicién de las particulas de prueba
que a 5x 10°T, cumplen la condicién de filtrado log,,(Aa) < —7.0. El ancho del anillo
graficado es ~ 0.07Ryr = 1,800km. En color azul se muestra un ajuste del conjunto de
datos a una elipse kepleriana; los elementos orbitales asociados a esta elipse kepleriana
son a = 2.009Ry,, e = 0.0002. La linea negra cerca al inferior de la grafica representa
el anillo A, cuyos elementos orbitales son ayx = 1.957Ruy,, ex=0.0, y con un ancho
reportado ~ 10"*Ry, = 2km. Por otra parte, en color negro se muestran las lunas
pastoras, Cordelia y Ofelia (los didmetros mostrados no estdn a escala). Las tres lineas
onduladas representan la elipse kepleriana asociada al anillo €, con a. = 2.006 Ry, y
e = 0.0079, asi como el ancho promedio del mismo (~ 0.002Ry, = 60km).
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Capitulo 6

Discusion y conclusiones

En esta tesis, se introdujo un modelo basado en el PR(4 + 1)BP
para el anillo € de Urano, el cual incluye a Urano, Cordelia, Ofelia
y Ariel; modelados como particulas masivas y puntuales, incluyen-
do una correccion dipolar para el potencial gravitacional de Urano
asociada al arménico zonal J,, proporcional a 1/r3, debido al acha-
tamiento polar del mismo, asi como un conjunto de particulas de
prueba en la regién entre Cordelia y Ofelia; bajo el efecto de la
atraccion gravitacional de los primeros cuatro cuerpos masivos.

Después de realizar integraciones numéricas de alta precisién has-
ta 5 x 1057T¢, (i.e., integraciones en las cuales la diferencia relativa
en la energia entre dos pasos sucesivos de integracién es compara-
ble al épsilon de la méquina, ey) utilizando el método de Taylor,
considerando eventos de colision y escape de la region considerada,
encontramos un subconjunto extenso de condiciones iniciales que
generan Orbitas de confinamiento dentro del conjunto B(ensy) has-
ta 5 x 10%T¢,. Para estas érbitas de confinamiento realizamos un
analisis de frecuencias calculando el indice de estabilidad asociado
al promedio del semieje mayor de la orbita durante 200 periodos
de Cordelia. A diferencia del modelo equivalente para el anillo F
de Saturno [2], para el anillo ¢ de Urano no encontramos dos picos
localizados y bien separados en la distribucion de log,,(Aa) que per-
mitan justificar la introducciéon de un filtro en términos del indice
Aa.

Se propuso argumentar que las condiciones iniciales con valo-
res mayores deA a son las que eventualmente escapan de la regién
entre Cordelia y Ofelia, y al introducir a fortiori un filtro de las
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condiciones iniciales de confinamiento de acuerdo con la condicién
log,o(Aa) < —7.0 obtenemos un anillo casi circular, delgado, y con
bordes bien definidos con un semieje mayor consistente con el ob-
servado para el anillo € de Urano. Por otro lado, el ancho del anillo
excede por un factor &~ 10 los datos observacionales; mientras que la
excentricidad es menor por un factor ~ 40 respecto del valor obser-
vado para el anillo €, dando lugar a un anillo con una excentricidad
practicamente nula.

Se enfatizé que la prueba de consistencia a posteriori del filtro
log,o(Aa) < —7.0 no es una demostracién de la validez del mismo,
sino que debe ser validado por integraciones de hasta 5 x 10"T¢, o
1 x 10%T¢, inclusive, para probar si las particulas filtradas realmen-
te escapan de la region entre Cordelia y Ofelia. Las integraciones
numeéricas hasta estos tiempos, con el equipo de cémputo utilizado,
tardarian alrededor de un dia para integrar la érbita de una sola
condicion inicial.

Surge la pregunta de cudles son las diferencias entre el anillo
¢ de Urano y el anillo F' de Saturno en el contexto del PR(4 +
1)BP. Por un lado, Ariel es la luna més masiva de Urano que ejerce
mayor fuerza gravitacional en promedio en la regién del anillo e.
Esta eleccion es equivalente a la inclusién de Titan para el modelo
basado en el PR(4 + 1)BP del anillo F. Sin embargo, si se calcula la
fuerza promedio de atraccién gravitacional de Ariel en la regién del
anillo € relativa a la fuerza de Urano en la misma zona, encontramos
Far/Fur ~ 1.39-107% mientras que para Saturno, Titan y el anillo F
tenemos Fr;/Fs, ~ 3.32-1075. Estos cocientes son una medida de la
intensidad de la perturbacién respecto del movimiento kepleriano de
una particula de prueba por efecto del planeta, por lo cual podemos
decir que una particula de prueba es perturbada con el doble de
intensidad respecto de su movimiento kepleriano en la region del
anillo F por efecto de Titan comparada con una particula de prueba
en la regién del anillo € por efecto de Ariel. Por otro lado, si bien Ariel
es la segunda luna con mayor excentricidad en el sistema uraniano,
la excentricidad de Titan es mayor por un factor ~ 8 comparada con
la excentricidad de Ariel. Por lo tanto, una particula de prueba en
la region del anillo F sufrird excitaciones en sus elementos orbitales
con mayor intensidad por efecto de Titan respecto de una particula
en la regiéon del anillo € respecto de Ariel.

Para el anillo F de Saturno, Benet y Jorba proponen la existencia
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de barreras de transporte que atrapan y confinan las particulas del
anillo, y sugieren que el mecanismo que explica dindmicamente el
confinamiento del anillo F' de Saturno es originado por estructuras
invariantes presentes en esa regién [2]. Sin embargo, ain tomando
en cuenta que las integraciones numéricas realizadas en este trabajo
son un poco mas largas que en el trabajo citado para el anillo F, no
hay evidencia concluyente que permita proponer la existencia de este
mecanismo para el anillo € de Urano en el contexto de este modelo,
al menos hasta 5 x 1057,. Asi, concluimos que el filtro de particulas
debe ser validado por integraciones a tiempos atin mas largos que 5 x
10T, antes de afirmar que este modelo puede ayudar a comprender
el mecanismo de confinamiento y las propiedades geométricas del
anillo € en Urano.

Quedan varias preguntas por contestar respecto de los alcances
de este modelo para el anillo € de Urano. Por ejemplo, podrian com-
pararse estos resultados con aquellos de un modelo del problema
restringido de ocho cuerpos en el plano, el PR(7+1)BP, que inclu-
ya a las lunas principales de Urano: Titania, Miranda y Umbriel,
ademas de Ariel, Cordelia y Ofelia. Otra pregunta es qué sucede
al realizar simulaciones numéricas del PR(4 + 1)BP hasta 10"T¢, o
inclusive 1087, periodos de Cordelia para 10® o mds condiciones
iniciales dentro de la regién B(emsx = 0.04), o bien, considerar el
movimiento del problema restringido en tres dimensiones, para real-
mente conocer las estructuras invariantes presentes dentro de esta
region que dan lugar a orbitas de confinamiento.

Después de mas de 400 anos desde su descubrimiento, muchas
preguntas acerca de la formacion y dindamica de los anillos planeta-
rios permanecen sin respuesta [43].
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Apéndice A

(Generacion de clusters
HPC

Para realizar estas simulaciones numéricas se utiliz6 el EC2 (por
sus siglas en inglés, Flastic Compute Cloud) de AWS (Amazon Web
Services). La implementacion del EC2 de Amazon estd basada en
Xen, un estandar de cédigo abierto para la creacién de maquinas
virtuales. Una de las cualidades de Xen es que soporta la tecno-
logia de multi-hilado simultaneo de Intel, denominada HyperTh-
reading. De acuerdo con los desarrolladores del proyecto Xen, la
tecnologia HyperThreading permite al procesador ejecutar las ins-
trucciones provenientes de un hilo de procesamiento mientras espera
por una lectura de memoria para otro hilo de procesamiento, apro-
vechando asi los recursos del procesador durante un tiempo que de
otra manera seria tiempo de espera. Asi, en promedio la velocidad
de ejecucion de procesos en paralelo aumenta, no obstante que am-
bos hilos estan compartiendo los recursos del procesador. Los hilos
de ejecucion operando de esta manera se conocen como hiper-hilos
(en inglés, hyperthreads); y en la nomenclatura del EC2 de Amazon
a estos hiper-hilos se les denomina procesadores virtuales o vCPU,
por sus siglas en inglés, virtual CPU. En particular, Xen permite
crear, a partir de un mismo procesador fisico, maquinas virtuales
con un distinto nimero de vCPUs; sin embargo, las instancias de
maquinas virtuales del EC2 de Amazon cuentan con una razon fi-
ja de vCPUs por nucleos logicos del CPU fisico la cual no puede
ser modificada por el usuario para una instancia dada de un tipo
especifico de maquina virtual.
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Utilizando la herramienta MIT-Starcluster especializada para el
EC2 de AWS (la cual incluye la instalacién del sistema Sun Grid
Engine para la ejecucion en paralelo de programas mediante el pro-
tocolo MPI), se generé un cluster con 20 nodos de procesamiento.
Cada uno de estos nodos cuenta con un procesador Intel Xeon E5-
2680 v2 (Ivy Bridge) de 20 ntcleos, a una velocidad de 2.8GHz. En
la nomenclatura del EC2 de AWS este tipo de instancia correspon-
de al tipo ¢3.8xlarge. Asi, se generd un cluster de (20 nodos)x (32
vCPU)=640 procesadores efectivos, especializado en HPC (en inglés,
High Performance Computing) para realizar las simulaciones numéri-
cas descritas en el texto. Para informacion mas detallada acerca de
EC2 de AWS, Xen, y la herramienta Starcluster de MIT, puede
accederse a los siguientes sitios:

http://wiki.xenproject.org/wiki/Hyperthreading

https://aws.amazon.com/ec2/

https://aws.amazon.com/ec2/instance-types/

http://star.mit.edu/cluster/
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