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FÍSICO

PRESENTA:

ANGEL DOMINGO GALLEGOS PAZOS

DIRECTOR DE TESIS:

DR. CARLOS MÁLAGA IGUIÑIZ
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3. Datos del sinodal 1

Dr. Arturo Olvera Chávez
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Introducción

El flujo convectivo es uno de los principales mecanismos de transporte
de enerǵıa y masa. En particular, el flujo producido por un gradiente de
temperatura en presencia de un campo gravitacional (convección natural)
resulta de gran relevancia en la naturaleza y en aplicaciones de tipo indus-
trial. Ejemplos en la naturaleza son la dinámica de los océanos, la atmósfera
y en el interior de estrellas y planetas.

La idea de convección ha estado presente por lo menos desde 1870 cuando
el Conde Rumford introdujo la idea del proceso como hoy la entendemos;
sin embargo, fue hasta 1900 cuando tomó mayor relevancia en la comunidad
cient́ıfica gracias a los experimentos realizados por H. Bénard [1].

Dichos experimentos consist́ıan en someter una capa de fluido a un gra-
diente de temperatura en sentido opuesto a la fuerza gravitacional terrestre.
La capa de fluido se encontraba en un recipiente rectangular cuyo lado pa-
ralelo al campo gravitacional era mucho menor a los lados perpendiculares,
la placa inferior del recipiente se calentaba mientras que la placa superior se
encontraba abierta a la atmósfera para de esta forma generar el gradiente de
temperatura, ver figura 1. La capa de fluido se encontraba inicialmente en
equilibrio hidrostático y Bénard observó que a partir de cierto gradiente de
temperatura se romṕıa el equilibrio y se generaba un flujo. Este flujo era es-
tacionario y en él se presentaban patrones celulares hexagonales [1][pág.11].
El entendimiento de la formación de estos patrones (celdas convectivas de
Benárd) motivó el estudio teórico de la convección.

Los experimentos de Bénard pueden entenderse con el problema de con-
vección natural para un fluido entre dos placas paralelas perpendiculares al
campo gravitacional. Las placas se encuentran a una temperatura constante,
donde la placa inferior está a una temperatura mayor que la superior.

1



2 INTRODUCCIÓN

Figura 1: Geometŕıa del problema de convección estudiado por H. Bénard

En 1916 Lord Rayleigh estableció las bases teóricas para el entendimiento
de la inestabilidad hidrostática exhibida en los experimentos de Bénard con
base en el problema anterior, es importante destacar que Rayleigh trabajo
con dos fronteras cerradas y no con una abierta y una cerrada como lo
hizo Bénard. Rayleigh caracterizó la transición de un estado de equilibrio
hidrostático a uno de flujo estacionario mediante un número adimensional,
que hoy conocemos como número de Rayleigh, definido como

Ra ≡ gβ∆TL3

να
,

donde g es la aceleración debida a la gravedad, β es el coeficiente de expan-
sión térmica, ∆T es la diferencia de temperatura entre la placa superior e
inferior, L es el grosor de la capa de fluido, ν es la viscosidad cinemática y
α la difusividad térmica. Rayleigh mostró que una vez sobrepasado un valor
cŕıtico de Ra (Rac) el sistema se vuelve hidrostáticamente inestable y se
genera un flujo.

La introducción del número de Rayleigh permitió separar al sistema en
dos reǵımenes; el primero para Ra < Rac donde hay equilibrio hidrostático
y únicamente se presenta transferencia de enerǵıa por conducción debido a
la diferencia de temperatura entre las placas. Y el segundo, para Ra > Rac,
en el cual existe un flujo y el principal mecanismo de transporte de enerǵıa
es la convección, que incluye el transporte por movimiento de los elementos
de fluido. Es decir, Rac determina la inestabilidad hidrostática y el cambio
en la forma de transferencia de enerǵıa.
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Como la transición de un régimen a otro da lugar a un cambio en la
forma de transporte se puede caracterizar el sistema a través de la medición
del flujo de enerǵıa a través de las placas. Para realizar esta caracterización
se utiliza un número adimensional conocido como número de Nusselt, dado
por

Nu ≡ L

Ak∆T

∫
A

−k∂T
∂n

dA,

donde A es el área de la superficie por la cual se calcula el flujo, k es la
conductividad térmica del fluido, T es el campo de temperatura y n es la
normal a la superficie donde se calcula el flujo. Este número corresponde al
flujo caracteŕıstico adimensional en la superficie [2]. Usualmente se calcula
Nu midiendo el flujo de enerǵıa sobre la placa inferior.

En el problema de las dos placas paralelas, cuando el sistema se encuen-
tra en el régimen conductivo, Nu es constante e igual a la unidad para todo
Ra < Rac. Sin embargo para Ra > Rac el número de Nusselt deja de ser
constante y depende del número de Rayleigh. Esto indica que Nu será el
parámetro de orden asociado a la transición de un estado conductivo a un
estado convectivo [1][pág.69].

El estudio de los patrones de flujo y de la relación entre Nu y Ra, aśı co-
mo la determinación de Rac en el sistema basado en los experimentos de
Bénard y estudiado teóricamente por Rayleigh, es conocido en la literatura
como convección de Rayleigh-Bénard [3]. Desde la formulación de la convec-
ción de Rayleigh-Bénard han existido diversas extensiones a este fenómeno
ya sea mediante el cambio de la geometŕıa, la introducción de rotación e
inclinación, fenómenos magnéticos y eléctricos, tensión superficial, etc [3].

En el presente trabajo se reporta el estudio numérico de una variación al
problema clásico de Rayleigh-Bénard. Esta variación consiste en cambiar la
geometŕıa plana por la geometŕıa esférica mostrada en la figura 2. Hay que
mencionar que ocasionalmente al estudiar convección natural en geometŕıas
no planas se redefine al número de Nusselt de forma que represente al co-
ciente entre los flujos de enerǵıa para el problema de convección y para el
problema de conducción en ausencia del campo gravitacional, sin embargo
en el presente trabajo se utilizará la forma presentada anteriormente [4].
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Figura 2: Geometŕıa del problema de convección estudiado.

Este sistema corresponde a un fluido contenido dentro de dos esferas
concéntricas con temperaturas constantes Te y Ti correspondientes a la es-
fera exterior e interior respectivamente, en donde Te < Ti.

A diferencia del caso clásico de Rayleigh-Bénard, para una geometŕıa
esférica no existe un estado hidrostático y por lo tanto no existe un régimen
puramente conductivo. El estado hidrostático no puede obtenerse ya que las
curvas isotermas correspondientes deben ser horizontales debido al campo
gravitacional, por lo que no podrán satisfacer las condiciones de frontera en
las esferas [5]. Lo que quiere decir que, al introducir la geometŕıa esférica
no existirá una inestabilidad hidrostática ya que siempre habrá movimien-
to. Esto hace que el problema a estudiarse sea conceptualmente diferente,
sin embargo aún será posible caracterizar las transiciones entre diferentes
estados convectivos mediante el número de Rayleigh y el número de Nusselt
[2].
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Es importante mencionar que la geometŕıa esférica del problema pue-
de ser de interés dentro de la industria. La convección en esta geometŕıa
es de interés para los diseñadores de equipo microelectrónico ya que para
proteger equipo electrónico del ambiente, como polvo o humedad, es nece-
sario colocarlos dentro de un contenedor cerrado y es importante conocer la
forma del transporte de enerǵıa dentro de los contenedores. El contenedor
doblemente conectado más sencillo es el sistema de dos esferas concéntricas
por lo que una vez entendido y modelado adecuadamente se puede dar el
paso a geometŕıas más complejas que permitan mejorar el diseño de equipo
microelectrónico [2].

El presente trabajo se encuentra dividido en cuatro caṕıtulos. En el
caṕıtulo 1 se discuten las ecuaciones de movimiento para el campo de velo-
cidad, temperatura y presión de un fluido Newtoniano bajo la aproximación
de Oberbeck-Boussinesq. Esta aproximación es el modelo más sencillo en el
cual se presenta el fenómeno de la convección y corresponde a un fluido
térmicamente compresible pero mecánicamente incompresible. Es relevante
discutir la aproximación de Oberbeck-Boussinesq ya que el método numérico
que se usó aproxima estas ecuaciones.

En el caṕıtulo 2 se presenta el método numérico térmico de Boltzmann en
redes. Este método aproxima indirectamente las ecuaciones de movimiento
introducidas en el caṕıtul 1, por lo que se utilizaron para simular la convec-
ción natural en la geometŕıa esférica ya mencionada bajo la aproximación
de Oberbeck-Boussinesq. A partir del método numérico es posible obtener
los campos de velocidad y temperatura para el espacio tridimensional del
sistema.

En el caṕıtulo 3 se muestra la metodoloǵıa seguida para ajustar los
parámetros libres presentes en el método numérico cuando se busca que el
fluido dentro de las esferas represente al aire. La relación obtenida entre
Nu y Ra es comparada con los resultados experimentales de Teertstra et
al. [2]. También se presentan las ĺıneas de corriente y las curvas isotermas
obtenidas de las simulaciones para las diferentes zonas convectivas observa-
das. Es importante mencionar que para simular un sistema tridimensional
discretizado, se suele necesitar una gran cantidad de nodos, por lo que las
simulaciones se realizaron en paralelo utilizando tarjetas gráficas NVIDIA c©

para reducir los tiempos de cálculo.
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Para finalizar, en el caṕıtulo 4 se discuten los resultados experimentales
y su relación con los mecanismos de transporte de enerǵıa. Adicionalmente
se proponen nuevos estudios basados en las experiencias del trabajo de tesis.



Caṕıtulo 1

Modelo de
Oberbeck-Boussinesq

En este caṕıtulo se discute el modelo de Oberbeck-Boussinesq, usualmen-
te introducido como una aproximación a las ecuaciones de Navier-Stokes a
pesar de que su derivación es todav́ıa tema de debate [6, 7]. Se introducen
las ecuaciones de balance para un fluido y posteriormente se muestran algu-
nas derivaciones propuestas para obtener el modelo de Oberbeck-Boussinesq
como una aproximación de las ecuaciones de Navier-Stokes.

1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Para describir la dinámica de un fluido es necesario hacer uso de las
ecuaciones diferenciales de balance de momento, balance de enerǵıa interna
y conservación de masa [6][págs.7-13]. Dichas ecuaciones son

Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0, (1.1)

ρ
Dv

Dt
−∇ · τ = fb, (1.2)

ρ
Duint

Dt
+ ∇ · Ju = τ : e, (1.3)

7



8 CAPÍTULO 1. MODELO DE OBERBECK-BOUSSINESQ

donde

D

Dt
=

∂

∂t
+ v ·∇, e =

1

2

(
∇v + ∇vT

)
. (1.4)

En las ecuaciones anteriores ρ representa la densidad de masa, v el cam-
po de velocidades, τ el tensor de esfuerzos, fb la densidad fuerza de cuerpo
(fb = −ρgêz en el caso de convección natural), uint la enerǵıa interna por
unidad de masa y Ju el flujo de enerǵıa interna.

Para que exista balance de momento angular dentro del fluido se requiere
que el tensor de esfuerzos sea simétrico [5][págs.142-144]. Debido a esto es
posible descomponerlo de forma única en una parte isotópica y una parte
libre de traza como

τ = −pmI + d, (1.5)

donde

pm ≡ −
1

3
Tr(τ ). (1.6)

En esta descomposición d es conocido como tensor deviatórico y pm como
la presión mecánica.

Para especificar el tipo de fluido a tratar hay que definir relaciones cons-
titutivas, es decir especificar d, pm y Ju. El modelo constitutivo Newto-
nianoes el más sencillo y ĺıquidos convencionales como agua o aire están
correctamente descritos por él. Las relaciones constitutivas dentro de este
modelo son

d = 2µ

[
e− 1

3
(∇ · v ) I

]
, (1.7)

pm = p− ζ (∇ · v) , (1.8)

Ju = −λ∇T. (1.9)
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donde µ es llamada la viscosidad dinámica, ζ la viscosidad volumétrica y λ
la conductividad térmica.

De este modelo pueden hacerse las siguientes observaciones

El tensor deviatórico tiene una relación lineal con e y depende única-
mente de la viscosidad dinámica.

La presión mecánica y la presión termodinámica p difieren para un
fluido compresible. Esta diferencia se debe a los cambios en la enerǵıa
interna debido a la compresión y se mide por la viscosidad volumétrica
[8].

El flujo de enerǵıa está dado por la ley de Fourier.

Las ecuaciones resultantes para el modelo constitutivo Newtoniano son
conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes y están dadas por

Dρ

Dt
= −ρ∇ · v, (1.10)

ρ
Dv

Dt
= −∇p+ µ∇2v +

(
2

3
µ− ζ

)
∇ (∇ · v) + ρgêz, (1.11)

ρ
Duint

Dt
= λ∇2T + p (∇ · v )−

(
ζ +

2

3
µ

)
(∇ · v)

2
+ 2µe : e. (1.12)

Para que las ecuaciones de Navier-Stokes sean compatibles con la segun-
da ley de la termodinámica hay que exigir que se cumpla [9][pág.199]

ρ
Ds

Dt
≥ −∇ ·

(
Ju

T

)
. (1.13)

donde s es la entroṕıa del sistema. Esta desigualdad es conocida como la
desigualdad de Clausius-Duhem e impone sobre los coeficientes constitutivos
µ, ζ y λ, al asumirse constantes, las siguientes condiciones
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µ ≥ 0, ζ ≥ 0, λ ≥ 0. (1.14)

La desigualdad (1.13) también permite justificar la hipótesis de equili-
brio termodinámico local para un fluido Newtoniano [9][págs.391-409]. Esto
implica la existencia de las ecuaciones de estado locales

ρ = ρ(p, T ), uint = uint(p, T ), s = s(p, T ). (1.15)

Las ecuaciones de Navier-Stokes junto con las ecuaciones de estado for-
man un sistema de ecuaciones cerrado sujeto únicamente a condiciones ini-
ciales y de frontera.

1.2. Aproximación de Oberbeck-Boussinesq

Si se busca estudiar la termohidrodinámica de un fluido a partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes es necesario realizar alguna simplificación. Esto
debido a que las ecuaciones tienen un grado de complejidad elevado.

Una forma de simplificar las ecuaciones de Navier-Stokes fue propuesta
por Oberbeck en 1888 para estudiar celdas atmosféricas y por Boussinesq
en 1903 para estudiar el movimiento de la luz en el entonces postulado éter
[6][pag 64.]. Estas ecuaciones simplificadas se encuentran escritas en función
de una densidad de referencia ρ0 y de una temperatura de referencia θ0 como

∇ · v = 0, (1.16)

Dv

Dt
= − 1

ρ0
∇p+ ν∇2v + gβ (T − θ0) êz, (1.17)

DT

Dt
= α∇2T, (1.18)

donde la viscosidad cinemática ν, la difusividad térmica α y el coeficiente
de expansión térmica β estan dados por
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ν =
µ

ρ0
, α =

λ

ρ0Cp
, β = −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

, (1.19)

donde Cp es el calor espećıfico a presión constante dado por

Cp =

(
∂uint

∂T

)
p

. (1.20)

Esta aproximación es usualmente utilizada para estudiar convección na-
tural pero es capaz de describir adecuadamente otros fenómenos f́ısicos, por
ejemplo: frentes atmosféricos, circulaciones oceánicas, etc [6].

La naturaleza f́ısica de la aproximación consiste en considerar que las
variaciones de la densidad son despreciables excepto en el término de fuerza
de cuerpo en las ecuaciones de momento, en donde se asume una relación
lineal de la densidad con la temperatura [1][págs.16-17]. Esta aproximación
es conocida como la aproximación de Oberbeck-Boussinesq y los fluidos que
se pueden describir por ella se dice que son mecánicamente incompresibles
pero térmicamente compresibles [10][pág.1157].

Tanto Oberbeck como Boussinesq propusieron la aproximación ya men-
cionada de una forma intuitiva ya que no dieron una justificación rigurosa
para ella. Desde que esta aproximación se postuló ha sido controvertida y
han existido intentos a lo largo de los años para obtener una derivación sis-
temática de ella a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes. La búsqueda de
esta justificación va más allá de la consistencia matemática ya que a partir
de ella se podŕıan encontrar los reǵımenes de validez de la aproximación.

Hasta el d́ıa de hoy no existe un consenso en la literatura en cuanto a
la forma “correcta” de derivar la aproximación de Oberbeck-Boussinesq por
lo que resumiremos brevemente algunos de los trabajos que han intentado
justificarla [6].

Aparentemente, el primer trabajo que intentó justificar la aproximación
fue escrito en 1959 por Spiegel y Veronis [11]. En este trabajo se expanden las
funciones T , p y ρ alrededor de alguna solución estacionaria (θ0, π0), donde
π0 representa una presión de referencia, para posteriormente relacionarlas
con un parámetro “pequeño” ε. El parámetro pequeño lo definieron como el
cociente entre la máxima variación de la densidad y la densidad promedio.
La idea es sustituir las expansiones y conservar términos de orden O(1), el
problema con su derivación es que deliberadamente preservan un término
de orden O(ε) para obtener las ecuaciones deseadas [10, 12].
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El siguiente intento importante, debido a Mihaljan, fue en 1962 [13]. Este
trabajo es usualmente citado como la derivación formal de la aproximación
de Oberck-Boussinesq y en él, Mihaljan comienza por adimensionalizar las
ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el teorema de Buckingham. Mediante
este teorema identifica los números adimensionales

ε1 ≡ β∆T, ε2 ≡
α2

CpL2∆T
,

Pr ≡ ν

α
, g′ ≡ RaPr,

(1.21)

donde L es una distancia caracteŕıstica y ∆T una temperatura caracteŕısti-
ca. El número Pr lleva el nombre de número de Prandtl y Ra es el número
de Rayleigh ya mencionado anteriormente.

Mihaljan propuso para ρ una ecuación de estado lineal en la temperatura
e independiente de la presión. Posteriormente propone que los campos v, p y
T se puedan escribir como una serie en ε1 y ε2. Estas expansiones se introdu-
cen en las ecuaciones de Navier-Stokes adimensionalizadas y, asumiendo que
estos dos parámetros son considerablemente pequeños, se conservan térmi-
nos de orden O(1). Sin embargo, si g es de orden O(1) cuando ε1 → 0 se
tiene que ε2 →∞ y viceversa por lo que la expansión que Mihaljan propone
es inconsistente [10].

Otro trabajo importante fue el de Gray y Giorgini en 1975 [14]. Este
trabajo tomó un rumbo distinto a la idea perturbativa de los trabajos an-
teriores. Como punto de partida se considera que ζ = 0 y se reescribe el
balance de enerǵıa en función de los coeficientes β y Cp. La propuesta de
Gray y Giorgini consiste en aproximar ρ, µ, λ, Cp y β a primer orden en
serie de Taylor alrededor de un estado de referencia (θ0, π0) como

ρ = ρ0 [1− β0 (T − θ0) + κ (p− π0)] ,

Cp = Cp0 [1 + a0 (T − θ0) + b0 (p− π0)] ,

µ = µ0 [1 + c0 (T − θ0) + d0 (p− π0)] ,

β = β0 [1 + e0 (T − θ0) + f0 (p− π0)] ,

λ = λ0 [1 +m0 (T − θ0) + n0 (p− π0)] ,

(1.22)
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donde κ es el coeficiente de compresibilidad isotérmica y a, b, c, d, e, f,m
y n son coeficientes asociados a la expansión de Taylor relacionados a las
propiedades del fluido. El sub́ındice 0 en estas expansiones denota que el
coeficiente corresponde al estado de referencia.

Las expansiones mostradas en (1.22) se sustituyen en las ecuaciones de
Navier-Stokes y se adimensionalizan las ecuaciones resultantes. De esta adi-
mensionalización surgen 13 parámetros, entre ellos Ra y Pr. Como se busca
que µ, Cp, β y λ sean constantes los coeficientes a0, b0, c0, d0, e0, f0,m0 y n0

deberán ser despreciables, esto implica la “pequeñez” de 10 de los paráme-
tros adimensionales. Con estas consideraciones se llega al siguiente sistema
de ecuaciones

∇ · v = 0,

Dv

Dt
= −∇ (p− ps) + (T − Ts) êz +

(
Pr

Ra

) 1
2

∇2v,

DT

Dt
=

1

(RaPr)
1
2

∇2T − ε11

(
θ0

∆T

)
v · êz + ε11

(
Pr

Ra

) 1
2

(d : e) ,

(1.23)

donde ps y Ts son los campos de presión y temperatura para un estado
hidrostático solución a las ecuaciones de Navier-Stokes y ε11 es el undécimo
parámetro adimensional dado por

ε11 ≡
β0gL

Cp0
. (1.24)

Grey y Giorgini se refieren a estas ecuaciones como las ecuaciones de
Oberbeck-Boussinesq extendidas. Para recuperar la forma completa de la
aproximación es necesario eliminar los últimos dos términos de la ecuación
de enerǵıa por lo que simplemente se asume que estos términos deben ser
pequeños para de esta forma recuperar las ecuaciones deseadas. Esta última
suposición es ad hoc, ya que únicamente se realiza para llegar a las ecua-
ciones buscadas, pero a partir de ella Grey y Giorgini muestran la zona de
validez de la aproximación para el agua y el aire [10].
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Los trabajos mencionados hasta el momento son algunos de los más
representativos en la derivación del sistema de ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq. Cada una de las derivaciones mencionadas tiene sus propios
problemas y no son congruentes en las condiciones bajo las cuales un fluido
Newtoniano satisfaŕıa la aproximación [10, 12].

A continuación se discuten dos trabajos recientes que parecen tener con-
gruencia entre ellos sobre las condiciones bajo las cuales la aproximación de
Oberbeck-Boussinesq se satisface.

El primero de ellos es la propuesta realizada por Rajagopal et al. en
1996 [10]. En esta derivación en lugar de considerar ζ = 0 simplemente se
trabaja con la presión mecánica, evitando introducir ζ en lo absoluto. Hasta
ahora una parte importante en todas las derivaciones mostradas ha sido la
propuesta de la ecuación de estado para ρ, que en todos los casos se ha
asumido lineal. En el trabajo de Rajagopal et al. no se define directamente
la ecuación de estado sino que se imponen condiciones sobre la forma en
la que el fluido se comprime, buscando un fluido que sea térmicamente
compresible pero mecánicamente incompresible. Para poder hablar de los
cambios en el volumen del fluido se introduce el gradiente de deformación
F dado por

F =
∂x

∂X
, (1.25)

donde x corresponde a la posición de un elemento de fluido al tiempo t y
X corresponde a la nueva posición de este mismo elemento de fluido a un
tiempo t+ ∆t. La relación entre el gradiente de deformación y el campo de
velocidad esta dada por [15][pág.122]

D det F

Dt
= (∇ · v) det F. (1.26)

El gradiente de deformación mide los cambios en el volumen de un ele-
mento de fluido [15][págs.83-87]. Por esto, si F depende exclusivamente de
la temperatura, se tendrá un fluido que se comprima únicamente de for-
ma térmica. Esta condición permite desacoplar la ecuación de continuidad
(1.10) en dos ecuaciones, una para ρ y una para v.
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Las ecuaciones obtenidas al desacoplar la ecuación de continuidad junto
con la ecuación de balance momento forman un sistema de ecuaciones donde
aparece únicamente la presión mecánica. Sin embargo, la ecuación de enerǵıa
no puede escribirse directamente en función de pm ya que no existe relación
termodinámica directa entre uint y pm. Para encontrar una relación entre la
enerǵıa interna y la presión mecánica se utiliza la desigualdad de Clausius-
Duhem. Las ecuaciones adimensionales resultantes en función de la presión
mecánica son

ρ = exp
(
−F 2T

)
, (1.27)

∇ · v = F 2DT

Dt
, (1.28)

F 2ρ
Dv

Dt
= −∇p+

F 2

3
µ∇ (∇ · v) + F 2µ∇2v + ρêz, (1.29)

[
ρcp − F 4

(
T +

θ0

∆T

)(
p+

π0

ρ0gL

)]
DT

Dt
− F 2

(
T +

θ0

∆T

)
Dp

Dt
=

= λ∇2T + 2F 2µ

[
e : e− 1

3
(∇ · v)

] (1.30)

Las ecuaciones adimensionalizadas dependen únicamente de un paráme-
tro adimensional F , conocido como el número de Froude, definido como

F =
U√
gL

. (1.31)

La densidad ρ0 es la densidad medida en un estado de referencia (θ0,π0)
y la velocidad caracteŕıstica U utilizada es

U =
√
gLβ∆T . (1.32)
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Rajagopal et al. toman el camino perturbativo de algunos de los trabajos
anteriores; por lo que en este punto proponen un parámetro pequeño ε
respecto al cual perturbar, dado por el “segundo” número de Froude (Fr2).

ε ≡ F 2 = β∆T << 1. (1.33)

Aśı mismo proponen que los campos v, T y p se puedan escribir como
una expansión en ε.

v =
∞∑
n=0

εnvn, T =
∞∑
n=0

εnTn, p =
∞∑
n=0

εnpn (1.34)

Después de sustituir las expansiones en las ecuaciones adimensionali-
zadas se conservan términos de hasta orden O(ε). Al igualar términos del
mismo orden se obtienen, después de re-dimensionalizar, las siguientes ecua-
ciones para los primeros dos ordenes

ρ = ρ0 [1− β (T − θ0)] , (1.35)

∇ · v0 = 0, (1.36)

−∇p0 + ρ0g = 0, (1.37)

∂v0

∂t
+ v0 ·∇v0 = − 1

ρ0
∇
(
F 2p1

)
+ ν∇2v0 − β (T0 − θ0) g, (1.38)

∂T0

∂t
+ v0 ·∇T0 = α∇2T0. (1.39)
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Las ecuaciones (1.36), (1.38) y (1.39) corresponden a las ecuaciones de
Oberbeck-Boussinesq para los campos v0, T0 y F 2p1. Por lo que si un fluido
únicamente se comprime mediante cambios de temperatura y su segundo
número de Froude asociado es suficientemente pequeño, entonces los cam-
pos de velocidad y de temperatura satisfacen las ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq. La presión tendrá que ser aproximada como la suma de dos
funciones. Una de estas presiones (p0) está relacionada a la fuerza de cuer-
po mientras que F 2p1 estará relacionada a la expansión térmica del fluido.

El último trabajo por discutir es el realizado por Genieys y Massot en
2001[12]. En este trabajo se considera ζ = 0 y a los coeficientes µ y λ como
constantes. Aśı mismo se propone una ecuación de estado para ρ linealizada
alrededor de un estado isotérmico (θ0,pSI). Para justificar esta linealización
se introducen los números adimensionales ΥP y ΥT , definidos por

ΥP (p, T ) =
γ(p, T )gL

c2(p, T )
, (1.40)

ΥT (p, T ) = α(p, T )∆T, (1.41)

donde el ı́ndice adiabático γ y la velocidad del sonido c se definen como

γ =
Cp
Cv

y c =

√(
∂p

∂ρ

)
s

. (1.42)

Geynies y Massot demuestran que la linealización será válida si ΥP (π0, θ0) ≡
ΥP

0 y ΥT (π0, θ0) ≡ ΥT
0 son pequeños, donde π0 es la presión evaluada so-

bre alguna de las fronteras del problema en cuestión. La ecuación de estado
linealizada en función de estos números adimensionales está dada por

ρ = ρSI + ΥT
0 (Υp

0p− βθ0T ) , (1.43)

donde ρSI ≡ ρ(θ0, pSI) es la densidad del fluido en el estado isotérmico de
referencia.
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Al sustituir la ecuación de estado (1.43) en las ecuaciones de Navier-
Stokes y conservar únicamente términos de orden O(1), O(ΥT

0 ) y O(ΥP
0 ),

las ecuaciones resultantes son

∇ · v = 0, (1.44)

ρ
Dv

Dt
= −∇p+

Pr

Pe
∇2v + βθ0T êz, (1.45)

ρ
DT

Dt
=

1

Pe
∇2T − ΥP

0

ΥT
0

ΥT

ΥT
0

1

βθ0
v · êz, (1.46)

donde el número de Péclet Pe se define como

Pe =
LU

α
. (1.47)

La adimensionalización utilizada por Geynies y Massot para obtener las
ecuaciones anteriores no es la misma que la utilizada por Rajagopal et al.,
sin embargo se utilizó la misma velocidad caracteŕıstica U definida en (1.32)
en ambos casos.

Las ecuaciones (1.44), (1.45) y (1.46) son las ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq salvo un término extra en la ecuación para la temperatura. En
principio no es posible remover este término ya que no se conoce la relación
entre ΥT

0 y Υp
0. Es posible referirse a estas ecuaciones como las ecuaciones

de Oberbeck-Boussinesq débilmente compresibles y para obtener la aproxi-
mación mecánicamente incompresible basta con pedir que Υp

0 << ΥT
0 .

Las condiciones obtenidas por Geynies y Massot para recuperar el mo-
delo de Oberbeck-Boussinesq se pueden resumir en la siguiente desigualdad

Υp
0 << ΥT

0 << 1. (1.48)
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Es posible reescribir esta desigualdad en función de parámetros adimensio-
nales más conocidos, como

γ
M2
a

F 2
<< F 2 << 1, (1.49)

donde γ ≡ γ(π0, θ0) y el número de Mach Ma se define como

Ma =
U

c
. (1.50)

Se han mostrado ya dos derivaciones recientes para obtener la aproxi-
mación de Oberbeck-Boussinesq. En ambas derivaciones se han obtenido
condiciones expresadas a partir de números adimensionales, sin embargo la
derivación propuesta por Geynies y Massot tiene un carácter más general
que la propuesta por Rajagopal et al. Esto se puede ver de las ecuaciones
débilmente compresibles que sirven como una primera extensión al mode-
lo tradicional. Es destacable que las dos derivaciones coincidan en que el
segundo número de Froude debe ser pequeño pero en la derivación de Gey-
niets y Massot se obtienen dos condiciones extra, resumidas en (1.49). Estas
condiciones extra corresponden a las condiciones suficientes para despreciar
la compresibilidad mecánica del fluido.

Para finalizar esta sección se muestran rescritas las condiciones obtenidas
en los trabajos [10] y [12] en función de los parámetros termodinámicos del
fluido y los parámetros geométricos del sistema.

β∆T << 1, (1.51)

γgL

c2
<< 1, (1.52)

γgL

c2
<< β∆T. (1.53)

Dado un fluido espećıfico con el cual se busque trabajar será posible, a partir
de las condiciones anteriores, encontrar los reǵımenes de temperatura y de
dimensiones del sistema en los que la aproximación sea válida.
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1.3. Adimensionalización

Para obtener los parámetros que caracterizan las ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq es necesario escribirlas en forma adimensional. Para esto se uti-
lizará la adimensionalización

r∗ =
r

L
, v∗ =

L

α
v,

t∗ =
α

L2
t, p∗ =

L2

ρ0α2
p, T ∗ =

T − θ0

∆T
.

(1.54)

Aunque la velocidad caracteŕıstica utilizada en esta adimensionalización no
corresponde a la utilizada en las derivaciones mostradas, las condiciones
(1.51), (1.52) y (1.53) serán independientes de la velocidad elegida [12]. Hay
que mencionar que la temperatura no solo se adimensionaliza sino que se
reescala al desplazarla por una temperatura de referencia θ0.

Las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq correspondientes a esta adimen-
sionalización son

∇ · v = 0, (1.55)

Dv

Dt
= −∇p+ Pr∇2v + PrRaT êz, (1.56)

DT

Dt
= ∇2T, (1.57)

donde se omiten los asteriscos por simplicidad y Pr y Ra están definidos
por

Pr =
ν

α
y Ra =

gβ∆TL3

να
. (1.58)
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De las ecuaciones adimensionales es posible ver que las ecuaciones de
movimiento corresponden a un proceso de difusión activa y que los núme-
ros que caracterizaran la dinámica de la aproximación serán el número de
Prandtl Pr y el número de Rayleigh Ra.



22 CAPÍTULO 1. MODELO DE OBERBECK-BOUSSINESQ



Caṕıtulo 2

El método de la ecuación
de Boltzmann en Redes

En el caṕıtulo anterior se estableció el modelo bajo el cual se busca es-
tudiar el problema de convección para un fluido contenido entre dos esferas
concéntricas a diferentes temperaturas. Aunque lo ideal seŕıa estudiar el
problema anaĺıticamente esto en general no es posible; únicamente existen
soluciones anaĺıticas a números de Ra bajos [16]. Debido a esto se requie-
re utilizar un método computacional para poder visualizar los campos de
velocidad y temperatura aśı como para caracterizar las inestabilidades pre-
sentadas en el sistema para un rango amplio de números de Ra.

El método a utilizarse pertenece a una familia de métodos conocidos
como métodos de Boltzmann en redes ó mejor conocidos por su nombre en
inglés “Lattice Boltzmann Methods”(LBM). Los LBM no son métodos con-
vencionales ya que en lugar de resolver directamente las ecuaciones (1.55),
(1.56) y (1.57), resuelven la ecuación discreta de Boltzmann en la aproxi-
mación BGK.

La ecuación discreta de Boltzmann representa un modelo microscópico
que se puede relacionar con las ecuaciones de Navier-Stokes. Es posible ex-
tender el método de Boltzmann en redes para resolver ecuaciones semejantes
que se relacionen a las ecuaciones de Oberbeck-Bossinesq. A continuación
se presentará el modelo cinético del cual se parte para posteriormente pre-
sentar el método espećıfico a utilizar, aśı como su justificación.

23
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2.1. Ecuación de Boltzmann y modelo BGK

La ecuación de transporte de Boltzmann describe el comportamiento de
un sistema de part́ıculas a través de la evolución de una función de distri-
bución f . Esta función de distribución se encuentra definida en el espacio
fase de una part́ıcula, es decir depende de su posición r y de su momento
p, y define la densidad de probabilidad para el número de part́ıculas por
unidad de volumen en el espacio fase. La forma expĺıcita de la ecuación de
Boltzmann, escrita en función de la velocidad de la part́ıcula ξ es

∂f

∂t
+ ξ ·∇rf +

1

m
F ·∇ξf =

(
∂f

∂t

)
col

, (2.1)

donde ∇r y ∇ξ son los gradientes respecto a r y ξ respectivamente, F es
una fuerza externa y se asume que todas las part́ıculas involucradas tienen
masa m. El término del lado derecho de la ecuación (2.1) corresponde a la
variación de f debido a las colisiones entre part́ıculas [17][pág.84].

Por simplicidad se considerará que la fuerza de cuerpo es cero. También
se asumirá que la función de distribución f no se encuentra normalizada
sino que al integrarse en el espacio de configuración y velocidad da la masa
en el sistema, por lo que ahora tomará el papel de función de distribución
de masa en este espacio. Bajo esta reinterpretación se pueden definir las
siguientes densidades macroscópicas

ρ =

∫
fd3ξ, (2.2)

ρv =

∫
ξfd3ξ, (2.3)

ρuint =

∫
1

2
(ξ − v)

2
fd3ξ, (2.4)

donde ρ es la densidad de masa, ρv la densidad de momento y ρuint la
densidad de enerǵıa interna [17][pág.93].
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Es posible relacionar la densidad de enerǵıa interna con la temperatura
T a través del teorema de equipartición por medio de

ρuint =
3

2
nkBT, (2.5)

donde n es la densidad de número y kB la constante de Boltzmann.

En la ecuación de Boltzmann se considera que las colisiones entre part́ıcu-
las son binarias y tienden a llevar al sistema a un estado de equilibrio local.
Este estado está caracterizado por la función

floc = ρ

(
m

2πkBT

) 3
2

exp

(
− m

2kBT
(ξ − v)

2

)
, (2.6)

esta distribución lleva el nombre de distribución de Maxwell-Boltzmann y es
solución estacionaria a la ecuación (2.1) para t→∞. Es importante mencio-
nar que floc también satisface las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) [17][pág.94].

Al considerar únicamente colisiones binarias el operador de colisión toma
la forma de un operador integral [18][pág.5]. Por lo que, para poder obtener
un esquema numérico se aproxima este operador integral por

(
∂f

∂t

)
col

= −f − floc

τ
, (2.7)

esta aproximación lleva el nombre de aproximación BGK [17][pág.95]. En
ella el término de colisión queda en función de un tiempo de relajación τ ,
entendido como el inverso del tiempo promedio entre colisiones. Bajo estas
consideraciones la ecuación (2.1) se reescribe como

∂f

∂t
+ ξ ·∇f = −f − floc

τ
, (2.8)

esta ecuación lleva el nombre de ecuación BGK de Boltzmann y es la que
t́ıpicamente LBM aproxima [19].
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2.2. Discretización

A continuación se muestra una forma de estudiar la evolución de la
distribución f bajo la aproximación BGK, para obtener un esquema que se
pueda implementar numéricamente (LBM). Para comenzar se observa que
el lado izquierdo de la ecuación (2.8) representa el ĺımite

∂f

∂t
+ ξ ·∇f = ĺım

∆t→0

[
f(r + ∆tξ, ξ, t+ ∆t)− f(r, ξ, t)

∆t

]
. (2.9)

Al considerar que el paso de tiempo ∆t es lo suficientemente pequeño,
sin ser cero, es posible aproximar el ĺımite (2.9) por la diferencia. De este
modo se obtiene la aproximación de la ecuación (2.8) a primer orden en ∆t,
dada por

f(r + ∆tξ, ξ, t+ ∆t)− f(r, ξ, t) = −∆t

τ
[f(r, ξ, t)− floc(r, ξ, t)] . (2.10)

Si se conoce floc a todo tiempo es posible seguir la evolución de f a
partir de la ecuación (2.10). Hay que notar que la dependencia temporal de
floc es impĺıcita a través de las variables macroscópicas ρ, T y v. Por ello
conocer las variables macroscópicas a todo tiempo es equivalente a conocer
la función de equilibrio. Debido a esto para seguir la evolución de f a cada
paso de tiempo se necesita un algoritmo con la siguiente estructura

1. Partiendo de condiciones iniciales a un tiempo t0 para los campos
macroscópicos y para la función de distribución, se calcula la función
de distribución local.

2. A partir de floc y la ecuación (2.10) se calcula la función f a un tiempo
t0 + ∆t.

3. Mediante la distribución f al tiempo t0 + ∆t se calculan las variables
macroscópicas utilizando las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4).

4. Por último, se calcula la nueva función de equilibrio y se repite el
procedimiento.
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Para realizar el paso 3 se utiliza el hecho de que tanto f como floc

satisfacen las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4). Para esto se simplifica la función
de distribución local en el ĺımite incompresible (∇ · v = 0), pidiendo que
el sistema tenga un número de Mach (Ma) pequeño [19]. Este número esta
definido como

Ma =
v

c
, (2.11)

donde c es la velocidad del sonido en el sistema. Se busca escribir floc como
una expansión en el número de Mach para poder despreciar términos de
orden superior.

Pero calcular c se utiliza la ecuación (1.42) para un gas ideal, cuya
ecuación de estado está dada por

ρ =
p

RT
, (2.12)

donde R es la constante de gas espećıfica definida como

R =
kB
m
. (2.13)

La ecuación de estado definida en (2.12) da como resultado una velocidad
del sonido de

c =
√
RT. (2.14)

Con la velocidad del sonido definida en (2.14), la ecuación de distribución
local a orden O(M2

a ) está dada por [19]

floc =
ρ

(2πRT )
3
2

exp

(
− ξ2

2RT

)[
1 +

ξ · v
RT

+
(ξ · v)

2

2 (RT )
2 −

v2

2RT

]
. (2.15)

Con la distribución de equilibrio local simplificada, mostrada en (2.15),
las integrales (2.2), (2.3) y (2.4) para floc se vuelven integrales análogas a
una integral unidimensional de la forma

∫
exp

(
−x2

)
Ψ(x)dx, (2.16)
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donde Ψ(x) es un polinomio en x [19].

Para poder calcular integrales de este tipo se utiliza una cuadratura de
Gauss-Hermite [20]. Dicha cuadratura está dada por

∫
exp

(
−x2

)
Ψ(x)dx =

n∑
k=1

wkf(xk), (2.17)

donde las xk, llamadas abscisas, son los ceros del polinomio de Hermite de
grado n (Hn), definido como

Hn = (−1)
n

exp
(
x2
) dn

dxn
exp

(
−x2

)
, (2.18)

y los pesos wk se definen como

wk = 2n+1n!

√
π

[Hn+1(xk)]
2 . (2.19)

Las abscisas y pesos se eligen de tal forma que la cuadratura sea exacta
para polinomios Ψ(x) de grado 2n-1 [20].

Con un procedimiento similar al mostrado se pueden aproximar los mo-
mentos macroscópicos ρ, v y T considerándose únicamente un conjunto dis-
creto de velocidades (las abscisas de la cuadratura). Estas velocidades dis-
cretas corresponden a una discretización del espacio de momento, dejando el
problema como uno a resolverse únicamente en el espacio de configuración.

Para discretizar el espacio de momento en sistemas de más de una dimen-
sión se crean los llamados esquemas DdQq. Estos esquemas buscan resolver
las integrales (2.2), (2.3) y (2.4) para la distribución (2.15) utilizando cua-
draturas análogas a la ya mencionada. La letra d corresponde a la dimensión
del sistema y la letra q representa el número de velocidades discretas y co-
rresponde al número de coordinación del método [21].
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A pesar de que todos los esquemas DdQq resuelven exactamente las in-
tegrales, el número de velocidades es importante. Esta importancia radica
en la relación entre número de velocidades y la simetŕıa esférica del siste-
ma, dicho de otra manera al aumentar el número de velocidades la simetŕıa
rotacional aumenta. Esta simetŕıa es necesaria, ya que se busca que los mo-
mentos macroscópicos satisfagan las ecuaciones de Navier-Stokes las cuales
tienen una simetŕıa rotacional impĺıcita [21]. Sin embargo, como se busca
resolver el problema numéricamente, utilizar demasiadas velocidades reque-
riŕıa de una gran capacidad de cómputo que puede no sea accesible. La elec-
ción del esquema a utilizar se vuelve entonces una decisión entre eficiencia
computacional y simetŕıa rotacional. Con esto en mente se eligió el esquema
D3Q19 ya que cuenta con el balance adecuado de estas caracteŕısticas [22].

Para obtener el esquema D3Q19 hay que notar que las integrales (2.2),
(2.3) y (2.4), utilizando floc, se pueden escribir como suma de integrales de
la forma

∫
exp

(
− ξ2

2RT

)
Ψ(ξ)d3ξ, (2.20)

donde Ψ(ξ) es un polinomio de las componentes de la velocidad. Dicho
polinomio puede escribirse como

Ψ(ξ) = ξmx ξ
n
y ξ

p
z , (2.21)

con ξx, ξy y ξz las componentes cartesianas de la velocidad ξ y en donde
0 ≤ m+ n+ p ≤ 3. Esto da lugar a integrales de la forma

Im,n,p ≡
∫

exp

(
− ξ2

2RT

)
ξmx ξ

n
y ξ

p
zd

3ξ = (2RT )
m+n+p+3

2

∫
exp

(
−ζ2

)
ζmx ζ

n
y ζ

p
zd

3ζ,

(2.22)

con el cambio de variable

ζ =
ξ√

2RT
. (2.23)
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Haciendo uso de la definición (2.22) y de la distribución de equilibrio
local (2.15) el cálculo de cualquiera de los momentos macroscópicos se puede
escribir como

∫
Ψ(ξ)flocd

3ξ =
ρ

(2πRT )
3
2

[(
1− v2

2RT

)
Im,n,p

+
1

RT
(vxIm+1,n,p + vyIm,n+1,p + vzIm,n,p+1)

+
1

2 (RT )
2

(
v2
xIm+2,n,p + v2

yIm,n+2,p + v2
zIm,n,p+2

+2vxvyIm+1,n+1,p + 2vxvzIm+1,n,p+1 + 2vyvzIm,n+1,p+1)

]
,

(2.24)

donde Ψ(ξ) definirá el momento a calcularse.

Para proceder se utiliza una cuadratura análoga a (2.17) para las inte-
grales Im,n,p [19]. Dicha cuadratura está dada por

Im,n,p = (2RT )
m+n+p+3

2

∑
(i,j,k)εJ

wijkζ
m
i ζ

n
j ζ

p
k , (2.25)

donde se utilizarán los ceros del polinomio H3 como abscisas, dando lugar
a

ζ1 = −
√

3

2
, ζ2 = 0, ζ3 =

√
3

2
. (2.26)

La suma en los ı́ndices únicamente se realizará para las combinaciones
pertenecientes a J , definido por

J = {(2, 2, 2); (3, 2, 2); (2, 3, 2); (1, 2, 2); (2, 1, 2); (2, 2, 3); (2, 2, 1);

(3, 3, 2); (1, 3, 2); (1, 1, 2)(3, 1, 2); (3, 2, 3); (1, 2, 3);

(1, 2, 1); (3, 2, 1); (2, 3, 3); (2, 1, 3); (2, 1, 1); (2, 3, 1)}
(2.27)
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mientras que los pesos estarán dados por

wijk = π
3
2


1
3 para (i, j, k) = (2, 2, 2)

1
18 para (i, j, k)ε {(1, 2, 2); (2, 1, 2); (2, 2, 1);

(2, 2, 3); (2, 3, 2); (3, 2, 2)}
1
36 otros

(2.28)

Esta cuadratura permite escribir las integrales (2.24) como

∫
Ψ(ξ)flocd

3ξ =
18∑
α=0

ρwαξ
m
i ξ

n
j ξ

p
k

{
1 +

v · ξα
RT

+
1

2

(
v · ξα
RT

)2

− v2

2RT

}
,

(2.29)

donde α enumera a los elementos del conjunto J , de acuerdo al orden mos-
trado en (2.27), y

ξi =
√

2RTζi y wα =
wijk

π
3
2

. (2.30)

Las 19 velocidades ξα = (ξi, ξj , ξk) estan dadas por

ξα = clcα, (2.31)

donde a cl se le denomina la velocidad del lattice y está dada por

cl =
√

3RT. (2.32)

Los vectores cα estan dados por

c0 = ( 0, 0, 0), c1 = ( 1, 0, 0), c2 = ( 0, 1, 0)

c3 = (−1, 0, 0), c4 = ( 0,−1, 0), c5 = ( 0, 0,−1)

c6 = ( 0, 0, 1), c7 = ( 1, 1, 0), c8 = ( 1,−1, 0)

c9 = (−1, 1, 0), c10 = (−1,−1, 0), c11 = ( 1, 0, 1)

c12 = ( 1, 0,−1), c13 = (−1, 0,−1), c14 = ( 0, 1, 1)

c15 = ( 0, 1,−1), c16 = ( 0,−1,−1), c17 = ( 0,−1, 1)

c18 = ( 0,−1,−1)

(2.33)
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Los pesos para las velocidades definidas en (2.31) son

wα =


1
3 α = 0

1
18 α = 1 a 6

1
36 α = 7 a 18

(2.34)

En la figura (2.1) se muestra esquemáticamente la discretización dada
por las velocidades definidas en (2.31).

Figura 2.1: Esquema de velocidades discretas D3Q19. Se debe notar que la
selección de velocidades es congruente con una malla cúbica espacial.

La integral (2.29) se puede reescribir, utilizando (2.21), como

∫
Ψ(ξ)flocd

3ξ =
18∑
α=0

Ψ(ξα)f loc
α (r, t) , (2.35)
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donde f loc
α se define como

f loc
α ≡ ρwα

[
1 +

3 (ξα · v)

c2l
+

9 (ξα · v)
2

2c4l
− 3v2

2c2l

]
, (2.36)

y se relaciona con la función de equilibrio floc de acuerdo a

f loc
α (r, t) = (2πRT )

3
2 exp

(
ξ2
α

2RT

)
ωαfloc (r, ξα, t) . (2.37)

Como tanto f y floc satisfacen las integrales (2.35) es posible reescribir
estas integrales en función de una fα análoga a f loc

α como

∫
Ψ(ξ)fd3ξ =

18∑
α=0

Ψ(ξα)fα (r, t) , (2.38)

siempre que fα se relacione a f mediante

fα (r, t) = (2πRT )
3
2 exp

(
ξ2
α

2RT

)
ωαf (r, ξα, t) . (2.39)

Si fα tiene la forma mostrada en (2.39), de acuerdo a la ecuación (2.8),
ésta evolucionará como

fα(r + ξα∆t, t+ ∆t)− fα(r, t) = −∆t

τ

[
fα(r, t)− f loc

α (r, t)
]
,

α = 0, ..., 18

(2.40)

esta ecuación lleva el nombre de ecuación LBGK (“Lattice Boltzmann BGK”)
y es la versión discretizada en el espacio de momento de la ecuación BGK.
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La ecuación LBGK da la evolución de las funciones de distribución dis-
cretas fα y, al igual que la ecuación BGK, será posible resolverla en cada
paso de tiempo si se cuenta con f loc

α .

Por último hay que notar que con la ecuación (2.38) es posible calcular
ρ y v a partir de fα por medio de

ρ (r, t) =
18∑
α=0

fα (r, t) , (2.41)

ρ (r, t) v (r, t) =

18∑
α=0

ξαfα (r, t) . (2.42)

El campo de temperatura se calculará de una forma diferente ya que, como
se verá en la siguiente sección, el procedimiento descrito no permite ajustar
independientemente la difusividad térmica y la viscosidad cinemática.

En resumen, el algoritmo para implementar el método LBM tiene la
siguiente estructura

1. Partiendo de condiciones iniciales a tiempo t0 para los campos ma-
croscópicos y para fα, se calcula la función f loc

α .

2. A partir de f loc
α y la ecuación (2.40) se calcula función fα a un tiempo

t0 + ∆t.

3. Mediante la distribución fα al tiempo t0 +∆t se calculan las variables
macroscópicas utilizando (2.41) y (2.42).

4. Por último, se calcula la nueva función de equilibrio f loc
α y se repite el

procedimiento.

Aunque este algoritmo originalmente se pensó para seguir la evolución de
fα su propósito real será el de calcular los campos macroscópicos para todo
paso del tiempo. En la siguiente sección se muestra como se relacionan ρ y v
con los campos de densidad y velocidad de las ecuaciones de Navier-Stokes.
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2.3. Expansión de Chapman-Enskog

La relación entre las ecuaciones LBGK y las ecuaciones de Navier-Stokes
puede obtenerse utilizando el procedimiento conocido como expansión de
Chapman-Enskog. Este procedimiento consiste en escribir f aśı como los
operadores ∂

∂t y ∇ en una serie perturbativa en función un parámetro pe-
queño ε. Este parámetro se asocia al número de Knudsen, definido como

Kn =
l

L
, (2.43)

donde l corresponde a la distancia media entre colisiones y L es una dimen-
sión caracteŕıstica del sistema macroscópico a estudiarse. El ĺımite cuando
Kn es pequeño corresponde a medio continuo.

Las series perturbativas tienen la forma

fα = f (0)
α + εf (1)

α + ε2f (2)
α +O(ε3), (2.44)

∂

∂t
= ε

∂

∂t(1)
+ ε2

∂

∂t(2)
+O(ε3), (2.45)

∇ = ε∇(1). (2.46)

Este tipo de expansión es conocida como expansión multiescala, ya que
cada uno de los términos correspondientes a cada orden de la expansión se
le asocia una escala de tiempo diferente [18][pág. 11]. Los operadores ∇(1)

y ∂
∂t(1)

corresponden a una escala “rápida” mientras que ∂
∂t(2)

describe la
dinámica a una escala de tiempos largos. Los operadores a diferentes escalas
de tiempo son independientes entre śı.

La expansión de los operadores comienza en ε ya que el orden O(ε0)
está relacionado al estado de equilibrio. La razón por la cuál el operador ∇
únicamente se expande hasta ε es debido a que los fenómenos de advección y
difusión se pueden distinguir por sus escalas de tiempo mientras que actúan
igual en las escalas espaciales [23][cap.5].
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Debido a que la escala O(ε0) está asociada con el estado de equilibrio,
se considera que

f (0)
α (r, t) = f locα (r, t) . (2.47)

Esto implica que f
(0)
α satisface

ρ =
18∑
α=0

f (0)
α y ρv =

18∑
α=0

ξαf
(0),
α , (2.48)

lo que impone sobre f (k), con k ≥ 1, las condiciones

18∑
α=0

f (k)
α = 0 y

18∑
α=0

ξαf
(k)
α = 0. (2.49)

Para utilizar las expansiones (2.44), (2.45) y (2.46) se expande el lado
izquierdo de la ecuación (2.40) en su serie de Taylor en ∆t. De acuerdo a
esto, la ecuación LBGK queda escrita a orden O(∆t2) como

∆t

(
∂

∂t
+ ξα · v

)
fα +

1

2
∆t2

(
∂

∂t
+ ξα · v

)2

fα = −∆t

τ

(
fα − f loc

α

)
.

(2.50)

Al sustituir esta expresión en las expansiones (2.44), (2.45) y (2.46) y com-
parar términos del mismo orden en ε, se obtiene para orden O (ε)

(
∂

∂t(1)
+ ξα ·∇(1)

)
f (0)
α = −1

τ
f (1)
α . (2.51)
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Mientras que al comparar términos de orden O
(
ε2
)
, utilizando (2.51), se

obtiene

(
1− ∆t

2τ

)(
∂

∂t(1)
+ ξα ·∇(1)

)
f (1)
α +

∂

∂t(2)
f (0)
α = −1

τ
f (2)
α . (2.52)

Si se multiplcan las ecuaciones (2.51) y (2.52) ya sea por 1 o ξα, llamados
invariantes de colisiones, y se suma sobre los valores de α (α = 0, ..., 18) se
encuentran ecuaciones macroscópicas a través de las definiciones (2.48) [19].

De multiplicar la ecuación (2.51) por el invariante 1 y posteriormente
sumar respecto a α se obtiene

∂ρ

∂t(1)
+ ∇(1) · (ρv) = 0. (2.53)

Y al multiplicar la ecuación (2.51) por el invariante ξα y posteriormente
sumar respecto a α se obtiene

∂

∂t(1)
(ρv) + ∇(1) · (ρvv) = −∇(1)p, (2.54)

donde la presión p es la definida por la ecuación de estado (2.12), que en
función de la velocidad del lattice cl queda escrita como

p =
c2l
3
ρ. (2.55)

Las ecuaciones (2.56) y (2.54) son las ecuaciones de Euler para un fluido
inviscido.

De multiplicar la ecuación (2.52) por el invariante 1 y posteriormente
sumar respecto a α se obtiene

∂ρ

∂t(2)
= 0. (2.56)
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Y al multiplicar la ecuación (2.52) por el invariante ξα y posteriormente
sumar respecto a α se obtiene

∂

∂t(2)
(ρv) =

(
τ − ∆t

2

3
c2l

)
∇(1) (2ρe) . (2.57)

Si se suman las ecuaciones (2.53) y (2.56) multiplicadas por ε y ε2 respec-
tivamente se puede utilizar la definición de las expansiones (2.45) y (2.46)
para obtener

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) +O(ε3) = 0. (2.58)

De igual manera si se suman las ecuaciones (2.54) y (2.57) multiplicadas
por ε y ε2 respectivamente se puede utilizar la definición de las expansiones
(2.45) y (2.46) para llegar a

∂

∂t
(ρv) + ∇ · (ρvv) +O(ε3) = −∇p+

(
τ − ∆t

2

3
c2l

)
∇ · [2ρe]. (2.59)

Las ecuaciones (2.58) y (2.59) se pueden asociar a las ecuaciones de
continuidad y momento de Navier-Stokes en ausencia de fuerzas de cuerpo.

Como se busca reproducir las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq se
impondrá la condición de incompresibilidad. Esta suposición junto con el
truncamiento a orden O(ε2) permite que las ecuaciones (2.58) y (2.59) se
reduzcan a

∇ · v = 0, (2.60)

Dv

Dt
= −1

ρ
∇p+

(
τ − ∆t

2

3
c2l

)
∇2v. (2.61)
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Por lo tanto el método LBM aproxima indirectamente las ecuaciones de
Navier-Stokes incompresibles donde la viscosidad cinemática ν esta dada
por

ν =
τ − ∆t

2

3
c2l . (2.62)

Como ν > 0 se necesita que τ > ∆t
2 .

Se esperaŕıa que al utilizar como invariante de colisión a ξ2 y realizar
el mismo procedimiento, se podŕıa obtener una ecuación de enerǵıa. Sin
embargo al realizar dicho procedimiento se llega a una ecuación del tipo
(1.18), en donde es necesario identificar a la difusividad térmica α con [24]

α = 2

(
τ − ∆t

2

3
c2l

)
= 2ν. (2.63)

Esto implica que el número de Prandtl, que compara los tiempos propios
de difusión de momento y enerǵıa, será fijo y estará dado por

Pr =
1

2
. (2.64)

Esto indica que debido a la simplicidad del modelo de colisión BGK es
imposible ajustar independientemente la viscosidad cinemática y la difusivi-
dad térmica, ya que únicamente se cuenta con un único tiempo de relajación
τ y por lo tanto no se puede imponer tiempos de difusión de momento y
enerǵıa de forma independiente.

En la siguiente sección se muestra una extensión al modelo LBM en la
cuál se incorpora el cálculo de la temperatura para un número de Prandtl ar-
bitrario, aśı mismo se muestra la forma en la que se reintroducirá el término
de fuerza de cuerpo al método.
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2.4. Modelo Térmico

Existen diversas formas de extender el método de Lattice Boltzmann
mostrado en la sección anterior. En la tesis se trabajó con un modelo que
entra en la categoŕıa de los llamados métodos de densidad de enerǵıa [25].
El principio básico de esta extensión consiste en introducir una nueva dis-
tribución g, análoga a f , que evoluciona de forma similar a LBGK y que
está relacionada a la temperatura T de forma que, tras realizar el proce-
dimiento de Chapman-Enskog, se obtiene la ecuación de evolución deseada
(1.18).

La forma de g fue propuesta por Inamuro en 2002 [26]. La idea está ins-
pirada en los sistemas multicomponentes. En estos sistemas coexisten dife-
rentes substancias y la forma en la que cada componente se difunde tiene
la forma de la ecuación (1.18). Debido a esto Inamuro propone tratar a la
temperatura como una componente extra del sistema.

El modelo multicomponente parte de que las distribuciones asociadas a
los elementos de la mezcla satisfacen una ecuación similar a LBGK por lo
que se trabajara con funciones gα, análogas a fα, que satisfagan la ecuación
de evolución dada por

gα(r + ξα∆t, t+ ∆t)− gα(r, t) = −∆t

τg

[
gα(r, t )− gloc

α (r, t )
]
,

α = 0, ..., 18

(2.65)

en donde las velocidades ξα son las mismas que para el modelo LBM ya
introducido, mientras que τg es un tiempo de relajación análogo a τ .

En la ecuación (2.65), al igual que en la ecuación LBGK, se tiene un
tiempo de relajación τg y funciones de equilibrio local gloc

α . De igual manera
es posible definir los momentos relevantes para esta distribución, no obstante
únicamente será de interés el primer momento, dado por

T =
18∑
α=0

gα. (2.66)
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Al relacionar el primer momento de la distribución directamente con la
temperatura es posible interpretar a g como una densidad de temperatura
en el espacio fase. La razón por la cual se considera una densidad de tem-
peratura y no una de enerǵıa, como sugeriŕıa el nombre de la categoŕıa a
la que pertenece este método, es que se busca recuperar una ecuación para
T en la aproximación de Oberbeck-Boussinesq (1.57) y no la ecuación de
balance de enerǵıa de Navier-Stokes (1.12).

Se puede definir a gloc
α de forma análoga a f loc

α con la diferencia de que se
conservan únicamente términos lineales en la velocidad, ya que los términos
de mayor orden ocasionan desviaciones en la difusión de la temperatura.
Estos términos no son deseados ya que se busca llegar a la ecuación de tem-
peratura para la aproximación de Oberbeck-Boussinesq [26]. La distribución
de equilibrio está dada entonces por

gloc
α = Twα

[
1 +

3 (ξα · v)

c2l

]
, (2.67)

la velocidad del lattice cl pierde su caracter f́ısico y su relación con la tempe-
ratura, ya que la temperatura relacionada a la distribución g fue introducida
como una componente extra al sistema y no está relacionada a la tempera-
tura asociada al segundo momento de la distribución f , por lo que conside-
raremos a cl como un parámetro asociado a la magnitud de las velocidades
discretas.

Las ecuaciones (2.65) y (2.40) se acoplan agregando un término de fuerza
de cuerpo a la ecuación (2.40). Esta ecuación queda modificada como

fα(r + ξα∆t, t+ ∆t)− fα(r, t) = −∆t

τ

[
fα(r, t)− f loc

α (r, t)
]

+

3wαgβcl∆t (T − θ0) ξα · êz,

α = 0, ..., 18

(2.68)

donde θ0 es una temperatura de referencia, g es la aceleración debida a la
gravedad y β es el coeficiente de expansión térmica definido en (1.19).
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Esta forma de acoplar las dos distribuciones permite que, tras una ex-
pansión multiescala, se recupere el término de fuerza de cuerpo en el modelo
de Oberbeck-Boussinesq [26]. Las ecuaciones resultantes de realizar el pro-
cedimiento de Chapman-Enskog a las distribuciones gα y fα acopladas son

∇ · v = 0, (2.69)

Dv

Dt
= −1

ρ
p+

(
τ − ∆t

2

3
c2l

)
∇2v + gβ (T − θ0) êz, (2.70)

∂T

∂t
=

(
τg − ∆t

2

3
c2l

)
∇2T. (2.71)

Y las ecuaciones (2.69), (2.70) y (2.71) corresponden a las ecuaciones (1.16),
(1.17) y (1.18) del modelo de Oberbeck-Boussinesq siempre que

ν =
1

3

(
τ − ∆t

2

)
c2l , (2.72)

α =
1

3

(
τg −

∆t

2

)
c2l . (2.73)

Con la introducción del nuevo tiempo de relajación τg la viscosidad y la
difusividad térmica se vuelven independientes. Esto permite modelar siste-
mas con números de Prandtl arbitrarios.

Introducir la temperatura como una componente extra ocasiona que el
método pierda interpretación f́ısica. Es decir, el método introducido está ins-
pirado en la ecuación de Boltzmann pero en realidad carece de carácter f́ısico
y puede considerarse como un artificio para resolver ecuaciones de la forma
deseada.
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2.5. Discretización Espacial

En la sección anterior se mostró el método térmico de Lattice Boltz-
mann a utilizar. Hasta este punto las distribuciones fα y gα del método se
encuentran discretizadas en el tiempo y en el espacio de velocidades. Para
poder implementar el método numérico, se debe discretizar además el espa-
cio de configuración en una red de nodos. Una vez discretizado el espacio se
define a las funciones fα y gα en cada nodo para posteriormente seguir su
evolución temporal a partir de las ecuaciones (2.68) y (2.65).

La discretización se realizó en una malla cúbica con distancia entre nodos
dada por

∆x =
D

N
, (2.74)

donde D será la longitud máxima del sistema y N será el número de nodos.

De observar las ecuaciones (2.68) y (2.65) es posible notar que durante
la evolución temporal las funciones de distribución fα y gα definidas en r
transfieren información a las distribuciones definidas en r+ξα∆t. Es posible
que la posición r +ξα∆t no se encuentre dentro de la malla por lo que seŕıa
necesario realizar una interpolación. Para evitar esto y asegurar que las
nuevas posiciones en cada paso del tiempo sean parte de la malla basta con
pedir que la distancia entre nodos esté dada por

∆x = cl∆t. (2.75)

La relación (2.75) entre ∆x y ∆t permite que el avance ξα∆t nos lleve
a otro nodo dentro de la malla [25].

Es posible especificar las unidades espaciales y temporales de tal forma
que se tenga espaciamiento espacial y temporal unitario, es decir

∆x = 1, ∆t = 1, y cl = 1. (2.76)

En caso de que se desee recuperar las unidades espaciales y temporales
es necesario realizar un análisis dimensional.
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2.6. Condiciones de Frontera

Como se mencionó en la sección anterior, durante la evolución temporal
las funciones fα y gα en la posición r reciben información de alguno de sus
vecinos espaciales para actualizarse. Para algunas de las funciones definidas
en los nodos cercanos a la frontera sólida no existirán dichos vecinos, por lo
que se debe imponer alguna condición de frontera sobre estas funciones que
les permita actualizar su información en cada paso de tiempo.

Entre las diversas formas que existen de imponer condiciones de fronte-
ra se utilizó las condiciones conocidas por su nombre en inglés “Half-way
Bounce-back Conditions”. Estas condiciones consisten en tomar la informa-
ción que las funciones en la frontera mandan a sus vecinos fuera del dominio
y reflejarlas sobre ellas mismas en las direcciones carentes de vecinos. De
esta manera las condiciones quedan escritas como

f−α(r, t+ ∆t) = fα(r, t)− 1

τ

[
fα(r, t)− f loc

α (r, t)
]
, (2.77)

g−α(r, t+ ∆) = gα( r, t)− 1

τ

[
gα(r, t)− glocTb

α (r, t)
]
, (2.78)

con glocTb
α definido como

glocTb
α (r, t) = Tbwα

[
1 +

3 (ξα · v)

c2l

]
, (2.79)

donde f−α y g−α representan las distribuciones asociadas a la velocidad
−ξα y Tb representa la temperatura en la frontera.

Estas condiciones pueden aplicarse de la siguiente forma: al momento de
identificar que el vecino al cual se le proporcionará información está fuera
del dominio, y se encuentra en la posición ξα∆t relativa al nodo, se pide
que esta información se refleje a la distribución f−α del nodo, que carece de
vecino que le proporcione esta información para actualizarse.
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Como consecuencia, la velocidad es cero en un punto intermedio entre
un nodo fluido con vecino sólido y su correspondiente nodo sólido vecino.
Y de igual forma, se tendrá una temperatura constante Tb en un punto
intermedio entre nodos vecinos. Esto se puede ver en la sección 3.3 en donde
se muestra la magnitud del campo de velocidad y el campo de temperatura
como función del radio en una dirección ángular espećıfica del problema a
estudiarse.

Es importante mencionar que para ajustar las condiciones en fronteras
curvas existen condiciones sobre fα y gα más sofisticadas [27].
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Caṕıtulo 3

Simulación numérica de la
convección natural entre
dos esferas concéntricas

En este caṕıtulo se muestran los resultados de la simulación numérica
del problema de convección entre dos esferas concéntricas descrito en la
introducción, aśı como la metodoloǵıa para obtenerlos. Este problema se
estudió bajo el contexto de la aproximación de Oberbeck-Boussinesq uti-
lizando el método térmico de Lattice-Boltzmann expuesto en el caṕıtulo
§2.

Hay que recordar que las ecuaciones termohidrodinámicas en la apro-
ximación de Oberbeck-Boussinesq están caracterizadas por dos parámetros
adimensionales: el número de Rayleigh Ra y el número de Prandtl Pr. Estos
números, en función de los parámetros del método numérico (2.72) y (2.73),
se escriben como

Ra =
36gβ∆TL

(2τ − 1) (2τg − 1)
, (3.1)

Pr =
2τ − 1

2τg − 1
. (3.2)

47
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Las dimensiones caracteŕısticas de temperatura y longitud utilizadas fueron

∆T = Ti − Te,
L = 2ri,

(3.3)

donde ri es el radio de la esfera interna, Ti y Te son las temperaturas de
las esferas interna y externa respectivamente. Los valores ∆T y L son los
utilizados en el trabajo experimental con el que se compararon los resultados
[2].

La discretización se realizó en una malla cúbica considerándose ∆x =
∆t = cl = 1, elección usual en el método térmico de Lattice-Boltzmann [28].
El número de nodos por lado de la malla cúbica N se relacionó al diámetro
de la esfera externa, es decir: N ≡ 2re. De acuerdo a esto L se escribe como

L = ηN, (3.4)

donde η es la razón de aspecto dada por

η =
ri
re
. (3.5)

Hay que notar que se utilizan dimensiones del lattice por lo que en el trabajo
no se especificarán las unidades f́ısicas (algo usual en LBM).

La temperatura de referencia θ0 usada fue

θ0 =
Te + Ti

2
. (3.6)

El método numérico cuenta con cuatro parámetros libres a ajustarse gβ,
τ , τg y ρ0 [28]. Estos parámetros deben ajustarse de forma que el método
numérico reproduzca adecuadamente algún resultado teórico o experimen-
tal. Dado que no existen resultados teóricos para rangos amplios de Ra o
η se buscó comparar con el trabajo experimental presentado en 2006 por
Teertstra et al. [2]. La razón para ello fue que éste es el único trabajo expe-
rimental con un rango amplio de números de Ra que incluye la transición
entre reǵımenes convectivos.
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Teertstra et al. obtuvieron las curvas Nu = Nu(Ra) utilizando aire
(Pr = 0.7) para 4 diferentes razones de aspecto. Las mediciones para obte-
ner estas curvas se realizaron en estados estacionarios y cubrieron 6 ordenes
de magnitud en el número de Rayleigh. Para comparar con los resultados
experimentales las simulaciones se realizaron bajo las mismas condiciones.
Esto permitió corroborar los datos obtenidos de las simulaciones y otorga
certidumbre a los campos de temperatura y velocidad obtenidos.

3.1. Ajuste de parámetros

En esta sección se muestra la forma en la que los parámetros del método
numérico fueron ajustados. El ajuste se realizó en base a la curva Nu =
Nu(Ra) otenida por Teertstra et al. para η = 1

2 y Pr = 0.7, mostrada
en la figura 3.1. Es decir, se realizaron simulaciones para estas condiciones
y se buscó ajustar los parámetros libres de forma que la curva numérica
coincidiera cualitativamente con la curva experimental.
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Figura 3.1: Resultados de Teertstra et. al. para η = 1
2 [2].
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De la curva 3.1 se pueden identificar 3 regiones, estas regiones se mues-
tran esquemáticamente en la figura 3.2. La región I es la zona donde Nu
parece ser independiente de Ra. La región II es una zona de transición entre
la región I y la región III. En la región III se presenta un incremento en el
número de Nusselt que a primera instancia pareciera corresponder a una
ley de potencia Nu ∝ Ram. El comportamiento cualitativo en estas zonas
se utilizará para realizar el ajuste de los parámetros libres.
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Figura 3.2: Zonas identificadas en el espacio Ra−Nu.

El procedimiento utilizado en las simulaciones para obtener cada punto
en el espacio Ra-Nu fue el siguiente

1. Se comienza con un sistema con condiciones iniciales para fα, gα, T ,
ρ y v para un número de Ra espećıfico y Pr = 0.7.

2. Se evoluciona al sistema de acuerdo al método térmico de Lattice-
Boltzmann.

3. Se da un tiempo de relajación numérica de 7000 pasos, correspondiente
a la termalización del método.
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4. Posteriormente se calcula el número de Nusselt cada 200 pasos de
tiempo, como se mostrará más adelante, y se calcula ∆Nu = |Nu(t+
∆t)−Nu(t)| que sirve como medida de la estacionaridad del sistema,
ya que idealmente en un estado estacionario ∆Nu ≈ 0.

5. Cuando ∆Nu < 8 × 10−5 se considera se ha llegado a un estado
estacionario para el número Ra dado y Pr = 0.7.

Es posible fijar la temperatura de alguna de las esferas para toda la
simulación, ya que Ra está caracterizado únicamente por ∆T . Tomando esto
en cuenta se fijó la temperatura externa en Te = 0.1, Ti quedo determinada
por Ti = ∆T + Te. A su vez ∆T esta determinada por el resto de los
parámetros libres de forma que se obtenga el Ra deseado.

El procedimiento para obtener una gráfica completa en el espacio Ra-Nu
fue el siguiente

1. Se parte de un número de Rayleigh inicial Ra0 y se utilizan las si-
guientes condiciones iniciales

T =
Te + Ti

2
, v = 0, ρ = ρ0, (3.7)

fα = ρ0wα, gα =
Te + Ti

2
wα. (3.8)

La densidad inicial ρ0 es uno de los parámetros a ajustar.

2. Se deja evolucionar al sistema hasta llegar a un estado estacionario,
con el procedimiento ya descrito.

3. Una vez obtenido un estado estacionario se aumenta el número de
Rayleigh mediante ∆T .

4. Se utilizan los resultados obtenidos para T , v, ρ, fα y gα del estado
estacionario calculado como condiciones iniciales para el nuevo número
de Rayleigh.

5. Los últimos 3 pasos se repiten hasta que el número de Rayleigh alcanza
un valor máximo. Usualmente se dejó evolucionar la simulación hasta
que aparecieran inestabilidades numéricas, lo que determinaba el valor
del Raylegih máximo. Por lo tanto, las gráficas obtenidas corresponden
al rango de estados estacionarios que el método numérico permite
calcular.
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3.1.1. Cálculo del número de Nusselt

Antes de proseguir con el ajuste de parámetros es importante mencionar
cómo se calculó el número de Nusselt. Para comparar con los experimentos
de Teertstra et al. el número de Nusselt debe ser calculado sobre la super-
ficie interna. Sin embargo, al calcular sobre esta superficie, se observa que
el número de puntos que se pueden utilizar dependerá de la razón de as-
pecto. Para evitar una diferencia en el error al calcular la integral se puede
utilizar el número de Nusselt calculado en la esfera externa para posterior-
mente relacionarlo con el número de Nusselt de la esfera interna mediante
la relación

Nui = −Ae
Ai
Nue. (3.9)

donde Nui es el número de Nusselt calculado en la esfera interna, Nue es el
número de Nusselt calculado en la esfera externa, Ae es el área de la esfera
externa y Ai es el área de la esfera interna. La ecuación (3.9) es válida para
un estado estacionario ya que en estos la enerǵıa que entra al sistema debe
ser igual a la que sale de él.

La ecuación (3.9) se puede escribir en función de la razón de aspecto η
como

Nui = −
(

1

η

)2

Nue. (3.10)

Considerando la ecuación (3.10), el número de Nusselt que se utilizó que-
da expĺıcitamente escrito como

Nu =

(
1

η

)2
L

∆T

1

Ae

∫ ∫
Ae

∂T

∂r
dS. (3.11)

Si el número de Nusselt se calcula de acuerdo a la ecuación (3.11) el
error al momento de aproximar la integral será el mismo para todas las
razones de aspecto ya que el tamaño de la esfera externa no cambia (todas
las simulaciones se realizaron para la misma resolución L).
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Para calcular el flujo sobre la esfera externa primero se aproximó la
derivada normal de la temperatura por su diferencia finita para cada nodo
localizado en la frontera, es decir

∂T

∂r
(rn) =

T (rn)− Te
re − rn

, (3.12)

donde rn indica la posición radial de un nodo cuyo vecino se encuentre
dentro de la frontera sólida, es decir son todos los nodos sobre los que
aplicaremos las condiciones de frontera para la esfera externa.

El flujo por unidad de área no es más que el promedio de las derivadas
normales sobre la esfera externa y es este promedio el que se aproximó uti-
lizando únicamente los nodos en la frontera de la siguiente manera

1

Ae

∫ ∫
Ae

∂T

∂r
dS =

〈
∂T

∂r

〉
≈ 1

Nb

Nb∑
n

T (rn)− Te
re − rn

, (3.13)

donde Nb es el número total de nodos cuyos vecinos se encuentran fuera del
dominio del fluido. Considerando las ecuaciones (3.11) y (3.13) la forma en
la que Nu se calculó es

Nu ≈
(

1

η

)2
L

∆T

1

Nb

Nb∑
n

T (rn)− Te
re − rn

. (3.14)

Se observó que el error al calcular el número de Nusselt directamente en
la esfera interna se manifiesta al cambiar la razón de aspecto. Los resultados
no coinciden con los experimentales al ajustar los parámetros calculando
Nu de esta forma. De hecho, la condición (3.9) en general no se cumple y la
diferencia entre el número de Nusselt calculado directamente y el calculado
indirectamente llegó a ser en algunos casos del 50 %. Por ello es fundamental
calcular el número de Nusselt indirectamente como se mostró en esta sección,
para realizar una sola calibración de parámetros. Estas discrepancias pueden
no deberse únicamente a la resolución sino a la la suavidad de las condiciones
de frontera utilizadas sobre las funciones de distribución fα y gα, ver sección
§2.6.
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3.1.2. Ajuste para τ y gβ

La selección para los parámetros τ y gβ se obtuvo al realizar simulaciones
variando independientemente los dos parámetros. Es importante notar que
τg deja de ser un parámetro libre ya que queda determinado por τ y Pr =
0.7, mediante la relación (3.2).
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Teertstra et al.
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Figura 3.3: Curvas Nu(Ra) para diferentes combinaciones τ y gβ.

La figura 3.3 muestra un ejemplo de las curvas obtenidas para 3 diferen-
tes combinaciones de τ y gβ, con L=160 y ρ0 = 10. De las curvas obtenidas
se pueden hacer las siguientes observaciones

1. τ desplaza verticalmente la curva (aumenta o disminuye Nu) sin al-
terar el comportamiento cualitativo general.

2. A medida que gβ crece , Nu se aleja de un valor constante para Ra
bajos en la zona I.

3. Los valores cŕıticos de Ra en los cuales ocurren las transiciones entre
zonas no parecen ser sensibles a la variación de τ y gβ.
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En consecuencia el valor que determina el comportamiento cuantitativo
a Ra suficientemente altos será τ . Para ajustar τ se busca que cuando Nu se
vuelva aproximadamente constante en la zona I tome el valor experimental
de Nu ≈ 4. Considerando esto, el valor al cual se ajusto τ fue

τ = 0.686. (3.15)

Como gβ parece únicamente controlar el comportamiento no constante
a Ra bajos es posible fijarse únicamente en el número de Rayleigh más bajo
a trabajar y observar cómo cambia Nu con gβ. Se ajustó gβ de forma que el
valor de Nu para el Ra considerado se aproxime al valor constante Nu = 4.
Esto permitirá rectificar la curva y reproducir el comportamiento en la zona
I.
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Figura 3.4: Número de Nusselt como función de gβ junto con su ajuste
lineal para Ra = 100 y τ = 0.686.

De la figura 3.4 se puede concluir que gβ debe tomar un valor numérico
pequeño. El valor que se utilizó, y que rectifica hasta Ra ∝ 10−1, fue

gβ = 5× 10−9. (3.16)
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3.1.3. Ajuste para ρ0

Como ya se mencionó previamente los parámetros τ y gβ no permiten
modificar los valores cŕıticos en el número de Rayleigh. El parámetro que
permite ajustar estos puntos es la densidad inicial ρ0.
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Figura 3.5: Curvas Nu(Ra) para diferentes densidad iniciales ρ0.

En la figura (3.5) se muestra el cambio de la curva en el espacio Ra−Nu
al variar la densidad inicial. Se observa que al aumentar la densidad se
presenta un desplazamiento de la curva hacia la derecha mientras que al
disminuirla se desplaza hacia la izquierda. El valor de ρ0 estimado para
ajustar la curva experimental fue

ρ0 = 1.145. (3.17)

Los valores cŕıticos no se calcularon expĺıcitamente, por lo que el ajuste
se realizó de forma gráfica.
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3.1.4. Cambio de Resolución

Para el ajuste de parámetros se utilizo una resolución de L = 160, pero
la resolución máxima permitida por la tarjeta de vidéo es de L = 256. Es
deseable utilizar la máxima resolución posible para disminuir el error en el
cálculo del número de Nusselt.

Para asegurar que un ajuste de τ , gβ y ρ0 para esta nueva resolución no
era necesario se realizaron simulaciones para 6 diferentes resoluciones.
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Figura 3.6: Curvas Nu(Ra) para diferentes resoluciones.

En la figura 3.6 se muestra la comparación entre las diferentes resolu-
ciones. Se puede observar que salvo para L = 96 y L = 224 las curvas
obtenidas parecen no diferir en más del 5 %. Aśı mismo parece no existir
un comportamiento uniformemente convergente al aumentar la resolución
sino uno oscilatorio alrededor de la curva esperada. Se encontró que para
L = 256 el valor constante de Nusselt se aproximaba a Nu = 4 hasta dos
cifras significativas, por lo que se decidió utilizar esta resolución para las
simulaciones finales.
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3.2. Comparación experimental Ra vs Nu

Se realizaron simulaciones para las 4 diferentes razones de aspecto utili-
zadas por Teertstra et al.: η =

{
5
24 ,

1
3 ,

1
2 ,

2
3

}
, con una resolución de L = 256

y Pr = 0.7. En esta resolución la cantidad de nodos efectivos (nodos entre
las dos esferas) es aproximadamente 8.0×106, 7.6×106, 7.0×106, 5.6×106

para η igual a 5
24 , 1

3 , 1
2 , 2

3 respectivamente.
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Figura 3.7: Comparación de resultados numéricos y experimentales para la
razón de aspecto η = 5

24 .

En las figuras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 se muestra el resultado de las simula-
ciones realizadas junto con los datos experimentales de Teertstra et al. Para
obtener las curvas se consideraron 20 puntos por cada orden de magnitud.
Esto tomó en promedio una semana de cómputo para obtener cada una de
las curvas (se utilizó una tarjeta NVDIA c© GeForce GTX TITAN con 6GB
VRAM). Los parámetros τ , gβ y ρ0 utilizados fueron los mismos para todas
las razones de aspecto. En la figura 3.11 se muestra una comparación entre
todas las razones de aspecto, en esta figura para una mejor visualización
se muestran los datos experimentales junto con la ĺınea que une los datos
numéricos.
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Figura 3.8: Comparación de resultados numéricos y experimentales para la
razón de aspecto η = 1
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Figura 3.9: Comparación de resultados numéricos y experimentales para la
razón de aspecto η = 1

2 .
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Figura 3.10: Comparación de resultados numéricos y experimentales para
la razón de aspecto η = 2
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Figura 3.11: Comparación de resultados numéricos y experimentales para
las cuatro diferentes razones de aspecto η
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Aunque no se encontraron expĺıcitamente los puntos cŕıticos, estos serán
denotados como Rasc (Rayleigh subcŕıtco) y Rac (Rayleigh cŕıtico). Rasc
determina el cambio entre la región I y II mientras que Rac denota el cambio
entre la región II y III.

De la figura 3.11 se observa que Nu = Nu(Ra, η) parece tener un com-
portamiento en las regiones I y III de la forma

Nu (Ra, η) =


NuI(η) Ra < Rasc(η)

NuIII(η)Ram(η) Ra > Rac(η)
(3.18)

Es posible realizar un ajuste mediante mı́nimos cuadrados para todas
las razones de aspecto en estas dos regiones, con el fin de calcular NuI(η)
y m(η). Esto permitirá comparar los coeficientes de las simulaciones y
los experimentos. La importancia radica en que estos coeficientes deter-
minan la eficiencia en la transferencia de calor, por lo que al compararlos se
tendrá una idea cuantitativa de la fiabilidad del método. Las curvas NuI(η)
y m(η) encontradas fueron
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Figura 3.12: Comparación entre los resltados numéricos y experimentales
para los coeficientes NuI(η), junto con la curva que ajusta los datos
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Figura 3.13: Comparación entre los resltados numéricos y experimentales
para los coeficientes m(η), junto con las curvas que ajustan los datos

El coeficiente NuI(η) se ajusta a una curva de la forma

NuI =
2

1− η
. (3.19)

Esta curva corresponde a la solución del problema de conducción entre dos
esferas a temperatura constante en asuencia de fuerzas de cuerpo, y se pue-
de observar que tanto las simulaciones numéricas como los datos experi-
mentales siguen este comportamiento. Esto muestra que a pesar de existir
movimiento el transporte de enerǵıa está dominado por la conducción. La
diferencia porcentual máxima entre los coeficientes NuI calculados a partir
de las simulaciones numéricas y de los datos experimentales fue del 0.1 %.

El coefiente m(η) tiene un comportamiento lineal tanto para los resul-
tados numéricos como para los datos experimentales. De la figura (3.13) se
puede observar que la pendiente de la recta ajustada para la simulación es
mayor a la de los datos experimentales. La intersección entre las dos cur-
vas corresponde a η ≈ 0.4 por lo que las simulaciones numéricas dan una
mejor aproximación a los resultados experimentales para razones de aspec-
to medias. Para razones de aspecto grandes se sobreestima la transferencia
de enerǵıa y para razones de aspecto pequeñas se subestima. La diferen-
cia porcentual máxima entre los coeficientes m calculados a partir de las
simulaciones numéricos y de los datos experimentales fue del 5 %.



3.3. VERIFICACIÓN DE CONDICIONES DE FRONTERA 63

3.3. Verificación de condiciones de frontera

Se hab́ıa mencionado en el caṕıtulo 2 que las condiciones de frontera im-
puestas sobre el método daŕıan condiciones isotermas y de no deslizamiento
en un punto intermedio entre un nodo sólido y un nodo fluido. Para mostrar
que en efecto esto es lo que sucede se obtuvo para la razón de aspecto η = 1

2
en la zona I el campo de temperatura adimensional T ∗, dado por

T ∗ =
T − Te
Ti − Te

, (3.20)

y la magnitud del campo de velocidad ‖v‖, en unidades del lattice, como
función del radio para θ = π

2 y φ = 0.

En esta combinación de ángulos el primer nodo sólido ocurre a una
distancia (en unidades de nodos) de 128 y el último nodo fluido es el que
se encuentra una distancia de 127. Las condiciones de frontera isotermas y
de no deslizamiento exigen que T ∗(128) = 0 y ‖v‖(128) = 0. En la figura
3.14 se muestra una extrapolación lineal aśı como los datos numéricos para
la magnitud del campo de velocidad y para el campo de temperatura como
función del radio en los nodos cercanos a la frontera.
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Figura 3.14: Extrapolación en la zona I para η = 1
2 , θ = π

2 , φ = 0 del campo
de temperatura y de la magnitud del campo de velocidad
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Como se puede ver de la figura 3.14 las condiciones de frontera se satis-
facen en una vecindad de radio 0.1 en un punto intermedio entre el último
nodo fluido y el primer nodo sólido. Esto se cumple para todos los nodos
fluidos que tengan un vecino sólido.

3.4. Isotermas y ĺıneas de corriente

La transferencia de calor en el sistema obtenida por las simulaciones
y por los experimentos coinciden razonablamente bien. Se observó que la
diferencia entre ambos resultados van del 0.1 % al 5 %. Debido a esto se
espera que tanto el campo de velocidades como el de temperatura obtenidos
numéricamente exhiban el comportamiento f́ısico correcto. Para visualizar
estos campos se hace uso de las superficies isotermas y las ĺıneas de corriente,
de esta forma se podrá entender el flujo de masa y enerǵıa en el sistema.

Las simulaciones realizadas almacenaban la información de los campos
de temperatura y velocidad para números de Rayleigh espećıficos, de igual
forma se contaba con un despliegue gráfico en tiempo real. De estas visuali-
zaciones se observó que no exist́ıa ruptura de la simetŕıa axial presente en el
problema f́ısico por lo que es posible observar tanto las superficies isotermas
como las de corriente en un plano axial paralelo a la fuerza gravitacional,
como por ejemplo el plano y − z de la malla cartesiana.

Los resultados del campo de temperatura se muestran en la temperatura
adimensional T ∗ dada por la ecuación (3.20).

A continuación se presentan las isotermas y ĺıneas de corriente para todas
las razones de aspecto en cada una de las tres regiones. Adicionalmente se
incluye una visualización 3D de las isotermas. Nos referiremos a la zona I
como zona conductiva, a la zona II como zona de transición y a la zona III
como zona convectiva.
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3.4.1. Zona Conductiva

Los resultados numéricos en esta zona, figuras 3.15 a 3.18, muestran
que el transporte de enerǵıa está dominado por la conducción. Esto puede
verse por la forma esférica de las isotermas. Las ĺıneas de corriente tienen
una forma tipo “banana” con simetŕıa de reflexión respecto al ecuador,
observada en otras simulaciones presentes en la literatura [29].

Figura 3.15: Curvas obtenidas para η = 5
24 y Pr = 0.7 a Ra = 10, Ra <

Rasc. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Abajo Izquierda: 10
ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo derecha: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.16: Curvas obtenidas para η = 1
3 y Pr = 0.7 a Ra = 102,

Ra < Rasc. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10
ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.17: Curvas obtenidas para η = 1
2 y Pr = 0.7 a Ra = 103,

Ra < Rasc. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10
ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.18: Curvas obtenidas para η = 2
3 y Pr = 0.7 a Ra = 104,

Ra < Rasc. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10
ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo: Ĺıneas de corriente.
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3.4.2. Zona de Transición

Los resultados numéricos en esta zona, figuras 3.19 a 3.22, muestran
que las superficies isotermas se deforman en ovoides pero mantienen su
convexidad. Las ĺıneas de corriente mantienen su forma tipo “banana” pero
pierden la simetŕıa de reflexión respecto al ecuador, mostrando un ligero
desplazamiento en dirección contraria a la fuerza gravitacional.

Figura 3.19: Curvas obtenidas para η = 5
24 y Pr = 0.7 a Ra = 102, Rasc <

Ra < Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Abajo Izquierda:
10 ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Abajo derecha: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.20: Curvas obtenidas para η = 1
3 y Pr = 0.7 a Ra = 103,

Rasc < Ra < Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio:
10 ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Abajo: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.21: Curvas obtenidas para η = 1
2 y Pr = 0.7 a Ra = 104,

Rasc < Ra < Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio:
10 ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Abajo: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.22: Curvas obtenidas para η = 2
3 y Pr = 0.7 a Ra = 105,

Rasc < Ra < Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio:
10 ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Abajo: Ĺıneas de corriente.
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3.4.3. Zona Convectiva

Los resultados numéricos en esta zona, figuras 3.23 a 3.26, muestran
una gran deformación de las isotermas, cambiando su convexidad al tomar
una forma tipo “hongo”. Las isotermas de mayor temperatura se encuen-
tran ahora más cercanas a la superficie externa y la convección domina el
transporte de enerǵıa. Las ĺıneas de corriente se desplazan en mayor medida
verticalmente.

Figura 3.23: Curvas obtenidas para η = 5
24 y Pr = 0.7 a Ra = 104,

Ra > Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Abajo Izquierda:
10 ĺıneas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Abajo derecha: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.24: Curvas obtenidas para η = 5
24 y Pr = 0.7 a Ra = 105,

Ra > Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10 ĺıneas
isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Aba-
jo: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.25: Curvas obtenidas para η = 5
24 y Pr = 0.7 a Ra = 106,

Ra > Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10 ĺıneas
isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Aba-
jo: Ĺıneas de corriente.
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Figura 3.26: Curvas obtenidas para η = 5
24 y Pr = 0.7 a Ra = 106,

Ra > Rac. Arriba: Visualización 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10 ĺıneas
isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Aba-
jo: Ĺıneas de corriente.



Caṕıtulo 4

Conclusiones y
Perspectivas

En este caṕıtulo se presentan las observaciones y conclusiones obtenidas
de los resultados mostrados en el caṕıtulo anterior. Para dar un mejor con-
texto a las conclusiones que aqúı se presentan, se enfatiza el objetivo del
presente trabajo: Estudiar numéricamente el proceso de convección natural
en un fluido contenido entre dos esferas concéntricas a temperatura cons-
tante mediante la obtención del comportamiento global de transferencia de
enerǵıa y la caracterización de los diferentes reǵımenes a través de la forma
de las isotermas y las ĺıneas de corriente del flujo.

Se estudió el proceso de convección en la aproximación de Oberbeck-
Boussinesq utilizando un método térmico de Lattice-Boltzmann [30]. El
sistema térmohidrodinámico estudiado se encuentra caracterizado por tres
números adimensionales: el número de Prandtl Pr, el número de Rayleigh
Ra y la razón de aspecto entre las esferas η. La transferencia global de calor
se caracteriza por el número de Nusselt Nu y por su dependencia con los
parámetros adimensionales ya introducidos. Nu es el parámetro de orden
que permite determinar los diferentes mecanismos de transporte de enerǵıa.
Como se buscó una comparación directa de las curvas Nu = Nu(Ra, η)
con resultados experimentales, únicamente se realizaron simulaciones para
Pr = 0.7 y para η = { 5

24 ,
1
3 ,

1
2 ,

2
3} [2].
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Debido a que el método numérico cuenta con parámetros libres fue ne-
cesario ajustar una de las curvas Nu = Nu(Ra, 0.7, η) a los resultados
experimentales conocidos. Se ajustó el valor de los parámetros libres τ , ρ0

y gβ utilizando la curva experimental para η = 1
2 y las simulaciones para el

resto de las razones de aspecto se realizaron sin variar estos parámetros. Al
calibrar el método numérico y determinar los parámetros libres se observó lo
siguiente

Ajuste de τ . El parámetro τ está relacionado a la viscosidad cinemática
del fluido. En el método se observó que determina el valor numérico de
Nu en la zona conductiva, por lo que sirve para ajustar verticalmente
la curva Nu = Nu(Ra) (ver figura 3.3).

Ajuste de ρ0. El parámetro ρ0 representa la densidad inicial y de refe-
rencia del fluido. En el método determina las transiciones entre zonas.
Por lo que sirve para ajustar horizontalmente la curva Nu = Nu(Ra)
(ver figura 3.5).

El ajuste de gβ. El parámetro gβ corresponde al término de acopla-
miento entre la ecuación de momento y la ecuación de enerǵıa en el
método térmico de Lattice-Boltzmann. Su contraparte en el modelo
de Boussinesq corresponde a la compresibilidad térmica incluida en
la fuerza de cuerpo. Al calibrar este parámetro para reproducir los
resultados experimentales se obtuvo como única condición que fuera
pequeño (ver figura 3.4). Que tan pequeño debe ser depende del rango
de Ra a estudiar. Podŕıamos entender esta condición como el requeri-
miento sobre el segundo número de Froude Fr2 = β∆T para derivar
las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq de las ecuaciones de Navier-
Stokes (ver sección 1.2). Esto parece indicar que el método numérico es
congruente con las condiciones f́ısicas impuestas por la aproximación
de Oberbeck-Boussinesq.

A pesar de que el método numérico es relativamente simple, se ob-
servó que fue capaz de reproducir con un error entre el 0.1 % (zona I) y
el 5 % (zona III) los resultados experimentales (ver figuras 3.7, 3.8, 3.9 y
3.10). De los resultados es posible realizar las siguientes observaciones

El método numérico tiene menor error (≈.4 %) para razones de as-
pecto medias. Para razones de aspecto grandes se sobrestima en ≈5 %
la transferencia de enerǵıa mientras que para razones de aspecto pe-
queñas se subestima igual en ≈5 % (ver figura 3.13).
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Se puede observar que se presentan tres zonas caracteŕısticas. Nos
referimos a estas como la zona conductiva, la zona de transición y la
zona convectiva (ver figura 3.11). Existen dos números de Rayleigh
cŕıticos (Rasc y Rac) que determinan cuándo se darán las transiciones
entre cada zona. Cada una de las zonas se encuentra caracterizada
por la forma de Nu = Nu(Ra), de las isotermas y de las ĺıneas de
corriente de la siguiente forma

1. Zona Conductiva:

En esta zona Nu sigue un comportamiento constante. Las isoter-
mas presentan simetŕıa esférica y son equivalentes a la solución
al problema de conducción en ausencia de fuerzas de cuerpo (ver
figuras 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18). Lo que indica que a pesar de exis-
tir movimiento este no es lo suficientemente intenso como para
afectar el transporte de enerǵıa.

Los ĺıneas de corriente muestran que solo existe una celda con-
vectiva tipo “banana” con simetŕıa axial y simetŕıa de reflexión
θ → −θ (ver figuras 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18).

2. Zona Transición:

En esta zona Nu comienza a aumentar como función de Ra. Las
isotermas pierden la simetŕıa esférica y conservan únicamente la
simetŕıa axial, pasan de ser esferas a ser ovoides (ver figuras 3.19,
3.20, 3.21 y 3.22).

Los ĺıneas de corriente comienzan a perder la simetŕıa de refle-
xión θ → −θ y comienzan a desplazarse en dirección contraria al
campo gravitacional (ver figuras 3.19, 3.20, 3.21 y 3.22).

3. Zona Convectiva:

En este zona Nu crece con Ra aproximadamente de la forma
Nu ∝ Ram(η). Hay que recordar que Grossman y Lohse demos-
traron que para el caso clásico de Rayleigh-Bénard no es posible
expresar la relación entre el número de Nusselt y el número de
Rayleigh como una ley de potencias pura, sino como una serie
de leyes de potencias, por lo que en un futuro se podŕıa realizar
un análisis más detallado para ver si en el caso estudiado esto
mismo ocurre [31].
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Las isotermas mantienen la simetŕıa axial pero cambian su curva-
tura, pasan de ser ovoides a ser figuras tipo “hongos” (ver figuras
3.23, 3.24, 3.25 y 3.26).

Las ĺıneas de corriente siguen teniendo una única celda con forma
tipo “banana” y conservan la simetŕıa axial, pero se desplazan
en mayor medida en dirección contraria al campo gravitacional
(ver figuras 3.23, 3.24, 3.25 y 3.26).

Es posible concluir que la geometŕıa de las curvas isotermas caracteri-
za las regiones. Pasan de ser esferas a superficies no convexas en forma de
“hongo”. Las lineas de corriente siempre cuentan con una única celda con-
vectiva y siguen la geometŕıa impuesta por las isotermas (ver figuras 3.15-
3.26).

También se pudo observar que para los Ra obtenidos no se encontró un
estado no estacionario, primero se encontraron inestabilidades numéricas
dentro de la simulación.

La simetŕıa axial se conservó durante todas las simulaciones. Esto hace
pensar que el método completamente tridimensional es innecesario, pero
debido a que en un futuro se desea extender el problema a un problema
de fuerza central donde hay soluciones que no tienen simetŕıa axial, las
simulaciones realizadas sirven como una primera validación [1].

Para concluir esta sección, se presentan las perspectivas del trabajo mos-
trando algunas posibles extensiones a realizarse en el futuro

Fuerza Central

Como ya se mencionó se pretende extender el método para tratar el
problema bajo un campo central. Para fuerzas de este tipo śı exis-
ten estados hidrostáticos por lo que el problema se vuelve el análogo
esférico al problema clásico de Rayleigh-Bénard. Este tipo de fuer-
zas pueden añadirse fácilmente al algoritmo cambiando el término de
acoplamiento en la ecuación (2.68) por

3wαcl∆t(T − θ0)g(r)ξα · êr, (4.1)
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donde g(r) denota la forma de la fuerza de cuerpo y êr el vector
director radial esférico. A manera de prueba se realizó una simulación
con η = 1

2 para el caso

g(r) ∝ r. (4.2)

El problema de estabilidad lineal para este tipo de fuerza fue tratado
por Chandrasekhar en su libro de estabilidad hidrodinámica e hidro-
magnética en 1961 [1]. Chandrasekhar propone una perturbación a la
solución hidrostática para el campo de temperatura de la forma

T (r, θ, φ) = Θ(r)Y ml (θ, φ) (4.3)

donde Θ(r) es una función que depende únicamente del radio y Y ml son
los esféricos armónicos. Para el caso η = 1

2 Chandrasekhar muestra
que el primer modo en aparecer es el modo l = 4. Para validar la
simulación de prueba realizada se obtuvieron las figuras mostradas en
4.1.

Como se puede apreciar en la figura 4.1 el campo de temperatura
se asemeja al comportamiento angular descrito por Chandrasekhar.
Aunque el comportamiento angular no se ajusta exactamente al modo
deseado se puede suponer que se debe a que la predicción de Chan-
drasekhar es para Ra ≈ Rac y las figuras se obtuvieron a un número
de Rayleigh Ra = 400 mayor al Rayleigh cŕıtico Rac ≈ 250 observado
en la simulación.

Es importante mencionar que las figuras en 4.1 fueron obtenidas para
un sistema de L = 224, para otros tamaños se observó que la malla
impońıa su simetŕıa y en lugar de dominar un modo l = 4 se observa-
ba un modo l = 2. Esto puede deberse a las condiciones de frontera,
que para fronteras curvas no son las más adecuadas [27]. También se
observó que los estados convectivos estacionarios presentaban inesta-
bilidad numérica después de largos intervalos de tiempo.
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Figura 4.1: Fuerza central ∝ r para η = 1
2 , Pr = 0.7 y Ra = 400 > Rac.

Arriba Izquierda: Visualización 3D de las superficies isotermas. Arriba Dere-
cha: Campo de temperatura sobre una superficie con r constante. En medio
Izquierda: Forma general de las superficies isotermas. En medio Derecha:
Campo de temperatura para φ = 0 y r constante como función de θ, tam-
bién se muestra un ajuste al modo l = 4 de los esféricos armónicos. Abajo
Ĺıneas de corriente coloreadas con la magnitud del campo de velocidad
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Condiciones de Frontera Curvas

Otra de las extensiones a realizarse es la inclusión de condiciones de
frontera más adecuadas, utilizando las propuestas por Huang et al.
en 2006 [27]. Estas condiciones podŕıan solucionar los problemas con
las fuerzas de cuerpo discutidos anteriormente y de esta forma seŕıa
posible extender el estudio a este tipo de problemas

Rotación

Otra extensión directa, pero sensible a las condiciones de frontera, es
la implementación de rotación de las esferas externa e interna. Esto
se podŕıa añadir una vez implementadas las condiciones de frontera
ya mencionadas.
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