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Introduccion

El flujo convectivo es uno de los principales mecanismos de transporte
de energia y masa. En particular, el flujo producido por un gradiente de
temperatura en presencia de un campo gravitacional (conveccién natural)
resulta de gran relevancia en la naturaleza y en aplicaciones de tipo indus-
trial. Ejemplos en la naturaleza son la dindmica de los océanos, la atmosfera
y en el interior de estrellas y planetas.

La idea de conveccién ha estado presente por lo menos desde 1870 cuando
el Conde Rumford introdujo la idea del proceso como hoy la entendemos;
sin embargo, fue hasta 1900 cuando tomé mayor relevancia en la comunidad
cientifica gracias a los experimentos realizados por H. Bénard [I].

Dichos experimentos consistian en someter una capa de fluido a un gra-
diente de temperatura en sentido opuesto a la fuerza gravitacional terrestre.
La capa de fluido se encontraba en un recipiente rectangular cuyo lado pa-
ralelo al campo gravitacional era mucho menor a los lados perpendiculares,
la placa inferior del recipiente se calentaba mientras que la placa superior se
encontraba abierta a la atmosfera para de esta forma generar el gradiente de
temperatura, ver figura[I} La capa de fluido se encontraba inicialmente en
equilibrio hidrostatico y Bénard observé que a partir de cierto gradiente de
temperatura se rompia el equilibrio y se generaba un flujo. Este flujo era es-
tacionario y en él se presentaban patrones celulares hexagonales [I][pdg.11].
El entendimiento de la formacién de estos patrones (celdas convectivas de
Bendrd) motivé el estudio tedrico de la conveccién.

Los experimentos de Bénard pueden entenderse con el problema de con-
veccién natural para un fluido entre dos placas paralelas perpendiculares al
campo gravitacional. Las placas se encuentran a una temperatura constante,
donde la placa inferior estd a una temperatura mayor que la superior.
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Superficie abierta a la atmésfera

T
d<<L

Placa Calentada

Figura 1: Geometria del problema de conveccién estudiado por H. Bénard

En 1916 Lord Rayleigh establecié las bases tedricas para el entendimiento
de la inestabilidad hidrostatica exhibida en los experimentos de Bénard con
base en el problema anterior, es importante destacar que Rayleigh trabajo
con dos fronteras cerradas y no con una abierta y una cerrada como lo
hizo Bénard. Rayleigh caracteriz6 la transicién de un estado de equilibrio
hidrostédtico a uno de flujo estacionario mediante un nimero adimensional,
que hoy conocemos como nimero de Rayleigh, definido como

_ gBATL?
a/ =

ro

R

)

donde g es la aceleracién debida a la gravedad, [ es el coeficiente de expan-
sién térmica, AT es la diferencia de temperatura entre la placa superior e
inferior, L es el grosor de la capa de fluido, v es la viscosidad cinemética y
« la difusividad térmica. Rayleigh mostré que una vez sobrepasado un valor
critico de Ra (Ra.) el sistema se vuelve hidrostdticamente inestable y se
genera un flujo.

La introduccién del numero de Rayleigh permitié separar al sistema en
dos regimenes; el primero para Ra < Ra. donde hay equilibrio hidrostatico
y unicamente se presenta transferencia de energia por conduccién debido a
la diferencia de temperatura entre las placas. Y el segundo, para Ra > Ra,
en el cual existe un flujo y el principal mecanismo de transporte de energia
es la conveccion, que incluye el transporte por movimiento de los elementos
de fluido. Es decir, Ra,. determina la inestabilidad hidrostética y el cambio
en la forma de transferencia de energia.
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Como la transicion de un régimen a otro da lugar a un cambio en la
forma de transporte se puede caracterizar el sistema a través de la medicién
del flujo de energia a través de las placas. Para realizar esta caracterizacion
se utiliza un ntimero adimensional conocido como niimero de Nusselt, dado
por

L oT

donde A es el area de la superficie por la cual se calcula el flujo, k es la
conductividad térmica del fluido, T es el campo de temperatura y n es la
normal a la superficie donde se calcula el flujo. Este nimero corresponde al
flujo caracteristico adimensional en la superficie [2]. Usualmente se calcula
Nwu midiendo el flujo de energia sobre la placa inferior.

En el problema de las dos placas paralelas, cuando el sistema se encuen-
tra en el régimen conductivo, Nu es constante e igual a la unidad para todo
Ra < Rac. Sin embargo para Ra > Ra. el nimero de Nusselt deja de ser
constante y depende del niimero de Rayleigh. Esto indica que Nu sera el
parametro de orden asociado a la transicién de un estado conductivo a un
estado convectivo [I][pdg.69].

El estudio de los patrones de flujo y de la relacién entre Nu y Ra, asi co-
mo la determinaciéon de Ra. en el sistema basado en los experimentos de
Bénard y estudiado tedricamente por Rayleigh, es conocido en la literatura
como conveccién de Rayleigh-Bénard [3]. Desde la formulacién de la convec-
cién de Rayleigh-Bénard han existido diversas extensiones a este fenémeno
ya sea mediante el cambio de la geometria, la introducciéon de rotacién e
inclinacién, fenémenos magnéticos y eléctricos, tension superficial, etc [3)].

En el presente trabajo se reporta el estudio numérico de una variacién al
problema clésico de Rayleigh-Bénard. Esta variacion consiste en cambiar la
geometria plana por la geometria esférica mostrada en la figura 2] Hay que
mencionar que ocasionalmente al estudiar conveccién natural en geometrias
no planas se redefine al nimero de Nusselt de forma que represente al co-
ciente entre los flujos de energia para el problema de conveccién y para el
problema de conduccién en ausencia del campo gravitacional, sin embargo
en el presente trabajo se utilizard la forma presentada anteriormente [4].
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Figura 2: Geometria del problema de conveccién estudiado.

Este sistema corresponde a un fluido contenido dentro de dos esferas
concéntricas con temperaturas constantes T, y T; correspondientes a la es-
fera exterior e interior respectivamente, en donde T, < T;.

A diferencia del caso clasico de Rayleigh-Bénard, para una geometria
esférica no existe un estado hidrostatico y por lo tanto no existe un régimen
puramente conductivo. El estado hidrostatico no puede obtenerse ya que las
curvas isotermas correspondientes deben ser horizontales debido al campo
gravitacional, por lo que no podran satisfacer las condiciones de frontera en
las esferas [B]. Lo que quiere decir que, al introducir la geometria esférica
no existird una inestabilidad hidrostatica ya que siempre habrda movimien-
to. Esto hace que el problema a estudiarse sea conceptualmente diferente,
sin embargo ain serd posible caracterizar las transiciones entre diferentes
estados convectivos mediante el nimero de Rayleigh y el nimero de Nusselt

2.
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Es importante mencionar que la geometria esférica del problema pue-
de ser de interés dentro de la industria. La conveccion en esta geometria
es de interés para los disenadores de equipo microelectrénico ya que para
proteger equipo electrénico del ambiente, como polvo o humedad, es nece-
sario colocarlos dentro de un contenedor cerrado y es importante conocer la
forma del transporte de energia dentro de los contenedores. El contenedor
doblemente conectado mas sencillo es el sistema de dos esferas concéntricas
por lo que una vez entendido y modelado adecuadamente se puede dar el
paso a geometrias mas complejas que permitan mejorar el diseno de equipo
microelectrénico [2].

El presente trabajo se encuentra dividido en cuatro capitulos. En el
capitulo [1| se discuten las ecuaciones de movimiento para el campo de velo-
cidad, temperatura y presion de un fluido Newtoniano bajo la aproximacion
de Oberbeck-Boussinesq. Esta aproximacién es el modelo més sencillo en el
cual se presenta el fenémeno de la conveccién y corresponde a un fluido
térmicamente compresible pero mecanicamente incompresible. Es relevante
discutir la aproximacién de Oberbeck-Boussinesq ya que el método numérico
que se usé aproxima estas ecuaciones.

En el capitulo[2]se presenta el método numérico térmico de Boltzmann en
redes. Este método aproxima indirectamente las ecuaciones de movimiento
introducidas en el capitul [I} por lo que se utilizaron para simular la convec-
cién natural en la geometria esférica ya mencionada bajo la aproximacion
de Oberbeck-Boussinesq. A partir del método numérico es posible obtener
los campos de velocidad y temperatura para el espacio tridimensional del
sistema.

En el capitulo |3| se muestra la metodologia seguida para ajustar los
parametros libres presentes en el método numérico cuando se busca que el
fluido dentro de las esferas represente al aire. La relacién obtenida entre
Nu y Ra es comparada con los resultados experimentales de Teertstra et
al. [2]. También se presentan las lineas de corriente y las curvas isotermas
obtenidas de las simulaciones para las diferentes zonas convectivas observa-
das. Es importante mencionar que para simular un sistema tridimensional
discretizado, se suele necesitar una gran cantidad de nodos, por lo que las
simulaciones se realizaron en paralelo utilizando tarjetas graficas NVIDIA®
para reducir los tiempos de calculo.



6 INTRODUCCION

Para finalizar, en el capitulo [ se discuten los resultados experimentales
y su relacién con los mecanismos de transporte de energia. Adicionalmente
se proponen nuevos estudios basados en las experiencias del trabajo de tesis.



Capitulo 1

Modelo de
Oberbeck-Boussinesq

En este capitulo se discute el modelo de Oberbeck-Boussinesq, usualmen-
te introducido como una aproximacion a las ecuaciones de Navier-Stokes a
pesar de que su derivacién es todavia tema de debate [0} [7]. Se introducen
las ecuaciones de balance para un fluido y posteriormente se muestran algu-
nas derivaciones propuestas para obtener el modelo de Oberbeck-Boussinesq
como una aproximacion de las ecuaciones de Navier-Stokes.

1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes
Para describir la dindmica de un fluido es necesario hacer uso de las

ecuaciones diferenciales de balance de momento, balance de energia interna
y conservacién de masa [6][pdgs.7-13]. Dichas ecuaciones son

Dp

Dv

pﬁ —V'T:fb, (12)
D in

gtt+V-Ju:T:e, (1.3)



8 CAPITULO 1. MODELO DE OBERBECK-BOUSSINESQ

donde

2:§+V'V, e —=

D= B (Vv+VvTh). (1.4)

N =

En las ecuaciones anteriores p representa la densidad de masa, v el cam-
po de velocidades, T el tensor de esfuerzos, fy, la densidad fuerza de cuerpo
(fb = —pgé, en el caso de conveccién natural), ui,; la energia interna por
unidad de masa y J, el flujo de energia interna.

Para que exista balance de momento angular dentro del fluido se requiere
que el tensor de esfuerzos sea simétrico [5][pags.142-144]. Debido a esto es
posible descomponerlo de forma tnica en una parte isotopica y una parte
libre de traza como

T=—-ppl+d, (1.5)
donde

1
D = —gTI‘(T). (1.6)
En esta descomposicion d es conocido como tensor deviatérico y p,, como
la presiéon mecéanica.
Para especificar el tipo de fluido a tratar hay que definir relaciones cons-
titutivas, es decir especificar d, p,, v Ju. El modelo constitutivo Newto-
nianoes el més sencillo y liquidos convencionales como agua o aire estan

correctamente descritos por él. Las relaciones constitutivas dentro de este
modelo son

dz?u[e—;(V~v)I}, (1.7)

pm:p_C(V'V)v (18)

Ju=—AVT. (1.9)
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donde p es llamada la viscosidad dindmica, ¢ la viscosidad volumétrica y A
la conductividad térmica.

De este modelo pueden hacerse las siguientes observaciones

= El tensor deviatérico tiene una relacién lineal con e y depende tnica-
mente de la viscosidad dindmica.

= La presién mecanica y la presién termodinamica p difieren para un
fluido compresible. Esta diferencia se debe a los cambios en la energia
interna debido a la compresién y se mide por la viscosidad volumétrica
[8].

s El flujo de energia esta dado por la ley de Fourier.

Las ecuaciones resultantes para el modelo constitutivo Newtoniano son
conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes y estdan dadas por

D 2
p?‘t’ =—-Vp+uV3v+ <3u - C) V(V-v)+pgé,, (1.11)
Dujy, 2
p gtt:)\V2T+p(V- v)—(C+3ﬂ>(V-v)2+2ue:e. (1.12)

Para que las ecuaciones de Navier-Stokes sean compatibles con la segun-
da ley de la termodindmica hay que exigir que se cumpla [9][pédg.199]

Ds Ju
—>-V-|=. 1.1
152V (F) (1.13)

donde s es la entropia del sistema. Esta desigualdad es conocida como la
desigualdad de Clausius-Duhem e impone sobre los coeficientes constitutivos
u, ¢ y A, al asumirse constantes, las siguientes condiciones
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n>0, (>0, A>0. (1.14)

La desigualdad ([1.13) también permite justificar la hipdtesis de equili-
brio termodindmico local para un fluido Newtoniano [9][pdgs.391-409]. Esto
implica la existencia de las ecuaciones de estado locales

p= p(p7 T), Uint = uint(pa T)> s = 5(197 T) (115)

Las ecuaciones de Navier-Stokes junto con las ecuaciones de estado for-
man un sistema de ecuaciones cerrado sujeto inicamente a condiciones ini-
ciales y de frontera.

1.2. Aproximacion de Oberbeck-Boussinesq

Si se busca estudiar la termohidrodindmica de un fluido a partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes es necesario realizar alguna simplificacion. Esto
debido a que las ecuaciones tienen un grado de complejidad elevado.

Una forma de simplificar las ecuaciones de Navier-Stokes fue propuesta
por Oberbeck en 1888 para estudiar celdas atmosféricas y por Boussinesq
en 1903 para estudiar el movimiento de la luz en el entonces postulado éter
[6] [pag 64.]. Estas ecuaciones simplificadas se encuentran escritas en funcién
de una densidad de referencia pg y de una temperatura de referencia 6y como

V-v=0, (1.16)
DV 1 2 ~
- _ — 1
ol povp+yvV+gB(T 6o) &5, (1.17)
DT 9
—_— = T 1.1
D aV-T, (1.18)

donde la viscosidad cinematica v, la difusividad térmica « y el coeficiente
de expansién térmica 8 estan dados por
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1 A 1 < dp )
v=—, a=—-, =— =, 1.19
Lo P()Cp b 14 orT p ( )
donde C,, es el calor especifico a presién constante dado por
auint
Cp = ( a7 )p. (1.20)

Esta aproximacion es usualmente utilizada para estudiar convecciéon na-
tural pero es capaz de describir adecuadamente otros fenémenos fisicos, por
ejemplo: frentes atmosféricos, circulaciones ocednicas, etc [6].

La naturaleza fisica de la aproximacién consiste en considerar que las
variaciones de la densidad son despreciables excepto en el término de fuerza
de cuerpo en las ecuaciones de momento, en donde se asume una relacién
lineal de la densidad con la temperatura [I][pags.16-17]. Esta aproximacién
es conocida como la aproximacién de Oberbeck-Boussinesq y los fluidos que
se pueden describir por ella se dice que son mecanicamente incompresibles
pero térmicamente compresibles [10][pag.1157].

Tanto Oberbeck como Boussinesq propusieron la aproximacién ya men-
cionada de una forma intuitiva ya que no dieron una justificacion rigurosa
para ella. Desde que esta aproximacion se postulé ha sido controvertida y
han existido intentos a lo largo de los anos para obtener una derivacién sis-
tematica de ella a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes. La bisqueda de
esta justificaciéon va maés alld de la consistencia matematica ya que a partir
de ella se podrian encontrar los regimenes de validez de la aproximacion.

Hasta el dia de hoy no existe un consenso en la literatura en cuanto a
la forma “correcta” de derivar la aproximacién de Oberbeck-Boussinesq por
lo que resumiremos brevemente algunos de los trabajos que han intentado
justificarla [6].

Aparentemente, el primer trabajo que intenté justificar la aproximacién
fue escrito en 1959 por Spiegel y Veronis [I1]. En este trabajo se expanden las
funciones T', p y p alrededor de alguna solucién estacionaria (6, ), donde
o representa una presién de referencia, para posteriormente relacionarlas
con un parametro “pequeno” e. El pardmetro pequeiio lo definieron como el
cociente entre la maxima variacion de la densidad y la densidad promedio.
La idea es sustituir las expansiones y conservar términos de orden O(1), el
problema con su derivacién es que deliberadamente preservan un término
de orden O(e€) para obtener las ecuaciones deseadas [10)] [12].
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El siguiente intento importante, debido a Mihaljan, fue en 1962 [13]. Este
trabajo es usualmente citado como la derivacion formal de la aproximaciéon
de Oberck-Boussinesq y en él, Mihaljan comienza por adimensionalizar las
ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el teorema de Buckingham. Mediante
este teorema identifica los nimeros adimensionales

2

«
@ =pat @ = G, AT
p
(1.21)
Pr= K, g = RaPr,
(0%

donde L es una distancia caracteristica y AT una temperatura caracteristi-
ca. El nimero Pr lleva el nombre de nimero de Prandtl y Ra es el niimero
de Rayleigh ya mencionado anteriormente.

Mihaljan propuso para p una ecuacién de estado lineal en la temperatura
e independiente de la presion. Posteriormente propone que los campos v, p y
T se puedan escribir como una serie en €1 y €5. Estas expansiones se introdu-
cen en las ecuaciones de Navier-Stokes adimensionalizadas y, asumiendo que
estos dos parametros son considerablemente pequenos, se conservan térmi-
nos de orden O(1). Sin embargo, si g es de orden O(1) cuando ¢; — 0 se
tiene que €3 — 0o y viceversa por lo que la expansién que Mihaljan propone
es inconsistente [10].

Otro trabajo importante fue el de Gray y Giorgini en 1975 [14]. Este
trabajo tomé un rumbo distinto a la idea perturbativa de los trabajos an-
teriores. Como punto de partida se considera que ¢ = 0 y se reescribe el
balance de energia en funcién de los coeficientes 3 y Cp. La propuesta de
Gray y Giorgini consiste en aproximar p, g, A, Cp, y 8 a primer orden en
serie de Taylor alrededor de un estado de referencia (g, 7p) como

( )
c, — 00) + bo (p — o)
p= (T'—6o) + do (p — mo)
B=PBo[l+eo(T—b)+ folp—mo)
A= Xo[1+mg (T —0y) +no (p—mo)

Cpo []. + ao (T

]

]
po [1+ co (T ], (1.22)
]
]
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donde k es el coeficiente de compresibilidad isotérmica y a,b,c,d,e, f,m
y n son coeficientes asociados a la expansion de Taylor relacionados a las
propiedades del fluido. El subindice 0 en estas expansiones denota que el
coeficiente corresponde al estado de referencia.

Las expansiones mostradas en se sustituyen en las ecuaciones de
Navier-Stokes y se adimensionalizan las ecuaciones resultantes. De esta adi-
mensionalizacién surgen 13 pardmetros, entre ellos Ra y Pr. Como se busca
que p, Cp, By A sean constantes los coeficientes ag, by, co, do, €0, fo, Mo ¥ 1o
deberédn ser despreciables, esto implica la “pequenez” de 10 de los pardame-
tros adimensionales. Con estas consideraciones se llega al siguiente sistema
de ecuaciones

V.-v=0,
D Pr\?
A% T
-, — — — Ps T - Ts Az a5 2 P
Dr = v+l )&+ (Ra) V' (1.23)
DT 1 0o Pr\?
=z - - w27 _ . -8, il d:e),
Dt (RaPr)% o (AT> VoGt (Ra ) (d:e)

donde ps y Ts son los campos de presiéon y temperatura para un estado
hidrostatico solucién a las ecuaciones de Navier-Stokes y €11 es el undécimo
parametro adimensional dado por

BogL
€11 = . (1.24)
OPo

Grey y Giorgini se refieren a estas ecuaciones como las ecuaciones de
Oberbeck-Boussinesq extendidas. Para recuperar la forma completa de la
aproximaciéon es necesario eliminar los tltimos dos términos de la ecuacién
de energia por lo que simplemente se asume que estos términos deben ser
pequenos para de esta forma recuperar las ecuaciones deseadas. Esta tltima
suposicion es ad hoc, ya que unicamente se realiza para llegar a las ecua-
ciones buscadas, pero a partir de ella Grey y Giorgini muestran la zona de
validez de la aproximacién para el agua y el aire [10].
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Los trabajos mencionados hasta el momento son algunos de los mas
representativos en la derivacién del sistema de ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq. Cada una de las derivaciones mencionadas tiene sus propios
problemas y no son congruentes en las condiciones bajo las cuales un fluido
Newtoniano satisfarfa la aproximacién [10] [12].

A continuacién se discuten dos trabajos recientes que parecen tener con-
gruencia entre ellos sobre las condiciones bajo las cuales la aproximacién de
Oberbeck-Boussinesq se satisface.

El primero de ellos es la propuesta realizada por Rajagopal et al. en
1996 [10]. En esta derivacién en lugar de considerar ( = 0 simplemente se
trabaja con la presién mecdanica, evitando introducir ¢ en lo absoluto. Hasta
ahora una parte importante en todas las derivaciones mostradas ha sido la
propuesta de la ecuacion de estado para p, que en todos los casos se ha
asumido lineal. En el trabajo de Rajagopal et al. no se define directamente
la ecuacion de estado sino que se imponen condiciones sobre la forma en
la que el fluido se comprime, buscando un fluido que sea térmicamente
compresible pero mecanicamente incompresible. Para poder hablar de los
cambios en el volumen del fluido se introduce el gradiente de deformacién
F dado por

F=—"_ (1.25)

donde x corresponde a la posicién de un elemento de fluido al tiempo ¢ y
X corresponde a la nueva posicién de este mismo elemento de fluido a un
tiempo t + At. La relacién entre el gradiente de deformacion y el campo de
velocidad esta dada por [15][pag.122]

DdetF

o = (V- v)detF. (1.26)

El gradiente de deformacién mide los cambios en el volumen de un ele-
mento de fluido [15][pags.83-87]. Por esto, si F depende exclusivamente de
la temperatura, se tendra un fluido que se comprima unicamente de for-
ma térmica. Esta condicién permite desacoplar la ecuacion de continuidad
en dos ecuaciones, una para p y una para v.
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Las ecuaciones obtenidas al desacoplar la ecuaciéon de continuidad junto
con la ecuacion de balance momento forman un sistema de ecuaciones donde
aparece Unicamente la presién mecanica. Sin embargo, la ecuacion de energia
no puede escribirse directamente en funcién de p,, ya que no existe relacién
termodindmica directa entre w;,; v pm. Para encontrar una relacién entre la
energia interna y la presion mecanica se utiliza la desigualdad de Clausius-
Duhem. Las ecuaciones adimensionales resultantes en funcién de la presion
mecanica son

p=exp (—F?T), (1.27)
DT
v=F"" 1.28
Vv D’ ( )
D F?
F?pp = =Vt TuV (V-v) + F2uV?v + o, (1.29)

0 w0 \] DT 6y \ D
_ b0 o \| DT _ o o \ Dp _
o (0 5) (v oge)) B (7 5)

) (1.30)
= \V3T + 2F% {e:e 3(V-v)]

Las ecuaciones adimensionalizadas dependen tinicamente de un pardme-
tro adimensional F', conocido como el nimero de Froude, definido como

U
F= NOR (1.31)

La densidad pg es la densidad medida en un estado de referencia (6y,mo)
y la velocidad caracteristica U utilizada es

U = \/gLBAT. (1.32)
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Rajagopal et al. toman el camino perturbativo de algunos de los trabajos
anteriores; por lo que en este punto proponen un parametro pequeno €
respecto al cual perturbar, dado por el “segundo” niimero de Froude (Fr?).

e=F?=B8AT << 1. (1.33)

Asi mismo proponen que los campos v, T' y p se puedan escribir como
una expansion en e.

v = i €'y, T = i €Ty, p= i €"pn (1.34)
n=0 n=0 n=0

Después de sustituir las expansiones en las ecuaciones adimensionali-
zadas se conservan términos de hasta orden O(e). Al igualar términos del
mismo orden se obtienen, después de re-dimensionalizar, las siguientes ecua-
ciones para los primeros dos ordenes

p=pol[l—B(T—0), (1.35)
Vv =0, (1.36)
—Vpo + pog =0, (1.37)

o 1
%ﬂLwavO = f;V(szl) +vVivo—B(To—fo)g,  (1.38)
0

% +vo - VT, = aV>2T,. (1.39)
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Las ecuaciones (|1.36)), (1.38]) y (1.39) corresponden a las ecuaciones de
Oberbeck-Boussinesq para los campos vq, Ty y F2p;. Por lo que si un fluido
Unicamente se comprime mediante cambios de temperatura y su segundo
ntmero de Froude asociado es suficientemente pequeno, entonces los cam-
pos de velocidad y de temperatura satisfacen las ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq. La presién tendra que ser aproximada como la suma de dos
funciones. Una de estas presiones (pg) estd relacionada a la fuerza de cuer-
po mientras que F2p; estaré relacionada a la expansién térmica del fluido.

El dltimo trabajo por discutir es el realizado por Genieys y Massot en
2001[12]. En este trabajo se considera ¢ = 0y a los coeficientes 1 y A como
constantes. Asi mismo se propone una ecuacién de estado para p linealizada
alrededor de un estado isotérmico (fy,psi). Para justificar esta linealizacién
se introducen los niimeros adimensionales Y* y Y7, definidos por

TP (p,T) = 70(5(’5 )1?)L7 (1.40)
T (p.T) = a(p, T)AT, (1.41)

donde el indice adiabatico v y la velocidad del sonido ¢ se definen como

_ G e
T=c y c= <8p)s' (1.42)

Geynies y Massot demuestran que la linealizacién serd valida si Y (mg, ) =
Y8 v YT (m9,600) = YT son pequetios, donde 7y es la presién evaluada so-
bre alguna de las fronteras del problema en cuestién. La ecuacion de estado
linealizada en funcién de estos niimeros adimensionales estd dada por

p = pst+ X5 (Yp — B6T), (1.43)

donde ps1 = p(bo, psr) es la densidad del fluido en el estado isotérmico de
referencia.
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Al sustituir la ecuacién de estado (1.43) en las ecuaciones de Navier-
Stokes y conservar dnicamente términos de orden O(1), O(YT) y O(Y{),
las ecuaciones resultantes son

V.v=0, (1.44)
DY vyt Eiwry 4 pogte (1.45)
th - p Pe 0 Z) .

DT 1 5T 1
= V- Y v.§, 1.46
Dt T P, TIXT 6o, - " (1.46)

donde el nimero de Péclet P, se define como
P, =—. (1.47)

La adimensionalizacion utilizada por Geynies y Massot para obtener las
ecuaciones anteriores no es la misma que la utilizada por Rajagopal et al.,
sin embargo se utilizo la misma velocidad caracteristica U definida en
en ambos casos.

Las ecuaciones (1.44)), (1.45) y (1.46) son las ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq salvo un término extra en la ecuacion para la temperatura. En
principio no es posible remover este término ya que no se conoce la relacién
entre Y7 y T5. Es posible referirse a estas ecuaciones como las ecuaciones
de Oberbeck-Boussinesq débilmente compresibles y para obtener la aproxi-
macién mecénicamente incompresible basta con pedir que Th << T7.

Las condiciones obtenidas por Geynies y Massot para recuperar el mo-
delo de Oberbeck-Boussinesq se pueden resumir en la siguiente desigualdad

Th << T << 1. (1.48)
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Es posible reescribir esta desigualdad en funcién de parametros adimensio-
nales més conocidos, como

2

M
Vg << F? << 1, (1.49)

donde v = (g, 00) y el ntiimero de Mach M, se define como

M, =

%. (1.50)

Se han mostrado ya dos derivaciones recientes para obtener la aproxi-
macién de Oberbeck-Boussinesq. En ambas derivaciones se han obtenido
condiciones expresadas a partir de niimeros adimensionales, sin embargo la
derivacién propuesta por Geynies y Massot tiene un caracter mas general
que la propuesta por Rajagopal et al. Esto se puede ver de las ecuaciones
débilmente compresibles que sirven como una primera extensién al mode-
lo tradicional. Es destacable que las dos derivaciones coincidan en que el
segundo numero de Froude debe ser pequeno pero en la derivaciéon de Gey-
niets y Massot se obtienen dos condiciones extra, resumidas en . Estas
condiciones extra corresponden a las condiciones suficientes para despreciar
la compresibilidad mecanica del fluido.

Para finalizar esta seccién se muestran rescritas las condiciones obtenidas
en los trabajos [10] y [12] en funcién de los pardmetros termodindmicos del
fluido y los pardametros geométricos del sistema.

BAT << 1, (1.51)
v9L
? << 1, (152)
L
% << BAT. (1.53)

Dado un fluido especifico con el cual se busque trabajar sera posible, a partir
de las condiciones anteriores, encontrar los regimenes de temperatura y de
dimensiones del sistema en los que la aproximacién sea valida.
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1.3. Adimensionalizacion

Para obtener los pardmetros que caracterizan las ecuaciones de Oberbeck-
Boussinesq es necesario escribirlas en forma adimensional. Para esto se uti-
lizara la adimensionalizacion

. T . L
r'=— vi=—v
L’ a’
(1.54)
o L2 T— 90
= —t = — T = .
72t P= AP AT

Aunque la velocidad caracteristica utilizada en esta adimensionalizacién no
corresponde a la utilizada en las derivaciones mostradas, las condiciones
(1.51), (1.52) y (1.53)) serdn independientes de la velocidad elegida [12]. Hay
que mencionar que la temperatura no solo se adimensionaliza sino que se
reescala al desplazarla por una temperatura de referencia 6.

Las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq correspondientes a esta adimen-
sionalizacién son

V.v=0, (1.55)
DV 2 ~
57 = ~Vp+ Prv®v PrRaTé, (1.56)
DT
= —_wviT 1.57
B , (1.57)

donde se omiten los asteriscos por simplicidad y Pr y Ra estan definidos
por

ATL?
Pr= g y Ra = 99ATL (1.58)

rva
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De las ecuaciones adimensionales es posible ver que las ecuaciones de
movimiento corresponden a un proceso de difusién activa y que los nime-
ros que caracterizaran la dindmica de la aproximacién seran el nimero de
Prandtl Pr y el nimero de Rayleigh Ra.
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Capitulo 2

El método de la ecuacion
de Boltzmann en Redes

En el capitulo anterior se estableci6 el modelo bajo el cual se busca es-
tudiar el problema de conveccion para un fluido contenido entre dos esferas
concéntricas a diferentes temperaturas. Aunque lo ideal seria estudiar el
problema analiticamente esto en general no es posible; inicamente existen
soluciones analiticas a nimeros de Ra bajos [16]. Debido a esto se requie-
re utilizar un método computacional para poder visualizar los campos de
velocidad y temperatura asi como para caracterizar las inestabilidades pre-
sentadas en el sistema para un rango amplio de niimeros de Ra.

El método a utilizarse pertenece a una familia de métodos conocidos
como métodos de Boltzmann en redes 6 mejor conocidos por su nombre en
inglés “Lattice Boltzmann Methods” (LBM). Los LBM no son métodos con-
vencionales ya que en lugar de resolver directamente las ecuaciones ,
y , resuelven la ecuacion discreta de Boltzmann en la aproxi-
macién BGK.

La ecuacion discreta de Boltzmann representa un modelo microscépico
que se puede relacionar con las ecuaciones de Navier-Stokes. Es posible ex-
tender el método de Boltzmann en redes para resolver ecuaciones semejantes
que se relacionen a las ecuaciones de Oberbeck-Bossinesq. A continuacién
se presentard el modelo cinético del cual se parte para posteriormente pre-
sentar el método especifico a utilizar, asi como su justificacién.

23
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2.1. Ecuacién de Boltzmann y modelo BGK

La ecuacién de transporte de Boltzmann describe el comportamiento de
un sistema de particulas a través de la evolucion de una funcién de distri-
bucién f. Esta funcién de distribuciéon se encuentra definida en el espacio
fase de una particula, es decir depende de su posicién r y de su momento
P, v define la densidad de probabilidad para el nimero de particulas por
unidad de volumen en el espacio fase. La forma explicita de la ecuacién de
Boltzmann, escrita en funcién de la velocidad de la particula & es

of 1 _(9f
8t+£'Vrf+mF~V5f—<at>COIa (2.1)

donde V., y V¢ son los gradientes respecto a r y & respectivamente, F es
una fuerza externa y se asume que todas las particulas involucradas tienen
masa m. El término del lado derecho de la ecuacién corresponde a la
variacién de f debido a las colisiones entre particulas [I7][pdg.84].

Por simplicidad se considerara que la fuerza de cuerpo es cero. También
se asumird que la funcién de distribuciéon f no se encuentra normalizada
sino que al integrarse en el espacio de configuracién y velocidad da la masa
en el sistema, por lo que ahora tomara el papel de funcién de distribucién
de masa en este espacio. Bajo esta reinterpretacién se pueden definir las
siguientes densidades macroscépicas

p= / fae, (2.2)

v = / 3 (2.3)
puim = [ 5 (€= )" 1%, (24

donde p es la densidad de masa, pv la densidad de momento y puiy; la
densidad de energia interna [17][pag.93].
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Es posible relacionar la densidad de energia interna con la temperatura
T a través del teorema de equiparticion por medio de

3
Plhing = §nkBT, (2.5)

donde n es la densidad de numero y kg la constante de Boltzmann.

En la ecuacién de Boltzmann se considera que las colisiones entre particu-
las son binarias y tienden a llevar al sistema a un estado de equilibrio local.
Este estado esta caracterizado por la funcién

floc=1p (27#2?37’) 2 €Xp <—2/€TZT (€&—- V)2> ) (2.6)

esta distribucién lleva el nombre de distribucién de Maxwell-Boltzmann y es
solucién estacionaria a la ecuacién (2.1)) para t — oco. Es importante mencio-

nar que fo. también satisface las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4)) [1I7][pdg.94].

Al considerar unicamente colisiones binarias el operador de colisién toma
la forma de un operador integral [18][pég.5]. Por lo que, para poder obtener
un esquema numérico se aproxima este operador integral por

af _ f — floc
(at)col o 7 (27)

T

esta aproximacién lleva el nombre de aproximacién BGK [I7][p4g.95]. En
ella el término de colision queda en funcién de un tiempo de relajacién 7,
entendido como el inverso del tiempo promedio entre colisiones. Bajo estas
consideraciones la ecuacion se reescribe como

of

YJ _f_floc
ot T

tE V= (2.8)

esta ecuacién lleva el nombre de ecuacién BGK de Boltzmann y es la que
tipicamente LBM aproxima [19].
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2.2. Discretizacion

A continuacién se muestra una forma de estudiar la evolucién de la
distribucién f bajo la aproximaciéon BGK, para obtener un esquema que se
pueda implementar numéricamente (LBM). Para comenzar se observa que
el lado izquierdo de la ecuacion representa el limite

ﬁ+£Vf:Ah’m f(r—l—AtE,&t—l—At)—f(r,ﬁ,t)

ot t—0 At

(2.9)

Al considerar que el paso de tiempo At es lo suficientemente pequeno,
sin ser cero, es posible aproximar el limite (2.9 por la diferencia. De este
modo se obtiene la aproximacién de la ecuacién (2.8)) a primer orden en At,
dada por

f(r + Atﬁ,&,t'F At) - f(rvsvt) = _g [f(r,f,t) - floC(rvéat)] . (210)

Si se conoce fio. a todo tiempo es posible seguir la evolucién de f a
partir de la ecuacion . Hay que notar que la dependencia temporal de
floc es implicita a través de las variables macroscopicas p, T y v. Por ello
conocer las variables macroscépicas a todo tiempo es equivalente a conocer
la funcién de equilibrio. Debido a esto para seguir la evoluciéon de f a cada
paso de tiempo se necesita un algoritmo con la siguiente estructura

1. Partiendo de condiciones iniciales a un tiempo ty para los campos
macroscopicos y para la funcién de distribucién, se calcula la funcién
de distribucién local.

2. A partir de fioc y la ecuacién (2.10) se calcula la funcién f a un tiempo
to + At.

3. Mediante la distribucién f al tiempo tg + At se calculan las variables

macroscépicas utilizando las ecuaciones (2.2)), (2.3) v (2.4).

4. Por 1ultimo, se calcula la nueva funcién de equilibrio y se repite el
procedimiento.



2.2. DISCRETIZACION 27

Para realizar el paso 3 se utiliza el hecho de que tanto f como fioc
satisfacen las ecuaciones , y . Para esto se simplifica la funcién
de distribucién local en el limite incompresible (V - v = 0), pidiendo que
el sistema tenga un nimero de Mach (M,) pequefio [19]. Este nimero esta
definido como

M, =", (2.11)
C

donde c es la velocidad del sonido en el sistema. Se busca escribir fj,. como
una expansiéon en el nimero de Mach para poder despreciar términos de
orden superior.

Pero calcular ¢ se utiliza la ecuacién (1.42) para un gas ideal, cuya
ecuacién de estado estd dada por

b

== 2.12
P= g (2.12)
donde R es la constante de gas especifica definida como
k
R="E (2.13)
m

La ecuacién de estado definida en (2.12)) da como resultado una velocidad
del sonido de

¢ = VRT. (2.14)

Con la velocidad del sonido definida en ([2.14]), 1a ecuacién de distribucién
local a orden O(M2) esta dada por [19)

) (¢
1 — .
+ RT + 2(RT)*> 2RT

(2.15)

_p £
floec = WQXP (‘ 2RT)

Con la distribucién de equilibrio local simplificada, mostrada en (2.15),
las integrales (2.2)), (2.3) y (2.4) para fio. se vuelven integrales andlogas a

una integral unidimensional de la forma

/exp (—2?) ¥(z)dz, (2.16)
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donde ¥(x) es un polinomio en z [I9].

Para poder calcular integrales de este tipo se utiliza una cuadratura de
Gauss-Hermite [20]. Dicha cuadratura estd dada por

/exp (—2?) ¥ (z)dx = Zwkf(xk), (2.17)
k=1

donde las zj, llamadas abscisas, son los ceros del polinomio de Hermite de
grado n (H,,), definido como

H, =(-1)"exp (:132) di—nnexp (—x2) , (2.18)

v los pesos wy, se definen como

NG

wy = 2"l ————
[Hpt1(2)]

(2.19)

Las abscisas y pesos se eligen de tal forma que la cuadratura sea exacta
para polinomios ¥(z) de grado 2n-1 [20].

Con un procedimiento similar al mostrado se pueden aproximar los mo-
mentos macroscépicos p, v y T considerandose unicamente un conjunto dis-
creto de velocidades (las abscisas de la cuadratura). Estas velocidades dis-
cretas corresponden a una discretizacién del espacio de momento, dejando el
problema como uno a resolverse inicamente en el espacio de configuracion.

Para discretizar el espacio de momento en sistemas de més de una dimen-
sién se crean los llamados esquemas DdQq. Estos esquemas buscan resolver
las integrales , y para la distribucién utilizando cua-
draturas anédlogas a la ya mencionada. La letra d corresponde a la dimensién
del sistema y la letra q representa el nimero de velocidades discretas y co-
rresponde al nimero de coordinacién del método [21].
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A pesar de que todos los esquemas DdQq resuelven exactamente las in-
tegrales, el numero de velocidades es importante. Esta importancia radica
en la relaciéon entre nimero de velocidades y la simetria esférica del siste-
ma, dicho de otra manera al aumentar el niimero de velocidades la simetria
rotacional aumenta. Esta simetria es necesaria, ya que se busca que los mo-
mentos macroscopicos satisfagan las ecuaciones de Navier-Stokes las cuales
tienen una simetria rotacional implicita [21I]. Sin embargo, como se busca
resolver el problema numéricamente, utilizar demasiadas velocidades reque-
rirfa de una gran capacidad de computo que puede no sea accesible. La elec-
cion del esquema a utilizar se vuelve entonces una decisién entre eficiencia
computacional y simetria rotacional. Con esto en mente se eligié el esquema
D3Q19 ya que cuenta con el balance adecuado de estas caracteristicas [22].

Para obtener el esquema D3Q19 hay que notar que las integrales (2.2]),
(2.3) v (2.4)), utilizando fioc, se pueden escribir como suma de integrales de

la forma

/EXP <_ 2§T> W (€)d’s, (2.20)

donde ¥(€) es un polinomio de las componentes de la velocidad. Dicho
polinomio puede escribirse como

(&) = &E, €L, (2.21)

con &, & y &, las componentes cartesianas de la velocidad & y en donde
0 <m+n+p< 3. Esto da lugar a integrales de la forma

62 men ¢p 33 mintpdd 2 m n ~p 33
(2.22)
con el cambio de variable
¢= £ . (2.23)
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Haciendo uso de la definicién (2.22)) y de la distribucién de equilibrio
local ([2.15)) el célculo de cualquiera de los momentos macroscépicos se puede
escribir como

2
/ (€) focd’€ nRT)E sqT ) Imm.

1
+ﬁ (lem+1,n,p + UyIm,n+1,p + UzIm,n,p+1)
1
2
2 (RT)

(2.24)

2 2 2
(Vilmi2.np + Vplmnt2p + V2l npro

+2vmvy1m+1,n+1,p + 2U1Uz1m+1,n,p+1 + 2vazIm,n+1,p+1) :| ’

donde ¥(&) definird el momento a calcularse.

Para proceder se utiliza una cuadratura andloga a (2.17) para las inte-
grales I, » p [19]. Dicha cuadratura estd dada por

m4n4p+3
2

I’rn,n,p = (2RT) Z wijkczncycga (225)

(i,5,k)e]

donde se utilizaran los ceros del polinomio Hs como abscisas, dando lugar
a

3 3
Cl = _\/;7 <2 = 07 <3 = 5 (226)

La suma en los indices unicamente se realizard para las combinaciones
pertenecientes a J, definido por

J=1{(2,2,2);(3,2,2):(2,3,2); (1,2,2); (2,1,2); (2,2,3); (2,2, 1);
(3,3,2);(1,3,2); (1,1,2)(3,1,2): (3,2,3); (1,2,3);  (2.27)
(1,2,1);(3,2,1);(2,3,3); (2,1,3); (2,1,1); (2,3, 1)}
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mientras que los pesos estaran dados por

% para (Z'mja k) - (2a252)
wigr =724 & para (i,5,k)e{(1,2,2):(2,1,2);(2,2,1);  (2.28)
(27 27 3); (27 37 2); (3) 27 2)}

1

35 otros

Esta cuadratura permite escribir las integrales (2.24)) como

JRTGIE: 3 e ge”{l V& 1(“g ) v }

oc = aim;L + a+7 = - 5

! 2P k RT "2\ 'RT 2RT
(2.29)

donde a enumera a los elementos del conjunto J, de acuerdo al orden mos-

trado en (2.27)), y
— V2RT(; y we = 3k (2.30)
T2
Las 19 velocidades &, = (&;,&;,&k) estan dadas por

604 = Ci|Cq;, (231)

donde a ¢; se le denomina la velocidad del lattice y esta dada por

3RT. (2.32)
Los vectores ¢, estan dados por

= ( Oa 07 0)7 = ( 1) 07 0)7 Cy = ( Oa 17 O)

= ( 1) 07 0)? = ( 0) 17 0)? Cs = ( 07 07 _1)

=(0, 0, 1), =(1 1, 0), cg =( 1,—-1, 0)
=(-1, 1, 0), =(-1,-1, 0), cu=( 1, 0, 1) (2.33)

= ( 1) 07 _1)7 = ( 1) 07 _1)7 Ci4 = ( O; 17 1)

= ( 0) 17 _1)? = ( 07 17 1)? Ci7 = ( 07 _17 1)

C18 :( 07_17_1)
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Los pesos para las velocidades definidas en (2.31]) son

% a=0
Wo =% 1% a=1a6 (2.34)
% a=7Tal8

En la figura (2.1) se muestra esquemdticamente la discretizacién dada
por las velocidades definidas en (2.31)).

17

Figura 2.1: Esquema de velocidades discretas D3Q19. Se debe notar que la
seleccion de velocidades es congruente con una malla cibica espacial.

La integral (2.29) se puede reescribir, utilizando (2.21)), como

18
[0 e = Y- wien) 1 v, (2.35)
a=0
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donde f!°¢ se define como

loc —
faOC = PWq

3(¢, - 9(&,-v)> 302
1 & - — 2.36
+ cl2 + 20;l 26l2 ’ ( )

y se relaciona con la funcién de equilibrio fi,. de acuerdo a

floc (1) = (QWRT)% exp 5
o« 2RT

) Wa fioe (1, €4, 1) - (2.37)

Como tanto f y fioc satisfacen las integrales (2.35]) es posible reescribir
estas integrales en funcién de una f, andloga a f.°° como

18
[u@ras=> we s wo, (2.39)
a=0

siempre que f, se relacione a f mediante

. 2
fa(r,t) = (27RT)2 exp (2%T

) wof (£.0.1). (2.39)

Si f, tiene la forma mostrada en (2.39)), de acuerdo a la ecuacién ([2.8)),
ésta evolucionard como

fa(r + E ALt + At) — folr,t) = [falr,t) — floo(x,1)],

_at
T (2.40)

a=0,..,18

esta ecuacion lleva el nombre de ecuacion LBGK (“Lattice Boltzmann BGK”)
y es la version discretizada en el espacio de momento de la ecuacion BGK.
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La ecuacién LBGK da la evolucién de las funciones de distribucién dis-
cretas f, y, al igual que la ecuacion BGK, serda posible resolverla en cada
paso de tiempo si se cuenta con flo€.

Por dltimo hay que notar que con la ecuacién (2.38]) es posible calcular
p v v a partir de f, por medio de

18
pr,t) = folr,t), (2.41)
a=0

18
prt)v(rt)=> &.fal(rt). (2.42)
a=0

El campo de temperatura se calculard de una forma diferente ya que, como
se vera en la siguiente seccién, el procedimiento descrito no permite ajustar
independientemente la difusividad térmica y la viscosidad cinemética.

En resumen, el algoritmo para implementar el método LBM tiene la
siguiente estructura

1. Partiendo de condiciones iniciales a tiempo ¢y para los campos ma-
croscoépicos y para f,, se calcula la funcién floc.

2. A partir de f1°° y la ecuacién (2.40) se calcula funcién f,, a un tiempo
to + At.

3. Mediante la distribucién f, al tiempo ¢y + At se calculan las variables

macroscopicas utilizando (2.41)) y (2.42).

4. Por 1ltimo, se calcula la nueva funcién de equilibrio f°¢ y se repite el
procedimiento.

Aunque este algoritmo originalmente se pensé para seguir la evolucién de
fa su propésito real sera el de calcular los campos macroscopicos para todo
paso del tiempo. En la siguiente seccion se muestra como se relacionan py v
con los campos de densidad y velocidad de las ecuaciones de Navier-Stokes.
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2.3. Expansion de Chapman-Enskog

La relacién entre las ecuaciones LBGK y las ecuaciones de Navier-Stokes
puede obtenerse utilizando el procedimiento conocido como expansién de
Chapman-Enskog. Este procedimiento consiste en escribir f asi como los
operadores % y V en una serie perturbativa en funcién un pardmetro pe-
queno €. Este pardmetro se asocia al nimero de Knudsen, definido como

K, = (2.43)

Z?
donde [ corresponde a la distancia media entre colisiones y L es una dimen-

sién caracteristica del sistema macroscopico a estudiarse. El limite cuando
K, es pequeno corresponde a medio continuo.

Las series perturbativas tienen la forma

fa = +efV+EfP +0(e¥), (2.44)
B B , 0 5

5 — e—at(l) +€ 5@ + O(e%), (2.45)

V=ev®D, (2.46)

Este tipo de expansién es conocida como expansion multiescala, ya que
cada uno de los términos correspondientes a cada orden de la expansion se
le asocia una escala de tiempo diferente [I8][pag. 11]. Los operadores V%)
y % corresponden a una escala “rapida” mientras que % describe la
dindmica a una escala de tiempos largos. Los operadores a diferentes escalas

de tiempo son independientes entre si.

La expansién de los operadores comienza en € ya que el orden O(e°)
esté relacionado al estado de equilibrio. La razén por la cudl el operador V
unicamente se expande hasta € es debido a que los fenémenos de adveccién y
difusién se pueden distinguir por sus escalas de tiempo mientras que actian
igual en las escalas espaciales [23][cap.5].
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Debido a que la escala O(e°) estd asociada con el estado de equilibrio,
se considera que

fo(zO) (I‘, t) = féoc (I‘,t) . (247)

Esto implica que f&o) satisface

18 18
p=> 1 y pv=> &S, (2.48)
a=0

a=0

lo que impone sobre f) con k > 1, las condiciones

18 18
Y=o y & =o. (2.49)
a=0 a=0

Para utilizar las expansiones ([2.44), (2.45)) y (2.46) se expande el lado
izquierdo de la ecuacién (2.40) en su serie de Taylor en At. De acuerdo a
esto, la ecuacién LBGK queda escrita a orden O(At?) como

) 1 ) 2 At
At (at +&a -v) Jot 5AF (atﬁa -v) fo==—(fa = 1)

(2.50)

Al sustituir esta expresién en las expansiones ([2.44)), (2.45) y (2.46)) y com-
parar términos del mismo orden en €, se obtiene para orden O (e)

0 1
(Gt(l) +£a : V(l)) fo(¢0) = _;f(gl)' (251)
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Mientras que al comparar términos de orden O (€?), utilizando (2.51), se
obtiene

At 0 0 1
1— =) —= W) ) p(0) = (2) 2.59
< 27_> (8t(1) +€o¢ A% )fa + at(g)foz Tfa ( o )

Si se multiplcan las ecuaciones (2.51)) y (2.52)) ya sea por 1 o €, llamados
invariantes de colisiones, y se suma sobre los valores de a (o =0, ..., 18) se
encuentran ecuaciones macroscépicas a través de las definiciones ([2.48)) [19].

De multiplicar la ecuacién (2.51)) por el invariante 1 y posteriormente
sumar respecto a o se obtiene

dp

50 + v (pv) = 0. (2.53)

Y al multiplicar la ecuacién ([2.51)) por el invariante &, y posteriormente
sumar respecto a « se obtiene

(v) + VD - (pvv) = =V p, (2.54)

ot(1)

donde la presién p es la definida por la ecuacién de estado (2.12)), que en
funcién de la velocidad del lattice ¢; queda escrita como

p=—=p. (2.55)
Las ecuaciones (2.56)) y (2.54]) son las ecuaciones de Euler para un fluido
inviscido.

De multiplicar la ecuacién (2.52)) por el invariante 1 y posteriormente
sumar respecto a « se obtiene

op
ot

(2.56)
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Y al multiplicar la ecuacién (2.52)) por el invariante £, y posteriormente
sumar respecto a « se obtiene

0 T % 2 (1)
5@ (pv) = 3 Vi (2pe). (2.57)

Si se suman las ecuaciones (2.53) y (2.56) multiplicadas por €y €2 respec-
tivamente se puede utilizar la definicién de las expansiones (2.45) y (2.46)
para obtener

% + V- (pv) + O(e®) = 0. (2.58)

De igual manera si se suman las ecuaciones (2.54]) y (2.57) multiplicadas
por € y € respectivamente se puede utilizar la definicién de las expansiones

[239) v (236) para llegar a

At
% (pv) + V- (pvv) + O(*) = —Vp + (T _3 2 cl2> V- [2pe]. (2.59)

Las ecuaciones (2.58) y (2.59) se pueden asociar a las ecuaciones de
continuidad y momento de Navier-Stokes en ausencia de fuerzas de cuerpo.

Como se busca reproducir las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq se
impondré la condicién de incompresibilidad. Esta suposicién junto con el

truncamiento a orden O(€?) permite que las ecuaciones (2.58)) y (2.59) se

reduzcan a

V.v=0, (2.60)

D 1 — 4t
v — —;Vp-l— (T 2 Cl2> Vv, (2.61)
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Por lo tanto el método LBM aproxima indirectamente las ecuaciones de
Navier-Stokes incompresibles donde la viscosidad cinemaética v esta dada
por

v= Zc?. (2.62)

Como v > 0 se necesita que 7 > %.

Se esperaria que al utilizar como invariante de colisién a &2 y realizar
el mismo procedimiento, se podria obtener una ecuacién de energfa. Sin
embargo al realizar dicho procedimiento se llega a una ecuacién del tipo
(L.18), en donde es necesario identificar a la difusividad térmica a con [24]

At
a=2 3 22 =2w. (2.63)

Esto implica que el nimero de Prandtl, que compara los tiempos propios
de difusién de momento y energia, sera fijo y estard dado por

Pr=-. (2.64)

Esto indica que debido a la simplicidad del modelo de colision BGK es
imposible ajustar independientemente la viscosidad cinemaética y la difusivi-
dad térmica, ya que iinicamente se cuenta con un tnico tiempo de relajacién
7 y por lo tanto no se puede imponer tiempos de difusién de momento y
energia de forma independiente.

En la siguiente seccién se muestra una extensiéon al modelo LBM en la
cual se incorpora el clculo de la temperatura para un nimero de Prandtl ar-
bitrario, as{ mismo se muestra la forma en la que se reintroducira el término
de fuerza de cuerpo al método.
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2.4. Modelo Térmico

Existen diversas formas de extender el método de Lattice Boltzmann
mostrado en la secciéon anterior. En la tesis se trabajé con un modelo que
entra en la categoria de los llamados métodos de densidad de energia [25].
El principio béasico de esta extension consiste en introducir una nueva dis-
tribucién g, analoga a f, que evoluciona de forma similar a LBGK y que
estd relacionada a la temperatura T de forma que, tras realizar el proce-
dimiento de Chapman-Enskog, se obtiene la ecuacién de evolucién deseada
([T 19).

La forma de g fue propuesta por Inamuro en 2002 [26]. La idea est4 ins-
pirada en los sistemas multicomponentes. En estos sistemas coexisten dife-
rentes substancias y la forma en la que cada componente se difunde tiene
la forma de la ecuacion . Debido a esto Inamuro propone tratar a la
temperatura como una componente extra del sistema.

El modelo multicomponente parte de que las distribuciones asociadas a
los elementos de la mezcla satisfacen una ecuacién similar a LBGK por lo
que se trabajara con funciones g,,, analogas a f,, que satisfagan la ecuacién
de evolucion dada por

At
ga(r+£aAt7t+ At) - ga(I',t) = _? [ga(r,t ) —g(lfc(r,t )] ’
g

en donde las velocidades £, son las mismas que para el modelo LBM ya
introducido, mientras que 7, es un tiempo de relajacién andlogo a 7.

En la ecuacién , al igual que en la ecuacién LBGK, se tiene un
tiempo de relajacién 74 y funciones de equilibrio local gloc. De igual manera
es posible definir los momentos relevantes para esta distribucién, no obstante
unicamente serd de interés el primer momento, dado por

18
T=> ga (2.66)
a=0
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Al relacionar el primer momento de la distribucién directamente con la
temperatura es posible interpretar a g como una densidad de temperatura
en el espacio fase. La razén por la cual se considera una densidad de tem-
peratura y no una de energia, como sugeriria el nombre de la categoria a
la que pertenece este método, es que se busca recuperar una ecuacién para
T en la aproximacion de Oberbeck-Boussinesq y no la ecuacién de
balance de energia de Navier-Stokes .

Se puede definir a g'°¢ de forma andloga a f°¢ con la diferencia de que se
conservan Unicamente términos lineales en la velocidad, ya que los términos
de mayor orden ocasionan desviaciones en la difusiéon de la temperatura.
Estos términos no son deseados ya que se busca llegar a la ecuacion de tem-
peratura para la aproximacién de Oberbeck-Boussinesq [26]. La distribucién

de equilibrio esta dada entonces por

loc __ 3 (ﬁa i V)
g = Twa {1 Mo } : (2.67)

la velocidad del lattice ¢; pierde su caracter fisico y su relacién con la tempe-
ratura, ya que la temperatura relacionada a la distribucion g fue introducida
como una componente extra al sistema y no estd relacionada a la tempera-
tura asociada al segundo momento de la distribucién f, por lo que conside-
raremos a ¢; como un parametro asociado a la magnitud de las velocidades
discretas.

Las ecuaciones ([2.65)) y (2.40) se acoplan agregando un término de fuerza
Z40)

de cuerpo a la ecuacion . Esta ecuacién queda modificada como

fal(r +E AL L+ AL) — fo(r,t) = [falr,t) = f°(r,1)] +

3wagBci At (T - 90) £, €z, (2.68)

At
T

a=0,..,18

donde 6y es una temperatura de referencia, g es la aceleracién debida a la
gravedad y 3 es el coeficiente de expansion térmica definido en (|1.19)).
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Esta forma de acoplar las dos distribuciones permite que, tras una ex-
pansién multiescala, se recupere el término de fuerza de cuerpo en el modelo
de Oberbeck-Boussinesq [26]. Las ecuaciones resultantes de realizar el pro-
cedimiento de Chapman-Enskog a las distribuciones g, y f, acopladas son

V.v=0, (2.69)
Dv 1 T— 4t A
m=—pp+< 3 C?> VIV gB(T—0)e  (270)
_ At
8871; _ (Tg . 2 Cl2> v2T. (2.71)

Y las ecuaciones (2.69)), (2.70) y (2.71) corresponden a las ecuaciones (|1.16)),
(1.17) y (1.18)) del modelo de Oberbeck-Boussinesq siempre que

yo1 <T - A;) ct (2.72)

1 At

Con la introduccién del nuevo tiempo de relajacion 74 la viscosidad y la
difusividad térmica se vuelven independientes. Esto permite modelar siste-
mas con numeros de Prandtl arbitrarios.

Introducir la temperatura como una componente extra ocasiona que el
método pierda interpretacién fisica. Es decir, el método introducido estéa ins-
pirado en la ecuaciéon de Boltzmann pero en realidad carece de caracter fisico
y puede considerarse como un artificio para resolver ecuaciones de la forma
deseada.
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2.5. Discretizacion Espacial

En la secciéon anterior se mostré el método térmico de Lattice Boltz-
mann a utilizar. Hasta este punto las distribuciones f, y g, del método se
encuentran discretizadas en el tiempo y en el espacio de velocidades. Para
poder implementar el método numérico, se debe discretizar ademas el espa-
cio de configuracion en una red de nodos. Una vez discretizado el espacio se
define a las funciones f, y g, en cada nodo para posteriormente seguir su

evolucién temporal a partir de las ecuaciones (2.68)) y (2.65]).

La discretizacion se realizé en una malla ctibica con distancia entre nodos
dada por

Az ==, (2.74)

=2l

donde D sera la longitud méxima del sistema y N serd el niimero de nodos.

De observar las ecuaciones y (2.65)) es posible notar que durante
la evolucién temporal las funciones de distribucién f, y ¢, definidas en r
transfieren informacion a las distribuciones definidas en r+&,At. Es posible
que la posicién r+ &, At no se encuentre dentro de la malla por lo que seria
necesario realizar una interpolacién. Para evitar esto y asegurar que las
nuevas posiciones en cada paso del tiempo sean parte de la malla basta con
pedir que la distancia entre nodos esté dada por

Az = cAt. (2.75)

La relacién (2.75)) entre Az y At permite que el avance &,At nos lleve
a otro nodo dentro de la malla [25].

Es posible especificar las unidades espaciales y temporales de tal forma
que se tenga espaciamiento espacial y temporal unitario, es decir

Az =1, At =1, Y c=1. (2.76)

En caso de que se desee recuperar las unidades espaciales y temporales
es necesario realizar un analisis dimensional.
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2.6. Condiciones de Frontera

Como se mencioné en la seccién anterior, durante la evolucién temporal
las funciones f, y go en la posicién r reciben informacién de alguno de sus
vecinos espaciales para actualizarse. Para algunas de las funciones definidas
en los nodos cercanos a la frontera sélida no existiran dichos vecinos, por lo
que se debe imponer alguna condicién de frontera sobre estas funciones que
les permita actualizar su informacién en cada paso de tiempo.

Entre las diversas formas que existen de imponer condiciones de fronte-
ra se utilizé las condiciones conocidas por su nombre en inglés “Half-way
Bounce-back Conditions”. Estas condiciones consisten en tomar la informa-
cién que las funciones en la frontera mandan a sus vecinos fuera del dominio
y reflejarlas sobre ellas mismas en las direcciones carentes de vecinos. De
esta manera las condiciones quedan escritas como

Fralr,t 4 A0 = falr,t) = - [falrt) - f250)], 27)

1 [ga(r,t) — glocTs (r,t)] , (2.78)

T

g-a(r,t +A) =ga(r,t)

locTy

con g0 definido como

m] , (2.79)

g}fCTb (r,t) = Thw, [1 + cé
1

donde f_, y g_. representan las distribuciones asociadas a la velocidad
—&, v Ty representa la temperatura en la frontera.

Estas condiciones pueden aplicarse de la siguiente forma: al momento de
identificar que el vecino al cual se le proporcionara informacién estd fuera
del dominio, y se encuentra en la posicién &,At relativa al nodo, se pide
que esta informacion se refleje a la distribucion f_,, del nodo, que carece de
vecino que le proporcione esta informacion para actualizarse.
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Como consecuencia, la velocidad es cero en un punto intermedio entre
un nodo fluido con vecino sélido y su correspondiente nodo sélido vecino.
Y de igual forma, se tendrd una temperatura constante 7 en un punto
intermedio entre nodos vecinos. Esto se puede ver en la seccién [3:3]en donde
se muestra la magnitud del campo de velocidad y el campo de temperatura
como funcién del radio en una direcciéon angular especifica del problema a
estudiarse.

Es importante mencionar que para ajustar las condiciones en fronteras
curvas existen condiciones sobre f, y g, mds sofisticadas [27].
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Capitulo 3

Simulacion numeérica de la
conveccion natural entre
dos esferas concéntricas

En este capitulo se muestran los resultados de la simulacién numérica
del problema de conveccién entre dos esferas concéntricas descrito en la
introduccién, asi como la metodologia para obtenerlos. Este problema se
estudié bajo el contexto de la aproximacién de Oberbeck-Boussinesq uti-
lizando el método térmico de Lattice-Boltzmann expuesto en el capitulo

)

Hay que recordar que las ecuaciones termohidrodinamicas en la apro-
ximacion de Oberbeck-Boussinesq estan caracterizadas por dos parametros
adimensionales: el niimero de Rayleigh Ra y el ntimero de Prandtl Pr. Estos

ndmeros, en funcién de los pardmetros del método numérico (2.72)) y (2.73),
se escriben como

_ 369BATL
R = o er, — 1) 3.1)

21 —1
r = .
21y —1

47
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Las dimensiones caracteristicas de temperatura y longitud utilizadas fueron

AT =T, - T,

3.3
L= 27"1‘, ( )

donde r; es el radio de la esfera interna, T; y T, son las temperaturas de
las esferas interna y externa respectivamente. Los valores AT y L son los
utilizados en el trabajo experimental con el que se compararon los resultados

2.

La discretizacion se realizé en una malla cubica considerandose Az =
At = ¢; = 1, eleccién usual en el método térmico de Lattice-Boltzmann [28§].
El ntimero de nodos por lado de la malla ciibica N se relacioné al didmetro
de la esfera externa, es decir: N = 2r.. De acuerdo a esto L se escribe como

L =N, (3.4)

donde 7 es la razén de aspecto dada por

n="%. (3.5)

Te

Hay que notar que se utilizan dimensiones del lattice por lo que en el trabajo
no se especificaran las unidades fisicas (algo usual en LBM).

La temperatura de referencia 6y usada fue

Te + Tz
D) .

0y = (3.6)

El método numérico cuenta con cuatro parametros libres a ajustarse g3,
T, T ¥ po [28]. Estos pardmetros deben ajustarse de forma que el método
numérico reproduzca adecuadamente algin resultado tedrico o experimen-
tal. Dado que no existen resultados teéricos para rangos amplios de Ra o
7 se buscé comparar con el trabajo experimental presentado en 2006 por
Teertstra et al. [2]. La razén para ello fue que éste es el tinico trabajo expe-
rimental con un rango amplio de nimeros de Ra que incluye la transicién
entre regimenes convectivos.
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Teertstra et al. obtuvieron las curvas Nu = Nu(Ra) utilizando aire
(Pr =0.7) para 4 diferentes razones de aspecto. Las mediciones para obte-
ner estas curvas se realizaron en estados estacionarios y cubrieron 6 ordenes
de magnitud en el nimero de Rayleigh. Para comparar con los resultados
experimentales las simulaciones se realizaron bajo las mismas condiciones.
Esto permitié corroborar los datos obtenidos de las simulaciones y otorga
certidumbre a los campos de temperatura y velocidad obtenidos.

3.1. Ajuste de parametros

En esta seccion se muestra la forma en la que los pardmetros del método
numérico fueron ajustados. El ajuste se realizé en base a la curva Nu =
Nu(Ra) otenida por Teertstra et al. para n = % y Pr = 0.7, mostrada
en la figura [3.1] Es decir, se realizaron simulaciones para estas condiciones
y se buscé ajustar los parametros libres de forma que la curva numérica
coincidiera cualitativamente con la curva experimental.

20
uu '..‘ 1
10 o
...'.
..
Z -~
-«

4 ni“"..

2

102 103 104 10° 106

Ra

Figura 3.1: Resultados de Teertstra et. al. para n = 3 [2].
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De la curva[3.1] se pueden identificar 3 regiones, estas regiones se mues-
tran esquematicamente en la figura La region I es la zona donde Nu
parece ser independiente de Ra. La regién II es una zona de transicion entre
la regién I y la regién III. En la regién IIT se presenta un incremento en el
numero de Nusselt que a primera instancia pareciera corresponder a una
ley de potencia Nu « Ra™. El comportamiento cualitativo en estas zonas
se utilizard para realizar el ajuste de los parametros libres.
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Figura 3.2: Zonas identificadas en el espacio Ra — Nu.

El procedimiento utilizado en las simulaciones para obtener cada punto
en el espacio Ra-Nu fue el siguiente

1. Se comienza con un sistema con condiciones iniciales para fy, go, T,
p y v para un numero de Ra especifico y Pr = 0.7.

2. Se evoluciona al sistema de acuerdo al método térmico de Lattice-
Boltzmann.

3. Se da un tiempo de relajaciéon numérica de 7000 pasos, correspondiente
a la termalizacién del método.
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4. Posteriormente se calcula el niimero de Nusselt cada 200 pasos de

tiempo, como se mostrard més adelante, y se calcula ANu = |[Nu(t +
At) — Nu(t)| que sirve como medida de la estacionaridad del sistema,
ya que idealmente en un estado estacionario ANwu =~ 0.

Cuando ANu < 8 x 107° se considera se ha llegado a un estado
estacionario para el nimero Ra dado y Pr = 0.7.

Es posible fijar la temperatura de alguna de las esferas para toda la
simulacién, ya que Ra estd caracterizado tinicamente por AT. Tomando esto
en cuenta se fijé la temperatura externa en T, = 0.1, T; quedo determinada
por T; = AT 4+ T.. A su vez AT esta determinada por el resto de los
parametros libres de forma que se obtenga el Ra deseado.

El procedimiento para obtener una gréafica completa en el espacio Ra-Nu
fue el siguiente

1.

Se parte de un numero de Rayleigh inicial Ragy y se utilizan las si-
guientes condiciones iniciales

v=0, P = Po, (37)

_ L+
_Lth,,

fa = PoWa;, Ja

La densidad inicial py es uno de los pardmetros a ajustar.

. Se deja evolucionar al sistema hasta llegar a un estado estacionario,

con el procedimiento ya descrito.

Una vez obtenido un estado estacionario se aumenta el nimero de
Rayleigh mediante AT.

. Se utilizan los resultados obtenidos para T, v, p, fo vV ga del estado

estacionario calculado como condiciones iniciales para el nuevo nimero

de Rayleigh.

. Los dltimos 3 pasos se repiten hasta que el nimero de Rayleigh alcanza

un valor maximo. Usualmente se dejé evolucionar la simulacién hasta
que aparecieran inestabilidades numéricas, lo que determinaba el valor
del Raylegih maximo. Por lo tanto, las graficas obtenidas corresponden
al rango de estados estacionarios que el método numérico permite
calcular.
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3.1.1. Calculo del nimero de Nusselt

Antes de proseguir con el ajuste de pardmetros es importante mencionar
c6mo se calculé el nimero de Nusselt. Para comparar con los experimentos
de Teertstra et al. el nimero de Nusselt debe ser calculado sobre la super-
ficie interna. Sin embargo, al calcular sobre esta superficie, se observa que
el niumero de puntos que se pueden utilizar dependerd de la razén de as-
pecto. Para evitar una diferencia en el error al calcular la integral se puede
utilizar el nimero de Nusselt calculado en la esfera externa para posterior-
mente relacionarlo con el nimero de Nusselt de la esfera interna mediante
la relacion

Ae
Nu; = —ENue. (3.9)

donde Nu; es el nimero de Nusselt calculado en la esfera interna, Nu, es el
numero de Nusselt calculado en la esfera externa, A, es el drea de la esfera
externa y A; es el drea de la esfera interna. La ecuacién es valida para
un estado estacionario ya que en estos la energia que entra al sistema debe
ser igual a la que sale de él.

La ecuacién (3.9)) se puede escribir en funcién de la razén de aspecto n
como

1\ 2
Nu; = — () Nu. (3.10)
n

Considerando la ecuacién (3.10)), el nimero de Nusselt que se utilizé que-
da explicitamente escrito como

1N\* L 1 oT
Nu = <77> M&/\/Ae Eds (311)

Si el nimero de Nusselt se calcula de acuerdo a la ecuacién el
error al momento de aproximar la integral serd el mismo para todas las
razones de aspecto ya que el tamano de la esfera externa no cambia (todas
las simulaciones se realizaron para la misma resolucién L).
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Para calcular el flujo sobre la esfera externa primero se aproximoé la
derivada normal de la temperatura por su diferencia finita para cada nodo
localizado en la frontera, es decir

aﬂ(rn) _ Tlm) —Te Te, (3.12)

or Te — Tn

donde 7, indica la posiciéon radial de un nodo cuyo vecino se encuentre
dentro de la frontera sélida, es decir son todos los nodos sobre los que
aplicaremos las condiciones de frontera para la esfera externa.

El flujo por unidad de area no es mas que el promedio de las derivadas
normales sobre la esfera externa y es este promedio el que se aproximé uti-
lizando Unicamente los nodos en la frontera de la siguiente manera

Ny

1 OT . JOT\ _ 1 &T(r,)—T.
Ae//AeardS_<ar>NNbZrern , (3.13)

n

donde N, es el nimero total de nodos cuyos vecinos se encuentran fuera del
dominio del fluido. Considerando las ecuaciones (3.11)) y (3.13]) la forma en
la que Nu se calculd es

1IN° L1 T(rn) — T,
Nu = <) Eﬁb;ﬁ (314)

Se observé que el error al calcular el nimero de Nusselt directamente en
la esfera interna se manifiesta al cambiar la razén de aspecto. Los resultados
no coinciden con los experimentales al ajustar los parametros calculando
Nu de esta forma. De hecho, la condicién en general no se cumple y la
diferencia entre el niimero de Nusselt calculado directamente y el calculado
indirectamente llegé a ser en algunos casos del 50 %. Por ello es fundamental
calcular el nimero de Nusselt indirectamente como se mostrd en esta seccién,
para realizar una sola calibracién de pardametros. Estas discrepancias pueden
no deberse inicamente a la resolucién sino a la la suavidad de las condiciones
de frontera utilizadas sobre las funciones de distribucién f, y ga, ver seccién

§2.0)
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3.1.2. Ajuste para Ty gf

La seleccién para los parametros 7 y g3 se obtuvo al realizar simulaciones
variando independientemente los dos parametros. Es importante notar que
T4 deja de ser un pardmetro libre ya que queda determinado por 7y Pr =
0.7, mediante la relacién .

20 —— gB=0.048 T1=0.746
—=—- gB=0.112 1=0.746 ,
—-.= gB=0.048 7=0.666 -
10 e Teertstra et al.
S -
Pz ,”
Ve
/
/ 7
! um-»-l/ -
41 esesecey .. N
102 103 104 10° 108 107

Ra

Figura 3.3: Curvas Nu(Ra) para diferentes combinaciones 7y gf.

La figura|3.3| muestra un ejemplo de las curvas obtenidas para 3 diferen-
tes combinaciones de 7 y g3, con L=160 y pg = 10. De las curvas obtenidas
se pueden hacer las siguientes observaciones

1. 7 desplaza verticalmente la curva (aumenta o disminuye Nu) sin al-
terar el comportamiento cualitativo general.

2. A medida que gf crece , Nu se aleja de un valor constante para Ra
bajos en la zona I.

3. Los valores criticos de Ra en los cuales ocurren las transiciones entre
zonas no parecen ser sensibles a la variacién de 7y gf.
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En consecuencia el valor que determina el comportamiento cuantitativo
a Ra suficientemente altos serd 7. Para ajustar 7 se busca que cuando Nu se
vuelva aproximadamente constante en la zona I tome el valor experimental
de Nu ~ 4. Considerando esto, el valor al cual se ajusto 7 fue

7 = 0.686. (3.15)

Como g parece tnicamente controlar el comportamiento no constante

a Ra bajos es posible fijarse inicamente en el nimero de Rayleigh mas bajo
a trabajar y observar cémo cambia Nu con gf3. Se ajustd g5 de forma que el

valor de Nu para el Ra considerado se aproxime al valor constante Nu = 4.

Esto permitird rectificar la curva y reproducir el comportamiento en la zona
I.

4.1,
4.09
3.9

3.81

Nu

3.74

3.64

3.5 T T T T "
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

ap

Figura 3.4: Numero de Nusselt como funcién de g8 junto con su ajuste
lineal para Ra =100 y 7 = 0.686.

De la figura[3.4] se puede concluir que g3 debe tomar un valor numérico
pequeno. El valor que se utilizé, y que rectifica hasta Ra oc 1071, fue

gB="5x10"2. (3.16)
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3.1.3. Ajuste para pg

Como ya se menciond previamente los pardmetros 7 y g8 no permiten
modificar los valores criticos en el nimero de Rayleigh. El pardmetro que
permite ajustar estos puntos es la densidad inicial pg.

20
— py=1.145
...... 0po=10 4
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—<+= py=100 ,
101 e Teertstra et al. 7
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Figura 3.5: Curvas Nu(Ra) para diferentes densidad iniciales py.

En la figura se muestra el cambio de la curva en el espacio Ra— Nu
al variar la densidad inicial. Se observa que al aumentar la densidad se
presenta un desplazamiento de la curva hacia la derecha mientras que al
disminuirla se desplaza hacia la izquierda. El valor de py estimado para
ajustar la curva experimental fue

po = 1.145. (3.17)

Los valores criticos no se calcularon explicitamente, por lo que el ajuste
se realiz6 de forma grafica.
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3.1.4. Cambio de Resolucion

Para el ajuste de parametros se utilizo una resolucién de L = 160, pero
la resolucién méaxima permitida por la tarjeta de vidéo es de L = 256. Es
deseable utilizar la maxima resolucién posible para disminuir el error en el
célculo del nimero de Nusselt.

Para asegurar que un ajuste de 7, g8 y pg para esta nueva resolucién no
era necesario se realizaron simulaciones para 6 diferentes resoluciones.

L=96

L=128

L=160

L=192

L=224

L=256

e Teertstra et al.

Nu

100 10! 102 103 104 108
Ra

Figura 3.6: Curvas Nu(Ra) para diferentes resoluciones.

En la figura [3.0] se muestra la comparacién entre las diferentes resolu-
ciones. Se puede observar que salvo para L = 96 y L = 224 las curvas
obtenidas parecen no diferir en méas del 5%. As{ mismo parece no existir
un comportamiento uniformemente convergente al aumentar la resolucién
sino uno oscilatorio alrededor de la curva esperada. Se encontré que para
L = 256 el valor constante de Nusselt se aproximaba a Nu = 4 hasta dos
cifras significativas, por lo que se decidié utilizar esta resoluciéon para las
simulaciones finales.
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3.2. Comparacién experimental Ra vs Nu

Se realizaron simulaciones para las 4 diferentes razones de aspecto utili-

zadas por Teertstra et al.: n = {%, %, %, %}, con una resolucién de L = 256

y Pr = 0.7. En esta resolucién la cantidad de nodos efectivos (nodos entre

las dos esferas) es aproximadamente 8.0 x 10, 7.6 x 106, 7.0 x 10°, 5.6 x 106

para 7 igual a 25—4,%,%,% respectivamente.

10
L]
® Teertstra et al. ’o.df
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Figura 3.7: Comparacién de resultados numéricos y experimentales para la

razén de aspecto n = %.

En las figuras 3.7] B-8} 3-9] y [3-10] se muestra el resultado de las simula-
ciones realizadas junto con los datos experimentales de Teertstra et al. Para
obtener las curvas se consideraron 20 puntos por cada orden de magnitud.
Esto tomé en promedio una semana de cémputo para obtener cada una de
las curvas (se utilizé una tarjeta NVDIA® GeForce GTX TITAN con 6GB
VRAM). Los pardmetros 7, g8 y po utilizados fueron los mismos para todas
las razones de aspecto. En la figura [3.11] se muestra una comparacién entre
todas las razones de aspecto, en esta figura para una mejor visualizacion
se muestran los datos experimentales junto con la linea que une los datos
numeéricos.
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Figura 3.8: Comparacién de resultados numéricos y experimentales para la

razén de aspecto n = %
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Figura 3.9: Comparacién de resultados numéricos y experimentales para la

razén de aspecto n = %
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Figura 3.10: Comparacién de resultados numeéricos y experimentales para

la razén de aspecto n = %
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Figura 3.11: Comparacion de resultados numéricos y experimentales para
las cuatro diferentes razones de aspecto n
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Aunque no se encontraron explicitamente los puntos criticos, estos seran
denotados como Ras. (Rayleigh subcritco) y Ra. (Rayleigh critico). Ras.
determina el cambio entre la region I y IT mientras que Ra,. denota el cambio
entre la region I y III.

De la figura se observa que Nu = Nu(Ra,n) parece tener un com-
portamiento en las regiones I y III de la forma

Nuy(n) Ra < Rag.(n)
Nu(Ra,n) = (3.18)
Nusrr(n)Ra™™  Ra > Ra.(n)

Es posible realizar un ajuste mediante minimos cuadrados para todas
las razones de aspecto en estas dos regiones, con el fin de calcular Nuy(n)
y m(n). Esto permitird comparar los coeficientes de las simulaciones y
los experimentos. La importancia radica en que estos coeficientes deter-
minan la eficiencia en la transferencia de calor, por lo que al compararlos se
tendrd una idea cuantitativa de la fiabilidad del método. Las curvas Nuy(n)
y m(n) encontradas fueron

® Teertstra etal.

O Simulacién

Ny,

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Figura 3.12: Comparacién entre los resltados numéricos y experimentales
para los coeficientes Nuy(n), junto con la curva que ajusta los datos
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Figura 3.13: Comparacién entre los resltados numéricos y experimentales
para los coeficientes m(n), junto con las curvas que ajustan los datos

El coeficiente Nuj(n) se ajusta a una curva de la forma

Nup = —2—. (3.19)
L—=n

Esta curva corresponde a la solucién del problema de conduccién entre dos
esferas a temperatura constante en asuencia de fuerzas de cuerpo, y se pue-
de observar que tanto las simulaciones numéricas como los datos experi-
mentales siguen este comportamiento. Esto muestra que a pesar de existir
movimiento el transporte de energia estd dominado por la conduccién. La
diferencia porcentual méxima entre los coeficientes Nu; calculados a partir
de las simulaciones numéricas y de los datos experimentales fue del 0.1 %.

El coefiente m(n) tiene un comportamiento lineal tanto para los resul-
tados numéricos como para los datos experimentales. De la figura se
puede observar que la pendiente de la recta ajustada para la simulacion es
mayor a la de los datos experimentales. La interseccién entre las dos cur-
vas corresponde a 17 = 0.4 por lo que las simulaciones numéricas dan una
mejor aproximacion a los resultados experimentales para razones de aspec-
to medias. Para razones de aspecto grandes se sobreestima la transferencia
de energia y para razones de aspecto pequenas se subestima. La diferen-
cia porcentual maxima entre los coeficientes m calculados a partir de las
simulaciones numéricos y de los datos experimentales fue del 5 %.
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3.3. Verificacién de condiciones de frontera

Se habfa mencionado en el capitulo[2] que las condiciones de frontera im-
puestas sobre el método darian condiciones isotermas y de no deslizamiento
en un punto intermedio entre un nodo sélido y un nodo fluido. Para mostrar
que en efecto esto es lo que sucede se obtuvo para la razén de aspecto n = %
en la zona I el campo de temperatura adimensional T, dado por

T-T.
_T‘i_z—‘e7

]

(3.20)

y la magnitud del campo de velocidad ||v||, en unidades del lattice, como
funcién del radio para 6 = 5 y ¢ = 0.

En esta combinaciéon de angulos el primer nodo sélido ocurre a una
distancia (en unidades de nodos) de 128 y el ultimo nodo fluido es el que
se encuentra una distancia de 127. Las condiciones de frontera isotermas y
de no deslizamiento exigen que T7*(128) = 0 y ||v]|(128) = 0. En la figura
se muestra una extrapolacién lineal asi como los datos numéricos para
la magnitud del campo de velocidad y para el campo de temperatura como
funcién del radio en los nodos cercanos a la frontera.

0.06 0.006
—o— 1AYAll
0.04 0.004
~ <
0.02 I SHS 0.002
N
0 - 0.000
124 125 126 127 128

Figura 3.14: Extrapolacién en la zona I para n = %, 0 = 3, ¢ =0 del campo
de temperatura y de la magnitud del campo de velocidad
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Como se puede ver de la figura las condiciones de frontera se satis-
facen en una vecindad de radio 0.1 en un punto intermedio entre el iltimo
nodo fluido y el primer nodo sélido. Esto se cumple para todos los nodos
fluidos que tengan un vecino sélido.

3.4. Isotermas y lineas de corriente

La transferencia de calor en el sistema obtenida por las simulaciones
y por los experimentos coinciden razonablamente bien. Se observé que la
diferencia entre ambos resultados van del 0.1% al 5%. Debido a esto se
espera que tanto el campo de velocidades como el de temperatura obtenidos
numéricamente exhiban el comportamiento fisico correcto. Para visualizar
estos campos se hace uso de las superficies isotermas y las lineas de corriente,
de esta forma se podra entender el flujo de masa y energia en el sistema.

Las simulaciones realizadas almacenaban la informacién de los campos
de temperatura y velocidad para nimeros de Rayleigh especificos, de igual
forma se contaba con un despliegue gréfico en tiempo real. De estas visuali-
zaciones se observé que no existia ruptura de la simetria axial presente en el
problema, fisico por lo que es posible observar tanto las superficies isotermas
como las de corriente en un plano axial paralelo a la fuerza gravitacional,
como por ejemplo el plano y — z de la malla cartesiana.

Los resultados del campo de temperatura se muestran en la temperatura
adimensional T* dada por la ecuacién (3.20).

A continuacion se presentan las isotermas y lineas de corriente para todas
las razones de aspecto en cada una de las tres regiones. Adicionalmente se
incluye una visualizacién 3D de las isotermas. Nos referiremos a la zona I
como zona conductiva, a la zona II como zona de transicién y a la zona IIT
como zona convectiva.
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3.4.1. Zona Conductiva

Los resultados numéricos en esta zona, figuras a muestran
que el transporte de energia estd dominado por la conduccién. Esto puede
verse por la forma esférica de las isotermas. Las lineas de corriente tienen
una forma tipo “banana” con simetria de reflexiéon respecto al ecuador,
observada en otras simulaciones presentes en la literatura [29].
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Figura 3.15: Curvas obtenidas para n = 25—4 y Pr = 0.7 a Ra = 10, Ra <
Rage. Arriba: Visualizacion 3D de curvas isotermas. Abajo Izquierda: 10
lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo derecha: Lineas de corriente.
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Figura 3.16: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 10?,
Ra < Rag.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10
lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].

Abajo: Lineas de corriente.
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Figura 3.17: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 103,
Ra < Rag.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10
lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo: Lineas de corriente.
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Figura 3.18: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 10%,
Ra < Rag.. Arriba: Visualizaciéon 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10
lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1].
Abajo: Lineas de corriente.
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3.4.2. Zona de Transiciéon

Los resultados numéricos en esta zona, figuras a muestran
que las superficies isotermas se deforman en ovoides pero mantienen su
convexidad. Las lineas de corriente mantienen su forma tipo “banana” pero
pierden la simetria de reflexién respecto al ecuador, mostrando un ligero
desplazamiento en direccién contraria a la fuerza gravitacional.

Y

Figura 3.19: Curvas obtenidas para n = % y Pr =0.7 a Ra = 10, Ra,. <

Ra < Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Abajo [zquierda:
10 lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo

[0,1]. Abajo derecha: Lineas de corriente.
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Figura 3.20: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 103,
Ras. < Ra < Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio:
10 lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo

[0,1]. Abajo: Lineas de corriente.
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Figura 3.21: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 10%,
Ras. < Ra < Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio:
10 lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo

[0,1]. Abajo: Lineas de corriente.
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Figura 3.22: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 10,

Ras. < Ra < Ra.. Arriba: Visualizaciéon 3D de curvas isotermas. Enmedio:

10 lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo
[0,1]. Abajo: Lineas de corriente.
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3.4.3. Zona Convectiva

Los resultados numéricos en esta zona, figuras a muestran
una gran deformacion de las isotermas, cambiando su convexidad al tomar
una forma tipo “hongo”. Las isotermas de mayor temperatura se encuen-
tran ahora maés cercanas a la superficie externa y la convecciéon domina el
transporte de energia. Las lineas de corriente se desplazan en mayor medida
verticalmente.
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Figura 3.23: Curvas obtenidas para n = 2—54 y Pr = 0.7 a Ra = 10%,
Ra > Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Abajo Izquierda:
10 lineas isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo

[0,1]. Abajo derecha: Lineas de corriente.
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50 100 150 200

Figura 3.24: Curvas obtenidas para n = % y Pr = 0.7 a Ra = 10,
Ra > Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10 lineas
isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Aba-
jo: Lineas de corriente.



3.4. ISOTERMAS Y LINEAS DE CORRIENTE (0]

Figura 3.25: Curvas obtenidas para n = 2% y Pr = 0.7 a Ra = 109,
Ra > Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10 lineas
isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Aba-
jo: Lineas de corriente.
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Figura 3.26: Curvas obtenidas para n = 25—4 y Pr = 0.7 a Ra = 109,
Ra > Ra.. Arriba: Visualizacién 3D de curvas isotermas. Enmedio: 10 lineas
isotermas de contorno distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Aba-
jo: Lineas de corriente.



Capitulo 4

Conclusiones y
Perspectivas

En este capitulo se presentan las observaciones y conclusiones obtenidas
de los resultados mostrados en el capitulo anterior. Para dar un mejor con-
texto a las conclusiones que aqui se presentan, se enfatiza el objetivo del
presente trabajo: Estudiar numéricamente el proceso de conveccion natural
en un fluido contenido entre dos esferas concéntricas a temperatura cons-
tante mediante la obtencién del comportamiento global de transferencia de
energia y la caracterizacion de los diferentes regimenes a través de la forma
de las isotermas y las lineas de corriente del flujo.

Se estudié el proceso de conveccién en la aproximacién de Oberbeck-
Boussinesq utilizando un método térmico de Lattice-Boltzmann [30]. El
sistema, térmohidrodinamico estudiado se encuentra caracterizado por tres
nimeros adimensionales: el nimero de Prandtl Pr, el nimero de Rayleigh
Ra y la razdn de aspecto entre las esferas 7). La transferencia global de calor
se caracteriza por el ntimero de Nusselt Nu y por su dependencia con los
parametros adimensionales ya introducidos. Nu es el pardmetro de orden
que permite determinar los diferentes mecanismos de transporte de energia.
Como se buscé una comparacién directa de las curvas Nu = Nu(Ra,n)
con resultados experimentales, inicamente se realizaron simulaciones para

Pr=0.7y paran = {%, %, %»% 2.

7
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Debido a que el método numérico cuenta con parametros libres fue ne-
cesario ajustar una de las curvas Nu = Nu(Ra,0.7,n) a los resultados
experimentales conocidos. Se ajusto el valor de los parametros libres 7, pg
y g utilizando la curva experimental para n = % y las simulaciones para el
resto de las razones de aspecto se realizaron sin variar estos parametros. Al
calibrar el método numérico y determinar los parametros libres se observé lo

siguiente

= Ajuste de 7. El parametro 7 estd relacionado a la viscosidad cinematica
del fluido. En el método se observé que determina el valor numérico de
Nu en la zona conductiva, por lo que sirve para ajustar verticalmente
la curva Nu = Nu(Ra) (ver figura [3.3).

= Ajuste de py. El parametro pg representa la densidad inicial y de refe-
rencia del fluido. En el método determina las transiciones entre zonas.
Por lo que sirve para ajustar horizontalmente la curva Nu = Nu(Ra)

(ver figura [3.5).

s FEl ajuste de g3. El pardmetro g/ corresponde al término de acopla-
miento entre la ecuacién de momento y la ecuaciéon de energia en el
método térmico de Lattice-Boltzmann. Su contraparte en el modelo
de Boussinesq corresponde a la compresibilidad térmica incluida en
la fuerza de cuerpo. Al calibrar este pardametro para reproducir los
resultados experimentales se obtuvo como tnica condicién que fuera
pequeno (ver ﬁgura. Que tan pequeno debe ser depende del rango
de Ra a estudiar. Podriamos entender esta condicién como el requeri-
miento sobre el segundo nimero de Froude Fr? = BAT para derivar
las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq de las ecuaciones de Navier-
Stokes (ver seccién|1.2). Esto parece indicar que el método numérico es
congruente con las condiciones fisicas impuestas por la aproximacién
de Oberbeck-Boussinesq.

A pesar de que el método numérico es relativamente simple, se ob-
servé que fue capaz de reproducir con un error entre el 0.1% (zona I) y
el 5% (zona III) los resultados experimentales (ver figuras y
. De los resultados es posible realizar las siguientes observaciones

= El método numérico tiene menor error (=.4%) para razones de as-
pecto medias. Para razones de aspecto grandes se sobrestima en ~5 %
la transferencia de energia mientras que para razones de aspecto pe-
queiias se subestima igual en ~5 % (ver figura .
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= Se puede observar que se presentan tres zonas caracteristicas. Nos
referimos a estas como la zona conductiva, la zona de transicién y la
zona convectiva (ver figura [3.11). Existen dos nimeros de Rayleigh
criticos (Ras. y Ra.) que determinan cudndo se dardn las transiciones
entre cada zona. Cada una de las zonas se encuentra caracterizada
por la forma de Nu = Nu(Ra), de las isotermas y de las lineas de
corriente de la siguiente forma

1. Zona Conductiva:

En esta zona Nu sigue un comportamiento constante. Las isoter-
mas presentan simetria esférica y son equivalentes a la soluciéon
al problema de conduccién en ausencia de fuerzas de cuerpo (ver
figuras|3.15] [3.16} [3.17]y [3.18). Lo que indica que a pesar de exis-
tir movimiento este no es lo suficientemente intenso como para
afectar el transporte de energia.

Los lineas de corriente muestran que solo existe una celda con-
vectiva tipo “banana” con simetria axial y simetria de reflexién

6 — —0 (ver figuras [3.15] [3.16] [3.17] y [3.18).

2. Zona Transicidn:

En esta zona Nu comienza a aumentar como funcién de Ra. Las
isotermas pierden la simetria esférica y conservan tinicamente la
simetria axial, pasan de ser esferas a ser ovoides (ver figuras
[3.20} 13.21] y 13.22]).

Los lineas de corriente comienzan a perder la simetria de refle-
xién § — —6@ y comienzan a desplazarse en direccién contraria al
campo gravitacional (ver figuras|3.19} [3.20} [3.21] y [3.22)).

3. Zona Convectiva:

En este zona Nu crece con Ra aproximadamente de la forma
Nu < Ra™ . Hay que recordar que Grossman y Lohse demos-
traron que para el caso clasico de Rayleigh-Bénard no es posible
expresar la relacién entre el niimero de Nusselt y el nimero de
Rayleigh como una ley de potencias pura, sino como una serie
de leyes de potencias, por lo que en un futuro se podria realizar
un analisis méas detallado para ver si en el caso estudiado esto
mismo ocurre [31].
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Las isotermas mantienen la simetria axial pero cambian su curva-
tura, pasan de ser ovoides a ser figuras tipo “hongos” (ver figuras
[3.23] [3.241 13.25| v [3.26)).

Las lineas de corriente siguen teniendo una tnica celda con forma
tipo “banana” y conservan la simetria axial, pero se desplazan
en mayor medida en direccién contraria al campo gravitacional

(ver figuras [3.23} |3.24} [3.25| y [3.26)).

Es posible concluir que la geometria de las curvas isotermas caracteri-
za las regiones. Pasan de ser esferas a superficies no convexas en forma de
“hongo”. Las lineas de corriente siempre cuentan con una unica celda con-
vectiva y siguen la geometria impuesta por las isotermas (ver figuras
3.20)).

También se pudo observar que para los Ra obtenidos no se encontré un
estado no estacionario, primero se encontraron inestabilidades numéricas
dentro de la simulacion.

La simetria axial se conservé durante todas las simulaciones. Esto hace
pensar que el método completamente tridimensional es innecesario, pero
debido a que en un futuro se desea extender el problema a un problema
de fuerza central donde hay soluciones que no tienen simetria axial, las
simulaciones realizadas sirven como una primera validacién [I].

Para concluir esta seccion, se presentan las perspectivas del trabajo mos-
trando algunas posibles extensiones a realizarse en el futuro

s Fuerza Central

Como ya se menciond se pretende extender el método para tratar el
problema bajo un campo central. Para fuerzas de este tipo si exis-
ten estados hidrostaticos por lo que el problema se vuelve el andlogo
esférico al problema clasico de Rayleigh-Bénard. Este tipo de fuer-
zas pueden anadirse facilmente al algoritmo cambiando el término de
acoplamiento en la ecuacion por

Bwa AT — b)g(r)€, - &, (4.1)
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donde g(r) denota la forma de la fuerza de cuerpo y &, el vector
director radial esférico. A manera de prueba se realizé una simulacion
con 1 = % para el caso

g(r) < r. (4.2)

El problema de estabilidad lineal para este tipo de fuerza fue tratado
por Chandrasekhar en su libro de estabilidad hidrodindmica e hidro-
magnética en 1961 [I]. Chandrasekhar propone una perturbacién a la
solucién hidrostatica para el campo de temperatura de la forma

T(r,0,¢) = O(r)Y,"(0,¢) (4.3)

donde ©(r) es una funcién que depende tnicamente del radio y ¥;™ son
los esféricos arménicos. Para el caso n = % Chandrasekhar muestra
que el primer modo en aparecer es el modo [ = 4. Para validar la
simulacién de prueba realizada se obtuvieron las figuras mostradas en

ATl

Como se puede apreciar en la figura el campo de temperatura
se asemeja al comportamiento angular descrito por Chandrasekhar.
Aunque el comportamiento angular no se ajusta exactamente al modo
deseado se puede suponer que se debe a que la prediccién de Chan-
drasekhar es para Ra ~ Ra. y las figuras se obtuvieron a un nimero
de Rayleigh Ra = 400 mayor al Rayleigh critico Ra. &~ 250 observado
en la simulacién.

Es importante mencionar que las figuras en fueron obtenidas para
un sistema de L = 224, para otros tamanos se observé que la malla
imponfa su simetria y en lugar de dominar un modo ! = 4 se observa-
ba un modo ! = 2. Esto puede deberse a las condiciones de frontera,
que para fronteras curvas no son las més adecuadas [27]. También se
observé que los estados convectivos estacionarios presentaban inesta-
bilidad numérica después de largos intervalos de tiempo.
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L.

+ T(75.0.0)

200 300 400
6 (grados)

Figura 4.1: Fuerza central «c r para n = %, Pr =0.7y Ra = 400 > Ra,.
Arriba Izquierda: Visualizacién 3D de las superficies isotermas. Arriba Dere-
cha: Campo de temperatura sobre una superficie con r constante. En medio
Izquierda: Forma general de las superficies isotermas. En medio Derecha:
Campo de temperatura para ¢ = 0 y r constante como funcién de 6, tam-
bién se muestra un ajuste al modo ! = 4 de los esféricos arménicos. Abajo
Lineas de corriente coloreadas con la magnitud del campo de velocidad
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» Condiciones de Frontera Curvas

Otra de las extensiones a realizarse es la inclusion de condiciones de
frontera més adecuadas, utilizando las propuestas por Huang et al.
en 2006 [27]. Estas condiciones podrian solucionar los problemas con
las fuerzas de cuerpo discutidos anteriormente y de esta forma seria
posible extender el estudio a este tipo de problemas

» Rotacién

Otra extension directa, pero sensible a las condiciones de frontera, es
la implementacién de rotacién de las esferas externa e interna. Esto
se podria anadir una vez implementadas las condiciones de frontera
ya mencionadas.
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