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Resumen

En el presente trabajo estudiamos el problema de interpolacién de distintas cantidades fisicas de

interés (observables), entre los regimenes de acoplamiento, de 't Hooft A = g%, N., débil y fuerte,
asociados a una teorfa de campo supersimétrica en el contexto de la correspondencia AdS/CFT.
El célculo de estas cantidades puede realizarse, en el acoplamiento débil, empleando la teoria de
perturbaciones en la teoria de norma, mientras que cuando el acoplamiento es fuerte, es posible
hallar su comportamiento a partir de soluciones de gravedad en un régimen de acoplamiento débil.
Sin embargo, la expresién analitica correspondiente a la funcién de interpolacién no es conocida.
Para arrojar algo de luz acerca del comportamiento de esta funcién empleamos el método de
aproximantes de Padé. Dichas funciones tienen propiedades de convergencia que superan a las
de la bien conocida serie de Taylor al converger en un dominio mucho més amplio. El grado de
complejidad también aumenta, sin embargo. A pesar ello, esta herramienta ha mostrado ser muy
atil en una gran cantidad de aplicaciones que involucran distintas areas de la fisica tedrica. El hecho
de que para su construccién no es necesario conocer la forma explicita de la funcién a aproximar,
en contraste con lo que ocurre con la serie de Taylor, es responsable de numerosas aplicaciones.
Ademis, es posible dotarla de més informacion asintdtica a partir de series perturbativas alrededor
de distintos puntos. Esto la convierte en una herramienta adecuada para que de las 2 expansiones
perturbativas, a digamos O(A\%) y O(A™%), sea posible construir funciones de interpolacién.
Antes de abordar los problemas centrales de interés en el presente trabajo, repasaremos algunas
de las principales propiedades y aplicaciones de los aproximantes de Padé a distintos sistemas
mecanico-cudnticos: sistema de dos niveles, efecto Stark y efecto Zeeman. Asi como el modelo de
Ising en 2 dimensiones, para comprender qué ocurre cuando la funcién a aproximar tiene regiones de
no analiticidad, como es el caso del punto critico en el cual ocurre una transicién de fase. Ademas,
proponemos una prescripcion para obtener el mejor aproximante de entre todos los posibles, i.e.
de entre el paisaje de aproximantes.
Exponemos, también, las ideas introductorias a la correspondencia AdS/CFT, asi como el cdlculo
de la entropia y viscosidad de corte, a primer orden, en la regién de acoplamiento fuerte de la teoria
Super Yang Mills .4 = 4 con cierto detalle. Finalmente se aplicara el método de aproximantes de
Padé a estos casos y a la funcién B(\) de Maldacena, no sin antes repasar el modelo de Migdal,
en el cual, empleando la técnica de aproximantes se obtienen los mismos resultados que los que
se obtendrian empelando la correspondencia AdS/CFT. Se incluyen, ademds, en un apéndice el
célculo de aproximantes de la entropia de enredamiento y energia libre en la teoria ABJM, que
por su complejidad escapa al andlisis de la presente tesis, pero forman parte de un posible trabajo
futuro en el cual se apliquen los aproximantes de Padé a la correspondencia Norma/Gravedad.

VII



Capitulo 1

Introduccion

Las simetrias y los principios variacionales han sido siempre herramientas de gran ayuda para

analizar y comprender diversas teorias de la fisica. Este paradigma béasico ha sido trastocado pro-
fundamente con el surgimiento de las simetrias de dualidad. Muchas de estas simetrias tienen pro-
piedades muy distintas a las simetrias ordinarias de los modelos con interacciones fundamentales.
Algunas son redefiniciones de campos, otras funcionan solamente en las ecuaciones de movimiento
pero no a nivel del principio variacional correspondiente. Tal vez el ejemplo mas sobresaliente e
importante de esta clase de simetrias entre dos teorias de la fisica cualitativamente distintas, pe-
ro que comparten simetrias globales, es la dualidad de Maldacena o correspondencia AdS/CFT.
Esta dualidad plantea que una teoria de gravedad en 5 dimensiones en un espacio asintéticamente
AdS (anti-de Sitter) es dual a una teoria de norma en un espacio de Minkowski en 4 dimensiones
que coincide con la frontera del espacio AdS. Es posible describir todas las fuerzas fundamentales,
excepto la de gravedad, en el marco de las teorias de norma i.e. la fuerza electromagnética, fuerza
nuclear débil y fuerte. Por ejemplo, la teoria electromagnética esté descrita por una teoria de norma
con grupo de norma U(1), y la fuerza fuerte se describe por la teoria de norma SU(3), conocida
como Cromodindmica Cudantica, o QCD por sus siglas en inglés.
Una propiedad que hace a esta dualidad particularmente ttil desde un punto de vista practico es
que en un limite especifico, la teoria de gravedad se vuelve cldsica y la correspondiente teoria de
norma dual, fuertemente acoplada. Por otros métodos los procesos dindmicos de la teoria de norma
son inaccesibles en el régimen de acoplamiento fuerte: normalmente, los célculos en la teoria de
campo se realizan a través de teoria de perturbaciones, sin embargo, esto solo funciona cuando el
acoplamiento es débil. QCD en la red es una poderosa herramienta para lidiar con este dilema en
algunos casos, pero es dificil de utilizar para capturar la dindmica asociada a la teoria de campo
en cuestién, en particular a temperatura y densidad finitas. Asi que la correspondencia AdS/CFT
nos ofrece la oportunidad tnica de acceder a regiones del acoplamiento de teorias de norma que
antes estaban fuera de todo analisis tedrico, y estudiar propiedades importantes de teorias de nor-
ma fuertemente acopladas usando soluciones de gravedad en un régimen de acoplamiento débil.
Sin embargo, es importante tener claro que QCD y las teorfas de norma estudiadas en AdS/CFT
tienen diferencias importantes. Primero, la correspondencia AdS/CFT considera tipicamente una
teorfa con grupo de norma SU(N.). En tal teoria, N, juega el rol de un pardmetro, y el “acopla-
miento fuerte” es el llamado limite a N, grand

1En realidad la teorfa tiene dos pardmetros, la constante acoplamiento de la teorfa de norma gy,s y el ntimero
de colores N¢, o la combinacién expresada por el acoplamiento de 't Hooft A\ := g%MNC. Con esto el limite a N
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Segundo, AdS/CFT considera tipicamente una teoria de norma supersimétrica. En particular, la
teorfa Super Yang Mills .4 = 4 (SYM) provee el ejemplo mds sencillo de la correspondencia. Aqui,
A = 4 denota el nimero de supersimetrias que tiene la teoria. La teoria tiene también invariancia
de escala debido a que no tiene ningin parametro dimensional. Mas atn, tiene una simetria adin
mas larga conocida como invariancia conforme, la cual contiene invariancia de Poincaré e invarian-
cia de escala. Este tipo de teorias son generalmente conocidas como teorias de campo conformes,
o CFT. Razén por la cual la dualidad tiene el nombre de AdS/CFT.

El uso de la correspondencia no se limita a teorias conformes, es posible discutir a la dualidad en el
contexto de teorias con parametros dimensionales, asi que pierden la invariancia de escala. Cuando
uno elige una teoria de norma particular, uno tiene que elegir un espacio-tiempo apropiado, tipi-
camente un espacio-tiempo que sea asintdticamente AdS en el infinito.

Las teorfas de norma analizadas por la correspondencia AdS/CF'T no son muy realistas. Sin embar-
go, esto es tipico de cualquier modelo analitico. Uno usualmente encuentra problemas fuertemente
acoplados en teoria de campo, pero solo unos pocos métodos analiticos y exactamente solubles
existen. Pero aquellos ejemplos jugaron un rol vital en desarrollar nuestra intuicién sobre la teoria
de campos. Dichas técnicas son valiosas y trajeron un progreso importante al desarrollo de la teoria
de campo, incluso si sélo se aplican a una clase restringida de teorias. Se podria considerar a la
correspondencia AdS/CFT como otro ejemplo de este tipo de técnicas.

El ejemplo més famoso del estudio de la interaccion fuerte a través de la correspondencia
AdS/CFT es el que involucra al plasma de quarks y gluones (QGP). En anos recientes se han
construido aceleradores de iones pesados, por ejemplo RHIC en Brookheaven desde el 2000 o
el experimento de iones pesados construido en CERN utilizando al LHC desde el 2010, estos
colisionan nucleos pesados, de oro por ejemplo. Estos nicleos son eléctricamente neutros asi que
para acelerarlos se tienen que quitar electrones para ionizarlos. El plasma que se forma después
de la colisidn, si la temperatura es suficientemente alta, existe solo transitoriamente. Al final, la
temperatura esta por debajo de la temperatura de transicion, por lo que los quarks estan confinados
en hadrones. Lo que se observa en los detectores son estas particulas secundarias. Esto muestra
parte de las dificultades a la se enfrentan los experimentalistas al hablar de la formacién de un
plasma de quarks y gluones. A pesar de todas estas dificultades en 2005 RHIC anuncié que “el
plasma de quarks y gluones no se comporta como un gas libre sino que tiene un comportamiento
mas parecido al de un fluido perfecto”. La diferencia entre estos sistemas subyace en el hecho de
que el iltimo no tiene viscosidad. Usando anédlisis dimensional es posible deducir que la viscosidad
de corte tiene la forma

0 Pllungy ™ Tngp (L1)

donde p es la densidad de masa, T es la velocidad media de las particulas, l,,f, €l camino libre
medio, € la densidad de energia y T ¢, es el tiempo libre medio. Ahora modifiquemos la constante
de acoplamiento. Cuando el acoplamiento es fuerte, el camino libre medio se vuelve mas corto. La
viscosidad surge debido a la transferencia de momento entre las particulas del plasma, y la trans-
ferencia es menos efectiva cuando el acoplamiento es fuerte. Por tanto, la viscosidad se vuelve maés
pequena cuando el acoplamiento es fuerte. En particular, un fluido perfecto no tiene viscosidad,
asi que un fluido perfecto es un limite de acoplamiento fuerte, mientras que el gas ideal es el limite
libre. Una viscosidad pequena implica, por tanto, que la interaccién es fuerte y de acuerdo con
RHIC, el QGP tiene una viscosidad pequena asi que no es posible confiar en QCD perturbativa
para su andlisis. Es aqui donde la correspondencia AdS/CFT hace su aparicién, resulta que la

grande se traduce en N, — oo mientras A = constante y grande.



prediccién de la viscosidad de corte que hace la correspondencia se encuentra cerca al resultado de
RHIC, segin anunciaron [11 2].

En algunas ocasiones es posible calcular cual es comportamiento de algin observable super-

simétrico en el acoplamiento fuerte, gracias a la conjetura de Maldacena, y también el compor-
tamiento general de dicho observable en el acoplamiento débil usando teoria de perturbaciones
en una teoria de norma. Sin embargo, no existe técnica conocida para realizar calculos cuando la
constante de acoplamiento tiene un valor finito, y por tanto no se conoce la solucién completa que
interpola entre estos dos regimenes opuestos. Los problemas de mayor interés para la realizacién
de esta tesis son justamente de este tipo, ademas, nuestro trabajo sigue la linea de investigacién
de 3 autores. Primero Ashoke Sen, quien en [3] explora la posibilidad de construir funciones de
interpolacion suaves que coincidan con las expansiones perturbativas en ambos extremos, y que
conduzcan a la determinacién precisa de la cantidad en consideracién sobre todo el rango de la
constante de acoplamiento. Para ello estudia 3 tipos de funciones de interpolacién, entre ellas los
aproximantes de Padé. Sus resultados sugieren que la funcién de interpolacién empleada, prove-
niente de cualquiera de los tres métodos, aproxima a la funcién exacta con un 10 % de precision.
Como las expansiones perturbativas son asintdticas, en este caso, es de esperarse que uno no pueda
aproximarse de manera arbitraria al resultado exacto. Llega a esta conclusién después de, primero,
comparar las funciones de interpolacién con las expansiones perturbativas a partir del punto A. en
el cual ambas expansiones se intersectan, y segundo, de comparar a las funciones de interpolacién
entre ellas mismas a distintos ordenes (la mayorfa de sus razones rondan el 10% de la unidad).
Todo este analisis es realizado en el contexto del estudio de la masa de un estado estable no-BPS
en la teorfa de cuerdas SO(32) heterética/tipo I, tomando en cuenta 1 bucle en el célculo.
Y después, Tom Banks y T.J. Torres quienes en [4] proponen el uso de aproximantes de Padé para
hallar expresiones vélidas uniformemente en la constante de acoplamiento. Se centran en particular
en modelos con dualidad fuerte/débil, cuando las simetrias no determinan expresiones exactas para
algin observable. Los resultados obtenidos son prometedores en el sentido de que los aproximantes
interpolan de manera suave entre ambos regimenes, y el error entre las expansiones y las funciones
racionales es pequeno. Nuevamente, este error es calculado respecto al punto més cercano entre
las expresiones perturbativas, o en el caso ideal, al punto de interseccién. En el caso en que exis-
te solucién exacta, los resultados entre la funcién de interpolacion y dicha solucién, concuerdan
asombrosamente. Ademds, sustentan la convergencia de los aproximantes a ambas expansiones en
“un teorema bastante general”, posiblemente la conjetura de Padé que revisaremos en la primer
parte de este trabajo.

Los aproximantes de Padé son funciones de interpolacién con propiedades de convergencia mu-
cho mas complejas que las pertenecientes a las usuales series de Taylor, de hecho, como revisaremos
en la primer parte de este trabajo, el si convergen o no es hoy dia un problema de matematicas puras
abierto. No es problema empero para que el método de los aproximantes de Padé haya probado ser
muy util al proveer informacién cuantitativa sobre la solucién de muchos problemas interesantes de
la fisica y la quimica. Obtiene esta informacién a partir de expansiones perturbativas (usualmente
més faciles de obtener que la soluciones exactas) y sus excepcionales propiedades de convergencia
le permiten ser una herramienta confiable para acceder a regiones donde el andlisis perturbativo,
basado en las bien conocidas y ampliamente utilizadas, series de Maclaurin, no puede llegar.

A pesar del avance que se ha logrado en los trabajos antes citados, aiin no queda claro porqué los
aproximantes de Padé funcionan tan bien en problemas que involucran un dual gravitacional. Para
ir un paso mas alld en la exploracién de estas cuestiones analizamos con mayor profundidad el gran
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conjunto de aproximantes de Padé que se pueden formar con la informacién perturbativa a mano, lo
que constituye el paisaje de aprozimantes (ver sec. 1.4). Para hallar el mejor aproximante de entre
todo este paisaje proponemos un criterio para su eleccién inspirado en otra cuestién: ;hasta dénde
son confiables las expansiones perturbativas? Como hemos visto es usual comparar a Padé con las
expansiones perturbativas a partir de un punto en comun, sin embargo, esto no es necesariamente
correcto pues es de esperar que ambas expansiones se alejen de la solucién exacta mucho antes de
dicho punto. Proponemos, entonces, una manera para lidiar con esta informacién espuria y hallar
la mejor aproximacién posible que resulta del método de aproximantes. Estudiamos, ademas, la
habilidad de los aproximantes para hallar puntos criticos en los cuales ocurren transiciones de
fase. No podemos dejar de mencionar que el trabajo tiene, también, una motivacién académica,
pues desde un punto de vista nos parece una manera pedagdgica de estudiar los elementos bésicos
asociados al amplio campo de investigacién conocido como correspondencia AdS/CFT.

1.1. Elementos Basicos

Las aplicaciones del método de aproximantes de Padé cubren varios campos de la fisica tedrica
[5], van desde modelos cosmoldgicos [6} [7, [8 @], modelos moleculares [I0], teorfa cudntica de campos
[11, 12| 13], entre otras [I4]. En esta primer parte repasaremos los elementos bésicos suficientes
de la teorfa de aproximantes de Padé [15], para el presente trabajo, y en secciones subsecuentes,
aplicaremos el método de aproximantes de dos puntos a casos en los cuales las expansiones per-
turbativas, en la regién de acoplamiento fuerte, fueron calculadas empleando la correspondencia

AdS/CFT.

Un aproximantes de Padé es un polinomio racional de la forma

a0+a1z+~--+aNzN

bo +biz+ -+ by’

el cual tiene una expansién en serie que coincide con la serie de Maclaurin de una funcién f (z),
tanto como sea posible,

[N|M] = (1.2)

)= ez, =012 (1.3)
=0

En la expresién hay N + 1 coeficientes en el numerador y M + 1 en el denominador. Existe
también un factor comun irrelevante entre ambos. Si adoptamos la definicién by = 1, entonces
habra N + 1 coeficientes independientes en el numerador y M independientes en el denominador,
haciendo en total N + M + 1 coeficientes por determinar en la expresiéon completa. Esto sugiere
que el aproximante debe coincidir con la expansion en las potencias: 1, z,22,...,2V+tM_ En
términos de la serie formal de potencias esto e

N
Zcizi— apg+aiz+---+anz _O(ZN-H\/I+1)7 (1.4)

i.e. el comportamiento del aproximante de Padé reproduce el de la funcién f (z) hasta orden

1 1
N + M + 1. Por ejemplo, si consideramos la funcién f(z) = 1 — 5% + §z2 + -+, tendrd como

aproximantes,
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1
[1]0] =1 — 5z:f(z)+(')(z2), (1.5)
1
1] = —F=f(x) + 0 (%), (1.6)
1+ =2
2
1
[1]1] = 5 = f(z)+0 (zg) . (1.7)
1+ -2
3
De la ecuacién obtenemos
(bo+biz+ - +byuz) (co+erz+-)=ap+- +ayz" +0O (ZNTMH) (1.8)

e igualando las potencias en ambos lados,
byven—m41 +bv—1eN—py2 + - Fboenyr =0
byen—m42 +by—1eN—py3+ -+ boeny2 =0
baren +bym—1en—1  + -+ boenim =0.

Como by = 1, estas ecuaciones se convierten en un conjunto de M ecuaciones lineales para M
coeficientes del denominador,

CN-M+1 CN-M+2 CN-M+3 " CN b CN+1

CN—M+2 CN—M+3 CN—M+44 -  CN41 bar—1 CN+2

CN—M+3 CN—M+4 CN—M+5 -  CN42 bu—2| = | evgs || (1.9)
cN CN+1 CN+4+2  °° CN+4M-—1 b1 CN+M

a partir de las cuales se pude obtener el valor de b;. Los coeficientes del numerador {a;} se obtienen
de (1.8), al igualar los coeficientes de 1, z, 22, --- , 2V,

a=co

a1 = c1 + bic

az = ca + bicr + baco
(1.10)

min(N,M)
anN =cCN + E bien—;-
=1

Las ecuaciones y determinan el numerador y denominador del aproximante de Padé y
son denominadas ecuaciones de Padé; con esto hemos logrado la construccién de aproximantes de
Padé a partir de informacién perturbativa. Vale la pena remarcar que el punto de partida en esta
construccién fue la serie de potencias, por tanto nunca necesitamos saber la forma exacta de la

[e.e]
funcién f (z), con > ¢;z* como su serie de Maclaurin. Es de esperar que una serie de aproximantes
i=0

1=
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“bien” elegidos, se acercaran a la funcién f (z). Sin embargo, los problemas de convergencia y de
construccién, son problemas distintos, de hecho, mostrar la convergencia del aproximante
resulta una tarea formidable como se verd en la siguiente seccién, y en la mayoria de los casos
préacticos, la convergencia empirica es considerada satisfactoria dentro de sus propias limitaciones.
El siguiente ejemplo muestra cémo los aproximantes de Padé convergen en regiones mas amplias
del dominio. Este es un comportamiento genérico de dichas funciones y vale la pena ser apreciado.
Consideremos f(z) = ((1+1/2z2)/(1+ 22))1/2 =1-3/4 z+39/32 22 — .-+ Para calcular el
aproximante [1]1], de la ecuacién se tiene (—3/4)b; = —39/32, y por tanto by = 13/8. De
la ecuacion se obtiene, andlogamente, agp = 1 y a; = 7/8. Con lo anterior obtenemos el
aproximante de orden [1]1],
7
14 =2
i) = —3- (1.11)
1+ 3 z

09+

08+

07r

06+

Figura 1.1: La solucién exacta f(2), se muestra con color azul. El aprozimante de Padé [1|1] de color rojo y la

serie de Maclaurin hasta O (z2) con color verde.

En la figura [I.I] podemos observar como la serie de Maclaurin diverge rdpidamente, mientras
que en contraste, el aproximante de Padé se mantiene estable para un mayor rango de valores de
z. De hecho, sorpresivamente los valores para z > 1 son

[1]1] (c0) = 75 =~ 0,54.

Hemos logrado esta precisién con el aproximante de Padé de menor orden que puede ser construido.
Mas aun, la capacidad de computo para calcular estos aproximantes es muy poca. Esto convierte
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a los aproximantes de Padé en herramientas muy ttiles para explorar el comportamiento cuali-
tativo de cada problema tratado. Sin embargo, la convergencia de estos aproximantes no ha sido
comprendida del todo y es usual que aparezcan polos que hacen que el aproximante en cuestion,
no exista.

La construccion de los aproximantes de Padé que hemos hecho a partir de las ecuaciones de
Padé, puede formalizarse. Si empleamos la regla de Cramer, podemos calcular los coeficientes {b; }
directamente de la ecuacién (1.9) y por tanto el denominador de la ecuacién (|1.2) tiene la forma

CN-M+1 CN—-M+2 " CN CN+1
CN-M+2 CN—-M+3 =" CN+1 CN+2
QWIMI (2) = det : 1 : : , (1.12)
CN-1 CN vt CN+M—-2 CN+M-1
CN CN+1 v CN4M-1 CN+M
M M1 e z 1

hasta un factor numérico. Ahora, si consideramos

CN—M+1 CN—M+2 ce CN+1
CN—-M+2 CN—M+3 ce CN+2

oo . . .

[N|M] v - ’ ’ ’
Q (2) E ciz' = det CN_1 en ceNgM- | (1.13)

—

¢ CN CN+1 oo CN4M
Z CiZM+z Z CiZMJrzfl . Z CiZZ
i=0 i=0 i=0

N+1 N+2

y restamos z veces el primer renglon del dltimo, z veces el segundo renglén del iltimo,
etc., hasta 2V TM veces el pentltimo renglén del tltimo, reducimos las series correspondientes al
dltimo renglon. Las series se convierten en series lacunares, con una brecha de M términos entre
coeficientes. Usando los términos iniciales de estas series, definimos para el numerador en
como

CN—M+1 CN—-M+2 te CN+1
CN—-M+2 CN—-M+3 T CN+2
[N]M] — ) ) )
P (z) = det CN_1 cn o enamot | (1.14)
CN CN+1 ce CN+M
N-M  N-M+1 ) N )
Z CiZM-i-z Z cizM—i-?,—l Z Cizz
i=0 i=0 i=0

Con lo anterior, se pueden formalizar los aproximantes de Padé con los siguientes teoremas [I5]:

Teorema 1 Con las definiciones Y ,

QINIMI () icizi —pPINIMI () =0 (NHMEL) (1.15)
=0
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Teorema 2 (Jacobi) Con las definiciones y , el aproximante de Padé [N|M] de

S ¢zt estd dado por
i=0
PINIM] ()

INIM) = Gy

(1.16)
siempre que QWVIMI(0) #£ 0.

Por 1ltimo, introducimos un arreglo util para organizar los aproximantes de Padé, la tabla de
Padeé:

[0j0} 1[0}  [2[0]
o) 1) [2(1]
o2 [112] [22]

o~ o Z2

Tabla 1.1 Tabla de Aprozimantes de Padé.

1.2. Propiedades Generales

Las propiedades generales de convergencia de los aproximantes de Padé son més complejas que
aquellas de la serie de Taylor, de ahi que exista una gran discusién sobre la convergencia de distintas
series de aproximantes, para diferentes tipos de funciones. A pesar de ello, estos aproximantes
tienen la sobresaliente capacidad de converger para un amplio conjunto de funciones, incluso en
el caso de series de potencias asintéticas o cuya convergencia es muy lenta. Ademaés, es usual que
el error sea mas pequeno con respecto del que se obtiene con las expansiones de Taylor y maés
aun, en muchos casos se ha encontrado que los aproximantes proveen de una buena aproximacién
incluso mas alld de su rango esperado de aplicabilidad. Vale la pena enfatizar que a pesar de
estas cualidades, demostrar la convergencia de los aproximantes sigue siendo un tema abierto de
investigacion. Incluso dentro del circulo de convergencia de la serie de Taylor, no hay una prueba
general de que tales series de aproximantes convergan. Intuitivamente, en este caso particular, esto
se debe a que para probar la convergencia de la serie de Taylor uno solo necesita constricciones
absolutas sobre los coeficientes conforme N — oo, mientras que, presumiblemente, la convergencia
de los aproximantes de Padé implica que la serie puede ser continuada analiticamente fuera de
dicho circulo, y por tanto se requiere de propiedades relativas entre los coeficientes.

Con respecto al problema genérico de mostrar la convergencia de Padé para cualquier tipo de
funcioén, la dificultad bésica radica en la localizacién de los polos de los aproximantes, i.e., los ceros
de los denominadores, o més en general, a los defectos debidos a la estructura de los aproximantes,
i.e., polos espurios (que no corresponden a los de la funcién aproximada) y ceros del numerador muy
cercanos; la convergencia uniforme de la serie solo se puede obtener afuera de pequenos circulos
que rodean estos polos. Un ejemplo de una funcién en la que se presenta dicho problema es la

siguiente [17]:
*lsiny  cosy)’ ’
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donde el aproximante [5|5] tiene los polos y ceros

Raiz del numerador = 2,8852000
Raiz del denominador = 2,8851989.

Lo primero que viene a la mente es pensar que estas raices son las mismas, excepto por un error

numérico, sin embargo esto no resulta asi y el problema se debe tratar con mucho méas cuidado.
Notese que en general, la convergencia puede ser cierta solo para una subsecuencia de la serie
de aproximantes (como se expondrd més adelante), algunos podrian no existir, ya que sus polos
pueden aparecer en la regién de convergencia del resto de la serie.
Otras propiedades cualitativas que se han encontrado en las series de aproximantes a través de
analisis numérico son, por ejemplo, cuando las funciones a aproximar tienen polos dobles, los apro-
ximantes los simulan con dos polos simples muy cercanos. En el caso de singularidades esenciales,
el comportamiento genérico de los aproximantes es acumular sus polos cerca del punto donde se
encuentra la singularidad. Si la funcién tiene cortes en el plano complejo, debido a que los apro-
ximantes son funciones meromorfas, mimetizan dicho comportamiento acumulando sus polos a lo
largo de dichos cortes. Mas atun, cuando solo hay un punto ramal en el plano complejo, los aproxi-
mantes, [N|N], “convergen” a la funcién formando un corte a lo largo de un rayo. Por tltimo, en
el caso de series asintdticas, si la serie diverge suficientemente rapido entonces el valor del apro-
ximante, [N|N], en el infinito, converge a algun limite. Para més detalles sobre estas propiedades
véase [16].

Hay 3 maneras principales de tratar el problema de convergencia debido a los defectos. La
primera es probar analiticamente la convergencia de clases especiales de funciones. Por ejemplo,
series de Stieltjes y series de frecuencia de Polya. Los teoremas mads precisos sobre convergencia
se obtienen para este tipo de series porque la localizacién de los polos puede ser determinada [18].
Por serie de Stieltjes nos referimos a que

F) =Y fi(=2), (1.18)
j=0

es una serie de Stieltjes si y solo si, existe una funcién ¢ (u), acotada y no decreciente, la cual toma
un numero infinito de valores en el intervalo 0 < u < +o0, tal que

o0

fi= /u] dp (u), (1.19)
0

(nétese que no se asume, necesariamente, que la serie sea convergente). La serie es formal,
debido a que podria no converger para toda z; sin embargo, es una representacion ttil de la funcién
f (2). Las funciones de Stieltjes son funciones simétricas reales definidas en el plano, excluyendo al
eje negativo como un corte ramal. La convergencia de los aproximantes de Padé ocurre, en gran
parte, debido a que es posible mostrar que los polos de los aproximantes de Padé se encuentran en

los cortes de la funcién de Stieltjes, como lo expresa el siguiente resultado:

Teorema 3 Si . f; (—z)" es una serie de Stieltljes, entonces los polos del aprozimante de Padé [N|N+
j=0

jl, 3= —1, se encuentran sobre el eje real negativo. Mds ain, los polos de aproxzimantes sucesivos
se entrelazan y todos sus residuos son positivos. Las raices del numerador también entrelazan a
aquellos del denominador.
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Y con respecto a la convergencia tenemos que:

Teorema 4 Cualquier secuencia de aproximantes de Padé [N|N + j] para una serie de Stieltjes
converge a una funcion analitica en el plano complejo sin el corte (—oo < z < 0). Si ademds,

o0

> (fp)_l/(2p+1) diverge, entonces todas las secuencias tienden a un limite comin (esta condicion
p=0

es aprozimadamente equivalente a |fp| < (2p)!). Si las f, son una serie convergente con radio de
convergencia R, entonces cualquier secuencia [N|N + j] converge en el plano complejo cortado
(—o0 <z < —R) ala funcién analitica definida por la serie de potencias.

Para una serie de Stieltjes, los coeficientes de la serie de potencias del aproximante de Padé satis-
facen la desigualdad

ININ +1P (2) / () | < . (1.20)

Las series de Pdlya se caracterizan por alternar sus signos de acuerdo a cierta regla, por ejemplo,
es bien conocido que el aproximante de Padé de la funcién exp (z) tiene una forma explicita para
su numerador y denominador [19], en particular,

M
[MIN] (0 — (_1\M(M~1)/2 1

el signo no depende de N; para M = 1,2,3,... los signos son +,—, —, 4,4+, —, —, ... Este patrén
de signos caracterizan la clase de funciones conocidas como series de frecuencia de Pélya. Todas
las funciones de esta clase tienen la representacién

o0
H (]. + OZjZ)
() = aoe™* , ag>0 (1.22)
(1+ 532)
j=1
y los coeficientes satisfacen [I7]
V05,85 20,3 (a; + B;) < 0. (1.23)
J

Este tipo de funciones no tienen solo aproximantes convergentes, sino que también los numeradores
y denominadores convergen a lo largo de cualquier rayo en la tabla de aproximantes de Padé.

Teorema 5 Si f (z) es una serie de frecuencia de Pdlya definida por , y N — 00, My — o0
con (My/Ny) — w conforme k — oo, entonces

Nyo| My, v ]
BWEIM] (2) 5 exp —w, ﬁ (1—Bjz2) (1.25)
14w =1 ’

uniformemente sobre cualquier region compacta del plano complejo.
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En particular si f (z) = 7%,

AWML () ep (1 fw) y BWHMH () 5 exp (11wj) : (1.26)
Como exp (z) = [exp(—2)] ", el teorema dua muestra que el cero del aproximante [N|M] de

exp (z) es un polo del aproximante [M|N] de exp (—z). Debido a que exp (+00) = 400y exp(—o0) =
0, es de esperar que los polos del aproximante de exp (z) se acumulen en x = 400 y los ceros en
x = —o0, al incrementar el orden de los aproximantes. Si N7 > Na, hay més ceros en [N;|M] que
en [Na|M], y por tanto [N7|M] tiene una regién mds pequeiia libre de ceros. Esta estructura se
hace explicita en el siguiente teorema,

Teorema 6 Sea z = z+iy un punto genérico en el plano complejo. El aproximante de Padé [N|M]
de exp (z) estd libre de ceros en la region parabdlica

v <4(M 1) (x+M+1), (1.27)

o rescalando los ejes por un factor de M + 1, el aproximante exp (M + 1) z estd libre de ceros en
la region,
y 2
(L) <ot (1.29)
La localizacién de los ceros del aproximante [N|M] con N < 25, M < 25 se muestran en la figura
[I:2] Las notables trayectorias que muestran los ceros no se comprenden, ain, por completo. Esta

imagen deja claro que la informacién contenida e los aproximantes de Padé es realmente compleja
y tener control sobre ella resulta, por tanto, en una tarea complicada.

El segundo acercamiento al problema, es tratar la convergencia de una subsecuencia de aproxi-
mantes punto a punto. Existen basicamente dos tipos de secuencias de aproximantes de Padé que
pueden ser consideradas. El primer tipo corresponde a aquellos aproximantes cuyo grado del nu-
merador o del denominador, permanece finito mientras que el grado del otro, tiende al infinito.
En el segundo tipo, ambos grados del numerador y denominador tienden al infinito. Este segundo
tipo parece ser méas poderoso en términos préacticos, mientras que el primero es el caso mas sencillo
para obtener resultados rigurosos.

Se discutirdn primero secuencias verticales u horizontales de aproximantes [N|M], en donde uno
de los grados se mantiene finito. Basta considerar solamente las tltimas porque debido al teorema
dual, el anélisis de las secuencias verticales de los aproximantes de Padé es practicamente el mismo
que el de las secuencias horizontales.

Un resultado inmediato es que por el teorema de Taylor la secuencia [IN|0] converge a f(z) cuando
N — oo. El teorema para la secuencia [IN|1] fue obtenido por Beardon:

Teorema 7 Sea f(z) analitica en |z| < R. Entonces una subsecuencia infinita de [N|1] aproxi-
mantes de Padé converge a f(z) uniformemente en |z| < R.

La generalizacién de este teorema para secuencias del tipo [IV|2] fue mostrada por Baker y Graves-
Morris, ellos probaron que una subsecuencia horizontal [N |2] converge, siempre que f(z) sea analiti-
ca en todo el plano complejo debido a que la analiticidad en |z| < R es insuficiente como mostraron
Buslaev, Goncar y Suetin, empleando el siguiente contra ejemplo:

28i Pn/Qus es el aproximante [N|M] de la funcién f(z), entonces Qps/Px es el aproximante [M|N] de 1/f(z)
(con la sutileza de que la serie para 1/f(z) existe solo si f(0) # 0).
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Figura 1.2: Region libre de ceros del aprozimante de Padé [N|M] de la exp {(M + 1) 2}, [19].

1+ 32 5
(O C R A C (1.29)

Esta funcién es analitica en |z| < 1 y a pesar de ello todo aproximante del tipo [N|2] contiene
un polo en |z| < 1.

Otro resultado importante que ha permitido aplicaciones directas a la fisica [20] es el teorema
de Montessus. Este teorema permite la posibilidad de convergencia en el caso en que la funcién
f(2) tenga polos multiples.

Teorema 8 Sea f(z) una funcion meomorfa en el disco en |z| < R, con precisamente m polos en
puntos distintos z1, 23, ...,2n, donde
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0<|z| <z ... < |zm| < R. (1.30)
Suponiendo que el polo en el punto zy tenga multiplicidad pg, y sea la multiplicidad total
m

precisamente Y. pp = M. Entonces
k=1

f(2)

uniformemente sobre cualquier subconjunto compacto de

[N|M], (1.31)

= lim
N—o0

Dy ={z2| <R,z# z,i=1,2,...,m}. (1.32)

Para el segundo tipo de secuencia existen también resultados interesantes, por ejemplo, el
siguiente teorema muestra que el dominio natural de convergencia para la secuencia [N|N] de
aproximantes no es el circulo en el origen como sucede con la serie de Taylor, sino més bien una
region determinada de alguna manera por la localizacion de singularidades no polares de la funciéon
considerada.

Teorema 9 Si Py(z)/Qn(z) es el aprozimante de Padé [N|N] de f(z) y C+Df(0) # 0, entonces

wes [ (1) o (120)]

o o (1.33)
coo v (e55) o (ri)
es el aproximante de Padé [N|N] de
aw aw !
{A+Bf(l+ﬂw)} [C+Df<1+6w)] . (1.34)
A, B, C'y D, son constantes arbitrarias, y w es un nimero complejo. La transformacién
flz) — é:g;i; (1.35)

se conoce como transformacion homografica de la funcién f en el plano complejo. El teorema
anterior muestra entonces que el aproximante de Padé preserva la propiedad de transformacién
homografica de la funcién f y de la variable

aw
1+ Bw’

la cual deja el origen invariante. Este resultado es de suma importancia, pues permite explicar
muchas de las propiedades de los aproximantes [21] [22]:

z— (1.36)

= Esta propiedad puede ser utilizada para obtener relaciones entre aproximantes contiguos,
[N £ 1|N] con [N|N], y en particular para obtener coeficientes de un modo recursivo.

= Con esta propiedad resulta que los polos de f(z) no deben ser considerados como puntos espe-
ciales de los aproximantes, propiedad opuesta a las series de Taylor, debido a que pueden ser
regularizadas con la transformaciéon homografica adecuada. En particular, los aproximantes
de Padé suman series geométricas exactamente.
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= Con las transformaciones de Euler sobre la variable

Ay

z = )

1+ py

se puede mapear parte del dominio holomorfo al circulo de convergencia de la funcién f(z).

Es una enorme virtud que el aproximante de Padé realizan transformaciones de Euler de

un modo sistemético, y eligen A y p en términos de los coeficientes f; de la expansion (y

no arbitrariamente) del modo més eficiente posible. Esta propiedad es muy importante en

problemas de convergencia. Como se vio antes, el dominio de convergencia es mucho mas

grande que el de Taylor. Supongamos, por ejemplo, que hemos probado la convergencia

del aproximante dentro del circulo de convergencia de la serie de Taylor. Empleando la

transformacion homogréfica sobre la variable, inmediatamente extendemos esta region a la
unién de todos los circulos en el dominio analitico que contengan al origen.

(1.37)

= Finalmente esta propiedad de covariancia bajo transformaciones homograficas es también
responsable del hecho de que en las amplitudes de dispersion, los aproximantes de Padé sean
unitarios. De hecho las ondas parciales de la matriz S satisfacen S; S}, o equivalentemente

s1=(s7)7", (1.38)

y resulta que esta propiedad sera preservada por aproximantes de Padé diagonales

1
A Ch I (1.39)

La unicidad de la convergencia de una secuencia de aproximantes de Padé esta asegurada por
el siguiente teorema, formulado con el concepto de convergencia en la esfera de Riemann, y es
consecuencia directa de la unicidad de la continuacion analitica.

Teorema 10 Sea Py(z) = [Ng| M| una secuencia de aprozimantes de Padé de la funcion f(z), la
cual es regqular en el origen y tal que Ny + My, — oo conforme k — oco. Si {Pr(z)} es equicontinua
sobre la esfera en una region compacta y simplemente conexa R, de la cual el origen es un punto
interior, entonces el dominio de definicion de f(z) puede ser extendido de tal manera que f(z) sea
meromorfa en el interior de R y [Ni|My] converge a f(z) sobre la esfera para todo z € R.

El teorema para convergencia ordinaria es similar.

Resulta 1til considerar el problema de la convergencia en términos de dicha esfera, basicamen-
te porque la convergencia de una secuencia de aproximantes de Padé es equivalente a que dicha
secuencia sea equicontinua sobre la esfera, i.e., una sola d puede ser seleccionada para toda la
secuencia de manera que si |z — zg| < 0, entonces la distancia sobre la esfera de cualquier aproxi-
mante de Padé en z y zp es menor que una € preasignada para toda z y zg en alguna regién cerrada
relevante R. Por tanto, este resultado reduce una propiedad més complicada, la de convergencia,
a una mas sencilla, equicontinuidad en la esfera. Es de notar que la propiedad de equicontinuidad
necesariamente excluye la aparicién de polos y ceros arbitrariamente cercanos. De hecho existe
una gran variedad de teoremas sobre convergencia de secuencias generales de aproximantes bajo
la hipétesis de que polos y ceros espurios son excluidos de cierta region, y distintas suposiciones
acerca de la distribucién de los extranos polos y ceros, y el comportamiento de la funcién fuera de
esta region dan como resultado conclusiones de distinta fuerza.
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La tercer manera de tratar el problema genérico de convergencia de los aproximantes es buscar
un tipo de convergencia distinto al puntual empleando el concepto de medida. La idea es encontrar
una cota para QWM (2)~! en la férmula para el error cometido por el aproximacién de Padé,

SN+M+1 / f& [N|M] () Rar(§)dE

2miQINIMI (= £N+M“ (£ —2)

donde T" es el contorno dentro del cual f (z) es anahtlca y sobre el cual es continua, y ademads
encierra tanto a z como al origen. Rj; es un polinomio arbitrario de grado a lo mas M, pero no
idénticamente cero (en la préctica puede ser tomado como Rys = 1). Esta férmula es consecuencia
directa de la férmula de Hermite para la expansién de Maclaurin. La cota para Q[VIM] (2)~! debe
ser hallada utilizando una cota para un polinomio arbitrario de grado M. Esta cota viene dada
por

J(z) — [N|M] = (1.40)

lgm (2)| = 0™, (1.41)

donde ¢, (z) es un polinomio cuyo coeficiente de orden principal es la unidad, y es cierto excepto
para z, perteneciente a un conjunto £ de medida a lo méas m2. Usualmente no se tiene ningin
conocimiento acerca de la localizaciéon de dicho conjunto excepcional, pero se tiene una cota dada
para su area. Los teoremas basados en esta idea de medida no son validos sobre conjuntos de medida
arbitrariamente pequena. Esto significa que dichos resultados no contienen enunciados acerca de
convergencia en un punto particular en el plano complejo. Los resultados son todos en el sentido de
que el area alrededor de divergencias producidas por combinaciones de polos y ceros no deseados
de los aproximantes, son arbitrariamente pequenas.

Este tipo de acercamiento al problema lleva a una gran variedad de teoremas sobre la conver-
gencia de distintas secuencias de aproximantes y parecen ser la manera més general de obtener
resultados sobre la convergencia de los aproximantes de Padé. El pionero en estos estudios fue
Nuttall en 1970, él mostré que [23],

Teorema 11 Sea f (2) analitica en el origen y también en el circulo |z| < R excepto por m polos,
contando la multiplicidad. Considere la secuencia [Nx|My| de aprozimantes de Padé de f (z) con
M > m, y Ni,/My — oo (My #£0). Sean € y 6 nimeros positivos arbitrariamente pequernios.
Entonces existe ko tal que

|f (2) = [Np|Mg]| <, (1.42)

para toda k > ko y para toda |z| < R excepto para z € £, donde £ es un conjunto de puntos en
el plano complejo de medida menor que §.

Otro teorema muy importante en este mismo sentido es el teorema de Pommerenke, el cual
establece que la secuencia de aproximantes diagonales, i.e., [N|N], a una funcién meromorfa es
convergente en todos lados en cualquier conjunto compacto del plano complejo excepto, a lo mas,
en un conjunto con medida cero, formalmente

Teorema 12 Sea f(z) una funcién analitica en el origen y analitica en todo el plano complejo
excepto para un numero contable de polos aislados y singularidades esenciales. Supongamos que
€>0yd >0 estin dadas. Entonces, existe My tal que cualquier aproximante de Padé [N|M] de
la secuencia de rayo con N/M = X (A # 0, X # 00) satisface

f(z) = [IN/M]| <e, (1.43)
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para cualquier M > My, sobre cualquier conjunto compacto del plano z excepto para un conjunto
En de medida menor a §.

Es claro que dicho conjunto incluye los polos de f(z), donde la funcién original esta mal defini-
da. Mas atn, el aproximante de Padé puede producir una serie de polos ausentes originalmente en
f(2). Entonces, para una regién compacta I dada en el plano complejo, el teorema de Pommerenke
requiere que estos polos no deseados se alejen de la regién K conforme el orden del aproximante
crece, o se emparejen de manera muy cercana a un cero convirtiéndose en lo que antes se des-
cribié como un defecto. Aunque la aproximacién se viene abajo en la vecindad de estos polos
extranos, lejos, la aproximacién esta a salvo. Asimismo, un aproximante de Padé puede aproximar
una funcién multivaluada (por ejemplo, una funcién con un corte ramal logaritmico) y la serie de
aproximantes agrupara sus polos a lo largo del corte. Para mas detalles sobre este tercer tipo de
tratamiento ver [17, [24]

A pesar de la gran cantidad de resultados que involucran la convergencia de los aproximantes
de Padé, estos no terminan por agotar el rango de convergencia de dicha herramienta. Por ello,
Beker et al. plantearon la siguiente conjetura [I6], e incluso aunque con ella se extiende el rango
de convergencia, probablemente no se da el rango de convergencia completo de los aproximantes.

Conjetura 1 (Conjetura de Padé) Si P (z) es una serie de potencias representando a una fun-
cion regular para |z| < 1, excepto para m polos dentro de este circulo y excepto para z = +1, punto
en el cual la funcidn se asume continua cuando solo los puntos |z| < 1 son considerados, entonces
al menos una subsecuencia [N|N]| de aprozimantes de Padé converge uniformemente a la funcion
(conforme N tiene a infinito) en el dominio formado por la remocidén del interior de pequenos
circulos centrados en estos polos.

Esta conjetura fue tan efectiva que no fue sino hasta el 2003 que Lubinsky hall6 un contra-
ejemplo [25]. Y en su lugar, el mismo Baker formulé un teorema para suturar dicha deficiencia
[26]. Salvo este tipo de ejemplos escasos, los aproximantes muestran cualidades de convergencia
admirables y resultan de mucha utilidad en distintas areas de la ciencia.

1.3. Aproximantes de Padé de N puntos

Hasta hora solo hemos discutido sobre los aproximantes de Padé como una aproximacién a una
funcién f (z), en un solo punto z. Es posible generalizar esta idea si dotamos de més informacién
perturbativa a los aproximantes en N puntos distintos, 21, 22, ..., zy [24].

Consideremos N puntos distintos {z;} en el plano complejo, y asociado a cada uno la representacién
de una funcién

mi—l

D uij(z—z) +0[(z—z)™] ¢ (1.44)

Jj=0

El problema es buscar una fraccién racional Pr, (z) /Qar (2) tal que tenga las propiedades (1.44))
y los grados del numerador y denominador satisfagan

L+M=Y m—1, (1.45)

i=1
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de modo que el nimero de coeficientes independientes coincidan exactamente con el numero de
condiciones impuestas. Si sélo hay un punto, el problema es justamente el problema de Padé. Si
todas las m; = 1, el problema de denomina como problema se Cauchy-Jacobi. Para resolver este
problema es conveniente emplear la férmula de interpolacién generalizada de Lagrangeﬂ Para ello
resulta util emplear la funcién auxiliar

n

F)=T]G=-=)m. (1.46)

i=1

Podemos verificar que la siguiente ecuacién tiene la propiedad (1.44)),

n m;—1 | m;—1 o — 2 m;+j
PO =Y f@lm-ny () [T e

2 & Gaf@ ||
Si z & z; entonces en ([1.47)) solo el término ¢ = 1 contribuird a la suma pues
F) =1 (1) == M (2) =0, (1.48)

y es justamente el término ¢ = 1 el que nos lleva a la forma cerca de z = z;. Si ahora
consideramos cada punto a la vez, resulta que tiene la propiedad . De la forma de
(1.47) vemos que es de grado a los méas N.

Si aplicamos la férmula general de interpolaciéon de Lagrange a zP, p < N, obtenemos

i A\ e (a—z)™
P _ PR Y| Il - 1.49
# =3 ) fom 1! () [P ) (1.49)
Para el caso especial z = 0 tenemos
0= o ()T en )
= 2 i ! T @) . , p < N. .
La construccién de los aproximantes requiere que se satisfagan las ecuaciones
m;—1 )
Pr(z)= | > wij(z—2) | Qu(z)=0[(z—2)"], i=1,...
j=0
Qm(0)=1, (1.51)
y como consecuencia directa de [[.51] obtenemos
m;—1 .
P Pr(a) = Qum(a) 3 uij(a—=2)
= Pl (g — z)™ =0 - 1.52
(da> @ la-a) 7@ oo 0

a=z;

3Dado que existe un tnico polinomio interpolador para un determinado niimero de puntos, un mejor nombre
seria, la férmula de interpolacién polinémica generalizada en la forma de Lagrange.
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para toda p. Si multiplicamos la ecuacién ([1.52]) por el factor [(m; —1)!]7" y sumamos sobre
i, obtenemos

a=z;
p=1,..., M.
(1.53)
Comparando con , los términos que involucran a Py, (2) se hacen cero y obtenemos ecuaciones
que tienen que ver solo con los coeficientes de Qs (z). Definiendo

M
Qum(2) = Z quzt, (1.54)
pn=0
la ecuacién (|1.53)) se reduce a
M
> Gy =0, p=1,...,M, (1.55)
pn=0

donde hemos definido

_ n o = i m;—1 | mi—1 w; (CL _ Zi)mi+j ap—l
v, = ; [(m; — 1)!] <da) ;O o) : (1.56)

a=z;

Las ecuaciones (1.55) son exactamente de la misma forma que las de Padé (1.10]). De hecho, si
hacemos n = 1, entonces (|1.56)), con z; = 0, se reduce a

Up = UL N+1-p; (1.57)

con lo que (|1.55)) se convierten en ([1.10]) exactamente. El otro caso importante que vale la pena
revisar es el de Cauchy-Jacobi (m; = 1). En este caso (1.56)) se reduce a

vy =Y T (1.58)

Podemos resolver ([1.55)) directamente para obtener los coeficientes correspondientes, con esto
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U2p V2m—1 c UM
det | oprer o oo o
M M-l 1
Qum (2) = . (1.59)
VomM—-1 - UM
det
UM .« . Ul

Para determinar el numerador, es conveniente emplear nuevamente la férmula de Lagrange ((1.47)).
Usando, ademds, la ecuacién (1.51]) para escribir los coeficientes de la expansién en términos de
las u; ; de (1.44) y de las g, de (|1.54)), se obtiene

P =Y f@ -0 () %[Zq] 3 i o=y

(1.60)

Si introducimos los polinomios auxiliares

n mi;—1 at (a — 2 m; mi—1 ‘

3=0 a=z;
se obtiene, empleando la expresién para Qs (z) (1.59),
VoM V2M-1 UM
det | vprer o o
Ty Tv—1 -+ To
Pr(2)/Qum (2) = . (1.62)
Vap V2M—1 UM
det
UM +1 UM U1
LMo M-1
En el caso especial de Padé, n =1y z; = 0, los polinomios (1.61]) se reducen a
N
T, (z) = Zul,j—u2]7 (1.63)
J=u

con lo que la ecuacién (1.62) es idéntica a (1.16]) si se emplea (1.57)), excepto que el grado del
numerador parece demasiado grande. Esto se puede arreglar manipulando los renglones de la

expresién ([1.62)). Las potencias extra de z se eliminan y el limite superior de la suma (1.63)) se
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reduce de N a L. Con esto (1.62)) coincide perfectamente con el aproximante de Padé (L.16).
En el caso especial de Cauchy-Jacobi, en el cual todas las m; = 1, los polinomios auxiliares (1.61))
se reducen a

n

Z Zt Of (1.64)

i=1 Z o ZZ ZZ)

Nuevamente, como con la ecuacién (1.63)), el grado de (1.64) es N, pero la combinacién lineal
formada en (1.62)) reduce el grado del numerador a L, por cancelacién.

La mayoria de los resultados de la seccién anterior pueden generalizarse al caso de N puntos
[24, [14], salvo detalles muy particulares y muy técnicos que no trataremos aqui.
En el presente trabajo emplearemos aproximantes de Padé de N = 2 puntos, por lo que las expan-
siones de f ( ) alrededor de los puntos z; y 22, hacen que la expresién genérica para el aproximante
de Padé , se reduzca considerablemente y sea sencillo obtener una solucién numeérica.

En resumen

= Las propiedades de convergencia de los aproximantes de Padé son més complejas que las de
las asociadas a las comtinmente empleadas series de Taylor, y la convergencia esta garantizada
por la conjetura de Padé.

s Es posible dotar de mayor informacién asintética a los aproximantes de Padé al anadir series
perturbativas alrededor de tantos puntos como queramos. Ademas, todos los resultados de
convergencia son facilmente generalizables al caso de N puntos. En el presente trabajo nos
concentraremos en el caso particular de dos puntos

= La construccion de los aproximantes de Padé de N puntos no requiere del conocimiento de la
funcién exacta a aproximar, en contraste con otros métodos de interpolacién que si requieren
de dicha informacién y por ello resultan ser menos efectivos.

1.3.1. Ejemplos de Aproximantes de Padé en Mecanica Cuantica

Veamos ahora algunos ejemplos de aproximantes de Padé de 2 puntos, que por su contenido
fisico, resultan de interés:

Sistema de dos niveles

Este sistema mecanico-cudntico estd descrito por el Hamiltoniano
H =0, + Mo, (1.65)

donde las o;’s son las matrices de Pauli y la constante de acoplamiento A se asume mayor que cero.
Para A < 1, el término con o, puede ser tratado como una perturbacion, cuyo espectro a segundo
orden en teorfa de perturbaciones viene dado por [27]:

)\2
Ey=+1+7, A<l (1.66)
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A
ser tratado como una perturbacién, cuyo espectro a segundo orden en teoria de perturbaciones es

[27):

1
Para A > 1, el Hamiltoniano se puede reescribir como H = A | 0, + am>, y el término o, puede

1
Ey=+ %50, A>1L (1.67)

El aproximante de Padé correspondiente se puede calcular empleando la ecuacién para el
caso N = 2. Sin embargo, debido a la simpleza de las expansiones es mejor aprovechar el hecho
de que el aproximante [N|M] debe reproducir las expansiones (1.66) y (1.67) cuando A\ < 1y
A > 1 respectivamente. Ademds, de la constriccion (1.46|) se deduce que si N = 3, entonces
M = 2. Haciendo las respectivas expansiones se obtienen todos los coeficientes del aproximante.
Los resultados son [28]:

3.3 (
T+ oA+ 202423
+ oA+ oA |

EE\Z] -4 5 (1.68)
L5+ A2
Se sabe que este sistema mecanico cudntico tiene como solucién exacta [27]:
Ey =414 X2 (1.69)

Energia (E)

0 1 2 3 3 5 3
Constante de acoplamiento (A)

o

Figura 1.3: Energia del sistema cudntico de dos niveles, en rojo los aprozimantes de Padé de orden [3|2] (1.68)),

y en azul la solucion exacta .

Efecto Stark

Consideremos ahora el efecto Stark para los niveles de Hidrégeno 25;,, y 2P/ y un campo
eléctrico e suficientemente pequeno, de tal forma que el término eca sea pequeno con respecto a
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la estructura fina. Tomemos en cuenta, ademas, el desplazamiento de Lamb, §.
Definiendo a = 3eaq, e carga del electrén y ag el radio de Bohr. La mezcla de niveles en el efecto

Stark estd dada por la matriz [27]
H = (5 O(‘f) . (1.70)

El espectro exacto de este sistema es conocido y estd dado por [27]:

0 52 9
E=_414/—4(ag)". (1.71)
2 4
Para emplear la aproximacién de Padé es necesario obtener informacion perturbativa, para ello,

notemos que es posible separar el problema de la forma

1 0 0 «
H' =46H, +¢eHs, Hi= (0 O) y Hy= (a 0) . (1.72)
Con esto se obtienen los casos limite
H =6 (Hl n EHQ) L < (1.73)
1)
, 0
H =¢ HQ"’ng , >0 (174)

con ello se pueden leer directamente los eigenvalores de cada matriz Hy y Hy. Empleando el método
usual de teorfa de perturbaciones a segundo orden obtenemos las expansiones [27],

E = §a? (%)2 §— da? (%)Qs«(s (1.75)

p=sa(5)+5+ 5 (2). —sa(5)+3-5(8) e»s (1.76)

Empleando estas expansiones obtenemos los aproximantes de Padé [4]3]:

242 3 42,96213 &4
P 8,33333 €~ 4+ 20,6399 ° + 2,96213 ¢ . (1.77)
1+ 3,14751 € + 3,95025 €2 + 0,592426 €3

Efecto Zeeman

El siguiente ejemplo a tratar es la interpolacién del efecto Zeeman entre la region débil y fuerte
del campo magnético [27], 29], en la capa n = 2 del dtomo de hidrégeno. El Hamiltoniano del
sistema, estd dado por

H=Ho+Hss +Ha, (1.78)

donde Hy es el término coulombiano, H¢s es el Hamiltoiano asociado a la estructura fina del &tomo
de hidrégeno incluyendo la correccién relativista y el acoplamiento espin 6rbita. H, representa el
potencial que describe al &tomo de hidrégeno en un campo magnético uniforme dado por

H. = —(m + 1) Boot (1.79)
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Energia (E)

5 i % £y o
Fuerza del Campo (g)

Figura 1.4: Energia de los niveles de Hidrégeno 28172 y 2Py 2, en presencia de un campo eléctrico. En rojo se
aprecian los aprozimante de Padé de orden [4|3] y en azul las soluciones exactas (ambos con signo

positivo).

donde p, es el momento dipolar magnético asociado con el espin del electrén, p; es el momento
dipolar asociado con el movimiento orbital y B, el campo magnético externo en el que esta
inmerso el sistema. Suponiendo que Bpg,; es muy pequeno; entonces el ultimo término de
puede ser tratado como una perturbacién. Usando n = 2, el espectro de este sistema a primer
orden en teoria de perturbaciones viene dado por [29]

13,6 eV a? 2 3
Eip, =——— |14+ — [ ——— — = Bm;, 1.80
Lim; [ + 1 (]+1/2 4” + pBgsbm; (1.80)

donde pp es el magnetéon de Bohr y gy el factor de Landé. Con esto se obtienen los estados mos-
trados en la tabla 1.2, donde ¢ = —13,4 eV, v = |¢|a?/16 y B = upB.
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Estado |1, j, m;) Energia
0.3 +8) e~y 48
0.3, -3 ——
L3+ e~ v+ 18
I3 -3 c—5v— 38
L3 +3) s—7+28
L3 +3) e-v+38
1.3, -3 e-v-38
1.3, -3) e—v—28

Tabla 1.2 Energias para n = 2 en la aproximacion de campo débil del efecto Zeeman.

Suponiendo que la magnitud de B, es muy grande; el término By (1/Bgat) Hys de (1.78))
se puede considerar como la perturbacién. Entonces, el espectro y los estados del sistema (ver tabla
1.3) son a primer orden [29]

2
Etmym, = y [1 - % (g - {ll((llillgglﬂs) })} + upB (my + 2my) . (1.81)
Estado [T, mu, ms) Energia

[0,0,+3) e—5y+8

[0,0,—3) e—5vy—§

|1, +1,+3) e—7+28

|1 +1,-3) e— 4y

1,0, +3) e—fv+5

1,0,-3) e=fv-5

1, -1, +3) -4

[1,-1,—3 e—v-8

Tabla 1.3 Energias para n = 2 en la aprozimacion de campo fuerte del efecto Zeeman.

Cuatro de los estados mostrados en las tablas 1.2 y 1.3 se mantienen iguales, por tanto, son
soluciones “exactas”, al menos hasta primer orden en teoria de perturbaciones, mientras que los
otros cuatro estados se mezclan. Es posible deducir como se conectan los estados mezclados notando
que los estados |1 3 :|:1> y ’1 L :I:%>, parten del mismo punto y conforme el campo magnético

y 9919 592
aumenta, el signo de 3 se preserva. Por tanto los estados se conectan de la forma:
3 1 1 11 1
1,—-,—= ) —|1,1,—= 1,-,-)—=|1,-1,=
b 27 2> ) ) 2> ) ) 27 2> ) b 2>
1 1 1 31 1
1, -,—= ) —|1,0,—< 1, -, =) —11,0,=-). 1.82
33 ],, 5 13 ],,2> (1.82)

Resulta que las soluciones analiticas de los eigenvalores asociados con los estados anteriores son
conocidas para toda 3, y tienen la forma [29]:
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Energia

Estado |1, 7, m;)
11, 3, +3)
1.5, -%)
1. 3. +3)
1.3, -%)

e—3v+
e—3y—
e—3vy+
€—3y —

N N ®

v N

2

— P+ 3B+ s
— 2_2 132
\/ 4y 3%8+4B
2 g 132
+4/4y t378+ 36
2,2 132
t 4 - 5B+ 4b

Tabla 1.4 Energias para n = 2 en la aproximacion de campo fuerte del efecto Zeeman.

25

A partir de las expresiones de las tablas 1.2 y 1.3, y con la informacién ([1.82), calculamos
los aproximantes de Padé correspondientes. Sus expresiones se muestran en el apéndice [A]y en la
figura se comparan con las expresiones exactas.

—13.4000

~13.4001

Energia E(eV)

-13.4002

-13.4003

T T T
-

15

Magnitud de campo Magnético B(T)

Figura 1.5: Energia de los estados no lineales correspondientes al efecto Zeeman. En rojo se aprecian los aprowi-

mantes de Padé calculados con los resultados de las Tablas 2 y 3. En azul la soluciones exactas correspondientes a

los estados de la Tabla 4.

En los 3 ejemplos anteriores pudimos apreciar como los aproximantes de Padé hacen una gran
labor al interpolar el comportamiento de una funcién entre dos puntos a partir, inicamente, de la

informacién perturbativa en esos puntos. Ademds, tienen un significado fisico muy preciso.
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1.4. Paisaje de Aproximantes

Hasta ahora hemos comparado aproximantes de Padé, calculados a partir de informacién per-
turbativa, con soluciones exactas correspondientes a cada problema particular. Pero, scomo obtener
un “buen” aproximante cuando no hay solucion exacta al problema? Més ain, en casos en los que
la informacién perturbativa es poca debido a la gran complejidad del problema particular. En
primera instancia se podria pensar en calcular la diferencia entre el aproximante y las expansiones
perturbativas hasta un punto comun Z, sin embargo, existen un par de problemas basicos respecto
a este razonamiento. En primer lugar, es de esperar que méas de un aproximante mantengan este
error pequeno debido a las propiedades de convergencia que hemos apreciado en diversos ejemplos.
En otras palabras, existe un paisaje de aprorimantes, y no es para nada obvio, saber cual de ellos
forma la mejor aproximacién. Y por otro lado, el punto Z no es un punto confiable pues es muy
probable que las expansiones perturbativas diverjan antes y después de ese punto, ocasionado que
el error aumente mas, llevando a conclusiones erréneas.

Con respecto al primer problema, consideremos la funcién de particién en la teoria ¢* cero dimen-

sional,
oo

d m?
el e (1.83)

Z (mz,g) =

la cual se puede representar en términos de la funcién de Bessel de segundo tipo K 1 donde

4 2
Re(g) > 0y el reescalamiento es A = L,
3m?2

2 )= 2L
Z(m,/\)—\/;me

La expansién en serie de potencias de (|1.84) es [30]:

M=

K, <i> . (1.84)

105 ., 3465 ., 67675 4

2 — ...
z (m ’/\)’ 2048 65536 8388608)\ (1.85)

m2=1

3
=1- -\
2t

y la serie asintética estd dada por:

1 2\7_ /1 2 \1 1 4/ 2\ /1
2 _ _c - e - —1 I - —2
Z(m2 )|, = Ax(<37r2> r(4>+<37r§> r( 4))\ +3<3W2> r<4)x +
4/ 2 \1 1 40 /2 \*_ /1
Sl R I o (R DS SRy (L I o (e DO 1.
5 (a) t) e m (am) (3)2 (150

en la ﬁgurase muestran los aproximantes calculados a partir de y . En particular,
podemos apreciar que los aproximantes de orden [6|8] y [7|8] dan una excelente aproximacién a las
series perturbativas. Sin embargo, a partir inicamente de esta informacién no es obvio saber cual
de ellos da la mejor aproximacién a la funcién de particién Z (1, ).
Usando la informaciéon de la solucién exacta , resulta que el mejor aproximante es el de
orden [7|8] (ver Fig. 1.7). Con este andlisis mostramos, explicitamente, el problema del paisaje de
aprorimantes.
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Figura 1.6: En esta grdfica se muestran los aprozimantes de Padé (ver Apéndice@ y en azul las series asintdticas

asociadas a la funcion de particion de la teoria de campo cero dimensional p*.

1.4.1. Criterio para obtener el “mejor” Aproximante de Padé

Para resolver ambos problemas propondremos, en este trabajo, un criterio para elegir el mejor
aproximante dentro del paisaje. Para ello supongamos primero que sabemos la serie de potencias
de la funcién F(\) alrededor de los puntos A = 0 y A = co. Esto es, sabemos la forma explicita de

la funciones,
N N;
FNIO) =223 sidk, FN0) =00 ia ™, (1.87)
k=0 k=0
pero jcuan buenas son ambas expansiones? En primera instancia podriamos considerar que,

F(A) = FNI(A) + 0N+t = N () 4 o(gr N1, (1.88)

en tal caso, si nuestra precisiéon es de O(A\?**N+) podemos compararla con el término de siguiente
orden, O(A**tNs*1) "de tal manera que la cantidad,

E(\) = [FNO(X) — Aottt (1.89)

es E(\) < ¢, ¢ < 1 la tolerancia de la aproximacién, y la igualdad en el punto que definiremos
como A}, da como resultado la maxima precisién de la aproximaciéon. De manera andloga para

FZ(N’)()\) obtenemos el punto de mdxima precisién A;. Consideremos la funcién de prueba G(\)
candidata a ser el mejor aproximante) y sean las cantidades,
didat 1 mej imant 1 tidad

. L[G) = / A dg|G() — KM 0] (1.90)

QMZA&@@W_QMQ)
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Figura 1.7: Error entre los aprozimantes mostrados en la ﬁgum y la solucion exacta .

donde el pardmetro A en I;[G] es el punto de corte de la integral hecho para hacer de I;|G] una
funcién bien definida y por tanto toma un valor grande. El criterio propuesto estd basado en la
siguiente observacién: las cantidades I3[G] y [;[G] miden la precisién de la aproximacion G(A) a la
funcién F'(A), por tanto, el mejor aproximante G(A)* debe satisfacer la identidad,

L[G*] + L[G"] = min {1,[G] + L[G]}. (1.91)

Con el criterio , hemos eliminado ambos problemas: el de la informacién espuria en el
calculo del error, a través de las variables A} y A; en la definicién de , y el de la existencia
del paisaje de aproximantes, al extraer el mejor aproximante del conjunto de aproximantes que
define {I;[G] + I,[G]}.

Apliquemos este criterio al caso de la teorfa cero dimensional ¢*. En la expansién perturbativa
@ los coeficientes oscilan pero, son siempre de orden ~ 107!, asf que usaremos la ecuacién
con el término —0,1 A%, De esta manera deducimos que \* ~ 1,3, donde hemos usado & ~ 1073.
Por otro lado la expansion también oscila, aunque al contrario que antes, los coeficientes
aumentan pero son de orden 10°, asi que usaremos A\~ '1/2 en . Con ello deducimos que

* ~ 102, para lo cual hemos empleado € ~ 10~!. Finalmente, aplicando el criterio propuesto
(1.91) a la teorfa cero dimensional p* confirmamos que el mejor aproximante de padé es de orden
[7]8]. Lo importante a destacar aqui es que hemos obtenido este resultado sin hacer alusién a la

solucién exacta (|1.84)).
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[INIMI ) [ A [ag P21 T L INiM] | LINIM] [ L+ 1,

[8]9] 1.17557 0.00531226 95.4767 95.482
[8]9] 0.478845 0.00536905 38.9982 39.0036
5|5 0.720873 0.00481535 59.0657 59.0705
7|8 0,0128215 0,00477461 | 0,934595 | 0,939369
4|5 0.371874 0.00726129 30.2773 30.2846
3|7 0.993119 0.0172557 79.6557 79.6729
[8]10] 0.942762 0.0173036 76.0463 76.0636
[10]10] 0.269484 0.00542181 21.5357 21.5411
[6]7] 1.48176 0.216424 121.507 121.723
[3]4] 1.89676 0.00541963 152.467 152.473
[2]4] 0.703063 0.025103 57.5135 57.5386

Tabla 1.5 Resultados obtenidos al aplicar el criterio al problema de la teoria cero dimensional p*.

1.5. Modelo de Ising en 2D

Muchos sistemas fisicos en los que se puede aplicar el formalismo de la mecanica estadistica
presentan comportamientos muy peculiares en sus funciones termodinamicas. Estas funciones, de-
pendientes de la temperatura, presentan en muchos de los casos, discontinuidades 6 singularidades,
las cuales corresponden a distintos tipos de transiciones de fase. Algunos ejemplos son: la con-
densacién de distintos tipos de gases, fenémenos de ferromagnetismo y antiferromagnetismo, etc.
El rasgo caracteristico de la interaccion entre particulas en estos sistemas es que estas no pueden
ser “removidas” al hacer una transformacién de coordenadas del problema y como consecuencia
los niveles de energia del sistema no pueden estar relacionados con los niveles de energia de los
constituyentes individuales. Al contrario, bajo ciertas circunstancias, un gran nimero de constitu-
yentes microscopicos del sistema pueden exhibir una tendencia de interaccion, unas con otras de
una manera bastante fuerte. Esta caracteristica asume un significado macroscdpico a una tempe-
ratura particular, T, conocida como temperatura critica, por tanto, localizar y analizar éste tipo
de puntos es de suma importancia debido a la gran cantidad de informacién fisica que contienen.
Una caracteristica muy interesante de los aproximantes de Padé, es su capacidad para localizar
singularidades al momento de interpolar funciones entre dos puntos analiticos. Pero ;Coémo es
que los aproximantes de Padé capturan puntos criticos? Para entender dicha cuestiéon con mayor
profundidad empleemos el método de aproximantes al modelo de Ising en dos dimensiones.

El modelo de Ising se puede concebir como un modelo de transicién magnética, pero es igual-
mente correcto pensarlo como uno de transicién orden-desorden. El modelo consiste de N dipolos
magnéticos, a los cuales llamaremos espines. Las simplificaciones del modelo son las siguientes:

1. Cada espin puede apuntar inicamente hacia arriba o abajo. Estas direcciones son elegidas como la
direccién z positiva y negativa. Entonces uno puede describir el estado de cualquier espin por un
nimero o, el cual es +1 para arriba y —1 para abajo, y el estado del sistema completo es especificado
dando el valor de o para cada uno de los N espines.

2. Los espines, en el caso 3D se arreglan en una red ciibica simple. Entonces hay un espin en cada una
de las posiciones:
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Ximn = (I,m,n), (1.92)

en la base con coordenadas cartesianas, y 1,m y n son enteros. En el caso del modelo cuadrado 2D
los espines se localizan en un arreglo cuadrado en el plano = — y.

3. Existe una energia de interaccién entre los espines que tiende a alinearlos. Cada par de espines
vecinos mas cercanos que son paralelos hacen una contribucién —J a la energia total del sistema,
y cada espin vecino més cercano que es antiparalelo da una contribucién +.J. J es una constante
positiva. Entonces la energia total se puede escribir como:

E=—JY 0,04, (1.93)
rq

donde la suma se restringe a los pares de vecinos mas cercanos pq de espines.

A temperatura cero hay una probabilidad de 0,5 de encontrar al sistema en cualquiera de los
dos estados de energia méas baja, vemos entonces que el modelo de Ising de hecho exhibe la pro-
piedad de magnetizacién espontdnea. Estados de energia mas alta, los cuales son importantes a
temperatura diferente de cero, son producidos al revertir la direcciéon de algunos de los espines. Es
claro que estos espines tendran una magnetizacion espontdnea menor y por tanto esperamos que la
magnitud de la magnetizacion espontanea disminuya conforme la temperatura aumente. Podemos
ver entonces que aunque a primera vista el modelo parece ser muy simple, de hecho ya exhibe
algunas de las propiedades caracteristicas de un sistema magnético real.

En 1944 L. Onsager encontrd, en su famoso articulo [33], que el modelo 2 dimensional tiene
solucion exacta. Su resultado dice que la funcién de particién tiene la forma:

Z = [2cosh (27/kpT) e']" (1.94)
donde
2i / ¢1og 1/2) [1 + (1 — k2 sin? ¢)1/2] } : (1.95)
0
r = 2sinh (2J/kgT) / cosh? (2J/kgT) . (1.96)

De la expresién para Z en ((1.94) podemos calcular la energia interna U y el calor especifico C
usando:

U = kgT?dlog Z/dT (1.97)

C =dU/dT. (1.98)

Es bien conocido que el calor especifico C' del modelo tiene una singularidad a la temperatura T,
tal que:

sinh (2J/kpT,) = 1 (1.99)

Cerca de esta temperatura C' tiene una contribucién singular que varia con la temperatura
como:
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(8kp/m) (J/kpTe)* log [ 1/ (T = Te) | . (1.100)

Estamos interesados en estudiar cémo el aproximante de Padé captura esta singularidad asi que
necesitamos las expresiones de (1.94)) en las regiones donde la temperatura es baja y alta en com-
paracion con T,. Primero trataremos el caso a bajas temperaturas.

La funcién de particiéon del modelo de Ising se escribe como:

Z=) e PPn=>"exp (wzo—po—q) , (1.101)

{op} {op}

donde {0, } representa la suma sobre todos los estados. El limite de bajas temperaturas corres-
ponde a fJ — oo, donde la funcién de particién puede ser aproximada por la suma de los primeros
estados de energia més baja. Solo se necesita listarlos, por ejemplo los estados base corresponden
a todos los espines arriba o todos abajo. Cada uno de ellos tiene energia Ey = 2NJ, etc. Los si-
guientes estados se pueden obtener de manera diagramatica, dibujando las siguientes orientaciones
y sus interacciones con los vecinos mas cercanos. Sumando sobre todas estas gréaficas se obtiene la
expansién de Z en potencias de e #7 < 1. Ver [34]:

1 .
2, = 2e2NB (1 + Ne™ L aN T g S (N2 o) T ) : (1.102)

donde Z,, es la funcién de particion a bajas temperaturas.
Para el limite de altas temperaturas SJ < 1 reescribimos a Z como:

Z = Z exp ( BJZapaq> = Z Heﬁ‘]"””q, (1.103)

{op} Pa

Usando el hecho de que los productos o,0, solo pueden tomar los valores £1, la siguiente
identidad es véalida:
7707 = cosh B.J + 0,0, sinh BJ = cosh BJ (1 + 0,0, tanh B.J) (1.104)

La funcién de particién toma entonces la forma

Z = Z HcoshBJ (14 0,04 tanh 8J)

{op} Pa

= (cosh BJ)™N/? Z H (1+ 0,04 tanh 3J)

{op} Pa

(1.105)

Donde el nimero de vecinos mas cercanos es ¢ = 4 en 2D. En el limite 8.J < 1, lo cual implica,
tanh 8J < 1 se puede calcular la expansién correspondiente a Z, esto se hace sumando sobre todas
las gréficas representativas de las interacciones entre vecinos mas cercanos. El resultado final es:

Z, = 2N (cosh 8J)* N (1 + N (tanh 8J)* + 2N (tanh 8.J)° + % (N? +9N) (tanh BJ)° + ... ) ,
(1.106)



32 CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde Z; es la funcién de particién a altas temperaturas.
De las expresiones Z,,,; podemos obtener C,, /s = dU,,/;/dT, donde U,/ = kpT?dlog Zys/dT .

Como estamos interesados en el cdlculo numérico del aproximante de Padé, designamos los valores
de N =1y J=1. La expansién en serie de potencias de ((1.102)) y (1.106) son las siguientes:

El calor especifico a T < 1:

Cy (T) = 9,9786 x 1072 — 4,0471 x 107 2T 4+ 6,1567 x 1072072 — 4,1633 x 10~ T3 4 ... (1.107)

AT>1:

6800 128 40 4
= — =t =+ ... 1.1
970 +T7 +T5+T3+ (1.108)

Cs (T)

Con estas expansiones logramos calcular varios aproximantes, a los cuales les aplicamos el
criterio para determinar cudl de ellos es la mejor funcién de interpolacién. Los resultados se
pueden apreciar en la Tabla 1.6. La grafica del mejor aproximante se muestra en la Figura 1.8.

Dicho aproximante calculado tiene un méaximo cerca de la temperatura critica de la solucién
exacta. El maximo del aproximante se encuentra en T, = 2,2597, lo cual concuerda muy bien con
el resultado tedrico [32], T, = 2,269.

Calculando polinomios de orden maés alto se puede ver que el aproximante localiza de manera
mucho més precisa la singularidad, mientras que lejos de ella el aproximante diverge de la solucién
exacta de forma mas y més rdapida.

osf A
05}

041

02}

01

00 |

Acoplamiento T

Figura 1.8: Aprozimante de Padé de orden Gs s (azul), y resultado ezacto (Tojo).
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| INM](N) | LINIM] [ LINM] [ Li+L |
A7 148154 x 10~7 | 0.0115745 | 0.0121601
47 178447 x 108 | 0.347288 0.347328
58] 275659 x 10 ® | 0,00146668 | 0,00156356
[7]10] 125312 x 10 | 0.231093 0.231355
6[9 5,42306 x 107 | 0.00234908 | 0.00337068
6[9 851597 x 107 |  0.340322 0.358287
[4]11] 1,72172 x 10-° 0.17912 0.184508
5/12] 7,86636 x 10 © 0.17245 0.186683
[6]9] 0.0000186153 0.343097 0.352223
[7]10] 0.0000154759 0.341062 0.350347

Tabla 1.6 Resultados obtenidos al aplicar el criterio al modelo de Ising en 2D.

1.6. Método de suma Borel-Padé

La mayoria de las series perturbativas que aparecen en la teoria cudntica de campos son asintéti-
cas en vez de convergentes y por ello, surge la cuestion de hallar una manera de extraer la informa-
cién que guardan para reconstruir cantidades fisicas de interés subyacentes. Una técnica muy 1til
para manejar este problema es la teoria de transformadas y suma de Borel. En esta tltima seccién
del primer capitulo describiremos como es posible mejorar el método de suma de Borel a través de
la técnica de aproximantes de Padé. En situaciones favorables, este procedimiento permite recons-
truir la solucién completa expresada solo formalmente a través de la serie perturbativa.

Siguiendo muy de cerca los articulos [35, [36], consideremos, primero, la ecuacién de Euler,

dy A
—+ A =— 1.1
Lt Ap(s) =2 (1.109)

la cual tiene una singularidad esencial en el punto z = co. La solucién a esta ecuacién tiene una

serie de potencias formal,

oo

an o
po(=) =D e an=AT"n! (1.110)

n=0

Esta solucién es una serie asintética, con radio de convergencia cero, debido a que los coeficientes
crecen como ~ n! Es posible mostrar que podemos construir una familia de soluciones, formales, a
la ecuacién diferencial de Euler basada en ¢g(z2),

p(2) = po(z) + Ce™ %, (1.111)

donde C es una constante arbitraria, la cual parametriza a la familia de soluciones. Esta ecuacién
es un ejemplo de trans-series y tiene tres propiedades importantes tipicas de una trans-serie formal:

= El término anadido en ({1.111)) no es analitico en z = 0o, y va mas alla de la solucién estandar
en la forma de una serie asintética dada por (1.110]). Es invisible en la expansion perturbativa
al rededor de z = oo, y es por tanto una correccién no perturbativa.
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» La expresién formal resultante tiene dos parametros pequefios, 1/z y e~4%.

= Hay una relacién entre la “fuerza”del efecto no perturbativo, dado por A y la divergencia de
la serie asintética. Es decir, A codifica el comportamiento a siguiente orden de a,, cuando n
es grande.

En su encarnacién maés simple, una trans-serie involucra tanto al parametro pequeno z como a
las exponenciales pequenas

e S/2 aed. (1.112)

«a € o son las distintas etiquetas de los sectores no perturbativos de la teoria. En el caso genérico,
entonces, la trans-serie toma la forma,

B(2) = p(2) + Y Cae 5/7p,(2), (1.113)
acd

donde las ¢, (z) son series en potencias de z, y C, (en general nimeros complejos), son los pesos
de los sectores instantonicos. Cuando los efectos no perturbativos son asociados a instantones, las
cantidades S, son interpretadas como acciones instanténicas, y usualmente aparecen como singu-
laridades en el plano complejo de la transformada de Borel de ¢(z).

Estas series formales dan aproximaciones asintéticas de funciones bien definidas, las cuales son
“verdaderas”soluciones a la ecuaciéon de Euler (o en general, soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias). Surge entonces, de manera explicita, la cuestién antes planteada: jcémo podemos re-
cuperar la solucién original, no perturbativa, a partir de su representacién asintdtica?

Como la serie asintdtica es divergente, la respuesta no es para nada obvia. Sin embargo, en principio,
la respuesta no perturbativa para el problema particular puede obtenerse empleando la técnica de
suma de Borel de las series ¢(2), ¢a(2), y después sustituyendo el resultado en la ecuacién (T.113)),
con una eleccién apropiada para C,. La suma de trans-series resultante estd usualmente bien de-
finida para valores pequenos de z.

Sea
p=> — (1.114)

una serie divergente con a, ~ n! Su transformada de Borel se define por,

. an .y
3(¢) = 7; S (1.115)
la cual tiene radio de convergencia |A| en ¢ = 0. El plano complejo de la variable ¢ se conoce como
plano de Borel. En algunas situaciones, es posible extender analiticamente ¢(¢) a una funcién en el
plano ¢ complejo. La funcién resultante tendrd singularidades y cortes ramales, pero si es analitica
en una vecindad del eje real positivo, y si crece suficientemente lento en infinito, podemos definir
su transformada de Laplace,

o0

s()(2) = /e‘%(zC)dC= z‘l/e“/%(odg (1.116)
0

0
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Figura 1.9: La transformada de Borel define una funcion analitica alrededor de ¢ = 0. Hay una singularidad en
el circulo de radio |A| (punto rojo). Si es posible continuar analiticamente esta funcidn a una vecindad del eje real
positivo, y su transformada de Laplace existe, decimos que la serie es Borel sumable [35].

la cual existird en alguna regién del plano z complejo. En este caso decimos que la serie p(z) es
Borel sumable y s(¢)(2) es su suma de Borel.

Regresando a nuestro ejemplo (1.109]), con A = —1, la solucién formal es la serie asintética,

p(z) = % (1.117)

n>0

Tiene por transformada de Borel

1

e (1.118)

5O =3 (~)rient =
n=1

Como @(z) no tiene singularidades en el eje real positivo, podemos definir la suma de Borel

s(p)(2) = /e‘%%, (1.119)
0

la cual define una funcién analitica en la regién Re z > 0 y reconstruye una verdadera solucién a
la ecuacién diferencial original (Figura[1.9)).

En este ejemplo todas las singularidades en el plano de Borel son reales y negativas, i.e. S, < 0,
asi que la respuesta no perturbativa al problema estd dada por la suma de Borel de la serie
perturbativa original ¢(z). Sin embargo, cuando algunas de las acciones ocurren a lo largo del eje
real positivo, i.e. S, > 0, obstruyen la sumabilidad de Borel de la serie perturbativa y se deben
realizar sumas de Borel laterales definidas por,

ssle)(:) =7 [ e poac, (1.120)
Ct
donde los contornos Cy evitan las singularidades y los cortes ramales al seguir caminos li-

geramente por encima y debajo del eje real positivo, e incluir explicitamente la correspondiente
trans-serie para obtener el resultado correcto.
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Las propiedades de continuacién analitica de los aproximantes de Padé pueden ser combinadas
con la teoria de trasnformadas de Borel en un método llamado método de Borel-Padé, el cual resulta
en una poderosa herramienta para sumar series. Tal combinacién se obtiene, primero, empleando
los aproximantes para reconstruir la continuacién analitica de la transformada de Borel $(z). Para
ello empleamos el aproximante,

Pr(Q) = (n/2)/(n+1)/2]5(C) (1.121)

el cual requiere del conocimiento de los primeros n + 1 coeficientes de la serie original. La integral
oo
s(ehn() == [ dce < P(Q) (1.122)
0

da una aproximacién a la suma de Borel de la serie , y puede ser mejorada al incrementar
n. Resulta instructivo mostrar el ejemplo expuesto en [36] con cierto detalle para apreciar mejor
cémo se aplica el método de suma Borel-Padé. Consideremos el oscilador cuartico puro definido
por el hamiltoniano,

H(g,p)=p*+V(e), V(g =q" (1.123)

Como este es un potencial de confinamiento, con V(¢) — oo cuando ¢ — oo, el operador
hamiltoniano tiene un espectro discreto de eigenvalores. En este problema no es posible emplear
teoria de perturbaciones, y el Gnico pardmetro es h. Esto sugiere usar la expansion WKB para
encontrar los niveles de energia. Este método comienza con la condicién de cuantizacién de Bohr—
Sommerfeld,

1
volg(E) = 27h (kj + 2) ) k> 0. (1.124)

donde,
volp(F) = ]{)\(q), (1.125)

~ es un contorno alrededor de los dos puntos de retorno reales definidos por V(q¢) = E, y

Ma) =plg,E) dg, plg,E) =+VE—q¢* (1.126)
es una diferencial sobre la curva de energia constante definida por
H(q,p) = E. (1.127)

La notacién (1.125) se debe al hecho de que la integral de arriba calcula el volumen del espacio
fase encerrado dentro de la curva (|1.127]).

Como se sabe, la condicién de Bohr—-Sommerfeld es solo el término a primer orden de la expan-
sién en potencias h. La condicién de cuantizacién con correcciones cuanticas puede ser formulada
de una manera mas geométrica de la siguiente manera: podemos resolver la ecuacién de Schrédinger

o & 4
~ 1 4"~ B)u(q) =0 1.128
(7 ga ' —E)v (1.128)

en términos de la funcién p(q, E; k) de la forma

w(q) = m exp (;i /qp<q/7E; h)dq/> . (1.129)
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Definimos entonces la diferencial “cudntica”,
Ag; h) = p(q, E; h)dg. (1.130)

Esta diferencial tiene una expansién en potencias de /i cuyo primer término es la diferencial
“clasica” A(¢q). En términos de la diferencial “cudntica”A(q;h) definimos el volumen con correc-
ciones cuanticas como

vol, (E) = f A h), (1.131)

el cual se reduce a volp(F) conforme i — 0. La condicién de cuantizacién es entonces,

vol,(E) = 2rh <k + ;) . k>0 (1.132)

En el caso del oscilador cudrtico puro, se puede escribir [37]

o0

voly(E) = ) h*" f Usn (q)dg, (1.133)

n=0 v
donde ug(q) = p(q, E) y los términos de orden mds alto estdn dados por la relacién de recurencia:

U2n = (_l)nUQna n > 07
1 < n—1
1
Un = 7| Up—_1 — kavnk> .
2p k=1

Esto implica que todas las wus,(q) son sumas de funciones racionales de la forma ¢"/p™, y las
integrales pueden ser evaluadas explicitamente. Usando la variable

B F(1/4)2\/5 3/4
1

Vol () = n; bpot ™, (1.136)

(1.134)

se puede mostrar que

donde los coeficientes b,, pueden ser calculados completamente, y by = 1. Esta serie tiene radio
de convergencia cero y es posible, entonces, emplear el método de suma Borel-Padé para obtener
una serie perturbativa con sentido. En [36] se emplea dicho método y en particular se utiliza a los
aproximantes de Pade para extraer informacién acerca de la estructura de las singularidades en el
plano de Borel de la transformada

Q) =Y Dntt con (1.137)

= (2n)!

de la serie (1.136]), que, siguiendo [30], se reescribe convenientemente de la forma,

1 1 Com
Vol (B) =0+ —p(0), (o) :Z‘;bnﬂg n, (1.138)
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2

Figura 1.10:  Polos del aprozimante de Padé (1.121)) en el plano ¢, con n = 320, para la serie [36].

Esto se realiza calculando numéricamente la estructura de polos del aproximante, para n = 320,
de la transformada de Borel para detectar la presencia de cortes ramales, empleando asi, la
propiedad genérica que tienen los aproximantes de acumular sus polos a lo largo de segmentos para
mimetizar los cortes ramales de la funcién a aproximar. Esta estructura se muestra en la Fig. [[.10]
Las 4 lineas de acumulacién a dngulos k7/4, con k = 1,43, las cuales comienzan en los puntos
+(1+14)/2 y F(1 —i)/2, senalan la presencia de instanténes complejos (esta estructura coincide
con el resultado previo de Voros [38] como se explica en [36]). Ademds ocurre una acumulacién
de polos a partir del punto ( = 1, la cual muestra la ultima contribucién instanténica real, la
cual obstruirfa la sumabilidad de Borel de ¢(z). Por ello, es necesario considerar la suma de Borel
lateral a lo largo del camino (ver figura ,

Ye = L]0, le] + L [ie, 00 + i€] (1.139)

donde L [a, b] denota una linea recta en el plano complejo del punto a a b. El camino 7, evita las
singularidades y es homotépico al camino Cy. Empleando el procedimiento de suma de Borel con
este camino se obtiene una funcién

FP(0) =0+ ~s(p)n. (o), (1.140)
donde
(P (2) = 271 / dce=</*pg(C) (1.141)
Ye

y n es el orden del aproximante de Padé. Las funciones (|1.140)), para n = 1,2,---, proveen apro-
ximaciones a la suma de Borel de la serie (|1.136]). Sin embargo, son complejas debido al contorno
de integracion complejo ([1.139)). Es posible verificar que

Im (FPF(0)) ~ exp (—0), (1.142)

para n suficientemente grande, y con todo lo anterior, es posible encontrar una aproximacién
numérica a los niveles de energia, usando la condicién de cuantizacion, basada en la suma de Borel
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de , i.e.

Re (FPP(0)) =2 (k + ;) . k>0. (1.143)
ET(LO)(k‘) denota los niveles de energia obtenidos a partir de esta condicién de cuantizacién (el
subindice (0) indica que no se estdn considerando contribuciones instanténicas explicitamente). En
la siguiente tabla 5 se muestran algunos de los resultados obtenidos en [36]. Como ahi se explica,
los resultados coinciden con los obtenidos en otros trabajos.
El método de Borel-Padé para identificar de manera explicita las distintas regiones asintéticas de la
teorfa, se ha empleado, también en [36], para resumar series perturbativas de la teoria de cuerdas,
en el contexto de la teorfa correspondencia norma/gravedad para la teoria ABJM, y estudiar la
contribucién debida a instanténes complejos en las series.

k E(k) Eg) (k)

6 | 26.528 471 183 682 518 191 8 | 26.528 471 181 399 704 803
3 11.644 745 511 378 11.644 768 005 3

0 1.060 0.96

Tabla 5: Energia de los niveles k = 0,3,6 del oscilador armdnico cudrtico con h = 1. En la primer columna se
muestra el valor obtenido numéricamente en [{0] para k = 0,6 y [39] para k = 3, mientras que la segunda

columna muestra el valor de la energia obtenida al usar la condicion de cuantizacion con n = 320.

Con todo lo anterior hemos visto que el método de aproximantes de Padé resulta ser muy
atil en varios problemas de fisica. En este trabajo nos centraremos en una clase muy interesante
de problemas de acoplamiento fuerte/débil en teorias de campo que en el contexto de la corres-
pondencia AdS/CFT, permiten calcular observables en ambas regiones del acoplamiento, pero
la soluciéon exacta que interpola entre ambos comportamientos es desconocida. En el siguiente
capitulo repasaremos algunas de las ideas béasicas de esta gran area del conocimiento conocida
como correspondencia norma/gravedad o AdS/CFT.



Capitulo 2

Correspondencia AdS/CFT

La correspondencia AdS/CFT propuesta originalmente por Maldacena [41], junto con las adi-
ciones de Witten [42] y Gubser, Klebanov y Polyakov [43] a inicios del 98, se ha convertido en uno
de los mayores desarrollos de la fisica tedrica de la década pasada. En términos generales la corres-
pondencia establece la equivalencia entre dos teorias que a primera vista parecen completamente
distintas:

Una teoria de norma fuertemente acoplada en 4 dimensiones =
Una teoria con gravedad en el espacio-tiempo AdS 5 dimensional.

Se relaciona entonces la fisica en 4 dimensiones con la fisica 5 dimensional, debido a esto se le
ha acunado también el nombre de correspondencia hologréfica.
Los fundamentos detrds de 3 de las 4 interacciones fundamentales de la naturaleza, el electromag-
netismo y las fuerzas nucleares débil y fuerte, se han logrado formular bajo el marco teérico de
cierto tipo de teorias cuanticas de campo conocidas como teorias de norma. Las teorias de norma
que constituyen el lado izquierdo de la correspondencia se diferencian de estas 1ltimas en el hecho
de que contienen un mayor numero de simetrias. Ademéas como era de esperar no es una tarea
sencilla hacer cdlculos cuando el acoplamiento es fuerte. La dualidad AdS/CFT establece que es
posible analizar una teoria de norma fuertemente acoplada usando el concepto de espacio-tiempo
curvo, es decir, el espacio-tiempo de anti-de Sitter (AdS).
Aunque la correspondencia AdS/CFT fue formulada originalmente en el contexto de la teoria de
cuerdas, con el paso del tiempo la situacién se ha ido modificando y la dualidad se ha discutido
mas alla del contexto de la teoria de cuerdas. Esto se debe a que la correspondencia, desde un
punto de vista practico, se ha convertido en una herramienta de calculo para entender modelos
que se asemejan al mundo real. Existen muchos intentos, por ejemplo, por analizar la fuerza fuerte
a través de la correspondencia AdS/CFT, como por ejemplo el plasma de quarks y gludnes. De
acuerdo con la cromodindmica cuantica (QCD), bajo circunstancias normales los quarks y gluénes
se encuentran confinados dentro de protones y neutrones. Pero, a temperaturas suficientemente
elevadas no existe mas este confinamiento y se forma un plasma de quarks y gluénes. De acuerdo
con los experimentos, el plasma se comporta como un fluido con una viscosidad de corte muy pe-
quena. Esto implica que el plasma es un sistema fuertemente acoplado (pues no se ha alcanzado la
temperatura suficiente para que las particulas se muevan libremente segiin el fenémeno de libertad
asintética) y el andlisis tedrico se complica. Sorpresivamente resulta que la viscosidad de corte
predicha por la correspondencia AdS/CFT es cercana a la medida experimentalmente.

41



42 CAPITULO 2. CORRESPONDENCIA ADS /CFT

Las aplicaciones de la correspondencia no se limitan a QCD, se ha aplicado también en el campo
de la fisica nuclear y més recientemente al drea de materia condensada.

Desde un punto de vista fundamental, la correspondencia AdS/CFT plantea un nuevo paradigma
en la comprension de las teorias de campo fuertemente acopladas y su relacion con la gravedad,
cuestion realmente sorprendente.

En esta seccién describiremos las ideas bésicas de la formulacién de la correspondencia AdS/CFT
siguiendo muy de cerca [44], [45] 46], 47, 48], [49].

2.1. Motivacion

Esta motivacion estd basada en la aproximacion del grupo de renormalizaciéon Kadanoff-Wilson
al andlisis de sistemas en la red. Consideremos un sistema no gravitacional en la red con espacia-
miento a y el hamiltoniano definido por:

H =Y Jiza) O), (2.1)

x,1

donde z denota los distintos puntos sobre la red, las i’s rotulan los distintos operadores O y las
Ji(z,a) son constantes de acoplamiento (o fuentes) del operador correspondiente. En la aproxi-
macién del grupo de renormalizacién podemos engrosar la red como se muestra en la figura [2.1
de tal manera que el hamiltoniano mantenga su forma , pero las constantes de acoplamiento
cambien en cada paso. Si aumentamos el espacio en la red al doble en cada paso los acoplamientos
se volverdn dependientes de la escala y su evolucién estard dada por las ecuaciones de flujo:

u% Ji(z,u) = ,Bi(.]j(ac,u),u) , u= (a,?a,4a,...), (2.2)

donde B; es la llamada funcion 8 de la constante de acoplamiento i-esima. En el acoplamiento
débil, las funciones S se pueden determinar a través de aplicar teoria de perturbaciones. En el
acoplamiento fuerte la propuesta de la correspondencia AdS/CFT es considerar a w como una
dimensién extra. Con esta idea, la sucesién de redes para distintos valores de u, se puede visualizar
como una sucesiéon de capas, en la direccién z, en un espacio 5 dimensional. Mds aun, las fuentes
son consideradas como campos en un espacio con una dimension extra:

Ji(x,u) = ¢i(x,u) . (2.3)

La dindmica de las fuentes ¢’s estard determinada por alguna accién. Resulta que en la dua-
lidad AdS/CFT dicha dindmica estd determinada por una teorfa gravitacional (i.e. por alguna
geometria). Por tanto, es posible considerar a la dualidad como una geometrizacién de la dindmica
cuantica codificada por el grupo de renormalizacién. Los acoplamientos microscépicos de la teoria
de campo en el UV (ultra violeta) pueden ser identificados con los valores de los campos del bulto
(i.e. en la teorfa gravitacional) en la frontera del espacio extra dimensional, definida por un corte
a un valor zg. Entonces, podemos decir que la teoria de campo corre con la variable z del espacio
5 dimensional.

Las fuentes ¢; de la teoria dual gravitacional deben tener la misma estructura tensorial de los
operadores duales correspondientes O° de la teorfa de campo, de tal manera que el producto ¢;O°
sea un escalar. Por tanto, un campo escalar serda dual a un operador escalar, un campo vectorial
A, sera dual a una corriente J#, mientras que un campo de espin dos g, serd dual a un tensor
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simétrico de segundo orden 7}, el cual puede ser identificado de manera natural con el tensor
energia momento de la teorfa de campo T}, .

J = @,

Figura 2.1: En el lado izquierdo se ilustra el método de renormalizacién Kadanoff-Wilson. En la
correspondencia AdS/CFT las distintas redes se consideran como capas en un espacio altamente
dimensional [44].

2.2. Teoria de Cuerdas

La cuerda fundamental es el elemento bésico en esta teoria y es descrita por una curva unidi-
mensional en el espacio (i.e. una superficie dos dimensional en el espacio-tiempo) que tiene tensién
constante T' = ﬁ, donde o/ es una constante con unidades de (longitud)? y es la nica constante
dimensional en teorfa de cuerdas. Por ello, todo estd medido en unidades de o’ = [? (longitud de
la cuerda). La cuerda se mueve en un espacio M con métrica G,,. El encaje de la hoja mundo 3,
parametrizada por las variables (€9, &) = (7,0), en el espacio-tiempo M estd caracterizado por el

mapeo ¥ — M con £* — XH(£%). La métrica inducida en ¥ es entonces:

Cap = Gy 00 X' 03 XV, (2.4)

Y la dindmica esta descrita por la accién,
Sng = —T/d2§ —det Gop. (2.5)

Esta accién depende de manera no lineal de las funciones de encaje X#(7,0). Las ecuaciones
clasicas de movimiento derivadas de , son ecuaciones diferenciales parciales, las cuales tienen
solucién cuando el espacio-tiempo es plano, i.e. G, = 7., con condiciones de frontera de Neu-
mann y Dirichlet. Las funciones X*(7,0) se pueden representar en sus modos de Fourier, y de
hecho es posible separarlos en modos izquierdos y derechos, los cuales representan el movimiento
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de la cuerda en la direccién respectiva (andlogo a lo que ocurre con la ecuacién de onda en una
dimensién).

Al cuantizar la cuerda, por el método de cuantizacién candnica, los distintos modos de oscilacién
pueden ser interpretados como particulas y el espectro de la cuerda contiene una torre infinita
de particulas con masas y espines cada vez mas altos, organizadas en trayectorias de Reggeﬂ con
masas del orden O(1/1;).

El espectro de masas contiene también taquiones (particulas con m? < 0), el cual es un signo de
inestabilidad de la teoria. Para resolver este problema se debe considerar una cuerda que también
tenga coordenadas fermidnicas, y, ademas, requerir que el sistema sea supersimétrico. En la teoria
de supercuerdas, se reinterpreta a la accién de la cuerda como una teoria conforme que vive en la
hoja mundo 2 dimensional.

Otro requerimiento de consistencia impuesto por la cuantizacién es que el nimero de dimensiones
D del espacio en el cual se mueve la cuerda estd fijo. Para la supercuerda este Valorﬂ es D = 10.
Esta propiedad ha sido objeto de muchas criticas, sin embargo, estas dimensiones extra no tienen
porque tener el mismo significado que las 3+1 dimensiones ordinarias del espacio-tiempo de Min-
kowski. De hecho en la correspondencia AdS/CFT pueden pensarse como aquellas que definen un
espacio de configuracién (andlogo al espacio fase en mecdnica cldsica).

Como hemos mencionado, las particulas masivas tienen una masa que es multiplo de 1/I,, por

tanto son practicamente inobservables en el limite de bajas energias s — 0. Por tanto, las particulas
no masivas son las excitaciones restantes del espectro a bajas energias. Resulta que para convertir
el sector RN .S (Ramond—Neveu—Schwarz)ﬂ de la teorfa de cuerdas en una teoria consistente (libre
de particulas con masa imaginaria, por ejemplo) se debe imponer una restriccién adicional conocida
como proyeccion GS OEI Esta restriccién trunca (o proyecta) el espectro de forma tan especifica que
elimina al taquién y nos deja con una teoria supersimétrica en 10 dimensiones espacio-temporales.
Ademas la proyeccién GSO implica que los estados resultantes tendran cierta quiralidad.
La teoria, de cuerdas abiertas y cerradas, con la misma quiralidad, izquierda y derecha, es nombrada
“tipo I”. Las teorias de cuerdas cerradas se denotan como “tipo II”. Si las quiralidades izquierda y
derecha se eligen como opuestas, la teoria es “tipo ITA” (con modos izquierdos y derechos simétricos)
y si son las mismas, la teorfa de cuerdas es“tipo IIB” (modos izquierdos y derechos antisimétricos).
El espectro no masivo de cada una de las teorfas tipo IIA/B contiene dos gravitinos (Majorana-
Weyl), y por tanto, forman multipletes de la teoria de supergravedad con .4 = 2 (supersimetrias).
Cada uno de los estados en estos multipletes juega un rol importante en la teoria. Hay en total 64
estados en cada uno de los cuatro sectores de la teorfa, i.e. R-R, R-NS, NS-R y NS-NS (definidos de
acuerdo a las condiciones de frontera impuestas en los puntos extremos de la cuerda). El espectro
completo es:

Sector NS-NS: Este sector es el mismo para las teorfas tipo ITA/B. El espectro contiene un
escalar llamado dilatén (un estado), un campo de norma dos-forma antisimétrico (28 estados)
y un tensor simétrico sin traza de rango 2, el gravitén (35 estados).

1En los afios 50 se descubrié que mesones y bariones tienen muchos estados excitados de alto espin arbitrario J
y masas M a lo largo de las denominadas trayectorias de Regge: J = ag + o/ M? con o/ ~ 1(GeV) 2.

2En la perspectiva en la cual los campos viven en una teorfa de campo conforme dos dimensional, es posible
probar que la anomalia conforme es eliminada por completo solo si hay 10 escalares. Por tanto, se concluye que la
supercuerda vive en 10 dimensiones.

3El formalismo Ramond-Neveu-Schwarz es empleado para incorporar la supersimetria a la teoria de cuerdas.
Otros formalismos son el de Green-Schwarz (GS) y Berkovits.

4Gliozzi, Scherk y Olive.
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Sector NS-R y R-NS: Cada uno de estos sectores contiene un gravitino de espin 3/2 (56 estados)
y un fermién de espin 1/2 llamado dilatino (8 estados). En el caso 1IB los dos gravitinos tienen
quiralidad positiva, mientras que en la tipo ITA tienen opuestas quiralidades.

Sector R-R: Estos estados son bosones, los cuales se obtienen multiplicando de forma tensorial un
par de espinores Majorana-Weyl. En el caso ITA, los dos espinores tienen quiralidad opuesta,
y se obtienen un campo de norma vectorial uno-forma (8 estados) y un campo de norma
3-forma (56 estados). En el caso IIB, los espinores tienen la misma quiralidad, y se obtienen
un campo escalar cero-forma (1 estado), un campo de norma dos-forma (28 estados) y un
campo de norma 4-forma con una intensidad de campo autodual (35 estados).

En particular la teoria de cuerdas tipo IIB es la involucrada en la correspondencia AdS/CFT
y nos serd de principal interés.

2.3. El argumento de Maldacena

2.3.1. Supergravedad

La teoria de cuerdas describe un conjunto finito de particulas cuando ignoramos la longitud
de la cuerda I, asi que la teoria de cuerdas deberia poderse describir por teorias de campo. Més
aun, cuando la constante acoplamiento de las cuerdas gs < 1, inicamente dominan los diagramas
a nivel arbol. En ese caso las teorias clasicas de campo deberian ser suficientes para describir a la
teoria de cuerdas. Dicha teoria se conoce como supergravedad, y de hecho, hoy dia se encuentran
bien establecidos dos resultados sorprendentes al respecto: 1.- el limite de baja energia de la teoria
de cuerdas coincide con la teoria de supergravedad y 2.- la teoria de cuerdas produce correcciones
a la accion de supergravedad y a las ecuaciones de movimiento asociadas, en la forma de derivadas
de orden superior.

La forma de la accién de supergravedad puede ser determinada a partir de principios generales.
Por ejemplo, es posible mostrar que el graviton de la teoria de cuerdas satisface el principio de
covariancia, asi que la parte de la acciéon que involucra a la interaccién gravitacional estd dada por

1

S = m/dwx\/fg& (2.6)
igual que en relatividad general. La escribimos en 10 dimensiones puesto que la teoria de super-
cuerdas puede ser cuantizada consistentemente sélo en 10 dimensiones espacio-temporales. G1g es
la constante de Newton. De manera similar, existen campos invariantes de norma en la teoria de
cuerdas, y la parte de la accién que involucra a estos campos esta dada por la accién de una teoria
de norma usual.
La constante de acoplamiento de la teoria de cuerdas es gs. En la teoria de supergravedad, las
constantes de acoplamiento son G1g y gy a asociada a los campos de norma. Entonces, podemos
relacionar g, con las constantes de acoplamiento de supergravedad. Expandiendo g, = 1, + huw,
la accién del gravitén se escribe de manera esquematica como

1

S=———
1671'G10

/ d"%z(OhOh + hOhOh + h*OhOh + - - - ). (2.7)
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. . . . . 1/2 . .

Esto implica que la emisién de un gravitén es proporcional a Gu/) . Debido a que la emisién de una
cuerda cerrada es proporcional a g, obtenemos que G1g ~ g2.

Similarmente, la acciéon del campo de norma es esquematicamente:

S= 1 [ @e(0494 + 4204 1 AY). (2.8)

9y M
Esto implica que la emisién de un campo de norma es proporcional a gy ;. Como la emisién de
. . 1/2
una cuerda abierta es proporcional a gs/ obtenemos,

Gyar ~ Gs- (2.9)

El analisis dimensional constrifie aiin maés la forma de las constantes de acoplamiento de la teoria de
campo. Como usualmente se toma a la métrica como adimensional, deducimos a partir de que
la constante de Newton tiene dimensiones [G1p] = L®. En teorfa de cuerdias, la escala fundamental
es la longitud de la cuerda I, la cual representa la escala de longitud caracteristica de la cuerda.
Entonces,

G~ g3l5 (2.10)

En cuanto al campo de norma, tiene dimensiones de [A] = L~! a partir de (2.7). Para que la accién
sea adimensional, [g3,,] = LP~%. Entonces gf ,; ~ g,l2>.

2.3.2. D-branas

El descubrimiento de que las branas de Dirichlet o D-branas, son objetos dinamicos extendidos
no perturbativos de diversas dimensiones, presentes de manera natural en las teorias de cuerdas
tipo I y II, ha llevado a una notable progreso en la comprensién de las conexiones existentes entre
campos de norma y cuerdas. Estos avances tienen como punto central la doble naturaleza de las
D-branas:

= Por un lado, las D-branas admiten una descripcién en términos de la teoria perturbativa de
cuerdas abiertas. Se definen como hiperplanos p-dimensionales sobre las cuales pueden ter-
minar los extremos de la cuerda. Los modos no masivos de las cuerdas abiertas que terminan
en una D-brana describen las fluctuaciones transversales de la brana y originan campos de
norma en su volumen mundo.

= Por otro lado, las D-branas pueden entenderse como fuentes de campos de cuerdas cerradas.
Son soluciones clédsicas no perturbativas de la teoria de cuerdas, es decir soluciones de las
ecuaciones de movimiento a baja energia de la teoria de supergravedad.

Resulta que a intensidad con la que una pila de N Dp-branas reaccionan con el espacio tiempo
en el cual estdn inmersas, es gobernada por el acoplamiento Gy M ~ gfgﬂ = gsN. Por un lado
gsIN es el parametro que controla la expansién perturbativa de las cuerdas abiertas que describen
excitaciones de la pila de Dp-branas, y controla, ademads, la emisiéon de gravitones por parte de la
pila de Dp-branas. Podemos entender, por tanto, a esta pila como viviendo en un fondo plano y
describir a sus excitaciones con una expansién perturbativa de cuerdas abiertas solo en la regién
gsN < 1. Por otro lado, cuando g5 /N > 1, las branas reaccionan fuertemente con el espacio-tiempo
convirtiéndose en fuente de una geometria de p-brana negra extremal (el andlogo 10 dimensional
del agujero negro extremal de Reissner-Nordstrgm, extendido en p dimensiones espaciales). La
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validez de esta descripcion en dicho régimen se puede entender a partir del hecho de que el radio
caracteristico de la p-brana negra extremal esﬂ L™P = ¢,gsNI7~P, por lo que esta solucién de
supergravedad es confiable solo si gs/NV > 1.

En ambos regimenes obtenemos, por tanto, 2 descripciones alternativas del mismo sistema fisico,
aunque validas en regimenes opuestos, por lo que no existe una dualidad entre ambas. En otras
palabras, tenemos un sélo sistema N Dp-branas inmersas en el fondo de supergravedad que ellas
mismas generan, y distintos aspectos de la teoria cobran relevancia segin el valor del acoplamiento
gsN.

El argumento de Maldacena toma como punto de partida la dualidad entre ambas descripcio-

nes, es decir, si bien la geometria de p-brana negra extremal originada por la pila de D-branas, y
la descripcién de sus excitaciones a través de cuerdas cerradas, acepta un tratamiento perturbati-
vo cuando g;N > 1, podemos imaginar que esta descripcion es valida también en el régimen no
perturbativo g; N < 1. De manera similar, podemos imaginar que la descripciéon en términos de
la pila de N Dp-branas en el fondo plano, y sus excitaciones como cuerdas abiertas y cerradas, la
cual se describe por teoria de perturbaciones cuando g;N < 1, es vélida también en el régimen
no perturbativo, gsN > 1. Con este punto de vista, si tendriamos una dualidad puesto que ambas
descripciones se traslapan para todo valor del acoplamiento.
Esta dualidad estd sustentada en distintos argumentos por ejemplo, que ambas descripciones con-
ducen al mismo resultado para las amplitudes de dispersién de cuerdas cerradas a bajas energias
[58], y también para la amplitud de absorcién de cuerdas cerradas en el caso p = 3 [59], ademas, el
hecho de que un sistema de D-branas es capaz de reproducir la tasa de radiacién de Hawking de
la brana negra correspondiente [60].

Tomando como punto de partida esta dualidad, la idea de Maldacena para relacionar ambos

sistemas fue considerar un limite de baja energia, en el cual la teoria de gravedad cudntica de
cuerdas cerradas se reduce a una teoria de supergravedad. Del lado de las cuerdas abiertas esto
corresponde, esencialmente, a la aproximaciéon de punto silla en el cual el limite plano N — oo de
la teoria de norma SU(N) es tomado. Para ver esto con mds detalle consideremos a la teoria de
cuerdas tipo IIB con una pila de N D3-branas paralelas en un espacio-tiempo 10 dimensional, estas
se extienden a lo largo de un hiperplano 341 dimensional y supongamos que estan localizadas en
el mismo punto del espacio transversal 6 dimensional. La teoria contiene dos tipos de excitaciones:
cuerdas abiertas y cerradas. Las cuerdas abiertas son excitaciones de las D3-branas. A energias por
debajo de la escala de masa de las cuerdas (o’)~'/2, solo estados no masivos de las cuerdas son
excitados. Las cuerdas cerradas son excitaciones del espacio 10 dimensional (i.e. el bulto).
Como mencionamos antes, la descripcion a bajas energias de las cuerdas cerradas estd dada por la
teoria de supergravedad tipo IIB. En el caso de las cuerdas abiertas, la descripcién a bajas energias
estd dada por la teoria A4 = 4 SU(N) Super Yang-Mills. De manera esquemética, la accién efectiva
para las excitaciones no masivas de N D3-branas a bajas energias tiene la forma:

S = Sbulto + Sbrana + Sinta (211)

donde, Spulte = supergravedad en D = 10 incluyendo derivadas de orden superior, i.e. correcciones o/

Shrana = accion de Dirac-Born-Infeld mas el término de Chern-Simons, definida en el volumen
mundo 3+1 dimensional:

7
5¢p es una constante que depende de las dimensiones espaciales p y estd dada por el valor (47r)(5*p)/2F(Tp>.
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cuando ' es pequena obtenemos la accién de 4" = 4 Super Yang Mills, SYM ~ Tr{F,, F*}
maés interacciones ~ o'T'r {F4} 4+

Sint = interaccién bulto-brana: el término principal proviene de la métrica de fondo g en la
accion de la brana.

Cuando o' — 0, la accién del bulto se reduce a la accién de Einstein-Hilbert con acoplamiento
k = /871G ~ gsa'2. Podemos expander esta accién alrededor del espacio plano Guv = Nuw + Khy
obteniendo:

Stuito = % / A/ =GR, ~ / dl%((ah)2 + k(OR)2h + - ) (2.12)

Esta forma describe la propagacién de modos no masivos libres (incluyendo al gravitén), més
algunas interacciones que son proporcionales a potencias positivas de la raiz cuadrada de la cons-
tante de Newton. En el limite de bajas energfas k ~ gsa’? — 0, lo términos de &(k) no contribuyen
de tal manera que la gravedad se vuelve libre a distancias grandes (IR).

Haciendo la misma expansién en el lagrangiano de interaccién obtenemos potencias de x solamente,

Sy
Sint N/d4a: \/ETT{F2}+---~K:/ d*z h,,Tr {ij— Z F2}+-~~. (2.13)

Es importante mencionar que el término “bajas enegias’se refiere a que las energias relevantes
se mantienen fijas mientras que o — 0 (manteniendo todos los deméds pardmetros adimensionales
como N o g finitos). En este limite los términos de interaccién de Siye se anulan.

En resumen, en el limite bajas energias terminamos con dos teorias desacopladas: Supergravedad
de particulas no masivas y libres en el bulto, y 4 =4 SU(N) Super Yang-Mills en la brana.

Ahora, consideremos el otro lado de la dualidad. Las Dp-branas son soluciones tipo solitén de la
accion de supergravedad y actian como fuente de los campos en el bulto. Tienen una hipersuperficie
plana p + 1 dimensional con inavariancia bajo el grupo de Poincaré RPT1 x SO(1,p) y el espacio
transversal es de dimensiéon D — p — 1.

Un ansatz que resuelve la ecuacién de movimiento asociada a la accién de supergravedad tipo IIB,
para p = 3 (geometria de una 3-brana extremal [61]) es

1
ds? = ———=ndatdz” + \/H(y)(dy® + y*dQ3), (2.14)

VH(y)
L

4
donde H(y)=1+ (—) . L*:=4ng,No'%
Y

Las variables x* son coordenadas sobre el volumen mundo de la D3-brana y y denota las coor-

denadas perpendiculares a la brana. En el limite y* > L* recuperamos el espacio-tiempo plano

10 dimensional. Cuando y < L, la métrica parece singular, no obstante, empleando la nueva coor-

denada z := L?/y vemos que en el limite cuando z es grande la métrica toma la siguiente forma
asintotica:

LZ

0] = (nwda:“das” n sz) 4 L2402, (2.15)

y en este limite cerca del horizonte, i.e. y — 0 < z > L, la geometria cerca de la brana es

regular y altamente simétrica (tiene grupo de isometria SO(4,2) x SO(6)). Aparte de la esfera S°
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representada por d22, recuperamos la métrica del espacio anti-de Sitter en 5 dimensiones (AdSs).
Una propiedad muy importante la métrica (2.14]) es que tiene un corrimiento al rojo no constante,
gie = (H(y))~*/* con los siguientes limites cerca del horizonte:

LA\ -1/4 ~1 :siy es grande
—1/4 _ = _ yesg
(H(y)) - (1 + y4) - { ~y/L siy es pequena. (2.16)

La energia F, de un objeto medido por un observador a y constante, difiere de la energia E;
del mismo objeto, medida por un observador en el infinito segun la ecuacion:

(H(y)) "B, = B;. (2.17)

Cuando el objeto se acerca a y — 0, parece tener cada vez menor energia para el observador

en el infinito. Tomemos el limite de baja energia en el marco definido por . Hay dos tipos
de excitaciones a bajas energias desde el punto de vista de un observador en infinito: particulas
no masivas propagandose en la regién del bulto con longitudes de onda cada vez més grandes,
y cualquier tipo de excitacion de particulas acercindose a y — 0. En el limite de bajas energia
estos dos tipos de excitaciones se desacoplan una de la otra. Las particulas no masivas del bulto
se desacoplan de la regién cerca del horizonte (alrededor de y = 0) porque la seccién transversal
de absorcién a baja energfa se comporta como o ~ w?L8 [59], donde w es la energia. Esto puede
entenderse a partir del hecho de que en este limite la longitud de onda de cada particula se vuelve
mucho més grande que el tamano gravitacional tipico de la brana de orden L. De manera similar,
para las excitaciones que viven muy cerca a la regién y = 0 es cada vez mds dificil escapar del
potencial gravitacional de la regién AdSs x S°. Por tanto, la teoria a baja energia consiste de dos
partes desacopladas una de la otra, una es la teoria de supergravedad libre en el bulto y la segunda
es la regién cerca del horizonte, i.e. la geometria del espacio AdS5 x S°.
Hemos visto, por tanto, que desde ambos puntos de vista, el de una teoria de campo de cuerdas
abiertas viviendo en la brana, y de la descripcién de supergravedad, tenemos dos teorias desaco-
pladas en el limite de bajas energias. En ambos casos uno de los sistemas desacoplados es la teoria
de supergravedad en un espacio-tiempo plano, y dado que tenfamos una equivalencia entre des-
cripciones desde el principio, esto llevé a Maldacena [41] 62] a concluir que las dos componentes
restantes son equivalentes, es decir:

Teoria de cuerdas en AdSs x S° ~ Teoria de norma SU(N), A =4 en 4D.
(2.18)

El signo ~ indica una dualidad completa: los dos lados son lenguajes distintos que describen la
misma fisica. El enunciado “ Teorfa de cuerdas en AdSs x S°”se refiere a que la teoria de cuerdas
vive en un espacio 10 dimensional, el cual es asintdticamente AdSs x S°. En particular, todos los
procesos gravitacionales estan incluidos en el lado izquierdo; por ejemplo es posible colapsar un
agujero negro en AdS.

2.4. Dualidad de acoplamientos: fuerte/débil

La conjetura (2.18) también especifica como los pardmetros de ambos lados se relacionan entre
si. Del lado de la teoria de cuerdas tenemos dos pardmetros, el acoplamiento de las cuerdas gs y



50 CAPITULO 2. CORRESPONDENCIA ADS/CFT

la escala de curvatura (en unidades de las cuerdas) del espacio-tiempo que genera la pila de N
D3-branas en el limite g, N > 1: L/l,. Del lado de la teoria de norma, estan el rango del grupo de
norma N y el acoplamiento de Yang-Mills gyy. En cambio, resulta mas conveniente emplear N
y el llamado acoplamiento de 't Hooft \ := gym N como pardametros independientes. Esto ultimo
debido al descubrimiento de 't Hooft, quién mostré que para teorfas de norma SU(N), en el limite
N — oo mientras A estd fija, sdlo diagramas de Feynman planos contribuyen de tal manera que
corresponden a una expansién de teorfa de cuerdas con acoplamiento 1/N. Esto sugiere que teorias
de norma SU(N) son equivalentes a teorias de cuerdas, al menos cuando N es grande.

Si recordamos las ecuaciones y , la relacién entre los pardmetros de ambas teorias es:

A L
Amgs = gim~ 5 ¥ = (4mg  N)M/* o NI/ (2.19)

El régimen en el cual la solucién de gravedad (sin correcciones a la geometria por parte de
la teoria de cuerdas) es vélida, requiere que L sea muy grande (en unidades de las cuerdas), i.e.
A > 1. Por otro lado, para suprimir las correcciones cuanticas necesitamos mantener g5 pequena.
Por tanto, la teoria de gravedad clésica es vélida en el régimen de parametros N > A > 1.

La forma mas fuerte de la correspondencia conjetura que la dualidad entre la teoria de norma
supersimétrica SU(N) y la teoria de supergravedad tipo IIB, es vélida para cualquier valor de N y
gs, i.e. la teorfa A =4 SU(N) SYM es exactamente equivalente a la teorfa, completa, de cuerdas
IIB en AdSs x S°. Por otro lado la forma més débil de la correspondencia establece a la dualidad
como cierta en el limite A > 1. Esto relaciona la teoria SYM .4 = 4 en el régimen de acoplamiento
fuerte y en el limite cuando N es grande, con supergravedad clasica. Esto es:

N & A200 & gs—0 & o —0. (2.20)

Vemos entonces que la correspondencia AdS/CFT es una dualidad entre acoplamientos fuer-
te/débil: Cuando la teoria de norma es fuertemente acoplada (y por tanto todas las técnicas de
célculo perturbativo son inttiles), podemos estudiarla usando gravedad débilmente acoplada, en el
contexto de teoria de cuerdas.

Resumiendo

» La forma més fuerte de la correspondencia AdS/CFT o conjetura de Maldacena, establece
la equivalencia entre dos teorfas: 1.- la teorfa de cuerdas tipo IIB en el espacio AdSs x S®
donde ambos AdSs y S® tienen el mismo radio L, y donde el acoplamiento de cuerdas es gs.
Y 2.-la teorfa .#” = 4 SYM en 4 dimensiones, con grupo de norma SU(N) y acoplamiento
gy - La identificacién entre los pardmetros de ambos lados de la dualidad son:

gs = g%y L*=dng,N(a/)2. (2.21)

» AdS/CFT es una dualidad de acoplamientos fuerte/débil: cuando la teorfa de norma es fuer-
temente acoplada (y por tanto todas las técnicas perturbativas fallan), podemos estudiarla
usando el contexto de una teoria de cuerdas débilmente acoplada.

» El mapeo AdS/CFT es hologrdfico. De hecho, la correspondencia provee el ejemplo mds
concreto del principio holografico, sugerido anos atras por 't Hooft [50] y Susskind [51].
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2.5. Diccionario AdS/CFT

Una cosa particularmente sorprendente acerca de la correspondencia es la existencia de una
quinta coordenada radial, y 6 z := L?/y del lado de la gravedad.

L2
dshas, = ;(—dtQ + d7? + dz?). (2.22)

Esta resulta ser un ingrediente crucial en los modelos donde se aplica la correspondencia
AdS/CFT, asi como su identificacién con la escala de energia en la teorfa de campo dual. Consi-
deremos a la métrica euclidiana de AdSs en coordenadas de Poincaré ( con L = 1)

H={(2,%x),2>0,xeR'}, 0H =R", (2.23)
esto es, consideremos:
1
ds* = ?(alz2 + dx?), (2.24)

La identificacién entre el radio, y 6 z := L?/y, y la escala de energfa se sigue de notar que la
dilatacién x — Ax en SYM, que es una transformacién conforme perteneciente al grupo SO(4,2),
corresponde del lado de la teoria de cuerdas a la isometria de AdSs,

X = AX, z— Az (2.25)

Con esto vemos que al explorar distancias mas pequenas o mas grandes en SYM, estamos explo-
rando del lado de AdS, ubicaciones con menores o mayores valores de la coordenada radial z: Las
rebanadas de AdS a distinto valor de z contienen informacién sobre lo que ocurre en SYM a dis-
tintas escalas de distancia o energia. Descubrimos entonces que la coordenada radial invertida z en
AdS corresponde a una escala de distancia (en el sentido de una escala de resolucién espacial) en
SYM. Equivalentemente la coordenada radial r/L? corresponde a una escala de energfa de SYM.
Notemos que la regién cercana a la frontera en AdS, que es el IR (distancias grandes) en la teoria
gravitacional, corresponde al UV de la teoria de la teoria de norma, y viceversa. Por esta razén, el
mapeo:

r
3
se conoce como conezion UV/IR. Esta conexién provee de una buena guia para entender varios
procesos fisicos. Por ejemplo, una particula en el bulto que cae en lo profundo de AdS (debido al
potencial atractivo generado por la curvatura de AdS) es descrita por una excitacién localizada que
se extiende con el tiempo en la teoria de norma. En la presencia de un agujero negro, la particula
del bulto acercandose al horizonte puede ser pensada como la excitacién térmica de la teoria de
norma. Sin embargo, la forma precisa de la dualidad UV/IR se ve oscurecida para cualquier otra
geometria distinta a AdS puro, asi que para una geometria genérica en el bulto es mas util sélo
asintoticamente; en lo profundo del bulto o para procesos que evolucionan rapidamente no necesa-
riamente provee de una guia confiable.

zel 6 < E (2.26)

Un ultimo punto al respecto es que frecuentemente se dice que la teoria de campo “vive en la
frontera de AdS”, porque es en el limite z — 0 donde los datos de la teoria de cuerdas describen
excitaciones completamente localizadas de SYM. Es importante, sin embargo, tener presente que
al hablar de la teoria de cuerdas en AdS, es incorrecto considerar simultdneamente a alguna teoria
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de campo que vive en z = 0 (o en cualquier otra hoja de la foliacién radial). La correspondencia
expresa, en el mejor de los casos, que SYM es una descripcién alternativa de supergravedad en AdS,
y contiene informacion sobre lo que ocurre en todos los valores de z, no solo en algin z particular

Dualidad Bulto/Frontera

Es natural preguntarse ja qué corresponden los observables de SYM en el bulto? Al nivel mas
elemental posible la respuesta es bastante sencilla: a cada operador en el bulto ¢ corresponde un
operador O en la teoria de norma. Para llegar a tal conclusion consideremos el caso més sencillo
posible, el del campo escalar. Un observable tipico en SYM A4 = 4 en D = 4 esta dado por los
valores esperados de operadores locales invariantes de norma, i.e.

Oa(z) = sTr{X" X2, Xia) = NO=D2¢, o Tr{Xhxie, . X) (2.27)

operadores de traza individual, donde A denota la dimensién conforme de los operadores, X* son
los campos escalares de SYM .4 = 4, los cuales se transforman bajo la representacion 6 del gru-
po SO(6) = SU(4) y C;,..i. pertenecen a la representacién simétrica tensorial de rango A del
grupo SO(6). La traza se toma sobre los {ndices de color (todos los campos se transforman en
la representacién adjunta de SU(N)). El factor de normalizacién se elige de tal manera que los
diagramas planos escalen como N2. Nétese el hecho importante de que estos operadores estan
localizados en las coordenadas del espacio de Minkowski x* pero no en las coordenadas del espacio
interno S° asociado a la simetria Z SU(4). De hecho, tienen ntimeros cuanticos especificos bajo
esta simetria, es decir, pertenecen a alguna representacion especifica (con dimensién finita) de este
grupo de transformaciones. Sabiendo que el espacio interno S? en SYM corresponde al factor S°
del espacio-tiempo duaﬂ debemos esperar entonces que los operadores Oa(z) correspondan no
a campos localizados en las 9+1 dimensiones del espacio-tiempo ¢(x™), sino a campos ¢(2™) en
AdS5, con propiedades de transformacién especificas bajo el grupo de isometrias de la esfera. Es
decir, cada campo 10-dimensional se descompone en una torre infinita de modos de Kaluza-Klein
(KK) sobre la esfera 5-dimensional.

Consideremos la métrica Euclidiana de AdSj5 escrita en coordenadas de Poincaré, i.e.
1
ds? = ?(dz2 + dx?), (2.28)

parece que diverge en la frontera z — 0, pero esto se debe tinicamente a las coordenadas empleadas.
Descompongamos ahora los campos que viven en AdS en modos de KK sobre la esfera S°, i.e.
expandamos los campos en arménicos esféricos Ya (y) asociados a la esfera S°:

$(z,y) = Y da(@)Yaly) (2.29)
A=0

Viven en AdSs, asi que deben estar rotulados por su dimension A. Lejos de la regién de
interaccién del bulto, asumimos que los campos son asintéticamente libres (justo como se asume
en la derivacién del formalismo LSZ en la teorfa de campo en espacio plano). Los campos libres
satisfacen entonces:

(05 + m2)dA(z) =0, mA = A(A — 4) para escalares. (2.30)

6Una manera de argumentar tal aseveracién se basa en el pegado de simetrias que debe existir entre ambos lados
de la correspondencia en caso de ser cierta.
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La ecuacién (2.30) tiene soluciones caracterizadas por su comportamiento asintético cuando
z— 0,

~ 2B : normalizable,

0
x) ~ .
Oalz ) { ~ z4~2 : no normalizable.

(2.31)
Regresando a la teoria interactuante, las soluciones tendran los mismos comportamientos asintéti-

cos que el caso libre. Ademds, los campos no normalizables definen campos en la frontera [43], como:

¢a = lim pa(z, x)z~ 4, (2.32)

Podemos identificar los modos normalizables de AdS ¢ como valores de expectacion del vacio
(vev) de los operadores de la teorfa de campo &a y los modos no normalizables ¢pa como las fuentes
de estos operadores. El campo clésico tiene entonces la informacion:

dalz, @) ~ (Oa)2™ + daz" ™2 (2.33)

Podemos entonces expresar la correspondencia AdS/CFT en términos de la equivalencia entre
las funciones de correlacién de la teoria SYM y la dindmica de supergravedad como sigue: la funcion
generadora W [d_)A] para todos los operadores de una traza 0 en SYM estd dada en términos de
las fuentes ¢a. Los valores en la frontera, 4 dimensional del espacio 5 dimensional AdS, de estos
campos se convierten en fuentes para los operadores de campo. En otras palabras, en el lado de la
teoria de campo se cumple

P (ON <exp< — /d4z$AﬁA)>, (2.34)

OH

El lado de AdS estd gobernado por una accién en términos de los operadores en el bulto S [&A}
en el marco de supergravedad tipo IIB en AdSs x S°. La conjetura AdS/CFT para funciones
de correlacidon expresa que es precisamente esta accién clasica la que entra como la funcional
generadora para la subclase de operadores {0} en la teorfa de campo dual. La correspondencia
AdS/CFT para correladores es entonces

W [¢a] = Sloallim (2.35)

200(ba (20,2) 78 "N =G (=)

Esta ultima férmula expresa cémo la funcién generadora de la teoria de campo (2.34) se iden-
tifica con la accién clasica en el espacio Anti-de Sitter, sujeta a la condicién de frontera de que los
campos ¢ tengan el valor ¢a en la frontera. La accién S es entonces la funcién generadora de los
diagramas a nivel arbol en el espacio AdS, un enunciado realmente no trivial. La relacién se
conoce como ecuacion de GKP-Witten, en honor a sus descubridores, y aunque en este apartado

tratamos unicamente el caso del campo escalar, esta ecuacion es vélida también para otros grados
de libertad de la teoria SYM.

Parametros

Con respecto a la relacion entre los parametros de ambos lados de la dualidad,
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L* ~ g N2,
Gio ~ 215, (2.36)
gs = 912/M'

Ver ecuaciones (2.10]) y (2.19)). Eliminando g de estas expresiones obtenemos,

8 L\*
N2 — A (2] . 2.37
CTVlO7 (ls) ( )

La esfera S° corresponde a la simetria % desde el punto de vista de la teorfa de campo.
Usualmente se compactifica a S® y se considera la teoria gravitacional 5 dimensional resultante. La
teorfa resultante de este procedimiento recibe el nombre de Norma,/Gravedad.

El procedimiento de compactificaciéon es bastante complicado, tanto como la accién de la teoria
norma/gravedad, pero en nuestro caso, no es necesario ir a través de todo el cédlculo, pues es
posible inferir la accién. La parte 5 dimensional es el espacio-tiempo AdSs, esta es una solucién a
las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica negativa con accion,

1
107TG5

Sy = /d% —g5 (Rs —2A), 2A:=—12/L% (2.38)
Como S? tiene radio L, la compactificacién da como resultado

1
167TG10

L5Qs
167TG10

/dloxs/ —g10R10 = /dSJT\/ —g5(R5 + - ) (2.39)

Entonces, la constante de Newton G5 estd dada por G5 ~ G19/L°. Por tanto, podemos reescribir
(2.36)) como,

4
» T L _(L
N =3 )\_(ls> . (2.40)

Las ecuaciones ([2.40) se conocen como el diccionario AdS/CFT.

Simetrias

Es interesante ver cémo se revela la correspondencia en las simetrias de ambas teorias. Del lado
de AdS5 x S® el grupo de isometria de AdSs es SO(4,2), el cual es explicito cuando escribimos
AdS como el hiperboloide encajado.

- X2 - X§H X+ + X =17 (2.41)

en R*? con métrica ds? = —dX?, — dX? + dX? + ...+ dX3; y de manera similar, el grupo de
isometrfa de S5 es SO(6), asf que la simetrfa (bosénica) completa es SO(4,2) x SO(6). Del lado
de la teorfa conforme, el grupo conforme en cuatro dimensiones es SO(4, 2) (el cual incluye tanto
a las transformaciones de Poincaré como transformaciones de escala y transformaciones conformes
especiales), y los seis campos escalares ¢’ y cuatro fermiones estdn relacionados a través de la
simetria Z# global SU(4) ~ SO(6). Ambos lados también tienen 32 supersimetrias, las cuales se
manifiestan como espionres de Killing en AdSs x S® del lado de gravedad, y como un &lgebra
superconforme del lado de la teoria de norma.
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2.6. N =4 SYM, una teoria Integrable

La teoria de QCD objeto de una amplia gama de estudios por parte de la comunidad cientifica,
difiere en distintos aspectos de la teoria SYM. Esta tdltima tiene un mayor ntimero de simetrias:
supersimetria y simetria conforme. En particular, la 1dltima implica que no existen campos de
materia en la teoria. No obstante, particulas compuestas y su espectro de masas tienen un analogo
en teorias de campo conformes: estos son llamados operadores locales. Ellos estdn compuestos de
campos fundamentales en un punto en comun del espacio-tiempo. Como en QCD, las cargas de
color estan balanceadas haciendo a los compuestos objetos invariantes de norma. Por tltimo existe
una cantidad que reemplaza a la masa: la dimension de escala. Clasicamente, es igual a la suma
de las dimensiones constituyentes, y como la masa, tiene asociadas correcciones cudnticas (las
llamadas dimensiones anémalas) de las interacciones entre sus constituyentes. En el limite plano
de SYM es posible expresar la dimensién de escala Dg del operador local & como funcién de la
contante de acoplamiento

Dg = f(N). (2.42)

En general esta funcién es resultado de un conjunto de ecuaciones integrables. M&s ain, en casos
particulares las ecuaciones pueden ser resueltas de forma numérica para un amplio conjunto de
valores de \. Estas ecuaciones se siguen del llamado ansatz de Bethe termodindmico o técnicas
relacionadas (sistema Y). En un cierto limite, las ecuaciones se simplifican a un conjunto de ecua-
ciones algebraicas llamadas ecuaciones de Bethe asintdticas. Cada vez se vuelve mas claro que no
tnicamente el espectro, sino muchos otros observables pueden ser determinados de esta manera.
Asi que la conclusién parece ser que el limite plano de SYM puede ser resulto exactamente.

A partir del estudio de observables y sus soluciones, se espera obtener respuestas a varias incégni-
tas, no sélo en este modelo particular, sino también en las teorias de norma genéricas: ;Qué es
lo que hace a la teoria planar SYM .4~ = 4 calculable y a otros modelos no?, jes su comporta-
miento genérico o muy especial?, jpodemos emplear la solucién como punto de partida o primera
aproximacién para otros modelos? Por un lado podemos ver a SYM como una teoria de cam-
po muy especial, y por otro, cualquier otra teoria de norma 4-dimensional puede ser vista como
A =4 SYM con algunas particulas e interacciones anadidas o removidas: por ejemplo, muchas
cantidades muestran un comportamiento universal a lo largo de toda la clase de teorias de norma
4-dimensionales.

La propiedad que permite obtener resultados exactos en la teoria planar A4~ = 4 SYM es
generalmente conocida como integrabilidad, y sorprendentemente aparece en una teoria de Yang-
Mills. En el contexto de la correspondencia AdS/CFT esta propiedad se traduce en la integrabilidad
de la hoja mundo de la cuerda. Esto ultimo es un modelo sigma no lineal 2-dimensional en un
espacio cociente simétrico para el cual la integrabilidad es un fenémeno comin. Consecuentemente,
la integrabilidad se ha convertido en una herramienta importante para realizar calculos en ambos
lados, y se ha convertido en un argumento fuerte que soporta la credibilidad de la conjetura.

En cuanto al espacio de parametros de la teoria de norma con dual gravitacional. La regién en
la cual A <« 1 llamada comtinmente de acoplamiento débil, estd bajo control debido a que la teoria
de perturbaciones de la teoria de norma basada en diagramas de Feynman es confiable. Anadiendo
mas bucles a las series perturbativas uno puede obtener resultados mas precisos y cada vez mas
cercanos al centro del espacio de pardmetros. Desafortunadamente, en la préactica, los métodos
convencionales permite sélo la evaluacion de los primeros coeficientes de la serie. Por tanto, no
podemos examinar el espacio de pardmetros mas alla del régimen de acoplamiento débil. Por otra
parte, la region alrededor del punto A = co es donde el régimen perturbativo de la teoria de cuer-
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Figura 2.2: Ezpansiones a acoplamiento débil (3, 5, 7 bucles) y acoplamiento fuerte (0, 1, 2 bucles) [izquierda,
g
y el cdlculo numérico exacto [derecha] de alguna funcién de interpolacion f(\).

das es vélido. Aqui, las cuerdas estan débilmente acopladas, y con respecto a la teoria de norma,
recibe el nombre de: acoplamiento fuerte. La teoria de cuerdas provee de una doble expansién
alrededor de este punto. Hacia la region de A finita, la precision de las series puede ser aumentada
al anadir correcciones cudnticas al modelo sigma de la cuerda (bucles de la hoja mundo). Y co-
rrecciones a g, finita, las cuales corresponden a anadir mas agujeros a la hoja mundo de la cuerda
(expansién de género, “bucles de cuerdas” ). Igual que antes, ambas expansiones estén lejos de ser
triviales, y tipicamente solo los primeros coeficientes pueden ser calculados en la practica. Conse-
cuentemente, las series de expansién no dan resultados confiables mas allé del punto A = oo, g5 = 0.

En la Fig. podemos apreciar el dilema débil/fuerte de la correspondencia AdS/CFT. Los
regimenes perturbativos de ambos modelos no se traslapan. La integrabilidad provee de nuevas
técnicas computacionales en A4 =4 SYM en el limite plano, para cualquier valor de A. La corres-
pondencia relaciona este limite con la teorfa de cuerdas tipo IIB débilmente acoplada en AdSs x S°.
Ademas conecta el régimen perturbativo de la teoria de norma con el régimen perturbativo de la
terfa de cuerdas. Los cdlculos mediante las técnicas de integrabilidad concuerdan en ambos regime-
nes en varios casos, proveen datos confiables sobre el rango completo de A, y en la region central se
encuentra una funcién f(\) que interpola de manera suave entre ambos regimenes, como se observa
en la Fig. Resumiendo, el concepto de integrabilidad nos puede dar informacién valiosa acerca
de la verdadera teorfa de norma cudntica y/o teoria de cuerdas en la regién intermedia.

Los aproximantes de Padé se caracterizan por tener excepcionales propiedades de convergen-
cia, utiles en muchas areas de la fisica, como vimos en el capitulo anterior. Dada informacién
asintética podemos aproximar a la funcién de interpolacién f(A) con aproximantes de Padé de
orden [N|M] ()), de hecho con el mejor aproximante siguiendo el criterio (1.91]). Con esta modesta
herramienta pretendemos en el siguiente capitulo adentrarnos a la region de acoplamiento de A
finita, para obtener informacién que de otra manera resulta muy dificil de extraer. Los casos de
mayor interés son, por supuesto, aquellos en los que no se conoce la forma explicita de la funcién
de interpolacién, aunque también es importante tratar aquellos problemas en los que si se cono-
ce la solucién exacta, para comparar con nuestra aproximacién numérica. Si los aproximantes de
Padé tienen un buen funcionamiento, es decir, dan como resultado funciones suaves, sin puntos
singulares debidos a los defectos de la estructura del método, que interpolen entre ambas regiones,
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esto podria deberse al hecho de que la teoria Super Yang Mills con .4 = 4 en 4 dimensiones es
integrable. Para mayores detalles acerca del concepto de integrabilidad en SYM ver el excelente
compendio [53].



Capitulo 3

Aproximantes de Padé en
AdS/CFT

Dentro de la amplia gama de problemas que involucran a la correspondencia AdS/CFT existen
aquellos en los cuales se emplea como una poderosa herramienta de computo para estudiar propie-
dades importantes de teorias de norma fuertemente acopladas usando soluciones de gravedad en un
régimen de acoplamiento débil. En particular, existen problemas en los cuales es posible obtener
el comportamiento de algin observable tanto en el acoplamiento fuerte como en el acoplamiento
débil, empleando teoria de perturbaciones en la correspondiente teoria de norma. Sin embargo, no
se conoce la solucién completa que interpola entre estos dos regimenes. En esta seccién mostra-
remos los resultados obtenidos de aplicar el método de los aproximantes de Padé de dos puntos,
que como hemos hecho notar son una gran herramienta de interpolacién, a varios problemas de
este tipo. Estos resultados son la parte central del presente trabajo, pero antes, expondremos una
aplicacién de los aproximantes que se relaciona directamente con la correspondencia AdS/CF'T.

3.1. Modelo de Migdal

En los anos 70 Migdal calculé masas de mesones en la teoria QCD, en el limite cuando el

nimero de colores, N, es grande, aproximando con Padé correladores corriente-corriente. Con este
método encontré que las masas eran raices de funciones de Bessel.
El programa de Migdal tiene como objetivo reproducir los correladores de la teoria de norma
cuando el momento, ¢2, es pequeio usando informacién del régimen euclidiano profundo. El punto
principal es el comportamiento no analitico de las funciones de correlacién cuando el momento
euclidiano es grande, donde los correladores, a primer orden, exhiben un comportamiento con-
forme. Esta expresién asintdtica es aproximada por el polinomio racional de Padé de orden N,
fo(d?/1?) = Ry(¢?/u?)/Qn(q?/1?). Finalmente, el resultado es continuado analiticamente para
¢® pequeiio y tipo tiempo, y se toma el limite cuando N, es grande. Veamos con més detalle el
célculo de la funcién de correlacion de dos puntos de corrientes vectoriales conservadas en una
teorfa de campo conforme presentado en [54]:

Los correladores de dos puntos de operadores con dimensiéon conforme arbitraria en el ultra
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violeta generalmente involucran expresiones de la forma,

2(¢%) = (¢°)" log Z— (3.1)

La escala p es una escala de renormalizacién y v = A — 2, donde A es la dimensién conforme del
operador involucrado. Para una corriente vectorial conservada, A = 3 y v = 1. Consideremos la
cantidad adimensional,

fo(t) =logt (3.2)
tal que fo(q?/u?) = (¢*)7E.,(¢?). Migdal propuso hallar el aproximante de Padé de orden N de
fo(t) con respecto a un punto arbitrario, el cual elegimos como t = —1, i.e. ¢> = —u?. Como

hemos visto, en general funciones con posibles polos y cortes ramales son bien representadas por
polinomios mediante esta aproximacion.
Los polinomios Ry (t) y Qn(t) de grado N deben satisfacer, por definicién,

Ry (1) 2N+1
fo(t) — =0 ((t+1)*N*h), 3.3
(0~ gy = O (1) (53)
lo cual implica,
dm[QNfO() N =0, m=0,1,---,2N. (3.4)
t t=—1
Como Ry (t) tiene grado N, es determinado completamente por las primeras N +1 ecuaciones ((3.4)
parar m =0,1,--- | N. Si @Qn es conocida; las N ecuaciones restantes determinan el denominador
Qn (t) hasta una constante global,
d’"L
QNf()() =0, m=N+1,---,2N. (35)
dtm —

Para obtener el valor de @y podemos continuar analiticamente al plano complejo. La funcién
fo(t) tiene un corte ramal el cual es tomado a lo largo del eje real positivo. Este corte es aproximado
por una serie de polos correspondientes al aproximante, y las masas de resonancia se interpretan
como las ubicaciones de dichos polos. La parte imaginaria de la funcién fy(t) salta por un factor de
27 a través del corte. En cualquier lugar del plano-t complejo lejos del eje real positivo, las derivadas
de la funcién Qy fo(t) estdn dadas por la férmula integral de Cauchy a lo largo de camino en la
ﬁgura Las integrales sobre los circulos grandes y pequenos no contribuyen (para los ordenes de
las derivadas que estamos considerando), y las integrales por encima y debajo del corte se cancelan
excepto para el cambio en la parte imaginaria de fy. Lo que queda es entonces,

m! [ Qn Almfy(s)
I =

donde Almfy(t) = Imfo(t + ie) — Imfo(t — i€) es el cambio en fy(t) a través del corte. Por otro
lado, a partir de (3.4) tenemos

QNfo( ) = o

=0, m=N+1,---,2N, (3.6)

dtm 1

o0

Ry = Quhl— 3 o SQufold) (41"
n=N+1 t=-1
_ 1 @Qn Almfy(s) n
= Qnfo(t) n%:ﬂ/ o (s (t+1)

1 QnAlmfo(s) (t+1 e
2m s—t s+1 '

Qn fo(t) — /0°° ds
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Figura 3.1:  Contorno empleado para calcular las derivadas Qn fo(t) en , [57)].

El segundo término del lado derecho cancela los términos de orden més alto en la expansién de
la serie de Taylor de Qn fo(t) de tal forma que el resultado es un polinomio de orden N. En este
caso en particular, Almfy = —2m, y de las ecuaciones (3.5 y (3.6) obtenemos para Qn,

- Qn

Este conjunto de condiciones para @y son mas claras después de hacer el cambio de variable

s=(1-2)/(1+2), 1
/_ do (14 2)™1Qy (1 — m) ~0, (3.9)

1 1"‘17

y cambiando m — m/ =m — N — 1,

1
/ 1-—
/ da:(l—i—x)m(l—i—x)NQN( m>:0, m' =0,1,--- ,N —1. (3.10)
1 1+

Esta ecuacion contiene el producto de dos polinomios. El primero puede ser escrito como la suma
sobre polinomios de Legendre

L+2)™ =Y eiPi(x), (3.11)
i=0
donde los coeficientes ¢; pueden ser calculados. La segunda parte
1+ 2)¥Qu (2 (3.12)
1+z '

es un polinomio de grado N dependiente de z. Esto puede verse al darnos cuenta de que Qn ((1 — z)/(1 + z))
es un polinomio de orden N en (1—z)/(1+x), y entonces el factor (14 )" remueve todas las po-

tencias de (1+z) en el denominador de la expansién de @ . Los polinomios de Legendre satisfacen

la relacién de ortogonalidad

/1 dx P,(x)Py(z) =0 fora#b (3.13)

-1
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la cual combinada con (3.10)) implica que podemos identificar la segunda parte (3.12)) como

1—x
14z

1+2)NQn ( ) = Py(z) . (3.14)
Esta identificacién es tnica debido a que (3.10) con m’ = N — 1 implica que (3.12) debe ser un
polinomio de al menos grado N, pero ya hemos mostrado que (3.12) es un polinomio de grado
exactamente N. Reescribiendo (3.14) en términos de la variable original s obtenemos

Qn(s) = (s + D)V Py (;j) : (3.15)

hasta una normalizacién global. La normalizacién no afecta el calculo de la funcién de dos puntos
debido a que es cancelada entre el numerador y el denominador en .

Ahora, como hemos mencionado en el capitulo 1, no existe un resultado genérico que nos diga
cual es el limite correcto en el cual se obtiene en mejor aproximante de Padé, de una secuencia de
aproximantes. Sin embargo, en este caso, para lograr que el aproximante en sea tan preciso
como sea posible, Migdal propuso tomar N — 0o y también el limite de bajas energias ¢® < u?,
caso en el cual el polinomio de Legendre se reduce a una funcién de Bessel. Esto se puede ver de
manera mas sencilla al reescribir el polinomio de Legendre como un caso especial del polinomio de

Jacobi Py(x) = P](\?’O) (x) y usando la relacién [55],

N—o00

2 _
. —a (a,b>( 1): . —aplab) (1 _ % :(i) “
]\}I_IS)ON Pr ( cos N lim N7Py (1 N 5 Jo(2). (3.16)
Por tanto, en este limite con (a,b) — (0,0) tenemos que

Qn(t) = Jo(2NV1) = Qoo (). (3.17)

Si se piensa en i como el corte UV de la teoria, entonces en los limites de baja energiay N — oo, una
nueva escala infraroja emerge como p/N. Esta escala u/N no estd determinada por el aproximante
de Padé, en lugar de ello, actia como una especie de condicién de frontera: podemos tomar el corte
UV p y el grado N al infinito mientras mantenemos la razén p/N fija,

uw— 00, N — o0, L wir = fijo. (3.18)

N

También podemos calcular el numerador del aproximante de Padé usando ,

s—1

Ro(t) = Qoo(t)fo(t)—;r/ooods Qoo(s

_ Qoo(t)fo(t) ~ % /Ooo ds (—27’(’)[50(_21\[\/?5)
= Jo(2NV1t)(logt) — 7 Yo(2NV1). (3.19)

Hasta una constante global la cual ha sido factorizada de (3.1]). El aproximante de Padé de la
polarizacién (q¢?) se convierte entonces en

oy 2Jo(2Ng/p)log(q*/p?) — wYo(2Nq/p)
B(e?) o * W@Na)

. (3.20)



3.1. MODELO DE MIGDAL 63

Resulta que ([3.20) puede obtenerse también empleando la correspondencia AdS/CFT. Desde un
punto de vista fenomenolégico es suficiente considerar un sistema mas sencillo, que el planteado
en la conjetura original , entre teorias de campo no supersimétricas en un fondo Randall-
Sundrum en 5D y teorias fuertemente acopladas con N, grande y con invariancia conforme rota
espontdneamente [50]. Este sistema 5 dimensional involucra una rebanada del espacio AdSs limi-
tado por dos branas en z = zyy y 2z = zrgr. El bulto contiene campos de norma y posiblemente
otros campos con espin, los cuales representan operadores compuestos en la teoria conforme dual.
Una manera de sondear la dindmica de dichas teorias es calcular correladores UV en la frontera
asociados con los campos 5 dimensionales del bulto. Por ejemplo, la funciéon de correlacion irredu-
cible por una particula de dos puntos de campos de norma en la frontera. El diccionario holografico
relaciona este correlador en la frontera con la funcién de correlacién conexa de dos puntos de una
corriente conservada bajo una simetria global de la teoria de campo conforme 4 dimensional. De
forma més precisa, consideremos la métrica}

1

ds? = = (Nuvdatda” — d2?) (3.21)

la ecuacién de GKP-Witten establece que:
i [ d*z ¢o(z)O(x) _ iSaas[6"] 3.22
(e )CFT = € (2, 20) =0’ ( )

donde Saqs[¢°!] es la accién cldsica en el espacio AdS y ¢! es solucién a las ecuaciones de movi-
miento cuyo valor a la frontera se fija para ser la fuente ¢o(x) (hasta un reescalamiento conforme).
En la préctica se introduce un regulador UV z = ¢ y después se toma ¢ — 0. Para una corriente
vectorial J# = gy*q en la teoria conforme, hay un campo de norma en el bulto A/ (z, z) cuyo valor
a la frontera es la fuente para J*. La accién 5-dimensional en el espacio AdS es

1
SAdS = —/d4l‘d2:\/—g

FynyFMN 3.23

donde M, N = 0,1,2,3, z; hemos despreciado el término de masa para Aj; debido a que estamos
considerando corrientes conservadas. De acuerdo con la correspondencia AdS/CFT, para calcular
el correlador corriente-corriente calculamos la accién 5-dimensional sobre una solucién a las ecua-
ciones de movimiento del campo de norma correspondiente de tal forma que el campo de norma 5
dimensional en la frontera UV tenga el perfil de la fuente 4 dimensional de la corriente. Como he-
mos mencionado antes, consideraremos un espacio AdS finito con una frontera infraroja en z = zg.
El perfil del campo de norma 5 dimensional que satisface aquellas condiciones de frontera es el
propagador bulto-frontera, el cual llamaremos V' (g, z). Variando la accién dos veces con respecto a
la fuente en la frontera obtenemos el correlador corriente-corriente. Imponemos la norma A, = 0
y empleamos la transformada de Fourier del campo de norma en 4 dimensiones,

1 ~

Aﬂ(q7z) = V(q 6) A#(Q)V(Q7Z)7 (324>

donde ZN (q) es la transformada de Fourier de la fuente. La condicién a la frontera A4,,(q,€) = gu(q)
se obtiene de . La condiciéon a la frontera en z = zp no estd completamente predeterminada,
pero por finitud asumimos condiciones de frontera de Neumann ahi, 9.V (g, z9) = 0, correspon-
dientes a la condicién F),;(x,2¢) = 0 invariante de norma. Las ecuaciones de movimiento para la

1En esta parte del célculo emplearemos Nuv = Diag(+, —, —, —).
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parte transversal del campo de norma son,

1
20.(10.V0.2)) + Va2 =0, (3.25)
las cuales, dadas las condiciones de frontera, conducen a

Vg, z) = qz (Yo(qz0)J1(q2) — Jo(q20)Y1(q2)) - (3.26)

y al evaluar la accién en la solucion deja solo el término de frontera en el UV

o o g gy (10:V (g 2)
Saas = o [ i q>(z o)

Si escribimos la transformada de Fourier de la funcién de dos puntos para corrientes vectoriales
como

(3.27)

[ ateen 3,)0,000 = (0~ 22 ) 2067, (3.28)

entonces, derivando funcionalmente la accién 1) con respecto a la fuente gu(q) se obtiene el
correlador vectorial corriente-corriente determinado por AdS/CFT:

1 19.V(gz2)
_E z Vg, 2) z=€—0
11 ¢ Yo(g20)Jo(gz) — Jo(q20)Yo(q2)
92 2 " Yo(qz0)J1(q2) — Jo(gz0)Yi(qz)
> log(ge) Jo(qz0) — (7/2)Yo(qz0)
93 Jo(qzo0) ’

(¢ =

zZ=€

%

(3.29)

donde hemos retenido la principal contribuciéon no nula de cada funcién de Bessel en el limite
qge — 0, i.e.
qe 2 21

Jo(ge) = 1,  Ji(ge) — 5 = 0, Yo(ge) — - log(ge), Yi(ge) — rw (3.30)
Hemos despreciado términos en (3.29)) que pueden ser absorbidos en la redefinicién de €, tales como
la constante de Euler vg en la expansion de Yj(ge). De la ecuacién (3.29) vemos que las masas
de las resonanias en la teorfa de campo, dadas por los polos simples en Y(¢?), estdn determinadas
por las raices de la funcién de Bessel Jy(gzg). Por otra parte, si de manera simultdnea tomamos
qzo > 1, entonces el espectro se vuelve continuo y el vector de polarizacién %(g?) se convierte en,

1
Z(qQ) — 302 ¢ log(q262). (3.31)
95

Ecuacién en la cual vemos explicitamente que € juega el rol de regulador UV.

Si identificamos en (3.20)
1 2
==,
K iy
recuperamos exactamente el mismo resultado que se obtiene de la correspondencia AdS/CFT
(3.31), para la funcién de dos puntos, sin hacer referencia al espacio anti-de Sitter y a la holografia.

= 20, (332)
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Ademds, en el propagador bulto-frontera la dependencia correcta en la frontera infraroja es repro-
ducida por el aproximante de Padé en el limite N — oo y ¢*/p? < 1.

Podemos ver la relacién entre Padé y AdS/CFT estudiando con mds cuidado la estructura
analitica de las funciones de Bessel de la ecuacion para el propagador bulto-frontera. La
funcién de Bessel de primer tipo, J,(x), es analitica y no tiene polos en el plano complejo. Cerca
del origen se comporta como J, (z) ~ V. Por otro lado, la funcién de Bessel de segundo tipo Y, ()
tiene la siguiente expansién en serie, cuando v es un entero,

v—1 2 oo
mo9
V(@) ~ Y am%+;J,,(a:)logg+ > bt (3.33)
m=0 m=0

Esto es Y, (z) tiene un polo de orden v en el origen y una parte no analitica, J,(z)logz. Ve-
mos entonces en que los términos no analiticos en el momento ¢ “conspiran” para cancelase
unos a otros. Tanto el denominador como el numerador de la funcién de dos puntos determinada
por AdS/CFT, , son analiticos en el momento ¢g. Por tanto, el cdlculo a través de a corres-
pondencia AdS/CFT estd construyendo secretamente la aproximacién de Padé a la funcién de
dos puntos. La razén de esto se remonta al limite N, grande en el cual las correcciones cuanticas
pueden ser ignoradas. No hay fuente de no analiticidad cuando N, es grande, y las resonancias
se convierten en polos simples de la funciéon de dos puntos. Lo que hemos encontrado es que la
correspondencia AdS/CFT da la mejor aproximacién al comportamiento conforme en el UV por
medio de un conjunto de resonancias infinitamente estrechas.

En [54] se muestra que incluso después de romper la simetria conforme al afiadir correcciones
a la funcién de dos puntos, , el aproximante de Padé sigue reproduciendo los resultados de la
correspondencia AdS/CFT. Esta inesperada coincidencia se ha estudiado ampliamente en el con-
texto de modelos de deconstruccién [57]. En todo caso, este ejemplo muestra como las propiedades
de los aproximantes logran hacer sentido de la regién no perturbativa de la funcién estudiada.

El modelo de Migal, resulta entonces, ser una aplicacién interesante de los aproximantes de
Padé y se relaciona directamente con la correspondencia AdS/CFT, de un modo complementario.

3.2. Teorias de campo térmicas

Motivados por el exito de la correspondencia en su forma original mucha gente comenzé a
cuestionarse si dualidades similares son posibles para teorias de campos menos simétricas. Esto
permitiria, por ejemplo, resolver el problema de confinamiento en QCD. Aunque este objetivo
se encuentra aun muy lejos de poderse realizar, se han logrado formular generalizaciones de la
correspondencia para emplear gravedad débilmente acoplada y poder realizar predicciones en sis-
temas fuertemente acoplados. Consideremos por ejemplo la dualidad norma/gravedad para teorias
a temperatura, T, y densidad finitas. Veamos cual es el diccionario para relacionar SYM A" =4 a
temperatura finita (mantiendo N grande).

La funcién de particiéon en el ensamble canénico es
1
Z="Tre 1P, B=m vy k=1 (3.34)

El valor esperado, en la teoria térmica, de un operador & a temperatura finita es
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Tr[Oe HB
(O)p = % (3.35)
En el formalismo de la integral de camino,
(Ohr~ [ F0(6(0). 101 o)1), (3.36)

para una teoria de campo con campos ¢, donde el valor es tomado entre el mismo estado inicial y
final |¢(z),t). Como el Hamiltoniano genera la evolucién temporal del estado podemos escribir,

Oy~ [ 20(0(a).1) 0 lota).t +i/T). (337

Entonces para calcular operadores debemos considerar la evoluciéon temporal como imaginaria y
tenemos que imponer condiciones de frontera periddicas en el espacio de Hilbert (antiperioricas
para fermiones). En otras palabras, obtenemos una teorfa térmica de campos al hacer una rotacién
de Wick ¢ — —it y al compactificar el tiempo euclidiano en un circulo de radio 8 = 1/T. Con esto
(13.34) es

zZ= > (b5l e |pg)

Edos. B periédicos.

= / D o519, (3.38)

Edos. B periédicos.

donde S [¢)] es la accién euclidiana. Usando la aproximacién de punto silla: sea ¢* el punto silla de
la accién euclidiana, entonces podemos aproximar la funcién generadora semiclasicamente,

Z= /% e~ 98[#l g ¢=SBl97], (3.39)

De acuerdo con la correspondencia AdS/CFT, la funcién de particién de la teoria cldsica en el
bulto con condiciones de frontera asintéticamente AdS es equivalente a la funcién de particién de
la teoria de campo cuando N es grande. La métrica g toma entonces el rol del campo ¢,

Zgray = €519, (3.40)

El punto silla, 4.e. una solucién a las ecuaciones de movimiento estd dada por

ds* = 5—22 [f(z)de + da'dx; + Jii(zj)] . flz)=1- z;. (3.41)

Esta métrica coincide con la continuacion analitica de la métrica AdS de Schwarzschild al espacio
Euclidiano, donde zy es el horizonte de Schwarzschild. Consideremos el comportamiento de la
métrica cerca del horizonte zy. En esta region, la métrica en el plano (7, z) se convierte en

4 /!
ds* = L? (—ZdT2 + ﬁ(1!7“’2), 2=z — 2. (3.42)
20 4z
La cual se puede reescribir como
4
ds* = dp® + p*—dr*, p=7L, (3.43)
0
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esta métrica corresponde a la métrica plana en coordenadas polares con § = 27/zy. Con esta
eleccién se puede evitar la singularidad. La periodicidad de 6 puede traducirse en la periodicidad
de 7 con periodo

25— o (3.44)

20
Si identificamos la relacién entre el radio del horizonte zy y la temperatura de Hawking del agujero
negro de Schwarzchild en AdS como

1
T=—. (3.45)
™20
El diccionario es entonces: La temperatura de Hawking del agujero negro es identificada con la

temperatura de la teoria de campo en la frontera.

El horizonte es la hipersuperficie z = zy y ¢ constante, cuya area en la métrica (3.41]) es,
L3 L3
Ay = /d3x\/§: (7) /d3x = (7) Vi, (3.46)
20 20

donde V3 es el volumen a lo largo de las direcciones espaciales. En términos de la temperatura

B-49),

Apg = w2 LT3V, (3.47)
v la entropia puede ser calculada con la celebre formula de Bekenstein-Hawking,
Ay 1
BH 4G5 4G5 ™ 35 ( )

Finalmente, empleando el diccionario de la correspondencia (2.19) obtenemos:
72
Spy = ?NQT?’V;),. (3.49)

La primera vez que se realizé este calculo de la entropia asociada a la geometria fue en
el afio 96, por Gubser, Klebanov y Peet [63].

Como se menciona en [66], el escalamiento T concuerda con la invariancia conforme de la teoria
y el factor N? indica que uno trabaja con una teorfa con N? grados de libertad no confinados y
sin masa. En cuanto al acoplamiento débil de la teoria podemos calcular la entropia asociada a
8N?2 bosones y fermiones libres sin masa (problema del cuerpo negro). La funcién de particién en
el ensamble candnico para un gas relativista de bosones y fermiones no interactuantes es

log Z = FV: /d3p log (17 ¢ ) (3.50)
g =+FV3 (27T)3 g + ) .

donde el signo menos (més) corresponde a bosones (fermiones) y w(p) = 1/p? + m2. En el caso no

masivo tomamos simplemente w(p) = |p|. Integrando en coordenadas esféricas obtenemos:

log Z < dp _z
87 _ [ g (1) 51
ST w [ ghrtis(1we (351)
Cambiando la variable de integracién en (3.51)), de p a x = p/T, y después de integrar por partes
tenemos:
log Z T3 [ 3

= — dx .

Vs 672 Jo er F 1

(3.52)
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Para computar estas integrales usamos los resultados generales, validos para n € Z:

o] 2n—1 2277,—1 -1 &) 2n—1 2 2n Bn
/ de L 1= 5 "B, , / de L 1= ( 7T)4 , (3.53)
0 er n 0 er — n

donde B,, denota los niimeros de Bernouilli. En particular para n = 2, como By = 1/30, tenemos:

o0 a3 4 & 28 Tt
d = — d = — . . 4
/0 Tl 150 /0 Y1 T 120 (3:54)

Entonces, para bosones:

log Z ™, 3
= — T S .
V o L (bosones) , (3.55)

mientras que, para fermiones:

logZ ET‘?

i w0 L (fermiones) . (3.56)

La densidad de entropia puede calcularse a partir de la funcién de particién a través de la relacion:

s = % [T 10‘22} - 410532 . (3.57)
Entonces, se sigue que:
Sbosones = %TW;T‘% ) Sfermiones = %;Tg . (3.58)
En 4 =4 SYM el nimero de bosones que tenemos es:
[2(campos denorma) + 6(campos escalares) | N> = 8N? | (3.59)
mientras que, el nimero de fermiones es:
[2 x 4(espinores de Weyl) | N* = 8N? (3.60)

el cual, debido a la supersimetria, es el mismo niimero que el de bosones. Por tanto, la densidad
de entropia total de ' =4 SYM cuando la constante de acoplamiento es cero es:

272 e 272
SN'=4 gas libre = 8§N? [E + @}T‘g = TNQTS. (3.61)
y la entropia tiene la forma
272
SN:4 gaslibre — ? N2 T3 VZ} (362)

3
Por tanto, Spg = 1 SN=4 gas libre- Después de obtenerse por primera vez este resultado, se llego a

pensar que era una contradiccién de la teorfa, pero en [66] se menciona porqué no existe tal:

“;sHay alguna contradiccion aqui? La respuesta es no, porque Spp es relevante para la teoria
SYM en el limite cuando N — oo y el acoplamiento de 't Hooft, g2, N es grande”.



3.2. TEORIAS DE CAMPO TERMICAS 69

] [N|M] (N) \ I, [N|M] \ I, [N|M] \ I, +1; \
3|3 0,0279555 | 0,00750815 | 0,0354636
2|2 0.0172885 0.12317 0.140458
3|2 0.0275256 182447 182447
2|3 0.0685713 738.555 738.624
4|4 0.0392646 0.019161 0.0584256
44 0.0529252 0.0182981 0.0712233

Tabla 3.1 Resultados obtenidos al aplicar el criterio al problema de la energia libre en SYM.

En otras palabras, tal resultado no es un error sino una prediccién de la teoria. En el mismo

articulo se conjetura que f(g%,,N) es una funcién mondtona decreciente que interpola ambos aco-
3

plamientos, fuerte y débil, en los cuales f(0) = 1y f ~ —, respectivamente. Es interesante que

comportamientos similares han sido observados en QCD en la red. En ese caso se encontré que,
cuando el acoplamiento es fuerte, sqcp = (4/5)Siibre [64]. Notase que 4/5 es més cercano a 3/4
que a 1, lo cual sugiere que el valor de la entropia puede ser interpretada como indicadora de un
plasma de quarks y gluones fuertmente acoplados. Por otro lado, también se ha argumentado que
es imposible interpolar de manera suave entre ambos acoplamientos y se concluye que debe haber
una transicién de fase en algin punto critico a temperatura finita [67].

Consideremos la siguiente factorizacion:
272 9 3
S = = NV3T*° f(z), (3.63)

donde x = v2X\ = 1/2¢3,,N. Cuando X es pequeiia es posible realizar célculos perturbativos,
y estos dan como resultado la expansién [65)]:

3 4 (\ﬁ+3)x3

Para A grande, cdlculos utilizando teorfa de cuerdas resultan en [66],
3 45 _3

Con esta informacién asintética logramos construir varios aproximantes de Padé (ver apéndice
@[). Para determinar cual de ellos realiza la mejor aproximacién empleamos el criterio . Para
ello, estudiamos primero las expansiones: los coeficientes de la serie son de orden ~ 1072,
por tanto comparamos dicha serie con el término —0,01z*. En cuando a la expansién (3.65) los
coeficientes son de orden ~ 1 y por tanto, comparamos con el término x~°. Empleando las ex-
presiones para los errores (con una tolerancia de e = 0,01) determinamos el valor de las
variables A\ = 1,2 y Aj = 5,0. Con todo lo anterior el criterio da como resultado que el
mejor aproximante es el de orden [3|3], como lo muestra la Tabla 3.1.

Nuestro aproximante de Padé [3|3] reproduce los comportamientos de f(z) en ambos extremos
del acoplamiento, de manera muy precisa. Ademas, muestra un comportamiento monoténicamente
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Figura 3.2: Aproximante de Padé de orden [3|3] (Azul). Expansiones del acoplamiento débil (rojo)
y fuerte (verde).

decreciente conforme el acoplamiento de 't Hooft A se vuelve fuerte (ver figura en correcto
acuerdo con [66], y no contiene, por tanto, puntos en los cuales ocurra alguna transicién de fase. En
este problema en particular no se conoce la solucién exacta que interpola entre ambos regimenes del
acoplamiento, por tanto, los valores intermedios calculados son una prediccién de los aproximantes
de Padé, los cuales, basados en el criterio , no deben encontrarse muy lejos de los valores
asociados a la funcién analitica , cuya forma explicita es ain desconocida.

3.3. Viscosidad de Corte

A temperatura finita, el comportamiento, a grandes distancias y largos tiempos, de teorias de

norma se describe, como en cualquier otro fluido, por una teorfa hidrodindmica [68]. Para escribir
las ecuaciones de hidrodindmica debemos conocer la termodindmica (i.e. la ecuacién de estado) del
medio, asi como los coeficientes de transporte: las viscosidades de corte y de bulto, la conductividad
eléctrica (en la presencia del grupo de norma U(1)) y las constantes de difusién (en la presencia de
cargas conservadas globales). El conocimiento de estas cantidades en teorfas de campos térmicas
es crucial para numerosas aplicaciones, como por ejemplo, a la fisica del plasma de quark y gluones
creado, posiblemente, en colisiones entre iones pesados.
Cuando el acoplamiento de la teorfa es pequeno (en el caso de QCD esto es, temperaturas mds
grandes que la escala de confinamiento), tanto la ecuacién de estado como los coeficientes de trans-
porte se pueden calcular de manera perturbativa. En el acoplamiento fuerte (i.e. a temperaturas
no més grandes que la escala de confinamiento), la termodindmica se puede obtener a través de
simulaciones en la red. Sin embargo, los coeficientes de transporte se encuentran méas alléd del al-
cance de las técnicas numéricas actuales. Es necesario subsanar esta situacion pues existe evidencia
muy significativa de que el plasma de quarks y gluones creado en los aceleradores, como RHIC, se
comporta como un sistema fuertemente acoplado [69].
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Un camino posible para arrojar algo de luz sobre este problema es utilizar la correspondencia
AdS/CFT (a temperatura finita 7"). Esto nos permitirfa tener una descripcién de plasmas térmicos
en teorias fuertemente acopladas, en términos de agujeros negros en el espacio AdS, por ejemplo,
en el calculo de coeficientes de transporte.

En esta seccién repasaremos esta interesante aplicacién al calculo de la viscosidad de corte 7
basdndonos principalmente en [44] [70, [71], y presentaremos nuestros resultados obtenidos al apli-
car el método de aproximantes de Padé.

Para estudiar la dindmica de este sistema (continuo a escalas de distancia y tiempo grandes)
tenemos que analizar el tensor de energia momento T%¥, el cual es conservado (9,T*" = 0).
Asumiremos que el sistema se encuentra a equilibrio térmico local y que el estado del sistema a
un tiempo dado estd determinado por la temperatura local T'(z) y la velocidad del fluido u#(z), la
cual cumple que u,u* = —1.

La relacién entre T* y u*, y las funciones termodindmicas se expresa a través de las conocidas
relaciones constitutivas, las cuales para fluidos isotrépicos toman la formas:

T = (e +p)ufu” + pg"” — o* | (3.66)

donde € es la densiad de energia y p es la presion, mientras que o*” es la llamada parte disipativa
de T* y depende de las derivadas de T'(x) y w*. Para parametrizar o, a primer orden en las
derivadas,consideremos un marco en reposo en el cual ui(x) = 0 (y u* = (1,0,0,0)). Uno puede
elegir este marco de tal manera que las correcciones disipativas a las componentes del tensor energia
momento T se anulen. Entonces, 6%° = ¢% = 0 6, equivalentemente, T%° = ¢, 7% = 0. Los tinicos
elementos distintos de cero del tensor energia momento disipativo son o;;. A primer orden en las
derivadas o;; puede escribirse como:

2
aij = n(Ou; + Ojui — 551']' Awur) + € 0ijOhus (3.67)
donde 7 es la viscosidad de corte y ( es la viscosidad de bulto.
Escribamos o*¥ de manera covariante. Primero definamos el proyector sobre las direcciones

perpendiculares a u#, como:
P o= g 4 utu” . (3.68)

Entonces, en una métrica curva arbitraria o,, puede escribirse como:
2
ol = phe prB [n(Vaug + Vua) + (C - §n> Gap V - u} , (3.69)
donde las derivadas covariantes de los vectores ug se definen como:
Vaug = Oqug — FZB Uy, (3.70)

con FZ,B los simbolos de Christoffel definidos como:

1 9gx Igrs  09ap
Fﬂsz[ @y _ Gos | 3.71
ap = 99 OxP Ox“ ox* (3.71)
El objetivo es hallar a o*” como (menos) la funcién de un solo punto de T en la presencia de
una perturbacion de la métrica del tipo g"” — n*¥ + h*¥. De la teoria de repuesta lineal podemos
escribir la funcién de un punto como:
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7(@) = [ G o= ) hap(w)iy (3.72)
donde G es la funcién de Green retardadas:
PG (@ —y) = 0(2" — ) ([T (), T*? (y)]) - (3.73)

La férmula (3.72)) proviene de la teoria general de respuesta lineal en la cual la funcién de un punto
del operador O en la presencia de una fuente ¢(x) es:

(©@), = = [ Gala—1)¢(w)dy 11
Consideremos ahora la siguiente perturbacién de la métrica:
goo(t,T) = —1, goi(t, %) =0, 9ij(t, T) = 0ij + hij(t) . (3.75)

con h;; << 1y tal que tiene traza nula (h;; = 0). Asumiremos que h;; es funcién de ¢t y que esta
variaciéon con t es pequena. La métrica inversa es:

Pt F) =-1, ¢t T) =0,  g9(tT) =06y — hi(t), (3.76)
a partir de la cual obtenemos las distintas componentes del proyector P*":
P =0, PY =0, P9 =65 — hyj . (3.77)
A primer orden en la perturbacidn, los simbolos de Christoffel estan dados por:
[ =10 =0, Iy = %80 hij . (3.78)
Por tanto las derivadas covariantes de la velocidad son:
Voup = Vou; = 0, Viuj = %80 hij . (3.79)

A partir de estos valores y la hipdtesis de que la perturbacién de la métrica tiene traza nula se
sigue que la divergencia de la velocidad es cero,

1

Asumamos que el tnico valor distinto de cero de h;; es hi2. Entonces, el valor, en la aproximacién
de la respuesta lineal, de o2 en el espacio de frecuencias es:

o2 (W) = G2 (w, k = 0) hya(w) - (3.81)
Mas aun, usando los valores de las derivadas covariantes de la velocidad obtenemos
a'2(t) = ndohia(t) , (3.82)
o, en el espacio de frecuencias (para w pequena):

o' (w) = —inwhia(w) . (3.83)
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Comparando las dos expresiones para o'2, obtenemos la férmula de Kubo para la viscosidad de
corte:

n = — lfm [% Im G122 (w, k = o)} : (3.84)

o en términos de las funciones de Green retardadas y avanzadas:

1=l o (Gale) ~ Ga(w)) = lim oo [ deds® e (160, Ty 0.0)) (385)
donde
— i G (1 —y) = 0(y° — 2°) ([T (2), TP (y)]) - (3.86)

La observacién clave que subyace el cédlculo de la viscosidad de corte del lado de gravedad es
ue: “el lado derecho de la formula de Kubo es proporcional a la seccion eficaz de absorcion
cldsica de los gravitones de baja energia debido a una 3-brana a la misma temperatura” [72), [73]
Si uno envia un gravitén a la brana, hay una probabilidad de que sea absorbido. Del lado de
gravedad, la seccién transversal de absorcién puede ser calculada al resolver la ecuacion de onda en
la métrica de fondo. Del lado de la teoria de norma la razén a la que los gravitones son absorbidos
mide la parte imaginaria del correlador tensor de esfuerzos—tensor de esfuerzos, debido a que los
gravitones polarizados paralelos a la brana estan acoplados al tensor de energia momento de los
grados de libertad de la brana. La relacién entre la seccién transversal de absorcién o(w) de un
gravitén con energfa w, polarizado de forma paralela a la brana (a lo largo de las direcciones xy
por ejemplo) y cayendo a un dngulo recto sobre la brana estd relacionado al correlador en la teoria
de campo como

0(W)abs = ’410 /dt da3e™t ([T (t,x), Ty, (0,0)]), K10 = V81G (3.87)

(esta relacién solo se ha verificado explicitamente para D3-branas a temperatura cero, o branas
negras extremales [74]).

Para inferir esta proporcionalidad escribamos a la parte imaginaria de la funcién de Green
retardada (3.73]) en su representacién espectral:

—BE;

I Gr(w) = - 1/ T (0.0) ) P27 (s ~ pi)
T[6(Ef — Ei +w) — 6(Ey — B; —w)]. (3.88)

Ahora utilicemos la regla de oro de Fermi para calcular la razén neta a la cual los gravitones son
absorbidos por las branas a partir de una onda plana de gravitones polarizados de tal manera que
solo la componente hy,, de la perturbacién de la métrica (hy y = guy — Nay), €s distinta de cero.
Tenemos que entender primero las interacciones de los campos del bulto y la frontera. Estos campos
pueden interactuar en la frontera, por ejemplo, el gravitéon del bulto produce retrodispersion entre
los gluones de la frontera. La interaccion relevante para gravitones externos polarizados de forma
paralela a la brana (plano zy) es

Sint ~ /d4l’5hxysz, (389)
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donde T, es el tensor de energia momento de la teoria de norma. Tal interaccién puede obtenerse
al expandir la accién de Dirac-Born-Infeld alrededor del valor esperado del campo del gravitén.
Lejos de las D3-branas, en el espacio asintéticamente plano, tomemos hy, = e~ w(t=24) donde x4
es una de las direcciones normales a la brana. Entonces, el flujo de gravitones es

. w
n 87TG10 '

(3.90)

w proviene de la estructura usual de flujos de bosones: F = % *?(b para un bosén comple-
jo canénicamente normalizado ¢. Pero h., no estd candénicamente normalizado, debido al factor
1/16wG1o enfrente de la accién de Einstein-Hilbert en 10 dimensiones. El factor 87G1g en el de-
nominador compensa esto, asi como el hecho de que debemos tomar la parte real de h,, al final.
La regla de oro de Fermi establece que la razén neta de absorcién de los gravitones es

—BE; )
=133 S U1 Ty (0,0) i) P2m)5° (pr — p)
i, f

x2m [6(Ef — By —w) — §(Ef — E; + w)]
= —2V3ImGR(w). (391)

Por otro lado, la relacién para o(w)qrr es I' = o(w)qrrF. Por tanto, utilizando la representacién
para 7 (3.85) obtenemos

o(w)qrr = %%0 /dtdmsei“’thw(t,x, Ty (0,0))]). (3.92)

En el contexto de la D3-brana, es natural pensar en la razén de decaimiento del gravitén como la
seccion transversal de absorcién debida a la D3-brana, es decir

OQFT = Oabs- (3.93)

Del lado de gravedad, la seccién transversal de absorcién puede ser calculada al resolver la
ecuacion de onda en la métrica de fondo. Para la seccion transversal de aobsorcién de la 3-brana,
el pardmetro de expansién es

Nkjow* ~ Ngga 2wt (3.94)

Entonces, podemos considerar el limite doble
Ngs — 00, w?d’ =0, (3.95)

donde el parametro de expansién se mantiene pequeno.
Tomando el limite w — 0, podemos relacionar o (0),ps con la viscosidad de corte del plasma SYM

a temperatura finita (ver (3.85))),
1
n= %O—abs(()). (396)

Por tanto, el problema de calcular la viscosidad de corte se ha reducido a un problema de gravedad
cldsica.

La métrica (en la signatura de Minkowski) de una 3-brana negra no extremal tiene la forma
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ds®> = H=Y2(r) [—f(r)dt® + dx*] + HY%(r) [fH(r)dr? 4+ r2dQ2] (3.97)

donde H(r) =1+ R*/r*, f(r) =1 —r3/r*, R el radio de AdS, y r¢ el radio del horizonte. el caso
extremal corresponde a rp = 0, y el caso casi extremal, rp < R, y la temperatura de Hawking
asociada a este agujero negro se puede calcular a partir de la férmula [75]:

Ty = 22, (3.98)
27
donde k4 es la gravedad de la superficie,
ks = /g0, VO,V , V= —gulr). (3.99)
r=Thor

Para el agujero negro no extremal (3.97), gt(r) = —(H'2f)(r) = —(1 —rg/r*)/\/1+ R3/r4, y
-1
Ks = \/g”(&V)Q‘ . Con esto la ecuacién (3,98)) da como resultado Ty = 35 (1 + ;—é) ,y
T="o

en el limite casi extremal (rg < R) obtenemos

To

Ty = —.
A= TR?

(3.100)
Das, Gibbons y Mathur [76] mostraron que para agujeros negros esféricamente simétricos, la seccién
transversal de dispersién a bajas energias para escalares no masivos y minimamente acoplados
es siempre el drea del horizonte. Podemos ver esto mismo para el caso de agujeros negros casi
extremales al resolver la parte radial, onda s (1=0), de la ecuacién de Laplace para un escalar
minimamente acoplado (tal como el gravitén polarizado paralelamente a la brana, y propagandose
perpendicularmente a ella)

9u(V=99""0y9) =0, (3.101)
usando la métrica (3.97)), en el limite casi extremal, se convierte en:
5rt —rg ri(rt + RY)
" 0 4 2
=0. 3.102
O M e (3.102)

Es importante mencionar que el campo del gravitén (polarizado), el cual es la perturbacién gra-
vitacional h,,, satisface la misma ecuacién de movimiento que un campo escalar no masivo mini-
mamente acoplado a la métrica de fondo como se menciona en [77].

Queremos resolver esta ecuacién diferencial en el limite w — 0 y a temperaturas elevadas,
asi que asumiremos que w < Tg. Buscamos soluciones en varias regiones y después pegamos el
resultado donde quiera que se traslapen.

En la regién r > rg,r — rg < ro9 (A), la ecuacién diferencial tiene la forma

@' A2 10 w wR?
X —0, A=Wl g 3.103
r—170 16 (r —rg)>? Ty 70 < ( )

/1
o'+
Dos soluciones independientes son

¢+ (x) = Al —z)7*, (3.104)
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A es una constante, z = :—‘z, y o+ = +i)\/4. Consideremos solo la solucién asociada a la onda
entrante (la solucién asociada a la onda saliente es no fisica) en el horizonte, la cual corresponde
a tomar o = —i\/4, i.e.

palz) = A1 — z)~HM4, (3.105)

En la regién ry < 7 < w™! (B), el término proporcional a w? del lado izquierdo de la ecuacién
(13.102)) puede ser despreciado, como
WSt —r) T2 < (r — 1) 2 (3.106)
debido a que rg <K w1,y
ARt — ) TR < (1 — 1) 72, (3.107)
debido a que w < T ~ roR~2. Entonces obtenemos,
5r — 7"3

¢" + md =0, (3.108)

con solucién ¢ = A, la cual se pega suavemente con la solucién obtenida en la primer regién (A).
En la regién r > R > r¢, la ecuacién diferencial se simplifica a

o'+ ggb/ +w?p =0, (3.109)

ecuacion diferencial de Bessel. Las soluciones son de la forma

B aJQ (wr) Ya(wr)
(b(’l’) - (OJT)2 +B (wr)2 ’

(3.110)

donde Jy y Y5 son funciones de Bessel de primer y segundo tipo respectivamente. a y (3 son
constantes.

Para que las soluciones en las regiones (B) y (C) peguen suavemente, requerimos que o = 84 y
8 = 0. Esto se puede ver al notar que J, tiene la forma asintética

Jo(wr) ~ ﬁ(%)a (3.111)

para 0 < wr < vVa+1y a >0,y que Ys; diverge en el limite w — 0.

Podemos descomponer el campo a grandes distancias en términos de una onda que entrante y
saliente, respectivamente, como sigue:

Be(r) = (3‘32(1{5”@7«) + H (wr)), (3.112)

donde Hél’g)(x) = Ja(x) £ iY5(x) son funciones de Hankel.

La probabilidad de absorcién P es la razon entre flujo J4 de ¢4 y el flujo entrante j. de ¢¢ en
r =1y, donde

i = (616 — onot) (3113)
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Notase que la corriente j es puramente radial, y es integrada sobre el area de una esfera.
Usando ¢4, la parte entrante de ¢¢, y tomando en cuenta solo el orden mas bajo en r en el
producto de las funciones Hankel, obtenemos:

2
. T
ja= —47rA|A|27§, (3.114)
1
o = —128|AJ?
Jc 8| | WD

Dado que A = w/(m Ty), con Ty = ro/(wR?), obtenemos

=)

Como la regién transversal de absorcién o estd relacionada con P (por un teorema 6ptico) a través
de [76]

= T WPr3R2, (3.115)

T=T0

3272
o="FP, (3.116)
obtenemos
o(0) = 7°rd R? (Area del horizonte del agujero negro en AdS.) (3.117)

Finalmente, empleando la ecuacién (3.96]) obtenemos la viscosidad de corte asociada a la teoria
térmica SYM:

n= gN2T3 (3.118)

A partir de esta tltima expresiéon podemos obtener la razén entre la viscosidad de corte y la
densidad de entropia, si usamos primero la férmula de Bekenstein-Hawking;:

Ak o(0)kp 2630m
STUnG T 4G T 4G (3.119)

donde hemos utilizado (3.96)). Finalmente obtenemos la razén

h
L ~ 6,08 x 103K s, (3.120)
S

- 47T]€B
un ntimero muy pequeno (/s ~ 3 x 103K s bajo circunstancias normales). Como todas las rela-
ciones utilizadas son genéricas, el resultado debe ser universal, i.e. independiente de los detalles
de agujeros negros o teorias de norma (cuando el acoplamiento de 't Hooft es grande). Asi que la
afirmaciéon es: Plasmas descritos por una teorias de campo térmicas, los cuales tienen

duales gravitacionales tienen un valor universal minimo de 7/s cuando el acoplamiento
de ’t Hooft es grande.

Esta es una afirmacion realmente sorprendente, debido a que hay teorias de campo muy distintas
que conducen a la misma propiedad dual gravitacional. No hay hasta la fecha una explicacién de
la constancia de n/s en estas teorfas basada en argumentos de teoria de campos solamente.

A pesar de que existen muchas teorias de campo con duales gravitacionales realmente complicados,
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se especula que estos resultados son ciertos en un contexto méas amplio, i.e. se cree que la razén
71/ tiene un limite inferior

3

s = drkpg
para todas las teorias de campo a temperatura finita. La desigualdad es saturada por teorias con
duales gravitacionales. Una pieza de evidencia sustentando esta afirmacién proviene de un calculo
reciente [78], la primer correccién en potencias inversas de g? N proveniente de la teorfa de cuerdas
a la gravedad de Einstein. El resultado es

n_h 135¢(3)
T T <1+8(2A)3/2+~~). (3.122)

La correccién positiva estd de acuerdo con la cota (3.121)). Por tanto, es natural asumir que 7/s es
mas grande que la cota inferior para todos los valores de A.

(3.121)

Con respecto a las mediciones experimentales llevadas acabo en RHIC, en [79] 80] ajustan un
conjunto de ecuaciones pertenecientes a la hidrodindmica relativista con viscosidad, a los datos
de RHIC. Ellos analizaron datos correspondientes al flujo eliptico de hadrones cargados del ex-
perimento STAR. Encontraron un rango permitido de 0,08 < /s < 0,2 para ciertas condiciones
iniciales especificas. Sin embargo, los errores experimentales son grandes, y los datos no son del
todo confiables. Ellos también establecen una cota méxima de /s < 5 x 1/4w ~ 0,4.

En cuanto a la regién de acoplamiento débil, aunque es posible, en principio, utilizar la ecuacion
para calcular la viscosidad de corte, este camino directo es realmente complicado, debido
a que requiere sumar un conjunto infinito de series de diagramas de Feynman. Un método maés
practico es usar la ecuacién cinética de Boltzmann, la cual da los mismos resultados que el método
diagramético [81]. Para teorfas de norma en el acoplamiento débil, la viscosidad de corte tiene el
comportamiento paramétrico siguiente:

23
_x N<T
N2 In(1/))

Donde K es un coeficiente numérico. Esto es béasicamente: 7 es proporcional al producto de la
densidad de energia ¢ ~ N2T* y el tiempo de transporte medio 7 ~ (g?N)? ln(g21N) T. El coefi-
ciente numérico K puede ser, en principio, calculado al resolver la ecuacién linealizada de Boltzman
[82]. Empleando esta ecuacion los coeficientes numéricos fueron calculados dando como resultado
[83]:

n (3.123)

n._ 6l (3.124)
s A2In(2,36/V/\)

En cuanto QCD, la teoria no masiva con Ny = 3 es el caso mas cercano al mundo real, porque las
temperaturas en colisiones de iones pesados tienen m,,mq, ms < T pero m. > T. Los resultados
para la viscosidad de corte dividida por la densidad de entropia a primer orden s = 272T3g, /45 (con
g« €l nimero de campos bosénicos més 7/8 el nimero de campos fermidnicos, 16 + 36(7/8) = 47,5
para Ny = 3 QCD) son

13

- o AB :{ 34,8, 4,67 Ni=0 (3.125)

s N2g*In(B/gy/N. 46,1, 4,17 N;=3.
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La fisica determinante de la viscosidad de corte en la regién de acoplamiento débil es la dis-
persion de Coulomb. Dos acoplamientos son relevantes en este acoplamiento; el acoplamiento de
cuasiparticulas a bosones de norma, y el acoplamiento de ese bosén de norma con todos los demaés
grados de libertad del plasma. El primer acoplamiento (sumado sobre los bosones de norma disponi-
bles) va como Crg?, donde Cg el Casimir del grupo relevante. En el caso de SYM, Cr = Cp = N¢;
para QCD N, = 3 para gluones y (N2 — 1)/2N, = % para quarks. El segundo factor depende del
nimero, representacion, y estadistica de otros grados de libertad en el plasma, en la combinacién
exacta que entra en la masa de apantallamiento de Debye al cuadrado. El apantallamiento de Deb-
ye es caracteristico de cualquier plasma. En plasmas descritos por una teoria de campo abeliana,
el campo eléctrico inducido por una carga de prueba estética decrece exponencialmente con la
distancia a la carga, (E(r)) oc e=™PI*l| con mp la masa de Debye (o el inverso de la longitud de
apantallamiento de Debye). Por tanto, es natural esperar que n/s ~ Crg?(m3/T?).

Los quarks en SYM se encuentra en la representacién adjunta, lo cual conduce a un factor de 2 en
el Casimir y 1/2 en n/s. Pero mucho mds importante, el conteo de grados de libertad que entra
en m$ es mas grande en SYM que en QCD. Por ejemplo, para N, SYM tiene 4 x 2 x 8 = 64
grados de libertad fermidnicos (cuatro especies de fermiones de Wey, los cuales consisten de una
particula y antiparticula en 8 colores) y (6 + 2) x 8 = 64 grados de libertad bosénicos (6 escalares
y 2 polarizaciones asociadas a un bosén de norma por 8 colores), para un total de 128; mientras
que en Ny = 3 QCD, hay solo 3 x 4 x 3 = 36 grados de libertad fermiénicos y 16 bosoénicos. Las
masas de Debye correspondientes son muy distintas; m#% = 2A\T? en SYM, pero m# = %)\T2 en
N. =3, Nr =3 QCD.

Cuando el acoplamiento A es débil, SYM tiene un valor de n/s el cual es alrededor de 1/7 el valor
en QCD. Esta diferencia existe porque los quarks tienen un acoplamiento més pequeno con los
gluones que la autointeraccién entre ellos, debido a que estdn en una representacion distinta; y
de manera mas significante, porque SYM tiene muchos més grados de liberad disponibles como
objetivos de dispersién de los que tiene QCD.

La potencia de T en la expresion para 7 estd completamente fija por la dimensionalidad
de 1 y la invariancia de escala de la teorfa. Ademds, el factor N2 proviene del ntimero de grados
de libertad del plasma. Es realmente interesante es que 7 se aproxime a un valor constante con-
forme el acoplamiento de 't Hooft va al infinito. De la relacién n ~ e7, podemos interpretar este
comportamiento como indicador de que el “tiempo de relajacién” 7 permanece de orden T~ (pero
no més pequeno) en el limite de acoplamiento fuerte. Como el inverso del tiempo de relajacién es
comparable con la energia por grado de libertad, el plasma fuertemente acoplado no puede verse
como una coleccién de particulas, y la férmula n ~ 7 no se puede aplicar en estricto sentido.
Sin embargo, podemos esperar que el conteo de potencias de N siga funcionando. Este conteo,
combinado con las expresiones de 1 en los limites de acoplamiento débil y fuerte ,
sugieren que para A = g?N finito, la viscosidad de corte tiene la forma [71]

n = f(¢g*N)N?T3, (3.126)

donde f(z) ~ x72log"!(1/1/z) cuando = < 1y f(z) = 7/8 cuando z > 1. Lo més probable es
que f(z) sea una funcién monénotna de x, de hecho, el que la primera correccién a la viscosidad
de corte en sea positiva es un indicador a favor de ello, analogo a lo que ocurre con la en-
tropia en SYM, excepto que cuando el acoplamiento es pequefio n — oo, mientras que la entropia
permanece finita. Sin embargo, atin no se conoce la forma explicita de la funcién f(z).
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[ INIM](N) | IINIM] | L[NM] | IL+1 |
88 0,305929 | 4,94215 5.24808
5|5 0,358589 | 0,115097 | 0,473685
6/6 0.422549 | 0.0695932 | 0.492142
8|8 11.0018 | 0.130975 | 11.1328
2|2 0.271904 | 354.008 354.28
313 0.240015 | 342.786 343.026
[7]7] 0.116677 1.3587 1.47537

Tabla 3.2 Resultados obtenidos al aplicar el criterio al problema de la viscosidad de corte en SYM.

Toda esta informacién asintética nos permitié construir distintos aproximantes de Padé (ver
apéndice , y empleando el criterio , con las expresiones para los errores (con una
tolerancia de e = 0,1) determinamos el valor de las variables A% = 0,01 (punto respecto al cual
expandimos en serie para obtener la expresién para el acoplamiento débil) y A\j = 5,0. Con todo
lo anterior el criterio da como resultado que el mejor aproximante es el de orden [5]5], como
lo muestra la Tabla 3.2.

El aproximante [5|5] aproxima muy bien ambos regimenes de acoplamiento segin el criterio
. Ademis, decrece de manera monotona conforme A aumenta en completo acuerdo con las
propiedades esperadas de la funcién (3,126). Es importante mencionar una limitante de este método
numérico: debido a que no existe una serie de potencias convergente que aproxime el logaritmo
involucrado en la expresién , debemos emplear una aproximacién numérica al rededor de un
punto tal que A < 1. Como la serie calculada serd finita no esperamos que capture la singularidad
con todo detalle. A pesar de ello, podemos recorrer cada vez més dicho punto para obtener més y
mas puntos en la interpolacién. Interpolacién, que tomaré valores muy cercanos a los que tomaria la
funcién f(x), basando este enunciado en la gran cantidad de ejemplos en los cuales los aproximantes
de Padé de dos puntos aproximan de manera increiblemente precisa una funcién arbitraria a partir
sélo de su informacién asintética. En cuanto a su comportamiento con respecto al acoplamiento A,
el aproximante tiende a la expansion del acoplamiento fuerte a partir de valores de A ~ 10, lo cual
indica que para estos valores la entropia de corte estd completamente dominada por el acoplamiento
A como uno esperaria de un sistema fuertemente acoplado. Por otro lado, el comportamiento de
nuestro aproximante sugiere que la expansion débil es valida para valores muy préximos a cero. En
contraste, en [83] se argumenta que esto no es del todo cierto pues la validez de la expansién
depende de m? /T? en lugar de solo A, combinacién que incluye el conteo de grados de libertad
del plasma y es mas relevante para el comportamiento térmico. Para que nuestro aproximante
reproduzca este comportamiento tal vez es necesario indicarle que se acerque mas a la expansién
débil, modificando asi el método de Padé para construir aproximantes. Sin embargo, este andlisis
escapa del objetivo del presente trabajo y podria formar parte de un trabajo futuro.

3.4. Funcion Bremsstrahlung

Uno de los primordiales intereses al usar la correspondencia AdS/CFT ha sido el estudio de
varios tipos de propiedades fisicas pertenecientes a teorias de norma fuertemente acopladas. Una
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Acoplamiento A

Figura 3.3: Aproximante de Padé de orden [5|5] (Azul). Expansiones del acoplamiento débil (rojo)
y fuerte (verde).

manera muy natural y ampliamente investigada en los ultimos anos ha sido la exploracién de
teorias de campo a través de hacer interactuar sus campos con “sondas” de prueba, parecido a lo
que uno hace al estudiar el campo eléctrico por primera vez.

Se sabe que es posible afiadir, a la teorfa de campo SYM, Ny sabores (hipermultipletes) de materia
en la representaciéon fundamental del grupo de norma SU(N,) al introducir un sector de cuerdas
abiertas asociado a una pila de Ny D7- branas. A estos grados de libertad, colocados a mano, se les
llaman “quarks”, a pesar de que, al ser 4 = 2 supersimétricos, contienen tanto campos de espin
1/2 como de espin 0. Para Ny < N, la reaccién de las D7-branas a la geometria en las que estdn
inmersas puede ser despreciada; del lado de la teoria de campo esto corresponde a la aproximacion
apagada (quenched), la cual no tiene en cuenta interacciones provenientes de bucles de quarks.
Estas D7-branas cubren las 4 direcciones correspondientes a la teorfa de norma, (¢, x), y se extien-

den a lo largo de la direccién radial de AdS, desde la frontera a z = 0 hasta la posicién z = z,,,
donde z,, = ﬁ Un quark aislado de masa m es dual a una cuerda abierta que se extiende
en la direccién radial desde las D7-branas hasta el horizonte de AdS en z — oo, y su dindmica
estd gobernada por la accién de Nambu-Goto. Ademds, el cuerpo de la cuerda codifica el perfil del
campo gludnico generado por el quark.

Al menos para las implementaciones més sencillas de esta identificaciéon (i.e. en la ausencia de
escalas adicionales como masa finita, o temperatura distinta de cero), los observables que se han
calculado revelan una caracteristica en comun: si identificamos a la constante de acoplamiento A, en
el acoplamiento débil, como el andlogo de la carga al cuadrado, en la regién de acoplamiento fuerte

hay un apantallamiento de esta carga en el sentido de que los resultados obtenidos son similares a
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aquellos que obtendriamos en el andlogo cldsico, pero con la identificacién
e ~ VA (3.127)

Este comportamiento genérico se deriva del hecho de que la accién de Nambu-Goto evaluada para
las hojas mundo embebidas en el espacio AdS van como

1 VA
d?o\/—|g| = — d*o/— 12
g [ oV lal = =547 [ v/l (3128)

donde L es el radio de AdS, el cual generalmente se cancela en esta expresion cuando se sustituyen
métricas, asociadas a la hoja mundo, particulares [84]. Por ejemplo, al considerar el movimiento de
un quark, infinitamente masivo, en el vacio de la teoria .4/ = 4 SYM, y empleando la correspon-
dencia AdS/CFT, Mikhailov [85] fue capaz de resolver la ecuacién de movimiento para la cuerda
dual en AdS, para una trayectoria arbitraria tipo tiempo del punto final de la cuerda, dando como
resultado,

Sng = —

dxt(T)
dr
con z#(7) la linea mundo del punto final de la cuerda en la frontera AdS, o de manera equivalente,

la linea mundo del quark masivo dual, parametrizado por su tiempo propio 7.
Usando la métrica de AdSs x S°

XHM(r,2z) =2 + x#(7), (3.129)

L2
ds® = =5 (—dt?® + dx* + dz*) + L*dS)s, (3.130)
z
L4
i
donde [; denota la longitud de la cuerda, y la solucién (3.129), la métrica inducida sobre la
hoja mundo tiene componentes

= g%MNC =\,

L? 2 L?
Grr = 2—2(,22%D -1, ¢..=0, g.r = — (3.131)
donde %H = %, 7 es el tiempo propio (definido tal que :%“:%# = —c?). Las cuales en particular

implican que las lineas a 7 constante son nulas. La solucién es “retardada”, en el sentido
de que el comportamiento a tiempo t = X°(r, 2) del segmento localizado en la posicién radial z
esta determinado completamente por el comportamiento del punto final de la cuerda a un tiempo
anterior t.e (¢, 2) obtenido al proyectar de nuevo hacia la frontera a lo largo de la linea nula a 7
fija. A partir de la componente p :, parametrizando la linea mundo del quark con
2%(7) en lugar de 7, y usando dr = /1 — v2da", donde v := %, la relacién que define el tiempo
de retardo es:

1
t = Zﬁ + tret, (3132)
donde la velocidad del punto final v se evalda al tiempo t,e;. Con estas mismas consideraciones,
las componentes espaciales de (3.129)), se pueden formular como

X(t,2) = z% 4 X(tret) = (= tret)V + X(trer)- (3.133)
—V
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Finalmente, usando (3.132)) y (3.133]), Mikhailov fue capaz de reescribir la energia total de la cuerda
en la forma

t
A a? —[v x a]®
Et) =<2 | dty—" " 4 B (v(1)), 3.134
)= 5 [t e+ Ealv(t) (3.134)
con a := dv/dz°. El primer término codifica la energia acumulada perdida por el quark sobre

todos los tiempos anteriores a t, y sorprendentemente, esta expresion tiene la misma forma que
la férmula de Lienard de la electrodindmica clédsica. El segundo término proviene de una derivada
total sobre la hoja mundo, y da la expresién covariante para la energia intrinseca al quark,

2m=0

= ym. (3.135)

B, v0) = 2 (L)

T\ T V22

El problema anélogo en electrodindmica clasica tiene como solucion la férmula de Liénard:

oo

AE 22wdt327[vxa]2 3.136
~3° / (1—v2)? (3.136)
— 00

La forma funcional de esta expresion se sigue del andlisis dimensional e invariancia relativista
bajo la suposicién de que la energia emitida es una funcién local de la trayectoria asociada a la
particula. Esta suposiciéon se basa en el hecho de que la ecuaciones de Maxwell son lineales. De
hecho, el campo originado por la particula en cualquier momento de su historia es independiente
de los campos creados antes; solo se afiade a ellos. Aparte de eso, el campo electromagnético en
cualquier punto del espacio dado, digamos &2, depende tinicamente de la trayectoria de la particula
cerca de la interseccién con el cono de luz del pasado de &Z; por tanto no hay interferencia entre
ondas electromagnéticas creadas a distintos tiempos.
La teoria SYM es no lineal, por tanto es de esperar que la energia emitida por la fuente moviéndose
sea una funcién no local de la trayectoria. Sin embargo, como hemos visto en el régimen de validez
de la correspondencia, resulta que la respuesta estd dada por la férmula de Liénard con
coeficiente global ﬁ/277. Como se menciona en [85]: “Fs sorprendente que la energia radiada sea
una funcion local de la trayectoria en la teoria de campo fuertemente acoplada Yang-Mills, la cual
es altamente no lineal. Esta es una manifestacion de la integrabilidad del modelo cldsico sigma de
la hoja mundo”.

Algunos afios después, Maldacena et al. [86] hallaron una generalizacién del resultado de Mik-
hailov , i.e. un resultado que es valido para toda A. Ellos estudiaron una cantidad conocida
como la cuspide de dimensién anomala, la cual esta relacionada con una variedad de observables
fisicas como sus casos particulares. A dngulos pequenos se comporta de manera:

Leusp(9) = ~B(L N)&* + O(6%), (3.137)

B(A, N) es llamada la funcién Bremsstrahlung por su relacién con la energia emitida por un quark
en movimiento,

AE =27B / dt (v)2. (3.138)

— 00
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en el limite de bajas velocidades. El resultado para cualquier velocidad puede obtenerse a aplicar
2
un boost y es igual a la formula de Liénard hasta el reemplazo 2% — 27 B en ([3.1306]).
La solucién exacta para todos los valores del acoplamiento y para toda N es [86]:

1 1 ;4 A A
B = 27T2)\6,\10g (NLN_l <_4N)> exp (8N> ,

donde L es el polinomio de Laguerre modificado y A = g%,,N. Usando las siguientes identidades
de los polinomios de Laguerre:

A 1 A
atha (~av) = - (ax)

1 _ 72 2
LNfl - LNfl - LN727

A A
L2 - L2 -
AN ( 4N> TN ( 4N)
16m2N 1 A
Ly~ 1w
En el limite plano, cuando N es grande se obtiene,
1 VAL (\F)\)
B=——"—=
4m4 I (ﬁ)

Sus expansiones cuando el acoplamiento A es débil y fuerte son, respectivamente,

B se puede reescribir como:

B(\N) =

+ O(1/N?)

[ S ST
T 1672 38472 Gl4dn? 9216072

VA3 3 3
=2y + TSI
472 8m2 3272/ )\ 32m3)

Vemos que en el acoplamiento débil, la ecuacién se reduce a la vieja féormula de la
electrodinamica, mientras que el resultado en el acoplamiento fuerte concuerda con el obtenido
por Mikhailov q Con esta informacion asintética logramos construir varios aproximantes de
Padé (ver apéndice [F]), y empleando el criterio , con las expresiones para los errores
(con una tolerancia de ¢ = 0,001) determinamos el valor de las variables A} = 0,2 y A\f = 8,0. Con
todo lo anterior el criterio da como resultado que el mejor aproximante de Padé es de orden
[6/5], como lo muestra la Tabla 3.3. Resulta realmente sorprendente el gran parecido que existe
entre nuestro aproximante de Padé y la solucién exacta. Son indistinguibles hasta orden O(107%).
Este ejemplo nos permite sustentar con mayor solidez lo calculos hechos para la entropia en SYM
y la viscosidad de corte. E incluso pensar que de que la existencia de la exitencia de funciones
suaves entre ambos acoplamientos, aun desconocidas, a las que se acercan los aproximantes, son
consecuencia del hecho de que la teoria SYM con .4 =4 en 4 dimensiones es integrable. En otras
palabras, la integrabilidad de la teoria puede ser la razén de porqué el método de aproximantes de
Padé estd funcionando tan bien.




3.4. FUNCION BREMSSTRAHLUNG
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Figura 3.4: Aproximante de Padé de orden [6]5] (Rojo). Solucién Exacta (Azul).

[N [ A T EEEPATT L NiM] | LNIM] | L+
[6\5] 0,000129699 5,842 x 1013 0,00338383 | 0,00338383
[10]9] 0.278869 3,39 x 1077 0.0444645 0.0444649
(98] 0.00291088 1,757 x 1077 0.00788312 0.0078833
[6\5] 0.00151134 6,436 x 1079 0,00379481 0,00379482
[5]4] 0.00154895 1,286 x 10~10 | 0.00426118 | 0.00426118
[7\6] 0.00371727 8.792 x10~7 0.0108514 0.0108523
[8]7] 0.0077689 2,473 x 1076 0.00361866 0.00362113
[8\7] 0.00494955 0.0000123009 0.00383014 0.00384244
[8]7] 0.032354 2,377 x 1078 0.0246735 0.0246759
[7\6] 0.000824946 2,516 x 10~7 0.00616609 0.0246737
(98] 0.0521666 0.000114466 0.0205279 0.024788
[6\5] 0.00295803 9,386 x 1079 0.00115962 0.0246735

Tabla 3.3 Resultados obtenidos al aplicar el criterio al problema de la funcion B en SYM .
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de este trabajo estudiamos el problema de interpolacién entre dos regimenes de
acoplamiento, fuerte y débil, correspondientes a teorias de campo supersimétricas con dual gravi-
tacional, en el contexto de la correspondencia AdS/CFT. Los casos que resultan de mayor interés
son, por supuesto, aquellos en los cuales no existe solucion analitica para la funcién de interpo-
lacién, como por ejemplo, la entropia y la viscosidad de corte en SYM. En estos casos se tiene a
mano tnicamente parte de la informacién asintética de ambos regimenes. Del lado débil es posible
calcular correcciones a partir de la teoria perturbativa en .4 = 4 Super Yang Mills, a temperatura
cero y finita, respectivamente. Mientras que del lado fuertemente acoplado, las correcciones se ori-
ginan de la aplicacién de la correspondencia AdS/CFT. Los cdlculos en ambas regiones requieren
de un andlisis muy cuidadoso debido al alto grado de complejidad que implican. Surge, entonces,
el problema de encontrar el comportamiento asociado a la funcién de interpolaciéon partiendo de la
informacién asintdtica en dos puntos distintos para comprender qué ocurre en la teoria de norma
cuéntica y/o teorfa de cuerdas correspondiente a la regién con acoplamiento de 't Hooft finito.

Motivados por las propiedades de convergencia de los aproximantes de Padé que, como repasa-
mos en el primer capitulo de esta tesis, en muchos sentidos superan a los pertenecientes a las usuales
series de Taylor, como por ejemplo el hecho de que para construirlos alrededor de un punto no es
necesario conocer la forma explicita de la funcién a aproximar, y ademas es posible anadirles mas
informacién asintética acerca del comportamiento de esta funcién alrededor de tantos puntos como
queramos; empleamos el método de aproximantes de dos puntos para construir una aproximacioén
a la funcién de interpolacién f(\). Pero, antes de abordar los problemas centrales para esta tesis,
estudiamos varios sistemas mecanico-cuanticos sencillos como “modelos de juguete” en los cuales
aplicar el método de aproximantes de dos puntos: el sistema de dos niveles, efecto Stark y efecto
Zeeman. En tales modelos apreciamos cémo los aproximantes se acercan, de manera muy precisa,
a las soluciones exactas conocidas. Después, discutimos el problema del paisaje de aproximantes
(ver sec. 1.4) en un caso muy sencillo, el de la teorfa ¢* cero dimensional, y le dimos solucién al
proponer una prescripcién para hallar el mejor aproximante de entre todos los posibles, obteniendo
resultados satisfactorios para este modelo, después de comparar con la solucién exacta conocida
para la funcién de particién. En otras palabras, hallamos que el aproximante, G(\), que minimiza
el error calculado con respecto a la solucion exacta, satisface también el criterio propuesto ,
y por tanto, le acuiamos el caracter de el mejor aproximante de Padé.

Calculamos aproximantes de Padé, también, asociados al modelo de Ising en dos dimensiones cuya
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38 CAPITULO 4. CONCLUSIONES

expresion completa para la funcién de particion es conocida. Aprendimos que, al menos en este
caso, los aproximantes de Padé localizan de manera cada vez mads precisa el punto critico, en su
punto maximo, donde ocurre la transicién de fase, conforme se aumenta el grado del aproximan-
te. En este modelo, pusimos a prueba, una vez mas, nuestro criterio al comparar con la solucién
exacta, obteniendo nuevamente resultados favorables.

Finalmente, aplicamos el método de aproximantes al caso del calculo de la entropia y la viscosidad
de corte en la teoria SYM. Basdndonos en los resultados antes descritos concluimos que hallamos
los mejores aproximantes de Padé, los cuales se aproximan de manera precisa a la funcién de inter-
polacién desconocida. Més atn, nuestros aproximantes calculados reproducen el comportamiento
esperado de estas funciones y son, por tanto, un buen indicador de su comportamiento genérico. Es
sorprendente que con muy poca cantidad de computo hallamos obtenido resultados numéricos tan
precisos en problemas que involucran un alto grado de complejidad en cada una de sus correcciones
analiticas. El tercer ejemplo, la funcién B(\) de Maldacena, considerado sustenta lo anterior de
manera explicita, pues el cdlculo de cada una de las correcciones es un problema que dista mucho
de la trivialidad, asi como el computo del resultado exacto, una combinacién de funciones especia-
les complicadas. A pesar de ello, el mejor aproximante de Padé calculado numéricamente, con la
informacién asintética finita, se acerca de manera muy precisa a la solucién exacta. El error entre
el aproximante y la solucién exacta es del orden de ~ 10~%.

La razoén a la cuestién planteada al inicio: jporqué los aproximantes de Padé funcionan tan bien
en este tipo de problemas?, puede deberse, tal vez, al hecho de que la teoria SYM es integrable, sin
embargo, esto tltimo debe ser analizado con mayor profundidad. En cualquier caso la eficacia del
método de aproximantes de Padé en el ejemplo de la funcién B(\) es el argumento més solido que
tenemos para pensar que el método funciona de manera correcta, también, en los casos en los que
no se conoce a la funcién de interpolacién f(A) de manera exacta.

Finalmente, agregamos dos ejemplos en el contexto de la teoria ABJM, en los cuales se puede
observar que la técnica de aproximantes funciona de manera muy precisa. Sin embargo, por la
complejidad de la teorfa ABJM, esta escapa al andlisis del presente trabajo, aunque podria ser
parte de un trabajo futuro en el que se estudie la técnica de Padé aplicada a una clase mas general
de teorias involucradas en la correspondencia Norma/Gravedad y su relacién con el concepto de
integrabilidad.



Apéndice A

Efecto Zeeman

Aproximantes de Padé calculados con la informacién de las tablas 1.2 y 1.3, correspondientes
al efecto Zeeman.

—13,4 — 4,34574
E[l‘;] | = ) ) € (Al)
13-3 T T 140,324305 ¢
—13,4002 — 4,34574 ¢
gl _ —13 : A2
13,3 1+ 0,324305 ¢ A-2)
—13,4 — 4,34566 ¢ + 0,000018772 &2
E[Q\l] — ) ) ’ A3
L33 1+ 0,324305 ¢ (A.3)
—13,4002 — 4,34578 ¢ — 0,000018772 &2
E|[2\§1]_l — ’ ) € ) € (A4)
L3, =3 1+0,324305 ¢
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Apéndice B
Teoria ¢* cero dimensional

Aproximantes de Padé calculados con la informacién de las series (1.85)) y (1.86)),

0,453\2 4+ 1,597V A + 1.

415} = 0,1497A5/2 + 0,54602 + 1,597v/ A + 1. (B-1)
/4] = —5,313\ — 23,303/ X + 1. (B2)
—2,184X3/2 — 0,540\2 — 5,219\ — 23,303V A + 1
314] = —O,[143/\3/2 — 0,071\ 4 0,874V A + 1. (B.3)
—0,143X3/2 4+ 0,093\2 — 0,071\ + 0,874V + 1
8l9] = 1,448\%/2 4 0,4290% + 1,98572 4 1,396v/X + 1. (B.4)
1,579X5/2 4 0,076A%/2 + 0,573\% + 2,079A2 + 1,396/ X + 1.
8l9] = 2,400\5/2 + 0,4290* + 1,985)2 + 2,313/ A + 1. (B.5)
2,617A5/2 + 0,12619/2 + 0,573A% + 2,079A2 + 2,313/ A + 1.
515 0,385A5/2 + 0,484A3 + 1,037A2 + 1,069\ + 0,850v/A + 1. (B.:6)

©0,46505/2 + 0,054A% + 0,585A3 + 1,131A2 + 1,069\ + 0,850/ + 1.
0,238)\3/2 4+ 0,790A%/2 + 0,108\7/2 4+ 0,071A3 + 1,037A\2 + 0,157\ + 1,743V + 1.

718] =
[718] 0,238\3/2 4 0,953)\5/2 4 0,130A7/2 + 0,054\* + 0,086A3 + 1,131)\2 + 0,157\ + 1,743V A + 1
(B.7)
3)7] = —0,171X3/2 4 2,079\ — 0,109\ + 1.
—0,181A3/2 — 0,011A5/2 + 0,002A7/2 + 0,022)% — 0,04423 + 0,152A2 + 2,17\ — 0,109v/X + 1
(B.8)
8/10] = 0,860A%/2 ++ 0,710A%/2 — 0,02227/2 4 0,106 A* + 0,248)\% — 0,175A% + 0,934\ + 0,936/ X + 1.
0,948)3/2 + 0,751A5/2 + 0,0489A7/2 — 0,05919/2 + 0,0710A5 + 0,109A* + 0,236A3 — 0,130A2 + 1,028\ + 0,936v/X + 1
(B.9)
—0,710X3/2 4 7,087A%/2 — 0,807A\3 — 2,182)X2 + 1,186\ — 4,799V + 1.
[6]7] ’ + L : ’ L T99VA + (B.10)

T 1160032 4+ 7,22405/2 + 0,48307/2 — 1,0183% — 2,1130% + 1,279\ — 4,799V A + 1
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(10[10) 4,65005/2 + 0,6340%/2 + 0,4290* + 8,314\ + 1,985)2 + 8,012\ + 3,131\ + 1.

T 4,04305/2 1 0,937AY2 1 0,43005 + 0,573M + 9,06533 + 2,079A% + 8,0124) + 3,131/ X + L.
(B.11)



Apéndice C

Modelo de Ising en 2D

0,0099374
4|7 = — C.1
47 =1 +1,362T — 0,168T3 + 0,02475 — 0,0024T7 (C.1)
0,065
[4]7] = (C.2)

1—1,521T + 1,39172 + 1,11273 — 0,1637% + 0,016377

0,01367* + 0,00567°

58] =
[ol8] 14 0,354T — 0,768172 + 0,23273 + 0,095 — 0,03475 — 0,0147°¢ + 0,003477 + 0,00147°8
(C.3)
1619] = —0,794T3 + 0,4117T* — 0,1227° + 0,0537°
© 140,3137 — 0,24972 + 0,27873 + 0,095T4 + 0,12775 — 0,10776 + 0,02977 + 0,0378 — 0,0137?
(C.4)
1619] = 0,3267* — 0,0557° + 0,0567°°
1421777 4 1,22372 — 2,143T3 — 0,936T4 + 0,13775 4 0,13776 — 0,058577 — 0,013778 + 0,0147"°
(C.5)
619] = 0,3628T* + 0,0638T° + 0,04717°
1 —1,553T — 0,641372 + 0,30773 — 1,0855T4 + 0,10475 + 0,159 + 0,027277 — 0,01597% — 0,0117°
(C.6)
4111 — —0,9274
[4111) = 14 0,946T — 1,262T2 — 1,375T3 — 0,352T4 + 0,80675 4 1,327T6 — 0,718T7 + 0,025T8 — 0,0424T° + 0,00717T11
(C.7)
_ 3 _ 4 5 6 7
(7]10] = 0,644T3 — 1,441T* 4 2,994T° — 0,04T° + 0,367

1+ 2,527T — 0,557T2 — 3,591T3 — 2,998T* — 2,908T5 + 1,51276 + 0,258T7 + 0,153T% + 0,0179 — 0,09710
(C.8)
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[7]10] =

[5/12] =

APENDICE C. MODELO DE ISING EN 2D

0,06975 + 0,0037% — 0,00517"7

1 — 0,8645T + 0,0592T2 + 0,469T3 + 0,473T+ — 0,0581T5 — 0,0859T6 + 0,008577 + 0,0044T8 — 0,0008579 + 0,0012710
(C.9)

7,193T% — 4,784T°

1+ 9,966T — 12,3872 — 8,383T3 — 3,415T4 + 1,855T5 + 12,807T6 — 1,995T7 + 6,026T8 + 5,237T° — 0,22T10 — 0,056171 + 0,0373712
(C.10)



Apéndice D

Energia Libre en SYM

Aproximantes de Padé calculados con la informacién de las series (3.64)) y (3.65),

2z3 9z?
e Toaez 1

8z3 3z2
e T 1

313] =

9z?
9o 4

223 9z>
ac@) Tz 1
41

9z

927 11
23] = sﬂLgﬁl
45¢(3) + Tt

312 =

—0,0452% — 0,2442% + 0,22722 — 0,4122 + 1.
—0,060z* — 0,32623 + 0,30322 — 0,412z + 1

[414] =

—0,050z* — 0,2542% + 0,22722 — 0,453z + 1.
—0,067z* — 0,33923 + 0,30322 — 0,453z + 1

[414] =
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Apéndice E

Viscosidad de Corte

0.079577 + 132,755 + 159,292
) \/7
[212] = 1+ % 157088 | 0.185188
N
15,4043 124 826 140,092
0,0795 — 25752 + + s
[3 3= 1— 0,00966 + 0,078280 _0,03554
A3/2 A VA
0,36251 0,6923 0,02838  0,499034 0,386523
[5 5 . 0,0795 + )\5/2 + )\2 - )\3/2 2\ + \/X
- 0,000428 0,000819 0,00269 0, 000128 0,7366
1 + )\5/2 + )\‘2 + )\3/2 + + \/7
6, 28991 6,89564 4,30593 5,20294 13,2696 _ 3,19352
6 6 0 07957 + - \5/2 - 22 - 2\3/2 + 2 \/X
[ 1+ 0, 007442 _0,008159 + 0,04228 + 0,4923 + 17,85  1,7299
AB/2 A2 A\3/2 A VAN
0 0795 5 421 36,885 2,963 44,5303 46,4677 24,7124 32,0433 27,8223
3I8 TONT/Z T TN T TaE /2 T 22 T T3/2 + by VAN
[ | } 1— 0,00213 _0,01449 ~ 0,0420 0,295 0,525 3,641 _ 4,91364 _ 20,9718

A X772 X3 T N2 T T2 372 Y NN

2, 12878 2,72764 0,8897 1,23099 2,80586 1,59962 3,246 0,997466
G 0,07957 + +o5 et e T ot e T T A
[ - 1+ 0, 00251897 + 0,00322 4 0,0149812 _ 1,49551 _ 4,29861 _ 0,670587 1 86902 + 3,223
\7/2 23 2\5/2 22 A3/2 f
0,4973 1,64624 0,957038 1,24342 0,199875 0, 387951 0,361471
717 0707957+ /2 23 + £\5/2 + 22 T TN3/2 + + VA
[ - 0,000311871 0,00103239 0,004583 0,01240 0,0437713 1,70769 0,026356

L /- st B M v 7 R R S v 7 S S v
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Apéndice F

Funcién Bremsstrahlung

Ay 323/2 4+ T 172572 + A3

[6]5] = 16m2 | 16072 | 144072 ' 23040n2 ' 1728072 (F.1)
1+M+@+7>\3/2 +19>\2+&/2
10 360 288 5760 ' 4320

A 3\3/2 312 A°/2
[5'4] — 1672 + 12872 + 5376712 134472 (F 2)
1+3ﬁ+@+37x3/2+£ ’
8 112 1344 336

~0,0063\ — 0,005A%2 +0,001A% + 0,0013X>/2 + 0,00043)

6|5] =
1615] 1 — 0,870/ X + 0,290\ + 0,17203/2 4+ 0,077A2 + 0,017\5/2

(F.3)

615] = 0,00633) + 0,0047A3/2 4 0,0073A2 + 0,0032)\%/2 + 0,00081\3 F4)
140,752\ + 1,207\ + 0,54303/2 40,1762 + 0,032\5/2 '

[7|6] . 0,0063\ + 07010)\3/2 — 0,015)\2 _ 07014)\5/2 + 0,0076)\3 + 0,0166)\7/2 (F 5)
1+ 1,621v/\ — 2,384 — 2,254X3/2 + 1,107A2 4 1,2905/2 + 0,658)\3 :

0,0063\ — 0,000078A3/2 — 0,00287A2 + 0,00049\5/2 — 0,00167A3 — 0,021A\7/2 + 0,013\

1— 0,012V — 0,411\ + 0,078A3/2 — 0,2842)2 — 0,339\5/2 — 0,048)\3 + 0,532\7/2
(F.6)

[8]7] =

8/7] = 0,0063\ — 0,0369X3/2 — 0,006\2 — 0,0041%/2 + 0,004\3 + 0,152)\7/2 — 0,099\* F.7)
1 —5,832v/X — 0,910\ — 1,009X3/2 + 0,663A2 + 1,835\5/2 + 0,122\3 — 3,935\7/2 '

[8|7] . 0,0063\ — 070032)\3/2 + 0,00026)\2 _ 0,0061)\5/2 + 0700068>\3 _ 0,016)\7/2 n 0’007)\4 (F 8)
L= 0,521V/A + 0,083 — 0,996A%'2 +0,109A2 — 0,4309A%/2 — 0,235A% + 0,279A7/2

0,0063X — 0,0053A\3/2 — 0,0023A2 4 0,006A%/2 + 0,0058\3 + 0,0041\7/2

[716] = 3/ ; 572 ;
1— 0,839V — 0,333) + 0,964923\3/2 4 0,00299A2 + 0,476441\5/2 + 0,16438)

(F.9)
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[9|8} . 0,0063\ — 0703/\3/2 + 0,0134)\2 + 07025)\5/2 _ 0,0147/\3 _ 0,138/\7/2 + 07044)\4 + 0,0108)\9/2
1—4,816V/A + 2,158\ 4 3,858)X%/2 — 2,239)2 — 0,416A%/2 — 2,04\3 + 2,401A7/2 + 0,4288\*
(F.10)

9]8] = 0,0063\ — 0,0069A3/2 — 0,007A2 4+ 0,011X5/2 40,0059\ — 0,004)\7/2 — 0,009A* — 0,01\9/2
1 —1,094v/X — 1,077\ + 1,779A3/2 4 0,889A2 — 0,607A%/2 — 1,5347\3 — 1,012)\7/2 — 0,412)\%
(F.11)

ojg] — Q0063A+ 001942 — 0,0046\° — 0.0075\7/2 + 0.00707N" + 0.0LIN2 — 0.023X" +0.039/2 — 0.0022°
1+ 3,072v/X — 0,691\ — 1,066A%/2 + 1,086\ + 1,825)\5/2 — 3,668\% + 1,262A7/2 + 1,430\ — 0,0861%/2
(F.12)




Apéndice G

Entropia de Enredamiento en
ABJM

El descubrimiento de Aharony, Bergman, Jafferis y Maldacena (ABJM) de una teorfa mundo-

volumen de M2-branas coincidentes provee una nueva teoria de campo interactuante con expansio-
nes en el acoplamiento débil y fuerte bien definidas. Se ha hecho una gran cantidad de esfuerzo al
estudiar estos dos limites de la teoria: teoria .4#” = 6 Chern-Simons-masiva supersimétrica 3 dimen-
sional y la teorfa de cuerdas tipo ITA en AdS; x CP? (o teoria M en AdSy x S7/Zy). Sin embargo,
ambas descripciones de la teoria son mucho mas complicadas que su andlogo en el contexto de
D3-branas: 4D SYM .4 = 4 y la teorfa de cuerdas tipo IIB en AdSs x S?. Cuando el acoplamiento
es débil, los calculos perturbativos en ABJM son bastante més sutiles que para muchas teorias de
campo y para muchas cantidades, estos estan dados en potencias pares del acoplamiento, mientras
que la geometria de CP? es més complicada que la de S°.
El célculo de la entropia de enredamiento fue realizado por Maldacena y Lewkowycz recientemen-
te, quienes consideraron una regién esférica con un quark pesado en el medio [87]. Mientras que
el de la energia libre plana fue realizado por Drukker, N., Marifio, M., & Putrov, empleando la
relacién que existe entre la funcién de particién de la teoria ABJM y un modelo siper-matricial en
cero dimensiones, el cual a su vez esta relacionado con un modelo matricial que describe la teoria
topolégica de Chern-Simons en el espacio lenticular [88].

El resultado exacto para la entropia de enredamiento es [87]

2N Il(ﬁ)) VALV

Sﬁlog( NN

VA

con lo cual las expansiones a acoplamiento débil y fuerte son

A3
Sw()\>>1):10gN+g—Zlog)\+

A
1) =log N — —
Sw(A < 1) =log 24+

Con estas expansiones construimos distintos aproximantes de Padé (ver apéndice , y empleando
el criterio ([1.91)), con las expresiones para los errores (1.89) (con una tolerancia de ¢ = 0,1)
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APENDICE G. ENTROPIA DE ENREDAMIENTO EN ABJM

[IN[M] () [ AT [ x| PRSI

LINM] [ LINM] | L+
[8]7] 0.42553 3,67062 x 106 | 32.3009 32.3009
[8]7] 0.432027 0.000371024 32.3205 32.3209
[7]6] 0.243326 2,81886 x 1078 | 33.5223 33.5223
[9]8] 1.93231 0.271978 25.6649 25.9369
[8[8] 13.7829 16.4183 138.331 | 154.749
[10]9] 4.17598 0.171687 45.4166 45.5883
[7[6] 0.419271 5,32903 x 107 | 32.2818 | 32.2818
6|4 0,417329 9,048 x 10 8 | 32,2847 | 32,1847
6|5 0.489872 2,1909 x 10~8 32.7546 32.7546
[6]5] 1.58242 0.00843973 26.6378 32.763

Tabla 3.4: Resultados obtenidos al aplicar el criterio al problema de la entropia de enredamiento en SYM

determinamos el valor de las variables A = 2 y A\f = 9,0. Con todo lo anterior, el criterio (1.91))
da como resultado que el mejor aproximante es el de orden [6[4], como lo muestra la Tabla 3.4.

0151

010+

0.05-

0.00

S(A) — log N

-0.10} \

2 o
-0.15] N, 2

50 60
Acoplamiento A

Figura G.1: Aproximante de Padé de orden [6]4] (morado) y el resultado exacto (azul).
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—0,041\ — 0,0018\2 + 0,014\3 + 0,025\ — 0,0267A% + 0,0245\5 — 0,000076A7 — 0,000012)%

8|7 =
8171 1+ 0,147X — 0,345)2 — 0,640\3 + 0,578\* — 0,523\% — 0,057A6 — 0,0012\7
(G.1)
18]7] = —0,041X + 0,107)\2 + 0,213 — 0,017A* — 0,286° 4+ 0,12A° — 0,0003\7 — 0,000058\8
B 1— 2,478\ —5,306A2 — 0,114X3 + 6,899\% — 2,175\5 — 0,273\6 — 0,0061\7
(G.2)
[716] = —0,041X — 0,141X2 40,0523 + 0,1392* — 0,0098\° — 0,000026A6 + 4,374 x 10~ 6\7
a 1+ 3,499\ — 00,8962 — 3,457\3 — 0,114\* + 0,015\ + 0,00045\6
(G.3)
9/8] = —0,041) + 0,0073A% — 0,013X% 4 0,039A* + 0,022X\° — 0,033\° + 0,043\7 — 0,023\% + 0,00071)°
- 1—0,072X 4 0,304)\2 — 0,915A3 — 0,630A* + 0,735A5 — 0,973A6 4 0,456\7 + 0,074\8
(G.4)
1818] = —0,0412% 4+ 0,647X3 — 0,0692\* + 0,494)\5 — 0,012X% — 11,9017 — 1,098
T 1-— 15,535\ + 1,78202 — 13,4853 + 0,483\% + 0,345\5 + 0,084\6 + 11,5577 4 1,059)\8
(G.5)
10191 = —0,0416X + 0,02922 + 0,093A% — 0,0085A* — 0,0165)\% — 0,022X% 4+ 0,0018\7 + 0,0212X% — 0,147X° + 0,0031A1°
10191 = 1—0,592X — 2,322A2 — 0,032A3 + 0,412X% + 0,583A5 + 0,013A6 — 0,512A7 — 2,617A® + 0,325\° 6
G.6
[716] = —0,041) 4 0,078A2 40,2183 + 0,086A* + 0,225X° — 0,00085X° — 0,00011\7 (@7)
o 1— 1,776\ — 5,436)\2 — 2,632\3 — 5,640\% — 0,549\° — 0,011)\6 '
6]4] = —0,041X — 0,037A2 4+ 0,0034)\3 — 0,00026\* — 5,48 x 1077A%> 41,333 x 107" \6 (G.8)
o 1+ 1,0008)\ + 0,0126A2 + 0,00047A3 + 0,00048)\4 '
6]5] = —0,041) — 0,0301A2 4+ 0,0109\3 — 0,00079X* — 1,998 x 106> 4 3,670 x 10~ "\6 (G.9)
a 140,828\ — 0,185)2 — 0,006\3 + 0,0012\% + 0,000038\° '
—0,041) + 0,0087)\2 + 0,043)\3 4 0,034\* + 0,049)\% — 0,0015\6
[6|5] — ) + ) + ) + ) + ) b (GIO)

1—0,106\ — 1,0719A%2 — 0,927X3 — 1,143X% — 0,161)\5
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Apéndice H

Energia libre en ABJM

En el caso de la energia libre plana, es posible escribir funciones de interpolacién de manera
explicita [88]:

1
. L
OnFp (N) = ZGgﬁg (2)

La expresién del acoplamiento débil en « es:

ONF (\) ~ =812\ (m (”;) - 1)

OF (\) = 213\/2 (\ — 1/24)

El acoplamiento fuerte:

Una vez més construimos los distintos aproximantes de Padé correspondientes (ver apéndice
H)), y empleando el criterio 7 con las expresiones para los errores (con una tolerancia
de £ = 0,1) determinamos el valor de las variables A\* = 0,002 y A = 0,04. Con todo lo anterior, el
criterio da como resultado que el mejor aproximante es el de orden [7|6], como lo muestra
la Tabla 3.5.
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250] ]

200] i

6/1F0(A)

0 2 4 6 8 10
Acoplamiento A

Figura H.1: Aproximante de Padé de orden [7|6] (Azul). Expansiones del acoplamiento fuerte (rojo)
y débil (verde).

1,579 4 2,263v/X + 318,481X + 457,14233/2 — 35,16822 + 60,54505/2 + 575,22223 4 416,03617/2 — 13,4134 4 2150,2729/2 — 45,995)5 4 2395,63211/2

14 1,433VX 4 4,963 + 7,47A3/2 4 1,30222 + 2,35125/2 — 37,9643 — 53,709377/2 4 66,3460% — 0,52429/2 4 27,3165
(H.1)

[11]10] =

1,579 — 0,727VX + 319,56 — 145,79223/2 4 177,122 + 205,95835/2 — 517,186A3 + 326,68377/2 — 143,2233% — 188,85329/2 + 169,761A5 + 121,317211/2

1 — 0,46V + 5,646 — 1,700423/2 41,3482 + 4,24125/2 — 55,72423 + 26,07827/2 4 33,5682% + 1,93529/2 4+ 1,38375
(H.2)

[11]10] =

1,579 — 0,480V + 322,162\ — 94,390A3/2 4 694,272)2 + 504,2615/2 — 2125,17A3 + 1016,91A7/2 + 2698,451% + 168,88819/2

1 —0,303V/X + 7,294\ + 0,02173/2 + 4,63572 + 11,12225/2 — 72,515)3 4 30,769A7/2 + 1,925)\4
(H.3)

[918] =

1,579 — 0,438v/X 4 320,15 — 86,905X3/2 4 296,2722 4 309,097A5/2 — 521,754A3 — 1426,14\7/2 — 710,533\* + 569,722)9/2

1 — 0,277V + 6,0206\ — 0,41823/2 4 3,243)2 4 0,531A5/2 — 57,492X3 — 8,101\7/2 + 6,496 \4
(H.4)

j918] =

1,579 + 4,867/ + 292,691\ + 1067,11A3/2 — 4946,6522 4 17012,425/2 4 59640,423 — 22029,1A7/2 — 12104,52% + 58056,209/2 + 15377,225

1+ 3,082V/X — 11,368 + 69,41333/2 4 103,826A2 + 200,69325/2 1 865,47423 — 335,6477/2 4 661,9940% + 175,3429/2
(H.5)

[10l9] =

1,579 — 10,162v/X 4 320,891\ — 2069,67A3/2 + 395,715X2 — 3909,27A\5/2 — 10616,7A3 — 18971,7A7/2

H.6
1 — 6,435v/X + 6,489\ — 44,683)3/2 — 26,0612 — 121,05915/2 — 216,327)3 (56)

[716] =

1,579 + 0,948v/X + 320,686 + 204,62203/2 + 428 114\2 4 2683,67A5/2 + 4251,07A3 + 1829,59\7/2
1+ 0,67/ + 6,360\ + 11,445X3/2 4+ 19,936A2 + 48,473X5/2 + 20,8623

[716] = (H.7)
1,579 — 1,877v/A + 320,801\ — 398,79503/2 + 432,222 — 4027,71A%/2 + 413,859\3 — 3507,84\7/2 + 114,76414

8|7] =
1871 1 — 1,189V X + 6,432) — 18,628\3/2 4 82612 — 75,11A5/2 — 39,9983 + 1,30867/2

(H.8)
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| INIM](\) | LINM] | LINM] [ L+1L |
11[10 6,255 x 100 | 11.4055 | 11.4055
11[10 7421 x 1077 | 5.25284 | 5.25284
98 6,106 x 107 | 16.3805 | 16.3805
98 6,234 x 1077 | 83.3654 | 83.3654
[10]9] 6871 x 10~7 | 245668 | 2.45668
[7]6] 8,035 x 109 | 0,441078 | 0,441078
[7]6] 5631 x 107 | 0.530677 | 0.530677
[8]7] 7TA37x 1079 | 5.85248 | 5.85248
[8]7] TAT6 x 109 | 0.971881 | 0.971881
[8]7] 5794 x 1079 | 1.99921 | 0.971881

Tabla 3.2 Resultados obtenidos al aplicar el criterio al problema de la energia libre en la teoria ABJM.

1,579 — 1,542v/X + 320,921\ — 296,43223/2 + 459 56612 + 2990,58\5/2 + 1062,35A3 — 2535,78\7/2 + 35345424
1 — 0,976V X + 6,508\ + 4,458\3/2 4 10,6782 + 39,8554\5/2 — 28,9143 + 4,03\7/2

(8]7] =
(H.9)

1,579 + 1,305v/X + 319,003\ + 268,902A3/2 + 85,802A2 + 1120,81%/2 4 3700,963 + 208,075A7/2 — 3139,73\%

[8‘7] = 3/2 2 5/2 3 7/2
14 0,826V + 5,294\ + 7,71423/2 4 12,8402 + 18,602)5/2 + 2,372X3 — 35,8017/

(H.10)
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