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Resumen

En este trabajo estudiamos la dispersién cadtica de una carga eléctrica por
un dipolo magnético perturbado. Este es un sistema de tres grados de libertad
abiertos que podemos estudiar con métodos simples. La dispersién cadtica en
este sistema estd determinada por las variedades invariantes estable e inestable
de una variedad invariante normalmente hiperbélica (NHIM). Las variedades
invariantes estable e inestable de la NHIM son barreras impenetrables para las
trayectorias en la variedad de energia constante. Comenzamos el analisis con
el sistema no perturbado que es simétrico ante rotaciones alrededor del eje del
dipolo magnético. Esta simetria nos permite encontrar la NHIM con ayuda de
las técnicas desarrolladas para sistemas de dos grados de libertad. Encontramos
la relacion entre las singularidades de funciones de dispersién y la variedad
estable de la NHIM y relacién entre las funciones de dispersion y la seccién de
dispersién. La mayor parte de la NHIM y sus variedades invariantes del sistema
simétrico son robustas ante perturbaciones; este hecho nos permite analizar la
dispersion caotica del sistema perturbado con la ayuda del sistema simétrico.

Si usted tiene preguntas sobre este trabajo, por favor, escriba a la direccién
francisco.glz.mty@gmail.com

Resume

We study the chaotic scattering of a electric charge in a perturbed mag-
netic dipolar field. This is a three open degrees of freedom system that we can
study with simple methods. The chaotic scattering in this system is determined
by the stable and unstable manifolds of a normally hyperbolic invariant mani-
fold (NHIM). The stable and unstable manifolds are impenetrable barriers for
the trajectories in the constant energy manifold. We start the analisis with the
unperturbed system that is symmetric under rotation around the axis of the
magnetic dipole. Using this symmetry we can find the NHIM with the tech-
niques for the two degree of freedom systems. We find the relations between the
singularities of the scattering function and the unstable manifold of the NHIM,
and the relation between scattering functions and the scattering cross section.
Most of the NHIM and their stable and unstable manifolds are robust under
perturbations; this fract allow us to analize the scattering for the perturbed
system using the unperturbed system.
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0.1. Introduccién

La dispersion cadtica es un fenémeno presente en varias areas de la fisica, por
ejemplo: la mecanica celeste, la difusién de particulas en un medio periddico, las
reacciones quimicas, la hidrodindmica, etc. En el trabajo reciente de revisién [1]
se encuentran muchos ejemplos y una discusién sobre los avances recientes en el
tema.

La dispersién cadtica es un tipo de caos transitorio [2]. En el caos las trayec-
torias tienen una forma complicada todo el tiempo, mientras que, en el caos tran-
sitorio las trayectorias tienen una forma complicada sélo en un intervalo finito
de tiempo. En ambos tipos de caos la forma de las trayectorias depende de sus
condiciones iniciales de manera muy sensible. Dos trayectorias con condiciones
iniciales muy cercanas pueden tener comportamientos muy distintos después de
algtin tiempo.

Tlustremos el fenémeno de la dispersién cadtica en el sistema con el que
empezamos el estudio. Consideremos una particula cargada que se mueve en
el campo de un dipolo magnético. El dipolo magnético se encuentra fijo en el
origen y apunta en la direccién Z, el campo magnético del dipolo es simétrico
bajo rotaciones alrededor del eje Z. Supongamos que la particula es clasica y que
no radia. Este es un sistema Hamiltoniano de tres grados de libertad abiertos con
dos integrales de movimiento, la energia F y la componente L, del momento
angular. Consideremos diferentes trayectorias de la particula con condiciones
iniciales muy similares en la region asintdtica. Supongamos que el momento
inicial p; es paralelo al vector , las coordenadas iniciales de las particulas son x;,
yi, pero la coordenada inicial z; un poco diferente; ver la figura 2.9. Al acercarse
al dipolo, las trayectorias se desvian por la influencia del campo magnético del
dipolo y después regresan a la regién asintética. El comportamiento tan distinto
entre trayectorias con condiciones iniciales semejantes es la dispersién cadtica. El
origen de la gran sensibilidad de las trayectorias respecto a condiciones iniciales
estd ligado a la existencia de trayectorias acotadas inestables. Las trayectorias no
acotadas que estén cerca de las trayectorias acotadas inestables tienen una forma
similar a las trayectorias acotadas por un intervalo de tiempo. Una trayectoria
no acotada entre més cerca este de una trayectoria acotada inestable mas se
parecera a esta.

El estudio del problema del movimiento de una particula cargada en el campo
de un dipolo magnético comenzé a principios del siglo XX con los trabajos de
Stormer [3,4]. Este modelo simple es 1til para entender el movimiento de las
particulas cargadas en el campo magnético terrestre. Con este modelo y otra
hipétesis, Lemaitre y Vallarta determinaron la distribucién de los angulos de
incidencia de los rayos césmicos en la magnetosfera superior terrestre [5, 6].
Estos trabajos son contribuciones importantes al estudio de los rayos césmicos
y la cosmologia.
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Figura 1: La dispersién cadtica de una carga por un dipolo magnético. El dipolo
magnético estd representado con una flecha. En la figura tenemos algunas trayectorias
de particulas dispersadas por el campo magnético del dipolo. Las particula viajan en
direcciéon & hasta que el campo magnético las desvia. Algunas particulas tienen un
comportamiento muy complicado en la regién cercana al dipolo.



Alrededor de la Tierra, existe una zona donde las particulas cargadas se
concentran y tienen un movimiento complicado; esta zona es llamada la campana
de Van Allen [7]. En los tltimos anos se han desarrollado misiones espaciales
para entender mas sobre la dindmica de las particulas cargadas en las campanas
de Van Allen y su relacién con las tormentas geomagnéticas [8,9].

La dispersion cadtica clasica en sistemas Hamiltonianos de dos grados de
libertad independientes del tiempo es un fenémeno bien entendido [10]. La com-
prensién del fenémeno estd ligada a la dimensién del espacio fase del sistema de
dos grados de libertad y los objetos que aparecen de manera natural dentro de
el. Veamos esto con detalle. El espacio fase de un sistema de dos grados de liber-
tad tiene dimension cuatro, una variedad de energia constante tiene dimensién
tres. Dentro las variedades de energia constante aparecen trayectorias peridédicas
de manera natural. Las trayectorias periddicas hiperbdlicas y parabdlicas estdn
relacionadas con la dispersion caética. Cada una de estas trayectorias periédicas
tienen asociadas dos superficies de dimension dos invariantes bajo el flujo. Estas
superficies invariantes se llaman variedades invariantes de la trayectoria periédi-
ca; ver la figura 2. Las variedades invariantes de las trayectorias periddicas son
fundamentales para entender la dispersién cadtica en los sistemas de dos grados
de libertad. Las variedades invariantes de dimension dos dirigen la dindmica, ya
que forman barreras impenetrables que dirigen el flujo en la variedad de energia
constante.

En el caso de los sistemas de tres grados de libertad la situacién es distinta.
También existen trayectorias periddicas que tienen variedades invariantes. Pero
segun sea el sistema, las variedades invariantes de la trayectoria periédica pueden
no ser los objetos que dirigen la dindmica [10]. Las variedades invariantes pueden
no tener la dimensién suficiente para dividir a una variedad de energia constante.

En los dltimos anos se han hecho trabajos sobre el problema de la dispersién
cadtica en sistemas Hamiltonianos de tres grados de libertad de distintos tipos:
totalmente hiperbélicos con tres grados de libertad abiertos [11], semintegrables!
con un grado de libertad abierto y dos grados de libertad cerrados [12], con tres
grados de libertad abiertos con tres canales [10]. Ain queda mucho por entender;
debido a diversidad y complejidad de los espacios fase de los sistemas de tres y
mas grados de libertad.

En algunos sistemas de tres y mas grados de libertad existen otros obje-
tos multidimensionales invariantes bajo el flujo. Algunos de estos objetos son
similares a las trayectorias periddicas hiperbdlicas de dos grados de libertad.
Estos objetos invariantes multidimensionales son las variedades invariantes nor-
malmente hiperbdlicas (Normally Hyperbolic Invariant Manifolds en inglés, que
abreviaremos como NHIM) [13]. En los sistemas de tres o més grados de liber-

1La definicién de este concepto y otros que aparecen a lo largo del trabajo estdn en el
apéndice 1.
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Figura 2: Segmentos de las variedades de la trayectoria periddica hiperbdlica en la
variedad energia constante de dimensién tres. Las variedades invariantes se cortan
transversalmente en la trayectoria periddica hiperbdlica. Tan sélo pintamos un seg-
mento de cada variedad invariante para poder visualizar. Las variedades contienen la
trayectoria periédica. Estas dos superficies pueden ser infinitas o conectar a la trayec-
toria periddica hiperbdlica con otra trayectoria periddica hiperbdlica. Cada una de
estas variedades invariantes estd formada por la unién de trayectorias. Por este motivo
forman barreras impenetrable para las demds trayectorias en la variedad de energia
constante.
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tad pueden existir NHIMs de diferentes dimensiones: las NHIMs que tienen la
menor dimensién son las trayectorias periddicas hiperbdlicas de dimensién uno
y las NHIMs que tienen mayor dimensién, tienen la dimension de la variedad
de energia constante menos dos.

Las NHIMs tienen variedades invariantes. Una caracteristica importante de
las variedades invariantes de una NHIM es que su dimensiéon es mayor que la
dimensiéon de la NHIM. Si una NHIM tiene codimensiéon dos relativa la var-
iedad de energia constante que la contiene; entonces las variedades invariantes
de la NHIM tiene codimensién uno y pueden dividir a la variedad de energia
constante. En un sistema de dos grados de libertad, las NHIMs son las trayec-
torias peridédicas hiperbdlicas y sus variedades invariantes dividen la variedad
de energia constante de dimensién tres que las contiene, vea la tabla 0.1. Las
variedades invariantes de la NHIM tienen codimensién uno relativa a la variedad
de energia constante, podemos entender la dispersion caética de los sistemas de
tres y mas grados de libertad de manera completamente andloga a la dispersion
cadtica en los sistema de dos grados de libertad. Las variedades invariantes de
la NHIM forman barreras impenetrables que dirigen el flujo [10, 14].
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Dimensiones (Codimensién relativa a la variedad de energia
constante)

Grados de libertad

Espacio fase

Variedad de energia constante

Seccién de Poincaré en la variedad de energia constante

Orbita periddica hiperbdlica

Generalizacién de una trayectoria periédica hiperbélica (NHIM)
Variedades invariantes de la NHIM

N = = NW N

Tabla 0.1 En esta tabla consideramos NHIMs con una codimension 2 relativa a
la variedad de energia constante.

En este trabajo estudiamos la dispersion cadtica de una carga por un dipolo
magnético perturbado. El sistema simétrico, con el que empezamos el estudio,
es un sistema semintegrable de tres grados de libertad se puede separar en
un sistema de dos grados de libertad y un sistema de un grado de libertad
acoplado [15]. Una parte del estudio de la dispersién cadtica del sistema de dos
grados de libertad est4 en los trabajos [16,17]. Aprovechamos el conocimiento del
sistema simétrico como punto de partida para estudiar el sistema perturbado.
Esta idea ha utilizada en el estudio de la dispersién cadtica de otros sistemas de
més de dos grados de libertad [12,18]. El sistema simétrico aparece una NHIM
de manera natural. Las variedades invariantes de esta NHIM dirigen la dindmica
en la variedad de energia constante que las contiene.

Una propiedad importante de las NHIM y sus variedades invariantes es que,
bajo ciertas condiciones, son robustas bajo perturbaciones. Esta propiedad nos
permite estudiar la dispersién cadtica de los sistema perturbados a partir de un
sistema que tenga una NHIM que conozcamos.

El objetivo de la dispersién cadtica es entender la relacién entre la dinami-
ca en la regién de interaccion con las propiedades asintéticas. El propésito de
nuestro trabajo es estudiar la dispersion cadtica en el sistema perturbado de
tres grados de libertad abiertos. En especial estamos interesados en entender
la relacion entre la seccién de dispersion y el conjunto de singularidades de la
funcién de dispersién.

Escogimos una perturbacion natural: adicionamos al campo del dipolo magnético

el campo magnético de un cuadrupolo. Estudiamos qué le sucede a la NHIM y
sus variedades invariantes al variar la magnitud de la perturbacién y sus conse-
cuencias en la dispersion cadtica de la carga eléctrica.
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El plan de esta tesis es:

= Capitulo I. Hablamos sobre las propiedades bésicas de las NHIMs y sus
variedades invariantes.

= Capitulo II. Estudiamos el sistema no perturbado, la construccién de la
NHIM, la dindmica restringida a la NHIM, la relacién entre las variedades
invariantes de la NHIM y el conjunto de singularidades de la funciones de
dispersion, y por ultimo, la relacién entre las funciones de dispersion y la
forma de seccién de dispersién.

= Capitulo III. Perturbamos al sistema con un campo magnético cuadrupo-
lar, analizamos la dindmica en la NHIM con la ayuda de un mapeo de
Poincaré y mostramos los cambios del conjunto de singularidades de las
funciones de dispersion y la seccion de dispersién.

Por dltimo, haremos un sumario, los comentarios finales y conclusiones.
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Capitulo 1

Variedades invariantes
normalmente hiperbdlicas

Las propiedades cualitativas de la dindmica generada por flujos y mapeos dis-
cretos esta ligada a las estructuras invariantes que aparecen en el espacio fase.
La estructuras invariantes son algo como el esqueleto del espacio fase ya que
contienen parte cualitativa de la dindmica. En este capitulo veremos las carac-
teristicas basicas de la estructura que dirigen la dispersién caética en problema
que estudiamos. Esta estructura esta formada por las variedades invariantes de
una variedad invariante normalmente hiperbdlica.

1.1. Concepto de variedad invariante normalmente
hiperbdlica NHIM y sus variedades invari-
antes

Las variedades invariantes normalmente hiperbdlicas NHIM son la general-
izaciéon multidimensional de los puntos fijos hiperbdlicos; el ejemplo mas sencillo
de una NHIM es una trayectoria periddica hiperbdlica. La dindmica alrededor
de un punto fijo hiperbdlico estd determinada por los eigenvalores y los eigen-
vectores de la aproximacién lineal del campo vectorial que define al sistema
de ecuaciones diferenciales. En el caso de las trayectorias periddicas, utilizamos
el mapeo de Poincaré para analizar la dindmica alrededor de la trayectoria
periédica: a una trayectoria periédica le corresponde un punto fijo en el mapeo
de Poincaré. La aproximacién lineal al mapeo de Poincaré en el punto fijo del
mapeo determinan la dindmica alrededor de la trayectoria periddica [19]. De
igual manera, la dindmica alrededor de la NHIM estd determinada por aproxi-
macion lineal a la dindmica en la NHIM [13].
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Figura 1.1: La trayectoria periddica hiperbdlica « y sus variedades invariantes W*(y)
y W*(~). Las flechas en las superficies son segmentos de trayectorias. Las trayectorias
en la variedad estable W?(+) convergen a la trayectoria periédica v y las trayectorias
en la variedad inestable W*(v) se alejan de la trayectoria periédica . En el mapeo
de Poincaré las variedades invariante se definen de manera andloga. La interseccién
de las variedades W*°(y) y W*(v) con la superficie de Poincaré forman las variedades
invariantes W*(Xo) y W*(Xo) del punto fijo hiperbdlico Xo. El eigenvector del punto
Xy estable es tangente a W*(Xo) y el eigenvector inestable del punto Xy es tangente
a Wu(X()).

Consideremos una trayectoria periddica hiperbdlica v en el espacio de tres
dimensiones R3. Consideremos un punto en la trayectoria periédica hiperbélica
y al vector tangente a la trayectoria periédica. El vector tangente estda dado por
el campo vectorial que define al flujo en dicho punto. Tomemos la superficie
de Poincaré cuyo vector normal es paralelo al vector tangente a la trayectoria
periédica en el punto; ver la figura 1.1. El punto fijo hiperbdlico Xy del mapeo
de Poincaré tiene dos eigenvectores y dos eigenvalores. Estos dos eigenvectores
nos definen dos direcciones y dos subespacios invariantes bajo la aproximacién
lineal al mapeo. En el subespacio estable E*(Xy) las trayectorias de la dindmica
linealizada son atraidas hacia el punto fijo hiperbdlico X, mientras que en el
subespacio inestables E®(Xj) las trayectorias de la dindmica linealizada son
repelidas del punto Xj. Los eigenvalores miden qué tanto se acercan y alejan
las trayectorias en estas dos direcciones.

La propiedad importante de las trayectorias en una vecindad alrededor de
la trayectoria periddica hiperbdlica v es que las trayectorias en esta vecindad
se alejan o acercan en la direcciones normales mas rapido de lo que avanzan en
la direccién tangente a la trayectoria periddica. Esta propiedad esta ligada a su
persistencia bajo perturbaciones como veremos maés adelante.



En el caso de las NHIM de mas dimensiones pasa algo similar. Las NHIM de
mas dimensiones también tienen sus variedades invariantes estable e inestable,
esta es la propiedad esencial que las define. Las variedades estable e inestable
de una NHIM M las denotamos por W*(M) y W*(M) respectivamente.

La variedad estable W*#(M) esté definida como el conjunto de trayectorias
tales que tienden a la NHIM M cuando ¢ — co.

La variedad inestable W" (M) estd definida como el conjunto de trayectorias
tales que tienden a la NHIM M cuando ¢t — —o0.

La NHIM M estd contenida en la intersecciéon de W?#(M) con W*(M), es
decir, M C W*(M) N W*(M). Las variedades invariantes de M también se
pueden intersectar en mas lugares, como veremos mas adelante.

1.2. Persistencia bajo perturbaciones

Una pregunta importante para los sistemas fisicos es si las estructuras que
aparecen en el espacio fase son robustas bajo perturbaciones. De alguna man-
era general para las variedades invariantes, la inestabilidad dindmica esta es-
trechamente relacionada a la persistencia bajo perturbaciones.

Para darnos un idea de la relacién entre la inestabilidad dindmica y la es-
tabilidad bajo perturbaciones, consideremos el caso mas simple: un punto fijo
hiperbédlico Xy de un flujo. Encontrar un punto fijo Xy de un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales X = f (X) es relativamente simple: tan sélo
tenemos que resolver la ecuacién no lineal f(X,) = 0. Probar la persistencia
de un punto fijo hiperbdlico de un flujo bajo perturbaciones también es sim-
ple; veamos lo con detalle. Consideremos la funcién auxiliar G(X,¢) = f(X) +
€g(X), donde eg(X) es la perturbacién. Por definicién G(Xo,0) = f(Xo) =0y
DxG(Xo,0) = Dx f(Xo). Si el punto fijo es hiperbdlico, ninguno de los eigenval-
ores de Dx f(Xo) es cero, o equivalentemente det Dx f(Xo) # 0. Por el teorema
de la funcién implicita! para la funcién auxiliar G(X,€) = f(X) + eg(X), ten-
emos que, para € suficientemente pequeno, la ecuaciéon G(X,e) = 0 define a
la funcién Xy(€). Por lo tanto, el punto fijo hiperbdlico persiste bajo cualquier
perturbacion con e suficientemente pequena.

El analisis de la estabilidad de una trayectoria periédica hiperbdlica lo pode-
mos reducir al problema de la estabilidad de un punto fijo hiperbdlico en un
mapeo discreto X,,11 = f(X,) con la ayuda del mapeo de Poincaré. El pro-
cedimiento para probar la persistencia es totalmente andlogo. Tan s6lo tenemos
que resolver la ecuacién X,, — f(X,,) = 0 para encontrar el punto fijo del mapeo
y considerar la funcién G(X,,¢€) = f(X,) + eg(X,,) para probar la estabilidad
del punto fijo hiperbdlico del mapeo. Un punto fijo de un mapeo es persistente

1Una prueba basada en ideas geométricas del teorema de la funcién implicita se encuentra
en [20].



bajo perturbaciones si todos los eigenvalores del mapeo linealizado son distintos
de uno. Si alguno de los eigenvalores fuera uno entonces no esté garantizada la
persistencia bajo perturbaciones.

Encontrar una variedad invariante no es una tarea sencilla, es necesario saber
con detalle la estructura del espacio fase del sistema. En general no tenemos un
método, ni siquiera numérico, para encontrar variedades invariantes. En un caso
concreto, probar que un sistema tiene una variedad invariante bajo el flujo puede
ser una tarea extraordinaria. La dindmica interna en una variedad invariante
M puede ser muy rica: pueden contener puntos fijos, trayectorias periddicas,
cuasiperiddicas, e incluso su dindmica puede ser cadtica [13]. Recientemente
aparecié un trabajo en donde prueban la existencia de un tipo NHIMs sin la
necesidad de partir de un caso no perturbado donde se conozca una NHIM [21].
El método esta diseniado para implementarse en una computadora.

Existen tres diferentes tipos NHIM que generalizan a los puntos fijos inesta-
bles y diferentes teoremas de persistencia bajo perturbaciones:

s La NHIM compacta sin frontera [13,22,23].
= La NHIM no compacta con geometria acotada [24].

s La NHIM compacta con frontera [13,25,26]

Las pruebas de persistencia bajo perturbaciones estan basadas en las propiedades
del flujo en una vecindad de la NHIM. En esencia, bajo la dindmica linealizada
las tazas de crecimiento y decrecimiento de los vectores normales a la NHIM
dominan a las tazas de crecimiento y decrecimiento de los vectores tangentes a
la NHIM [14]. Al deformar un poco el campo vectorial con una perturbacion esta
propiedad no cambian mucho. Las pruebas de persistencia son largas y técnicas,
recomendamos al lector interesado leer las pruebas en los trabajos [13,22-26].

Veamos en un ejemplo simple que significa que bajo la dindmica linealizada

las tazas de crecimiento y decrecimiento de los vectores normales a la NHIM
dominan a las tazas de crecimiento y decrecimiento de los vectores tangentes
a la NHIM. Consideremos una trayectoria periédica hiperbdlica v de periodo
T en el espacio de tres dimensiones. Tomemos un punto Xy en una trayectoria
periédica v y linealizamos el campo vectorial f que define al flujo en ese punto.
El sistema de ecuaciones que obtenemos es ¢ = D f(X (¢))¢. La matriz D f(X (t))
es una matriz de periodo T de dimension 3 x 3. La solucién del sistema es la
matriz fundamental X (¢t) = Z(t)e'®, donde Z(t) tiene periodo T. En particular
podemos escoger X (0) = Z(0) = I, entonces X (T) = Z(T)eT! = Z(0)efiT.

La estabilidad de la trayectoria periddica v estd determinada por los eigen-
vectores de la matriz fundamental e”®. Los eigenvalores de la matriz funda-
mental son los multiplicadores de Floquet. Uno de los eigenvectores de e ? es
tangente a «. El multiplicador de Floquet asociado a la direccion tangente a
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~ siempre es uno. Escogiendo una base apropiada podemos hacer que la 1lti-
ma columna de e?® sea (0,0,1)7. La matriz de la linealizacién del mapeo de
Poincaré es la matriz que obtenemos de eliminar la dltima fila y la tltima colum-
na de e’ ®. Entonces, los dos primeros multiplicadores de Floquet son los eigen-
valores de la linealizacién del mapeo de Poincaré [19]. Para un punto hiperbdlico
en el mapeo los eigenvalores son reales y distintos de uno. El eigenvalor asociado
a W*(Xy) es mayor que uno. El vector unitario normal a vy que més crece al
TR o5 el eigenvector normalizado tangente a W*(Xj), el eigenvalor
asociado nos dice cuanto crece el vector. El eigenvector normal tangente a

aplicarle e

no crece. Por lo tanto, el cociente entre el multiplicador de Floquet asociado a
la direccion de ~v y el eigenvalor asociado a la variedad inestable es menor que
uno. Si invertimos la direccién del tiempo en el argumento tenemos una relacion
similar.

En el sistema que estudiamos aparece una NHIM compacta con frontera.
Para una NHIM con frontera el campo vectorial que define el flujo es siempre
tangente a la NHIM. Para la prueba de persistencia es necesario que en la fron-
tera de la NHIM exista una barrera que sea persistente ante perturbaciones para
evitar que las trayectorias crucen las frontera y la NHIM deje de ser invariante.
Los otros dos tipos de NHIM no tienen frontera por lo que no es necesario este
elemento en las prueba de persistencia bajo perturbaciones. Los elementos que
aparecen en el teorema de persistencia de NHIM compacta con frontera y sus
variedades invariantes estan en el apéndice I.






Capitulo 2

Sistema simétrico: el dipolo
magnético

En este capitulo estudiamos el del sistema simétrico tal como lo hicimos
en [27]. Aprovechamos que el sistema simétrico de tres grados de libertad es sem-
integrable, la componente del momento angular L, es una integral de movimien-
to como la energia E. La integral de movimiento L, nos permite reducir el sis-
tema de tres grados de libertad a un sistema de dos grados de libertad més un
sistema de un grado de libertad. La dindmica del sistema de un grado de liber-
tad depende de la dinamica del sistema de dos grados de libertad. Las técnicas
para estudiar los sistemas de dos grados Hamiltonianos son bien conocidas [28].
En los sistemas de dos grados de libertad la variedad de energia constante es
tridimensional; vea la tabla 0.1. Las variedades invariantes estable e inestable
de las trayectorias periédicas hiperbdlicas son bidimensionales y forman una
estructura que dirige la dispersién cadtica en la variedad de energia constante
tridimensional.

Después de estudiar con detalle el sistema de dos grados de libertad con-
struimos la NHIM M del sistema de tres grados de libertad y sus variedades
invariantes estable W*(M) e inestable W*(M). Utilizamos la continuidad de
las trayectorias periddicas hiperbédlicas, sus variedades invariantes del sistema
de dos grados de libertad y la de las soluciones del grado de libertad al variar
L, para unir estas variedades de manera continua. Asi obtenemos la estructura
que dirige la dindmica del sistema de tres grados de libertad en las variedades
de energia constante de cinco dimensiones.

También estudiamos la dindmica en la NHIM M; las propiedades de la
dindmica en la M son importantes, ya que nos dan informacién sobre la esta-
bilidad de M, W#(M) y W*(M) cuando perturbamos al sistema.



Por ultimo, estudiamos las propiedades que se pueden medir facilmente en
un experimento de dispersién, la seccién de dispersion, y explicamos la forma
de la seccién de dispersién en base a las propiedades de variedades invariantes
de M de este sistema de tres grados de libertad abiertos.

2.1. La funcion Hamiltoniana

En esta seccion analizaremos la funcién Hamiltoniana de una particula car-
gada de masa m y carga g que se mueve en el campo de un dipolo magnético fijo
en el origen que apunta en la direccién Z. Con la funcién Hamiltoniana podemos
calcular numéricamente las trayectorias de las particulas dispersadas. Con las
trayectorias calculamos las funciones de dispersién y la seccién de dispersion.
La funciéon Hamiltoniana de una particula cargada en un campo magnético es

_ 1 = 2
H—Zm(p qA)*.

El potencial vector A asociado al campo magnético del dipolo que apunta
en Z en coordenadas cartesianas es

- - R x
A= Adipolo = _J\[zi + Mz_ya

rR RS
donde R es la distancia al origen y la constante M, es la magnitud del momento
dipolar del dipolo.

El campo magnético del dipolo es simétrico bajo rotaciones alrededor del eje
definido por el vector momento dipolar. Por lo tanto, las coordenadas naturales
para describir la posicion de la particula en este campo magnético son las co-
ordenadas cilindricas estandar p, ¢, z. La funcién Hamiltoniana de la particula
cargada en el campo del dipolo magnético en coordenadas cilindricas es

L p 2
P +p + <—Z - quﬁ> :
P (p? + 22)2

donde L, = pg es la componente z del momento angular. L. es el momento
conjugado a la coordenada ¢. La coordenada ¢ no aparece explicitamente en H

1
2m

por tanto tenemos que L, es una integral de movimiento.



Las ecuaciones de movimiento de una particula cargada en el campo del

dipolo son:
dp O0H p,
dt — dp, m
dp, _ OH _ py  3(gM.)?p°  (aM.)’p  3qM.pyp
dt ap  mp®  m(p?+ 22t m(p? +22)3 m(p? 4 22)3
dz O0H p,
dat  Op. m
dp.  OH  3(qM.)*p*z  3qM.psoz
it~ 0z m(p? +22)% m(p? + 22)3
dp oOH s qM,
dt Bpy  mp? m(p? + 22)3
dps _ _OH _
dt 96

La funcién Hamiltoniana en coordenadas cilindricas tiene una propiedad es-
pecial que facilita el estudio, existe una relacion entre las integrales de movimien-
to E'y L, que nos permite ver todo el escenario sin la necesidad de variar ambas
integrales de movimiento [29] y [30]. Es posible fijar el valor de una integral de
movimiento y variar la otra para ver todo el escenario. En nuestro estudio nos
conviene fijar el valor de F y variar L,. Para saber como son las soluciones para
otros valores de E tan sélo hay que recalar el tiempo y longitud. Los valores que
escogimos para realizar los calculos numéricos® son £ = 0.05, m = ¢ = M, = 1.

2.2. El sistema de tres grados de libertad y el
sistema de dos grados de libertad asociado

La integral de movimiento L, nos permite obtener al dngulo ¢(¢) si cono-
cemos p(t) y z(t); ver las ecuaciones de movimiento. Entonces el sistema de
tres grados de libertad es equivalente a un sistema de dos grados de libertad
parametrizado por L., mas un sistema de un grado también pormenorizado por
L,. La dinamica del sistema de un grado de libertad esta determinada por la

1Las soluciones numéricas a las ecuaciones de movimiento las calculamos con la librerfa
GSL para el lenguaje C. El integrador que utilizamos es Runge-Kutta—Dormand—Prince de
orden 8. Las soluciones las calculamos en coordenadas cartesiana rectangulares. Para ver mas
detalles sobre los cédlculos numéricos vea el apéndice 2.



dindmica del sistema de dos grados de libertad; vea las ecuaciones de movimiento
del sistema.

A continuacién estudiaremos las estructuras que dirigen a la dispersién
cadtica del sistema de dos grados de libertad para cada valor del parametro
L, y después veremos qué pasa cuando tomamos en cuenta el tercer grado de
libertad ¢. Al ser L, una integral de movimiento, podemos pensar que para cada
valor fijo de L, la funcién Hamiltoniana del sistema de tres grados de libertad
corresponde a la funcién Hamiltoniana de un sistema de dos grados de libertad,
py z. El potencial efectivo del sistema de dos grados de libertad es

2

=g (B a2’
m\ p (p* +22)2
En la figura 2.1 mostramos una grafica del potencial en escala de colores para
un valor de L, = 1. El potencial tiene su valor minimo en la curva cerrada
definida por la ecuacién L./p = ¢M.p/(p* + 22)%. El punto (p = 2¢M. /L., z =
0,Vy. = L*/(32m(qM.)2) es un punto silla del potencial. En el punto silla, el
potencial tiene un maximo en la direccién p, ver figura 2.2, y un minimo en la
direccién z. Si p — oo el potencial tiende a cero y si p — 0 el potencial tiende a
infinito, excepto en la curva del minimo. En el interior de la curva del minimo
el potencial también tiende a infinito, formando una barrera cilindrica infinita;
ver figura 2.1.

La forma del potencial efectivo Vi_(p, z) nos ayuda a entender el compor-
tamiento de las particulas. En un experimento de dispersion, algunas de las
particulas que vienen de la regién asintdtica entran a la cuenca del potencial y
quedan momentaneamente atrapadas, oscilando en las dos direcciones z y p de
manera complicada. Después de un tiempo finito, casi todas las particulas salen
de la cuenca y regresan a la regién asintética?.

2.3. Las trayectorias periddicas hiperbdlicas del
sistema de dos grados de libertad

Al variar el valor del momento angular L., el potencial efectivo Vi _(p, 2)
cambia y tenemos distintos comportamientos de la dispersién. Para el valor
L, max = (qu)2(32mE)% ~ 1.124 el punto silla del potencial tiene el mismo
valor que la energia. El punto silla del potencial genera un punto fijo hiperbdlico
en el sistema de dos grados de libertad. Al disminuir un poco el valor de L, el
potencial efectivo evaluado en el punto silla disminuye y el punto fijo hiperbélico
se transforma en una trayectoria periddica hiperbdlica vy, .. La trayectoria vz,

2Existe un conjunto de trayectorias que permanece atrapado por siempre y nunca regresa
a la region asintética, este conjunto de trayectorias es la variedad estable de la NHIM del
sistema, més adelante hablaremos de este conjunto y su relacién con la dispersién.
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Figura 2.1: Potencial efectivo Vi (p, z) para L. = 1, la curva cerrada verde oscuro es
donde el potencial alcanza su valor minimo, Vi _(p, z) = 0. La curva verde claro es la
curva de nivel correspondiente a la energfa del punto silla del potencial. Vi_|silla=g =
L.* /32m(qMZ)%. El punto silla del potencial se encuentra donde la curva se cortan
consigo misma p ~ 2. En las zonas blancas el potencial tiene un valor mayor al valor
méximo de la escala de colores. La curva azul corresponde a la trayectoria periédica
hiperbdlica generada por la silla de potencial.
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Figura 2.2: Potencial Vi, (p,z) para L, = 1 y z = 0. El mdximo de esta gréfica
corresponde al punto silla del potencial en Vi (p = 2/L.,0) = Lz4/32m(qu)%. El
minimo del potencial es la curva definida por Vi, (p =1/L.,0) = 0.

oscila en la direcciones z y p. En la figura 2.1 la trayectoria periédica hiperboli-
ca asociada al punto silla del potencial es la curva azul. La amplitud de la
trayectoria vz, aumenta conforme disminuimos el valor de L, hasta que final-
mente la trayectoria periédica desaparece en L min ~ 0.886 en una bifurcacién
silla—centro; ver figura 2.3.

El conjunto de trayectorias periédicas hiperbdlicas {71}, es esencial para
entender la dispersion cadtica en el sistema que estudiamos. Para L, entre
L, mina ¥ Lz max la dispersién es caética. El caos transitorio es generado por
las variedades invariantes de «r,,. En la préxima seccién veremos con mas de-
talle el origen del caos transitorio con la ayuda de un mapeo de Poincaré.

El espacio fase de un sistema de dos grados de libertad tiene dimensién cu-
atro, por la conservacion de la energia podemos reducir la dindmica del sistema
a la dindmica en una variedad de energia constante tridimensional. Podemos
utilizar las coordenadas p, p,, z para ubicar un punto en esta variedad; la coor-
denada p, esta determinada por la conservacion de la energia. En esta variedad
tridimensional las variedades invariantes de una trayectoria periddica hiperbdli-
ca ~r, son superficies bidimensionales que se cortan transversalmente en la
trayectoria vy, ; ver la figura 1.1.

Cada trayectoria periédica hiperbdlica ~r,, tiene dos variedades invariantes:
la variedad estable W#(vyr.) y la variedad inestable W*(~y_). Las variedades
We(vr.) y W*(vL,) son barreras impenetrables que dividen la dindmica en la
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Figura 2.3: Trayectorias periédicas hiperbdlicas vz, en el plano p—z. El punto de la
derecha es el punto fijo hiperbdlico con L. max. Las demds trayectorias tiene L, =
0.89,0.9,...,1.12.

variedad de energia constante tridimensional, esto se debe a que las variedades
son no acotadas y la invariancia bajo el flujo de W?o(vyr.) y W¥(vL.).

Expliquemos con mds detalle por qué las variedades invariantes W*(yr.) y
W(yr.) dividen la dindmica la una variedad de energfa constante. Consider-
emos una regién de la variedad de energia constante que tiene como fronteras
segmentos de las variedades W*(yr,) y W*(vyL.). Supongamos que una trayec-
toria dentro de esa regién cruzara a una variedad invariante de vy, _. Entonces la
trayectoria tendria un punto en una variedad invariante. Pero si la trayectoria
tiene un punto en la variedad invariante, entonces toda la trayectoria esta con-
tenida en la variedad invariante, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, la
trayectoria no la puede salir de la regiéon que tiene como fronteras a segmentos
de las variedades invariantes W*(yr,) y W¥(vyr,). El argumento es independi-
ente de la dimensién; tan sélo necesitamos que la codimension de las variedades
invariantes relativa a la variedad de energia constante sea uno.

En este sistema, las variedades W#(vyr.) v W"(yL.) se cortan transver-
salmente en varios lugares generando una estructura topolégica complicada en
el espacio de tres dimensiones. En la siguiente secciéon veremos con mas detalle
esta estructura topoldgica con la ayuda del mapeo de Poincaré.
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2.4. Mapeo de Poincaré del sistema de dos gra-
dos de libertad

Un mapeo de Poincaré es una herramienta titil para visualizar la estructura
de las variedades invariantes de una trayectoria periédica ~r,,. Consideremos la
interseccion de trayectoria yr_ con una superficie de Poincaré bidimensional ¥;
ver la figura 1.1. Cambiamos el estudio de las trayectorias en el la variedad de
energia constante tridimensional por el estudio de un mapeo discreto de menor
dimension en la superficie ¥. Elegimos como superficie de Poincaré ¥ al plano
z = 0. Las trayectorias periddicas ~z,, cortan transversalmente esta superficie.
Las coordenadas en la superficie ¥ son p y p,; sélo tomamos las intersecciones
con p, > 0 para que las trayectorias periddicas sean puntos fijos en el mapeo de
Poincaré.

Una manera de localizar numéricamente la trayectoria periédica hiperbdlica
vr, es aprovechando que esta trayectoria tienen p, = 0 cuando cruzan el plano
z = 0 [16]. Esto se debe a que el potencial en el punto silla tiene el minimo
en la direcciéon z y a la simetria del potencial en direccién z. La trayectoria
periddica vy, se cortan la superficie ¥ en un punto. Este punto es un punto fijo
hiperbdlico del mapeo de Poincaré que denotamos por Xy, . Todos los puntos
fijos X1, estan en la linea p, = 0. Para encontrar al punto fijo X, tomamos
condiciones iniciales en un segmento de una linea recta p, = 0 en la superficie
de Poincaré ¥; como se muestra en la figura 2.4, y apliquemos el mapeo de
Poincaré a este segmento de recta. Para L, entre L, min ¥ L; max, la recta
de condiciones iniciales y su imagen se cortan. La interseccién con p mayor
corresponde a la trayectoria periédica hiperbdlica vy, _; la interseccién con menor
p corresponde a otra trayectoria periddica.

Las variedades W¥(yr.) vy W#(~z.) cortan con la superficie . La intersec-
cién de cada variedad con la superficie de Poincaré es una linea. Ambas lineas
se cortan en el punto fijo X,_. Estas dos lineas son la variedad estable W* (X, )
e inestable W"(Xp,_) del punto fijo X . Las variedades W*(Xr_) y W*(XL.)
se cortan transversalmente una infinidad de veces, formando una estructura
topolégica llamada marana homoclinica [31]. En este caso, la marana homo-
clinica es simétrica con respecto al eje p, debido a la simetria p, — —p, de H,
ver figura 2.5. Los segmentos de linea rojos son segmentos de las variedades esta-
bles W*(XL.) y los segmentos verdes son segmentos de las variedades inestables
W(Xr.).

Para graficar un segmento de W* (X ), construimos un segmento de recta
paralelo al eigenvector estable del punto hiperbdlico X, .. El punto inicial es un
punto muy cercano al punto fijo X, en la regién donde podemos aproximar al
mapeo por su aproximacién lineal. El punto inicial estd sobre la recta tangente
a la variedad inestable W*(Xp_). Tomamos el punto final del segmento como
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Figura 2.4: Mapeo de Poincaré de un segmento de recta contenido en el plano p,—p
con p, = 0y z = 0. La linea de color azul es la linea de condiciones iniciales con
pp = 0. Al aplicar el mapeo de Poincaré a la linea azul obtenemos la linea morada.
Cada interseccién entre ambos segmentos corresponde a una trayectoria periddica; la
interseccién de mayor p es la trayectoria periédica vz, .

la iteracion del punto inicial del segmento. Después iteramos varias veces el
segmento para construir un segmento de variedad W* (X, ). La variedad estable
W#(Xp,) es la reflexién de la variedad inestable W*(X7,.) respecto al eje p.

Al 4rea encerrada entre un segmento de W#(Xy,_) y otro segmento de W* (X,
le llamamos l6bulo; cada regién de color amarillo en la figura 2.5 es un 1é6bulo.

z

Una propiedad importante es que al aplicar el mapeo de Poincaré al 16bulo Ly,
su imagen es el 16bulo L1, como se muestra en la figura 2.5. Esta propiedad
se debe a que las variedades invariantes W*(yz.) y W#(yr,) forman tubos que
dan vueltas alrededor del eje Z como la trayectoria periédica vr,,. Estos tubos
dirigen las trayectorias que estdn dentro de cada tubo; las fronteras de los 16bu-
los corresponden a las intersecciones de un tubo con la superficie de Poincaré 3.
El mapeo de Poincaré nos permite ver con detalle la estructura de la marana
homoclinica y la dindmica.

A continuacién mostramos algunas graficas de las maranas homoclinicas para
distintos valores de L,; ver la figuras 2.6 y 2.7. En el mapeo de Poincaré para
L min, €l punto fijo hiperbdlico X, nace de una bifurcacién silla—centro junto
con un punto eliptico [16]. Para el valor de L, = 0.91 la marafia homoclinica
forma una herradura Smale completa. Al incrementar el valor de L, los 16bulos
de la herradura se enroscan hasta dar una infinidad de vueltas; ver figura 2.7(b).
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Figura 2.5: Dindmica de los puntos contenidos en un lébulo de la marafia homoclinica.

Si incrementamos mas el valor de L, los lébulos se desenroscan y las herraduras
formadas por las maranas se vuelven maés simples. Finalmente la marana desa-
parece en el valor L, .x. La trayectoria periédica 77, max choca con el punto
silla del potencial y el punto hiperbdlico X7, max del mapeo desaparece.

2.5. Construccion de la NHIM y sus variedades
invariantes para el sistema de tres grados de
libertad

Ahora veamos la relacién entre las estructuras que dirigen la dindmica del
sistema de dos grados de libertad y las estructuras que dirigen la dinamica
del sistema de tres grados de libertad. Consideremos la trayectoria periddica
hiperbdlica v, del sistema de dos grados de libertad y la trayectoria asociada del
sistema de un grado de libertad. Supongamos que al tiempo ¢ = 0 la trayectoria
en el sistema de un grado de libertad tiene un angulo ¢g. Si componemos a la
trayectoria vy, del sistema de dos grados de libertad con su trayectoria asociada
del sistema de un grado de libertad formamos una trayectoria en el sistema de
tres grados de libertad. Denotemos por I'z, _ ¢, a esta trayectoria. Las trayectorias
I'z. .4, son periédicas sélo cuando la frecuencia de oscilacién de la trayectoria
~r, es conmensurable con la frecuencia de oscilacién en ¢; la mayoria de las
trayectorias I'z,_ ¢4, son cuasiperiédicas. Las trayectorias I'z,_ ¢, del sistema de
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Figura 2.6: Maranas homoclinicas para distintos valores de L.. En la seccién sobre
las singularidades de las funciones de dispersién hablaremos sobre las lineas azules.
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Figura 2.7: Maranas homoclinicas para distintos valores de L.. En la seccién sobre
las singularidades de las funciones de dispersiéon hablaremos sobre las lineas azules.
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Figura 2.8: Segmento de la trayectoria cuasiperiédicas I'r, 4, del sistema de tres gra-
dos de libertad con L, = 1 en el espacio de configuracién en coordenadas cartesianas.

tres grados de libertad forman la base de las estructuras que son importantes
para entender la dispersién cadtica en este sistema.

Una manera de entender como se forman las trayectorias I'y, 4, en el sis-
tema de tres grado de libertad es la siguiente. El potencial efectivo Vi,_ . (p,2)
evaluado en el punto silla tiene el mismo valor que la energia. El punto silla
del potencial genera un punto fijo en sistema de dos grados de libertad. A este
punto fijo de sistema de dos grados de libertad le corresponde una trayectoria
periédica en el sistema de tres grados de libertad. En el espacio de configuracién
en coordenadas cartesianas, esta trayectoria periédica forma un circulo de radio
p = 2qM /L, max contenido en el plano z = 0. La integral de movimiento L.,
implica que el dngulo ¢(t) de esta trayectoria crece de manera constante. Al
disminuir el valor de L, el valor de V7 (p, z) en el punto silla disminuye y se
forma una trayectoria I'7,, 4, que oscila en la direcciones z y p mientras avanza
en el angulo ¢, como se muestra la figura 2.8. Entre mdas grande es el valor de
L, més grande es la amplitud de las oscilaciones en z y p. Finalmente para el
valor L, min la trayectoria vy, desaparece en una bifurcacién silla—centro y las
trayectorias I',_ ¢, también desaparecen.

En la figura 2.9 se muestran segmentos de las trayectorias I'r_ 4,—0 en el
espacio de configuracién. Las trayectorias crecen en ¢ mientras oscilan en la
direcciones z y p al avanzar el tiempo. La conservacién de L, implica que el
angulo ¢ crece de manera constante en cada iteracién del mapeo de Poincaré.
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Figura 2.9: Un segmento de las trayectorias 'y, 4, en el espacio de configuracién en
coordenadas cartesianas. Todos los segmentos inician en el plano de Poincaré z = 0
con momento p, > 0, angulo inicial ¢o = 0 y terminan hasta volver a cortar con el
plano de Poincaré con momento p, > 0.

El ndmero de rotacién v(L,) de las trayectorias I'z, 4, es la fraccién de
revolucién que avanza la trayectoria en la coordenada ¢ al dar una revolucién
completa en la coordenada z. En la figura 2.10 vemos que el nimero de rotaciéon
v(L,) estd alrededor de v = 1/2 y crece al aumentar L,. Mas adelante veremos
que la dependencia de v con respecto a L, tiene consecuencias importantes en
la dindmica en la NHIM al perturbar el sistema.

La NHIM M del sistema de tres grados de libertad estd formada por la
unién de todas las trayectorias I'z, | 4,, donde el valor de L, estd entre L, min ¥
L. max ¥ ¢o estd en la circunferencia unitaria S' que representa el espacio de
configuracion del sistema de un grado de libertad:

M= Trog=Jr. x 8"
.

L.,¢0

La variedad M es una variedad con dos fronteras: una frontera tiene L, max
y la otra frontera tiene L, nin. La dimensién de M es la suma de la dimensién
Uz, 7. vy la dimensién de S1. La dimensién de UL, 7. es dos y la dimensién
de S es uno, por tanto, la dimensién de M es tres.

De manera analoga, las variedades estable e inestable de M estan formadas
por la unién de las variedades invariantes de I'z, _ 4, .

20



0.55 F g

0.45 F 1

04 F g

0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

Figura 2.10: Nudmero de rotacién de las trayectorias I'r,, 4, como funcién de L..

W M) = | W (T 6) =W (e, ) x S
L.,¢0 L,

La dimensién de W3/%(M) es la dimensién de M més uno. Por lo tanto, la
dimensién de W#/*(M) es cuatro. Las variedades invariantes de M dividen el
conjunto de nivel de energia constante de dimension cinco del sistema de tres
grados de libertad.

Para visualizar mejor a M y a sus variedades invariantes utilizamos la su-
perficie de Poincaré z = 0, esta vez dentro una variedad de energia constante
de cinco dimensiones. Las coordenadas del mapeo de Poincaré para el sistema
de tres grados de libertad son p, p,, ¢ y L.. El mapeo de Poincaré del sistema
de tres grados de libertad es la pila de los mapeos de Poincaré del sistema de
dos grados de libertad parametrizado por L., producto cartesiano con S que
representa los valores del dngulo ¢. En la figura 2.12 tenemos un esquema de la
estructura del mapeo de Poincaré de M. La estructura topolégica formada por
Ws(M) y W*(M) es una generalizacién de la marafia homoclinica.

Ahora veamos cémo es la dindmica normal a M. En la figura 2.11 mostramos
el eigenvalor \) (L) del punto hiperbdlico fijo X del mapeo de Poincaré del
sistema de dos grados de libertad en funcién de L,. Recordemos que este mapeo
de Poincaré es un mapeo simpléctico, el otro eigenvalor es 1/\, . Para el valor
L, win el eigenvalor Ay (L, min) = 1, el punto fijo X1, min €s un punto parabdlico,
no es robusto bajo perturbaciones. Por lo tanto, las trayectorias cuasiperiédicas

I'L, iin,¢o 10 son TObustas bajo perturbaciones. La NHIM M no es robusta bajo
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Figura 2.11: Eigenvalor A del punto hiperbédlico X1 como funcién de L.

perturbaciones en su frontera con L min, donde la dindmica normal no domina
a la dindmica tangencial. En la otra frontera el eigenvalor estd lejos de uno,
AL (L max) = exp(208, Vi o0 /02 Vi ) |silla = exp(27(2/3)7) & 170 [16].
En esta frontera M es robusta bajo perturbaciones.

Las tangencias entre W?* (M) y W*(M) generalmente sélo ocurren en l6bulos
de orden alto por lo que la estructura de los 16bulos de orden bajo no cambia.

Al perturbar el sistema las variedades W*(M) y W*(M) se deforman. La
estructura de la marana formada por ambas variedades cambia poco: s6lo hay
cambios en los lugares donde existen tangencias entre W*5(M) y W*(M). Al
perturbar el sistema las tangencias entre las variedades W*#(M) y W* (M) desa-
parecen. Para visualizar la marana del sistema de tres grados de libertad pode-
mos utilizar el mapeo de Poincaré. La robustez de la estructura de la marana
estd ligada a la robustez del escenario de desarrollo de las maranas homoclinicas
en el mapeo de Poincaré del sistema de dos grados de libertad. La robustez del
escenario de desarrollo de las maranas homoclinicas en los mapeos bidimension-
ales estd explicada en [32]. Las tangencias entre W*(M) y W¥(M) se dan en
l6bulos de orden alto en la marana. Por lo tanto, la generalizacién de la marana
homoclinica del sistema de tres grados de libertad tiene el mismo tipo de ro-
bustez que el escenario de desarrollo de la marana homoclinica del sistema de
dos grados de libertad bajo perturbaciones. Este comportamiento se da en casi
todo el intervalo de L, donde existe M, con excepcion de la vecindad alrededor
de L min donde M no es robusta bajo perturbaciones.

Otra manera en la que podemos imaginarnos al mapeo de Poincaré es como
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Figura 2.12: Representaciéon del mapeo de Poincaré del sistema de tres grados de
libertad. Al mapeo lo podemos construir como la pila de los mapeos del sistema de
dos grados de libertad parametrizado por L., producto cartesiano con la circunferencia
S1. La circunferencia S* representa los posibles valores del dngulo ¢.

un cilindro formado por las coordenadas L, y ¢, donde para cada valor de
L, tenemos asociado el plano p—p, correspondiente al mapeo de Poincaré del
sistema reducido de dos grados de libertad para todo dngulo ¢. La dindmica del
mapeo de Poincaré restringida a este cilindro es muy particular: para cada valor
de L, el incremento de la variable ¢ es constante y es creciente con L. Este es un
tipo de mapeo que tuerce simpléctico (twist map) [33]; vea la figura 2.10 de los
nimeros de rotacién. Al perturbar un mapeo de este tipo tenemos un escenario
como el escenario descrito de Chirikov en [34], La persistencia de las curvas
cerradas invariantes estd descrita por la teoria KAM; en el siguiente capitulo
veremos como cambia la dindmica de este mapeo al perturbar el sistema.

2.6. Singularidades de las funciones de disper-
sién

El vector potencial magnético del dipolo decrece como r~2 para largas dis-
tancias. Esta propiedad del potencial magnético garantiza que en la regién
asintotica las particulas tienen momento practicamente constante. En un ex-
perimento de dispersién, las funciones de dispersién relacionan a cantidades
asintéticas iniciales con cantidades asintéticas finales. En un sistema de tres
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grados de libertad, necesitamos cinco constantes asintéticas para definir una
trayectoria. En este sistema tomamos como constantes asintdticas a: la energia,
los dngulos polar 6 y azimutal ¢y finales medidos desde el origen y las dos
componentes del parametro de impacto.

Consideremos condiciones iniciales en la regién asintética contenidas en un
plano paralelo al dipolo. El vector normal al plano de condiciones iniciales es
perpendicular al dipolo. Para especificar un punto en el plano, podemos de-
scomponer al pardmetro de impacto en una componente paralela al dipolo by
y una componente perpendicular al dipolo b . Supongamos que las particulas
de nuestro experimento de dispersién tienen el mismo valor de momento lineal
inicial p; = (ps,i, Py.i,0) perpendicular al plano de condiciones iniciales. Con
estas condiciones iniciales tenemos una equivalencia entre la coordenada b, y
la cantidad conservada L., dada por

L,=0b,V2FE.

Cuando la dispersion es cadtica las funciones de dispersién presentan cambios
abruptos y singularidades. En las singularidades los valores de la funciones de
dispersion no estan definidos. Las trayectorias asociadas a estas singularidades
inician en la regién asintética pero nunca regresan a la regién asintética. Estas
trayectorias son parte de la variedad estable W*#(M) y quedan atrapadas en
la region de interaccion. Las singularidades en la funcién de dispersién estan
formadas por las intersecciones de la variedad estable W?*(M) de la NHIM M
con el plano de parametros de impacto para el valor del momento inicial p; de
las particulas.

Para calcular una aproximacién numérica al conjunto de singularidades, cal-
culamos el tiempo que una particula permanece en la regién de interaccién t,,
definido como

R, + Ry

V2E
donde t, es el tiempo que le lleva a la trayectoria llegar de la posicién inicial
a su posicién final. Las posiciones iniciales y finales estdn a distancias R; y Ry
del dipolo. En una vecindad de W#(M), entre més cerca inicie una trayectoria
de la variedad estable W* (M) més se acercard a M y mayor es su tiempo en la
regién de interaccién. Aproximamos al conjunto de singularidades de la funcién
de dispersion por el conjunto puntos en el plano de pardmetros de impacto tales
que sus trayectorias asociadas tienen ¢, mayor a un umbral.

Para observar los cambios abruptos y singularidades de la funciéon de dis-

tr =1y

persién consideremos condiciones iniciales con el mismo valor de L, = 1.07
(by = 3.38) y diferentes valores de byj; ver la figura 2.13.

El dngulo 0 estd acotado en el intervalo [1.33,1.81]; ver las figuras 2.13(c),
2.13(d), mientras que el dngulo ¢y cubre a todo el intervalo [—m,7]; ver las
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Figura 2.13: Funciones de dispersién 6y (b)) y ¢5(b;) para L. = 1.07. Del lado derecho
tenemos amplificaciones de las funciones de dispersién cerca de un punto en la frontera

de una regién de continuidad, cerca de b = 0.274704.

25



figuras 2.13(a), 2.13(b). Existen intervalos de b donde la funcién de dispersion
es claramente continua y que para otros valores los dngulos finales 0; y ¢¢
tiene saltos abruptos; de hecho, la funcién de dispersién no esta definida en un
conjunto fractal del dominio de la funcién [16].

Al tomar condiciones iniciales mas cercanas a la frontera de un intervalo de
continuidad de la funcién de dispersién, las condiciones iniciales estan mas cerca
de W*(M), el dngulo ¢ crece mds mientras que 6y oscila més. Las trayectorias
asociadas a estas condiciones iniciales se acercan mds a las trayectorias I'z,_ 4, de
la M. Por lo tanto, estas trayectorias completan més vueltas alrededor del eje
definido por el dipolo; ver la figura 2.13(b). Cerca del extremo izquierdo de esta
gréafica tenemos una singularidad de la funcién de dispersién. Al acercarnos por
la derecha a este punto frontera, el 4&ngulo ¢y aumenta cada vez més rapido. Esta
propiedad también estd reflejada en las secciones de dispersién, como veremos
mas adelante.

Todo el conjunto de singularidades de la funcién de dispersién esta repre-
sentado en la figura 2.14. Los conjuntos de singularidades del sistema de dos
grados de libertad forman el conjunto de singularidades del sistema de tres gra-
dos de libertad. Cada conjunto de singularidades del sistema de dos grados de
libertad estd formado por un conjunto de Cantor [16]. Al cambiar el valor de
L, la estructura de la marana homoclinica del punto X, cambia y el conjunto
de singularidades también cambia. Por medio del conjunto de singularidades se
puede conocer la estructura de la marana formada por las variedades invariantes
de X, [17].

Veamos con detalle como obtenemos la relacién entre la variedad estable
W#(M) y la estructura del conjunto de singularidades. Consideremos un seg-
mento de linea recta en el plano de pardmetros de impacto con el mismo valor
de L. Denotemos por [z, al segmento de linea recta, en la figura 2.14 tenemos
algunos ejemplos; 8 segmentos de lineas azules con distintos valores de L,. Cada
segmento [, esta relacionado con el segmento de curva azul en las superficie
Poincaré de las figuras 2.6 y 2.7 para ese valor de L. El segmento de curva azul
M(lL.) es la primera interseccién con el plano de Poincaré de las trayectorias
con parametro de impacto en la linea /. La interseccién del segmento de curva
M(l1,.) con la variedad estable W*(X, ) es un conjunto de Cantor que contiene
la estructura de la marana homoclinica. Esta es una consecuencia de la autosim-
ilaridad de los tentaculos de la marana homoclinica. Por tanto, el conjunto de
singularidades en el plano de parametros de impacto refleja la estructura de la
marana homoclinica del sistema de tres grados de libertad simétrico.

En el conjunto de singularidades del sistema de tres grados de libertad pode-
mos distinguir tres tipos de regiones donde la funcién de dispersién es continua:
La regién exterior se extiende a infinito, regiones tipo disco y las regiones tipo
anillo. Las regiones tipo disco sélo tienen una frontera y las regiones tipo anillo
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Figura 2.14: Fractal de singularidades de las funciones de dispersién en el plano de
parametros de impacto. Sélo graficamos la mitad del conjunto de singularidades; la otra
mitad del conjunto de singularidades es la imagen especular respecto la coordenada
by.

tienen dos fronteras concéntricas; vea la figura 2.15.

2.7. Secciones de dispersion y causticas

En un experimento tipico de dispersion las cantidades que se miden en el
laboratorio son las secciones de dispersion. Existe una relacion geométrica simple
entre la seccién de dispersion y su funcién de dispersion asociada. Veamos la
relacién entre la seccién de dispersion y la funcién de dispersiéon con detalle.
Consideremos un pequeno rectdngulo infinitesimal en el plano de pardmetros
de impacto, el area del este rectangulo es Ao. Supongamos que la funcién de
dispersion en este rectangulo infinitesimal es invertible. La imagen del rectangulo
bajo la funcién de dispersion es una regién infinitesimal de dngulo solido AQ.
La seccién de dispersion del rectdngulo infinitesimal es el numero D tal que

Ao = DAQ.

1
etJ]?

En nuestro caso D(0y, ¢7) = B donde J es la matriz jacobiana de la funcién
de dispersién.
Las causticas, los maximos de la seccién de dispersion estéan relacionadas con

los puntos en el plano de pardmetros de impacto donde la funcién de dispersion
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Figura 2.15: Regiones tipo disco y anillo. El disco estd alrededor del del punto (b, =
0.39,b) = 3.38). La frontera del disco estd formada por una curva de singularidades de
la funcién de dispersion. El anillo entre dos curvas concéntrica de singularidades de la
funcion de dispersion.

no es invertible. Para ilustrar como se forman las cdusticas consideremos las
secciones de dispersién de dos rectangulos en el plano de parametros de impacto.

En un rectdngulo la funcién de dispersién es invertible y el otro rectdngulo
la funcién de dispersién no es invertible en un segmento de linea que cruza el
rectangulo, en la linea detJ = 0. La seccién de dispersion del rectangulo donde
la funcién de dispersién es invertible es un rectangulo deformado; ver figura
2.16.

La seccién de dispersion del rectangulo que contiene a la linea donde detJ = 0
es un rectangulo deformado y doblado; ver figura 2.17. El doblez es una caustica,
el valor de la seccién de dispersién es maximo. La region del rectangulo donde
detJ > 0 tiene la misma orientaciéon que su imagen mientras que la regién del
rectangulo donde detJ < 0 y su imagen tiene diferente orientacién. El cambio
de orientacién genera el doblez del rectdngulo deformado.

Finalmente, para construir la seccién de dispersién en el punto (8¢, ¢5) de
una region arbitraria en el plano de parametros de impacto, tenemos que sumar
las contribuciones sobre todas la preimagenes de la funcién de dispersién que
llegan al punto (0, ¢y). De esta manera podemos tomar en cuenta todos los
dobleces que genera la funcién de dispersién.

Dos regiones interesantes en el plano de parametros de impacto son las re-
giones de continuidad de tipo disco y anillo, de las que hablamos en la seccién
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Figura 2.16: Seccién de dispersién del recténgulo by € [3.4,3.7], by € [1.5,2]. Este
rectangulo de condiciones iniciales no contiene ninguna curva con detJ = 0.

by

Figura 2.17: Seccién de dispersién del rectdngulo b, € [2.5,2.65], b € [0, 0.4]. Este
rectangulo contiene una curva con detJ = 0.
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Figura 2.18: Seccién de dispersién del disco alrededor de b, = 0.39, b = 3.38.

anterior. Las fronteras de ambas regiones estan formadas por la intersecciéon de
las variedades estable W*(M) con el plano de pardmetros de impacto para un
valor fijo de momento inicial p;.

La seccién de dispersién de la region tipo disco se muestra en la figura
2.18. En la seccion de dispersién vemos la proyeccién de un tubo que oscila en
la direccién 6y de manera acotada mientras avanza en ¢y. Entre més vueltas
completa el tubo en ¢y, menor es el valor de la seccién de dispersién. Para
entender la disminucién en el valor de la seccién observemos las propiedades
de la funcién de dispersién cerca de la frontera del disco. Consideremos sélo
un punto de la frontera del disco para ver con claridad; veamos nuevamente la
grafica 2.13(b). Cerca del extremo izquierdo de la grifica tenemos un punto de
la frontera del disco. Al acercarnos por la derecha a la singularidad, el dngulo ¢
aumenta cada vez mas rapido; se completa una revolucién en ¢ en un intervalo
mas pequeno. Por este motivo el valor de la seccién de dispersién es menor
al aumentar el dngulo ¢. Podemos estimar el valor de la seccién cerca de la
singularidad los con el eigenvalor A; del punto X, asociado para este valor de
by, como se describe en [35].

En el caso de la regién tipo anillo, pasa algo muy similar al caso de la
regién tipo disco; ver figura 2.19. La frontera del anillo estda formada por dos
curvas cerradas concéntricas; los puntos cercanos a cada curva frontera del anillo
forman un tubo similar al del caso del disco. Estos dos tubos se unen de una
forma complicada con los puntos que provienen de la regién que no cercana a
las fronteras del anillo.
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Figura 2.19: Seccién de dispersién del anillo contenido el recténgulo b, € [3.3,3.4],
b” S Kl3,0.7y

Por ultimo, consideremos una grafica de la seccién de una regién rectangular
en el plano de pardmetros de impacto que contiene a todas las singularidades
de la funcién de dispersién; ver figura 2.20. La regiéon con més particulas en
la seccién estd formada por las particulas que casi no son desviadas por el
campo magnético del dipolo. Las esquinas que se ven son las imagenes de las
esquinas del rectangulo de condiciones iniciales en el plano de parametros de
impacto; también podemos ver la estructura de tubos que se enrollan en ¢y
con 0y acotado. La seccién de dispersién es simétrica con respecto a la linea
07 = m/2. La simetria esta relacionada a la eleccién de las condiciones iniciales
y a la simetria de las ecuaciones de movimiento z — —z. Si esta simetria en las
ecuaciones de movimiento se rompe entonces se rompera también la simetria de
las cdusticas.
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Figura 2.20: Seccién de dispersién del rectdngulo by € [2,3.8], b € [—2.25,2.25]. Este
rectangulo contiene a todas las singularidades de la funcién de dispersién.
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Capitulo 3

Caso no simétrico: El dipolo
magnético perturbado

En este capitulo estudiamos la dispersién cadtica y la dindmica en la NHIM al
perturbar el sistema simétrico. Rompimos la simetria bajo rotaciones alrededor
del eje Z del campo magnético, L, deja de ser integral de movimiento. La
perturbacién que escogimos es un cuadrupolo magnético situado en el plano
z = 0. La perturbacién cuadrupolar es un ejemplo natural, ya que todo imén
real tiene mas de una componente multipolar.

Parte del estudio de la dindmica en la NHIM perturbada lo hicimos con la
ideas que desarrollamos para el estudio de la dispersién caética en un mapeo sim-
pléctico de cuatro dimensiones con propiedades similares al mapeo de Poincaré de
este sistema [36].

3.1. Dinamica en la NHIM perturbada

El potencial vector asociado al sistema perturbado es

Ae = Adipolo + 6*‘4~Cuad1rupoloa

donde € es la magnitud del cuadrupolo y el pardmetro de la perturbacién. El
potencial del cuadrupolo que usamos en coordenadas cartesianas es

- Ty .
Acuadrupolo =2 ﬁ zZ.
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La funcién Hamiltoniana del sistema perturbado por el cuadrupolo magnético
en coordenadas cilindricas es

25in26 \2 /(L. 2
pp2 + (pz - Epid)s) + <_ - qu%) .
(p? +2%)3 p (p* +2%)%

La superficie de Poincaré que utilizamos para analizar la dindmica en M. es

1
H = —

2m

z = 0. Recordemos que la NHIM M del sistema simétrico es una variedad con
dos fronteras, una en L min y otra en L, max. Por tanto la interseccién de la
superficie de Poincaré con la NHIM no perturbada M es una variedad con fron-
tera de dimensién dos. Esta variedad de dimensién dos tiene una proyeccién uno
a uno con un segmento del cilindro (L., ¢,p, =0, p = 1). Denotemos por M. a
la NHIM del sistema perturbado para el valor del parametro de perturbacién e.
Si la perturbacion es lo suficientemente pequena esta variedad bidimensional se
deforma un poco, pero no forma pliegues, por lo tanto, se mantiene la proyec-
cién uno a uno con un segmento del cilindro. Por esta razén, utilizamos L, y
¢ como coordenadas de la parametrizacién del mapeo de Poincaré de la NHIM
perturbada M..

Con la ayuda del mapeo bidimensional, podemos visualizar cémo afecta la
perturbacion a la dinamica del grado de libertad asociado a la cantidad con-
servada del sistema simétrico. De esta manera, tenemos una idea de cémo se
acoplan los tres grados de libertad al incrementar el valor del parametro de
perturbacion e. Como vimos en el capitulo anterior, el mapeo de Poincaré de
M restringido al cilindro es un mapeo que tuerce simpléctico. Al perturbar este
mapeo tenemos un escenario similar al escenario de Chirikov. Con la diferencia
de que en este sistema el mapeo tiene frontera.

La persistencia de M estd ligada a dos caracteristicas de la dindmica de
M: El dominio de la dindmica normal a M sobre la dindmica tangencial a M
y la persistencia de la mayoria de las curvas cerradas invariantes en el mapeo
de Poincaré de M. al perturbar el sistema garantizada por la teoria KAM. La
persistencia de la mayoria de las curvas cerradas invariantes es fundamental: las
curvas cerradas invariantes confinan la dindmica, evitando que las trayectorias
caoticas salgan por la frontera.

La perturbacion cuadrupolar es proporcional a la componente de Fourier
sin 2¢. Al perturbar el sistema, la componente de Fourier genera dos islas es-
tables de periodo dos y dos puntos hiperbdlicos en el mapeo de Poincaré de la
NHIM perturbada M.; ver la figura 2.10 del numero de rotacién como funcién
de L, del capitulo anterior. El valor del nimero de rotacién v = 1/2 estd en
L, =~ 0.98. Por lo tanto, los centros de estas islas estables de periodo dos apare-
cen en L, ~ 0.98. Veamos la dindmica de M. en el espacio de configuracién en
coordenadas cartesianas, consideremos la figura 3.1 del mapeo de Poincaré para
el valor e = 0.05.
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Figura 3.1: Intersecciones de las trayectorias de la NHIM M. con el plano z = 0 en el
espacio de configuracién en coordenadas cartesianas para el parametro de perturbacién
e = 0.05. Sélo tomamos en cuenta las intersecciones que tiene momento p, > 0. La linea
de color morado es un segmento de una trayectoria cuasiperiédica. Esta trayectoria
esta cerca de la trayectoria periédica de periodo dos que pasa por el centro de las islas
grandes con centros en ¢ =7/2y ¢ = —w/2.

A continuacién tenemos algunas gréaficas del mapeo de Poincaré en el cilindro
L.—¢ para distintos valores del pardmetro de perturbacion e. En la siguiente sec-
cién, veremos el método que utilizamos para realizar el calculo. Sélo graficamos
el intervalo ¢ € [—n/4,7/4] por las simetrias discretas del mapeo inducidas
por la perturbacién. Para obtener los mapeos de Poincaré en todo el intervalo
¢ € [—m, | s6lo hay que reflejar las gréfica respecto a la linea ¢ = 7/4 y después
completar utilizando que el mapeo tiene periodo 7. En las siguientes figuras, los
puntos verdes son los puntos con los que iniciamos el cdlculo, los puntos azules
son las iteraciones del mapeo de los puntos verdes, los puntos rojos son las ulti-
mas iteraciones que pudimos estabilizar cerca de M. y los puntos negros son
las iteraciones de los puntos rojos. Los puntos negros ya estan fuera de M.. Los
ultimos puntos que logramos estabilizar en una vecindad de M. estdn la zona
de menor L, de M,; ver figura 3.2. Las condiciones iniciales las tomamos en las
lineas ¢ = —7/4 y ¢ = w/4. En la préxima seccién explicaremos el método que
utilizamos para calcular el mapeo de Poincaré. Sélo tomamos estas condiciones
iniciales para no sobrecargar las figuras y hacer el cdlculo numérico més simple.
La estructura de las gréficas de las coordenadas p y p, la podemos ver en las
figuras 3.6 y 3.5. En estas figuras utilizamos el valor e = 0.12.
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Figura 3.2: Proyeccién del mapeo de Poincaré en el cilindro L.—¢ para el pardmetro
de perturbacion € = 0.05. Los puntos verdes son los puntos iniciales. Los puntos azules
son las iteraciones que logramos estabilizar. Los puntos rojos son las ultimas iteraciones
que logramos estabilizar en una vecindad de M.. Los puntos negros son las iteraciones
de los punto rojos.
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Figura 3.3: Proyeccién del mapeo de Poincaré en el cilindro L,—¢ para el pardmetro
de perturbacién € = 0.1.
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Figura 3.4: Proyeccién del mapeo de Poincaré en el cilindro L.—¢ para el pardmetro
de perturbacién e = 0.12.
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Figura 3.5: Proyeccién del mapeo de Poincaré en p,—¢ para el pardmetro de pertur-
bacién € = 0.12. Todos los puntos verdes estan en p, = 0. Los puntos negros estan
lejos de M..
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Figura 3.6: Proyeccién del mapeo de Poincaré en p—¢ para el pardmetro de pertur-
bacién € = 0.12. Aqui vemos que los puntos negros estdn lejos de M..
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Figura 3.7: Proyeccién del mapeo de Poincaré en el cilindro L.—¢ para el pardmetro
de perturbacién € = 0.2.
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Figura 3.8: Proyeccién del mapeo de Poincaré en el cilindro L,—¢ para el pardmetro
de perturbacién e = 0.25.

Consideremos el valor de la perturbacién e = 0.05; ver la figura 3.2. Alrededor
de las islas de periodo dos asociadas a v = 1/2, hay dos franjas de curvas cerradas
invariantes que rodean a dos islas grandes. Las curvas que forman las franjas
se acercan en los dos puntos hiperbdlicos de periodo dos X},. Recordemos que

las trayectorias cuasiperiédicas I'f, forman una de las fronteras de M.

z,min,P0
La frontera con menor L, no es robusta bajo perturbaciones. Al incrementar
el valor de € la frontera alrededor de L, iy se disuelve. Esto se debe a que el
eigenvalor A\ (X, = 1. Justo en el valor L, min se deja de cumplir que

la dindmica normal a M domina a la dindmica tangencial M; ver la figura

z,min)

2.11. También vemos otras dos islas estables pequenas cerca del valor L y.x en
¢ = 3m/4y ¢ = —n/4. Estas dos islas estables también estdn asociadas a la
simetria de la perturbacién. Al romper la simetria bajo rotaciones la trayectoria

circular I'f, se bifurca con la misma simetria discreta que la simetria de la

perturbacion cuadrupolar y se generan los dos puntos elipticos de periodo dos.
Los puntos elipticos asociado a esta trayectoria periédica estdn en los centro de

las islas pequenas en la regiéon de mayor L,.

Parael valor € = 0.1, las cuatro islas estables de periodo dos son mas grandes;
ver figura 3.3. Cerca de la frontera con L, menor, la franja de curvas cerradas
invariantes ya no existe. Hay una brecha angosta entre las islas grandes y la
franja de curvas cerradas invariantes con mayor L,. Las iteraciones de puntos
que inician en la brecha permanecen alrededor de las islas grandes por algunas
iteraciones y después escapan lejos de M, por la regiéon con menor L. En el
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interior de la isla grande también hay una franja de caos transitorio donde las
trayectorias no se pueden estabilizar por muchas iteraciones. Las condiciones
iniciales alrededor del valor L, =1.09 permanecen unas iteraciones en la regién
acotada, pero después escapan. Por ejemplo, consideremos el punto inicial verde
dentro de la franja con L, =1.09 inicial. La ultima iteracién de este punto verde
es el punto rojo dentro de la franja de caos transitorio.

Al aumentar el valor de € mas curvas cerradas invariantes se rompen y la
franja de caos transitorio se conecta con la franja que conecta a la islas grandes
con las chicas.

Para el valor € = 0.12, la brecha entre las islas grandes y la franja de curvas
cerradas invariantes con mayor L, es aun mas grande; ver la figura 3.4.

Para el valor del pardmetro de perturbaciéon e = 0.2, ver la figura 3.7, han
desaparecido la franja de curvas cerradas invariantes de mayor L,. S6lo quedan
las cuatro islas de periodo dos. Los puntos entre las cuatro islas también escapan
por la regiéon de menor L. Las iteraciones de los iltimos puntos que pudimos
estabilizar también estan en la regiéon de menor L,.

Para el valor e = 0.25, ver la figura 3.8, las islas pequenas de periodo dos con
centros en ¢ = 3w/4y ¢ = —m/4 han desaparecido y s6lo queda las islas grandes
de periodo dos con centros en ¢ = 37/4y ¢ = —w/4. Estas islas de perfodo dos
estan rodeadas por cadenas de islas secundarias. Los puntos fuera de las islas
solo se pueden estabilizar por unas cuantas iteraciones. Las iteraciones de los
ultimos puntos que pudimos estabilizar también se concentran en la region de
menor L.

Consideremos el punto hiperbélico de periodo dos X}, del mapeo de Poincaré en
la linea ¢ = —m/4; ver figura 3.2. Por ser un mapeo simpléctico, sélo mostramos
un eigenvalor normal a M, y un eigenvalor tangente a M, para describir el
comportamiento de los eigenvalores de X}, al perturbar el sistema. En la figura
3.9, mostramos los eigenvalores del punto hiperbédlico X, como funcién de e.
Los eigenvalores tangente y normal a la NHIM perturbada M. son X\ (X4) y
A1 (X}) respectivamente. En todo el intervalo donde X, existe, el eigenvalor
Aj|(Xn) > 1. El eigenvalor siempre es menor que el eigenvalor normal A; (X3).
Por este motivo, la NHIM perturbada M, no se forma un pico en el punto
hiperbdlico X}, como el pico que se forma en el ejemplo del trabajo [36]. Para
€ =~ 0.228 el punto hiperbdlico X} colisiona con el punto eliptico de la isla
pequena. En ese momento la isla pequena desaparece.

3.2. Algoritmo para calcular la aproximacion a
la NHIM

Las trayectorias cercanas a M. tienen un comportamiento parecido a las
trayectorias que forman M, por un intervalo finito de tiempo. Después de este
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Figura 3.9: Eigenvalor normal A, (Xs) y eigenvalor tangencial A;(Xp) del punto
hiperbdlico de periodo dos X} del mapeo de Poincaré en funcién del pardametro de
perturbacién e. El eigenvalor normal A (X}) siempre es mayor al eigenvalor tangen-
cial )\” (Xh)

intervalo de tiempo las trayectorias que estaban cerca de M. se alejan de M,
siguiendo a la variedad inestable W*(M,). El comportamiento de las trayecto-
rias cercanas a M. se debe a la hiperbolicidad normal de la M..

El método con el que calculamos una aproximaciéon a M, es un método
simple que compensa la divergencia de las trayectorias cercanas a M.. Este
método es una variante del control de caos. El control de caos es un método que
nos permite encontrar una aproximacion a una trayectoria periddica inestable
con la ayuda de la variedad estable de la trayectoria periédica [37,38].

Nuestro método estd inspirado en la misma idea. El método aprovecha que la
marana formada por W*(M.) y W*(M,) divide la variedad de energia constate
y la dindmica generada por la marana que forman W?*(M.) y W*(M.).

Para explicar la esencia del método, consideremos uno de los mapeos bidi-
mensional de Poincaré que estudiamos en el capitulo anterior. Tomemos un
punto inicial Xy cerca del punto hiperbdlico Xy, en la regién del plano donde
no hay Iébulos de la marana homoclinica, la regién en forma de cuna en la
figura 3.10. Después, aplicamos el mapeo de Poincaré al punto X y obtenemos
un punto auxiliar X;,. El punto X3, también esté cerca del punto hiperbédlico
X1, . Finalmente, disminuimos el valor de la coordenada p, del punto X, hasta
encontrar un punto X; muy cercano a la variedad estable W#*(Xy,_) en la misma
region sin 1ébulos de la marana homoclinica. El punto X; es la iteracién estabi-
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Figura 3.10: Método de estabilizacién de las iteraciones del mapeo para el calculo
de la NHIM. El método consta de tres pasos: Primero, tomamos un punto X, muy
cerca de X1, en la regién sin 16bulos de W* (X7, ). Segundo, aplicamos el mapeo de
Poincaré al punto Xy y obtenemos el punto auxiliar Xi,. Tercero, disminuimos la
coordenada p, del punto X1, hasta encontrar un punto X; muy cercano a W*(Xr,);
el punto X, es la iteracién estabilizada del punto Xo.

lizada del punto X. Para calcular el siguiente punto X5 del mapeo estabilizado
sélo aplicamos el algoritmo anterior al punto Xj.

La generalizaciéon del método para el sistema de tres grados de libertad
es simple: tan sélo tenemos que agregar las coordenadas L, y ¢ para tener
el mapeo de Poincaré del sistema de tres grados de libertad y considerar los
objetos invariantes en el dominio del mapeo de cuatro dimensiones. En este
caso, el punto inicial Xg es un punto en la superficie de Poincaré z = 0 cercano
a M, en la regién donde no hay I6bulos. Aplicamos el mapeo de Poincaré al
punto Xy y obtenemos el punto auxiliar X;,. Finalmente, disminuimos el valor
de la coordenada p, del punto Xi,, hasta encontrar un punto X; muy cercano
a la variedad estable W*(M.).

En nuestro algoritmo necesitamos un criterio que nos indique si un punto
del mapeo de Poincaré estd a la region sin 16bulos de la marana. El criterio
que utilizamos estd basado en una propiedad de las trayectorias que forman
la NHIM M del sistema no perturbado. Para las trayectorias que forman a
M la coordenada ¢(t) es creciente siempre!. Esta propiedad estd ligada a la

1Otro criterio que probamos para caracterizar a las trayectorias dentro de la cufia sin lébulos
estd basado el en valor minimo paq,min de M en un intervalo pequeno de L.. Consideremos
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trayectoria circular I'y,_ .+ v a la continuidad de las soluciones del sistema al
variar L,. Las trayectorias I'y,, 4, son la continuacién cilindrica de la trayectoria

periddica I'y, Dicho de otra manera, la trayectoria I'g, arrastra a

z,max,®0 * z,max,P0

las trayectorias I'z, 4, de mayor L, de manera que también estas trayectorias
tienen ¢(t) creciente. Para un € lo suficientemente pequerlo, las trayectorias que
forman a M€ también tienen ¢(t) creciente. Las trayectorias que estdn en la
regién donde no hay lébulos también tienen ¢(t) creciente siempre, mientras
que las trayectorias que estan en la region donde estén los l6bulos y disminuye
su coordenada ¢(t) en algtin valor de ¢ y se alejan de M.

Adems3s del criterio, necesitamos un punto inicial cercano a M, para empezar
el célculo del mapeo de Poincaré. La forma de la perturbacién que utilizamos
hace que el mapeo de Poincaré restringido a la NHIM M€ sea antisimétrico con
respecto a p,; ver la figura 3.5. Por lo tanto, en las lineas ¢ = +7/4,+37/4 el
mapeo de Poincaré restringido a M. tiene p, = 0. Si tomamos un valor inicial
de L, en un intervalo que contenga a M. sélo tenemos que buscar la coordenada
r del punto inicial con la ayuda del criterio de seleccién de puntos.

3.3. Singularidades de las funciones de disper-
sién

Ahora veamos que pasa con el conjunto de singularidades de la funcién de
dispersién cuando perturbamos el sistema y rompemos la simetria bajo rota-
ciones alrededor del eje Z. En las siguientes figuras mostramos el conjunto de
singularidades de la funcién de dispersion para distintos valores del parametro de
perturbacion e. La perturbacién rompe la simetria del conjunto de singularidades
respecto al eje b, por lo cual, graficamos todo el conjunto de singularidades,
no soélo la mitad como hicimos en la figura 2.14 del capitulo anterior.

Al perturbar el sistema las variedades invariantes de M se deforman pero la
estructura de la marana formada por W?*(M.) y W*(M,) no cambia mucho, por
tanto, el conjunto de singularidades tiene una estructura similar a la estructura
del caso simétrico cuando aumentamos un poco el valor de ¢; ver figuras 3.11 y
3.12.

La estructura del conjunto de singularidades tiene cambios apreciables alrede-
dor de ¢ = 0.12, donde dos partes del conjunto de singularidades se juntan
alrededor del punto b, = 3.4, b = —0.4; ver figuras 3.13 y 3.14. Alrededor este

la intersecciones homoclinicas de menor valor de pmin hom €n la linea p, = 0 para el mismo
intervalo de L.; ver las figura 7?7. En dicho intervalo la coordenada p del punto fijo X7, no es
menor que valor de pmin hom- Las trayectorias que tuvieran pmin > pA4,min €stan en la cuna;
las trayectorias que estdn en la zona de los 16bulos tienen un pmin < pat,min- Las trayectoria
en la cufia nunca no entran a los l6bulos de la marafa ni tienen que rodear a la marana, ver
figuras 3.10 y 2.5. Los resultados con ambos criterios son similares.

43



b

26 27 28 29 3 31 32 33 34 35 36

Figura 3.11: Conjunto de singularidades de las funciones de dispersién para € = 0.05.
La simetria del conjunto de singularidades respecto al eje by se ha perdido pero su
estructura es similar al caso simétrico.

punto se forman dos franjas de singularidades. Las franjas de singularidades
estan alrededor de las dos partes del conjunto de singularidades que estaban
separadas para € = 0.1.

El cambio en la estructura del conjunto de singularidades nos indica que
la estructura de la marafia formada por W#(M.) y W*(M,) es diferente al
caso simétrico. Para los valores de ¢ = 0.2, 0.25 las gréficas del conjunto de
singularidades son muy parecidas a la grafica para e = 0.12.

3.4. Secciones de dispersion y causticas

Ahora veamos que pasa con las seccién dispersién al perturbar el sistema. La
NHIM M. del sistema perturbado también estd formada por trayectorias que
tienen ¢(t) creciente y 0(t) acotada. Las trayectorias que estén cerca de W*(M.)
tienen un comportamiento parecido a las trayectorias que forman a M, por un
intervalo de tiempo. Por lo tanto la seccién de dispersién de las regiones cercanas
al conjunto de singularidades de la funcién de dispersién también estd formada
por tubos que avanzan en ¢ y oscilan en 6; de manera acotada.

A continuacién tenemos unas graficas de las secciones de dispersién para
distintos valores del parametro de perturbacion, e = 0.05, 0.1 y 0.12. Las regiones
del plano de parametros de impacto que utilizamos para construir estas secciones
de dispersion son los rectangulo de las figuras 3.11, 3.12 y 3.13.
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Figura 3.12: Conjunto de singularidades de las funciones de dispersién para ¢ = 0.1.
El conjunto de singularidades se deforma maés y dos partes del conjunto se acercan
alrededor del punto b, = 3.4, by = —0.45.
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Figura 3.13: Conjunto de singularidades de las funciones de dispersién para € = 0.12.
Dos partes del conjunto de singularidades se juntan alrededor del punto b, = 3.4,
by = —0.45.
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Figura 3.14: Acercamiento del conjunto de singularidades de las funciones de dis-
persion alrededor del punto b, = 3.45, by = —0.4 de la gréafica anterior. Dos partes
grandes del conjunto de singularidades se juntan.

Al comparar las secciones del caso perturbado con el caso simétrico vemos
que la simetria respecto a la linea 65 = /2 se ha perdido. La ruptura de la
simetria hace que la estructura de algunas causticas cambie, este es un fenémeno
comun cuando rompemos la simetria de un sistema. Por ejemplo, en la figura
2.20 para el caso simétrico hay un maximo cercano a (6; = 7/2, ¢ = w/4) donde
las cdusticas convergen a un punto donde el valor de la seccién tiene un méximo,
para el caso perturbado las causticas dejan de converger a ese punto y se genera
otra estructura. Los estos cambios se notan més al incrementar el valor de e.

Unas cdusticas que no estan formadas por esta simetria son las cdusticas
cerca del punto (6; = 37/8,¢ = w/4). Al perturbar el sistema estas cdusticas
mantienen su estructura.

Las graficas de las secciones de dispersién para los valores de € = 0.2, 0.25
se ven muy parecidas a la gréafica para e = 0.12.

46



3r/4

/2

Oy

- —m/2 0 /2 T
o

Figura 3.15: Seccién de dispersién para el pardametro de perturbacién € = 0.05. La
simetria de la seccién de dispersién respecto a la linea 65 se ha perdido. La estructura
de algunas cdusticas es diferente de estructura de las causticas del caso simétrico.
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Figura 3.16: Seccién de dispersién para el pardmetro de perturbacién € = 0.1.
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Figura 3.17: Seccién de dispersién para el pardmetro de perturbacién € = 0.12.



Conclusiones y comentarios
finales

Estudiamos la dispersion cadtica de una carga eléctrica por un dipolo magnético
perturbado. El sistema no perturbado es un sistema Hamiltoniano de tres grados
de libertad abiertos semintegrable con una NHIM. En este trabajo desarrollado
las ideas basicas para el estudio de la dispersiéon cadtica este tipo de sistemas.

Para realizar el estudio del sistema perturbado, primero estudiamos el sis-
tema no perturbado. El sistema no perturbado es un sistema simétrico bajo
rotaciones alrededor del eje definido por el dipolo, la cantidad conservada asoci-
ada es la componente L, del momento angular. La cantidad conservada L, nos
permite separar al sistema de tres grados de libertad en un sistema de dos grados
de libertad y un sistema de un grado de libertad. Para cada valor de L, entre
L min ¥ Lz max €l punto silla del potencial efectivo del sistema de dos grados
de libertad genera una trayectoria periddica hiperbdlica. Para el valor L yax €l
punto silla del potencial efectivo tiene el mismo valor que la energia y se genera
un punto fijo hiperbédlico. Al disminuir el valor de L, el valor del potencial efecti-
vo en el punto silla disminuye y se genera una trayectoria periédica hiperbdlica.
En L, min la trayectoria periédica desaparece en una bifurcacién silla—centro.
Las variedades invariantes de las trayectorias periddicas hiperbédlicas dirigen la
dispersién en el sistema de dos grados de libertad.

La NHIM del sistema de tres grados de libertad no perturbado estd formada
por la unién del conjunto de trayectorias hiperbdlicas del sistema de dos grados
de libertad parametrizadas por L. producto cartesiano con el circulo unitario S*
que representa al dngulo ¢. El angulo ¢ es la coordenada canénica conjugada a
L. La NHIM del sistema simétrico es una variedad de tres dimensiones con dos
fronteras: una frontera tiene L. max y la otra frontera tiene L, min. La manera
en la que construimos a la NHIM es tipica en los sistemas semintegrables de
tres grados de libertad.

La dindmica en la NHIM no perturbada es similar a la dindmica de un
sistema de dos grados de libertad integrable. El mapeo de Poincaré restringido a
un segmento del cilindro L,—¢ es un mapeo que tuerce simpléctico de dimensién
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dos. El segmento de cilindro estd formado por curvas cerradas invariantes con
numero de rotacién alrededor de v = 1/2.

Al perturbar el sistema simétrico se pierde se acoplan los tres grados de lib-
ertad. Con la ayuda del mapeo restringido al segmento de cilindro vemos como
se acopla la dindamica de los tres grados de libertad en la NHIM. El escenario
en el mapeo es similar al escenario de Chirikov. La existencia de una franja de
curvas cerradas invariantes en la vecindad de las fronteras y su persistencia bajo
perturbaciones nos garantiza la persistencia de la NHIM donde la dindmica lin-
ealizada en las direcciones normales a la NHIM domina a la dindmica linealizada
en la direcciones tangente a la NHIM. Las curvas cerradas invariantes contienen
a las demds trayectorias y evitan que crucen la frontera de la NHIM.

Encontramos que la frontera con L max es persistente bajo perturbaciones;
mientras que la frontera con L nin no es persistente bajo perturbaciones. Este
comportamiento se debe a dos propiedades importantes de la dindmica alrededor
de la NHIM: la relacion entre la dindmica linealizada en la direcciones tangentes
a la NHIM con la dindmica linealizada en las direcciones normales a la NHIM en
las fronteras y la estructura de la dindmica en la NHIM cerca de las fronteras.
En la frontera persistente la dindmica linealizada en las direcciones normales
domina a la dindmica linealizada en las direcciones tangentes; mientras que en
la frontera no persistente no se cumple esta condicién.

Para el caso particular de la perturbacién cuadrupolar aparecen dos islas
grandes de periodo dos cerca de L, = 0.95 y dos islas pequenas de periodo dos
cerca de la frontera con L, mayor en el mapeo de Poincaré. Al aumentar el valor
del parametro de perturbacién la franja de curvas cerradas invariantes de menor
L, desaparece y las islas grandes de periodo dos se separan de la franja superior
de curvas cerradas invariantes. Las trayectorias entre ambas partes escapan a
infinito por la regién donde antes exista una franja de curvas cerradas invariantes
de L, menor.

En un sistema de més grados de libertad semintegrable con una NHIM de
maés de tres dimensiones con frontera, la NHIM no seria tan persistente como la
NHIM de tres dimensiones en el sistema de tres grados de libertad que estudi-
amos. En un sistema de més dimensiones, las hipersuperficies formadas por las
cantidades conservadas no son barreras que aislen a las trayectorias al pertur-
bar. Las hipersuperficies no tenderian la dimensién suficiente para contener a
las trayectorias dentro de la NHIM. Habria difusion de Arnold y una parte de
las trayectorias cruzaran la frontera.

En el sistema que estudiamos, las variedades invariantes de la NHIM dividen
el conjunto de nivel de la energia. Las variedades invariantes dirigen la dispersion
de manera andloga a las variedades invariantes de la 6rbitas periddica hiperbdli-
cas en los sistemas de dos grados de libertad. Las variedades invariantes estable
e inestable de la NHIM forman tubos; una trayectoria dentro de un tubo per-
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manecerd siempre en el mismo tubo.

Las variedades invariantes de la NHIM también son robustas bajo perturba-
ciones suficientemente pequenas. Las intersecciones de la variedad estable con
el plano de parametros de impacto forman el conjunto de singularidades de la
funcién de dispersion para un valor fijo de momento inicial. Por lo tanto, el
conjunto de singularidades de la funciones de dispersién es tan robusto bajo
perturbaciones como el desarrollo de la marana homoclinica.

Una pregunta que queda abierta es sobre la relacion entre las singularidades
de la funcién de dispersién y la estructura de la NHIM. No encontramos una
relacién simple entre los cambios del conjunto de singularidades de la funcién
de dispersiéon y cambios en la estructura de la NHIM al variar el pardmetro
de perturbacién. Para tener una respuesta més clara es necesario analizar las
bifurcaciones de la NHIM y conexiones heteroclinicas entre los distintos trozos.

Encontramos la estructura bésica de la seccién de dispersion del sistema. La
estructura de las seccion de dispersion esta formada por tubos que se enrollan
en ¢r y estdn acotados en 6¢. Concluimos que la forma de la seccién de dis-
persion se debe al comportamiento de las trayectorias cercanas a la variedad
estable de la NHIM y la forma del conjunto de singularidades de las funciones
de dispersién. Al perturbar el sistema, la seccién de dispersion tiene cambios en
las causticas pero sigue estando formada por tubos. Este hecho es consecuencia
de la persistencia bajo perturbaciones de las variedades estable e inestable de
la NHIM.
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Apéndice 1

Aqui estan los conceptos de la teoria de sistemas dindmicos que aparecen en
la tesis. Es recomendable ver una introduccién intuitiva a los conceptos en [28,
39]. En esos libros, se encuentra el origen de los conceptos y ejemplos sencillos.
Las definiciones que aparecen a continiacién las tomamos de los libros [13,40].
Se pueden ver mas detalles sobre estas definiciones en los mismos libros.

Conceptos basicos sobre la teoria de sistema dinami-
cos y variedades diferenciales

Variedad diferenciable. Un conjunto M con una coleccién de mapeos
Vg : Uy = M, donde cada U, es un subconjunto abierto de R es una variedad
diferenciable de dimensién m si se cumplen las siguientes condiciones:

= cada funcién ¢, : Uy = Vo, = 94 (Uy) es inyectiva.

» si V, N Vs # (0, entonces existe una funcién diferenciable

Vap g (Vo N V3) = tha H(Va N V)

tal que g 0 Vag.
u ﬂa Vo (Usy) = M.

Subvariedad diferenciable. Un subconjunto A/ de M es una subvariedad
diferenciable de dimension n si existe una coleccién de parametrizaciones locales
de M tales que dan la estructura diferenciable en M y para cada punto p en N’
una parametrizacion v, : Uy, — Vo con p en Vo v o (R™ x 0)NU,) = N NV,.
Aqui R™ x 0 es el conjunto de puntos en R™ con las ultimas m — n coordenadas
iguales a 0. Las restricciones ¢, ((R™ x 0)NU,) = NNV, dan a N la estructura
de variedad de dimensién n.

Variedad diferenciable con frontera. Una variedad diferenciable con
frontera es un conjunto M con una coleccién de funciones ¥, : U, — M, donde

53



U, es un subconjunto abierto relativo del semiespacio H™ = {(21,...,Zm) |
Zm > 0}. Las funciones 9, cumplen las condiciones en la definicién de variedad
diferenciable.

Frontera de una variedad diferenciable. Un punto p en M tal que sea
la imagen de un punto con z,, = 0 en H™ es llamado un punto frontera de M.
El conjunto de todos los puntos frontera de M es la frontera 0M.

Vector tangente a una variedad. Un vector tangente v a una variedad
diferenciable M en el punto p es la clase de equivalencia de las curvas ¢ en M,
que pasan por el punto p € V,, al tiempo ¢t = 0, tales que dw;i:oc) representa
el mismo vector (v1, ..., V) € R™, con respecto a alguna parametrizacion local
Vo 1 Uy = V.

Espacio tangente de una variedad diferenciable en un punto. El
espacio vectorial formado por el conjunto de vectores v tangentes a M en el
punto p es llamado del espacio tangente 1}, M.

Haz tangente a una variedad diferenciable. El haz tangente de una
variedad diferenciable M estd formado por todos los espacios tangentes T, M
de los puntos de M unidos en una forma manera natural.

T™ = | px T,M
peEM
El haz tangente T'M tiene una estructura de variedad diferenciable de di-
mension 2m.
Transversalidad entre variedades. Si M, K son dos subvariedades de
N, decimos que M es trasversal a K si

TpN - TpM © Tp’C

para cualquier punto p € M NK

Codimensién. La codimensién es un conjunto relativo que sélo estd definido
para un objeto dentro de otro. Sea un subvariedad A de la variedad M. La
codimensién de la subvariedad N relativa a la variedad M es la diferencia entre
la dimensién de M y la dimensién de N, codimN = dimM-dimA\/.

Espacio normal a una variedad diferenciable en un punto. Para un
punto p € M el conjunto

N, ={veR"v L T,M}

es llamado espacio normal en el punto p. El simbolo | significa ortogonal re-
specto al producto interno Euclidiano estandar de R™. Es claro que

T,R" =T,M &N,
Haz normal a una variedad diferenciable. El conjunto
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N ={(p,v) e M xR"|v L T,M}

es el haz normal a M.

Campo vectorial sobre una variedad. Un campo vectorial diferenciable
en una variedad M es una funcién diferenciable que asigna a cada punto p € K
un vector v, en el espacio tangente T,K a p.

Flujo en una variedad y Sistema dindmico continuo. Un flujo en una
variedad es una funcién continua ® : R x M — M que satisface:

" (I)(O,p) =p
» O(t; +t2,p) = P(t1, (t2,p))

para todo t1,to € Ry p € R. Decimos que el flujo en la variedad M define un
sistema dinamico continuo.

Adoptamos la siguiente convencién de notacién. Dado un flujo ®, nombremos
por ®, la trayectoria @, : R — M dada por ®,(t) = ®(¢,p), y nombremos ¥ a
la funcién ®' : M — M dada por ®'(p) = ®(¢,p).

Sistema de ecuaciones diferenciales, existencia de la solucién y
unicidad. Sea M una variedad diferenciable y X un campo vectorial en M.
Para cada punto p € M existe un entorno (—e, €) del 0 y una curva suave definida
por ®(p) — M que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales

dd,(t)
- dt( ) - X‘I’P(t)
u (I)p(()) =0

La solucién ®,(t) es tinica el sentido de que si @), : (—¢’,¢’) — M satisface el
mismo sistema de ecuaciones diferenciales entonces ®,,(t) = ®;(t) en su intervalo
de definicién que tengan en comun. La solucién @, depende continuamente de
la condicion inicial p.

Mapeo discreto y Sistema dinamico discreto. Un sistema dinamico
discreto puede ser generado por las evaluaciones sucesivas de una funcién M :
M — M, a esta funcién le llamamos mapeo.

Mapeo de Poincaré. Una manera de reducir un sistema dindmico continuo
en una vecindad de una trayectoria periédica a un sistema dindmico discreto es
tomando el primer regreso a cierta superficie de seccién trasversal a la trayectoria
periédica. Sea p un punto periddico de un flujo ® en una variedad M. Sea T' > 0
el menor numero tal que ®(7T,p) = p. El flujo atreves de p es una trayectoria
periddica suave . Sea S una subvariedad de M de codimensién uno transversal
a la trayectoria periddica 7. Esto significa que W no es elemento de 7,,S. La
subvariedad S es llamada la seccién local al flujo. Por el teorema de la funcién
implicita existe una vecindad alrededor de p tal que para cualquier punto g en
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la vecindad el flujo atreves de ¢ es trasversal a S y ademds, existe t(g) cercano
a T tal que ®(t(q),q) € S. Este mapeo diferenciable es el mapeo de Poincaré.
Puntos fijos de sistemas dinamicos continuos. El punto py es un punto
fijo de un sistema dindmico continuo si f(pg) = 0 para todo ¢. La aproximacién
lineal del flujo o mapeo nos da informacién sobre la dindmica en una vecindad
del punto fijo. Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales p = Xg, ()
que tiene un punto fijo pg = 0. Escogimos al punto fijo en el origen tan sélo por
comodidad. En una vecindad del punto fijo pg podemos aproximar al sistema de
ecuaciones no lineales por un sistema lineal p = D, f(po)p. El espacio generado
por los eigenvectores de la matriz D, f(po) lo podemos dividir en tres clases:

= El subespacio estable E*(pg) es el espacio generado por los eigenvectores
tales que sus eigenvalores asociados tiene Re\ < 0.

= El subespacio inestable E*(pg) es el espacio generado por los eigenvectores
tales que sus eigenvalores asociados tiene Re\ > 0.

= El subespacio central E¢(pg) es el espacio generado por los eigenvectores
tales que sus eigenvalores asociados tiene ReA = 0.

Puntos fijos de sistemas dinamicos discretos. El punto py es un punto
fijo del sistema dindmico discreto si M (pg) = po. En una vecindad del punto
fijo po podemos aproximar a M (p) por un mapeo lineal D, M (po)po. El espacio
generado por los eigenvectores de la matriz D, M (pg) lo podemos dividir en tres
partes:

= El subespacio estable E*(pg) es el espacio generado por los eigenvectores
tales que sus eigenvalores asociados tienen |A| < 1.

= El subespacio inestable E*(pg) es el espacio generado por los eigenvectores
tales que sus eigenvalores asociados tienen |A| > 1.

= El subespacio central E¢(pg) es el espacio generado por los eigenvectores
tales que sus eigenvalores asociados tienen |A| = 1.

Con los subespacios podemos darnos una idea de la dindmica alrededor del
punto fijo Xo. Las trayectorias en el subespacio estable E*(pg) se acercan a po.
Las trayectorias en el subespacio inestable E“(pg) se alejan de X. Numerosos
ejemplos de espacios fase de sistemas de ecuaciones diferenciales y mapeos se
encuentran en [41].

En el estudio de la dindmica de nuestro sistema Hamiltoniano aparecen
mapeos bidimensionales simplécticos. Para este tipo de mapeos la clasificaciéon
de un punto fijo en términos de sus eigenvalores A\t es simple, hay cinco tipos
bésicos de puntos fijos:
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= )\ > 0: el punto fijo es hiperbdlico.

= )\ < 0: el punto fijo es inverso hiperbdlico.

s |\ =1y Im(A) # 0: el punto fijo es eliptico.
= )\ = 1: el punto fijo es parabdlico.

= A\ = —1: el punto fijo es inverso parabdlico.

El producto de los dos eigenvalores del punto fijo es Ay A_ =1

La teoria que relaciona las érbitas periédicas con los mapeos discretos y un
estudio de sus bifurcaciones bésicas estd descrita en [19] y [41].

Sistema integrable. Un sistema Hamiltoniano de n grados de libertad es
integrable si tiene n integrales f; de movimiento cumplen dos condiciones:

= Los gradientes de las integrales de f; son vectores linealmente independi-
entes.

» Los paréntesis de Poisson entre las integrales son cero, {f;, f;} = 0. A esta
condicién se le llama involucion.

Sistema semintegrable. Un sistema de n grados de libertad es seminte-
grable si tiene k integrales de movimiento, donde n > k > 1. Las k integrales de
movimiento cumplen las dos propiedades de la definicién anterior.

Grados de libertad abiertos y cerrados. Un sistema de tres grados de
libertad abiertos es un sistema donde los tres grados de libertad son no acotados.
Un sistema de un grado de libertad abierto y dos grados de libertad cerrados
es un sistema donde un de los grados de libertad es no acotado y los otros dos
grados estan acotados.

Sobre NHIM con frontera y sus variedades invari-
antes

Las siguientes definiciones las tomamos del libro [13]. La discusién sobre las
definiciones y las pruebas de los teoremas estdn en [13,22]. Recomiendamos ver
ambas referencias simultaneamente.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales definidas en R™ por:

&= f(x),z € R"

donde f(x) es una funcién C” de z, r > 1. Denotemos al flujo generado por el
sistema de ecuaciones diferenciales como ®;(z). Sea M = MUAIM una variedad
con frontera, compacta, conexa y C" contenida en R".

Ahora definamos tres tipos de variedades:
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s M = M UOM es una variedad invariante negativa (overflowing
invariant) bajo el flujo si para todo p € M se cumple que ®;(p) € M
para todo t < 0 y el campo vectorial apunta hacia fuera de OM.

= M = M UOM es una variedad invariante positiva (inflowing in-
variant) bajo el flujo si para todo p € M se cumple que ®;(p) € M para
todo t > 0 y el campo vectorial apunta hacia dentro de OM.

» M es una variedad invariante bajo el flujo si para todo punto p € M
se cumple que ®;(p) € M para todo t € R.

Hagamos algunos comentarios sobre las definiciones anteriores:

= El significado de que el campo vectorial apunta hacia fuera de M es para
todo p € M el flujo ®4(p) ¢ M para todo t > 0. El significado de que el
campo vectorial apunta hacia dentro de OM es anélogo.

= M es una variedad compacta por tanto | i existe para todo ¢t < 0 si M
es negativo invariante, y para todo ¢ € R si es invariante.

= M es una variedad invariante si el campo vectorial es cero o tangente en

OM.

Las variedades negativo invariante juegan un papel fundamental en la prue-
ba de la persistencia de la variedad inestable de una NHIM, como veremos
mas adelante. Veamos que elemento aparecen en la prueba de su persistencia.
Consideremos una variedad negativo invariante M. Supongamos que el flujo
estd definido para ¢t > 0. Denotemos por M; = ®1(M) y My = $9(M); ver
figura 18.

Con la norma definida por la métrica euclidiana estdndar tenemos la sepa-
racién TR"|p2 = TMo ® N, donde N es el haz normal a M.

Definimos el operador proyector II : TR"|rq2 — N. Consideremos los sigu-
ientes operadores lineales construidos a partir del flujo linealizado:

DO_i(p)m, : TyMa = Ty, () Mo

HD(I)t(H_t(p))|M2 : N@(p) — Np

Para un punto p € My consideremos los vectores wg € Np, vy € TpMo,
w_y =D _4wy y v_y = DP_,(p)vo; ver figura 18 . Diremos que M es estable
bajo la dindmica linealizada si para todo p € M y wo € A el siguiente limite se
cumple

i ol _
t—00 [lw_]|
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Figura 18: La una variedad M negativo invariante bajo el flujo, M1, M2 y una
trayectoria cerca de M. La trayectoria se aproxima a M y después de aleja en la
region cercana a la frontera de M. El flujo comprime a la variedad negativo invariante
en la direcciéon normal a la variedad. Al perturbar un poco al campo vectorial que
define al flujo esta propiedad no cambia. Vectores wo, vo y sus imdgenes w—_;, v_¢ Nos
ayudan a medir la compresién en la direccién normal a M.

El significado geométrico del limite anterior es que bajo la dindmica linealizada
los vectores normales a M crecen cuando t — oco.

Las propiedades del flujo alrededor de M estédn caracterizadas por la exis-
tencia del siguiente limite para todo p € M, wg € Ny vy € Ty M

Juwo
lim 2l — o
12150 Tuedll?
Tomel

El significado geométrico del limite anterior para b = 1 es que en las vecindades
de los puntos p € M se estiran hacia fuera bajo la dindmica linealizada con el
tiempo corriendo hacia atras. Para b < 1 el las vecindades se estiran a una taza
mayor.

Es conveniente asociar a estos limites tazas de convergencia para realizar los
calculos. Definimos los nimeros tipo Lyapunov generalizados como:

Alwoll
v(ip)=inf{a: ”w—’tt” — 0 cuando t — oo, Vwg € N}, ¢,
a
si v(p) < 1 definimos
llwol|®
o(p) =Mmf<{b: ”lvjtll“b — 0 cuando t — o0, Vwg € Ny, Yug € TpMs
llo—ll
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Proposicién. v(p) es independiente de la métrica escogida para R™ y de la
separaciéon TR™|p, = T Mo @ N obtenida por la métrica. Si v(p) < 1, entonces
o(p) también es independiente de la métrica.

La proposicién anterior muestra que nu(p) < 1y o(p) sélo depende del cam-
po vectorial f(z) y de la estructura diferencial de M y R™. Esto es importante
para generalizar la teoria a variedades émbebidas en variedades difereciales ar-
bitrarias [22].

Consideremos el campo vectorial perturbado

& = fPrt(z),z € R™

Sea I O M¢ un conjunto compacto tal que K es la clausura de un conjunto
abierto de R™ que contiene a M. Entonces decimos que el campo vectorial
f(x) es C! e—cercano a fPt(z) si

sup || f(z) — [P ()] < e,
zelC
sup | Df(x) — DfP"(z)|| < e.
ze

Teorema de Persistencia de las variedades negativo invariantes.
Sea f(z) un campo vectorial C" en R", r > 1. Sea M = M UOM es una
variedad compacta, conexa y invariante negativa bajo el flujo generado por f(z).
Supongamos que v(p) < 1y o(p) < % para todo p € M. Entonces para cualquier
campo vectorial fP°(x) C! e—cercano a f(x), con e suficientemente pequefio,
existe una variedad M, negativo invariante bajo fP'*(z) y C" difeomorfa a M.

Para probar el teorema se construye un mapeo que toma las graficas de las
variedades cercanas a M y se les aplica el flujo perturbado. Este mapeo es lla-
mado la transformacién de gréaficas (graph transform). La trasformacién
de gréificas es un mapeo que contrae (contracting map). Para este tipo de
mapeos existe un punto fijo inico. El punto fijo de la transformacion de gréaficas
es la variedad invariante negativa M,.

En la pagina 45 del libro [41] hay un ejemplo sencillo donde se aprecia como
funciona la prueba de persistencia de una variedad negativo invariante. En ese
ejemplo es facil construir la transformacién de graficas de forma explicita y
probar que es un mapeo que contrae. Recomendamos ver el ejemplo antes de
leer la prueba general.

Hay un teorema completamente anadlogo para las variedades invariantes pos-
itivas. Para probarlo sélo hay que cambiar el sentido del tiempo y aplicar el
teorema anterior.

Ahora consideremos el caso relacionado con las NHIMs con frontera. Supong-
amos que TR"*|Mgy =TMy® N &N, donde N* §N* = A es el haz normal
a M. Definimos los proyectores IT* y II® asociados a los subhaces N'* y N
como IT* : TR"| Mg — N5 y TT* : TR | Mgy — N™.
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Supongamos que los subhaces TMa @ N y T Mo ® N son invariantes bajo
D®, parat < 0. Las tazas de crecimiento en estos subyaces estan caracterizadas
por numeros generalizados de Lyapunov como en el caso de las variedades neg-
ativo invariante. Para un punto p € My consideremos los vectores ug € N,°,
wy € Np*, vo € TyMo, w_y = IID®_wy y v—y = DP_4(p)vp. Definimos los
numeros generalizados de Lyapunov como:

flue—e]l

A*(p) = inf {a : % — 0 cuando t — oo, Vug € Nps},

[lwoll
v®(p) = inf {a : IIw_;tH — 0 cuando t — oo, Vwg € Nps},
a

si v(p) < 1 definimos

llwo®

o*(p) = inf {b Aol cuando ¢ — 00, Ywy € Np*, Yoy € Tp./\/lg}.

llw—e][®
llo—ll

Estos nimeros de Lyapunov tambien son independientes de la métrica.
Decimos que tenemos una separacién hiperbdlica (hyperbolic splitting)
si A%(p) < 1y v*(p) <1 para todo p € M.

Teorema de existencia y persistencia de la variedad inestable de
una variedad invariante negativa. Sea f(z) un campo vectorial C” en R",
r > 1. Sea M = M UOIM es una variedad C", compacta, conexa y invariante
negativa invariante negativa bajo el flujo generado por f(x). Supongamos que
A(p) < 1,v%(p) < 1yo®(p) < 2 para todo p € M. Entonces existe una variedad
W (M) negativo invariante bajo el flujo definido por fP¢*(x) que contiene a M
y es tangente a N, en M. Las trayectorias que forman a W*(M) se aproximan
a M cuando t — co. Ademds, para cualquier campo vectorial fPt(x) C! e

cercano a f(x), con e suficientemente pequeno, existe una variedad W*(M,)
negativo invariante bajo fP'(x) y C" difeomorfa a W*(M).

Si el campo vectorial f(z) es tangente a la frontera de M podemos utilizar
los teoremas anteriores si modificamos el campo vectorial en una vecindad arbi-
trariamente pequena de la frontera de M. El campo vectorial modificado tiene
que ser tal que la variedad M se convierta en una variedad invariante positivo
o invariante negativo. Para ver mas detalles vea el capitulo 6, paginas 160 y
172 de [13] y el capitulo 4, paginas 354-357 de [25]. Las trayectorias que no
crucen la frontera tienen un comportamiento idéntico que a las trayectorias que
no cruzan la frontera del caso no modificado. Las trayectorias del caso modi-
ficado que cruzan la frontera pueden tener un comportamiento asintético muy
diferente a las del sistema original.
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Si existe un mecanismo que evite que las trayectorias crucen la frontera en
el caso perturbado, entonces casi toda M persistird bajo perturbaciones. El
comportamiento bajo perturbaciones de M en una vecindad arbitrariamente
pequena de las fronteras dependen de las propiedades de cada sistema.

Sélo en el caso en el que el campo vectorial es tangente a la frontera de M
existe la variedad estable W*(M) y la la variedad inestable W*(M) al mismo
tiempo.

La prueba de la persistencia de una NHIM con frontera estd basada en los
dos teoremas anteriores. El esquema de la prueba es el siguiente: Primero mod-
ificamos el flujo en la frontera de la NHIM M para convertirla en una variedad
con frontera invariante negativo con una separacién hiperbdlica. Después con-
sideramos un segmento finito de la variedad inestable W*(M) que contenga
a M, este segmento es una variedad negativo invariante con frontera. Por el
primer teorema el segmento de W"(M) es pesistente bajo perturbaciones. De-
spués hacemos lo mismo pero ahora modificamos el flujo para convertir a la
NHIM M en una variedad invariante positiva. Entonces existe un segmento de
la variedad estable W * (M) y es persistente bajo perturbaciones. La interseccién
entre el segmento de la variedad estable perturbada y el segmento de la variedad

inestable perturbada es la NHIM perturbada.
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Apéndice 11

El elemento bésico para realizar nuestros cédlculos son las trayectorias. El
método numérico de integracién que utilizamos para calcular las trayectorias
fue Prince-Dormand de orden 8. Este es un método de integracién numérica
explicito de la familia Runge-Kutta. Las propiedades de este método son bi-
en conocidas [42]. Para nuestros célculos utilizamos la libreria GNU Scientific
Libraly (GSL) para el lenguaje C. La librerfa GSL tiene una rutina con el inte-
grador Prince-Dormand de orden 8.

Ajustar el tamano de paso en la integracién es muy conveniente para nue-
stros cdlculos de dispersion, ya que, lejos de la regién de interaccién las inte-
graciones necesitan un tamano de paso mayor que en la regiéon de interaccion
donde el comportamiento es mas complicado. El método de integracién numéri-
ca Prince-Dormand es bastante eficaz para calculos donde variamos el tamano
de paso de integracién. La rutina de integraciéon ajusta el tamano de paso de
manera automatica para mantener el error acotado. Si el error esta acotado
por debajo un umbral el algoritmo busca aumentar el tamano de paso hasta
que sea 6ptimo [43]. Esto ayuda mucho a mejorar la velocidad del calculo. El
umbral que tomamos como tolerancia fue Errory., = 1078, Para verificar los
célculos reducimos el umbral un orden de magnitud, cambiamos el umbral a
Errormax = 1077 y comparamos los resultados. Las figuras que obtuvimos son
indistinguibles con ambos umbrales.

Consideremos una trayectoria tipica del sistema no perturbado, en este caso
E y L, son integrales de movimiento. Veamos como son las fluctuaciones de
FE y L, al calcular la trayectoria. La trayectoria tiene pardmetro de impacto
(b = 3.5,b) = 0.2); ver la figura del conjunto de singularidades de la fun-
cién de dispersién 2.14. El parametro de impacto de la trayectoria esta en la
zona donde la funciones de dispersién tiene singularidades. En las regiones del
plano de pardmetros de impacto donde hay muchas singularidades, las trayec-
torias asociadas tienen un comportamiento complicado. En la figuras 19 y 20
mostramos las fluctuaciones de F' y L, como funcién del tiempo.
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Figura 19: Fluctuaciones de E como funcién del tiempo.
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En ambos casos vemos saltos, pero las fluctuaciones son pequenas. Las fluc-
tuaciones de E estdn acotadas por 6.0 x 1077 y las fluctuaciones de L, estdn
acotadas por 2.5 x 10711, Esto nos indica que el método de integracién no genera
fluctuaciones grandes en las integrales de movimiento. Para una trayectoria del
sistema no simétrico tenemos resultados similares en las fluctuaciones en E.

Es conveniente utilizar un cluster para realizar los calculos de la seccién
de dispersion. En los cdlculos de la seccién de dispersiéon es donde se requiere
calcular mas trayectorias para tener una resolucion y distinguir claramente los
detalles de las causticas. Es sencillo paralelizar el calculo de trayectorias, en
cada procesador que tengamos disponible podemos calcular una trayectoria.
Paralelizamos nuestros cédigos con la libreria MPI para el lenguaje C+—+.
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