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Resumen

En esta tesis se propone estudiar un sistema cuya caracteŕıstica principal es la conservación de la enerǵıa, y
que bajo cierta condición de simétria (la cual se especifica en el capitulo 3), su dinámica es periódica, conmensu-
rable y además posee todas las propiedades del problema de Kepler, es por eso que recibe el nombre de Problema
de Kepler Asimétrico (PKA), cuando se cumple la condición de simetŕıa se dice que se tiene el Problema de
Kepler Simétrico (PKS). Pero si dicha condición no se cumple el sistema parece comportase de manera caótica,
y en esta tesis tratamos de aseverar este hecho con el uso de herramientas numéricas. El sistema que se estudió
consta de dos cuerpos que interactúan gravitacionalmente, el primero con masa m1, restringido a moverse en
el plano xy, y un segundo cuerpo con masa m2, que sólo se mueve en el eje z. Algo que es muy importante
mencionar es que no poseemos conocimiento alguno sobre trabajos ya realizados con respecto a este sistema, aśı
que suponemos o al menos que se muestre lo contrario que este sistema es una nueva aportación que hacemos al
estudio de los sistemas dinámicos, ya que en la literatura lo más parecido al sistema que se trabajó en la tesis
es un problema que propuso Sitnikov en 1961 [1], el cual es un caso particular del problema restringido de tres
cuerpos, y el nuestro es un problema de dos cuerpos.

La elección de este problema tiene como objetivo exhibir la transición al caos en sistemas Hamiltoniamos
con más integrales de movimiento que grados de libertad. Esto hace que el sistema no pierda todas las integrales
de movimiento como se verá a lo largo del trabajo. En particular se toma como referencia a la enerǵıa y las
integrales de movimiento que persisten para hacer un rastreo de la transición al caos. En el caso de sistemas
que tienen un número de integrales de movimiento iguales a los grados de libertad, se observa que al perderse
la integrabilidad, el análisis sobre el comportamiento de la transición al caos se hace muy complicado, debido a
que se pierden muchas simetŕıas al mismo tiempo. Aqúı se aprovecha la super-integrabilidad del problema de
Kepler, un problema de tres grados de libertad y cuatro integrales de movimiento [2–4]. Al perder dos de ellas,
se conservan dos para hacer el seguimiento al caos, además de que proporcionan un mejor entendimiento del
rompimiento de la simetŕıas.

En este caso las cantidades de movimiento que siempre se conservan (para el caso simétrico y el asimétrico)
son: la enerǵıa y la proyección en el eje z del momento angular. Para el caso simétrico, además de las cantidades
anteriores, se conservan la geometŕıa de la órbita y el módulo al cuadrado del momento angular. En el caso
asimétrico, debido a la complejidad de las ecuaciones de movimiento, el problema se resuelve de manera numéri-
ca mediante una simulación computacional. En la cual se realizaron secciones de Poincaré, para cuando la masa
m2 cruza por el plano xy, además se analizó el espectro de Fourier para la masa m2. Con estas herramientas es
posible discriminar entre la integrabilidad, la periodicidad, la cuasiperiodicidad y la no-periodicidad del sistema
PKA.

Una parte fundamental para la solución de PKA es la elección de las condiciones iniciales, para lo cual se
hizo un breve análisis del potencial efectivo que involucra principalmente el análisis en curvas equipotenciales
de enerǵıa como función de las distintas variables involucradas en la dinámica. De esta manera, se obtienen dos
conjuntos de condiciones iniciales simétricas para la masa m2. El primer conjunto de condiciones iniciales es con
z = 0 y pz 6= 0 que corresponde a poner la masa m2 en el origen y darle impulso en la dirección z. El otro conjunto
de condiciones es con z 6= 0 y pz = 0 que corresponde a colocar dicha masa en alguna posición distinta del origen
y soltarla. Con estas dos condiciones se puede hacer un análisis del potencial efectivo, y en general del problema.
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Capı́tulo 1
Introducción

1.1. Sistemas mecánicos.

Con la formulación de la mecánica hecha por Isaac Newton en el siglo XVII se tuvo una manera precisa
de describir la dinámica de un cuerpo para cualquier instante en el tiempo [5]. Al poco tiempo, el resolver
problemas tan cotidianos, como el péndulo simple, se volvió un tarea complicada por las ecuaciones diferen-
ciales que se obteńıan. Más aún, cuando se tuvo que resolver problemas más importantes, como el movimiento
de sol, la luna y el planeta tierra, se descubrió que no se puede resolver más que bajo ciertas condiciones, y
esto no era porque la teoŕıa no lo permitiera, sino por la falta de métodos con los cuales resolver este proble-
ma. A la postre, a éste se le conoceŕıa como el problema de los tres cuerpos. Con ello se motivó el desarrollo
de estudios cualitativos de las ecuaciones diferenciales involucradas, además de la formulaciones alternativas
a la mecánica clásica que incorporaban el principio de la conservación de la enerǵıa, como el formalismo de
Euler-Lagrange y el de Hamilton-Lagrange. Cabe mencionar que este último produjo importantes avances en la
geometŕıa diferencial. En ambos formalismos se destaca la existencia de constantes dinámicas con las cuales se
puede caracterizar completamente a un sistema. A estas constantes se les suele llamar integrales de movimiento.
Una de las conclusiones importantes a la que se llegó es que si el sistema teńıa el mismo número de cantidades
conservadas como grados de libertad, éste se pod́ıa resolver salvo una integral que involucra la enerǵıa. De esta
manera, se dećıa que el problema es integrable. A partir de esto se idearon formalismos con los cuales poder
describir un sistema en términos de sus integrales de movimiento. Esto se logró indagando las propiedades de
simetŕıa y topológicas de un sistema. Una de las formulaciones más exitosas en dicho esquema es el formalismo
de Hamilton-Jacobi [2].

Durante el estudio de los sistemas integrables se observó que si éstos teńıan muchos grados de libertad las
constantes de movimiento se perd́ıan con facilidad ante perturbaciones pequeñas. Consecuentemente el sistema
dejaba de ser integrable, pero se observó que exist́ıan sistemas que eran más estables que otros. Esto dio origen
a estudios sobre la estabilidad de un sistema dinámico y al teorema de Kolmogorov–Arnold–Moser (KAM) [6].
Éste consiste en estudiar la periodicidad de un sistema sistema dinámico bajo pequeñas perturbaciones para
diferentes condiciones iniciales. De hecho se definen superficies invariantes, relacionadas con las integrales de
movimiento, en las que las trayectorias pueden estar para diferentes condiciones iniciales. En el caso de per-
turbaciones pequeñas las trayectorias solución quedan cerca dichas superficies en trayectorias quasi-periódicas
haciendo que el sistema sea estable.

Muchos f́ısicos y matemáticos interesados en el estudio de los sistemas dinámicos comenzaron a buscar he-
rramientas que les permitieran saber cuando un sistema es o no integrable. Y fue Emmy Nother quien entre
los años de 1917 − 1918, al tratar de encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein, formuló un teorema
que involucra uno de los conceptos más importantes que relaciona la f́ısica y la matemática de un problema.
Esta aportación consiste en relacionar el concepto de un grupo de simetŕıas y con el concepto de integrales de
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2 Introducción

movimiento. Tal teorema que asegura que cada integral de movimiento tiene asociada una simetŕıa, y viceversa.
Por lo tanto, podemos saber si un sistema es integrable estudiando el número de simetŕıas que tiene, o el número
de cantidades dinámicas conservadas. Este teorema no sólo ha sido relevante en mecánica clásica, sino también
en mecánica cuántica, teoŕıa cuántica de campos, etc. Unos de los ejemplos más recientes de esto se encuentra
en el modelo estándar de part́ıculas, el cual se basa en el principio de simetŕıa de norma que implementa una
serie de transformaciones de simetŕıas internas, es decir, no se fija en las coordenadas sino el espacio en donde
las part́ıculas (campos) pueden existir. Ejemplos de lo anterior son las cantidades conservadas de carga eléctrica
en la electrodinámica cuántica, la carga de color en cromodinámica, etc.

Las consecuencias sobre el estudio de los sistemas mecánicos derivó en la creación de toda una rama de es-
tudio que hoy conocemos como Teoŕıa del Caos. Ésta tiene sus oŕıgenes en el estudio de sistemas para predecir
el clima, y ha tenido impacto en diferentes disciplinas como f́ısica, ingenieŕıa, economı́a, bioloǵıa, etc. Como se
menciona al principio de este trabajo, uno de los principales objetivos que se tiene en la ciencia es la capaci-
dad de predecir el comportamiento de un sistema cuando se dan condiciones iniciales. Con ellos, t́ıpicamente
se obtienen ecuaciones diferenciales que dependen del tiempo y que modelan un fenómeno. Las soluciones a
éstas proporcionan información del sistema a tiempos futuros. Sin embargo, como mencionamos anteriormente,
encontrar soluciones anaĺıticas puede ser una tarea no sencilla, pero se pueden tomar dos caminos. El primero
consiste en hacer aproximaciones que simplifiquen el problema a uno que sea más fácil de manipular con la
ventaja de que se tengan parámetros de control que aproximen, en buena medida, al sistema original. Esta
metodoloǵıa es mejor conocida como teoŕıa de perturbaciones. La segunda forma de proceder es haciendo una
simulación numérica que encuentre las soluciones al sistema de ecuaciones diferenciales. En ambos casos se
créıa que pequeños cambios en las condiciones iniciales implicaban pequeños cambios en el comportamiento
futuro del sistema. Sin embargo, esto no resultó cierto, y uno de los casos emblemáticos de este comportamiento
es el atractor de Lorentz [7], mismo que es un sistema de ecuaciones diferenciales para tratar de predecir el clima.

1.1.1. Sistemas superintegrables.

Cuando un sistema integrable es tal que puede tener más integrales de movimiento que grados de libertad,
se dice que el sistema es superintegrable. Estas constantes de movimiento tienen que ser independientes entre
si, es decir, cada constante de movimiento representa una superficie invariante diferente en el espacio fase. Estos
sistemas tienen propiedades topológicas que se reflejan en la estabilidad de un sistema y que no se han explorado
de manera exhaustiva.

1.2. Objetivos de la tesis.

La motivación principal de este trabajo proviene del estudio de sistemas dinámicos que bajo ciertas condicio-
nes son superintegrables. Para ello en este trabajo se propone un sistema mecánico que bajo ciertas condiciones
se reduce al problema de Kepler, razón por la cual lo llamaremos Problema de Kepler Asimétrico (PKA), mis-
mo que también le da el t́ıtulo a este trabajo de tesis. Debido a que el análisis de este tipo de sistemas está
poco explorado y requieren de mucho tiempo, el objetivo principal de este trabajo es proporcionar herramientas
necesarias para poder hacer su análisis. Más en espećıfico se consideran los siguientes objetivos

1. Proporcionar un algoritmo y programas de cómputo que faciliten la obtención numérica de las soluciones
al problema que se plantea. Más concretamente para generar las secciones de Poincaré del sistema.

2. Exhibir que bajo ciertas condiciones el problema aqúı planteado se convierte en el Problema de Kepler.

3. Proporcionar condiciones iniciales a las que se les pueda dar seguimiento para realizar un análisis exhaus-
tivo sobre la dinámica del sistema.

4. Incorporar herramientas de análisis, como la transformada de Fourier, para mostrar la periodicidad del
sistema.
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1.3. Breve descripción del contenido de la tesis.

En el segundo caṕıtulo de este trabajo se hace una breve revisión de los elementos de mecánica clásica que
son indispensables para analizar la dinámica del sistema que se plantea. Los elementos que se revisan son la
formulación Lagrangiana y Hamiltoniana de la mecánica clásica; con ello se obtienen las ecuaciones de Euler
Lagrange y de Hamilton Lagrange, respectivamente. Además se utilizan los paréntesis de Poisson para exhibir
la super-integrabilidad del sistema. También, de forma general, se abordan las transformaciones canónicas y el
formalismo de Hamilton Jacobi para reforzar el concepto de integrabilidad y con relacionar el problema con
el teorema de Noether. Este último relaciona las simetŕıas del sistema con la existencia de integrales de mo-
vimiento. Finalmente, en este caṕıtulo se da una pequeña explicación de las herramientas utilizadas como: las
secciones de Poincaré y la transformada de Fourier para sistemas dinámicos.

En el tercer caṕıtulo se hace la descripción del sistema con el que se trabaja. Éste consiste de dos part́ıculas
que interactúan gravitacionalmente. Una de las part́ıculas de masa m1 está restringida a moverse en plano xy
y otra de masa, m2, sólo se mueve en el eje z, es decir, es un sistema de tres grados de libertad. Con esto se
escribe la función lagrangiana en términos del parámetro ε, el cual es el cociente de masas1. A la lagrangiana se
le efectuaron dos cambios de coordenadas, uno en ciĺındricas y el otro en esféricas. En ambos casos se construyó
la función Hamiltoniana mediante una transformación de Legendre para indagar cuáles son las integrales de
movimiento del sistema, ya que las simetŕıas que preserva PKA se pueden encontrar en un cilindro o a una
esfera. Como resultado de esto, las ecuaciones de Hamilton Lagrange tanto en coordenadas ciĺındricas como
en esféricas conservan la componente z del momento angular, y cuando ε = 1, PKA se reduce a un problema
equivalente al de Kepler (PKS). En este caso se obtienen las tres leyes de Kepler y mediante el uso del paréntesis
de Poisson, se muestra que el sistema tiene cuatro integrales de movimiento: la enerǵıa, el momento angular
total, la proyección en la dirección z del momento angular y el vector de Laplace-Runge-Lenz (LRL), es decir,
el sistema es super-integrable con ε = 1.

Debido a que las ecuaciones de movimiento para el caso asimétrico son no-lineales y además están acopladas
entre si, éstas se integran de manera numérica. En el caṕıtulo 4 se describe mediante un diagrama de flujo la si-
mulación realizada para la integración de dichas ecuaciones de movimiento. Esta simulación se hizo en Python y
principalmente realiza la integración de las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas, construye las
secciones de Poincaré para el plano (Pρ, ρ) en coordenadas ciĺındricas y esféricas. Además, el programa también
calcula la transformada de Fourier para la componente z para complementar el análisis del sistema. También
en este caṕıtulo se construyen un par de familias de condiciones iniciales que sirven como control para estudiar
la dinámica que se quiere exhibir. En el primer conjunto de condiciones iniciales se impone que z = 0 y pz 6= 0,
y para el segundo se impone que z 6= 0 y pz = 0. Estos conjuntos de condiciones iniciales se obtuvieron después
de hacer un análisis del potencial efectivo e incorporando las cantidades de movimiento que aún se conservan.

En el capitulo 5 se muestran los resultados obtenidos de la simulación para los dos conjuntos de condiciones
iniciales antes mencionadas. Primero se muestran las secciones de Poincaré para el conjunto z = 0 y pz 6= 0, en
coordenadas ciĺındricas, y en seguida la transformada de Fourier para el movimiento de la part́ıcula de masa m2

correspondiente al mismo conjunto de condiciones iniciales. Luego se presenta de forma análoga las secciones
de Poincaré y la transformada de Fourier para el conjunto de condiciones iniciales z 6= 0 y pz = 0. Todos los
resultados se muestran en una secuencia representativa en la que ε va incrementando para observar la forma en
la que las simetŕıas se van perdiendo y la dinámica se va modificando. En las secciones de Poincaré se observan
estructuras relacionadas a la conmensurabilidad del problema en las que se puede apreciar la formación de pun-
tos fijos y puntos sillas. En el espectro de potencias se exhibe la cantidad de frecuencias asociadas al movimiento
del sistema y con ello se completa el análisis de la dinámica de PKA. Por último se muestra tanto la proyección
en z del vector de Laplace Runge Lenz (LRL) y vector de momento angular, para distintos valores de ε en los
que se puede observar la pérdida de estas integrales de movimiento.

1m2 = m1ε.



4 Introducción

Finalmente, en el caṕıtulo 6 se analizan los resultados y entre las conclusiones más importantes podemos
destacar las siguientes:

Para el caso simétrico ε = 1 el sistema es super-integrable y sigue las tres leyes de Kepler. La sección de
Poincaré es un punto y la transformada de Fourier un pico tipo delta de Dirac.

Para ε 6= 1 el sistema pierde dos integrales de movimiento que son: el momento angular y el vector LRL.
Además, tanto en las secciones de Poincaré como en el espectro de potencias se observa que el sistema
tiene comportamientos, periódicos, cuasiperiodicos y no periódicos.

Cuando la sección de Poincaré y el espectro de potencias son densos se puede decir con certeza que el
sistema es caótico.

La transición al caos es algo análogo a la duplicación de periodo, ya que al observar la secciones de
Poincaré, éstas tienen un comportamiento parecido al que presenta el mapeo loǵıstico.

Es importante mencionar que si el lector posee los conocimientos fundamentales de mecánica clásica, este
puede omitir el caṕıtulo 2 e ir directamente al caṕıtulo 3, donde se comienza el estudio de PKA.



Capı́tulo 2
Sistemas integrables, simetŕıas,
súper-integrabilidad y caos

En este caṕıtulo se hace una breve revisión teórica de los elementos de mecánica clásica que son necesarios para
el análisis del problema que se aborda en esta tesis. Dichos elementos van desde la introducción del concepto de
coordenadas generalizadas, pasando por la formulación Lagragiana y Hamiltoniana de la mecánica clásica, hasta
enunciar el teorema de Noether y sus implicaciones. También se discuten los conceptos de sistemas integrables,
simetŕıas, súper-integrabilidad y algunos elementos de la teoŕıa del caos.

2.1. Formulación Lagrangiana de la mécanica

Considérese un sistema clásico S formado por n part́ıculas puntuales1. Para describir la dinámica de S
son necesarios n vectores de posición ~ri (t). Debido a que los vectores pertenecen a un espacio vectorial de tres
dimensiones, son necesarias tres cantidades para describir la posición de cada part́ıcula. Entonces la configuración
espacial de S está dada por 3n cantidades. Si existen k restricciones al movimiento de las part́ıculas, el número
de cantidades para especificar el sistema serán 3n menos el número de restricciones, es decir

f = 3n− k,

donde f se define como el número de grados de libertad del sistema [9,10].

También es necesario un sistema de referencia inercial2 a partir del cual determinar la posición de cada
part́ıcula. Este marco de referencia puede ser un sistema cartesiano y los vectores de posición estaŕıan dados por
~ri = xiê1 + yiê2 + ziê3 con i = 1, . . . , n, con n el número de part́ıculas del sistema. Si el sistema S tiene alguna
caracteŕıstica geometŕıa, intŕınseca por ejemplo ciĺındrica, esférica, eĺıptica, toroidal etc, se puede elegir un marco
de coordenadas curviĺıneas, qi, de tal manera que la descripción espacial sea más apropiada para S. Dicho de
otra manera las coordenadas qi, pueden depender tanto de la geometŕıa del sistema, como de las restricciones.
Pero una caracteŕıstica importante que deben cumplir es que necesitan ser linealmente independientes entre śı,
ya que este conjunto de coordenadas debe generar el espacio donde la dinámica del sistema se lleva a cabo. A
éstas qi se les conoce como coordenadas generalizadas, las cuales no necesariamente deben tener dimensiones
de longitud sino que podŕıan tener dimensiones de enerǵıa, de longitud al cuadrado, angulares, etc, e incluso
adimensionales. Las anteriores qi, sus velocidades generalizadas q̇i, las posiciones iniciales y velocidades iniciales
qi(t0), q̇i(t0) especifican completamente tanto el estado mecánico, como la dinámica de S, mediante una función
que depende de las coordenadas y velocidades generalizadas e impĺıcitamente del tiempo t. En particular con

1Se denomina part́ıcula puntual a un cuerpo cuyas dimensiones pueden despreciarse al describir su movimiento.
2Es aquel marco de referencia en el que las leyes de Newton son válidas, es decir, si un cuerpo no está sujeto a alguna fuerza

externa, éste se mueve velocidad constante, ver [9].

5
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lo anterior se determinan las aceleraciones generalizadas, las cuales son función de las posiciones y velocidades
generalizadas:

q̈i = f (qi, q̇i; t) . (2.1)

A la ecuación anterior se le conoce como segunda ley de Newton, y es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones:

q̇i(t) = vi(t); v̇i(t) = f (qi, vi; t) . (2.2)

En el contexto de las ecuaciones diferenciales el espacio al cual pertenecen las funciones (q, q̇), se le conoce
como espacio fase, pero esto es un abuso de lenguaje ya que el espacio de fases, el espacio al cual perteneces
las coordenadas generalizadas y momentos generalizados (q, p), esto se puede ver con más detalle en [3]. El
lado derecho de (2.2) determina un campo vectorial en este espacio. Una solución ψ a la ec. (2.2) describe el
movimiento de un punto en el espacio fase. A este movimiento se le llama trayectoria en el espacio fase, donde
la velocidad a cada instante de tiempo es igual al campo vectorial. La imagen de ψ es llamada curva fase y
estas curvas están dadas por las siguientes ecuaciones paramétricas:

x = ψ(t); v = ψ̇(t).

Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales, dichas curvas no se intersectan en el
espacio fase, por lo que cada curva es una interpretación geométrica de la dinámica en S. Sin embargo, existen
cantidades cuyos valores permanecen constantes durante el movimiento, dependiendo solamente de la condición
inicial. Esta situación se refleja claramente en el espacio fase en el que se observan contantes, en otras palabras
se dice que las cantidades que permanecen constante durante movimiento son “invariantes en el espacio fase”.
A estas cantidades se les denomina constantes de movimiento.

Para describir la dinámica de un sistema mecánico, se apela a uno de los principios más fundamentales
en f́ısica, el principio de mı́nima acción o principio de Hamilton. Éste establece que todo sistema mecánico está
caracterizado por una función diferenciable,

L (qi, q̇i; t) , (2.3)

que recibe el nombre de función Lagrangiana del sistema. Ésta depende de las coordenadas generalizadas, de las
velocidades generalizadas y posiblemente del tiempo3. Ahora supóngase que para el tiempo t1 y t2, S ocupa un
estado mecánico caracterizado por dos conjuntos de coordenadas generalizadas qi(t1), qi(t2) tal que S se mueve
entre estas posiciones, de forma que la siguiente integral tome el menor valor posible4:

S =

∫ t2

t1

L (qi, q̇i, t) dt. (2.4)

A S, se le llama acción. Si qi(t) es la función para la cual S es un mı́nimo, entonces S cambia cuando se sustituye
qi(t) por otra función cualquiera, por ejemplo

qi(t) + δqi(t),

donde el término δqi(t) es una pequeña variación en el intervalo [t1, t2]. En el argot del cálculo de variaciones,
a esta función se le llama variación de la función qi(t). Además, todas las variaciones en los extremos deben
tomar los mismo valores, ver [9, 11], qi(t1), qi(t2) y por las condiciones de frontera, se tiene que:

δqi(t1) = δqi(t2) = 0.

3Cuando el sistema es conservativo, L depende de manera impĺıcita del tiempo.
4Se pide que de todas las posibles trayectorias entre qi(t1), qi(t2) se elija la que minimice la distancia entre dichas posiciones,

en otras palabras se pide que ésta sea una geodésica.
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Para determinar el mı́nimo, se busca que la variación de S sea cero5, con lo que el principio de mı́nima
acción se escribe como:

δS = δ

∫ t2

t1

L (qi, q̇i, t) dt = 0. (2.5)

Debido a que L es diferenciable y realizando la variación de L, se tiene que∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
dt = 0.

Integrando por partes el término
∂L

∂q̇i
δq̇i, se llega a

δS =

[
∂L

∂q̇i
δq

]t2
t1

+

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqidt = 0.

Debido a que δqi(t1) = δqi(t2) = 0, el primer término es cero, y puesto que la integral debe ser cero para toda
δqidt el argumento de la integral debe ser cero, para cada qi con lo que se tiene

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0. (2.6)

Las ecuaciones 2.6 describen completamente la dinámica del sistema y se les conocen como ecuaciones
de Euler-Lagrange. A esta manera de abordar la dinámica del sistema se le conoce como el formalismo de
Euler-Lagrange. Observesé que las ecs. (2.6) son de segundo de orden y el número de ellas es igual al número de
grados de libertad. De estas ecuaciones, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento de S. La Lagrangiana
es una función que se define como

L = T − U,

la diferencia entre la enerǵıa cinética T y la enerǵıa potencial U . Pero más que definir a la Lagrangiana, ésta se
puede construir si se recurre a que el espacio es homogéneo e isótropico localmente y que el tiempo es homogéneo
localmente, esto se estudia más a detalle en [11]. Entonces para el caso de una part́ıcula en la que no se ejerce
alguna fuerza externa, es decir una part́ıcula libre, la enerǵıa potencial es cero y debido a la homogeneidad del
espacio-tiempo, L no depende de las posiciones y del tiempo expĺıcitamente. Como el espacio es isótropico, L
es invariante ante rotaciones, haciendo que la Lagrangiana dependa del módulo de la velocidad al cuadrado. Lo
anterior hace que la lagrangiana al menos, sea proporcional al módulo de la velocidad al cuadrado

L ∝| ~v |2 .

es decir, la enerǵıa cinética. Si ahora se considera que la part́ıcula interactúa con una fuerza externa y ésta
proviene de menos el gradiente de una cierta función potencial, entonces la función potencial es función de las
coordenadas generalizas, es decir, de la enerǵıa potencial U(qi). Por lo tanto, la Lagrangiana debe tener la forma
que se propúso con anterioridad,

L = T − U =
1

2
m|q̇i|2 − U(qi).

Para una descripción más formal y detallada de la Lagrangiana se pueden consultar las referencias [11,12].

5Estrictamente sólo se pide que la variación sea un extremo.
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2.2. Formulación Hamiltoniana de la mécanica

Como se observa en el formalismo de Euler-Lagrange, la formulación de la mecánica presupone que la
dinámica de S está completamente determinada por las coordenadas y velocidades generalizadas. Sin embargo,
no es la única forma en la cual se puede describir la dinámica de S, ya que existe otro conjunto de variables
independientes, distintas a las velocidades generalizadas, con las cuales se puede describir a S. La descripción
de la dinámica de S en términos de las coordenadas y los momentos generalizados ofrece ciertas ventajas, espe-
cialmente en el estudio geométrico de S y la interpretación de las constantes de movimiento. A este formalismo
se le conoce como formalismo de Hamilton-Lagrange. Estas cantidades los momentos generalizados o impulsos
generalizados se determinan a continuación.

Al derivar L (qi, q̇i; t) con respecto al tiempo se tiene6

d

dt
L (qi, q̇i; t) =

∂L

∂qi

dqi
dt

+
∂L

∂q̇i

dq̇i
dt

+
∂L

∂t
=

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
q̇i +

∂L

∂q̇i

dq̇i
dt

+
∂L

∂t
,

d

dt
L (qi, q̇i; t) =

d

dt

(
∂L

∂q̇i
q̇i

)
+
∂L

∂t
.

Si se define a
∂L

∂q̇i
= pi como los momentos generalizados y organizando términos de manera adecuada, se tiene

d

dt
(piq̇i − L) = −∂L

∂t
. (2.7)

La función entre paréntesis se define como la función de Hamilton o función Hamiltoniana

H (qi, pi; t) = piq̇i (q, p; t)− L (qi, q̇i (q, p; t) ; t) , (2.8)

donde se ha hecho expĺıcita la dependencia de q y p por medio de q̇ = q̇ (q, p; t).

Se observa que la función Hamiltoniana es el resultado de hacer una transformada de Legendre a la La-
grangiana (ver apéndice B y las referencias [12–14]) y es función de las coordenadas generalizadas, los momentos
generalizados y posiblemente del tiempo. Al calcular la diferencial de H se tiene 7

dH =
∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂t
dt,

= q̇idpi −
∂L

∂q̇i
dq̇i + pidq̇i −

∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂t
dt

= q̇idpi − ṗidqi −
∂L

∂t
dt.

Al identificar los coeficientes de dpi, dqi y dt, se obtiene:

∂H

∂pi
= q̇i,

∂H

∂qi
= −ṗi, (2.9)

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (2.10)

6Obsérvese que
∂L

∂qi
=

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
, debido a las ecuaciones de Euler-Lagrange, si T (q̇2i ) y U(qi) .

7Para este cálculo se hace uso de que q̇ = q̇ (q, p; t) al considerar las derivadas parciales
∂H

∂pi
y
∂H

∂qi
.
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La última ecuación relaciona el cambio de H y L con respecto al tiempo. Si L no depende expĺıcitamente
del tiempo, entonces, por la Ec. (2.7), H es una contante. Dicha constante es la enerǵıa, pues al realizar la
transformación de Legendre para las respectivas coordenadas se obtiene que

H =
p2
i

2m
+ U(qi) = E.

En las Ecs. (2.9), a las variables pi y qi, se les llama variables canónicamente conjugadas y se les conoce
con el nombre de ecuaciones canónicas de Hamilton-Lagrange. Se observa que estas ecuaciones tienen estructura
simpléctica, [3,12]) y a diferencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange, éstas son el doble de ecuaciones, pero de
primer orden. Por lo tanto, la dinámica de S se describe en un espacio que se denota por Ω, donde su dimensión
es el doble del espacio configuración. El conjunto anterior de ecuaciones proporciona más información del aspecto
geométrico de la dinámica de S; una muestra de lo anterior es la siguiente relación:

n∑
i=1

(
∂

∂qi
q̇i +

∂

∂pi
ṗi

)
=

n∑
i=1

(
∂2H

∂qi∂pi
− ∂2H

∂pi∂qi

)
= 0.

Ésta impone una restricción geométrica y dinámica muy interesante, debido a que la ecuación de Hamilton
que involucra la parcial de H con respecto a las coordenadas generalizadas tiene un menos, que aunado a la
suposición de que H es continua, se puede pensar en un análogo hidrodinámico, en el que la divergencia de H
es cero. Entonces se puede hablar de un flujo Hamiltoniano incompresible, es decir, se puede pensar que toda
la dinámica de S fluye en Ω y el hipervolumen del flujo, es constante. En otras palabras, si se cuantifica el flujo
Hamiltomiano en una determinada sección de Ω para un determinado tiempo t0 y en seguida se hace para un
incremento infinitesimal de tiempo t1 = t0 + dt y si se observa un cambio en el flujo de la sección, entonces en
las demás secciones ocurre un cambio tal que el hipervolumen es constante.

Otro ejemplo importante es el que se presenta a continuación. Considérese la función, f , la cual depende
de qi, pi y posiblemente del tiempo. La derivada de f con respecto al tiempo es

d

dt
f (qi, pi; t) =

n∑
i=1

∂f

∂qi
q̇i +

n∑
i=1

∂f

∂pi
ṗi +

∂f

∂t
.

De las ecuaciones canónicas de Hamilton (2.9), se tiene

d

dt
f (qi, pi; t) =

n∑
i=1

∂f

∂qi

∂H

∂pi
−

n∑
i=1

∂f

∂pi

∂H

∂qi
+
∂f

∂t
.

Se define el paréntesis de Poisson como {f,H} =
n∑
i=1

∂f

∂qi

∂H

∂pi
−

n∑
i=1

∂f

∂pi

∂H

∂qi
; por lo tanto, se puede escribir

d

dt
f = {f,H}+

∂f

∂t
. (2.11)

Más aún, se define como un operador de dos funciones continuas f (qi, pi) y h (qi, pi) que dependen de momentos
y coordenadas generalizadas, tal que cumple con la siguiente regla de operación 8

{f, h} =
n∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂h

∂pi
− ∂f

∂pi

∂h

∂qi

)
. (2.12)

El paréntesis de Poisson trae consigo un álgebra intŕınseca9, la cual es útil al momento de realizar cálculos
funcionales con cantidades conservadas. Algunas propiedades de la relación en la Ec.(2.12) son

8El paréntesis de Poisson opera sobre el número total de coordenadas y momentos generalizados.
9Álgebra del grupo simpléctico de Lie [12].
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{f, f} = 0, el paréntesis de Poisson de una función consigo misma es cero 10.

Antisimetŕıa, {f, h} = −{h, f}.

Bilineal, {af + bg, h} = a {f, h}+ b {g, h}, donde a y b son constantes.

{fg, h} = {f, h} g + f {g, h}.

Identidad de Jacobi {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0, es decir, la suma de permutaciones ćıclicas
del doble paréntesis de Poisson de tres funciones es cero.

La prueba de estas propiedades es relativamente fácil; se demuestran usando la definición del paréntesis
de Poisson y considerar que las funciones f , g y h son continuas con segunda derivada continua. Sin embargo,
el paréntesis de Poisson tiene implicaciones muy útiles e interesantes cuando se trata de discriminar constantes
de movimiento independientes. A continuación se exhiben algunas aplicaciones del paréntesis de Poisson en la
función Hamiltoniana, las coordenadas y momentos generalizados 11.

a) {qi, H} = q̇j , {pi, H} = ṗj .

b) {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0.

c) {qi, pj} = δij .

d) Si una cantidad C, que no depende expĺıcitamente del tiempo y además conmuta con la Hamiltoniana, es
decir, {C,H} = 0, entonces C es una constante de movimiento del sistema.

Estas propiedades ilustran el álgebra antes mencionada y la prueba de las mismas se obtienen de manera
directa utilizando esencialmente la definición de paréntesis de Poisson, la función Hamiltoniana y las ecuaciones
de Hamilton-Lagrange, por lo que dichas pruebas se omiten [9,13]. Sin embargo, la última de las propiedades es
un resultado muy importante, ya que permite saber cuándo alguna función es o no una integral de movimiento,
por lo que a continuación se realiza la prueba de esta propiedad.

Proposición 1.
Sea C = C (qi, pi; t), una función de las coordenadas generalizadas y de los momentos generalizados, la cual no
depende expĺıcitamente del tiempo y que además conmuta con la Hamiltoniana {C,H} = 0. Entonces C es una
constante de movimiento.

Prueba.

Al derivar a C con respecto a el tiempo se tiene
dC

dt
=
∂C

∂qi
dqi +

∂C

∂pi
dpi +

∂C

∂t
. De las ecuaciones de Hamilton-

Lagrange,
dC

dt
=

∂C

∂qi

∂H

∂pi
− ∂C

∂pi

∂H

∂qi
+
∂C

∂t
. Al utilizar la definición de paréntesis de Poisson, se llega a

dC

dt
= {C,H} +

∂C

∂t
. Por hipótesis, {C,H} = 0 y como C no depende expĺıcitamente del tiempo,

∂C

∂t
= 0,

entonces
dC

dt
= 0. Por lo tanto C = cte, es decir, es una constante de movimiento.

Una consecuencia importante de la última propiedad y de la identidad de Jacobi es que el paréntesis de
Poisson de dos constantes de movimiento es, a su vez, una constante de movimiento. Aśı, al aplicar la identidad
de Jacobi a F , G constantes de movimiento y H, la función Hamiltoniana, se tiene:

10Si el paréntesis de Poisson se anula, entonces se dice que las cantidades conmutan. Esta expresión es muy utilizada en mecánica
cuántica donde se tiene una estructura algebraica similar.

11Recuérdese que H depende de qi y pi.
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{F, {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F,G}} = 0. (2.13)

Por la propiedad d), los primeros términos son cero y, por tanto, {F,G} es una integral de movimiento. Sin
embargo, lo anterior no proporciona alguna información de si las integrales de movimientos son independientes
entre śı. La independencia de estas integrales de movimiento es de gran importancia en el estudio de sistemas
Hamiltonianos, ya que la existencia de m de estas cantidades permite reducir el estudio de un sistema de n
grados de libertad, Sn, a uno de menos grados de libertad, Sn−m [3]. Por lo tanto, entre mayor sea el número
de integrales de movimiento, el estudio del sistema se reduce aún más. Por eso resulta importante estudiar las
constantes de movimiento linealmente independientes de un sistema S, en particular es importante saber si
dicho sistema tiene tantas constantes de movimiento independientes como grados de libertad; si esto sucede, se
dice que el sistema es integrable. La independencia lineal de las constantes de movimiento se determina cuando
el paréntesis de Poisson es igual a cero. A esto se le conoce como involución (para una descripción más detallada
ver [3, 4]): dos integrales de movimiento I1 e I2 están en involución si

{I1, I2} = 0 (2.14)

Como se ha notado, en los dos formalismos que se han presentado, las ecuaciones de movimiento no
dependen del sistema de referencia ni del sistema coordenadas curviĺıneas que se elija, pero śı es importante notar
que al hacer una transformación de coordenadas y momentos, se preserve el volumen del flujo Hamiltoniano. Es
decir, dadas las coordenadas canónicas (q, p) y si existe un isomorfismo de coordenadas Tc tal que la imagen de
(q, p) bajo Tc sea (Q,P ) y ésta transformación preserva el flujo Hamiltoniano, entonces Tc es una transformación
canónica de coordenadas y momentos, Tc : (qi, pi) 7→ (Qi, Pi). En términos anaĺıticos, el determinante de la

matriz Jacobiana sea uno, i.e.
∂(p, q)

∂(P,Q)
= 1, para que∫

γ

dqdp =

∫
Γ

∂(p, q)

∂(P,Q)
dQdP,

con γ y Γ los hipervolúmenes en los respectivos espacios fase.

Una śıntesis de lo anterior se ilustra en el siguiente cuadro, ya que para hacer un cambio de coordenadas
entre dos langrangianas L1 y L2 sólo basta con una transformación de coordenadas, que denotaremos por Tco

12.
El cambio de L1 a H1 o de L2 a H2 es mediante una transformación de Legendre Tl y como resultado el cambio
de H1 a H2 se hace mediante una transformación canónica.

Un cambio de coordenadas entre H1 y H2 se puede hacer de dos maneras. La primera es mediante un trans-
formación canónica y la segunda es realizar la transformada de Legredre para obtener la Lagrangiana, luego
hacer el cambio de coordenadas y por último hacer la transformada de Legendre, para aśı obtener la nueva
Hamiltoniana en las respectivas coordenadas, como se muestra en la Fig.(2.1).

De todo lo anterior, para una Hamiltoniana, H, las ecuaciones canónicas son:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
,

y las ecuaciones canónicas después de aplicar una transformación canónica son:

Q̇i =
∂H ′(Q,P ; t)

∂Pi
, Ṗi = −∂H

′(Q,P ; t)

∂Qi
.

12Se debe asegurar el cambio de cartas sea completos para los respectivos atlas, una descripción mas formal de esto de puede ver
en [15].
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Figura 2.1: Cuadro conmutativo que ilustra el cambio de una Hamiltoniana H1, a una Hamiltoniana H2, mediante
transformaciones de coordenadas, de Legendre y canónicas.

El caso más óptimo de una transformación canónica es cuando todas las variables Qi son ćıclicas, es decir, que la
transformación canónica de una función Hamiltoniana dependa solamente de los nuevos momentos generalizados
Pi,

H (qi, pi) : Tc 7→ H ′ (Pi) , (2.15)

donde las ecuaciones de Hamilton tendrán la forma

Ṗi = �∂H
′

∂Qi
= 0, Q̇i =

∂H ′

∂Pi
= fi(Pi). (2.16)

Aqúı fi(Pi) es una función de Pi e independiente del tiempo. Pensar en una transformación que realice lo ante-
rior es muy importante, pues los nuevos momentos generalizados se obtienen por simple integración. Además,
estos momentos son integrales de movimiento del sistema, con los cuales se obtienen las nuevas coordenadas
generalizadas y con ello la solución del sistema salvo, una integral de cuadratura. Con esto se puede hablar de
que el sistema es integrable cuando se tienen, tantos momentos generalizados como grados de libertad.

Ahora se expondrá qué tipo de transformación hace que se cumpla la Ec. (2.15). Al regresar a la Ec.(2.5)
y ocupando la Ec.(2.9) para una transformación canónica se tiene:

δ

∫ t2

t1

L (qi, q̇i, t) dt = δ

∫ t2

t1

(piq̇i (q, p; t)�H (qi, pi; t)) dt = δ

∫ t2

t1

(
PiQ̇i (Q,P ; t)�H ′ (Qi, Pi; t)

)
dt = 0.

Por tanto se tiene que

pidqi �H (qi, pi; t) dt = PidQi �H ′ (Qi, Pi; t) dt+ dF1,

es decir,

dF1 = pidqi � PidQi � (H (qi, pi; t)�H ′ (Qi, Pi; t)) dt.

Con lo que F1 es una función de q,Q y posiblemente del tiempo, es decir, F1 = F1(q,Q; t). Por otro lado, la
diferencial de F1 es

dF1 =
∂F1

∂qi
dqi +

∂F1

∂Qi
dQi +

∂F1

∂t
dt.

Entonces se tiene que:
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pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi
y H ′ (Qi, Pi; t) = H (qi, pi; t) +

∂F1

∂t
,

o bien

pidqi −Hdt = PidQi −H ′dt+ dF1. (2.17)

Ahora si se hace una transformación de Legendre de tal manera que se transforme F1 a una función que
dependa de q, P y quizá del tiempo tal que se tenga F2 (qi, Pi; t)

F1 = F1(qi, Qi; t) = F2(qi, Pi; t)− PiQi.

A F2, se le conoce como función generadora. Por lo tanto, la diferencial de F1 es

dF1 =
∂F2

∂qi
dqi − pidQi +

[
∂F2

∂Pi
−Qi

]
dPi +

∂F2

∂t
dt.

Sustituyendo esta última ecuación en la ec.(2.17), se obtiene:

pidqi −Hdt =
∂F2

∂qi
dqi +

[
∂F2

∂Pi
−Qi

]
dPi +

[
∂F2

∂t
−H ′

]
dt (2.18)

y de esta ecuación se sigue que

pi =
∂F2

∂qi
Qi =

∂F2

∂Pi
H ′ = H +

∂F2

∂t
. (2.19)

Esta metodoloǵıa puede ser usado para integrar expĺıcitamente una clase importante de sistemas Hamilto-
nianos. A este tratamiento se le conoce como formalismo de Hamilton-Jacobi, en el cual a la función generadora
se le denota por S = S(qi, αi), y por convención a los momentos en este formalismo se les denotan como αi:

pi =
∂

∂qi
S(qi, αi),

βi =
∂

∂αi
S(qi, αi), (2.20)

donde βi son las nuevas coordenadas conjugadas de αi

H

(
qi,

∂

∂qi
S(qi, αi)

)
= H ′ (αi) . (2.21)

La Ec. (2.21) se conoce como ecuación de Hamilton-Jacobi independiente del tiempo. Para el caso particular
en el que se encuentra un par de variables conjugadas tal que la coordenada conjugada se incremente por 2π
después de completar un periodo de movimiento, denotando estás variables como I y Θ, donde I es el momento
conjugado constante. Con ello las Ecs. (2.20) se escriben como:

pi =
∂

∂qi
S(qi, Ii),

Θi =
∂

∂Ii
S(qi, Ii), (2.22)

y la ecuación de Hamilton-Jacobi toma la forma
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H

(
qi,

∂S

∂qi

)
= αi = H ′ (I) , (2.23)

para una trayectoria con un valor fijo de α de la Ec.(2.22), se obtiene:

dΘi

dqi
=

∂

∂Ii

(
∂S

∂qi

)
.

Al pedir que sobre un ciclo alrededor de una curva invariante C para algún valor fijo de α el cambio en Θi sea
de 2π, implica que

2π =

∮
C

dΘ =
∂

∂I

∮
C

∂S

∂q
dq,

la condición anterior se satisface sólo si

I =
1

2π

∮
C

p (q, α) dq. (2.24)

La Ec.(2.24) es la definición de la variable acción. Esta se calcula alrededor de una curva invariante para
un valor fijo de α = H ′(I) = E y las ecuaciones de Hamilton para la transformación son:

İ = −∂H
′(I)

∂Θ
= 0, (2.25)

Θ̇ =
∂H ′(I)

∂I
= ω(I), (2.26)

La integración de estas ecuaciones da:

I = I0 = cte, (2.27)

Θ = ω(I)t+ δ, (2.28)

donde ω(I) es la frecuencia caracteŕıstica de la dinámica de S, para una discusión mas detallada ver [2–4,11–13].

El hecho de que dos constantes de movimiento conmuten, Ec.(2.14), tiene implicaciones geométricas
muy interesantes ya que al estar en involución y del formalismo de Hamilton-Jacobi se tienen dos direcciones
principales x1 y x2 independientes y estas tienen asociada una frecuencia ω1 y ω2 (el ángulo de periodo 2π).
Es decir, se tiene una circunferencia S1 para cada constante de movimiento, y puesto que son dos direcciones
independientes, la variedad que se genera es S1×S1, que representa un toro Π2de dimensión 2, , como se muestra
en la Fig.(2.2).

La dinámica del sistema se restringe a la superficie de un toro y esta es función de las variables angulares
ω1 y ω2, por lo que para cada par de integrales de movimiento I se tiene un toro en espećıfico y la dinámica
de S se encuentra en dicho toro como se muestra en la Fig.(2.3) dependiendo de las condiciones iniciales. Esta
idea se generaliza para n integrales de movimiento independientes, resultando que la dinámica del sistema se
encuentra en un toro n-dimensional 13 Πn = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸

n veces

, donde la dinámica es descrita por el conjunto de

frecuencias asociadas {ωn}. Una muy buena śıntesis de esto se tiene en [17].

13Hay veces que dependiendo de la estructura topológica de las variables del sistema, éste puede estar en variables, similares a
un cilindro, R× S1.
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Figura 2.2: Variedad para un sistema inte-
grable.

Figura 2.3: Dinámica para diferentes inte-
grales de movimiento.

2.3. Teorema de Noether y simetŕıas

Un sistema S es simétrico si al aplicarle una transformación, su Lagragiana o Hamiltoniana permanece
sin cambios. En el caso de la Langrangiana, esto ocurre cuando en las ecuaciones de Euler-Lagrange el término

de la parcial con respecto a alguna coordenada generalizada sea nulo14,
d

dt

(
∂L

∂q̇0

)
= 0. Es decir, no existe

una dependencia expĺıcita de dicha coordenada y, en consecuencia, la derivada total del momento generalizado

asociado es constante,
∂L

∂q̇0
= cte. Para el caso de la función Hamiltoniana, si en las ecuaciones de Hamilton-

Lagrange la parcial de la Hamiltoniana respecto a alguna coordenada generalizada, o momento generalizado, es

cero, ṗ0 = −∂H
∂q0

= 0, q̇0 =
∂H

∂p0
= 0, entonces existe una simetŕıa asociada a la transformación de dicha variable.

Lo anterior nos indica que cuando se tienen simetŕıas en un sistema podemos asociar una constante dinámica.
Esto último también es válido en sentido inverso [3, 4, 12], es decir, una constante dinámica tiene asociada una
transformación que deja invariante las variables del sistema. Algunos ejemplos de esto son: La invarianza de la
Lagrangiana o Hamiltoniana bajo desplazamiento en el tiempo, la invarianza del momento lineal bajo transla-
ciones espaciales en una part́ıcula libre y la invarianza de momento angular en un sistema que rota, por citar
algunos de los ejemplo más comunes.

Lo anterior se generaliza en un teorema que formuló en 1917− 1918, la matemática Emmy Noether y se
le conoce por Teorema de Noether, el cual en palabras de Eugene Saletan y Jorge José [3] dice:

Teorema de Noether

g es una constante de movimiento si y sólo si H es invariante bajo el grupo de transformaciones infinitesimal-
mente generadas por g.

2.4. Secciones de Poincaré

La sección de Poincaré es particularmente útil en el estudio de sistemas periódicos, cuasi-periódicos y/o
con periodicidad forzada. Para exhibir esto, considérese una órbita periódica de un sistema S, sobre la variedad

14Sólo en el caso en que la coordenada sea invariante.
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de fase M15 cuya dimensión es n. Si ξ (t, ξ0) es una solución de periodo τ , entonces ξ (t+ τ, ξ0) = ξ (t, ξ0). Ahora
llamemos P a una subvariedad de M de co-dimensión n− 1, tal que es transversal a la órbita en el tiempo. En
otras palabras, la intersección de la órbita y la variedad P es un punto ξ (t+ τ, ξ0) = p ∈ P como se muestra es
la Fig (2.4), (esto para el caso en el que la órbita tiene un sólo periodo, pero puede haber órbitas con periodos
multiples). En este caso se dice que el sistema es periódico.

Figura 2.4: Sección de Poincaré para un sistema periódico.

Ahora bien, si S está sujeta a una perturbación de tal manera que la órbita del sistema es forzada a cambiar
cerca de la órbita ξ (t), entonces ξ (t0 + τ) en general no será el mismo punto que ξ (t0) = p0 en P. Esto quiere
decir que después de un tiempo τ , ξ (t) cruza a P en otro punto ξ (t0 + τ) = p1, tal como se muestra en la
Fig.(2.5), es decir, el sistema exhibe multiplicidad en su periodo. En dicha figura se observa que la intersección
de la órbita con P se alterna entre los puntos p0 y p1; a esta secuencia de puntos que se describen en P se le
llaman mapeo de Poincaré y P es la sección de Poincaré. De ésta forma la dinámica de un sistema define la
función Φ : P → P, la cual se conoce como mapeo de Poincaré o aplicación de Poincaré, ya que el punto pk lo
manda pk+1 de forma que pk+1 = Φ (pk) forma un conjunto de puntos en P.

Figura 2.5: Sección de Poincaré para un sistema con duplicidad de periodo.

15Una variedad topológica de dimensión n es un espacio topológico de Hausdorff en el que todo punto tiene un entorno abierto
homeomorfo a una bola abierta en Rn, es decir, localmente se parece a Rn.
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Un sistema es periódico si las frecuencias independientes del toro son conmensurables, esto es, dadas ω1 y

ω2, el cociente entre ellas es racional, es decir,
ω1

ω2
=
p

q
, con p,q primos relativos. Y un sistema es cuasi-periódico

si dichas frecuencias son inconmensurables, es decir, el cociente entre ellas es irracional,
ω1

ω2
6= p

q
. Una caracte-

rización de estos conceptos se especifica mediante el mapeo de Poincaré ya que describe de manera cualitativa
si un sistema es conmensurable o inconmensurable.

Es decir, S es periódico, si se tiene que la traza de la órbita en la sección consta de un numero finito de
puntos. S es cuasi-periódico si se tienen un número infinito de puntos en P. Para esclarecer esta idea consideremos
la Hamiltoniana de una part́ıcula que tiene dos grados de libertad:

E = H =
1

2m

(
p2
x + p2

y

)
+ U (x, y) . (2.29)

La órbita de la part́ıcula se encuentra en un espacio fase de cuatro dimensiones (coordenadas x,y y sus
respectivos momentos px y py). El estudio se puede reducir a un problema de dos dimensiones, ya que para una
enerǵıa dada se elige una sección de Poincaré para algún valor de y0 fijo; sin perder generalidad se elige y = 0.
La órbita de este sistema se puede obtener de manera numérica y el mapeo se hace cada vez que la órbita pasa
por y = 0; obteniendo los puntos en P, correspondientes a los valores sucesivos para x y px y con esto, un mapeo
en el plano (x, px). Lo anterior es la sección de Poincaré y los puntos en esta sección definen el estado mecánico
del sistema ya que para la enerǵıa, E, y y = 0, se tiene:

py = ±

√
2m

(
E − 1

2m
p2
x − U(x, 0)

)
. (2.30)

La sección de Poincaré se construye utilizando únicamente uno de los signos. Es importante observar que un
mapeo puede tener un número infinito de puntos de tal manera que la traza de la órbita dejada en la sección de
Poincaré (el mapeo) sea una curva suave. Esta curva corresponde al corte transversal del toro en el cual sobre
su superficie se encuentra la órbita. Este toro es la variedad M y por tanto la dinámica del sistema se encuentra
en un único toro cuando el sistema es integrable. Cuando el sistema no es integrable la sucesión de puntos en
el mapeo no sólo se restringe a una curva, sino que comienza a llenar la sección de manera densa e infinita, y
esto se debe a que la órbita ya no se encuentra sobre la superficie del toro sino que ahora la órbita ocupa varios
toros de diferentes radios, con lo cual el sistema deja de ser integrable, y más aún el sistema puede llegar a ser
caótico debido a la pérdida de integrales de movimiento. Esta situación se exhibe más adelante en los resultados
obtenidos de este trabajo y en las referencias [3, 13,17,18].

2.5. Espectro de Potencias.

Otra herramienta útil para el estudio de caos, en particular para las caracterización de las órbitas,
es describirlas en términos de su espectro de potencias. Éste proporciona información cuántitativa sobre la
periodicidad o aperiodicidad de las frecuencias que componen la dinámica de la órbita, (ver [13,19] ). Considérese
una órbita periódica, es decir, el movimiento de la órbita está confinado sobre la superficie de un toro. Más
aún, la intersección de ésta con una sección de Poincaré es únicamente un punto, por lo que sólo existe una
frecuencia asociada a dicho movimiento. Dicho movimiento de acuerdo con el teorema de Fourier [19], se puede
escribir en términos de una base ortonormal:

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=0

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sin

(nπx
L

)]
. (2.31)

A la ecuación anterior se le conoce como serie de Fourier, donde L es la mitad del periodo y los coeficientes a0,
an y bn son:
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a0 =
1

L

∫ L

L

f(x)dx, an = 1
L

∫ L

−L
f(x) cos

(nπx
L

)
dx, bn =

1

L

∫ L

−L
f(x) sin

(nπx
L

)
dx. (2.32)

Utilizando que cos θ =
eiθ + e−iθ

2
y sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
, tenemos:

f(x) =
1

2

∞∑
n=0

[
(an − ibn) e(inπx/L) + (an + ibn) e−inπx/L

]
=

1

2

[
0∑

n=−∞
(a−n − ib−n) e(−inπx/L) +

∞∑
n=0

(an + ibn) e(−inπx/L)

]

Debido a la paridad de las funciones seno y coseno, los coeficientes se pueden escribir de la forma an = a−n y

b−n = −bn, con los cuales se puede definir un nuevo coeficiente cn, tal que cn =
an + ibn

2
y c0 = a0. Por lo

tanto, la serie de Fourier toma la forma

f(x) =

∞∑
n=−∞

cne
(−inπx/L), (2.33)

donde

cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e(inπx/L)dx (2.34)

Al sustituir (2.34) en (2.33) se obtiene:

f(x) =
∞∑

n=−∞

[
1

2L

∫ L

−L
f(x′)e(inπx′/L)dx′

]
e(−inπx/L) (2.35)

Para algún n la frecuencia es ω =
nπ

L
, por lo que, para dos valores consecutivos de n, la frecuencia es ∆ω =

π

L
.

Por lo, tanto

f(x) =
∞∑

n=−∞

[
∆ω

2π

∫ L

−L
f(x′)e(iωx

′)dx′

]
e(−iωx)

Si se impone que L→∞ y ∆ω → 0, se obtiene:

f(x) =

∫ ∞
−∞

[
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x′)eiωx
′
dx′
]
e−iωxdω (2.36)

De esta ecuación se observa que la función es la composición de una transformación y su inversa, un estudio
más detallados se muestran en [19, 20]. Además, esta transformación tiene información sobre las frecuencias
asociadas al sistema en un intervalo infinito, es decir, las frecuencias con las que se puede reconstruir la función
inicial. A esta transformación se le conoce como la transformada de Fourier y se define como:

F (ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)eiωxdx, (2.37)

y su inversa es

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

F (ω)e−iωxdω (2.38)
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Si a la órbita con la cual se inicio la discusión se le aplica la transformada de Fourier, debido a que ésta
tiene sólo una frecuencia, el resultado de la transformada será una delta de Dirac, situada justo en la frecuencia
asociada del sistema. El espectro de frecuencias, I(ω), es el módulo de las frecuencias asociadas de un sistema.
Para ejemplificar esta herramienta, considérese la siguiente función:

f(x) = sin(x) + 3 cos(5x), (2.39)

la cual se muestra en la Fig.(2.6). Si obtenemos la transformada de Fourier de la Ec.(2.39) por medio la Ec.(2.37)
se sigue que:

I(ω) =
1√
2π

[πδ(ω � 1) + 3πδ(ω � 5)] (2.40)

De la ecuación anterior se tiene que el espectro de potencias estará formado por dos picos, uno situado en
ω1 = 1 y un segundo en ω2 = 5. Además, este último tiene una amplitud tres veces más grande que el primero,
tal y como se muestra en la Fig(2.7).

Figura 2.6: Función a la cual se le examina
su espectro de potencias, para identificar el
número de frecuencias.

Figura 2.7: El espectro de potencias mues-
tra que la función tiene únicamente fre-
cuencias en 1 y en 5.

Cuando se tiene una función asociada a un sistema dinámico que tiene un gran número de frecuencias,
el espectro de potencias se llena y esto es una medida de la aperiodicidad del sistema. Esta herramienta se
explotará fuertemente más adelante para los espectros de Fourier del problema de Kepler asimétrico.
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Capı́tulo 3
Problema de Kepler asimétrico.

El problema de Kepler es de los pocos problemas en mecánica clásica que además de ser totalmente soluble, es
especial debido a que tiene al menos cuatro constantes de movimiento independientes y tres grados de libertad,
haciéndolo super-integrable. En este caṕıtulo se propone un sistema que bajo ciertas condiciones de simetŕıa se
reduce al problema de Kepler, y que se le asignará el nombre de Problema de Kepler Asimétrico (PKA), debido
al rompimiento de algunas simetŕıas, como se detallará más en el caṕıtulo.

3.1. Descripción del sistema

Considérese una part́ıcula de masa m1, restringida a moverse en el plano (x, y), y una segunda part́ıcula
de masa m2, con la restricción de moverse en el eje z. Éstas interactúan a través de un potencial gravitacional
como se muestra en Fig. (3.1). Las coordenadas de dichas part́ıculas son ~r1 = (x1, y1, 0) y ~r2 = (0, 0, z2). Por
simplicidad se escribirá ~r1 = (x, y, 0) y ~r2 = (0, 0, z), teniendo en cuenta que las coordenadas x, y corresponden
a la part́ıcula de masa m1 y la coordenada z a la part́ıcula de masa m2. Como consecuencia de la ley de gra-

vitación universal de Newton1, dichas part́ıculas interactúan mediante el potencial gravitacional U = −Gm1m2

r
.

Como se discutió en el caṕıtulo 2 los grados de libertad son f = 3n − k [9]. En PKA se tiene que n =
2 (dos part́ıculas) y k = 3 (restricciones), ya que para m1 hay una restricción, puesto que se mueve en plano
(x, y) y para m2 son 2 debido a que sólo se mueve en el eje z. Por lo anterior los grados de libertad del sistema
son f = 3.

1Cada part́ıcula con masa m atrae a otra part́ıcula con masa m′ con una fuerza que vaŕıa directamente como el producto de las

dos masas y es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas, ~F = −G
mm′

r2
êr, donde êr es un vector unitario

en la dirección radial, [9].

21
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Figura 3.1: El sistema del PKA.

3.2. Lagrangiana y Hamiltoniana del PKA en coordenadas curviĺıneas

Debido a que PKA tiene una simetŕıa ciĺındrica y el potencial sólo depende de la posición, PKA se
describirá en tres sistemas de coordenadas: cartesianas, ciĺındricas y esféricas. Esto tiene la finalidad de indagar
las simetŕıa y explorar la existencia de cantidades caracteŕısticas del sistema que son útiles en su análisis
dinámico.

3.2.1. Descripción en coordenadas cartesianas

La enerǵıa cinética T del sistema PKA es la suma de la enerǵıa cinética de la part́ıcula 1 más la enerǵıa
cinética de la part́ıcula 2:

T =
1

2
m1

(
x̊2 + ẙ2

)
+

1

2
m2

(
z̊2
)
, (3.1)

donde la derivada con respecto la tiempo es:
dq

dt̃
= q̊. Se usa un ćırculo, �˚�, sobre las coordenadas para

denotar la derivada con respecto al tiempo, t̃, ya que se reescalará la langrangiana en unidades más apropiadas
donde se usará la notación de un punto, � ˙�, para indicar la derivada con respecto al tiempo escalado t.
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Puesto que las part́ıculas interactúan a través de un potencial gravitacional, la enerǵıa potencial es:

U = −Gm1m2

r
, (3.2)

con r = |~r2 − ~r1| =
√
x2 + y2 + z2 y G la constante de gravitación universal.

Del formalismo de Euler-Lagrange y de la resta de la Ec. (3.2) a la Ec. (3.1) se obtiene la lagrangiana de
PKA:

L
(
~x, ~̊x; t̃

)
=

1

2
m1

(
x̊2 + ẙ2

)
+

1

2
m2

(
z̊2
)

+
Gm1m2

r
. (3.3)

Para que la manipulación algebráica sea más simple, se reescala la lagragiana, de tal manera que esté
escrita en un sistema de unidades más apropiado para su análisis. Si se factoriza m1 de (3.3) se tiene:

L = m1

[
1

2

(
x̊2 + ẙ2

)
+

1

2

m2

m1
z̊2 +

Gm2

r

]
.

Definimos ε =
m2

m1
; con ello la langrangiana toma la forma:

L = m1

[
1

2

(
x̊2 + ẙ2 + ε̊z2

)
+
Gm2ε

r

]
. (3.4)

Si ahora se toma t =
√
Gm1 t̃, para cualquier coordenada generalizada qi,

q̊ =
dq

dt̃
=
dq

dt

dt

dt̃
= q̇
√
Gm1,

donde
dq

dt
= q̇. Finalmente la lagrangiana se expresa de forma más práctica:

L = Gm2
1

[
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + εż2

)
+
ε

r

]
.

Renombrando la lagrangiana escalada por un factor de
1

Gm2
1

, ésta se escribe

L(~x, ~̇x; t) =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + εż2

)
+
ε

r
. (3.5)

Obsérvese que las unidades de (3.5) son de [distancia]−1 y estas son las unidades más convenientes en las que se
puede describir el sistema. Además, éstas unidades hacen que PKA sólo dependa del cociente de masas ε como
parámetro libre.

De las ecuaciones de Euler-Lagrange y de la lagrangiana en la Ec. (3.5) se obtienen las ecuaciones de
movimiento para PKA:

ẍ+ ε
x

r3
= 0; (3.6)

ÿ + ε
y

r3
= 0; (3.7)

z̈ +
z

r3
= 0. (3.8)

Se observa que las Ecs. (3.6) a (3.8) son un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden no
lineales, acopladas en el termino r. El sistema anterior es soluble para ε = 1.

La Hamiltoniana es,
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H =
3∑
j=1

pj q̇j − L,

donde los momentos generalizados son pj =
∂L
∂q̇j

y j es el ı́ndice que se refiere a las componentes de las

coordenadas generalizadas. Con ello la Hamiltoniana de PKA es

H (~x, ~p; t) =
1

2

(
p2
x + p2

y +
p2
z

ε

)
− ε

r
, (3.9)

y las ecuaciones de Hamilton-Lagrange son:

ẋ = px; (3.10)

ẏ = py; (3.11)

ż =
pz
ε

; (3.12)

ṗx = −εx
r3

; (3.13)

ṗy = −εy
r3

; (3.14)

ṗz = − εz
r3
. (3.15)

Como se observa, a diferencia de las ecuaciones de movimiento del formalismo de Euler-Lagrange, éstas
son el doble del número ecuaciones pero de primer orden.

3.2.2. Descripción en coordenadas ciĺındricas

Al resolver cualquier problema f́ısico es útil adquirir el mayor beneficio de la geometŕıa. Al escribir la
configuración espacial de un sistema en un marco de coordenadas apropiado a la geometŕıa del mismo, resulta
que en algunas ocasiones se puede obtener de manera anaĺıtica la solución al sistema.

Por ello PKA se escribirá en los sistemas de coordenadas ciĺındricas y esféricas para aprovechar su
geometŕıa ciĺındrica y que el el potencial depende de la distancia. En el caso ciĺındrico se hace el siguiente
cambio de variables:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z. (3.16)

donde ρ =
√
x2 + y2 en el intervalo 0 ≤ ρ < ∞, φ = arctan

(y
x

)
donde 0 ≤ φ < 2π y −∞ ≤ z < ∞. Por lo

tanto,

ẋ = ρ̇ cosφ− ρφ̇ sinφ,

ẏ = ρ̇ sinφ+ ρφ̇ cosφ. (3.17)

De las Ecs. (3.5), (3.16) y (3.17) se obtiene la lagrangiana en coordenadas ciĺındricas:

Lcyl =
1

2

(
ρ̇2 + ρ2φ̇2 + εż2

)
+

ε√
ρ2 + z2

. (3.18)
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De igual forma que se hizo en la lagrangiana en coordenadas cartesianas, Ec. (3.5), y de las ecuaciones
de Euler-Langrange se obtienen las ecuaciones de movimiento para la lagrangiana en coordenadas ciĺındricas:

ρ̈− ρ

[
φ̇2 +

ε

(ρ2 + z2)
3/2

]
= 0; (3.19)

φ̈ = 0; (3.20)

z̈ +
z

(ρ2 + z2)
3/2

= 0. (3.21)

Al realizar la correspondiente transformada de Legendre a la Ec. (3.18) se obtiene la Hamiltoniana de
PKA en ciĺındricas,

Hcyl =
3∑
j=1

pj q̇j − Lcyl.

En este caso los momentos generalizados son:

pρ =
∂Lcyl
∂ρ̇

= ρ̇;

pφ =
∂Lcyl
∂φ̇

= ρ2φ̇;

pz =
∂Lcyl
∂ż

= εż.

Por lo tanto la Hamiltoniana en coordenadas ciĺındricas es

Hcyl =
1

2

(
p2
ρ +

p2
φ

ρ2
+
p2
z

ε

)
− ε√

ρ2 + z2
. (3.22)

De esta ecuación se tiene las ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas ciĺındricas:

ρ̇ = pρ, (3.23)

φ̇ =
pφ
ρ2

; (3.24)

ż =
pz
ε

; (3.25)

ṗρ =
p2
φ

ρ3
− ε ρ

(ρ2 + z2)
3/2

; (3.26)

ṗφ = 0; (3.27)

ṗz = −ε z

(ρ2 + z2)
3/2

; (3.28)

∂Hcyl
∂t

= 0. (3.29)

De las ecuaciones anteriores se observa claramente que Hcyl y pφ son constantes de movimiento y esta
última la podemos identificar con el momento angular de la part́ıcula en el plano (x, y); por lo tanto, se renombra
a pφ de la siguiente manera:
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lφ = pφ = φ̇ρ2. (3.30)

De la Ec. (3.23) se tiene pρ = ρ̇ =
d

dt

(√
x2 + y2

)
=

1

2
√
x2 + y2

(2xẋ+ 2yẏ) =
xẋ+ yẏ√
x2 + y2

y de las ecs.

(3.10) y (3.11) se obtiene

pρ =
xpx + ypy√
x2 + y2

. (3.31)

Con lo anterior
1

2

(
p2
x + p2

y +
p2
z

ε

)
− ε

r
=

1

2

(
p2
ρ +

l2φ
ρ2

+
p2
z

ε

)
− ε√

ρ2 + z2
, obteniéndose

p2
x + p2

y = p2
ρ +

l2φ
ρ2
. (3.32)

Usando (3.31), la ecuación anterior se expresa como

l2φ =
(
x2 + y2

)p2
x + p2

y −

(
xpx + ypy√
x2 + y2

)2
 =

(
x2 + y2

) [(p2
x + p2

y

) (
x2 + y2

)
− (xpx + ypy)

2

(x2 + y2)

]
,

y reduciendo se tiene

lφ = xpy − ypx. (3.33)

Aprovechamos las expresiones anteriores para calcular los paréntesis de Poisson de lφ con Hcar, esto es:

{lφ,Hcar}qj ,pj =
3∑
j=1

(
∂lφ
∂qj

∂Hcar
∂pj

− ∂lφ
∂pj

∂Hcar
∂qj

)
=

(
∂lφ
∂x

∂Hcar
∂px

− ∂lφ
∂px

∂Hcar
∂x

)
+

(
∂lφ
∂y

∂Hcar
∂py

− ∂lφ
∂py

∂Hcar
∂y

)
+

(
∂lφ
∂z

∂Hcar
∂pz

− ∂lφ
∂pz

∂Hcar
∂z

)
.

Como lφ no depende de z y pz, se sigue que

{lφ,Hcar} =

(
∂lφ
∂x

∂Hcar
∂px

− ∂lφ
∂px

∂Hcar
∂x

)
+

(
∂lφ
∂y

∂Hcar
∂py

− ∂lφ
∂py

∂Hcar
∂y

)
= pypx +

yxε

r3
− pxpy −

xyε

r3
.

Por lo tanto, lφ es una constante de movimiento, pues no depende expĺıcitamente del tiempo y conmuta
con la Hamiltonian:

{lφ,Hcar} = 0 (3.34)

Aśı al describir PKA en coordenadas ciĺındricas, se mostró de manera inherente que lφ es una constante
de movimiento.

3.2.3. Descripción en coordenadas esféricas

De manera análoga al caso en ciĺındricas se escribirá la lagrangiana (3.5) en un sistema de coordenadas
esférico para examinar cómo son las ecuaciones de movimiento y las ecuaciones de Hamilton-Lagrange. Hacemos
el siguiente cambio de variables:

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ, (3.35)

con 0 ≤ r <∞, 0 ≤ φ < 2π y 0 ≤ θ < π, y r =
√
x2 + y2 + z2. De la ec. (3.35) se obtiene que
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ẋ = ṙ sin θ cosφ+ r
[
θ̇ cos θ cosφ− φ̇ sin θ sinφ

]
; (3.36)

ẏ = ṙ sin θ sinφ+ r
[
φ̇ sin θ cosφ+ θ̇ sinφ cos θ

]
; (3.37)

ż = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ, (3.38)

por lo que la Lagrangiana en esféricas es

Lsph =
1

2

[
ṙ2
(
sin2 θ + ε cos2 θ

)
+ r2θ̇2

(
ε sin2 θ + cos2 θ

)
+ r2φ̇2 sin2 θ+

rṙθ̇ sin (2θ) (1− ε)
]

+
ε

r
. (3.39)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de la lagrangiana anterior son

r̈
(
sin2 θ + ε cos2 θ

)
+ (1− ε) ṙθ̇ sin (2θ) + r

[
(1− ε)

2
θ̈ sin (2θ) +

θ̇2
[
(1− ε) cos (2θ)−

(
ε sin2 θ + cos2 θ

)]
− φ̇2 sin2 θ

]
+

ε

r2
= 0, (3.40)

θ̈r2
(
ε sin2 θ + cos2 θ

)
+ 2θ̇rṙ

(
ε sin2 θ + cos2 θ

)
+

r2θ̇2

2
(ε− 1) sin (2θ) +

r

2
sin (2θ)

[
(1− ε) r̈ − φ̇2r

]
= 0, (3.41)

r2φ̈ sin2 θ + 2φ̇r

[
ṙ sin2 θ +

r2θ̇

2
sin (2θ)

]
= 0. (3.42)

Las Ecs. (3.40) a (3.42) son las ecuaciones de movimiento para r, θ y φ, respectivamente. Ahora, en este sistema
coordenado se obtienen las siguientes velocidades:

ṙ =
r2
(
ε sin2 θ + cos2 θ

)
pr −

1

2
(1− ε)r sin (2θ) pθ

εr2
, (3.43)

θ̇ =

(
sin2 θ + ε cos2 θ

)
pθ −

1

2
(1− ε)r sin (2θ) pr

εr2
, (3.44)

φ̇ =
pφ

r2 sin2 θ
. (3.45)

De las Ecs. (3.43) a (3.45) y de la lagrangiana en la Ec. (3.39) se obtiene la Hamiltoniana en coordenadas
esféricas:

Hsph =
1

2ε

(
pr cos θ − pθ sin θ

r

)2

+
1

2

(
pr sin θ +

pθ cos θ

r

)2

+
1

2

p2
θ

r2 sin2 θ
− ε

r
, (3.46)

De la Hamiltoniana escrita en coordenadas esféricas se obtienen las ecuaciones las siguientes ecuaciones de
Hamilton-Lagrange:

ṙ =
pr
ε

(
ε sin2 θ + cos2 θ

)
+

pθ
2εr

sin (2θ) (ε− 1) ; (3.47)
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θ̇ =
pθ
εr2

(
sin2 θ + ε cos2 θ

)
+

pr
2εr

sin (2θ) (ε− 1) ; (3.48)

φ̇ =
pφ

r2 sin2 θ
; (3.49)

ṗr =
p2
θ

εr3

(
sin2 θ + ε cos2 θ

)
+

p2
φ

r3 sin2 θ
+
prpθ
2εr2

sin (2θ) (ε− 1)− ε

r2
; (3.50)

ṗθ =
p2
r

2ε
sin (2θ) (1− ε) +

p2
θ

2εr2
sin (2θ) (ε− 1) +

p2
φ cos θ

r2 sin3 θ
+
prpθ
εr

cos (2θ) (1− ε) ; (3.51)

ṗφ = 0; (3.52)

∂Hsph
∂t

= 0. (3.53)

Las ecs. (3.52) y (3.53) se obtienen de nueva cuenta dos constantes de movimiento que se utilizarán en la sección
3.3. Si se derivan las Ecs. (3.47) a (3.49) y se sustituyen las Ecs. (3.50) a (3.52), y con una sencilla manipulación
algebraica, se muestra que las ecuaciones de Hamilton-Lagrange son equivalentes a la ecuaciones de movimiento.

Antes de comenzar con el análisis correspondiente para PKA, es importante revisar el caso simétrico
PKS, con ε = 1, obteniendo resultados ya conocidos. Esto servirá como punto de partida y de confrontación
entre PKA y PKS.

3.3. El Problema de Kepler Simétrico (PKS)

En esta sección se analizará el caso simétrico, PKS, esto debido a que el sistema posee tantas integrales de
movimientos como grados de libertad. De la Hamiltonia PKA escrita en las diferentes coordenadas: cartesianas,
ciĺındricas y esféricas. En las Ecs. (3.9),(3.22), (3.46) y en sus respectivas ecuaciones de Hamilton-Lagrange se
evalúa ε = 1 obteniendo

La Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas cartesianas, con ε = 1:

Hcar =
1

2

(
p2
x + p2

y + p2
z

)
− 1√

x2 + y2 + z2
; (3.54)

ẋ = px, ṗx = − x(√
x2 + y2 + z2

)3 ;

ẏ = py, ṗy = − y(√
x2 + y2 + z2

)3 ;

ż = pz, ṗz = − z(√
x2 + y2 + z2

)3 ;

Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas ciĺındricas, con ε = 1:

Hcyl =
1

2

(
p2
ρ +

p2
φ

ρ2
+ p2

z

)
− 1√

ρ2 + z2
, (3.55)
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ρ̇ = pρ, ṗρ =
p2
φ

ρ3
− ρ

(ρ2 + z2)
3/2

;

φ̇ =
pφ
ρ2
, ṗφ = 0;

ż = pz, ṗz = − z

(ρ2 + z2)
3/2

;

Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas esféricas, con ε = 1:

Hsph =
1

2

(
p2
r +

p2
θ

r2
+

p2
φ

r2 sin2 θ

)
− 1

r
. (3.56)

ṙ = pr, ṗr =
p2
θ

r3
+

p2
φ

r3 sin2 θ
− 1

r2
;

θ̇ =
pθ
r2
, ṗθ =

p2
φ cos θ

r2 sin3 θ
;

φ̇ =
pφ

r2 sin2 θ
, ṗφ = 0;

La Hamiltoniana en cartesianas, es idéntica a la ecuación (A.7) del apéndice A, es decir, el caso con simétrico
es equivalente al Problema de Kepler PK. A continuación se demostrarán las tres leyes de Kepler.

La Hamiltoniana en esféricas se puede escribir de manera más reducida al definir la siguiente cantidad:

`2 = p2
θ +

p2
φ

sin2 θ
. (3.57)

En seguida se examina qué sucede con la derivada con respecto al tiempo de `2:

d

dt

(
`2
)

=
d

dt

(
p2
θ +

p2
φ

sin2 θ

)
= 2

(
pθṗθ +

pφṗφ

sin2 θ
−
θ̇p2
φ cos θ

sin3 θ

)
= 2

(
pθṗθ −

θ̇p2
φ cos θ

sin3 θ

)
.

Sustituyendo las ecuaciones de Hamilton-Lagrange, obtenemos

d

dt

(
`2
)

= 2

(
θ̇r2p2

φ cos θ

r2 sin3 θ
−
θ̇p2
φ cos θ

sin3 θ

)
= 0.

Que `2 sea constante es de esperarse, ya queH es invariante ante rotaciones y `2 es una constante del movimiento
2. Lo anterior también se corrobora con su paréntesis de Poisson:

{
`2,Hsph

}
= −

2p2
φpθ cos θ

r2 sin3 θ
+

2pθp
2
φ cos θ

r2 sin3 θ
= 0.

La pregunta natural es, ¿Se trata de una constante de movimiento independiente a pφ? Para responder esta
pregunta, se examina si estas constantes están en involución,3. El paréntesis de Poisson de `2 con pφ es:{

`2, pφ
}

= 0,

2Al aludir a H, se refiere a la Hamiltonia escrita en cualquier sistema coordenado.
3Dos integrales de movimiento F y G, están en involución si el paréntesis de Poisson se anula {F ,G} = 0
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por lo que dichas constantes de movimiento son independientes entre śı.

Siguiendo con este análisis, se muestra a continuación que `2 es el módulo al cuadro del momento angular
total.

Utilizando las Ecs. (3.35), el radio vector es de la forma ~r = r sin θ cosφî + r sin θ sinφĵ + r cos θk̂ y su
derivada con respecto al tiempo es

~̇r = ṙr̂ + rθ̇
(

cos θ cosφĵ + cos θ sin θĵ − sin θk̂
)

+ r sin θφ̇
(
− sinφî+ cosφĵ

)
.

Los términos
(

cos θ cosφĵ + cos θ sin θĵ − sin θk̂
)

y
(
− sinφî+ cosφĵ

)
corresponden a los vectores unitarios θ̂

y φ̂ respectivamente, por lo tanto se obtiene:

~̇r = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θφ̇φ̂. (3.58)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton-Lagrange con ε = 1 en la Ec. (3.58) y que ~p = ~̇r, en este sistema de
unidades, entonces el vector momento angular es:

~L = ~r × ~p = rr̂ ×
(
ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θφ̇φ̂

)
= r2

(
θ̇
(
r̂ × θ̂

)
+ φ̇ sin θ

(
r̂ × φ̂

))
= r2

(
θ̇φ̂− φ̇ sin θθ̂

)
,

~L = r2
(
θ̇φ̂− φ̇ sin θθ̂

)
, (3.59)

con lo que el módulo al cuadrado es: |~L|2 = r4
(
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

)
, y utilizando los momentos generalizados en

esféricas de las Ecs. (3.56) se obtiene que:

|~L|2 = r4
(
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

)
= `2. (3.60)

Se sabe que una de las consecuencias más importantes en el problema de fuerza central es que el momento
angular es una constante de movimiento. Puesto que ~L = ~r × ~p , del hecho que ~p = ~̇r, el momento angular es

~L = ~r × ~̇r y la derivada de lo anterior es
d

dt

(
~r × ~̇r

)
= ~̇r × ~̇r + ~r × ~̈r =4 0, entonces ~L = cte, es decir un vector

constante.

Como el vector de momento angular es constante, implica que el plano generado por el vector posición ~r y
el vector de cantidad de movimiento ~p siempre es el mismo, por lo que la dinámica del sistema se pude describir
respecto a este plano y se nombrará plano de la órbita, Πorb, por razones que se aclaran más adelante en el
caṕıtulo. La configuración espacial en Πorb está dada por las coordenadas (δ, η), las cuales al parametrizarlas
en coordenadas polares toman la forma

δ = % cos ξ,

η = % sin ξ.

Puesto que ~r pertenece tanto a Πorb, el cual está asociado a un sistema de referencia s, como al sistema de
configuración, marco de referencia s′. La magnitud del vector de posición es el mismo en ambos marcos de
referencia, con lo que coincide que % es igual a ρ, es decir:

ρr̂s′ = ρr̂s. (3.61)

Al derivar la ecuación anterior y tomar la norma de la expresión obtenida5 se llega a:

4Como se trata de un problema de fuerza centra, se tiene que f(r)r̂ = m~̈r.
5Primero se deriva (3.61) ρ̇r̂s′ + ρ ˙̂rs′ = ρ̇r̂s + ρ ˙̂rs, enseguida se obtiene la norma al cuadrado, ρ̇2 + ρ2 ˙̂r2

s′ = ρ̇2 + ρ2 ˙̂r2s .
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| ˙̂rs′ | = | ˙̂rs|, (3.62)

En otras palabras: −ξ̇ sin ξ

ξ̇ cos ξ
0

 =

θ̇ cos θ cosφ− φ̇ sin θ sinφ

θ̇ cos θ sinφ+ φ̇ sin θ cosφ

−θ̇ sin θ

 .

De lo anterior se obtiene:

ξ̇2 = θ̇2 + φ̇2 sin2 θ. (3.63)

Del cálculo anterior se muestra que el movimiento del problema equivale a uno parametrizado por ξ con respecto
a Πorb. Por lo tanto resulta conveniente describir a éste en el marco de referencia s. De esta forma la Ec. (3.60)
se escribe como ` = r2ξ̇ con lo que:

ξ̇ =
`

r2
. (3.64)

A continuación se mostrará la utilidad de describir al sistema PKS en Πorb. De las ecuaciones de Hamilton

en esféricas, la derivada de r es ṙ = pr y al derivar ṙ se tiene r̈ = ṗr =
p2
θ

r3
+

p2
φ

r3 sin2 θ
− 1

r2
=
l2

r3
− 1

r2
, es decir:

r̈ =
`2

r3
− 1

r2
(3.65)

Ahora se hace el siguiente cálculo para escribir la derivada temporal en términos de ξ,
d

dt
=
dξ

dt

d

dξ
= ξ̇

d

dξ
, con

lo que se llega a:

d

dt
=

`

r2

d

dξ
. (3.66)

Entonces la segunda derivada es:

d2

dt2
=

`

r2

d

dξ

(
`

r2

d

dξ

)
. (3.67)

Siguiendo esta serie de manipulaciones algebráicas se define el siguiente cambio de variable para r:

r =
1

u
(3.68)

Ahora derivando u respecto a ξ,
du

dξ
=
du

dr

dr

dξ
= − 1

r2

dr

dξ
, la primera derivada toma la forma:

du

dξ
= −u2 dr

dξ
(3.69)

Al aplicarle a r el operador de segunda derivada con respecto al tiempo (escalado), se tiene:

d2r

dt2
= `u2 du

dξ

(
`u2 du

dξ

)
= −`2u2 d

2u

d2ξ
,

Al utilizar esto en la Ec.(3.65) se tiene: −`2u2u
′′

= `2u3 − u2, con u 6= 0 y u
′

=
du

dξ
. Por lo que se tiene:

u
′′

+ u− 1

l2
= 0. (3.70)

La ecuación anterior es bien conocida, pues se trata de la ecuación de un oscilador armónico no lineal

unidimensional, cuya solución es u (ξ) = C cos (ξ + ϕ) +
1

l2
, donde ϕ es una fase. Sin pérdida de generalidad se

puede hacer la fase igual a cero, ϕ = 0. Regresando a la variable r se obtiene:
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r (ξ) =
`2

1 + ε cos (ξ)
. (3.71)

La ecuación (3.71) es la parametrización en coordenadas polares de una sección cónica con ε = l2C, la
excentricidad de la cónica. Si, 0 < ε < 1, se tiene una trayectoria cerrada, pues se trata de la parametrización
de una elipse (ver [9]) y esta es la primera ley de Kepler.

Finalmente al introducir `2 en la Hamiltoniana ésta toma la forma:

Hsph =
1

2

(
p2
r +

`2

r2

)
− 1

r
(3.72)

En seguida se obtendrá ε como función de la enerǵıa y `2, pues éstas son cantidades conservadas del
sistema. Del hecho que la enerǵıa es una cantidad conservada, se obtiene:

E =
1

2

(
ṙ2 +

`2

r2

)
− 1

r
, (3.73)

por otra parte al aplicar el operador de derivada temporal, ṙ2 es de la forma;

ṙ2 =

(
`

r2

dr

ξ

)2

= `2C2 sin2 ξ. (3.74)

donde se ha utilizado la Ec. (3.66). Sustituyendo (3.71) y (3.74) en (3.73) se tiene que la excentricidad es:

ε =
√

2E`2 + 1. (3.75)

Entonces la primera ley en términos de la enerǵıa y `2 se escribe:

r (ξ) =
`2

1 +
(√

2E`2 + 1
)

cos (ξ)
. (3.76)

En el caso particular en el que la excentricidad es cero (ε =
√

2El2 + 1 = 0), la trayectoria es una

circunferencia, entonces rc = `2 y E = − 1

2`
son condiciones suficientes y necesarias para que la trayectoria

sea una circunferencia6. Otra manera de encontrar la trayectoria circular es encontrar el mı́nimo del potencial
efectivo. Para ello de la Ec.(3.72) se observa que le potencial efectivo es:

Ueff =
`2

2r2
− 1

r
. (3.77)

El mı́nimo se encuentra cuando
∂Ueff
∂r

= − `
2

r3
+

1

r2
= 0, mismo que se encuentra con r = `2, y compatible con

la Ec. (3.76).

Debido a que la trayectoria es una cónica cerrada, con 0 < ε < 1 se puede suponer sin pérdida de
generalidad que está en el origen. Por lo tanto la excentricidad se puede poner en términos de los semiejes de

la elipse a y b: ε2 = 1 − b2

a2
. De la primera ley se puede obtener la magnitud de cualquiera de los semiejes, en

particular del semieje mayor (a), si se evalúa en ξ = 0 y ξ = π se obtendrá el doble de la magnitud del semieje
mayor. En seguida se hace dicho cálculo obteniéndose:

6El sub́ındice c hace referencia a que la trayectoria es una circunferencia
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r0 =
`2

1 + ε
, (3.78)

rπ =
`2

1− ε
. (3.79)

Al sumar las Ecs. (3.78) y (3.79):

r0 + rπ =
`2

1 + ε
+

`2

1− ε
=

2`2

1− ε2
.

Por otro lado se tiene que 2a = r0 + rπ =
2`2

1− ε2
. De la definición de excentricidad se obtiene que:

`2 =
b2

a
. (3.80)

Obsérvese que si se integra en un periodo la Ec. (3.66) y haciendo uso de la Ec. (3.80), se escribe:

τ2 = 4π2a3 (3.81)

Esta ecuación es precisamente la tercera ley de Kepler, misma que relaciona el tamaño de la órbita con su periodo.

De las ecuaciones de Hamilton-Lagrange, en particular, si se integra la ecuación pθ = r2θ̇ con respecto

al tiempo se obtiene:
∫ t1
t0
pθdt =

∫ θ1(t)

θ0(t)
r2(θ)

dθ

dt
=
∫ θ1(t)

θ0(t)
r2(θ)dθ. Nótese que el lado derecho de la igualdad es el

doble del área en coordenadas polares. Entonces pθ∆t = 2A, con ∆t = t0 − t1 y A el área entre el ángulo θ0 y
θ1, con ello se obtiene:

pθ∆t = 2A. (3.82)

La ecuación anterior es la segunda ley de Kepler, misma que nos dice que el radio vector barre áreas iguales en
tiempos iguales. Con esto se completan las tres leyes de Kepler.

Hasta el momento sólo se han obtenido tres constantes de movimiento independientes, la primera es
la enerǵıa, por ser un sistema Hamiltoniano independiente del tiempo, la segunda es el módulo al cuadrado
del vector momento angular, debido a que se trata de un problema de campo central, y la componente φ del
momento angular. Pero, ¿qué se puede extraer de la simetŕıa de la órbita?. El teorema de Noether, expresa que
las simetŕıas de un sistema f́ısico están asociadas con integrales de movimiento. Entonces usemos el hecho de la
simetŕıa en la trayectoria para la búsqueda de otra u otras integrales de movimiento, y para ello es inmediato
pensar que dichas integrales de movimiento están en Πorb y de alguna u otra manera deben estar relacionadas
con ~L, ~p ó ~L,~r. En un primer intento por hallar otra integral de movimiento, se calcula el producto vectorial de
la cantidad de movimiento con el momento angular, pues cumple con las suposiciones anteriores. El resultado
de esto es el vector ~A = ~p× ~L, y aprovechando el hecho de que ~L es una cantidad conservada se deriva el vector
~A con respecto al tiempo:

~̇A = ~̇p× ~L+ ~p× ~̇L = ~̇p× ~L = ~F × (~r × ~p) .

Como ~F = − r̂

r2
, en el sistema de unidades que se definió al inicio y usando la identidad para el triple producto

vectorial7.

~̇A =
r̂

r
× (~r × ~p) = − r̂

r
(r̂ · ~p) +

~p

r
,

7~a×
(
~b× ~c

)
= ~b (~a · ~c) + ~c

(
~a ·~b

)
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pero r̂ · ~p = ṙ y se sabe que ˙̂r =
d

dt

(
~r

r

)
=

~̇r

r
− ~r

r2
ṙ. Por lo tanto ~̇A = ˙̂r, es decir,

d

dt

(
~A− r̂

)
= 0 y en

consecuencia.

~A = ~p× ~L− r̂, (3.83)

es un vector constante. A éste se le conoce como vector de Laplace-Runge-Lenz, LRL. En seguida se calcula el
vector LRL, es coordenadas esféricas. De las Ecs. (3.58) y (3.59), se tiene que:

~A =
(
pr r̂ +

pθ
r
θ̂ +

pφ
r sin θ

φ̂
)
×
(
pθφ̂−

pφ
sin θ

θ̂
)
− r̂ =

(
`2

r
− 1

)
r̂ − prpθ θ̂ −

prpφ
sin θ

φ̂. (3.84)

Si se analiza la proyección del vector LRL sobre el vector posición, se observa que por un lado es ~A·~r = Ar cosϕ,
con ϕ el ángulo entre ~A y ~r. Por otra parte ~A · ~r = `2 − r. Por tanto:

r =
`2

1 + | ~A| cosϕ
(3.85)

Al comparar la ecuación anterior con la ecuaciones (3.71) y (3.76) se obtiene que el módulo del vector
LRL es la excentricidad de la cónica:

| ~A| = ε =
√

2E`2 + 1 (3.86)

Por esta razón al vector LRL se le conoce también como vector excentricidad.

Además de escribir la primera ley de Kepler en términos del vector LRL, se responde a la pregunta que se
realizó como motivación en la búsqueda de una constante de movimiento más y esto es precisamente, el módulo
al cuadrado del vector LRL A2. Al calcular el paréntesis de Poisson con las demás cantidades que se conservan
(integrales de movimiento) éste es cero y por tanto están en involución. A continuación se muestra la afirmación
anterior para ello se hace el cálculo del paréntesis de Poisson de A2 con Hsph haciendo uso de los paréntesis ya
calculados y de sus propiedades algebraicas:

{
A2,Hsph

}
=

{(
`2

r
− 1

)2

+ p2
r`

2,Hsph

}
=

{(
`2

r
− 1

)2

,Hsph

}
+
{
p2
r`

2,Hsph
}

=

= 2

(
`2

r
− 1

){
`2

r
− 1,Hsph

}
+ p2

r

{
`2,Hsph

}
+ `2

{
p2
r,Hsph

}
=

= 2

(
`2

r
− 1

){
`2

r
− 1,Hsph

}
+ `2

{
p2
r,Hsph

}
=

= 2

(
`2

r
− 1

)
`2
{

1

r
,Hsph

}
+ 2

(
`2

r
− 1

)
1

r

{
`2,Hsph

}
+ `2

{
p2
r,Hsph

}
=

= −2

(
`2

r
− 1

)
`2pr
r2
− 2pr`

2

(
− `

2

r3
+

1

r2

)
= 0

Con lo que se muestra que
{
A2,Hsph

}
= 0. También el paréntesis de Poisson de A2 con pφ es nulo porque ~A

no depende de φ
{
A2, pφ

}
= 0. Por último se calcula el paréntesis de Poisson de A2 con `2, esto es:

{
A2, `2

}
=

{(
`2

r
− 1

)2

+ p2
r`

2, `2

}
=
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= 2

(
`2

r
− 1

){
`2

r
− 1, `2

}
+ `2

{
p2
r, `

2
}

=

= 2

(
`2

r
− 1

)
`2
{

1

r
, `2
}

+ 2`2pr
{
pr, `

2
}

= 0.

y por tanto
{
A2, `2

}
= 0,

Con el cálculo anterior y con los paréntesis previamente calculados, se muestra que las variable `2, A2 y
pφ están en involución entre śı. Como conmutan con Hsph, entonces se tienen cuatro integrales de movimiento
independientes y como PKS tiene tres grados de libertad, se concluye que dicho sistema es super-integrable8.
En el caso asimétrico, PKA, las cantidades `2 y A2 no son integrales de movimiento debido que ε 6= 1, y por lo
tanto PKA no es integrable,9 ya que no existe otra integral de movimiento.

8Un sistema es super-integrable, si posee más integrales de movimiento que grados de libertad.
9Un sistema no es integrable, si tiene más grados de libertad que integrales de movimiento.
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Capı́tulo 4
Análisis dinámico de PKA

Hasta el momento se ha tratado el caso simétrico del Problema de Kepler, cuando ε = 1, debido a que puede
resolverse de manera anaĺıtica. Pero ahora surge la pregunta: ¿Qué sucede en el caso en el que ε 6= 1? Como
se mostró en el caṕıtulo anterior, las ecuaciones a resolver en el mejor de los casos son ecuaciones de primer
orden no-lineales acopladas, las cuales no son solubles anaĺıticamente. Pero esto no es un impedimento, pues
empleando métodos numéricos se puede hacer un análisis dinámico muy abundante de PKA. En este caṕıtulo
se introducen y desarrollan los elementos necesarios para analizar PKA de manera numérica. Se utilizarán las
secciones de Poincaré que serán de gran importancia en el análisis y el espectro de Fourier para analizar la
trayectoria de la part́ıcula que se mueve en el eje z. Tales herramientas son propias de la caracterización de
sistemas dinámicos. Como se mencionó con anterioridad para el caso con ε 6= 1, es decir el caso asimétrico,
se emplean métodos numéricos con los cuales se desarrolla una simulación para el análisis del sistema. El
lenguaje de programación utilizado fue Python, (ver [21,22]) una de las plataformas más versátiles y dinámicas
de programación, el cual además de ser de código abierto permite ser no sólo un usuario más, sino que posibilita
ser un desarrollador de código.

4.1. El código de la simulación.

Para analizar la dinámica de PKA, se elaboró un código, el cual se seccionó en tres archivos: el primero
es la rutina principal que se llama PKA.py y dos libreŕıas Mapeo lib.py y lib PKA.py. En éstos se encuentra
todo el algoritmo numérico necesario para el cálculo de PKA. Dicho código se puede ver en el apéndice C.
A continuación se muestra un diagrama de flujo, como una representación esquemática del código realizado,
además de una breve explicación.

37
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C.I.

Inicio

Rutina
Principal

Integrador

Cond. S.P.

FFT

LRL

Momento
ángular

Fin

Secciones
de

Poincaré
S.P. Car.

S.P. Cyl.

S.P. Sph.
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A continuación se describe el código realizado con la ayuda del diagrama anterior.

Inicio.- Se ejecuta el programa.

C.I.- Se ingresan las condiciones iniciales, y todos los parámetros, en especial ε, el cociente de masas.

Rutina principal.- Una vez que se tienen las condiciones iniciales, se calcula la enerǵıa, el campo vectorial
a integrar y el jacobiano del campo vectorial. Este último le servire al integrador para que la integración
sea más precisa.

Integrador.- Para integrar el campo vectorial se utiliza la herramienta de integración odeint, la cual
pertenece a la paqueteŕıa de Python scipy. La documentación completa del integrador y de scipy, se
puede consultar en [23] y [24], repectivamente. Para integrar PKA se usan los siguientes parámetros:

odeint(func, y0, t, args=(), Dfun=None, rtol=None, atol=None,mxstep=0)

donde func es el campo vectorial a integrar; y0 es la condición inicial con la que se inicia la integración,
la cual puede ser un arreglo; t es la secuencias de puntos para los cuales se hace la integración; Dfun es
el jacobiano de la función que se desea integrar, ya que esto mejora la precisión de la integración; rtol
y atol son la tolerancia relativa y tolerancia absoluta que determinan la tolerancia de la integración y
mxstep es el máximo número de iteraciones para cada t. Los parámetros se introducen a dicha función,
como sigue:

odeint(campo_vec,ent,t,args=(epsilon,),rtol=1e-10, atol=1e-12,

mxstep=int(1e6),Dfun=jab),

donde campo vec, es el campo vectorial que se integra, ent es un vector cuyos componentes son las
posiciones y velocidades, t es una secuencia de puntos de tiempo para el integrador, args = (epsilon,)

señala la opción de un argumento extra de la función a integrar, en este caso es el cociente de masas ε,
Dfun=jab es la matriz jacobiana del campo vectorial esto para hacer una integración más precisa. Por
último, los parámetros rtol=1e-10 y atol=1e-12 son opcionales pero sirven para determinar la tolerancia
del error, debido al error numérico.

Por último, la salida del integrador es un arreglo formado de dos tuplas, la primera tupla es el valor inicial
con el cual se integra, la segunda tupla contiene el valor de ent para cada tiempo deseado en t, en otra
palabras la salida es de la forma (ent(t), ent(t0)).

Cond. S.P.- La salida del integrador se utilizó para realizar secciones de Poincaré, esto es si el producto del
valor inicial con el ya integrado es negativo, (ent(t))(ent(t0))< 0 en las coordenadas donde se requiere
hacer el mapeo, entonces se realiza el análisis correspondiente para hacer dichas secciones. Al ser negativo
el producto de la salida y como la integral es continua, entonces la trayectoria de la part́ıcula con masa
m : 2 cruza el plano x − y, y cuando esto sucede se guardan todas las posiciones y velocidades. Una vez
que se determina lo anterior se realiza la siguiente iteración, de lo contrario si el producto de las salidas
es positivo simplemente se sigue con la siguiente con la integración.

Secciones de Poincaré.- Para efectuar dichas secciones, se rastrea la coordenada z de PKA y se guardan
todas las coordenadas y velocidades del sistema cuando z = 0. Para obtener esto, se hizo numéricamente,
mediante el método de bisección con un error de 10−8. La bisección se hizo seccionando el intervalo de
integración en dos y este nuevo intervalo se ocupó para integrar y analizar nuevamente el producto de la
salida, repitiendo esto hasta que se cumpla el error propuesto.

S.P. Car.- Una vez que se obtienen los datos se hacen la secciones de Poincaré para la coordenada z.

S.P. Cyl.- Además a los resultados de las secciones de Poincaré se les aplica una transformación de
coordenadas cartesianas a coordenadas ciĺındricas para graficar las secciones en dichas coordenadas.
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S.P. Sph.- Debido a que PKA se ha integrado en coordenadas cartesianas, a los datos de la sección de
Poincaré se les aplica una transformación de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas.

FFT.- La salida del integrador se utiliza para aplicarle la transformada rápida de Fourier. Para hacer esto
se utiliza la libreŕıa numpy (la descripción completa se puede consultar en [25]) la cual tiene la función
fft.rfft:

fft.rfft(a)

donde el parámetro a es un arreglo al cual se le efectúa la trasformada de Fourier. El resultado de fft.rfft
es un arreglo. Para una descripción más detallada del método consultar [25].

LRL.- Otro producto de la integración de PKA es el análisis del vector de Laplace-Runge-Lenz y éste se
calculó simplemente con la definición en la Ec.(3.83).

Momento angular.- Se calcula el vector momento angular de la salida del integrador.

La rutina anterior se ejecutó para valores del parámetro ε en el intervalo de ε = 1 a ε = 5 y para un
conjunto representativo de condiciones iniciales. Con los resultados se graficarón con matplotlib,(los detalles
sobre esta paqueteŕıa se pueden ver en [26]), las respectivas secciones de Poincaré y los espectros de potencias.

4.2. Pozo de potencial efectivo

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales afirma que la solución a una Ecuación
Diferencial Ordinaria (ODE) existe y es única dada la condición inicial. Este teorema fundamental de la teoŕıa
de ecuaciones diferenciales es transcendental en análisis dinámico de PKA, pues éste se resuelve de manera
numérica con el algoritmo ya descrito, pero las condiciones iniciales se deben elegir de manera que éstas corres-
pondan a una misma enerǵıa. Un buen indicio de esto se encuentra en las cantidades conservadas y en especial
en la enerǵıa, por lo que a continuación se analiza el potencial efectivo de PKA.

De la Ec. (3.22), se observa que el potencial efectivo es1

Ueff =
l2φ

2ρ2
− ε√

ρ2 + z2
. (4.1)

En la Fig.(4.1), se observa que el potencial efectivo, es muy parecido al potencial del problema de Kepler,
por lo tanto es interesante indagar cual es el comportamiento de este potencial, ya que como se observa en la
ec.(4.1), este depende de las coordenadas ρ y z, pero también de la proyección en z del momento angular lφ y
del cociente de masas ε. Nos interesa saber bajo que condiciones el sistema es más estable, es decir, nos interesan
las regiones de confinamiento2, ya que esta condición es necesaria para la existencia de caos.

1Debido a que el potencial depende sólo de las coordenadas y como la parte de la enerǵıa cinética asociada a p2φ depende las

coordenadas entonces a ésta fracción de la enerǵıa se le asocia como un potencial efectivo de interacción.
2Llamaremos región de confinamiento, cuando una curva equipontencial en acotada, tal como se muestra en la figura (4.4).
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Figura 4.1: Superficie del potencial efectivo observado desde dos ángulos diferentes para PKS con lφ = 1.

En la Fig.4.2, se muestra la proyección del pozo de potencial en el plano (Ueff (ρ, z0), ρ), en la que se
observa que el pozo es menos cóncavo, menos profundo y que el mı́nimo se recorre hacia la derecha, cuando la
coordenada z es mayor a cero, por lo tanto el sistema estará menos confinado y se tendrán órbitas con excen-
tricidad cercanas a 1, esto para ε = 1.

Figura 4.2: Proyección del potencial efectivo en el plano (Ueff (ρ, z0), ρ). Para PKS con lφ = 1.
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En la figura 4.3, en la cual ahora se muestran curvas de nivel en el plano (Ueff (ρ0, z), z), donde se ve
que cuando ρ, es cercano a cero, el pozo prácticamente en un pozo tipo delta de Dirac, es decir, se tiene que
la región de confinamiento es prácticamente nula y el sistema podŕıa escapar por una recta, pero cuando ρ
aumenta, el pozo se ensancha, en otras palabras la región de confinamiento es mayor y con esto se tendrán órbi-
tas eĺıpticas y el sistema no podrá escapar, al menos que se elija una enerǵıa mayor a la región de confinamiento.

Figura 4.3: Proyección del potencial efectivo en el plano (Ueff (ρ0, z), z). Para PKS con lφ = 1.

En la figura (4.4), se muestran curvas equipotenciales de z como función de ρ, en la que para enerǵıas
cercanas a 1, la región de confinamiento es menor debido a que nos acercamos al mı́nimo del potencial. Notemos
que cuando Ueff = 1, la órbita es una circunferencia y elipses para 0 < Ueff < 1. Esto es relevante pues nos
permite explorar condiciones iniciales para una misma enerǵıa y diferentes valores de z y ρ.



4.2. Pozo de potencial efectivo 43

Figura 4.4: Proyección del potencial efectivo en el plano (z, ρ). Para PKS con lφ = 1.

En las Figs. (4.5) y (4.6), se observan curvas de nivel correspondientes a la proyección en el plano
(Ueff (ρ), ρ), para diferentes valores de lφ y ε, respectivamente, para la primera se observa que el pozo de
potencial es más cóncavo y el mı́nimo se recorre hacia la derecha y a hacia arriba, cuando lφ crece, con lo que se
tiene regiones de confinamiento no acotadas y por lo tanto órbitas hiperbólicas por las cuales el sistema puede
escapar. En la se Fig.(4.6), se tiene el caso opuesta pues al incrementar ε, se tiene regiones de confinamiento
más acotadas, con lo que el sistema es más estable pues la órbitas tiene una menor excentricidad.

Figura 4.5: Proyección del potencial efectivo en el plano (Ueff (ρ, z0), ρ). Para PKS en donde se fija z = 0 y lφ
vaŕıa.
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Figura 4.6: Proyección del potencial efectivo en el plano (Ueff (ρ, z0), ρ). Para PKA, en donde se fija z = 0 y
lφ = 0.5.

Para poder explorar el comportamiento del sistema a una enerǵıa dada y diferentes valores de ρ, z,lφ y
ε. Podemos aprovechar que para enerǵıas correspondientes al mı́nimo del potencial efectivo Ec.(4.1), las órbitas
son circulares, esto es relevante ya que si se conoce el mı́nimo del potencial se puede analizar la dinámica de PKA
utilizando superficies equipotenciales correspondientes a alguna fracción del mı́nimo de enerǵıa. Comencemos
por encontrar el mı́nimo del pozo de potencial.

Al derivar parcialmente la Ec. (4.1) con respecto a z, e igualando a cero, se obtiene:
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lo que implica que z = 0. Ahora bien de la parcial respecto a ρ se obtiene:

∂Ueff
∂ρ

=
∂

∂ρ

(
l2φ

2ρ2
− ε√

ρ2 + z2

)
=

ερ

(ρ2 + z2)
3/2
−
l2φ
ρ3

= 0,

Despejando ρ de la ecuación anterior se obtiene que el mı́nimo se encuentra en ρ0 = % =
l2φ
ε

. Note que ρ 6= 0,
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claramente en las Figs. (4.2) y (4.3). Para determinar el mı́nimo recurrimos al criterio de la segunda derivada [27],
de forma que:
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con lo se tiene que
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Lo anterior muestra que

(
l2φ
ε
, 0

)
es un mı́nimo y al evaluarlo en el potencial efectivo se obtiene el mı́nimo del

potencial:
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. (4.2)

Ahora que se conoce el mı́nimo del pozo de potencial se pueden elegir condiciones iniciales correspondientes
a una equipotencial que sea una fracción del mı́nimo del pozo de potencial, es decir, considérese una fracción α
de de este mı́nimo.

Eα = −αε
2

2l2φ
, (4.3)

donde 0 ≤ α ≤ 1.

4.3. Condiciones iniciales

4.3.1. Condición inicial con z = 0 y pz 6= 0

Debido a que se tienen seis parámetros a determinar para las condiciones iniciales de PKA, (las tres
coordenadas y sus respectivos momentos), es necesario acotarlos de tal manera que las condiciones iniciales nos
permitan tratar de caracterizar la dinámica del sistema. Para ello, empleamos que la enerǵıa es una integral
de movimiento, por lo que las condiciones se restringen a una superficie de enerǵıa constante en el potencial
efectivo. Al igualar las ecs.(4.3) y (3.22) se tiene
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Otra restricción es imponer que la enerǵıa cinética en la dirección radial sea cero, es decir, pρ = 0, por lo tanto
de la Ec.(3.31) se obtiene

0 = pρ =
xpx + ypy√
x2 + y2

,

xpx = −ypy.
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Debido a la simetŕıa angular y sin perder generalidad, se elige y = 0 lo que implica que px = 0.

Además el sistema se caracteriza por poseer momento angular y cantidad de movimiento en la dirección
z, por lo que se tiene
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Como el potencial efectivo depende sólo de las coordenadas (ρ,z) se indaga sobre en que variable se puede
imponer alguna otra restricción. La restricción ρ = 0 se descarta de inmediato debido a que ésta es precisamente
la condición de colisión de ambas part́ıculas. El caso z = 0 se pueden sugerir, ya que el mı́nimo del potencial
está en z = 0 y con esto se puede imponer una restricción más:
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En la ecuación anterior se tiene a pz como función de ρ. Si se deriva la ecuación anterior con respecto a
ρ y se iguala a cero, se tiene un punto singular de la función y con ello una condición para ρ,

∂p2
z

∂ρ
= 2

(
l2φε

ρ3
− ε2

ρ2

)
= 0,

por lo que dicho punto es ρ =
l2φ
ε

que es justamente el mı́nimo del potencial. Debido a que y = 0 se tiene que
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Este conjunto de condiciones depende únicamente del cociente de masas ε, de la fracción de la enerǵıa
α y de la proyección del momento angular lφ. En la Fig.(4.5), cuando lφ es mayor que 1.5, el mı́nimo del pozo
de potencial se hace menos cóncavo con lo que la región de confinamiento es menor y puesto que queremos
analizar, el sistema cuando este está confiado, el movimiento se debe dar en una cónica cerrada, por lo que
se elige lφ igual a 0.75. Por el mismo argumento se elige que la fracción de la enerǵıa sea tal que la part́ıcula

esté confinada, por ejemplo para α =
3

4
,

1

2
o α =

1

4
y por el último determinamos ε. Este parámetro es el que

induce el caos en el sistema, ya que éste está fuertemente ligado a la pérdida de integrales de movimiento como
se muestra en las secciones de Poincaré del siguiente caṕıtulo.

Otro conjunto de condiciones iniciales se elige partiendo de las restricciones iniciales z = 0 y pz 6= 0.
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Si se sigue imponiendo la restricción de pρ = 0 y de las Ecs. (3.31) y (3.33), se sigue el sistema de ecuaciones:

xpy − ypx = lφ,

ypy + xpx = 0

al resolver el sistema se tiene
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(4.8)

Con lo anterior el conjunto de condiciones iniciales está determinado salvo la posición en x pues ésta determina

las Ecs. (4.7) y (4.8). Nótese que cuando x =
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, de la Ec.(4.7) y = 0 y con esto en las Ecs.(4.8) px = 0 y
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x = 0 se obtiene el caso simétrico del anterior debido a la simetŕıa angular ya que sólo se cambia x por y en
la Ec.(4.6). Debido a que se quiere estudiar condiciones muy cercanas, se elige x muy pequeña tal que cumpla
l2φ
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l2φ
ε
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Éste es más general que el primero, ya que cuando β = 1 se recuperan las Ecs. (4.6). Además, de nueva cuenta
se tienen las condiciones iniciales en términos de ε, α y lφ.

Por último se relaja la condición de que pρ sea cero, por lo que las condiciones para x, y, z y pz no son
afectadas, pero si las condiciones para px y py. Para este caso se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
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cuyas soluciones son:
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Por lo que este último conjunto de condiciones iniciales es:
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Éstas, como en casos anteriores dependen de parámetros dinámicos como como lφ y pρ el cociente de masas ε y
cantidades asociadas a la enerǵıa y a la simetŕıa del sistema. Con lo anterior se tienen condiciones iniciales para
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explorar la dinámica de PKA. Debido a que las secciones de Poincaré se realizaron para el plano fase (Pρ, ρ), a
continuación se muestran curvas equipotenciales de dicho plano para distintos valores de α y ε.

En la figura 4.7 se observa que la geometŕıa cambia en función de ε, ya que si ε es cercano a 1 las
masas son muy parecidas, estás están muy cercas y por lo tanto se tienen velocidades pequeñas, pero cuando el
cociente de masas en distinto de 1, es por que las masas son diferentes y en consecuencia tienen mayor libertad
de movimiento y de mayor velocidad.

Figura 4.7: Superficie del potencial efectivo con α = 0.5 y lφ = 0.75.

En la figura 4.8 se observa que el tamaño de las equipotenciales aumenta si disminuye, es decir, si
la se toman enerǵıas mas cercanas al mı́nimo del pozo y aumenta cuando nos alejamos del mı́nimo. Este
comportamiento se debe a que al estar más cerca del mı́nimo, las part́ıculas se mantienen a una distancia casi
constate entre ellas y se mueven con una velocidad casi constante, (cuando la enerǵıa corresponde al mı́nimo las
part́ıculas se mantienen a una distancia constante, y se mueven con velocidad constante). Cuando nos alejamos
del mı́nimo la curva crece debido a que ahora se tiene acceso a una cantidad de velocidades y posiciones.



4.3. Condiciones iniciales 49

Figura 4.8: Superficie del potencial efectivo con ε = 0.5 ,lφ = 0.75 y ε = 2.5

4.3.2. Condición inicial con z 6= 0 y pz = 0.

Ahora se propone un conjunto de condiciones iniciales equivalente al anterior, en el cual la part́ıcula de
masa m2 tiene coordenada z distinta de cero e impulso igual a cero. Para esto se retoma la Ec.(4.4), imponiendo
la condición pz = 0 y pρ = 0 con lo que se obtiene:

z2 =
4l4φε

2ρ4

(l2φ + αε2ρ2)2
− ρ2. (4.12)

Análogo al caso anterior se deriva la ecuación (4.13) y se iguala a cero para aśı obtener el punto de retorno de
la part́ıcula m2 en términos de ρ (part́ıcula m1) como condición inicial. Lo anterior implica que se tienen que
encontrar las ráıces ρ0 de:

8ε2l8φρ
2 − (l4φ + αε2ρ2)3 = 0. (4.13)

Las ráıces para ρ, de la Ec.(4.13) se encuentran de manera numérica con el algoritmo de Brent,3 ya que se tiene
un polinomio de tercer grado en ρ. El algoritmo de Brent requiere de un intervalo donde la función a evaluar
cambie de signo y además f́ısicamente se requiere que la ráız encontrada tenga sentido. Estas condiciones se
satisfacen cuando z es idénticamente cero en la Ec.(4.12) por lo que el intervalo propuesto es:√ l4φ

(
2− α− 2

√
1− α

)
α2ε2

,

√
l4φ
(
2− α+ 2

√
1− α

)
α2ε2

 .
Una vez encontrada la ráız ρ0, ésta se evalúa en (4.12) con lo que se obtiene z, la cual es distinta de cero.

Además, como se ya se analizó, debido a la simetŕıa se puede elegir y = 0 con lo que x = ρ0, px = 0 y py =
lφ
x

.

3El método de Brent es un algoritmo para encontrar ráıces, el cual combina el método de bisección, el método de la secante y el
método de interpolación cuadrática inversa, el cual es tan confiable como el de bisección pero con una convergencia mucho mayor.
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Por lo que se tiene el siguiente conjunto de condiciones iniciales:

x = ρ0, y = 0, z =
4l4φε

2x4

(l2φ + αε2x2)2
− x2, px = 0, py =

lφ
x
, pz = 0. (4.14)

Figura 4.9: Superficie del potencial efectivo con lφ = 0.75 y ε = 2.5.

Figura 4.10: Superficie del potencial efectivo con lφ = 0.75.



Capı́tulo 5
Resultados de PKA.

De la simulación numérica realizada para PKA se obtuvieron las secciones de Poincaré, espectro de potencias,
la proyección en el plano (x, y) del momento angular y del vector de Laplace-Runge-Lenz, para los conjuntos
de condiciones iniciales encontrados en el caṕıtulo (4). Con esto se hace una descripción dinámica y del com-
portamiento periódico y cuasi-periódico, además de las cantidades conservadas del PKA. En este caṕıtulo se
muestran las gráficas obtenidas producto de la simulación realizada.

5.1. Resultados del conjunto de condiciones iniciales con z = 0 y
pz 6= 0.

De las Ecs. (4.11), se eligieron los siguientes parámetros para realizar la simulación lφ = 3
4 , α = 1

2 , 3
4 y

pρ = 0. Las secciones de Poincaré que se muestran son para el plano fase (pρ, ρ), ya que para este plano, ninguna
de la variables canónicas es una cantidad conservada o es la variable para la cual se realizaron las secciones.

5.1.1. Secciones de Poincaré de PKA con z = 0 y pz 6= 0.

A continuación se presentan las secciones de Poincaré en coordenadas ciĺındricas, ya que en estas coor-
denadas se exhibe de manera expĺıcita la conservación de algunas de las cantidades mencionadas en el caṕıtulo
3. La manera en la que se presentan las secciones es mediante una secuencia de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo de manera progresiva en el parámetro ε. Para cada sección se graficaron seis diferentes condiciones
iniciales. Para la elección de las condiciones se tomaron los mismos parámetros lφ, α, etc, excepto el parámetro
β, el cual se varió de 0.0 a 1.0 en intervalos de 0.2.

En las pags. 53 y 54, se muestran las secciones de Poincaré de PKA, con α = 0.25, los valores de beta son:
1, 1.2, 1.5, 1, 1.9, 2.57, 3, 4.3 y 5. En este caso para ε = 1, se observa un punto que corresponde al caso superin-
tegrable. Luego este punto degenera en una estructura compuesta por curvas suaves tal como se muestra en la
figura 5.1b. Además en esta última sólo se observan los puntos correspondientes a β = 1 debido a que se inició
con condiciones cercanas que al evolucionar se mantienen cercanas, por lo que al graficar la última condición
inicial (ε = 1), ésta eclipsa el resto de las gráficas haciendo parecer que sólo se grafica una condición inicial
cuando en realidad son seis. En las figuras 5.1c, 5.1d,5.2a,5.2b y 5.2c se observa que a pesar de iniciar con seis
condiciones iniciales muy cercanas los puntos en la sección de Poincaré no se eclipsan como en el caso anterior
y además la dinámica no esta restringida a un sólo toro, sino que a una región que llamaremos semidensa,
debido a que el toro fase se ha roto y ahora la dinámica invade varios toros fase. En la figura 5.2c se observa
que los puntos comienzan a llenar la sección de manera más densa, y este comportamiento nos sugiere que el
sistema además de no ser integrable es caótico. No podemos garantizar que la región se llena densamente, ya que
las secciones se obtuvieron de una simulación. Sin embargo, este comportamiento sugiere que eventualmente
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se llenará densamente la sección de Poincaré. Por último en la fig. 5.2d, se muestra que la región degenera
nuevamente en una estructura compuesta por curvas suaves, pero conforme ε aumenta dichas curvas se rompen
dando lugar a regiones como en las figuras anteriores.

En las páginas 55 y 56 se muestran las secciones de Poincaré, con α = 0.5 y los valores para ε son
1, 1.5, 1.9, 2.342, 2.35, 2.351, 4.2 y 4.7 con la diferencia de que se ha usado α = 0.25. Y en las pags. 57 y 58 se
muestran las secciones para α = 0, 75 y los valores para ε son 1, 1.8, 2.41, 2.57, 3, 3.6, 4.3 y 5. En ambos casos,
las secciones de Poincaré muestran comportamientos parecidos al que se describió en el párrafo anterior. De las
páginas 59 y 60 se exhiben los espectros de potencias con β = 0 correspondientes a las secciones de Poincaré
antes mencionadas. En estos espectros de observan un pico tipo delta de Dirac y sus armónicos cuando el sis-
tema es integrable, pero cuando el sistema comienza a tener más frecuencias involucradas en su movimiento, el
espectro de potencias comienza a poblarse de picos. En las siguientes secciones se sólo muestran los espectros de
potencias para α = 0.25 ya que para los demás otros casos y condiciones iniciales se muestran comportamientos
similares. Cada una de las secciones de Poincaré se presentan a una escala fija de −3 a 3 en el eje de las ordenadas
y de 0 a 6 en el eje de las abscisas, esto para observar como evoluciona el tamaño de las secciones, en términos
del parámetro epsilon. En la parte inferior derecha de las gráficas, se muestra un recuadro de la sección a escala
auto-ajustada, esto para exhibir la evolución global del sistema en términos del parámetro epsilon. Por último
en la parte superior derecha de muestra un recuerdo en el cual se hacen acercamientos en los que se observan;
puntos sillas, puntos fijos y en general estructura t́ıpicas de caos. A continuación se muestra los colores que se
usaron para las secciones de Poincaré.

β color

0.0 color

0.2 color

0.4 color

0.6 color

0.8 color

1.0 color

Tabla 5.1: Paleta de colores que se usaron en las secciones de Poincaré.
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Secciones de Poincaré en coordenadas ciĺındricas para α = 0.25.

En la Fig. 5.1a se observa que la sección de Poincaré es un punto, lo cual corresponde al caso simétrico,
luego en la Fig. 5.1b se observa como el punto degenera en una estructura compuesta por curvas suaves. En
seguida esta estructura evoluciona a una región semidenda tal y como se muestran en las Figs. 5.1c y 5.1d, las
cuales exhiben la posible existencia de puntos fijos y puntos sillas.

(a) ε = 1.0 (b) ε = 1.2

(c) ε = 1.5 (d) ε = 1.9

Figura 5.1: Secciones de Poincaré para ε = 1.0, 1.2, 1.5 y 1.9
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Las regiones semidensas poco a poco se van llenado de punto como en las Fig. 5.2a y 5.2b, las cuales
muestran un posible punto silla y dos puntos fijo. Los puntos van llenando la región hasta formar una región
llena de puntos la cual se llamó región densa tal como se muestran en la Fig.5.2c. Por último en la Fig. 5.2d se
observa que la región densa se vuelve una curva suave, es decir, hay un reacomodo de lo puntos, algo parecido a
lo que sucede en el mapeo loǵıstico, sugiriendo que la transición al caos es debido a algo parecido a la duplicación
de periodo.

(a) ε = 2.57 (b) ε = 3.00

(c) ε = 4.30 (d) ε = 5.00

Figura 5.2: Secciones de Poincaré para ε = 2.57, 3.00, 4.30 y 5.00
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Secciones de Poincaré en coordenadas ciĺındricas para α = 0.5.

De nueva cuenta se observa que para el caso simétrico que se muestra en la Fig. 5.3a, la sección es un
punto, el cual se convierte en una curva suave como se puede ver en la Fig. 5.3b, esto debido a la perdida de
simetŕıas. En seguida en las Figs.5.3c y 5.3d se ve que la curva suave degenera regiones semidensas una más
poblada de puntos que otra exhibiendo que sigue perdiendo la simetŕıa.

(a) ε = 1.000 (b) ε = 1.500

(c) ε = 1.900 (d) ε = 2.342

Figura 5.3: Secciones de Poincaré para ε = 1.000, 1.500, 1.900 y 2.342
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En la Fig. 5.4a se muestra que la región semidensa se convierte en una estructura la cual a su vez es
una estructura formada por curvas suaves, en seguida en la Fig. 5.4b, se observa que esta se convierte en una
estructura formada ahora por regiones semidensas. En la Fig. 5.4c, la sección es una región semidenda que
exhibe un posible punto silla y un punto fijo. Por último en la Fig. 5.4d se observa que la región semidensa
evoluciona en una estructura compuesta por curvas suaves, reforzando la idea que la transición al caos es debido
a algo parecido a la duplicación de periodo.

(a) ε = 2.350 (b) ε = 2.351

(c) ε = 4.200 (d) ε = 4.700

Figura 5.4: Secciones de Poincaré para ε = 2.350, 2.351, 4.200 y 4.700
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Secciones de Poincaré en coordenadas ciĺındricas para α = 0.75.

En la Fig. 5.5a se vuelve a observar un punto debido a que el sistema es superintegrable, en la Fig. 5.5b
este degenera en una curva suave, la cual se convierte en una estructura compuesta por vaŕıas curvas suaves
como se observa en la Fig. 5.5c, esta enseguida se convierte de nueva cuenta en una curva suave Fig. 5.5d.

(a) ε = 1.00 (b) ε = 1.80

(c) ε = 2.41 (d) ε = 2.57

Figura 5.5: Secciones de Poincaré para ε = 1.00, 1.80, 2.41 y 2.57
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En la Fig.5.6a se muestra que la curva suave se convierte en una región semidensa, luego esta de nueva
cuenta se vuelve una curva suave la cual se se fragmenta en dos curvas suaves que se de nueva cuentas se vuelve
una curva suave, tal y como se muestra en las Figs. 5.6b,5.6c y 5.6d.

(a) ε = 3.00 (b) ε = 3.60

(c) ε = 4.30 (d) ε = 5.00

Figura 5.6: Secciones de Poincaré para ε = 3.00, 3.60, 4.30 y 5.00

5.1.2. Espectro de potencias de PKA con z = 0 y pz 6= 0.

En todas la siguientes gráficas se muestra la transformada de Fourier para la coordenada z (masa m2),
la cual proporciona la cantidad de frecuencias involucradas en su movimiento, situación que esta fuertemente
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relacionada con las secciones de Poincaré antes descritas.

Espectro de potencias α = 0.25.

En la Fig.5.7a, se observa la existencia de dos frecuencias fundamentales y mezclas de sus armónicos. En
la Fig. 5.7b se comienza a observar una mayor cantidad de frecuencias con sus respectivos armónicos. En las
Figs. 5.7c y 5.7d se observa que el espectro comienza a llenarse de muchas frecuencias debido a no periodicidad
del sistema.

(a) ε = 1.0 (b) ε = 1.2

(c) ε = 1.5 (d) ε = 1.9

Figura 5.7: Espectros de potencias para ε = 1.0, 1.2, 1.5 y 1.9
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En las Figs.5.8a y 5.8b se observa que el espectro esta más lleno de frecuencias pero en la Fig.5.8c se
observa una disminución de las frecuencias y de que predominan las frecuencias cercanas 10�3. Por último en la
Fig.5.8d se observan unas cuantas frecuencias lo que corresponde que el sistema a vuelto a ser cuasi periodico.

(a) ε = 2.57 (b) ε = 3.00

(c) ε = 4.30 (d) ε = 5.00

Figura 5.8: Espectros de potencias para ε = 2.57, 3.00, 4.30 y 5.00
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5.1.3. Secciones de Poincaré de PKA con z 6= 0 y pz = 0.

A continuación se muestran los resultado para el conjunto de condiciones iniciales equivalentes al antes
descrito con la diferencia de que ahora β se tomo como cero. En la Fig.(5.9a) se muestra un punto en la sección
debido a que el sistema es superintegrable, luego en la Fig.(5.9b) este punto se convierte en dos curvas suaves,
las cuales se convierten en una región semidensa como se muestra en la Fig.(5.9c), lo cual se sigue llenándose
de puntos, además de que presenta posibles puntos silla y puntos fijos como se observa en la Fig.(5.9d).

(a) ε = 1.000 (b) ε = 1.500

(c) ε = 2.000 (d) ε = 2.342

Figura 5.9: Secciones de Poincaré para ε = 1.000, 1.500, 2.000 y 2.342
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En las Figs.(5.10a, 5.10b, 5.10c y 5.10d) se muestra como las regiones se llenan de puntos, además de
presentar puntos sillas y la aparición de regiones sin puntos.

(a) ε = 2.35 (b) ε = 3.00

(c) ε = 4.20 (d) ε = 5.00

Figura 5.10: Secciones de Poincaré para ε = 2.35, 3.00, 4.20 y 5.00
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Secciones de Poincaré en coordenadas ciĺındricas para α = 0.5.

En la Fig.(5.11a) se muestra un punto en debido a que el sistema es superintegrable, luego este punto se
convierte en una curva suave como se ve en la Fig.(5.11b), esta degenera en dos vaŕıas curvas suaves Fig.(5.11c)
y esta a su vez de vuelve de nueva cuenta una curva suave Fig.(5.11d).

(a) ε = 1.00 (b) ε = 1.50

(c) ε = 1.80 (d) ε = 2.41

Figura 5.11: Secciones de Poincaré para ε = 1.00, 1.50, 1.80 y 2.41
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En la Fig.(5.12a) se observa como la curva degenera en tres curvas suaves, en las Figs.(5.12b, 5.12c y
5.12d), que estas curvas evolucionan a regiones semidensas en las que aumenta el número de regiones sin puntos.

(a) ε = 2.57 (b) ε = 3.60

(c) ε = 3.80 (d) ε = 5.00

Figura 5.12: Secciones de Poincaré para ε = 2.57, 3.60, 3.80 y 5.00
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Secciones de Poincaré en coordenadas ciĺındricas para α = 0.75.

En las Figs.(5.13a, 5.13b, 5.12b y 5.12d) se observa que la sección, es un punto que degenera a una curva
suave a su vez degenera en vaŕıas curvas suaves y por último estas de nueva cuenta se convierte en una curva
suave.

(a) ε = 1.0 (b) ε = 3.0

(c) ε = 3.6 (d) ε = 5.0

Figura 5.13: Secciones de Poincaré para ε = 1.0, 3.0, 3.6 y 5.0
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5.2. Gráficas de las cantidades no conservadas.

A continuación se muestran la gráficas que exhiben la pérdida de integrales de movimiento, con alpha =
0.5. Del lado izquierdo se presenta la proyección en plano (x, y) del momento angular total y del lado derecho
la proyección en el mismo plano del vector de Laplace-Runge-Lenz. En las figuras (5.14a) y (5.14b), se observa
que el vector de momento angular total y el vector de Laplace-Runge-Lenz se conservan, ya que su proyecćıon
es constante.

(a) Proyección del vector momento angular
para ε = 1.0

(b) Proyección del vector de LRL para ε =
1.0

Figura 5.14: Cantidades que se conservan para el caso simétrico
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En las Fig.(5.15a) y (5.15b), se ve que tanto el momento angular y el vector de LRL conservan cierta
estructura debido a la cuasi periodicidad de PKA, pero en estos casos las proyecciones ya no son constantes
debido a que se ha perdido la simetŕıa. En las Figs. , (5.15c) y (5.15d) se observa como se pierde la estructura
a causa de no integrabilidad.

(a) Proyección del vector momento angular
para ε = 1.8

(b) Proyección del vector de LRL para ε =
1.8

(c) Proyección del vector momento angular
para ε = 1.9

(d) Proyección del vector de LRL para ε =
1.9

Figura 5.15: Cantidades que se dejan de conservar para el caso asimétrico



68 Resultados de PKA.

Aqúı se observa que cuando la proyección de un vector presenta alguna estructura, la proyección en el
otro no tiene porque preservar alguna estructura como se muestra en los pares de Figs. (5.16a) y (5.16b). En
gráficas correspondientes a las figuras (5.16c) y (5.16d), se ve que los dos vectores no se conservan y no muestran
periodicidad o patrón alguno. En las respectivas de Poincaré para los parámetros mostrados en las figuras, PKA
es caótico.

(a) Proyección del vector momento angular
para ε = 2.351

(b) Proyección del vector de LRL para ε =
2.351

(c) Proyección del vector momento angular
para ε = 3.000

(d) Proyección del vector de LRL para ε =
3.000

Figura 5.16: Cantidades que se dejan de conservar para el caso asimétrico



Capı́tulo 6
Conclusiones

El trabajo que se describe a lo largo de esta tesis fue para intentar comprender el comportamiento de los sistemas
Hamiltonianos que pierden integrabilidad; en particular, el que aqúı se propone se denomina Problema de Kepler
Asimétrico (PKA). A continuación se exponen las conclusiones con base en los resultados obtenidos.

Para comprender lo que sucede en la transición a la no integrabilidad de PKA, se comienza por el caso
ya conocido o simétrico (cuando ε = 1), ya que es soluble anaĺıticamente. En este caso, el problema exhibe las
tres leyes de Kepler, y más aún, presenta cuatro integrales de movimiento: la enerǵıa, la proyección en z del
momento angular, el momento angular total fig. 5.14a y el vector de Laplace-Runge-Lenz fig. 5.14b, es decir, el
sistema es super-integrable. En consecuencia, en las secciones de Poincaré que se muestran en las Figs. 5.1a,5.3a,
5.5a, 5.9a,5.11a y 5.13a. Las cuales se hicieron para el plano (pρ, ρ)1 se observa un solo punto, debido a que la
órbita tiene asociado a su movimiento un único periodo. También al analizar el espectro de potencias para la
masa m2, se observa un pico y sus armónicos, exhibiendo que ambos cuerpos se mueven de forma sincronizada,
tal y como se muestran en las Fig. 5.7a.

Las simetŕıas asociadas al caso simétrico son:

1. Conservación de la enerǵıa implica invarianza temporal.

2. Conservación de momento angular total implica invarianza ante rotaciones.

3. Conservación de la proyección del momento angular sobre el eje z quiere decir que la órbita siempre tiene
la misma inclinación.

4. Conservación del vector de Laplace-Runge-Lenz proporciona la geometŕıa de la órbita.

En el caṕıtulo 3 se mostró que las cantidades anteriores son independientes ya que están en involución, aunque
en apariencia no lo estén. Justamente esta independencia en las constantes de movimiento es lo que proporciona
al sistema su carácter de super-integrabilidad.

Sin duda el caso interesante es el asimétrico (cuando ε 6= 1), debido a la riqueza que proporciona la falta
de simetŕıa en las ecuaciones de movimiento y que se observa a simple vista en las secciones de Poincaré. El
punto que se teńıa en los mapeos del caso simétrico degenera tres casos:

1. Curvas suaves. En éstas se observa que los puntos describen patrones muy parecidos a una o vaŕıas curvas
suaves en el plano (pρ, ρ), tal como se observa en las Figs. 5.1b, 5.2d, 5.3b, 5.4a, 5.4d, 5.5b, 5.5c, 5.5d,
5.6b, 5.6c, 5.6d, 5.9b, 5.11b, 5.11c, 5.11d, 5.12a, 5.13b 5.13c y 5.13d, estos casos las frecuencias asociadas

1También se puede utilizar el plano rpr que proviene de las coordenadas esféricas.
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al sistemas parecen ser inconmensurables, ya que parecen barrer toda la superficie del toro, pero esto no
se asegurar al menos que se calcule expĺıcitamente el cocientes de las frecuencias y ver si este cociente
es racional o irracional. Por otra parte, se observa que en los correspondientes espectros de potencias los
cuales se realizaron para la part́ıcula en el eje z tiene un número bien definido de frecuencias. Esto muestra
que aún se conserva parte de la simetŕıa y esto evita que PKA sea caótico.

2. Regiones semidensas. Para este caso como se observa en las Figs. de 5.1c a 5.2b, 5.3c, 5.3d, 5.4b, 5.4c,
5.6a, de 5.9c a 5.10d, 5.12b, 5.12c y 5.12d. Esto se debe se han perdido la simetŕıa y el toro invariante
sobre en que que estaba restringida la dinámica del sistema, se ha roto (uno de sus radio, a dejado de ser
constante), y es por eso que los puntos llenan de manera densa ciertas regiones de las secciones, es decir se
tienen regiones parcialmente densas. En éstas figuras se muestran estructuras t́ıpicas de sistemas caóticos
en las que se pueden apreciar la formación de puntos sillas y centros, esto visto desde la perspectiva que
proporciona hacer las secciones en el plano (pρ, ρ). Además, en el espectro de potencias se ve que éste
comienza a llenarse con frecuencias de intensidad considerable (entre 0.4 y 0.6 de I(ω))2, pero a pesar de
ello, no se puede asegurar que el sistema es caótico.

3. Región totalmente densa. Cuando la región es totalmente densa como en la Fig. 5.2c, los puntos cubren
toda la región correspondiente a la intersección del toro invariante y la sección de Poincaré, hecho que
refleja que se han perdido integrales de movimiento. En el espectro de potencias se observa que la gran
mayoŕıa de las frecuencias tienen intensidades entre 0.4 y 1.0. Lo anterior refleja que se ha perdido la
periodicidad de la trayectoria en el espacio fase. La forma del mapeo y el espectro de potencias nos
siguieren que el sistema ya está en un régimen de caos, aunque para asegurar esto es necesario calcular el
exponente de Lyapunov.

El comportamiento que se observa en las secciones de Poincaré como función de ε para un conjunto de
condiciones iniciales a una enerǵıa equivalente es el siguiente. Se inicia con un punto, luego éste degenera en una
curva, que a su vez degenera en vaŕıas curvas o en una región semidensa. Después se convierte en una región
totalmente densa. Sin embargo, para algunos valores de ε ocurre que se vuelve otra vez una curva suave que
eventualmente pasará a ser varias curvas suaves, regiones semidensas y regiones totalmente densas, tal como se
muestra en la secuencias correspondientes a las figs. 5.1a a 5.2d. Este proceso se repite vaŕıas veces y es análogo
a lo que sucede con el mapeo loǵıstico [3], en su transición al caos por medio de duplicación del periodo. Esta
última situación no es algo que se esperaba obtener, por lo que en futuras investigaciones vale la pena analizar
con mucho más detalle este hecho.

Hay otros comportamientos interesantes para diferentes valores de la enerǵıa que se describen a conti-
nuación. Para secciones de Poincaré que corresponden a un cuarto del fondo de potencial

(
α = 3

4

)
se observa

que en la gran mayoŕıa de las secciones se muestran curvas suaves. Cuando se tiene enerǵıa igual a la mitad del
fondo del potencial

(
α = 1

2

)
las secciones de Poincaré muestran curvas suaves, regiones semidensas y regiones

totalmente densas. En el caso de enerǵıas más alejadas del fondo del potencial
(
α = 1

4

)
se observa que la gran

mayoŕıa tiene regiones semidensas y totalmente densas. Este comportamiento muestra la sensibilidad del sistema
para perder integrales de movimiento en términos de la enerǵıa. Si en un sistema dinámico por alguna razón se
perdiera una integral de movimiento, alguno de los radios que conforman el toro toro invariante dejaŕıa de ser
constante, haciendo que las trayectorias asociadas a este toro entren y salgan de éste. En el problema que se
estudia en este trabajo sucede algo análogo a la descripción anterior cuando el sistema deja de ser integrable.
Inclusive antes de ello se pueden observar, tal y como se muestra en las figuras correspondientes a curvas suaves
y regiones semidensas, que las trayectorias que terminan siendo cuasiperiódicas dependiendo de ε y la enerǵıa
como se muestra en los respectivos espectros de potencias para la part́ıcula en el eje z. A pesar de los resultados
obtenidos, no se puede garantizar la existencia de caos para todos los valores de ε, ya que el elemento faltante
es el exponente de Lyapunov, mismo que cuantifica la distancia entre dos condiciones iniciales muy cercanas.
Cuando las trayectorias asociados a estas condiciones divergen exponencialmente una respecto de la otra el
exponente de Lyapunov es positivo, y cuando no, las trayectorias permanecen cercanas una de la otra. Este

2Cabe recordar que el espectro de potencias está normalizado.
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último elemento no se logró calcular debido, a que se requieren controles numéricos más sofisticados sobre la
simulación que garanticen el cálculo de las trayectorias con una precisión mayor y estabilidad.

Parte central del trabajo realizado en esta tesis es la capacidad de hacer las simulaciones y tener control
sobre las condiciones iniciales. Sin embargo, éstas tienen un error numérico que impidió calcular el exponente
de Lyapunov y hacer simulaciones más largas, ya que se impuso que la diferencia en la enerǵıa en cada paso de
integración fuese menor que 10−5. Ahora bien, debido a que la propiedad fundamental de PKA es ser Hamil-
toniano se pueden hacer muchas mejoras para el cálculo de las trayectorias. Por ello se propone implementar
algoritmos de integración más precisos que aprovechen esta propiedad, como es el caso del uso de manipuladores
algebraicos y técnicas de diferenciación automática. Estos aspectos los cubre, en un amplio sentido, el método
de integración de Taylor que se utilizará para continuar con la investigación de este trabajo. Además se tiene la
intención implementar el código en paralelo para reducir el tiempo de computo, esto con precisión extendida,
con lo se propone migrar todo el código al lenguaje de Julia cuya descripción de puede ver es [29].

Sin duda el problema no está concluido y la intención es llevarlo hasta las últimas consecuencias por lo
que se debe hacer un análisis más detallado de las condiciones iniciales, calcular el exponente de Lyapunov,
determinar la existencia de puntos fijos y el corte de curvas homocĺınicas, además de vincular este trabajo con
lo que ha realizado alrededor de este tipo de problemas tal como se puede ver en [31–34]. Sin embargo, se ha
cumplido con uno de los principales objetivos de este trabajo, que fue el desarrollo de herramientas básicas para
el análisis de sistemas Hamiltonianos con varios grados de libertad utilizando herramientas que se aprenden en
la licenciatura. También se han sentado las bases sólidas para realizar investigaciones más profundas sobre este
problema. Además, se ha mostrado a lo largo de esta tesis la importancia que puede llegar a tener el estudio de
la transición al caos de un sistema que bajo ciertas condiciones es superintegrable, ya que esto último permite
dar un mejor seguimiento sobre el rompimiento de las simetŕıas asociadas. Esto permitiŕıa estudiar de una mejor
manera el rompimiento de las integrales de movimiento para sistemas con muchos grados de libertad, ya que
éstos t́ıpicamente pierden todas sus integrales de movimiento, excepto tal vez la enerǵıa y no algunas como en
el problema que aqúı se ha estudiado.
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Apéndice A
El Problema de Fuerza Central.

En este apéndice se abordará el problema de dos cuerpos, que se consideran puntuales y que se mueven
bajo la influencia de una fuerza central, es decir, se estudia la dinámica de un sistema que consiste de dos cuerpos
los cuales interactuarán por una fuerza a lo largo de la ĺınea que conecta los centros de masa de ambos. Cabe
mencionar que no todos lo problemas de fuerza central son integrables en términos de funciones anaĺıticas, pues
las fuerzas centrales no necesariamente dependen del inverso del cuadrado de la distancia. Éstas lo pueden hacer
decayendo exponencialmente como el potencial de Yukawa. Para el caso de que el potencial es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia, el problema es especialmente importante y es usualmente llamado
“Problema de Kepler”PK. Éste se puede resolver completamente debido a que es super-integrable. Además
tiene bastantes aplicaciones, las más directas son en la mecánica celeste en el movimiento de los satélites que
orbitan los planetas, el movimientos de los planetas alrededor del sol, comentas, estrellas binarias, etc. Otro
tipo de aplicaciones resultan muy útiles en mecánica cuántica semiclásica como la interacción de dos núcleos
atómicos, la dispersión de part́ıculas α por un núcleo o también la descripción del átomo de hidrógeno.

Si se consideran dos part́ıculas puntuales de masas m1 y m2, se requieren 6 cantidades para describir el
movimiento de éstas, es decir los dos vectores posición para ambas part́ıculas ~r1 y ~r2. Con esto PK tiene seis
grados de libertad, pero estos se pueden reducir a tres si se aborda PK en el centro de masa.

Obsérvese que la Lagrangiana del PK es la siguiente:

L =
1

2
m1|~̇r1|2 +

1

2
m2|~̇r2|2 − U (|~r1 − ~r2|) . (A.1)

Si esta se reescribe en coordenadas relativas y de centro de masa, este problema de seis grados de libertad se
puede reducir a uno de tres, es decir:

~r = ~r1 − ~r2, ~R =
m1~r1 +m2~r2

m1 +m2
, (A.2)

Lo que implica que:

~r1 = ~R+
m2

M
~r, ~r2 = ~R− m1

M
~r. (A.3)

Con M = m1 +m2 y r = |~r1 − ~r2|, por lo que la langriana en la Ec.(A.1) es:

L =
M

2
~̇R2 +

1

2
µ|~̇r|2 − U (r) , (A.4)

donde µ, es la masa reducida: µ =
m1m2

m1 +m2
.
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Al calcular la ecuación de movimiento para ~R, de las ecuaciones de Euler-Lagrange se tiene que ~̇R = 0,
por lo que ~R = cte. Este vector es el de centro de masa y resulta constante, por lo que, sin perder generalidad
se puede elegir igual a cero. Por lo tanto la lagrangiana es:

L =
1

2
µ|~̇r|2 − U (r) . (A.5)

Ésta es equivalente al de una part́ıcula en un potencial central, es decir, el problema se redujo a un problema
equivalente de una part́ıcula con el cambio de coordenadas dado por:

~r1 =
m2

M
~r, ~r2 = −m1

M
~r. (A.6)

Además de la ecuación (A.5) se obtiene que la Hamiltoniana es:

H =
|~p|2

2µ
+ U (r) . (A.7)

Si se restringe el movimiento a un plano en coordenadas polares. La lagrangiana Ec.(A.5) es:

L =
1

2
µ
(
ṙ + r2φ̇2

)
− U (r) . (A.8)

De la ecuación (A.8) se observa que:

d

dt

(
µr2φ̇

)
= 0. (A.9)

Por lo existe una constate de movimiento y esta es ` = µr2φ̇, donde ` la es la magnitud del momento angular.
Observesé que de la Ec.(A.9) se obtiene el área barrida por el radio vector por unidad de tiempo, ya que la

diferencial de área se puede interpretar como el área de un triángulo con base r y altura rdθ, dA =
1

2
r(rdθ), de

lo que se obtiene

dA

dt
=

1

2
r2 dθ

dt
. (A.10)

La cual es la segunda ley de Kepler. La ecuación de movimiento para r es

mr̈ − `

mr3
= f(r). (A.11)

donde se utilizo el hecho de que ` = µr2φ̇ es una integral de movimiento y que f(r) = −∂U
∂r

.

De ` = µr2φ̇ se puede construir el operador diferencial

d

dt
=

`

mr2

d

dθ
, (A.12)

con lo que la Ec.(A.11) es de la forma

1

r2

d

dθ

(
1

mr2

dr

dθ

)
− `

mr3
= f(r). (A.13)

Con el cambio de variable u =
1

r
en la ecuación (A.13) se obtiene:

d2u

dθ2
+ u = −m

`2
d

du
U

(
1

u

)
. (A.14)
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Para el problema de Kepler la fuerza y el potencial pueden ser escritos como f = − k

r2
y U = −k

r
. con lo que

la solución a la Ec.(A.14) es:

r =
a(1− e2)

1 + e cos(θ − θ′)
(A.15)

con e la excentricidad y esta es e =

√
1− `2

mka
y a = − k

2E
. Observesé que la Ec. (A.15) es la ecuación de una

cónica y como se sabe ésta es función de la excentricidad, la cual a su vez es función de la enerǵıa. Los posibles
movimiento de la orbita son:

e > 1, E > 0, hipérbola

e = 1, E = 0, parábola

e < 1, E < 0, elipse

e = 0, E = −mk
2

2`2
, circunferencia

Es decir (A.15) es la primera ley de Kepler. Puesto que el problema de Kepler es integrable, el problema se
puede resolver mediante la cuadratura de la enerǵıa

t =

√
m

2

∫ r

r0

dr′√
k

r′
− `2

2mr′2
+ E

(A.16)

Si se expresa a E y ` en términos de e, a y k, la ecuación anterior toma la forma:

t = −
√
m

2k

∫ r

r0

r′dr′√
r′ − r′2

2a −
a(1−e2)

2

(A.17)

Como r = a(a− e cosψ), donde ψ es la anomaĺıa excéntrica ver [35], la ecuación anterior toma la forma:

t =

√
ma3

k

∫ 2π

0

(1− e cos(ψ)) dψ (A.18)

Al hacer la integral de la Ec.(A.18) en el intervalo de 0 a 2π esta proporciona la siguiente expresión para el
periodo,

τ2 = 4π2a3m

k
. (A.19)

Y ésta última ecuación es conocida como la tercera ley de Kepler.
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Apéndice B
Transformada de Legendre.

La transformada de Legendre es una herramienta matemática muy usada en f́ısica, la cual transforma
funciones de un espacio vectorial a funciones en un espacio dual. Esta transformación del espacio está relacio-
nada con la dualidad proyectiva y las coordenadas tangenciales de la geometŕıa álgebraica. Además es utilizada
en la construcción de espacios de Banach duales en Análisis. El ejemplo más apreciable de este tipo de trans-
formación se estudia en Termodinámica, al cambiar de la representación de cierto potencial termodinámico a
la representación de otro potencial termodinámico. Otro ejemplo más apreciable del uso de la transformada
de Legendre en f́ısica es el describir la dinámica de un sistema mediante la función Hamiltoniana, la cual es el
resultado de aplicar dicha transformación a la Lagragiana del sistema.

Como se sabe una curva o una superficie puede ser representada por un conjunto de puntos, pero también
si la curva es lo suficientemente suave se puede representar por un conjunto de planos tangentes y la intersección
de dichos planos a un origen de referencia. Esto forma una superficie del doble de dimensión de la inicial. Para
exhibir esto, considérese el caso unidimensional. Sea y una función de la variable x de al menos clase C2 1 tal
que y = f(x), además se pide que f sea convexa, f

′′
(x) > 02. La gráfica de f es enteramente descrita por los

puntos (x, f(x)), pero también esta se puede reproducir mediante la pendiente de la tangente s para cada x.
Como existe toda una familia de rectas que cumplen con que la pendiente sea s, se elige la coordenada al origen
x(s) de la tangente, es decir ahora la curva esta descrita por sus pendientes y ordenadas al origen, (s, x(s)).
Con esto la transformada de Legendre de f es una función g de una variable s tal como se muestra en la figura
(B.1) en la que se muestra que g(s) es la máxima distancia vertical entre la recta y = sx y f(x), es decir:

g(s) = sx− f(x) = G(x, x(s)), (B.1)

ya que el punto x(s) es definido por la condición del máximo. Por lo tanto:

∂G

∂x
= s− f

′
(x) = 0, (B.2)

de donde s es justamente la pendiente de f(x), aśı que

s = f
′
(x) (B.3)

y como f es convexa el punto x = x(s), existe es y único. A continuación, en la Fig. (B.1) se muestra la
representación geométrica de la Transformada de Legendre.

1Con segunda derivada continua.
2En caso de no ser aśı se elige un intervalo abierto en el cual se cumpla dicha condición.
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Figura B.1: g(s) es la distancia entre y = sx y la derivada de y = f(x).



Apéndice C
Código de simulación.

Aqúı se adjunta el código escrito en el lenguaje Python en tres secciones. La primera es la rutina principal
la cual ejecuta una libreŕıa llamada Mapeo lib.py que realiza secciones de Poincaré en coordenadas cartesianas,
ciĺındricas y esféricas para la coordenada z, esta a su vez ejecuta la libreŕıa lib PKA.py. Esta libreŕıa contiene
la mayoŕıa de las funciones requeridas para el cálculo de la simulación tal como los cambios de coordenadas el
cálculo de la transformada de Fourier y demás funciones que se utilizan en la simulación.

C.1. Rutina principal PKA.py.

#! /usr/bin/env python

# importar librerias

import os

import sys

from numpy import *

from scipy.integrate import *

from pylab import *

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import shutil

###########################################################

import lib_PKA

import Mapeo_lib

###########################################################

# Definition of global variables.

# epsilon is epsilon = m2/m1

epsilon = 1.1

############# Definition of local variables. ##############

################# Initial conditions ###################

################# Cartesian Coordinates ################

#print "Condiciones iniciales", ent

while epsilon <= 1.8:
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# print "Valor de epsilon", epsilon

name_dir = "epsilon_%g" %(epsilon)

x = 1.

y = 0.

z = sqrt((epsilon**2) + (((epsilon**2)-1)*x*x))

Px = 0.

Py = sqrt( (epsilon+sqrt((epsilon**2)-1))/sqrt((x*x)+(z*z)) )

Pz = 0.

ent = [ x , y , z , Px , Py , Pz ]

###name_dir = "epsilon_%g" %(epsilon)

files = Mapeo_lib.mapeo(ent,epsilon)

os.makedirs(name_dir,0775)

### os.system("mkdir %s") %(name_dir)

shutil.move(files[0], name_dir)

shutil.move(files[1], name_dir)

shutil.move(files[2], name_dir)

shutil.move(files[3], name_dir)

shutil.move(files[4], name_dir)

shutil.move(files[5], name_dir)

shutil.move(files[6], name_dir)

epsilon = epsilon + 0.05

print "paso en epsilon", epsilon

#############################

#############################

C.2. Libreŕıa Mapeo lib.py

#! /usr/bin/env python

# importar librerias

from numpy import *

from scipy.integrate import *

from pylab import *

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

###########################################################

import lib_PKA

def mapeo(cond_ini,epsilon):

# Definition of global variables.

### print "Valor de epsilon", epsilon
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############# Definition of local variables. ##############

################# Initial conditions ###################

x = cond_ini[0]

y = cond_ini[1]

z = cond_ini[2]

Px = cond_ini[3]

Py = cond_ini[4]

Pz = cond_ini[5]

################# Cartesian Coordinates ################

ent = [x,y,z,Px,Py,Pz]

### print "Condiciones iniciales", ent

# Initial energy

E_0 = lib_PKA.energia(ent,epsilon)

### print ’Energia inicial’, E_0

#ent_cyl = lib_PKA.cambio_coord(ent)

# file names

nombre_mapeo_car = "sim_car_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

nombre_mapeo_cyl = "sim_cyl_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

nombre_mapeo_sph = "sim_sph_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

nombre_simulacion = "simulacion_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

nombre_fft_z = "fft_z_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

nombre_vec_lrl = "vec_lrl_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

nombre_vec_L = "vec_L_%g_%g_%g_%g_%g_%g_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

######### parameters for natural time of system ###########

l_vec = lib_PKA.momento_angular(ent)

### print "El momento angular es:", l_vec

l_up2 = (l_vec[0]*l_vec[0]) + (l_vec[1]*l_vec[1]) + (l_vec[2]*l_vec[2])

### print "Mondulo del vector momento angular:", sqrt(l_up2)

e = sqrt( abs((2.0*E_0*l_up2) + 1.0) )

### print "La exentricidad es:", e

a = (l_up2)/(1-e**2)

# a is semi-major axis the e is eccentricity

### print "El semieje mayor es: ", a

tao = 2*pi*sqrt(a**3)

# tao is the natural time of the system

# Open file.

f = open(nombre_mapeo_car , "w") #Archivo para el mapeo

g = open(nombre_mapeo_cyl , "w") #Archivo para el mapeo en cilindricas

j = open(nombre_mapeo_sph , "w") #Archivo para el mapeo en esfericas

h = open(nombre_simulacion , "w") #Archivo para la simulacion completa

#k = open(nombre_fft_z , "w")

l = open(nombre_vec_lrl , "w") #Archivo para el Vector de Laplace-Runge-Lenz

L_vec = open(nombre_vec_L , "w") #Archivo para ver el momento angular

############# Document write the initial conditions into the files ##################

counter = 0

f.write( str(counter) + " " + str(ent[0]) + " " + str(ent[1]) + " " + str(ent[2])

+ " " + str(ent[3]) + " " + str(ent[4]) + " " + str(ent[5]) + "\n" )
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f.close()

dat_cc = lib_PKA.cambio_coord_cyl(ent)

g.write( str(counter) + " " + str(dat_cc[0]) + " " + str(dat_cc[1]) + " "+ str(dat_cc[2])+" "

+ str(dat_cc[3]) + " " + str(dat_cc[4]) + " " + str(dat_cc[5]) + "\n" )

g.close()

dat_ce = lib_PKA.cambio_coord_sph(ent,epsilon)

j.write( str(counter) + " " + str(dat_ce[0]) + " " + str(dat_ce[1]) + " "+ str(dat_ce[2])+" "

+ str(dat_ce[3]) + " " + str(dat_ce[4]) + " " + str(dat_ce[5]) + "\n" )

j.close()

#entrada_z=[]

#entrada_z.append(ent[2])

simu_total = []

simu_total.append(array(ent))

h = open(nombre_simulacion , "a")

h.write(str(counter)+ " " + str(ent[0]) + " " + str(ent[1]) + " " + str(ent[2]) +

" " + str(ent[3]) + " " + str(ent[4]) + " " + str(ent[5]) + "\n")

h.close()

dat_rll = lib_PKA.Runge_Lenz_Laplace(ent)

### print "Vector Runge-Lenz-Laplace", dat_rll

l.write(str(counter) + " " + str(dat_rll[0]) + " " + str(dat_rll[1]) + " "+ str(dat_rll[2]) + "\n")

l.close()

dat_am = lib_PKA.momento_angular(ent)

#print "Vetor momento angular", dat_am

L_vec.write(str(counter) + " " + str(dat_am[0]) + " " + str(dat_am[1]) + " "+ str(dat_am[2]) + "\n")

L_vec.close()

mapeo_rho = []

mapeo_Prho = []

mapeo_rho.append(dat_cc[0])

mapeo_Prho.append(dat_cc[3])

# Definition of the range and t

intervalo = tao/20.0

### print ’Tiempo natural ’, tao

### print ’Base de tiempo ’, intervalo

t = array( [0.0,intervalo] )

# Entrada sobre la que se hace el mapeo

i=2

# Number of roots

m=1

max_raiz_e1 = 100

####################### Start Poincare mapping #####################

# Energy for mapping

max_var_energia = 1e-8

### print "Variacion de la energia deseada", max_var_energia
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diff_E = 0.0

while (diff_E < max_var_energia and m < max_raiz_e1 ):

# Integrator

salida1=odeint(lib_PKA.campo_vec,ent,t,args=(epsilon,),rtol=1e-10,atol=1e-12,

mxstep=int(1e6),Dfun=lib_PKA.jab)

# Variables

xini = salida1[0]

xfin = salida1[1]

# Save the coordinate "z" for the Fourier of transform.

counter += 1

h = open(nombre_simulacion , "a")

#h.write(str(counter)+ " " + str(xfin[2]) + "\n")

h.write(str(counter)+ " " + str(xfin[0]) + " " + str(xfin[1]) + " " + str(xfin[2]) +

" " + str(xfin[3]) + " " + str(xfin[4]) + " " + str(xfin[5]) + "\n")

h.close()

# entrada_z.append(xfin[2])

simu_total.append(xfin)

l = open(nombre_vec_lrl , "a")

dat_rll = lib_PKA.Runge_Lenz_Laplace(xfin)

l.write(str(counter) + " " + str(dat_rll[0]) + " " + str(dat_rll[1]) + " "

+ str(dat_rll[2]) + "\n")

l.close()

L_vec = open(nombre_vec_L , "a")

dat_am = lib_PKA.momento_angular(xfin)

L_vec.write(str(counter) + " " + str(dat_am[0]) + " " + str(dat_am[1]) + " "

+ str(dat_am[2]) + "\n")

L_vec.close()

x_seguir = xfin

#print xfin

# Loop "if" to find the change of sign in the variable

if ( (xini[i])*(xfin[i]) ) < 0:

# Revisa los puntos

# print xini, xfin

raiz = lib_PKA.encasilla(xini,xfin,intervalo,i,epsilon)

# Open file "raices" for save the data

f = open(nombre_mapeo_car , "a")

f.write( str(m) + " " + str(raiz[0]) + " " + str(raiz[1]) + " " + str(raiz[2])+

" " + str(raiz[3]) + " " + str(raiz[4]) + " " + str(raiz[5]) + "\n")

f.close()

# Open file "raicescc" for save the data in coordinate cylindrical

raizcc = lib_PKA.cambio_coord_cyl(raiz)

g = open(nombre_mapeo_cyl , "a")

g.write(str(m)+ " " + str(raizcc[0]) + " " + str(raizcc[1]) + " " + str(raizcc[2]) +

" " + str(raizcc[3]) + " " + str(raizcc[4]) + " " + str(raizcc[5]) + "\n")

g.close()
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mapeo_rho.append(raizcc[0])

mapeo_Prho.append(raizcc[3])

# Open file "raicesce" for save the data in coordinate spherical

raizce = lib_PKA.cambio_coord_sph(raiz,epsilon)

j = open(nombre_mapeo_sph , "a")

j.write(str(m)+ " " + str(raizce[0]) + " " + str(raizce[1]) + " " + str(raizce[2])

+ " " + str(raizce[3]) + " " + str(raizce[4]) + " " + str(raizce[5]) + "\n")

j.close()

ent = x_seguir

m = m+1

# Revisa que los puntos

#print xini,xfin

else:

ent=xfin

#print xini, xfin

E_i = lib_PKA.energia(ent,epsilon)

diff_E = abs(E_0 - E_i)

# Imprime a pantalla para ver como va el mapeo

#print m, E_0, E_i, diff_E

# Terminacion del mapeo.

datos = lib_PKA.datos_sim(simu_total)

cuenta_t = array(range(len(datos[0])))

FFT_t_t,FFT_z_t = lib_PKA.rfft_f(cuenta_t,datos[2])

k = open(nombre_fft_z , "w")

for i in xrange(len(FFT_z_t)):

k.write(str(FFT_t_t[i]) + " " + str(FFT_z_t[i]) + "\n")

k.close()

iter = len(cuenta_t)

### print "Numero de iteraciones en el tiempo ", iter

### print "Numero de raices ", m

name_file = [nombre_mapeo_car,nombre_mapeo_cyl,nombre_mapeo_sph,nombre_simulacion,

nombre_fft_z,nombre_vec_lrl,nombre_vec_L]

return array(name_file)

#########################################################

C.3. Libreŕıa lib PKA.py

#! /usr/bin/env python

# importar librerias

import os

import sys

from numpy import *

from scipy.integrate import *

from pylab import *
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###########################################################

################### Functions section. ####################

###########################################################

# Definicion de campo vectorial.

def campo_vec(vec,t,epsilon):

r=sqrt( (vec[0]*vec[0]) + (vec[1]*vec[1]) + (vec[2]*vec[2]) )

res = [vec[3], vec[4], vec[5]/epsilon, -(epsilon*vec[0])/(r*r*r), -(epsilon*vec[1])/(r*r*r),

-(epsilon*vec[2])/(r*r*r)]

return array(res)

###########################################################

# Definition of Jacobian matrix.

def jab(vec,t,epsilon):

r=sqrt( (vec[0])**2 + (vec[1])**2 + (vec[2])**2 )

coef1=-(epsilon)/(r*r*r)

coef2=(3.0*epsilon)/(r*r*r*r*r)

renglon1=[0.0 , 0.0 , 0.0 , 1.0 , 0.0 , 0.0]

renglon2=[0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 1.0 , 0.0]

renglon3=[0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 1.0/epsilon]

renglon4=[coef1+((coef2)*(vec[0]**2)) , ((coef2)*(vec[0]*vec[1])) , ((coef2)*(vec[0]*vec[2])) ,

0.0 , 0.0 , 0.0]

renglon5=[((coef2)*(vec[0]*vec[1])) , (coef1)+((coef2)*(vec[1]**2)) , ((coef2)*(vec[1]*vec[2])) ,

0.0 , 0.0 , 0.0]

renglon6=[((coef2)*(vec[0]*vec[2])) , ((coef2)*(vec[1]*vec[2])) , (coef1)+((coef2)*(vec[2]**2)) ,

0.0 ,0.0 ,0.0]

res=[renglon1,renglon2,renglon3,renglon4,renglon5,renglon6]

return array(res)

###########################################################

# Routine search for mapping zeros.

def encasilla(v1,v2,intervalo,i,epsilon):

n=0

errordeseado=1e-8

error=abs(v2[i])

if error < errordeseado:

raiz = v2[i]

else:

while error > errordeseado:

intervalo = intervalo/2.0

t=array([0,intervalo])

salida=odeint(campo_vec,v1,t,args=(epsilon,),rtol=1e-10,atol=1e-12,mxstep=int(1e6),Dfun=jab)

vmed=salida[1]

if (v1[i])*(vmed[i]) < 0:

v2=vmed

else:

v1=vmed

error=abs(v2[i])
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# Marcador de iteraciones

#n=n+1

#print "Iteracion interna n=",n, error

raiz = vmed

# Raiz encontrada

#print "Esta es la raiz :", raiz

return raiz

###########################################################

# Definition of energy.

def energia(vec,epsilon):

r=sqrt( (vec[0])**2 + (vec[1])**2 + (vec[2])**2 )

kinetic=0.5*( (vec[3])**2 + (vec[4])**2 + ((vec[5])**2)/epsilon )

potencial=-(epsilon)/r

E=kinetic+potencial

return E

###########################################################

# Cylindrical Coordinate Change

def cambio_coord_cyl(xyz):

#Spatial coodinates cylindrical

rho_up2 = (xyz[0])*(xyz[0]) + (xyz[1])*(xyz[1])

rho = sqrt(rho_up2)

if xyz[0] == 0.0 and xyz[1] == 0.0 :

theta = 0.0

if xyz[0] >= 0:

theta = arcsin(xyz[1]/rho)

if xyz[0] < 0:

theta = pi - arcsin(xyz[1]/rho)

z=xyz[2]

#Momentum coodinates cylindrical

prho=( (xyz[0]*xyz[3])+(xyz[1]*xyz[4]) ) / rho

ptheta=(xyz[0]*xyz[4]-xyz[1]*xyz[3])

pz=xyz[5]

rthetaz=[rho,theta,z,prho,ptheta,pz]

return rthetaz

###########################################################

# Spherical Coordinate Change

def cambio_coord_sph(xyz,epsilon):

#Spatial coodinates spherical

r_up2 = xyz[0]*xyz[0] + xyz[1]*xyz[1] + xyz[2]*xyz[2]

r = sqrt(r_up2)

rho_up2 = xyz[0]*xyz[0] + xyz[1]*xyz[1]

rho = sqrt(rho_up2)

if xyz[2] > 0.0 :

theta = arctan(sqrt((xyz[0])*(xyz[0]) + (xyz[1])*(xyz[1]))/xyz[0])

elif xyz[2] == 0:

theta = pi/2.0

else:# xyz[2] < 0:

theta = pi + arctan(sqrt((xyz[0])*(xyz[0]) + (xyz[1])*(xyz[1]))/xyz[0])
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if (xyz[0] > 0.0 and xyz[1] > 0.0) :

phi = arctan(xyz[1]/xyz[0])

elif (xyz[0] > 0.0 and xyz[1] < 0.0) :

phi = 2*pi + arctan(xyz[1]/xyz[0])

elif xyz[0] == 0.0 :

phi = pi*0.5*sing(xyz[1])

else:# xyz[0] < 0.0 :

phi = pi + arctan(xyz[1]/xyz[0])

# Momentum coodinates ### Falta evaluar los momentos #######

r_vec = [xyz[0],xyz[1],xyz[2]]

p_vec = [xyz[3],xyz[4],xyz[5]]

pdotx = dot(p_vec,r_vec)

#

prho = ((pdotx)*(rho_up2*rho_up2 + epsilon*xyz[2]*xyz[2]))/(r_up2) +

((1.0 - epsilon)/

(r*r*r))*( xyz[2]*xyz[2]*(xyz[3]*xyz[0] + xyz[4]*xyz[1]) - (xyz[5]*xyz[2]*rho_up2)/(epsilon) )

ptheta = ( ( (xyz[2]*(xyz[3]*xyz[0] + xyz[4]*xyz[1]) )/(rho) - (xyz[5]*rho)/(epsilon) )*

(epsilon*rho_up2* + xyz[2]*xyz[2]) + (1.0 - epsilon)*rho*xyz[2]*pdotx )*(1/r_up2)

pphi = xyz[4]*xyz[0] - xyz[3]*xyz[1]

rhophitheta=[rho,phi,theta,prho,pphi,ptheta]

return rhophitheta

###########################################################

# Angular Momentum

def momento_angular(ent):

vec_r = [ ent[0], ent[1] , ent[2] ]

vec_P = [ ent[3], ent[4] , ent[5] ]

L=[ (vec_r[1]*vec_P[2]) - (vec_r[2]*vec_P[1]), (vec_r[2]*vec_P[0]) - (vec_r[0]*vec_P[2]) ,

(vec_r[0]*vec_P[1]) - (vec_r[1]*vec_P[0]) ]

return array(L)

###########################################################

# Angular Momentum z component

def momento_angular_z(ent):

vec_rho = [ ent[0], ent[1] ]

vec_Prho = [ ent[3], ent[4] ]

L_z = (vec_rho[0]*vec_Prho[1]) - (vec_rho[1]*vec_Prho[0])

return L_z

###########################################################

# Runge_Lenz_Laplace

def Runge_Lenz_Laplace(ent):

vec_r = [ ent[0], ent[1] , ent[2] ]
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vec_P = [ ent[3], ent[4] , ent[5] ]

r = sqrt((ent[0]**2) + (ent[1]**2) + (ent[2]**2))

P_up2 = (ent[3]**2) + (ent[4]**2) + (ent[5]**2)

P_dot_r = (vec_P[0])*(vec_r[0]) + (vec_P[1])*(vec_r[1]) + (vec_P[2])*(vec_r[2])

A = [(P_up2*vec_r[0]) - (P_dot_r*vec_P[0]) - (vec_r[0]/r) , (P_up2*vec_r[1]) - (P_dot_r*vec_P[1]) -

(vec_r[1]/r) , (P_up2*vec_r[2]) - (P_dot_r*vec_P[2]) - (vec_r[2]/r)]

return A

###########################################################

# Transformada de Fourier en omega

def rfft_w(x,fdex):

n = len(fdex)

#print n

delta_x = x[1] - x[0]

omega = linspace(0.0,1.0/delta_x,n/2 + 1)

omega = omega*pi

#print len(omega)

T_fdex = (np.fft.rfft(fdex) )/n

#print len(T_fdex)

espectro = abs(T_fdex)

return omega,espectro

###########################################################

# Transformada de Fourier en frecuencia

def rfft_f(x,fdex):

n = len(fdex)

#print n

delta_x = x[1] - x[0]

omega = linspace(0.0,1.0/delta_x,n/2 + 1)

#Tomar en cuenta que omega esta escalado por pi

frec = omega/2

#print len(omega)

T_fdex = (np.fft.rfft(fdex) )/n

#print len(T_fdex)

espectro = abs(T_fdex)

return frec,espectro

###########################################################

# Manejo de datos de la simulacion

def datos_sim(datos):

simu_total = matrix(datos)

x_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): x_t.append(simu_total[i,0])

x_t = array(x_t)

#

y_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): y_t.append(simu_total[i,1])

y_t = array(y_t)
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#

z_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): z_t.append(simu_total[i,2])

z_t = array(z_t)

#

Px_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): Px_t.append(simu_total[i,3])

Px_t = array(Px_t)

#

Py_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): Py_t.append(simu_total[i,4])

Py_t = array(Py_t)

#

Pz_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): Pz_t.append(simu_total[i,5])

Pz_t = array(Pz_t)

#

return [x_t,y_t,z_t,Px_t,Py_t,Pz_t]

###########################################################

# Funcion para hacer el mapeo

###########################################################

# Functions section end.

###########################################################
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[5] I. Newton. The Mathematical Principles of Natural Philosophy, Enciclopedia Británica, Londres.

[6] A.N. Kolmogorov, The general theory of dynamical systems and classical mechanics. Proceedings of the
International Congress of Mathematicians (Amsterdam, 1954), Vol. 1, pp 315-333, North Holland, Amster-
dam, 1957 [en Ruso]. [Reimpreso en: International Mathematical Congress in Amsterdam, 1954 (Plenary
Lectures), pages 187-208.

[7] Lorenz, Edward N. (1963). Deterministic non-periodic flow. Journal of the Atmospheric Sciences 20 (2):
130–141

[8] Mishchenko, A., Fomenko,A., Generalized Liouville method of integration of Hamiltonian systems, Funct.
Anal. Appl. 12 (1978) 113

[9] J.B. Marion y S. T Thornton. Classical Dynamics of Particles and Systems. Thomson Brooks/Cole, USA
2004.
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