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“El cientifico no estudia la naturaleza por la utilidad que le pueda reportar; la estudia por el gozo que le
proporciona, y este gozo se debe a la belleza que hay en ella... . La belleza intelectual se basta a si misma, y es
por ella, mds que quizd por el bien futuro de la humanidad, por lo que el cientifico consagra su vida a un trabajo
largo y dificil.”

Henri Poincaré






Resumen

En esta tesis se propone estudiar un sistema cuya caracteristica principal es la conservacion de la energia, y
que bajo cierta condicién de simétria (la cual se especifica en el capitulo 3), su dindmica es periédica, conmensu-
rable y ademas posee todas las propiedades del problema de Kepler, es por eso que recibe el nombre de Problema
de Kepler Asimétrico (PKA), cuando se cumple la condicién de simetria se dice que se tiene el Problema de
Kepler Simétrico (PKS). Pero si dicha condicién no se cumple el sistema parece comportase de manera caética,
y en esta tesis tratamos de aseverar este hecho con el uso de herramientas numéricas. El sistema que se estudio
consta de dos cuerpos que interactian gravitacionalmente, el primero con masa my, restringido a moverse en
el plano zy, y un segundo cuerpo con masa ms, que sélo se mueve en el eje z. Algo que es muy importante
mencionar es que no poseemos conocimiento alguno sobre trabajos ya realizados con respecto a este sistema, asi
que suponemos o al menos que se muestre lo contrario que este sistema es una nueva aportaciéon que hacemos al
estudio de los sistemas dinamicos, ya que en la literatura lo mas parecido al sistema que se trabajé en la tesis
es un problema que propuso Sitnikov en 1961 [1], el cual es un caso particular del problema restringido de tres
cuerpos, y el nuestro es un problema de dos cuerpos.

La eleccién de este problema tiene como objetivo exhibir la transicién al caos en sistemas Hamiltoniamos
con mas integrales de movimiento que grados de libertad. Esto hace que el sistema no pierda todas las integrales
de movimiento como se vera a lo largo del trabajo. En particular se toma como referencia a la energia y las
integrales de movimiento que persisten para hacer un rastreo de la transicién al caos. En el caso de sistemas
que tienen un nimero de integrales de movimiento iguales a los grados de libertad, se observa que al perderse
la integrabilidad, el andlisis sobre el comportamiento de la transicién al caos se hace muy complicado, debido a
que se pierden muchas simetrias al mismo tiempo. Aqui se aprovecha la super-integrabilidad del problema de
Kepler, un problema de tres grados de libertad y cuatro integrales de movimiento [2—4]. Al perder dos de ellas,
se conservan dos para hacer el seguimiento al caos, ademéas de que proporcionan un mejor entendimiento del
rompimiento de la simetrias.

En este caso las cantidades de movimiento que siempre se conservan (para el caso simétrico y el asimétrico)
son: la energia y la proyeccién en el eje z del momento angular. Para el caso simétrico, ademés de las cantidades
anteriores, se conservan la geometria de la 6rbita y el médulo al cuadrado del momento angular. En el caso
asimétrico, debido a la complejidad de las ecuaciones de movimiento, el problema se resuelve de manera numéri-
ca mediante una simulaciéon computacional. En la cual se realizaron secciones de Poincaré, para cuando la masa
msy cruza por el plano zy, ademas se analizo el espectro de Fourier para la masa my. Con estas herramientas es
posible discriminar entre la integrabilidad, la periodicidad, la cuasiperiodicidad y la no-periodicidad del sistema
PKA.

Una parte fundamental para la solucién de PKA es la eleccién de las condiciones iniciales, para lo cual se
hizo un breve andlisis del potencial efectivo que involucra principalmente el andlisis en curvas equipotenciales
de energia como funcién de las distintas variables involucradas en la dindmica. De esta manera, se obtienen dos
conjuntos de condiciones iniciales simétricas para la masa mo. El primer conjunto de condiciones iniciales es con
z =0y p, # 0 que corresponde a poner la masa ms en el origen y darle impulso en la direccién z. El otro conjunto
de condiciones es con z # 0y p, = 0 que corresponde a colocar dicha masa en alguna posicién distinta del origen
y soltarla. Con estas dos condiciones se puede hacer un andlisis del potencial efectivo, y en general del problema.
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Capitulo

Introduccion

1.1. Sistemas mecanicos.

Con la formulaciéon de la mecanica hecha por Isaac Newton en el siglo XVII se tuvo una manera precisa
de describir la dindmica de un cuerpo para cualquier instante en el tiempo [5]. Al poco tiempo, el resolver
problemas tan cotidianos, como el péndulo simple, se volvié un tarea complicada por las ecuaciones diferen-
ciales que se obtenian. M&s atin, cuando se tuvo que resolver problemas mas importantes, como el movimiento
de sol, la luna y el planeta tierra, se descubrié que no se puede resolver méas que bajo ciertas condiciones, y
esto no era porque la teoria no lo permitiera, sino por la falta de métodos con los cuales resolver este proble-
ma. A la postre, a éste se le conoceria como el problema de los tres cuerpos. Con ello se motivé el desarrollo
de estudios cualitativos de las ecuaciones diferenciales involucradas, ademés de la formulaciones alternativas
a la mecdanica clasica que incorporaban el principio de la conservacién de la energia, como el formalismo de
Euler-Lagrange y el de Hamilton-Lagrange. Cabe mencionar que este ltimo produjo importantes avances en la
geometria diferencial. En ambos formalismos se destaca la existencia de constantes dindmicas con las cuales se
puede caracterizar completamente a un sistema. A estas constantes se les suele llamar integrales de movimiento.
Una de las conclusiones importantes a la que se llegd es que si el sistema tenia el mismo nimero de cantidades
conservadas como grados de libertad, éste se podia resolver salvo una integral que involucra la energia. De esta
manera, se decia que el problema es integrable. A partir de esto se idearon formalismos con los cuales poder
describir un sistema en términos de sus integrales de movimiento. Esto se logré indagando las propiedades de
simetria y topoldgicas de un sistema. Una de las formulaciones més exitosas en dicho esquema es el formalismo
de Hamilton-Jacobi [2].

Durante el estudio de los sistemas integrables se observd que si éstos tenfan muchos grados de libertad las
constantes de movimiento se perdian con facilidad ante perturbaciones pequenas. Consecuentemente el sistema
dejaba de ser integrable, pero se observd que existian sistemas que eran mas estables que otros. Esto dio origen
a estudios sobre la estabilidad de un sistema dindmico y al teorema de Kolmogorov—Arnold—Moser (KAM) [6].
Este consiste en estudiar la periodicidad de un sistema sistema dindmico bajo pequenas perturbaciones para
diferentes condiciones iniciales. De hecho se definen superficies invariantes, relacionadas con las integrales de
movimiento, en las que las trayectorias pueden estar para diferentes condiciones iniciales. En el caso de per-
turbaciones pequenas las trayectorias solucién quedan cerca dichas superficies en trayectorias quasi-periédicas
haciendo que el sistema sea estable.

Muchos fisicos y matematicos interesados en el estudio de los sistemas dindmicos comenzaron a buscar he-
rramientas que les permitieran saber cuando un sistema es o no integrable. Y fue Emmy Nother quien entre
los anos de 1917 — 1918, al tratar de encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein, formulé un teorema
que involucra uno de los conceptos mas importantes que relaciona la fisica y la matematica de un problema.
Esta aportacion consiste en relacionar el concepto de un grupo de simetrias y con el concepto de integrales de
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movimiento. Tal teorema que asegura que cada integral de movimiento tiene asociada una simetria, y viceversa.
Por lo tanto, podemos saber si un sistema es integrable estudiando el nimero de simetrias que tiene, o el nimero
de cantidades dindmicas conservadas. Este teorema no sélo ha sido relevante en mecénica clésica, sino también
en mecdanica cuantica, teoria cuantica de campos, etc. Unos de los ejemplos mas recientes de esto se encuentra
en el modelo estandar de particulas, el cual se basa en el principio de simetria de norma que implementa una
serie de transformaciones de simetrias internas, es decir, no se fija en las coordenadas sino el espacio en donde
las particulas (campos) pueden existir. Ejemplos de lo anterior son las cantidades conservadas de carga eléctrica
en la electrodindmica cuantica, la carga de color en cromodindmica, etc.

Las consecuencias sobre el estudio de los sistemas mecanicos derivo en la creacién de toda una rama de es-
tudio que hoy conocemos como Teoria del Caos. Esta tiene sus origenes en el estudio de sistemas para predecir
el clima, y ha tenido impacto en diferentes disciplinas como fisica, ingenieria, economia, biologia, etc. Como se
menciona al principio de este trabajo, uno de los principales objetivos que se tiene en la ciencia es la capaci-
dad de predecir el comportamiento de un sistema cuando se dan condiciones iniciales. Con ellos, tipicamente
se obtienen ecuaciones diferenciales que dependen del tiempo y que modelan un fenémeno. Las soluciones a
éstas proporcionan informacién del sistema a tiempos futuros. Sin embargo, como mencionamos anteriormente,
encontrar soluciones analiticas puede ser una tarea no sencilla, pero se pueden tomar dos caminos. El primero
consiste en hacer aproximaciones que simplifiquen el problema a uno que sea mds facil de manipular con la
ventaja de que se tengan parametros de control que aproximen, en buena medida, al sistema original. Esta
metodologia es mejor conocida como teoria de perturbaciones. La segunda forma de proceder es haciendo una
simulacién numérica que encuentre las soluciones al sistema de ecuaciones diferenciales. En ambos casos se
crefa que pequenos cambios en las condiciones iniciales implicaban pequenos cambios en el comportamiento
futuro del sistema. Sin embargo, esto no resulté cierto, y uno de los casos emblematicos de este comportamiento
es el atractor de Lorentz [7], mismo que es un sistema de ecuaciones diferenciales para tratar de predecir el clima.

1.1.1. Sistemas superintegrables.

Cuando un sistema integrable es tal que puede tener més integrales de movimiento que grados de libertad,
se dice que el sistema es superintegrable. Estas constantes de movimiento tienen que ser independientes entre
si, es decir, cada constante de movimiento representa una superficie invariante diferente en el espacio fase. Estos
sistemas tienen propiedades topoldgicas que se reflejan en la estabilidad de un sistema y que no se han explorado
de manera exhaustiva.

1.2. Objetivos de la tesis.

La motivacién principal de este trabajo proviene del estudio de sistemas dindmicos que bajo ciertas condicio-
nes son superintegrables. Para ello en este trabajo se propone un sistema mecanico que bajo ciertas condiciones
se reduce al problema de Kepler, razén por la cual lo llamaremos Problema de Kepler Asimétrico (PKA), mis-
mo que también le da el titulo a este trabajo de tesis. Debido a que el andlisis de este tipo de sistemas esta
poco explorado y requieren de mucho tiempo, el objetivo principal de este trabajo es proporcionar herramientas
necesarias para poder hacer su andlisis. Mds en especifico se consideran los siguientes objetivos

1. Proporcionar un algoritmo y programas de cémputo que faciliten la obtencién numérica de las soluciones
al problema que se plantea. Mas concretamente para generar las secciones de Poincaré del sistema.

2. Exhibir que bajo ciertas condiciones el problema aqui planteado se convierte en el Problema de Kepler.

3. Proporcionar condiciones iniciales a las que se les pueda dar seguimiento para realizar un andlisis exhaus-
tivo sobre la dindmica del sistema.

4. Incorporar herramientas de analisis, como la transformada de Fourier, para mostrar la periodicidad del
sistema.
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1.3. Breve descripcion del contenido de la tesis.

En el segundo capitulo de este trabajo se hace una breve revisién de los elementos de mecdnica cldsica que
son indispensables para analizar la dinamica del sistema que se plantea. Los elementos que se revisan son la
formulacion Lagrangiana y Hamiltoniana de la mecédnica clasica; con ello se obtienen las ecuaciones de Euler
Lagrange y de Hamilton Lagrange, respectivamente. Ademas se utilizan los paréntesis de Poisson para exhibir
la super-integrabilidad del sistema. También, de forma general, se abordan las transformaciones canoénicas y el
formalismo de Hamilton Jacobi para reforzar el concepto de integrabilidad y con relacionar el problema con
el teorema de Noether. Este tltimo relaciona las simetrias del sistema con la existencia de integrales de mo-
vimiento. Finalmente, en este capitulo se da una pequena explicacién de las herramientas utilizadas como: las
secciones de Poincaré y la transformada de Fourier para sistemas dindmicos.

En el tercer capitulo se hace la descripcién del sistema con el que se trabaja. Este consiste de dos particulas
que interactian gravitacionalmente. Una de las particulas de masa m; estd restringida a moverse en plano xy
y otra de masa, ms, s6lo se mueve en el eje z, es decir, es un sistema de tres grados de libertad. Con esto se
escribe la funcién lagrangiana en términos del pardmetro e, el cual es el cociente de masas'. A la lagrangiana se
le efectuaron dos cambios de coordenadas, uno en cilindricas y el otro en esféricas. En ambos casos se construyé
la funcién Hamiltoniana mediante una transformacion de Legendre para indagar cudles son las integrales de
movimiento del sistema, ya que las simetrias que preserva PKA se pueden encontrar en un cilindro o a una
esfera. Como resultado de esto, las ecuaciones de Hamilton Lagrange tanto en coordenadas cilindricas como
en esféricas conservan la componente z del momento angular, y cuando € = 1, PKA se reduce a un problema
equivalente al de Kepler (PK.S). En este caso se obtienen las tres leyes de Kepler y mediante el uso del paréntesis
de Poisson, se muestra que el sistema tiene cuatro integrales de movimiento: la energia, el momento angular
total, la proyeccién en la direccién z del momento angular y el vector de Laplace-Runge-Lenz (LRL), es decir,
el sistema es super-integrable con € = 1.

Debido a que las ecuaciones de movimiento para el caso asimétrico son no-lineales y ademas estan acopladas
entre si, éstas se integran de manera numérica. En el capitulo 4 se describe mediante un diagrama de flujo la si-
mulacién realizada para la integracién de dichas ecuaciones de movimiento. Esta simulacién se hizo en Python y
principalmente realiza la integracién de las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas, construye las
secciones de Poincaré para el plano (P,, p) en coordenadas cilindricas y esféricas. Ademas, el programa también
calcula la transformada de Fourier para la componente z para complementar el analisis del sistema. También
en este capitulo se construyen un par de familias de condiciones iniciales que sirven como control para estudiar
la dindmica que se quiere exhibir. En el primer conjunto de condiciones iniciales se impone que z =0y p, # 0,
y para el segundo se impone que z # 0 y p, = 0. Estos conjuntos de condiciones iniciales se obtuvieron después
de hacer un anélisis del potencial efectivo e incorporando las cantidades de movimiento que ain se conservan.

En el capitulo 5 se muestran los resultados obtenidos de la simulacién para los dos conjuntos de condiciones
iniciales antes mencionadas. Primero se muestran las secciones de Poincaré para el conjunto z =0y p, # 0, en
coordenadas cilindricas, y en seguida la transformada de Fourier para el movimiento de la particula de masa mo
correspondiente al mismo conjunto de condiciones iniciales. Luego se presenta de forma andloga las secciones
de Poincaré y la transformada de Fourier para el conjunto de condiciones iniciales z # 0 y p, = 0. Todos los
resultados se muestran en una secuencia representativa en la que € va incrementando para observar la forma en
la que las simetrias se van perdiendo y la dindmica se va modificando. En las secciones de Poincaré se observan
estructuras relacionadas a la conmensurabilidad del problema en las que se puede apreciar la formacién de pun-
tos fijos y puntos sillas. En el espectro de potencias se exhibe la cantidad de frecuencias asociadas al movimiento
del sistema y con ello se completa el andlisis de la dindmica de PKA. Por iltimo se muestra tanto la proyeccién
en z del vector de Laplace Runge Lenz (LRL) y vector de momento angular, para distintos valores de € en los
que se puede observar la pérdida de estas integrales de movimiento.

my = mie.
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Finalmente, en el capitulo 6 se analizan los resultados y entre las conclusiones mas importantes podemos
destacar las siguientes:

= Para el caso simétrico € = 1 el sistema es super-integrable y sigue las tres leyes de Kepler. La seccién de
Poincaré es un punto y la transformada de Fourier un pico tipo delta de Dirac.

s Para € # 1 el sistema pierde dos integrales de movimiento que son: el momento angular y el vector LRL.
Ademas, tanto en las secciones de Poincaré como en el espectro de potencias se observa que el sistema
tiene comportamientos, periédicos, cuasiperiodicos y no periédicos.

= Cuando la seccién de Poincaré y el espectro de potencias son densos se puede decir con certeza que el
sistema, es cadtico.

= La transicién al caos es algo andlogo a la duplicacién de periodo, ya que al observar la secciones de
Poincaré, éstas tienen un comportamiento parecido al que presenta el mapeo logistico.

Es importante mencionar que si el lector posee los conocimientos fundamentales de mecanica clasica, este
puede omitir el capitulo 2 e ir directamente al capitulo 3, donde se comienza el estudio de PKA.




e

Capitulo

Sistemas integrables, simetrias,
super-integrabilidad y caos

En este capitulo se hace una breve revision tedrica de los elementos de mecdnica cldsica que son necesarios para
el andlisis del problema que se aborda en esta tesis. Dichos elementos van desde la introduccion del concepto de
coordenadas generalizadas, pasando por la formulacion Lagragiana y Hamiltoniana de la mecdnica cldsica, hasta
enunciar el teorema de Noether y sus implicaciones. También se discuten los conceptos de sistemas integrables,
simetrias, super-integrabilidad y algunos elementos de la teoria del caos.

2.1. Formulacién Lagrangiana de la mécanica

Considérese un sistema cldsico S formado por n particulas puntuales'. Para describir la dindmica de S
son necesarios n vectores de posicién 7; (t). Debido a que los vectores pertenecen a un espacio vectorial de tres
dimensiones, son necesarias tres cantidades para describir la posicién de cada particula. Entonces la configuracién
espacial de S estd dada por 3n cantidades. Si existen k restricciones al movimiento de las particulas, el nimero
de cantidades para especificar el sistema seran 3n menos el niimero de restricciones, es decir

f=3n—k,
donde f se define como el ntimero de grados de libertad del sistema [9,10].

También es necesario un sistema de referencia inercial? a partir del cual determinar la posicién de cada
particula. Este marco de referencia puede ser un sistema cartesiano y los vectores de posicion estarian dados por
7; = x;€1 + y;€s3 + z;é3 coni = 1,...,n, con n el nimero de particulas del sistema. Si el sistema S tiene alguna
caracteristica geometria, intrinseca por ejemplo cilindrica, esférica, eliptica, toroidal etc, se puede elegir un marco
de coordenadas curvilineas, ¢;, de tal manera que la descripcién espacial sea mas apropiada para S. Dicho de
otra manera las coordenadas ¢;, pueden depender tanto de la geometria del sistema, como de las restricciones.
Pero una caracteristica importante que deben cumplir es que necesitan ser linealmente independientes entre si,
ya que este conjunto de coordenadas debe generar el espacio donde la dindmica del sistema se lleva a cabo. A
éstas ¢; se les conoce como coordenadas generalizadas, las cuales no necesariamente deben tener dimensiones
de longitud sino que podrian tener dimensiones de energia, de longitud al cuadrado, angulares, etc, e incluso
adimensionales. Las anteriores g;, sus velocidades generalizadas ¢;, las posiciones iniciales y velocidades iniciales
qi(to), Gi(to) especifican completamente tanto el estado mecdnico, como la dindmica de S, mediante una funcién
que depende de las coordenadas y velocidades generalizadas e implicitamente del tiempo ¢. En particular con

1Se denomina particula puntual a un cuerpo cuyas dimensiones pueden despreciarse al describir su movimiento.
2Es aquel marco de referencia en el que las leyes de Newton son vélidas, es decir, si un cuerpo no esté sujeto a alguna fuerza
externa, éste se mueve velocidad constante, ver [9].



6 Sistemas integrables, simetrias, super-integrabilidad y caos

lo anterior se determinan las aceleraciones generalizadas, las cuales son funcién de las posiciones y velocidades
generalizadas:

Gi = f (@i, d4ist) - (2.1)

A la ecuacién anterior se le conoce como segunda ley de Newton, y es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones:

¢i(t) = vit); () = f(qi,vist). (2.2)

En el contexto de las ecuaciones diferenciales el espacio al cual pertenecen las funciones (g, ¢), se le conoce
como espacio fase, pero esto es un abuso de lenguaje ya que el espacio de fases, el espacio al cual perteneces
las coordenadas generalizadas y momentos generalizados (g, p), esto se puede ver con més detalle en [3]. El
lado derecho de (2.2) determina un campo vectorial en este espacio. Una solucién ¢ a la ec. (2.2) describe el
movimiento de un punto en el espacio fase. A este movimiento se le llama trayectoria en el espacio fase, donde
la velocidad a cada instante de tiempo es igual al campo vectorial. La imagen de ¢ es llamada curva fase y
estas curvas estan dadas por las siguientes ecuaciones paramétricas:

z=9t);  v=1().

Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales, dichas curvas no se intersectan en el
espacio fase, por lo que cada curva es una interpretacién geométrica de la dindmica en S. Sin embargo, existen
cantidades cuyos valores permanecen constantes durante el movimiento, dependiendo solamente de la condicién
inicial. Esta situacién se refleja claramente en el espacio fase en el que se observan contantes, en otras palabras
se dice que las cantidades que permanecen constante durante movimiento son “invariantes en el espacio fase”.
A estas cantidades se les denomina constantes de movimiento.

Para describir la dinamica de un sistema mecanico, se apela a uno de los principios mas fundamentales
en fisica, el principio de minima accion o principio de Hamilton. Este establece que todo sistema mecédnico esté
caracterizado por una funcién diferenciable,

L(qi, qist) (2.3)

que recibe el nombre de funcidn Lagrangiana del sistema. Esta depende de las coordenadas generalizadas, de las
velocidades generalizadas y posiblemente del tiempo®. Ahora supéngase que para el tiempo ¢; y to, S ocupa un
estado mecénico caracterizado por dos conjuntos de coordenadas generalizadas ¢;(t1), ¢;(t2) tal que S se mueve
entre estas posiciones, de forma que la siguiente integral tome el menor valor posible*:

to
t1
A'S, se le llama accidn. Si g;(t) es la funcién para la cual S es un minimo, entonces S cambia cuando se sustituye
qi(t) por otra funcién cualquiera, por ejemplo

donde el término dg;(t) es una pequena variacién en el intervalo [t1,t2]. En el argot del célculo de variaciones,
a esta funcién se le llama variacion de la funcion ¢;(t). Ademds, todas las variaciones en los extremos deben
tomar los mismo valores, ver [9,11], ¢;(t1), gi(t2) y por las condiciones de frontera, se tiene que:

5a,(t) = dqi(t2) = 0.

3Cuando el sistema es conservativo, L depende de manera implicita del tiempo.
4Se pide que de todas las posibles trayectorias entre g; (t1),qi(t2) se elija la que minimice la distancia entre dichas posiciones,
en otras palabras se pide que ésta sea una geodésica.
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Para determinar el minimo, se busca que la variacién de S sea cero®

acciéon se escribe como:

, con lo que el principio de minima

12

t1

Debido a que L es diferenciable y realizando la variaciéon de L, se tiene que

t2 /9L oL
/t1 (3%’ 0¢;

oL
Integrando por partes el término y&jj, se llega a
oL 1" [ /oL d oL
[aqi q} o Jo \oa ~ drag;) ™

Debido a que d¢;(t1) = d¢;(t2) = 0, el primer término es cero, y puesto que la integral debe ser cero para toda
dq;dt el argumento de la integral debe ser cero, para cada ¢; con lo que se tiene

oL d oL
dq; dtdg

0. (2.6)

Las ecuaciones 2.6 describen completamente la dindmica del sistema y se les conocen como ecuaciones
de Euler-Lagrange. A esta manera de abordar la dindmica del sistema se le conoce como el formalismo de
Euler-Lagrange. Observesé que las ecs. (2.6) son de segundo de orden y el nimero de ellas es igual al nimero de
grados de libertad. De estas ecuaciones, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento de S. La Lagrangiana
es una funcién que se define como

L=T-U,

la diferencia entre la energia cinética T' y la energia potencial U. Pero méas que definir a la Lagrangiana, ésta se
puede construir si se recurre a que el espacio es homogéneo e isétropico localmente y que el tiempo es homogéneo
localmente, esto se estudia mds a detalle en [11]. Entonces para el caso de una particula en la que no se ejerce
alguna fuerza externa, es decir una particula libre, la energia potencial es cero y debido a la homogeneidad del
espacio-tiempo, L no depende de las posiciones y del tiempo explicitamente. Como el espacio es isétropico, L
es invariante ante rotaciones, haciendo que la Lagrangiana dependa del médulo de la velocidad al cuadrado. Lo
anterior hace que la lagrangiana al menos, sea proporcional al médulo de la velocidad al cuadrado

Lo|7]?.

es decir, la energia cinética. Si ahora se considera que la particula interactia con una fuerza externa y ésta
proviene de menos el gradiente de una cierta funcién potencial, entonces la funciéon potencial es funciéon de las
coordenadas generalizas, es decir, de la energia potencial U(g;). Por lo tanto, la Lagrangiana debe tener la forma
que se propuso con anterioridad,

1 .
L=T-U= §m|fh\2 — Ulgq).

Para una descripcién més formal y detallada de la Lagrangiana se pueden consultar las referencias [11,12].

5Estrictamente sélo se pide que la variacién sea un extremo.




8 Sistemas integrables, simetrias, super-integrabilidad y caos

2.2. Formulaciéon Hamiltoniana de la mécanica

Como se observa en el formalismo de Euler-Lagrange, la formulacién de la mecénica presupone que la
dindmica de S estd completamente determinada por las coordenadas y velocidades generalizadas. Sin embargo,
no es la unica forma en la cual se puede describir la dindmica de S, ya que existe otro conjunto de variables
independientes, distintas a las velocidades generalizadas, con las cuales se puede describir a §. La descripcién
de la dindmica de S en términos de las coordenadas y los momentos generalizados ofrece ciertas ventajas, espe-
cialmente en el estudio geométrico de S y la interpretacion de las constantes de movimiento. A este formalismo
se le conoce como formalismo de Hamilton-Lagrange. Estas cantidades los momentos generalizados o impulsos
generalizados se determinan a continuacién.

Al derivar L (g, ¢;;t) con respecto al tiempo se tiene®

T Oq; dt ' 9¢; dt ot dt

d OLdg  OLdyi 0L _d (OL\ . 0Ldg; 0L
e 0¢; dt  Ot’

pr (¢, dist) a4,

dt qi, qi; _dt aq.i% 675'

. oL . . L .
Si se define a — = p; como los momentos generalizados y organizando términos de manera adecuada, se tiene

94;
d oL
— (pigs — L) = ——. 2.7
& it~ 1) = -5 (27)
La funcién entre paréntesis se define como la funcion de Hamilton o funcion Hamiltoniana
H (g, pist) = pidi (q,pit) — L (i, 4i (q,p5t) 5t) (2.8)

donde se ha hecho explicita la dependencia de ¢ y p por medio de ¢ = ¢ (g, p;t).

Se observa que la funcién Hamiltoniana es el resultado de hacer una transformada de Legendre a la La-
grangiana (ver apéndice B y las referencias [12-14]) y es funcién de las coordenadas generalizadas, los momentos
generalizados y posiblemente del tiempo. Al calcular la diferencial de H se tiene ”

OH OH OH
o P 8 T
OL oL OL
= ¢idp; — 5 -dq; + pidg; — 5 —dg; — -di
q:ap dds qi + piaq £ q ot
. . OL
= ¢;dp; — pidg; — adt

Al identificar los coeficientes de dp;, dg; y dt, se obtiene:

oOH oOH
=q;, — = —Dpi, 2.9
OH oL
—_— = . (2.10)
ot ot
60bsérvese que oL = i (8L ), debido a las ecuaciones de Euler-Lagrange, si T(¢2) v U(g;) .
O0gq;  dt \ 0¢; ¢

oOH
pi © Oqi

"Para este calculo se hace uso de que ¢ = ¢ (g, p;t) al considerar las derivadas parciales
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La ultima ecuacién relaciona el cambio de H y L con respecto al tiempo. Si L no depende explicitamente
del tiempo, entonces, por la Ec. (2.7), H es una contante. Dicha constante es la energfa, pues al realizar la
transformacién de Legendre para las respectivas coordenadas se obtiene que
;.

H:
2m

En las Ecs. (2.9), a las variables p; y ¢;, se les llama variables candnicamente conjugadas y se les conoce
con el nombre de ecuaciones candnicas de Hamilton-Lagrange. Se observa que estas ecuaciones tienen estructura
simpléctica, [3,12]) y a diferencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange, éstas son el doble de ecuaciones, pero de
primer orden. Por lo tanto, la dindmica de S se describe en un espacio que se denota por €2, donde su dimensién
es el doble del espacio configuracién. El conjunto anterior de ecuaciones proporciona mas informacion del aspecto
geométrico de la dindmica de §; una muestra de lo anterior es la siguiente relacion:

2”: 0., 0 _z": 0°H  9*H \ _
P 9q; " " op” - = \0qidpi Ipidai)

Esta impone una restriccion geométrica y dindmica muy interesante, debido a que la ecuacién de Hamilton
que involucra la parcial de H con respecto a las coordenadas generalizadas tiene un menos, que aunado a la
suposicion de que H es continua, se puede pensar en un analogo hidrodindmico, en el que la divergencia de H
es cero. Entonces se puede hablar de un flujo Hamiltoniano incompresible, es decir, se puede pensar que toda
la dinamica de S fluye en 2 y el hipervolumen del flujo, es constante. En otras palabras, si se cuantifica el flujo
Hamiltomiano en una determinada seccién de 2 para un determinado tiempo ¢y y en seguida se hace para un
incremento infinitesimal de tiempo t; = tg + dt y si se observa un cambio en el flujo de la seccién, entonces en
las demds secciones ocurre un cambio tal que el hipervolumen es constante.

Otro ejemplo importante es el que se presenta a continuacion. Considérese la funcién, f, la cual depende
de g;, p; v posiblemente del tiempo. La derivada de f con respecto al tiempo es

QZ+Z z+7

d
o/ (@ pist) —Z

i=1

De las ecuaciones canénicas de Hamilton (2.9), se tiene

d of OH of OH 8f
AR me Z%% '
Se define el paréntesis de Poisson como {f, H} = Z g(‘]fl ZZ Z g}{l gqi por lo tanto, se puede escribir
d
— —{f,H}+ (2.11)

Mas aun, se define como un operador de dos funciones continuas f (gi»0i) ¥ h(qi, pi) que dependen de momentos
y coordenadas generalizadas, tal que cumple con la siguiente regla de operacién 8

{f,h}= Z (af Oh _ 57 ah>. (2.12)

Jq; Op; Op; 0¢;

El paréntesis de Poisson trae consigo un algebra intrinseca’, la cual es 1til al momento de realizar célculos
funcionales con cantidades conservadas. Algunas propiedades de la relacién en la Ec.(2.12) son

8El paréntesis de Poisson opera sobre el ntimero total de coordenadas y momentos generalizados.
9 Algebra del grupo simpléctico de Lie [12].
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{f, f} =0, el paréntesis de Poisson de una funcién consigo misma es cero 0.

Antisimetria, {f,h} = —{h, f}.

Bilineal, {af + bg,h} = a{f,h} +b{g, h}, donde a y b son constantes.

{fg,h} ={f,h} g+ f{g h}.

» Identidad de Jacobi {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0, es decir, la suma de permutaciones ciclicas
del doble paréntesis de Poisson de tres funciones es cero.

La prueba de estas propiedades es relativamente facil; se demuestran usando la definicién del paréntesis
de Poisson y considerar que las funciones f, g y h son continuas con segunda derivada continua. Sin embargo,
el paréntesis de Poisson tiene implicaciones muy ttiles e interesantes cuando se trata de discriminar constantes
de movimiento independientes. A continuacién se exhiben algunas aplicaciones del paréntesis de Poisson en la
funcién Hamiltoniana, las coordenadas y momentos generalizados 1.

)

b) {4,q;} =0, {pi,p;j} =0.
)
)

Y {Qiapj} = 5ij-

d) Si una cantidad C, que no depende explicitamente del tiempo y ademds conmuta con la Hamiltoniana, es

decir, {C, H} = 0, entonces C' es una constante de movimiento del sistema.

Estas propiedades ilustran el algebra antes mencionada y la prueba de las mismas se obtienen de manera
directa utilizando esencialmente la definicién de paréntesis de Poisson, la funcién Hamiltoniana y las ecuaciones
de Hamilton-Lagrange, por lo que dichas pruebas se omiten [9,13]. Sin embargo, la tltima de las propiedades es
un resultado muy importante, ya que permite saber cuando alguna funcién es o no una integral de movimiento,
por lo que a continuacién se realiza la prueba de esta propiedad.

Proposicion 1.

Sea C = C (g, pi;t), una funcion de las coordenadas generalizadas y de los momentos generalizados, la cual no
depende explicitamente del tiempo y que ademds conmuta con la Hamiltoniana {C, H} = 0. Entonces C' es una
constante de movimiento.

Prueba.
d
Al derivar a C con respecto a el tiempo se tiene i g£ q; + g—cdpi + % De las ecuaciones de Hamilton-
4i i
dc 0oCoOH 0CO0H @ oC
Lagrange, e 87(1137111 — a—pza—ql + R Al wutilizar la definicion de paréntesis de Poisson, se llega a
ac

i {C,H} + %—f Por hipétesis, {C,H} = 0 y como C no depende explicitamente del tiempo, %—? =0,

entonces o 0. Por lo tanto C = cte, es decir, es una constante de movimiento.

O

Una consecuencia importante de la iltima propiedad y de la identidad de Jacobi es que el paréntesis de
Poisson de dos constantes de movimiento es, a su vez, una constante de movimiento. Asi, al aplicar la identidad
de Jacobi a F'; G constantes de movimiento y H, la funcién Hamiltoniana, se tiene:

10Si el paréntesis de Poisson se anula, entonces se dice que las cantidades conmutan. Esta expresién es muy utilizada en mecanica
cuantica donde se tiene una estructura algebraica similar.
HRecuérdese que H depende de q; y p;.
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{F,{G,H}} +{G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0. (2.13)

Por la propiedad d), los primeros términos son cero y, por tanto, {F, G} es una integral de movimiento. Sin
embargo, lo anterior no proporciona alguna informacion de si las integrales de movimientos son independientes
entre si. La independencia de estas integrales de movimiento es de gran importancia en el estudio de sistemas
Hamiltonianos, ya que la existencia de m de estas cantidades permite reducir el estudio de un sistema de n
grados de libertad, Sy, a uno de menos grados de libertad, S,_., [3]. Por lo tanto, entre mayor sea el niimero
de integrales de movimiento, el estudio del sistema se reduce atin mas. Por eso resulta importante estudiar las
constantes de movimiento linealmente independientes de un sistema S, en particular es importante saber si
dicho sistema tiene tantas constantes de movimiento independientes como grados de libertad; si esto sucede, se
dice que el sistema es integrable. La independencia lineal de las constantes de movimiento se determina cuando
el paréntesis de Poisson es igual a cero. A esto se le conoce como involucién (para una descripcién més detallada
ver [3,4]): dos integrales de movimiento I e I estdn en involucién si

{Ii,I2} =0 (2.14)

Como se ha notado, en los dos formalismos que se han presentado, las ecuaciones de movimiento no
dependen del sistema de referencia ni del sistema coordenadas curvilineas que se elija, pero si es importante notar
que al hacer una transformacion de coordenadas y momentos, se preserve el volumen del flujo Hamiltoniano. Es
decir, dadas las coordenadas candnicas (g, p) y si existe un isomorfismo de coordenadas T tal que la imagen de
(g,p) bajo T, sea (Q, P) y ésta transformacién preserva el flujo Hamiltoniano, entonces T, es una transformacidn
candnica de coordenadas y momentos, T. : (q;,p;) — (Qi, P;). En términos analiticos, el determinante de la

0
matriz Jacobiana sea uno, i.e. M =1, para que

(P, Q)
_ [ 99
/qudp/ra(P7 Q)deP,

con v y I' los hipervoliimenes en los respectivos espacios fase.

Una sintesis de lo anterior se ilustra en el siguiente cuadro, ya que para hacer un cambio de coordenadas
entre dos langrangianas L; y Ly s6lo basta con una transformacién de coordenadas, que denotaremos por T,,'2.
El cambio de L; a Hy; o de Ly a Hy es mediante una transformacion de Legendre T; y como resultado el cambio
de H; a Hs se hace mediante una transformacién candnica.

Un cambio de coordenadas entre H; y Hy se puede hacer de dos maneras. La primera es mediante un trans-
formacién canénica y la segunda es realizar la transformada de Legredre para obtener la Lagrangiana, luego
hacer el cambio de coordenadas y por tultimo hacer la transformada de Legendre, para asi obtener la nueva
Hamiltoniana en las respectivas coordenadas, como se muestra en la Fig.(2.1).

De todo lo anterior, para una Hamiltoniana, H, las ecuaciones candnicas son:

. oH . O0H
qi =

=5 Di=—F7»
Op; ' 9q;

y las ecuaciones canodnicas después de aplicar una transformacién canénica son:

Qi apl ) i 8@@

128e debe asegurar el cambio de cartas sea completos para los respectivos atlas, una descripcién mas formal de esto de puede ver
en [15].
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T,
1=H 1

L
il
L,—H,

Figura 2.1: Cuadro conmutativo que ilustra el cambio de una Hamiltoniana Hj, a una Hamiltoniana Ha, mediante
transformaciones de coordenadas, de Legendre y canénicas.

El caso mas 6ptimo de una transformacién candnica es cuando todas las variables (); son ciclicas, es decir, que la
transformacién canénica de una funcién Hamiltoniana dependa solamente de los nuevos momentos generalizados
P;

H (¢i,pi) : Te = H' (Py), (2.15)
donde las ecuaciones de Hamilton tendran la forma
OH'

op fi(P). (2.16)

OH'
Qi

Aqui f;(P;) es una funcién de P; e independiente del tiempo. Pensar en una transformacién que realice lo ante-
rior es muy importante, pues los nuevos momentos generalizados se obtienen por simple integracion. Ademas,
estos momentos son integrales de movimiento del sistema, con los cuales se obtienen las nuevas coordenadas
generalizadas y con ello la solucién del sistema salvo, una integral de cuadratura. Con esto se puede hablar de
que el sistema es integrable cuando se tienen, tantos momentos generalizados como grados de libertad.

Ahora se expondrd qué tipo de transformacién hace que se cumpla la Ec. (2.15). Al regresar a la Ec.(2.5)
y ocupando la Ec.(2.9) para una transformacién candnica se tiene:

ta

to to
5/ L(Qiyqiat)dt:(s/ (pigi (¢, p; 1) H(qi,pi;t))dt:5/

t1 t1 t1

(P,;@ (Q.,P;t) H'(Q, B;t)) dt = 0.
Por tanto se tiene que

pidg;  H (q;,pi;t)dt = P,dQ; H'(Q;, P;;t) dt + dFy,

es decir,
dFy = pidg;  PidQ;  (H (qi,pist)  H'(Qi, Pist))dt.

Con lo que Fj es una funcién de ¢, Q y posiblemente del tiempo, es decir, F; = Fi(q,Q;t). Por otro lado, la

diferencial de F} es
o o o
dFy = —dg; + —dQ; + ——dt.
1= g T 50,99 T 5

Entonces se tiene que:
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3F1 8F1 ’ a‘F‘l
i =5 Fi=— H(Qi, Pi;t) = H (i, pist) + —»
Pi= 5 20, ¥ (@ ) (gispist) + o
o bien
pidgs — Hdt = P,dQ, — H'dt + dF,. (2.17)

Ahora si se hace una transformacion de Legendre de tal manera que se transforme F a una funcién que
dependa de ¢, P y quizd del tiempo tal que se tenga Fs (g;, P;;t)

Fy = Fi(¢i, Qi t) = Fa(qi, Pist) — P;Q;.

A F5, se le conoce como funcidn generadora. Por lo tanto, la diferencial de F; es

8F2 aFQ aFQ
dF = dg; — p;idQ; — Qi| dP; + —-~dt.
1= g, pQ+[8Pi Q} + 5
Sustituyendo esta tltima ecuacién en la ec.(2.17), se obtiene:
8F2 8F2 8F‘Q !
idg; — Hdt = dg; —Qi|dP+ |- —H'|dt 2.18
pidg 8qu+[3Pi Q} +{at (2.18)
y de esta ecuacion se sigue que
0F, 0F, , 0F,
— J— H = H+4+ —=. 2.1
bi 9q; Qi ap, + ot (2.19)

Esta metodologia puede ser usado para integrar explicitamente una clase importante de sistemas Hamilto-
nianos. A este tratamiento se le conoce como formalismo de Hamilton-Jacobi, en el cual a la funcién generadora
se le denota por S = S(¢;,@;), y por convencién a los momentos en este formalismo se les denotan como «;:

0
i = 8%5(%‘,0@)»
B; = iS( [y Q) (2.20)
1 T 8az ql? 1) .

donde §; son las nuevas coordenadas conjugadas de «;

H (Qi,;s(qz‘ﬂi)) =H' (). (2.21)
di
La Ec. (2.21) se conoce como ecuacién de Hamilton-Jacobi independiente del tiempo. Para el caso particular
en el que se encuentra un par de variables conjugadas tal que la coordenada conjugada se incremente por 27
después de completar un periodo de movimiento, denotando estas variables como I y ©, donde I es el momento
conjugado constante. Con ello las Ecs. (2.20) se escriben como:

0
i = =—5(¢:, 1i),
%= 5 (@i, 1:)

0
®i = ﬁS(th‘)? (222)

y la ecuacién de Hamilton-Jacobi toma la forma
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oS
H (q 6%) - (2.23)
para una trayectoria con un valor fijo de a de la Ec.(2.22), se obtiene:
0. (29)
dg  0I; \9q; )~

Al pedir que sobre un ciclo alrededor de una curva invariante ¢ para algin valor fijo de « el cambio en ©; sea
de 27, implica que

1o} oS
2r = % dO = — ¢ —dg,
@ oI J¢ 0q

la condicién anterior se satisface sélo si

1

I=_—
2T <€

p(q, ) dq. (2.24)

La Ec.(2.24) es la definicién de la variable accién. Esta se calcula alrededor de una curva invariante para
un valor fijo de « = H'(I) = E y las ecuaciones de Hamilton para la transformacién son:

. OH'(I)
I —_— - = 2.2
. OH'(I)
= = I 2.2
6 =25 =), (2:26)
La integracién de estas ecuaciones da:
I = Iy = cte, (2.27)
O =w()t+9, (2.28)

donde w(I) es la frecuencia caracteristica de la dindmica de S, para una discusién mas detallada ver [2-4,11-13].

El hecho de que dos constantes de movimiento conmuten, Ec.(2.14), tiene implicaciones geométricas
muy interesantes ya que al estar en involucién y del formalismo de Hamilton-Jacobi se tienen dos direcciones
principales z1 y z2 independientes y estas tienen asociada una frecuencia wy y wa (el dngulo de periodo 27).
Es decir, se tiene una circunferencia S' para cada constante de movimiento, y puesto que son dos direcciones
independientes, la variedad que se genera es S' x S', que representa un toro II?de dimensién 2, , como se muestra
en la Fig.(2.2).

La dindmica del sistema se restringe a la superficie de un toro y esta es funcién de las variables angulares
w1 y wa, por lo que para cada par de integrales de movimiento I se tiene un toro en especifico y la dindmica
de S se encuentra en dicho toro como se muestra en la Fig.(2.3) dependiendo de las condiciones iniciales. Esta
idea se generaliza para n integrales de movimiento independientes, resultando que la dindmica del sistema se
encuentra en un toro n-dimensional '3 II" = S' x .-+ x S!, donde la dindmica es descrita por el conjunto de

n veces

frecuencias asociadas {w,}. Una muy buena sintesis de esto se tiene en [17].

13Hay veces que dependiendo de la estructura topoldgica de las variables del sistema, éste puede estar en variables, similares a
un cilindro, R x S'.
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Figura 2.2: Variedad para un sistema inte- Figura 2.3: Dindmica para diferentes inte-
grable. grales de movimiento.

2.3. Teorema de Noether y simetrias

Un sistema S es simétrico si al aplicarle una transformacion, su Lagragiana o Hamiltoniana permanece
sin cambios. En el caso de la Langrangiana, esto ocurre cuando en las ecuaciones de Euler-Lagrange el término
d (0L
dt \ Oqo
una dependencia explicita de dicha coordenada y, en consecuencia, la derivada total del momento generalizado

de la parcial con respecto a alguna coordenada generalizada sea nulo'4, = 0. Es decir, no existe

oL
asociado es constante, —— = cte. Para el caso de la funcién Hamiltoniana, si en las ecuaciones de Hamilton-

q0
Lagrange la parcial de la Hamiltoniana respecto a alguna coordenada generalizada, o momento generalizado, es

0H

o = 0,40 = o 0, entonces existe una simetria asociada a la transformacién de dicha variable.
d0 Po
Lo anterior nos indica que cuando se tienen simetrias en un sistema podemos asociar una constante dinamica.

Esto ultimo también es vélido en sentido inverso [3,4,12], es decir, una constante dindmica tiene asociada una
transformacién que deja invariante las variables del sistema. Algunos ejemplos de esto son: La invarianza de la
Lagrangiana o Hamiltoniana bajo desplazamiento en el tiempo, la invarianza del momento lineal bajo transla-
ciones espaciales en una particula libre y la invarianza de momento angular en un sistema que rota, por citar
algunos de los ejemplo mas comunes.

cero, pg = —

Lo anterior se generaliza en un teorema que formul6 en 1917 — 1918, la matematica Emmy Noether y se
le conoce por Teorema de Noether, el cual en palabras de Eugene Saletan y Jorge José [3] dice:

Teorema de Noether

g es una constante de movimiento si y solo si H es invariante bajo el grupo de transformaciones infinitesimal-
mente generadas por g.

2.4. Secciones de Poincaré

La seccién de Poincaré es particularmente til en el estudio de sistemas periddicos, cuasi-periédicos y/o
con periodicidad forzada. Para exhibir esto, considérese una 6rbita periédica de un sistema S, sobre la variedad

148610 en el caso en que la coordenada sea invariante.
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de fase M'® cuya dimension es n. Si & (£, &) es una solucién de periodo 7, entonces £ (t + 7, &) = £ (t,&p). Ahora
llamemos P a una subvariedad de M de co-dimensiéon n — 1, tal que es transversal a la érbita en el tiempo. En
otras palabras, la interseccién de la 6rbita y la variedad P es un punto £ (t + 7,&) = p € P como se muestra es
la Fig (2.4), (esto para el caso en el que la érbita tiene un sélo periodo, pero puede haber érbitas con periodos
multiples). En este caso se dice que el sistema es periédico.

Figura 2.4: Seccién de Poincaré para un sistema periédico.

Ahora bien, si S estd sujeta a una perturbacién de tal manera que la 6rbita del sistema es forzada a cambiar
cerca de la 6rbita & (t), entonces £ (tg + 7) en general no serd el mismo punto que & (tp) = po en P. Esto quiere
decir que después de un tiempo 7, £ (t) cruza a P en otro punto & (to +7) = p1, tal como se muestra en la
Fig.(2.5), es decir, el sistema exhibe multiplicidad en su periodo. En dicha figura se observa que la interseccién
de la érbita con P se alterna entre los puntos py y p1; a esta secuencia de puntos que se describen en P se le
llaman mapeo de Poincaré y P es la seccion de Poincaré. De ésta forma la dindmica de un sistema define la
funcién @ : P — P, la cual se conoce como mapeo de Poincaré o aplicaciéon de Poincaré, ya que el punto pi lo
manda py41 de forma que pgy1 = P (px) forma un conjunto de puntos en P.

Figura 2.5: Seccién de Poincaré para un sistema con duplicidad de periodo.

15Una variedad topolégica de dimensién n es un espacio topolégico de Hausdorff en el que todo punto tiene un entorno abierto
homeomorfo a una bola abierta en R™, es decir, localmente se parece a R™.




2.5. Espectro de Potencias. 17

Un sistema es periddico si las frecuencias independientes del toro son conmensurables, esto es, dadas wy y

. . .w1 p . . . . S
wa, el cociente entre ellas es racional, es decir, — = =, con p,q primos relativos. Y un sistema es cuasi-periodico
w2 q

R . . . . . . w1 p
si dichas frecuencias son inconmensurables, es decir, el cociente entre ellas es irracional, — ## =. Una caracte-
. .7 . . . 7 . W2 q . .
rizacion de estos conceptos se especifica mediante el mapeo de Poincaré ya que describe de manera cualitativa

si un sistema es conmensurable o inconmensurable.

Es decir, S es periddico, si se tiene que la traza de la érbita en la seccién consta de un numero finito de
puntos. S es cuasi-periddico si se tienen un nimero infinito de puntos en P. Para esclarecer esta idea consideremos
la Hamiltoniana de una particula que tiene dos grados de libertad:

1
E:H:%(pi+p3)+U(x7y). (2.29)

La érbita de la particula se encuentra en un espacio fase de cuatro dimensiones (coordenadas z,y y sus
respectivos momentos p, y py). El estudio se puede reducir a un problema de dos dimensiones, ya que para una
energia dada se elige una secciéon de Poincaré para algun valor de yg fijo; sin perder generalidad se elige y = 0.
La érbita de este sistema se puede obtener de manera numérica y el mapeo se hace cada vez que la orbita pasa
por y = 0; obteniendo los puntos en P, correspondientes a los valores sucesivos para x y p, y con esto, un mapeo
en el plano (z,p,). Lo anterior es la seccién de Poincaré y los puntos en esta seccién definen el estado mecanico
del sistema ya que para la energia, F, y y = 0, se tiene:

1
Dy = £4/2m (E - %p% - Ulx, O)) (2.30)

La seccion de Poincaré se construye utilizando tinicamente uno de los signos. Es importante observar que un
mapeo puede tener un nimero infinito de puntos de tal manera que la traza de la 6rbita dejada en la seccién de
Poincaré (el mapeo) sea una curva suave. Esta curva corresponde al corte transversal del toro en el cual sobre
su superficie se encuentra la érbita. Este toro es la variedad M y por tanto la dindmica del sistema se encuentra
en un uUnico toro cuando el sistema es integrable. Cuando el sistema no es integrable la sucesién de puntos en
el mapeo no sélo se restringe a una curva, sino que comienza a llenar la seccién de manera densa e infinita, y
esto se debe a que la d6rbita ya no se encuentra sobre la superficie del toro sino que ahora la érbita ocupa varios
toros de diferentes radios, con lo cual el sistema deja de ser integrable, y méas ain el sistema puede llegar a ser
cadtico debido a la pérdida de integrales de movimiento. Esta situacién se exhibe més adelante en los resultados
obtenidos de este trabajo y en las referencias [3,13,17,18].

2.5. Espectro de Potencias.

Otra herramienta 1til para el estudio de caos, en particular para las caracterizacién de las drbitas,
es describirlas en términos de su espectro de potencias. Este proporciona informacién cuédntitativa sobre la
periodicidad o aperiodicidad de las frecuencias que componen la dindmica de la érbita, (ver [13,19] ). Considérese
una Orbita periddica, es decir, el movimiento de la drbita estd confinado sobre la superficie de un toro. Més
aun, la interseccion de ésta con una secciéon de Poincaré es uinicamente un punto, por lo que sélo existe una
frecuencia asociada a dicho movimiento. Dicho movimiento de acuerdo con el teorema de Fourier [19], se puede
escribir en términos de una base ortonormal:

f(z) = % + nijo [an cos (?) + b, sin (?)} . (2.31)

A la ecuacién anterior se le conoce como serie de Fourier, donde L es la mitad del periodo y los coeficientes ag,
an ¥ by son:
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a0=+ /LLf@)dx, i = 1 /_LLf(x)COS(n?)dx, b=+ /_LLﬂmsin("L”)dx. (232)

619 4 6710 619 _ 672’0

Utilizando que cos 6 = — ¥ sinf = 5 , tenemos:
i

flz) = i {(an —iby,) elinmz/L) + (an +iby,) e—inmc/L]
n=0

0 0o
1 ) )
— 5 l § : (a—n _ Zb_n) e(—m-rmc/L) + § :(an + an) e(—lnTrfE/L)‘|

n=-—oo n=0

Debido a la paridad de las funciones seno y coseno, los coeficientes se pueden escribir de la forma a, = a_, y

b_, = —b,, con los cuales se puede definir un nuevo coeficiente c,, tal que ¢, = % y ¢g = ag. Por lo

tanto, la serie de Fourier toma la forma
fla)y= Y cpelmmme/b), (2.33)

donde
1 [k :

Cn = E/L f(x)elmm=/L) dy: (2.34)

Al sustituir (2.34) en (2.33) se obtiene:

> 1 [k o, .
f(CL') — Z i/Lf(x/)e(znﬂ'a: /L)dl'/ e(—znﬂ'a:/L) (235)
n=—oo -

. . nm . . ™
Para algtin n la frecuencia es w = T por lo que, para dos valores consecutivos de n, la frecuencia es Aw = I

Por lo, tanto

[ w L .y .
f@)= 3 (5o [ 1) >dm’] el =)

n=—oo [

Si se impone que L — oo y Aw — 0, se obtiene:

flx) = /OO % /Z f(:c')ei“"”/dz/} e du (2.36)

—0o0 L

De esta ecuacién se observa que la funcién es la composicion de una transformacién y su inversa, un estudio
mds detallados se muestran en [19,20]. Ademds, esta transformacién tiene informacién sobre las frecuencias
asociadas al sistema en un intervalo infinito, es decir, las frecuencias con las que se puede reconstruir la funcién
inicial. A esta transformacién se le conoce como la transformada de Fourier y se define como:

1 *° :
Flw) = — x)e'“Tdx, 2.37
=== f@ (2:37)
y su inversa es

1 > —iwT
fl@) = T [m F(w)e dw (2.38)
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Si a la érbita con la cual se inicio la discusién se le aplica la transformada de Fourier, debido a que ésta
tiene sdlo una frecuencia, el resultado de la transformada serd una delta de Dirac, situada justo en la frecuencia
asociada del sistema. El espectro de frecuencias, I(w), es el mdédulo de las frecuencias asociadas de un sistema.
Para ejemplificar esta herramienta, considérese la siguiente funcién:

f(z) =sin(z) + 3 cos(bz), (2.39)

la cual se muestra en la Fig.(2.6). Si obtenemos la transformada de Fourier de la Ec.(2.39) por medio la Ec.(2.37)
se sigue que:
1) = <= [ 1) +3n0( 5] (2.40)
w)=—[md(w o (w .
Vo
De la ecuacién anterior se tiene que el espectro de potencias estara formado por dos picos, uno situado en
wy; = 1 y un segundo en wy = 5. Ademds, este ltimo tiene una amplitud tres veces mas grande que el primero,
tal y como se muestra en la Fig(2.7).

f(x) =sin(z) 4 3cos(5z)

16 Espectro de pontencias de f(x) =sin(x) +3cos(5x)
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Figura 2.6: Funcién a la cual se le examina Figura 2.7: El espectro de potencias mues-
su espectro de potencias, para identificar el tra que la funcién tiene tnicamente fre-
numero de frecuencias. cuencias en 1 y en 5.

Cuando se tiene una funcién asociada a un sistema dindmico que tiene un gran nimero de frecuencias,
el espectro de potencias se llena y esto es una medida de la aperiodicidad del sistema. Esta herramienta se
explotarad fuertemente mas adelante para los espectros de Fourier del problema de Kepler asimétrico.
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Capitulo

Problema de Kepler asimétrico.

El problema de Kepler es de los pocos problemas en mecdnica cldsica que ademds de ser totalmente soluble, es
especial debido a que tiene al menos cuatro constantes de movimiento independientes y tres grados de libertad,
haciéndolo super-integrable. En este capitulo se propone un sistema que bajo ciertas condiciones de simetria se
reduce al problema de Kepler, y que se le asignard el nombre de Problema de Kepler Asimétrico (PKA), debido
al rompimiento de algunas simetrias, como se detallard mds en el capitulo.

3.1. Descripcién del sistema

Considérese una particula de masa m;, restringida a moverse en el plano (z,y), y una segunda particula
de masa msg, con la restricciéon de moverse en el eje z. Estas interacttan a través de un potencial gravitacional
como se muestra en Fig. (3.1). Las coordenadas de dichas particulas son 71 = (x1,y1,0) y 72 = (0,0, 23). Por
simplicidad se escribird /7 = (z,y,0) y 73 = (0,0, 2), teniendo en cuenta que las coordenadas z,y corresponden
a la particula de masa m; y la coordenada z a la particula de masa mo. Como consecuencia de la ley de gra-

g . 1 7 P . p . . o Gmima
vitacion universal de Newton ", dichas particulas interactiian mediante el potencial gravitacional U = ——

Como se discuti6 en el capitulo 2 los grados de libertad son f = 3n — k [9]. En PKA se tiene que n =
2 (dos particulas) y k = 3 (restricciones), ya que para m; hay una restriccién, puesto que se mueve en plano
(z,y) y para mq son 2 debido a que sélo se mueve en el eje z. Por lo anterior los grados de libertad del sistema

son f = 3.

1Cada particula con masa m atrae a otra particula con masa m’ con una fuerza que varfa directamente como el producto de las

mm'’ R T
> €r, donde &, es un vector unitario

dos masas y es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas, FF = —G

en la direccién radial, [9].

21
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Figura 3.1: El sistema del PKA.

3.2. Lagrangiana y Hamiltoniana del PKA en coordenadas curvilineas

Debido a que PKA tiene una simetria cilindrica y el potencial sélo depende de la posicién, PKA se
describira en tres sistemas de coordenadas: cartesianas, cilindricas y esféricas. Esto tiene la finalidad de indagar
las simetria y explorar la existencia de cantidades caracteristicas del sistema que son ttiles en su andlisis
dindmico.

3.2.1. Descripcion en coordenadas cartesianas

La energia cinética T del sistema PKA es la suma de la energia cinética de la particula 1 méas la energia
cinética de la particula 2:

1 1
T =Sma (& + 7?) + 3M2 (2%), (3.1)

d . . .
donde la derivada con respecto la tiempo es: d—? = ¢. Se usa un circulo, < >, sobre las coordenadas para

denotar la derivada con respecto al tiempo, ¢, ya que se reescalard la langrangiana en unidades mas apropiadas
donde se usard la notacién de un punto, < >, para indicar la derivada con respecto al tiempo escalado ¢.
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Puesto que las particulas interactiian a través de un potencial gravitacional, la energia potencial es:

IE>Q?@, (3.2)

con r = |ry — ri| = v/22 + y? + 22 y G la constante de gravitacién universal.

Del formalismo de Euler-Lagrange y de la resta de la Ec. (3.2) a la Ec. (3.1) se obtiene la lagrangiana de

PKA:
Gmims

L (:E, g%‘; E) = %ml (& +9%) + %mg (2%) + (3.3)

r
Para que la manipulacion algebraica sea mas simple, se reescala la lagragiana, de tal manera que esté
escrita en un sistema de unidades més apropiado para su andlisis. Si se factoriza m; de (3.3) se tiene:

1 1 mao GTTLQ
I = Loie2 | o2 1Mm2 .9 _
ml[Q(x —|—y)+2mlz+ r
Definimos € = @; con ello la langrangiana toma la forma:
my

1 ¢
1,:7n1{2(£24—§2+62%-+ 7?2ﬂ. (3.4)

Si ahora se toma t = /Gm, t, para cualquier coordenada generalizada g;,

. d dgdt
=2 =25 = 4\/Gmy,

T4t dtdi

d
donde 4 _ ¢. Finalmente la lagrangiana se expresa de forma mas practica:

dt

1. . . €
L=Gm? §(x2+y2+622)+;

Renombrando la lagrangiana escalada por un factor de ésta se escribe

m3’
. 1 .2 .9 .2 €
E(x,x;t):§(x +y° +ez )—i—; (3.5)
Obsérvese que las unidades de (3.5) son de [distancia] ~! y estas son las unidades mas convenientes en las que se
puede describir el sistema. Ademés, éstas unidades hacen que PKA sélo dependa del cociente de masas € como
parametro libre.

De las ecuaciones de Euler-Lagrange y de la lagrangiana en la Ec. (3.5) se obtienen las ecuaciones de
movimiento para PKA:

£+§%:0; (3.6)
g+5%:0; (3.7)
5+%:0 (3.8)

Se observa que las Ecs. (3.6) a (3.8) son un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden no
lineales, acopladas en el termino r. El sistema anterior es soluble para ¢ = 1.

La Hamiltoniana es,
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3
H=> pig— L,
j=1

L
donde los momentos generalizados son p; = 70 Y j es el indice que se refiere a las componentes de las
d;
coordenadas generalizadas. Con ello la Hamiltoniana de PKA es
1 P2 €
H(Z,pit)==(p2+p2+2) — -, 3.9
(%, 1) 2<px+py+€) . (3.9)
y las ecuaciones de Hamilton-Lagrange son:
T = py; (3.10)
Y =Dy (3.11)
s =Pz (3.12)
€
) €T
Pz = 773; (313)
. €Y
r
) €z

Como se observa, a diferencia de las ecuaciones de movimiento del formalismo de Euler-Lagrange, éstas
son el doble del nimero ecuaciones pero de primer orden.

3.2.2. Descripcion en coordenadas cilindricas

Al resolver cualquier problema fisico es 1til adquirir el mayor beneficio de la geometria. Al escribir la
configuracién espacial de un sistema en un marco de coordenadas apropiado a la geometria del mismo, resulta
que en algunas ocasiones se puede obtener de manera analitica la solucién al sistema.

Por ello PKA se escribird en los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas para aprovechar su
geometria cilindrica y que el el potencial depende de la distancia. En el caso cilindrico se hace el siguiente
cambio de variables:

x=pcosp, y=psing, z = z. (3.16)

donde p = /22 + y2 en el intervalo 0 < p < oo, ¢ = arctan (g) donde 0 < ¢ < 21y —o0 < z < 00. Por lo
x
tanto,

T =pcoseo — pd)sinqb,
§ = psing + péos ¢. (3.17)

De las Ecs. (3.5), (3.16) y (3.17) se obtiene la lagrangiana en coordenadas cilindricas:

€

N

1 .
Lo =5 <p2 2% + 622) n (3.18)
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De igual forma que se hizo en la lagrangiana en coordenadas cartesianas, Ec. (3.5), y de las ecuaciones
de Euler-Langrange se obtienen las ecuaciones de movimiento para la lagrangiana en coordenadas cilindricas:

. ; €
T sz’/?] - o
¢ =0; (3.20)
z

Al realizar la correspondiente transformada de Legendre a la Ec. (3.18) se obtiene la Hamiltoniana de
PKA en cilindricas,

3
Hcyl = Zp]qj - ACcyl'
=1

En este caso los momentos generalizados son:

_ 8£cyl — .
pP - ap - p?
0Lyl 9
Py =——=— =p ¢
° 00 P
0L, .
P, = (%yl = €Z.
Por lo tanto la Hamiltoniana en coordenadas cilindricas es
1 p; P2 €
Hop==-|pPP+2+2 ) - ——. 3.22
yl 2<pp+p2+ € p2+z2 ( )

De esta ecuacion se tiene las ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas cilindricas:

P = Dp, (3.23)

¢ = %ﬁ; (3.24)

i = %; (3.25)

Dp = lp)% - EW§ (3.26)
Py = 0; (3.27)

P> = —GWQ (3.28)
87;;@,1 =0. (3.29)

De las ecuaciones anteriores se observa claramente que H.y y pg son constantes de movimiento y esta
ultima la podemos identificar con el momento angular de la particula en el plano (z,y); por lo tanto, se renombra
a py de la siguiente manera:
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lo = ps = 9p”. (3.30)
TT + Yy

d 1
. . 55\ _ . N
De la Ec. (3.23) se tiene p, = p = = (\/w +y ) RNy = (2z& + 2yy) = N e y de las ecs.

(3.10) y (3.11) se obtiene

Py = w (3.31)
/IZ +y2
1 2 1 2 p?
Con lo anterior = ( p2 + p? + Py € _ 2 P2+ 2 4 Pz ;, obteniéndose
2 vooe r 2\77 p2 e P2+ 22
g

Usando (3.31), la ecuacién anterior se expresa como

(02 +p2) (2° +42) — (aps + ypy)°
(22 +y?)

)

2
li _ (m2+y2) pi_'_pz B <xpz+ypy> _ (x2+y2)

y reduciendo se tiene

lp = 2Py — YPu- (3.33)

Aprovechamos las expresiones anteriores para calcular los paréntesis de Poisson de [, con Hcqr, esto es:

3
o 8[4, 8H0ar 3l¢ 8Hcar _
{l(b’Hcar}ijij - Z (8q] apJ 8;0] 8(]] ) N

j=1

%87{0@7' - 8l¢> 67{0@7' %8?’[0@7' o %87{0@7' %87{0(17' - alqﬁ char
Ox Opy Op, Oz dy  Op, dp, 0Oy 0z Op, Op, 0z )’

Como l4 no depende de z y p., se sigue que

yxe Y€
= PyPy + 7“73 — PaDy — 7“73

U oy = (Do OMear _ Ols OHear | (Ols OFowr _ Ol OHear
¢y Tleary — ox apx 8])1 ox ay 8py apy ay

Por lo tanto, 4 es una constante de movimiento, pues no depende explicitamente del tiempo y conmuta
con la Hamiltonian:

{ly, Hear} =0 (3.34)

Asi al describir PKA en coordenadas cilindricas, se mostré de manera inherente que /4 es una constante
de movimiento.

3.2.3. Descripcion en coordenadas esféricas

De manera andloga al caso en cilindricas se escribira la lagrangiana (3.5) en un sistema de coordenadas
esférico para examinar como son las ecuaciones de movimiento y las ecuaciones de Hamilton-Lagrange. Hacemos
el siguiente cambio de variables:

T =rsinfcosp,y =rsinfsing,z = rcosb, (3.35)

com0<r<oo,0<op<2ry0<0<m,yr=+/22+y>+ 22 De laec. (3.35) se obtiene que
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j}:’f“SiHQCOS(ﬁ-i-T{9COSQCOS¢—¢SiHQSiD¢}; (3.36)
yzfsinesinqﬁ—l—r{q-ﬁsinecosqﬁ—i—ésingbcos@}; (3.37)
5 =rcosf — rfsin, (3.38)

por lo que la Lagrangiana en esféricas es

Lph = {7'“2 (sin2 0 + € cos® 0) + 262 (€ sin? 0 + cos? 0) + r2$? sin® 0+

N =

rif sin (260) (1 — e)} + ; (3.39)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de la lagrangiana anterior son

# (sin® 0 + e cos® 0) + (1 — €) #sin (20) + r {(1 5 ) i sin (20) +

6> [(1—€)cos (20) — (esin® 6 + cos? )] — $? sin? 0} + r% =0, (3.40)

G2 (esin? 0 + cos® 0) + 2077 (e sin? 0 4 cos® 9) +
r262

5 (= 1)sin (20) +  sin (26) (1= =¢2] =0, (3.41)

2

r2Gsin? 0 + 2¢r |7sin2 0 + % sin (20)1 = 0. (3.42)

Las Ecs. (3.40) a (3.42) son las ecuaciones de movimiento para r, 6 y ¢, respectivamente. Ahora, en este sistema
coordenado se obtienen las siguientes velocidades:

1
7% (esin® 0 + cos? 0) p. — = (1 — )7 sin (26) py

: 2
3.43
" er? ’ ( )

1
(sin2 0+ ecos? ) pg — 5(1 — ¢)rsin (20) p,

0= — : (3.44)
Py
T 25?6 (3.45)

De las Ecs. (3.43) a (3.45) y de la lagrangiana en la Ec. (3.39) se obtiene la Hamiltoniana en coordenadas
esféricas:

1 pg sin 6 2 pg cos 0 2 P2 €
sph — 5~ T 0 — a5 - sin 0 5 0 - = 3.46
Hapn 2e (p o8 r ) * 2 <p sme+ r > * 2r2sin?0 T (3.46)

De la Hamiltoniana escrita en coordenadas esféricas se obtienen las ecuaciones las siguientes ecuaciones de
Hamilton-Lagrange:

= pr (5 sin? @ + cos? 0) + 21070 sin (260) (e — 1) ; (3.47)
€ €r
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y _ Po in2 2 Pr . _ ]
0= o2 (sin”® 0 + e cos® ) + oer SID (20) (e —1); (3.48)
Py
T 2an2g 3.49
r2sin? @ (3.49)
P pi PrPo €
5 — 20 (&in2 2 e r . _ €
Pr="23 (sin” 6 + € cos® ) + B enZ g + 52 S0 (20) (e — 1) 5 (3.50)
2 2 2 0
o = LLsi Po_ Py oSt prpy '
Po =505 (20)(1—¢) + %2 sin (20) (e — 1) + 2ade T e (20) (1 —¢€); (3.51)
Ps =0 (3.52)
a,Hsph
5 3.53
ot (3.53)

Las ecs. (3.52) y (3.53) se obtienen de nueva cuenta dos constantes de movimiento que se utilizaran en la seccién
3.3. Si se derivan las Ecs. (3.47) a (3.49) y se sustituyen las Ecs. (3.50) a (3.52), y con una sencilla manipulacién
algebraica, se muestra que las ecuaciones de Hamilton-Lagrange son equivalentes a la ecuaciones de movimiento.

Antes de comenzar con el analisis correspondiente para PKA, es importante revisar el caso simétrico
PKS, con € = 1, obteniendo resultados ya conocidos. Esto servird como punto de partida y de confrontacién
entre PKA y PKS.

3.3. El Problema de Kepler Simétrico (PKS)

En esta seccién se analizara el caso simétrico, PKS, esto debido a que el sistema posee tantas integrales de
movimientos como grados de libertad. De la Hamiltonia PKA escrita en las diferentes coordenadas: cartesianas,
cilindricas y esféricas. En las Ecs. (3.9),(3.22), (3.46) y en sus respectivas ecuaciones de Hamilton-Lagrange se
evalia € = 1 obteniendo

= La Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas cartesianas, con € = 1:

1

_ 1., 2, .2 .
Hear = 5 (p3 + i +p2) — Wa (3.54)
. ) T
T =Pz, Pz = — 35
(«/x2 +y? +z2)
- . Yy .
Y=DPy, Py=— 39
( /$2+y2+22)
. . z
2 =DPzy Pz=— 33

(VaZ+y7+22)

s Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas cilindricas, con € = 1:

1 p> 1
Heyt = = (pi + p—iﬁ +p§> - (3.55)

2 N7
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iz 14
P P p3 (p2 + 22)3/27
QS:FZ)’ pd):Ov
. . z
Z = Pz, P2 = —

(b2 + 22"

= Hamiltoniana y ecuaciones de Hamilton-Lagrange en coordenadas esféricas, con € = 1:

1 2 v 1
Hoph = = | P2+ 2+ —5— | — . 3.56
*ph 2<pr+7"2+r2$in20 r (3.56)
2 2
. . _ Py 2 B i
T DPr, DPr T3 ’1"3 Sin2 0 7"2 )
. Do . Dpicosf
0= R Po = ———3,;
r r?sin” 6
i P¢ .
= 5 = 0.
¢ r2sin” 6 Po =15

La Hamiltoniana en cartesianas, es idéntica a la ecuacién (A.7) del apéndice A, es decir, el caso con simétrico
es equivalente al Problema de Kepler PK. A continuacién se demostrardn las tres leyes de Kepler.

La Hamiltoniana en esféricas se puede escribir de manera maés reducida al definir la siguiente cantidad:

2

[y (3.57)
sin“ 6

En seguida se examina qué sucede con la derivada con respecto al tiempo de £2:

d d 3 L DeP fp? cos 6 ~ 6pcosh
2y = 22 ¢ —9 ¢re _ Lo —9 _ e )
dt ( ) dt <p6 + sin® PoPe + sin® 0 sin® 9 bope sin® 0

Sustituyendo las ecuaciones de Hamilton-Lagrange, obtenemos

i (@2) _ (97"21735 cos f Gp?b COS9> _ 0

r2sin6 sin® @

dt -

Que £2 sea constante es de esperarse, ya que H es invariante ante rotaciones y £ es una constante del movimiento
2. Lo anterior también se corrobora con su paréntesis de Poisson:

2pip9 cos 2p9p3) cos 0

{Kza Hsph} = -

La pregunta natural es, ;Se trata de una constante de movimiento independiente a py? Para responder esta
pregunta, se examina si estas constantes estdn en involucién,®. El paréntesis de Poisson de £2 con py es:

{¢,ps} =0,

2Al aludir a #, se refiere a la Hamiltonia escrita en cualquier sistema coordenado.
3Dos integrales de movimiento F y G, estén en involucién si el paréntesis de Poisson se anula {F,G} =0

r2sin® 0 r2gin® 0
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por lo que dichas constantes de movimiento son independientes entre si.

Siguiendo con este andlisis, se muestra a continuacién que £2 es el médulo al cuadro del momento angular
total.

Utilizando las Ecs. (3.35), el radio vector es de la forma 7 = rsin 6 cos &1 + rsinfsin¢j + rcos 0k y su
derivada con respecto al tiempo es

F=7f+ 16 (cos@cos ®J + cosfsin 6 — sin 91%) + rsin ¢ (— sin ¢t + cos qu) .

Los términos (cos 0 cos (ﬁ + cos @ sin 65 — sin 9/%) y (— sin ¢% + cos (b}) corresponden a los vectores unitarios 6

vy é respectivamente, por lo tanto se obtiene:

7 =77 + 100 + rsin 0¢p. (3.58)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton-Lagrange con € = 1 en la Ec. (3.58) y que p = 7%’7 en este sistema de
unidades, entonces el vector momento angular es:

L=7x P=77" X (W—l—r@é—i—rsin&fbé) =72 (9 (f X é) + ¢sinb (72 X (/3)) =72 (9'q3—¢5$in9é),

2 (0’& _ dsin eé) , (3.59)

con lo que el moédulo al cuadrado es: |Ij|2 =7t (02 + ég sin? 9), y utilizando los momentos generalizados en

esféricas de las Ecs. (3.56) se obtiene que:
L = r* (9’2 + §? sin? 9) = (3.60)

Se sabe que una de las consecuencias mas importantes en el problema de fuerza central es que el momento
angular es una constante de movimiento. Puesto que L=7x P, del hecho que p = 7, el momento angular es

i

- d
L=FxF y la derivada de lo anterior es 7 (7" X r) =X P+ 7x =1 0, entonces L= cte, es decir un vector

constante.

Como el vector de momento angular es constante, implica que el plano generado por el vector posicién 7y
el vector de cantidad de movimiento p’ siempre es el mismo, por lo que la dindmica del sistema se pude describir
respecto a este plano y se nombrarad plano de la orbita, 11,4, por razones que se aclaran mas adelante en el
capitulo. La configuracién espacial en I1,,, estd dada por las coordenadas (d,7), las cuales al parametrizarlas
en coordenadas polares toman la forma

0 = ocosé,
n = osiné.

Puesto que 7 pertenece tanto a Il,.p, el cual estd asociado a un sistema de referencia s, como al sistema de
configuracién, marco de referencia s’. La magnitud del vector de posicién es el mismo en ambos marcos de
referencia, con lo que coincide que g es igual a p, es decir:

prs = pFs. (3.61)

Al derivar la ecuacién anterior y tomar la norma de la expresién obtenida® se llega a:

4Como se trata de un problema de fuerza centra, se tiene que f(r)F = mf.
5Primero se deriva (3.61) pry + pr = prs + prs, enseguida se obtiene la norma al cuadrado, p2 + p 7‘2, = p% + p?72
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|| = 1], (3.62)
En otras palabras: . ' .
—&siné Qcos9c0s¢—¢sin9sin¢
Ecosé | = | Bcosfsing + dsinbcos ¢
0 —0sinf
De lo anterior se obtiene:
€2 = 602 + ¢?sin? 6. (3.63)

Del célculo anterior se muestra que el movimiento del problema equivale a uno parametrizado por £ con respecto
a IT,mp. Por lo tanto resulta conveniente describir a éste en el marco de referencia s. De esta forma la Ec. (3.60)
se escribe como ¢ = 72¢ con lo que:

. l

A continuacién se mostrara la utilidad de describir al sistema PKS en II,,4. De las ecuaciones de Hamilton
2 2 2

_ Dy o 1 _ l 1

en esféricas, la derivada de r es 7 = p,. y al derivar 7 se tiene ¥ = p, = 5 — — = — — —, s decir:
3 p3sin®f 2 3 12
A
_— . . . . d¢ d - d
Ahora se hace el siguiente célculo para escribir la derivada temporal en términos de &, pi %dz =¢£ d—g, con
lo que se llega a:
d { d
- = —=—. 3.66
dt  r?2d¢ ( )
Entonces la segunda derivada es:
d? L d (¢ d
2 (2. 3.67
dt?2  r2d¢ (r2 dﬁ) (3.67)
Siguiendo esta serie de manipulaciones algebraicas se define el siguiente cambio de variable para r:
1
== 3.68
r=- (3.69)

d du d 1d
u_ e 4 la primera derivada toma la forma:

E-dd T TE

Ahora derivando u respecto a &,

du o dr
kel Rl 3.69
e~ de (3.69)
Al aplicarle a r el operador de segunda derivada con respecto al tiempo (escalado), se tiene:
d*r du du d*u
i E 2% E 277 _ —162 27 "
a - dg(“ dg) e
1" ’ d
Al utilizar esto en la Ec.(3.65) se tiene: —?u?u = ?u3 —u? conu#0yu = d—z Por lo que se tiene:
1" 1
u +u——=0. (3.70)

2
La ecuacién anterior es bien conocida, pues se trata de la ecuacién de un oscilador arménico no lineal

1
unidimensional, cuya solucién es u () = C'cos (£ + ) + I donde ¢ es una fase. Sin pérdida de generalidad se

puede hacer la fase igual a cero, ¢ = 0. Regresando a la variable r se obtiene:
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62

re) = 1+ecos(€)’

(3.71)

La ecuacién (3.71) es la parametrizacién en coordenadas polares de una seccién cénica con € = [2C, la
excentricidad de la cénica. Si, 0 < € < 1, se tiene una trayectoria cerrada, pues se trata de la parametrizacién
de una elipse (ver [9]) y esta es la primera ley de Kepler.

Finalmente al introducir 2 en la Hamiltoniana ésta toma la forma:

2 72 r

1 02 1
Hsph =3 (pg + ) - = (372)

En seguida se obtendra e como funcién de la energia y £2, pues éstas son cantidades conservadas del
sistema. Del hecho que la energia es una cantidad conservada, se obtiene:

02 1
p-1 (ﬁ + 702) L (3.73)

por otra parte al aplicar el operador de derivada temporal, #? es de la forma,;
¢ dr\®
72 = (735) = (*C?sin*¢. (3.74)
donde se ha utilizado la Ec. (3.66). Sustituyendo (3.71) y (3.74) en (3.73) se tiene que la excentricidad es:
e=V2ER? +1. (3.75)

Entonces la primera ley en términos de la energfa y ¢2 se escribe:

62
re) = 1+ (V2B +1)cos (€) (376)

En el caso particular en el que la excentricidad es cero (¢ = v2FEI2 41 = 0), la trayectoria es una

circunferencia, entonces r. = ¢> y E = —— son condiciones suficientes y necesarias para que la trayectoria

2¢

sea una circunferencia®. Otra manera de encontrar la trayectoria circular es encontrar el minimo del potencial
efectivo. Para ello de la Ec.(3.72) se observa que le potencial efectivo es:

21
Uesr = — — —. 3.77
=537, (3.77)
. OUey s 21 . o .
El minimo se encuentra cuando o 3 + — =0, mismo que se encuentra con r = {7, y compatible con
r r r

la Ec. (3.76).

Debido a que la trayectoria es una cénica cerrada, con 0 < £ < 1 se puede suponer sin pérdida de

generalidad que estd en el origen. Por lo tanto la excentricidad se puede poner en términos de los semiejes de
2

b
la elipse a y b: €2 =1 — — . De la primera ley se puede obtener la magnitud de cualquiera de los semiejes, en
a

particular del semieje mayor (a), si se evalia en £ =0y £ = 7 se obtendrd el doble de la magnitud del semieje
mayor. En seguida se hace dicho célculo obteniéndose:

6El subindice ¢ hace referencia a que la trayectoria es una circunferencia
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EQ
= 3.7
T e (378)
62
e =1 (3.79)
Al sumar las Ecs. (3.78) v (3.79):
o — 02 n o2
O T I e T 1—e
2
Por otro lado se tiene que 2a = rg + 7, = T2 De la definicién de excentricidad se obtiene que:
b2
0 =—. 3.80
2 (350)
Obsérvese que si se integra en un periodo la Ec. (3.66) y haciendo uso de la Ec. (3.80), se escribe:
7% = 4n%a® (3.81)

Esta ecuacion es precisamente la tercera ley de Kepler, misma que relaciona el tamano de la 6rbita con su periodo.

De las ecuaciones de Hamilton-Lagrange, en particular, si se integra la ecuacién py = 126 con respecto

00 2 LA NOR
al tiempo se obtiene: ft podt = ooty " (G)E = Jooty T

doble del area en coordenadas polares. Entonces pgAt = 2A, con At =ty —t1 y A el area entre el angulo 6y y
01, con ello se obtiene:

(0)df. Nétese que el lado derecho de la igualdad es el

oAt = 2A. (3.82)

La ecuacién anterior es la sequnda ley de Kepler, misma que nos dice que el radio vector barre areas iguales en
tiempos iguales. Con esto se completan las tres leyes de Kepler.

Hasta el momento sélo se han obtenido tres constantes de movimiento independientes, la primera es
la energia, por ser un sistema Hamiltoniano independiente del tiempo, la segunda es el médulo al cuadrado
del vector momento angular, debido a que se trata de un problema de campo central, y la componente ¢ del
momento angular. Pero, ;qué se puede extraer de la simetria de la 6rbita?. El teorema de Noether, expresa que
las simetrias de un sistema fisico estan asociadas con integrales de movimiento. Entonces usemos el hecho de la
simetria en la trayectoria para la biisqueda de otra u otras integrales de movimiento, y para ello es inmediato
pensar que dichas integrales de movimiento estdn en Il y de alguna u otra manera deben estar relacionadas
con L D0 L 7. En un primer intento por hallar otra integral de movimiento, se calcula el producto vectorial de
la cantidad de movimiento con el momento angular, pues cumple con las suposiciones anteriores. El resultado
de esto es el vector A = pX l_:, y aprovechando el hecho de que L es una cantidad conservada se deriva el vector
A con respecto al tiempo:

/Y:ﬁxEJrﬁxE:ﬁxE:ﬁx(Fxﬁ).

Como F = —

vectorial”.

r . . ., . . . .
—» en el sistema de unidades que se definid al inicio y usando la identidad para el triple producto
r

7 7 7
r

_, . p
X(TX@Z—;(T'ﬁ)‘F;,
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—

) = C—Li". Por lo tanto/iz 7&, es decir, %(A—f) =0yen

per0f~ﬁ:7‘ysesabequer;:( 5
roor

consecuencia.
A=pxL—+, (3.83)

es un vector constante. A éste se le conoce como vector de Laplace-Runge-Lenz, LRL. En seguida se calcula el
vector LRL, es coordenadas esféricas. De las Ecs. (3.58) y (3.59), se tiene que:

A ~ R 02 ) . Do ~
p¢ ¢) (pe - %9) -7 = ( - 1) 7 — prpel — ]s)n?z @. (3.84)

ff (prr +

inf r

Si se analiza la proyecmon del vector LRL sobre el vector posicion, se observa que por un lado es A7 = Arcos P,
con ¢ el dngulo entre A y 7. Por otra parte A 7= (% —r. Por tanto:

02
S (3.85)
1+ |A|cose

Al comparar la ecuacién anterior con la ecuaciones (3.71) y (3.76) se obtiene que el médulo del vector
LRL es la excentricidad de la cénica:

A =e=V2E2 +1 (3.86)
Por esta razon al vector LRL se le conoce también como wector excentricidad.

Ademas de escribir la primera ley de Kepler en términos del vector LRL, se responde a la pregunta que se
realiz6 como motivacién en la buisqueda de una constante de movimiento mas y esto es precisamente, el médulo
al cuadrado del vector LRL A2. Al calcular el paréntesis de Poisson con las demds cantidades que se conservan
(integrales de movimiento) éste es cero y por tanto estdn en involucién. A continuacién se muestra la afirmacién

anterior para ello se hace el célculo del paréntesis de Poisson de A? con Hpp, haciendo uso de los paréntesis ya
calculados y de sus propiedades algebraicas:

2 2N, g G »
{A 7Hsph} = 7 -1 +pr€ aHsph = 7 -1 7Hsph + {prg 7Hsph} =

[2
) { r -1 Hsph} +Pr {62 sph} + 62 {p72~7Hsph} =
2 2
:2( —1) { . -1 Hsph} + P2, Hopr } =

2
Hsph} +2 (6 - 1) % {627H5ph} + EQ {pg7Hsph} =

2 2 2
:—2(5—1>MT—2 ﬁ( ¢ +12):0
' T' T

Con lo que se muestra que {AQ, Hsph} = 0. También el paréntesis de Poisson de A? con py es nulo porque A
no depende de ¢ {.AQ, p¢} = 0. Por ltimo se calcula el paréntesis de Poisson de A% con £2, esto es:

{A% 0} = {(E: - 1>2 +p2e?, zQ} -
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02 02
2 (C ) {Frefreune -
r T

& 2 J1 2 2
=2|——-1)/ ;,E —|—2€pT{pr,€}=O.

r

y por tanto {A?, (*} =0,

Con el célculo anterior y con los paréntesis previamente calculados, se muestra que las variable ¢2, A2 y
Dy estan en involucién entre si. Como conmutan con H,pn, entonces se tienen cuatro integrales de movimiento
independientes y como PKS tiene tres grados de libertad, se concluye que dicho sistema es super-integrable®.
En el caso asimétrico, PKA, las cantidades ¢? y A2 no son integrales de movimiento debido que € # 1, y por lo
tanto PK A no es integrable,” ya que no existe otra integral de movimiento.

8Un sistema es super-integrable, si posee més integrales de movimiento que grados de libertad.
9Un sistema no es integrable, si tiene més grados de libertad que integrales de movimiento.




36

Problema de Kepler asimétrico.




Capitulo

Analists dinamico de PKA

Hasta el momento se ha tratado el caso simétrico del Problema de Kepler, cuando ¢ = 1, debido a que puede
resolverse de manera analitica. Pero ahora surge la prequnta: ;Qué sucede en el caso en el que € # 12 Como
se mostro en el capitulo anterior, las ecuaciones a resolver en el mejor de los casos son ecuaciones de primer
orden no-lineales acopladas, las cuales no son solubles analiticamente. Pero esto no es un impedimento, pues
empleando métodos numéricos se puede hacer un andlisis dindmico muy abundante de PKA. En este capitulo
se introducen y desarrollan los elementos necesarios para analizar PKA de manera numérica. Se utilizardn las
secciones de Poincaré que serdn de gran importancia en el andlisis y el espectro de Fourier para analizar la
trayectoria de la particula que se mueve en el eje z. Tales herramientas son propias de la caracterizacion de
sistemas dindmicos. Como se menciond con anterioridad para el caso con € # 1, es decir el caso asimétrico,
se emplean métodos numéricos con los cuales se desarrolla una simulacion para el andlisis del sistema. El
lenguaje de programacion utilizado fue Python, (ver [21,22]) una de las plataformas mds versdtiles y dindmicas
de programacion, el cual ademds de ser de codigo abierto permite ser no solo un usuario mds, sino que posibilita
ser un desarrollador de codigo.

4.1. El cbédigo de la simulacion.

Para analizar la dindmica de PKA, se elabor6 un cédigo, el cual se seccioné en tres archivos: el primero
es la rutina principal que se llama PKA.py y dos librerias Mapeo_ 1ib.py y 1ib_ PKA.py. En éstos se encuentra
todo el algoritmo numérico necesario para el cdlculo de PKA. Dicho cédigo se puede ver en el apéndice C.
A continuacién se muestra un diagrama de flujo, como una representacion esquemaética del cédigo realizado,
ademas de una breve explicacién.
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Andlisis dindmico de PKA

Inicio

Rutina
Principal

Momento
angular

Integrador

LRL

Cond. S.P.

FFT

Secciones
de
Poincaré

S.P. Car.

S.P. Cyl.

S.P. Sph.
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A continuacion se describe el cédigo realizado con la ayuda del diagrama anterior.

= Inicio.- Se ejecuta el programa.
s (C.I- Se ingresan las condiciones iniciales, y todos los pardmetros, en especial €, el cociente de masas.

= Rutina principal.- Una vez que se tienen las condiciones iniciales, se calcula la energia, el campo vectorial
a integrar y el jacobiano del campo vectorial. Este ultimo le servire al integrador para que la integracion
sea mas precisa.

s Integrador.- Para integrar el campo vectorial se utiliza la herramienta de integracién odeint, la cual
pertenece a la paqueteria de Python scipy. La documentacion completa del integrador y de scipy, se
puede consultar en [23] y [24], repectivamente. Para integrar PKA se usan los siguientes pardmetros:

odeint (func, yO0, t, args=(), Dfun=None, rtol=None, atol=None,mxstep=0)

donde func es el campo vectorial a integrar; yO es la condicién inicial con la que se inicia la integracion,
la cual puede ser un arreglo; t es la secuencias de puntos para los cuales se hace la integracién; Dfun es
el jacobiano de la funcién que se desea integrar, ya que esto mejora la precisién de la integracién; rtol
y atol son la tolerancia relativa y tolerancia absoluta que determinan la tolerancia de la integracién y
mxstep es el maximo nimero de iteraciones para cada t. Los parametros se introducen a dicha funcién,
como sigue:

odeint (campo_vec,ent,t,args=(epsilon,),rtol=1e-10, atol=le-12,
mxstep=int (le6) ,Dfun=jab),

donde campo_vec, es el campo vectorial que se integra, ent es un vector cuyos componentes son las
posiciones y velocidades, t es una secuencia de puntos de tiempo para el integrador, args = (epsilon,)
sefiala la opcién de un argumento extra de la funcién a integrar, en este caso es el cociente de masas ¢,
Dfun=jab es la matriz jacobiana del campo vectorial esto para hacer una integracién mas precisa. Por
ultimo, los parametros rtol=1e-10 y atol=1e-12 son opcionales pero sirven para determinar la tolerancia
del error, debido al error numérico.

Por ultimo, la salida del integrador es un arreglo formado de dos tuplas, la primera tupla es el valor inicial
con el cual se integra, la segunda tupla contiene el valor de ent para cada tiempo deseado en t, en otra
palabras la salida es de la forma (ent(t), ent(t0)).

s Cond. S.P.- La salida del integrador se utilizé para realizar secciones de Poincaré, esto es si el producto del
valor inicial con el ya integrado es negativo, (ent (t))(ent (t0))< 0 en las coordenadas donde se requiere
hacer el mapeo, entonces se realiza el analisis correspondiente para hacer dichas secciones. Al ser negativo
el producto de la salida y como la integral es continua, entonces la trayectoria de la particula con masa
m : 2 cruza el plano z — y, y cuando esto sucede se guardan todas las posiciones y velocidades. Una vez
que se determina lo anterior se realiza la siguiente iteracion, de lo contrario si el producto de las salidas
es positivo simplemente se sigue con la siguiente con la integracion.

» Secciones de Poincaré.- Para efectuar dichas secciones, se rastrea la coordenada z de PKA y se guardan
todas las coordenadas y velocidades del sistema cuando z = 0. Para obtener esto, se hizo numéricamente,
mediante el método de biseccién con un error de 1078, La biseccién se hizo seccionando el intervalo de
integracién en dos y este nuevo intervalo se ocupd para integrar y analizar nuevamente el producto de la
salida, repitiendo esto hasta que se cumpla el error propuesto.

= S.P. Car.- Una vez que se obtienen los datos se hacen la secciones de Poincaré para la coordenada z.

s S.P. Cyl- Ademas a los resultados de las secciones de Poincaré se les aplica una transformacion de
coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas para graficar las secciones en dichas coordenadas.
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= S.P. Sph.- Debido a que PKA se ha integrado en coordenadas cartesianas, a los datos de la seccién de
Poincaré se les aplica una transformacién de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas.

= FFT.- La salida del integrador se utiliza para aplicarle la transformada rapida de Fourier. Para hacer esto
se utiliza la librerfa numpy (la descripcién completa se puede consultar en [25]) la cual tiene la funcién
fft.rfft:

fft.rfft(a)

donde el pardmetro a es un arreglo al cual se le efectiia la trasformada de Fourier. El resultado de £ft.rfft
es un arreglo. Para una descripcién més detallada del método consultar [25].

= LRL.- Otro producto de la integracién de PKA es el andlisis del vector de Laplace-Runge-Lenz y éste se
calculé simplemente con la definicién en la Ec.(3.83).

= Momento angular.- Se calcula el vector momento angular de la salida del integrador.

La rutina anterior se ejecuté para valores del parametro € en el intervalo de e = 1 a € = 5 y para un
conjunto representativo de condiciones iniciales. Con los resultados se graficarén con matplotlib,(los detalles
sobre esta paqueteria se pueden ver en [26]), las respectivas secciones de Poincaré y los espectros de potencias.

4.2. Pozo de potencial efectivo

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales afirma que la soluciéon a una Ecuacion
Diferencial Ordinaria (ODE) existe y es tinica dada la condicién inicial. Este teorema fundamental de la teorfa
de ecuaciones diferenciales es transcendental en andlisis dindmico de PKA, pues éste se resuelve de manera
numérica con el algoritmo ya descrito, pero las condiciones iniciales se deben elegir de manera que éstas corres-
pondan a una misma energia. Un buen indicio de esto se encuentra en las cantidades conservadas y en especial
en la energia, por lo que a continuacién se analiza el potencial efectivo de PKA.

De la Ec. (3.22), se observa que el potencial efectivo es!

12 €
ueff:i_i (4.1)

20% PP+ 22

En la Fig.(4.1), se observa que el potencial efectivo, es muy parecido al potencial del problema de Kepler,
por lo tanto es interesante indagar cual es el comportamiento de este potencial, ya que como se observa en la
ec.(4.1), este depende de las coordenadas p y z, pero también de la proyeccién en z del momento angular I, y
del cociente de masas €. Nos interesa saber bajo que condiciones el sistema es mas estable, es decir, nos interesan
las regiones de confinamiento?, ya que esta condicién es necesaria para la existencia de caos.

IDebido a que el potencial depende sélo de las coordenadas y como la parte de la energfa cinética asociada a pi depende las
coordenadas entonces a ésta fraccién de la energia se le asocia como un potencial efectivo de interaccién.
2Llamaremos regién de confinamiento, cuando una curva equipontencial en acotada, tal como se muestra en la figura (4.4).
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Figura 4.1: Superficie del potencial efectivo observado desde dos dngulos diferentes para PKS con 4 = 1.

En la Fig.4.2, se muestra la proyeccién del pozo de potencial en el plano (Ues(p,20), p), en la que se
observa que el pozo es menos céncavo, menos profundo y que el minimo se recorre hacia la derecha, cuando la
coordenada z es mayor a cero, por lo tanto el sistema estard menos confinado y se tendran érbitas con excen-
tricidad cercanas a 1, esto para ¢ = 1.

2=0.0
g | — =05
— z=1.0[
i § — 2=20
— 2=3.0
T PRSPPI USSP AU PO UUUPU TSROSO
_2 L 1 | L |
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.2: Proyeccién del potencial efectivo en el plano (Uess(p, 20), p). Para PKS con I, = 1.
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En la figura 4.3, en la cual ahora se muestran curvas de nivel en el plano (Uerf(po, 2), z), donde se ve
que cuando p, es cercano a cero, el pozo préacticamente en un pozo tipo delta de Dirac, es decir, se tiene que
la regién de confinamiento es practicamente nula y el sistema podria escapar por una recta, pero cuando p
aumenta, el pozo se ensancha, en otras palabras la regién de confinamiento es mayor y con esto se tendran érbi-
tas elipticas y el sistema no podra escapar, al menos que se elija una energia mayor a la regién de confinamiento.

1 T R ]
]
U(Z9 —
go +4:99999992¢9 . .
70+ .
60 b : : : :
x 40} . j ; j
301 1 | | — =05
| | — o=
—of.... 10} »=0.00001 (4 U U U 1 — p=20H
0 L L L 1 1 1 1
-20 -15 -10 -5 O 5 10 ;15 20 3 ; ; — p=30
I Ay 1 L 1 1
-20 -15 -1o -5 0 5 10 15 20

z

Figura 4.3: Proyeccién del potencial efectivo en el plano (Ues(po, 2), z). Para PKS con I, = 1.

En la figura (4.4), se muestran curvas equipotenciales de z como funcién de p, en la que para energias
cercanas a 1, la region de confinamiento es menor debido a que nos acercamos al minimo del potencial. Notemos
que cuando U.f¢ = 1, la érbita es una circunferencia y elipses para 0 < U, < 1. Esto es relevante pues nos
permite explorar condiciones iniciales para una misma energia y diferentes valores de z y p.
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Figura 4.4: Proyeccién del potencial efectivo en el plano (z, p). Para PKS con [y = 1.

En las Figs. (4.5) y (4.6), se observan curvas de nivel correspondientes a la proyeccién en el plano
(Uers(p), p), para diferentes valores de I y €, respectivamente, para la primera se observa que el pozo de
potencial es méds céncavo y el minimo se recorre hacia la derecha y a hacia arriba, cuando Iy crece, con lo que se
tiene regiones de confinamiento no acotadas y por lo tanto érbitas hiperbdlicas por las cuales el sistema puede
escapar. En la se Fig.(4.6), se tiene el caso opuesta pues al incrementar €, se tiene regiones de confinamiento
mas acotadas, con lo que el sistema es mas estable pues la érbitas tiene una menor excentricidad.

p, =05
— p=10

=

~10 — =20
1, =30

0.0 05 10 15 20 25 30

p

Figura 4.5: Proyeccién del potencial efectivo en el plano (Uesf(p, z0), p). Para PKS en donde se fija z = 0 y Iy
varia.
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Figura 4.6: Proyeccién del potencial efectivo en el plano (Uess(p;20),p). Para PKA, en donde se fija z = 0 y

ly = 0.5.

30

Para poder explorar el comportamiento del sistema a una energia dada y diferentes valores de p, z,ly ¥y
e. Podemos aprovechar que para energfas correspondientes al minimo del potencial efectivo Ec.(4.1), las érbitas
son circulares, esto es relevante ya que si se conoce el minimo del potencial se puede analizar la dindmica de PKA
utilizando superficies equipotenciales correspondientes a alguna fracciéon del minimo de energia. Comencemos

por encontrar el minimo del pozo de potencial.

Al derivar parcialmente la Ec. (4.1) con respecto a z, e igualando a cero, se obtiene:

MUeyy 0 1 € _ €z 0
9z 02\ 20%  JpPtz2)  (p2422)Y?
lo que implica que z = 0. Ahora bien de la parcial respecto a p se obtiene:

82/{5”_8(135 € ): €p @—0

2p? /02 + 22 (02 + z2)3/2 p3

dp  Op

l2

Despejando p de la ecuacién anterior se obtiene que el minimo se encuentra en py = g = < Note que p # 0,
€

2
entonces li # 0y e # 0. Con ello el punto critico es xg = (p,0) = <—¢, 0 |. La situacién anterior se observa
€

claramente en las Figs. (4.2) y (4.3). Para determinar el minimo recurrimos al criterio de la segunda derivada [27],

de forma que:

82Z/{eff

0p?

_ 0 €p _@ B € B 3ep
X - Op (p2 +22)3/2 PE T\ (2222 (p2 4 22)52
X0

o

2
+3l_¢>

Xo
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82Ueff 2764 <0
6
9p? X0 l¢
2 2 2
Por ltimo se examina que se cumpla <g$‘§) (ZyJ;> — <aiafy> > 0, tal y como se muestra en [27]
82u€ff‘ o e B < € 3 )
922 |, 0z (02 + z2)3/2 . (p% + 22)3/2 (2 + 22)5/2 .
U 5¢ _ é
6
o |, 15
O Uess

0pdz =0

B 57 €z B €z _ (3 €z
o - Op (p2—|—z2)3/2 X6 - (p2+z2)3/2 o - (p2—|—z2)5/2

62Meff 822/{eff 68
)( 922 “\opez | ) "0
X0 X0 p X0 ¢
2

Lo anterior muestra que <¢, 0) es un minimo y al evaluarlo en el potencial efectivo se obtiene el minimo del
€

X0

Uey
op?

con lo se tiene que (

potencial:

2 &
Uetfmin | 020 =5 (4.2)

Ahora que se conoce el minimo del pozo de potencial se pueden elegir condiciones iniciales correspondientes
a una equipotencial que sea una fracciéon del minimo del pozo de potencial, es decir, considérese una fraccion «
de de este minimo.

2

Eop=—o
(03 2
212

(4.3)

donde 0 < a < 1.

4.3. Condiciones iniciales

4.3.1. Condicion inicial con z =0y p, #0

Debido a que se tienen seis pardmetros a determinar para las condiciones iniciales de PKA, (las tres
coordenadas y sus respectivos momentos), es necesario acotarlos de tal manera que las condiciones iniciales nos
permitan tratar de caracterizar la dindmica del sistema. Para ello, empleamos que la energia es una integral
de movimiento, por lo que las condiciones se restringen a una superficie de energia constante en el potencial
efectivo. Al igualar las ecs.(4.3) y (3.22) se tiene

S (P W ‘ (4.4)
2l(21>72 pp p2 € 1/p2—|—z2. ’
Otra restriccién es imponer que la energia cinética en la direccién radial sea cero, es decir, p, = 0, por lo tanto

de la Ec.(3.31) se obtiene
_ TPz T YDy

0=p,= :
SR

LPz = —YPy-
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Debido a la simetria angular y sin perder generalidad, se elige y = 0 lo que implica que p, = 0.

Ademas el sistema se caracteriza por poseer momento angular y cantidad de movimiento en la direccién
z, por lo que se tiene

G Y K A D

2[35 2 ,O2 € A /p2 + 22
Como el potencial efectivo depende sélo de las coordenadas (p,z) se indaga sobre en que variable se puede
imponer alguna otra restriccién. La restriccién p = 0 se descarta de inmediato debido a que ésta es precisamente

la condicién de colisién de ambas particulas. El caso z = 0 se pueden sugerir, ya que el minimo del potencial
estd en z = 0 y con esto se puede imponer una restriccion maés:

B N N A B
25, 2\ p* e p
22 aed e
L (45)

En la ecuacién anterior se tiene a p, como funcién de p. Si se deriva la ecuacién anterior con respecto a
p v se iguala a cero, se tiene un punto singular de la funcién y con ello una condicién para p,

2o 2) o
dp 03 p2
g
— que es justamente el minimo del potencial. Debido a que y = 0 se tiene que
2 € s Ve
T = ?d) Si se evaliia este minimo en la Ec.(4.5) se tiene que p? = ;—2 (1 —a), conlo quep, = %m De la
¢ ¢

por lo que dicho punto es p =

€
Ec.(3.33) se obtiene que p, = e Como resultado de lo anterior se tiene que el conjunto de condiciones iniciales
®

€es:

l2
xzis,yzo,z:pr:O,py:i,pzze—ﬁ\/l—a. (4.6)
€ l¢ l(zg
Este conjunto de condiciones depende unicamente del cociente de masas €, de la fracciéon de la energia
a y de la proyeccién del momento angular [;. En la Fig.(4.5), cuando I4 es mayor que 1.5, el minimo del pozo
de potencial se hace menos céncavo con lo que la region de confinamiento es menor y puesto que queremos
analizar, el sistema cuando este estda confiado, el movimiento se debe dar en una cénica cerrada, por lo que

se elige l4 igual a 0.75. Por el mismo argumento se elige que la fraccién de la energia sea tal que la particula

1
esté confinada, por ejemplo para o = 175 oa= 1 y por el dltimo determinamos e. Este parametro es el que
induce el caos en el sistema, ya que éste estd fuertemente ligado a la pérdida de integrales de movimiento como
se muestra en las secciones de Poincaré del siguiente capitulo.

Otro conjunto de condiciones iniciales se elige partiendo de las restricciones iniciales z = 0 y p, # 0.
2
s
€

se i la restriccién sob igual ino se t 2 = 22 + 32, obteniendo:
no se impone la restriccién sobre y igual a cero sino se toma p° = x* + y*, obteniendo:

. .. , . €€
Como en el caso anterior el minimo del pozo estd en p = y con esto se tiene p, = l\—[\/l — a, pero ahora
¢

(4.7)
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Si se sigue imponiendo la restriccién de p, = 0 y de las Ecs. (3.31) y (3.33), se sigue el sistema de ecuaciones:

TPy — YPx = l¢7

Ypy + xpy =0
al resolver el sistema se tiene
2 2
ye Te
Pz = R Dy = NER (4.8)
[ @

Con lo anterior el conjunto de condiciones iniciales estd determinado salvo la posicién en z pues ésta determina
2

l

las Ecs. (4.7) y (4.8). Nétese que cuando z = 2 dela Ec.(4.7) y = 0 y con esto en las Ecs.(4.8) p, =0y
€

Dy = li’ con lo cual se recupera el conjunto de condiciones iniciales, correspondiente a las Ecs.(4.6). Si se elige

x = 0 se obtiene el caso simétrico del anterior debido a la simetria angular ya que sélo se cambia x por y en

la Ec.(4.6). Debido a que se quiere estudiar condiciones muy cercanas, se elige x muy pequena tal que cumpla
2 12
< > 2 > 0. Un buen candidato es z = 8 —¢, con 8 un pardmetro auxiliar en el intervalo 0 < 8 < 1, el cual al
€ €

l2
multiplicarlo por - Se obtiene una fraccién del valor de para el conjunto anterior de condiciones iniciales. El
€

segundo sistema de condiciones iniciales es de la forma:
Bl 13 € € €€ ——
x:layzﬁ 1_5272’:0)p$:_7 1_ﬁ27py:I87apZ:i 1-a. (49)
€ € l¢ l¢ l¢

Este es mds general que el primero, ya que cuando 8 = 1 se recuperan las Ecs. (4.6). Ademds, de nueva cuenta
se tienen las condiciones iniciales en términos de €, o y 4.

Por tltimo se relaja la condicién de que p, sea cero, por lo que las condiciones para x,y,z y p, no son
afectadas, pero si las condiciones para p, y p,. Para este caso se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

TPy — YPx = l¢>7
YPy + TPz = PPp,

cuyas soluciones son:

pxzppﬂ—ix/l—ﬁ% py=ﬁi+pp\/1—ﬁ2~ (4.10)

Por lo que este tltimo conjunto de condiciones iniciales es:

Bl €

r=—% prpPB—E\/l—ﬂQ;
€

Yy = ¢\/1_52; py:51¢+pp\/1_52;

z = 0; Py = L e(1 — ). (4.11)

Estas, como en casos anteriores dependen de pardmetros dindmicos como como Iy y p, el cociente de masas € y
cantidades asociadas a la energia y a la simetria del sistema. Con lo anterior se tienen condiciones iniciales para
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explorar la dindmica de PKA. Debido a que las secciones de Poincaré se realizaron para el plano fase (P,,p), a
continuacién se muestran curvas equipotenciales de dicho plano para distintos valores de « y e.

En la figura 4.7 se observa que la geometria cambia en funcién de €, ya que si € es cercano a 1 las
masas son muy parecidas, estds estan muy cercas y por lo tanto se tienen velocidades pequenas, pero cuando el
cociente de masas en distinto de 1, es por que las masas son diferentes y en consecuencia tienen mayor libertad
de movimiento y de mayor velocidad.

-4}

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7

p

Figura 4.7: Superficie del potencial efectivo con a = 0.5 y I, = 0.75.

En la figura 4.8 se observa que el tamano de las equipotenciales aumenta si disminuye, es decir, si
la se toman energias mas cercanas al minimo del pozo y aumenta cuando nos alejamos del minimo. Este
comportamiento se debe a que al estar més cerca del minimo, las particulas se mantienen a una distancia casi
constate entre ellas y se mueven con una velocidad casi constante, (cuando la energia corresponde al minimo las
particulas se mantienen a una distancia constante, y se mueven con velocidad constante). Cuando nos alejamos
del minimo la curva crece debido a que ahora se tiene acceso a una cantidad de velocidades y posiciones.
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Figura 4.8: Superficie del potencial efectivo con € = 0.5 ,ly =0.75 y e = 2.5

4.3.2. Condicion inicial con z #0 y p, = 0.

Ahora se propone un conjunto de condiciones iniciales equivalente al anterior, en el cual la particula de
masa ms tiene coordenada z distinta de cero e impulso igual a cero. Para esto se retoma la Ec.(4.4), imponiendo
la condicién p, =0y p, = 0 con lo que se obtiene:

) 4l3>62p4 9
z° = (li o) . (4.12)
Anédlogo al caso anterior se deriva la ecuacién (4.13) y se iguala a cero para asi obtener el punto de retorno de
la particula mq en términos de p (particula m;) como condicién inicial. Lo anterior implica que se tienen que
encontrar las raices pg de:

815 p* — (lé +ae?p?)? = 0. (4.13)

Las raices para p, de la Ec.(4.13) se encuentran de manera numérica con el algoritmo de Brent,® ya que se tiene
un polinomio de tercer grado en p. El algoritmo de Brent requiere de un intervalo donde la funcién a evaluar
cambie de signo y ademads fisicamente se requiere que la raiz encontrada tenga sentido. Estas condiciones se
satisfacen cuando z es idénticamente cero en la Ec.(4.12) por lo que el intervalo propuesto es:

12(2—04—2\/1—&) 12(2—044—2\/1—04)

2.2 ’

o3¢ o2e?

Una vez encontrada la raiz pg, ésta se evalia en (4.12) con lo que se obtiene z, la cual es distinta de cero.

l
Ademas, como se ya se analizd, debido a la simetria se puede elegir ¥y = 0 con lo que £ = pg, p =0y p, = 2
T

3El método de Brent es un algoritmo para encontrar raices, el cual combina el método de biseccién, el método de la secante y el
método de interpolacién cuadrética inversa, el cual es tan confiable como el de biseccién pero con una convergencia mucho mayor.




50 Andlisis dindmico de PKA

Por lo que se tiene el siguiente conjunto de condiciones iniciales:

4lée2az4 5 ly
xzpo,yzo,z:m—x ,pxzoypyzzypzz(l (4.14)
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Figura 4.9: Superficie del potencial efectivo con I, = 0.75 y € = 2.5.
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Figura 4.10: Superficie del potencial efectivo con l, = 0.75.




Capitulo

Resultados de PKA.

De la stimulacion numérica realizada para PKA se obtuvieron las secciones de Poincaré, espectro de potencias,
la proyeccion en el plano (x,y) del momento angular y del vector de Laplace-Runge-Lenz, para los conjuntos
de condiciones iniciales encontrados en el capitulo (4). Con esto se hace una descripcion dindmica y del com-
portamiento periddico y cuasi-periodico, ademds de las cantidades conservadas del PKA. En este capitulo se
muestran las grdficas obtenidas producto de la simulacion realizada.

5.1. Resultados del conjunto de condiciones iniciales con z = 0 y
p. # 0.
1 3

De las Ecs. (4.11), se eligieron los siguientes pardmetros para realizar la simulacién [, = %, a=3,3y
pp = 0. Las secciones de Poincaré que se muestran son para el plano fase (p,, p), ya que para este plano, ninguna
de la variables candnicas es una cantidad conservada o es la variable para la cual se realizaron las secciones.

5.1.1. Secciones de Poincaré de PKA con 2z =0y p, # 0.

A continuacién se presentan las secciones de Poincaré en coordenadas cilindricas, ya que en estas coor-
denadas se exhibe de manera explicita la conservacién de algunas de las cantidades mencionadas en el capitulo
3. La manera en la que se presentan las secciones es mediante una secuencia de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo de manera progresiva en el parametro e. Para cada seccién se graficaron seis diferentes condiciones
iniciales. Para la eleccién de las condiciones se tomaron los mismos pardmetros ly, «, etc, excepto el pardmetro
3, el cual se varié de 0.0 a 1.0 en intervalos de 0.2.

En las pags. 53 y 54, se muestran las secciones de Poincaré de PKA, con a = 0.25, los valores de beta son:
1,1.2,1.5,1,1.9,2.57,3,4.3 y 5. En este caso para ¢ = 1, se observa un punto que corresponde al caso superin-
tegrable. Luego este punto degenera en una estructura compuesta por curvas suaves tal como se muestra en la
figura 5.1b. Ademads en esta ultima sélo se observan los puntos correspondientes a 5 = 1 debido a que se inicié
con condiciones cercanas que al evolucionar se mantienen cercanas, por lo que al graficar la ultima condicién
inicial (e = 1), ésta eclipsa el resto de las gréficas haciendo parecer que sélo se grafica una condicién inicial
cuando en realidad son seis. En las figuras 5.1c, 5.1d,5.2a,5.2b y 5.2c se observa que a pesar de iniciar con seis
condiciones iniciales muy cercanas los puntos en la secciéon de Poincaré no se eclipsan como en el caso anterior
y ademas la dindmica no esta restringida a un sélo toro, sino que a una regién que llamaremos semidensa,
debido a que el toro fase se ha roto y ahora la dinamica invade varios toros fase. En la figura 5.2c se observa
que los puntos comienzan a llenar la seccion de manera maés densa, y este comportamiento nos sugiere que el
sistema ademas de no ser integrable es cadtico. No podemos garantizar que la regién se llena densamente, ya que
las secciones se obtuvieron de una simulacién. Sin embargo, este comportamiento sugiere que eventualmente

51



52 Resultados de PKA.

se llenard densamente la seccién de Poincaré. Por dltimo en la fig. 5.2d, se muestra que la region degenera
nuevamente en una estructura compuesta por curvas suaves, pero conforme ¢ aumenta dichas curvas se rompen
dando lugar a regiones como en las figuras anteriores.

En las pédginas 55 y 56 se muestran las secciones de Poincaré, con a« = 0.5 y los valores para € son
1,1.5,1.9,2.342,2.35,2.351,4.2 y 4.7 con la diferencia de que se ha usado o = 0.25. Y en las pags. 57 y 58 se
muestran las secciones para o = 0,75 y los valores para € son 1,1.8,2.41,2.57,3,3.6,4.3 y 5. En ambos casos,
las secciones de Poincaré muestran comportamientos parecidos al que se describié en el parrafo anterior. De las
péaginas 59 y 60 se exhiben los espectros de potencias con 8 = 0 correspondientes a las secciones de Poincaré
antes mencionadas. En estos espectros de observan un pico tipo delta de Dirac y sus arménicos cuando el sis-
tema es integrable, pero cuando el sistema comienza a tener més frecuencias involucradas en su movimiento, el
espectro de potencias comienza a poblarse de picos. En las siguientes secciones se s6lo muestran los espectros de
potencias para a = 0.25 ya que para los demaés otros casos y condiciones iniciales se muestran comportamientos
similares. Cada una de las secciones de Poincaré se presentan a una escala fija de —3 a 3 en el eje de las ordenadas
y de 0 a 6 en el eje de las abscisas, esto para observar como evoluciona el tamano de las secciones, en términos
del parametro epsilon. En la parte inferior derecha de las gréaficas, se muestra un recuadro de la seccién a escala
auto-ajustada, esto para exhibir la evolucién global del sistema en términos del parametro epsilon. Por ultimo
en la parte superior derecha de muestra un recuerdo en el cual se hacen acercamientos en los que se observan;
puntos sillas, puntos fijos y en general estructura tipicas de caos. A continuacién se muestra los colores que se
usaron para las secciones de Poincaré.

I} color
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

10

Tabla 5.1: Paleta de colores que se usaron en las secciones de Poincaré.




5.1. Resultados del conjunto de condiciones iniciales con z =0y p, # 0.

Secciones de Poincaré en coordenadas cilindricas para a = 0.25.

En la Fig. 5.1a se observa que la seccién de Poincaré es un punto, lo cual corresponde al caso simétrico,
luego en la Fig. 5.1b se observa como el punto degenera en una estructura compuesta por curvas suaves. En
seguida esta estructura evoluciona a una region semidenda tal y como se muestran en las Figs. 5.1c y 5.1d, las

cuales exhiben la posible existencia de puntos fijos y puntos sillas.
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Las regiones semidensas poco a poco se van llenado de punto como en las Fig. 5.2a y 5.2b, las cuales
muestran un posible punto silla y dos puntos fijo. Los puntos van llenando la regién hasta formar una regién
llena de puntos la cual se llamé region densa tal como se muestran en la Fig.5.2c. Por dltimo en la Fig. 5.2d se
observa que la regién densa se vuelve una curva suave, es decir, hay un reacomodo de lo puntos, algo parecido a
lo que sucede en el mapeo logistico, sugiriendo que la transicién al caos es debido a algo parecido a la duplicacién
de periodo.
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Secciones de Poincaré en coordenadas cilindricas para o = 0.5.

De nueva cuenta se observa que para el caso simétrico que se muestra en la Fig. 5.3a, la seccién es un
punto, el cual se convierte en una curva suave como se puede ver en la Fig. 5.3b, esto debido a la perdida de
simetrias. En seguida en las Figs.5.3c y 5.3d se ve que la curva suave degenera regiones semidensas una més
poblada de puntos que otra exhibiendo que sigue perdiendo la simetria.
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En la Fig. 5.4a se muestra que la regién semidensa se convierte en una estructura la cual a su vez es
una estructura formada por curvas suaves, en seguida en la Fig. 5.4b, se observa que esta se convierte en una
estructura formada ahora por regiones semidensas. En la Fig. 5.4c, la seccién es una regién semidenda que
exhibe un posible punto silla y un punto fijo. Por tltimo en la Fig. 5.4d se observa que la regién semidensa
evoluciona en una estructura compuesta por curvas suaves, reforzando la idea que la transicion al caos es debido
a algo parecido a la duplicaciéon de periodo.
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Secciones de Poincaré en coordenadas cilindricas para a = 0.75.

En la Fig. 5.5a se vuelve a observar un punto debido a que el sistema es superintegrable, en la Fig. 5.5b
este degenera en una curva suave, la cual se convierte en una estructura compuesta por varias curvas suaves
como se observa en la Fig. 5.5¢, esta enseguida se convierte de nueva cuenta en una curva suave Fig. 5.5d.
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En la Fig.5.6a se muestra que la curva suave se convierte en una regién semidensa, luego esta de nueva
cuenta se vuelve una curva suave la cual se se fragmenta en dos curvas suaves que se de nueva cuentas se vuelve
una curva suave, tal y como se muestra en las Figs. 5.6b,5.6c y 5.6d.
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Figura 5.6: Secciones de Poincaré para ¢ = 3.00, 3.60,4.30 y 5.00

5.1.2. Espectro de potencias de PKA con 2 =0y p, # 0.

En todas la siguientes graficas se muestra la transformada de Fourier para la coordenada z (masa ms),
la cual proporciona la cantidad de frecuencias involucradas en su movimiento, situaciéon que esta fuertemente
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relacionada con las secciones de Poincaré antes descritas.

Espectro de potencias a = 0.25.

En la Fig.5.7a, se observa la existencia de dos frecuencias fundamentales y mezclas de sus arménicos. En
la Fig. 5.7b se comienza a observar una mayor cantidad de frecuencias con sus respectivos arménicos. En las
Figs. 5.7c y 5.7d se observa que el espectro comienza a llenarse de muchas frecuencias debido a no periodicidad

del sistema.
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En las Figs.5.8a y 5.8b se observa que el espectro esta mas lleno de frecuencias pero en la Fig.5.8c se
observa una disminucién de las frecuencias y de que predominan las frecuencias cercanas 10 3. Por tltimo en la
Fig.5.8d se observan unas cuantas frecuencias lo que corresponde que el sistema a vuelto a ser cuasi periodico.
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5.1.3. Secciones de Poincaré de PKA con z# 0y p, =0.

A continuacién se muestran los resultado para el conjunto de condiciones iniciales equivalentes al antes
descrito con la diferencia de que ahora 3 se tomo como cero. En la Fig.(5.9a) se muestra un punto en la seccién
debido a que el sistema es superintegrable, luego en la Fig.(5.9b) este punto se convierte en dos curvas suaves,
las cuales se convierten en una regién semidensa como se muestra en la Fig.(5.9¢), lo cual se sigue llendndose
de puntos, ademéds de que presenta posibles puntos silla y puntos fijos como se observa en la Fig.(5.9d).
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En las Figs.(5.10a, 5.10b, 5.10c y 5.10d) se muestra como las regiones se llenan de puntos, ademds de
presentar puntos sillas y la aparicién de regiones sin puntos.
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Secciones de Poincaré en coordenadas cilindricas para a = 0.5.

En la Fig.(5.11a) se muestra un punto en debido a que el sistema es superintegrable, luego este punto se
convierte en una curva suave como se ve en la Fig.(5.11b), esta degenera en dos varfas curvas suaves Fig.(5.11c)
y esta a su vez de vuelve de nueva cuenta una curva suave Fig.(5.11d).
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En la Fig.(5.12a) se observa como la curva degenera en tres curvas suaves, en las Figs.(5.12b, 5.12c y
5.12d), que estas curvas evolucionan a regiones semidensas en las que aumenta el niimero de regiones sin puntos.
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Secciones de Poincaré en coordenadas cilindricas para o = 0.75.

En las Figs.(5.13a, 5.13b, 5.12b y 5.12d) se observa que la seccién, es un punto que degenera a una curva
suave a su vez degenera en varias curvas suaves y por ultimo estas de nueva cuenta se convierte en una curva
suave.
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5.2. Graficas de las cantidades no conservadas.

A continuacién se muestran la graficas que exhiben la pérdida de integrales de movimiento, con alpha =
0.5. Del lado izquierdo se presenta la proyeccién en plano (z,y) del momento angular total y del lado derecho
la proyeccién en el mismo plano del vector de Laplace-Runge-Lenz. En las figuras (5.14a) y (5.14b), se observa
que el vector de momento angular total y el vector de Laplace-Runge-Lenz se conservan, ya que su proyeccion
es constante.

(a) Proyeccién del vector momento angular (b) Proyeccién del vector de LRL para € =
para e = 1.0 1.0

Figura 5.14: Cantidades que se conservan para el caso simétrico
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En las Fig.(5.15a) y (5.15b), se ve que tanto el momento angular y el vector de LRL conservan cierta
estructura debido a la cuasi periodicidad de PKA, pero en estos casos las proyecciones ya no son constantes
debido a que se ha perdido la simetrfa. En las Figs. , (5.15¢) y (5.15d) se observa como se pierde la estructura
a causa de no integrabilidad.
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Aqui se observa que cuando la proyeccién de un vector presenta alguna estructura, la proyeccién en el
otro no tiene porque preservar alguna estructura como se muestra en los pares de Figs. (5.16a) y (5.16b). En
graficas correspondientes a las figuras (5.16¢) y (5.16d), se ve que los dos vectores no se conservan y no muestran
periodicidad o patrén alguno. En las respectivas de Poincaré para los pardmetros mostrados en las figuras, PKA
es cadtico.
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Capitulo

Conclusiones

El trabajo que se describe a lo largo de esta tesis fue para intentar comprender el comportamiento de los sistemas
Hamiltonianos que pierden integrabilidad; en particular, el que aqui se propone se denomina Problema de Kepler
Asimétrico (PKA). A continuacion se exponen las conclusiones con base en los resultados obtenidos.

Para comprender lo que sucede en la transicién a la no integrabilidad de PKA, se comienza por el caso
ya conocido o simétrico (cuando € = 1), ya que es soluble analiticamente. En este caso, el problema exhibe las
tres leyes de Kepler, y méas aun, presenta cuatro integrales de movimiento: la energia, la proyeccién en z del
momento angular, el momento angular total fig. 5.14a y el vector de Laplace-Runge-Lenz fig. 5.14b, es decir, el
sistema es super-integrable. En consecuencia, en las secciones de Poincaré que se muestran en las Figs. 5.1a,5.3a,
5.5a, 5.9a,5.11a y 5.13a. Las cuales se hicieron para el plano (p,, p)! se observa un solo punto, debido a que la
Orbita tiene asociado a su movimiento un unico periodo. También al analizar el espectro de potencias para la
masa me, se observa un pico y sus armoénicos, exhibiendo que ambos cuerpos se mueven de forma sincronizada,
tal y como se muestran en las Fig. 5.7a.

Las simetrias asociadas al caso simétrico son:

1. Conservacién de la energia implica invarianza temporal.
2. Conservaciéon de momento angular total implica invarianza ante rotaciones.

3. Conservacién de la proyeccién del momento angular sobre el eje z quiere decir que la érbita siempre tiene
la misma inclinacién.

4. Conservacién del vector de Laplace-Runge-Lenz proporciona la geometria de la érbita.

En el capitulo 3 se mostré que las cantidades anteriores son independientes ya que estan en involucién, aunque
en apariencia no lo estén. Justamente esta independencia en las constantes de movimiento es lo que proporciona
al sistema su cardcter de super-integrabilidad.

Sin duda el caso interesante es el asimétrico (cuando € # 1), debido a la riqueza que proporciona la falta
de simetria en las ecuaciones de movimiento y que se observa a simple vista en las secciones de Poincaré. El
punto que se tenia en los mapeos del caso simétrico degenera tres casos:

1. Curvas suaves. En éstas se observa que los puntos describen patrones muy parecidos a una o varfas curvas
suaves en el plano (p,, p), tal como se observa en las Figs. 5.1b, 5.2d, 5.3b, 5.4a, 5.4d, 5.5b, 5.5¢, 5.5d,
5.6b, 5.6¢, 5.6d, 5.9b, 5.11b, 5.11c, 5.11d, 5.12a, 5.13b 5.13c y 5.13d, estos casos las frecuencias asociadas

1También se puede utilizar el plano rp, que proviene de las coordenadas esféricas.
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al sistemas parecen ser inconmensurables, ya que parecen barrer toda la superficie del toro, pero esto no
se asegurar al menos que se calcule explicitamente el cocientes de las frecuencias y ver si este cociente
es racional o irracional. Por otra parte, se observa que en los correspondientes espectros de potencias los
cuales se realizaron para la particula en el eje z tiene un ntimero bien definido de frecuencias. Esto muestra
que aun se conserva parte de la simetria y esto evita que PKA sea cadtico.

2. Regiones semidensas. Para este caso como se observa en las Figs. de 5.1c a 5.2b, 5.3¢c, 5.3d, 5.4b, 5.4c,
5.6a, de 5.9c a 5.10d, 5.12b, 5.12¢ y 5.12d. Esto se debe se han perdido la simetria y el toro invariante
sobre en que que estaba restringida la dindmica del sistema, se ha roto (uno de sus radio, a dejado de ser
constante), y es por eso que los puntos llenan de manera densa ciertas regiones de las secciones, es decir se
tienen regiones parcialmente densas. En éstas figuras se muestran estructuras tipicas de sistemas cadticos
en las que se pueden apreciar la formacién de puntos sillas y centros, esto visto desde la perspectiva que
proporciona hacer las secciones en el plano (p,,p). Ademads, en el espectro de potencias se ve que éste
comienza a llenarse con frecuencias de intensidad considerable (entre 0.4 y 0.6 de I(w))?, pero a pesar de
ello, no se puede asegurar que el sistema es cadtico.

3. Region totalmente densa. Cuando la regién es totalmente densa como en la Fig. 5.2c, los puntos cubren
toda la regién correspondiente a la interseccién del toro invariante y la seccién de Poincaré, hecho que
refleja que se han perdido integrales de movimiento. En el espectro de potencias se observa que la gran
mayoria de las frecuencias tienen intensidades entre 0.4 y 1.0. Lo anterior refleja que se ha perdido la
periodicidad de la trayectoria en el espacio fase. La forma del mapeo y el espectro de potencias nos
siguieren que el sistema ya estd en un régimen de caos, aunque para asegurar esto es necesario calcular el
exponente de Lyapunov.

El comportamiento que se observa en las secciones de Poincaré como funcién de € para un conjunto de
condiciones iniciales a una energia equivalente es el siguiente. Se inicia con un punto, luego éste degenera en una
curva, que a su vez degenera en varias curvas o en una region semidensa. Después se convierte en una region
totalmente densa. Sin embargo, para algunos valores de € ocurre que se vuelve otra vez una curva suave que
eventualmente pasara a ser varias curvas suaves, regiones semidensas y regiones totalmente densas, tal como se
muestra en la secuencias correspondientes a las figs. 5.1a a 5.2d. Este proceso se repite varias veces y es andlogo
a lo que sucede con el mapeo logistico [3], en su transicién al caos por medio de duplicacién del periodo. Esta
dltima situacion no es algo que se esperaba obtener, por lo que en futuras investigaciones vale la pena analizar
con mucho més detalle este hecho.

Hay otros comportamientos interesantes para diferentes valores de la energia que se describen a conti-
nuacion. Para secciones de Poincaré que corresponden a un cuarto del fondo de potencial (a = %) se observa
que en la gran mayoria de las secciones se muestran curvas suaves. Cuando se tiene energia igual a la mitad del
fondo del potencial (a = %) las secciones de Poincaré muestran curvas suaves, regiones semidensas y regiones
totalmente densas. En el caso de energias mas alejadas del fondo del potencial (a = %) se observa que la gran
mayoria tiene regiones semidensas y totalmente densas. Este comportamiento muestra la sensibilidad del sistema
para perder integrales de movimiento en términos de la energfa. Si en un sistema dindmico por alguna razén se
perdiera una integral de movimiento, alguno de los radios que conforman el toro toro invariante dejaria de ser
constante, haciendo que las trayectorias asociadas a este toro entren y salgan de éste. En el problema que se
estudia en este trabajo sucede algo andlogo a la descripcion anterior cuando el sistema deja de ser integrable.
Inclusive antes de ello se pueden observar, tal y como se muestra en las figuras correspondientes a curvas suaves
y regiones semidensas, que las trayectorias que terminan siendo cuasiperiédicas dependiendo de € y la energia
como se muestra en los respectivos espectros de potencias para la particula en el eje z. A pesar de los resultados
obtenidos, no se puede garantizar la existencia de caos para todos los valores de ¢, ya que el elemento faltante
es el exponente de Lyapunov, mismo que cuantifica la distancia entre dos condiciones iniciales muy cercanas.
Cuando las trayectorias asociados a estas condiciones divergen exponencialmente una respecto de la otra el

exponente de Lyapunov es positivo, y cuando no, las trayectorias permanecen cercanas una de la otra. Este

2Cabe recordar que el espectro de potencias estd normalizado.
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altimo elemento no se logré calcular debido, a que se requieren controles numéricos mas sofisticados sobre la
simulacién que garanticen el calculo de las trayectorias con una precisién mayor y estabilidad.

Parte central del trabajo realizado en esta tesis es la capacidad de hacer las simulaciones y tener control
sobre las condiciones iniciales. Sin embargo, éstas tienen un error numérico que impidié calcular el exponente
de Lyapunov y hacer simulaciones mas largas, ya que se impuso que la diferencia en la energia en cada paso de
integracién fuese menor que 10~°. Ahora bien, debido a que la propiedad fundamental de PKA es ser Hamil-
toniano se pueden hacer muchas mejoras para el calculo de las trayectorias. Por ello se propone implementar
algoritmos de integracién més precisos que aprovechen esta propiedad, como es el caso del uso de manipuladores
algebraicos y técnicas de diferenciacién automatica. Estos aspectos los cubre, en un amplio sentido, el método
de integracion de Taylor que se utilizard para continuar con la investigacién de este trabajo. Ademads se tiene la
intencién implementar el cédigo en paralelo para reducir el tiempo de computo, esto con precisién extendida,
con lo se propone migrar todo el cédigo al lenguaje de Julia cuya descripcién de puede ver es [29].

Sin duda el problema no esta concluido y la intencién es llevarlo hasta las ultimas consecuencias por lo
que se debe hacer un andlisis més detallado de las condiciones iniciales, calcular el exponente de Lyapunov,
determinar la existencia de puntos fijos y el corte de curvas homoclinicas, ademés de vincular este trabajo con
lo que ha realizado alrededor de este tipo de problemas tal como se puede ver en [31-34]. Sin embargo, se ha
cumplido con uno de los principales objetivos de este trabajo, que fue el desarrollo de herramientas basicas para
el analisis de sistemas Hamiltonianos con varios grados de libertad utilizando herramientas que se aprenden en
la licenciatura. También se han sentado las bases sélidas para realizar investigaciones més profundas sobre este
problema. Ademas, se ha mostrado a lo largo de esta tesis la importancia que puede llegar a tener el estudio de
la transicién al caos de un sistema que bajo ciertas condiciones es superintegrable, ya que esto ultimo permite
dar un mejor seguimiento sobre el rompimiento de las simetrias asociadas. Esto permitirfa estudiar de una mejor
manera el rompimiento de las integrales de movimiento para sistemas con muchos grados de libertad, ya que
éstos tipicamente pierden todas sus integrales de movimiento, excepto tal vez la energia y no algunas como en
el problema que aqui se ha estudiado.
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Apéndice

FEl Problema de Fuerza Central.

En este apéndice se abordara el problema de dos cuerpos, que se consideran puntuales y que se mueven
bajo la influencia de una fuerza central, es decir, se estudia la dindmica de un sistema que consiste de dos cuerpos
los cuales interactuaran por una fuerza a lo largo de la linea que conecta los centros de masa de ambos. Cabe
mencionar que no todos lo problemas de fuerza central son integrables en términos de funciones analiticas, pues
las fuerzas centrales no necesariamente dependen del inverso del cuadrado de la distancia. Estas lo pueden hacer
decayendo exponencialmente como el potencial de Yukawa. Para el caso de que el potencial es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia, el problema es especialmente importante y es usualmente llamado
“Problema de Kepler” PK. Este se puede resolver completamente debido a que es super-integrable. Ademds
tiene bastantes aplicaciones, las méas directas son en la mecénica celeste en el movimiento de los satélites que
orbitan los planetas, el movimientos de los planetas alrededor del sol, comentas, estrellas binarias, etc. Otro
tipo de aplicaciones resultan muy ttiles en mecanica cuantica semiclasica como la interaccién de dos nicleos
atémicos, la dispersion de particulas a por un nticleo o también la descripcion del atomo de hidrégeno.

Si se consideran dos particulas puntuales de masas mj y ma, se requieren 6 cantidades para describir el
movimiento de éstas, es decir los dos vectores posicién para ambas particulas 7; y 75. Con esto PK tiene seis
grados de libertad, pero estos se pueden reducir a tres si se aborda PK en el centro de masa.

Obsérvese que la Lagrangiana del PK es la siguiente:

1 . 1 . I
L:§m1|7"1|2+§m2|7’2|2—U(‘7"1—'I"QD. (A].)

Si esta se reescribe en coordenadas relativas y de centro de masa, este problema de seis grados de libertad se
puede reducir a uno de tres, es decir:

S myT + mal

7 =17] —Ts, === A2
1— T2 e—— (A.2)

Lo que implica que:
7= R+ %ﬁ =R %F. (A3)

Con M =my +mg y r =|Ff; — 72|, por lo que la langriana en la Ec.(A.1) es:

M = 1 -
L= R+ Spli? = U (r), (A4)

. mimso
donde p, es la masa reducida: p = ———.
mi1 + mo
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Al calcular la ecuacién de movimiento para E, de las ecuaciones de FEuler-Lagrange se tiene que R= 0,
por lo que R = cte. Este vector es el de centro de masa y resulta constante, por lo que, sin perder generalidad
se puede elegir igual a cero. Por lo tanto la lagrangiana es:

L= sl ~U (). (A5)

Esta es equivalente al de una particula en un potencial central, es decir, el problema se redujo a un problema
equivalente de una particula con el cambio de coordenadas dado por:

7= %F, 7 = —%ﬁ (A.6)

Adem4s de la ecuacién (A.5) se obtiene que la Hamiltoniana es:

H:gL-&—U(r). (A7)

Si se restringe el movimiento a un plano en coordenadas polares. La lagrangiana Ec.(A.5) es:

L= %u (f + r2g232> U (). (A.8)

De la ecuacién (A.8) se observa que:

d 9

— =0. A9

= (%) (A.9)
Por lo existe una constate de movimiento y esta es £ = ur2¢, donde £ la es la magnitud del momento angular.

Observesé que de la Ec.(A.9) se obtiene el drea barrida por el radio vector por unidad de tiempo, ya que la

diferencial de drea se puede interpretar como el area de un tridngulo con base r y altura rdf, dA = §r(rd9), de

lo que se obtiene

dA 1 ,df
— = —rt—. Al
at 2" dt (4.10)
La cual es la segunda ley de Kepler. La ecuacién de movimiento para 7 es
mi — L flr) (A.11)
mr3 ' ’
donde se utilizo el hecho de que ¢ = ur“¢ es una integral de movimiento y que f(r) = o
De ¢ = ur%& se puede construir el operador diferencial
d { d
—=—— A.12
dt  mr2dp’ ( )
con lo que la Ec.(A.11) es de la forma
1d 1 dr l
il P I ) A.13
r2 df (mr2 d@) mr3 1) ( )

1
Con el cambio de variable u = — en la ecuacién (A.13) se obtiene:
r

d?u m d 1
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k k
Para el problema de Kepler la fuerza y el potencial pueden ser escritos como f = —— y U = ——. con lo que
r r
la solucién a la Ec.(A.14) es:
a(l—e?)
= A15
" 1+ecos(d—0") ( )
- & k . -
con e la excentricidad y estaes e =14/1 — e V= "5p Observesé que la Ec. (A.15) es la ecuacién de una
mka

conica y como se sabe ésta es funcién de la excentricidad, la cual a su vez es funcién de la energia. Los posibles
movimiento de la orbita son:

e>1, E >0, hipérbola
e=1, E =0, parabola

e<l1, E <0, elipse
mk?
e=0, E= — o circunferencia

Es decir (A.15) es la primera ley de Kepler. Puesto que el problema de Kepler es integrable, el problema se
puede resolver mediante la cuadratura de la energia

T !
f_ M / dr (A.16)
2 T0 k 62
= +E

' 2mr’?

Si se expresa a F y £ en términos de e, a y k, la ecuacion anterior toma la forma:

m " r'dr’
- —,/7/ (A17)
o \Jor gz -2

Como r = a(a — ecos ), donde ¥ es la anomalia excéntrica ver [35], la ecuacién anterior toma la forma:

t= \/?/027r (1 —ecos(v)) dy (A.18)

Al hacer la integral de la Ec.(A.18) en el intervalo de 0 a 27 esta proporciona la siguiente expresién para el
periodo,

m
= 4772(13?. (A.19)
Y ésta ultima ecuacién es conocida como la tercera ley de Kepler.
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Apéndice

Transformada de Legendre.

La transformada de Legendre es una herramienta matematica muy usada en fisica, la cual transforma
funciones de un espacio vectorial a funciones en un espacio dual. Esta transformacién del espacio esté relacio-
nada con la dualidad proyectiva y las coordenadas tangenciales de la geometria algebraica. Ademads es utilizada
en la construccion de espacios de Banach duales en Analisis. El ejemplo més apreciable de este tipo de trans-
formacién se estudia en Termodindmica, al cambiar de la representacién de cierto potencial termodinamico a
la representacién de otro potencial termodinamico. Otro ejemplo mds apreciable del uso de la transformada
de Legendre en fisica es el describir la dindmica de un sistema mediante la funcién Hamiltoniana, la cual es el
resultado de aplicar dicha transformacion a la Lagragiana del sistema.

Como se sabe una curva o una superficie puede ser representada por un conjunto de puntos, pero también
si la curva es lo suficientemente suave se puede representar por un conjunto de planos tangentes y la interseccién
de dichos planos a un origen de referencia. Esto forma una superficie del doble de dimensién de la inicial. Para
exhibir esto, considérese el caso unidimensional. Sea y una funcién de la variable z de al menos clase C? ! tal
que y = f(z), ademds se pide que f sea convexa, f”(z) > 0%. La grafica de f es enteramente descrita por los
puntos (z, f(x)), pero también esta se puede reproducir mediante la pendiente de la tangente s para cada z.
Como existe toda una familia de rectas que cumplen con que la pendiente sea s, se elige la coordenada al origen
x(s) de la tangente, es decir ahora la curva esta descrita por sus pendientes y ordenadas al origen, (s,z(s)).
Con esto la transformada de Legendre de f es una funcién g de una variable s tal como se muestra en la figura
(B.1) en la que se muestra que g(s) es la mdxima distancia vertical entre la recta y = sz y f(z), es decir:

g(s) = sz — f(z) = G(z, z(s)), (B.1)
ya que el punto z(s) es definido por la condicién del méximo. Por lo tanto:
oG /
%Zs—f(ﬂc):(l (B.2)

de donde s es justamente la pendiente de f(x), asi que

s=f(x) (B.3)

y como f es convexa el punto x = x(s), existe es y tnico. A continuacién, en la Fig. (B.1) se muestra la
representacion geométrica de la Transformada de Legendre.

1Con segunda derivada continua.
2En caso de no ser asi se elige un intervalo abierto en el cual se cumpla dicha condicién.

7
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. X =X(s)

0.5

10 15 20 25 30 35 40

Figura B.1: g(s) es la distancia entre y = sz y la derivada de y = f(x).




Apéndice

Codigo de simulacion.

Aqui se adjunta el cédigo escrito en el lenguaje Python en tres secciones. La primera es la rutina principal
la cual ejecuta una libreria llamada Mapeo_lib.py que realiza secciones de Poincaré en coordenadas cartesianas,
cilindricas y esféricas para la coordenada z, esta a su vez ejecuta la libreria lib_PKA.py. Esta libreria contiene
la mayoria de las funciones requeridas para el calculo de la simulacién tal como los cambios de coordenadas el
calculo de la transformada de Fourier y demés funciones que se utilizan en la simulacion.

C.1. Rutina principal PKA.py.

#! /usr/bin/env python

# importar librerias

import os

import sys

from numpy import *

from scipy.integrate import *

from pylab import *

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import shutil
g s s s
import 1lib_PKA

import Mapeo_lib
IR

# Definition of global variables.

# epsilon is epsilon = m2/ml

epsilon = 1.1

#H##HHH#H#### Definition of local variables. ############H#H
HH#HHF AR HHE Initial conditions ##H###HHHHHHHHH#HAHH
HEH A Cartesian Coordinates ###########H###H#
#print "Condiciones iniciales", ent

while epsilon <= 1.8:
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# print "Valor de epsilon", epsilon

name_dir = "epsilon_%g" %(epsilon)

x =1.

y = 0.

z = sqrt((epsilon**2) + (((epsilon**2)-1)*x*x))

Px = 0.

Py = sqrt( (epsilon+sqrt((epsilon**2)-1))/sqrt ((x*x)+(z*z)) )

Pz = 0.
ent:[x:y’Z)PX,Py,PZ]

###name_dir = "epsilon_%g" %(epsilon)

files = Mapeo_lib.mapeo(ent,epsilon)

os.makedirs(name_dir,0775)

### os.system("mkdir %s") %(name_dir)
shutil.move(files[0], name_dir)
shutil.move(files[1], name_dir)
shutil.move(files[2], name_dir)
shutil.move(files[3], name_dir)
shutil.move(files[4], name_dir)
shutil.move(files[5], name_dir)
shutil.move(files[6], name_dir)

epsilon = epsilon + 0.05

print "paso en epsilon", epsilon

HERHHHHHHH R R
HERHHHHHEH R R R

C.2. Libreria Mapeo_lib.py
#! /usr/bin/env python

# importar librerias

from numpy import *

from scipy.integrate import *

from pylab import *

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

B s s s s s s s s s
import 1ib_PKA

def mapeo(cond_ini,epsilon):
# Definition of global variables.
### print "Valor de epsilon", epsilon




C.2. Libreria Mapeo_lib.py
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###

#H##

#H##

#H##

###

#H##

###HHHAHGHA#HE Definition of local variables. ####H#H#H#HFHHFHHH
#H#FHHH R HEEHHE Initial conditions #####HFHHFHHHFHHAERH
x = cond_ini[0]
y = cond_ini[1]
z = cond_ini[2]
Px = cond_ini[3]
Py cond_ini [4]
Pz = cond_ini[5]
###HHHEHEHSHSHH#AH Cartesian Coordinates #####HEHEHFHHFHHIHH
ent = [x,y,z,Px,Py,Pz]
print "Condiciones iniciales", ent
# Initial energy
E_0 = 1ib_PKA.energia(ent,epsilon)
print ’Energia inicial’, E_O

#ent_cyl = 1ib_PKA.cambio_coord(ent)

# file names

nombre_mapeo_car = "sim_car_%g_hg_kg_hg_hg_hg_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)
nombre_mapeo_cyl = "sim_cyl_l%g_kg_kg_hg_hg_thg_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)
nombre_mapeo_sph = "sim_sph_%g_kg_kg_hg_hg_thg_%g.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)
nombre_simulacion = "simulacion_%g_%g_%g_hg_tg_tg_tg.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)
nombre_fft_z = "fft_z_lg_lg_tg_tg_tg_tg_thg.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)
nombre_vec_lrl = "vec_lrl_Yg_%g_hg_tg_tg_tg_tg.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)
nombre_vec_L = "vec_L_%g_%g_hg_hg_thg_hg_hg.txt" %(x,y,z,Px,Py,Pz,epsilon)

######### parameters for natural time of system ####HH#HH#H####H#

1_vec = 1lib_PKA.momento_angular(ent)

print "El momento angular es:", 1l_vec

1_up2 = (1_vec[0]*1_vec[0]) + (1_vec[1]*1_vec[1]) + (1_vec[2]*1_vec[2])
print "Mondulo del vector momento angular:", sqrt(l_up2)

e = sqrt( abs((2.0%E_0*1_up2) + 1.0) )
print "La exentricidad es:", e

a = (1_up2)/(1-ex*2)
# a is semi-major axis the e is eccentricity
print "El semieje mayor es: ", a

tao = 2*pi*sqrt(a*x*3)
# tao is the natural time of the system

# Open file.

f = open(nombre_mapeo_car , "w") #Archivo para el mapeo

g = open(nombre_mapeo_cyl , "w") #Archivo para el mapeo en cilindricas

j = open(nombre_mapeo_sph , "w") #Archivo para el mapeo en esfericas

h = open(nombre_simulacion , "w") #Archivo para la simulacion completa

#k = open(nombre_fft_z , "w")

1 = open(nombre_vec_lrl , "w") #Archivo para el Vector de Laplace-Runge-Lenz
L_vec = open(unombre_vec_L , "w") #Archivo para ver el momento angular

#####4##SH#4E Document write the initial conditions into the files ########4H#H#HHSH#HH
counter = 0

f.write( str(counter) + " " + str(ent[0]) + " " + str(ent[1]) + " " + str(ent[2])
+ " " + str(ent[3]) + " " + str(ent[4]) + " " + str(ent[5]) + "\n" )
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f.close()
dat_cc = lib_PKA.cambio_coord_cyl(ent)
g.write( str(counter) + " " + str(dat_cc[0]) + " " + str(dat_cc[1]) + " "+ str(dat_cc[2])+" "
+ str(dat_cc[3]) + " " + str(dat_cc[4]) + " " + str(dat_cc[5]) + "\n" )
g.close()
dat_ce = 1lib_PKA.cambio_coord_sph(ent,epsilon)
j.write( str(counter) + " " + str(dat_ce[0]) + " " + str(dat_ce[1]) + " "+ str(dat_ce[2])+" "
+ str(dat_ce[3]) + " " + str(dat_ce[4]) + " " + str(dat_ce[5]) + "\n" )
j.close()
#entrada_z=[]
#entrada_z.append(ent[2])
simu_total = []
simu_total.append(array(ent))
h = open(nombre_simulacion , "a")
h.write(str(counter)+ " " + str(ent[0]) + " " + str(ent[1]) + " " + str(ent[2]) +
" "+ str(ent[3]) + " " + str(ent[4]) + " " + str(ent[5]) + "\n")
h.close()
dat_rll = lib_PKA.Runge_Lenz_Laplace(ent)
H#t# print "Vector Runge-Lenz-Laplace", dat_rll
l.write(str(counter) + " " + str(dat_rl1[0]) + " " + str(dat_rll[1]) + " "+ str(dat_r11[2]) + "\n")
l.close()
dat_am = lib_PKA.momento_angular (ent)
#print "Vetor momento angular", dat_am
L_vec.write(str(counter) + " " + str(dat_am[0]) + " " + str(dat_am[1]) + " "+ str(dat_am[2]) + "\n")
L_vec.close()
mapeo_rho = []
mapeo_Prho = []
mapeo_rho.append(dat_cc[0])
mapeo_Prho.append (dat_cc[3])
# Definition of the range and t
intervalo = tao/20.0
H#Hit#t print ’Tiempo natural ’, tao
### print ’Base de tiempo ’, intervalo
t = array( [0.0,intervalo] )
# Entrada sobre la que se hace el mapeo
i=2
# Number of roots
m=1
max_raiz_el = 100
#HHHHHHHH AR Start Poincare mapping ##########HHHHHIHERE
# Energy for mapping
max_var_energia = le-8
it print "Variacion de la energia deseada", max_var_energia
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diff E = 0.0

while (diff_E < max_var_energia and m < max_raiz_el ):
# Integrator
salidal=odeint (1ib_PKA.campo_vec,ent,t,args=(epsilon,),rtol=1e-10,atol=1e-12,
mxstep=int (1e6) ,Dfun=1ib_PKA. jab)
# Variables
xini = salidaill[0]
xfin = salidal[1]
# Save the coordinate "z" for the Fourier of transform.
counter += 1
h = open(nombre_simulacion , "a")

#h.write(str(counter)+ " " + str(xfin[2]) + "\n")

h.write(str(counter)+ " " + str(xfin[0]) + " " + str(xfin[1]) + " " + str(xfin[2]) +
"o+ str(xfin[3]) + " " + str(xfin[4]) + " " + str(xfin[5]) + "\n")

h.close()

# entrada_z.append(xfin[2])
simu_total.append(xfin)

1 = open(nombre_vec_lrl , "a"
dat_rll = lib_PKA.Runge_Lenz_Laplace(xfin)

l.write(str(counter) + " " + str(dat_r11[0]) + " " + str(dat_rl11[1]) + " "
+ str(dat_r11[2]) + "\a")
1l.close()

L_vec = open(nombre_vec_L , "a"

dat_am = 1lib_PKA.momento_angular (xfin)

L_vec.write(str(counter) + " " + str(dat_am([0]) + " " + str(dat_am[1]) + " "
+ str(dat_am[2]) + "\n")

L_vec.close()

x_seguir = xfin

#print xfin
# Loop "if" to find the change of sign in the variable
if ( (xini[i])*(xfin[i]) ) < O:
# Revisa los puntos
# print xini, xfin
raiz = lib_PKA.encasilla(xini,xfin,intervalo,i,epsilon)

# Open file "raices" for save the data
f = open(nombre_mapeo_car , "a")

f.write( str(m) + " " + str(raiz[0]) + " " + str(raiz[1]) + " " + str(raiz[2])+
"'+ str(raiz[3]) + " " + str(raiz[4]) + " " + str(raiz[5]) + "\n")
f.close()

# Open file "raicescc" for save the data in coordinate cylindrical

raizcc = 1ib_PKA.cambio_coord_cyl(raiz)

g = open(nombre_mapeo_cyl , "a")

g.write(str(m)+ " " + str(raizcc[0]) + " " + str(raizcc[1]) + " " + str(raizcc[2]) +
" "+ str(raizcc[3]) + " " + str(raizcc[4]) + " " + str(raizcc[5]) + "\n")

g.close()
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mapeo_rho.append(raizcc[0])
mapeo_Prho.append(raizcc[3])

# Open file "raicesce" for save the data in coordinate spherical
raizce = 1lib_PKA.cambio_coord_sph(raiz,epsilon)

j = open(nombre_mapeo_sph , "a")

j.write(str(m)+ " " + str(raizce[0]) + " " + str(raizce[1]) + " " + str(raizce[2])
+ " " + str(raizce[3]) + " " + str(raizcel[4]) + " " + str(raizce[5]) + "\n")
j.close()

ent = x_seguir
m = m+l
# Revisa que los puntos
#print xini,xfin
else:
ent=xfin
#print xini, xfin

E_i = 1ib_PKA.energia(ent,epsilon)
diff_E = abs(E_O0 - E_i)
# Imprime a pantalla para ver como va el mapeo
#print m, E_0, E_i, diff_E
# Terminacion del mapeo.
datos = 1ib_PKA.datos_sim(simu_total)
cuenta_t = array(range(len(datos[0])))
FFT_t_t,FFT_z_t = 1ib_PKA.rfft_f (cuenta_t,datos[2])
k = open(nombre_fft_z , "w")
for i in xrange(len(FFT_z_t)):

k.write(str(FFT_t_t[i]) + " " + str(FFT_z_t[i]) + "\n")
k.close()
iter = len(cuenta_t)
### print "Numero de iteraciones en el tiempo ", iter
it print "Numero de raices ", m
name_file = [nombre_mapeo_car,nombre_mapeo_cyl,nombre_mapeo_sph,nombre_simulacion,

nombre_fft_z,nombre_vec_1lrl,nombre_vec_L]
return array(name_file)
Hit R

C.3. Libreria lib_ PKA.py

#! /usr/bin/env python

# importar librerias

import os

import sys

from numpy import *

from scipy.integrate import *
from pylab import *




C.3. Libreria lib_PKA.py 85

iz s s s
HERHHHHHE S Functions section. #####HH#H##HHH###HHHH
HERHHHHHH R R R R R R

# Definicion de campo vectorial.

def campo_vec(vec,t,epsilon):

r=sqrt( (vec[0]*vec[0]) + (vec[1]x*vec[1]) + (vec[2]*vec[2]) )

res = [vec[3], vec[4], vec[5]/epsilon, -(epsilon*vec[0])/(r*r*r), -(epsilon*vec[1])/(r*r*r),
-(epsilon*vec[2])/(r*r*r)]

return array(res)

HHHHHBHHAH B HBHHAH B HBHHAHBHHAH B HBHH AR B HBH R R B HAH R R B RS

# Definition of Jacobian matrix.

def jab(vec,t,epsilon):

r=sqrt( (vec[0])*x2 + (vec[1])**2 + (vec[2])**2 )
coefl=-(epsilon)/(r*r*r)
coef2=(3.0*epsilon) / (r*r*r*r*r)

renglonl=[0.0 , 0.0 , 0.0 , 1.0 , 0.0 , 0.0]
renglon2=[0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 1.0 , 0.0]
renglon3=[0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 1.0/epsilon]

renglon4d=[coef1+((coef2)*(vec[0]**2)) , ((coef2)*(vec[0]*vec[1])) , ((coef2)*(vec[0]*vec[2])) ,
0.0, 0.0, 0.0]

renglonb=[((coef2)*(vec[0]*vec[1])) , (coefl)+((coef2)*(vec[1]1**2)) , ((coef2)*(vec[1]l*vec[2])) ,
0.0, 0.0, 0.0]

renglon6=[((coef2)*(vec[0]*vec[2])) , ((coef2)*(vec[1l]l*vec[2])) , (coefl)+((coef2)*(vec[2]**2)) ,
0.0 ,0.0 ,0.0]

res=[renglonl,renglon2,renglon3,renglond,renglon5,renglon6]

return array(res)

HHEHEHGHFHHHHEH SRR R G R H SRS H GRS R R

# Routine search for mapping zeros.

def encasilla(vl,v2,intervalo,i,epsilon):
n=0

errordeseado=1e-8

error=abs(v2[i])

if error < errordeseado:
raiz = v2[i]

else:

while error > errordeseado:
intervalo = intervalo/2.0
t=array([0,intervalo])
salida=odeint (campo_vec,vl,t,args=(epsilon,),rtol=1e-10,atol=1e-12,mxstep=int(le6) ,Dfun=jab)
vmed=salidal[1]

if (v1[i])*(vmed[i]) < O:
v2=vmed

else:

vi=vmed

error=abs(v2[i])
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# Marcador de iteraciones

#n=n+1

#print "Iteracion interna n=",n, error

raiz = vmed

# Raiz encontrada

#print "Esta es la raiz :", raiz

return raiz
WIS

# Definition of energy.

def energia(vec,epsilon):

r=sqrt( (vec[0])**2 + (vec[1])**2 + (vec[2])**2 )

kinetic=0.5*%( (vec[3])**2 + (vec[4])**2 + ((vec[5])**2)/epsilon )
potencial=-(epsilon)/r

E=kinetic+potencial

return E

HERHHHHHE R R R R

# Cylindrical Coordinate Change

def cambio_coord_cyl(xyz):

#Spatial coodinates cylindrical

rho_up2 = (xyz[0])*(xyz[0]) + (xyz[1l)*(xyz[1])
rho = sqrt(rho_up2)

if xyz[0] == 0.0 and xyz[1] == 0.0 :

theta = 0.0

if xyz[0] >= 0:

theta = arcsin(xyz[1]/rho)

if xyz[0] < O:

theta = pi - arcsin(xyz[1]/rho)

z=xyz[2]

#Momentum coodinates cylindrical

prho=( (xyz[0]*xyz[3])+(xyz[1]l*xyz[4]) ) / rho
ptheta=(xyz [0]*xyz[4]-xyz [1]*xy=z[31)

pz=xyz[5]

rthetaz=[rho,theta,z,prho,ptheta,pz]

return rthetaz

HERHHHHHH R R R

# Spherical Coordinate Change

def cambio_coord_sph(xyz,epsilon):

#Spatial coodinates spherical

r_up2 = xyz[0]*xyz[0] + xyz[1]l*xyz[1] + xyz[2]*xyz[2]
r = sqrt(r_up2)

rho_up2 = xyz[0]*xyz[0] + xyz[1]*xyz[1]

rho = sqrt(rho_up2)

if xyz[2] > 0.0 :

theta = arctan(sqrt((xyz[0])*(xyz[0]) + (xyz[1])=*(xyz[11))/xyz[0])

elif xyz[2] ==

theta = pi/2.0

else:# xyz[2] < O:

theta = pi + arctan(sqrt((xyz[0])*(xyz[0]) + (xyz[1])*(xyz[1]))/xyz[0])
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if (xyz[0] > 0.0 and xyz[1] > 0.0)
phi = arctan(xyz[1]/xyz[0])

elif (xyz[0] > 0.0 and xyz[1] < 0.0)
phi = 2#pi + arctan(xyz[1]/xyz[0])
elif xyz[0] == 0.0 :

phi = pi*0.5*sing(xyz[1])

else:# xyz[0] < 0.0 :

phi = pi + arctan(xyz[1]/xyz[0])

# Momentum coodinates ### Falta evaluar los momentos #######

r_vec = [xyz[0],xyz[1],xyz[2]]
p_vec = [xyz[3],xyz[4],xyz[5]]
pdotx = dot(p_vec,r_vec)

#

prho = ((pdotx)*(rho_up2*rho_up2 + epsilon*xyz[2]*xyz[2]))/(r_up2) +

((1.0 - epsilon)/

(r*r*xr))*( xyz[2]*xyz[2]* (xyz[3]*xyz[0] + xyz[4]l*xyz[1]) - (xyz[5]*xyz[2]*rho_up2)/(epsilon) )
ptheta = ( ( (xyz[2]*(xyz[3]*xyz[0] + xyz[4]*xyz[1]) )/(rho) - (xyz[5]*rho)/(epsilon) )=*
(epsilon*rho_up2* + xyz[2]*xyz[2]) + (1.0 - epsilon)*rho*xyz[2]*pdotx )*(1/r_up2)

pphi = xyz[4]*xyz[0] - xyz[3]*xyz[1]

rhophitheta=[rho,phi,theta,prho,pphi,pthetal
return rhophitheta
HAFHEHBHHAEHBHHAHHEHBHHAH RS HBH R H RS R AFHEHBHHAH B SRR R H RS H RS

# Angular Momentum

def momento_angular(ent):

vec_r = [ ent[0], ent[1] , ent[2] ]

vec_P = [ ent[3], ent[4] , ent[5] 1]

L=[ (vec_r[1]l*vec_P[2]) - (vec_r[2]*vec_P[1]), (vec_r[2]*vec_P[0]) - (vec_r[0]*vec_P[2]) ,
(vec_r[0]*vec_P[1]) - (vec_r[1]*vec_P[0]) 1]

return array(L)

HHHH R R R R

# Angular Momentum z component

def momento_angular_z(ent):

vec_rho = [ ent[0], ent[1] ]

vec_Prho = [ ent[3], ent[4] 1]

L_z = (vec_rho[0]*vec_Prho[1]) - (vec_rho[1]*vec_Prho[0])
return L_z

B R R R R R R R S R R S R

# Runge_Lenz_Laplace

def Runge_Lenz_Laplace(ent):
vec_r = [ ent[0], ent[1] , ent[2] ]
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vec_P = [ ent[3], ent[4] , ent[5] ]

r = sqrt((ent [0]*x2) + (ent[1]**2) + (ent[2]*%2))

P_up2 = (ent[3]**2) + (ent[4]**2) + (ent[5]*x2)

P_dot_r = (vec_P[0])*(vec_r[0]) + (vec_P[1])*(vec_r[1]) + (vec_P[2])*(vec_r[2])

A = [(P_up2*vec_r[0]) - (P_dot_r*vec_P[0]) - (vec_r[0]/r) , (P_up2*vec_r[1]) - (P_dot_r*vec_P[1]) -
(vec_r[1]/r) , (P_up2*vec_r[2]) - (P_dot_r*vec_P[2]) - (vec_r[2]/r)]

return A

HHHAHHHHAH B HBHHAH R HEHHAH B HAH R HBH R AR RS H B R R RS H R R B HHE

# Transformada de Fourier en omega
def rfft_w(x,fdex):
n = len(fdex)
#print n
delta_x = x[1] - x[0]
omega = linspace(0.0,1.0/delta_x,n/2 + 1)
omega = omegax*pi
#print len(omega)
T_fdex = (np.fft.rfft(fdex) )/n
#print len(T_fdex)
espectro = abs(T_fdex)
return omega,espectro
HAHSHBHHAHHEHBHHAEH B SRR R H RS HAFHEHBHH AR RS HRF R R RS R EF RS H RS HY

# Transformada de Fourier en frecuencia

def rfft_f(x,fdex):
n = len(fdex)
#print n
delta_x = x[1] - x[0]
omega = linspace(0.0,1.0/delta_x,n/2 + 1)
#Tomar en cuenta que omega esta escalado por pi
frec = omega/2
#print len(omega)
T_fdex = (np.fft.rfft(fdex) )/n
#print len(T_fdex)
espectro = abs(T_fdex)
return frec,espectro

B
# Manejo de datos de la simulacion

def datos_sim(datos):
simu_total = matrix(datos)

x_t = []

for i in xrange(len(simu_total)): x_t.append(simu_total[i,0])
x_t = array(x_t)

#

y_t =[]

for i in xrange(len(simu_total)): y_t.append(simu_total[i,1])
y_t = array(y_t)
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#

z_t = []

for i in xrange(len(simu_total)):
z_t = array(z_t)

#

Px_t = []

for i in xrange(len(simu_total)):
Px_t = array(Px_t)

#

Py_t ]

for i in xrange(len(simu_total)):
Py_t = array(Py_t)

#

Pz_t (]

for i in xrange(len(simu_total)):
Pz_t = array(Pz_t)

#

z_t.append(simu_totalli,2])

Px_t.append(simu_totall[i,3])

Py_t.append(simu_totall[i,4])

Pz_t.append(simu_totall[i,5])

return [x_t,y_t,z_t,Px_t,Py_t,Pz_t]

HEHH R

# Funcion para hacer el mapeo

HHH R
# Functions section end.
S S S
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