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Resumen

En esta tesis estudiamos los efectos que causa el desorden en las propiedades termodindmicas de un
gas ideal de bosones confinado dentro de una caja semi-infinita, la cual es infinita en las direcciones
x, y y finita de longitud L, = (M + 1)a en la direccién z. La caja estd dividada por M planos
sin grosor cuyas separaciones e permeabilidades pueden ser todas iguales o diferentes. Con el fin de
analizar los efectos del desorden en la posicién e permeabilidad de los planos, estudiamos tres tipos

de desorden:

1. Composicional. Para un sistema de M barreras de potencial, donde variamos la permeabilidad
de las barreras de potencial de manera aleatoria y dejando fijas las posiciones de las barreras de

potencial.

2. Estructural. Para un sistema de M barreras de potencial, donde variamos la posicién de las
barreras de potencial de manera aleatoria en una cantidad pequena e de su respectiva posicién

ordenada y dejando fija la permeabilidad de las barreras de potencial.

3. Vacancias. Donde eliminamos algunas barreras de potencial, anulando la permeabilidad de algu-
nas barreras de potencial, simulando vacancias en una red. Estas vacancias son implementadas de
manera simétrica o aleatoria, para M barreras de potencial de permeabilidad fija y posicién entre

barreras de potencial fija.

Para obtener las propiedades termodindmicas, se considerd en las direcciones = y y el espectro de
energias de una particula libre y se calculé el espectro de energias de una particula dentro de una
caja unidimensional con M barreras de potencial, que pueden presentar cualquiera de los tres tipos
de desorden mencionados. Para calcular el espectro de energias de un sistema elegido, se asoci6 a
cada una de las barreras de potencial una matriz transferencia, haciendo el producto de todas las

matrices de transferencia y aplicando las condiciones de frontera, se obtiene la ecuacién de disper-



sién de tal sistema. Debido a que resulta complicado manipular sistemas con un niimero mayor a
tres barreras de potencial, se desarrollé un programa en el lenguaje computacional “C” que resuelve
la relacién de dispersion y obtiene el espectro de energia total que se introduce en la expresién del

gran potencial y de alli calcular las propiedades termodinamicas.

Se calculé el calor especifico Cy /Nkp a volumen constante como funcién de la temperatura T'/Tp,
para estudiar si se presenta alguna transicion de fase al implementar desorden a un sistema ordena-
do, ya que como sabemos la condensacién Bose-Einstein (CBE) en tres dimensiones presenta una
discontinuidad en su derivada a la temperatura critica Ty y en dos dimensiones no ocurre. Ademés

nos ayudamos del espectro de energia para analizar el comportamiento del calor especifico.

Observamos que el calor especifico muestra variaciones con el desorden composicional y estructural,
pero al promediar diferentes tiradas aleatorias, el efecto del desorden se cancela. Al simular vacan-
cias, notamos que se modifica la posicién del maximo en el calor especifico y eleva la temperatura
del maximo comparado con sistemas ordenados. Conforme aumentamos el nimero de vacancias, el
maximo también aumenta pero hasta determinado valor del orden del 20 por ciento. Si aumentamos
el tamano del sistema, los efectos son mas notorios, ya que los méximos se agudizan observando

que hay una tendencia a una fase condensada.



Capitulo 1

Introduccion

En la ciencia moderna, la fisica del estado sélido forma la base teérica de la ciencia de los mate-
riales, su marco teérico estd basado principalmente en la formulacién de la Ec. de Schriodinger de
la mecédnica cuantica no relativista y juega un papel muy importante debido a las contribuciones
que aportan en la vida cotidiana, permitiéndonos crear nuevos materiales con diversas propiedades:
eléctricas, magnéticas, térmicas, 6pticas o mecanicas. Su desarrollo es indispensable en muchos
campos como en las aplicaciones tecnolégicas, las nano-estructuras [1]-[6], la condensacién Bose-
Einstein (CBE) [7]-[11] en potenciales Gpticos periédicos [12] que es el estado de agregacién de la
materia para ciertos materiales a muy bajas temperaturas. Dicho fenémeno no tiene analogo clasico
y ocurre en particulas bosénicas que cumplen que cualquier nimero de ellas pueden estar en un
mismo nivel de energia [13, 14], por lo que a muy bajas temperaturas una cantidad macroscépica

de las particulas se condensa en el mismo estado cudntico de minima energfa [15].

Este fenémeno llamado asi por la colaboracion entre Nath Bose y Albert Einstein hacia el ano de
1924 en el articulo sobre fotones y sus propiedades estadisticas [16] y predicho en 1925 por Al-
bert Einstein, tiene una relacién con otros dos fenémenos, que aparentemente no la hay, pero que
s{ muestran similitud con la CBE son: la superconductividad a alta temperatura critica T, [17] que

a pesar de que es propicia para particulas fermidnicas, estas pueden relacionarse si se consideran



las interacciones entre fermiones para formar bosones compuestos que pueden condensarse y la su-
perfluidez en peliculas delgadas de (*He) [18] que es considerada como una representacién de un

CBE.

Los sélidos pueden clasificarse en amorfos, donde las particulas que conforman el sélido carecen
de una estructura ordenada, los cristalinos, cuyos atomos estan dispuestos de manera regular y
ordenada formando redes periédicas y los cuasi-cristalinos con forma estructural ordenada pero no
periédica. Estos tipos de sélidos, pueden modelarse por un potencial confinante y las propiedades
de los fenémenos mencionados dependen del tipo de potencial, aunado a que los grandes avances
de la nano ciencia permiten poder confinar por medio de experimentos particulas en sistemas tan
pequenos como los puntos cuénticos [5] que son empleados para disenar dispositivos electrénicos u

Gpticos [4]-[6].

Un amplio desarrollo en la investigacién tedrica y experimental se centra en los potenciales cuasi-
periddicos unidimensionales [19], debido a su caracteristica de estar ordenados en un punto inter-
medio entre periodicidad y desorden. Este tipo de desorden es llamado Harper [20] o modelo de

Aubry-André [21] y es descrito por el siguiente hamiltoniano

H=-J Z(C;_HC]‘ +cicjr1) +A Zcos(Zﬂ'ﬁj + ¢)le;l%, (1.1)
J J

que a determinados valores irracionales de [ [22, 23] presenta una transicién de fase de metal-
aislante para extender a estados localizados exponencialmente, al igual que la localizacién de ondas
en medios desordenados originalmente predicho por Anderson [24] en el contexto del transporte de
electrones en cristales [25] llamado localizacién de Anderson. Este tipo de hamiltoniano se puede
hacer con atomos ultra frios en redes 6pticas, dando la pauta al estudio de las propiedades de
localizacion en sistemas cuasi-periédicos. La primera observacién experimental de la localizacién
de Anderson en potenciales cuasi-periddicos [26], fue realizada mediante el uso de un condensado

de Bose-Einstein no-interactuante dentro de un potencial bicroméatico obtenido mediante la super-



posicién de dos redes 6pticas unidimensionales con diferentes longitudes de onda, dando camino a
estudiar distintas propiedades como el efecto del tamano finito por la presencia de un confinamien-
to particular o introducir desorden de manera aleatoria, considerando que emplear potenciales

biocromaéticos son una buena herramienta al aplicar cuasi-desorden en dtomos ultra frios.

Gran parte de la investigacién se desarrolla en los cristales, debido a que la forma periddica en
que estan distribuidos los atomos nos permite desarrollar un modelo matemético mas sencillo que
los describa. Por ejemplo el teorema de Bloch [12] es un modelo que caracteriza a las funciones de
onda de los electrones en un potencial periédico. Este potencial puede ser el de Kronig-Penney [27],
donde la particula se mueve por una cadena lineal infinita de potenciales rectangulares equidistantes
entre ellos. Si se considera el limite de la barrera de potencial haciéndola infinitamente angosta e
infinitamente alta se obtienen potenciales delta cuya intensidad es el producto entre el ancho y el

alto de las barreras.

En esta tesis estudiamos un gas ideal de bosones sin interaccién dentro de una estructura mult-
icapas semi-infinita. Las direcciones L, y L, son infinitas y la direccién L, es finita de longitud
L, = (M + 1)a, con M el nimero de planos (capas) y a la separacién entre ellos. Los planos
perpendiculares a la direccién z, son generados con M potenciales delta cuyas intensidades estan
directamente relacionadas con las permeabilidades de los planos. Para analizar el efecto de variar la
posicion y la permeabilidad de los planos se introduce desorden, que se puede configurar de distintas
formas como: desorden composicional donde se varfa la permeabilidad de los planos (intensidad del
potencial delta), pero dejando fija la posicién entre cada uno de ellos, desorden estructural donde
se varia la distancia entre los planos por una pequena cantidad de su respectiva posicién ordenada
y dejando fija la permeabilidad; vacancias que consiste en omitir alguno de los planos, anulando
la permeabilidad de alguno de estos, dejando a todos los demas con la misma permeabilidad y

separacion entre ellos. Las vacancias pueden ser de manera simétrica o aleatoria.

Comparamos dichos sistemas con las curvas del calor especifico Cy versus la temperatura Ty
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observamos que introducir desorden, en particular vacancias en una red periddica, propicia la con-

densacion de Bose-Einstein.

En el capitulo dos, se estudia un sistema de bosones en estructuras periddicas, iniciando por el
hamiltoniano general para N particulas con interaccién reducido a un hamiltoniano sin interaccién.
Se demuestra el teorema de Bloch que es un resultado fundamental para el estudio de estructuras
periodicas. Posteriormente se calcula la relacién de dispersién de un sistema de barreras de poten-
cial tipo Kronig-Penney. Finalmente se considera el caso limite en que el ancho de las barreras de
potencial tienden a cero y el alto de las barreras de potencial tienden a infinito, obteniendo que
las barreras de potencial se convierten en deltas de Dirac con una determinada intensidad. Este
potencial simula a cada elemento del sélido con un alcance puntual donde también se calcula la

relacion de dispersién por el método de la matriz de transferencia para M planos.

En el capitulo tres estudiamos tres tipos de desorden: estructural, composicional y vacancias. En-
contrando una expresiéon mas general de la relacién de dispersion para M barreras de potencial
distribuidas desordenadamente, esto es que pueden variar tanto la intensidad como la posicién o
simular vacancias; con esta generalizacion se derivara una matriz de transferencia total, que proviene
de resolver para cada una de las barreras de potencial delta de Dirac, con su respectiva posicién e

intensidad y multiplicar cada una de estas matrices de transferencia.

En el capitulo cuatro describimos de manera breve las generalidades de un gas ideal de bosones en
tres dimensiones obteniendo las expresiones para el niimero de particulas IV, la energia interna U y
el calor especifico Cy, calculando la temperatura a la que ocurre la Condensacién Bose-Einstein en
tres dimensiones y probando la imposibilidad de la transicién en dos dimensiones. En la siguiente
secciéon del capitulo calcularemos andlogamente el nimero de particulas IV, la energia interna U, el
calor especifico Cy, la entropia S, la ecuacién de estado y la fugacidad z partiendo de la expresién

de nimero total de particulas dividida entre el volumen para nuestro sistema.

11



Una vez obtenidas las expresiones para la relacién de dispersion y el calor especifico, se elaboré un
algoritmo en el lenguaje de computo “C”, que desarrolla los célculos numeéricos, iniciando por el
producto de cada una de las matrices de transferencia de cada configuracién del sistema que se
requiera, encontrando la matriz de transferencia total, para después hallar el espectro de energia,

la fugacidad z y el calor especifico Cly .

En la parte final del capitulo reportamos los resultados obtenidos al graficar el calor especifico
versus la temperatura con sus respectivos espectros de energia para los tres tipos de desorden:

composicional, estructural y vacancias.

En el capitulo cinco concluimos que al introducir desorden composicional y estructural, existen
variaciones en el calor especifico, pero al promediar distintas tiradas aleatorias los efectos del des-
orden se cancelan. Cuando se simulan vacancias, se modifica la posicién del méximo en el calor
especifico y eleva la temperatura del maximo comparado con sistemas ordenados. Al aumentar el
nimero de vacancias el maximo aumenta pero sélo hasta determinado valor del orden del 20 por
ciento. Cuando aumentamos el nimero de barreras en el sistema los efectos que causan las vacan-
cias son mas notorios ya que los maximos se hacen més pronunciados, observando que existe una
tendencia a la condensacién de Bose-Einstein. Para entender el comportamiento del méaximo en el
calor especifico, nos ayudamos del espectro de energias, observando que el nimero de vacancias
es proporcional al nimero de niveles de energia que disminuyen en su valor y el nivel de minima

energia contribuye en el maximo del calor especifico.

12



Capitulo 2

Sistemas de bosones en estructuras

periodicas

2.1. El hamiltoniano general para N particulas

El hamiltoniano para N bosones es
7 — [ ar | —it (i v A + LG (Aot (P (R (7
H = [ dif| = !(7) 5 V() + V() (F))(F) + - 9T [y ()b (7)) (2.1)

donde wAT(F) y 1/3(7") son los operadores de campo bosénico[28], V' el potencial externo y Uy la inter-

accion de contacto entre bosones.

Las fluctuaciones cuénticas sobre el estado en el que todos los dtomos se condensan en un sélo

estado cudntico es de la siguiente forma

() = $(F) + 09 (7). (2.2)

Consideremos un gas uniforme de bosones interactuando, contenido en una caja de volumen V.

13



Expresamos los operadores de campo de creacién y aniquilacién de la Ec. (2.1) en términos de los

operadores que crean y destruyen particulas en el estado de momento por la transformacién

1

72)(7:) = Vl/g Zeipf/hdp (23)
P
vi/2 ip.#/h
= W/dpep / Qp, (24)

donde V es el volumen. La transformacion inversa es

R 1 —ip.7/h,)
ap = W /dre p- /hw('f'_‘) (25)
entonces el hamiltoniano (2.1) se convierte en
= 04t A Uo P AN N 2.6
= Z €plplp + 2 Uptqlp —qOp dp, (2.6)
P p,p’,q

donde eg = p?/2m. Aqui los operadores ap y dL que destruyen y crean bosones en el estado con

momento p satisfacen las relaciones usuales de conmutacion de Bose

lap, al] = Oppr,  [ap, ap] = [af,, a1, ] = 0. (2.7)

Asumimos que en el sistema con interacciones, el menor estado de energia para una sola particula
tiene una ocupacién macroscépica, es decir, No/N (donde Ny son las particulas que se encuentran
en el estado base) tiende a un valor distinto de cero en el limite termodindmico, i.e., cuando N y
V tienden a infinito, de tal manera que la densidad del sistema N/V se mantiene constante. En el

sistema no perturbado tenemos

ab|No) = V/No + 1[N+ 1)y do|No) = v/No|No), (2.8)

y en el hamiltoniano, por lo tanto, remplazamos ag y dg por v/ Ny, como propuso Bogoliubov por

14



primera vez [29]. Esto es equivalente a usar la Ec. (2.2) con la funcién de onda para el estado
condensado dado por 1 = /Nydo, donde ¢y = V~1/2, es la funcién de onda para el estado con

momento cero.

Dentro de la aproximacién de Bogoliubov, se supone que 51&(77) es pequena y conserva en las inter-
acciones todos los términos que tienen (al menos) dos potencias de () o ¥* (). Esto es equivalente
a incluir términos que no son mds que cuadrédticos en 51/;(7_") y (WT(F), que se encuentra en ap y d}:

para p # 0. Uno encuentra

N2U,

==y

T noU T .
+ D> (@ +nolp)ahap + —o— > (ahal, +api_p), (2.9)
p(p#0) p(p#0)

donde ng = Ny/V es la densidad de las particulas en el estado con momento cero.

La tarea ahora es encontrar los valores propios del hamiltoniano (2.9). El hamiltoniano original,
conserva el nimero de particulas, y por lo tanto queremos encontrar los valores propios del nuevo
hamiltoniano para un ntumero promedio fijo de particulas. El operador para el nimero total de

particulas esta dado por

N =>"dfap, (2.10)
P

que, considerando los estados con momento nulo como niimeros nos da

N=No+ > alép. (2.11)
p(p#0)

Expresado en términos del nimero total de particulas, el hamiltoniano (2.9) se puede escribir

N N2UO 0 L o o
H= B, + Z [(6p+n0Uo)aLap+ (al,a_ +apa_p)|, (2.12)

p(p#0)

donde, en el primer término, hemos remplazado a N por su valor esperado. Esto es posible porque

15



las fluctuaciones en el nimero de particulas son pequenas. Dado que se consideran poco diferentes
las particulas del estado con todas las particulas que se encuentran en el estado condensado, no hay
ninguna diferencia entre considerar la densidad total o la densidad del estado condensado, en los

términos que aparecen en la suma.

La energia eg—i—no Up, no depende de la direccién de p, y por lo tanto podemos escribir al hamiltoniano

(2.12) en la forma simétrica

. N2U, 4 U it .
H= 5 + Z [(eg + nOUO)(aLap + aT_pa_p) + noUp( LaT_p +apa_p)|, (2.13)
p(p#0)
donde la primera suma indica que se debe de tomar sélo sobre una mitad del espacio de momentos,

ya que los términos correspondientes a p y —p debe ser contado una sola vez.

La estructura del hamiltoniano es ahora simple, ya que consiste en una suma de términos indepen-

dientes de la forma

eo(afa + bTh) + €1 (aTbT + ba). (2.14)

Aqui € y € son nimeros. Los operadores a' y @ crean y aniquilan bosones en el estado con mo-

mento p, v, bt y b son los operadores correspondientes para el estado con momento —p.

Los valores propios y los estados propios de este hamiltoniano pueden ser obtenidos mediante la
realizacién de una transformacion canoénica, como lo hizo Bogoliubov en el contexto de helio liqui-
do [29]. Este método ha demostrado ser muy fructifero, y se utiliza ampliamente en la teoria de
superconductividad y magnetismo, asi como en otros campos. La idea bésica es la introduccién de
un nuevo conjunto de operadores & y B, de tal manera que el hamiltoniano tiene sélo términos

proporcionales a &fé y BT B
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Los operadores de creacién y aniquilacion para bosones obedecen las relaciones de conmutacion

[a,a] = b, =1 y [a,b7]=[ba']=0. (2.15)

Introduciendo nuevos operadores & y 8 por la transformacién

& =ua+vb", B =ub+val, (2.16)

donde u y v son coeficientes por determinar. Es necesario que también estos operadores cumplan

las reglas de conmutacién de Bose,

[@.a"]=18,6=1 y [ap7]=[8aT]=0. (2.17)

Dado que la fase de u y v es arbitraria, podemos tomar u y v como reales. Introduciendo la Ec.

(2.16) en la Ec. (2.17) y usando los operadores (2.15), se puede ver que u y v satisfacen la condicién

u? —v? =1, (2.18)

La transformacién inversa correspondiente a la Ec. (2.16) es
a = ud —vpT, lA)zuB—vo?T. (2.19)
Ahora sustituyendo la Ec. (2.19) en la Ec. (2.14), obtenemos

H = 20%¢ — 2uve; + [eo(u? +v?) — 2uvel](afa + 5T 5) (2.20)

+  [er(u? 4 v?) — 2uveg) (a3 + BTat). (2.21)

El término proporcional a 073 + BTdT se puede eliminar al elegir v y v de manera que el coeficiente
es cero

e1(u? +v?) — 2uvep = 0. (2.22)
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El signo de u es arbitrario y si adoptamos la convencién de que es positivo, la condicién de normal-

izacién (2.18) se satisface con la siguiente parametrizacién de v y v

u = cosht,v = sinht,

que a su vez implica que la condicién (2.22) puede ser escrita como

€1(cosh? t + sinh® t) — 2¢q sinh ¢ cosht = 0

tanh 2t = 6—1.
€0

Para este resultado encontramos

donde

— 2 2
€= €y — €7.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Es necesario elegir la rama positiva de la raiz cuadrada, pues de otro modo u y v serian imaginarios,

contrario a la hipétesis inicial. Resolviendo para u? + v? y 2uv en términos de la razén €1 /ey y la

insercién de las expresiones en la Ec. (2.21), da como resultado

H=e(ata+ 518) + e — e.

(2.28)

La energia del estado minimo es € — €p, que es negativo, y los estados excitados corresponden a la

adicién de dos tipos independientes de bosones con energfa e, creados por los operadores &f y BT.

Para que € sea real, la magnitud de €y debe superar la de €. Si |e1] > |€g], la energia de excitacién
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es imaginaria y corresponde a una inestabilidad del sistema.

El hamiltoniano de la Ec. (2.1) se redujo al nuevo hamiltoniano de la Ec. (2.28), escrito en términos

del conjunto de operadores & y B que permiten se pueda resolver de manera analitica.

2.2. Estructuras periodicas

Un potencial periddico tiene la forma V(r) = V(r + a), que impone una restriccién en la funcién
de onda (), de tal manera que se define un operador T tal que cambia ¥ (x) por una distancia a,

la funcién de onda resultante ¢ (z + a) es un multiplo de ¢ (z) y entonces podemos escribirlo como

Ty(x) = tp(x) = P(z + a), (2.29)

donde t es una unidad de magnitud constante.

Aplicando el operador de traslacién n veces obtenemos

T™)(z) = t"p(z) = P(x + na). (2.30)

Si imponemos condiciones de frontera periddica en un punto de la red unidimensional, para un
arreglo de N &tomos, tal que y(z) = y(xz + Na), dichas condiciones a la frontera son llamadas

condiciones de frontera de Born-von Karmen, tenemos

V() = N (@) = Y(z + Na) = b(a), (2.31)

cuando ¢V = 1 encontramos que ¢ es una de las N raices de la unidad, o que

t=e>™N 1=0,1,2,..,N—1 (2.32)

el
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definiendo a k por k = 2l7/Na, t se convierte en ¢ = ¢’** y podemos escribir

U(z +a) = e* ().

Ahora, toda funcién ¢ (z) que satisface esta ecuacién se puede escribir en la forma

considerando que u(z) es una funcién con periodo a, tal que, u(z 4+ a) = u(x).

Para corroborar que esto es cierto, escribimos

V(x +a) = u(z + a)e*@TD = ek (p 4 q)eth”
— eikau(x)eik:p

€ikaw(ﬂf)

que es igual a la Ec. (2.33).

(2.33)

(2.34)

(2.35)
(2.36)

(2.37)

La Ec. (2.34) es un resultado fundamental para la fisica del estado sélido y es conocida como el

teorema de Bloch que nos dice que toda funcién de onda para un potencial periddico de periodo a

debe tener necesariamente esta forma [30].

Los atomos que forman una red, pueden ser representados por barreras de potencial peridédicos. Un

ejemplo, es el potencial de Kronig-Penney [27]-[30], que estd representado por barreras de poten-

cial de ancho b y de altura V), separadas por pozos de ancho a en donde el potencial vale cero y

el periodo del potencial es a + b. Este modelo nos permite estudiar las caracteristicas esenciales

del comportamiento de bosones dentro de estructuras periddicas unidimensionales. Dicho modelo

sera explicado en la siguiente seccion.
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2.3. Sistemas finitos con potenciales periédicos

Dado que es de nuestro interés estudiar el comportamiento en sistemas periddicos ordenados o
desordenados, descartando la interaccién entre particulas (en nuestro caso bosones), con el fin de
analizar los efectos que causa el potencial de confinamiento, como los cristales, donde justamente la
estructura periédica de los atomos que forman el sélido proporcionan un potencial para la particula

31].

Es por ello que en las siguientes subsecciones, estudiaremos a detalle dos tipos de barreras de po-
tencial, primero el potencial de Kronig-Penney para el caso infinito que satisface el teorema de
Bloch y segundo, el potencial delta de Dirac, el cual se resuelve empleando el método de la matriz
de transferencia, obteniendo para cada uno de ellos su respectiva relacién de dispersién que nos

proporciona las energias que pueden tener las particulas en determinado niimero de onda k.

2.3.1. Potencial de Kronig Penney

El potencial de Kronig-Penney [27]-[30], representado por barreras de potencial de ancho b y de
altura 1}, separadas por pozos de ancho a en donde el potencial es cero, de tal manera que el
periodo del potencial es a 4+ b, como se muestra en la Fig. 2.1, se puede escribir de la siguiente

manera

Viz)=W Z Oz — (a+ (n—1)(a+b))]O[—2 + n(a +b)], (2.38)

n=—oo
con O la funcién de Heaviside y V) que corresponde a la altura de la barrera de potencial en la

region —b < z < 0 o cero en la region 0 < z < a.
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Figura 2.1: Potencial de Kronig-Penney periddico.

La funcién de onda 1 (z) para un bosén sujeto al potencial de Kronig-Penney, satisface la siguiente

Ec. de Schrodinger

di;i(;) +a®P(z) = 0 si 0<z<a, (2.39)
2
%(;) —B%(z) = 0 si —b<z<O0 (2.40)

con las siguientes constantes definidas, donde la energia de los bosones estd dada por € y puede ser

mayor o menor que Vy

2me

o = Rt (2.41)
2m

g = ?(Vo—s). (2.42)
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Para resolver este sistema de ecuaciones, el teorema de Bloch es de suma importancia porque
facilita determinar soluciones de potenciales periédicos; en este caso la funcién de onda ¥(z) es de

la siguiente manera

B(2) = e u(z), (2.43)

con k el nimero de onda y uy una funcién con el mismo periodo del potencial. Si sustituimos a 1(z)

en las Ecs. (2.39) y (2.40), obtenemos el siguiente sistema de Ecs. diferenciales de segundo orden
en términos de wuy

u’ + 2k’ + (@ —kEHu=0 0<z<a (2.44)

u” + 2iku’ — (B2 + kHu =0 ~b<z<0, (2.45)

proponiendo soluciones de la forma u = e 7% y u = €7* respectivamente, se obtienen por solucién

general

u = Ael@ Rz Bemilath)z 0<z<a (2.46)

ug = CelP=h)z | pe=(Atik)z -b<2z<0, (2.47)

donde las constantes A,B,C' y D son determinadas por las condiciones a la frontera en el intervalo

[a,b] y deben cumplir la continuidad en la funcién y su derivada.

Las condiciones a la frontera mencionadas son las siguientes:

I) Para z =0

’

$1(0) =12(0) y  P1(0) = 1 (0). (2.48)

IT) Para el periodo a + b
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ui(a) = uz(=b) y  ui(a) = up(—b). (2.49)

De este modo, al aplicar las condiciones a la frontera, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

lineal homogéneo

A+B = C+D
icA —iaB = pBC—pD

Aei@=Ra | pe—ilath)b o= (B=ik)b | pe(B+ik)b

i(a —k)Ae' @R _j(q 4+ k)Be~(@tha  — (3 —ik)Ce™ PR _ (B 4 jk)De PR

que tiene por solucién distinta a la trivial si su determinante es cero

1 1 -1 -1
xel —ia -6 8
| | | | —0.  (250)
ez(afkr)a efz(oz+k)a 767(ﬂ77,k)b 76(B+zk)b

i(a—k)etle=Re  _j(q + ke~ (@thle (g —ik)e=(B=ib (B 4 jk)elB+ik)b

Resolviendo el determinante obtenemos la relacién de dispersion que nos dice la energia que tiene

una particula a determinada k

62 _ a2
2a3

senh(3b) sen(aa) + cosh(Bb) cos(aa) = cos[(a + b)k]. (2.51)
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Para determinar la energia de las particulas, se tienen los casos cuando € < Vj o € > V), en cada
caso cambia ligeramente la relacion de dispersion. Aqui sélo mostraremos el caso cuando € < Vj sin

ningin particular.

Consideramos el limite cuando el ancho de la barrera b es muy proxima a cero y la altura de la
barrera Vj infinita, de tal manera que la intensidad de la barrera de potencial estd determinada por

el producto entre bV = cte, de la siguiente manera.

. senh(pb)
e (2.52)
lim cosh(gb) = 1 (2.53)
b—0
y
2mVpba
. 2 2 _ 0 _
%1_1)16([3 a)ab 2 P. (2.54)

Obteniendo entonces una nueva expresion para la relacion de dispersién de un potencial de Kroning-

Penney con una delta por celda unitaria

% sen(aa) + cos(aa) = cos(ka). (2.55)

Esta ecuacién no tiene solucién analitica para € en funcién de k. Como podemos observar el lado
izquierdo de la ecuacién contiene términos implicitos de la energia y el lado derecho toma valores
entre -1 y 1 de tal manera que al graficar la energia versus aa (ver Fig. 2.2), observamos que el
espectro de energia esta conformado por bandas de energias permitidas y regiones prohibidas. El
ancho de estas bandas aumenta conforme «a crece o disminuye si la intensidad de la barrera P
crece, de tal manera que si P — oo la ecuacién anterior tiene solucién si el sen(aa) = 0 y esto

sélo ocurre cuando aa = nmw, por consiguiente estas bandas se convierten en niveles de energia
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correspondientes a los de una particula confinada en un pozo de potencial de ancho a y paredes

infinitas, estos niveles de energia toman los siguientes valores

m2h?n?

W, n = 1,2,37... (256)

En =

Figura 2.2: Gréfica de la funcién f(P,aa) = £ sen(aa)+cos(aa) vs aa, para P = 3w /2. Los valores
permitidos de la energia £ estan dados por los intervalos de o = (2ms/h2)1/2, para los cuales la
funcién se encuentra entre -1 y 1.

2.3.2. Potenciales delta de Dirac

La fisica experimental en los tltimos afios ha tenido un gran auge, por ejemplo, la nanociencia donde

se estudian sistemas de pocos nanémetros como los fulerenos o los nanotubos, las trampas atémicas,
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la superconductividad de alta temperatura critica, las redes 6pticas. Considerando el importante
avance de la nanociencia, en esta tesis se estudiaran sistema finitos, en particular, nos proponemos
estudiar un sistema de N bosones confinados en un nimero finito de potenciales, de tal manera que
el procedimiento presentado este capitulo es una generalizacién para M potenciales delta de Dirac

en sistemas ordenados, obteniendo la relacién de dispersién y su espectro de energia.

En la direccién z las particulas se encuentran confinadas por una caja de potencial impenetrable
de longitud L, = (M + 1)a, donde las barreras de potencial delta de Dirac estdn denotadas por M

v a es la distancia entre cada una de las barreras de potencial.

Por otra parte la Ec. de Schrédinger independiente del tiempo, es de la siguiente manera.

()
2m  dz?

+V(2)¥(z) = Ey(z), (2.57)

con el potencial

M
Vi(z) = Z AS(z — ia), (2.58)

donde A corresponde a la intensidad y la funcién de onda que es solucién a la Ec. de Schrédinger,

estd dada por
Vj(2) = Aje"* + Bje "z 1 <2<z, j=1,...,.M+1. (2.59)

De manera convencional, imponemos la condicién de continuidad en ;(z) para cada una de las

barreras de potencial de la siguiente manera

Yi(a) = Pa(a);  P2(2a) = ¥3(2a);---  ¥j-1(qa) = ¥;(qa), (2.60)
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debido a la singularidad de la delta, la derivada de la funcién de onda 1//(2)|Z:qa es discontinua,
teniendo que integrar la ecuacién de Schrodinger entre el intervalo ga—e < z < ga+e¢ de la siguiente

forma

/ o { I 0 | vz - Buy(2)] dz =0, (2.61)

e 2m  dz?

En el limite cuando € — 0 se tiene por un lado que

qa+e
/ Ev;(z)dz =0
q

a—¢e

y por otro

ﬁ2 qa+te d2 . qa+te hz
— s [0z = g (W2 (00) — v aa) + Ny aa). (262)
qa—¢ qga—e

Sustituyendo (2.59) en (2.62) para cada uno de los potenciales delta de Dirac, se obtienen 2(M+ 1)
ecuaciones, de las cuales 2M proviene de la continuidad de la funcién de onda y la discontinuidad

de sus derivadas en las posiciones de las deltas. Explicitamente éstas son

AJelOtZJ + B]e—lOéZJ — A]+lel(XZJ + Bj+le—l(XZJ ,
. 2mA; i [ 2mA; s i
Ajet?s <iah2j + 1)+ Bje "% 7@'(17@; —1) = A1 + Bje7 "%,
que podemos escribir como
iz mA; mA; v
Ajp1e'% _ oz T 1 ok Ajetzi (2.63)
Ciess | A, A, P ’
Bj+18 iz _ ;Zh; _ :Zh_; +1 Bje iz

Dado que los vectores columna en la Ec. (2.63) pueden reescribirse como el producto de la matriz
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diagonal con elementos e'*?i, e **%, podemos escribir explicitamente la siguiente ecuacion
b) )

Aiq A
ler | (2.64)
B B
con la definicién
P, = E;'ME;, (2.65)
mA; mA;
. J + 1 _ J
iah? iah?
Mj = A A s (266)
- iahé - iah; +1
eiazj 0
0 ez

teniendo en cuenta k < j < M.

Las dos ecuaciones restantes para tener solucion tnica, provienen de las condiciones de frontera en

z=0y z= L, dados por:

A +B, = 0, (2.68)

Apre ™t + Bye @l = 0. (2.69)

Podemos relacionar los coeficientes de la region 1 con los de la region M + 1 a través de la matriz

de transferencia, de la siguiente manera

A A
M e | T (2.70)

Bt By
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dado que consideramos el caso cuando z; = aj, con (M + 1)a = L, tenemos que

PuPp—1--Pr = EyMEMEy MEp_q---Ef'ME;

(B MBS )™ T MEN T )Y - MEs

= [EMIME; - ME,
= [EM] [ME, ™

=[BT

Asimismo, al definir M = ME, se puede evaluar M™ como sigue; dado que la matriz de transferencia

M es de la forma [32]

_ voow
M = , (2.71)
w*  v*
con w = %e‘ma you= [1 + ;%\2] e’ sélo dos elementos son independientes, y la conservacién
del flujo de corriente requiere que el detM = [v|> — |w|?> = 1 [32], el cual nos deja sélo con un

pardametro independiente. Notese que M se puede reescribir como

M- Re(v) + iIm(v) w (2.72)
w* Re(v) — ilm(v)
10 iIm(v) w
= Re(v) + , (2.73)
0 1 w* —iIm(v)

donde Re(v) = 3(v + v*) = $Tr(M) puede ser tomado como el pardmetro independiente.

Denotemos por G a la segunda matriz de la expresién anterior,
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M = Re(v) + G, (2.74)

que

) ) 10
G* = —[1-Re*(v)] (2.75)
0 1
y podemos redefinir a G escribiéndola como
Im(v) — w .
G = Vi-Re’w) VieRe'w | o i g (2.76)
— - Im(v; 1 —Re?(v)
V1-Re?(v) V1-Re?(v)
con estas consideraciones y la Ec. (2.74), tenemos que
M = Re()I+G (2.77)

Re(v) I+ ie(v)G,

7

)

ademds de la Ec. (2.75) se obtiene que

—G2

1= 1-Re’(v) 6", =)

esta tltima propiedad de G’ y recordando que la exponencial de una matriz se puede definir a través

de una serie de potencias de la siguiente manera
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n!

M = i p)" grm (2.79)
0

)" )"
- ( 5') I+ %G’. (2.80)
n par n impar ’

Se puede escribir la Ec. (2.78) equivalentemente, como

M = cospl+isenpG/, (2.81)

donde cosp = $Tr(M).

Finalmente escribimos a M como la exponencial de una matriz, de siguiente manera

M = % (2.82)
y entonces evaluar las potencias de M inmediatamente, pues

MY = ¢MPE (2.83)

Escribiendo MM = cos(Mp)I+isen(Mp)G’ tenemos que las ecuaciones (2.70) pueden ser reescritas

como

Ams1 M Ay
— EMpM
B By
M A
= E7™ [cos(Mp)I + isen(Mp)G']
By
Ay

= [cos(Mp) E;M + isen(Mp) E; MG] ,
By
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dado que G’ = (M — cos pI)/isen p obtenemos

Am+1 _ { {cos(./\/lp) _ sen(Mp) cos p| E7M + sen(Mp) ]EIMM} Ay
Briss sen p sen p B
que puede ser escrita como
Amir _ P Ay
B4 By

donde las cuatro entradas de la matriz P estan dadas por

P, =P, = e "M cos(Mp) — sen(Mp) cos p+ Ln(Mp)v

sen p sen p
. sen(M
Py =P3 = eﬂo‘MaMw.
sen p

De este modo hemos reducido nuestro sistema de 2M ecuaciones a sélo 2 con cuatro incégnitas. Asi,

junto con las dos ecuaciones que satisfacen los coeficientes A1, B1, Ap1 y Baqs1 en las fronteras,

tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

1 1 0 0 A
Pi1 Py -1 0 B
ol =o (2.84)
Py Poo 0 -1 AM+1
0 0 eiaL e—iaL BM+1

La condicién de solubilidad del sistema de ecuaciones se determina haciendo que el determinante

de la matriz de 4 x 4 en la Ec. (2.84) se anule, explicitamente

BZQLP12 + efzaLPikl _ eu)zL]_:)ll _ efzc»le:y{2 =0
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%(eiaLPm) _ %(eiaLPu) — O7

donde (p) denota la parte imaginaria de un ndmero complejo arbitrario p. Esta ultima ecuacién

se puede escribir como

M .
P pi‘s(emav) =0.
sen p

M%(eiaaw) _ |:COS(Mp) _ M cos p:| %(eiaa) —
sen p sen p

Dado que w = 24 e y y = [1 4 24 ] ¢i@@ (ver definicién de M, Ec. (2.71)), tenemos que

A A
_sen MpmA T mp) — SBMP) oL sen aa 4 SEBEMB) (A — sen 2aa| = 0
sen p ah? sen p sen p | ah?
entonces
1 M
- [cos Mp sen p — sen Mp cos p]sen aa + sen(Mp) m—ﬁ(cos 2aa — 1) —sen 2aa| = 0.
sen p senp |ah?

Si sen p # 0 tenemos
mA 9
sen(M — 1)p sen aa — sen Mp T2 2sen” aa + 2cos aa sen aa| =0,
que puede ser puesto en la forma

sen aa [sen(M — 1)p — 2sen Mp cos p|] =0, (2.85)

donde hemos usado que cos p = (mA/ahz) sen aa + cos aa. Haciendo uso de la relaciéon de

recurrencia- para los polinomios de Chebyshev: sen(n + 1)0 — 2cosf sennf + sen(n — 1)§ = 0
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(ver por ejemplo [33]) las condiciones de la Ec. (2.85) se reescriben como

sen aa sen(M + 1)p = 0.

De esta manera tenemos dos conjuntos de soluciones, las provenientes de la condicién sen aa = 0 que
implican « = jm/a con j = 1,2, ... y aquellos provenientes de la condicién sen(M + 1)p = 0. Esta
condicién implica (M + 1)p = n7 con n € Z o equivalentemente p = arc cos(% sen aa + cos aa) =

nw /(M + 1). Tomando el coseno de ambos lados obtenemos,

A
T2 sen aa + cos aa = cos —— (2.86)

ah? M+1’

conn =0,1,..., M+1, donde se puede observar que existen M +2 posibles valores, de los cuales solo

son posibles M +1, para descartar uno de estos valores pedimos que el sin aa = 0 si y solo si aa = pa

con p € Z, de tal manera que cosaa = (—1)P, obteniendo la siguiente igualdad (—1)? = cos T

para p que denota cada banda. Entonces si el indice de banda es par n = 0, el conjunto solucién
estd dado cuando n =0, 1,..., M y si el indice de banda es impar n = M + 1, el conjunto solucién

estd dado cuandon =1,2,..., M.

Como se muestra en la Fig. 3.3 hay nivel fijos y sobre éstos hay otros niveles que comienzan
a concentrarse hacia los niveles fijos dependiendo de la intensidad de las deltas. Para explicarlo

recurrimos a la Ec. (2.86) y multiplicamos por a/a, teniendo entonces la siguiente ecuacién

mAa sen aa nmw

o +cosaa = cos Ml (2.87)
Pser;ja +cosaa = coS Mnj—l (2.88)
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con

mAa

con P= PR

(2.89)

En el limite termodindmico haciendo tender M — oo, recuperamos la expresién (2.55), definiendo

ak=nr/(M+1a.

Si P = 0 tenemos

= 2.90
cos aa COS T (2.90)
nm
N - 2.91
aa Ml ( )
2.2
9 n°m
= S — 2.92
(ca) (M+1)2’ (2.92)
recordemos que
2me
o= 7 (2.93)
a?a?h?
= = —F 2.94
c 2ma? (2:94)
H2n2 2
S — (2.95)
2ma?(M + 1)
que son las energfas para los niveles de una caja de longitud (M + 1)a.
Si P — oo los niveles de energia corresponden a sélo una de las cajas de longitud a
n?m2h?
= —F 2.96
c 2ma? ( )

De estos dos casos, cuando P = 0 y P — oo, tenemos que los niveles fijos son aquellos cuando

P — oo y estdan dados por la Ec. (2.96), estos niveles fijos aumentan su valor de energia conforme
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aumenta el nimero de niveles, esto es, que para una delta su nivel fijo serd n = 1 y asi sucesivamente

hasta que para n barreras de potencial habrd M + 1 niveles.

Esto es
aa=Ir leN (2.97)
cos(lm) = cos ﬁ, (2.98)

y el cos(Im) sélo puede tomar valores entre 1 y -1, entonces

nm

(—l)l = COS m, (299)
si | = 1 entonces
—1 = cos ﬁ (2.100)

y esto sélo ocurre cuando n = (M+1) dando el indice de nivel de energia fijo, n = 0 correspondera al
caso de [ (indice de banda) impar.

En este capitulo se estudiaron distintos tipos de estructuras periddicas. Primero se redujo el pro-
blema de un hamiltoniano de N bosones con interacciéon a un hamiltoniano que se puede resolver
de manera analitica, después se demostro el teorema de Bloch, que nos ayudé a calcular la relacién
de dispersién de un sistema periddico con barreras de potencial tipo Kronig-Penney y un sistema

periddico con barreras de potencial delta de Dirac.

En el siguiente capitulo se calculara la relacién de dispersién para un sistema méas general donde

las barreras de potencial delta de Dirac tienen distinta separacién e intensidad entre ellas.
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Capitulo 3

Sistemas finitos con desorden

Los sélidos se dividen en cristalinos, amorfos y cuasi-cristalinos, aunque la mayoria de los estudios
son realizados en los cristales debido a que su periodicidad permite desarrollar modelos matematicos
més sencillos para describirlos. Sin embargo en la naturaleza esta estructura periédica se puede
deformar sometiendo a los materiales ya sea por cambios de temperatura, presién, dislocacion,
entre otros que ocasionan impurezas en la composicién o en la estructura de los materiales. Estas
deformaciones pueden causar cambios en sus propiedades eléctricas, magnéticas, térmicas, opticas o
mecanicas. Dichas deformaciones se pueden simular a partir de un sistema ordenado periddico simple
como el peine de Dirac a un sistema desordenado. Con el fin de estudiar si introducir desorden,
propicia cambios en sus propiedades termodinamicas, en este capitulo se calcula la relacién de

dispersion en un potencial peine de Dirac para cuatro tipos de desorden.

3.1. Cuatro tipos de desorden

En el estudio del capitulo anterior, se calculé la relacién de dispersién para un sistema ordenado,
que consiste en mantener a todos los potenciales con la misma configuracién, esto es que todos ten-
gan la misma intensidad y la misma distancia entre cada uno de los potenciales, pero jqué ocurre

si se introduce desorden al sistema? Una de las preguntas cruciales de esta tesis es analizar si el
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hecho de introducir desorden al sistema, propicia una transiciéon de fase, como por ejemplo hacia

una fase condensada. Los tipos de desorden que se introdujeron al sistema son los siguientes:

1. Desorden composicional, consiste en variar aleatoriamente las intensidades de las barreras de

potencial y manteniendo fija la distancia entre cada una de las barreras de potencial.

2. Desorden estructural, consiste en variar aleatoriamente la distancia entre las barreras de poten-
cial en una cantidad pequena de su posiciéon y manteniendo fija la intensidad de todas las barreras

de potencial.

3. Desorden total, consiste en introducir desorden composicional y desorden estructural (este caso

no se presenta en los resultados de la tesis).

4. Vacancias, consisten en omitir algunas de las barreras de potencial anulando la intensidad de

algunos de estos potenciales, que pueden ser de manera simétrica o aleatoria.

3.2. Potencial peine de Dirac para un sistema desordenado

En el capitulo anterior, se calcul6 la relacién de dispersiéon para M barreras de potencial delta
de Dirac equidistante entre ellos, con la misma intensidad y contenidos en una caja de paredes
infinitas. En esta seccion se extendera el andlisis, considerando que existe desorden en el sistema,
donde las posiciones de las barreras de potencial pueden no estar de manera periédica o con la
misma intensidad. Dicha variaciéon ya no permite emplear la matriz P para obtener dos relaciones
lineales entre los coeficientes 1)y y ¥4 de las M barreras de potencial delta de Dirac, debido a la no
periodicidad del sistema. Para este nuevo caso tenemos una matriz de transferencia generalizada,
que proviene de resolver para cada una de las barreras de potencial, con su respectiva posicién e

intensidad y multiplicar cada una de estas matrices de transferencia, dando asi, una nueva relacién
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de dispersién, de la cual podemos obtener el espectro de energia de una particula confinada en un

sistema mas general.
Para una caja de longitud L, = zxq11a de paredes infinitas en los extremos Ag y Apqy1, que contiene

M barreras de potencial delta de Dirac, con intensidades A1, Ao, ..., Aj_1, Ay, Aj1, o, Ap—1, Ang,

y separacion z = 21, 22a, ..., Zj—1G, 20, Zj 410, ..., ZM—1Q, ZMG, Zpm+10 (ver Fig. 3.1).

V(z)

210 Z2a zza ... Zj—10 Z2ja Zj410a ... Zpm—10 Zma ZM+10Q

>
Z

Figura 3.1: M barreras de potencial delta de Dirac dentro de una caja de paredes infinitas.

La Ec. de Schrodinger independiente del tiempo donde la barrera de potencial delta de Dirac vale

V(%) =0 en el intervalo zja < z < 2114, es de la siguiente forma

d21/)j (Z) + 2mE1/)j (Z)
dz? h2

=0 (3.1)
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y la funcién de onda esta dada por

Yi(z) = Ajemz + Bjefmz zja < z< zjpa, j=0,...,M. (3.2)

Aplicando en la Ec. (3.2), la propiedad de continuidad de la funcién de onda en z = z;11a y de la

discontinuidad en su derivada como se vié en la seccion 2.4.2

¥i(zjr10) = j41(zj410), (3.3)
l ’ 2 A. ]
Yir1(zjr1a) —¥;(zj010) = %A%H(Zﬁla), (3.4)

con A; que corresponde a la intensidad de la barrera de potencial dada por la Ec. (2.58). Entonces,

obtenemos las siguientes soluciones

Ajemzj“a + Bje—zazj+1a _ Aj+lezazj+1a + Bj+le_mzj+la;
o 22
: , thea — 2mA ;4 : thea +2mA; )
GaptZiria g —iazjpia ) Jj+ izZj410 _ . Jj+ —iazji1a
Ajice'™* Bjiae™ "% = A4 < 2 et B 2 e 1Fi
reescrita en su forma matricial tenemos
A A,
J J+1
T ~U , (3.5)
B Bji1
donde
eizjurlaoz e—iZj+1aC!
T — ) (3.6)
iaeizj+1aa —iae_izj“‘w‘
Yy
eiz]Jrlaoz efizjurlaa
U= L Y . (3.7)
(Zh 0‘*2;"/\)#1) elzitiaa (lh a+2;nAj+1> e iZjr100
h h
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La matriz inversa de T estd dada por

N %ei2j+1aoc 71'%671-2]’4,1&04
T = o . (3.8)
leiZj+1aOc iiefiz]»_#laa
2 2c

Multiplicando ambos miembros de la Ec. (3.5) por T~! se obtiene

.mA; .mA; 25z
Aj 1 +Zmﬁ2]a+1 Zmﬁ;;rle 21z 100 Aj+1 ( )
_ 3.9
)
cmAj 41 20z, a0 U RS
Bj —1 ﬁ2]a e“tritt 1—1 ﬁ2]cv Bj+1

de la cual podemos establecer relaciones entre los coeficientes A; y B; en funcién de A; 41 y Bj41,

de las funciones de onda %; ¥ ¥j4+1 en términos de la matriz de transferencia de la siguiente manera

1 il .7;;—1 Z'F_i;—l e—?izj+1¢
Pos i b (3.10)
N} 12541 - Iy
i—5¢€ it 1-— =5

Pi11(9,2j41, Pjy1) =

de donde al término mA, 1 /h%« se multiplicé por a/a, lamando a ¢ = aa 'y a Pj11 = mA;i1a/h?

que corresponde a la permeabilidad de las barreras de potencial.

Por simplicidad, renombré a cada entrada de la de matriz P;1 1, de la siguiente forma

Pit1(¢, zjy1, Pjp1) = , (3.11)
w* ¥
con
v= 1+in“, w = i T =2z 0 (3.12)
¢ o
y
P P )
vt=1- iJTH7 w* = —i%e‘mﬂ*l(b. (3.13)

Al usar recursivamente la Ec. (3.9), se relacionan los coeficientes de las funciones de onda y(2) y
Yam(z) de las M barreras de potencial delta de Dirac, explicitamente en la Ec. (3.9), con j =0, la

relacién entre los coeficientes 1o(z) y 11(2)
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AO 1+ Z% Z‘%eimzld) A A

- . =Pi(¢, 21, P1) , (3.14)
By 4%812@ 1— i% B, By
con j =1, la relacién entre los coeficientes ¢ (2z) y ¥2(z)
Ay 14422 z' e~ 21720 A,
B P o Z = Pa(, 2, P») : (3.15)
i P 20z P
B —i<ze 1—i ¢2 B,
con j = 2, la relacién entre los coeficientes ¥9(2) vy ¥3(z
As 1408 jDae2izs¢ As As
= e = P3(¢, 23, P3) , (3.16)
B2 —i%62123¢ 1-— Z% Bg Bg

hasta j = M — 1, la relacién entre los coeficientes Yaq—1(2) y Y (2)

Ap1 1+4i8m jBme—2izme Apm A
= e ¢ =Pm(d, 2m, Pm) :
Bam-1 —ifate?ime 1— it B B

(3.17)
de tal manera que sustituyendo concatenadamente las ecuaciones, por ejemplo la Ec. (3.15) en
(3.14), relacionamos los coeficientes 1o(z) y 11(z) y asi recursivamente hasta llegar a relacionar los

coeficientes ¥g(z) y ¥a(z). Esta relacién puede expresarse como

Ao Am
:P1(¢,21,P1).P2(¢722,P2)~"‘ PM(Qb,ZM,PM) . (318)
By Bnm

Por otra parte, dado que para j = 0 la Ec. (3.2) toma la forma

Yo(2) = Ape'®* + Boe™**, 0< z < za, (3.19)
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para j = M, también la Ec. (3.2) puede reescribirse como

Y (2) = Ape™®® + Bye % zpma < 2 < Zp410 (3.20)

y debido a las condiciones a la frontera, dadas por ¥y(0) = Yapm(zm+1a) = 0, las funciones de onda

Yo(z) y ¥ (z) se pueden expresar como

wo(z) = Aoeiaz — Aoe_iaz = Ao(eiaz - e—iaz) (3.21)

y
wM (Z) _ AMeiaz _ AMeQiazM+1ae—iaz — AM (eiaz _ eia(2zM+1a—z)). (322)
Comparando las dos ecuaciones anteriores, notamos que By = —Ag y que By = —Ap e2i#Mm+100,

entonces, podemos reescribir a la Ec. (3.18) como

AO A/\/l
= P1(¢, 21, P1).Po(0, 22, Po). - - Prg(d, 21, Prm) 4 ) (3.23)
—Ap —AM€212M+1¢

estas matrices Paq(¢, zaq) son de la forma dada por la Ec. (2.71) y el determinante de cada matriz
es igual a la unidad. Al hacer el producto entre matrices de transferencia se obtiene la matriz
P(¢, 21,22, y2m, P1Pa, -+, Prq) v conserva las propiedades de cada una de las matrices Py, Pa,

..., Payg, es decir

Vo Wr
P(¢7217227"'7ZM7P17P27"'7PM): (324)
Wr  Vr
y
detP(¢7 21,225 aZM7P17P27' o aPM) = ‘VT|2 - |WT|2 = 17 (325)
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recordando que para cualquier matriz, se satisface

det(M1M2) = det Ml det MQ (326)

entonces cada una de las entradas de la matriz P, corresponden al producto de los respectivos
elementos de las N matrices de transferencia y ademés Vpr = R(Vy) +iS(Vr) y Wr = R(Wr) +
iS(Wr). Sustituyendo la Ec. (3.24) en la Ec. (3.23), se tiene

— . (3.27)
-4 Wy Vi —Ape?iEmid
al hacer el producto de las matrices tenemos
(Vi + Wi A — Wy + Vi) Ape?med = (3.28)
y como Apq # 0, podemos reescribir la ecuacién anterior como
(Ve + W) — (Vi + Wy)e2izmad = (3.29)
multiplicando ambos miembros de la ecuacién por e~*M+1¢ se obtiene
VTe—iZM+1¢ _ queiZMHaﬁ — Wpem+1o 4 W;e—i2M+1¢ =0 (3.30)

expresando a Vp, Vi, Wy Y W1 en su forma desarrollada y recordando que etiEmird — cos(zj410)+
isen(z;4+1¢), podemos desarrollar a la Ec. (3.30) y después simplificar obtenemos la relacién de

dispersion generalizada

|(R(Vr) + R(Wr)) sen(za110) + (S(Wr) — S(Vr)) cos(zp1416) = 0| (3.31)

De la relacién de dispersion anterior podemos encontrar el espectro de energias tanto para sistemas
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ordenados como desordenados, con M barreras de potencial confinados por una caja de paredes
infinitas, de permeabilidad P; y la distancia entre las barreras de potencial puede estar en su
posicién ordenada z;ja o desplazada de su posicién ordenada una cantidad pequena zja + Aa; en el
intervalo Aa; € [—e¢, €]. Por ejemplo, supongamos un sistema ordenado con una barrera de potencial
de permeabilidad P = 10 y localizada en z = z1a, donde a/A\g = 1 y zpa = z2a son las posiciones
de las paredes infinitas de la caja, de tal manera que la longitud de la caja serd L, = 2. Entonces
para encontrar la expresién de la relacién de dispersién de este sistema retomamos las Ecs. (3.12)

y (3.13) con n = 0, que al sustituir en la Ec. (3.31) se obtiene

<1 + % sen(2z1¢)> sen(zo0) + %(cos@zlqﬁ) — 1) cos(z29) = 0. (3.32)

En este caso como solo se tiene una barrera de potencial, no se requirié hacer el producto entre
las matrices de transferencia, pero se puede extender el calculo si fijamos la longitud de la delta
en a y damos valores aleatorios en Aa; dentro de un intervalo no mayor al valor en a, cambian-
do las posiciones z1, 29, ..., 2a1, 2m+1- De forma semejante, con la permeabilidad de las barreras
de potencial Py, P, ..., P, Pa41, se hace variar de modo que al multiplicar las N matrices de
transferencia de las M barreras de potencial, encontramos las expresiones de Vp y Wrp, que al
sustituir en la Ec. (3.31), obtenemos la relacién de dispersién para los valores dados. Los niveles de
energia de dichos sistemas se calculan mediante un algoritmo en el lenguaje computacional C, que

encuentra valores para ¢ que satisfagan la ecuacién de dispersiéon que nos da el espectro de energias.

Para un sistema ordenado con barreras de potencial de permeabilidad P = 10 y separacién entre
las barreras de potencial a/\g = 1, se puede observar que conforme se incrementa el tamano del
sistema, ya sea incrementando el nimero de barreras de potencial o que la separacién entre las
barreras de potencial sea grande, aparece la estructura de bandas, esto es, que en los niveles de
energia se forman bandas de energia y cada una de estas bandas esta conformada de tal manera
que para M barreras de potencial hay M + 1 niveles y entre cada banda hay regiones prohibidas

que la separan, como se muestra en la Fig. 3.2. Para una barrera de potencial hay dos niveles en
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cada banda, para dos barreras de potencial hay tres niveles en cada banda y para 10 diez barreras

de potencial hay 11 niveles en cada banda.

Energy (a) (b) (c)

40
100 " ] 100 - - i 5
322 — O = 0k = B ]
80 = = = i 1
o . 80 o ] 30 =
70F = 0F . I ]
60 - 60 3 i ]
50 = sof 3 20 7
2272 — A0F = 40 - " i
30F = 30 = - ]
o ] o 1 10 = —

20F . 20 =

72 510 ] 10E . - .

oL ] ot ] 0

Figura 3.2: Niveles de energfa en unidades de h?/2ma® para una particula dentro de una caja
unidimensional con M potenciales delta, igualmente espaciadas una distancia a/)\g = 1 e igual
intensidad P =10: (a) M =1, (b) M =2y (¢c) M = 10.

Conforme se aumenta la permeabilidad de las barreras de potencial, la formacién de la estructura
de bandas es mas notoria y el ancho de las regiones prohibidas es mayor, como el que se muestra
en la Fig. 3.3, que es un sistema con diez barreras de potencial y separacién entre las barreras de
potencial de a/Ag = 1, variando la permeabilidad en P = 1,10, 100. Si consideramos el caso en que
P — oo el ancho de banda que era continuo cuando P = 0 (caso de una particula confinada en una
caja de ancho a), se discretiza debido a que no se presenta tunelaje y los niveles de energia para
bosones toma los valores dados por la Ec. (2.96), correspondientes a los de una particula confinada
en un pozo de potencial de ancho a y paredes infinitas. También se puede observar que hay niveles

fijos como se mencioné en la seccién 2.4.2 y estdn dados por la Ec. (2.96).
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Figura 3.3: Niveles de energfa en unidades de h%/2ma? para una particula dentro de una caja uni-
dimensional con 10 potenciales delta, igualmente espaciadas una distancia a/Ag = 1. La intensidad
de las deltas son:(a) P =1, (b) P=10y (c) P = 100.

Si se varia la posicién entre las barreras de potencial, se mantiene el niimero de niveles de energia
pero ya no hay niveles fijos y entre cada banda de energia aumenta el desorden. Por ejemplo, en la
Fig. 3.4 se muestra un sistema con 10 barreras de potencial, de permeabilidad P = 10 y se varia la
distancia entre las barreras de potencial de su posicién ordenada a/A\g = 1 en un niimero aleatorio
Aa; dentro de los intervalos a) Aa; € [—0.001,0.001], b) Aa; € [-0.01,0.01] y ¢) Aa; € [-0.1,0.1],
que equivalen a una variacién del 0.1, 1 y 10 por ciento respectivamente. Aqui se puede observar que
mientras mayor es la variacién alrededor de su posicién ordenada, aumenta el desorden perdiendo

entonces la estructura de bandas.
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Energy (a) (b) (c)

100 ] 100 = 100 ]
w0 E w0k E 90 =
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60 = 60 = 60 =
50} 3 50 = 50 =
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30¢ = 3¢ = D[ =
0f = 20 = 2 3
10§ : 10E : 10E -

Figura 3.4: Niveles de energfa en unidades de h?/2ma? para un sistema con 10 barreras de potencial,
permeabilidad de las barreras de potencial P = 10 y variacién de la distancia entre las barreras de
potencial alrededor de sus posicién ordenada a/Ag = 1 en los intervalos (a) Aa; € [—0.001,0.001],
(b) Aa; € [-0.01,0.01] y (c) Aa; € [-0.1,0.1].
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Capitulo 4

Propiedades termodinamicas

En la primera seccion de este capitulo presentaré de manera breve, cémo calcular algunos resultados
ya reportados en la literatura de un gas ideal de bosones en tres dimensiones [34]-[36], como son: el
nimero de particulas N, la temperatura critica Ty, la energia interna U, el potencial quimico p y

el calor especifico Cy en funcién de la temperatura.

En la segunda seccién emplearé el mismo método, aplicandolo a nuestro sistema de N bosones sin
interaccion que estan confinados por M barreras de potencial de permeabilidad P, en una caja
L, x L, x L., de longitud infinita en las direcciones L, y L, y de longitud L, = (M + 1)a en la
direccién z, analogo a los trabajos teodricos realizados por R. K. Pathria y colaboradores, en un gas

ideal de Bose confinado en geometrias de “peliculas delgadas” [37]-[39].

4.1. Generalidades de un gas ideal de bosones en 3D

En el ensamble del gran canénico la termodindmica de un sistema dado, se deriva a partir de la

gran funcién de particién, donde el gran potencial termodindmico es
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Q = QT,pV)

—PV =—kpTlhZ

donde la gran funcién de particiéon Z esta definida como

7 = Trefﬂ(H*NN)’
con p el potencial quimico y la constante 5 = 1/kgT.

Consideremos el caso ideal con el siguiente Hamiltoniano

Ho = Zskbzbk,
k

con bL y bi los operadores de creacién y aniquilacién en el estado k respectivamente y |nins...

son eigenestados de Hy:

o
Hy|ning..neo) = Z EiMi,
i=1

aqui €; es la energia del i-ésimo nivel de una particula.

Por otra parte llamemos a

N= f:b;bk,
=1

entonces N aplicada a los eigenestados

o0
Nning..nx) = Z ng
k=1
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de tal manera que la gran funcién de particién es

7 = Z (nyng..ngle PH TN | ny ngg) (4.8)

ninz...Nec

zZ = Z (nyng...np|ePCarexme=rmi) i ny  ng) (4.9)
ninz...Nec
= ) (mle PEmmrmin )N ngg e P neeine )y ) (4.10)
ni Noo
_ HTT e Blex—p)nk (4.11)
k

para bosones ni = 1,2, ...

Z =1 > ePlexmmm (4.12)
k=1 nk:O

Z=11@a - e PErmy-1, (4.13)

3

k=1

siempre que e — > 0 Vk, con z = e# la fugacidad.

Entonces el gran potencial termodinamico es

Q = —kgThhZz (4.14)
= —kpTlhn [J(1—ePEemm)~t (4.15)
k=1
= —kpTY In(l—e PlErmmy=t (4.16)
k=1
(4.17)

a partir del cual podemos obtener la termodindmica del sistema, como el niimero de particulas, la

energia interna, el calor especifico, la fugacidad, entre otras.
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Por ejemplo, el niimero de particulas se puede obtener a través de la siguiente relacion:

olnzZz & 1
N =z—- _;2_1656_1, (4.18)

y dado que el namero total N de bosones se conserva, podemos escribir al nimero de particulas
como la suma de las particulas que se encuentran en el estado base Ny més las particulas que se

encuentran en los estados excitados N, es decir,

= 1
N:N0+Ne:N0+ZZ

W. (4.19)
i£0

El limite termodindmico (L. T.), donde la longitud del sistema L — oo y el nimero de particulas
N — oo, tal que la densidad de ntimero % = 1 = cte, nos permite reemplazar la suma de la Ec.

(4.19) mediante las siguientes integrales

L\’ 1

En este caso, la energia ¢ se obtiene de resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
en las tres direcciones, tras aplicar las condiciones de frontera apropiadas para una particula libre

en una caja de potencial impenetrable, dando

S G k2 = I (k2 + k2 + K2) (4.21)
CER T om T am T omie TRy TR ’
con
2w 27 2w
ky = L—mnw, ky = L—yny, k, = L—znz, Ng, Ny, Ny = 1,2,3, ..., (4.22)

en el cual; kg, ky, k, son tres nimeros de onda independientes, de tal manera que al sustituir (4.21)

en la Ec. (4.20) tenemos

L\? 1
Ne=| — dk dk dk . 4.23
e <27T) / ac/ y/ 227165%(1@4.1@54-@) 1 ( )
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Para evaluar la integral, el niimero de estados con vector de onda que se encuentran en el primer

octante, dada la simetria esférica de (4.21), estd dada por el volumen de la esfera de radio k,

2me 3/2

al derivar respecto a ¢ tenemos la densidad de estados de energia, es decir, el nimero de estados

por unidad de energia

o) = o0 (4.25)
Vv

2m 3/2 1/2
o(e) —4ﬂ(ﬁ) e, (4.26)

al sustituir en la Ec. (4.20), obtenemos las siguiente expresién para el nimero de particulas

Vo2m\¥? e el
Ve () [ e (4.27)

con el siguiente el cambio de variable z = (e, dx = fde, la ecuacién anterior toma la siguiente
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forma

3/2 oo 1/2
N, = V(zm) (kBT)3/2/ LA ) (4.28)
0 4

donde podemos identificar a la funcién de Bose definida por

(2) = - /OO Ty (4.29)
Yal2 T T(o) J, zler—1 “ ’

de este modo escribimos a N, en términos de la funcién de Bose

i\ 3/2
N.= 2 @2) (kBT)*/D(3/2)gaya(2). (4:30)

Al enfriar el gas a temperaturas mas bajas, el valor de z se incrementa gradualmente hasta que
finalmente es igual a uno, en este punto el potencial quimico p se convierte en cero. La temperatura
a la que esto sucede define la temperatura critica Ty, por lo tanto de la ecuacién anterior podemos
despejar a Tj obteniendo

(27)4/31202/3

2/3
N 2 2
bt <4¥2<2’;’>3/2r<3/2>93/2<1>> = TE/2cE R = A me (431

con ) = N/V la densidad de niimero y ((3/2) = g3/2(1) la funcién Zeta de Riemann de 3/2.

Pero, jqué ocurre debajo de la T;)?, tan pronto el potencial quimico p se hace cero, el nimero de
particulas en el estado cuantico de minima energia se hace infinito. Mas precisamente, podemos
decir que, de un total de N particulas en el gas, un nimero macroscopico Ny ocupan el estado
cuantico con energia ¢ = 0. Por un nimero macroscépico queremos decir que Ny es proporcional

al volumen del sistema, de modo que hay una fraccién finita de todas las particulas, No/N que se
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encuentran en el estado cuantico. Recodando que en el limite termodindmico V' — oo, la distribucién
de Bose-Einstein predice una ocupacién del estado € = 0 para el nimero de particulas en estado

base como

1

No= 7 (4.32)
Reescribiendo la ecuacién anterior, obtenemos
kgT1 (1—1—*1 ) k T—1 (4.33)
= — n ~ — .
a P No BE Ny’

si una fraccién finita de las particulas estdn en el estado base, entonces como V — oo, tendremos
que Ny — oo, de modo que u — 0. Por lo tanto por debajo de la temperatura critica Ty de la
condensacién Bose-Einstein, el potencial quimico es cero, la fugacidad z = 1 y debemos tomar a

€ = 0, de tal manera que el nimero de particulas se cuenta separadamente de la siguiente forma

V [/2m 3/2
N=Not 1 (h) (knTo)¥/2T(3/2)gsa(1). (4.34)

La energia interna U para el gas ideal de bosones en 3D estd dada por [35]

B 0]

0 ( PV
-l ()
oT \ksT) |,

entonces

3 V
U=2kpT~gs 4.
5hET 595 () (4.36)

con A\ = h/(2rmkpT)'/? la longitud de onda térmica .
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Ahora bien, para obtener el calor especifico a volumen constante se deriva la energia interna respecto

Cy = (?;)V. (4.37)

a la temperatura,

Considere los siguientes dos casos: 1) que la temperatura T es mayor a la temperatura critica Ty y

IT) que la temperatura T es menor o igual a la temperatura critica Ty. De la siguiente manera.

DT >Ty= Ny=0

Cy = aaT[(3/2)V(2:;2)3/2(k3T)5/2g5/2(z) (4.38)
— 2V (503) | /DT Phngale) + (b0T) ) 37| (430

El término de la derivada de la fugacidad respecto a T, se calcula al derivar la Ec. (4.30) respecto

a T y como el nimero total de particulas es constante, entonces N no depende de T, por lo tanto

‘3—]}' =0, por lo que
ON m 32 > i 102
0= 9T (27rh2) [3/2(kBT) / kpgssa(2) + (ksT) / 91/2(2)*0? ; (4.40)

de la ecuacién anterior podemos despejar a

10z _ (—1)(3/2)(kT)*kpgs/2(2)
20T (ksT)3/2gy /2(2) ; (4.41)

entonces al sustituir en la Ec. (4.39) y simplificar términos, podemos reescribir al calor especifico

como
Cy

95/2(2) 3 293/2(2')
N.kp

93/2(2) 91/2(2)

—3/2(5/2

(4.42)
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I T <Tp,como p=0=2=1

Ov = o7 |6/DkaTaa0 5] (4.49

1% mkgT\"? [ mkgT
kpya + G/ 2)kBV< 7rh2> 27 h2

= (3/2)g5/2(1)kB B/?’ + (3/2);\/3]

= (3/2)95/2( )

entonces

Cy
Nkp (15/4) =

Vv 95/2(1)
A.?) )\3 93/2(1)

Ao\~ 95/2(1)
asin (%) o
(

_ 95/2(1)
= (5/4) <T0> g3/2(1)°

En la Fig. 4.1 se muestra el calor especifico Cy /Nkpg como funcién de la temperatura T'/Ty, para

(4.44)

un gas ideal de bosones en 3D (linea negra) y en 2D (linea roja), como podemos observar en el caso
de 3D, hay una ctispide en T' = T a esta temperatura ocurre una transicién de fase conocida como
Condensacién Bose-Einstein (CBE) [15, 16], predicha por Einstein en 1925, la cual estd definida
como la ocupacién macroscdpica y espontanea de particulas al estado de minima energia. Este es-
tado nuevo de agregacion de la materia ocurre en sistemas de particulas bosénicas con espin total
multiplo entero de £ [13] y cualquier nimero de ellas pueden ocupar alguno de sus niveles de energia
[14]. También podemos observar que la cuspide separa a la grafica en dos secciones: T' < T con un
crecimiento monétono de (T/Ty)%/? y T > Ty disminuyendo monétonamente hacia el valor cldsico

de 3/2 como lo indica la Ec. (4.42)

En el caso de 2D, el nimero de particulas en el estado base para una temperatura critica Ty > 0
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C, / Nk,

0.5

Figura 4.1: Calor especifico de un gas ideal de bosones en 3D y 2D

es cero y 1 = 0 para toda temperatura 7' < Ty y el ntimero de particulas en los estados excitados

estd dada por la siguiente expresion

N = N.(Tp) (4.45)
2
dk, / -

2rm Ood 1
2 J, e 1
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de tal manera que la densidad de niimero viene dada por

2 @2 2

(4.46)

= ;c_l’

N 1 2mmkpTy /°° dx
0 €

como se observa la integral diverge y la tinica forma de que N/L? sea constante es que kgTy = 0

entonces no hay Ty > 0 y por lo tanto no existe la CBE.

4.2. Termodinamica de un gas ideal de bosones entre planos
permeables dentro de una caja

De manera anéloga a la seccién anterior se calculard el calor especifico Cy /Nkp como funcién de
la temperatura T'/Ty para un sistema de N bosones sin interaccién, confinados por una caja de
longitud L = L; x L, x L,. En la direccién = y y son infinitas y en la direccién z es de longitud
L, = (M + 1)a con M barreras de potencial que tienen intensidad P. Estas barreras de potencial
pueden o no estar equidistantes entre ellas o se pueden simular vacancias al anular la intensidad de
algunas de las barreras de potencial en el arreglo. En particular, nos interesa entender qué efecto
causan estas vacancias en la direccion z, por ejemplo, si es que dichas vacancias propician una CBE,

si es asi a qué temperatura ocurre.

4.2.1. Numero de particulas

El nimero total de particulas N estd dado por la Ec. (4.18), considerando las tres direcciones

tenemos la siguiente expresién para

(o) o) (o)
1
N = Z Z Z Z—leﬂ(8k1+5ky+5k2) _ 1’ (447)
k; k

om0 Ky oo ke oo
analogamente podemos separar a las particulas que se encuentran en el estado base y las que se

encuentran en los estados excitados, de la siguiente manera
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Figura 4.2: Barreras de potencial delta de Dirac en la direccién z, e infinito en las direcciones z y ¥y

1 1
Z Z =18k Fery Fera) + Z Z Z 1Py ek, ter,)

Ke=—oo y—foo _ z;él) —_ 1
oo
1 1

= +

ky;@ 218 Ehag Tehy Terzg) %:0 ky;gg —1PChg Fer, Tery) _ g

oo oo

+ Z Z Z -1 B(Ekz+5ky+5k ) 1

kp=—oco ky=—oo k20

1 1 1

= + + N

Z—leﬁ(skxo Fehyo Tekzy) _ 1 Z 2—1e B(Ekgq Tehy Tehog) _ Z _1€ﬁ(€k1 Felyg Fehag) _ 1

kyz0 kazz0

Z Z —1 B(Ekz+5ky+5k20) -1 + Z Z Z _1eﬁ(5kz+5ky+gkz) B 1 (448)
koo kyzo © € kp=—oo ky=—oo k230
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Aquellas que se encuentran en el estado base tienen energia

€0 = Ekyy T Ekyy T oy (Pra,M)s (4.49)

donde la direccién x y y correspondonde a la energia de una particula libre y en la direccién z
a una particula en una caja unidimensional finita, que contiene un numero finito M de barreras
de potencial de permeabilidad P — P + AP;, donde AP; es un numero aleatorio en el intervalo
AP; € [—¢, €] que equivale a una variacién en el desorden y espaciados entre ellos por a o variando en
una pequena cantidad de su respectiva posiciéon ordenada z;a — a £ Aa;, donde Aa; es un niimero
aleatorio en el intervalo Aa; € [—¢, €] que equivale a una variacién en el desorden, modificando

asi su periodicidad.

Considerando el limite termodindmico (LT)

. R 2
2 e = 00 5 O 2 O (430
2
. Y 2
2 o = 05 (BT 20 4oy

por lo que sélo €k (P, M) contribuye a gg.

Para obtener la densidad de nimero, dividimos entre el volumen (V = L?(M + 1)a) y retomando

el L. T., hacemos tender las sumas a integrales de la siguiente forma > ° ? - fix;o dk, en la Ec.
L
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(4.48), los tres primeros términos valen cero, entonces

N 1
V 4ﬂ-2 M+ [/ / = 16[3(61‘ +Eku+51‘z0) _1dkzdky

1
* Z/ /OO =18k Fery Fer) 1dkxdky] (4.52)

k0

1
=iz M+ [Z/ / = B(Ekﬁek e dk] (4.53)

haciendo uso de coordenadas polares circulares, podemos evaluar las integrales en las direcciones

ks y ky, de la siguiente forma

N 1 1 e ki dk,do
- - 4.54
174 A72 (M + l)a kz_:o/o /0 L—1eBR2KT /2m _ | ( b )

definiendo a k% = k2 + k7 y tan 0 = k; /k,

efectuando el siguiente cambio de variable

_ SRk

2m

Bk |

. du= dkc, (4.55)

la expresion (4.54) puede escribirse como

“i (Mi 1a <h%’) i/ OO P (4:56)

<\2

donde la integral de la ecuacién anterior tiene la forma de la funcién de Bose, dada por la Ec. (4.29),
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de tal manera que podemos escribir a la Ec. (4.56) como

N 1 2Tm
vV T i (/\/l Y 1)a 128 Z 9z (4.57)
1
= “(MiTa h2ﬁ27r Z In(1 — 2), (4.58)

k.=0

con g1(z) = —In(1l — 2) y que I'(1) = 1 . Empleando la densidad de particulas para el caso de un

gas ideal de bosones en 3D
N _¢(/2)

= = 4.59
3D 72 (M T 1)& )\8 ) ( )

adimensionalizamos (4.58) reescribiéndola como

A3 mkpT
1=-— . In(1 - 4.60
C(3/2) (M + 1)a 2712 ;Z:O n(l-2) (4.60)
o equivalentemente
Ao T <

l=——rei = In(1 — 2), 4.61
(B2 M+1)aTy ~— n(l—z) (4.61)

recordando que la longitud de onda térmica en términos de la temperatura critica estd dada como

N2 = 27h? /mkpTy. (4.62)
4.2.2. Energia interna
La energfa interna estd dada por
[e%s} [e’s) [e%s) €k, +€ky +5kz
U= Z Z Z eB(akI teky +Ek, —p) 1' (463)

De la misma manera que en la seccién anterior en la direccién £, y k, remplazamos las sumas por
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integrales, al dividir por el volumen y tomado el L. T., se obtiene
M+1
€k, + €k, T Ek,
U= Z ( ) / dk, / dk, e Tyt 1 (4.64)
Para evaluar la integral llamamos a k3 = k2 + k; y rescribimos la energia interna como

M+1 2 o
€k, T €k, T €k,
U= Z ( ) zw/o dk Lk e T (4.65)

con el siguiente cambio de variable

2

[ I
€1 = €k, + €ky = %kl7 dé‘L = EdekL (466)
tenemos
M+1 €k, T €k
L z
U= kz 2 h2 / de J‘eﬂ(fh“‘% -u) 1’ (4.67)
tras aplicar otro cambio de variable,
xr = 65L s dr = ﬁd&l (4.68)
escribimos (4.67) como
L L (4.69)

M 2m °°d x °°d
Z?hf*o Y 1 By Cametnm 1]

entonces podemos reescribir a la Ec. (4.69) en términos de la funcién de Bose como

MET
U= Z o h2 [ (knT)® (e_ﬂ(akz —u)) L(2) +kpTer. (e_ﬁ(g’“z _“)) F(l)] .

k.=1
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Multiplicando por 1/NkgT, tenemos

M+1

N/ZBT = kZ; 2762777;\/- {k‘BTQQ (6_5(8’92 _”)) +ek, o1 (e—B(Ekz —#)ﬂ ) (4.70)

2=

Consideremos nuevamente que la densidad de particulas de nuestro sistema corresponde a la de un
gas de bosones libres en 3D, dada por la Ec. (4.59). Para ello, multiplicaremos el lado derecho de
(4.70) por (M + 1)a/(M + 1)a y kpTy/kpTo, después de una serie de calculos y agrupar términos

semejantes tenemos

v __ 1 Ao MZH £g2 (efﬁ(Ekz *u)) L Sl P (67/:*(51” *u))_
NkBT <(3/2) (M + 1)a TO leTo ]

k.=1

L Vam NS {T ~Ber, -1 e, -]
= v w92 (e = +791 (e =
¢(3/2) M +1) Z: : )+ ( )_

L Vam NS {T ~Ber, -1 e, -]
= 2oy v =92 (e = +791 (e =
¢(3/2) M +1) Z: : )+ ( )_

(4.71)

con
1A

. 4.72
47 a? (4.72)

4.2.3. Calor especifico

Al derivar la Ec. (4.71) respecto a la temperatura T' a volumen constante, obtenemos el calor

especifico

Cy = (gg)V. (4.73)
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entonces

L2
Cy = Z =2 [QkBTg2 (efﬁ(ekz*u)) + kper. g1 (efﬁ(skfu))
k=1

1 1 0
2 —Blex. —n) el
+ (ksT)°g1 (e ) <k3T2 (€k, — p) + T 6T>

ep, Te PlEra—1) 1 1 Ou
1— e Bler.—w) <kBT2(€ HfBTa*T (4.74)

donde reconocemos en el ultimo sumando la funciéon de Bose de orden cero, definida por

—B(ek, —1)
—Blew,—m)) — __€ -
go (e ' ) 1 — e Bler.—n)’ (4'75)
de modo que
M+1 L2 m
Cy = Z %ﬁ {Qk?ngg (efﬂ(ekz *l»b)) + kBEszh (Q*B(Skz *H))
k=1
_ _ 1 1 Ou
keT)? Blek —m) “r
+ (kBT) g1 (e ) kBT2(€ w) + W T OT
b e T (e—mskzw)) L om0 (4.76)
? kpT? kgT OT

Para adimensionalizar Cy, multiplicamos por 1/Nkp y el lado derecho de la ecuacién anterior por

a/a, obteniendo

M+1

Cy al’m 5 B B B -
- = —— 2k2T Bler. —n) k Blen, — 1)
Nkg aNkg2mh? kXZ: [ kTg2 (e ) + kper. g1 (6 )
- - 1 1 Ju
kpT)? Blen, —1) 1 op
* T ) (g tee — 0+ ar
1 1 ou
T —Bler.—n) 1 op L
+ ex.Tqgo (e )(]gBTQ(E HkBTaTﬂ (4.77)

retomando la Ec. (4.59) para tener la misma densidad de particulas
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i - Agm Ail [2/4:2 Tgs (efﬁ(ﬁkz *H)) + kper. g1 (e*,@(sz fu))
Nkp ((3/2)(M + )kpa2nh? ~—~ B :
1 1 Ju
knT)2 ( *ﬂ(ﬁkzﬂb)> il
+ (ksT) g1 (e FpT? =~ T T
1 1 ou
T ( *B(Ekz*l‘)) -~ 4.78
Toentgo (e g1 ke T E T (4.78)
o equivalentemente
M+1
Cy 1 X 1
— = 23T (—ﬁ(%—u)) k ( —ﬁ(ekz—u))
Nk C(3/2)(M +1) a Tok3, ;_:1[ LN Bk g1 (¢
1 1 Ow
knT)? ( —B(ekz—u)) el
+ (keT) g1 (e T2 T maT
1 1 Ju
T — — 4.
Tkt <k3T2(€ W T@Tﬂ (4.79)
Desarrollando los célculos y agrupando términos tenemos
M+1
Cv 1 Ao T (o Ber—m) . Ehs —Blen, —1)
Nks  ((3/2)(M+1) a kzzl {QTOQQ (e ) T (e )
2
k. —B(ek, —1) k. —B(ek, —1)
T (e ) t e )
1 ~Blens —h) Eks ~Ber—m)y ) [ O
+ (]CBTOgl(e )+ kQBTTogo(e ) OT — ol - (4.80)
Donde el factor adimensional
1 h
ke S (4.81)

kpTo  kpTo 2ma2”
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y la Ec. (4.72), conduce a:

M+1
Cv  _ 1 12T Bk, —w) 3/2. [ —Bler. —n)
Nks © CB)MED kZ:O {2\/4#7 T g2 (e ) + 2VamyT "Egy (e )

Tt
+ m75/2527090(6*5(5kz 7“))

o e S TR Ay %E  pen, -
b || (e )+ (e )|
(4.82)
El término que contiene al potencial quimico se adimensionaliza al multiplicar p por 2’7{2‘12
2ma® [, . 0p o
entonces
M1
v _ 1 VEI A G TE 8/25, (o=Blers—1)
Nis © CERMIT) kZZI {2\/47w & (e ) + 2V4ry Peg (e )
i ‘TMS/zg%go(e—mEk;u))
L : _ _ T _ _
n {T% ,ﬁ] ( [y g (e 4 ) 4+ V™ T g o= u)))}y
usando la Ec. (4.61) podemos reescribir a
M+1 T
Z Vary3/2 gy (e7PlEr 1)) = '7?07 (4.84)
ko=1
dando la siguiente expresion
Cv 1 S 12T Blex. —1) 3/2 Bler. 1)
- 2y 2 gy (k=) 2y 25, (o7 Ak )
Nkg — (B/2M+1) Z: { 2\ FavamTTEL e
Jin 5/22200 1 _B(en—p) op  _ To VaAmA5/25q (e—BEk=—1)
+ VAT Srgo (e ) A\ Tos — B (v + Vamy Tego(en T )|
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Los términos que estan en el argumento de las funciones de Bose los adimensionalizamos de la

siguiente manera

(ek, —1) (s, —1) kgTy ’h22 +—(E—[1)
e*B(Eszu) — e FBT =—¢e kBT FpTo — ¢ 2ma? g o1, 20
_2n _n2_ 1 To(z_po _ 20 _Toz_p To(z_p
— o i T TER) _ o R (E-h) e—’YT(E—It), (4.85)

+

T - T .
T 49222200 v%(ew)) + {T&u ﬁ} <70 +,Yo/2€—go(evTT°(6u)))] (4.86)

A partir de la expresién anterior, obtenemos la Fig. 4.3 que muestra el Cv/Nkpg vs T /Ty para un

sistema de 100 barreras de potencial de permeabilidad P = 10 y distancia entre ellas a/A\g = 1.
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a/dg=1, P=10, M=100 |
P -
=
< |
Sp _
0.1 | Illllllill IIIIIIZI.|0 | IIIIIIZII.OO

1 1
T/T,
Figura 4.3: Cy/Nkp vs T/Ty para un gas ideal en una caja con 100 barreras de potencial de
permeabilidad P = 10 y distancia entre ellas a/A\g = 1.
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Para evaluar (4.86) necesitamos T% — i, la cual puede calcularse a partir de (4.61), que en esta

notacién puede escribirse como

N T M1 T e
1=-20 N[l e P E), 4.87
a To C(3/2)( M+1 kzl a[t — e (487)

Si derivamos (4.87) con respecto a la temperatura tenemos

M+1 M+1

T .
Xo 1 1 Ty s e VT (R 1 1 ou
A . S In(1—e 7 7ER) T h, — 1) + ——
« T @AM | 2o )T s R & T Tar
M+1 - M+1
(5= 1 1 ou
0 = In(1—e 77 (M) — {5 - +T—}
kzz_l ) kT k=1 677%(57‘2) — el or
M+1 - M+1 M+1
oy -1 €k ou 1
— In(1—e" T (E-R)y — z -I—[T—— S
kzz—l ) ksT kr=1 677%(57‘1) -1 or " kzzzl 677%(57’1) -1

de donde despejamos el término de la derivada del potencial quimico respecto a la temperatura

kT Yt In(1 — e v ey - Mo
Tau _ = S o Gl DN 4.88
87 — M= M1 1 ) ( . )
kz=1 77%(5*@71
este término es adimensional al multiplicar por la constante 2ma?/h?, obteniendo
op  _| 2ma’® ou
{Ta:r “} TR [TBT K
M1 2ma —~v 2o (z—p) €k,
_ Tkl - e - e
- M+1 1
2=t R
(4.89)
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finalmente multiplicando la ecuacién anterior por Ty /Ty obtenemos:

M+1 (1T _ _ryﬁ(g_ﬂ) e
on  _ k.=1 |:7 Ty In(l—e 77 ) e
o 1) MAT
ke=1 67"’%(5*/1)71
M+1  To = -
\/ngi}Q - kz;rl ggole G /t))
St go(e— T E=M)

4.2.4. FEcuacién de estado

La ecuacién de estado esta dada por

PV = —kpTInZ,

entonces

M+1

PV = —kBT(;:)Q Ek: o /OOO dk kln(1 — e PEr=—1)
= kBTéjr) Mzkélizle—;hl) /OOO dle ke PUZE
= (k T)Qg A:;H i ZTZG_B&” ;:;l due"

con el siguiente cambio de variable
" lﬁfiQkQ’ du — lﬁthdk
2m m

PV = (kgT)*—2
iy

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)



1 To a

multiplicando por g7— v 75

M+1
PV mkpT L3a 1 —B(
NkgT ~ 27h2 N a Z ga(e™ o=, (4.98)

y como tenemos la misma densidad de particulas como en la Ec. (4.59), entonces

M+1

PV mksT A 1 ber )
_ 1 . 4.99
NksT 27k ((3/2)a Z gale ) (4.99)

recordando la Ec. (4.62) y multiplicando el lado derecho de la ecuacién anterior por T /Tp, tenemos

M+1

P T 1
4 - Z A CRAS (4.100)

NkBT T() a C 3/2

de la Ec. (4.72) podemos reescribir la ecuacién anterior como

M+1

PV T71/2v47f Z go(e—PCr -,
NksT ~ Ty C(3/2)

(4.101)

el término dentro de la funcién de Bose estd dado por la Ec. (4.85), de tal forma que podemos

reescribirla a la ecuacion de estado como

PV T 71/2 /747_(_ M+1 -, o .
= E T ¢ . 4.102
NkpT Ty ¢(3/2) = gae ) (4.102)

4.2.5. Entropia

Para calcular la entropia, empleamos la ecuacién de estado de la siguiente manera

S 1 (oPV
Sy a0
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entonces

M+1 2,2 M+1
2kpT L* “fen. -y, kBT?L’m —Bep -y, 1
= o2 === : — 4.104
o B 2 g2(e )+ =5 2 gi(e )(kBT2 (er. — ) ( )
k2 kz
M+1 2 M+1
2kpT L? Be, — _
I DGR R D NI Cat ) (4.105)
€k, €k,
L2m M+1 B B
o D Hgr(e” ") (4.106)
€k,

multiplicando por 1/N, al primer término del lado derecho de la ecuacién anterior por Tpa/Tpa, al

tercer término por a/a y empleando la Ec. (4.59), podemos reescribir a la ecuacién anterior como

S
Nkp

%pTo1 T L2a N 1 m L%

4 —B(ek, —1 A = —B(ek, —1 4.107
2rh? aTy N < g2(e )+ 2ma? 2ma N < Eg1(e ) ( )
k2 kz
M+1
—B(ek, —p
QM T > ale )
€k,
2 7 A M1
A

- 1 A1 .
B3/2)Toa Zg? e N))+g(3/2)?g§ POEICEE )

L*m Ty ¢(3/2) a
oth2 T N >\0

TSN B L NN s 1
a To %: (e Tt S o e Ek: egr(e ) =
1/2\/7 Mil g2(e —B(ek, ) + 73/2\/EMZ+1 Egl(efﬁ(g’”ﬂ‘)) _ i,u
¢(3/ ) - kT

4.3. Resultados

En el presente capitulo analizamos el calor especifico Cy/Nkp como funcién de la temperatura

T /Ty, para estudiar si los efectos de introducir desorden composicional, estructural y vacancias

simétricas o aleatorias a un sistema ordenado, aportan criterios para distinguir la existencia de una

fase condensada, ya que como se mencioné en la primera seccién de generalidades de un gas ideal

de bosones en tres dimensiones, se sabe, que a determinada temperatura critica T' = Ty ocurre la

(0]



condensacién de Bose-Einstein. Ademads obtenemos el espectro de energias, del cual nos auxiliamos
para entender el comportamiento de los maximos que aparecen a determinada temperatura en el

Cv/NkB VS T/TO

Cuando graficamos Cy /Nkp vs T/Tp, introducimos los tres tipos de desorden para distintas tiradas
aleatorias, de tal manera, que se pudiese hacer un promedio entre las tiradas. En la Fig. 4.4, se
efectuaron cuatro tiradas para un sistema con desorden composicional de 10 barreras de potencial
espaciadas entre cada delta por a/A\g = 1, pero la permeabilidad de las barreras de potencial P = 10
puede variar cémo P — 10 + AP;, en un nimero aleatorio AP; en el intervalo AP; € [—9,9], que
equivale a una variacién del 90 por ciento del desorden. En la Fig. 4.5 se efectuaron cuatro tiradas
para un sistema con desorden estructural de 10 barreras de potencial e intensidad P = 10, pero la
distancia entre las barreras de potencial dada su posicién ordenada a/A\g = 1 puede variar cémo
a/Ao — 1+ Aa;, en un nimero aleatorio Aa; en el intervalo Aa; € [—0.1,0.1], que equivale a una
variacion del 10 por ciento del desorden. En estos casos el calor especifico si muestra variaciones

con el desorden, pero al promediar diferentes tiradas aleatorias, el efecto de desorden se cancela.
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Figura 4.4: Cy /Nkp vs T /Ty para particulas en una caja con 10 barreras de potencial de perme-
abilidad P = 10, distancia entre ellas a/A\g = 1 y desorden composicional, para las tiradas aleatorias
1,2, 3 y 4, en un ntmero aleatorio AP;, en el intervalo AP; € [—9,9], que equivale a una variacién
del 90 por ciento del desorden.
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Figura 4.5: Cy/Nkp vs T /Ty para particulas en una caja con 10 barreras de potencial de perme-

abilidad P = 10, distancia entre ellas a/\g = 1 y desorden estructural, para las tiradas aleatorias 1,

2, 3 y 4, en un nimero aleatorio Aay, en el intervalo Aa; € [—0.1,0.1], que equivale a una variacién
del 10 por ciento del desorden.
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Si introducimos vacancias en el sistema, los niveles de energia se desplazan disminuyendo su valor
de energia. Estos desplazamientos son hacia las regiones prohibidas y dependiendo del niimero de
vacancias es el nimero de niveles de energia que se desplazan, como se ve en la Fig. 4.11, cuan-
do eliminamos una barrera de potencial se desplaza un nivel, cuando eliminamos dos barreras de
potencial se desplazan dos niveles y asi sucesivamente para M barreras de potencial eliminadas se
desplazan M niveles. Es importante destacar que en algunos casos las soluciones a la relacién de
dispersién las raices son dobles, por ejemplo, cuando se omiten las barreras de potencial {1,10},
el nivel mas bajo es una raiz doble y al graficar el espectro de energia, no se puede observar que

alli existen dos niveles puesto que estan degenerados.

Los niveles de energia desplazados tienen una correlacién con el aumento del maximo del calor
especifico, que ocurre cuando el nivel de energia mas bajo se desplaza hacia valores minimos. Co-
mo se observa en la Fig. 4.6, para un sistema de 10 barreras de potencial espaciadas entre ellas
por a/Ag = 1 e permeabilidad P = 10, introducimos las vacancias en los sitios {1,2}, {1,3}, {1,7},
{1,10}, comparadas con un sistema ordenado y un gas ideal. Aqui, podemos observar que el maximo
més pronunciado ocurre cuando el valor del calor especifico y temperatura son mayores, al elimi-
nar las barreras de potencial {1,2}, si comparamos con el inciso b) de la Fig. 4.7, observamos que
hay una correlacion con el espectro de energias, donde el nivel més bajo desplazado es cuando se

eliminan las barreras de potencial {1,2}.
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a/do=1, P=10, M =10

- vacancia {1,2}

vacancia {1,3}
+——+ vacancia {1,7}
v—v vacancia {1,10}

e—e sistema ordenado
=—=a 100 % vacancia

10 100

1 1 1
T/T,
Figura 4.6: Cy/Nkp vs T /T, para particulas en una caja con 10 barreras de potencial de perme-

abilidad P = 10 y distancia entre ellas a/A\g = 1, introduciendo vacancias en los sitios: {1,2}, {1,3},
{1,7}, {1,10}, comparadas con un sistema ordenado y un gas ideal.
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Figura 4.7: Niveles de energfa en unidades de h%/2ma? para sistemas con 10 deltas. Las distancias
entre ellas es a/A\g = 1 e permeabilidad de las barreras de potencial P = 10. (a) sistema ordenado,
(b) vacancias {1,2}, (c) vacancias {1,3}, (d) vacancias {1,7}, (e) vacancias {1,10}.
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La Fig. 4.8 muestra el Cy /Nkp vs T /Ty, para un sistema de 10 barreras de potencial espaciadas
entre ellas por a/A\g = 1 e permeabilidad P = 10, con vacancias en los sitios {2,1}, {2,3}, {2,5},
{2,9} v {2,10}, comparadas con un gas ideal y un sistema ordenado. Aqui se puede corroborar que
los maximos mas pronunciados ocurren cuando el nivel mas bajo se desplaza hacia valores minimos.
Como podemos observar esto ocurre en los casos {2,1} y {2,3}, correspondientes al espectro de
energia de la Fig. 4.9 inciso (b) y (c) respectivamente y son los niveles de energia mds bajos

comparados con {2,5}, {2,9} y {2,10}.

a/dg=1 P=10, M =10

. vacancia {2,1}

vacancia {2,3}
*— vacancia {2,5}
+—+ vacancia {2,9}
v—v vacancia {2,10}

e—e sistema ordenado
=—=a 100% vacancias

1 1 1 1 L 111 | 1 1 1 1 111
/ 10 100
Figura 4.8: Cy/Nkp vs T /Ty para particulas en una caja con 10 barreras de potencial de perme-

abilidad P = 10 y distancia entre ellas a/\g = 1, introduciendo vacancias en los sitios: {2,1}, {2,3},
{2,5}, {2,9}, {2,10}, comparadas con un sistema ordenado y un gas ideal.
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Figura 4.9: Niveles de energia en unidades de h?/2ma? para sistemas ordenados con 10 barreras de
potencial a/Ag = 1, P = 10, omitiendo las barreras de potencial (a) sistema ordenado, (b) vacancias
{2,1}, (c) vacancias {2,3}, (d) vacancias {2,9}, (e) vacancias {2,10}.
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En la Fig. 4.10, se muestra el Cy/Nkp vs T /T, de un sistema de 10 barreras de potencial espaciadas
entre ellas cada a/\g = 1, permeabilidad P = 10 e implementando las vacancias {1}, {1,2}, {1, 2,
10}, {1, 2, 3, 10}, comparadas con un sistema ordenado. Se puede observar que en este caso tam-
bién ocurre que para determinado nimero de vacancias hay un méximo mas pronunciado en el calor
especifico que ocurre a mayor temperatura. Este maximo ocurre cuando se omiten las barreras de
potencial por un 20 por ciento, esto es cuando se omite la delta {1,2}. Si observamos en el espectro
de energia de la Fig. 4.11, este caso corresponde al inciso ¢) que tiene el valor mas bajo de energia.
También podemos observar que el nimero de vacancias, es el nimero de niveles desplazados en su

valor de energia como se mencioné anteriormente.
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Figura 4.10: Cy/Nkp vs T /T, para particulas en una caja con 10 barreras de potencial de perme-

abilidad P = 10 y distancia entre ellas a/Ag = 1, introduciendo vacancias en los sitios: {1}, {1,2},
{1, 2, 10}, {1, 2, 3, 10}, comparadas un sistema ordenado y un gas ideal.
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Figura 4.11: Niveles de energfa en unidades de h%/2ma? para sistemas con 10 barreras de potencial
a/Ao = 1, P = 10, omitiendo las barreras de potencial (a) sistema ordenado, (b) vacancias {1}, (c)
vacancias {1,2}, (d) vacancias {1, 2, 10}, (e) vacancias {1, 2, 3, 10}.
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En las Figs. 4.6, 4.8 y 4.10 las curvas rojas corresponden a una caja de longitud L, = 11, donde
se omiten todas las barreras de potencial, al aumentar el sistema a una caja de longitud L, = 101
el médximo se agudiza como se observa en la Fig. 4.12, de tal forma que si la longitud de la caja
tiende a infinito L, — oo reproducimos el caso en tres dimensiones y el méaximo se convierte en el

pico caracteristico de la condensacién Bose-Einstein (ver Fig. 4.1).

En la Fig. 4.12 se gréfica el Cy /NkpvsT /Ty para un sistema de 100 barreras de potencial, a/A\g = 1,
P =10 e implementando las vacancias de manera porcentual y simétrica en un 10, 20, 30 y 40 por
ciento, en este caso se observa que el maximo mas pronunciado ocurre cuando se eliminan las bar-
reras de potencial en un 20 por ciento. Al aumentar el tamano del sistema, los efectos son mas
notorios, ya que los maximos se agudizan observando que hay una tendencia hacia una fase conden-
sada, comparado con sistemas ordenados. También se observa que conforme se aumenta el nimero

de vacancias, el médximo también aumenta pero hasta determinado valor, del orden del 20 por ciento.
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a/)\o = 1,

+—+ 10% vacancia sim
v— 20% vacancia sim
30% vacancia sim
+—= 40% vacancia sim
g e—e sistema ordenado
- =—a 100% vacancia |

1 1 1
T/T,
Figura 4.12: Cy/Nkp vs T /Ty para particulas en una caja con 100 barreras de potencial de per-

meabilidad P = 10 y distancia entre ellas a/Ag = 1. Introduciendo 10, 20, 30 y 40 por ciento de
vacancias en los sitios de manera simétrica, comparadas con un sistema ordenado y un gas ideal.
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Figura 4.13: Niveles de energia en unidades de h? /2ma? para sistemas ordenados con 100 barreras de
potencial a/\g = 1, P = 10, omitiendo las barreras de potencial de manera simétrica y porcentual
(a) sistema ordenado, (b) vacancia 10 , (c) vacancia 20, (d) vacancia 30, (e) vacancia 40.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo estudiamos los efectos en el espectro de energias y el calor especifico ocasionados al
introducir desorden estructural, composicional o vacancias en un gas ideal de bosones confinado por
una caja infinita en las direcciones x y y, y finita en la direccién z, dividida con M planos repre-

sentados por potenciales delta de Dirac de permeabilidad variable P y separados por una distancia a.

Cuando el sistema es ordenado, el espectro de energias muestra que conforme se aumente el sistema
al incrementar el niimero de barreras de potencial, se forma una estructura de bandas y cada una
de estas bandas estd conformada de tal manera que para M barreras de potencial hay M +1 niveles
separados por regiones prohibidas. En particular mostramos los casos para 10 barreras de potencial
con 11 niveles y 100 barreras de potencial con 101 niveles, también observamos que hay niveles fijos
dados por la Ec. (2.96) y sobre estos hay otros niveles que comienzan a concentrase hacia los fijos
conforme se aumenta la intensidad de las deltas, esto es, que el ancho de las regiones prohibidas

aumenta, de tal manera que la formacién de la estructura de bandas es méas notoria.

Encontramos que al introducir desorden estructural variando la distancia entre las barreras de po-
tencial de su posicién ordenada a/Ag = 1 en a/Ag — 1 + Aa;, con Aag; un niimero aleatorio en el

intervalo Aa; € [—0.1.0.1], que equivale a una variacién del 10 por ciento de desorden e permeabil-
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idad fija P = 10, se pierden los niveles fijos y la estructura de bandas como se muestra en la Fig. 3.4.

Para introducir vacancias de planos eliminamos barreras de potencial en los sistemas de 10 y 100
barreras de potencial. Los niveles de energia se desplazan en su valor de energia hacia las regiones
prohibidas y dependiendo de los porcentajes 10, 20, 30 y 40 por ciento, es el nimero de niveles
desplazados. Estos niveles desplazados desempenan un papel muy importante, ya que el primer
nivel de energia que es el més bajo contribuye en el comportamiento del méaximo correspondiente

al calor especifico.

El calor especifico, muestra variaciones con desorden composicional para 10 barreras de potencial
espaciadas por a/\g = 1, variando su permeabilidad como P — 10 + APi, con AP; un ntmero
aleatorio en el intervalo AP; € [—9,9] que equivale a una variacién del 90 por ciento de desorden y
con desorden estructural de permeabilidad fija P = 10, variando de su posicién ordenada a/M\g = 1
como a/Ng — 1+ Aa;, con Ag; un nimero aleatorio en el intervalo Aa; € [—0.1,0.1] que equivale
a una variacién del 10 por ciento de desorden. Pero al promediar diferentes tiradas aleatorias, el

efecto de desorden composicional y estructural se cancela.

Cuando simulamos vacancias, en un sistema de 10 barreras de potencial de manera simétrica o
aleatoria, observamos que se modifica la posicién del méximo en el calor especifico a Cy /Nkp > 2
y eleva la temperatura del maximo a T'/Ty > 1, comparado con sistemas ordenados cuyas tem-
peraturas de las posiciones del méximo del calor especifico son T/Tp < 1 y el calor especifico
Cy/Nkp < 2 para toda temperatura. Se observa que existe un nimero critico de vacancias, para
el cual el méaximo del calor especifico tiene un maximo. Este valor critico es del orden de un 20 por
ciento de vacancias. También al aumentar el tamano del sistema a 100 barreras de potencial, los
efectos son més notorios, ya que los maximos se agudizan y puede interpretarse como una aproxi-
macién hacia la fase condensada, considerando que la direccién z — oo de tal forma que se retoma

el caso en tres dimensiones ya estudiado en la literatura.
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En este trabajo no consideramos la interaccién entre particulas con el objetivo de analizar cuales son
los efectos que causa el potencial confinante, encontrando que simulando vacancias en un sistema
semi infinito ordenado, con barreras de potencial delta de Dirac en la direccién finita, se podria
modelar un caso que conlleve a una fase condensada sin estar estrictamente en un sistema infinito
en las tres dimensiones. En trabajos futuros pretendemos introducir interacciéon entre los bosones,

con la finalidad de ampliar el estudio del modelo presentado en esta tesis.
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