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Resumen. En 1973, Fisher Black y Myron Scholes, desarrollaron un modelo
con el cual se podia obtener una férmula para la valuacién de opciones euro-
peas. El principal atractivo de este modelo, se debe a que la férmula obtenida
es una formula cerrada y no es necesario utilizar herramientas avanzadas (por
ejemplo simulacion de Montecarlo o tranformadas de Fourier) para obtener

el precio de las opciones.

Sin embargo, el modelo presenta distintos tipos de imperfecciones, entre ellas,

la continuidad en la trayectoria de los precios de las acciones.

Los objetivos de este trabajo son dos, el primero de ellos es presentar el mode-
lo propuesto por Robert C. Merton en el cual la continuidad en la trayectoria
de los precios es descartada y compararlo con el modelo de Black-Scholes. La
presentacion se realizarad utilizando el concepto de medida equivalente mar-
tingala, a diferencia de como se hizo originalmente a través de la solucion de

la ecuacion diferencial parcial.

El segundo objetivo es la presentacién de ambos modelos sin recurrir a con-
ceptos matematicos demasiado avanzados, ya que se busca realizar una ex-
posicién que sea accesible para personas con conocimientos en probabilidad
y procesos estocasticos pero que no han tenido un acercamiento a dichos

temas desde el punto de vista de la teoria de la medida.
La estructura del trabajo es la siguiente:

En el capitulo 1, se presentan los conceptos y resultados basicos para en-

tender el mercado de las opciones.

El capitulo 2 presenta las herramientas matemaéticas necesarias para el

desarrollo de los temas.

En el capitulo 3, se desarrolla la integral estocastica para procesos continuos

y discontinuos (en el tiempo).

El capitulo 4 incluye los conceptos relacionados a la valuacién de activos
financieros utilizando el concepto de medida equivalente martingala y a partir
de este se desarrolla el modelo de Black-Scholes, presentando en la ultima

seccion sus imperfecciones.
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El capitulo 5 desarrolla el modelo de Merton comparandolo con el modelo

de Black-Scholes.

Por dltimo en el capitulo 6 se dan las conclusiones y posbiles extensiones

de este trabajo.



Capitulo 1

La mecanica del mercado de

opclones

En este capitulo se explican los conceptos béasicos sobre las opciones, asi
como el funcionamiento de este mercado y el argot financiero utilizado en la

practica.

Se presentan ademas los factores que influyen en el precio de estos instru-

mentos derivados y una técnica grafica para estudiarlos.

1.1. ;Qué es una opciéon?

Supongamos que un inversionista cree que en una fecha futura, 7', el precio
de un activo (por ejemplo la acciéon de una compania), S, se encontrara arriba

de cierto nivel K.

A este inversionista le gustaria poder comprar en la fecha T', el activo S a un
precio de K unidades monetarias, asegurando asi una ganancia de S — K.
Maés ann, si resulta que su pronoéstico sobre el precio del activo fue incorrecto
)
y S < K, le gustaria no verse en la obligacion de comprar el activo al precio
K, es decir, al inversionista le gustaria tener el derecho de comprar o no a
) )

determinado precio.
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La situacién anterior describe el caso de una Opcién Call.
Definiciéon 1.1. (Opcién Call).

Una opcion Call (de manera mas breve un Call) es un contrato que da el
derecho de comprar un activo por una cantidad determinada en una fecha

especifica.

Ahora supongamos que el inversionista cree que el precio de activo disminuira
hasta encontrarse por debajo de un nivel K, en este caso le seria favorable
vender dicho activo en K unidades monetarias obteniendo asi una ganancia
de K — Ssi S < K y en caso de que su pronostico falle no verse obligado a

vender.

Esta situacion describe una opcién Put.
Definicién 1.2. (Opicion Put)

Una opcion Put (de manera més breve un Put) es un contrato que da el
derecho de vender un activo por una cantidad determinada en una fecha

especifica.

De acuerdo a las definiciones anteriores, en un Call se espera que el precio
del activo aumente por lo que buscamos comprarlo a un precio menor del
que cotiza en el mercado, mientras que en un Put se espera a que baje por

lo que se busca venderlo a un precio mayor del cotizado.

Observaciéon 1.1. En este trabajo tinicamente se estudiarédn las opciones
que sélo tienen una tnica fecha en que pueden ejercerse, este tipo de opciones

son llamadas del tipo Europeo.

1.2. Argot Financiero

En la practica, en el mercado de opciones se utilizan los siguientes términos
)
para hacer referencia a las caracteristicas de estos contratos y en este trabajo

nos apegaremos a ellos:
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1.3.

Prima: La cantidad que se paga por tener un Call o un Put. Determi-

nar esta cantidad es el tema central de este trabajo.

Activo subyacente (subyacente): El activo sobre el cual depende el
valor de la opcién. Aqui supondremos que el subyacente es una accion

que no paga dividendos y denotaremos con S; su valor en la fecha t.

Precio de ejercicio (Strike): La cantidad por la cual el subyacente
sera comprado (en el caso de un Call) o vendido (en el caso de un Put).

El strike serd denotado con la letra K.

Fecha de vencimiento: Fecha en la cual se puede ejercer la opcion,
es decir, fecha en la cual se toma la decision de comprar (Call) o vender
(Put) el subyacente por el precio strike. Utilizaremos la letra T' para

hacer referencia a esta fecha.

Payoff: Es el pago que se recibe en la fecha de vencimiento de la opcién.
Para un Call el payoff es max(Sr — K,0), mientras que para un Put

esta dado por mdz(K — Sr,0).

Posicion larga: Se dice que un inversionista tiene la posicién larga en
una opcioén si es quien ha comprado el contrato, es decir, recibe el dere-
cho de comprar o vender a un precio strike en la fecha de vencimiento.

Al inicio del contrato, esta posiciéon paga la prima.

Posicién corta: Se dice que un inversionista tiene una posicién cor-
ta en una opcion si es quien la suscribe. Al inicio del contrato esta
posiciéon recibe la prima y en la fecha de vencimiento podria verse obli-
gado a comprar o vender el subyacente a determinado precio strike,

dependiendo de si la posicién larga ejerce o no la opciéon.

Diagramas de payoff

Existen cuatro tipos de posiciones dentro de las opciones:

1.

Call largo (Posicion larga en una opciéon Call).
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2. Put largo
3. Call corto

4. Put corto

estas posiciones tienen sus respectivos payoff:
1. max(Sy — K, 0)
2. max(K — Sr,0)
3. —maz (St — K, 0)

4. —mazx(K — St,0)

Una forma de caracterizar los payoff anteriores, es a través de una grafica
que los represente de acuerdo al strike y al precio del subyacente en la fecha
de vencimiento, de esta manera podemos representar las cuatro posiciones

anteriores con los siguientes diagramas (diagramas de payoff):

Diagrama de Payoff Diagrama de Payoff
Call largo Put largo
B s
g &
o o
=] (=]
T T T T
K St K St
Diagrama de Payoft Diagrama de Payoft
Call corto Put corto
=] (=]
B B
z F
o o
T T T T
K St K Sr

Figura 1.3.1: Diagramas de payoff de las posibles posiciones en una opcién.



CAPITULO 1. LA MECANICA DEL. MERCADO DE OPCIONES 5

Observacion 1.2. Los diagramas de Payoff pueden ser enganosos ya que no
incluyen el costo de la opcién, lo que provoca que no sean capaces de indicar

a partir de que precio St se obtiene una ganancia.

1.4. Factores que afectan los precios de las opciones

Consideraremos a lo siguientes factores como los responsables de los cambios

en los precios de las opciones.

1. Precio actual de la accion Sy
2. Precio Strike K

3. Fecha de vencimiento T

4. Volatilidad de la acciéon o

5. Tasa libre de riesgo r

Las relaciones entre estos factores y el precio de las opciones, se basan en

argumentos de no arbitraje, el cual se define como:

Definicién 1.3. (Arbitraje)

Decimos que una estrategia de operacion, es un arbitraje, si podemos generar

ganancias libres de riesgo.

Vagamente hablando, un arbitraje nos permite iniciar con un portafolio de
valor cero (o incluso debiendo dinero) y en un futuro, con este mismo portafo-

lio, obtener ganancias sin correr riesgo alguno.

Por el momento supondremos que no existen oportunidades de arbitraje y
més adelante veremos que en los modelos desarrollados en este trabajo, efec-

tivamente no es posible la existencia de dichas estrategias.
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e Precio de la acciéon y precio strike

Recordemos que el payoff de una posicion larga en un Call estd dado por
max(St— K, 0), esta expresion nos indica que el precio de estos instrumentos
aumenta si el precio de la accion aumenta (podremos comprar a un precio
més barato de lo que ofrece el mercado y para obtener este derecho, tenemos
que pagar mas) y disminuye si el strike aumenta (la diferencia entre el precio
que ofrece el mercado y el precio strike del contrato se hace mas pequena,
con lo que nuestras posibles ganancias se ven reducidas, por lo que no tiene

sentido pagar un precio elevado por el derecho).

En el caso de un Put, el payoff es mdx(K — St,0), si el precio de la accion
crece el put perdera valor (la diferencia entre el precio que vendemos y el
precio que ofrece el mercado es pequena por lo que es mas dificil hacer una
ganancia) mientras que si el precio strike aumenta, el valor de la opcion

también lo hace (vendemos més caro)

Las siguientes figuras muestran la relaciéon entre el precio de las opciones y

el precio del subyacente.

Precio del subyacente vs precio de la opcion

50

40

Precio Opcitn

100 120 140 160 180 200

Subyacents

Figura 1.4.1: Relacién entre el precio de la accién y el precio de una opcién
call.
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Strike vs precio de la opeion

Precio Opcitn
30

20

10

Strike

Figura 1.4.2: Relacién entre el precio strike y el precio de una opcién call.

e Fecha de vencimiento

Si la fecha de vencimiento es lejana, entonces se cuenta con un horizonte de
tiempo mas amplio en el cual el precio de la accién podria superar el precio
strike (en el caso de un Call) o caer por debajo de este (en el caso de un
Put). En consecuencia a mayor plazo para el vencimiento, mayor el precio

de las opciones. La figura (1.4.3) ilustra esta relacion.
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Fecha de vencimiento vs precio de la opcién

58
1

Precio Opcion

54
|

52
|

Fecha de vencimiento

Figura 1.4.3: Relacién entre la fecha de vencimiento y el precio de una opcioén.

e Volatilidad

Posiblemente la volatilidad es el factor méas importante al momento de valuar
una opcién, esta variable es una medida de que tanta incertidumbre hay en

el precio de la accién.

Los inversionistas con posiciones largas en opciones tienen pérdidas limi-
tadas, lo mas que pueden perder es la prima que pagaron por tener la opcidn,
en cambio sus ganancias no se encuentran acotadas (Ver figura (1.3.1)). Por
lo tanto un aumento en la volatilidad tiene como consecuencia un aumento
en el precio de los Put’s y los Call’s (el inversionista tiene que pagar maés,

por el derecho a tener ganancias no acotadas). La figura (1.4.4) ilustra esto.
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Volatilidad vs precio de la opcién

Precio Opcion
65 70 75
1

60

55
I

50

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Volatilidad

Figura 1.4.4: Relacién entre la volatilidad y el precio de una opcién

e Tasa libre de riesgo

La tasa libre de riesgo, es la tasa de interés que puede ser obtenida, sin asumir

riesgo alguno. Usualmente, esta tasa estd ligada a bonos gubernamentales.

Debido a que Precio Call < Precioaccion (ver [11]), entonces si la tasa libre
de riesgo,r, es alta, un inversionista en lugar de comprar la accién, podria
optar por comprar un Call y el resto, Precio accion— Precio Call > 0, podria
invertirlo a la tasa r, esto provoca que exista una mayor demanda en Calls

y en consecuencia su precio tiende a crecer.

En el caso de Puts, si la tasa r crece, el inversionista con una posicién
larga en el derivado espera poder vender la accién en un tiempo futuro,
por lo que busca ser compensado por el hecho de tener que esperar hasta
la fecha de vencimiento para poder obtener dinero (si la opcion se ejerce) y
no haber invertido en el presente a una tasa r, esta compensacién se da con
la disminucion en el precio del contrato. La figura (1.4.5) ilustra la relacion

entre la tasa libre de riesgo y el precio de una opcion Call.
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Tasa libre de riesgo vs precio de la opcién

110

Precio Opcion
80 90

70

60

50

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tasa libre de riesgo

Figura 1.4.5: Relacién entre la tasa libre de riesgo y el precio de una opcion
call.

1.5. Paridad Put-Call

La paridad Put-Call es una relacién entre los precios de una opcion Call
(Europea) y una opcion Put (Europea) cuando dichos contratos tienen el

mismo precio Strike, la misma fecha de vencimiento y el mismo subyacente.

Utilizando la notacion que se introdujo en la seccion (1.4) consideremos los
siguientes portafolios:

—rT

Portafolio 1: Un Call con precio ¢ mas una cantidad Ke en efectivo que

se invierte a una tasa 7.
Portafolio 2: Un Put més una accion.

En la fecha de vencimiento ambos portafolios valen:

max(St, K)
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como ambas opciones son del tipo europeo, sé6lo tienen una fecha de ejercicio
y por lo tanto el valor presente de ambos debe ser el mismo (si esto no se
cumpliera, existiria un arbitraje vendiendo en corto el portafolio mas caro
y comprando el portafolio mas barato e invirtiendo la cantidad restante de

dinero a la tasa ), esto es:

c+Ke ™ =p+ 8, (1.5.1)

esta relacion es llamada Paridad Put-Call y nos permite encontrar el precio

de un Put conociendo el precio de un Call y viceversa.

Gracias a la ecuacion(1.5.1), nos es posible concentrarnos tnicamente en
determinar el precio de Calls ya que el precio de los Puts se obtiene mediante

un sencillo despeje.



Capitulo 2

Conceptos basicos

En este capitulo se introducen los conceptos matematicos para el desarrollo

del trabajo.

Se define lo que es un espacio de probabilidad, variables aleatorias, esperanza

condicional, filtraciones y procesos estocasticos.

Ademas, se enuncian algunas propiedades de los procesos estocéasticos utilizados

en los capitulos posteriores.

2.1. Medidas y espacios de probabilidad

Iniciaremos con la relaciéon entre la teoria de la medida y la probabilidad.

Decimos que la dupla (€2, F) es un espacio medible, si Q es un conjunto no
vacio, llamado espacio muestral, y F es una sigma &lgebra de subconjuntos

de €, es decir:
Definicién 2.1. (Sigma algebra)
Sea 2 un conjunto distinto del vacio, sea F una coleccién de conjuntos de

Q. Decimos que F es una sigma algebra de subconjuntos de 2 si:

1. El conjunto vacio pertenece a F, () € F.

12
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2. Si A € F, entonces A° € F.

3. Si Ay, Ay...,€ F, entonces U2 | A; € F

Cada A € F es llamado conjunto medible.

Definiciéon 2.2. (Sigma algebra generada por un conjunto)

Sea € un conjunto no vacio y A un subconjunto (o colecciéon de subconjuntos)
de €.

La sigma algebra generada por A, denotada por o(A), es la sigma algebra

mas pequena que contiene a A.

Observacion 2.1. Una sigma algebra importante, es la sigma algebra de
Borel, la cual es la sigma &lgebra mas pequena que contiene todos los con-

juntos abiertos de R.

La nocién de medida es una generalizaciéon de las nociones de longitud, area

y volumen.

Si interpretamos a €2 como el conjunto de posibles resultados de un experi-
mento, la sigma algebra F contendria toda la informacién de este experimen-
to. Asi pues, necesitamos una forma de medir el “volumen” de la informacion

contenida en F, es decir, encontrar la probabilidad de un conjunto (evento).
Definiciéon 2.3. (Medida de probabilidad)
Sea 2 un conjunto no vacio, F una sigma &lgebra de subconjuntos de §2.

Una medida de probabilidad, P, es una funcion de F en el intervalo [0, 1] tal

que:
1. P(Q) =1
2. Si Ay, As, ... es una sucesion de subconjuntos de F tal que A; N A; =

(), i # j, entonces

P(UR,A) =D P(A)
=1
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Si P es una medida de probabilidad, llamamos a (€2, F, P) un espacio de
probabilidad.

Observacion 2.2. (Conjuntos P-nulos)

Por 1) y 2) de la definiciéon anterior, concluimos que P()) =1 — P(Q2) = 0.
Llamaremos conjuntos P-nulos (de medida cero, con probabilidad cero bajo
P) a todos los conjuntos A € F tales que P(A) = 0.

Supondremos ademas que todos los conjuntos de medida cero, son elementos
de F ((2, F, P) es completo).

Si un evento A € F es tal que P(A) = 1, se dira que el evento A ocurre casi

seguramente (c.s)
Definicién 2.4. (Variable aleatoria)
Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad.

Una variable aleatoria, X, es una funcién X : Q — R, F—medible, esto es,

para todo conjunto boreliano B:

X'B)={weQ: X(w)eB e F

Para poder valuar derivados (en particular opciones del tipo europeo) necesi-

tamos el concepto de medidas equivalentes y el teorema de Radon-Nikodym.

Definicion 2.5. (Medidas equivalentes)

Sean Py P medidas de probabilidad sobre el mismo espacio medible (€2, F).
Decimos que P es absolutamente continua con respecto a P (ﬁ < P), si
P(A) = 0 implica que P(A) = 0.

Decimos que Py P son equivalentes si P<P y P <K P.
Teorema 2.1. (Radon-Nikodym)

Sean P y P medidas de probabilidad equivalentes, definidas en (2, F). En-

tonces existe una variable aleatoria Z tal que:

1. P[Z>0]=1
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2. EplZ]=1

3. P(A)= [,ZdPYA € F

en donde Ep, denota la esperanza bajo la medida P.

2.2. Esperanza condicional

El concepto de esperanza condicional nos sera de utilidad ya que nos permite
definir matematicamente la idea del valor esperado de una variable aleatoria,
dada la informacién que se tiene hasta cierto momento (por ejemplo, dada

la historia del precio de una accion).

Definicion 2.6. (Esperanza condicional)

Sea X una variable aleatoria sobre el espacio de probabilidad (€2, F, P), tal
que E[|X|] < ooy sea G C F una sigma algebra.

La esperanza condicional de X dada G, F [X|G], se define como una funcion

/AXdP:/AE[X\g]dP

para todo conjunto A € G.

G—medible, tal que

Teorema 2.2. (Propiedades de la esperanza condicional)

Sea X wuna variable aleatoria sobre el espacio de probabilidad (Q, F, P), tal
que E[|X|] < 0o y sea G C F una sigma dlgebra, entonces:

1. E[X[{Q,0}] = E[X]
2. E[X|F]=X

3. Si E[Z] < 0oy X es G—medible:

E[XZ|G] = XFE[Z|G]
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4. Para toda sigma algebra Gy C G
E[E[X|G]|G] = E [X|Go] = E [E [X|F]|Go]

5. EIE[X|G]] = E[X]

6. Si X es independiente de G, es decir, si es independiente de la funcién

indicadora I4 para todo A € G, entonces:

E[X|G] = E[X]

7. SiE||Z]]<coyabeR

ElaX +bZ|G] = aE [X|G] + bE [Z|G]
8. Si X < Z, entonces E [X|G] < E[Z|F]

Para la demostracion, ver [3, 5, 21].

2.3. Filtraciones y procesos estocasticos

Necesitamos tomar en cuenta el hecho de que conforme pasa el tiempo,
tenemos mas informaciéon a nuestra disposiciéon. Para formular de manera

precisa esta idea, introducimos el concepto de filtracién.

Definicién 2.7. (Filtracion)

Sea (§2, F, P) un espacio de probabilidad. Una filtracion F = {F},, es una

familia creciente de sigma algebras, es decir, si s < t, entonces Fs C F; C F.

El subindice t es interpretado como la variable de tiempo y JF; representa
la informacién disponible en el momento ¢, esta informacién incrementa

conforme el tiempo transcurre.
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Utilizando una filtracion podemos distinguir aquellas cantidades que son
conocidas dada la informacion actual y aquellas que todavia son consideradas

aleatorias.

Un evento A € F; es un evento tal que, si se tiene la informacion de F, es

posible decidir si A ocurrié o no.

Observacion 2.3. Un espacio de probabilidad (€2, F, P) equipado con una
filtracion F = {F;},~, es llamado un espacio de probabilidad filtrado. Supon-
dremos que siempre_trabajaremos en este tipo de espacios de probabildiad y
seran denotados como (2, F, P,F) o como (Q,]—", P, {]:t}tzo)'

Para describir el comportamiento del precio de las acciones conforme el
tiempo transcurre, necesitamos una estructura que nos permita modelar en
un contexto dindmico el cambio aleatorio que sufren estos precios con el paso

del tiempo, a esta estructura le llamaremos proceso estocéstico.

Definicién 2.8. (Proceso estocastico)

Un proceso estocéstico es una familia X = {X;},5 de variables aleatorias
definidas sobre un espacio de probabildiad. El parametro ¢ es interpretado
como una variable de tiempo, asi X;(w) representa el estado del proceso en

el tiempo ¢ bajo el escenario w.

Observacion 2.4. Utilizaremos las siguientes notaciones para referirnos a
un proceso estocastico X, X = {X;},~,, X;. La notacion X; sera clara de
acuerdo al contexto y puede referirse tanto al proceso X como a la variable

aleatoria X,

Como se mencion6 anteriormente, una filtraciéon nos permite determinar si
un evento ha ocurrido o no, de la misma forma, una filtracién nos permitira
determinar si un evento relacionado a un proceso estocastico ha ocurrido o
no. Los procesos para los cuales podemos hacer tales afirmaciones son lla-

mados procesos adaptados a la filtracion.
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Definicion 2.9. (Proceso adaptado)

Sean X = {X:};5, un proceso estocastico y (€2, F,P,F) un espacio de
probabilidad filtrado.

Decimos que X es un proceso adaptado a la filtracion F (F—adaptado o F;

- adaptado), si la variable aleatoria X; es J; - medible para toda ¢t > 0.

Podria darse el caso en que la tnica informacién disponible sea aquella for-
mada por los valores del pasado de un proceso estocastico. Esta “historia del

proceso” puede ser presentada con un tipo especial de filtracion.

Definicién 2.10. (Filtracion natural)

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea X un proceso estocastico. La

filtracién natural del proceso X se define como

Fi=0(Xs:0<s<t)0<t< 0

con o (X, :0 < s <t)lasigma algebra generada por los conjuntos

X1 (B)={weQ: X,(w)eB}0<s<t

S

en donde B es un conjunto de Borel.

Claramente todo proceso estocastico es adaptado a su filtraciéon natural.

2.3.1. Ejemplos de procesos estocasticos

A continuacion se presentaran los principales procesos estocasticos utilizados
en este trabajo. Supondremos que siempre se trabaja sobre un espacio de
probabilidad filtrado (€2, F, P, F).

El proceso estocéstico de mayor interés para el desarrollo de este trabajo,

serd la martingala definida como:
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Definiciéon 2.11. (Martingala)

Sea X un proceso estocéstico, decimos que X es una martingala (respecto a
una filtraciéon F y a una medida de probabilidad P) si:

1. X; es una variable F; - medible, es decir X es F - adaptado.

2. Para toda ¢t > 0, tenemos que Ep [| X;|] < 0o

3. Para toda s < ¢, tenemos Ep [X;|Fs] = X
Como se verd mas adelante, las martingalas jugarédn el papel principal al
momento de valuar instrumentos derivados.

Definiciéon 2.12. (Movimiento browniano)

Un movimiento browniano respecto a una filtracion F y una medida P ((P,F)

- movimiento browniano), es un proceso estocastico, {W;},~, tal que:

1. {Wi},5( es adaptado a F
2. El mapeo t — Wi(w) es continuo (casi seguramente) y no diferenciable.

3. Si s <'t, entonces W; — Wy es independiente de F, (incrementos inde-

pendientes)

4. Si s <t, entonces Wy — Wy y Wy_s — Wy , tiene la misma distribucion

de probabilidad (incrementos estacionarios)

Si un movimientro browniano es tal que Wy =0, Ep [W] =0, Var(W;) =t

para toda t, decimos que {W;},-, es un movimiento browniano estandar.

Observacion 2.5. Utilizando la definiciéon anterior, puede demostrarse que
los incrementos de un movimiento browniano estandar, tienen distribucién

normal con media cero y varianza t — s (N(0,t — s)).

Si no se indica lo contrario, siempre supondremos que se habla de un movimien-

to browniano de este tipo.
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Proposicién 2.1. Si {W,;},~, es un movimiento browniano estindar, en-

tonces es una martingala

Demostracion. Solo demostraremos la propiedad 3 de la definicion (2.11)

Sea s < t, utilizando el hecho de que el proceso es adaptado a la filtracién,

la propiedad de incrementos independientes, las propiedades de la esperanza

condicional y que F [W;] = 0 para toda ¢, obtenemos

E[Wy|Fs] = E[W; — Ws|F] + E [W|F]
= E[Wi — Ws|Fs] + W
= E[Wy — W] + W
= W,

La figura (2.3.1) muestra la trayectoria de un movimiento browniano estan-
dar. O

Movimiento browniano estandar

0.2
|
=

0.0
1

0.4
o——mdl
—
—
=
=

0.6
1

Tiempo

Figura 2.3.1: Movimiento browniano estandar
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Definicién 2.13. (Proceso Poisson)
Sea A > 0, una constante, decimos que el proceso {/N;},~, es un proceso
Poisson (respecto a una fitlracion F y a una medida de probabilidad P) con
intensidad A, si:

1. {Nt};>¢ es adaptado a F

2. Ny = 0 (casi seguramente)

3. Si s <t, entonces Ny — N es independiente de Fy (incrementos inde-

pendientes)

4. Si s <'t, entonces N; — N tiene la misma distribucion de probabilidad

que N;_; (incrementos estacionarios)

P(N, =1

5. Mmhﬁo(’;l) =\
P(N, > 2

6. zz’mhﬁo(’};—) =0

Proposicién 2.2. Sea {N};5, un proceso Poisson con intensidad A > 0,

entonces
1. La variable N; tiene distribucién Poisson con parametro At para toda
t>0.

2. Ny — Ny tiene distribucion Poisson con parametro \(t — s) para toda
s <t

3. En consecuencia E[N;] = At y E[N; — Ng| = A(t — s)

Para la demostracion, ver [6].

La figura (2.3.2) muestra la trayectoria de un proceso Poisson.
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Trayectoria de un proceso Poisson

10

tiempo
Figura 2.3.2: Proceso Poisson

Definiciéon 2.14. (Proceso Poisson compensado)

Sea { N}~ un proceso Poisson con intensidad A, el proceso Poisson compensado
{M;},~ se define como:
My = Ny — At

Proposicion 2.3. Si {Mt}t207 M; = N;—Mt, es un proceso Poisson compensado,

entonces es una martingala.

Demostracion. Solo se demostraré la propiedad 3 de la definicion (2.11).

Utilizando el hecho de que el proceso Poisson es adaptado a F (en consecuencia
el proceso Poisson compensado también lo es), la propiedad de incrementos
independientes del proceso Poisson, asi como el hecho de que E [Ny — Ng| =

A(t —s) , para s < t, tenemos:

E[M)|F,] = E M, — My|Fs| + E [M,|F,]
= B[N, — Nj| = \(t — s) + M,
= M,
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En la figura (2.3.3) se muestra una trayectoria de un proceso Poisson com-

pensado.

Trayectoria de un p Poisson cc

Figura 2.3.3: Proceso Poisson compensado

Definicion 2.15. (Proceso Poisson compuesto)

Sea { N}, un proceso Poisson con intensidad A. Sea Y7, Y2, ... una sucesién
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con media

= E[Y] < o e independientes del proceso Poisson.

El proceso Poisson compuesto se define como:

Ny
Q=>Y
=1

Proposicion 2.4. Sea {Q},~, un proceso Poisson compuesto como en la

definicion (2.15), entonces:

1. Q:—Qs esindependiente de F; para s < t (incrementos independientes)
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2. Q¢—Qs tiene la misma distribucion que Q;—g (incrementos estacionarios)
3. E|Q¢] = Bt paratodat >0, 3= FEI[Y]

4. Var(Q:) = \E[Y?]

Para la demostracion, ver [6].

La figura (2.3.4) muestra una trayectoria de un proceso Poisson compuesto,
obsérvese que esta trayectoria es similar a la trayectoria de un proceso
Poisson, excepto por el hecho de que los saltos no necesariamente incre-

mentan en una unidad.

Trayectoria de un
Proceso Poisson Compuesto

150
I

100
1

tiempo
Figura 2.3.4: Proceso Poisson compuesto

Definiciéon 2.16. (Proceso Poisson compuesto compensado)

Sea {Q¢},~, un proceso Poisson compuesto como en la definicién (2.15). El
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proceso Poisson compuesto compensado esta dado por:

Zy = Q¢ — BM

Proposicién 2.5. Si {Z;},~, es un proceso Poisson compuesto compensado

como en la definicion (2.16) entonces {Z;},~, es una martingala.

Demostracion. Utilizando las propiedades del proceso Poisson compuesto,

obtenemos:

E [Qt - ﬁ)‘ﬂfs] =F [Qt - Qs|-’rs] + Qs - B)‘t
=BAt— )+ Qs — Bt
= Qs _6)‘5

O]

La figura (2.3.5) muestra la trayectoria de un proceso Poisson compuesto
compensado. La trayectoria es similar a la de un proceso Poisson compensa-

do, excepto por el tamano de los saltos.

Proceso Poisson
compuesto compensado

100

50

Figura 2.3.5: Proceso Poisson compuesto compensado



Capitulo 3
Integracion estocastica

En este capitulo se desarrollan las herramientas principales del calculo es-
tocastico para procesos continuos y discontinuos (en el tiempo). Se inicia con
un ejemplo para senalar las deficiencias del calculo clasico cuando se trabaja

con funciones que involucran el movimiento browniano.

Se introducen los conceptos de variacion cuadrada y covariacion, conceptos
que nos permitiran desarrollar una derivacién de la férmula de Ito6, esta for-

mula serd nuestra principal herramienta durante el desarrollo de este trabajo.

Después, se define la integral estocéstica con respecto a un movimiento brow-

niano y de maneral general con respecto a un proceso de Ito.

Se finaliza con el desarrollo del calculo estocéastico para procesos que presen-

tan discontinuidades en sus trayectorias.

3.1. ;Por qué el calculo clasico no es suficiente?

El siguiente ejemplo, es tomado de [1].

Supongamos que tenemos una funcion f, de un movimiento browniano {W; }+>o.
Digamos que f estd dada por f(W;) = W7, de acuerdo al calculo clésico,
el diferencial de esta funcion es: d(W2) = 2W;dW; o utilizando integrales

26
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esto es: Wf =2 fot WsdWs. Debido a que el movimiento browniano no es
diferenciable con respecto al pardmetro del tiempo, necesitamos definir la
expresion 2f0t WsdWs. Siendo un poco ingenuos, podriamos definirla de la

siguiente manera:

t 2t
Consideremos para alguna n € N, una particién {O, — =y ,t} del inter-
n n

valo [0,¢], y aproximemos la integral de la siguiente manera:

W :2/0tWSdWS zzngw(:) [W ((Hnl)t) -W <Z>} :

Ademés recordemos que para el movimiento browniano E [Wf] =Var W] =
t. Por otra parte utilizando la aproximacién anterior y la independencia de

los incrementos de W obtenemos:

Por lo tanto W2 # 2fg WsdWs, ya que al menos se esperaria que sus mo-

mentos fueran los mismos.

Para darnos una idea de que es lo que ha fallado utilicemos la serie de Taylor

de f(Wy), para f lo suficientemente “suave”.

df (W) = [/ (We)dWy + 5 f" (We) (dW)? + 51" (W) (dW2)? + . ..

Si aproximamos la integral de (dW;)? (sobre el intervalo [0, ¢] utilizando una

t
particion {0, —,...,t}) de la siguiente manera
n

n

! it 1—1)t 2
/O(th)QzZ<W(n)—W(( ), (3.1.1)

i=1




CAPITULO 3. INTEGRACION ESTOCASTICA 28

n

W) - w ()

y definimos Z,,; = , entonces para todan € N, Z,,; ~

t

n
N(0,1) parai=1,2,....

Con las Z,,; podemos escribir (3.1.1) como

t 2
/ (AW,)? =ty 2ot
0 i

Por lo tanto, por la ley de los grandes ntumeros (ya que E[Zgl] =Var[Z, ;] =
1) tenemos que fg(th)2 =t cuando n — oco. Esto altimo nos indica que,
cuando trabajamos con funciones del movimiento browniano, el término de
exponente 2 en el desarrollo de la férmula de Taylor ya no puede ser ignorado.
Dicho término esté relacionado con el concepto de variacién cuadrada, que
es el tema de la siguiente seccion. Se demostrard también que los términos
de orden mayor o igual a 3 en la expansiéon de Taylor, todavia pueden ser

descartados.

3.2. Variaciéon Cuadrada

En esta seccién se introducen los conceptos de variacién cuadrada y co-
variacion, ademas se derivan las reglas para trabajar con expresiones de la
forma dtdWy, dtdt, dWydW;.

Definicién 3.1. (Variacion Cuadrada).

Sea IT = {tg, t1, ..., t, } una particion del intervalo [0, 7], 0 =ty < t1 < ... <

t, = T. Denotemos la norma de II como ||II|| = Oﬂlu’mc l(tj+1 —t;). La
J=U,1,...,n—=

variacion cuadrada de una funcién f hasta el tiempo 71" se define como:

n—1

< fof >r=lim Y [f(ti) = f(t)) (3.2.1)

II}|—0
1[0 £
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Observaciéon 3.1. Los resultados que se presentardn a continuacién, son

independientes de la particion, ver [22].

Proposicion 3.1. Si f es una funcion con derivada continua, entonces para
toda T >0, < f, f >r=0.

Demostracion. Sea II una particion de [0, 7). Utilizando el teorema del valor

medio tenemos

n—1

S i) = F(t)P = Z [F' DIt —t5)° con £ € [ty tj41]

Jj=0

< HHHZ!J‘ (i1 —t5)

tomando el limite cuando ||II|| — 0

<f.f>r < lm ||| lim Z|f Nt —t5)

im0 o 4
~ im HHH/ o
1o

en donde la ultima igualdad se debe a que fo |f/(t)|dt < oo por ser f'(t)

continua. O

Teorema 3.1. (Variacion cuadrada del movimiento browniano)

Sea W = {Wi}i>0, un movimiento browniano y sea T > 0, entonces

< W, W >p=T (casi sequramente).
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Demostracion. Sea II una particion de [0,7] y definamos

n—1

QH = Z(Wtj+1 - Wt].)Q.

Jj=0

Se demostrard que E[Qn] =Ty IIIZTiIIm Var[Qm) = 0, es decir, se demuestra
—0

convergencia en media cuadrada (ver [21] para entender los detalles técnicos

de la convergencia en media cuadrada).

Como W es un movimiento browniano F [Wt — Wtj] = 0 y por lo tanto

J+1

E [(Wtj+1 — Wtj)z] =Var [Wtj+1 — Wtj] = tj+1 — t;, lo que implica
n—1
E[QH] = E [(Wtj+1 - Wtj)z]

§=0
n—1

= tiy1 —tj
=0

= T.

Por otro lado, utilizando el hecho de que Wy, , — Wi, ~ N(0,tj11 — t;),
+1 _Wtj)2] = 2(t]+1 - tj)2 Yy por la

independencia de los incrementos del movimiento browniano, llegamos a

es posible demostrar que Var [(Wt

i
L

- Wtj)Q]

j+1

Var(Qu) = ' Var [(W;

<
I
—= O

3
|

= 2(tj41 — t;)°

<.
Il
o

n—1
< 2T (t —t5)
7=0

= 2T

— 0 cuando ||II|]| = 0



CAPITULO 3. INTEGRACION ESTOCASTICA 31

El teorema (3.1) nos dice que el movimiento browniano acumula una variacién
cuadrada a una tasa de uno por unidad de tiempo. En consecuencia, si
0 < 17 < T, entonces la variaciéon cuadrada acumulada en el interva-
lo [Ty, T3] es < W,W >, 1,)= T2 — Ti. Para referirnos al hecho de que
< W,W >p= T, utilizaremos la siguiente notacion diferencial (esta es la
primera de las reglas para trabajar con expresiones que involucran diferen-

ciales, posteriormente se verd su gran utilidad).

AW dW; :=d < W, W >,= dt.

Proposicion 3.2. Sea Il = {ty = 0,t1,...,t, =T}, T > 0, una particion

del intervalo [0,T] y sea W = {W; }1>0 un movimiento browniano, entonces

7
L

(Wtj+1 — Wtj)p parap >3, peN

—0
[|1T}[—0

.
[l
o

Demostracion. Se ilustraré el caso en que p = 3, los demads casos se tratan

de manera similar

n—1 n—1
3 . 2
[Wtj+1 - Wtj] < 0<Tl?<anx_1’Wtk+1 — Wy, | Z(Wtj+1 - W)
j=0 = j=0

— 0T cuando ||II|| — 0.
en donde la tltima expresion se deriva de la continuidad de W' y del teorema
(3.1). O

Observacion 3.2. La proposicion (3.2), en términos de diferenciales puede

ser escrita como (dW;)P =0 parap >3, pe N

Ademas de calcular la variacion cuadrada de una funcion, podemos definir

la covariacion entre dos funciones (procesos) de la siguiente manera.
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Definicién 3.2. (Covariacion)

Sea Il = {ty = 0,t1,...,t, =T}, T > 0, una particion del intervalo [0,7] y
sean f, g dos funciones (procesos). La covariacion entre f y g hasta el tiempo

T se define como

n—1

< frg>ri= lim Y [f(tn) = f(t)] [9(ti) — g(t)].

II||—0
Imjj=0 <=

Proposicion 3.3. Sea II una particion del intervalo [0,T] y sea W =

{Witi>0 un movimiento browniano, entonces

<W,t>r=0 (3.2.2)

<t,t>p=0 (3.2.3)

Demostracion. Para demostrar (3.2.2) realizaremos un procedimiento seme-
jante a la demostracion del teorema (3.1).

Denotemos por Qn := E?:_&(Wtjﬂ — Wi,)({tj41 — t;), como tj1 —t; es
determinista B [(Wy,,, — Wy, )(tj41 —t;)] = 0 y tenemos ast E[Qm] = 0.

Por otra parte tenemos que

Var (Wi = Wit — )] = (ti1 —t)*Var [(Wey,, — Wi))]
= (tjs1—1;)°
< Pt — t5)

ahora, utilizando la independencia entre los incrementos de W
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n—1

VarlQu| = Z Var [(I/th+1

j=0

n—1

= ) (tin —ty)°

j=0

n—1
< P (i — ty)
=0

= P

— 0 cuando ||II|| — 0.

Para (3.2.3) tenemos

—

n—1
Dt = t5)
i=0

jidie

0 cuando ||II|| — 0.

— Wi, ) (tj41 — t)]

33

O]

Observacion 3.3. La proposicion (3.3), puede ser escrita en forma diferen-
cial como dWydt = 0 para (3.2.2) y dtdt = 0 para (3.2.3).

Podemos resumir los resultados del teorema (3.1) y la proposicién (3.3) en

la siguiente tabla:

[ e [dt[adw,]
dt [0] 0
dW, | 0 | dt

Cuadro 3.1: Reglas para trabajar con diferenciales.
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Las reglas del Cuadro(3.1) nos ayudaran a utilizar la formula de It6, para
la cual necesitamos definir la integral estocéstica, este es el objetivo de la

siguiente seccion.

3.3. Integral estocastica con respecto a procesos con-

tinuos

En esta seccion se dara sentido a la expresion
T
| s
0

en donde W = {W;}4>0 es un F — movimiento browniano. Impondremos la
condicion de que el integrando f sea F —adaptado, esto se debe a que en un
contexto financiero, f(t) seré la posicién que tomamos en un activo al tiempo
t y claramente dicha posicion s6lo depende de la informacién disponible hasta

ese momento.

Impondremos ademaés, la hipotesis de que f es independiente de los incre-

mentos del movimiento browniano.

3.3.1. Integral de It6 para procesos (funciones) simples

Definiciéon 3.3. (Funcién simple)

Sea Il = {0 = to,t1,...,t, = T} una particion de [0, 7] y supongamos que
f esta dada por

n—1
Flw,t) = ay, (W)t <t < tigq) (3.3.1)
i=0
con ay,, Fy, — medible, a;, = ap independiente de w € Q (determinista)

y E[a%ﬁ,] < oo. Llamamos a este tipo de funciones, funciones simples y

definimos su integral con respecto a un movimiento browniano W, como:
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I(f)e = Z F(t5) Wiy — Wi, | + f(te) [We — Wy, ] para ty <t < tpy.
(33.2)

Utilizaremos la siguiente notacion I(f); := fg f(uw)dW,.

Proposicion 3.4. Sea f un proceso simple de la forma (3.3.1), entonces la

integral 1(f); definida en (3.3.2) es una martingala.

Demostracion. Sean 0 < s < t < T ndimeros dados y sin pérdida de
generalidad supongamos que s € [t;,t;41) v t € [tg,trr1), con tipq < g,
queremos demostrar que E [I(f)¢|Fs] = I(f)s.

De la definicién de integral estocastica para funciones simples observamos

que

-1

I(f)t = Z f(tj)[Wtj+1 - Wtj] =+ f(tl)[WtH»l - th]
=0
]k—l
+ D f) Wiy, — Wil + ()W =Wy, ] - (33.3)

+1

+

J

Ahora tomamos la esperanza condicional dado F; en cada uno de los cuatros
términos de (3.3.3). Para el primer término, utilizamos la F; — medibilidad

de cada miembro de la suma y que ¢; < s obteniendo:

-1

-1
E Z f(tj)[Wth - Wtj]|‘7:8 = Z f(tj)[Wth - Wtj]'
j=0 j=0

Para el segundo término utilizamos la propiedad de martingala de W, que f

es una funcién F—adaptada y que t; < s
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E [f(tl)(Wtz+1 - Wtz)|~F8] = f(tl) [E[Wtz+1’f5] - th]
= ft)(Ws = Wy).

Para el tercer término, se analiza primero la forma de uno de los sumandos
f(t5) [Wth — Wtj} , tj > ti41 > s. Utilizando condicionamiento iterado (ver
propiedad 4 del Teorema (2.2)) y nuevamente la propiedad de martingala de

W tenemos que :

E[f(t)[W,,, — WiIFs] = E[E[f(t;)(W
[f(t5)
[f(t5)

1 Wtj)|‘7:tj’]'—8}
E[Wtj+1 |‘th] - Wtj)|‘F5:|

E1ft5)(
E{f( (Wtj_Wtj)|‘F5]

= 0.

El cuarto término es tratado de forma similar al tercero:

Elfte)We = Wi )| Fs] = E[E[f(tk)(We = Wi, )| Fi, ]| F]

= E[f(tx)(E[WiFr,] — Wi, )| Fd]
= E[f(tr) (W, — Wy, )| Fs]
= 0.
Por lo tanto
-1
E[I(fF) = 3 £t (Weyey = Wey) + () (W = We) = 1(f)s.
j=0



CAPITULO 3. INTEGRACION ESTOCASTICA 37

Teorema 3.2. (Isometria de It6) .

Sea f una funcién simple como en la definicion (3.3), entonces se tiene que:

E[I(f){]=FE [/Otf%)du} . (3.3.4)

Demostracion. Definamos D; = Wy, ,
Dy, := Wy —W4, , con esta notacion tenemos I(f); = Z?:o ft)Djy I*(f)e =

S o P2t D342 Y iy, £ (1) f(t;)DiD;. Observemos que f(t;) f(t;) Dy, con i <
J, es JFi;-medible y Dj es independiente de F;, por lo tanto

- Wiy, para j = 0,...,k— 1y

E[f(t) f(t;)DiD;] = E[E[f(t:)f(t;)DiD;|F,]
= E[f(t:)f(t;)DiE[Dy]]
= 0.

Ahora consideremos el término f2(tj)D32, utilizando la independecia entre
Dj2. y Ji; se tiene que
E[f*(t;)D]] = E|[E[f*(t;)D}|F,]]
= F [fQ(tj)E[DJQ-|ftj]] Ya que f es F — adaptado
— B[] EID2)

Asi llegamos a que

M-

<
I
=)

E[*(f)] = E [£*(t;)D5]

I
] =

E[f(t)|E[Dj]

I <.
[
- O

= Y E[f2(t)|(tjr1 — t;) + E[fA(tR)](t — t).

<
I
=)

y como f (tj) es una funcién simple, entonces es constante en el intervalo
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[tj,tjt1), de esta manera

Pt — 1)) = / " P (u)du

J

t

Pt —ty) = f? (w)du

tg

en consecuencia

k—1 tit1 t
BRG] = B|Y [ Pdr [P
§=0 t; tr

= F [/Ot fQ(u)du} .

O

Observacion 3.4. La propiedad de martingala de I(f), implica E[I(f){] =
E[I(f)o] =0, por lo tanto utilizando la isometria de Itd obtenemos

Varll(f)] = E [ /O t fQ(u)du] .

Finalmente, calcularemos la variacion cuadrada de I(f) hasta el tiempo ¢.

Teorema 3.3. (Variacion cuadrada de I(f))

Sea f una funcion simple como en la definicion (3.3), la variacion cuadrada

acumulada hasta el tiempo t por la integral de Ité 1(f) es:

<I(f),I(f) > = /Of2(u)du.

Demostracion. Para empezar, calcularemos la variaciéon cuadrada sobre uno
de los subintervalos [tj,t;41] en el cual f es constante. Para esto, elijamos

una particion Iy = {sg, s1,..., Sm} de [tj,t;41] y consideremos la variacion
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cuadrada para esta particion

m—1 m—1
Qu, = Y [I(Nsier = 1Ns)’] = D2 [FE) Wiy = Wi)]”
=0 =0
m—1
= fz(tj) Z [WSH-I - Wsi]Q
=0

en donde la ultima igualdad resulta del hecho de que f es constante sobre
[tj ,tj+1]-

Cuando |[TI,]| — 0, el término Y7 ! (W) — Wsi]Q converge a la variacion
cuadrada acumulada por el movimiento browniano entre los tiempos t; y

tjy1, la cual es tj 11 — t;, por lo tanto

[y

m—
; 2 2 2
lim f2(t) Y Way = Wa]™ = FPt) (1 — 1)
[1TT]|—0 —o
tj+1
= / 2 (u)du.
tj
en donde se utiliz6 nuevamente el hecho de que f(u) es constante para
t; < uw < tjpq. Utilizando los mismos argumentos, la variacién cuadra-

da acumulada entre los tiempos ¢ y ¢t es j;i f?(u)du. Sumando las partes,

obtenemos

<I(f),I(f) >t:/0 2 (u)du.
O

Observacion 3.5. Utilizando notacién diferencial, podemos reescribir el

Teorema (3.3) de la siguiente manera:

como

dI(f)e =d [y f(u)dW, = f(t)dW;.
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entonces

d<I(f),I(f) >e= dI(f}dI(f)e = [>(t)dW;dW;

y por el Cuadro (3.1) obtenemos que
d<I(f),I(f)> = [At)dt

lo que implica

<I(f),I(f) >t:/0 2 (u)du.

3.3.2. Integral de It6 para funciones generales

Ahora se definira la integral I(f); = fg f(u)dW, para integrandos f, no
necesariamente simples, dentro de un horizonte de tiempo finito que serd
representado por el intervalo [0, 7], con T' > 0. Seguiremos supondiendo que

f es adaptado pero ahora requeriremos que

E [/OT f2(u)du] < 0. (3.3.5)

Para definir fOT f(t)dWy, aproximamos a f utilizando una sucesion { fy }n>0
de procesos simples. La aproximacién se realiza eligiendo una particion II
de [0,7T] y haciendo que el proceso f, sea igual a f(t;) para toda t; € II,
manteniéndose constante en el subintervalo [t;,t;41). Cabe resaltar que f se
evaliia en el extremo izquierdo de cada intervalo [t;,?41), a diferencia de una
integral cléasica en la cual el integrando es evaluado en algun t* € [t;,;41].
Cuando ||II|]| — 0 esta aproximacion se vuelve cada vez mejor (Ver figura
(3.3.1)).
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Aproximacion con funciones simples

1.0

----- Funcién Simple

0.5
L

(x)
0.0
|

0.5

-1.0

Figura 3.3.1: Aproximacion de una funcién a través de funciones simples.

En general, es posible definir una sucesion {f,} de funciones simples tal
que, cuando n — oo, las funciones f, convergen a f en el sentido de media
cuadrada (Ver [23])

n—o0

T
. 2 _
lim E [/0 |fn(t) — f(t)]7dt| = 0. (3.3.6)

Definiciéon 3.4. (Integral de Itd)

Sea f una funcion que cumple la condicion (3.3.5) y sea {f,} una sucesion
de funciones simples para las cuales (3.3.6) se cumple. Definimos la integral
de Ito, fot f(u)dW,, como

n—o0

t t
/ fw)dW, = lim / frn(w)dW, para 0 <t <T.
0 0

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades bésicas de esta integral.



CAPITULO 3. INTEGRACION ESTOCASTICA 42

Teorema 3.4. (Propiedades de la integral de It6).

Sea T una constante positiva y f(t), 0 < t < T, una funcién F—adaptada
que satisface la condicion (3.3.5). Entonces I(f); = fo u)dW,, tiene las

siguientes propiedades:

1. (Continuidad). I(f): es una funcién continua del limite superior de

integracion ¢.
2. (Adaptatividad). I(f); es F; — medible para toda ¢.

3. (Linealidad). Si I(f); = fo w)dW, e I(g); = fo u)dW,,, entonces

t
(k1 f = kag)e = /0 (kv f % kag)(w)dW,

t t
— /0 F(u)dW,, + by /0 o(u)dW,
k?ll(f)t + k‘g[(g)t.

con ki, ko constantes.
4. (Martingala). I(f); es una F—martingala.

5. (Isometria de It6). E[I?(f fo 2 (u

6. < I(f),1(f) >i= [y f*(u)du

Demostracion. La demostracion se basa en argumentos de aproximaciéon uti-

lizando funciones simples. Ver |23, 17]. O

Observacion 3.6. La condicién (3.3.5) no es necesaria para poder definir

I(f)¢, basta unicamente que el integrando f cumpla

P [/OT FA(u)du < oo] =1 (3.3.7)

Observacion 3.7. Si (3.3.5) no se cumple pero (3.3.7) si lo hace, entonces
I(f); ya no es una martingala, es un proceso llamado martingala local.

Ademés, en este caso, la isometria de It no es valida. Ver [3, 22, 17, 13].
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Observacion 3.8. Si no se indica lo contrario, siempre supondremos que

(3.3.5) es cierta.

3.4. Formula de It6

3.4.1. Férmula de It6 para el movimiento browniano

La formula de Itd es el andlogo a la regla de la cadena en un contexto

estocastico. Si W, fuera diferenciable con respecto a t, entonces tendriamos

df (W)
dt

= f/(Wt)th

desafortunadamente este no es el caso y debido a que el movimiento browniano
tiene variaciéon cuadrada distinta de cero, se tiene que agregar un término

extra a la expansion de Taylor, lo que nos lleva a
1
df (Wy) = f/(Wy)dW, + §f"(Wt)dt.

esta es la formula de It6 para funciones del movimiento browniano expresada

en forma diferencial. Matematicamente la expresion que tiene sentido es

FOW) = £(0) + /0 f’(Wu)dWVI—% /0 (W),

Teorema 3.5. (Foérmula de Ité para funciones del movimiento Browniano).

Sea f(t,x) una funcion con derivadas parciales fi, [z, fzx continuas y sea

W = {W,;}i>0 un movimiento browniano. Entonces para toda T' > 0

T T T
FWr) = O W0+ [ e Woies [ 1o Wi [ e W
(3.4.1)

Demostracion. Sea II = {0 = tg,t1,...,t, = T} una particion del intervalo

[0,T]. Utilizando la expansion de Taylor tenemos:
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f(tj+17 Wtj-&-l) - f(tja Wt]’) = ft(tja Wtj)(tj+1 - t]) + fm(t]’ Wtj)(Wj+1 o Wtj)
1
+ §fzx(tj7 Wtj)(Wtj+1 B Wtj)2
+ fra(ti, We, ) (tj11 — t5) Wy, — W)

1
+ iftt(tj, Wi ) (tie1 — tj)2 + términos de 6rden mayor

sumando desde j =0 hasta j =n —1

n—1 n—1
f(T, Wr) — f(0,Wy) = Z ft(tj, Wtj)(thrl - tj) + Z f:v(tja Wtj)(Wthrl - Wtj)

j=0 J=0
1 n—1

+ 5 Z fxm(tjv Wtj)(Wtj+1 - Wtj)Q

§=0

n—1

+ Z ft:c(tja Wtj)(tj+1 - tj)(Wth - Wtj)
j=0

-1
1% , )
+ 3 E fue(ty, Wi ) (tj41 — tj)2 + términos de 6rden mayor
3=0

Observemos que cuando [|II|| — 0, el primer término del lado derecho de la
expresion anterior tiende a fOT fe(t, Wy)dt, el segundo a fOT fz(t,W)dW; y

1
utilizando el teorema (3.1), el tercer término converge a 3 fOT faa(t, W)dt.

Para el cuarto término tenemos:
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HHH ’thx t]aWt (j+1 _tj)(Wtj+1 - Wtj)|

< Ui Wi We | 1 ti, W, —t;
HH\TZO 0<k< ! the1 — t’“||HZ||m Z|ft:c J t)‘(ﬂ-l ])

= 0/0 | fia(t, Wy)dt| =0

y el quinto término se acota de la siguiente manera

lim tht t]7Wt])(]+1_t ) |

[|11]]—0 2

1
< Z If 4 t —ty) Ui (t;, W, — 15
< QHHzlmoosqggg_l( k1 — tk IIHZIm E | fee(t, Wi )|(Ej 41 — t5)

1

T
= 2(0)/0 | fee(t, Wy)|dt = 0.

los términos de 6rden mayor se tratan de la misma manera y convergen a

cero por la proposicion (3.2). O

3.4.2. Foérmula de It6 para procesos de It6

Definiciéon 3.5. (Proceso de Itd)

Sea W = W;, t > 0, un movimiento browniano adaptado a una filtracién F.

Un proceso de Itd es un proceso estocéstico de la forma:

X = Xo —i—/o fuw)dW (u) —i—/o g(u)du.

en donde:
Xo es Jo- medible.

f v g son procesos adaptados a F.
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t
E [/ |f(u)|2du] < 0 Paratodat > 0.
0

t
P [/ lg(u)|du < oo] =1 Paratodat > 0.
0

Proposicion 3.5. La variacion cuadrada de un proceso de Ité
t t
X = Xy +/ fuw)dW (u) +/ g(u)du
0 0
es
¢
<XX>F/f%Mw
0

Demostracion. Se simplificara la notacion escribiendo I(t) = f(f fw)dW (u),
R(t) = [ g(u)du.

Sea Il = {to,t1,...,t,} una particion del intervalo [0, 7], observemos que:
n—1 ) n—1 ) n—1 )
[th+1 - th] = [Itj+1 - Itj] + Z [Rtj+1 - Rtj]
=0 =0 =0
n—1
+ 22 [Itj+1 - It]} [Rtj+1 - Rt]-}
7=0

Cuando ||II|| — 0, el primer término del lado derecho converge a la variacion
cuadrada de I, < I,I,>;= fot f?(u)du. El segundo término, esta acotado

superiormente por:
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e o=l SR
s Jj+1

ogfgf—lmtk“ - Ry| Z | / u)dul
s ]+1

Oﬁrggg—l‘Rtk“ - Ry| Z / u)ldu

— mir Ry, R /O l9(u)du.

IN

y como R(t) es una funcién continua, se tiene que E;:ol [Rt]. 1 Rtj] 250
cuando ||IT|] — 0. El valor absoluto del tercer término se encuentra acotado

superiormente por

20;;'23%_1 Lty — Iy | Z: [Rij 0 — Byl

t
<2 miz L., — I / lg(u) | du
0

0<k<n—1

y cuando |[II|| — 0, esto tiende a cero.

Concluimos entonces que

t
<X, X >=<1,I >= / 2 (uw)du
0

O

La proposiciéon anterior puede ser recordada de manera sencilla si utilizamos

la notacion diferencial, en esta notacién un proceso de It6 se expresa como

dX; = f(t)dW; + g(t)dt
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utilizando las reglas del Cuadro (3.1) encontramos que

dXidXy = f2(t)dW dWy + 2f (t)g(t)dWidt + g (t)dtdt
= fA(t)dt

Esta igualdad nos dice que el proceso X acumula una variacién cuadrada a
una tasa de f2(t) por unidad de tiempo y por lo tanto la variacién acumulada
hasta el tiempo ¢ es < X, X >;= fot 2 (u)du

Definicién 3.6. (Integral con respecto a un proceso de Itd).

Sea X; = Xo+fg fw)dw, —i—fo u)du, un proceso de Itd adaptado a alguna
filtracion F y sea h(t), t > 0, un proceso adaptado a esta misma filtracion.

Supongamos que:

E [/Ot hz(u)f2(u)du] <o parat>0.

[/ |h(w |du<oo] =1 parat > 0.

Definimos la integral de h con respecto a X como:

/Oth(U)qu = /Oth(u)f(u)qu+/Oth(u)g(u)du_

Teorema 3.6. (Formula de It para un proceso de Itd)

Sea Xy = Xo + fo w)dWy, + fo u)du, un proceso de Ité y sea h(t,x) una
funcion con derivadas parciales hy(t,z), hy(t,z) y hy(t, z) bien definidas y

continuas. Entonces para toda T > 0 tenemos que:
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T T
WT, Xr) :h(O,Xo)+/ ha(t, Xt)dt+/ he(t, X;)dX,
0 0
T
+§/ heo(t, Xp)d < X, X >4
0

T T
:h(o,X0)+/0 ht(t,Xt)dtJr/O ha(t, X¢) f(£)dWy

T T
T /0 halt, X))g(t)dt + § /0 B (1, ) F2 (1),

En notacion diferencial esto es:

dh(t, Xy) = he(t, Xo)dt + ho(t, Xi)d Xy + hee(t, Xi)dXdXe.

La féormula de Itd puede extenderse a funciones de varios procesos de Ito, el

siguiente teorema proporciona el caso bidimensional de dicha férmula.

Teorema 3.7. (Formula de Ito en el caso bidimensional).
Sea f(t,x,y) una funcidn cuyas derivadas parciales fi, fo, fy, foes foy = Fya
fyy; estdn definidas y son continuas. Sean {X.} y {Yi}, con t > 0, dos
procesos de Ité respecto al mismo movimiento browniano. Entonces
df(ta Xt7 Y;f) :ft(tv Xt) Y;f)dt + fx(t) Xta }/t)dXt + fy(ta Xt7 E)d}/t
1
+ §fxz(ta X, Y)dXd Xy + fay(t, Xy, Yy)d X, dY;

1
+ nyy(tv Xt7 }/t)d}/td}/t

Para la demostracion ver [6, 13, 19, 21, 23].

El principal uso del Teorema (3.7) es para obtener la regla para el producto
de procesos de Ito, esta regla es el andlogo estocéstico de la derivada del

producto de dos funciones.
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Corolario 3.1. (Producto de dos procesos de Itd)

Sean {X:} y {Yi} dos procesos de Ito. Entonces
d(X+Yr) = XydY; + YVid Xy + dX,dY,

Demostracion. Utilizando el Teorema (3.7) basta tomar f(¢,z,y) = zy. O

Observacion 3.9. Observemos que a diferencia del caso determinista, tenemos
el término dX;dY;, esto se debe a que la covariaciéon entre X; y Y; no

necesariamente es nula.

3.5. Integral estocastica para procesos discontinuos

En esta seccién definiremos la integral estocastica respecto a un proceso que
presenta discontinuidades (saltos) en sus trayectorias. Solo se estudiarén los
procesos con un numero finito de saltos en un intervalo, especificamente, los

procesos Poisson y Poisson compuesto.

3.5.1. Difusiones con saltos

Sea (€, F,F) un espacio de probabilidad con una filtracion {F;},., dada
(todos los procesos considerados seran adaptados a esta filtracion). Supongamos

que tenemos un proceso X de la forma:

Xi=Xo+1Li + Ry + J; (3.5.1)
en donde:

e X es una condicién inicial determinista.
o [} = fot f(s)dWy es una integral de Ito.

o Ry = fg g(s)ds es una integral de Lebesgue con respecto a ds.
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e J; es un proceso de saltos, continuo por la derecha y con limites por la
izquierda (cadlag), es decir, ZEELJS = J; para toda t > 0. Denotaremos
por J;— := l;’sz a su limite por la izquierda. Asi, si J tiene un salto
en el tiempo ¢, entonces J; es el valor de J inmediatamente después del
salto y J;— su valor justo antes de este. Supondremos que Jy = Jy- =0
y que J tiene s6lamente un ntimero finito de saltos en el intervalo (0, 77,
para toda T" > 0; ademas, entre la ocurrencia de saltos, J permanece

constante.

A un proceso X con las caracteristicas anteriores lo llamaremos una difusiéon

con saltos.

Observemos que un proceso X como en (3.5.1) se conforma de dos com-
ponentes, el componente que modela el comportamiento continuo y el que
modela el comportamiento discontinuo. Denotaremos por X{ = Xo+I; + s

a la parte continua de X y por

AX; =X; — X,
=AJ,.

al tamano del salto que se present6 en el tiempo t.

Definicién 3.7. (Integral respecto a una difusion con saltos)

Sea X una difusion con saltos como en (3.5.1) y sea h un proceso tal que
las expresiones [5 h(s)f(s)dWs, [ h(s)g(s)ds estan bien definidas para toda

t > 0. Definimos la integral estocastica de h con respecto a X como:
t t t
/ h(s)dX, = / h(s)f(s)dWs + / h(s)g(s)ds + Y h(s)AJ,.
0 0 0 0<s<t

Utilizando notacién diferencial podemos expresar lo anterior de la siguiente

forma:
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h(t)dX; = h(t) f(£)dW; + h(t)g(t)dt + h(t)dJ;
= h(t)dI; + h(t)dR; + h(t)dJ;
= h(t)dX{ + h(t)dJ;.

Una de las propiedades mdas importantes que deseamos para las integrales
estocasticas, es la propiedad de ser una martingala si el proceso con respecto
al cual se integra es una martingala también. Recordemos que en el caso de
integrales con respecto al movimiento browniano, si el integrando f era tal
que E Ug fZ(S)dS} < 00, entonces la integral f(f f(s)dWy era un martingala.
En el caso de integrales con respecto a una difusién con saltos, X, es necesario
ademads, que el integrando sea continuo por la izquierda (de manera mas
general, pedimos que el integrando sea predecible, es decir, F;- — medible
para toda t > 0. Un proceso predecible se puede obtener como el limite de

procesos continuos por la izquierda, ver [6]).

Teorema 3.8. Supongamos que X es una difusion con saltos como en (3.5.1)

y que ademds es una martingala.

Sea h un proceso continuo por la izquierda tal que
t
E {/ f2(s)h2(s)ds] < oo ¥Vt >0
0

entonces fg h(s)dXs es una martingala.

Para la demostracion, ver [19]

Observacion 3.10. Supondremos que las condiciones del Teorema (3.8)

siempre se cumplen.

3.5.2. Variaciéon cuadrada para difusiones con saltos

Con el fin de desarrollar la formula de It6 para funciones de una difusién con

saltos, desarrollaremos los conceptos de variaciéon cuadrada y covariacion de
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manera similar a como se hizo en el caso de procesos continuos.

Teorema 3.9. (Covariacion de dos difusiones con saltos).

Sean Xy = Xjo+ I+ R+ Jit, i = 1,2 difusiones con saltos como en (3.5.1),
entonces

< X1, Xo>r=< Xf,XQC >+ < Ji,Jo >

T
:/0 A(s)fals)ds + > AJisAd,.

0<s<T

en particular la variacion cuadrada estd dada por:

T
< X, X; >T=/ f)ds+ > (AJig)? i=1,2.
0 0<s<T

Demostracion. Sea Il = {0 = tg,t1,...,t, = T} una particion del intervalo

[0, T, tenemos entonces:

i
L

(Xlthrl - Xltj) (X%'H - X2tj) -

<
I
=)

i
L

(X500 = Xy, + s = i) % (Xse, = X8, + gy — T, )

I,
=)

=l

n

=

n—

= > (Xfiy — X,) (X8, - X5,) + 2 (K, — X6y) (atyer = )

§=0 =0
n—1 n—1
+Z (Jltj+1 - Jltj) <X§tj+1 - X2Ctj> + (Jltj+1 - Jltj) (JQtj-H - JQtj) :
=0 =0

Analicemos esta expresion cuando [|II|| — 0.

Sabemos que el primer término de esta expresion converge a < X7, X§ >p=

fOT f1(s) fa(s)ds cuando ||II|| — 0. Para el segundo y tercer término se tiene:
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n—1

|Z <chtj+1 - XlCtj) (JQthrl - JQtJ) |
7=0

n—1

< 7 ¢ — X¢ = )

S OSij,lgg_l‘Xqu Xltj| ‘Eo |J2t]+1 J2t]|
]:

< mdx XY, - Xl Y ATy

T 0<i<n—1
0<s<T

Cuando ||II|| = 0, mdaz |X{,  — X{,.| = 0 por la continuidad de X{

T o<jen—1 Mt b ’
mientras que ) .. |AJos| < 00 ya que Js tiene un nimero finito de saltos
en el intervalo [0, 7], en consecuencia el segundo y tercer término de la suma

anterior convergen a cero.

Para el cuarto término observamos que la tnica forma en que un sumando
no sea cero es si J1 y Jo saltan de manera simultanea, denotemos con A; al
conjunto de indices para los cuales los intervalos (¢;, ;1] contienen un salto

de J; i = 1,2. Tenemos asi

i
L

(Jltj+1 - Jltj) (']2tj+1 - JQtj) = Z (Jltj+1 - Jltj) (J2t1+1 - J2tj)
JEAINAS

= Z AJisAJss  cuando ||II]] — 0.
0<s<T

<.
Il
o

Para demostrar el resultado de la variacién cuadrada, basta hacer X; =
X. O

Observacion 3.11. El teorema anterior se expresa en forma diferencial co-

mo:

dX1,d X = dX5,dXS, + dJydJy,.

Ademés, podemos obtener un cuadro similar al Cuadro (3.1) con las reglas
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para trabajar con diferenciales en el caso de difusiones con saltos.

(e [dt[aw, [ dJ,

dt | 0 0 0
dWy | 0 | dt 0
dJy | 0 0 | dJedJy

Cuadro 3.2: Reglas para trabajar con diferenciales de difusiones con saltos

De acuerdo al Cuadro (3.2), la covariacion entre dos procesos es cero, si uno
de ellos es continuo y el otro no presenta término dW, por lo tanto, para
obtener una covariacién distinta de cero se necesitan dos procesos, ambos

con término dW o con saltos simultaneos.
Tenemos asi el siguiente corolario.

Corolario 3.2. La covariacion entre un movimiento browniano y un proceso

Poisson compensado es cero.

3.5.3. Foérmula de It6 para difusiones con saltos

Recordemos que si X es una proceso de Itd y f una funcién con derivadas

f', f" continuas, entonces:
1
df (X.) = (X )dXo + 5 f"(X)dXed X,

En el caso en que X es una difusiéon con saltos, la expresién de arriba es
valida inicamente para la parte continua (X¢), por otra parte, si X presenta
un salto en el tiempo s, el cambio provocado por este salto debe agregarse a

la expresién anterior, es decir:
1
df(Xs) = f/(Xs)ng + if//(Xs)ngng + [f(Xs) - f(Xs—)} :

Tenemos asi el siguiente teorema.
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Teorema 3.10. (Fdrmula de It6 para una difusion con saltos)

Sea X una difusién con saltos y sea f una funcién con derivadas f', f”

continuas. Entonces

f(X) = f(Xo) /f $)dX S+ /f” $)d < X°, Xc>s+oz

<s<t

Demostracion. Sean 0 < 11 < 79 < ... < Tp_1 < t los tiempos en que X

present6 un salto, 7o =0, 7, = t.

Para u < v, 7 < u < v < Tj41, la formula de It6 para procesos continuos

nos dice que:
f(Xy) / F(X5)dX§ + / F(Xs)d < X X >,

siw | 7; (limite por la derecha) , v 1 7j41 (limite por la izquierda) y utilizando

la continuidad de X por la derecha, tenemos

F(Xryy) = F(Xry) = / ) + g / ") < X6 X0 >,

j j
agregando el efecto del salto en el tiempo 741

F(Xny) = F(X0) = / TP xaxs + / ") < X6 X0 >,

J J

+ f(XTj+1) - f(XTj+1*)

sumando desde j =0 hasta j =n — 1

F(X) — F(Xo) = /f ,)dXC + 1/0 F1(X)d < X¢ XC >,

+Z TJ+1 o X7j+1*)]
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De la misma forma que se demostro el teorema anterior, podemos probar lo

siguiente:
Teorema 3.11. (Fdrmula de It6 para dos difusiones con saltos)

Sean X, Y dos difusiones con saltos y sea f(t,x,y) una funcion cuyas

primeras y sequndas derivadas parciales son continuas, entonces

t
(6. X0, Y) = £(0, X0, Yo) + / fu(s, X, Vo) ds
0
t t
[ R X vaxs+ [ g X voavs
0 0
1 t
+ 2/ f:):x(stsaKs)d < XC,XC >
0
t
+/ fIy(SaX&YS)d < XC’Yc >s
0

1 t
* 2/ Fyy(5, X, Ys)d <Y Y >
0

+ D7 (5, Xe, Ya) = f(s, Xoo, Yio)].

0<s<t

Para la demostracion, ver [6, 19, 21].

Corolario 3.3. (Regla del producto para difusiones con saltos)

Sean X, Y dos difusiones con saltos, entonces

t t
XY = XoYo +/ Ysd Xy +/ XdY 4+ < X6 Y€ >y
0 0

+ ) XY - X, Y]

0<s<t
Demostracion. Basta tomar f(t,x,y) = xy en el Teorema (3.11). O
Observacioén 3.12. El corolario anterior también puede ser expresado de la

siguiente manera (Ver [0, 18])

t t
X.Y; = XoYy +/ Y,_dX., +/ Xo dVet < XY >
0 0



Capitulo 4

Modelo de Black-Scholes
(1973)

En este capitulo se desarrolla el modelo propuesto por Fischer Black y Myron
Scholes (1973), [!], para valorar opciones del tipo europeo sobre acciones
que no pagan dividendos. Este desarrollo se hace a través de un enfoque
probabilistico a diferencia del enfoque de ecuaciones diferenciales parciales

que fue utilizado originalmente.

Se introducen los conceptos de arbitraje, estrategias autofinanciadas y me-

dida equivalente martingala.

El capitulo finaliza presentando las fallas de dicho modelo.

4.1. Resultados independientes del modelo.

Los siguientes resultados no dependen del modelo elegido y en consecuencia

son véalidos para el modelo que se desarrollaréd en el siguiente capitulo.

Supongamos que existen d-+1 activos primarios (sus precios s6lo dependen de
la oferta y la demanda, es decir, no dependen del precio de algtn otro activo)

operables (por ejemplo acciones) cuyos precios estan dados por los procesos

o8
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Sos - -+, S4; cada uno es un proceso cadlag (para profundizar sobre este tipo
de procesos ver [0, 3, 19]) adaptado a cierta filtracion F y estrictamente
positivo. S;(t) representa el precio del activo i en el tiempo t. Contamos
también con d + 1 procesos po(t),..., pq(t) los cuales denotan la cantidad
del activo ¢ que tenemos en el portafolio al tiempo t, p;(t) € (—o0, 00), Vi, t.
Si p; < 0, se interpreta como una posicién corta en el activo i (aquella que
se financia con un préstamo). Denotaremos por p; = (po(t),...,p4(t)) ala
estrategia de operacion en el tiempo ¢y por Sy = (So(t), ..., So(t)) al vector

de precios en ese mismo momento.

Definiciéon 4.1. 1) Sea p una estrategia de operaciéon y S un vector de

precios, el valor del portafolio en el tiempo t con respecto a p se define como:
V(t =preS;= sz

2) El proceso de ganancias con respecto a p estd definido por

t t d
G,(t) = /O pu @ dS, = /0 Z; pi(u)dS;(u)

3) Una estrategia p se llama autofinanciada si
V,(t) = V,(0) + Gp(t) paratodat > 0.

Observacion 4.1. La condiciéon de autofinanciamiento implica que todas
las ganancias y pérdidas del portafolio se deben tnicamente al cambio en
los precios de los activos del portafolio, es decir, no hay retiros o inyecciones
de fondos. Si se busca cambiar la posicién en algin activo, el dinero para
realizar este cambio se obtiene por la venta de posiciones en los otros activos.
Se supone ademas que las p; cumplen con las condiciones necesarias para que

las integrales estocasticas estén bien definidas.

A menos que se indique lo contrario, las estrategias consideradas en este

trabajo seran autofinanciadas.
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Nos sera conveniente expresar el precio de los activos S; con respecto a algtin
otro activo. Este activo de referencia es llamado numéraire, el cual se define

de la siguiente forma:

Definicion 4.2. (Numéraire).

Un numéraire es un proceso positivo (casi seguramente) para toda ¢ > 0.

De esta manera, si X es un numeéraire, entonces el precio de Sj relativo a X

t
estd dado por Spt(t) = Sj;é )
t

Supondremos ademas que el numéraire es un activo que no paga dividendos.

Una propiedad interesante de las estretegias autofinanciadas es que bajo un

cambio de numeéraire un portafolio autofinanciado permanece autofinanciado.

Teorema 4.1. (Invarianza ante cambio de numéraire)

Sea p una estrategia autofinanciada y V), el valor del portafolio respecto a p.
Vo(®)
Xy

Si X es un numéraire, entonces permanece autofinanciado.

Demostracion. (Omitiremos el subindice p por facilidad de notacion).
Como V; es autofinanciado, tenemos que dV; = dGy = Zfzo pi(t)dS;(t).

Utilizando la regla del producto llegamos a:

Vi 1 1 1
dl — | =Vid| — —dVy +dVid | —
(Xt) ' (Xt>+Xt et (Xt>

d 1 1 d d 1
=S50 () + 5 L n0iso+ 3 p0asiod
i=0 ¢ ti=o =0 t
d

= Zﬂi(t) |:Si(t)d <;t> + )itdsi(t) +dSit)d <;t>}

Si(t) )
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En este trabajo utilizaremos al activo Sy como numéraire, lo dotaremos de

una dindmica determinista y le llamaremos la cuenta de ahorro.

Definicién 4.3. (Cuenta de ahorro)

Sea r > 0 una constante, definimos al activo Sy(t) = B; como el proceso

(determinista) gobernado por la siguiente ecuacion diferencial

dBt = TBtdt, BO =1

Es decir B; = e", en donde e es la funcién exponencial.

En la definicién de cuenta de ahorro, la constante r es interpretada como la
tasa instantanea de crecimiento, esto es, si en ¢ = 0 invertimos una unidad
monetaria, entonces para el tiempo ¢ > 0 esta unidad se acumula a e’
unidades monetarias. Ademés la tasa r > 0, serd considerada una tasa libre

de riesgo ya que serd considerada determinista.

Denotaremos por S; al vector de precios relativos al numéraire By, es decir,

S = (17§(t)’.__,§g(t)) - (1’ Slej)’“.’SdB}tt)

Volt) G (1) = S0, [ pu(t)dSi).
Si(t)
B

), con una interpretaciéon

similar para los procesos /‘};(t) =

Observemos que la cantidad §Z(t) = , puede ser interpretada como el

t
valor presente de un activo que en el tiempo ¢ > 0 vale S;(t), de esta manera,

Bt_1 es un factor de descuento para el tiempo t > 0.

4.1.1. Valuacién neutral al riesgo
4.1.1.1. Medidas equivalentes martingalas

En un mercado en el que ningtn individuo deberia de poder hacer ganancias
sin tener que correr un riesgo, es necesario el concepto de arbitraje, el cual

matemaéaticamente se define como:
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Definicion 4.4. (Arbitraje)

Una estrategia autofinanciada p es llamada una oportunidad de arbitraje si

V, satisface lo siguiente:

V,(0) = 0, P[V,(T) > 0] = 1y P[V,(T) > 0] >0

En otras palabras, una oportunidad de arbitraje p, consiste en iniciar el
portafolio con un valor nulo y, con probabilidad 1, en un tiempo futuro seguir
con un portafolio con valor igual a cero o bajo ciertos escenarios obtener

ganancias, todo esto sin correr ningun riesgo.

Vemos asi que las oportunidades de arbitraje representan la posibilidad de
hacer ganancias ilimitadas (y libres de riesgo), dichas posibilidades no de-
berian de estar presentes en el mercado (en la practica estas oportunidades si
existen pero su existencia es muy corta ya que los participantes del mercado
provocan que se llegue a un equilibrio bajo el cual dejan de existir, esto es,
la oferta y la demanda se encargan de que dichas estrategias no duren por

periodos largos de tiempo).

La principal herramienta para estudiar la existencia de arbitraje es el con-

cepto de medida equivalente martingala.

Definicion 4.5. (Medida equivalente martingala)

Decimos que una medida de probabilidad P definida en (Q, F) es una medida

equivalente martingala relativa al numéraire X si:

1. P~ P (P es equivalente a P).

2. El proceso de precios relativos respecto al numéraire X es una ]B—Martingala.

Para el caso del numéraire B; = e’ tenemos un criterio muy tutil para
determinar si una medida equivalente a P es una medida martingala, este
criterio consiste en comprobar que las tasas de crecimiento (término dt de
la ecuacion diferencial estocastica) relativas a By, coincidan (bajo la medida

en consideracion) para cada uno de los activos.
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Teorema 4.2. Sea B; = €™ la cuenta de ahorro y sea P una medida
equivalente a P. Entonces P es una medida martingala relativa a By, si y

solo si Si(t) tiene la siguiente dindmica bajo P.

dsS; (t) =rS; (t)dt + dM; (t)

en donde M; es una martingala bajo P.

Demostracion. Para simplificar la notacién se omite el subindice .

=Supongamos que P es una medida equivalente martingala, entonces S es
una P- martingala, utilizando la regla para el producto de procesos estocés-
ticos y el hecho de que By tiene variacion cuadrada igual a cero (solo tiene

término dt), obtenemos

dS; =d(B.S;)
—S,dB; + B;dS; + dB;dS;
:rBtg'tdt + Btdgt ver Cuadro (3.2)
S ~
=B, 2L dt + BdS,
By

=rS,dt + B;dS;

y como B,dS, es una ﬁ—martingala obtenemos lo deseado.

< Ahora supongamos que d.S; = rS¢dt + dM;, por hipotesis P es equivalente

a P y s6lo basta demostrar que §t es una P martingala.

Nuevamente utilizando la regla para el producto, obtenemos:

dS; = d(e”"Sy)
= e "dS; + Syd(e” ") 4 de” "t dS;
= e "(rSydt + dM;) + Sy(—re”"tdt)
= e "t dM,
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por lo tanto SN't = 56 + fot e~ "dM, es una martingala bajo P. ]

Observacion 4.2. Debido a que r > 0 es interpretada como una tasa libre
de riesgo y que bajo P la tasa de crecimiento de los activos S; es igual a

r > 0 para toda ¢, es usual llamar a P una medida neutral al riesgo.

Como consecuencia del Teorema (4.2), tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1. (/va(t) es una martingala bajo P)

Sea P una medida equivalente martingala y p una estrategia autofinanciada,

entonces el valor del portafolio relativo a By es una martingala bajo P.

Vo(t)
B

Demostracion. Basta observar que /va(t) =

puede ser expresado como
d
=~ S;(t
U0 =3 i) 25
i=1
d ~
=Y piSilt)
i=1

Utilizando el Teorema (4.1) concluimos que

Vi) =V,0)+ [ Y pwidSiw
=1
y por lo tanto es una martingala bajo P. O

Observacion 4.3. En la demostracion anterior no fue necesario utilizar una

forma explicita para el numeraire By.

Tenemos ahora lo necesario para establecer la relacién entre arbitraje y
medidas equivalentes martingala, el siguiente resultado fue demostrado por
Harrison y Pliska (Ver [9]) y es uno de los resultados més importantes en las

finanzas.
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Teorema 4.3. (Relacion entre medida martingala y arbitraje)

Si en un mercado existe una medida equivalente martingala, entonces no

existen oportunidades de arbitraje.

Demostracion. Supongamos que existe una medida equivalente martingala

P, entonces, por el Corolario (4.1), el proceso V; es una martingala y en
particular F5 [174 =E3 [%}

Supongamos que existe un portafolio V' tal que % = 0, entonces tenemos

By [{7;} =0 (4.1.1)

Si Vr satistace que P [Vp > 0] = 1, entonces por la equivalencia de PyP
tenemos P [V < 0] = 0y por la ecuacion (4.1.1) se concluye que P [V > 0] =

0 ya que si esto no se cumple obtendriamos que P [f/\;‘ > 0| > 0, lo que

implicaria que E3 [17;;} > (0. Nuevamente utilizando la equivalencia entre las
medidas, concluimos que P [V > 0] = 0. Por lo tanto no existen oportunidades
de arbitraje. O

4.1.1.2. Valuacién neutral al riesgo

Una vez encontrada la relaciéon entre arbitraje y medidas equivalentes mar-
tingala s6lo falta encontrar una forma de valuar un producto financiero de tal
manera que dicha valuacién esté libre de oportunidades de arbitraje. Para lo-

grar esto necesitamos el concepto de replicacion el cual se da a continuacion.

Definicion 4.6. (Producto financiero replicable)

Decimos que un producto financiero X es replicable, si existe al menos una

estretegia de operacién autofinanciada, tal que:

llamamos a tal estrategia p una estrategia de replicacién para X.
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La Definiciéon (4.6) nos dice que tener el portafolio de replicacion o tener el
producto financiero es indistinto (en la fecha de vencimiento). Como conse-
cuencia de que no existen arbitrajes, el precio de X, Iy, debe de ser igual

al valor del portafolio V' en cualquier tiempo ¢ > 0.

en otras palabras el valor de un producto financiero derivado es igual al costo

del portafolio que lo replica.

Teorema 4.4. (Foérmula de valuacion neutral al riesgo)

Sea P una medida equivalente martingala relativa ol numéraire S y sea X un
producto financiero (derivado) replicable por una estrategia autofinanciada,

entonces el precio libre de arbitraje para X, Ilx, estd dado por:

X

Mx(t) = SiE5 {STm} .

en particular para el numerdire B; = €™ tenemos que:
My (t) = e" TV E [X7|F].

Demostracion. Ya que X es replicable, existe una estrategia p tal que V,(T) =
Xy IIx(t) = V,(t). Por el Corolario (4.1), el proceso f/; es una martingala
bajo P y por lo tanto:

x(t) = Vp(t) = Sth(t)
= SiEp |V,(T)|7]

[V, (T

B
= S,E5 S;m} .
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4.2. El modelo de Black-Scholes

En 1973 Myron S. Scholes y Fisher Black [/] investigaron el problema de
encontrar la prima que deberia ser pagada por una opcién del tipo europeo.
En su modelo consideraron un mercado en el cual se cumplen los siguientes

supuestos:

e La tasa r es conocida y constante.
e Las opciones son del tipo europeo.

e No existen costos de transaccion.

Los activos negociados son:

t

e La cuenta de ahorro B; = €™, con r > 0 y constante.

e Una accién S, que no paga dividendos, la cual es utilizada como sub-

yacente de la opcién.

Se supone ademas, que el precio de la accién, Sy, sigue la siguiente ecuacion

diferencial estocastica:

dSt = St(udt + O'th). (421)

en donde p y o > 0 son constates y W es un movimiento browniano.

Los parametros p y o son interpretados como el rendimiento instantaneo

esperado y la volatilidad instantédnea de la accién respectivamente.

Uno de los principales atractivos de la ecuacion (4.2.1) (y por lo tanto del

modelo de Black -Scholes) es que tiene una solucion en forma analitica.

Proposicion 4.1. Sean p y o > 0 constantes, entonces la ecuacion diferen-
cial estocdstica

dSt = St(,udt + O'th).
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tiene la siguiente solucion:
o2
Sy = Spexp Ku - 2> t+ aWt} .

Demostracion. Definamos a la funciéon f como:

)= S [ (- % ) 1.1

las derivadas parciales de f son:
2

ft(tvr) = (M - 2) f(tvx)'
fo(t,x) = o f(t,z).
fex(t, ) = a2 f(t, 2).

y aplicando la férmula de It6 (Teorema (3.5)) obtenemos:

2

ewy = 0.+ [ (=5 ) s

t t
+/ o f(s, Ws)dW, + ;/ o2 f(s, Ws)ds
0 0
t t
=£(0,Wp) +/ wf(s, Ws)ds +/ of(s, Ws)ds.
0 0
por lo que df (t, W) = f(t, Wy)(pdt + odWy), es decir
2
St—f(t,Wt)—Soexp[<,u—02)t—i—aWt] ) O

4.3. Teorema de Girsanov

De acuerdo a la formula de valuacion neutral al riesgo (Teorema (4.4)) si

utilizamos la cuenta de ahorro como numéraire y encontramos una medida
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equivalente martingala P relativa a este numeéraire, entonces el precio de una

opcion Call del tipo europeo, estd dado por:

e =e " TVES[(Sr — K)T|FA]

con (X)* = Mazx (X,0).

Més ain, por el Teorema (4.2), basta encontrar una medida P ~ P tal
que, bajo dicha medida, el precio de la accion siga la ecuacion diferencial

estocastica
dSt = T‘Stdt + th
en donde M; es una ]B—martingala.

Utilizaremos el teorema de Girsanov para encontrar la medida P adecuada.

4.3.1. Idea detras del teorema de Girsanov

El modelo de Black-Scholes nos dice que bajo la medida P, S; sigue la

ecuacion diferencial estocasticas:

dS; = /.LStdt + o S;dW;.

Observemos que si logramos sustituir el término wp.S:;dt por rS;dt y encon-
tramos un proceso W tal que aStdI//IV/t sea una martingala bajo cierta medida

P, entonces podemos aplicar los Teoremas (4.2) y (4.4) y con esto obtener

una expresion para el precio de un Call.

Encontremos pues, el proceso W adecuado.

1Sydt + oS dW, = rS,dt + oS, dW,.
& pdt + odWy = rdt + O'th. (Por Proposicion4.1S; > 0)
1

— "t + dw,.

g

@dﬁt =
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bajo la medida P, W es un movimiento browniano con coeficiente de arrastre

n—=r . . .

——, por lo tanto no es una martingala bajo esta medida.
o

El teorema de Girsanov nos dice como definir una medida ]3, bajo la cual W

es una martingala y con esto poder aplicar el Teorema (4.4).

Antes de demostrar el Teorema de Girsanov, necesitaremos los siguientes re-

sutlados.

Definicién 4.7. (Proceso de la derivada de Radon-Nikodym)
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, el proceso de la derivada de Radon-
Nikodym, {X:}o<t<7, estd definido por:

X, =E[Y|F].

en donde Y es una variable aleatoria tal que P[Y >0]=1y E[Y]=1.

Teorema 4.5. (Lévy)

Sea {Mt}tzo una martingala con trayectorias continuas tal que My = 0 y

< M,M >;=t para todat > 0. Entonces {M;} es un movimiento browniano.

Lema 4.1. Sea Z una variable medible y sea {X:}o<t<r el proceso de la
derivada de Radon-Nikodym, Xy = E[Y|F], P[Y >0/ =1, E[Y]=1.

Si definimos una nueva medida de probabilidad P como ]B(A) = fA Y dP para
toda A € F, entonces:

Eg

[Z] = Ep [ZX)]
B |2\F] = ¢ Br [ZXF] (4.3.1)

Teorema 4.6. (Girsanov)

Sean {Wi}o<i<p un movimiento browniano sobre un espacio de probabilidad

(Q,F, P) y {Ft};>¢ una filtracion para este movimiento browniano.
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Sea {O}y<p<p un proceso adaptado a esta filtracion y definamos lo siguiente:

t 1 t
X; =exp {—/ O,dW, — 2/ @gds}
0 0

N t
Wy =W; —|—/ O.ds
0
P(A) = / XrdP Ae F.
A

Supongamos ademds que:

T
E [/ @ngds} < 00.
0

Entonces, E [ Xr] =1 y bajo P, W es un movimiento browniano.

Demostracion. El proceso W inicia en cero, tiene trayectorias continuas y

AW dW,; = (AW, + O4dt)?
= dt.

es decir < W, w >=t.

Ahora definamos el proceso Y como:

t 1 t
Yt:—/ @SdWS—/ 02ds.
0 2 Jo

Utilizando la funcién f(x) = €® y la formula de Itd6 obtenemos:

1 1
dX; = et (—@tth — 2@§dt> + 5eYt@fdt

— O, X,dW,.
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Vemos asi que el proceso X es una integral de It6 y como E [fOT @gXSst} <
00, se sigue que es una martingala bajo P, en particular tenemos que E [X7]| =
E Xy =1.

Ademas
X =E[Xp|F]0<t<T.

por lo tanto {X;} es un proceso de la derivada de Radon-Nikodym.

Consideremos el proceso {W;X,}, la ecuacion diferencial estocéstica que

sigue esta dada por:

d (tht) — W,dX, + X, dW, + dW,dX,

- (—Wt@)t + 1) X, dW,.

Por la condicion (3.3.5), {WtXt} es una martingala bajo P y en consecuen-

cia, utilizando (4.3.1) del Lema (4.1), tenemos que

parra0 <s<t<T
— 1 —
o [Wt]}}] = ¥ Br [WtXt\J-"S]
1 —
= < SXS
XSW

= Ws.

es decir, {Wt} es una P — martingala y por lo tanto por el Teorema (4.5)

es un movimiento browniano bajo P. O

Corolario 4.2. (Medida equivalente martingala para el modelo de Black-
Scholes)

La medida P definida en le Teorema de Girsanov (4.6) es una medidad

equivalente martingala para el modelo de Black-Scholes.

Demostracion. Ya que P [Xp > 0] = 1, se sigue que P es equivalente a P.
(Teorema de Radon-Nikodym)
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. . n—=r
Si en el teorema de Girsanov, tomamos ©@; = ——, para toda ¢, entonces
o

—_— —_— ’r’ ~

Wy = Wy + Lt, es un movimiento browniano bajo P y la ecuacién
o

diferencial estocastica del precio de la accién bajo esta medida estd dada

por:

dSt = ,LLStdt + O'Stth

= uSydt + 0 Syd (Wt _ KRz Tt)
g

— Sydt + oS dW,.

Como oS;dW, es una P — martingala, se sigue del Teorema (4.2) que P es

una medida equivalente martingala. O

4.4. Solucién del problema de Black-Scholes

Utilizando el teorema de Girsanov junto con los supuestos del modelo de
Black-Scholes y el teorema (4.4) podemos encontrar una formula para calcular

el precio de una opcién Call europea.

Resulta interesante el hecho de que, bajo los supuestos del modelo, es posible
encontrar una solucién analitica a este problema, como lo muestra el siguiente

teorema:

Teorema 4.7. (Formula de Black-Scholes)

Sea C una opcion Call del tipo europeo con fecha de vencimiento T’ y subyacente

S.

Bajo los supuestos del modelo de Black-Scholes, el precio de la opcion en el
tiempo t, 0 <t < T estd dado por:

Cy=SN(dy)— Ke " T HN(d_).
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en donde:

N es la funcion de distribucion de una variable aleatoria normal estindar

. Ln <f§) + <r+;o—2) (T—t)'

oI —t

L Ln(f(t) + (r;cﬂ) (T—t)'

ovT —t

Demostracion. Utilizando el teorema de Girsanov y el Teorema (4.4) sabe-

mos que el precio de la opcién estd dado por

Cy=e "I IES[(Sr — K).|F].

en donde (St — K), = Maz (St — K,0).

Bajo la medida P del teorema de Girsanov, St esta dado por

1
St = Siexp [(r — 202) (T —t)+o(Wp —Wy)
Por lo tanto, utilizando la independencia entre W — W, y F;, obtenemos

—r(T—
C’t:e n( t)Eﬁ [(ST—K)+] .
Ademés, en términos de distribucién, S7 es equivalente a:

S| (1 3ot) 0y ov=i2].
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en donde Z ~ N(0, 1), tenemos asi

Gy — -0 K Syexp {(r _ %ﬁ)(T )+ m/TTtZ} _ K) J

2
T
e T(T—t) oo i

=/ _° 2 (Stexp{(r—;UZ)(T—t)—l—U\/]Ttx}—K)era:.

la integral anterior no es cero, si y sélo si

) Ln(éi) _ (r—;(72> (T—t)‘

T =

ovVI —1
Ln <§> - <r - ;02> (T —1)
y definiendo h := t
oyl —1
2
or(T—t) oo L 1
Cy = N / e 2 <Ste:):p{(r—202)(T—t)+a\/T—tx}—K> dx.
77 h

Consideremos primero el término

2
x
e—r(T—t) co _

e 2 Kdzx.
\ 27 h

este término es igual a e "T=Y) K [1 — N (h)], pero utilizando la simetria de

la distribucién normal, esto puede ser expresado como

1
Ln <§;> + <r - 202> (T —1)
—T(T—t)KN —h) = —T‘(T—t)N
‘ (=h)=e oV —1t

= e "TOKN(d).
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Para el término

2
or(T—t) oo L

v e 2 S’texp{(réo2> (Tt)+0\/Tt:c}d:z:.

realizamos el cambio de variable y = x — o1 — t.

efr(Tft) oo (y tovl - t)2

1
— e 2 Sewp{(r—02> T—t +UvT—ty+a2T—t}dy
Gra ¢ 50 | (T =1) (T —1)

o—r(T—1) oo
T Vo /h_a\/TTte
_5, [1 N <h - gm)}

=S N (0\/T —t— h) Por simetria de N

o Ln (fg) +J§/TT+7;:2> (T —t)

2
L
2 Siexp[r(T —t)]dy. Desarrollando el cuadrado

=S, N(d,).

con lo que obtenemos lo deseado. O

4.5. Imperfecciones del modelo de Black-Scholes (El

supuesto de normalidad)

A pesar de ser el modelo mas utilizado en la practica, el modelo de Black-
Scholes dista de ser un modelo perfecto (suponinendo que el hablar de un
modelo perfecto tiene sentido), entre una de sus imperfecciones se encuentra
el supuesto de que la distribuciéon de los rendimientos (logaritmicos) del
subyacente es una distirbuciéon normal (equivalente a que el precio tiene
distribucion lognormal), como se muestra a continuacion el comportamiento

del precio de las acciones dista de cumplir este supuesto.
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Utilizando los precios de cierre de la accion de ELEKTRA* (obtenidos de
Yahoo Finance), en un periodo que comprende del 12 de Febrero de 2010 al 01
de Enero de 2014, se calcularon los rendimientos logaritmicos normalizados
obteniéndose con ellos la estimacion de su densidad, ademaés se comparo esta
densidad con una densidad normal con media cero y varianza 1, obteniéndose

los siguientes resultados:

Precios de la accién de ELEKTRA*
12-Feb-2010/01-Ene-2014

e |
£ 8 JVJ ’k‘
P
. y
s | mm]ru LHJM M%*W\W'"k
=+ I | I | I
2010 2011 2012 2013 2014

Fecha

Figura 4.5.1: Precio de la acciéon de ELEKTRA* 12-Feb-2010/01-Ene-2014
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Rendimiento

Rendimientos normalizados de ELEKTRA*

o -
M | \'h'
N \
I.EI}_
| | | 1
2010 2011 2012 2013 2014

Fecha

Figura 4.5.2: Rendimientos de ELEKTRA* 12-Feb-2010/01-Ene-2014

Rendimiento

Rendimientos de una distribucion normal

e
o —
- |
|
tfl_‘a_
T T T T
2010 2011 2012 2013 2014
Fecha

Figura 4.5.3: Rendimientos de una distribucién normal

78
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Densidad de los rendimientos de ELEKTRA*
vs densidad normal

]
o
--------- ELEKTRA*
= - Normal i
g g N ::;/ & \.::
D " 4 ‘-’\
g ."Ir; \
’..,"l ¢ d '\‘\
=] ~ T e e i
o
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Rendimiento

Figura 4.5.4: Densidad rendimientos de ELEKTRA* vs densidad normal

Como se puede observar, la distribucién de los rendimientos dista mucho de
ser normal, los rendimientos de la accién tienen movimientos mas grandes
de lo que se esperaria bajo el supuesto de una distribucién normal. Bajo
esta distribucion la probabilidad de que una variable aleatoria normal estan-
dar sea menor a —5 es 0.0000002866516, pero observando los rendimientos
normalizados de ELEKTRA*, notamos que esos eventos ocurren con mayor
frecuencia que la esperada, en otra palabras podriamos decir que el precio de

la accién “salta” y como consecuencia observamos estos movimientos atipicos.

Para reforzar lo anterior, se realizaron las pruebas de hipétesis de Kolmogorov-
Smirnov y Jarque-Bera bajo la hip6tesis nula de que los rendimientos provienen
de una distribucién normal, obteniéndose los p-value 6.082e — 13 y 2.2¢ — 16

respectivamente.
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Por otra parte, utilizando el estimador muestral para el sesgo:

Ly (wi—a)?

n
3
1 2

s5esgo =

se obtuvo un sesgo para los rendimientos normalizados de ELEKTRA*, igual

a —0.7977667 y utilizando el estimador muestral para la curtosis:

Lyn ()

n

Lyn (- 2)?

n

curtosts =

R

se obtuvo una curtosis igual a 15.29663; pero se sabe que el sesgo y la curtosis

de la distribucién normal estdndar son 0 y 3 respectivamente.

Todo lo anterior nos indica que los rendimientos logaritmicos no siguen una
distribucién normal, en consecuencia el modelo de Black-Scholes, no captura

adecuadamente el comportamiento de los precios.

En el siguiente capitulo discutiremos un modelo cuyo objetivo es capturar
estas caracteristicas de los precios de las acciones y como consecuencia el

supuesto de normalidad quedara descartado.



Capitulo 5

Modelo de difusiéon con saltos
(Merton 1976)

En este capitulo estudiamos un modelo que busca incorporar los saltos en
los precios de las acciones a través de una difusién que incorpora un proceso

Poisson compuesto.

Se establece el teorema de Girsanov para difusiones con saltos y se encuen-
tra una medida equivalente martingala para poder realizar la valuaciéon de

opciones europeas.

Se compara este modelo con el modelo de Black-Scholes y se finaliza ex-

poniendo algunas de sus imperfecciones.

5.1. Modelo de Merton (1976)

Robert C. Merton [15] propone un modelo en el cual el precio de la accion
se modela con la composiciéon de dos elementos, un elemento que controla
los cambios “normales” en los precios y otro que controla los cambios “abnor-
males”, este ultimo elemento modela el cambio en el precio causado por la

llegada de nueva informacion y seré el que provocard los saltos en el mismo.

81



CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 82

4

Matemaéticamente, el componente que controla los cambios “normales” es

modelado por un movimiento browniano geométrico, mientras que el com-
ponente encargado de modelar los cambios “abnormales” es descrito por un

proceso Poisson compuesto.

La ecuacién diferencial estocastica que describe el modelo es la siguiente:
dS; = (a — Ak) Sidt + 0S5 dW; Sinoocurreun saltoent.
dS; = (o — Ak) Sidt + 0 S dWy + (Yi — 1) S;— Siocurreun saltoent.

Utilizando el hecho de que el tamano de los saltos de un proceso Poisson es

igual a 1 (dN; = 1) podemos reescribir dS; como:

dSt = (Oz - )\K) Stdt + O'Stth + (Yi - 1) St*dNt- (511)

en donde:

a =Rendimiento (instanténeo) esperado de la accion.

o =Volatilidad del precio de la accién cuando no se presentan saltos.
W; =Movimiento browniano (estdndar).

N; =Proceso Poisson con intensidad A.

Y; =Variable aleatoria lognormal (u, 52), es decir, Ln(Y;) ~ N (u, 52) .

El parametro p puede interpretarse como el efecto promedio provocado por
un salto en los rendimientos logaritmicos y § la desviacién estandar de este

efecto.

k=E[Y,—1].

Los procesos W, N, Y se suponen independientes.

El término (Y; — 1) se obtiene utilizando el siguiente razonamiento.

Supongamos que en el tiempo t se presenta un salto. Si Sy es el precio de la
accion antes de que ocurra dicho evento y Y; es el impacto que tiene sobre el

precio, entonces (ignorando la parte continua de S;) el cambio en el precio



CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 83

esta dado por dS; = S; — S;— y el cambio relativo (provocado por este salto)

o ds, Y;S,- -8
t Ot oy,
—_— = e = - ].-
Sy Sy- t

Ademas observemos que
dSy
E|g—| = Ella=s)dt] + E[odW] + E[(Y; — 1)dN]
-
= (a — Ar)dt + \kdt
= adt.

El restar el término Axdt, podria interpretarse como quitar el efecto esperado
provocado por un salto, es decir, eliminar el efecto predecible provocado
por este evento, con lo que cada término Y; — 1 contribuiria de una forma

totalmente impredecible.

Teorema 5.1. El proceso

N
1
Sy = Spexp [(a - 502 - A/{) t+0Wt] HYz

=1

Ny
1
= Spexp [(a - 502 — )\fi) t+ oW+ Zle .

i=1
con X; = Ln(Y;), es solucion de la ecuacion (5.1.1).
Demostracion. Sea Q; = SN
AQ: = (Vi — 1) AN, es valido para toda t y por lo tanto dQ; = (Y; — 1) d Ny,

(ver [21, 18]). utilizando esta igualdad podemos reescribir dS; de la siguiente

1 (Y5 — 1) un proceso Poisson, observemos que

forma:

dS; = (o — Ak) Sidt + oS dWy + Si-dQy. (5.1.2)

1
Ahora definamos los siguientes procesos H; := Spexp Ka - 502 — /\/i) t+ JWt] ,
Jp =TI Y



CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 84

Si t es el momento del i-ésimo salto, entonces J; = J;-Y; y por lo tanto
Ady=Ji- (Y = 1) = J- AQq.

Esta ultima igualdad es valida para toda t, en consecuencia dJ; = J,—dQ;.

Utilizando la continuidad de H, la férmula de It6 para el producto de

procesos y el hecho que J no tiene parte continua obtenemos:
t
S = HyJy = HoJy +/ JedH+ > [HoJs — Hy-J-]
0 0<s<t

¢
=5 +/ Js [(ov — Ak) Hgds + o HgdWs] + Z H,- (Js — J,~) Continuidad de H.
0

0<s<t

t t t
=50+ (a — Ak) / HsJsds + a/ HsJsdWs + / Hy-dJ
0 0 0
t t t
= S0+ (a — An)/ H,Jsds + a/ H,J,dW; +/ H, J,—dQ,
0 0 0

t t t
= S0+ (a — Ak) / Syds + a/ SdWy + / S,-dQ,.
0 0 0

lo que en forma diferencial es:

dSt = (Oé — )\/{) Stdt + O'Stth + St— th
= (Oé - )\K) Stdt + O'Stth + (Y;g - ].) St—dNt.

5.2. Teorema de Girsanov para difusiones con saltos

De la misma forma que se hizo con el modelo de Black-Scholes, necesitamos
encontrar una medida equivalente martingala de tal manera que podamos
verificar las condiciones del Teorema (4.2) y con esto aplicar la formula de
valuacion neutral al riesgo (4.4). Necesitamos asi, extender el teorema de
Girsanov para procesos que presentan discontinuidades en sus trayectorias.

Esto lo haremos componente por componente, primero encontrando un cam-
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bio de medida para el proceso Poisson, después para un proceso Poisson

compuesto y por ultimo para una difusion con saltos.

5.2.1. Cambio de medida para un proceso Poisson

Recordemos que para procesos continuos utilizamos el proceso

1
7y = exp — fot g(s)dWs — B fg gQ(s)ds} con el fin de realizar un cambio de

medida que s6lo afecta al movimiento browniano.

Este proceso satisface la ecuacion diferencial estocéstica (Ver demostracion
del Teorema (4.6))
dZy = ZydXy

en donde X{ = — fg g(s)dWs.

Para procesos, X, que presentan saltos, la ecuaciéon analoga es

dz{* = ZXdX,

en este caso, siempre que X presenta un salto, ZX presenta uno de tamano

AZY = ZX AX,

y por lo tanto
ZX =7 + AZF} = ZX 1+ AXy).

Proposicion 5.1. Sea X una difusion con saltos, el proceso ZiX definido
por
1
zZX = e:np{Xtc -5 < X, X° >t} H (1+AX,),

0<s<t

es la solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

dz{* = 72X dXx,
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t
z¥ = 1+/ ZXdX,.
0
Demostracion. Primero definimos el proceso Y; como

1
Y, = exp{Xf— B < X¢ X° >t}

Utilizando la férmula de [t6 para procesos continuos sabemos que

dYy = Yid Xy
=Y,-dX; porlacontinuidaddeY.

Después definimos el proceso de saltos

K = K- (1+AX,),

y por lo tanto
AKy = K- AXy.

Ademas como Y es continuo y K es un proceso de saltos, resulta que
<Y, K >;=0 (Ver (3.2)), utilizando esto ultimo y la féormula de It6 para el

producto concluimos
ZX = VK,

t
=Y0+/ Ko dv,+ Y Yo K, AX,
0 0<s<t

t
=1+ / Y,-K,-dX{+ Y Y,-K,AX, Yaque dY, = Y, dX
0

0<s<t

t
=1 +/ Y- K- dX,
0

t
=1 +/ ZXdX,.
0
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Proposicion 5.2. Sean Ny un proceso Poisson con intensidad X > 0,

M; = Ny — Mt un proceso Poisson compensado y X una constante positiva.

I\
7, = (A=At ()\) ’

entonces el proceso Z satisface lo siguiente:

Definimos Zy como

7, = X2 7,_dM,.
Z; es una martingala.

E[Z]=1Vt>0.

. A— A .
Demostracion. Definamos X; = TMt’ este proceso es una martingala

~ XA
con parte continua X; = ()\ — A) ty Jy = TNt, ademés
< X6 X >=0.

A=A
El tamano de un salto de X esta dado por AX; = O asi que

A
1+ AX; = —, utilizando esto, podemos reescribir Z como:

1
Zy = earp{Xf -5 < X5 X >t} IT a+axy),

0<s<t

y por la Prosposicion (5.1) Z cumple la ecuacion diferencial estocéastica
t
7, = 1+/ Z, dXs,
0

equivalente a

dZ, = Z,-dX,

A
R

th th7
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ya que X es una martingala y el proceso Ys = Z,- es continuo por la izquier-
da, se sigue del Teorema (3.8) que Z es una martingala y en consecuencia
E[Z))=FE[Z]=1 O
Teorema 5.2. (Cambio de intensidad de un proceso Poisson)

Con la notacion de la proposicion (5.2), definamos la medida P como

P(A) = /A ZrdP YA e F

_/e(A—DT <X>NT dP.
A A '

entonces, bajo P, N es un proceso Poisson con intensidad .

Demostracion. La demostracion se basa en encontrar la funcién generadora

de momentos de N bajo la medida 15, ver [6, 18, 21]. O

5.2.2. Cambio de medida para un proceso Poisson compuesto

Ahora buscamos cambiar tanto la intensidad del proceso Poisson NV, asi como

la distribucién del tamano de los saltos, Y, en un proceso Poisson compuesto
Ny

Qt = 22:1 Yz

Denotaremos con Y7,Ys,... a un conjuto de variables aleatorias idéntica-

mente distribuidas con funcién de densidad f, IV serd un proceso Poisson

. . N, . ,
con intensidad A y Q¢ = >_;™*; Y; un proceso Poisson; tendremos ademas una

funcién de densidad J?y una constante A > 0.

Proposicion 5.3. Utilizando la notacion previa, definamos el proceso Z

como

e MY
Zy = e(/\ )\) E /\;EE;’

entonces Z es una martingala y E[Z;] = 1,Vt > 0.
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Demostracion. Definamos el proceso J como

Si t es un tiempo en el que se presenta un salto, tenemos

=N TN BQ)

y en consencuencia

XﬂAQo_ll%_

A= 35 aQ)

Ahora definamos el proceso Poisson compuesto, H, como

_ M)
=2 35

y observemos que

A (Y;)
M

E
Yi)

X A
‘A/mﬂwﬂ”@‘x’

por lo tanto el proceso H; — At es una martingala.

Por otro lado, utilizando el hecho de que el tamano de los saltos de un proceso

(A
Poisson es igual a 1 y que AH; = M, podemos reescribir AJ; de la

Af(AQ:)

siguiente manera

AJt — Jt_ AHt - Jt_ ANt,
esta ecuacion es valida para toda t > 0, es decir podemos expresarla como

th — th dHt - thdNt.

Utilizando el cuadro (3.2) notamos que < J,e(A_X) >;= 0 y aplicando la
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férmula de It al proceso Z; = e()‘f)‘)tJt obtenemos:

t N _ t N
Z = Zy +/ e(P—N)s g _ ()\ - A) ds +/ e =Nsq,
0 0

t ~ t ~ t ~
— 14 / e(P—N)s g _ ()\ - )\) ds + / ePNs g _am, - / e(=Ns g _an,
0 0 0
t _ t
—1 +/ Z.d (H - As) —/ Zo d(Ns— \s).
0 0

Observemos que los dltimos dos términos de la ecuacién anterior son mar-

tingalas, en consecuencia Z; es una martingala y como Zy = 1, se sigue que

E[Z]=1Vt>0. O

Teorema 5.3. (Cambio de medidad para un proceso Poisson compuesto)

Utilizando las definiciones de la proposicion (5.3), definamos la medida de
probabilidad P

P(A) = /A ZrdP

Nr Y7
_ [ onrp A ()
/A H1 )dP.

Af (Y

Entonces, bajo P, el proceso Q¢ es un proceso Poisson compuesto con intensidad

A>0 y saltos con funcion de densidad f

Demostracion. La demostracion se basa en encontrar la funciéon generadora

de momentos de @, bajo la medida P, ver [6, 18, 21]. O

5.2.3. Cambio de medida para una difusién con saltos

Supongamos que tenemos lo siguiente:

e Un movimiento browniano W.



CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 91

e Un proceso Poisson compuesto @y = vaztl Y; con intensidad A > 0y

saltos con funciéon de densidad f.

e W, N, Y, @ son independientes.

Proposicion 5.4. Sean A >0 una constante, f una funcion de densidad y

© un proceso adaptado a una filtracion F.

St definimos el proceso Z como Zy = HiGy con

t 1 t
Ht:ezvp{—/ @uqu—Q/ @3du},
0 0

entonces Z es una martingala tal que E[Z] =1Vt > 0.

Demostracion. Utilizando el cuadro (3.2), sabemos que < H,G >;= 0y

aplicando la férmula de Ité a Z obtenemos

t t
Z, = Zo +/ H,-dG, +/ G, dH,
0 0

t t
=1 —|—/ H,-dGs +/ G,-dH,
0 0
por las proposiciones (5.2) y (5.3) sabemos que G y H son martingalas, en
consecuencia Z también lo es y se sigue que E [Z;] = E[Zp] = 1. O

Teorema 5.4. (Teorema de Girsanov para difusiones con saltos)

Utilizando la proposicion anterior, definamos la medida de probabilidad P

como

ﬁ:/ ZrdP
A

_ r 1T A=\ TNT Xf(yi)
—/Aexp{—/o @uqu—z/o @3du}e( ) il;[lAf(Y;)dP.
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Entonces, bajo ]5, el proceso

. t
Wiy = W; —|—/ O.ds,
0

. . N, .
es un movimiento browniano, Qy = Y ;*, Y; es un proceso Poisson compuesto

con intensidad X\ > 0 y la funcion de densidad del tamanio de los saltos es ]7

Demostracion. Ver |6, 18, 21]. O

Observacion 5.1. Si tomamos A = Ay f = f, nos encontramos nueva-
mente en el caso del Teorema de Girsanov para el movimiento browniano.
Utilizaremos este hecho mas adelante con el objeto de obtener una férmula

para valuar opciones del tipo europeo bajo el modelo de Merton.

Corolario 5.1. Si en el Teorema de Girsanov para difusiones con saltos,
a—r ~ ~ ~
utilizamos O, = —— , A= Ay f = f, entonces P es una medida equivalente
a

martingala y bajo dicha medida
1 =
St = Spexp [(r — 502 — )\/@') t+oWs+ ;Xl] .

Demostracion. Utilizando la ecuacion (5.1.2) de la demostracion de Teorema

(5.1) sabemos que
dSt = (Oé — )\/i) Stdt + O'Stth + St*th'

Como S tiene un numero finito de saltos en el intervalo [0,7], T < oo y
dt es la medidad de Lebesgue (ver |5 para la definicion de esta medida), lo

anterior puede ser escrito como
dSt == OéStdt + O'Stth + St—d (Qt - )\I{,t)
= aS,dt + 0Sid <f47t - 0‘;%) +S,-d (Qr — Arit)

= rSydt + 051dW; + Si—d (Q; — Arit) .



CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 93

Observando que los dos tltimos términos de esta expresiéon son martingalas
bajo P y utilizando el Teorema (4.2) concluimos que P es una medida

equivalente martingala.

Por otra parte, reordenando términos
dS, = (r — Ak) Sydt + oS, dW; + S,-dQ;,

y por el Teorema (5.1)

Nt
1 N
Sy = Spexp [(r — 502 — Am) t4+ oW + ZXZ] .

i=1

5.3. Solucién del modelo de Merton

Teorema 5.5. Sea C una opcion Call del tipo europeo con fecha de vencimien-
to T, subyacente S y precio de ejercicio K, sea r la tasa libre de riesgo. En-
tonces, bajo el modelo de Merton, el precio de la opcion en el tiempo t < T

estd dado por:
er ei}‘T(AT J
et = 30 O 0P (5,07,

il
I
en donde
T=T—1
.52
S; = Siexp [j,u + ‘77 — )\m}
.52
oj=1\/0+ A
-

C'tBS(Sj,Jj) es el precio de una opcion Call del tipo europeo bajo el modelo

de Black-Scholes, con un valor de S; para el subyacente y volatilidad de o;.
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Demostracion. Para facilitar la notacion se utilizara la funcion H(Sr) para
representar el payoff (S7 — K)_ y todas las esperanzas seran bajo la medida

equivalente martingala P del Corolario (5.1).

De acuerdo a la férmula de valuaciéon neutral al riesgo

CM = e TE[H(ST)|F]

justo como se realiz6 en el modelo de Black-Scholes, expresando St en tér-
minos de S; y utilizando la independencia de Wpr — W, y Ny — Ny con Fy,
esto es igual a

CMe = e TE[H(S7)]

por el Corolario (5.1) y condicionando sobre el proceso Poisson obtenemos

2 M
H (S’wxp{(r - % - /\H) T+oW,.+ ZXZ}>]
i=1
—AT 7 2 . J
= e*”Z ¢ A7 ],(!)\T) FE|H <Ste:vp { <7‘ — % — An) T+oW, + Z;Xl}>] .

=0
La expresion dentro de la funcién exponencial, tiene distribucién normal con
2

media <r — % — An) T + jp y varianza o?1 + j§2, por lo que puede ser

2 2 52
(r_ - M) SN a2
T

e*)‘T()\T)j
4!

2 2 102 —
H (Stexp{<r— % —)\K,> T} +ipn+ \/MWSWT>] ,
T

Ct]\/[er —e¢ R

reescrita como

y definiendo ® como ® = e~ "7 ijo tenemos

cMer — oF




CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 95

agregando un cero de la forma ‘]2—7_ — ]2—7_
1 162 102 52 —

OF |H ( Seapd |r—= (o2 + 22 ) + L2 —xe| 74 ju+ /o + LW, 1 ) |,
2 T 27 -

jo?
definiendo 0]2 =024
i

OF |H | Siexp r—102+£—)\/@ T+ ju+ojW;
27 27
N 1, ~
=®F |H (| Stexp < ju+ 5 ART pexp | r — 3% )T +o;W;

S>> e_M]WE [H (Sjexp { (r — 20]2) T+ ojWT}ﬂ ,

J=20

utilizando la demostracion del Teorema(4.7) llegamos a lo deseado. O

5.4. Comparaciéon del modelo de Merton con el de
Black-Scholes

5.4.1. Distribucién de los rendimientos

Recordemos que en el modelo de Black-Scholes, el precio de la accion esta

dado por la ecuacién diferencial estocastica

2
St = Spexp [(a - JE)t + aWt] . (5.4.1)

Por otra parte, bajo los supuestos del modelo de Merton, la expresiéon correspondiente
es:

2 Nt
Sy = Spexp [(a — % — )\H) t+ oWy + Z)Q] . (5.4.2)

=1
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Utilizando la ecuacion (5.4.1) podemos deducir la distribucion de los rendimien-

tos logaritmicos:

S, o?
Ln <5’;> = <a — 2> t+ oWy,

esta ultima expresion nos indica que, bajo los supuestos del modelo de Black-

Scholes, los rendimientos logaritmicos tienen una distribucién normal con

. o? . 5
media [ o — - t y varianza o°t.

Para obtener la distribucién de los rendimientos bajo el modelo de Merton,

procedemos de la siguiente manera.

Sea Z; = Ln <St>, tenemos
So

PlZ <z =P

i=1

condicionando sobre N;

n=0

observemos que el término

O'2 "
(a—z—)\n>t+aWt+;Xi,

tiene una distribucién normal con media

2
(a—é—)m;)t—i—n,u,

ot + néd?,

y varianza

o2 N
(a—2—)\n>t+0Wt+2X¢§z

n

2
<a—0—)\ﬁ>t+aWt+ZXi§z|Nt:n

=1

|
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Por lo tanto, P [Z; < z|, puede reescribirse como

en donde

® Fyn(,) es la funcion de distribucién de una variable aleatoria normal

con media 0 y varianza 1.

o2
e a= 01777)\% t+ nu.

o b=+t + nd2.

Las siguientes imégenes muestran las densidades de los rendimientos para

distintos pardmetros de u, A y 9.

e Para distintos valores de p

Merion

L | Binck-Seholes

Densidad
06 0.8

04

0z

a0
L

Rendimiente logaritmico
pu=-04

Figura 5.4.1: t = 1,0 = 0.02,0 = 0.3, A = 1,5 = 0.1
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Comparacion de densidades

[ | Merion

L I Black-Scholes

08

Densidad

0E

04

0z

0.0

Rendimienio logaritmico
p=0

Figura 5.4.2: t =1, =0.02,0 =0.3,A =1, = 0.1

Comparacion de densidades

[ | Merion

L I Black-Scholes

08

Densidad

0E

04

0.0

Rendimiento logaritmico
n=04

Figura 5.4.3: t = 1,0 = 0.02,0 = 0.3, A = 1,5 = 0.1

Como podemos observar, en el modelo de Merton, tenemos mayor libertad

en cuanto a la distribucién de los rendimientos.
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El parametro p sirve como indicador del sesgo de los rendimientos, si p es
negativo, los saltos provocaran una caida en los precios y en consecuencia,
rendimientos negativos. Por el contrario si p es positivo, los precios mostraran

un crecimiento, provocando rendimientos positivos.

e Para distintos valores de §

Merion

L | Binck-Seholes

08

Densidad

04

0z

4 2 0 2 4
Rendimiento logaritmico
S=0.01

Figura54.4:t=1,0=0.02,0 =03, A=1,u=—-0.5
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Comparacion de densidades

[ | Merion

Lk || Biack-Scholes

08

Densidad

0E

04

0z

0.0

Rendimienio logaritmico
602

Figura 54.5:t =1, =0.02,06 =03, A=1,u = —0.5

Comparacion de densidades

| Merion

Lk || Biack-Scholes

08

Densidad

0E

04

0.0

Randimim_'ﬁu logaritmico

Figura 54.6:t =1, =0.02,0 =03, A=1,u = —0.5

El parametro § controla la curtoésis de la distribucion, es decir que tan plana

o “puntiaguda” esta. Conforme § crece, se presenta una grafica cada vez mas
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plana y en consecuencia con colas mas pesadas.

o Para distintos valores de A\

Comparacion de densidades

12

[ | Merion

Loy || Biack.Seholes

08

Densidad

0E

04

0z

0.0

Rendimiento logaritmico
A=5

Figura 5.4.7:t=1,a=0.02,0 = 0.3, = 0.1, u = —0.5

Comparacion de densidades

|"I
o |I \
- | |
| |
[ | Marion
| | 1
L || Biack-Seholes
| |
L | l
k=1
¥ |
=
-] |
i [ ]
& e
a = | |
| |
< | |
= |
|
| |
1] |
™ | |
=4 || !
! 1
e | L A e
=
T T
4 2 o 2 4
Rendimiento logaritmico
A=1

Figura 54.8:t =1, =0.02,0 =0.3,6 =0.1,u = —0.5



CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 102

Merion

1.0

| Binck-Seholes

08

Densidad
06

04

0z

a0
L

4 2 0 2 4

Rendimienio logaritmico
A=15

Figura 5.4.9:t=1,a=0.02,0 =0.3,0 = 0.1, u = —0.5

El parametro \, sirve como parametro de localizacion, si A = 0 (no hay
saltos), nos encontramos en el caso particular del modelo de Black-Scholes y

la distribucién de los rendimientos coincide.

SiA> 0y u <0, ladistribucién se localizara en mayor proporcién sobre los
rendimientos negativos, mientras que si u > 0, ésta se localizard sobre los

rendimientos positivos.

Ademads, A también tiene influencia en las colas de la distribucion, entre mas
grande sea este parametro mas pesadas se vuelven las colas (hay més saltos,

es decir, un mayor nimero de eventos extremos).

5.4.2. Calibracion de los modelos

Se realiz6 la calibracion de los modelos de la siguiente manera:

1. El dia 3 de Octubre de 2014, se tomaron los precios de opciones Call
europeas de la empresa Apple Inc (NASDAQ-APPL), el precio de cierre
de la accién en ese dia fue de 99.62 USD.
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2. Fueron consieradas dos fechas de vencimiento, una de corto plazo (18
de Octubre de 2014) y otra de largo plazo (16 de Enero de 2016)

3. Se filtraron dichos precios de acuerdo a la diferencia entre el precio Bid
y el precio Ask (spread), solo se consideraron aquellas opciones cuyo
spread fue menor o igual a 0.5; lo anterior se realizé con la finalidad

de so6lo considerar instrumentos liquidos.

4. Para cada fecha de vencimiento se tomaron los precios Mid (Phsiq)

(promedio entre el precio Bid y el Ask)

La tasa libre de riesgo utilizada fue de r = 1% y el plazo al vencimiento se

calculé como
Dy — Dy

T )

360

en donde

D7 corresponde al dia de la fecha de vencimiento correspondiente.

Dy corresponde al 3 de Octubre de 2014.

Para cada modelo se resolvié el siguiente problema de optimizacion:

min 3 <(PMid - PModelo)2> (5.4.3)

Pyriq
en el caso del modelo de Black-Scholes, sujeto a:
c>0
en el caso del modelo de Merton, sujeto a: 6 > 0,0 >0, A >0

La suma corre sobre los precios de cada conjunto de datos.

En las siguientes figuras, podemos ver los resultados de la calibracion.
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Calibracion de los modelos
Corto Plazo

60

AN

Precio
40 50
|

30

20
1

Mercado

Black-Scholes

Merton

40

Figura 5.4.10: Calibracion de los modelos para el corto plazo. ogg = 0.23,

OMerton = 0.16, A = 1.28, n=

70

Strike

—0.17, § = 0.06

Calibracion de los modelos

Largo Plazo
L
Ly
2
= "Q Mercado
%
a'a Black-Scholes
h 33 F Mero
+ ernon
8
e
8
[+% w i,
b
A
- o
o
.Ill'.‘l.e.
o~ tl.
23 oa
T T T L T
100 110 120 130 140 150
Strike

Figura 5.4.11: Calibracion de los modelos para el largo plazo. opg = 0.23,

Onerton = 0.25, A = 0.16, p =

0.02, § = 0.22




CAPITULO 5. MODELO DE DIFUSION CON SALTOS (MERTON 1976) 105

En el Cuadro (5.1), se muestran los errores de la calibracién de acuerdo al

plazo de las opciones y a la ecuacion (5.4.3).

’ ‘ Merton ‘ Black-Scholes ‘

Corto Plazo | 0.00049 0.00064
Largo Plazo | 0.005 0.25

Cuadro 5.1: Errores de la calibracion

Como podemos observar, para opciones con un vencimiento en el corto plazo,

los modelos se desempenan de manera similar.

En cambio, para opciones con un vencimiento en el largo plazo, el modelo
de Merton tiene un mejor desempenio que el modelo de Black-Scholes. Esto
es intuitivamente 16gico, ya que en un periodo de corto plazo, el mercado no
espera la presencia de saltos, mientras que para un periodo de tiempo més
amplio, es razonable presenciarlos y el modelo de Merton permite capturar

estas expectativas del mercado.

Por otra parte, el modelo de Merton permite un mejor ajuste debido a que
tenemos a nuestra disposicién cuatro parametros para realizar la calibracion,
W, 6, Ay o; mientras que en modelo de Black-Scholes, sélo tenemos un
parametro disponible, o, lo que vuelve a este tltimo modelo més “rigido”,

mientras que el primero es més “flexible”.

5.4.3. Precios.

Recordemos que el precio de una opcién es una funcién creciente de la

volatilidad, la cual se mide con la desviacidén estandar.

En el caso del modelo de Black-Scholes, la volatilidad est4d dada por:

opsVt.

En el modelo de Merton, ademés de considerar J%weﬁon , necesitamos con-

siderar la volatilidad generada por el proceso Poisson, lo que nos lleva a una
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volatilidad de:

\/(0]2\/167’15071 + >\52 + )\MQ)t'

Esto implica, que si 05 = Oarerton, €ntonces los precios de las opciones bajo
el modelo de Merton, siempre seran mayores o iguales a los del modelo de
Black-Scholes.

En la siguiente figura, observamos que los precios del modelo de Merton,
siempre se encuetran por arriba de aquellos precios obtenidos bajo los supuestos
del modelo de Black-Scholes.

Precio de un Call (verde=BS, azul=Difusion con saltos)

30 40 50
I
-

Precio

20
I
-

10
1
i
/

strike

Figura 5.4.12: Sp = 150, » = 0.01, 0 = 0.16, A = 2, p = —0.141, 6 = 0.024,
T=1

5.5. Imperfecciones en el modelo de Merton

La principal critica al modelo de Merton radica en que el cambio de medida
s6lo afecta al movimiento browniano mientras que se conserva la distribucion

del proceso Poisson compuesto.

Esto es justificable si suponemos que tenemos un portafolio de activos para

los cuales sus moviemintos brownianos estédn correlacionados, pero sus componentes
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de saltos son independientes (Merton considera los saltos como eventos propios
de cada compania y no como eventos relacionados con el mercado en general,
es decir los saltos son diversificables y es asi como justifica la decisién de sé6lo

afectar al movimiento browniano).

Tal hipotesis implicaria que en el caso de portafolios altamente diversificados,
por ejemplo los indices accionarios como el Indice de Precios y Cotizaciones
(IPC) o el indice Standard and Poors 500, estos portafolios no presentarian
saltos. Claramente esto no ocurre en la vida real (basta recordar la caida del
indice S&P500 el dia lunes 19 de octubre de 1987).

En cuanto a la implementacién del modelo, observemos que ya no se cuenta
con una forma analitica para calcular los precios de las opciones, si no que
ahora dependemos de una serie convergente. Al momento de implementar
un c6digo para calcular dichos precios (ver Apéndice (B)) , necesitamos un
criterio para saber cuantos términos de la serie sumar, este ntmero depende
del parametro A, entra mas grande sea A, las probabilidades de tener n
saltos incrementan y por lo tanto un mayor ntmero de términos tendran que

summarse.

5.5.1. Mercados incompletos

El modelo de Merton es un caso particular de un mercado incompleto, en
estos mercados no todos los riesgos pueden ser eliminados, dicho de otra for-
ma, no todos los derivados pueden ser replicados a través de una estrategia
auto financiada. En consecuencia, al derivar la féormula del Teorema (5.5),
el argumento de suponer que existe un portafolio autofinanciado que replica
el derivado, es incorrecto. Una interpretacién mas apropiada para utilizar la
formula de valuacion neutral al riesgo, es que la variable (esperanza condi-
cional) V; = E5[H (St)|F;] tiene la propiedad de minimizar la expresion

(ver [3, 13, 10]) )
Ep [(e_r(T_t) (H(St) — Vt)) ] :

Es decir, utilizando la férmula de valuacién neutral al riesgo, estamos mini-
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mizando el error cuadratico de cobertura.

Por dltimo, en el caso de mercados incompletos, en lugar de tener un tnico
precio libre de arbitraje, ahora contamos con un intervalo de precios libres

de arbitraje (ver |7, 6, 2]).



Capitulo 6

Conclusiones

El modelo de Merton fue uno de los primeros modelos que consider6 saltos

en el precio del subyacente de una opcioén.

Como se observo, este modelo presenta ciertas mejoras y mayor flexibilidad
con respecto al modelo de Black-Scholes. Sin embargo, se tiene que pagar
el precio de ya no contar con una féormula analitica para valuar opciones,
lo que provoca que se requiera un mayor cuidado en su implementacién

computacional.

Ademas (al menos que se recurra a la calibracion del modelo) la estimacion

de los pardmetros A,  y p no es clara.

Por otro lado, el modelo de Merton, presenta un mejor desempefio al mo-

mento de calibrarlo a los precios del mercado.

Pero més alla de favorecer a algtin modelo y decir que hemos encontrado “uno
mejor”’, lo que realmente importa es entender las limitaciones y ventajas de
cada uno; un modelo es s6lo una ayuda para interpretar el mundo real y

nunca podré reflejarlo tal cual es.

Este trabajo nunca ha pretendido descartar el modelo de Black-Scholes y fa-
vorecer al de Merton (o viceversa), inicamente se busco entender las ventajas

y desventajas de cada uno, asi como exponer estos temas sin la necesidad

109
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de recurrir a herramientas matematicas avanzadas (por ejemplo, se evito el

formalismo del concepto de martingala local).

6.1. Posibles extensiones del trabajo

Debido a que el modelo de Merton es un ejemplo de mercado incompleto,
este trabajo puede extenderse en investigar la forma de valuar derivados
en este tipo de mercados, esto nos llevaria a la introduccién de conceptos

tales como la superreplicacion y a la utilizacion de funciones de utilidad (ver
[7, 2, 3, 20])
Por otra parte, el modelo de Merton puede extenderse para la valuacion de

opciones exoticas o derivados sobre tasas de interés (con la obtenciéon de una

formula anéloga a la formula de Black 76).

Ademiés, como este modelo es un caso particular de un modelo exponencial de
Levy, es posible también extender este trabajo hacia el estudio de este tipo de
procesos, los cuales también presentan discontinuidades en sus trayectorias
pero ya no es necesario que los saltos tengan distribuciéon lognormal o que
se presenten un numero finito de discontinuidades en un intervalo de tiempo

(modelos méas apropiados para modelar el llamado high frequency trading).
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Apéndice A

Implementacién del modelo de
Black-Scholes en R

BSM.CALI=function (K,S0,r,sig ,tao , tipo=1D=0)

{

#Funcion para calcular el precio de un Call/Put europeo
utilizando la formula de Black—Scholes

#Pardmetros de entrada

#K=Precio strike

#S0=precio spot del activo subyaciente

#r=tasa libre de riesgo

#sig=volatilidad (anual)

#tao=plazo para el vencimiento (anos) (T-t)

#tipo=Tipo de opcion (1=0Opcién tipo Call, 2=0Opcidn tipo
Put). Por default es un Call

#D=Dividendo

#Salida
#Precto de la opcion de acuerdo al modelo de Black—
Scholes

111



16
17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
27

28
29
30

APENDICE A. IMPLEMENTACION DEL MODELO DE BLACK-SCHOLES EN R112

d1=(log (SO0/K) +((r-D) +.5%(sig “2))*(tao))/(sig*sqrt(tao))
d2=dl-sig=*sqrt(tao)
if(tipo[l]==1)
{
BSM.CALL=S0*exp(—Dxtao ) xpnorm(dl)—pnorm(d2) *K«exp(—
r*tao)
return (BSM.CALL)
}

else

{

BSM.CALL=—1% ( SOxexp(—Dxtao ) xpnorm(—1%d1l )—pnorm(—1x
d2)xKxexp(—r*tao))

return (BSM.CALL)

}
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Apéndice B

Implementacién del modelo de
Merton en R .

merton calleu=function (k,s0,r,sig ,lam,mu, delta ,tao, tipo
=1D=0)

{

#Funcion para calcular el precio de un call europeo
utilizando el modelo de Merton de una difusidn con
saltos

#k—>precio strike

#s0—>Precio spot del subyaciente

#r—>tasa libre de riesgo (anual)

#sig —>volatilidad de la parte continua(anual)

#lam—>Intensidad del proceso Poisson.

#delta—>desviacion estandar de la magnitud de los
saltos (anual)

#mu—> Valor promedio (esperanza) de la magnitud de un
salto (anual)

#tao—>Plazo para el vencimiento (anos)

#tipo—>Tipo de opcion (1 para Call, 2 para Put) Por
default es Call Europea
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#D=Dividendo

#NOTA : ESTE ARCHIVO DEPENDE DEL ARCHIVO BSMCALL.R

source ("BSMCALL.R") #Carga el archivo BSMCALL.R

precio=0

sig2=0

limsup=qpois (.999 ;max(taoxlam))+1 #para calcular el
limite superior de la suma

s=0

for (i in 0:limsup)

s=s0*exp (i*smu+.5*ixdelta"2—lam= (exp (mu+.5%delta ~2)
—1)*tao)

sig2=sqrt (sig"2+ixdelta”2/tao)

precio=precio+dpois(i,lamx*tao)*BSM.CALL(k,s,r,sig2 ,
tao , tipo ,D)

}

return(precio)



Bibliografia

1]

2]

3]

4]

[5]

6]

[7]

18]

BAXTER, M., AND RENNIE, A. Financial Calculus An introduction to
derivative pricing. Cambridge University Press, 1996. 3.1

BELLAMY, N., AND JEANBLANC, M. Incompleteness of markets driven
by a mixed diffusion. Finance and Stochastics. Springer 4 (2000), 209
222. 5.5.1, 6.1

BinGHAM, N., AND KIESEL, R. Risk-Neutral Valuation. Springer, 2004.
2.2,3.7,4.1,5.5.1, 6.1

Brack, F., AND SCHOLES, M. The pricing of options and corporate
liabilities. Journal of Political Economy 81 (1973), 637-654. 4, 4.2

Carinski, M., aAND Korp, E. Measure, Integral and Probability.
Springer Verlag, 2003. 2.2, 5.2.3

ConT, R., AND TANKOV, P. Financial Modelling with Jump Processes.
Chapman & Hall CRC Financial Mathematics Series, 2004. 2.3.1, 2.3.1,
3.4.2,3.5.1,3.5.3,3.12, 4.1, 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3, 5.5.1

EsPEN, B. F. Option Theory with Stochastic Analysis. An introduction
to mathematical finance. Springer, 2004. 5.5.1, 6.1

GLASSERMAN, P. Monte Carlo Methods in Financial Engineering.
Springer Verlag, 2003.

115



BIBLIOGRAFIA 116

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

HARRISON, M., AND PLISKA, S. Martingales and stochastic integrals

in theory of continuous trading. Stochastic Processes and Their Appli-
cations 11 (1981), 215-260. 4.1.1.1

Haua, E. The Complete Guide to Option Pricing Formulas. McGraw-
Hil, 2006.

Huir, J. Options, Futures and Other Deriwatives, septima edicion ed.
Pearson Hall Prentice Hall, 2009. 1.4

JosHI, M. The concepts and practice of mathematical finance. Cam-
bridge University Press, 2008.

LAMBERTON, D., AND LAPEYRE, B. Introduction to Stochastic Calcu-
lus Applied to Finance. Chapman & Hall/CRC, 1996. 3.7, 3.4.2, 5.5.1

MATSUDA, K. Introduction to merton jump diffusion model. Lecture
notes, Diciembre 2004.

MERTON, R. Option pricing when underlying stock returns are discon-
tinuous. Journal of Financial Economics 8 (1976), 125-144. 5.1

MikoscH, T. Elementary Stochastic Calculus With Finance in View.
World Scientific, 1999. 5.5.1

OKSENDAL, B. Stochastic Differential Equations. Springer Verlag, 1995.
3.3.2,3.7

Privaurr, N. Stochastic Finance: An Introduction with Market Exam-
ples. Chapman & Hall/CRC Financial Mathematics Series, Diciembre
2013. 3.12, 5.1, 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3

PROTTER, P. E. Stochastic Integration and Differential Equations.
Springer, 2005. 3.4.2, 3.5.1, 3.5.3, 4.1

SCHOUTENS, W. Levy Processes in Finance. Pricing Financial Deriva-
tives. John Wlley & Sons, Ltd, 2003. 6.1



BIBLIOGRAFIA 117

|21] SHREVE, S. Stochastic Calculus For Finance 11: Continuous-Time Mod-
els. Springer Finance, 2004. 2.2, 3.2, 3.4.2, 3.5.3, 5.1, 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3

[22] SONDERMANN, D. Introduction to Stochastic Calculus for Finance. A
New Didactic Approach. Springer, 2006. 3.1, 3.7

[23] STEELE, M. Stochastic Calculus and Financial Applications. Springer,
2001. 3.3.2, 3.3.2, 3.4.2

[24] WiLmoTT, P. Paul Wilmott on Quantitative Finance. John Wlley &
Sons, Ltd, 2006.



	Portada

	Índice General
	Capítulo 1. La Mecánica del Mercado de Opciones
	Capítulo 2. Conceptos Básicos
	Capítulo 3. Integración Estocástica
	Capítulo 4. Modelo de Black-Scholes (1973)
	Capítulo 5. Modelo de Difusión con Saltos (Merton 1976)
	Capítulo 6. Conclusiones
	Apéndices

	Bibliografía




