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Capitulo 1

Generalidades
1.1. Introduccion

La robdtica es una disciplina que tiempo atras estaba unicamente relacionada
con la ciencia ficcidon para la mayoria de las personas. Ciertamente, era una idea
que se manifestaba en peliculas donde robots humanoides formaban parte
importante del atractivo de las mismas. Siempre ha existido la necesidad en el
hombre de poder manipular objetos pesados o realizar tareas que suelen ser
riesgosas, por lo que como tantos desarrollos tecnoldgicos inspirados en la
observacion de las leyes de la naturaleza se concibié el disefio de los robots
dando lugar al surgimiento de la robética.

Sin embargo, en los ultimos tiempos, ésta se ha convertido en una disciplina
emergente que ha despertado un gran interés entre los académicos e
investigadores gracias a sus caracteristicas multidisciplinarias e innovadoras.
Actualmente, la tecnologia basada en la robotica es ampliamente utilizada en el
mundo industrial donde, en virtud de los desarrollos recientes en automatizacion,
la idea de un mecanismo que se puede mover en el espacio resulta muy atractiva.

Los robots surgen como una herramienta de ayuda a los trabajadores que
pueden ser utilizados para la manufactura, en tareas repetitivas que requieran
precision y rapidez, en trabajos que sean muy peligrosos o imposibles de realizar
para un ser humano. Esto ha permitido que los robots entren en uso comercial y
sus costos se abaraten.

Al considerar la estructura de los robots estos se pueden clasificar en: Robots
maoviles, seriales y paralelos.

Los modviles son robots con gran capacidad de desplazamiento, acoplados a
carros o plataformas. Estan dotados de un cierto grado de inteligencia mediante su
programacion, lo que les permite sortear obstaculos y la posibilidad de navegar en
distintos terrenos, estos tienen aplicaciones como: exploracion minera, exploracion
planetaria, misiones de busqueda y rescate de personas, limpieza de desechos
peligrosos, automatizacion de procesos, vigilancia, reconocimiento de terreno, por
mencionar algunas [1].
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Mientras que los robots de tipo seriales, son los mas estudiados en la literatura
y empleados en la practica, estan formados por una cadena cinematica abierta,
con una estructura similar al brazo humano (antropomorficos), donde todas sus
juntas son actuadas, Figura 1.1 (a).

Aunque sus prestaciones han mejorado a través de los afos, éstos presentan
ciertas caracteristicas negativas propias a su diseio que hacen que sean
inapropiados para determinadas aplicaciones, entre ellas la poca capacidad de
carga respecto a su masa, la falta de rigidez ante perturbaciones externas y la
precision pobre de su elemento terminal.

Ante este escenario surge una arquitectura alternativa que consiste en el uso
de multiples actuadores en paralelo, los cuales son conocidos como robots
paralelos, estan formados por dos plataformas, una fija y otra mévil, unidas por
varias cadenas cinematicas en paralelo (brazos). Cada brazo es a su vez una
cadena cinematica de tipo serial donde las dos ultimas barras son las dos
plataformas y por ello, formando cadenas cinematicas cerradas, Figura. 1.1 (b).
Esta configuracién permite tratar con muchos de los problemas de los
manipuladores de tipo seriales, permitiendo la disminucién la de la masa de la
estructura, una mayor rigidez en presencia de perturbaciones, mejor precisién y
mas capacidad de carga utilizando actuadores menos potentes.

Figura 1.1 (a). Figura 1.1 (b).

Sin embargo, también presentan otras caracteristicas que, segun para que
aplicacion, pueden considerarse desventajas, por ejemplo la presencia de juntas
no actuadas, en general, hace mas complejo el analisis de los robots paralelos
que el de los seriales [1]. Lo cual conlleva a que la cinematica de los mecanismos
sea mas complicada. El espacio de trabajo suele ser pequefio comparativamente
hablando. Ademas, no es sencillo su calculo, pues la posicion y orientacion estan
muy fuertemente acopladas.

Ne
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Sin embargo ante todo esto, su estudio y desarrollo ha logrado llevar a la
aplicaciéon de estos robots en varias actividades, como: orientacion de antenas,
telescopios y paneles solares, simuladores de vuelo para aviones y helicopteros
asi como simuladores de conduccion de vehiculos, carretillas elevadoras, en la
industria para ensamblaje de componentes, para posicionamiento de piezas, entre
otras. Entre los robots de configuracién paralela encontramos uno de ellos,
conocido como la plataforma de Stewart, ha recibido la mayor atencion en el
mundo industrial y académico.

En este caso el tema que nos concierne es el analisis dinamico de la
Plataforma de Stewart 6 UPS (universal, prismatic and Spherical) el cual sera el
objeto de estudio de esta tesis.

1.2. Objetivo general.

Obtener el modelo dinamico de una plataforma de Stewart 6 UPS para ser
utilizado en modelos de control que permitan que el mecanismo pueda llegar a ser
auténomo.

1.3. Justificacion.

Anteriormente se realizé el analisis dinamico por medio del método Newton-
Euler [2], se busca comparar los resultados obtenidos por ambos métodos para
corroborar si fue correcto dicho analisis

Con el modelo dinamico es posible realizar la aplicacion que se desee para la
Plataforma de Stewart. En este aspecto los robots paralelos poseen un amplio
campo de aplicacidon, aunque no se puede negar la indiscutible primacia de los
robots con estructura serie, los desarrollos en mecanismos paralelos estan en
constante crecimiento, tal es asi que han sido adoptados en diversas areas, desde
microrobots posicionadores hasta grandes plataformas de gran capacidad de
carga, en aplicaciones médicas, aislamiento y produccién de vibraciones, en
cirugia para posicionamiento de microscopios e incluso de pacientes y cirugia
ortopédica, en tecnologia de gruas, la investigacion submarina, rescate aire-mar,
entre otras aplicaciones.

we
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Figura 1.2 Simulador de marcha usando dos plataformas Stewart.

1.4. Metodologia.

Se realizara el analisis dinamico de la plataforma 6 UPS por el método Euler-
Lagrange mediante el cual se desea determinar los torques aplicados por los
actuadores en los eslabones de entrada, para que el efector final alcance una
trayectoria dada y conocer su comportamiento. En este método se obtienen
ecuaciones de una forma cerrada, en otras palabras, formula ecuaciones de
movimiento usando un conjunto de coordenadas generalizadas [3]. Esto elimina
todas o algunas de las fuerzas de restriccion. Con el entendimiento de la dinamica
del manipulador, es posible disefiar un controlador con mejores caracteristicas de
ejecucion que con aquellos encontrados usando métodos heuristicos, después de
que ha sido construido el manipulador.

Ae
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1.5. Marco Teorico y Estado del Arte.

Los manipuladores paralelos son mecanismos donde todos los enlaces estan
conectados a la base y la plataforma en movimiento al mismo tiempo. Dado que
una estructura paralela es una cadena cinematica cerrada, todas las patas estan
conectadas desde el origen del punto por una conexion en paralelo de la
herramienta. Esta conexion permite una mayor precision y una mayor velocidad.
Los manipuladores paralelos tienen un mejor desempeio en comparacion con los
seriales, en términos de un alto grado de precision, altas velocidades o
aceleraciones vy alta rigidez. Por lo tanto, parece perfectamente adecuado para la
alta velocidad industrial en aplicaciones, como pick-and-place o micro de alta
velocidad de mecanizado. Se utilizan en muchos campos, tales como los sistemas
de simulacion de vuelo, manufactura y aplicaciones médicas.

Los manipuladores paralelos se pueden clasificar en dos categorias
fundamentales, en: manipuladores espaciales y plana. La primera categoria se
compone de los manipuladores paralelos espaciales que pueden trasladarse y
girar en el espacio tridimensional.

Mientras que los manipuladores paralelos planos que componen la segunda
categoria, pueden trasladarse a lo largo del eje x y eje y, y girar alrededor del eje
z, solamente. Aunque los manipuladores paralelas planas son cada vez mas
utilizados en la industria para aplicaciones de micro-nanoposicionamiento.

Uno de los manipuladores espaciales mas populares es, la Plataforma
Stewart, es ampliamente preferido en simuladores de vuelo (Stewart, 1965). Este
mecanismo es el de 6 grados de libertad. Se compone de una placa superior
(plataforma movil), una placa base (base fija), y seis patas extensibles que
conecta la placa superior a la placa inferior. SP (Stewart Plataform) emplea la
mismo arquitectura del mecanismo de Gough (Merlet, 1999). Por ello también se
conoce como plataformas de Stewart-Gough en la literatura.

El modelado cinematico y dinamico del SP es extremadamente complicado en
comparacion con los robots en serie. Tipicamente, la cinematica del robot pueden
ser divididos en cinematica directa e inversa [4].

a) Cinematica Directa. Consiste en determinar la posicion y orientacion del
extremo final del robot con respecto al sistema de la base del robot a partir
de conocer los valores de las articulaciones y los parametros geométricos.

b) Cinematica Inversa. Resuelve la configuracion que debe adoptar el robot
para una posicion y orientacion conocidas del extremo.

e
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Cinematica Directa (angulos para encontrar posicion):

Se conoce:
» La longitud de cada eslaboén.
» El angulo de cada articulacion.
Se busca:
» La posicion de cualquier punto. (Coordenadas con respecto a la base).

Cinematica Inversa (posicion para encontrar angulos):

Se conoce:

» La longitud de cada eslaboén.

» La posicion de cualquier punto. (Coordenadas con respecto a la base).
Se busca:

» El angulo de cada articulacion requerido para obtener la posicion.

Como resultado, la mayoria de los trabajos de investigacion se concentraron
en la cinematica directa (Bonev y Ryu, 2000; Merlet, 2004; Harib y Srinivasan,
2003; Wang, 2007).

El modelo dinamico de manipuladores paralelos es bastante complicado
debido a su estructura de bucle cerrado, la relacién acoplada entre los parametros
del sistema vy las restricciones cinematicas. El modelado dinamico puede también
dividirse en dos temas: el modelo dinamico inverso y directo.

La dinamica inversa es importante para el control del sistema, mientras que el
modelo directo se utiliza para el sistema de simulacion.

El analisis dinamico del manipulador se ha realizado tradicionalmente a través
de varios métodos diferentes; pero, los mas concurridos son: El método de
Newton-Euler, la formulacién de Lagrange.

El enfoque de Newton-Euler requiere el calculo de todas las fuerzas y
momentos de restriccidn entre los eslabones. El método consiste en definir las
ecuaciones de movimiento para cada eslabon del robot y a partir de ello efectuar
el andlisis ya que se genera un sistema de ecuaciones en funcion tanto de las
fuerzas y/o torques, las cuales son calculados a partir de las relaciones
cinematicas.

Uno de los importantes estudios fue presentado por Dasgupta y Mruthyunjaya
(1998). En su estudio, las ecuaciones dinamicas de la 6-UPS SP, fueron derivadas
utilizando el enfoque de Newton-Euler. Las ecuaciones dinamicas se obtuvieron
implementando la dinamica inversa y los resultados de la simulacion mostraron
que esta formulacién proporciona una modelizacion completa de la dinamica de
SP.

e



1. Generalidades 7

Otro método de obtencidn de la dinamica del manipulador es la formulacién de
Lagrange. Este método se utiliza para describir la dinamica de un sistema
mecanico bajo conceptos de trabajo y energia. [5]

Es un método perteneciente a la dinamica analitica, la cual consiste en una
serie de técnicas basadas en el tratamiento puramente abstracto y analitico de los
sistemas mecanicos [6]. Este tiene la ventaja de considerar la definicion de
coordenadas generalizadas por el analisis de fuerzas de contacto.

La formulacion de Lagrange se expresa en ecuaciones que relacionan las
fuerzas que realizan trabajo virtual con la energia cinética y potencial del sistema,
donde el numero de ecuaciones de Lagrange generadas es igual a los grados de
libertad del sistema. Para el caso de mecanismos paralelos, se requiere formular
las ecuaciones de restriccion necesarias que igualen al numero de incognitas.

Abdellatif y Heimann (2009). Ellos demostraron que la derivacion del modelo
explicito era posible utilizando el la formulacién de Lagrange en un forma
computacionalmente eficiente y sin simplificaciones de manipuladores cinematicos
paralelos de 6 DOF.

Guo y Li (2006) derivan las ecuaciones dinamicas de la plataforma de Stewart
6 DOF con actuadores prismaticas, sobre la base de la combinacion de método
Newton-Euler con la formulacion de Lagrange. Con el fin de validar la formulacion
propuesta de ejemplos numéricos estudiados utilizados en otras referencias. Los
resultados de la simulacion mostraron que se pueden derivar las ecuaciones
dinamicas explicitas en el espacio de trabajo de la plataforma de Stewart,
mediante la aplicacidon de la combinacion de estos métodos.

En este caso el método que se aplicara para el estudio de una plataforma de
Stewart 6 UPS es el de la combinacion del método Euler-Lagrange.

1.6. Configuracion del robot paralelo.

La configuracién del manipulador en estudio se presenta en la Figura 1.3
donde se indican los componentes de éste, y en la Figura 1.4 se muestra una sola
cadena cinematica del robot donde se encuentran los nombres simplificados
asignados a cada parte o conjunto del robot que se usara para referirse a ellos en
el resto del trabajo.

ANE J
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Plataforma movil

Junta universal

Conjunto Motor

Plataforma fija

Actuador

Junta de revoluta

Figura 1.3 Configuracidon del robot paralelo

Figura 1.4 Cuerpos de una cadena cinematica

.
8



1. Generalidades 9

1.7. Grados de Libertad.

Los grados de libertad de un mecanismo son el numero de parametros o
entradas necesarias para especificar la configuracion de un mecanismo. Los
grados de libertad de un mecanismo paralelo pueden ser determinados con la
aplicacién de la férmula de Chebyshev-Gribler-Kutzbach.

L=6(b-g—-1)+Xfk

Donde b y g son respectivamente, numero de cuerpos (incluyendo la base),
numero de juntas del mecanismo y el numero de grados de libertad de la junta k.
Por lo tanto, para la plataforma se tiene:

b=20
g =24
Xfi=36

Sustituyendo los valores se tiene:
L=6(20-24-1)+36=6

Por lo tanto el manipular en estudio tiene 6 grados de libertad.

e



10 2. Anadlisis Cinematico

Capitulo 2

Analisis Cinematico.
2.1 Introduccion.

La cinematica es la parte de la Dinamica que describe el movimiento de los
cuerpos sin referencia a las fuerzas que lo causan ni a las que se generan a
consecuencia del mismo. [7]

La cinematica del robot estudia el movimiento del mismo con respecto a un
sistema de referencia. La cinematica se interesa por la descripcion analitica del
movimiento espacial del robot como una funcion del tiempo, y en particular por las
relaciones entre la posicion y la orientacion de la herramienta del robot con los
valores que toman sus coordenadas de sus articulaciones. [8]

2.2 Matrices Homogéneas.

Matriz de transformacion homogénea. Se define como matriz de
transformaciéon homogénea T a una matriz de dimension 4x4 que representa la
transformaciéon de un vector de coordenadas homogéneas de un sistema de
coordenadas a otro [9].

Esta matriz esta compuesta por 4 submatrices:

R3,3 Submatriz de Rotacion

P3,1 Submatriz de Traslacion

Fix3 Submatriz de Perspectiva

E;43 Submatriz de Escalado Global

T = lexs P3x1]
Fix3 Esx3

En robdtica, generalmente se considera la submatriz de perspectiva como
nula y la submatriz de escalado global como uno. Un vector Homogéneo siempre
tendra 4 dimensiones.

10



2. Andlisis Cinematico 11

La matriz de transformacion Homogénea sirve para:

a) Conocer las coordenadas del vector ry, 1y, r, en el sistema O"XYZ a partir de
sus coordenadas r,, 1y, I, en el sistema O'UVW.

Iy I,
iyl _ |
r, Iy
1 1

b) Expresar las rotaciones y traslaciones de un vector con respecto a un

sistema fijo O"XYZ.
r'y Iy
r, Iz
1 1

Por ello se han tomado como herramientas las matrices de trasformacion
homogéneas para el analisis de posicion, ya que mediante ellas puede explicarse
los movimientos de traslacion y rotacion de un cuerpo en el espacio [10].

Puede explicarse el movimiento general de un cuerpo en el espacio
mediante una sola transformacion homogénea, representada por una matriz de
4x4, pero ya que necesitan definirse las ecuaciones de lazo correspondientes a
cada cadena cinematica, es necesario usar las transformaciones homogéneas de
traslaciones puras con respecto a los ejes X, y, z mostradas en la ecuaciones
(2.1):

1
0
Tzl(x) = 0

S rOoOOo

X
0
0 Tzz(Y) =
1

oS OoOr o

0

Las matrices de transformaciones homogéneas de rotaciones puras con
respecto a los ejes x, y, z estan dadas por las ecuaciones (2.2):

1 0 0 0 cty 0 sty 0
_ 10 cOx —sOx O 1 o 1 0 O
T,4(6%) = 0 sx cOx O Tzs(0y) = —sfy 0 coy O
0 0 0 14 0 0 o 1
[cz —s6z 0 O
s6 co 00
T,e(02) = OZ OZ 10 (2.2)
L 0 0 01

11
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2.3 Generalidades de sistemas locales.

Para este analisis se definen sistemas de referencia locales colocados en
distintos puntos del manipulador, los cuales se van generando uno a partir de otro
mediante las trasformaciones necesarias y asi definir las ecuaciones de lazo
necesarias para la soluciones de las posiciones.

La Plataforma de Stewart estara montada sobre un moévil de acuerdo al
trabajo planteado por Souza [11], y el sistema de referencia que lo representa
(ic,je kc), se genera con una serie de tres transformaciones de traslacién con
respecto a los ejes x,y,z, en ese orden, y tres trasformaciones de giro con
respecto a los ejes z, x y nuevamente otro giro en z.

Junta universal A

Actuador ——>

Toc = Tr1(xo) Tr2tye) T23(20) Tz6(we) Tza(00) T 26 (40

\‘

lO

Figura 2.1 Sistemas de referencia del inercial al 3i

12

(2.3)

Actuadores

zCB
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En el esquema anterior, Figura 2.2, se realiza una transformacion de
traslacion a lo largo del eje z para construir el sistema (i, jz, kg), €n la plataforma
fija de la Plataforma de Stewart.

Teg = Ta3zcny (2.4)

La secuencia de transformacion del sistema inercial puede escribirse en
forma simplificada de la siguiente manera:

Top = TocTca (2.5)

Mediante la aplicacién de un giro sobre z y una traslacion en x se llega al
sistema ubicado en el acoplamiento de la plataforma fija y la junta esférica
(20 J2i k2:), Figura 2.2

Tpoi = z6(8lBi)Tzl(x21i) (2.6)

Al construir el sistema 7i a partir del 2i hay una secuencia de tres
transformaciones, dos rotaciones, una en torno a z, seguido de otra rotacién con
respecto a x, una traslacién a lo largo del eje z genera el sistema 5i, después el
sistema 6i es generado a partir de una rotacién en z.

El sistema 6i es generado debido a que hay una equivalencia entre la junta
esférica y la combinacion de una junta universal con una de revoluta unida a la
plataforma fija como el disefio mostrado en el Trabajo de Souza [11]. La
configuracion es ideal para facilitar la ubicacion de un sistema que coincida
simétricamente con los ejes de giro de una junta universal, permitiendo observar la
orientacidn inicial desde la cual se simplifica la medicion de los angulos variables
de la junta universal al igual que el de la esférica, siendo el giro de revoluta
equivalente al giro con respecto al eje del sistema 6i.

Para generar el sistema 7i se realiza una rotacion en el eje z , este sistema
esta localizado en la junta esférica que proporciona tres grados de libertad que
estrictamente son tres angulos de orientacion variable, dichos angulos deben ser
incluidos en las transformaciones asi como los nuevos sistemas locales que éstos
generan, Figura 2.3.

13



14 2. Andlisis Cinematico

Las transformaciones para pasar del sistema 2i al 7i se muestran en las
Figuras 2.2y 2.3:

T27i = Tre(s32i)T24(5430) T23(z540) Tz6(5650) T 26(6760) (2.7)

zCB

jc

Figura 2.2 Sistemas de referencia del 4i al 9i

14



2. Andlisis Cinematico 15

Para pasar del sistema 7i hasta el 10i, correspondiente al sistema ubicado
al final del actuador, son de acuerdo a las siguientes transformaciones, un giro en
y seguido del ultimo giro variable en x proporcionado por los tres grados de
libertad de la junta esférica y finalizando con un desplazamiento, también variable,
debido a la longitud no constante del actuador en el eje z. Figura2.3y 2.4

T710i = Tyzs(0871)Tz4(6981) T23(21000) (2.8)

kmy Taai i

klhb J

o e
i horeg

012110 i

O

Jo

Figura 2.3 Sistemas de referencia del 9i al 13i

15
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Al final del actuador y a la altura del eje inferior de la junta universal se
localiza el sistema 10i y para llegar al sistema 13i al final de la junta universal en
la parte superior del manipulador, son necesarias dos rotaciones, primero una
alrededor de x seguida de otra respecto al eje y, en donde ambas rotaciones son
representadas por angulos 6;110; Y 61211i,» €Stas rotaciones son seguidas de una
traslacion de magnitud constante a lo largo del eje z como se muestra en las
Figuras 2.4y 2.5.

T1013i = Tza611100)T25(012110) [23(213120) (2.9)

Finalmente, se genera una ecuacion de lazo, necesario para generar la
base del sistema inercial que conduce a la placa superior del manipulador en el
sistema (i,,j,, kp),(Top) Y entonces al sistema llegar al sistema 13i (Tpyg;), €sta
seria de transformaciones se muestran en la Figura 2.5.

S14pi

ki ki ko
x1514i

Jo

Figura 2.4 Sistemas de referencia del inercial al 18i

16



2. Andlisis Cinematico 17

A las ecuaciones que describen a (Typ) debe agregarse la matriz phi, de
esta forma se considera la rotacion de la plataforma superior con respecto a un eje
arbitrario que no habia sido expresado en alguno de los sistemas locales
mostrados en la Figura 2.5

Tor = Tr10p) Tz20vp) T23(20) Tz6 ()M g (2.10)
Tp1gi = Tze(s1api) [21(x15140) Tz6(516150) Tza(517161) I 26(518170) (2.11)

De tal forma que la ecuacién de lazo queda de la siguiente forma:
TOBTBZiT27iT710iT1013i = TOPTP18i (2-12)

Las incognitas a determinar en la ecuacién (2.12) son los angulos de las
juntas tanto esférica como universal, asi como la longitud variable del actuador
lineal:

076ir 087:, Oogir 01110012110 Z109i
Coni=1,2,3,4,5,6

De lo anterior debe entenderse que al tener seis incognitas por cada una de
las cadenas cinematicas se tiene un total de 36 variables.

2.4 Generacion de trayectoria.

De manera general, el objetivo de un manipulador o plataforma robética es
que siga una trayectoria deseada, con la finalidad de realizar una tarea
determinada. Para esto se definen los puntos que conforman dicha trayectoria,
considerando que el movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos
partes. Una trayectoria lineal o curva en el espacio que sigue un punto del cuerpo
(el centro de masa de la plataforma superior del manipulador en éste caso) y la
orientacién angular del cuerpo. Ambas partes deben satisfacer condiciones de
posicion, velocidad y aceleracion tanto lineal como angular y ser cumplidas en un
tiempo definido previamente. A continuacion se desarrolla la trayectoria lineal y la
angular que se propone para la plataforma en funcién del tiempo.

17



18 2. Anadlisis Cinematico

Trayectoria Lineal.

La trayectoria propuesta a seguir por un punto del cuerpo es una linea recta
en el espacio.

Figura 2.5 Recta en el espacio

La ecuacion vectorial que define la recta en el espacio mostrada en la
Figura 2.5 es:

R=Q +su (2.13)

Donde s es la magnitud del vector S y u es el vector unitario que define la

orientaciéon de S. Para definir R en funcién del tiempo, se requiere que la
magnitud s cambie con respecto al tiempo, es decir:

R(t) =Q +s(Ow (2.14)

Las ecuaciones vectoriales de velocidad y aceleracién se definen como la
primera y segunda derivada respecto al tiempo de la ecuacion (2.14):

V() =sOw
A =3O (2.15)

Ya que 6) y W no varia respecto al tiempo, porque estan definidos por
puntos fijos en el espacio. La magnitud s(t) debe satisfacer condiciones iniciales y
finales de posicién, velocidad y aceleracién, es decir debe satisfacer 6
condiciones, segun se muestra en la Figura 2.6.

18



2. Andlisis Cinematico 19

h
S /
0

to t[s] t

Vimax

to i[s] i
amax

~Amax

to t[s] t

Figura 2.6 Condiciones iniciales.

La primera gréafica indica el cambio de magnitud del vector S, que ira
variando desde 0 en un tiempo inicial ty, hasta una posicion correspondiente para
un tiempo final t;, donde los valores de tiempo ty y t; los definimos de manera

arbitraria y d = ||S||.

La segunda grafica es el cambio de la rapidez (aceleracion) con que la

magnitud del vector S cambia respecto al tiempo. Es decir, es la rapidez con que
realiza el traslado del punto inicial p; al punto final ps, para un tiempo inicial to y un
tiempo final t;.

La tercera grafica es el cambio de la rapidez con que la magnitud del vector
S cambia respecto al tiempo, para un tiempo inicial to y un tiempo final t;

19
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La forma general de una funcion polinomial en funcién del tiempo es:
s(t) = ag + a t + at? + ast3 + aut* + ast® + ast® ... + a,t" (2.16)
En donde los coeficientes a;, con i = 0, ..., n, son las incégnitas a determinar

en el desarrollo de la ecuacién polinomial.

Las condiciones de frontera observadas en las gréaficas de la Figura 2.6 Son
los unicos valores con los que se cuenta para determinar dichos coeficientes, y
sabiendo que los coeficientes estaran presentes en la primera y segunda derivada
del polinomio, es posible resolver un sistema de ecuaciones para determinarlos.

El grado del polinomio depende entonces de las condiciones de frontera
siendo el grado del polinomio y k las condiciones de frontera se tiene que:
n=k-—1 (2.17)

Quedando entonces para este caso y las seis condiciones de frontera con
las que se cuenta (k = 6).

n=6-—1
n=>5 (2.18)

Entonces para satisfacer las 6 condiciones, se empleara un polinomio de
quinto grado, ya que este cuenta con 6 coeficientes a determinar. Por lo que
pueden escribirse los polinomios para la posicion, velocidad y aceleracion de la
siguiente forma:

S(t) = ao + alt + aztz + a3t3 + a4t4 + a5t5
s(t) = a; + 2a,t + 3ast? + 4a,t3 + Sast? (2.19)
5(t) = 2a, + 6ast + 12a,t* + 20ast3

Debido a que existen condiciones iniciales y finales mostradas en la Figura
2.6, para t= tp=0 se tiene las 3 condiciones iniciales:

s(ty) =s(0) =0
s(ty) =s(0) =0 (2.20)
S(ty) =5(0)=0

20



2. Andlisis Cinematico 21

Al sustituir los resultados de las ecuaciones (2.20) en las ecuaciones (2.19)
se obtiene:

s(0) = ag + a,(0) + a,(0)% + a3(0)3 + a,(0)* + a5(0)°
$(0) = a; + 2a,(0) + 3a3(0)? + 4a,(0)3 + 5a5(0)* (2.21)
$(0) = 2a, + 6a3(0) + 12a,(0)2 + 20a5(0)3
Simplificando los tres primeros coeficientes son:
a, =0 a, =0 a, =0
(2.22)

A partir de la Figura 2.6 y repitiendo el proceso para t = t; se tienen las tres
condiciones finales:

s(te) =d = [lpe —pill
$(t) = 0 (2.23)
S:(tf) =0

Dondep; = (x4, yi,2) Y pf = (xf, yf,zf), son las coordenadas de los puntos

inicial y final de la trayectoria respectivamente, la magnitud de la diferencia entre
ellos, representa la distancia d que necesitamos recorrer en la linea recta. Al
sustituir las ecuaciones. (2.22) y (2.23) en las ecuaciones (2.19) se obtiene:

llps — pill = a3tf3 + autf + aSth
0 = 3ast} + 4a,t} + Sast} (2.24)
0 = 6asty + 12a,tf + 20ast}?

El sistema de ecuaciones puede ser expresada de la siguiente manera, en
su forma matricial:

|3t]2c a4t} st} (2.25)

l6t, 12t% ZOtf

B3 ¢t t
15 b ”aa [npf pn]

21
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22
Al resolver el sistema de la ecuacion (2.25) se obtiene los tres ultimos

coeficientes:

0 = 10 ||Pf—3pi||

t
R
b
@ =6 ”pf_spi”
t

(2.26)

Sustituyendo las ecuaciones (2.22) y (2.26) en la ecuacion (2.19):

s(6) = 10 IIpf—3piII /3 _ 15 IIpf:piII 4 +6llpf—5pill /5
tf tf tf

5(0) = 30 Ilpf—3pill 2 _ 60 Ilpf:pill 3 430 Ilpf:pill 4
t tr tre

||pf:pi||t+ 180 llps — pill 2 4120 Ilpf;pillt3

§(t) = 60 :
tr ty f

Finalmente, factorizando se obtienen las ecuaciones que representan el
cambio de la magnitud de la posicién, velocidad y aceleraciéon en funciéon del
tiempo:

t3 4 t5

s(t) = llps — pill Ilot—3— 15t_4+ 6t_4]
f f f

t3 4

6Ot_4 + 30 t_“‘l

+2
s(t) = llpe —will l30t_3 -
f f f

. t t? t3
§(0) = llpe — pill |60 = + 180 — + 120 —
t t tr

(2.27)

22



2. Andlisis Cinematico 23

Reescribiendo las ecuaciones (2.14) y (2.15) en funcién de los puntos de la
recta:

R() =Q +s(OT = (p; — 0) +s(t) |ipf ¢ ?l
V) = s = s 2P
llps — pill
K(t) = $(OT = § — 12 (pe — 1)
llps — pill

(2.28)

Sustituyendo las ecuaciones (2.27) en las ecuaciones (2.28), se obtiene
finalmente la ecuacion vectorial de posicidn, la ecuacién de velocidad y la de
aceleracion que debe seguir la plataforma movil:

— t3 tt o td
R(t)=Pi+[10t—3—15t—4+6t—4](19f—2?i)

f f f

_ 2 3 4
V(t)=[0——60—+30 l(pf )

tf tf t

_ t t? t3
A(t) = 60—+ 180+ 120 (pr— i)
ty te te

(2.29)

Orientacién angular

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, en el entendido de
que para este caso, solo se desea pasar de valores iniciales a finales, para la
posicion, velocidad y aceleracion angular de la plataforma movil, ya que no se
requiere cumplir con una trayectoria particular en el espacio.
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Esto conducira a las siguientes ecuaciones:

3
F(t>=ﬁi+[ ot——15—+6—]<ﬁf A
f

- t2 t3 t*
B )= [30—3— 60— + 30—4] (Bs— By)
ty te tr

2

B = [60—+ 180 = -+ 1202 ](,Bf B

ty f

2. Andlisis Cinematico

(2.30)

Donde el vector [7= (v, 0,9). De la misma manera ﬁi= (v, 0u91) Y

ﬁf = (y/f, ¢, ¢f), que se refieren a los valores iniciales y finales respectivamente.

2.5 Ecuaciones de posicion.

Toc = Taxo)Tr2tye) Tz3(z0) Tz6(we) T2a00) Tz6(gc)
Tep = Tz3(zCB)

Top = TocTca

Tgyi = Tzé(SlBi)Tzl(xZIi)

T27i = Tae(8320)T24(8430) T23(2541) T 26 (8650) T 26 (0761)
T710i = 25(6871')TZ4(998i)T23(2109i)

T1013i = Tza011100) 250012110 T23(213120)

Tor = To1ep) Tr2vp) Tz3 20y T26 (1) M

Tp1gi = Tre(s14pi) 21 (x15140) Tz6(5161510) T24(817160) T 26 (518170)
LI = TopTp2iT27iT710iT1013i

LD = TppTpisi

24



2. Andlisis Cinematico 25

2.6 Ecuaciones de velocidad.

dToc = TaxeiTz2iyc1Tz31z¢19 261y c1 Tzatoc) Tzeioc] + Taixe) Tz2yc Tz312¢1 Tzepwc) 4T za16¢1 T26[0c] T
To1xc1Tz21yc1 Tzarze1 Tzerwe) Tzat0c19T 26 0c)

(2.33)
dTop = dTocTz31z8c) + Toc AT 23128 (2.34)
dTg; = [0]4xs (2.35)
dTy7; = Tye(s32i1Tza15430) T23[25411 T 26156511 AT 26[0761] (2.36)

dT710i = dTys1087i1T24[09811T23[21090] t Tz5[087118T 24109811 T23[z100i] T T2s[087i1T24[098118T23[z100i]

(2.37)

dT1013; = ATzai61110i) T25[012110) T23[z13121] T Tza[61110114T z5[012111) T 23[21312i] (2.38)

dTop =
AT 1 1xp) Tz2yp) Tz3120) Tz61y1 M + T1[xp) AT 22[yp) Tz312p) Tz [y 1 Moy +
Topxp) T22lyp1 AT 231201 Tz6 w1 Mo + To1xp) Tz21yp1 Tz31201 AT 26 [y 1Mo + To1xp) Tz21yp) Tz3 (201 Tz6 w1 Wo Mo

(2.39)
dTp1gi = [0]axs (2.40)
dLl = dTopTp2iT27iT710iT1013i + TosAT2iT27iT710iT1013i + TosTB2iAT27:T710iT1013i +
TopTg2iT27:4T710iT1013i + TosTB2iT27:T710:9T1013i (2.41)
dLD = dTppTp1g; + TopdTp1si (2.42)

2.7 Ecuaciones de aceleracion.

ddTOC =

To1xc1Tz21yc1 T2312c199T 261y Tzat0c1 Tz6[gc) T Torjxc) Tz21yc1 Tz31zc1 Tz6[wc1 QAT 2a10c1 T 26 6c] T
ToxciTzz1yc) Tzsize) Tzs e Tza10c198T 26[gc) T 2T21[xc) T2y T2z31zc1 AT z6[ e 1 AT 24101 Tz pc) T+
2T 1 1x1 T221yc1 T2z312619T 261 ey Tzatoc1 AT z6[gc) + 2T 21 1xc1 Tazyc) T23(zc Tz6[ w1 AT 2410019 26 4]

(2.43)

ddTop = ddTpcTs31z8c) + 2dTpcAT 231281 + TopddT 23 2c) (2.44)
ddTpz; = [0]axs (2.45)
ddTy7; = Tyes32i)T2a[54311 T23 (25411 T26[5651142 T 26[0761] (2.46)

25



26 2. Andlisis Cinematico

ddT710; =

ddT,s1087i)Tza1098i1 T23[z1001] T Tzs[087114AT 24109811 T23[21001] T Tz5[08711T24[098114AT 23[2100i] T
Tys1087i1 2410981194 T 13[2100i] T 2AT 25108711 T 74169811 T23[z100i] T 28T 25108711 T24[09811 AT 23[2100i] T
2T;510871)AT 24[0981) AT 23[21001]

(2.47)

ddT1013i = ddTa1011100T2s[012110) [23[21312i] T 28T 24101110014  25[012110) T 23[21312i] T
T1a101110049T 3510121101 T23[213121] (2.48)
ddTOP =

ddT 1 xp) Tr2lyp) Tzsap) TzolyiMp + Toapxp1 44T z21yp) Tzsap) Too[yi Mg +

Toaixpi T221yp1 48 T 231201 Tz6 11 Mg + To1[xp) Tz2 1y T231zp1 Ad T 26101 My +

Toaixpi Tz2yp) Tza(z01 Tzo 11 A Mg + 2AT 1 1xp) AT 21y p) Tza (201 Tzs [y Mg +

2dT 1 1xp) Tr21yp1 AT 231201 Tz6 1M g + 28T 21 1xp) T2 1yp) Tz312p1 T 2611 Mg +

2dT 1 1xp) Tr2lyp1 Tz31zp) 261 WM g + 2T 1xp) AT 22 [yp1 AT 231201 Tzs[ 1 Mg +

2T 1ep1 T z21yp) T2312p1 AT 2610AM g + 2T211xp) AT 221yp1 T2312p) Tz6[ ) WMy +

2T 1ep) Tz21yp1 AT 231201 AT 26 1AM g + 2T211xp) T21yp) AT 23129 Tz6[ ) WMy +

2T pep Trlyp) T3 1201 AT 261 WMy (2.49)

ddTpig; = [0]4x4 (250)

ddLl = ddTopTp2iT27iT710iT1013i + 2dTopATp2iT27iT710iT1013i + 2dT0pTp2idT27:T710iT1013: +
2dTopTp2iT27idT710iT1013i + 2dToBTE2iT27iT710i4T1013i + TopddTp2iT27:T710iT1013i +
2TopdTp2idT27iT710iT1013i + 2TopATp2iT27idT710iT1013i + 2TopATE2iT27iT710i4T1013i +
TopTp2iT27:ddT710iT1013i + 2TopTp2iT27:4T710i4T1013i + TosTB2iT27iT710:4d 1013

(2.51)
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2.8 Solucién numérica.

Para la solucion de las ecuaciones de posicion, velocidad y aceleracion se
implementa una solucidn numérica ofrecida por el software de desarrollo
matematico llamado Mathematica en su version 9, permitiéndonos evitar una
laboriosa solucidn analitica o algebraica.

Debido a que la plataforma de Stewart, es un manipulador paralelo con actuadores
lineales en una cadena cerrada, cuenta con una configuracion completamente
predecible al estar éstos totalmente contraidos, lo que permite determinar
facilmente las condiciones iniciales del manipulador, como lo son los: angulos,
posiciones y distancias relativas entre eslabones y articulaciones, a diferencia de
lo que se presenta en los manipuladores enteramente seriales.

Con estas condiciones los sistemas de ecuaciones obtenidos en la posicion,
velocidad y aceleracion del manipulador fueron obtenidas mediante el software ya
mencionado.

Comandos implementados en el Software de Mathematica 9.
FindRoot

Se utiliza para la posicion ya que el sistema es no lineal y se especifica un valor
inicial para cada una de las variables, dicha instruccion busca una solucion
utilizando métodos de Newton.

Solve

Se usa para el caso de la velocidad y la aceleracion presentan sistemas lineales
(ecuaciones polinomiales de primer grado). El algoritmo de esta instrucciéon no
requiere dar valores iniciales.

A continuacion en la tabla 2.1 se muestran los valores de angulos y longitudes

constantes de cada cadena cinematica que conforma a la Plataforma de Stewart
(PS).
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Tabla 2.1. Pardmetros de cada una de las cadenas cinematicas de la PS

C1 C2 C3 Ca Cs Ce
S1si 300° | 180° | 60° | -60° | 180° | 60°
1Bi
. 15.01 {15.01|15.01|15.01{15.01|15.01
X21|(cm)
5321 -30° 30 |-210°| 30° 30° | 210°
32i
Sa3i 55° | -55° | -55° | -55° | 55° 55°
43i
Z54i (cm) 5 5 5 5 5 5
Sesi 45° | 135° | 45° | -45° |-135°| -45°
65i
. 4.8 4.8 4.8 4.8 4.8 4.8
Z1312i (cm)
S140i 240° | 240° 0° 0° 120° | 120°
14pi
X1514i 15.01 |15.01|15.01|15.01|15.01|15.01
1514i (cm)
51615i 30° | -30° | 210° | -30° | 30° |-210°
1615i
51716i 55° | -55° | -55° | -55° | 55° 55°
1716i
518171 45° | 135° | 45° | -45° |-135°| -45°
1817i

2.9 Resultados.

Anteriormente en la tesis de Francisco [2], se trazd una trayectoria que
comprueba que se puede confiar en los resultados para trayectorias mas
complejas. Para nuestro caso valores iniciales y finales para las posiciones vy

angulos son:

pi = {0,0,0.1061}m, p; = {-0.055,0, 0.1471}m, B;{0,0,0}, B{0,~17,0}

En las imagenes de la Figura 2.7 se muestran las graficas de las
posiciones, velocidades y aceleraciones del actuador. El resto de los resultados
para esta misma trayectoria se encuentran en el apéndice A.
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Figura 2.7 Gréficas de posicidn, velocidad y aceleracion de los actuadores.
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30 2. Andlisis Cinematico

Las trayectorias mostradas en la figura 2.7, confirman que las ecuaciones
obtenidas coinciden con la simetria mencionada entre las cadenas cinematicas del
manipulador y se puede notar que la trayectoria en posicion:

Z1091 = Z1096 Z1092 = Z1095 Z1093 = Z1094

Asi mismo para la velocidad y aceleracion.

Haciendo el compendio de las trayectorias para posicion, velocidad y

aceleracion se tienen las figuras 2.8, 2.9 y 2.10, en las que podemos observar lo
mencionado anteriormente.

Z1093  Z1094

0.14 - 1
Z1091  Z1096
0.13
= 0.12
s
N0.11
0.10
0.09 Z1092
71095
0 l 2 3 4 5

t(s)
Figura 2.8 Resultados de z;g9;
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Figura 2.9 Resultados de Z;g9;
. Z1093
Z1091
i 1022 Z 1095
Z1096
| Z1094
1 2 3 4

t(s)
Figura 2.10 Resultados de Z;go;
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Capitulo 3

Momentos de Inercia y Cinematica de los

Centros de Gravedad
3.1 Introduccion.

En este capitulo se realiza la determinacion de los momentos de inercia, asi
como el planteamiento de las ecuaciones cinematicas del robot hexa, para definir
las velocidades y aceleraciones utilizando la representacion vectorial. Dicho
proceso se realizara en cada uno de los cuerpos.

Debido a la simetria de las cadenas cinematicas del manipulador se
estudiara una sola como se muestra en la Figura 3.1 donde se puede observar
cada uno de los nombres de los cuerpos del manipulador.

4i

3i

2i

Figura 3.1 Configuracion de la plataforma 6 UPS
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3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad 33

3.2 Momentos de Inercia.

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un cuerpo a
aceleraciones angulares. [12].
Para el analisis dinamico es necesaria la determinacion de los momentos de
inercia de aquellos cuerpos que conforman al manipulador, con masa suficiente
para influir en el comportamiento del mecanismo [2].

Para ello se implemento tres métodos: teodrica, experimental y a través de
un software de CAD (Solid Works). El modelo en estudio es un prototipo fisico
(Figura 3.1), por ello se utilizd estos tres métodos. Algunas de las piezas tienen
una geometria compleja, por tanto, determinar el momento de inercia de éstas
resulta dificil y que puede presentar errores, los cuales se van sumando entre
mayor sea el numero de ellas, debido a ello y a las caracteristicas fisicas de cada
elemento, fue el método que se considera para el calculo de los momentos de
inercia.

3.3 Método experimental.

El método empleado para la determinacion de los momentos de inercia es
un método experimental expuesto detalladamente en el trabajo “Determination of
an irregular object’'s moment of inertia” [13].

Dicho experimento ha sido escogido ya que permite determinar los
momentos de inercia con respecto al centro de masa de un objeto compuesto y no
homogéneo, como es el caso de los motores del robot.

La Configuracion original del dispositivo de prueba de acuerdo a la Figura
3.2 consiste de una plataforma superior (4) paralela a una inferior (2). La
plataforma superior fijada al armazon de acero (3) cuenta con un fotometro (7) y
un medidor de fuerza (5) que para estas pruebas no fueron requeridos, en ésta
misma se encuentran unas armellas (6) ubicadas en una circunferencia de radio
igual a la que contiene a los agujeros de la plataforma inferior, o péndulo si se
prefiere.

La plataforma inferior que contiene al objeto estd hecha de triplay de 40
centimetros de diametro, y una masa de poco mas de 100 gramos y esta unida a
la plataforma superior por medio de tres hilos delgados (1) de masa despreciable
de 2 metros de longitud.
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34 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Figura 3.2 (a) Elementos de la plataforma superior, (b) Elementos de la plataforma inferior.

Para efecto de las pruebas realizadas a los componentes de la plataforma de
Stewart en estudio, se tuvieron varias consideraciones, de acuerdo a lo descrito
por el autor del articulo, y en la trabajo llamado “Analisis Dinamico de una
plataforma de Stewart 6 UPS” [2].

FT@

(a)

(b)

Figura 3.3 (a) Fotografia real del dispositivo después de las modificaciones. (b) Diagrama de cuerpo
libre del dispositivo.
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3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad 35

El experimento se realiza de la siguiente forma:

» Se coloca el cuerpo sobre la plataforma inferior haciendo coincidir su
centro de masa con el centro de la base

» Se hace girar manualmente la plataforma inferior respecto a la vertical
un angulo, Figura 3.3 b), para posteriormente soltarla y hacer que esta
oscile de tal forma que se pueda calcular su periodo.

Con el dato de periodo, la longitud de la cuerda del péndulo, la distancia del
centro de la plataforma a la unién del hilo y la plataforma, asi como el momento de
inercia de la plataforma inferior, se determina el momento de inercia de la pieza en
estudio.

En base a esto de realizaron los analisis tedricos, experimentales y a través del
software de CAD para los cuerpos que conforman la Plataforma de Stewart.

3.4 Calculo de los Momentos de Inercia para los Cuerpos
C2i, C34, €y, Cs.

Debido a que la masa del cuerpo C;; es despreciada al compararla con la
de la plataforma movil (cuerpo C:), este caso se repite con el cuerpo C,;. Ante ello
se buscé comprobar si el método experimental era capaz de determinar
fiablemente los momentos de inercia para objetos con masas pequefias o bien,
menores a 150g. Por lo que de acuerdo al autor, se realizaron modificaciones a la
plataforma y se diseiid una nueva para dichos objetos y poder seguir manteniendo
la relacién de 10:1 entre la masa del objeto y la plataforma. Para este fin se realizd
un analisis a una objeto regular Figura 3.4, en donde los datos obtenidos
mostraron ser incongruentes [2] en relacion a los parametros de error que maneja
el autor del articulo, como se puede ver en la Tabla 3.1:

T X

Figura 3.4 Cilindro hueco de bronce.
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36 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Tabla 3.1 Determinacion de momento de inercia Cilindro hueco de bronce.

Cilindro hueco de bronce.

, Software CAD | 0.00000500 kg-m? @:
Método. N e
_

L

0.00003984 kg-m? ‘ A

Experimental

Error de 696.8 % que es inaceptable.

Para el caso del cuerpo C,; (Conjunto Motor) se considera el método
experimental, debido a que presenta una geometria irregular y esto complica el
realizar un calculo de forma teorica y por el Software CAD, por ello se procede de
acuerdo a los pasos explicados en la seccién 3.3 a calcular los momentos de
inercia y se obtienen los datos mostrados en la Tabla 3.2.

Para el cuerpo C;; (Conjunto Actuador) se realiza un analisis por medio del
Software CAD, a pesar de que el tornillo es en realidad una forma compleja por la
cuerda de éste y las piezas pequenas que estan unidas a él, puede ser idealizado
para fines practicos como un cilindro regular y homogéneo. Los momentos de
inercia calculados se muestran la Tabla 3.2.

Y finalmente para los cuerpos C,, Cs (Plataforma inferior y superior) el
calculo de los momentos de inercia se realizé analiticamente despreciando
pequenas perforaciones hechas en ellas para el uso de prisioneros que detienen a
los cuerpos Cy; y C4 en la plataforma inferior y superior respectivamente. El
resultado se muestra en la Tabla 3.2. El analisis de cada cuerpo se puede ver con
mayor detalle en la tesis Titulada: Analisis Cinematico de una Plataforma de
Stewart 6UPS [2]. Estos datos se implementaran para el analisis de la Plataforma
en el analisis Euler-Lagrange.
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37

Tabla 3.2 Determinacidn de momento de inercia de cada cuerpo.

Método.

Experimental.

Cuerpo C,; Conjunto Motor.

Ixx

0.000038905 kg-m?

0.000298195 kg-m?

0.000115561 kg-m?

Cuerpo C5; Conjunto Actuador.

Software
CAD.
Ixx Iyy Izz
0.00000162 kg-m? | 0.00004712 kg-m? | 0.00004707 kg-m?
Cuerpo C, y Cs Plataforma superior e inferior
Analitico.

Ixx

yy

0.012909 kg-m?

0.012909 kg-m?

0.025818 kg-m?
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38 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

3.5 Cinematica de los Centros de Gravedad.

El objetivo del planteamiento de ecuaciones cinematicas, es definir las
velocidades y aceleraciones utilizando la representacion vectorial, el analisis se
planteado para cada cuerpo de acuerdo a lo que se muestra en la figura 3.1y 3.5.

41 Junta universal

3i Actuador

21 Conjunto motor

1i Junta revoluta

5 Plataforma movil @

]

0 Plataforma fija

Figura 3.5 Cadena cinematica y Plataforma movil y fija.
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3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad 39

3.6 Andlisis del Cuerpo 1i

Ya que el cuerpo 1i se encuentra en condiciones estaticas respecto a la
placa inferior del manipulador, los términos de velocidades y aceleraciones son
iguales a cero.

3.7 Analisis del cuerpo 2i

15 Jo

Figura 3.6 Centro de gravedad del cuerpo 2i

3.7.1 Ecuaciones Cinematicas.

Con el fin de obtener el centro de gravedad del cuerpo 2i y con base en la
figura anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicién definida en la base
inercial: 2i

o — o o) (0] o o
Tgo =T¢ + 15 + 1y + 14 + 76010 (3.1)

Dénde:
o — po ..7i
Teair = R7iT6o10
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40 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Derivando respecto al tiempo a la ecuacién (3.1) se obtiene la ecuacion de
la velocidad del centro de masa del cuerpo 2i, considerando como constantes
r2, 18,1y, Ty tenemos:

o — o
VG2i = Veai

) — o o
Vgai = Wo2i X Tgop (3.2)

El vector de velocidad angular w},; inercial para el cuerpo 2i se define
como:

W9y = Ry wlsy (3.3)

El vector de velocidad angular en el sistema local 7i para el cuerpo 2i, se
define como:

Whbi = 076:kEE = 07 6ik7E = 056:[0,0,1]7 (3.4)

La aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 2i se obtiene al derivar
respecto al tiempo la ecuacion. (3.2)

Agoi = Agay
Aai = (gpi X Tgay + oz X (Wozi X 16oi7) (3.5)
El vector de aceleracion angular inercial para el cuerpo 2i se define como:
ags: = Ryalsy (3.6)

Donde az ;- se define en la base local 7i :
2 6i s _ r
Agair = 076ikei = 0761k7; = 07,6:[0,0,1] (3.7)
Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones,

definidas en la base inercial, por lo que, a continuacién, se proyectaran en la base
local del cuerpo 2i con la ayuda de matrices de rotacion.
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41

Al proyectar w},; en la base local 7i:
(‘)021 = R7L 021
021 - R71R7l(‘)621
021. R7la)21
71

a)OZI. = le

Al proyectar ag,; en la base local 7i:

— 7l
021 R 021
— p7i
021 R R7la621
021 - R7la21
7i

aOZl - a21

Al proyectar a2,; en la base local 7i:
70 _ p7i,0
Agz; = Ro'agy;

71 _ 71 7i,.0 7l 7i 7i
Ao = R OZl RO Teai + R 021 X (R 021 R TGZL

70 7o LT
aly; = aji X rlsy + w} X (“)21 X TGZl

41
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3.8 Andlisis del cuerpo 3i

Figura 3.7 Centro de gravedad del cuerpo 3i

3.8.1 Ecuaciones Cinematicas

En base a la figura anterior se tiene la siguiente ecuacion de posicion
definida en la base inercial para el centro de gravedad del cuerpo 3i:

rog =18 +1f +ry +r)Fre F iy (3.11)
Doénde:
0 _ po ..90
Ty = Ko;Tg;

0 — po .90
T3t = RoiTgsyr
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3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad 43

Para este caso debe entenderse que la velocidad del cuerpo anterior al
cuerpo en estudio, afecta directamente la velocidad de su centro de masa, donde
los valores de 2, g, ry; siguen siendo cero, por lo que al derivar respecto al tiempo
a la ecuacion (3.11) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

o — o o o
Vg3i = Vgi + Vo; + Vg
De acuerdo a lo anterior es necesario explicar que el vector de velocidad vy;
no afecta la velocidad del centro de masa del cuerpo 3i , pero el vector de
velocidad vg; proporciona una componente de velocidad que debe considerarse al
calcular la velocidad del centro de masa, quedando la ecuacién de la siguiente
manera:

Vi3 = Vg + Vi3 (3.12)

Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (3.12) se tiene que:

o .
021

VG, = w0l X 78
Vg3 = Vosi + Wo3i X Tgayr

vosi = RSv3t (3.13)
Vgii = Z10,9ik3ii = Z10,9i [0,0,1]"

o _ ,o0
Wo3; = Woyi

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (3.12):

o —_ [0) o
Agzi = Qg + Aggy
o — o o o o o
Ags3i = Agpi X Top + Wopi X (Wgz; X Tg;) (3.14)

o — o o) o) o) o o o o
Agsir = Ao3i T 2Wg3; X Vo3; + Agz; X Tz + Wo3i X (Wo3; X T634)
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44 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Definiendo el vector de aceleracién angular inercial y aceleracion lineal
inercial para el cuerpo 3i, respectivamente:

o —
Qo3 = a

0
021

031 = R91a3l (3-15)
Donde a3: se define en la base local 9i:
a3 = Z10,0iko; = #100:(0,0,1]" (3.16)
Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones,
definidas en la base inercial, por lo que, a continuacién, se proyectaran en la base
local 9i con la ayuda de matrices de rotacion.
Al proyectar wgs; en la base local 9i:
w03l = Rgl Wg3i
Wo3; = R91R71w621

R7lw3l (3.17)

O3l
90 _
(‘)031 w3l

Al proyectar ag5; en la base local 9i:

— 91
O3l R 031
9
031 - R R7la21

O3l R7la3l 3'18)

9 _
a03l a3l
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Al proyectar vZ;; en la base local 9i:
9 _ p9i,,0
Vgai = Ry vgs;
9i _ p9i
Vg3 = Ro' (vg; + Vgair)
9 _ .90 4 .9
Vg3i = Voi + Vg3ir
v = R3'wg;
9i _ p9i
Voi = Ro'(Wo2; X 7g})

9% _ ,.9i 9
Voi = Wyp; X Ty;

9% _ poi,o
Vs = Ro' Vg3
91 _ p9i.,,0 9i,.0 9i,.0
Vs = Ro' Vg3 + Ry We3i X Ry Tg3yr (3.19)
9 _ .9 9i 9i
Vesir = Vo3i T Wo3i X 1310
9i

9 _ .9 9i 9i 9i
Vgai = Wepi X 19 T Vo3 + Wo3; X T¢3y0

Al proyectar a25; en la base local 9i:
9i _ _9i 9i
Agz;i = Qo + Agzy
9i _ p9i,0 _ p9i,o0 9i,.0 9i, .0 9i,.0 9i,.0
ay; = Ro'ag; = Ry gy X Ry'rg; + Ry Wy X (RO Wooi X RS rgl-)
9 _ _9i 9i 9i 9i 9i
agi = a3t X 1l + w3} X (w3} X 157)
9i _ p9i,o0
9i _ p9i,o0 9i,.0 9i,,0 9i 0 9i,.0
Agzi = Ro'Ap3i + 2Ry wo3 X Ry Vg3 + Ry g3 X Ry g3y
9i,.0 9i, .0 9i,.0

+R, wosi(Ro We3i X Ry Taai')

9% _ _o9i 9i 9i 9 o ..9i 9, 9 o ..9i
Agzi = A3; + 2w3; X vg; + ag; X153 + wsi(wsi X rc3i’)
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3.9 Andlisis del cuerpo 4i

Figura 3.8 Centro de gravedad del cuerpo 4i.

3.9.1 Ecuaciones Cinematicas

En base a la figura anterior se tiene la siguiente ecuacion de posicion
definida en la base inercial para el centro de gravedad del cuerpo 4i:

Teai =18 + 715 + 19 + 141 + 1o + 164 (3.21)

Dénde:
0 _ po ,.90
Toi = RoiToci

0 — po 11i
Teair = Ri1iTgai
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La velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente
la velocidad del centro de masa de éste. Los valores de 72, r§ yry, siguen
considerandose como constantes, asi que al derivar con respecto al tiempo a la
ecuacion (3.21), sus derivadas valen cero, obteniendo:

o — o o o
VGai = Vai T Voci + Vgair

Con lo explicado en lo anterior el vector de velocidad v, no afecta la
velocidad del centro de masa del cuerpo, 4i , pero el vector de velocidad vg,;
proporciona una componente de velocidad que debe considerarse al calcular la
velocidad del centro de masa, quedando entonces:

o] _ o] o
Vgai = Voci T Vigayr (3.22)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacién (3.22) se tiene que:
o __ o o o
Voci = Vp3i + Wo3i X Tyci (3'23)
o — o (o]
VGair = Woai X TGay

Al definir el vector de velocidad angular w?,; debe considerarse que la
velocidad angular del centro de masa del cuerpo 4i esta siendo afectada por la
velocidad angular del cuerpo anterior, quedando de la siguiente forma:

(1)84_i = wgi + a)Zi (324)

o _ po,h 9 0 11i
Wo4i = Rojw3z; + Riq;wy;

Donde w1} se define en la base local 11i:
11i _ A 110 _ 100 _ A T
wai" = O1110it11i = O11,10it10i = 011,10i[1,0,0] (3.25)
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (3.22):
o — o o
AGa; = Aggi + Agayr

o _ .0 0 o] o] o) o) o) o)
QAgci = Qo3 + 2w03i X Vo3si + Oo3i X Tyci + Wo3i X (wo3i X T9ci) (3-26)

o — o o o o o
Agair = Xoai X Tay + Woai X (Woai X Tgay)
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48 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

El vector de aceleracién angular inercial para el cuerpo 4i se define de la
siguiente manera:

o — o o) o (0]
Aogi = Az T Ay T Wy X Wy

Donde:
0O —_,0
A3;=Ay;
al,; = RoGalt + RO atl' + ROL.wdt X R, witt (3.27)
041 9i“2i 11i%4i 9iV2i 11i%Y4i .
Donde a}}' se define en la base local 11i:

11 _ 4 110 _ 4 100 _ 4 T
i = O1110il110 = G11,10il10i = 911,10i[11010] (3.28)

Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones,
definidas en la base inercial, por lo que, a continuacién, se proyectaran en la base
local 9i con la ayuda de matrices de rotacion.

Al proyectar w?,; en la base local 11i:

110 _ 111
(‘)041 R 041
111 11i 11i
041 - R (R9lw3l 1llw4l )
111 11i 11i 11i
041 R R9lw3l + R R111w4-1 (3'29)

111 11i 11i, 118
Wogi = Ro; w3l + Ri1i Wy

111 111 111
O4-l R9l w3l + Wy
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Al proyectar aj,; en la base local 11i:

111 RllL

041 041

11i _ p11i o 0 o 0
Aoai = Ro ' (ag; + ag; + wy; X wy;)

gii RllL(Rm“zl + Rlllailll + R9L‘U21 111“)4111)
gii R111R91“21 + R111R111“1111 + R111R9L‘U21 R111R111w1111 (3.30)
agsi = Roi'az + Ritjasi’ + Roi'wai X Rijjwii
i = R+l + R0 x o}
Al proyectar v2,; en la base local 11i:

11i 11i,,0
Vgai = Ro™ Vg4

11i 11i o o
Vgai = Ro™ " (Voi + Viai)

Vg = R3M (0g3; + 003 X 15y + whay X 1841) (3.31)
vé}li R311v03l + Rlll O3l Rélirf;)ci + Rlll 041 Rglir(%}i’
vl = vil + ol X+ Wil
Al proyectar a2,; en la base local 11i:
atii = Ri'ady
agii = R3™ (a8 + agar) (3.32)

11i 11i 11i ,0
Age; = Ro'tage; + Ro'tagyy

110 _ . 11i 11i
Agai = Qoci t Agay
[ 3 N )
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50 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Dénde:

11i,0 _ p1lli,0 11i,,0 11i,,0 11i 0 11i,.0
Ro a9ci_Ro ao3i+2Ro wo3iXRo Uo3i+Ro ao3iXRo Tyci

11i, .0 11i,,0 11i,.0
+Ro wo3ix(Ro wo3iXRo r9ci)

11i _ pi11i,0 _ ,11i 111 111 111 111 11 11 11
Agci = Ro Agci = Qo3 + 2(")03i X Vo3i + Ap3i X Tyci + Wo3i X (wo3i X T9ci)

11i .0  _ plliao 11i..0 11i, .0 11i, .0 11i..0
Ro™Magyy = Ry g X Ro™ ' ga; + Ro oy X (R Wogi X R '764;)  (3.33)

11 _ p11i,0 _ A1i o 110 11i 110 o 110
Agair = Ro ' Agay = Qi X Tgai + Woai X (Woai X Tgai)

3.10 Analisis del Cuerpo 5.

A a

i5 Jo

Figura. 4.1 Centro de gravedad del cuerpo 5
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3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad 51

3.10.1 Ecuaciones Cinematicas
De acuerdo a la Figura 3.9 se puede ubicar al centro de gravedad del
cuerpo 5 de acuerdo a la siguiente ecuacién vectorial de posicion definida en la
base inercial:
Tosi =18 + 18 + 1y + 15+ ey + 10 + 185 (3.34)

Dénde:

TS = ROiTog;
i = Riymiis
rés = ROTE. (3.35)
Derivando respecto al tiempo a la ecuacion (3.34) se obtiene la velocidad
del centro de gravedad del plato movil (Cuerpo 5), donde se considera constante
rgsi Ya que no afecta a la velocidad del centro de gravedad:
Vgs = Voci + Vixi + Vs (3.36)
Dénde:

o _ ..,0 o o]
Voci = Vo3i + Wo3i X Tyci

o — 0] o
Vi1 = Wo5 X Tq7;

v =0
(,l)gs = (,l)(0)4_i (337)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al
tiempo la ecuacion (3.36):

ags = agy; + ajy; (3.38)
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52 3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Al explicar cada de una de las partes de la ecuacién (3.38) se tiene que:
o] _ o] o] o o o o o o
Qoci = Qg3 + 2w03i X Vo3si + T X Tyci + Wo3i X (a)03i X r9ci) (3-39)
o —_ o o o o o
Ai1; = Aos X 11q; + Wos X (W5 X 177;)
Se sabe que wJs = wy,;, por lo que el vector de aceleracién angular inercial
para el cuerpo 5 se define de la siguiente manera:

ags = Aga (3.40)
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones, definidas en la

base inercial, por lo que, a continuacidon, se proyectaran en la base local del
cuerpo 5 con la ayuda de matrices de rotacion.

Al proyectar wJs en la base local p:
= Rp 04-1
=R} (R9lw3l 111(‘)4111)
= RORG; w3} + RORY  wyi (3.41)
pS = Rp w3l + R?llwilll
Al proyectar aJs en la base local p:
ags = Ryags
ags = Ry*(ag; + af; + w; X wf)
05 - Rp (R9la21 + Rlllailll + R9lw21 X Rlll 111)

Aps = R5R9z“21 + Rpan“izll + RER‘BL(’UZL X Rpanwilll (3.42)

o _ pb p 11i p p 11i
Qys = Rg azl + R, a + Rglwzl X Ry, ;W3;
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3. Momentos de Inercia y Cinematica de los Centros de Gravedad

Al proyectar v2 en la base local p:

P _ pp
Vs = R,

o
Vgs

P _ pb 0 0
Ves = Ro (Vo + v111)

P _ pb 0o 0o 0 0o 0
Vgs = Ry (Vp3; + Wo3i X Togi + Wos X 177;)

_ pb p,.o p..o pP,.o0 p
vGS R 031 + Ro Wo3i X Ro Tyci + Ro Wos X Ro M1

vh = vl + b xrl + ol x b, (3.43)
Al proyectar a2 en la base local p:
ags = Reags
ags = Ry (ade; + agy;)
ags = Rpage; + Ry ady;
Ags = Ao + a7y (3.44)
Dénde:
a9ct = Rp Ap3i + ZRp 03l X Rp Vo3i + Rp Ao3i X th))r;a + Rp 031 X (R w03l X Rpr9a
agci = a03l + 20)531 X v03l + a03l X r9c1 + w03l X (w031 X T9pci) (3.45)
aby; = Rhags X Ryr{y; + Rywds X (RYwos X Ry
ajy; = s X 1y + whs X (whs X 117;) (3.46)
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Capitulo 4

Analisis Dinamico Formulacion
Euler-Lagrange

4.1 Introduccioén

La dinamica de la plataforma de Stewart es considerada dentro de este

capitulo, donde, se desea determinar las fuerzas aplicadas por los actuadores en
los eslabones de entrada para que el efector final alcance una trayectoria dada.
A diferencia del método de Newton-Euler, el método de Euler-Lagrange no
contiene en sus ecuaciones todas las fuerzas de restriccidon entre eslabones,
obteniéndose asi ecuaciones de una forma cerrada. El método de Lagrange, en
otras palabras, formula ecuaciones de movimiento usando un conjunto de
coordenadas generalizadas (Spong, y otros, 1989). Esto elimina todas o algunas
de las fuerzas de restriccion.

La funcion Lagrangiana es definida como la diferencia entre la energia
cinética y energia potencial de un sistema mecanico como:

L=K-U (4.1)
Donde K es la energia cinética definida como:
K= %(mvTv + wllw) (4.2)
Y U la energia potencial como:
U=mgTrg; (4.3)

La energia cinética depende de la localizacion y la velocidad de los
eslabones del manipulador, mientras la energia potencial depende unicamente de
la localizacién de los eslabones. La ecuacion de Lagrange de movimiento es
formulada en términos de la funcién Lagrangiana como:

d(ﬂa_éngj (4.4)

at \ad;

El término Q; es conocido como fuerzas generalizadas y se obtendra a
partir de expresiones, que involucren los torques y coordenadas generalizadas.

54



4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 55

4.2 Vectores de Centros de Gravedad y Velocidad Angular

Se puede ver que en la ecuacién (4.2) aparece la velocidad de centro de
gravedad y la velocidad angular de cada cuerpo. Dichas velocidades fueron
calculadas en el capitulo 2 y seran utilizadas en el presente capitulo.

Los vectores de centros de gravedad definidos en la base inercial son:

o — o) o o] (0] 0]
Toi =Tc t 7 + 71y + 74 + 765
o) — o o) (0] o (0] o
Te3i =Tc t 7 1y 74 + 79 + 7631
o) — o o) o o o o
Teai =Tc T T 1y +7a +Tog + Toayir

o __ 0] o) o o o o o
Tes =Tg +1g + 1y + 1y + Vo + 111 + 1565
(4.5)

En las secciones 3.6.1, 3.7.1, 3.8.1, 3.9.1 se muestra como se construyd
cada uno de los vectores anteriores:

4.2.1. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 2i
De v7; se tiene:
Vigi = Wby X sy
Considerando que:
W) = R wy = RIRYwisy
A partir de la ecuacion. (3.4) tiene el término de velocidad angular:
wéiZi’ = é7,6ik2ii = 97,6ik;ii
TG72ii’ = [Xg2i» Yozir Zeai]"
Sustituyendo en la ecuacion. (3.2):
Veni = (O7,6ik70) X 145

_ 4 7i 7i
= 07,6i (k7; X T¢a1
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56 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Haciendo cambio de variable:
Ugéi = é7,6i €2i (4.6)
Dénde:
ey = (k7i X 13y (4.7)

Poniendo en funcion de las coordenadas generalizadas:

Vi = [€2:,0,0,0,0,0]4 (4.8)
q = [97,6i' 98,71'! 99,8i; 911,10i’ 912,11i’ Z10,9i]T (4.9)
Renombrando:
Visi = Mg (4.10)
Dénde:
My; = [e;:,0,0,0,0,0] (4.11)

4.2.2. Velocidad Angular del Cuerpo 2i
De la ecuacion (3.8) se tiene:

Wb = Ry wgy;

= RJ'R3; w35y

_ 7i
= 0761k,

Haciendo cambio de variable se tiene:

Wb = 07 61k1; (4.12)

Doénde:
ki = k;: (4.13)
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 57

Poniendo en funcion de las coordenadas generalizadas:

leZL = [kliJ Ol OI 0; 0; O]Ci (414)
Renombrando:
W35 = Maig (4.15)
Doénde:
My; = [k4;,0,0,0,0,0] (4.16)

4.2.3. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 3i
De la ecuacion. (3.19) se tiene:

9% _ .9 9i 9i 9i 9i
Vgai = Wezi X 1o + Vo3 + Wp3; X Tg3y0

Considerando que:

o _ ,.o0 90 __ T
Woo; = Wo3; T = [O, 0, 8.5]
9 _ _9i _ p9i, .7 9 _ T
Weoi = Wop = Ry ey Tezir = (X631 Ya3it Zesi')

R?f = Ry4(—0981)R;5(—057:)
Vosi = R0
= Rgi(Rgivs?ii) ‘Uéizl" = 97,6ik;ii
= Z'10,9ik99ii

Sustituyendo los términos de velocidad y velocidad angular anteriores en la
ecuacion (3.19) y simplificando:

Vosi = Woh X Tor + Vo + wok; X Tosy
= (R whai) X 13l + v + (Rt wlpy) X 185;
= R%(ézel’k;ii) X rof + Z'1o,9ik99ii + R?£(97,6ik;ii) X Tc?:ii'
= Ziooiker + R71(07,6ik71) X (rot + 1g5;

_ . 9% | 4 9i1,7i 9 | ..9i
= Z109ike; + 67,6i[R7ik7i X (ro; + TG3L")]
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58 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Haciendo cambio de variable se tiene:

172i3i = Zjgoikai + 97,6i33i (4.17)

Donde:
kg = kot (4.18)
es; = Rk]E X (rdl + 1g4; (4.19)

Poniendo la ecuacion (4.13) en términos de las coordenadas generalizadas
tenemos:

U2i3i = [e3;,0,0,0,0,k;]q (4.20)
Finalmente renombrando:
vgs = Maid (4.21)
Dénde:

M3i == [e3i, 0, O, 0, 0, kzi] (422)

4.2.4. Velocidad Angular del Cuerpo 3i

De la ecuacion (3.17) se tiene:
9 _ ,.9i1 _ p9i,.o0
Wo3i = W3; = Ro'wy3;
= Ry'RY;wihy

_ p9igs L7
= R;;(076ik7;

_ 5 9i1,7i
= 076i(R7;k7;

Haciendo cambio de variable se tiene:

‘Ugéi = 97,6ik3i (4.23)
Dénde:
ks = R7tk7} (4.24)
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 59

Poniendo en funcion de las coordenadas generalizadas:

wos; = [k34,0,0,0,0,0]4 (4.25)
Renombrando:
Wo3; = Mayid (4.26)
Dénde:
My; = [k3;,0,0,0,0,0] (4.27)

4.2.5. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 4i

De la ecuacion. (3.31) se tiene:

11 _ . 11i 110 o ..11i 110 o 11i
Vgai = Vo3i T Wo3i X Togg T Wosy X Tgay

Donde a partir de las ecuacion. (3.4), (3.13), (3.25) y (3.29) se tienen
respectivamente los vectores de velocidad angular:

Considerando que:
wgst = Ry (Wi Tooi = R5{ oy
wgzi = Roj'w3i + wyt Toe; = [0,0,2109i "
= RéiliR%wgizi' + wiili rC%‘ll-ll = [Xgai» Yoair Zgair]"
= Ry wihy + wgi! WGy = 076kt
‘Uiiu = 9.11,10iiﬁii
Vost = R§'vg3; = RGRGv3; vt = 2100iker
= Ry} (v3;

R;ili = Rz4(_911,10i)

R;ili = Rz4(—911,10i)Rz4(—99,8i)Rz5 (_98,71')
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60 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Sustituyendo los términos de velocidad y velocidad angular anteriores en la
ecuacion (3.31) y simplificando:

11i _ plliy, 9 11i,, 7i 11i 11i, 7i 11i 11i
Vgai = Roj (V3;) + R7; (wgpi) X Togi + (R7 wgppr + Wi ) X 164y
_ plligs 9i 11i /4 7i 11i 11i /4 7i : 110 11i
= Ro; (Z109iks;) + R7; (076ik7;) X Tog; + [R7i (076ik7;) + 911,10il11i] X TGai
_ pllif.s 9i 11i( 4 7i 110 | .11i : 110 o 110
= Ry; (Z10,9ik9i) + R7; (97,6ik7i) X (Toei + Tgair) + 011,10il111 X Tair

- 11i,9i ; 11i,7i 110 4 11i ; 110 o A1
= ZlO,9i(R9i lk9£) + 97,6i[R7i k7 X (rog + rG4il’)] + 011,100 ({117 X Tgai)

Renombrando se tiene:

Vegi = Z109ikai + 07641 + 011101650 (4.28)
Doénde:
kai = Ro{ ko (4.29)
eq; = R7{'k7E X (rog + 7541 (4.30)
es; = ({11} X TGar) (4.31)

Poniendo la ecuacion (4.28) en términos de las coordenadas generalizadas
tenemos:

voa = [€4i,0,0,€5:,0,ky;]d (4.32)
Finalmente renombrando:
Voar = Msig (4.33)
Dénde:
Ms; = [€4:,0,0,e5;,0, ky;l (4.34)
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 61
4.2.6. Velocidad Angular del Cuerpo 4i
De la ecuacion (3.29) se tiene:
Wil = il + ol
De la ecuacion (3.17) tenemos:
W3} = Wes;
Conociendo que w?%; se tiene calculada en la seccion 4.2.4 tenemos
entonces:
a)gﬁ = Myq
Para w}}'de la ecuacion (3.25) tenemos:
wiili = 9.11,101'1':1%
Haciendo cambio de variable se tiene:
Wit = O1110iks; (4.35)
Dénde:
ksi = i11; (4.36)
Poniendo a w1} en funcién de las coordenadas generalizadas:
wyt' = 1[0,0,0,ks;,0,0]4 (4.37)
Renombrando:
Wit = Meig (4.38)
Donde:
M6i = [0, 0, 0, k5i,0, 0] (439)
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62 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Sustituyendo los términos de velocidad angular anteriores en la ecuacién
(3.29) y simplificando:
Wos; = RS Maig + Mgig

041

wast = (Rt My; + Mg

Renombrando:
Wi = M7 (4.40)

Dénde:

M7; = R5{'My; + Me; (4.41)

4.2.7. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 5

De la ecuacion. (3.36) se tiene:

P _ P P P

Vgs = Voci T V113 + Vs
Considerando que:
vgci = vagci - Rp((‘)3l + w4-1) X 111
= Rg(vg3i + w33i X T90ci) - Rp(R9lw31 + R111w4ll) X r11l
= Rp(R9lv3l) + Rp(R7leZl X T9Cl) = (R91w31 + R?ll 11) X 111

= Rp (U ) + R7leZl X r9c1 = (Rp RgleZL + Rzlgll 1i) x rlpli

p 11
(R7leZl + R11i ) X 111
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 63

P _ pbp 0 o P _
Vi1; = Ro (wps X 1141) Vo =0
_ pb o _ ,.0
9cz R r9a Wos = wo4i
_ pP L 11i 7i_ 4 7
r111 RyyiTi1i Weop = 076k

rok =1[0,0,2109i |7
rii =10,0,0.85]" @il' = Ol

— 5 9i
V3 = Z10,9iKo;

R?. = R,6(614pi)R,1 (x15140)R,6(816150)R,4(517161)R 6 (518171 R,5(—612,11: ) Rra(—011.10:)

Rz4(_99,8i)st (_98,71‘)
RY, = R,6(814pi)R,1 (x15141)R,6(81615i)R,4,(617160)R,6(61817i)Ry5(—012,11: ) Rza(—611.10:)

RP,, = R,6(814pi)R,; (x15141) R, (516150) R, (617160)R 16 (518171) Ry (—612.11:)

Sustituyendo los términos de velocidad y velocidad angular anteriores en la
ecuacion (3.36) y simplificando:

Vs = R5;(v3}) + Ry wipy X 130 + (Ry,wizy + RYjwai') X 1y + 0
= Rb;(2100ik3;) + R5;(07,6:k70) X Tawy + (RD,07 6k 7F + RY11011 10i1111) X 113
= RY,(210,0:ko1) + RY;(07,6ik70) X Tany + R (67,6:k70) X 13 + RV} (B11106i1470) X 11
= Z100i(R5k3;) + 07,6 [R5 KTE X (1o X TH )] + O11,100(RY 1111 X 113)

Renombrando se tiene:

Vgs = Z10,0iKei + 07,61€61 + O11,100€7; (4.42)
Donde:
ke = (REkg}) (4.43)
6 = REIIEx (D x P ) (4.44)
e; = (RYyii1; X 1y) (4.45)

Poniendo la ecuacion (4.42) en términos de las coordenadas generalizadas
tenemos:

vis = les 0,0,e7,0,keld (4.46)
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64 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Finalmente renombrando:
vhs = Mgq (4.47)
Dénde:

M8 = [66' 0, 0, e7, 0, k6] (448)

4.2.8. Velocidad Angular del Cuerpo 5
De la ecuacion (3.40) se tiene:
14

P _
Wos5 = R9'

9i p 11
W3 + Ryj;005

De las ecuaciones (4.26) y (4.38) respectivamente tenemos:
W3 = Woy; = Myig
‘Ué}lj‘ = Me;q
Sustituyendo los términos de velocidad angular anteriores en la ecuacién
(3.40) y simplificando:
whs = Ry;MyiG + RY|;Meig
Renombrando:
wbs = Myg (4.49)
Dénde:

My = REM,; + RY Mg, (4.50)
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

4.3. Funcién Lagrangiana

65

Aplicando la ecuacion (4.1) a la plataforma, se consigue de manera general

la siguiente expresion:

6

= z (i (Kyi — Uki)> + Ls
k=1

i=1

i = nimero de la cadena

k = nimero de cuerpos en la cadena i

Expandiendo los términos del primer paréntesis:

L= Z((Ku — Us) + (Kzi — Upy) + (K3; — Usy) + (Kay — Usy)) + (K5 — Us)

i=1

L= (Lai+ Lot + Lyt + Lap) + Ls

i=1

Donde Lki - Kki - Uki:

Ly;=0

Ly = %(m&(vGZl) vi5i + (“)ozz) (Ig2iw 021) + Mg 16y

L3; = %(msz(vam) Vs + (‘Uggi)T(leiwggi) +msg" s

Lot = 5 (mas(vlh) vkt + (@33 Uwrl) + margre
Ls = %(m5(v55)Tng + (“)gs)T(IGS“)ss) +msg'1gs

Donde g = [0,0,—9.81]
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66 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

4.3.1. Desarrollando el primer término de la ecuacién Lagrangiana

aL
Desarrollando el término — (ﬁ)
]

A partir de la ecuacion (4.4)

d (oL oL _

Desarrollando el primer término de la ecuacién anterior a partir de la ecuacion

(4.52)
6
6_.L _ Z <6L.2i N aL.3i n 611.41') n aL.s
0q; 4&4\0q; 9q; 0q;) 0g;
(4.53)
Para j = 1,2,3,4,5,6, donde:
511 = 97,61’ 6'12 = 98,71’ ‘?3 = é9,8i
4, = 911,101' qs = 6.’12,111' dg = Z10,9i
Para el cuerpo 2i
qj
Tomando cada subtérmino de la ecuacion (4.53).
oL,; 0 (1 T .
6qu = 3q, \2 ( (mZL (chl) Vs + (@053) (Ic;zthlzt) + mZigTTGOZi>
(4.54)
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 67

Sustituyendo las ecuaciones (4.10), (4.15) en la ecuacion (4.54) y agrupando:

0

1
- Ea_q](mZL (UGZI.) UGZl + (wOZL) (Ug2i OZL)

0L,;
aq;

10
) aq;

(mZL (Mllq )TMllq + (MZLq) (IGZLMZLq)

_ 10
_26q1
10

= EW (4 "(my; M{;My; + M3;152:M5:)G)

(mZLq (M Mll)q +qT(M IGZLMZL)q)

_1 d G Nyid)
_26(1j q Naiq

Efectuando la derivada:

d0L,; 1(0dqT daq
(4.55)
Donde N,;es de 6x6:
Ny = my; M1;Mq; + MgiIGZiMZi (4.56)
Para el cuerpo 3i
qj
Se tiene:
0Ls; Jd /1 .
aq]l = Oq] ( (m31 (UG3L) vG3l + (“)031) (Iasiwzgi) + m3igT7"c?3i)
(4.57)
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68 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Sustituyendo las ecuaciones (4.21), (4.26) en la ecuacion (4.57) y
agrupando:

dL;; 1 0
=—— I
34, 204 (m3l (UG3L) vG3l + (w03l) (gziw 031)
140 r
= 2 aq (m3l (M3LCI) M3lq + (M4-lq) (IG3LM4-lq)
10 r
= (m3lq (M3LM3l)q + q (M4LIG3LM3l)q)
2 aq;
1 0
(q (m3l M31M3l + M4lIG3lM4l)q )
) aq;
B 10 ( )
Efectuando la derivada:
dLs; 1 aq T aq
—_—= N TN,
(4.58)
Donde N;;es de 6x6:
Na; = ma; M3;Ms; + MZ;iIG3iM4i (4.59)
Para el cuerpo 4i
. aL
Desarrollando el término f
Jj
Se tiene:
aL4 a 1 T . T
aq]l = Oq] ( (m41 (Uéi:) vcl;zlﬁ + (“)11)41};) Ugajw 041) + My g Tazu)
(4.60)

68



4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 69

Sustituyendo las ecuaciones (4.33), (4.40) en la ecuacion (4.60) y
agrupando:

aL4‘ 1 a T . T .
aqjl = Ea(m‘“ (Ucl;i:) Ucl;ﬂ + (wéﬂ) (1641'0)341}?)
10 r
= 2 aq (m4l (MSLCI) MSLq + (M7lq) (IG4LM7lq)
10 -
= (m4lq (MSLMSL)q + q (M7LIG4LM7l)q)
2 aq;
1 0 -
2 aq (q (m4l M51M51 + M7lIG4lM7l)q)
10 G ™Nwd)
=-—(9 Nuq
20q;
Efectuando la derivada:
OLy; 1 aq T aq
= N N,
(4.61)
Donde N,;es de 6x6:
Ny = My M§;Ms; + M;i164iM7i (4.62)
Para el cuerpo 5
. aL
Desarrollando el término —5
aq]-
Se tiene:
0L5 a 1 T T
E)qj ~ 34, (2 (m5 (vés) vés + (wps) (165“)55) + mSgTr(‘;’5>
(4.63)
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70 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Sustituyendo las ecuaciones (4.47), (4.49) en la ecuacion (4.63) y
agrupando:

oL 10 T T
a_élj = Ea_qj(ms (vs) vis + (wps) (165‘*’5)5)

=5 33, (ms(qu )'Mgq + (MG )" (IgsMog )

10

=5 34, (ms G T(MgMg)g + G T(M3IgsMg)q)

= EW (q (ms M8 Mg + M9 IGSM9)q )

10

=§%(q 5G )

Efectuando la derivada:

JLs <6q L iTN daq )
FY S q+q
daq; 2\0q; > 5 aq;

(4.64)
Donde Ns es de 6x6:
Ns = ms MgMg + Mol osM, (4.65)
L . ,
Al evaluar el término ETR dependera que valor tome j, de tal manera que
]

se tienen los siguientes resultados para diferente valor del iterador j. De esta
forma para:

j=1
oiT 8 .. . . . .
ErN = a4, [07.61, 08,71, 09,81 011,100 O12,111 Z10,9i
o . ... . _
= -_[97,61'; 98,7i:99,81':911,101':912,11i1210,9i] =[1,0,0,0,0,0]
007 6i
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j=2
j=3
j=4
j=5
j=6

3§T o o
a4, = aq, [07.6i 0871 09,81 011,100 012,110 Z10,01)
a T
——— (07,61, 0371, 09,81, 011,100 O12,110> Z10,01] = [0,1,0,0,0,0]
a08 7i
3§T o o
EEN = 96, [07.6i 0871 09,81 011,100 012,110 Z10,01)
d
[97 6ir 08,71, 09,81 011 100 012,110 Z10 0i] =10,0,1,0,0,0]
a99 8i
T o .. . . ..
6_(14 = 6_(74 [97,6i' 03,71, 09,81, 011,100 012,110 Z10,9i]
o ...
= ———[0761, 08,71, 09,81 011,100 012110 Z100:] = [0,0,0,1,0,0]
001110
3§T o o
Ern = 90, [67.61, 08,71, 09,81, 011,100 012,110 210,91
0
——— (0761, 08,71, 09,81, 011,100 012,110 Z10,0i] = [0,0,0,0,1,0]
6912 11i
3§T 9 o
Ern = 905 [07.61, 08,71, 09,81 011,10, 012,110 210,01
a

6 [97 61'68 71'99 8i 911 101»912 11ir 210 91] =[0,0,0,0,0,1]
210,91
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72 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

, .. 0q .
Por lo tanto, se hace notar que al derivar el término 30 respecto al tiempo se

aj
d (0dg
(o) _,

Ahora, tomando la ecuacion (4.53) y derivando respecto al tempo tenemos:

<0L.2i 4 aL.3i N 6L.4l-> N 8[75

tiene:

(4.66)
Desarrollando la derivada con respecto al tiempo para cada elemento:
Desarrollando el término 4 (ﬁ>
dt aq]'
Derivando la ecuacién (4.54) y agrupando se tiene:
d (0L,; d(1(/0gT aq
- = —| = ——N,.d J TN ot
dt<aq,-> dt<2<6qj A T
1/0GTdNy; agT dg dqT = 09q dN,; 04
=3 q =g q N2i_q & N2i_c-l+qT 21_?
1/0qg7 . g T aq . 0q
2<aq~] Zlq+aq-] Zlq+q Zlaqj+q Zlaqj
Tenemos las siguientes identidades:
. 0q aqT .
1" Noy=— | =4"A=ATq = (-N3; | ¢
(4.67)

(4.68)
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Sustituyendo en la ecuacion anterior:

d (0L,\ 1(8¢T .  8gT 9G” a7 .
_< - l) = §<_-N2iq +—— Ny +——NJ;§ + =——NJ.q

dt\ 9q; aq; 2q; aq; aq;
194¢7 194¢7T
==——(Ny + ———(Ny; + NI
2 aq} ( 21 ) + 2 a ( 21 Zl)q
16q 10gT
2 a (ZNZl)q 2 a (ZNZL)q
d (0L,; g’ aqT .
a e BN B

Donde N,; es simétrica, es decir es decir N,; = NJ;, comprobando lo
anterior:

Npi = maM{;My; + Mz;165:Mo;
N3; = (my;M{;M; )T + (M7;165:Mp)"
= My M{;My; + M3;165; My
Nj; = maiM{;My; + M3 165:Ma; = Ny

Al cumplirse que I;,; = I%,; se comprueba que la matriz N,; es simétrica,
finalmente se tiene:

d [JL,;
d_<6 .Zl> = Dy;iG + V3454
(4.69)
Dénde:
g’
DZi] a_C-IjNZi
(4.70)
g7 .
Vaij a_qjNZi
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74 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Ademas:
Noi = my(M{;My; + MT;My;) + (M200i Moy + M316oiMy;)
M;; = [e5;,0,0,0,0,0]
My; = [k4;,0,0,0,0,0]
ey = ki X 13
ki = k;zl
Derivando:
My; = [é,:,0,0,0,0,0]
2i = [k11,0,0,0,0,0]
k= =0
€ = k7 X 1850 + ki X 75y
= K i = K vlhe = K x (wlbox )
= k7i % (07,6ik7; X r{3¢)

Donde k7! = 0, ya que no cambia de magnitud ni direccion.

d (9L
Desarrollando — [ =3
dt aq]'

Derivando la ecuacién (4.57) y agrupando se tiene:

d (0Ls\ d 1an s o 0
i\ 9, )~ ac\z\ag, M a 334,

1047 C1agT )
=5 34, — (N3; + N3 + = 294 (N3l + N3l)q
g’ ogT
= Na: g N.
aq] 3lq + aq} 3lq
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Finalmente:
d (0L
d <a 3l> D3L]q+v3qu
(4.71)
Donde:
g’
Dsij = a—C.IjN3i
(4.72)
g7 .
Vsij a—qsti
Ademas:

N3; = mg (M3 Ms; + M3;Ms;) + (MLilg3iMay; + MiilgsMy;)
Ms; = [e3;,0,0,0,0, ky;]
My; = [ks;,0,0,0,0,0]
3i = Rikgi x (s} +183¢)
ky = kgii
ks = R%k;f

R?i = Rz4(_99.8i)R25 (_98.7i)R26 (_97,6i)

Derivando:
3i = [€31,0,0,0,0,ky]
My = [k31,0,0,0,0,0]
ko = kol = wibh; X kgt = R3twZhi = (R0, 61k %) X kgt
é3; = Rtk x (5} +1d5y) + Rytk7; X (Fof +7g5;)

_ poip7i
ks = R7iky;
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Con el fin de obtener los términos del tipo Ryr de manera vectorial, se sabe
que la velocidad de un vector que solo cambia de direccion se escribe
matricialmente de la siguiente manera:

v=Wr

Donde Wes la matriz de velocidad. Tal que:

0 —W; Wy
W =RR"T =| w, 0 —w,
—Wy Wy 0

De forma general se tiene:
v=Wr=RRTr=wxr

Donde w es el vector axial de la matriz anti simétrica W. Tomando en
cuenta lo anterior, para R3:k2!, se tiene:

V790 = R3ik3;
= B3 145,
= R3RS: (R3iKT))
= W(R7ik7;)
V79i = (Ug,iﬁ X R7ik7}
Donde se ha utilizado la siguiente homenclatura wi’:k; velocidad angular de
la base k vista desde i y proyectada en j. De tal forma que:
R3k7t = waly; X Rojky (4.73)
Para obtener wggi se tiene de la ecuacion (3.17):

9 _ p9i, .7i
We3; = R7jweyy

Dénde:
9% _ .9
W79; = W3
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 77

La derivada de la matriz de rotacion R?i toma en cuenta los giros 6 g;, 05 .7;

En la ecuacion anterior se tiene la velocidad w?_igi de la base 9i vista desde
la base 7i proyectada en la base 9i, con el fin de que esta sea vista desde la base
9i, se aplica la propiedad de la velocidad angular (McGill, y otros), wg}ﬁ = —w?fgi

Ahora tenemos:

9% _ 9i
W9 7; = —Wyp3;

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:
9 _ 9, .71
Wo7; = —R7jwgop

Para obtener los términos 75! y 7o5;, tenemos:
290 _ o
Toi = Vo;

De la ecuacion (3.19) tenemos:

Vo = Wy X To)
= R (wa) X 1o}
= R (R9;w03hy) X 1o}
= R?£(97,6ik;£) X 1o}
Para 75L;:

.9i _ .9i
T¢3it = Vgair
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De las ecuaciones (3.13) y (3.19) tenemos:
Vosir = Vosi + Wosi X Tgay
= R0y + R (R i) X 1351
= R3'Rv3; + Rt (07.6ik71) X 185;
= R9iZ1g0ikar + R (07.6:k75) X 15
Finalmente tenemos:
For + Toar = Rot(07,61k71) X 7o} + Z1g.9ika; + B3t (67.6:k7F) X 14
Simplificando y agrupando:
Vosi = Tor + Tgar = Z1o,0ikei + 07.6i[Roik7; X (1} + 1551)] (4.75)
Reescribiendo és; y ks;, considerando las ecuaciones (4.73), (4.74) y (4.75):
é3i = (W3 X RItk7D) % (r5f +135:) + Rtk x (vh;)
= (wg,in‘ X R%k;f) X (r;ii + rc?éi') + R?ﬁk;ii X (Z.10,9ikgii + 97.6i[R3£k;ii X (rgii + Tc%i’ D

. _ o9 9i,7i
ksi = wg7; X Ryjky;

d 9Ly
Desarrollando — [ —
dt aq]'

Derivando la ecuacién (4.61) y agrupando se tiene:

d (0Ly\ d (1(3" 24
dt<aq,-> dt(2<6qj ud T4 NGy

ac']T 1 aqT ) s
= Ea—qj(Nzu + NiD§ + Ea_q,-(N‘” + N7
g’ aqT .

— N, N,.d
aq} 4lq + aq-] 4lq
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Finalmente:
d [0Ly;
d_<6 .4l> = Daijq + Vay5q
(4.76)
Donde:
g’
Dyij = a—C.Iszu
(4.77)
g7 .
Vaij a—qjNu
Ademas:

Ny = my(MEMs; + MEMs;) + (MT1gaiMy; + M214M7;)
Ms; = [e4;,0,0,e5;,0, ky;]

My; = R§} My + Mg,

M,; = [k3;,0,0,0,0,0]
Mg;=10,0,0,ks;,0,0]

eq; = Ryi'k7i X (rogi’ + 7541
es; = (i11i X TGar)

ks; = R3jk7;

ki = Roj'ko;

ks; = i11;

Réili = Rz4(—011,100)

R;ili = Rz4(—911,10i)Rz4(—99,8i)Rz5 (_98,71')
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Derivando:
Ms; = [€4;,0,0,é5;,0, ky;]
M;; = R5 My + R3!"My; + M,
= Roi'(R7ik7}) + Ri*My; + Mg
= Rk + R3 My + Mg,
My = [k3:,0,0,0,0,0]
Mg

— '111 111 11i 111 111 11i
€4 = R7 (r9c1 rG4l) + R (r9a TG4L)

[0, 0,0,ks;,0,0]

. 11i 11i <110 11i

€si =i11iX Tearr 1110 X Tgair

L _ 90 9i,7i

k3i = we7; X R7iky;

L _ p11ip,9i

ks = Ro; ko;

110 11i <111 11i s s A 11i <110

; _ WLl
ks; =i11; = Woa X i17; = (R9z w3l ) X i17; = Rg; w3z X i37;

Para obtener el término R1}'k2!, hacemos algo similar al procedimiento para
obtener el término R'k2!, se tiene:

118,78
U711i = R i k7
1ll I k

RlllRlll (Rlllk;ll)

— W(Rlll )
11i 111
V7110 = Wi1,7i X k

De tal forma que:

Rk = wiil X RIFKS: (4.78)
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Para obtener wii5; se tiene de la ecuacion. (3.29):
111 11§ 11i
Wosi = R9L w31 + Wy

La derivada de la matriz de rotacion RI!', toma en cuenta los giros

011.10i» B9.8i, 05 7i, 87 6; POr |0 tanto reescribiendo la ecuacion anterior:

110 _ 111 11i 11i
w711; = Wos — Roj w3z Wy

La velocidad a)%,lfll-, es la velocidad de la base 11i vista desde la base 9i
proyectada en la base 11i, con el fin de que esta sea vista desde la base 11i. Tal
que:

11 __ 11i
Wi1,7i = —W711i
11i
= Wy

Doénde:

2110
‘U4L = 6'11 10il11i

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

110 _ 118
Wi1,7i = —Wy;
110 _ g 211§
Wi1,7i = 011,10il11
110 _ 4 211§
w117; = —011,10il11; (4.79)

Para obtener el término R11'k!, se tiene:
_ pl1i

Vo11i = R9 lk
= R I kS

= 3RS (B33

_ 11i7,9i
= W(Ra}'kg;)
— 110 111
Vg 11i = Wi19i X k
[ 3 N )
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De tal forma que:

Rkt = witly; X RO k! (4.80)

Para obtener wiik,; se tiene de la ecuacion (3.29):

111 11 118
o4L R9L w31 + w4l

La derivada de la matriz de rotacion R}, de la ecuacion (4.80) toma en

cuenta los giros 64110, 89.5i, POr lo tanto reescribiendo la ecuacién anterior:
118 11i 11i 11i
Wg11; = Wosi — Roj “)31 = Wy
La velocidad wé_lfh-, es la velocidad de la base 11i vista desde la base 9i
proyectada en la base 11i, con el fin de que esta sea vista desde la base 11i. Tal
que:
110 _ 118
W11,09i = — Wy
Dénde:
11i _ A -1110
wai = 011,10il11i

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

110 _ _ 11
W11,9; = —Wy
110 _ -111
W11,9i = 911 10il11 (4.81)

En las ecuaciones de é,; y é5; tenemos los términos 7', , 7oL, y se realiza lo
siguiente para obtenerlos. Tal que:

Para rga'

Toci = Vgci
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De la ecuacion (3.23) tenemos:
9 _ R9i(vo + W%, X718 )
Vgci = Ko 03i Wo3i 9ci

= Rgi(Rgl Ll) + Rgl(RhwGZL X r‘;ci)

RO(§ 7 9i
91210 91k 7i(97,6ik7i) X Tg¢i
110 .
Para 7,
11i 11i
T6ai = Vgair

De las ecuaciones (3.23) y (3.24) tenemos:

11i 11i 0o 0
Vair = Ro™ " (Woai X Tgai)

— pl1i o 0 11i
= Ry (w3; + wy;) X g4y
_ plii 11i 11i
=R, l(R9lw3l + Ry w3 ") X Tgup
_ 111 11i, 118 11i
= (Ry; (R7lw021) + Rijjwy; ) X Tguyr
_ 111 11i 11i
= (R7;'07 6k} '+ 011100 [11i) X Tgair
Finalmente tenemos:

Tc%izl = (R 11197 sik7i '+ 011100 %ll) X T(:;L‘ll-ll (4.82)

11i . 9i 11i 11i 11i
Tor + Toat = Z100iko; + R; 97 oikot X Tor + (R307 k7 + 011 10i1110) X T2ar

Simplificando y agrupando:

Tori + Taar = Z'10,9ik99ii + 97,6i[R X (rok + Toar )] + 61, 101[1%%11 X r(];-lll-Ll] (4.83)
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Reescribiendo é,;, és;, ky; Yy M,; considerando las ecuaciones (4.78), (4.80),
(4.82) y (4.83):

. _ 11i 11iy, 71 11i 11i 11i,7i
€4i = W11,7; X Ry kyi X (r9ci + 7”641") + Ry ky;

. % | A 9i,7i 9i 11i ; 110 o 110
X (Zlo,9ik9i + 97,6i[R7ik7i X (r9ci + 7’641")] + 911.10i[l11i X 7‘c;zu"])
. _ (plli, 9 o ;11i 110, :11i 11i 5 7i g 110 11i
€s5; = (R9i w3 X l11i) X Tgai + 11 X ((Rn 07.6ik7; + 011.10i111;) X 7’641")
L 11i 11i1,9i
ks = wi19; X Ro; ko

11 11i1,7i 11i .
M7; = wi17; X R7; ki + Roj My + Mg;

d (oL
Desarrollando — —5
dt aq]-

Derivando la ecuacién (4.63) y agrupando se tiene:

d (dLs\ d (1(8q" a4
——) = —|[ = — N=g¢ 'TN _
dt<aqj> dt<2<0qj s+ 4 Vs 5,

1047 1097 . .
==—(Ns+ NIg+==—(Ns + NI)g
25q, M5+ N +55-(Ns +N9)d
g7 oqT
= ——Ngij + ——N.
34, 5CI+aqj 59

Finalmente:

(4.84)
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Doénde:

Ademas:

g7
Ds; = _66'1]- 5
(4.85)
g’
Vsj = g, s

N5 == ms(MgMg + MgMg) + (MglcsMg + MgIGsMg)

Mg = [e4,0,0,e5,0, k]
My = RY,M,; + RY Mg,
M,; = [k3;,0,0,0,0,0]
Mg;=10,0,0,ks;,0,0]

es = ROkt X (13, X 11)
e7 = (Rfu‘iﬂl? X 1
k3 = R%k;f

ks; = i11;

ke = Rgikgl?

R?. = R,6(614pi)R,1 (x15140)R,6(816150)R,4(517161)R 6 (518171 R,5(—61211: ) Rra(—011.10:)

Rz4(_99,8i)R25 (_98,71')R26 (_97,61')

RY. = R,6(814pi)R,1 (x15141)R,6(81615i)R,4,(617160)R,6(618171)R,s(—012,11: ) Rza(—611.10:)

Rz4(_99,8i)

Rp

11i — R26(614’pi)R21 (xls14i)R26(61615i)Rz4(61716i)R26(618170st(_912,11i)Rz4(_911,10i)
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Derivando:
Mg = [é6,0,0,€7,0,kq]
Mg = R(I))iMél-i + RgiMél-i + Rjzl)liM6i + R:zl)liMﬁi

= R§;(R7tk7}) + R§My; + RY, i3} + RY; ;M

= R}k + R§;My; + RYy;idit + RYy ;M

M,; = [k3;,0,0,0,0,0]

Mg;=10,0,0,ks;,0,0]

és = Ry k7; x (rn; X 13;) + R k7p x (g, X 7,)
é; = Rfliiilllé X 1y + R1p1ii%%ii X 111

ki = g7 X R7tk7}

ksi = R5}'w3; X i34}

k6 = Rgikgf

Para obtener el término RE k7!, se tiene:
vy = Ryk7;
= Ry, k7
= RgiRgiT(Rgik;ii)
= W(R7k7:)
Vyp = W) oy X RY.k7:

De tal forma que:

RDk7} = wb . X RV k7 (4.86)
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Para Obtener wr’,’,ﬁ se toma como referencia la ecuacion. (3.24),

considerando la transformacion RE:

P _ pP,9% , pP ,.11i
Woy; = Rg;w3; + Ryj;wy;

La derivada de la matriz de rotacidn R?i, presente en la ecuacion (4.86)

toma en cuenta los giros 614 10, 011.10i» 09.8i» 0,71, 07,6 POr lo tanto reescribiendo la
ecuacion anterior:

p _ b _ pb,h 9 14 11i
W7, = Woa; = Rg;w3; + Ry wy;

La velocidad a);p, es la velocidad de la base p vista desde la base 7i
proyectada en la base p, con el fin de que esta sea vista desde la base p. Tal que:

p 14

wp,7i = _w7,p
_ _pP,9 _ pp 11i
= —Rg;w3; — Ry;;wy;
Dénde:
9 _ p9i,.7i _ p9ip 7i
w3; = R7jwgy = R0 6ik7;

11i _ A 2110
wai = 011,10il11;

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

P _ _pbp,9% _pp ,11i
Wy 7; = —Ro;w3; — Ryj; w4
P _ _pPpij 7i P 4 1119
Wy, 7 = —Rg;(R7;07,61k7;) — R11;011,10il11
P _ _pbA 7i P A (114
W, 7; = —R7;076ik7; — Ri1;61110il110 (4.87)

Para obtener el término RE k3!, se tiene:
vop = Roikai
= RG; I ko
— pP pp.T(pp 19
- R9iR9i (R9ik9;)
= W(Rg;ks;)

_ P p 1,9
Vop = W, q; X Rg;Ko;
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De tal forma que:
Rbk3t = w) o X Ry ko (4.88)

Para obtener wp o; S€ toma en consideracion la ecuacion (3.24), tomando en

cuenta la transformacion RY:

— pbP p 11i
o4L R w31 + R111w41
La derivada de la matriz de rotacion RY,, en la ecuacién (4.88) toma en

cuenta los giros 64,11, 011.10i» f9.5i, POr lo tanto reescribiendo la ecuacion anterior:

P _ p p
w9,p - w04l R a)3l R111w4-l
La velocidad wgp, es la velocidad de la base p vista desde la base 9i proyectada
en la base p, con el fin de que esta sea vista desde la base p. Tal que:

P _ _ P

Wy 9 W 4

_pp
R11l(‘)41

Dénde:
11i _ A 11i
wai = 011,10il11;

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

p _pb
wp,9l - Rlll
p _ P A ~11i
Wy 9; = —R11:011,10il11; (4.89)

Para obtener el término RY;i11}, se tiene:

— RP -111

Vi1p = Rypilia;

_ pb 2118
Rlll Ligq;
— PP RP T(R 111)
11i*'11i 11i 111
_ 11i
W(Rlllllll)

P 11i
Viip = p 11i X Riq;lati
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 89

De tal forma que:

P 110 __ P :11i
RV ifii = wp 11 X Rypiliai (4.90)

Ahora para obtener ‘*’5111' se toma en consideracion la ecuacion (3.24),

tomando en cuenta la transformacion R?:

—_ pb 14 118
o4L R w31 +Rlllw4l

La derivada de la matriz de rotacion R?,;, presente en la ecuacion (4.90)

toma en cuenta los giros 6;511;,611.10i, POr lo tanto reescribiendo la ecuacion
anterior:

14 _ __ pb 14
wll,p - w04l R w3l R111w4l

La velocidad wfl'p, es la velocidad de la base p vista desde la base 11i proyectada
en la base p, con el fin de que esta sea vista desde la base p. Tal que:

P _ P
Wy 11i = " W11p
_pP

R11l(‘)41

Dénde:

11i _ A 11i
wai = 011,10il11;

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

wP p
p 110 — Rlll
p — P A -111
Wy 110 = —R11:011,10il11; (4.91)
Donde podemos ver que:
p _ P
wp,9i - wp,lli

En las ecuaciones de ¢, y €, tenemos los términos 7., 75, se realiza lo
siguiente para obtenerlos. Tal que:

D .
Para 7y,;:

b _ D
Toci = Voci
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90 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

De la ecuacion (3.23) tenemos, considerando la transformacion R

14
9ci

_ pb
Voei = Ro (Vg3 + o3 X Toy;)
14 14
=R (R9lv3ll:) +R (R7leZL X Tgr;)

= RY.z190:ker + RY.(876ik5) X 1L,

Para 721k:
7.‘1p1i = Ufu
Tenemos:
Vi = 095 X Ty
Doénde:

(0] — o — o o
Wos = Woyj = W3; T Wy;

Tal que, sustituyendo la expresion de velocidad angular en la ecuacion
anterior, tenemos:

v = RO (0% + wg) x 1)
= Ry (0% + wgy) x 1
- Rp (R9lw3l + R111w4ll) X Tlll
= (R (R7lw621) + Rlllw4ll) X T111
= (R 6’7 sikt L+ Rfuen 1011111) X T111

Finalmente tenemos:

i = (R):07.6:k7F + RY;011.101i110) X 11 (4.92)

Toer T i1 = Z100i[REKot] + 07,6 (RE:7E) X 10| + (RE:07.6k7; + RY101110ii110) X 1y,
Simplificando y agrupando:

7'"tapci + 7'"11011' = Z10,9i [Rgikgii] + 6.'7.61[Rp k7 X (r9a + T11z)] + 614, 101[lelﬂf X T111] (4.93)
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Reescribiendo ég;, é,;, ks Yy My considerando las ecuaciones (4.86), (4.88),
(4.90), (4.92) y (4.93):

X R k7D + REMy; + (wf

My = (w} p11i X R:zl)ll :IL:) + R111M6l

p7l
€6 = ((‘)gﬂz X Rp k ) X ( Toci 111) + Rp‘k7'i

X (21001[RSikst] + 67,61 R7:k7: X (rog; + 13 )] + 611100 RYy 111 X 117,] )
é; = (wg,m x RV id1) x vl + RV it X (RS,67.6:k7; + RV, 611.10ii431) X 113;)
ke = wh o X RY k3!
4.3.2. Desarrollo del segundo término de la ecuacion Lagrangiana

Tomando ecuacion (4.52) y aplicando la derivada parcial con respecto a la
variable de coordenadas cartesianas:

OLs
L L L L
aq} Za (lnio# Lag + L+ L) + 5.2

ALy
Desarrollando( 2‘)
aq]-

L,;, se define como:
L 1 ( ) +( 7i )T I 7i 4 T..0
2i = 5 \M3; vGZl vGZl Wozi) (Ug2iWozi myig 7gai

Simplificando:

Lyi = %(q' "N3G) +mag" ey
Donde:
Nyi = Mg MMy, + Myl oM,
M;; = [e5;,0,0,0,0,0]
M,; = [k4;,0,0,0,0,0]
ey = k7t X 143

7
ki = ky;
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92 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Derivando respecto a g;:

oL,; 1 0 . Kl
=——(g'N>;g) + — AT 10
aq] 2 aq] (q Zlq) aq} (mZLg rGZL)
1 aNZ a‘r’o
—_ 5T . T G2i
Finalmente:
0L,; o
Ern V'2ijq + Cyy5
j
(4.94)
Dénde:
1 . 9Ny,
V/ L= . T_l .
2ij Zq aq]' q
(4.95)
orp.
CZU mzigT a;jl
A su vez:
Ny _ 9 MTM, ) + <0 (ML, M
dq, g (my; My My;) 6qj( 2il62iM2;)
IM3; r OMy; oMy, . OMy
=My ( 3q, My + My 3q, + 34, IGZiM2i+M2iIGZi—aqj
Dénde:
oM,; de,;
1i — ll'(),(),o’(), 0]
dq;  [0q;
oM, 0ky;
21 — [_11,0,0,0, 0,0]
dq; | 0q;
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 93

A continuacion se procedera a derivar e,; Y kq;, respecto a g; para ser
utilizadas en las ecuaciones anteriores. A lo largo del procedimiento se
presentaran dos tipos de vectores del tipo k,,, siendo ambos funciones de
07.6i» 011,100 Z10,0i- CON el fin de obtener las derivadas parciales respecto a gq; de
dichos vectores, se hara uso de las derivadas parciales respecto al tiempo de los

. . . - at
mismos para posteriormente multiplicar cada lado de estas ultimas por PP tal

j
como sigue, derivando respecto al tiempo:

0k, _ 0k, 697,6i+ 0k, a911,101'_+_ 0k 02109
at 667,61: at aell’loi at 0210’91- at

d
Ahora multiplicando por a—t':

aj
<6km> ot _ ( 0k, 667,&) ot +< 0k, 6011,10i> ot +< 0k, 6210,9i> ot
at / dq; 00,6, 0t )dq; \001110i Ot dq; \0zi00; Ot )O0q;
Finalmente agrupando de forma matricial:
Ok, dq;
a—qj=]n,3x66_qj
(4.96)

T
aq; _ 0076 00g7; 0095, 001110; 001211 0Z1009i
dq; [ dq; " 9q; ' dq; " dq; ' dq; ' 9q,

) )

Donde ], 3,6 €S Uuna matriz de 3x6 y se obtiene factorizando los términos
697,61' a98,71' a99,8i a911,10i 6912,11i aZ10,9i

aqj aq]' aqj 6qj 6qj 6qj

) ) ) ) )

El vector e,; = kJl x rli., esta definido en la base 7i, por lo tanto k7f =
[0,0,1]7 y rZi; = [Xgoi, Veain Zg2]TNO S€ presenta como una funcion de 6, ¢;. De
esta forma la derivada respecto a 6,4 aparenta ser cero. Sin embargo,

fisicamente, cuando el robot se mueve el vector L. va cambiando su orientacion,
debido al angulo 6, ;. Para poder encontrar su derivada respecto a q; procedemos
de la siguiente manera.
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94 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Derivando e,; respecto al tiempo, se hace notar que es de tres
componentes:

dey;, OkJ! 87’672"1-/
ot atx Gar I3t ot
7i a7.(;7Zii
_k7i at

7i 7i
= k7ll X (wOZL X T¢ai)

2
>< (R7z wGZl X Tgai)

dey;
a_tl = kJi % (97 sik7i X 103
. - ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacion por 90
]
(e P T
— "7 71 21
dey; 007 6
=kt x (kI x rZk.) ===
aq} 7i ( 7i GZl) aqj
(4.97)
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
(')eZi _ 601
— =], —
Dénde:
J1i = [J14,1,0,0,0,0,0] Juig = k3 x (k7i % 1d5;)
dky; kIt . .
Para obtener 94, = 9q;" nos basaremos en la premisa de cualquier vector
] ]

asociado a algun elemento del robot que no varié al tiempo, tampoco presentara
variacion respecto a cualquier otra variable del robot. De esta forma se tiene:

Oky; _ 0k7; _

(4.98)
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 95

Orgy;
Para obtener aGZ

. se parte de la ecuacion (3.2):
j

o — o o
VGai = Wo2i X Tgai

0
arGZi _ 0 o
5t Woui X Tg2i

o
- R7l((‘)021 X rGZl

aré)ZL
dt

o
R71(97 61k7l X 7'621

. . . at ,
Multiplicando ambos lados de la ecuacidén anterior por 90" semejante al
J

procedimiento realizado para obtener la ecuacion (4.97) tenemos:

(0]
0762i

aq

007 ¢

q

[ 7i 71
R7l(k7l X T G21

j j
(4.99)

Escribiendo matricialmente la ecuacién anterior:

Dénde:

Jai = [J2i1,0,0,0,0,0] Jain = R3;(k7i X 1d3;

ALa;
Desarrollando( 3‘)
aq]'

Ls;, se define como:

1
Ls; = (msz(vcm) Vogi + (“)031) Ugziw 031) +ma g7 1ds;

Simplificando:

1 .
Ly = > (G"N3iq) + ma; 9" 18s;
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Dénde:
T T
N3; = mz; M3;M3; + MylgziM
M3l = [e3ll Ol 0; 0! 0! k2l]
My; = [ks;,0,0,0,0,0]
es; = Ryik]} X (r3l + 155,
kyi = kgii
ks = R?fk;f

Derivando respecto a g;:

Ol 10 ., 9
Ol3i _ 29 (sTN. G v ATH0
E)qj 2 aq]‘ (4§ 'N3q) + 061,- (mzi9° 1631)
1 0Ny, 0753
_t.r 3i . T G3i
54 _aq,- q +msig _aqj
Finalmente:
oLy,
2, = V'3i;q9 + Cyy5
(4.100)
Doénde:
1 . 0Ny
Vi T
34 2 1 aq]
(4.101)
orp
Csij ms;g" agjl
A su vez:
Ny, 0 r e
50, = 9q, (ms; M3;Msg;) + 34, (Myilg3iMa;)
OMs; r OM3; oMy T, OMy
I Mo, + ML + Ig3iM,, + Myl g ——t
" ( dq; " g, dq; T T 9g
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Dénde
aM3l — -%' ’ .O.O.akml
OM,; ]
= 0,0,0,0,0
dq; dq;

, . Oesj .
Para obtener el término 6—31, se tiene:
aj

des; _ aR?:k;: a(7”9L + TG31)
at at

= ((U9 7i X R%k;l?) X (Tgf: + ragéi') + R%k;it X (Z'10,9ikgii + 97.6i[R3£k;£ T9L + rG3l )D

X( +r631) +R%k

= (—R36; 6ik7t X RIKID) X (rdt + rdhy) +
R3k7E X (Z100ikor + O7.6i[R7tk7E X (o) +165)])
= 076l (—R7tk7i X R3ik3E) x (r3) + 15| +
RIKIE X (2100ikSE + 076 RIKTE X (1o +185)])
697 6i

[( R?ik R%k ) (T +r631)]

i1 7i 021001 | o; , 90761
R?H«ZfX( 1098 st + 20 [RIINTE % 13k + 8L, )

a
Multiplicando ambos lados de la ecuacion por a—; y agrupando:
]

de 00
aqgjl a;]& [(=R3HkJE x RkTE) x (rot + 7k )] +

i1 7i 0Z109i , o; , 9674
R?ik;ll X < aq lk9gll + aq l [R'?llk (T9l + rGSl )]

] ]
de . R . 20 .;
2 — ((—RiKTE < REKTE) x (3 + 1) + REMZE x (RSIKTE x (131 + vk, )) ) S22
0z
+ ROIL7i « k9l 210,91
( 7i™N7iQ ) aq]
(4.102)
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Acomodando de forma matricial la ecuacion (4.102) se tiene:
ae3i 601

30, 13,
Doénde:

Jai = []31',1,0, 0,0, 0:]3i,6]

_ 9i,7i 9i71,7i 9 , ..9i 9i1,7i 9i1,7i 9 , ..9i
Jzi1 = (_R7ik7i X R7ik7i) X (7’92 + rG3i') + R;ky; X (R7ik7i X \ro; t rG3i'))
_ p9iL,7i 9i
Jsi6 = Rk X ko

9i

Ok dko; , _ .
Para obtener ﬁ, donde es ﬁg‘ Yy se obtiene la derivada de k! respecto al
J J
tiempo:
ks - . .
— 9 7 9
at (R7167,6ik7}) X ko

200761 . .
= (RE =) x it

. . . ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por 97 para obtener

j
9i
91

6q]-

y agrupando:

dksi ;00761 5; :
= | RE—kIF | x k3!
aq] 7L aq] 7L 91

005
= (R7tk7i X koj) — =

2q;
(4.103)
De forma matricial, la ecuacion anterior se expresa:
Oky;  Okgi 90
3q, _ 04, —]4ia_qj
(4.104)
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Doénde:

Jai = [J4i1,0,0,0,0,0] Jaig = R3k7{ X kg

Oksi ikt
Para obtener ——, donde es ———, se tiene:
0q; aj

ks  ORik7 90

(4.105)
Donde:
_ [oRZik7;
]51 - 697'61:

,0,0,0,0,0

3i

ard
Para obtener — p G , se parte de la ecuacion (3.12) y (3.13):

aj’
(0] _ o (0] o (0] (o]
Vg3i = Wopi X Tgop T Vozi T We3; X Tg3p
073
dat
— DO 71 o 0 (. 9i 0 7i o
= R7;(076ik7;) X 1g2i + Rgi(Z100ikoi) + R7;(076ik7;) X 153

— o) 70
= R7,;Wgoy X Tgar +R9lv3l +R7le21 X Tgay

6976 210,9i
lk GZL +R l( l

3+ Ry 7ak X 18s¢

. . . at
Multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por EPR y agrupando:

j
(')7‘83 007 6i Z10,9i 07 6
a L= 71( lk;:) X TGZL +R9l( a lkgll) +R'(7)l( lk;:) X TGBL
QJ q] J
. 00 ; .« 0Z10 0
= (ROk7E x (1. +10..) ) =258 1 (RO, 2F) 2192
( 7ik7i X (16 rasz)) 3q; ( 9 91) 9q;
(4.106)
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Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
07gai a0;
= Jei
dq; dq;

Dodnde:
6i — []61',1' 0,0,0, 0']6i,6]
Joi1 = RSk} X (1 + 7851
Jeie = Rgikgf
Desarrollando (%)
aq;

Ly,;, se define como:

1 i T .
110 111 11i 11i T 0
L4-i (m4l(vG4l) vG‘l-i + (w04i) (IG4in4-i) + my;g rG4-l'
Simplificando:

Ly = %(CI "NyG) + mayg iy
Donde:
Nyi = Mgy MgiMs; + M7164M,,
Ms; = [e4;,0,0, €5, 0, ky]
My; = R§} My + Mg,
M,; = [k3;,0,0,0,0,0]
Mg; = [0,0,0,ks;,0,0]
eui = RYKT x 13+ 18

111 11i
€s; = llll X TG4L

_ poiy7i
ks = R7iky;
_ pl1iy,9i
ks = Ro; ko;

11
ks; = i17;
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4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 101

Derivando respecto a g;:

dL,; 1 0 r 0
=——(g'Nyqg) + — AT 10 .
aqj 2 aqj (q 4iq ) aqj (m4-lg rG‘l-l)
1 6N4 a‘r’o
T LG4, T LG4
Finalmente:
0Ly; o
9q; = V4G + Caij
(4.107)
Dénde:
1 . T a1\,4-1'
4tj = 5 q aq]'
(4.108)
orp?
C4lj m4igT a;jl
A su vez:
ONy, 0 T 0 r
dq; _ aq; (M M5;Ms;) + 3q, (M7;164:M7;)
aM’gl T aMSi aM;l T aM7l‘
=My <—M5i+M5i + IgaiM,, + M7l Gai———
9q; 9q; 9q; l 9q;
Dénde:

OMs; laem’ des; ak4il
= '0, ) ’OJ
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111
OM7; _ ORy; l M,; + RLY OMy, 4 0Ms;
ORI .. OM,;  OMy;
= RIKID 4+ R — + —=
aqj ( 71 71) 9i aqj aqj
— aR%lllk;ll 11i a1\/14»1' + a]\46i
dMg; dOks;
o — [0, 0,0,—=,0, 0]

€4

, se tiene:

, . 0
Para obtener el término
2q;
dey;  ORYKI
at ot

(11 11iy,7i 110 4 110
= (w11,7i X R7; k7i) X (T9ci + ra4i’) +

11i 11i
O(roet +1éat)
at

110 , 11i 11i1,7i
X (r9ci + rc4i’) + Rz kyi X

R3i'k7i % (Z10iks; + 076i[R7ik7i X (rogi + 1G3)] + 61110611 X 7ai])
= ((_R%iliézeik;ii - 911,101’&%5) X R%}lk;ll) X (ré}l’ + r(}iiir) +

R3i'k7i X (Z10iks; + 076i[R7ik7i X (rogi + 1G3)] + 611106111 X 76a1])
= G (~REKG! > REITE) x i+ 1) +

611,101 ((_1%1111 X R7Fk7H) x (rsi + Tcliii')> +

110070 5 (5 9% 1§ 9170 o (90 4 p1li ' 10 110
R7; ki X (Zlo,9ik9i + 07,6i(R7ik7i X (Toci + 7gai)) + O11.10:(i111 X rG4i'))

69761. 11- 7- 11. 7. . 11.
= ot ((_Rn‘lkﬁ X R7; lkﬁ) X (Tégf + rG4il')> +
0011 .10i ((—ill? x RALiRZE) x (rili 4 rlli)> n
ot 11i 7i N7i 9ci G4’
o 0Z100i o 005 ; R ) . a0 ; . .
11i71.7 10,91 ; 9 7,61 9i7.7 9 11 11.10% £.11 11
R7i'k7; X < 3t ko; + 9t (R7;k7§ X (Toc; + 7”641'1’)) + ot i1 X 7"G4il’)>
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oo ., ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacion por Ey y agrupando:
]

deyi _ 0074 i 7 - ) )
50~ ag, (R R x (i + 133)) +
5;.101 ((_iﬂf X RAEIE) x (rili + Tcliil')) +
J

o 0Z100i . oi  0074i R . . a0 i . .
RIFRTE x| = kot + — 22 (R3LT! x (ot + 1gaf)) + — == (ifif x gif)
qj qj qj

_ ((_R%lllk;ll % R%lllk;ll) x (régf + rGlil.l,) + R%lllk;ll X (R?llk;ll X (T‘;Cli + r(}ill))) a;’,m +
J
1110 11i,7i 110 4 110 110,70 (110 o ,110)) 9011100
((_llli X Ryk7;) % (T9ci +1gat) + Rittk7; x (id4f % rG‘“")) dq; *
J
i i\ 02109
(RS 3) T
(4.109)

Acomodando de forma matricial la ecuacién (4.109) se tiene:

ae4i 601

a—qj = J7i a—q]
Dénde:

J7i = []71',1: 0, O:]7i,4' 0']7i,6]

_(_plliy7i 11i1,7i 110 4 .11 11i1,7i 9i1,7i 9i 11i
J7i1 = ( R7; " k7; X Ry; k7i) X (7"9ci + rG4i’) + Rz kg X (R7ik7i X (Toci + 7”641"))
(A1 11i,.7i 110 11 Wi 7i o (i11i o 11
J7ia= (—llli X R7; k7l~) X (ros +T¢ay) + Ryi k7 x (i11i X 7¢417)

1170 L 1.9
176 = R7i ki X koj

)
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, . Oes .
Para obtener el término 6—51, se tiene:

aj
-1110 11i
aeSl al11i x T‘lli + l.11i x TGai’
at at G4i 111 at

_ plli, 9i o ;11i 110 | :11i 11i 5 7i | A 11§ 11i
= (Roj w3 X i377) X Tgay + l33; X ((Rn' 07.6ik7; + 011.10il117) X 7’641")
_ (pllip9i, 7i 114 110, :11i 11i 5 70, A 114 11i
= (Ro; R7jwgair X U117) X Tgay + Uq; X ((Rn 07.6ik7; + 011.10il117) X 7‘c;4i')
_ (plli 7i o :11i 110 | :11i 11i 5 7i | A 11§ 11i
= (R7; 076ik7; X i11;) X Tgap + 1175 X ((Rn' 07.6ik7; + 011.10il117) X 7’641")
.00, . , , , 00, . 00 S .
_ 11i 7,61 4 7i 211§ 11i .11i 11i 7,61 5 7i 11.10i .11j 11i
= (R ot k7i X i117) X Tgai +i1q; X <(R7i ot ki + 9t l11i) X 7"G4i'>

0
Multiplicando ambos lados de la ecuacion por a—; y agrupando:
]

; 005 6i .. . . . .0056; . 00 D1 .
_ (pll 7,61 11 11 11 11 7,61 11.100 .11 11
3q; = R7ila_qjk;f X i117) X Tgai + 141 ¥ ((Rﬁla_qjk;f + a—qjlnf) X rG4il’)

o ) ) ) L .\ 00 ¢;

_ 11i1,7i  ;11i 11i .11i 11i,7i 11i 7,61
= ((R7i ke7i X i117) X 1aap + i11; X (Ry{'h7; x TG4L”)) 3q; +
J

) . ..\ 00 i
-11i .11i 11i 11.101
(llli x (ii7; x rG4i')) g
J

(4.110)

Acomodando de forma matricial la ecuacion (4.110) se tiene:
aesl- 601

30, o5,
Doénde:

Jsi = []8i,1v 0,0,/gi4,0, 0]

_ (pllin7i o :11i 110, 11i 11i1,7i o 110
Jsin = (R7i k7; x l11i) X Teair T 111; X (R7i k7i X TG4i')

110 o (o110 o 110
Jgia = 1111 X (i11i X T¢ai)
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aRlll 7_i
Para obtener %, se tiene:
Jj
ORI 20,

(4.111)

Doénde:
ORS k|

]': 0)0101 IOIO
% 6911,101:

Ok ARIMKS! ,
Para obtener —=, donde es —2—2L se tiene:
04j 9q;

ORI k3! _ 00y

aqj - 10ia_qj
(4.112)

Dénde:
ORSI kS,

] i — OJO;OJ—JOiO
1ot a611,10i

oilil : : 114
1L se obtiene la derivada de i} respecto al

Oks;
Para obtener,—SL donde es
aq; 2q;

j
tiempo:
gilll o .
_ pl1li, 9i <1110
9t Roi " w3; X iq7;

_ pllip9i,.7i 110
= Ro; R7;jwgair X 17

_opllig L7011
= R7;'076ik7; X ii1;

118

( . ‘697.6i k7i) x j11i

105
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2111
Yr11i

6q]

=R

1091
l(
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- . , at
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por 9 para obtener
j

y agrupando:

alﬁll RLL 697 6i k 111
aq 71 a 1ll
J q;

007 i
_(R111k71x 11%11) aq.l
J

(4.113)

De forma matricial, la ecuacién anterior se expresa:

Oks; alﬂf 90;

aqj 34, = 11ia_qj

Dénde:

]11i = []11i,1l 0, 0; 01 O, O] 11i,1 = 1llk7l X llll

118

Orgy
Para obtener 864

. se parte de la ecuacion (3.22) y (3.23):
)
VGsi = Vozi + Wg3i X Togy + W3ai X Tguy

0764
— o o o o
at R§ivgs; + R7leZl X Ty + (w3; + wgy) X 154

— DO 11i o

- R9l 031 + R7le21 X r9cz + (R9lw3l + R111w4-1 ) X TGai’
— po 118 o
- R9l 031 + R7le21 X r9cz + (R9lR7leZl + Rlllw4l ) X TGai’

— po 11i o
- R9l 031 + R7le21 X r9cz + (R9lR7leZl + Rlllw4l ) X TGai’

= Rgi(210,9ik ) +RJ (97 sik ) X Top + (R 6’7 sik7i '+ R111911 1011111) X Tgai

00 a0
76 7,61 11,10
130+ RS20y g+ (RG22 gt 4 gy P ) e
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. . , at
Multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por 9" y agrupando:
J

0TG4 0Z10,9i 007 ¢i
= RS, k3t | + RS, k7| x
aqj 9i aq] 9i | + aq] 7i Tori T

a676 691110
(e Tt + R ottt
]

1 69 a911 10i a 109
= (R?ik;; X (r‘Joci + rGO4i')) aq + (Rllll%%; X G4-l) aq] l (R9lk91) aqj l
(4.114)

Escribiendo matricialmente la ecuacién anterior:
018y B 20;
6—qj = 12ia_qj
Dénde:
Ji2i = []121',1'0' 0:]12i,4' 0J12i,6]

_ 71
Ji2i1 = R3;k7; X (rou; +74)

_ 11i
Jiz2ia = Ri1ii11] X 764

_ po 1,91
J12i6 = Roiko;

oL
Desarrollando (—5>
0qj

Ls, se define como:
1

5 (mS(Vgs)Tvgs + (“)gs)T(Icswgs) +msgrgs

L. =
)

Simplificando:

L _1 'TN' T..0
5—2(CI 54 ) +msg 165
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Doénde:
T T

N5 = ms MgMg + MglgsM,
M8 = [e6' 0' 0' e7, 0' k6] (Rllllzllill 111)
Mg = Rp M4l + RfllMﬁl k3i = R'?ik;:
M4l = [k3ll 0; 0; 0! Ol O] k i — I’%%:
Mg; = [0,0,0,ks;,0,0] ke = (RG;kot)
€ = Rp kn ( 9ci 111)

Derivando respecto a g;:

6L5 1 0 d
— (G "NsG) + =—(msg™rg
aq] 20q] 5 0qj( 59" Tgs)
1 ,0Ns tm - 0765
Zq aq; 3q, 4 tmsg’ aq;
Finalmente:
Ols v g+c
aq]' 5]q 5j
(4.115)
Dénde:
) _1 aN5
(4.116)
or?
Csj =msg” aqGS
j

108
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109
A su vez:
o5 _ MIMg) + 4 MI1;sM
aqj—aqj(ms 8 Mg) aqj( 9 1gsMs)
oMg oM oM} oM
:m5<aq8M8+Mg 3 8)-{—(a 9165M9+Mglg5 aq9>
] j j Ji
Doénde:
M, de de ok
82[ 20,020, 6]
dq;  |0q; dq; " 0q;
M, _ ORY, LR oM,; ORY, M, 4 R? OM,
dq; dq; " % aq;  aq; 1 Mg
D i oM,; ORP,. ... OM...
9l (p9iy,7i p 4i 11i 11§ p 6i
= R7:k:) + RS, +——i;; + Ry, —
aqj( 71 71) 9i aqj aqj 11 11 aqj
= aR?ik;lé_l_ 14 6M4i+0Rf1ii11%i" p 'aM6i
aC[j 9i aqj aqj 11i aqj

, . _0e .
Para obtener el término a_q6’ se tiene:
J

des ORP k7t
ot ot

_ P P 1,7 P D
= Wy, 7; X Ry;k7; X (r9ci X r11i) +

. a(rp. )
p 14 P 1,7 9ci 11i
X (T9ci + Tlli) + Ry ki X — 3t

Rk7: X (2'10,91'(R§ik31!) + 07,6i(RE 7t X (rany +11)) + O11.100(RYy 117 X 7”1p1i))

— P A 7i P A 111 P 1,70 p 14
= ((_R7i97,6ik7i — RYy011,00:0111) X R7ik7i) X (rge X 13) +

Rk % (2'10,91'(Rgik31!) +07,6:(Ry:k7; X (g, +11)) + O11.10:(RYy 441 X Tfu’))

)
109
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a67,6' i 6911 10
<( R'I;L at l k’;ll - Rfll at l %%ll) X Rp k ( 9Cl 111) +

. [ 90Z10,0i 097,6' , 911 10i
RY.k7: x ( it “ Ry ko T “(RUJTE X (rg +11)) + ~(RY;it1s x 1hy)

d
Multiplicando ambos lados de la ecuacion por % y agrupando:
J

aes 697 6i 0011.10i
aq] <<_R7l 3q, k Rfu aq, Hzl XRpk X (rgpci ><7”1p1i) +

11.10i0

. [ 92100i a‘976 a6
R?ik;; X ( 9q, : Rp k : (Rp k7l X (r9a + r111)) + 34, (Rlu %]1.: X r111)
j

00 ¢
= (( —RY, k7i X R}k ) (790 X 17;) + RY; (Rp k7 % (rog; + rlPli))) a;fl +
110 P 11i 0011 10i
(( Rlllllll X R7ik ) ( 9Cl 111) + R X (Rlllllll x rlll)) aqj +
(RD K7 x RP jeor) 22001

(4.117)

Acomodando de forma matricial la ecuacién (4.117) se tiene:

686 601
—— =Jiz35—

Doénde:

Jiz = []13,1» 0, 0:]13,4' Ov]13,6]

]13,1 = (—R;’ 7l X Rp ) (T9Cl X rlll) + R k (Rp k X (T9Cl + rlll))
Ji34 = ( R11llﬂi Rk ) (r9c1 X rllz) + R, X (leﬂi X T111)

9i
]136 k7tXR k9i

110
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., . _Oe .
Para obtener el término 6_7’ se tiene:

qaj
P 11i P
de; _ aR11z‘111 #P 1 RP. j11i g o4,
at at 111 11i%11i 6t
— 14 P 110 P -11i P A 14 11i
= (“’p,111 X R1111111) X r11z + Rypili1i X ((R7i67.6ik + R111911 10il11i) X rlli)

% RP 111) X 7T 111 + Rflllﬂf X ((R 07 kot + Rfllgn 10ii111) X 111)

_(_pP A 11
—( R11i911,10il111 11il11i

00
p 11.10¢ 111 P -11i
( Ri1i ot 11i X Ryj;i37i ) X rlll +

007 6i 0011.10
R11z HLL ((Rgi ot Lk +Rf1z ot lﬁzl)xrnz)

at
Multiplicando ambos lados de la ecuacion por 90 y agrupando:
]

0er _(_pp 901110t 01t pp i)y 0 L
0q; - 11i aq; Li1i 11i*11 11i
j j

a976 0911 10i
Rp 1ll <(R5i lk R?ll l %%ll) X rlll

l11
11i i aqj aq]
. 007 6i
P .11 P70 o P 7,6
(Rlullul x (Ry;k7 X rlli)) 9q;
j
11i P ;11 11i p 11i p 0011101
(=RYyiati x RYyit) + (Ryitaf X R1111111)) X 1M 3q;
j

(4.118)

Acomodando de forma matricial la ecuacion (4.118) se tiene:

de;  00;
dq; " 9q;
Donde:
J1a = []14,1» 0, 0:]14,2' 0, 0]
J1a1 = 111‘%1111 (Rp k 111)

111 111 11i 11i 4
Jia2 = (( RYy;i11y X RYyiinyy) + (RYyiani X lenz)) X Ty

eeoe
111
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P9
Para obtener ——=, se tiene:
aq]'
ORgiks: _ he d0;
(4.119)
Dénde:
ORE k3!
Jis = (0,0,0,—2-,0,0
15 a611,101'
P, 7i
Para —ZL se tiene:
qj
OR7k7 _ 90,
— J16
(4.120)
Doénde:
L [PRE R
N T e U
p i1
Para —2X se tiene:
aqj
ORY i1y, . 00
(4.121)
Doénde:
oR?, i
Ji7 =(0,0,0,—==,0,0
17 a011,101'

112
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o

] .
Para obtener —%, se tiene:

G5

3
aq]'
0] — o o) o 0] o

Vgs = Vpzi T Wo3i X Togi T Wos X Ty

o

81‘05
ot

o o o o
SiVosi + R71‘U621 X Top; + (w3; + wyp) X 1775

_ 4] 11i o
= Rvys; + R7le21 X Top; + (R9lw3l + R?j;w3; ) X Ty1i

_ o] 11i o
= R§vgs; + R7le21 X Top; + (R9LR7L('UG21 + R?j;w3; ) X Ty1i

_ o] 11i o
= Ry + R7le21 X Top; + (R9LR7L('UG21 + R?j;w3; ) X Ty1i

— DO [ 9i 0 7i o 0 A 7i o0 A -11i o
= R (Z10,0:k3}) + R9;(07,6ik71) X 1oy + (R3:076ik7; + RY1;6011 10ii111) X 114

, 20 a0
7 7,61 11,100 .11
k7i) X g + ( 9t kJi + RYy; 9t 115) X 11

10 9 7 61

ksi) +R§’l(

= R9l(

. ., . 0
Multiplicando ambos lados de la ecuacion anterior por ﬁ, y agrupando:
J
07Gai 0Z10,9i 0076 , 5i
= RY; k3! 2 kIV ) x 1,
aqj 9i aq} 71 061,- 71 Toci +

69761 001110
0 k 111 X
< 7i aq] 110 061j l11i 11

. 007 ¢
= (R&KE X (re + 1))

6911,101 i aZ10,9i
aq 1111%%11 X 111)—_ + (Rglkgll) aq;

dq; j

Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

67}‘;’5 _ 601
—G5 gt
Dénde:
Jis = []18,1'0' 0,/18,4, 0']18,6]
_ po 1,71 0 o
181 = R7ik7i X (rog; + 1141)
_ 11 _ 9i
Jiga = R11ll11ll X 11y J1s,6 = Roiko;
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4.3.3 Fuerzas Generalizadas

La formulacién de la ecuacién de Langrange considera el uso de fuerzas
generalizadas contemplando las fuerzas aplicadas externamente, fuerzas vy
torques de actuadores, fuerzas de resortes lineales y torsionales, de modo que es
necesario desarrollar estas expresiones para que sean compatibles con el
lagrangiano. Las fuerzas generalizadas se obtienen a partir de la expresion de
trabajo virtual.

Primero consideremos el caso en el cual los actuadores ejercen una fuerza
o torque en las juntas, fuerzas y momentos externos son aplicados en el efector
final. Por lo tanto el trabajo virtual producido por estas fuerzas y momentos es:

6
SW = z FT6r, + MT8Q; = QT6q
i=1

Aplicando al robot, donde i, j representa el numero de cadena y cuerpo
respectivamente:

6 3
oW = Z Z(fg&u + ML’I;(S‘QU) + fg;tGrext + MZXt&Qext — QT5q

i=1j=1

6
OW = ) (FOTS, + FL.815: + EL6rS + THSQu: + THOQs: + TH6Qur) + Fluy 875
i=1

+ Mex:6Qp
(4.123)
Donde:
Fpy;=0 Ty = Taik7;
F3; = fsiks; T3 = Taikg;
Fyy =0 Tai = Tailty

Fext = fxio + fyjo + fzko Moyt = Myio + My jo + Myko

114
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Los vectores de posicidon de aplicacion de las fuerzas son:
Togi =18 + 18 + 15 + 10+ 7185
Tozi =10 + 15 + 15 + 145 + 15¢;
Tosi =T¢C + 78 + 75 + 13 +1og; + 1145
Top =10 + 15 + 19 + 14 + 190 + 10 + 1)
Obteniendo los desplazamientos virtuales:
0To2i = O7y;
07o3;i = 8Ty
0To4i = OTg¢; + 01145
OTop = OTgc; + 0141 + 157

Dénde:
Tor = Zai0k7;
Toci = Z3,2iKo;
T = Zazik?y;
Ty = Xpailp

Donde las transformaciones son:
R?i = RZG(SlBi)RZ6(8321')RZ4-(64-3i)RZ6(665i)RZ6(676i)
Rgi = RZG(6lBi)RZ6(8321')RZ4-(64-31')RZ6(6651')RZ6(6761')RZS(987L')RZ4(9981')
Ri)li = RZ6(51Bi)RZ6(5321')RZ4-(54»31')R26(5651')R26(976i)RZS(987i)RZ4-(998i)RZ4-(911,101')
Rg = RZ6(SlBi)RZ6(8321')RZ4-(64-31')RZ6(6651')RZ6(9761')RZS(987i)RZ4(998i)RZ4(911,10i)

Rzs (912,111')RZ6 (—518,171')Rz4(—517,16i)RZ6(—516,151')

115
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Obteniendo ahora el cambio virtual en los vectores:
8rg; = 873,0k7; + Z2i,00k7;
879c; = 0235ikg; + 23:0ko;
81111 = 0243:kT1; + 24316k
01y = Oxpailp + XpaiOip

Considerando:

= [C9 —s6 oR _ [-s60 —cO
s6 cO a0 6 —sb

SR = [—5968 —c960] _ [—59 —CH] 50 = 0_R69
c860 —s060 c0 —s6 00

Aplicando a las transformaciones para obtener el cambio virtual:

OR
6Rgi = 5R26(97,6i) = WZZ:(ezsi)‘mmi
l

5Rgi =4 (R26(97,6i)R25(98,7i)Rz4(99,8i))
= 6RZ6(97,6L')RZS (98,71')RZ4(69,81')
+st(97,6i)5R26(98,7i)RZ4(99,8i)

+st(97,6i)R26(98,7i)5RZ4 (99,8i)

8R?y; = 8 (Ryz6(8,6)Ras (06,7)Rza(69,01)Rza(B11,101))
= 6Rz6(07,61)Rz5(087:)R24(09 8 )R24(011.10:)
+Rz6(07,6:)5Rz5(057:)Rz4(095:)Rz4(611,10:)
+Rz6(07,6:)Rz5(05,7:) S Rz4(09,81 ) Rz4(611.101)

+st(97,6i)st (98,7i)RZ4 (99,8i)5Rz4 (911,101')

(4.124)
(4.125)
(4.126)

(4.127)
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6Ry =6 (st(97,6i)st(98,7i)RZ4(99,8i)RZ4(911,10i)st(912,11i))
= 8R76(67,61)Rz5(08,71)Rz4(00,81 ) Rz4 (011,100 ) Rz (612,11:)
+Rz6(07,6:)5R25(05,7:)Rz4(09,8: ) Rz4(611,10:)Rzs (812,111
+Rz6(07,6:)Rz5(05,7:)SR24(09,8:)Rz4(011.10: )Rz5(01211:)
+Rz6(87,61)Rz5(05,7)Rz4(09,81)6Rz4 (611,101 Rz (01211:)

+RZ6(97,6i)RZ5 (68,7i)RZ4 (99,8i)6RZ4 (911,101')6RZS (912,111')

Aplicando a los sistemas locales para obtener el cambio virtual:

ORz6 (97,6i)

6k7; = 5Rgik;ii = < F
,6l

k?f) 6676

= b2697,6i (4128)

5"31‘ = 6Rgik99ii

— (aRZ6 (97,61')

30 RZS(98,7i)RZ4(99,8i)k99ii>697,6i
7,61

O0R;5(0g 7i .
+ <R26(97,6i) —259(8 j'n) Rz4(99,8i)kggf> 56 7;
, /1

ORz4(09s:)

k) 560, g
699,8i 91) 9,8i

+ <RZ6(97,6i)R25(68,7i)
= b3680;76; + by60g7; + bs60qg;

(4.129)
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— 11i
5kf1i = 5Rf1ik11f

st (98 71)Rz4 (99 81)Rz4(911 101)1111> 867 6

OR5(0g.7:
+ <st(97,6i) %Rz4(Hg,si)Rz4(911,10i)if1i> 56 7;
,71

ORz4(6
+ <RZ6(97,6i)RZ5(68,7i) —249(9 89,'81) Rz4(611,100) 71
,81

O0R,,(0 ;
+ <R26(97,6i)R25(98,7i)Rz4(99,8i) —22(11111;01) i71i | 6611 10
) l

= bb076; + b780g7; + bgb09g; + bg6614 10

(4.130)

85kS = SRIK?P

— <6R26(97,61)

30, ., Rzs(0s,7:)Rz4(09,681) Rza (611,100 ) Rz5(012.11:)kp

6R 0
+ <R26(97 6 ZS( - 71) RZ4(99,8i)Rz4(911,10i)R25 (912,11i)k£

aRZ4(69,81)

+ RZ6(97,6i)RZ5(98'7i) 005 g
81

24(911 101)R25 (912 111)]‘ ) 8655

0R,,(6 ;
<st(97,6i)st (68,7i)RZ4 (99,8i) 22(11111;01) Rys (912,111')]‘119)) 6911,101’
) l

+

aRZ4(012,11i)

+ RZ6(97,6i)RZ5(98.7i)RZ4(99v8i)RZ4(911'10i) 6912 11i
118

kpp> 8612100

= b10897,6i + b11698,7i + b12699,8i + b136911,10i + b146612,11i

(4.131)
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Sustituyendo las ecuaciones

— o)
OTo2i = 073i0k7; + Z2i,0b26076;

0Tp3; = 523,2ik8i + Z3,2i(b3597,6i + b4598,7i + b5699,8i)

OTpai = 623,2ik8i + 524,3ikf1i t Zy3 (b6697,6i + b;60g7; + bg60qg; + b96911,10i)

j— 0 0 0
OTop = 82351k + 624 3:k11; + 8xp 4415

+xp,4i(b10667,6i + b11698,7i + b12609,8i + b136011,10i + b146912,11i)

Los desplazamientos virtuales angulares §Q se definen como:

5Q; = 6 awa
j=
Owgy; Owgy; Owgy; dwgy; Owgy; Owgy;
6Q; = 33, 6q, + 33, 5q, + 34, 8qs + 33, 8q, + 33 6qs + 33, 8qs

esto:

Las velocidades angulares se relacionan con los desplazamientos virtuales,

Por lo que para el sistema tenemos:

Desarrollando para 6Q,

6Q2 — 60761

——— 0076 = k7,607,
a 7,61

Dénde:

7i
021 R7197 6lk7l
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Desarrollando para 6Q5

n
dw?
6Q; = Z 3 o 6q; = k(7)i697,6i
T

Dénde:

:wo

w 03i

02i

Desarrollando para 6Q,

n
o
dwy,

L 0q;

J=1

Q4 = 8q; = k3,666 + 1016611 10i

Dénde:

o _ po B9 0 11i
Wo4i = Rojw3z; + Riq;wy;

0 _ N 0
w3; = 07 6:k7;
o0 _ N 10
Wy; = 011,10il11;
Desarrollando para §Q,
6Qp = 60,

Sustituyendo en ecuacion (123):

W = fz(kgi)T(ZZOb2897,6i)
+ f3(k§)T (8235:kS; + 23,2 (b36607 6; + 4504 7; + bs6645)))
+ fa (i )" (523,2ikgi + 24,3(bs607,6; + b76037; + bg80qg; + b95911,10i))
+ T, (k9" (k9:667,6:) + T3 (k3T (k$;667 6;)
+ T,(i91)" (k9667 6 + i91:6611,101)
+ Foxe (523,2k8i + 24 3(b6667,6 + b95911,10i))
+ M% (k9:660, 6 + k16611 101)

(4.132)
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Los términos f, y f, son cero debido a que no se presenta ninguna de estas
fuerzas en los cuerpos 1y 4, por lo que la ecuacion anterior queda de la siguiente
manera:

SW = f3(k§)T(823,2:kS; + 23,2:(b3607 6 + babOg 7; + bsS6o5)) + T (k5T (k9667 6;)
+ T3 (k§)" (k9:667,6:) + Ta(if1)" (k9;667,6; + if1;6611,10:)
+ Foxe (523,2k8i
+ xp 4i(b10597,6i + b1160g7; + b12609g; + b1366;7 10; + b145912,11i))
+ M2 (k9,667 6; + k16611101

(4.133)
Ahora expresando la ecuacion (4.132) de forma matricial tenemos:
k72 (22,0b2) 0 0 0 0 0 ] 597’61,]
kgiT(Zs.zbs) kgiT(Zs,zb4) kgiT(Zs,zbs) 0 0 kngkgz | 8657 |
— T T. T if{i(h,sbe) if{i(z4,3b7) if{i(z4,3b8) if1Ti(Z4,3b9) 0 iffiks; | 6005 |
[fz fs fa T Ty 4] oT 1.0 66 .
k3; k37 0 0 0 0 0 11,10
kST kS, 0 0 0 0 0 |[[9F2
llllk'(;l 0 0 lf{zlfu 0 0 6210'%
[ 6676 1
| 598 7 |
+[FT MT xp,4—ib10 xp,4ib11 xp,4ib12 xp,4ib13 xp,4ib14 59981 I
ext ext k?i 0 0 ki)li 0 5911 10
5912 118
8210,9;

Dénde:

8235 = 62109i = Z10,0

Que representa el desplazamiento del cuerpo 3i

121
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Finalmente tenemos:
W = (z7]r)8q + (F"Jr)dq
= (t"Jr + F'Jp)dq
SW = Q7éq
Las fuerzas generalizadas obtenidas son:

QT = (") + F'Jp)
Dénde:

TT:[fz f3 fa T, T3 T4]

(k77 (22,0b2) 0 0 0 0 0
kgiT(Z3,2b3) kgiT(Z3,zb4) kgiT(Z3,zb5) 0 0 kg ks;
Jp = i71;(2a3bs) i91i(2a3b7) if1i(Za3bs) if1;(Zazbs) O if7;k3;
kST kS, 0 0 0 0 0
kST kS, 0 0 0 0 0
71k 0 0 ity 00
[ 60761 1
60g 7
869,8i
6q = '
170010101
6912,111'
[ 6210,9;

FT = [Fth ngt]

o
Jp = xp,4ib10 xp,4ib11 Xp,4ib12 xp,4ib13 xp,4ib14- ka;
i kS; 0 0 kO, 0 0

Donde 6q son las coordenadas generalizadas q.
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Por ultimo, se tiene la ecuacion (4.4)
d [ dl al

Dénde:

6
d/al\ d L, Ly 9L\ 0L
—(—>=— E( ==+ .4)+ =

6
= Z(Dzl'jfi + V2iG + Daij + Vaijq + Daiji + Vai;q) + Dsjii + Vsjq
i=1

q

q+

6
Z(Vzij + Vaij + Vai) + Vs

=1

6
Z(DZU + D3jj + Dyyj) + Ds;

=1

oL

dLe

6
0
= Za_qj(LZi + L3+ Lyg) + 34,
=1
6
= Z(VIZijq + Coij + V'sij + Caij + V'gij + Caij) + V'sjq + Cs;
i=1

6
q+ Z(Czu + Cs4 + Cayj) + Cs;
i=1

6
z(v’zu + Vi + Vi) + Vs
i=1

QT = (TT]T + FT]F)
Q =Jrt +JiF
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124 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

Sustituyendo en la ecuacion (4.4)

- 6 6
Z(Dzij + D3ij + Dyj) + Dsj| G + (Vaij + Vaij + Vaij) + Vs |4 —
L i=1 i=1
r 6 6
Z(V'zl'j + V'35 4+ Vi) + V55| G - [ (Caij + C3i + Cagj) + Cs5| = Q;
Li=1 i=1
r 6
Z(Dzu + D3 + Dyyj) + Dsj| G +
L i=1
- 6 6
Z(VZU + Vaij + Vi) + Vs — Z(V'Zij + Vg4V ) = V'sj|q +
Li=1 i=1
- 6
Z(—Czij—csij—c4ij) - CSj] = Q;
=

Finalmente:

DG+ Vg +C = Q (4.134)

Dénde:

6
Dj = Z(DZU + D3ij + D4ij) + D5]

i=1

- 6 6

Vi = Z(Vzu + Vaij + Vaij) + Vs — Z(V'Zij + V'35 + V' 24ij) = V's;

Li=1 =1

r 6
G = Z(—CZij—Csij—C4ij)—55j]
Li=1

124



4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange 125

Escribiendo la ecuacion (4.134) seis veces, una para cada j = 1,2,3,4,5,6,
obtenemos ecuaciones escalares, las cuales se ordenan de la siguiente forma:

D1 (Vi1 [Gi]  [Q1]

D, v, C| |0

Ds|,.  |Vs|.  |Cs| _|@s
+ A=

) O 178 K o)l O 6

Ds Vs Cs| |0s

1228 I 1775 B Vol I O

D'g+V'g+C' =Q

D'g+V'g+C' =]$r +]§F
D'g+V'g+cC —JIF =JIt

Jr'D'G+ Vg +]7TC + ()7 TJEF) =T

Finalmente:
Dij+Vg+C+E=1 (4.135)
Dénde:
D =]J;"D'
V=5
C=Jj'c

E=—J;TJIF
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126 4. Analisis Dinamico Formulacion Euler — Lagrange

4.3.4. Solucién del método Euler-Lagrange

La solucion del método de Euler-Lagrange, se obtuvo con ayuda del
software Mathematica 9, y consisti6 en programar la ecuacion (4.135) con cada
uno de los términos que la componen.

Di+Vi+C+E=1

Los datos de masas, inercias y fuerzas externas usadas en este método
son las mismas empleadas en el método de Newton-Euler [2].

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las graficas de las Fuerzas obtenidas
para el analisis dinamico de cada cadena:

10- Fer -

-10

_20,

Dindmico Lagrange (N.m)

-30

_40 - Feo

t(s)

Figuras 4.1 Fuerzas presentes en los actuadores 1,2y 3
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10+ Fee
O,

g

Z

&% -10

=

s

)

o] Fey

£ 20

g

Aav] -

£

A

_30,

—40 Fes
o 1 2 3 4 5

t(s)

Figuras 4.2 Fuerzas presentes en los actuadores 4,5y 6



Capitulo 5

Conclusiones

Comprobando el analisis realizado en la tesis anteriormente mencionada [2]
se hace notar que el uso de las matrices de transformacién homogéneas como
herramienta para el analisis cinematico brinda una mejor comprensién del
comportamiento de una cadena cinematica al utilizar traslaciones y rotaciones
puras a partir de sistemas de referencia locales anteriores, facilitando de esta
manera el desarrollo de la cinematica sin importar la configuracion, o tipo de juntas
que compongan al manipulador.

Para el analisis dinamico formulacion Euler-Lagrange, se usaron las bases
locales e inerciales; las primeras se usaron para el calculo de la energia cinética
de los eslabones, ya que existe un producto punto y no importa en qué base se
realice siempre y cuando los vectores estén proyectados en la misma base; la
segunda se implementd para el calculo de la energia potencial, debido a este
caso, por facilidad, se decidié que todos los vectores de centro de gravedad de los
cuerpos estén proyectados en la misma base.

Mientras que para el analisis dinamico formulacion Newton-Euler, se
implementan diferentes bases locales, las cuales evitan que las ecuaciones estén
mas cargadas de informacion (con los angulos de las matrices de rotacion), tal
como sucede con el uso de bases inerciales, ya que es necesario proyectar cada
uno de los torsores a esta ultima. De esta forma, se pueden usar tantas bases
locales como se quiera, siempre y cuando sean usadas de forma correcta el
resultado debe ser el mismo que el obtenido con bases inerciales.

Por ello es notable que los resultados obtenidos por uno u otro método
mencionados anterior mente nos brindan el mismo resultado que se esperaba, es
decir son dos planteamientos distintos que nos permiten obtener un mismo
resultado; pero con una implementacion distinta. Ya que para la construccion e
implementacion se debe tener un cumulo de informacién que permita lograr este
objetivo. Dicha informacion se obtiene de las dos formulaciones desarrolladas en
este trabajo: La primera es la formulacién Newton-Euler; que gracias a que toma
en cuenta las fuerzas de restriccion, inerciales, debidas a los pesos etc.; brinda la
informacion necesaria para disefar cada una de los elementos mecanicos del
robot (pernos, rodamientos, geometria de las barras, etc.). La segunda el cual fue
el tema de estudio de esta tesis, que es la formulacion Euler-Lagrange, permite
obtener un modelo matematico adecuado para la mayoria de los esquemas de
control, una ventaja particular del modelo obtenido en este trabajo es que es un
modelo completo, ya que no se hace ningun tipo de simplificacion.
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5. Conclusiones 129

Para el disefio de controladores de movimiento, se realiza el analisis de
estabilidad y el analisis del acotamiento de las senales, para cada controlador.

Para realizar el estudio de estabilidad se siguen dos metodologias
diferentes. Una de ellas es, cuando ya se conoce el controlador y esta enfocado
al analisis de estabilidad, en la que se debe establecer la ecuacion dinamica del
sistema y la ecuacion deseada, para asi obtener la ecuacion dinamica del error.
Se desarrolla la ecuacion del error de lazo cerrado (incluyendo la ecuacion del
controlador), proponiendo una funcién candidata a Lyapunov que incluya a todos
los estados de la ecuacidon dinamica del error, posteriormente se deriva la funcion
obtenida y se evalua a lo largo de la trayectoria, si la derivada de la funcién es
definida negativa, el sistema en lazo cerrado es estable.

La segunda metodologia, se implementa cuando se realiza el disefio de un
controlador que asegure la estabilidad del sistema, en la cual se establece la
ecuacion dinamica y la dinamica deseada, se obtiene la ecuacion del error y se
propone una funcion candidata a Lyapunov que incluya todos los estados de la
ecuacion dinamica del error, después es derivada la funcion de Lyapunov
evaluando a lo largo de la trayectoria, para finalmente forzar a que la derivada se
la funcidn sea definida negativa y al hacerlo se obtiene la ecuacion del controlador.

Por ultimo, los resultados obtenidos con cada una de las formulaciones, se
puede concluir que son correctos y que si alguien decidiera continuar con la
construccion e implementacion del robot, puede tomar la informacién presentada
en este trabajo como base para su desarrollo.
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Apéndice A.
Resultados del Capitulo 2.

A.1 Resultados de Posicion.
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Figura A.2 Resultados de Og7;
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Figura A.4 Resultados de 61110;
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A.2 Resultados de Velocidad.
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Figura A.15 Resultados de 0;,11;

138



Apéndice B.
Desarrollo y comprobacion de la ecuacion (4.80):
R33! = i x RES
Desarrollando el término izquierdo de la ecuacion anterior, donde:
R3i" = Rya(=011,100)
ksi=[0 0 11
Derivando la matriz de rotacion respecto al tiempo:

aRZ‘]-(_ell,loi)
6911,10i

5110 _
R9i -

Comprobando la derivada a través del Software Mathematica 9 obtenemos

cada uno de los elementos de R}

Réil[i1,1] =0
Réil[il,z] =0

Réiﬁs] =0

Ryl =0

Rolh 21 = —611,10: S611,10:
Réil[iz,s] = 911,101‘ cB11,101
Ryl =0

Rols 21 = —61110i €011,10:

5110 _ _
R9i[3,3] = —011,10i S011,10i
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Ahora al multiplicar R3}' k3"

0
Ré}lk‘g} = | 611,10i €B11,10i

—011,10i S011,10i

(e.1)
Desarrollando el segundo término, donde:
11i . :111
w119 = —011,10il11
iy =M1 0 o
Al desarrollar wiiy; , se tiene:
11i _611,1Oi
Wi1,9; = 0
0
Rk
0
RIVE3: = |s011,10i
611,101
Ahora desarrollando el producto cruz entre estos Ultimos wii; X Ry} kst
0
a)ﬁlgl R R 01.1,10i 611,101
—011,10i S011,10i
(e.2)

Finalmente se hace notar que las ecuaciones (e.1) y (e.2) son iguales, por
lo tanto, se comprueba que R3i'ksl = witl; X Ryi'kat, se cumple. De la misma

forma se pueden comprobar las ecuaciones (4.73), (4.78), (4.86), (4.88) y (4.90).
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Desarrollo y comprobacion de la ecuacion (4.97):

En esta seccién se efectuara el desarrollo matricial del término %, para
demostrar que lo presentado en la seccion 4.3.2 es correcto. ]
Desarrollo matricial:

De la ecuacion (3.1):

Teai =10 + 15 + 15 + 14 + 150
180 = 10 + 18 + 15 + 14 + Rydss
Dénde:
rG72ii’ = [X62i Yezi Ze2i]
R'?i = RZ6(613i)R26(632i)RZ4-(64-3i)R26(665i)R26(07,6i)
R3' = R;6(—07,6i)Rz6(—865:) Rz (—843:) Rz6 (—832:) Ro6 (—815:)

Derivando la ecuacién (3.1) respecto al tiempo:

Vo = Rgi(Rgi)TTGOZi'
= W;irGar

Al desarrollar se obtiene W5 = 6,,59; y escribiendo r%,; en funcion de rZi.
la ecuacioén anterior, se tiene:

Vgai = S7Oi(R$iTG72ii’)97i (e.3)

—c(0761) s(0761) C(97,6i)—5(97,6i)

o __
S7i = —5(07,6:) —c(07,i) C(97,6i) +5(07,61)
0 0 0

Ahora la ecuacion (4.6):
70 _ 4
Vgai = B761 €2

Por la semejanza entre las ecuaciones (4.6) y (e.3) nos damos cuenta que
e,; proyectado en la base inercial es:

0 _ co po.,.7i
ey = S7iR77¢ar
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Derivando e; respecto a g;:

00;

ded, 0 .
— SO RO. 71
aq] 6971: ( 7i7iTG2i

ORS, .\ 96,
_ 50,_7lr7t,,>_7l
( 71 aeﬁ G21 aq]

Ahora proyectando ey; en la base local 7i:

d ey - dR7; 5 \ 987
L R7I. o 7o\t
061,- o <S71 097i TGai aq}_
(e.d)
d0;
=]1i,1ﬁ7jl

Finalmente, desarrollando la ecuacion (e.4)

Oei l‘xm’l 067,

— = |—Yei | =—

Por otro lado, del desarrollo vectorial de la seccion 4.3.2, sabemos de la
ecuacion (4.97):

dey; i i i 0076
— L =k (Kb x 7)) —=
3q, 7i ( 7i Tc;zl) 94,

Desarrollando la ecuacion anterior, se tiene:

dey; I_xGZi,l 607,6i

- = | Yeai
aq; 0 aq;

De esta forma nos damos cuenta que el desarrollo matricial y vectorial arrojan el
mismo resultado, por lo tanto, se comprueba que el desarrollo de la seccion 4.3.2.
es correcto. En el desarrollo de dicha seccidn se usara el método vectorial para

derivar vectores respecto a q;;.

142



	Portada
	Contenido
	Capítulo 1. Generalidades
	Capítulo 2. Análisis Cinemático
	Capítulo 3. Momentos de Inercia y Cinemática de los Centros de Gravedad
	Capítulo 4. Análisis Dinámico Formulación Euler-Lagrange
	Capítulo 5. Conclusiones
	Bibliografía
	Apéndices



