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APORTACION AL CONOCIMIENTO

A continuaciodn, se presentan las a portaciones mas importantes del presente trabajo
aplicado a los fenémenos de transporte en fluidos newtonianos en sistema que presentan el

fendmeno molecular de deslizamiento.

La aportacion a este trabajo de tesis de licenciatura es el estudio del efecto de
deslizamiento (V) en particular para un fluido newtoniano, en particular, en este trabajo se
estudia el flujo continuo por compresion entre dos discos concéntricos, se parados a una
distancia h. El plato superior, se perfora con una serie de orificios aleatorios de tal manera
que el fluido entra por los orificios simulado un flujo continuo. Las aportaciones mas

importantes son presentadas a continuacion:

a) En este trabajo se acopla la ecuacion de continuidad con la ecuacion de momento
para un fluido newtoniano (Navier-Stokes).

b) A partir de un conjunto de variables adimensionales se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales, las cuales dependen de dos numeros
adimensionales: o y el nimero de Reynolds Re. El primero de ellos, relaciona dos
longitudes caracteristicas axial y radial respectivamente, y el segundo dos tipos de
mecanismos, inerciales y viscosos.

¢) Suponiendo que los términos que contienen el parametro alpha son pequefios, el
sistema se puede simplificar, al flujo entre placas paralelas por medio de un
gradiente de presion radial constante. Esta aproximacion es conocida como de
lubricacion y el método que se presenta aqui demuestra que las contribuciones son
pequefias, en vez de solo invocar la aproximacion de lubricacion.

d) Geométricamente, el flujo se aproxima al de una rendija a gradiente de presion
contante.

e) A partir del balance entre el gradiente de presion y la componente rz de la
divergencia del tensor esfuerzos, se obtienen expresiones analiticas para las
siguientes cantidades dinamicas: (1) Velocidad radial, (i1) Velocidad axial, (iii)

Gradiente de presion, (iv) Perfil de Presiones, (v) Gradiente de presion, (vi) fuerza
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normal en el plato superior. Todas ellas, en funcién de las propiedades del medio,
geométricas, y la velocidad promedio con la que se inyecta el plato inferior.

Los perfiles de velocidad se modifican por efecto del deslizamiento, es decir las
curvas de los perfiles de velocidad pierden su efecto axi-simetrico, y el sistema se
puede comparar al flujo de un sistema que combina el flujo de Couette y el de
Poiseulle en un sistema de placas paralelas.

El efecto de los mecanismos deslizantes tiene un efecto negativo en el contexto de
la fuerza normal, ya que disminuye su valor numérico y su capacidad de carga.

A partir de datos reométricos, se predicen las curvas de velocidad y fuerza
resultando que el sistema es muy sensible a los datos reométricos que sean
utilizados.

Finalmente, este trabajo es punto de partida en la extension de sistemas complejos
con mecanismos deslizantes en la pared lo que abre posibilidades en la industria de

agentes lubricantes basados en sistemas poliméricos.
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NOMENCLATURA

Variables dimensionales

a Radio del disco. [m]

E Fuerza Newtoniana. [N]

h Distancia entre los discos. [m]

m Coeficiente de homogeneidad. [1]

o) Presion hidrostética. [Pa]

Q Flujo volumétrico. [m?/s]

{r,z} Coordenadas axial y radial respectivamente. [m]
\Y Velocidad radial dimensional. [m/s]

Ve, Velocidad axial dimensional. [m/s]
(V) Velocidad Promedio. [m/s]
V, Factor de deslizamiento. [m/s]

Variables adimensionales

F Fuerza adimensional en el plato superior. z =1

P Presion hidrostatica adimensional.

{r*,z*} Coordenadas axial y radial adimensional respectivamente Y y Z.
Re Numero de Reynolds.

u(r’) Velocidad radial adimensional en z = 0.

Vi Velocidad radial adimensional.

\'a Velocidad axial adimensional.

Vectores y tensores

D Tensor rapidez de deformacion. [1/s]

(] Tensor de esfuerzos. [Pa]
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\% Vector velocidad. [m/s]
\AY Tensor gradiente de velocidad. [1/s]
vv' Transpuesta del tensor gradiente de velocidad. [1/s]

Letras griegas

a Relacion entre la longitud caracteristica axial h y la longitud

caracteristica radial a. [1]

i Viscosidad del fluido. [Pas]

0 Coordenadas angular. [1]

G, Componente ik del tensor de esfuerzos. [Pa]
P Densidad del liquido. [kg/m3 ]

GLOSARIO

Aproximacion de Lubricacion:

Deformacion:

Deslizamiento:

Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Ecuacion de Navier-Stokes:

Es cuando en un sistema se desprecian los términos
pequefios, los cuales estan relacionados con el cociente
de dos longitudes caracteristicas axial y radial
respectivamente.

Cambio relativo de la posicioén con respecto a otra en
un medio continuo.

Es cuando en un sistema fisico no se cumple la
condicion de adherencia de la superficie al fluido.
Ecuacion que relaciona las variables dindmicas en un
sistema. En particular en reologia es el Esfuerzo y la
Deformacion.

Ecuacion  diferencial parcial que representa la
conservacion de materia en un sistema fisico.

Segunda ley de Newton aplicada a un medio continuo.
Ecuacion de movimiento aplicada a un fluido

Newtoniano.
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Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dindmica del
sistema depende del tiempo.

Fluido: Es aquel que al aplicarle un esfuerzo se deforma
continua irreversiblemente.

Fluido incompresible: Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido newtoniano: Fluido con viscosidad constante ¢ independiente de la

rapidez de deformacion.

Fluido no-newtoniano: La viscosidad es una funcion de la rapidez de
deformacion.
Fluido adelgazante al corte: Fluido que decrece su viscosidad por efecto de un

aumento en la rapidez de deformacion.

Fluido engrosante al corte: Fluido que aumenta su viscosidad por efecto de un
aumento en la rapidez de deformacion.

Flujo volumétrico: Volumen por unidad de tiempo.

Lubricacion: Es cuando en un sistema fisico se mete un fluido
viscoso que minimiza el contacto entre ellos, para
abatir la friccion o la disipacion de energia.

Modelo de Cross: Modelo reologico de cuatro parametros materiales
que describe la viscosidad en funcion de la rapidez de
deformacion y que predice dos zonas a baja y alta
rapidez deformacion y la zona intermedia asociada a la
ley de potencia.

Modelo de Ellis: Ecuacion constitutiva no newtoniana que contiene
como caso particular el modelo newtoniano y el
modelo de ley de potencia.

Rapidez de deformacion: Evolucion temporal de la deformacion.

Viscosidad: Medida de la resistencia a fluir de la materia.
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RESUMEN
En este trabajo se estudia un sistema de lubricacién de platos concéntricos con

deslizamiento en la pared. EL flujo continuo por compresion consiste en dos platos
separados a una distancia z = h y radio r =a. Para simular el flujo continuo en el sistema, se
perfora el plato de abajo con una serie de orificios por los cuales, un fluido es inyectado a
flujo volumétrico constante. Con el fin, de resolver las ecuaciones diferenciales lineales
acopladas (Momento, Continuidad, Constitutiva), se propone un conjunto de variables
adimensionales, que permiten introducir un parametro perturbativo (mucho menor a uno),
el cual relaciona dos longitudes caracteristicas (axial y radial). A orden cero, la expresion
para la fuerza es equivalente al modelo de Stefan, y a primer orden se obtiene una
correccion por efectos inerciales. Finalmente, se utilizan datos experimentales provenientes
de la literatura y son comparados con las predicciones de nuestro modelo.

Palabras claves: Flujo por compresion, Deslizamiento en la pared, Método Perturbativo,

Lubricacion, Fluidos Newtonianos.

Area especifica del proyecto: Fendmenos de Transporte y Reologia

ABSTRACT
In this work, it is studied a Lubrication system in a concentric circular plates with

partla slip on the wall. The continuous squeeze flow consist in two circular plates with a
gap H and radius a. In order to simulate the continuous volumetric flow in the system,
arrays of holes are made in the lower plate. In order to solve the set of coupled nonlinear
differential equations (Momentum, Continuity and Constitutive ) it is proposed a set of
dimensionless variables, which lead introduced a small parameter, which is a ratio between
two lengths scale associated to the gap H and radius r. To zeroth order, the normal force is
equivalent to the Stefan equation, which depends of the geometric, slip and material
properties in the system. To first order in the perturbation parameter, and analytical inertial-
force expression is obtained. Finally, continuous squeeze flow film is predicted using
experimental data from the literature and compare them with our model.

Key words: Squeeze flow, Slip wall, Perturbation parameter, Lubrication system,
Newtonian Fluids.

Fields of the project: Transport Phenomena and Rheology
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FUNDAMENTACION DE LA ELECCION DEL TEMA

1.1Flujo por compresion

1.1.1 Descripcion

El flujo por compresion es uno de los sistemas mas estudiados en el area de
fendmenos transporte y reologia (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Brindley et al.
1976). En este sistema, el fluido es colocado entre dos platos circulares paralelos, el inferior
se encuentra estatico mientras que el superior se aproxima con una velocidad H( t)
comprimiendo al fluido que se encuentra colocado en el plato inferior (Barnes et al. 1989;
Bird et al. 1987, 2002; Brindley et al. 1976). El fluido es comprimido por una fuerza
constante y fluye en la direccion radial hacia fuera del sistema (Barnes et al. 1989; Bird et
al. 1987, 2002; Brindley et al. 1976; Leider & Bird 1974; Leider 1974). En este sistema se
supone, que el fluido es lo suficientemente viscoso, de tal manera que el liquido permanece
entre los dos platos, i.e., la tension superficial entre el fluido y la superficie es lo

suficientemente alta para mantener el fluido en el plato inferior (Bird et al. 1987, 2002)

- il

Figura 1 Flujo por compresion axi-simetrico con una masa constante
de la muestra entre los platos (Engmann et. al. (2005) [9]).

v )
vu

Figura 2 . Flujo por compresion axi-simetrico con area de contacto
constante entre los platos y la muestra (Engmann et. al (2005) [9])
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1.1.2 Aplicaciones
Este sistema ha sido empleado en diferentes contextos en la industria, investigacion

y aplicaciones de tipo tecnoldgico (Engmann et al. 2005). Ejemplos de flujo por
compresion se pueden observar en la vida cotidiana (Engmann et al. 2005). Por ejemplo,
cuando ingiere un alimento y se procesa en los dientes, se forma una pasta que después es
deglutida y pasa por el aparato digestivo (Engmann et al. 2005; Tornqvist et al. 2000). En la
industria de los alimentos, existen muchos ejemplos de este tipo de sistemas de flujo
(Engmann et al. 2005; Tornqvist et al. 2000). El amasado de pan, la preparacion de galletas
en donde unen la pasta o la crema con las superficies so6lidas, son ejemplos claros de flujo

por compresion en la industria alimenticia (Engmann et al. 2005; Tornqvist et al. 2000).

En la industria de los polimeros, los procesos de moldeo, inyeccidon y extrusion
combina flujos cortantes y extensionales, los cuales son punto de partida en la descripcion
matematica y fisica de estos sistemas (Bird et al. 1987; Covey & Stanmore 1981). Desde el
punto de vista de la teoria de lubricacion, el estudio de aditivos poliméricos, es un reto que
estd todavia muy lejos de ser entendido (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Covey &
Stanmore 1981; Engamnn et al. 2005; Phan-Thien & Tanner 1983, 1984, Phan-Thien et al.
1985, 1987; Phan-Thien & Walsh 1984; Phan-Thien & Low 1988; Phan-Thien 2000; Scott
1931, 1936). Los aditivos son fluidos que permiten, evitar o disminuir la friccion o
desgaste entre la maquinaria y el equipo de uso en la industria mecénica (Bird et al. 2002;

Phan-Thien & Tanner 1984).

1.1.3 Tipos de sistema fisico

En este sistema, se han probado diferentes tipos de fluidos: (a) Liquidos
newtonianos, (ii) y Liquidos no newtonianos (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Covey
& Stanmore 1981; Engamnn et al. 2005; Phan-Thien & Tanner 1983, 1984, Phan-Thien et
al. 1985, 1987; Phan-Thien & Walsh 1984; Phan-Thien & Low 1988; Phan-Thien 2000;
Sherwood & Durban 1996 ab). Desde un punto de vista geométrico, el flujo por
compresion ha sido investigado con diferentes geometrias: a) rectangulares, b) circulares (el
mas utilizado) y c) esféricos (Chen 1993; Covey 1981; Engmann et al. 2005; Leider & Bird
1974; Leider 1974; Lian et al. 2001)
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1.1.4. Ecuaciones constitutivas
Este modelo se ha estudiado con diferentes tipos de ecuaciones constitutivas

llamadas: 1. Viscosos: (1) Newton, (ii) Ostwald, (iii) Bingham, (iv) Hershel Bulkley, II.
Modelos viscoelasticos lineales: (a) Maxwell, (b) Jeffreys, (c) Burgers (d) Viscoelastico
Generalizado, III. Modelos viscoelasticos no-lineales: (1) Maxwell convectivo superior,

(2) Tanner, (c) Oldroyd B, (3) Giesekus, etc. (Barnes et al.1989; Bird et al. 1987, 2002)

1.1.5 Aproximaciones matematicas
Matematicamente, este sistema es muy complicado debido a que el vector de velocidad

contiene dos componentes: radial y axial respectivamente, las cuales son funciones del
tiempo y de la posicion radial y axial respectivamente, i.e. {Vr (1,z,t), Vz (1,z,t)} (Bird et al.
1987, 1987, 2002). Este hecho complica notablemente los métodos analiticos (Grimm et al.
1976), y naturalmente induce los métodos numéricos, ya que se tiene la ecuacion de
continuidad, dos componentes de la ecuacion de movimiento y las componentes de la
ecuacion constitutiva respectivamente (Phan-Thien & Tanner 1983, 1984, Phan-Thien et al.
1985, 1987; Phan-Thien & Walsh 1984; Phan-Thien & Low 1988; Phan-Thien 2000).
Incluso el modelo mas sencillo, como es el newtoniano, se complica por este hecho lo que
lo hace un problema muy atractivo para los estudios de la reologia, mecénica de fluidos y

fendmenos de transporte (Bird et al 1987, 2002; Grimm 1976).

A

Figura 3 Sistema de coordenadas y dimensiones basicas usadas en la
descripcion del flujo compresible axi-simetrico. Engmann et. al. (2005)
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La primera aproximacion analitica, se hace suponiendo que los términos que sean

multiplicados por la separacion de los platos y dividida por el radio del disco circular, son
pequeiios es decir, H/a << 1, por lo que los componentes de la ecuacion de movimiento

que los contienen se desprecian (Bird et al. 1987, 2002). Esta suposicion se conoce como

aproximacion de Lubricacion, la cual fisicamente consiste en despreciar los efectos de

curvatura, v aproximar el flujo como si se tratara de un flujo a gradiente de presion

constante entre dos platos paralelos (Sthefan 1874; Bird et al. 1987, 2002; Brindley et al.

1976). En el estudio del flujo por compresiéon han sido incluidos fluidos viscosos
newtonianos, fluidos viscosos no newtonianos, fluidos viscoelasticos lineales y no lineales
respectivamente (Bird et al. 1987, 2002; Brindley et al. 1976; Huang et al. 2002;
McClelland & Finlayson; Phan-Thien & Tanner 1983; Phan-Thien & Tanner; Phan-Thien
2000; Sherwood & Durban 1996a, 1996b; Waters & Gooden 1983, 1984; Engmann et al.
2005).

Otras aproximaciones se basan en suponer conservacion de masa en el sistema, i.e.,

que la ecuacion de continuidad se satisface por un conjunto de funciones, las cuales al ser
sustituidas en las componentes de la ecuacion de movimiento conducen a un sistema no
lineal de ecuaciones acopladas que permiten proponer diferentes esquemas de tipo
numérico. (Phan-Thien & Tanner 1983, 1984, Phan-Thien et al. 1985, 1987; Phan-Thien &
Walsh 1984; Phan-Thien & Low 1988; Phan-Thien 2000). Por ultimo, en este contexto los
métodos basados en esquemas de diferencias finitas, elemento finito, volumen finito,
permiten obtener resultados més precisos para el valor de la fuerza en el plato superior
respectivamente (Phan-Thien & Tanner 1983, 1984, Phan-Thien et al. 1985, 1987; Phan-
Thien & Walsh 1984; Phan-Thien & Low 1988; Phan-Thien 2000).

1.1.6 Antecedentes e historia del flujo por compresion
El flujo por compresion de un liquido newtoniano fue estudiado despreciando los

mecanismos inerciales (Sthefan 1874; Brindley et al. 1976; Bird et al. 1987, 2002). En este
sistema, el fluido viscoso es colocado entre dos platos separados de radio a y separados a
una distancia h, y el plato superior, se aproxima con una velocidad no constante, es decir,
la velocidad se modifica punto a punto (Sthefan 1974; Brindley et al. 1976; Bird et al.
1987; 2002). Stefan (1874) demostré que la fuerza para mantener el movimiento del

liquido fluyendo por el espacio comprendido entre los platos, es proporcional a la
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viscosidad cortante y propiedades geométricas del sistema. La ecuacion basica de Stephan
esta dad por la siguiente expresion analitica:

[
_3ma'n, H()

=3 H(t)3 (a)

F(t)

En la Ec. (a) F (t) es la fuerza que experimenta el plato superior debido al medio, 1 es la

viscosidad del medio, h (t) es la separacién del medio, a es el radio del disco y l“l(t) es la

velocidad promedio (Sthefan 1984; Brindley et al. 1976; Bird et al. 1987, 2002; Leider and
Bird 1974; Leider 1974; Grim 1981). Por otra parte, Scott (1931) investigo el sistema de
flujo por compresion, pero a un fluido de la ley de potencia. El resultado fue un modelo no
analitico no lineal, el cual describe la variacion de la fuerza, en funcion de la separacion de
los platos. El modelo analitico de Scott se define de la siguiente manera:

n-1

2n(2+1/n)"

FO= n+3

[
K H |H H—(2n+l)Rn+3 (b)

La Ec. (b) representa la fuerza para mantener el movimiento del fluido por efecto de la
compresion. En este trabajo se deduce una expresion analitica para la fuerza en funcion de
las propiedades del modelo de ley de potencia. Este resultado se aplica a fluidos
adelgazantes y engrosantes al corte respectivamente. Esta expresion se reduce a los
encontrados por Sthefan (1874) para un fluido newtoniano (Bird et al. 1987, 2002; Brindley
et al. 1974). Por otra parte, Brindley et al. (1974) analizaron un liquido viscoelastico con
una ecuacion constitutiva de segundo orden en el tensor rapidez de deformacion. En su
investigacion se deduce una expresion analitica para la fuerza y la altura de descenso en
funcion de las propiedades materiales, geométricas y la velocidad con la que desciende el
plato (Brindley et al. 1974). Por otra parte Covey et al. (1981) investigo el esfuerzo de
cedencia en el flujo por compresion. En su investigacion, caracterizaron el fluido con dos
ecuaciones constitutivas. La primera de ellas con un modelo de Bingham y la segunda con
un Herschel-Bulkley (Bird et al. 1987, 2002). En este estudio se reportan dos soluciones
analiticas, en funcion de los pardmetros del medio para valores asintdticos en el nimero de
plasticidad, el cual relaciona el esfuerzo cortante con el esfuerzo de cedencia (Bird et al.

1987, 2002). Los datos experimentales que reportan para pastas, concuerdan con el modelo

6



4] UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO o
FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ZARAGOZA ZARAGOZA

teorico deducido el cual, concuerda con las observaciones y ajustes experimentales. A
partir de sus predicciones tedricas y ajustes experimentales, los pardmetros materiales del
sistema son calculados (Covey et al. 1981). En la Tabla 1 se muestran algunos de los

resultados analiticos de los trabajos antes mencionados.

Tabla 1. Fuerza normal dentro de los platos (para muestra con area constante) en
funcion de la separacion de los platos H y la velocidad de descenso del plato dH/dt

Ecuacion Fuerza normal F (H, H, H)
Constitutiva
4 ]
3man, H
Fr=—_2""10""
Newton > H3
Ostwaeld n n-1
Fz :_275(2"'1/11) KIEI ITI @ DR 03
n+3
M
2nt R®  47R° c | -KHR
zZ= + 3 2TyKHR ; — < 0.05
3H 7H © H
|
3nR* |H|K 0
i nt R’ -
Bingham Fz—=_—¥" . : KHZR > 10
H 2H t,H
1.282KHR tH (H)* H
z=—— "35°°-11-1.238 — ;0.01 < — <0.1
(H/R) K H R
. Kl/(nﬂ),t n/(n+1) I‘_‘In/(nﬂ) |
Fy ZnTyR3 - a1 g y _-K'"HR o
Hel‘Shel z= U T 4n+3 H(4n+3)/(n+|) b Ty”“Hz
Bulkley B
2rHH| K n -
o R T (2n+1) pe. “K"HR
H H2n+1 (l’l+3) n s Tyl/nHZ
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1.1.7 Viscosimetria de platos paralelos
Una de las aplicaciones mas importantes del flujo por compresion es el calculo de

las propiedades materiales, es decir, viscosidades y tiempos de relajacion respectivamente.
El experimento clasico consiste en suponer una fuerza constante, y dejar que el sistema se
comprima hasta que la proximidad en los platos sea del orden de micras. La expresion
basica puede ser deducida de la Ecuacion de Sthefan. Suponiendo que la carga Fz = Fy se
puede integrar la Ec. (1), por lo que se tiene la siguiente funcion para el descenso de los

platos en funcién de la altura inicial.

2 -1/2
4H OFOtj

Ht)=H,| 1+
(t) ( R’

(©

Notese que la altura esta determinada por las propiedades geométricas y materiales del

sistema. La Ec.(c) es punto de partida en muchas investigaciones con diferentes tipos de

fluidos.

Tabla 2. Separacion de los platos bajo la aplicacion de una fuerza Fo constante, para

diferentes modelos materiales sin deslizamiento en los platos: (Engmann et al. 2005).

Modelo Area constante H (Fo, t) Volumen constante H (Fy, t)
SH2 Et)
H)| I+ ——%
3nuR,
5 -172 . ‘
N Hi)=H, |1+ 4H" Et Asumiendo:
ewton 0 3 4
muR H,
R(t)= R,
H(t)
H(t) =
Un /@D
Ley de g o ntl [ F(n+3)
potencia 0 m+1\ 27iKR™? No hay expresion analitica
2nt R’ 2V¥21 2
Bingham H(t—>o0)=—2 H(t—>o)=| —~
3F, 3T,
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1.1.8 Efectos de la temperatura en el flujo por compresion
El efecto de la temperatura ha sido incorporado acoplando la ecuacion de transporte

de energia, con la de momento y reoldgica en una geometria de platos paralelos (Sherwood
& Durban 1996 a,b). En esta investigacion, se acopla la ecuacion convectiva superior de
Maxwell con la ecuacion de energia y se propone que la ecuacion de viscosidad tenga una
dependencia tipo Arrhenius (Bird et al. 1987; 2002). En esta investigacion, el sistema
acoplado no lineal de ecuaciones diferenciales parciales, se resuelve por un método
numérico basado en calculo variacional (elemento finito). Sus resultados demostraron que
la temperatura de bulto esta fuertemente correlacionada con las propiedades del medio y la
energia (calor) decrece conforme el sistema es comprimido (Sherwood & Durban 1996

a,b).

1.1.9 Efectos de la porosidad en el flujo por compresion
La mayoria de los materiales de interés en la industria son porosos, en este contexto,

Sherwood & Duban (1996) estudiaron el flujo transitorio por compresion para pastas. En su
investigacion, la ecuacion de movimiento y las condiciones de contorno fueron modificadas
para incorporar los efectos de porosidad y la filtracion en el medio, por lo que la solucion es
numérica. Sherwood & Durban (1996) a,b demostraron que la fuerza de compresion es
inversamente proporcional al nimero de Peclet que se puede expresar como el producto

entre los numeros adimensionales de Reynolds y Prandtl (Bird et al. 1987, 2002).

1.1.10 Efectos inerciales y elasticos en el flujo por compresion
Muchos autores, han incorporado los mecanismos inerciales y eldsticos mediante

métodos perturbativos mediante técnicas perturbativas las cuales, se centran en obtener un
conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas (McClelland & Finlayson 1983; Waters &
Gooden et al. 1983, 1984). McClelland & Finlayson (1983) estudian el flujo por
compresion transitorio en una geometria de platos concéntricos, utilizando una técnica
basada en teoria de perturbaciones con el fin de incluir efectos inerciales y elasticos. En

esta investigacion, el fluido es caracterizado por un modelo tipo Maxwell (Bird et al. 1978).
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1.1.11 Flujo por compresion en diferentes geometrias
Algunos autores han tratado de investigar el flujo por compresion modificando la

geometria de compresion. Lian et al. (2001) estudio el flujo por compresion de un liquido
tipo ley de potencia, en un sistema esférico. Sus resultados demostraron que el gradiente de
presion tiende a cero conforma la separacion es pequena. Aqui la separacion de los platos
es funcion del radio de las esferas y la fuerza decrece en funcion de las propiedades

materiales del modelo tipo ley de potencia.

Sin embargo el flujo por compresion tradicional tiene un inconveniente, que

existen partes mecanicas moviles, las cuales deben de tomarse en cuenta en el balance

mecanico, es decir, la inercia del plato superior moviéndose a una velocidad de

descenso contribuyve al balance global de la fuerza. Este hecho por si solo complica el

estudio v el modelamiento matematico del sistema, lo que representa una desventaja.

1.2 Flujo continuo por compresion

El flujo continuo por compresion (Ver. Fig.4) fue propuesto por Oliver et al.
(1974,1984). Este sistema simula el problema tradicional del flujo por compresion entre
dos superficies. En contraste, el flujo continuo por compresion, el fluido es inyectado a
flujo constante entre dos discos paralelos de radio a, los cuales estdn separados por una
distancia axial h, es decir, el liquido entra por una serie de perforaciones en el plato
inferior. El sistema tiene las ventajas de que no hay partes moviles, por lo que no se toma

en cuenta la inercia de los platos.

1.3 Antecedentes del flujo continuo por compresion

Waters y Gooden (1983, 1984) han analizado este sistema para un fluido tipo ley de
potencia, usando un método perturbativo para el conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales. A orden cero demostraron que la fuerza depende de las propiedades
geométricas y del flujo como son: (i) el radio y la separacion de los platos y (ii) la
viscosidad cortante, las constantes del modelo de ley de potencia y la no-homogeneidad del

liquido debido a las perforaciones en el plato inferior. En el caso particular de un flujo
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homogéneo, la relacion que obtuvieron es equivalente al modelo de Stefan (1902) para el
flujo transitorio por compresion analizado por Waters et al (1983). En este trabajo, para la
ecuacion de Stefan ellos analizaron el flujo por compresion tradicional en el cual el plato
superior se aproxima al plato inferior con velocidades bajas. Para flujo homogéneo se
obtuvo una expresion que se aproxima al resultado que obtuvo Scott (1931). En este
contexto, se demostrd que los efectos inerciales contribuyen al fenomeno de lubricacion.
De la misma manera, Waters y Gooden (1984) analizaron un liquido viscoelastico
caracterizado por una ecuacion constitutiva tipo Oldroyd-B (Bird et. al. 1987 ), la cual
contiene ocho pardmetros materiales las cuales pueden ser ajustadas mediante experimentos
en estado estacionario y no estacionario. Este modelo, predice efectos no lineales asociados
matematicamente con los operadores convectivos de los tensores de esfuerzo y rapidez de
deformacion. Fisicamente, estos efectos representan las contribuciones viscoelasticas del
medio. A orden cero los autores demostraron que las curvas de la fuerza como funcion del
numero de Weissenberg son muy similares a las curvas de la viscosidad como funcién de la
rapidez de deformacion. Se demostrd que la fuerza depende de las propiedades materiales
del modelo de Oldroyd-B (Bird, et. al. 2002). A primer orden en el parametro de
expansion, la fuerza puede ser separada en dos contribuciones asociadas a los mecanismos

inerciales y viscosas respectivamente.

Desde un punto de vista experimental, Oliver y Ashton (1978) utilizaron una
solucion de poliacrilamida a una temperatura de 16°C. Sus observaciones experimentales
demostraron que la fuerza tiene una variacion de tipo lineal con el flujo y aumenta
conforme disminuye el didmetro de las perforaciones en el plato inferior. Con base en estos
resultados, concluyeron que un liquido viscoelastico mejora las propiedades mecanicas del
sistema debido a la contribucion de la parte elastica y al diametro de las perforaciones en el
plato inferior. Estos sistemas pueden ser aplicados a fendémenos de lubricacion en

maquinaria que entra en contacto con aceites y liquidos viscoelasticos.

Por otra parte, Brindley et al (1976). Analizaron un liquido viscoelasticos con un
modelo de segundo orden. En esta investigacion, se deduce una expresion analitica para la

fuerza en funcidn de los tiempos de relajacion, la viscosidad cortante y la velocidad de con

11
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la que desciende el plato. También se presentan variaciones del esfuerzo como funcion de
la rapidez de deformacion a partir de la expresion de la fuerza. Ademas, se muestra
esquematicamente la variacion de la altura de los platos en funcién del tiempo. Otro de los
proyectos interesantes acerca de fluidos viscosos pero con esfuerzo de cedencia, es el que
exhiben Covey et al. (1981). En esta investigacion, utiliza dos tipos de ecuaciones
constitutivas: la primera de ellas es una ecuacion que describe un fluido de Bingham (Bird
et. al. 2002), mismo que posee dos constantes materiales y la segunda ecuacion es un fluido
de Herschell-Bulkley (Bird et. al. 2002), el cual contiene tres parametros asociados con las

propiedades adelgazantes y engrosantes al corte y con el esfuerzo de cedencia.

En este estudio se reportan dos soluciones analiticas, en funcion de los parametros
del medio para valores asintoticos en el nimero de plasticidad, el cual es una medida de
los mecanismos cortantes y de cedencia respectivamente. Las predicciones tedricas son
contrastadas con observaciones experimentales y a partir de esto, se deducen las

propiedades materiales.

Force

b) r

Figura 4 Ilustra el sistema de flujo continuo por compresion. Dos platos concéntricos
separados a una distancia constante H. El liquido es inyectado a Flujo constante Q a través
de una serie de perforaciones en el plato inferior (a) y lo que se mide es la magnitud de la
fuerza que experimenta el plato superior por efecto del fluido. Nétese, que si en la geometria,
se desprecia los efectos de curvatura, el flujo se puede aproximar localmente al de una

rendija a gradiente de presion pulsatil.
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2.1 Objetivo general
Estudiar un sistema de flujo por compresion continua de un liquido viscoso
Newtoniano en un sistema de lubricacion de platos paralelos, tomando en cuenta los efectos

de deslizamiento en la pared.

2.2 Objetivos particulares
2.2.1 El primer objetivo
Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las

ecuaciones de continuidad, momento, constitutiva y las condiciones de frontera.

2.2.2 El segundo objetivo
Resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales con el fin de obtener el

perfil de velocidades radial, axial, gradiente, perfil de presiones y fuerza tomando en

consideracion los efectos no-homogéneos en el sistema.

2.2.3 El tercer objetivo
Comparar las predicciones tedricas con datos experimentales provenientes de la

literatura con el fin de dilucidar las predicciones de nuestro modelo.

2.3 Hipdtesis del trabajo
Si el efecto de los mecanismos deslizantes produce un cambio en la fuerza normal

que experimenta el plato superior debido al liquido, entonces este produce un

decrecimiento en la fuerza normal del sistema.

Una de las mayores ventajas del modelo inelastico de Newton es su sencillez y que
permite obtener expresiones analiticas. Ademas la propiedad material puede ser calculada
mediante experimentos en estado estacionario y transitorio. Por otro lado y debido a las
aplicaciones cientificas, tecnoldgicas actlales y potenciales newtonianos, asi como la
ausencia de resultados analiticos simples que permitan contrastar las predicciones
numeéricas y las observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad de la

investigacion, contenida en el presente proyecto de licenciatura.
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3.1 Reologia
3.1.1 ; Qué es la reologia?

La reologia, es decir la ciencia del flujo y la deformacion, estudia las propiedades
mecanicas de los gases, liquidos, plasticos, substancias asfalticas, materiales cristalinos y
otros. Por lo tanto, el campo de la reologia se extiende, desde la mecéanica de fluidos
newtonianos por una parte, hasta la elasticidad de Hooke por otra parte. La reologia es la
disciplina cientifica que se dedica al estudio de la deformacion y flujo de la materia (Bird
et al. 2002). Su objetivo esta restringido a la observacion del comportamiento de materiales
sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente un modelo
matematico que permita obtener las propiedades reoldgicas del material. Un fluido es
capaz de fluir debido a las fuerzas de cohesion en sus moléculas y suele deformarse
continuamente cuando se somete a un esfuerzo cortante. La viscosidad p es una propiedad
de transporte, ya que cuantifica la conductividad de cantidad de movimiento a través de un
medio conductivo o fluido. Se interpreta como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser

deformados cuando son sometidos a un esfuerzo (Barnes 2000).

3.2 Tensor de deformacion
El tensor de deformacion es un tensor de segundo orden, el cual nos describe la

deformacion relativa de un medio continuo con respecto a una variable. El tensor de

deformacion, es adimensional debido a que [u;]=L;[x,]=L. Matematicamente, se puede

representar de la siguiente manera:

au‘x 8uy 8uZ
ox  ox  ox
vu-| B Xy A, ()
oy
6ux auy auz
0z 0z 0z

3.3 Tensor gradiente de velocidad y su traspuesta
Al tomar la derivada temporal del tensor de deformacion, obtenemos el tensor

gradiente de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera:
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aux 8uy 8uz

Ox O0x OX
vv=dvuy o[ B By, @)

dt dy 0Oy 0Oy

8ux au)’ auz

oz 0z 0z

3.4 Tensor rapidez de deformacion
El tensor gradiente de velocidad fisicamente, nos da informacion acerca de la evolucion

de la deformacion en el medio continuo, y sus unidades son de inverso de tiempo. El tensor

gradiente de velocidad VV puede ser descompuesto en una parte simétrica D = (VV)S y

anti simétrica W = (VV) , llamados tensor rapidez de deformacion y tensor de Vorticidad:
1 Ty, 1 T

VV=_(VV+VV')+-(VV-VV')=D+W (3)
2 2

El tensor rapidez de deformacion puede ser descrito matematicamente en la siguiente

forma:
Moo oy o) LoV o)
0x 2 0x Oy 2\ 0x 0z
D:l(VV+(VV)T): 1 (3V_X+5V_y oVy 1 %4_8\/_}] (4)
2 2\ oy  0Ox oy 2\ oy oz
L2 V) Loy ove)
2\ oz ox 2\ 0z oy 0z

Es importante notar, que el tensor de rapidez de deformacion es un tensor de segundo
orden simétrico, es decir D = D'. Fisicamente nos da informacion acerca de la rapidez con

que es deformado el sistema.

3.5 El tensor de Vorticidad
El tensor de Vorticidad nos da informacidén acerca de las rotaciones de los elementos

materiales en el sistema:
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Es importante notar, que el tensor de Vorticidad, es un tensor de segundo orden simétrico,
es decir, W = -W' Fisicamente nos da informacion acerca de las rotaciones de los

elementos materiales en el medio continuo.

3.6 Segundo invariante del tensor rapidez de deformacion
El segundo invariante del tensor rapidez de deformacion se obtiene tomando el doble

producto punto entre los tensores rapidez de deformacion. La expresion en coordenadas

cartesianas toma la forma:
2 2 2 2
(IID)2:2(D:D):(6VXJ L[V J{asz L Ifovy, avx +l(6Vz+6ij
Ox oy oz Ox 8y 4\ ox oz

1(ovz avyY
+= +—
4\ oy oz

3.7 Tensor de esfuerzos
El tensor de esfuerzos, es un tensor de segundo orden, el cual se puede describir como

(6)

una matriz de 3 x 3 formada por nueve elementos. Los elementos a fuera de la diagonal
principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que los elementos en la diagonal
principal son llamados esfuerzo normales. Notese, que los esfuerzos cortantes deforman
continua e irreversiblemente el material, por lo que el sistema fluye. Mientras que los
elementos en la diagonal principal modifican la forma geométrica del elemento de control,

pero no su volumen. La representacion del tensor de esfuerzos se puede expresar como:

6=|0 o 9 (7)

Matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es simétrico, es decir

los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales.
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3.8 Ecuaciones constitutivas
Una ecuacion constitutiva es la que relaciona las variables dinamicas del sistema. En

reologia son el tensor de esfuerzos y de deformacién respectivamente.

3.8.1 Fluido Newtoniano

En esta seccion, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas mas utilizadas
en Fenomenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos. Primero se define la
ecuacion mas simple, el modelo newtoniano, seguida de alguno de los modelos no
newtonianos mas utilizados en la literatura especializada en el tema. En esta ecuacion tan
simple, el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacion, siguen una relacion lineal, y la

ecuacion basica de este sistema, se define como:

¢ =2uD )
1 T
DZE(VV+(VV) ) ©)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana p y se mide en Pa s

(en SI). En la Ec. (8), el tensor de esfuerzo cortante, ¢ tiene unidades de Pa y el tensor
rapidez de deformacion D tiene inverso de segundo respectivamente. Por definicion, todos

aquellos fluidos que no siguen las Ecs. (8,9) son newtonianos.

3.8.2 Fluido No Newtonianos

Desde el punto de vista tecnologico e industrial, los fluidos no newtonianos, son
aquellos que presentan propiedades aplicaciones tecnologicas y cientificas mas interesantes.
La definiciéon mas simple y sencilla de un fluido no newtoniano, es aquella en donde la
rapidez de deformacioén, no muestra una relacion lineal entre el esfuerzo y la rapidez de
deformacion. En este punto la viscosidad no es constante y depende de la rapidez con la

que se deforme, temperatura, presion, pH y la rapidez con la que se deforma.

3.8.3 Modelo de Ostwald de Waele (Ley de potencia).

El modelo mas sencillo después del modelo newtoniano, es el de ley de Potencia, o de

Ostwald de Waele, el cual, tiene la siguiente representacion matematica:
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o = 2n(II,,) D = 2m( 2(D:D))n_l D =2m(1L,)""’ D (10)

En donde Ilp es el segundo invariante del tensor rapidez de deformacion, el cual se
obtiene tomando el doble producto punto del tensor rapidez de deformacion y posterior a
€s0, su raiz cuadrada. Este modelo contiene dos pardmetros de ajuste k y n son parametros.
El pardmetro m es conocido como el indice de consistencia y n es exponente asociado al
comportamiento no newtoniano del fluido. Debido a que n determina precisamente el modo
en que se desarrolla el flujo, sin <1 el fluido se denomina pseudoplastico (Adelgazante al
corte), estos fluidos fluyen mas facilmente aumentados la velocidad de deformacion. Por el
contrario, cuando n > 1 la resistencia a fluir aumenta con un incremento en la velocidad de
corte, y el fluido se denomina dilatante (engrosante al corte). Una limitacion importante de
la ley de la potencia es que es aplicable a un rango limitado de velocidades de corte.
Ademas el valor de k depende del valor numérico de n, con lo cual valores de k de distintos

fluidos no son comparables.

3.8.4 Modelo de Ellis

El modelo de Ellis, contiene tres propiedades materiales las cuales describen una
primera zona newtoniana a bajas rapideces de deformacion, y una zona intermedia
relacionada con el modelo de ley potencia. Este modelo puede ser deducido mediante una
combinacion del modelo newtoniano y el de ley de potencia respectivamente, suponiendo
que la rapidez de deformacion es aditiva. La ecuacion constitutiva de Ellis, contiene tres
parametros ajustables denotados por: {@o,pi,a} los cuales estan relacionados con la
fluideces a cortes bajos y moderados y el inverso del indice del modelo de ley de potencia.
Este modelo admite soluciones analiticas en flujo cortante simple en diferentes situaciones
de flujo para el perfil de velocidades, flujo volumétrico, funcion viscosidad, rapidez de

deformacion, etc.

2D=v,6 ‘H)1|6|n—16 (11)

3.8.5 Modelo de Carreau

El siguiente modelo, fue propuesto por Carreau para describir toda la curva reologia,

es decir a bajas, moderada y altas rapideces de deformacion respectivamente. Esta ecuacion
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constitutiva, contiene cuatro parametros ajustables: (i) Viscosidad a corte bajo, (ii)
Viscosidad a alto corte, (ii1) Un tiempo asociado a la fluidez del material y (i) un indice que
caracteriza el engrosamiento o adelgazamiento al corte del fluido {no,NwA, n}
respectivamente. La expresion matemdtica que describe el modelo de Carreau es la

6 =2n(11,)D

siguiente: n(II,)=mn, + To” e - (12)

2 (n-1)/2
{1+(L/2(D:D)) }
3.8.6 Modelo de Reinner-Phillipoff

El modelo de Reiner-Phillipoff es un modelo inelédstico que contiene tres parametros
de ajuste asociados a las propiedades no—newtonianas del sistema. Esta ecuacion
constitutiva, contiene cuatro parametros ajustables: (i) viscosidad a corte bajo, (ii)
viscosidad a alto corte, (iii) un tiempo asociado a la fluidez del material y (iv) un indice que
caracteriza el engrosamiento o adelgazamiento al corte del fluido respectivamente

{no,nw,cs}. La expresion matematica que describe el modelo de Reiner-Phillipoff es la

siguiente:

¢ =2n(1I,)D

n(lof) = n, + e (13)

En la Ec. (13) | | es el valor absoluto del tensor de esfuerzos. Es importante notar que la
funcion viscosidad no depende de la rapidez de deformacion, si no del segundo invariante

del tensor de esfuerzos.

3.8.7 Fluido de Bingham

Estos fluidos presentan un comportamiento solido mientras que el esfuerzo de corte

no supere un esfuerzo conocido como de cedencia. Por otra parte, una vez superado es
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valor puede adoptar un comportamiento newtoniano (Plastico de Bingham). El modelo
matematico que describe el plastico de Bingham, se presenta a continuacion:
Plastico de Bingham

|6| > |60| =6 =06,+2n,D

lo|<|o,|=>D=0

(14)

En la Ec. (14) oy es el esfuerzo de cedencia y m es la viscosidad newtoniana en el sistema.

3.9 Métodos reométricos

Los tres métodos reométricos mas utilizados para la medicion de las propiedades de los
fluidos complejos son: el de cilindros concéntricos, discos paralelos, cono-plato y de
capilar. La viscosidad y las funciones lineales viscoeldsticas del material pueden ser
determinadas en cualquier de los tres redmetros a geometria de cilindros concéntricos, se
hace la prueba al fluido que esta entre los dos cilindros concéntricos con un radio interior y
exterior diferente, se aplica un torque para hacer rotar los cilindros generando un rango de
rotacion relativa entre el cilindro interior y exterior. Para la obtencion de medidas
cuantitativas de las propiedades del material, se asume que el fluido es simétrico al eje y
puramente circunferencial con efectos finales insignificantes. En el sistema de discos
paralelos, la medicion del torque aplicado y el rango de rotacion son usados para obtener
las propiedades de los materiales.

La geometria de cono y plato es utilizado para determinar el coeficiente de corte normal
de algunos fluidos. La medicion del torque aplicado y el rango de rotacion son usados para
obtener las propiedades de los materiales, asumiendo que los efectos de inercia son
insignificantes y la superficie libre es esférica. En el sistema capilar, los fluidos a prueba
caen por gravedad, compresion de gas o gracias a un piston, frecuentemente son utilizados

para medir la viscosidad lineal y las propiedades viscoelasticas de los liquidos.

3.10 Flujo cortante simple
El flujo cortante simple se genera cuando una fuerza se aplica en direccion del flujo, por

lo que el tensor de esfuerzos solo tiene elementos fuera de la diagonal principal por lo que

se puede describir en la forma siguiente:
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GXX 0 GXZ
c=| O o, 0 (15)
, 0 o,

Los tensores gradiente de velocidad y su transpuesta se definen como:

0 0 1
0 0 0 (16)
0 00

VVZ%

La transpuesta del tensor gradiente de velocidad esta dado por:

00 0
(vv)Tz—aé\;Z 00 0 (17)
1 0 0

Por lo tanto el tensor rapidez de deformacién toma la forma:

w01 (000 (00!
=vv+(vv) =2Zl0 o 0+§0 0 0:%0 00 (18)
000 100 100

El tensor rapidez de deformacion, nos da informacién acerca de la deformacion del

material. Finalmente, el modelo constitutivo de toma la siguiente forma matricial

c, 0 o, v 0 0 1
z
c 0 o 1 00

zX 7z
Desacoplando las matrices se obtienen las relaciones entre las entradas del tensor de

esfuerzos y el tensor rapidez de deformacion:

G -6 = o0Vz

Xz zX “‘ aX
N,=0, -0,=0 (20)
N,=o6,-0,=0

La primera y segunda diferencia de esfuerzos normales siempre es cero para un fluido

newtoniano.
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4.1 Descripcion fisica y andlisis de proceso
El sistema fluye entre dos discos estacionarios de radio, y distancia axial h (h << a). El

sistema de coordenadas es cilindrico (R, Z, 0), definido en el centro de los platos, por
hipdtesis, el movimiento es causado por el flujo continuo del liquido, a través de una serie
de perforaciones a lo largo del plato inferior.

e Estado estacionario (Ninguna propiedad o caracteristica del sistema es funcion del

tiempo).

e Proceso Isotérmico (Temperatura es constante).

e Fluido Incompresible (Densidad es constante).

e Coordenadas Cilindricas (r, 0, z).

e Los efectos gravitacionales se desprecian, es decir g =0.

e El fluido es newtoniano (La viscosidad es constante no importa la rapidez con que

sea deformado).

4.2 Ecuaciones Vectoriales y Tensoriales

4.2.1 Ecuacion de continuidad.
La ecuacion de continuidad describe la conservacion de la masa en un sistema y

matematicamente se describe mediante la siguiente ecuacion diferencial parcial:
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(1

4.2.2 Ecuacion de momento.
La ecuacién de movimiento estd basada en la segunda ley de la mecénica de

Newton, la cual se describe de la siguiente manera:

DV 0
pﬁzp(a+V'VJV:—vp+V'6+pg (23)
B:Q+V-V

En (2a) p es la densidad de liquido, D/Dt, es el operador de Stokes o la derivada material, la
cual describe cambios en la velocidad debido a las variables temporal y espacial
respectivamente, V es el vector velocidad, —Vpes el gradiente de presion o diferencial de
presion, su signo negativo de debe a una consecuencia de la segunda ley de la
termodinamica, V-o es nuestro tensor de esfuerzos, g es el vector de aceleracion de fuerza

de gravedad, el cual en este trabajo se desprecia.

4.2.3 Ecuacion constitutiva.
Para caracterizar nuestro liquido se utiliza la ecuacion reologica de Newton la cual,

relaciona la rapidez de deformacion en funcion del esfuerzo en el sistema de la siguiente
manera:

c=2uD (3)
u es la viscosidad del fluido, o es el tensor de esfuerzos viscosos y D es el tensor rapidez de

deformacion que es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad VV.

4.2.4 Tensor rapidez de deformacion.
El tensor rapidez de deformacion es la parte simétrica del tensor gradiente de

velocidad y nos da informacion fisica del tipo de flujo en el sistema. Matematicamente se

expresa de la siguiente manera:

D= %(VVJrVVT) )
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En la Ec. (4), v es el vector velocidad, V es el operador nabla,VVes el tensor gradiente de

velocidad y T es la transpuesta del tensor gradiente de velocidad.

4.2.5 Vector velocidad y tensores cinematicos

El vector velocidad en este sistema, solo tiene dos componentes en la direccion
radial y axial respectivamente, por lo que puede ser expresado de la siguiente manera:

V =[Vr,V0,Vz] =[Vr(1,2),0,Vz(1,2)] (5)

El tensor gradiente de velocidad y su transpuesta estan definidos como:

Ve o ave ave o ovz
or 0z or or
Vv=| 0 Vr 0 |;VV'=| 0 AL 0 (6)
r r
oVz oVz ovr 0 oVz
or 0z 0z or
A partir de los tensores definidos en la Ec. (6), el tensor rapidez de deformacion D y el
tensor rapidez de Vorticidad W toman la forma:
By (2,
or 0z oOr
D=l(VV+VVT)=l 0 o 0
2 2 r
( oVz 0OVr j 0Vz
e Zv 2zt
or oz oz (7)
2 (2
or 0z oOr
wzl(VV—va)zl 0 o 0
2 2 r
(aVz _oVr j 0 , V7
or oz 0z (8)

Es importante recordar que, el tensor de Vorticidad nos da informacion acerca de las

rotaciones de los elementos materiales.

28



Divonfe RS piy , ’
( = M,Eﬁ” j UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
o 2 FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ZARAGOZA

4.2.6 Tensor de esfuerzos
El tensor de esfuerzos estd relacionado las fuerzas cortantes y extensionales en un

elemento de control, mientras que el tensor gradiente de velocidades nos da informacion

acerca del cambio espacial de la velocidad.

., 0 o,
6= 0 o, O ©)]
cTZI‘ 0 GZZ

La Ec. (9) implica que un elemento de control en este sistema de flujo experimenta fuerzas

de tipo cortante y de tipo extensional respectivamente.

4.2.7 Ecuacion de Newton y componentes del tensor de esfuerzos
Al sustituir los tensores de esfuerzo y rapidez de deformacion en la Ec. de Newton,

se obtiene la siguiente representacion matricial:

5 oVr 0 oVr N oVz
oz or
C, 0 o, v
0 6, O |=p 0 2L 0 (10)
r
zr 0 cTZZ
oVz N oVr 0 5 oVz
or oz oz

Desacoplando la ecuacién matricial se tienen las siguientes componentes:

oVr
o, =2p—-
or
[aVr asz
S, =Hl—
oz or
Vr -
Gee=2MT (11a-e)
oVz N oVr
“ or oz
oVz
=2
cTZZ l’l' az

Obsérvese que las componentes orz y ozr son las mismas por lo que el tensor es simétrico.
4.2.7 Componentes de la ecuacion de movimiento

La componente de la ecuacion de movimiento puede expresarse en término de sus

componentes en r y z respectivamente:
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p(Vr%Jer%j:-@Jrlé(rcsn)-%JraG—”

0z ror r 0z (12)
Componente z de la ecuacion de movimiento:
oV oV 10 0
P(VTKZJFVZG_ZJ:‘a(mn)'%WL%
7z r r 74 (13)
4.2.8 Condiciones de Frontera
Las condiciones de fronteras en el sistema son:
21 a
Vr(r,z) =0, I IVz(r,z)rdrdG =Q en 7=0 (14)
00
Vr(r,z)=Vz(r,z)=Vs en z=h (15)
Vr(r,z)=0 en r=0 (16)

La condicion de frontera descrita en la Ec. (14a) implica que la velocidad radial es
cero en el plato inferior (condicion de no adherencia del fluido al solido). La segunda
condicion (Ec. 14b) describe el flujo volumétrico constante que es inyectado en el plato
inferior. La condicién de frontera Ec. (15) describe los efectos de deslizamiento en el plato
superior (V,;=Vs) de las dos componentes del vector de velocidad. Esta condicion es muy
importante debido a que queremos obtener una expresion analitica tomando en cuenta los
efectos de deslizamiento. Por ultimo, la Ec. (16) implica que la velocidad radial en r =0 es
cero, lo que implica, que se tiene solamente la componente axial diferente de cero. Es
importante resaltar, que en z = 0, existe solamente velocidad radial, por lo que el balance de

masa puede ser descrito de la siguiente manera:

2n a 21 a
Q= [ [Va(r,0prdrdd = Q= [ [u(r)rdrdo

00 00 (17)
La velocidad u(r) describe la no homogeneidad del liquido, en el sistema, es decir que el
flujo volumétrico es constante pero la distribucion depende de la posicion. Una primera
propuesta para la ecuacion de la velocidad u (1) es un escalamiento tipo ley de potencia, i.e.
u(r)=(m+2)r"

(18)
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En donde m es el grado de no homogeneidad del fluido en el sistema. Este parametro

fisicamente representa que la distribucion del fluido a lo largo de los platos no es

uniforme.

4.2.9 Componentes de la ecuacion de movimiento
La fuerza que experimenta el plato superior puede ser escrita como la integral de la

componente zz del esfuerzo total multiplicado por el area de contacto.

21 a 21 a

Fz =_([ _([ T(ZZ) Z:hrdrdG = .([ !(—p + G(ZZ))

La Ec. (19) describe la fuerza total aplicada sobre el plato superior relacionando el

rdrd6 (19)
=h

z

gradiente de presion con el area total de nuestro sistema.

4.3 Variables adimensionales

Se propusieron las siguientes variables adimensionales para las ecuaciones de
continuidad, movimiento y constitutiva con el fin de introducir grupos adimensionales y
escalar las variables para facilitar el modelado y simulacion computacional de nuestro
sistema de flujo por compresion continuo. Las variables escaladas son: (i) coordenada
axial, (i1) velocidad radial, (ii1) velocidad axial, (iv) coordenada radial, (v) perfil de presion,

(vi) esfuerzo y tensor de esfuerzos total.

* Z * VI‘ * VZ * r * p * Gi‘ * i e
z=— Vi =——;Vz=——r=—;p =—;0, =—;T, =—”1J={rr,96,zz,zr,rz} (20a)
zC Vrc Vrc rc c oc GC

Las variables caracteristicas de nuestro sistema son las siguientes:
(V)
=Tc=ul £
oc =Tc u( 0

En donde la velocidad promedio <V> que el la razon entre el flujo volumétrico y el area de

(20b)

flujo respectivamente.

(V)= 27(ih ;azg 01 (20c)
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Notese que las variables escaladas para las coordenadas axial y radial estan relacionadas
con la frontera del sistema, las componentes del campo de velocidades se escalaron con la
velocidad promedio, pero la componente axial se multiplico por un factor (h/a) menor que
uno, i.e. (h/a) <<1, el cual relaciona las longitudes radial y axial respectivamente. Esta
consideracion nos permitira mas adelante utilizar la aproximacion de lubricacion en el
sistema. La presion y el esfuerzo se hicieron adimensionales con el esfuerzo caracteristico

relacionado con los mecanismos viscosos. i.e. u<V>/h.

4.4 Ecuaciones adimensionales

Introduciendo las variables adimensionales en las ecuaciones de continuidad y

movimiento, haciendo la respectiva sustitucion y reduccion de variables se tiene que:

4.4.1 Ecuacion de continuidad

1*8(3* (r*Vr* (r*,z*))Jr 86* \%A (r*,z*)=0

r /4 1)
4.4.2 Ecuacion de Movimiento
Desacoplando la ecuacion vectorial en sus componentes, se tiene lo siguiente:
Componente radial adimensional de la ecuacion de movimiento
aRe| Vit Yy VLN P 00y o 1O (6, ")~ O
or oz or 0z r or r
(22)
Componente axial adimensional de la ecuacion de movimiento
* * * 2 *
w'Re Vit VL V2D, +°‘—*(i(r*6;)- GZG} 0
or 0z 0z r \Or o) (23)
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4.4.3 Componentes de la ecuacion tensorial de Newton
A partir del tensor del modelo reoldégico de Newton (Ec. 3), se obtienen las

componentes del esfuerzo en funcidn de la rapidez de deformacion para cada componente:

*

G*(H) =20 _an
or
) ovr  ,0Vz
G ™ —+a S
0z or
S o) —20L (24a-¢)
. ovr  ,dVZ
6 (Zr)= * +a *
0z or
0*(22) =20 —8Vf
0z

Las Ecs. (24a-e) representan las componentes de la ecuacion de movimiento
adimensionales. Notese que dependen de dos nimeros adimensionales (o, Re). El primer
grupo adimensional (o), es un cociente de dos longitudes caracteristicas, el cual tiene tres
posibles limites:

H a <<I; Longitud axial << Longitud radial (Aproximacion de Lubricacion)
a=— =40 =1; Lomgitud axial = Longitud radial

a>>1 Longitud axial >> Longitud radial (252)

. . H
En nuestro caso, el valor de alfa siempre es menor de uno, i.e. o=—1[] 1 . El segundo
a

nimero es el Reynolds el cual se define como un cociente de magnitudes de fuerzas
inerciales y viscosas el cual, puede describir tres comportamientos:

Re >>1; Mecanismos inerciales >> Mecanismos viScoSos

Re = =4 Re << 1; Mecanismos inerciales << Mecanismos viScosos (25b)

Re =1; Mecanismos inerciales = Mecanismos viscoSo0S

Por otra parte, el nimero de Reynolds describe la transicion de flujo en un sistema:

<V> H Re >>2100; Flujo Laminar
Re = P =42100 << Re << 10000;  Flujo Transitorio (25¢)
Re >> 10000 Flujo Turbulento
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4.4.4 Condiciones de frontera
Las condiciones de fronteras adimensional toman la forma:

A% (r*,z* ) =0 en z =0 (26)
Vi =Vz (r*,z*)z Vs’ en z=1 27
\%3 (r*,z* ) =0 en r=0 (28)

En la Ec. (27). Vs se hizo adimensional con la velocidad promedio caracteristica <V >,
Nuestras condiciones a la frontera Ecs. (14-16), ahora se trasforman en las Ecs. 26-28, por
la sustitucion de variables caracteristicas. La Ec. (26) satisface la siguiente restriccion de

tipo integral, por lo que se tiene lo siguiente:
1

Iu* (r*)r*dr* =1

0

La Ec. (29) implica que el flujo volumétrico es constante a lo largo del sistema.

(29)

4.4.5 Fuerza adimensional
La fuerza que experimenta el plato superior puede ser escrita en forma

adimensional:

Fz=n (%) p(%j i T

La Ec. (30) describe la fuerza normal adimensional en funcion de dos contribuciones, la

L rdr=-m (%) i (%} j- (-p*+ G, ) . r'dr (30)

0

presion y la componente zz del tensor de esfuerzos.
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5.1 Aproximacion de lubricacion
Aplicando la aproximacion de lubricacion, es decir despreciando los efectos de

curvatura y aproximando el flujo radial en los platos cilindricos a un flujo reométrico en un
sistema de platos paralelos a gradiente de presion constante, en la componente radial de la

ecuacion de movimiento obtenemos las siguientes simplificaciones.

5.2 Analisis con deslizamiento (Vs#0)

5.2.1 Componentes radial y axial de la ecuacion de movimiento.

& _ o,

or oz

5p* 0

?z . ; (31a-c)
r_* e ( Vr (r*,z*))+ e Vz' (r*,z*)=0

5.2.2 Ecuacion de continuidad
1 0

r or

*
Z

Vz'=0 (32)

5.2.3 Componentes del tensor de esfuerzos

GTZ = GZr = * *
or oz
. ,0Vr
. =0 P~
. (33a-d)
G:)e =a Vf
r
- ovVz
Y74 az*

5.2.4 Condiciones de frontera

1 1
vr' (r*,z*)z 0 ,J.Vr* (r*,z* = O)r*dr* = Iu* (r*)r*dr* en z =0 (34)
0 0
vr' (r*,z*)Z Vz' (r*,z* )= Vs’ en z=1 (35)
vr' (r*,z*)Z 0 en r=0 (36)
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5.2.5 Fuerza en el plato superior debido al flujo continuo
La fuerza que experimenta el plato superior debido al flujo continuo del fluido por

el plato inferior, es calculada integrando el tensor de esfuerzo total T |. o sobre el area de

contacto del fluido, es decir el plato superior
2m a

Fz=( [T,
00

A partir de las Ecs. (31-37) los perfiles de velocidad radial y axial son calculados, gradiente

Z,ﬂzlr*dr*de ZTj‘(-p* +o,, )Z*:lr*dr*de (37)
00

de presion, perfil de presiones y fuerza en el plato superior.

5.2.6 Calculo del perfil de velocidad radial con deslizamiento en la pared
De la Ec. (31a), el balance adimensional de fuerzas toma la forma:

_dp’
dr (38)

*

06,
oz

Integrando la Ec. (38) se tiene lo siguiente:

*

G :3}; z*+C1(r*)

1z

(39)

Sustituyendo la componente radial del esfuerzo en funcién de la rapidez de deformacion:

)
or’ dr’ 1 (40)

Integrando por segunda vez con respecto ar
x [ % % 1 d ) % * * ®
Vr (r ,Z ):— p* z’ +Cl(r )z +C2(r )
2dr (41)

Sustituyendo las condiciones de frontera, se encuentran los siguientes valores para las

contantes {C, C,}

C,(r")=0
i (42a,b)
C, (r*) =Vs' —% ((1;;*

Finalmente se tiene el perfil de velocidades (solucidn particular de la ecuacion diferencial

adimensional)

37



“EFECTOS DE DESLIZAMIENTO EN UN SISTEMA DE FLUJO CONTINUO POR
COMPRESION EN UNA GEOMETRIA DE PLATOS CONCENTRICOS”

Rivera Rivera Jesus Amado

(43)

wf x x s Ldp oy s
Vr (r,z)— 2dIr)* (z-l)

5.2.7 Calculo del perfil de velocidad axial con deslizamiento en la pared
De la ecuacion de continuidad (Ec. 21), obtenemos la componente Vz (r, z ) de la

ecuacion de movimiento:
0 “( 1 0
p (r ,Z )— ar (r vr ( )) (44)

Z
Integrando con respecto a la variable adimensional z~ se tiene lo siguiente

vz’ (z*,r*)-Vz* (z* = O,r*)Z
18 (.5 . 1 A dpt s
- vV B |=- ——|rV d — 1-B)d 45
r&r[r-([r(ﬁ B] arLr SJBB (drj-([ﬁ( B)B] (45)
Finalmente, se deduce el perfil de velocidades axial a orden cero
al w 1 ., Vs z> Z2) 1 d dp
VZ(Z 1t )=-—2> —-6] —-— | — r +u (r 46
( ) r [3 Jl2rdr[dr} ©) (46)

Aplicando la condicion de frontera \a (r* ,Z*=1) 0

le v ~11d (r* dpj
12 d" U dr’ (47)

Sustituyendo la Ec. (47) en el perfil de velocidades axial, se tiene el siguiente resultado

* * ¥ * * VS* * ¥ *
VZ (Z',r)=2"(1-2 )= 14227-32" 48
(7.r')=27(1-7") I ) (48)
5.2.8 Calculo de gradiente de presion y presion con efectos de deslizamiento
Por lo tanto el gradiente de presion radial toma la forma:
dp’ L o127% .
P —6vs'——[u'(B)pdp
dr rosy (49)

A partir de este resultado se puede calcular el gradiente de presion y el perfil de presiones

en funcién del radio y la no homogeneidad del liquido:
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dp” . 127 R S\
R Gl -([(m+2)[3 'dp=6Vs —12(r") (50)

5.2.9 Calculo del perfil de presiones con deslizamiento
Integrando esta ecuacion diferencial se tiene lo siguiente:

* * * * 12 *m+
P (r )=6VS Tr —(Ejr 2+A2 (51)

Imponiendo la condicion de frontera p* (r* = 1) =0

A, :-6Vs*+£
m+2 (52)

Finalmente, se tiene lo siguiente:

ool e 12 0
p()=6Vs'(r -1)+E(1-r( ?) )

En flujo homogéneo, se tiene lo siguiente:

p'(r')=6Vs'(r'-1)+6(17)

(54

5.2.10 Calculo de la fuerza normal.
Integrando por partes la expresion de la fuerza normal en la direccion z, se tiene lo

siguiente:

2na’ <V> {l 2

Fz=pn

1pdp ., - a’(V) rdp” .
e 2r : II—E_gd—lrj*r *dr }z—uﬁjir *dr (55)

H? 0 dr’

Sustituyendo el valor del gradiente de presion (Ec.50), en la Ec. (55), se tiene lo siguiente:

Fz=p na;<2V> j[ws’“-lr—f]u* (B)Bd[}}*zdr* (56)

0 0

La expresion anterior es la mas importante del presente andlisis y es punto de partida en
analisis posteriores. Suponiendo que la funcién u'(r'), la cual representa la no
homogeneidad debido a la entrada del medio en la parte inferior del plato, y debe de

cumplir la condicién de normalizacion del flujo, es decir:

.I[Vr* (r*,z* = O)r*dr* = ju* (r*)r*dr* =1 (57)
0

0
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Por lo que una funcidn de prueba para este sistema, seria una funcion continua tipo ley de

potencia, por lo que se tiene lo siguiente:

.][(Ar*m )r*dr* =l=>A= (m+2) (58)

Por lo tanto la funcion de prueba puede ser escrita de la siguiente manera:
u (r*;m)=(m+2)r*m (59)
Sustituyendo en la fuerza a orden cero, se tiene lo siguiente:

3 1
Fz = umh—iwj{6\7s*-
0

113’ ]‘(m+2)ﬁln+ldBJr*2dr* (60)

Por lo tanto la fuerza no homogénea, para un liquido newtoniano puede ser calculada a

través de la siguiente expresion analitica:

(VY 4 2 .
FZ:3H%(@-§VS j (61)

La fuerza homogénea newtoniana toma la forma analitica:

Fz=3unah—<v>(1-§v§j (62)

2

Este resultado es analogo al de Stefan deducido para un fluido que se comprime en
un medio de platos concéntricos. Notese, que la fuerza es directamente proporcional a la
viscosidad del medio, velocidad promedio del fluido, e inversamente proporcional a la

distancia de separacion del medio, i.e. Fz = Fz (u,<V>h).

Finalmente, en las siguientes tablas se presenta un resumen de los resultados mas
importantes del presente andlisis del flujo continuo por compresion en estado estacionario,
para dos casos en particular: (a) Flujo homogéneo (m = 0) y flujo no homogéneo (m#0),

con y sin deslizamiento en ambos casos.
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5.3 Resumen de ecuaciones principales obtenidas a partir de los cdlculos anteriores.

Finalmente, en la siguiente tabla se presenta un resumen de los resultados mas

importantes del presente analisis del flujo continuo por compresion en estado cuasi

estacionario.
Variables Sin deslizamiento Vs =0 Sin deslizamiento Vs = 0
Dindmicas Homogéneo No Homogéneo
\Feigt;l:d(iii vr (r* z*)=l dp’ z (z*—l)
L Ve ol ) (1)
Adimensional Vr* (I'*,Z*)= 61'*2* (I-Z*)
Veloc.idad VZ* r*,z* —u I‘* 1‘|‘2Z*3 _32*2
Adirﬁ:;:ilonal S " *) ( )|: o 2 :| VZ* (I‘*,Z*) = (m+2)r*m (l‘l‘ 22*3 —32*2)
Vz (r Z ) =2(1+ 2z° -3z )
Gyl T Py
Adimensional dr dr
Perfi!,de N\t = 2 “\ *:£ = mt+2
ivsin | ()= o[ () Pl =2 (1))
(V) na*(V)( 4
Fuerza Fz = 3}-1 a < Fz = 3 ( )
h? "The U4

Tabla 3. Resumen de las principales ecuaciones sin deslizamiento en la pared
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Con deslizamiento Vs  # 0

Con deslizamiento Vs # 0

Variables
Dindmicas Homogéneo No Homogéneo
g Ve (1,2 ) Vs e e ()
Adimensional 0 \% ( zr ) :Vs*z*—l-(SVS*- or ™! )
\%3 (r*,z*)ZVs*z*-l-(f&Vs*- 6r*) o (Z*-l)
X7z (Z*-l)
VZ* (Z*,r*): Z*z (I—Z*) Vf* 4
r
M u(r)(1422°-327) vz (z'17)=2"(1-2) Vs
. . * T
Adimensional Vs (Z* i« ) >’ (l-z* ) Vf et (1+2Z*3 3, )
r
+2(1+22"-327)
Gr;(:ii?gﬁ de ip: =6Vs -12r 2};’: =6Vs -12r™"
Adimensional r
Perfil de N N ./ % 12 S\ m+2
Adil::;::lis(;gnal . (r*)-pa*Z Vs (r*-1)+ 6(1-r*2) p(r)-pa'=6Vs'(r _1)+E(1-(r )
3 3
Puerza Fz=3 u—"ahﬁw {1-%\/5‘} Fz=3 u—nah<2v> {ﬁ -%Vs*}
Dimensional

Tabla 4. Resumen de las principales ecuaciones con deslizamiento en la pared.
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6.1 Predicciones teoricas

En esta seccion se muestran las simulaciones del sistema de flujo por compresion
continuo. Las ecuaciones utilizadas para las simulaciones son: Ecs. sin efectos de
deslizamiento (Tabla 1), Ecuaciones con efectos de deslizamiento (Tabla 2). Los datos
numéricos fueron generados en el programa Mathematica 9.0 y exportados a Excel. Por
otra parte, los dato experimentales (reométricos y de flujo) fueron obtenidos de trabajos
previos concernientes al estudio del flujo continuo por compresion [Oliver.]. En las

siguientes simulaciones, se analizaron las siguientes propiedades dinamicas:

a) Perfil radial de velocidades homogéneo.

b) Perfil radial de velocidades no-homogéneo.
c) Perfil axial de velocidades homogéneo.

d) Perfil axial de velocidades no homogéneo.
e) Gradiente de presion homogéneo.

f) Gradiente de presion no homogéneo.

g) Presion adimensional homogéneo.

h) Presion adimensional no homogéneo.

1) Fuerza adimensional homogénea.

j) Fuerza adimensional no homogénea.

Los fluidos utilizados para alimentar a nuestro modelo fueron: agua y agua con

glicerina a temperatura y presion constantes.
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6.2 Analisis sin efectos de deslizamiento (Vs=0)

o

Flujo homdgeneo C
j-l.‘ azr=0.1,m=0;Vs=0
r’: b:r=05m=0:Vs=0
E 4 c:ir=1.0,m=0;Vs=10
7]
g s
z b
= 3
F2s
-
2
o 2 a
-

1.5 —
= - \‘\
=
S 1
=
= 0.5

0
{1 0.2 04 0.6 0.8 1

COORDENADA AXTALADIMENSIONAL

Figura 6. Velocidad radial adimensional sin deslizamiento vs coordenada axial

adimensional, en funcion del radio de los platos.

La Fig. 6 ilustra el perfil de velocidad como funcion de la coordenada axial
adimensional. En los 3 casos (a, c), se observa el clasico perfil parabdlico a gradiente de
presion constante reportado previamente en la literatura. Notese que conforme el liquido se
deforma continua e irreversiblemente en el espacio de la coordenada adimensional radial, el
maximo en las curvas aumenta. Fisicamente, al despreciar la curvatura a orden cero, el
sistema se aproxima gradualmente al flujo entre 2 placas paralelas separadas a una distancia
h. precisamente este es el concepto de lubricacion en donde un sistema complejo se

aproxima a un sistema mas simple.
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6.3 Comparacion de graficas

6.3.1 Velocidad Radial

1 =

s s = o =g
th ©& =~ & 9

=

COORDENADAAXIAL ADIMENSIONAL
=
L]

e
s

=

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
VELOCIDAD RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 7. Velocidad radial adimensional sin deslizamiento vs
separacion de los platos en funcion de la no homogeneidad del liquido
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=

COORDENADAAXIAL ADIMENSIONAL

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
VELOCIDAD RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 8. Velocidad radial adimensional con deslizamiento vs
separacion de los platos en funcion de la no homogeneidad del liquido
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Las Figs. 7, 8 ilustran los perfiles de velocidad radial adimensional Vri(r,z') como
funcion de la coordenada axial adimensional , para diferentes valores del pardmetro
asociado con la no homogeneidad del liquido, en los casos de no deslizamiento y
deslizamiento en la pared respectivamente (Figs. 7, 8). Los otros pardmetros empleados en
la simulaciéon son: m = 0.1 + 0.1j; j = {0, 1, 2, 3,4}, el valor de la coordenada radial r=0.5
y la velocidad de deslizamiento Vs’ es cero y 0.5 respectivamente. La expresion analitica
para el perfil de velocidades radial, puede ser descrita de la siguiente manera:

\% (Z* ,r*)z Vs*z*Jr(6r*m+l —3Vs*)z* (l-z*)
En la Fig. 7 en donde no existe los mecanismos de deslizamiento, se observa el clasico
perfil parabdlico descrito en la literatura, es decir, en la pared, del sistema de flujo por
compresion el esfuerzo cortante es maximo debido a que la velocidad es cero, y a medida
de que el sistema fluye continua irreversiblemente, llega a un valor minimo de ceo en el
centro del sistema de flujo en donde el esfuerzo en el sistema es cero respectivamente.
Notese, que el sistema es asimétrico en el intervalo [0,1]. Por otra parte, es claro de la
Fig.7 que el efecto del pardmetro m asociado a la no-homogeneidad del liquido disminuye

los perfiles de velocidad de  Vz (z, r). Al tomar la derivada dela velocidad axial e
igualarla a cero, i.e. dVr’ (z*,r*)/ dz =0, se calcula la coordenada axial critica para la

cual, el maximo en la velocidad axial se obtiene: zc = "2, respectivamente. Al sustituir,

este valor en la velocidad axial se obtiene el valor del maximo, por lo que:
* * * 1 * *m+1
Vmax =Vr | z :E’r = (6/4)r

Por otra parte, en la Fig. 8 se observa el efecto de deslizamiento en el sistema de flujo por
compresion. Notese que en z = 1, la velocidad axial se desfasa a valores numéricos de Vz'
= 0.05 y en todos los casos, se pierde la axi-simetria por efecto de los mecanismos
adelgazantes respectivamente. De la misma manera que en el caso anterior sin

deslizamiento, la variable axial critica para el cual, la velocidad maxima es obtenida es:

T Vs’
20 3l 2r™! 4+ Vs

Al sustituir este valor en la expresion matematica de la velocidad axial se obtiene el valor

maximo de forma analitica:
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Vmax =Vr’ (zc* X ): Vs'zc Jr(61r*m+l ~3Vs’ )zc* (l -zc )

En contraste, en el caso mostrado en la Fig. 8, el perfil parabolico tiene un cambio en su
propiedad de axi-simetria por efecto de los mecanismos deslizantes aplicado en la pared
del plato superior. Se puede concluir que el mecanismo deslizante tiene un efecto
comparable con

el que se encuentra en la combinacidon de dos tipos de flujo. El primero de ellos, es por
debido a un gradiente de presion en la direccion radial del sistema, y el segundo se puede
interpretar como una combinacion de flujo a gradiente de presion y flujo de arrastre en el

palto superior, respectivamente.

6.3.2 Velocidad Axial
Las Figs. 9 y 10 Ilustran los perfiles de velocidad en funcion de la coordenada axial

adimensional para un valor de m = 0. Esto significa que el sistema fisico no presenta
efectos debido a la no-homogeneidad del fluido, por lo que la distribucion del flujo

volumétrico a lo largo de los orificios es la misma y no depende de la posicion.
Vz (z Ny )Zz (l-z )—*+(m+2)r (1+2z -3z )
r

Para la Figs. 9 y 10 el valor de la coordenada radial r' = 0.5. Matematicamente, en todos
los casos, la velocidad axial muestra un comportamiento mondtono decreciente en todo el
intervalo de simulacion. El efecto de la no homogeneidad disminuye la velocidad axial
adimensional como se observa en la Fig. 9 de valores de 1.7 a 0.8 respectivamente. Esto
implica que existe un decremento en la velocidad axial del 55 % por efecto de la no-
homogeneidad en el fluido. En la Fig.10 se ilustra la velocidad axial como funcion de la
coordenada axial adimensional para diferentes valores del parametro m y de la velocidad de
deslizamiento en la pared respectivamente. Los valores numéricos utilizados para el
parametro no-homogéneo m = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y la velocidad de deslizamiento
adimensional es Vs'= 0.5. Es claro que al aumentar la no-homogeneidad del sistema, la
velocidad axial presenta un maximo, como consecuencia del aumento del pardmetro m

asociado a la no-homogeneidad del liquido debido a la inyeccién del flujo volumétrico
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constante a lo largo del plato inferior debido a la serie de orificios en el plato inferior.

e y e *
Notese que este maximo, se presenta cuando z = 0.5

=
L= o

=
&=

COORDENADAAXIAL ADIMENSIONAL
i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
VELOCIDAD RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 9. Velocidad axial adimensional sin deslizamiento vs
separacion de los platos en funcion de la no homogeneidad del liquido.

COORDENADA AXIAL ADIMENSIONAL
s 2 © °© = 2 2 9
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
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Figura 10. Velocidad axial adimensional con deslizamiento vs
separacion de los platos en funcion de la no homogeneidad del liquido.
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6.3.3 Gradiente de Presion
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COORDENADA RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 11. Gradiente de presion adimensional sin deslizamiento vs la
distancia del radio, en funcion de la no homogeneidad del liquido.
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Figura 12. Gradiente de presion adimensional con deslizamiento vs
la distancia del radio, en funcion de la no homogeneidad del liquido.
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La Figs. 11 ilustra el perfil del gradiente de presion adimensional como funcion de
la variable adimensional radial, para diferentes valores del pardmetro asociado con la no
homogeneidad del liquido m =0. Los valores numéricos que se utilizaron en las
simulaciones fueron los siguientes: m = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, Vs'=0 respectivamente.
En particular, cuando m = 0 y Vs'= 0 (Fig. 11). La relacién entre el gradiente de presiéon y
la coordenada radial es lineal con pendiente cercana a la unidad 1. Por otra parte, cuando la
no-homogeneidad aumenta en el sistema, i.e. m # 0, el gradiente de presion radial
adimensional describe un perfil no lineal (parabdlico) con la coordenada radial
adimensional. Fisicamente, significa que para un valor fijo de la coordenada radial
adimensional en funcibn de la no-homogeneidad, el gradiente disminuye

considerablemente.

9P _ gvs 1o

dr

En la Fig. 12 se ilustra el gradiente de presion vs coordenada radial adimensional
para diferentes valores de la no-homogeneidad en el liquido tomando en cuenta los
mecanismos adelgazantes. Los parametros utilizados en la simulacion son: m = 0, 0.2, 0.4,
0.6, 0.8, 1.0, Vs=0.5 respectivamente. En el caso de que exista deslizamiento, las curvas
se desfasan hacia valores mayores del gradiente de presion. Como se observa en la Fig.
(12), la dependencia entre el gradiente de presion y la coordenada radial es lineal, en el caso
de un fluido homogéneo, mientras que al aumentar la no-homogeneidad el sistema describe
una parabola una funcién cuadritica mas pronunciada respectivamente. El efecto del

gradiente de presion se puede descomponer en dos contribuciones respectivamente:

dp* = dp* + di* =6Vs -12r™"
dr dr des dr No-des

Esto implica que existe un gradiente de presion extra debido a los mecanismos de no

adherencia del solido al fluido.
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6.3.4 Presion
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Figura 13. Presion adimensional sin deslizamiento vs coordenada
radial adimensional, en funcion de la no homogeneidad del liquido
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Figura 14. Presion adimensional con deslizamiento vs coordenada
radial adimensional, en funcion de la no homogeneidad del liquido
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Las Figs. 13, 14 ilustran los perfiles de presiéon adimensional como funcion de la
coordenada radial adimensional, para diferentes valores del pardmetro asociado con la no
homogeneidad del liquido, i.e. m = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8. 1.0 sin deslizamiento Vs'=0 y con
deslizamiento respectivamente. La ecuacion que describe el perfil de presiones estd dada
por la siguiente expresion matematica:

. « 12 £ \m*2
p(r)-pa’= —=(1-(+)")

La Fig. 13 el perfil de presiones muestra un comportamiento constante a valores
bajos de la coordenada radial adimensional, mientras que para un valor critico de la
coordenada radial adimensional, el sistema muestra un comportamiento mondtono
decreciente hasta un valor de cero. Es importante resaltar que el efecto de la no
homogeneidad (m # 0), la cual es una medida de la dependencia del flujo con la posicion,
hace que los perfiles de presion se desfasen de mayores a menores valores en el perfil de
presiones.

Por otra parte, en la Fig. 14 cuando los mecanismos deslizantes son diferentes de
cero, i.e. m # 0. A diferencia de la Fig. 13, el sistema muestra un comportamiento
mondtono creciente hasta un valor maximo, seguido de un comportamiento mono6tono
decreciente hasta el valor de cero. Se observa un comportamiento monotono creciente hasta

un maximo seguido de un comportamiento decreciente.

p(r*)-pa*z 6Vs’ (r*-l)+%(l-(r* )Wz)

El efecto del deslizamiento es aumentar el maximo en la presion evaluada en el intervalo
experimental de [0, 0.5]. El valor critico de la coordenada radial adimensional, para la cual

se obtiene el maximo, tiene la forma:

0= iy (*r ) =6Vs’ —12(1“*)m+1 = 6Vs' —12(1”* )m+1 r = mjlf Vs’
dr 2

Notese que el valor de la coordenada radial adimensional critica depende de la no

homogeneidad del liquido y de la condicién de deslizamiento en el plato superior.
Finalmente, el efecto de la no-homogeneidad es la de disminuir la presion y modificar la

axi-asimetria de los perfiles de presion adimensional.
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6.3.5 Fuerza Normal
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Figura 15. Fuerza sobre el plato superior sin deslizamiento vs velocidad
promedio del liquido, en funcion de 1a no homogeneidad del liquido.
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Figura 16. Fuerza sobre el plato superior con deslizamiento vs velocidad
promedio del liquido, en funcion de la no homogeneidad del liquido.
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Las Figs. 15, 16 ilustra la fuerza normal en el plato superior como funcion de la
velocidad promedio para diferentes valores de la no homogeneidad del sistema, sin
deslizamiento y con deslizamiento respectivamente. Los pardmetros utilizados en las
simulaciones son: a = 0.5 m, H=005m y p=1 Pas.y para el valor de la no-
homogeneidad m = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0. La ecuacion basica que representa la fuerza
normal en el flujo continuo por compresion en funcidon de la velocidad promedio sin

deslizamiento, est4d dada por:

FZ:3una3<V>( 4 j

h (mt4
En la Fig. 15 se observan las simulaciones correspondientes a la fuerza normal. En todos
los casos, la fuerza normal muestra un comportamiento lineal con la velocidad promedio.
Notese, que el maximo valor de las pendientes asociadas a las rectas se obtiene en flujo
homogéneo, i.e. m =0, no existe la dependencia del flujo con la posicion. Es importante

destacar que si la homogeneidad aumenta, la fuerza normal tiende a cero:

3
lim Fz = lim 3p 2 V) [ij 50

m— m—> h? m+4
En la Fig. 16 se presenta la fuerza normal en el plato superior como funcion de la velocidad
promedio. Para la Fig.16 se ocuparon los mismos parametros que en la Fig, 15 y el valor de
la velocidad de deslizamiento es Vs* = 0.5 respectivamente. La ecuacion que describe la
fuerza tomando en cuenta los mecanismos deslizantes est4 dada por:

na3<V> 4 2 .
FZ:3M h2 (E-EVS j

De acuerdo con el modelo newtoniano, el valor de la fuerza normal que experimenta el
plato superior decrece en un valor de 0.66 Vs . En conclusion es importante resaltar, que la
grafica de mayor pendiente corresponde al caso flujo homogéneo m=0. Finalmente, para
un fluido newtoniano, los factores que afectan la fuerza son los pardmetros geométricos, la
no-homogeneidad del sistema (fluido) en el plato inferior y la velocidad en el plato superior

asociada a los mecanismos deslizantes respectivamente.
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6.3.6 Flujo por compresion utilizando datos experimentales (V=0).

En esta seccion, se presentan resultados experimentales con datos de algunos
fluidos newtonianos con el fin, de comprobar las predicciones y bondades del modelo
desarrollado en la presente investigacion. Los datos experimentales utilizados fueron
extraidos del trabajo de Oliver et al. 1978, los cuales son los siguientes:

Tabla 5. Datos experimentales de algunos fluidos newtonianos.

Fluido Newtoniano Viscosidad
u (Pa-s)
Glicerol- Agua 0.0099
Agua 0.0122

Fig. 17-19 ilustran los perfiles de la fuerza normal como funcion para los siguientes
fluidos: (i) mezcla de agua-glicerol y (ii) agua. Las siguientes restricciones han sido
empleadas para las simulaciones. En las Figs. (17-19) el sistema se ha considerado flujo
homogéneo es decir m = 0 en todos los casos y que la velocidad de deslizamiento en el
plato superior es cero, i.e. Vs = 0. En la Fig. 17 se calcul¢ la fuerza normal en funcion del
radio de los discos a: (i) 0.001 m, (ii) 0.003 m, (iii)) 0.005 m y una altura de los platos
constante h = 0.0002 m respectivamente. En la Fig. 18 se calcula la fuerza en el plato
superior como funcién de la velocidad promedio para un valor de radio constante a =
0.0055 m y tres separaciones distintas en los platos: (i) h = 0.00005 m, (i1) h = 0.0001 m,
(ii1) h = 0.00015 m. En la Figs. (17-18), se observa que la relacion entre la fuerza normal y
la velocidad promedio es lineal y que su pendiente estd determinado por las propiedades
geométricas y de la viscosidad. La fuerza norma en el plato superior tiene tres limites

asintdticos, los cuales pueden ser calculados a través de los siguientes limites

imFz—limFz - 3 V(4 2y
limFz=IlimFz=3p Vs | > o

a—0 p—0© h2

3 V .
lisz=3pna—<2> * 2vs 50
h—o h mt4 3
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Notese que la fuerza es cero cunado el valor de la velocidad de deslizamiento Vs tiene el

valorde Vs" =6/ m+4.
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Figura 17. Fuerza en el plato superior (sin deslizamiento) vs
velocidad promedio del liquido (mezcla agua-glicerol), liquido
homogéneo, distancia entre discos constante z = h, variando el radio
del disco r =a.
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Figura 18. Fuerza en el plato superior sin deslizamiento vs velocidad
promedio del liquido (mezcla agua-glicerol), liquido totalmente
homogéneo, radio del disco constante r=a, variando la distancia entre
platos z = h.
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Figura 19. Fuerza en el plato superior (sin deslizamiento) vs velocidad
promedio del liquido (agua), liquido totalmente homogéneo, distancia
entre discos constante z=h, variando el radio del disco r=a.

En la Fig. 19 se presentan las simulaciones de la fuerza normal en el plato superior
como funcion de la velocidad promedio en funcidn de las propiedades de las propiedades
materiales y geométricas del sistema. En este sistema, se aplicaron las mismas condiciones
de flujo, es decir flujo homogéneo sin deslizamiento en la pared. Los parametros
geométricos que se definieron, son el radio y la altura de los platos. Los valores de radio de
los discos que se ocuparon son los siguientes: En la Fig. 17 se calculo la fuerza
normal en funcion del radio de los discos a: (i) 0.001 m, (i1) 0.003 m, (iii) 0.005 m y una
altura de los platos constante h = 0.0002 m respectivamente. Los valores de la viscosidad

fueron obtenidos de la tabla 5.

Al igual que las Figs. 18 y 19 la relacion entre la fuerza y la velocidad promedio es
lineal, sin embargo la pendiente para los fluidos considerados en este trabajo cambia

considerablemente. Es importante, resaltar dos cosas de las simulaciones

a) La fuerza normal es muy sensible a los propiedades geométricas del sistema como

son: (1) separacion de los platos y (i1) radio de los discos respectivamente.

58



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ZARAGOZA

b) La fuerza normal es directamente proporcional a la viscosidad por lo que, este

experimento puede servir como viscosimetro de paltos paralelos.

¢) El esfuerzo y la rapidez de deformacion aparentes estan dados por las siguientes

expresiones:

6.4 Anadlisis con efectos de deslizamiento (Vs # 0)

0.16

Flujo homégen o a
a:r = 0.1;m = 0:Vs = 0,001
brr=0.1:m = 0;Vs = 0.01
e:r =0.1;m =0; Ve = 0.1

5 = o =
o« — (5] ™
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=
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=
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Figura 20. Velocidad radial adimensional con deslizamiento vs
separacion de los platos, en funcion de la coordenada
adimensional axial.

La Fig. 20 ilustra el perfil de velocidad radial adimensional como funcion de la
coordenada axial adimensional, para valores diferentes de la velocidad de deslizamiento.
Los valores numéricos de los parametros utilizados son los siguientes: (i) r = 0.1 m y (ii) m
=0y (i) a. Vs = 0.001, b. 0.01, c. 0.1. EI valor de la viscosidad ocupada en la
simulacion fue obtenido de la tabla 5.

Es importante, resaltar que el efecto del deslizamiento tiene dos efectos principales
en el flujo. El primero de ellos, es disminuir el valor del maximo, el cual estd determinado
por un acoplamiento entre los mecanismos no-homogéneos, de deslizamiento y

geométricos respectivamente. Es importante notar que este tipo de sistema, en donde la

59



“EFECTOS DE DESLIZAMIENTO EN UN SISTEMA DE FLUJO CONTINUO POR
COMPRESION EN UNA GEOMETRIA DE PLATOS CONCENTRICOS”

Rivera Rivera Jesus Amado

fuerza motriz es un gradiente de presion con deslizamiento, se puede interpretar como la

combinacion de un flujo de Poiseuille y de Couette respectivamente.

6.4.1 Flujo contintio por compresion utilizando datos experimentales (Vs#0).

En esta seccion presentamos las predicciones de nuestro modelo utilizando datos
extraidos de la literatura. Los liquidos empleados en la simulacion son agua y una mezcla
de agua-glicerol. Las condiciones de operacion del sistema se mantuvieron constantes

(temperatura, presion, composicion).
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Figura 21. Fuerza en el plato superior (con deslizamiento) vs
velocidad promedio del liquido (mezcla agua-glicerol), liquido
homogéneo, distancia del radio constante r=a, variando la
distancia entre discos z= h.

En la Fig. 21 se ilustran los comportamientos de la fuerza normal en funcién de la
velocidad promedio para la mezcla newtoniana agua-glicerol. La descripcion fisica del
problema, es similar a las descritas en la teoria. Los parametros utilizados en esta
simulacion son: (a) m = 0, (b) a = 0.0055 m, (c¢) i. h = 0.00005 m, ii. h = 0.0001 m, iii. h =

0.00015 m y el parametro de deslizamiento adimensional es igual a Vs =0.1
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. En la Fig. 22 los parametros utilizados son: m = 0, (i.) a = 0.001 m, (b) 0.003 m,
(c) a=0.005 m, h = 0.0002 m y la velocidad de deslizamiento adimensional Vs = 0.1. El

valor de la viscosidad utilizado fue extraido de la tabla 5.
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Figura 22. Fuerza en el plato superior (con deslizamiento)

vs velocidad promedio del liquido (mezcla agua-glicerol),

liquido homogéneo, distancia constante entre discos z= h,
variando la distancia del radio r= a.
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Figura 23. Fuerza en el plato superior (con deslizamiento) vs velocidad
promedio del liquido (agua), liquido homogéneo, distancia del radio

constante r=a, variando la distancia entre discos z= h.
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Figura 24. Fuerza en el plato superior (con deslizamiento)
vs velocidad promedio del liquido (agua), liquido
homogéneo, distancia constante entre discos z= h, variando
la distancia del radio r= a.

En las Fig. 23 y 24 se ilustran los comportamientos de la fuerza normal en funcion
de la velocidad promedio para un fluido newtoniano (agua). La descripcion fisica del
problema, es similar a las descritas en la teoria. Los pardmetros utilizados en esta
simulacion son: (a) m = 0, (b) a =0.0055 m, (¢) i. h = 0.00005 m, ii. h = 0.0001 m, iii. h =
0.00015 m y el parametro de deslizamiento adimensional es igual a Vs* = 0.1. En la Fig. 25
los parametros utilizados son: m =0, (i.) a = 0.001 m, (b) 0.003 m, (c) a =0.005 m, h =
0.0002 m y la velocidad de deslizamiento adimensional Vs* = 0.1. Los valores de las
viscosidades en los dos fluidos de prueba fueron extraidos de la Tabla 5.

Al comparar los resultados obtenidos de las simulaciones (Figs. 20-24) con los dos
fluidos prueba se observa que describen muy bien los resultados tedéricos. La fuerza normal
en el palto superior se ve afectada drasticamente por las propiedades geométricas,
materiales y dindmicas. Como se menciond anteriormente, anteriormente, la fuerza es
directamente proporcional al cubo del radio de los paltos paralelos, inversamente
proporcional a la altura de los platos y proporcional a la viscosidad del fluido y la

velocidad promedio asociada al flujo volumétrico constante.
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7.1 Flujo continuo por compresion
En este trabajo se analiza el flujo continuo por compresion con deslizamiento, en un

geometria de platos paralelos. Este sistema consiste en dos platos de radio r =a, separados

a una distancia z = h. El plato de abajo tiene una serie de orificios por los cuales un fluido
newtoniano es bombeado a flujo volumétrico constante. El objetivo de este sistema es
calcular la fuerza normal que experimenta el plato superior debido al contacto de liquido
sobre la superficie circular. Este sistema simula al flujo tradicional por compresion en el
cual los dos platos estan separados a una distancia h y el plato superior, se aproxima al
plato inferior con una velocidad constante provocando que el fluido se comprima y por lo
tanto se produce un laminado en direccion radial.

Para caracterizar nuestro fluido, se utiliza el modelo newtoniano, el cual tiene una
relacion lineal entre el tensor de esfuerzo y el tensor rapidez de deformacion. Este modelo
contiene una propiedad material, conocida como viscosidad, la cual es una medida de la
resistencia al flujo en un sistema. Suponiendo liquido incompresible, simetria cilindrica,
proceso isotérmico, y que el vector de velocidades depende de dos componentes, se obtiene
un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, las cuales son: (i) la ecuacién de
continuidad, (ii) las componentes r y z de las ecuaciones de movimiento.

Para resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas, se propone
un conjunto de variables adimensionales, con el fin de escalar las ecuaciones y que
aparezcan grupos adimensionales, los cuales describen los mecanismos globales y que

juegan un papel preponderante en la descripcion del flujo.

En este trabajo se estudio el flujo continuo por compresion, el cual consiste en 2 platos
concéntricos de radio r = a separados a una distancia z = h. El plato superior de mantiene
fijo, mientras que el plato inferior se perfora una serie de orificios, de tal manera que
inyecta un fluido a través de los orificios a gasto constante a través de los orificios, el
objetivo de este trabajo fue calcular la fuerza que experimenta el plato superior debido al
medio, en este caso fue un fluido newtoniano (viscosidad constante). Suponiendo estado
estacionario, simetria cilindrica, efectos gravitacionales despreciables, que el campo de
velocidades es radial y axial, el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales

se simplifica utilizando la aproximacion de lubricacidon, la cual consiste en despreciar los
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efectos de frontera (curvatura) y aproximar el flujo como si fuera el flujo de Poiseuille en
una rendija de altura “h” a continuacion se hace un resumen de las principales ecuaciones y
caracteristicas fisicas de este sistema.

Suponiendo que los efectos inerciales son despreciables, se obtiene una expresion
analitica para el perfil radial de velocidad en funcion de la coordenada radial. A través de
la conservacion de la masa y el uso de la ecuacion de continuidad, se obtiene el perfil de
velocidad axial. A partir de los perfiles de velocidad se obtiene la expresion para el
gradiente de presion en funcidon del deslizamiento en el sistema. Integrando y suponiendo
que en r =a la presion es igual a la atmosférica, se obtiene una expresion cerrada para la
presion, la cual describe una parabola que se desfasa debido a la fuerza motriz asociada al
gradiente de presion. Mediante un balance de fuerzas en el plato superior, se obtiene via
integracion, una expresion para la fuerza en funcidon del gradiente de presion y el area de

contacto.

Por otra parte cuando en el sistema no se cumple la condiciéon de adherencia en el
plato superior, el perfil de velocidad radial pierde su simetria debido a los mecanismos
deslizantes, el siguiente punto importante, estd relacionado con que la velocidad axial es
independiente de los mecanismos deslizantes, en contraste con la presion, el gradiente de
presion y la fuerza que se aplica debido a que los efectos deslizantes hacen que la carga

aplicada al sistema (fluido) disminuya.

Al sustituir el gradiente de presion, en la fuerza e integrando se obtiene la ecuacion de
la fuerza de Stefan con la correccion del deslizamiento en la pared.

Suponiendo que la fuerza es constante, se obtiene una ecuacion diferencial lineal para la
altura del plato en funcidn de las propiedades del medio y del tiempo.

Se presentan simulaciones para los perfiles de velocidad radial, axial y de la presion
como funcion de las coordenadas espaciales.

a) Por ultimo se obtuvieron predicciones numéricas utilizando datos reométricos de

fluidos newtonianos. Finalmente la rapidez con la que desciende el plato se ve
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afectada drasticamente por el parametro de deslizamiento, ya que las pendientes de
la altura como funcion del tiempo cambian drasticamente con los mecanismos

deslizantes

A continuacion se hace un resumen de las principales ecuaciones y caracteristicas

fisicas de este sistema.

b)

c)

d)

g)

h)

La velocidad radial se modifica por efecto del deslizamiento, i.e. los elementos de
control aumentan su velocidad, lo cual se observa en la Fig. 10.

La velocidad axial presenta un maximo local con un mayor valor en el parametro de
deslizamiento.

El gradiente de presion, muestra un comportamiento lineal, sin embrago se observa
que se desfasa con el parametro de deslizamiento.

El perfil de presion sin deslizamiento, muestra un perfil parabdlico axi-simétrico,
mientras que cuando los mecanismos deslizantes aumentan, la simetria desaparece,
y se observa una funcion con un maximo desfasado.

La fuerza es directamente proporcional a la cuarta potencia del radio, a la viscosidad
del medio, a la velocidad con la que desciende el plato superior, factor geométrico e
inversamente proporcional al cubo de la distancia que los separa. Sin embargo con
deslizamiento aparece un término adicional que estd relacionado con las
propiedades deslizantes en el plato superior.

Suponiendo que la fuerza que se aplica al plato superior es constante, i.e. no cambia
con el tiempo, se obtiene expresiones analiticas para la separacion de los platos en
funcion del tiempo y de las propiedades materiales del medio, geométricas y
deslizantes.

La rapidez con la que desciende el plato se ve afectada drasticamente por el
parametro de deslizamiento, ya que las pendientes de la altura como funcién del
tiempo cambian drasticamente con los mecanismos deslizantes

A pesar de que la fuerza que se aplica al plato superior es constante, lo observado en
las Figs. 9 y 16, permite concluir que la fuerza aplicada en un sistema con efecto

deslizante sea mayor, comparado con el sistema en el cual existe la adherencia.
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j) Una de las mayores ventajas del modelo newtoniano, es su sencillez y simplicidad
debido a que la relacion lineal entre el esfuerzo y la rapidez de deformacion.
Debido a las aplicaciones tecnoldgicas y potenciales de los sistemas de lubricacion
con fluidos newtonianos, asi como la ausencia de un modelo simple que describa los
efectos de deslizamiento en la pared en flujo por compresion en forma satisfactoria
para estos fluidos, se justifica plenamente la originalidad de la investigacion

contenida en el presente proyecto de tesis de licenciatura.

7.2 Deslizamiento vs dinamica molecular

Es importante notar que el efecto de deslizamiento en la pared es un fendémeno a
nivel molecular (en el orden de nanémetros) y por lo tanto merece una atencion especial
con técnicas sofisticadas y motive el analisis como dindmica molecular y motiva su estudio
con diferentes ecuaciones constitutivas. Finalmente, este trabajo es una contribucion a la
constante busqueda del entendimiento de sistemas utilizados en la industria mecanica,
mejores lubricantes y caracterizacion de tipo geométrica. La manera de adaptar estas
ecuaciones es por medio de las propiedades materiales. Por ejemplo la viscosidad puede ser
modificada mediante el pH, el peso molecular, etc. En este punto se pueden hacer
investigaciones con fluidos de naturaleza méas compleja como aquellos que presentan
propiedades viscosas y elasticas en el régimen lineal y no lineal respectivamente. En el
aspecto experimental, se puede hacer la caracterizacion reométrica con sistemas
poliméricos, sistemas micelares, dispersiones de cristales liquidos, fluidos biorreoldgicos,

etc.
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CAPITULO VIII
TRABAJO FUTURO
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8.1 Modelos no newtonianos
En este trabajo se modelo el flujo continuo por compresion en un sistema de lubricacidon

de platos concéntricos con deslizamiento en el plato superior. El fluido fue caracterizado

por el modelo de Newton, en donde la relacion entre el esfuerzo y la rapidez de
deformacion es lineal (bajas deformaciones). Las variables dinamicas del sistema fueron
calculadas suponiendo la aproximacién de lubricacién. Expresiones analiticas para los
perfiles de velocidad radial, axial, gradiente de presion, perfil de presiones y Fuerza normal
fueron calculadas con y sin deslizamiento en el plato superior. Las extensiones de este

trabajo son mencionadas a continuacion:

8.1.1 Newtoniano generalizado
Una extension natural de este trabajo seria la de caracterizar el liquido complejo con

un modelo no newtoniano que presente propiedades complejas como son: (i)
adelgazamiento al corte, (ii) engrosamiento al corte, (iii) Tixotropia, (iv) Reopexia, (V)
Reopexia entre otros. Algunas de las ecuaciones constitutivas reologicas que pueden ser
empleadas son mencionadas a continuacion: (i) Ostwaeld, (ii) Ellis, (iii) Bingham, (iv)

Carreau, (v) Yasuda Cross, etc (Bird el al. 1987, 2002).

o=2n(1I,)D

En la ecuacion anterior, 1 es la funcion viscosidad la cual depende del segundo invariante

del tensor rapidez de deformacién

8.1.2 Modelos viscoelasticos lineales

Otra de las incorporaciones naturales de este trabajo, son los efectos elésticos a través
de los tiempos de relajacion de Maxwell, Jeffreys, Burgers y Maxwell Generalizado. Estos
modelos reoldgicos podrian incorporar informacion acerca de la memoria de los materiales
en el sistema de flujo. Un ejemplo de estos modelos, es la ecuacion reoldgica constitutiva
de Jeffreys, la cual contiene tres pardmetros materiales: (i) un tiempo viscoelastico de

Maxwell, (i1) un tiempo viscoelastico de Jeffreys y (iii) una viscosidad a bajo corte.
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Ll +KO§JG =2n0L1 + A, %JD

El modelo de Jeffreys es una combinacion de los esfuerzos asociados al solvente y al
sistema complejo (polimero) respectivamente (Bird et al. 1987, 2002). Otro modelo de
orden superior, que nos permite caracterizar al material es el modelo de Burgers de segundo

orden, el cual se describe a continuacion:
0 0’ 0
1‘|‘}\,M5+B¥ 6:21]0(14'7\4]5}])

Esta ecuacion constitutiva es de segundo orden en la derivada y podria arrojar informacion

util a través de los parametros materiales asociados al sistema {Am, Ay, B, M, }-

8.1.3 Modelos viscoelasticos no lineales

Por otra parte, fenomenos mas complejos estdn relacionados con el régimen de
viscoelasticidad no lineal a través de ecuaciones constitutivas no lineales que describan la
naturaleza compleja de estos sistemas. En este punto se pueden utilizar modelos como son:
(i) Tanner, (i1) White-Metzner, (iii) Oldroyd-B, (iv) Giesekus entre otros (Bird et al. 1987,

2002). Las Ecuaciones constitutivas mencionadas tiene la siguiente estructura matematica:

c-l—@; =2n(11,)D

0
En la ecuacidon no lineal, V es el operador convectivo superior de Maxwell el cual,
cuantifica los efectos no lineales en el sistema debido a los cambios de la viscosidad por

efecto de la rapidez de deformacion en el sistema de flujo.

8.2 Mecanismos inerciales y eldsticos
Por otra parte se pueden incorporar los efectos inerciales y elasticos mediante las

componentes de la ecuacién de movimiento y no utilizar la aproximacion de lubricacion:

p(é+Vrg+Vzﬁj Vr =—@+l£(rcsn)—%+66—rZ
ot or 0z or ror r 0z

Inertia Elasticidad
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En este punto se pueden incorporar los efectos inerciales por medio de la derivada material
de la ecuacion de momento, la cual contiene los cambios temporales, espaciales en
direccion de la velocidad. Por otra parte, los efectos eldsticos se obtienen a través de la

primera diferencia de esfuerzos normales.

8.3 Métodos matemadticos y computacionales
Para resolver la ecuacion de continuidad, momento y constitutiva, pueden ser

empleados diferentes técnicas matematicas como son: (i) Teoria de perturbaciones, (ii)
Métodos numéricos basados en diferencias finitas y elemento finito. Otro punto importante,
seria de resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas por medio de
un paquete comercial tipo COMSOL-MULTIPHYSICS el cual se basa en métodos de
elemento finito y en la construccion de mayas las cuales describen el espacio en el que se

resuelven las ecuaciones diferenciales.

8.4 Sistemas y Reometria
Otro punto importante en este trabajo es el concerniente a reometria en un

viscosimetro de platos concéntricos y por medio de pruebas de compresion calcular los
parametros materiales que describen el flujo y la reologia de estos materiales. Aqui, se
puede caracterizar diferentes tipos fluidos complejos como son: (i) Sistemas Micelares, (ii)
Polimeros, (iii) Polimeros Asociativos, (iv) fibras naturales o sintéticas, (v) Cristales

Liquidos entre otros.
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APENDICE A

Ecuaciones de movimiento y continuidad adimensionales
En este apéndice, se utilizan las variables adimensionales con el fin de simplificar

las ecuaciones de continuidad, movimiento en sus componentes radial y axial
respectivamente, ademas de las componentes del tensor de esfuerzos.

La componente radial de la ecuacion de movimiento
(GVr oVr GVrJ_ op,10 +166r9 %_FGG

+Vr +Vz G, - (A1)
ot or 0z or ror rod r 0z

Se eliminan los elementos innecesarios para nuestro modelado.

1
[aVr +Vr OVr +Vz E?Vrj: -@‘F—E(I'Gn)-l-%—% (A2)
ot or 0z r or 0z t
Sustituyendo las variables adimensionales:
2 * * *
V * H * V 1 * ok
{EL B e
a or aH 0z H )a' "or al H )r or
+M%_E(ch_ge
2 * *
H 0z al H)r (A3)
Simplificando, se tiene lo siguiente:
H * . * * . . * *
p(V) (EJ(W ALURYAY; j:'(%”(ﬂjl*i*(r )+ 2 _(gj GzeJ
u a or 0z or ajr or 0z ajr (A4)
Simplificando las expresiones, se tiene lo siguiente:
(xRe((er* an +Vz' aVE ]: _é“p* + al* 8*( ) ;)+6iff—ac—‘ie
or 0z or r or 0z r (A5)

Asi que la ecuacion de movimiento en la coordenada radial que vamos a ocupar es la

siguiente:

aRe| V' 6\/5 +Vz' aVE =- 8p* +ac—r§+0t l* 8* (T*Gn*)— 0(16 (A6)
or 0z 1% r or
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La componente axial de la ecuacion de movimiento.
0Vz NV oVz WV oVz ) _ _@_'_12 rczr)—%+ oG,
ot or 0z 0z ror r 0z

Se eliminan los elementos innecesarios para nuestro modelado.

or 0z 0z ror r 0z

Sustituyendo variables adimensionales se tiene:

*

0z a

a a’ 0z

p[<v>2 w a;{ ) avf*lz _ au(@] » +E[@]£i(r*0* )_u(ﬂj O 1

Reduciendo términos tenemos que:

\% (o LovZ .oV ' ? . "o,
p{ >a(ﬂj vi D2 vy N2 -@ﬁ(ﬂj =2 %)‘(Ej *
T a or 0z 0z a)r or a) r

(A7)

(A8)

(Hj oG,
+H = | =z
a)oz

(A10)

Asi que la ecuacion de movimiento en la componente axial que vamos a ocupar es la

siguiente:

* * * 2 *
or or oz

Tensor de esfuerzos

De la componente rr del tensor de esfuerzos:

Se sustituyen las variables adimensionales:

Se reducen términos y tenemos que:

. (Hj@Vr*
o, =2|— .
a/) or

La componente rr del tensor de esfuerzos queda:

(A11)

(A12)

(A13)

(A14)

|
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s

. oV,

I

Oy =207 (A15)

De la componente rz y zr del tensor de esfuerzos, que por simetria se mantienen como una

igualdad:
G -6 — ov. +6VZ
= Ox =H 0 o (A16)
Se sustituyen variables adimensionales y agrupando términos semejantes, se tiene lo
siguiente:
V). _uvV)fovr (HY ovz
2 H V4 H az* a ar* (A17)
Se simplifican términos y nos queda:
o _[ovi (HY vz
v = o7 <) o (A18)

La componente rz y zr del tensor de esfuerzos queda:

.. [a\fr* 2avz*j
+ o

6,=06,= * *
» =0, p o (A19)
De la componente 06 del tensor de esfuerzos:
oV
O =20 (A20)

Se sustituyen variables adimensionales y se agrupan los términos semejantes, queda de la

siguiente forma adimensional:
V) o[ mV) v
M(FJ% —2(7 - (A21)

Se reducen términos:

o = H)VT
U A (A22)
Y finalmente se tiene la componente 00 del tensor de esfuerzos:
Gy = 2ocv—r*
00 - (A23)

De la componente zz del tensor de esfuerzos:
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s, =2 VZ (A24)
oz

Se sustituyen variables adimensionales:

u(%}s; =2u(@j Nz (A25)

-
a oz

Se reducen agrupan términos y se reducen:

. H)\ovz
s, =2(—j - (A26)
a/) oz
Finalmente la componente zz del tensor de esfuerzos:
o, =20 Y% (A27)
0z

Ecuacion de continuidad coordenadas cilindricas:

op 10 10 0

L+ - = (tpVr)+—— (pVO)+— (pVz)=0 A28
2 T PV (VO — (pV2) (A28)

Se eliminan los elementos innecesarios para el modelado:

10 0Vz
-—@Vr)+——=0 A29
rar( ) . (A29)

Sustituyendo variables adimensionales se tiene:

<l>l*i*(r*\/r*)+<l>i*\/z* =0 (A30)

ar or a o0z

Simplificando, obtenemos la ecuacion de continuidad adimensional:

i*i*(r*\/r*)+ 9 V7= 0 (A31)
r or oz
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APENDICE B
En este apéndice se desarrollan detalladamente todos los paso involucrados en la

deduccioén de los perfiles de velocidad radial, velocidad axial, gradiente de presion, presion
y fuerza normal en el plato superior, con deslizamiento en el palto superior, i.e., (Vs*;éO).

Partiendo, de las ecuaciones de movimiento y continuidad adimensionales

I. Calculo de la componente radial del vector velocidad con deslizamiento
De balance de fuerzas, suponiendo que los efectos inerciales son despreciables

*

do, _ap°

= B1
dz dr 1)
Integrando con respecto a z se tiene:
G:z: dp* Z* + Cl

r (B2)

El esfuerzo cortante esta relacionado con la rapidez de deformacion a través de la Ec. de

Newton de la sig. Manera:

. _ dvr’

Gl’Z
dz (B3)

Se sustituye el valor de esfuerzo cortante de la Ec. (B3) por el efecto de rapidez de

deformacion de tal forma que:

dvr _ di £4C
dz dr (B4)

*

Se integra por segunda vez:

* *2

vr'(1,2)= dp Z?+ Cz+C,

dr (B5)
La solucion general (Ec. 5), satisface las siguientes condiciones de frontera:
Vr=0;z =0
Vi =Vs'; z'=1 (B6a,b)

Se sustituye (B6) en (BYS)

*

* N2
0=31r° %+cl(0)+c2—>c2=o (B7)
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La Ec. (B7) implica que la constante C2 es cero. Sustituyendo la Ec. (B7) en la Ec. (BS) y

aplicando la condicion de frontera (B6b), se tiene lo siguiente:

ve =2 1o ooy d L
dr 2 dr 2 (BS)

Se sustituyen los valores de las constantes en la Ec. (B5) y tenemos:

Vr*<r*,z*)=Vs*z + -
2 dr 2 (B9)

Agrupando términos semejantes y reduciendo se tiene el perfil de velocidad radial

adimensional:

* * * *k ok 1 dp* * *
Vr(r,z)=Vsz +—| —— |z (1z
( ) 2( dr j ( )

(B10)
I1. Componente axial del perfil de velocidades
De la ecuacion de continuidad se tiene lo siguiente:
1 0 [+, OVZ
——(rVr J+——=0 B11
r or ( ) oz (B11)

Se sustituye la Ec. (B10) en la Ec. (B12) tenemos que:

l* a* [r* [VS*Z* +l[_ dp* \JZ* (1_2* )j]-l— 5\73 :O
r or 2\ dr 0z (B12)

Integrando con respecto a la variable espacial z, la Ec. (B12) toma la forma siguiente :

a1 d o (Z7) 1 d(Ldp (2 2
vz (r ” )_r* dr’ (r Vs )( 2 ) 2r dr’ (r dr*j[ 3 2 J+C3

(B13)
Simplificando la Ec. (B13)
* *3 *) *
Vi ()t Y 82 A
2 T 12\ 3 2 )r dr dr (B14)
Se tiene las siguientes condiciones a la frontera:
Z7=0;VZ=u("
C.F. { . . )
z=1; Vz=0 (B15a,b)
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Si se sustituyen las condiciones de frontera en la solucion general Ec. (B14), obtenemos:

C3=u (r)
11d(.dp o, 1 Vs (B16a,b)
=-u(r)+
121 dr dr 2t
Y se sustituyen las constantes Ec. (B16) en la ecuacion general, se tiene lo siguiente:
* * * * _ * 1 *2 VS* 1 *2 VS *2
Vz (r,z ,Vs )—u(r )-Ez - +5 z (3-22 ) - (3 2z ) ( ) (B17)

Agrupando los términos semejantes y simplificando obtenemos el perfil de velocidades

axial modificado por los efectos de deslizamiento.

\A (r* Z ,VS*) =z’ (l-z*) Vf* (r*)(H—ZZ*3 -32*2)
r

(B18)

III.  Gradiente de presion y perfil de presiones con mecanismos deslizantes
Para el célculo del perfil de presiones, se parte de la Ec. (B16b) y suponiendo que

la no homogeneidad en el sistema puede ser descrita por medio de la siguiente funcion tipo
ley de potencia para el plato inferior:

ur)=m2)r™ (B19)

De la Ec. (B16b) se tiene lo siguiente:

i*[r ‘;p j 6Vs'- 12 1'u(r") = 6Vs'- 12 1 (m+2)r™
I

dr (B20)

Separando variables e integrando con respecto a la coordenada radial adimensional r

dp =6VsT - = Ir(m+2)r dr+K,
dr’ (B21)

. . ., * .
Si suponemos que el gradiente de presion, se anula en r = 0, se tiene que la constante K; =

0, por lo que se tiene:

dp =6Vs'T - —(m+2) j ™! dr=6Vs't'- 12r™"
dr’ (B22)

Finalmente, el gradiente de presion se puede expresar como:

dp _(r',Vs',m)=6Vs -12r™"
dr

(B23)
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IV.  Perfil de presiones con deslizamiento en la pared
A partir del gradiente de presion (Ec. B23), se tiene lo siguiente:

* * * * ok 12 * +
p (r',Vs,m)=6Vst -——1"?+K,
mt2 (B24)

La solucion general Ec. (B24) satisface la siguiente condicion de frontera
P*:pa*; r=1 (B25)
Se sustituye (B38) en (B37) y obtenemos el valor de la constante:

\ .12
K, =pa'-6Vs +—— B26
,=pa Ay (B26)

Se sustituye la constante K, (Ec. B26) en la Ec. (B24), se tiene lo siguiente:

( s VS, )‘ =6V 1)+ —=(1- m+2
S (1) m+2( ) (B27)

V. Calculo de la fuerza adimensional con mecanismos deslizantes

La expresion integral para la fuerza normal en el plato superior con deslizamiento,

esta dado por la siguiente expresion:

(V) pdp” .
Fz= -Mnah—<2>-'.d_lr)*r *dr (B28)

0

Se sustituye la siguiente la Ec. (B23) dentro de Ec. (B28) obtenemos:

%ﬁwj.@VS*-Ur*m“ Jrdr’ (B29)

0

Fz=-n

Integrando la Ec. (B29) y simplificando la expresion se tiene lo siguiente:

3
V * ok et
Fz=—una<2 ) 2Vsr3—£rm4
h m+4

(B30)

=1

Evaluando entre los limites superior e inferior respectivamente, se tiene lo siguiente:

3
Fz(a.mHu, V. (V)= 3u"ah—§v>[ﬁ-§w*} (B31)
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