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RESUMEN
El objetivo principal de este proyecto es modelar los perfiles de temperatura y

velocidad para fluidos no newtonianos, que cumplen con la ley de la potencia y el
modelo de Cross, entre dos placas paralelas infinitas, una de las cuales se mueve
con una velocidad tal, que provoca que los efectos de la disipacién viscosa sean
importantes. Para hacer esto, se considera que las propiedades caracteristicas de
cada fluido como la viscosidad y la conductividad térmica son dependientes de la

temperatura.

Para presentar dichos modelos se consideraron dos casos de condiciones de
frontera, el primero cuando ambas placas son mantenidas a la misma temperatura y
el segundo, en el que la placa inferior se mantiene a la misma temperatura y se
considera que el calor en la placa superior es nulo, es decir, la operacién es

adiabatica.

Para facilitar la comprension del método utilizado, sus ventajas y desventajas,
previamente se modelaron los perfiles de temperatura y velocidad para fluidos

newtonianos.

Posteriormente se presentan soluciones analiticas para dichos perfiles, con las
cuales se encontré que los efectos de la disipacion viscosa en el perfil de

temperatura son mas importantes que en los del perfil de velocidad.

Resumen



ABSTRACT
The main purpose of this project is to model the temperature and velocity profiles in

viscous non-Newtonian fluids, which fits the power-law and Cross models, between
two infinite parallel planes, one of which is moving fast enough that viscous
dissipation effects are important. It is considered that characteristic properties of each

fluid, such as viscosity and thermal conductivity , are temperature dependent.

To present the models, two cases of boundary conditions were taken into
consideration, in the first one both plates are maintained at the same temperature,
and in the second the lower plate is maintained at a constant temperature while the

heath through the upper plate is assumed to be zero, namely, an adiabatic operation.

To make easier the comprehension of the method used, its advantages and
disadvantages, the temperature and velocity profiles for Newtonian fluids were

modelled to start.

Subsequently, an analytical solution to those profiles are presented, from which it is
settle that the viscous dissipation effects in the temperature profile are larger than

those in the velocity profile.

Resumen 7



I. OBJETIVOS

General.

Obtener modelos matematicos que consideren los efectos de la disipacion viscosa
en el estudio del flujo no isotérmico de fluidos no newtonianos viscosos que cumplen
con la ley de la potencia y el modelo de Cross en un sistema con geometria de flujo
de Couette. Este trabajo estd enfocado en el tratamiento de un proceso no
isotérmico, de manera que se consideran los balances de cantidad de movimiento y

de energia.

Especificos.

En el presente trabajo se pretende:

— Realizar un analisis dimensional de las ecuaciones resultantes del balance de

movimiento y energia.

— Utilizar herramientas del calculo diferencial e integral y los métodos

perturbativos para desarrollar dichos modelos.

— Hacer una comparacion de los perfiles de velocidad y temperatura obtenidos

para los diferentes modelos reoldgicos analizados.

Objetivos



Il. INTRODUCCION
En la actualidad, el uso de materiales y productos mas complejos se ha vuelto una

actividad comun. Por lo que el desarrollo de dichos materiales y de maquinaria que
permita procesarlos es considerado una necesidad. En el caso particular de la
industria cosmética y del cuidado personal, en los ultimos afios se han introducido
cada vez con mayor impacto distintos tipos de modificadores reoldgicos que abarcan
desde ingredientes naturales como las gomas hasta polimeros complejos, que no
solo son utilizados como agentes espesantes, sino que ademas se emplean para
mejorar la estabilidad, textura, aplicacion y sensacién residual de los productos. Si
bien es cierto que el uso de estos materiales ha venido a revolucionar la industria
permitiendo el desarrollo de nuevos productos y presentaciones, también con esto
se generan nuevas dificultades, por lo que conocer el comportamiento de los fluidos
puede ayudar no solo a darle un mejor uso a los materiales, sino a tener un mejor
control y cuidado de los procesos de fabricacion. Por ejemplo, el conocer el
comportamiento de una mascarilla o un jabén liquido permitiria saber cual es la
velocidad a la que el producto debe ser fabricado o envasado para facilitar su
manipulacion, o para evitar el producto modifique sus propiedades o que los activos

pierdan su efectividad debido a un aumento de temperatura.

Introduccion



[ll. ANTECEDENTES

Concepto de Viscosidad

La viscosidad es una propiedad fisica que indica la medida de la friccién del fluido o
de la resistencia a fluir de una sustancia. El concepto de viscosidad lo introdujo Isaac
Newton cuando en la publicacién "Principia" afirmé que la resistencia que surge de la
falta de deslizamiento de las partes del liquido, en igualdad de condiciones, es
proporcional a la velocidad con la que las partes del liquido se separan una de la
otra (Barnes, Hutton, & F.R.S., 1989); la falta de deslizamiento es lo que hoy en dia
se conoce como viscosidad. La mejor manera de ejemplificar esto es mediante el

siguiente diagrama.

N\
N N

Diagrama 1. Placas paralelas con area A separadas b distancia una de otra, de las cuales la placa superior se
mueve a una velocidad constante (Barnes, Hutton, & F.R.S., 1989)

La fuerza por unidad de area necesaria para producir el movimiento es F/A la cual es
proporcional al gradiente de velocidad (velocidad de deformacién o velocidad de
corte) V/b. La constante de proporcionalidad es el coeficiente de viscosidad.
Matematicamente el principio sugerido por Newton puede ser expresado de la

siguiente manera.
dVy
Tyx = TR )
La viscosidad puede depender de distintas variables como la temperatura, presion,
concentracion del fluido, velocidad o tiempo de corte. Por ejemplo, la viscosidad de
fluidos newtonianos decrece con el incremento de la temperatura, aproximadamente
de acuerdo con la relacion de Arrhenius; en términos generales mientras mayor sea

la viscosidad mayor sera la dependencia con la temperatura. El efecto de la presion

Antecedentes 10



sobre la viscosidad tiende a ser ignorado, porque de todos los mencionados
anteriormente éste es el que menor impacto tiene, a no ser que el fluido esté

disefiado para trabajar bajo condiciones de presion altas.

Fluidos newtonianos.

Cuando un fluido cumple con la ley de Newton se le conoce como newtoniano, esto
quiere decir que la viscosidad es un coeficiente que no depende del esfuerzo
cortante o de la velocidad de deformacién, sino que los relaciona en una proporcion
simple. El comportamiento newtoniano caracteristico se presenta cuando la
viscosidad no depende de la velocidad de deformacion de corte y el unico esfuerzo
generado es el esfuerzo cortante; ademas la viscosidad es constante con respecto al
tiempo que se aplica el corte y el esfuerzo cortante cae a cero en el momento en que

el movimiento del fluido para.

Fluidos no Newtonianos.

Todo fluido que no cumple con la ley de Newton y con las caracteristicas
mencionadas anteriormente es considerado un fluido no newtoniano; es decir, los

fluidos en los que la viscosidad si cambia con la velocidad de deformacidn.

En algunos casos la viscosidad crece al aumentar la velocidad de deformacion, lo
cual recibe el nombre de comportamiento dilatante. Pero en la mayoria de los casos
la viscosidad decrece al aumentar la velocidad de deformacion, a lo cual se le
conoce como comportamiento pseudoplastico; que al ser el mas comun, también es

el mas estudiado.

En los materiales que presentan este ultimo comportamiento se ha podido analizar
que la pseudoplasticidad se puede explicar de acuerdo a la formacion y ruptura de
interacciones entre las moléculas y al desenmarafiamiento de éstas. En ausencia de
velocidad de deformacién, una sustancia se encontraria en un estado de reposo, en

el cual la movilidad en las moléculas, causada por la temperatura, produce la

Antecedentes 1



desaparicion simultanea y formacién de interacciones entre las distintas moléculas,
siendo el resultado neto nulo; dichas interacciones son las responsables de la
viscosidad del fluido a gradiente de velocidad cero n,. Pero también puede ocurrir
que cuando la velocidad de deformacion es muy grande, las interacciones entre las
moléculas se pierdan y se pierda la estructura presente, cuando esto sucede se le
conoce como viscosidad del fluido a gradiente de velocidad infinita n .

Asi que en estas sustancias, existe una zona en que la velocidad de deformacion es
tan pequefa que la viscosidad se considera constante; lo mismo ocurre si la
velocidad es demasiado grande. Estas zonas son conocidas como las regiones
newtonianas altas y bajas respectivamente. Entre estas dos zonas, la viscosidad

cambia con respecto a la velocidad de deformacion.

7|

Diagrama 2. Curva general tedrica de flujo. (Cross, 1965)

Modelos Reolégicos de los Fluidos no Newtonianos.

Existen gran cantidad de modelos que buscan expresar la relacion entre el esfuerzo

cortante y la velocidad de deformacién o gradiente de velocidades.

El modelo de Bingham es un modelo de dos parametros en el cual el
comportamiento que se describe es que la sustancia permanece rigida mientras el
esfuerzo cortante sea menor a un valor caracteristico, pasando ese punto el

comportamiento del fluido se asemeja al de un fluido newtoniano.

Tyx = ny + 1o (I)

Antecedentes 12



To | D

Diagrama 3. Comportamiento tipico de un fluido que sigue el modelo de Bingham (Bird R. B., 1992).

El modelo de Ostwald-de Waele mejor conocido como ley de la potencia, es otro
modelo de dos parametros, uno de los cuales (n) es una medida del grado de
desviacion del comportamiento newtoniano. Cuando n es menor que la unidad se
trata de un pseudoplastico, si es mayor de la unidad es dilatante, cuando n es igual a
la unidad, la ley de la potencia se transforma en la ley de Newton de la viscosidad
(Bird R. B., 1992).

Diagrama 4. Comportamientos de fluidos que siguen el modelo de ley de la potencia. (Welty, Wicks, & Wilson,
2008)

El modelo de Cross es un modelo capaz de predecir toda la curva general del flujo

(Diagrama 2) pero que necesita cuatro parametros. La ecuacion es la siguiente:

_ Mo — 1
=0 +(1+Kym) v)

Antecedentes 13



Lo interesante de este modelo es que cuando n <« n < n, la ecuacion se reduce al

modelo de ley de la potencia, que es un caso particular del modelo de Cross.

Para poder construir un modelo como estos es necesario tener en cuenta que el
modelo debe ajustarse a los datos experimentales en un amplio rango de velocidad
de deformacion, debe tener la menor cantidad de constantes independientes,
algunas constantes deben poder evaluarse facilmente con los datos experimentales

y todas ellas deben tener un significado fisico real.

En el caso especifico de éste, las constantes n,, n y K fueron determinadas con

datos experimentales como se muestra en la seccion V.

Antecedentes 14



IV. DESARROLLO DE MODELOS

En esta seccion se presenta el desarrollo de las ecuaciones de momentum y
energia que conforman el modelo propuesto. Dicho modelo se estudié en una
geometria sencilla como lo es el flujo de Couette y considerando que tanto la
conductividad térmica como la viscosidad son dependientes de la temperatura. El
meétodo seguido para el desarrollo de éste es aplicable a todo tipo de fluidos
viscosos, newtonianos y no newtonianos, por lo que a continuacion se muestran

ejemplos para ambos casos. Obsérvese el diagrama 1.

Vv
-

-

Diagrama 5. Placas paralelas infinitas, la placa inferior esta estatica y la superior se mueve con una velocidad V en direccién
positiva en el eje z (Bird, Stewart, & Lightfoot, 2002)

Para la soluciéon de las ecuaciones de momentum y energia se proponen variables
adimensionales para la temperatura, la velocidad y la coordenada x, asi como
funciones de la dependencia de la conductividad térmica y la viscosidad con la
temperatura; mientras que el parametro perturbativo utilizado sera el numero de
Brinkman (Rice, 1995). Para todos los casos las variables adimensionales seran las

siguientes:
Variables

1. Temperatura

Desarrollo de Modelos 15



2. Velocidad

_Vz
¢ = v
3. Coordenada
X
¢ = b

Los analisis que se muestran a continuaciéon se llevaron a cabo en un sistema en el
que ambas placas tienen la misma temperatura, sin que esto represente que no
pueda llevarse a cabo el mismo procedimiento para otras condiciones de frontera.

Condiciones de frontera
x=0;v,=0;T=T,

x=b;v,=V;T=T,

Pero éstas también deben ser adimensionales, asi que se reescriben en términos de
las variables adimensionales.

Fluido Newtoniano.
(Bird R. B., 1963)

Las ecuaciones de momentum y energia en estado estacionario son las siguientes:

FiE @) = o
)= @

Desarrollo de Modelos 16



Con las variables adimensionales se reescriben las ecuaciones, que quedan como
sigue:

d d
_<£_¢) ~=0 3)
d§ \po d¢
d (k do u dey?
e (2e) +Br=(22) =0 4
dé¢ (ko dé¢ ) Uo \dé )
Funciones dependientes de la temperatura
1. Conductividad térmica
k
= 14 a0 + a,0% + -+ a,0™ + - (5)
0
2. Inverso de la viscosidad (fluidez)
%: 1+ 516 + B,07 + -+ 07 + -+ (6)

En la ecuacion de energia se encuentra el numero adimensional de Brinkman que
indica la tendencia de un sistema a mostrar efectos de disipacion viscosa. Y esta

definido como:

_ HoV?

Br =
"7 kT,

Una vez conocidas las condiciones de frontera, se puede seguir con la solucion. Si
se integra una vez la ecuacion (3) se obtiene la solucion:

d¢ Ho

— =C,— 7

=0 ™)
Sustituyendo la ecuacion (7) en la (6) se llega a la siguiente ecuacion:
d (k do Ho
—|—==)+Br—C,*=0 8
ag (ko df) u o ®)

Como puede observarse, en la ecuacion (8) estan presentes las funciones
propuestas, asi que se sustituyen (3) y (4) en (8).

Desarrollo de Modelos 17



d do
d_g‘((l + a0 + a,0% + -+ a,0™) d_f> + Br(1+ 10 + B,0% + B,0™+...)C;> =0 (9)

Esta ecuacién se resuelve y con las condiciones de frontera se obtiene una primera
solucioén, una aproximacion de orden cero; lo que significa que esta solucion no
considera los términos que sefalan la dependencia de la viscosidad y conductividad
térmica con respecto a la temperatura.

Br )
6 =— () (10)
Ahora se propone una solucion que considere 6rdenes superiores (Nayfeh, 1973).
Br
0 =7(€—€2)(1+Br91 + Br26, + -+ Br"6,) (11)

Siendo 6; independiente de Br. El nimero de Brinkman se utilizara como parametro
perturbativo.

Posteriormente se sustituye esta solucion en la ecuacion (9) y se agrupan los
términos dependiendo de la potencia a la que se encuentra el parametro perturbativo
(Br), esto para determinar 6;.

Br: 50 o _aey—26, = (- Li3r 3 2 12
r GGt @4 - 26 = (543 -3 e+ (£ HEDR (1)
d?6 do
Br?:  (§—¢2) d§22+(2—4€)d—;—ze2
1 1 d?e do
= (‘thfz +ay8° — 5“154) dle + (=218 + 6a,§% — 4“153)(1—;
5 1
+ (=i + FiE2 =y + 60,8 — 60,800 + (S0, = 1) ¢
5 1 3 1 1
(-2 +38) 8+ (Ga—15)8 +(-70)¢ (13)

La ecuacién (12) es una ecuacion diferencial, la cual podria resultar mas sencilla o
compleja dependiendo del sistema que se esté analizando, es por eso que el
método de solucién para ésta podria ser diferente, pero la ecuacion presente puede
ser resuelta mediante el método de coeficientes indeterminados y ya que el término
no homogéneo de la ecuacion es un polinomio, se plantea la siguiente solucion del
mismo orden, se calculan sus derivadas y se sustituyen obteniendo las siguientes
ecuaciones que sirven para determinar los coeficientes (Bird R. B., 1960):

Desarrollo de Modelos 18



1
1

1 1
ZB—ZC+§C{1 =0—>C=E,81
Ahora se tiene la funcién 6,

1
0, = 1 [Bay — B1)é% + (—3ay + )¢ + Bl (14)

Sustituyendo la ecuacién (14) y sus respectivas derivadas en la ecuacion (13) y
siguiendo el mismo método que se utilizé para obtener 6,, se tiene a la solucion.

1

% =730

[(90a 2 — 36a,B; + 2B,° — 60a, + 12,)&*
+ (=180, % + 72a, 81 — 4B, % + 120a, — 24p,)E3
+ (90“12 - 3(11,31 - 4‘ﬁ12 - 60“2 + 6ﬁ2)52 + (—33a1ﬂ1 + 6ﬁ12 + 6ﬁ2)€
+ (—3(11,31 + 6ﬁ12

+66,)] (15)

Sustituyendo (14) y (15) en (11) se obtiene el perfil de temperatura para este caso.
Br Br? Br?
0 = 7(5 —¢&?) —?“1(52 —28%+¢&%) +ﬁﬁ1(f —28%+¢&%)

3
+BZL4<§CZ12 — az) (&3 —3&*+38°-¢9)

2
3
+ %alﬁl(—f — 1062 + 1083 + 25&* — 3685 + 12£9)
+B—r3 —54+65—26+B—T323—53+35—6
24032(5 § § %) 720[?1(5 § §>—=8°)
+ o (16)

Con la solucién anterior, es posible calcular el perfil de velocidad utilizando el mismo
método que se siguié para obtener el perfil de temperatura. Es importante senalar
que este método permite realizar un analisis muy exacto agregando términos en los
que el parametro perturbativo esté elevado a mayores potencias, el usuario puede
elegir hasta que aproximacion se quiere llegar.
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A continuacion se presenta nuevamente la ecuacion de la velocidad adimensional.

d (o d¢)
—|==x)=0 17
df(u dé 17
Se sustituye la serie propuesta al inicio.
4 (1+ﬁ9+ﬁ92+---+ﬁ9")d—¢ =0 (18)
déf 1 2 n dé

Se calcula la aproximacion de orden cero.
¢=3 (19)
Ahora se propone la solucién que considera los 6rdenes superiores.

¢ =&(1 + Br6, + Br?0, + .-+ Br"9,) (20)

Sustituyendo (20) en la ecuacion diferencial del perfil de velocidad (18) y
considerando solo los términos de orden dos e inferior se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales similar a los mostrados en las ecuaciones (12) y (13), para
el cual se obtiene las dos soluciones con las que es posible plantear la solucidon
general del perfil de velocidad del mismo modo que se hizo con el de temperatura

obteniendo lo siguiente:

—g4 Dl 362 4 26%) 4 2 1083 — 158% + 685
¢—€+E,31($z_ §°+ f)+m(a1ﬁ1_ B2)(—=§ +10¢° — 158* + 6¢°)

+i_;512(—12§—52+ 1683 — 58* +2¢°) (21)

Ley de la Potencia por Método Perturbativo.
(Turian, 1965)

En este modelo, las ecuaciones de momentum y energia cambian ligeramente:

d(dvz)_o 29
dxndx N (22)

d (de)+ (dvz)z_o 23
dx \ dx 1 dx) (23)
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El nimero de Brinkman queda definido de esta manera para esta seccion:

_ mv?
~ koTo

Br

Esas ecuaciones se cambian por las adimensionales que tras ser ordenadas quedan

como sigue.
%(%2—?) —0 (24
2
dif(%j_?) + Br%(i—?) 0 (25)

Debido al comportamiento que presentan los fluidos sujetos a este modelo no se
puede considerar que la funcién que relaciona la viscosidad con la temperatura sea

tan sencilla como en el caso anterior, por lo que se proponen otras funciones.

k
—=1+a,0 + a,0% + -+ a,0" (26)

ko
4 _ (1 +y10 +y,0% +-)  (27)
d§
dp  m

Sustituyendo todas estas funciones auxiliares en la ecuacién de energia (25) y
arreglandola se llega a la ecuacion (29).

d do
d—g{u + .0 + a,0% + ---)d—f} = —Br(cS" (1 + 110 +v,0% + )  (29)

Igual que en el caso anterior se propone una solucion mediante soluciones parciales.
¢ = ¢y + Bre, + Brigp, + - (30)
0 = BT91 + BT‘292 + BT303 + .- (31)

c =co+Brcy + Bric, + - (32)
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Por el teorema del binomio y basandose en la ecuacion (32) se puede plantear

s(s+1
St = ¢St + (s + 1)coScy Br + ((s + )¢ cy + ( 5 )cos‘lclz) Br? (33)

Estas soluciones son sustituidas en la ecuacion (29)

1+ a0 + ay6% + )—}

:E { dé

= —Br <cos+1 + (s + 1)cyScyBr

s(s+1)
2

+ ((s + 1)coScy + c05‘1612> Br2> (A +y10+y,0%+-) | (34)

Tras desarrollar todos los productos, se agrupan los términos con respecto a la
potencia del parametro perturbativo; es decir:

d?e,
Br: e = —¢,5t1  (35)
d2 do,\* d20
Br?: dfzz +a (d—;) a,0, le = —(s+ DcyScy — ¢5y10, (36)
o, Q%03 %, . d6ydO, 6, ,d% (d91)2
s’ +s
= —(s+ 1co’cy; — ( > )Cos_lcl2 — (s + Do cry101 — co° 116,

- Cos+1V2912 37)

Como puede observarse, las ecuaciones resultantes son mas sencillas que en el
caso anterior y simplemente requiere hacerse la integracion; deben ser resueltas de
forma sucesiva para poder obtener las siguientes soluciones:

COS+152 C S+1‘>;

_ 0
0, = > + > (38)
Ba,(co5t1)? s 3a; (caST1)2 CoS+H1)2
6, =(- 1(¢co )_I_Vl( )? N 1(co )_V1(0 ) £3
24 24 12 12
(- a;(co*™)? _ (s + 1Deco’cy g2
8 2

Y1(co®™)? (s + 1Dcp’cy
+ < 52 + > )f (39)
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0, = <_ 15a,%(co**)? n 3a1y1(co**h)? n 5a,(co**t)? _ Y12(co*1)? _ Vz(Cos+1)3> g6
240 120 120 720 120
15a:%(co**)?  3ayvi(co®™)?  5ax(co®)®  v1(c®*h)?
( 80 B 40 T a0 7 240
n y2(605+1)3) £s
40
3a:%(co®™)?  Sayy1(co™)®  ai(s + Dep’cice®™t  ay(co®™ )3
<_ 16 96 B 4 8
Yi(s + Dep®cic®™*t Vz(Cos+1)3) gt
12 48
3a:°(co**)?  aqvi(co®™)?  Bai(s + Deo’cic®™t ay(c®™h)?
( 8 " a8 6 S 24
Yi(s + Deo’eico®™t V12(Cos+1)3) £
6 144
+ (_ aryi(co®)? _ ai(s + 1)co’cic**t _ (s + Deco’c,
48 4 2
_ (s + s)cos‘lclz) 2
4
a1v1(co®™)®  ¥1i2(o® ) v2(co®t)?  vi(s + Depeic®tt
(_ 480 240 240 12
(s + 12)coscz (s? + s):os‘lclz) £ (40)

Que al ser sustituidas en la ecuacién (31) llevan a la solucién del perfil de

temperatura.
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1 1
0= EBT”(COSH)(SZ -3 - ﬁBTzh(CoSH)(—s( +28% =&Y

— %Brz(s + 1)cySc (128 + 1282) — %Brzal(cos“)z(fz —2834+¢&Y)

+ Br3y,2(coSt1)3 (1262 — 2083 + 1285 — 4£°)

2880

+

5880 Br3y (s + 1)coScy(co5T1) (2408 — 48083 + 240&%)

+ Br3(s + 1)cySc, (1440 — 1440&2)

2880

+ Br3(s? + s)c;%(coS 1) (7208 — 72082)

2880

1
+ @Bﬂalyl(co”lf(—f — 1082 + 1083 + 25&* — 3685 + 12£9)

1 1 2 3 4
+ @Bﬂal(s + 1)co ¢y (cp’T 1) (—1208% + 24083 — 120¢%)

1
+ EBr.3a12(COS+1)3(3€3 — 954 + 955 _ 356)

1
+ EBr3a2(c05+1)3(—2€3 + 6&* — 685 + 2£9)

1
+ s Bréva(o™ D3 (=564 + 665 — 269 (41)

La cual se sustituye en la ecuacion (27) para obtener el perfil de velocidad.

— s s—1 B iB N s+1 32_23
b =co*¢ + sc’ r€+12 TY160° (o5 ") (3¢ %)

1
+ EBT2V1SCOS_1(Cos+1)C1(3fz - 253)

1
+ EBrzh(s + 1D)cp*c1 (387 — 283)

1
+ mBr2V12C0(COS+1)2(1552 —15¢* + 6£°)

1
+ mBr2a1y1605(605+1)2(—1053 +15¢* — 6¢£°)

1
+ EBr2y2605(005+1)2(10€3 — 15&* + 6&°) + scy5 " 1c,Br3é
(s — 5)cy %¢,?Br?
2

¢ (42)
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Por las condiciones de frontera se sabe que

1 1
5C05_1C1B7”S( + EBrhCoS(CoSH)@fZ - 253) + EBTZ)/lSCoS_l(COSH)CleZ - 253)

1
+ EBrzyl(s + 1)co?5c, (382 — 283)

1
+ mBrzhzco(coSH)z(lS'fz — 158* + 6¢°)

1
+ mBrzal)/lCOS(Cos-'-l)z(_lOEg + 1554 - 655)

1
+ EBrzyzcos(cos+1)2(1OE3 — 158* + 6&5) + scyS L, Bré
(s? —8)cyS %c,?Br?
2

E=0 (43)

De lo cual se puede obtener las siguientes constantes:
=1 (44)

1 1
SC = —Eh -0 = —Eylno (45)

13 5 1 5 13 5 1 _ 46
= —_— - [ -
14401/1 96)/1 Ng = C; 1440)/1 Ny 96)/1 Ny (46)

sc,

Las cuales, al ser sustituidas en las ecuaciones de temperatura (41) y velocidad (42)

llevan a lo siguiente:

¢ =s‘—lBT (& —38% +28°%)
12 V1

+ ﬁloBrth((—SnO +4)& + 15(ny — 1)52 —10(ng — 2)53 _ 1584

+66%) + 55 Bri(ayys — 27)(¢ — 1067 + 156% — 66)  (47)

Desarrollo de Modelos 25



6 =2 Br(¢ — ) — 5 Briys(nof — (14 ng)® + 262 — £4) — = Bria, (62 — 26 + £%)

+

Sag0 B ((—15n0% — 17ng + 10)§ = 3(6 + no(1 — 5n,))?

+20(1 + 2ng)E3 — 20(1 + ng)&* + 1285 — 456)

1
+ 75 B aya (=€ + 10m68% — 10(1 + 2n6)¢° + 5(7 + 2me)§* — 3667

+128°) + %Br3(3a12 —2a,)(—&?% + 38* — 385 + £9)

1
+ 57 Briva(§ — 58" + 685 - 26°)  (48)

Modelo de Cross por Método Perturbativo

La ecuacion siguiente es el modelo de Cross, aunque tal vez debiera presentarse
antes que el modelo de ley de la potencia, puesto que éste es un caso particular del
modelo de Cross, pero se dejo al final por ser el mas complejo de todos.

Mo — 1N )
= _— 4
=0 +(1+K]'/m (49)

No — Nwo

N =N+ % (50)
1+ K (52)
dx

Las ecuaciones de momentum y energia en estado estacionario son las mismas que

en el caso anterior (22) y (23), en ellas se procede a sustituir el modelo (50)

d ( dvz> _0 27
dx 1 dx/ (22)
d (k dT) N (dvz)z _ 0 23
dx \ dx n dx) (23)
Mo = Noo dv, |
dx
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i(kd—T)+ n | —e— T \(d”):o (52)

dx \" dx 1+K(cfiz;z)m / dx

El parametro perturbativo vuelve a ser el numero de Brinkman

_ noV?

Br =
"= kT,

(53)

Con éste y las variables adimensionales se plantea la ecuacién adimensional de
velocidad.

n
1 -1
Vno d d
Mo ¢ 77_+ Mo — _¢= (54)
b d¢

Que al ser resuelta arroja las siguientes equivalencias, necesarias para facilitar el
planteamiento de la ecuacion de energia adimensional

do _ (ab™ ﬁ—c"—" (55)
df_ ymtip - n

A continuacién se presenta la ecuacion adimensional simplificada para el perfil de
temperatura.

d ko (k Tyd V dpy
__0<__°_) M<__¢) =0 (56)
dé b \ky b d¢ no \b d&

Tal como se presentd la ecuacion (55) no considera la disipacion viscosa, por lo cual
se proponen las siguientes funciones y sustituciones.

< abm+2 )m}l-l
W=\|—75— 57
Vm+1n ( )

d¢ n
&= vyt Tt ) (68)

£
= 14 a0 + a,0% + -+ a,0™  (59)
0

¢ =co+ Brcy + Br?cy + -+ Br'*c, (60)
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Al sustituir (563), (55), (58), (59) y (60) en la ecuacién (56) y agrupar términos, se
obtiene la ecuacion con la que se trabajara.

d (14+ a0 +a,8%+ -+ en)dg
az (2] a, a, az

+ Brw(co + Brey + Brécy + -+ Briic,) (1 + y10 4 y,0% + -+ + y,,0™)
=0 (61)

A partir de aqui se sigue el mismo procedimiento empleado en el caso anterior,
obteniendo las siguientes soluciones:

0, =2 - (62)

0. Yiw?cy? _ a;w?cy? £y a,w?cy? _ Yiw?cy? . a,w?cy? _wo 2
2 24 8 4 12 8 2
2. 2
Yiw?ce?  wey
63
NEEE
0. [ — cowia,? N cowiy aq _ co3wiy?  aycedwd g
3 16 40 720 24
3co*wi3a 2 3c’wiyiay N co’wiyri?  apc’w? .
16 40 240 40 §
3¢y *wia,? coclwza1+5003w3y1a1 CocW?y;  cowia, g
16 4 96 12 8
co*wia,? n Cociway n co*wiyiay _ CoC1W?yy _ o> w3y,
16 2 48 6 144
co3w3a2) 3, C*Wiriay  coewlay  cw)
24 d 48 4 2 ¢
3wy a;  cocaw? co3w3y2 w ¢dwia
_Co Y11+01 V1+o V1+2_o 25(64)
480 12 240 2 10
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2. 2 2.2
6= Br?(—fz +8) +Br2m(—f4 + 253 —52) +Br2 0 (g1 263 4 g

8 24
3
+ Br? ( £+ )+ Brr Y Y (po g gps ey )
+ Br3 %(1256 3685 + 256 + 1083 — 1082 — &)
L LA YA Y S 3%2“(54—253%)
+B3 720 (56+3§5 SE3+3€)+Br (€2+€)
3

+Br3%(f6—3€5+15€4—5€3—85) (65)

Para después poder resolver el perfil de velocidad sustituyendo (65) en la ecuacion

(58)

2
¢ = wé + Br Y 2 (~28% + 3¢%) + Br ZWQT( 685 + 156* — 10¢3)
+ Br 2”1 (255 5¢4 4 562) 4 Br 2”1 (283 4 382)

C
+ Brzy""fTO"(éé _ 1584 +1063)  (66)

De las condiciones de frontera también se obtiene una relacidon entre las constantes
Co y C1.

120(1 —w) 10c;y; _ 10coy;  aq¥16o°
Br2w3 w  Brw 2

p(1)=1- +y1%co® +v1c0®  (67)

El procedimiento anterior puede ser empleado para cualesquiera condiciones de

frontera, en la seccidon de analisis de resultados se mostraran los datos de un

proceso adiabatico.
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V. PROPUESTA PARA LA SOLUCION DE LOS MODELOS

Si bien es cierto que el método seguido para el desarrollo de los modelos anteriores
es aplicable a todo tipo de fluidos viscosos, cabe mencionar, que los graficos y datos
proporcionados para la presentacion de las soluciones encontradas son
representativos de un fluido en particular, que en este caso es una solucién de

carboximetilcelulosa (CMC) al 1%.

Con el fin de poder mostrar una representacion grafica es necesario obtener algunas
constantes caracteristicas de cada fluido, por lo cual se llevaron a cabo varias

mediciones y calculos , que se muestran a continuacion.

Datos Experimentales

Tabla 1. Datos de la velocidad de deformacion y viscosidad a diferentes temperaturas.

n [P] n [P] n [P] n [P]
@24°C  @41°C  @55°C @71°C

1.0 0.105 192 112 40 36
2.5 0.262 139 85 40 30
5.0 0.524 99.2 64.8 32 22.4
10.0 1.047 76 50.8 25.6 18
20.0 2.094 57.8 39.6 20.8 15.2
30.0 3.142 46.9 34 19.2 14

50.0 5.236 35.84 26.24 16.24 12.32
100.0 10.472 23.2 18.04 12.16 9.64
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Velocidad de Deformacion vs Viscosidad
200
180
160
140 o—24°C
120 ——41°C
E 100 —#—55°C
= ——71°C
80
60
0 %‘x—\ﬁtg: -
20 3
0
0.000 2.000 4.000 6.000 8.000 10.000
y[s]

Grafico 1. Curvas de flujo para una solucién acuosa de CMC a 1% p/p a diferentes temperatura (Cross, 1965).

2.500
2.000
=24 °C
1.500
c =fi=41°C
5
1.000 *—=35°C
==71°C
0.500
0.000
-1.500 -1.000 -0.500 0.000 0.500 1.000 1.500
logy

Gréfico 2. Grafica logaritmica de la velocidad de deformacidn y la viscosidad para una solucién acuosa de CMC a 1% p/p a
diferentes temperaturas.
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Con el fin de estimar las constantes para el modelo de Cross se llevaron a cabo los

siguientes calculos:

_ Mo — Neo )

=m0t (T gpm) (69
Si K es muy grande tendriamos:
Mo — WOO)

~ Ny + [——2 9

N~ + ( Kym (69)
No — N . _

~ (F2) 7T e (70)

Aqui puede observarse que si se grafica n vs y~™ deberia obtenerse una recta de la
cual, haciendo una regresion lineal, podria obtenerse el valor de n , pero al
desconocer el valor de m no se puede hacer de forma directa. Para esto, se supone
que m es un numero fraccional, el cual sera resultado de una fraccion propia de
numerador par y denominador impar (Cross, 1965).Se propone que ésta sea

250
200
150 & 24°C
B 41°C
= 55°C
100 X 71°C
Lineal (24 °C)
———-Lineal (41 °C)
50 ................. Lineal (55 °C)
--------- Lineal (71 °C)
0
0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000
v-m

Gréfico 3. Evaluacién de ., con lineas de tendencia para datos de una solucién acuosa de CMC al 1% p/p a diferentes
temperaturas (Cross, 1965).
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A continuacion se puede hacer la regresion lineal y calcular.
by =n

Pero si K es muy pequeia

_ Mo —1 )
=0 +(1+Kym (68)

n(1+Ky™) =n, (1 +1ZI£K)'/’”> — 7Z];.OK)'/m <1 (71)
0 0

n(1+Ky™ =ny, (72)

1 1 +K m o (73)
e _'y
n MNo MNo

En este caso, si se grafica 1/,7 vs y™ se podrian calcular K y n,.

0.120
0.100 X
y e 24°C
0.080 e e moa1°c
X X S 55 °C
= 0.060 v ____________ m X nc<c
T Lineal (24 °C)
0040 | 7 AT @wTT T aeee- Lineal (41 °C)
--------- Lineal (55 °C)
o020 { @®B--T L _— Lineal (71 °C)
0.000
0.000 1.000 2.000 3.000 4.000
vm

Gréfico 4. Evaluacion de Ky mg con lineas de tendencia para datos de una solucién acuosa de CMC al 1% p/p a diferentes
temperaturas (Cross, 1965).

Y al hacer la regresion lineal se tendria:

K b
A, = — e —
2 No 2 No
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Coeficiente de Correlacion

. sy -EmnE&y™) 74

VIs@En®) - EmAs@y2™) - Ey™)?]

Regresion Lineal

_ sy -G &Y™

e X DI X )E (75)
b1,2 = 27" — a% (76)

Con los datos experimentales y los calculos obtenidos con la primera suposicion del
valor de m se realiza la regresion lineal y se calcula la viscosidad; con esto es
posible plantear una funcion error para obtener el valor de m por el método iterativo;

dicha funcion sera Z(ncal —Uexp) , la cual debe ser lo mas proxima a cero. Se
obtuvieron los siguientes resultados.

Tabla 2. Tabla comparativa de los resultados obtenidos a distintas temperaturas.

T[°C] No [P] N~ [P] K [s] m = 2
24 372.669  23.997 3.6431 0.595 0.977 0.997
41 237.963 16.147 3.4973 0.521 0.976 0.997
55 3041.207 4.300 118.2420 0.295 0.924 0.980
71 1619.009  0.000 83.7310 0.288 0.991 0.994

Como puede observarse n,, n , m y K también dependen de la temperatura, sin
embargo, para hacer mas sencillo el modelo, no se considerd asi. Asi que se elige
un conjunto de datos para trabajar el modelo.
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VI. TRABAJOS PREVIOS

Al respecto de este tema existen trabajos previos, como los realizados por R. Byron
Bird y Raffi M. Turian (Bird R. B., 1963) (Turian, 1965), dichos articulos fueron base
para este trabajo; en ellos se plantea cdmo deben considerarse los efectos de la
disipacion viscosa en un sistema de placas paralelas, una de las cuales se mueve a

velocidad tal que los efectos de la disipacion viscosa son importantes.

A continuacion se muestra una serie de graficas que resumen los resultados
obtenidos en este trabajo en comparacion con los de los articulos y el modelo en

donde no se considera el efecto de la disipacion viscosa.

1.0 ~——
thn
0.9 ""..-_-..~
b X
:~_-~~
0.8 < ,~:s~~
. -
~ ] \~\
0.7 ~ So
NS
0.6 ° \ \\
R \
w 0.5 ]
/ ,/
0.4 PR
L d
0.3 PRToRl
= lne” ,
0.2 -t = o =Articulo
PO e
ot === Modelo
0.1 ST o
: J‘,uf""" Viscosidad constante
o
P
0.0 ===
0 2 4 0 6 8 10

Grafico 5. Comparacion de resultados en perfil de temperatura para fluido newtoniano (agua) cuando ambas placas se
encuentran a la misma temperatura.
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Grafico 6. Comparacién de resultados en perfil de velocidad para fluido newtoniano (agua) cuando ambas placas se
encuentran a la misma temperatura.

Como puede observarse en el grafico 5 las soluciones encontradas para el flujo de
Couette son diferentes a las que se muestran en el articulo (Bird R. B., 1963). Dichas
soluciones son incorrectas, durante la elaboracién de este proyecto se detectaron
algunos errores algebraicos en el articulo. Esta diferencia se hace mas evidente al

hacer mayor la velocidad de desplazamiento de la placa superior.

Trabajos Previos 36



[
0.9 el P .
§?=~ -
*\ -
0.7 .-~

0.6 \
w 0.5 /
0.4

/."
0.3 4»"
=
===
0.2 o == == Articulo
.,__/—"

0.1 —_ = + Modelo

= = = = \/iscosidad constante
0

0 1 2 3 4 5 6

Grafico 7. Comparacion de resultados en perfil de temperatura para fluido no newtoniano (solucién acuosa de CMC) por ley
de la potencia, cuando ambas placas se encuentran a la misma temperatura.
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Grafico 8. Comparacion de resultados en perfil de velocidad para fluido no newtoniano (solucién acuosa de CMC) por ley de
la potencia, cuando ambas placas se encuentran a la misma temperatura.
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Lo mismo sucedié al desarrollar el modelo para los fluidos no newtonianos (Turian,
1965), pero en este caso, las variantes en las ecuaciones se presentan en los
términos de tercer grado, por lo que la diferencia es mucho menor y por tanto menos

apreciable que en el caso de los fluidos newtonianos.
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VIl. ANALISIS DE RESULTADOS

Tabla 3. Resumen de las ecuaciones de perfiles de temperatura y velocidad adimensionales para cada uno de
los modelos estudiados.

Modelo Ecuaciones
Fluido Br Br? Br?
_ 9=7(€—EZ)——a1(EZ—ZE3+€4)+2—31(€—2€3+§4)
newtoniano. 8 4
Placas a la Bris , 3 4 5 z6
to(Sed - @) (63 - 38" +365 - ¢)
misma s
temperatura. + ﬁalﬁl(—f — 102 + 1083 + 25&* — 3685 + 12£9)

B 3
By (E — 56+ 665 - 269)

3

+%ﬁf(3€ =583 +38° =0+

Br
¢ =&+ Bi(§ =387 289

Br 2 1083 — 15&* + 6&°
+m(“1ﬁ1— B2)(=§ +10&° — 158* + 6¢~)

+ f—;ﬁlz(—lzs — &2 +16§° — 5¢* + 2¢°)

Fluido Br Br? Br?
0 =7(25—52) —?“1(452 —48% +¢&%) +ﬁﬁ1(85—453 +&4)

Br3
+E(3Qf — 2a,) (883 — 128* + 6¢° — ¢9)

newtoniano.
Adiabatico.

3

Br
+ malﬁl(—% — 4082 + 2083 + 25&* — 1885 + 3¢9)

3

+ 35 B (165 = 108% + 685 = £9)

3

B
+ =5 B(968 — 407 + 66° — £9)

B Br?
b = £+~ Fr(26 — 362+ )+ S fi7 (4 — 467 + 88 — £ +69)

Br?
+ g (@B — 2B) (=8¢ + 2083 — 15¢8* 4 3¢°)
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Fluido | no| . _ %Br(f _ery %Brzyl(nof (g + 1)E2 + 283 — £4)
newtoniano.

Ley de |la — %Brzal(fz — 283 4+ &%)

potencia.

Placas a la + 2880 Briy,2{(—=15ny% — 17n,y + 10)¢

misma —3(6 + no(1 — 5n9))é2 + 20(1 + 2ny)&3 — 20(1 + ngy)&*
temperatura. + 1265 — 4¢6)

1
+ @Bﬁalyl{—f + 10ny¢% — 10(1 + 2ny)&3

+5(7 + 2ny)&* — 368> + 12£6}

+ %Br3(3a12 —2a,)(—&% + 38* — 38° +¢9)

1
+ 530 Brna(6 = 56 + 665 — 2¢9)

§ = § — = Bryy (¢ — 362 + 26%)
12 V1
+ ﬁloBrzhz{(—Sno +4)¢ + 15(ny — 1)¢?
—10(ng — 2)&3 — 158* + 6&°}

1
+ mBTZ(aﬂﬁ —2y,)(§ — 1083 + 15¢* — 6¢°)
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Fluido no 1 1
) 9ZEBT(E_EZ)_ﬁBrZVI(nOE_(1+n0)€2+2§:3_€4—)
newtoniano.
1
Ley de la ~ g Brim - 28% +¢9)
potencia.
3, 2 _ 2
Adiabatico. + 2580 8 1* ((=15m0% = 170 + 10)¢

—3(6+no(1 —5n9) )&% + 20(1 + 2n9)&3 — 20(1 + ny)&*

+12¢5 — 4¢°)

1
+ @Bﬁalyl(—f + 10ng¢% — 10(1 + 2ny)é&3
+ 5(7 + 2ny)&* — 36&° + 12£°)

+ %Br3(3a12 — 20a,)(—&? + 384+ — 385 + £9)

1
+ 235 Briva(§ — 5¢° + 665 — 269)

¢) =f—iBT (5—352 +253)
12 V1
+ ﬁloBrzylz((—SnO + 4)¢& + 15(ny — 1)&2
—10(ng — 2)&% — 15¢* + 6¢5)

1
+ mBTZ(aﬂﬁ —2y,)(§ — 1083 + 15¢* — 6¢°)
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Fluido no

o 6 = r—( £ 48)+Bri- ( §* 4283 -¢%)
newtoniano.
2
Modelo de +Br2%(54—253+§)+Br2WTC1(—.§2+§)
Cross.
CO ‘w? a1 6 5 4 3
Placas a la + Br3 ———(—§° + 38> —3&* + &3)
misma 3wy a
temperatura + Br3 2 4801 1(1256—36§5+25§4+1053—1052
_ &) + B3 X T (e 0g3 _ g2)
CoC
+Br3%2“(54—253+5)
+pr3e ¥ 720 ( §6 + 385 —58% +3¢)

322840

3.3
+ Br3%(§6 — 365 + 158* — 5¢3 — 8¢)
¢ = wg +Brl- 0 (258 4 3¢2)
+ Br 2w( 685 + 156% — 1063)
240
+ Br 2“ o (265 - 5% 4 582)
+ Br Zylw L (=283 + 3¢2)

+ Br Zyzw 0* (655 — 156% + 108%)

Como puede observarse en la tabla anterior, las ecuaciones obtenidas para cada
uno de los casos, son parecidas entre si, esto prueba que el método utilizado, puede
ser util para todo tipo de fluidos viscosos bajo ciertas condiciones. Si bien estos
modelos arrojan resultados matematicamente correctos es importante saber realizar

una buena interpretacion de lo que se obtiene.
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Grafico 9. Perfil de temperatura para un fluido newtoniano en un sistema de placas paralelas, que se encuentran
a la misma temperatura, variando la velocidad a la que se mueve la placa superior (variacion de Br).
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Grafico 10. Perfil de velocidad para un fluido newtoniano en un sistema de placas paralelas, que se encuentran a
la misma temperatura, variando la velocidad a la que se mueve la placa superior (variaciéon de Br).
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En el grafico 9 se muestra como, para fluidos newtonianos, el comportamiento del
perfil de temperatura sigue un patron, al aumentar la velocidad con que se mueve la
placa superior, cuando crece el numero de Brinkman, la temperatura aumenta;
también puede verse que cuanto mas grande es el numero de Brinkman mayor es el
efecto de la disipacién viscosa. Mientras que en el caso del grafico 10, el perfil de

velocidad sufre cambios tan pequefios que son casi imperceptibles en él.

Cabe mencionar que el método de parametro perturbativo indica que el parametro
deber ser un numero pequeiio pero diferente de cero (Van Dyke, 1975); sin
embargo, como puede observarse en las graficas 9, 10, 11 y 12 se utilizé un numero
de Brinkman mayor, esto fue unicamente con el propdsito de mostrar en la misma

grafica los efectos que se generan por el aumento de magnitud del niumero de

Brinkman.
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Grafico 11. Perfil de temperatura para un fluido newtoniano en un sistema adiabatico de placas paralelas,
variando la velocidad a la que se mueve la placa superior (variacion de Br).
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Gréfico 12. Perfil de velocidad para un fluido newtoniano en un sistema adiabatico de placas paralelas, variando
la velocidad a la que se mueve la placa superior (variacion de Br).

En el caso de un sistema adiabatico, como el representado en los graficos 11y 12
se observa que, al no poder liberar el calor, la temperatura se eleva mucho mas que
en el primer caso y que los efectos de la temperatura en las propiedades del fluido

afectan también, aunque en una proporcion mucho mas baja, el perfil de velocidad.

Ahora bien, en las graficas anteriores se nota que si bien existe una relacion entre el
numero de Brinkman y la temperatura del sistema, el cambio no es tan drastico de
una velocidad a otra. Esto no ocurre cuando se estudian fluidos no newtonianos, un
cambio de velocidad puede alterar drasticamente, no solo la temperatura del
sistema, sino también las propiedades del fluido estudiado. Es por esto que los
modelos desarrollados sélo pueden ser resueltos para potencias del numero de
Brinkman no superiores a 107 ya que después de este rango, al menos en este
sistema en particular, comienza a arrojar soluciones que no reflejan la realidad; y
que, aunque la solucion matematica es correcta, la representacion grafica muestra

datos que no son ciertos.

Analisis de Resultados 45



0.9 ~-"“‘~--~~~

0.8 ~~o

0.7 Ss

0.6 S
w 0.5 )

0.4 y

0.3 e

0.2 = === |leyde la Potencia

= Modelo de Cross

0 2E-08 4E-08 6E-08 8E-08 0.0000001 1.2E-07 1.4E-07 1.6E-07
0

Grafico 13. Perfil de temperatura para un fluido no newtoniano en un sistema de placas paralelas que se
encuentran a la misma temperatura para los modelos de ley de la potencia y Cross con magnitud del numero de
Brinkman 10°.

En los graficos 13 y 15 se muestran los perfiles de temperatura del fluido no
newtoniano, aunque para efectos de analisis hubiera resultado conveniente juntar
ambos graficos, las escalas en las que se encuentran, lo impide; sin embargo, se

puede notar que la tendencia es la misma que en el caso de los newtonianos.

Aunque pareciera en estos graficos que la diferencia entre los resultados obtenidos
para la ley de la potencia y el modelo de Cross es grande, en realidad esto se debe
a la escala en la que estan representadas. Los resultados de ley de la potencia, al
ser ésta un caso particular del modelo de Cross, se aproximan numéricamente a los

obtenidos para el modelo de Cross.

En cuanto a los perfiles de velocidad de los graficos 14 y 16, puede observarse que
también en este caso, los efectos que tiene en ellos es despreciable en comparacién

con los efectos mostrados en la temperatura.
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Grafico 14. Perfil de velocidad para un fluido no newtoniano en un sistema de placas paralelas que se
encuentran a la misma temperatura para los modelos de ley de la potencia y Cross con magnitud del nimero de
Brinkman 10°.
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Grafico 15. Perfil de temperatura para un fluido no newtoniano en un sistema de placas paralelas que se
encuentran aBIa misma temperatura para los modelos de ley de la potencia y Cross con magnitud del nimero de
Brinkman 10™.
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Grafico 16. Perfil de velocidad para un fluido no newtoniano en un sistema de placas paralelas que se
encuentran a la misma temperatura para los modelos de ley de la potencia y Cross con magnitud del nimero de
Brinkman 107
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VIIl. CONCLUSIONES

La contribucion principal de este trabajo es el desarrollo del modelo de Cross
mediante parametro perturbativo considerando los efectos del cambio de
temperatura sobre la viscosidad y conductividad térmica, ya que éste permite
describir el comportamiento de los fluidos viscosos en todas las regiones reologicas.
Cabe destacar el modelo de Cross porque es capaz de explicar, mediante
parametros con sentido fisico, una gran cantidad de comportamientos de los fluidos

viscosos obtenidos experimentalmente.

Si bien es cierto que el modelo de Cross requiere de la estimacion de mas
parametros caracteristicos de cada fluido, también es importante mencionar que con
€l puede observarse el comportamiento de la viscosidad de un fluido en un rango

amplio de velocidad de deformacion.

En este trabajo se han logrado desarrollar ecuaciones para los perfiles de
temperatura y velocidad considerando la disipacion viscosa para distintos modelos.
Sin embargo el método perturbativo utilizado tiene inconvenientes, es muy extenso,
laborioso y durante su desarrollo es muy facil cometer errores por la gran cantidad
de términos que se manejan; aunque claro esta, este puede ser simplificado o
extendido dependiendo de hasta qué orden de error se decida llegar. Si bien estas
no son soluciones exactas, este método de solucidn permite darnos cuenta del

efecto que tiene la disipacion viscosa en este tipo de problemas.

Una de las complicaciones principales de este desarrollo es la cantidad de
constantes que deben ser estimada; que ademas de ser caracteristicas de cada
fluido, los modelos son muy sensibles a ellas por lo que debe tenerse cuidado al
momento de estimar estos valores. Para esto, contar con datos experimentales mas
exactos seria beneficioso para conocer el comportamiento real del fluido en cada

punto de un proceso.

En los graficos de los modelos para fluidos newtonianos y para los no newtonianos,

que se encuentran en este trabajo, el efecto de la disipacion viscosa es mas
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significativo en el perfil de temperatura que en el de velocidad; eso ocurre porque al
hacer friccion una capa de fluido contra otra se favorece el aumento de temperatura

en el sistema.
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IX. TRABAJO FUTURO

En etapas futuras de este estudio, se podrian desarrollar las ecuaciones para
distintos modelos de fluidos no newtonianos viscosos que describan diferentes
comportamientos reoldgicos en estado estacionario y analizar qué tan sensibles son

estos a las variaciones del parametro perturbativo.

Las ecuaciones que se presentan en este documento podrian utilizarse para el
disefio de equipos especializados para la industria y asi volver mas eficiente algun
proceso de fabricacion. También podrian servir para ajustar los procedimientos de
fabricacion para evitar alteraciones de las propiedades de productos que se fabrican

en los equipos que ya existen.

Estas ecuaciones también podrian emplearse para el desarrollo de equipos de
medicion mas exactos, sin embargo, la tecnologia que existe actualmente ya
considera eliminar los efectos generados por la temperatura sobre la viscosidad
mediante sistemas de control de temperatura integrados al equipo. (Viswanath,
2007)
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SIMBOLOGIA

A

a, a,
b

by, b,
Br

Ci

No
/R
Noo

Area del plato

Coeficiente de la pendiente de la regresion lineal del modelo de Cross
Distancia entre platos

Constante de la regresion lineal del modelo de Cross

Numero de Brinkman

Coeficientes adimensionales del numero de Brinkman en la serie de potencia,
relacionados a la viscosidad

Constante asociada a la ruptura de enlaces
Parametro del material

Exponente de ley de potencia

Coeficiente de correlacion

Numero de datos de la regresion lineal
Temperatura

Temperatura de referencia

Velocidad

Coordenada vertical

Coordenada horizontal

Coeficientes adimensionales de la serie de potencia de la funcion de
temperatura, relacionados a la conductividad térmica

Coeficientes adimensionales de la serie de potencia de la funcion de
temperatura, relacionados a la viscosidad

Velocidad de deformacion

Viscosidad aparente

Viscosidad limite a velocidad de deformacién cero
Viscosidad particular de un fluido

Viscosidad limite a velocidad de deformacion infinita
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0 Funcion adimensional de temperatura
o; Funciones parciales adimensionales de 6
K Conductividad térmica

Ko Conductividad térmica a la temperatura de referencia

& Funcion adimensional de coordenada
¢ Funcién adimensional de velocidad
o Funciones parciales adimensionales de ¢

T Esfuerzo cortante caracteristico de una sustancia

Esfuerzo cortante

v, Velocidad en direccion z
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54



APENDICES.

Apéndice A. Ecuaciones de Ley de la Potencia
Ecuaciones de movimiento y energia generales:

d ( de> _0
de\Tax )~
d (k dT) N (dvz)z — 0
dx \ dx n dx/)
Analisis dimensional:
Variables:
X v T —T V2
E = — = —Z = 0 B‘r‘ = Tll
b %4 Ty koTo

dv, dv, dp dé  dp 1 V d¢

dx dp dé dx = d& b b dE
dx = bd¢
dT _dT do dE_T dd 1 T, do
dx do dé dx  ° dé b~ b dé
Sustituyendo (A-4) a (A-6) en (A-1) y (A-2):
d (n dqb) .
dé \ny d§ ,
d [k db n (deo
(ge) +Brm(S2) =0
dé¢ (ko dE) N \dé
Integrando una vez (A-7):
d§ n
Funciones auxiliares:
1% n-1 d¢ n-—1 1%
m = mpexp(—B0) n=m (z) (d_f) N =mg (E

c=co+ cBr+c,Br? + -
N co+ ¢ Br+c,Br?+ -

N1 B cS(1+y16 +y,0%+-)

Apéndice A. Ecuaciones de Ley de la Potencia

)

no_l

(A-1)

(A-2)

(A-10)

(A-11)
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k
—=1+0a,0 +a,0% + -+ a,0" (A-12)

ko
Sustituyendo (A-10) en (A-9) y desarrollando:
d
d_?zcsumewzeu-.-) (A-13)
Sustituyendo (A-9), (A-12) y (A-13) en (A-8) y desarrollando:
d deé
d_f{(l + a0 + a,0% + )d_f} = —Br(cS* (1 + 7,0 + 7,02 + ) (A-14)
Se utiliza Br como parametro perturbativo: (A-15)
9 - BT‘91 + BTZHZ + BT393 + .-
¢ = ¢y + Bropy + Brig, + - (A-16)
¢ =co+ Brcy + Brcy, + - (A-17)

Por el teorema del binomio se desarrolla (A-17):

+1 A-18
St = ¢St + (s + 1)¢yScyBr + ((s + 1)co’cy + 5(52 )c05_1012> Br? ( )
Se sustituye (A-17) y (A-15) y sus derivadas en (A-14) y se desarrolla y se agrupan los términos que tienen el
parametro perturbativo elevado a la misma potencia:
d?e, (A-19)
Br: = _COS+1
dé?
Integrando dos veces (A-19):
coS*t1E2 (A-20)
91 = — 2 + le + XZ
Al evaluar (A-20) con las condiciones de frontera:
01(0) = 0_)X2 = 0
CS*1 (A-21)
01(1) = O il X1 = 2
Sustituyendo (B-21) en (B-20):
COS+1€2 COS+1€ (A-22)
91 = — 2 + 2
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Br?:

2 2 2
(Z:zz ay (il_?) + a160, Cfi—;; = —(s + Dco®cy — ¢**1y16,
Sustituyendo (A-22) y sus derivadas en (A-23):
d?6, _ <_ 3a;(co*h)? n Y1(Cos+1)2> £2 + (3“1(Cos+1)2 _ V1(Cos+1)2> £+ <_ a1 (c®™)?
dé? 2 2 2 2 4
Integrando dos veces (A-24):
0, = (_ 3a,(co**)? n V1(C05+1)2> N <3a1(c05+1)2 V1(Cos+1)2) £ 4 <_ ai(co**h)? _ (s + Deo’cq

24 24 12 12 8 2
+Y,

Al evaluar (A-25) con las condiciones de frontera:
92(0)20_)Y2:O
Y1(co®*1)? + (s + Do’y
24 2

—(s+ 1)coscl>

)€2+Y1€

6,(D)=0-7Y, =
Sustituyendo (A-26) en (A-25):
0, = (_ 3ay(co®*t)? n Y1(Cos+1)2>54 n <3a1(cos+1)2 _ V1(Cos+1)2> £ 4 <_ oy (c°*h)? _ (s + 1)C05C1> g2

24 24 12 12 8 2
™2 (s+ 1)cy°c
+<V1(204)+( 2)0 1)5
,  d?6; d20, de, do, d20, ,d?6, do,\>
Br=: dfz +a191d—€2+2a1d—5d—€+a192d—€2+a291 dfz +2a291 (d_f)
s?+s
= —(s + 1Dco’cy — (2—)‘705_1‘?12 —(s+ Dco’c1y161 — Cos+1)/192 - Cos+1)/2912

Sustituyendo (A-22), (A-25) y sus derivadas en (A-28):
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(A-23)

(A-24)

(A-25)

(A-26)

(A-27)

(A-28)

(A-29)
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d?6; _(_ 15a,%(cy**")? N 3a,y,(co*h)? n 5a,(co*h)? _ Y1%(co**h)? _ Y2(co*h)? g
dé? 8 4 4 24 4
n <15a12(c05+1)3 _ 3a,y,(co®* 1)’ _ Say(co®™)° n Y12(co**1)? n Y2(co 1)’

4 2 2 12 2

)¢

9a.2(cS* )3 Sy (caS+1)3 3a. (caS+1)3
<— ! (40 ) 1)/1(80 ) —3a;(s + 1cyScice’tt + —2( ; ) +y,(s + Decy’cic’t?
Y2(co**h)?
ne)
3a2c5+13 a Cs+13 (XCS+13
: (80 ) 1]/1(80 ) + 3a,(s + 1)cyScycytt — 2( 1 ) _ ¥1(s + VoSSt
_ V12(Cos+1)3> £ (- ary1(co**h)? _ ai(s +1)cp°cicp®*! ~ (s + Degsc, — (s +5) cos=1p 2
24 24 2 0 "2 2 1
Integrando dos veces (A-29):
0. = — 15a,%(co**")? n 3a,7,1(c°")? n Sa,(cy**)? _ Y12(co*)? _ Y2(c®*)? g6
3 240 120 120 720 120
<15a12(cos+1)3 _ 3a,y1(co*)? _ S5a,(cy**)? n Y12(co**h)? " )’z(cos+1)3> £s
80 40 40 240 40
_ 3a,%(co°*1)?  Sayyi(c®*)? _ ai(s + Deg®cice®™t  ap(cy®)? + Yi(s + Decocico™*?
16 96 4 8 12
Y2(c®*1)?
_ Y2l ) ) pa
)
<3a12(505+1)3 a1y1(co**h)? + 3a,(s + Dcg’cico™* _ az(co**h)? _ Yi(s + Dep®cicp®*t
48 48 6 24 6
Y12(co® )% a1y1(co®*)? (s + Dep’cice®™t (s +De’c, (52 +5)c® 'er?
BV AR S— B 4 a 2 B 4 d
+7Z,E+ 7,

Al evaluar (A-30) con las condiciones de frontera:
93(0)20_)Z2 :O

alyl(c05+1)3 Vlz(cos+1)3 VZ(COS+1)3 y1(s + 1)CoSC1CoS+1 (s+ 1)C05C2 (52 + S)Cos_1C12

480 240 240 12 2 4
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(A-30)

(A-31)
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Sustituyendo (A-31) en (A-30):

3 = — —

— <_ 15a,%(cy°*")? N 3a;y,(co*h)? n 5a,(co** ) y12(co**h)? Vz(cos+1)3> g6

240 120 120 720 120
(15a12(cos+1)3 _ 3a,y,(co**h)? _ S5a,(co***)? n Y1%(co**h)? n )’Z(COS+1)3> g5
80 40 40 240 40
(- 3a,%(co**1)?  5ayyi(c®*h)? _ a;(s +1)co’cice®*t (o) yi(s + Dep®cice™
16 96 4 8 12
_ Yz(cos+1)3) £
3a:%(co** 1) aqvi(co®™)?  Bai(s+ Deo’cice®™t ar(ce®™)?  yil(s + Dep’cicp®™t
28 8 6 T T 22 6
_ Y12(Cos+1)3) £y (_ a1y1(c*)? _ ai(s + 1co®cicp®! _ (s + Deo’cy _ (s? + 5)C05_1C12>€2
144 48 4 2 4
<_ ary1(co®)? n Y12 (co**h)? n Y2(co®*h)? N Yi(s + Dco®cice®™t n (s + Dco’cy
480 240 240 12 2
(s2+ 8)cy’ 1, ?
)¢
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Sustituyendo (A-22), (A-27) y (A-32) en (A-15)

0 = 3 Br(co™ ) — £2) — oo Briys (™) (€ + 268 — &%) — 5 Bri(s + Deg’e; (—12¢ +126%)

1 1
) S+IN2(22 _ z3 | r4
837” ay(co®™)* (&5 —28° + ¢ )+2880

BT3V12(C05+1)3(12€2 - 2053 + 1255 - 456)

+ 5880 Br3y, (s + 1)coSci(co5T1) (2408 — 48083 + 240¢%) + 5880 Br3(s + 1)cySc,(1440¢ — 1440&2)
! Br3(s? 2(co5™ 1) (7208 — 72082
+2gg0 BT (57 +5)er (6™ ) (7208 )
1
+ 55 Briay (o3 (=¢ — 1062 4+ 108° + 258 — 36¢° + 12¢°)
1 1 2 3 4
+ @Br%{l(s + 1)coScy(coT 1) (—12082% 4+ 24083 — 120¢%)
1 1
+ EBr3a12(c05+1)3(3E3 —9&* 4+ 985 — 3£6) + EBr3a2(cos+1)3(—2g‘3 + 6&* — 685 + 2£9)
1
+ 5= Briy,(c" )3 (=5¢* + 6§° — 2£°)

240
Sustituyendo (A-33) en (A-13):
d 1 1
_¢ _ (_ Br2y,2c,*(cg®*1)? — §BT2a1V1CoS(Cos+1)2 + —BTZ)/ZCOS(COS+1)2) g

aé 4
2 9 2L 22 2 25 2 1\2 ) £3
+ (‘ﬁBT Y1%¢o’(co*™h) +§BT a1¥160°(co*™) —ZBT Y2€0° (o) >f
1 12 1 1
+ (‘EBTMCOS(COSH) — ﬁBrzh(S + 1)co*5cy — §BT2051Y1COS(COS+1)2 - EBTZ)/lSCoS_l(CoSH)Cl
1
+ ZBTZVZCOS(COS+1)2) 52
1 N s+1 1 2., 2 s+1)2 12 2 2s 1 2 s—1 s+1
+ <EB7’Y1CO (co )+ﬁBT Y1°co(co® ™) +ﬁBT Y1(s + Doy +§BT Y15¢o° (o )Q)f
s2 —5)cy*%c,?Br?
+ (cos + scy* Y Br + scyS ey, Br? + ( ) 02 ! )
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(A-33)

(A-34)
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Integrando (A-34):

1 1 1
b= <_BT2V12C0(COS+1)2 - _Brzaﬂ’lCoS(CoSH)Z + _BTZVZCOS(COSH)Z) '55

120 L 40 " 20 1
+ (_ EBTZMZCO(COSH)Z + EBT'ZCHVlCoS(CoSH)Z - §Br2y2c05(c05+1)2> 54
1 1 1 1
+ (_ gBrhCos(CoSH) - EBT'ZH(S + 1)COZSC1 - ﬁBTZ%)’lCoS(CoSH)Z - EBT2V1SCOS_1(COS+1)C1
1
+ _Brz)/zcos(cos+1)2) &3
1% 1 1 1
+ (ZBrhCoS(CoSH) + EBrzhzco(CoSH)z + ZBTZ)&(S + Dco*ey + ZBTZV15COS_1(COS+1)C1>EZ
s2 —5)cy* %c,?Br?
+ (cos + scoS ey Br + scS e, Br? + ( ) 02 ! )E + W

Al evaluar (A-35) con las condiciones de frontera:
$0)=0->W; =0

Sustituyendo (A-36) en (A-35) y al suponer la solucion ideal, se despejan los valores de las constantes restantes,
llegando a lo siguiente:

¢ =&+ sc,Bré+ iBr]/l(SE2 —-28)+ iB1‘2)/1sc1(3<52 —-28)+ iBrzyl(s + 1)c; (382 — 283)

112 12 1 12
T P2, 2 2 _ 4 5 T p.2 _ 3 4 _ rz5
+7ZOBT y1°(156% — 15&* + 6& )+24OBr al)gl( 1052 +215€ 6¢°)
1 s“—s)c “Br
+ 5 Briya (1063 — 158* + 6£%) + sc,Br¢ + ( ; !
Con la segunda condicion de frontera se obtienen los valores de las constantes de la expansién del binomio:
1 1 1
€1 = _Eh; = _ﬁhno
_13 21121_1132_'_122
2T 1440" 5T 96" 05 T 144071 0 Tgg1 Mo
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(A-36)

(A-37)

(A-38)
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Sustituyendo (A-38) en (A-33):

6 =2 Br(E — ) — 52 Briys(nof — (ng + DE + 262 — £ — = Bria, (2 — 26 + £%)

+ 5880 Br3y,2{(—15ny% — 17ny + 10)& — 3(6 + no(1 — 5ny) )&% + 20(1 + 2n)&> — 20(1 + ngy)&*
5 6 1 3 2 3 4 5 6
+ 1285 — 48} + mBr ay1{—¢& + 10nyé — 10(1 + 2ny)é° + 5(7 + 2ny)&* — 368> + 12£°}
1 1
+ EBr3(3a12 —2a,)(—&?% + 38* — 385+ &%) + mBﬁyz(f — 5&* + 685 — 289)

Y también en (A-37):

b= &~ Brya(E — 387 + 26%) 4 o Briy,2((~5my + 4 + 15(ng — D — 10(n ~ 2% — 156* + 66°)

1
+ mBrz(aﬂﬁ —2y,)(§ — 1083 + 15¢* — 6¢°)
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(A-40)
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Apéndice B. Ecuaciones del Modelo de Cross
El modelo de Cross

_ Mo — 1 )
=1 +(1+Kym

d . .
arxz_o am/—O Y=7

Sustituyendo (B-2) en (B-1) e integrando:

. Mo — 1 dvz _ 4
m
1+K(%) dx

Al desarrollar el producto de la ecuacion (B-3) y agrupar términos :

K (dvz>m+1 ik (dvz)m dv,
1 dx dx o dx

Como d es una constante, puede separarse para resolver (B-4) por partes:
dU m+1
(@) -
1 dx 4

Inn K) + (m+ 1)in (%) = In(a)

Aplicando las leyes de logaritmos y exponentes en (B-6):
dv, a ﬁ
dx (n_K)

Integrando (B-7) y evaluando con las condiciones de frontera:

v,(0)=0 v, = (L)mx

Ecuaciones de movimiento y energia generales:

Apéndice B. Ecuaciones del Modelo de Cross

=d d=a+b+c

(B-1)

(B-2)

(B-7)

(B-8)

(B-9)
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Analisis dimensional:

Sustituyendo (B-1) en (B-9)

ax|" 1+K(dvz)m dx:()
dx
Variables:
X Y, _T—=T,
‘=D =y T

dx dp df dx @ b b @

dx = bdé
dT dT do df do 1 TO de

dx d6 di dx °"dE'h b dE
Sustituyendo (B-13) y (B-14) en (B-11) y desarrollando:

11

Vo d |m_ Mo do _
2 m -
A\ G|

Integrando (B-15) una vez y desarrollando:
vty de™t Vdp\™  Vnodd
P (L) e
Igual que se hizo en (B-5) resolvemos (B-17) en partes:
Vm+17,] d¢m+1 B
bm+2 df -

Apéndice B. Ecuaciones del Modelo de Cross

b2 dE

(B-10)

(B-11)

(B-12)

(B-13)
(B-14)

(B-15)

(B-16)

(B-17)

(B-18)
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m+2
(m+ 1)In (i—?) =In (;:Tln)

Aplicando las leyes de logaritmos y exponentes en (B-19):
1

d¢ ab™*2 \m+1

d_f - (Vm+117 >

Pero de una forma simplificada esta misma ecuacion puede expresarse de la siguiente forma:
d ndg

dgny dg

dp _ Mo
d§ n
Para considerar los efectos de la disipacion viscosa en (B-20)
1
dd) ap™t2 m+1 N
d_E:<W (T+y +v2 “+4m ")
Sustituyendo (B-13) a (B-15) en (B-10):

Integrando (B-21):

d k0<k T, d@) Mol (V d¢)2 _
dé b \ky b d¢ no \bdé/)
Sustituyendo (B-23) en (B-24) y desarrollando:

d (k d9> V?n, ( ab™*?
dg \ko d) " Toko  \Vm+1p

1

m+1 5 N
(I+y: 472 "ty M) =0

1

abm+2 >m+1

ko
Sustituyendo (B-26) en (B-25):

k
— =14+ a0 +a,0% + -+ a,0" ¢ =co+ Brey + Bric; + -+ Briic, w= <Vm+1n

d

0 2
dé dg
Se utiliza Br como parametro perturbativo
0 = Br@, + Br?0, + Br36,
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d
—<(1+a19+a292+---+an9”)—>+Brw(co+BrC1+Br2c2+---+Br”cn)(1+y1 +y, ety )

(B-19)

(B-20)

(B-21)

(B-22)

(B-23)

(B-24)

(B-25)

(B-26)

(B-27)

(B-28)
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do _ . doy . ,do, . dbs
FTARRAAPT: r* s r? ds

1 + 0(19 + a292 =1 + al(Brgl + BT‘292 + BT‘393) + az(BTZQI + 237‘39192)

(14 a6 + 92)d9 g g9 50 b 0 %0 Br3ae, 2 4 B0, 2 ¢ Brig, 0,2 M0
ay az a )~ g g dg r?a, 60, dg r-a.v; dg r-a;bv; dE razby df
d 0
it <(1 + a0 + a, 2)—€>
d29,  d*6, . d%, . (don® d%, d6, do, 26,
= Br az? + Br az? + Br a? + Br al(d_f) + Brea,6, az? + 2Bri3a; — az df + Br3a,0, az?
. d*0, do.n\* . ,d%*0,
+ Br a6, a? + 2Br a291<d5) + Broa,0, az?
Br(l FyL 4y Pty n) = Br + Br2y, .+ Br3y, ,+Brdy, ;°
Br(l+y; +v; 2+ +7vy ")wlco + Bre, + Bric, + -+ Bric,)
= Brwcy + Briwcyy, 1+ Bri3wcyy, , + Br3wcgy, 1° 4+ Briwe, + Br3wceyy; 1+ Briwe,
Al sustituir (B-32) y (B-34) en (B-27)
d291 ,d?0, L d?0; do,\> , d26, ., do, do, d26, d2e,
dfz + Br dfz + Br dfz +BT' (d_f> + Br alﬁld—fz+23r C(ld—E df BT' a102 dfz +BT' algld—fz
do;\> d26,
+ 2Br3a,0, (d_$> + Br3a,6,* iz + Brwcy + Briwcyy, 1 + Br3wcgy; o+ Br3weyy, 1>+ Briwc

+ Br3wc,y; 1+ Br3wce, =0
Al agrupar términos que tienen el parametro perturbativo elevado a la misma potencia:
d?o,

Br: az?

= _WCO

Integrando dos veces (B-36):

>
N
I

weo _,
—Tf +a91€+b91
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(B-29)
(B-30)

(B-31)

(B-32)

(B-33)

(B-34)

(B-35)

(B-36)

(B-37)
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Al evaluar (B-37) con las condiciones de frontera:
6:(0) =0-bg, =0

0,(1) = 0> ap, ==
Sustituyendo (B-38) en (B-37):
wcy
=—@- §%)
5 d292 do;\* d?o,
Br<: F (df) +6¥191 dEZ +WC0V1 1+WC1—O

Sustituyendo (B-37) y sus derivadas en (B-40):
d?o, _ <V1W2c02 3a1W2c02> £ 4 <3a1W2c02 )/1WZCOZ>€ _ a;w?cy?

dé? 2 2 4

> ) — W(q

Integrando dos veces (B-41):
2. 2 2, 2 2,2 2, 2
YiW*“cy a1W Co awecy YiW*“cy awecy wcq
62=< - )E“ ( - >€3+<— - >€2+aezf+bez

24 4 12 8 2

Al evaluar (B-42) con las condiciones de frontera:
6,(0) = 0 — by, —0
W C wc
V1 % L a

92(1)—0—>a9 = 24 >

Sustituyendo (B-43) en (B-42):
6, = <}/1W2C02 _ (X1W2C02> £y ((Z1W2C0 y1W co >f3 (_ a;w?cy? WC1> £y <)/1W2602 N WC1> :

24 8 4 8 24 2
,  d*6; de, do, d20, d20, do,\> ,d?6,
BT . d_fz + 2a1 d_fd_f + a’192 d{z + a191 d{'—z + 26(291 ( dE ) + a291 dfz + WCO)/I 2 + WCOVZ 1 + WClyl 1
+ wce,

Sustituyendo (B-37), (B-44) y sus derivadas en (B-45):
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(B-38)

(B-39)

(B-40)

(B-41)

(B-42)

(B-43)

(B-44)

(B-45)

(B-46)
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d?0, 15¢° w32 3c*wi3yiay  co®w3y 2 Saycydwd .
d§2:<_ 8 r 24 a )E
15¢*w3a 2 3c’wiyiay  codwidyid ancgdwd s
( 4 B 2 12 2 )";
(_ 9cy wia,? 3epeiwtay + 5¢co w3y ay T eociwiy, + 3c03w3a2> 2
4 8 2
3.3 2 34,3 344734, 2 34,3
<3C0 ‘/‘8/ aq n 3COC1W2a1+Co W8V1a1 . % V2V4V1 _ %o VZ “2)5
co3wly a;  cocywiay
+<_ 24 2 _Cz“’)
Integrando dos veces (B-46)
co’wila?  co*wiriay  c*wlyi? apcw? 3co*wiay?  3c’wiyiay  coPwdy i apceiwd .
93=<_ 6 ' 40 720 24 > ( 16 40 240 40 )f
3co’wiay?  coewlay  Sccwiyiay  cociwly;  codwia, .
<_ 6 4 9% +12+8>€ (B-47)
<C03W30~’12 n cocw?ay | c’wiyiay _ CoCc1W?yy _ co’w3y,? _ CO3W3“2> g3
16 2 48 6 144 24
3,3 2
(e _sew'es_ow)o,, L,
Al evaluar (B-47) con las condiciones de frontera:
03(0) = 0 - by, = 0 _
65(1) = 0 - ag, = — co*wiyiay " cociW?yr  C*w3yy? n W co’wia, (B~48)
480 12 240 2 10
68
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Sustituyendo (B-48) en (B-47):
co’wila?  co*wiriay  co*wlyi?  apcw? 3co°wiay?  3c’wiyiay  coPwiyi? apcedwd .

16 40 720 24 16 40 240 4
3co*wi3a ?  cooawiay N Sco’wiyiay  cociw?y;  codwia, .
16 4 9% 12 s )¢ (B-49)
co’wia®  coewlay  c*wiriay  cocw?yr c’wiyit coPwiar)
16 2 48 6 144 24 §
o'Wl ceewiey czw 2y (o co’*wiy N CoC1W2yy N cowiy,? Lev co*wia, :
48 4 480 12 240 2 10
Sustituyendo (B-39), (B-44) y (B-49) en (B-28) y desarrollando:
wc aw?cy? w2cy? wc
0= Brgt (8 D) B (e 2 ) b 2“2—4"(54 =28 4 )+ B (<82 4+ 9)
c a
ppplw e S (—&5+ 385 -3¢ + &) + Br s oW nm 48“ - (128% — 3685 + 258 + 1083 — 1082 — §)
CoC W a B-50
e e )+ B9 O (o1 g5 4 (559
w
+ Br3< 720 ( —£6 + 385 — 583 + 3¢) +Br327(—52 +§)
co*wia,
+Br? W(fﬁ — 385 + 15¢* — 583 — 8¢)
Sustituyendo (B-50) en (B- 23)
dd) Y1 W 2 2 a1Y1 W3CO2 4 2 ZYI2W3C02 4
dg—W+Br (- E +$) + Br —(—E +283 =8N+ Bri——— (" =28+ ) (B-51)
w3cy?
+Br2 s (g2 4 ) + Bre (5 = 28 4 £9)
Integrando (B-51):
2 3
— Yiw=Co . .3 2 2w e 5 4 _ 3 2V1 5 4 2
¢ = wE + Br———( 25 +3¢62) + Bri = ( 65 +158* — 1083) + Br (25 — 58% 4+ 582) (B-52)
+BZY11 L(- 2§3+3§)+32y2 07 (655 — 15¢* + 106%) + X
69
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Al evaluar (B-52) con las condiciones de frontera:
$p(0)=0-X=0
120(1 - W) 10C0V1 10(:1)/1 _ a1y1C02 (B_53)

p()=1- Brew?  Brw W > +v1%¢” +¥160°
2 3
¢ =w¢ + Br yvlv (- 2€3+3€2)+B 2%( 665+15€4—10€3)+B Zyl (255 5§ +589) (B-54)
+ B2 (23 4 3¢7) 4 pra S o (655 — 15¢* + 1069

12
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