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Tensor de esfuerzos viscoso [Pa]

Tensor rapidez de deformacion [1/s]

Tensor gradiente de velocidad [1/s]

Tensor gradiente de velocidad transpuesto [1/s]
Vector de velocidad [m/s]

Vector de aceleracion de la gravedad [1/s]

Operador Nabla [1/m]

Derivada parcial de la coordenada x' [1/m]

Operador divergencia [1/m]
Constante Pi [1]

Transformada de Fourier

Radio del capilar [m]

Longitud del capilar [m]

Componente axial del vector de velocidad [m/s]
Coordenada radial adimensional [m]

Tiempo [s]

Flujo volumétrico [m3/s]

Modulo de Elastico [Pa]

Permeabilidad dinamica [m?]
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Permeabilidad dinamica reducida [m?]
Parte real de la permeabilidad reducida [m?]

Parte imaginaria de la permeabilidad reducida
[m?]

Permeabilidad Newtoniana [m?]
Flujo volumétrico en un medio poroso [m3/s]
Modulo de almacenamiento de Maxwell

Modulo de perdida de Maxwell

Esfuerzo cortante adimensional [1]

Porosidad [1]

Exponente del modelo de Ellis [1]

Rapidez de deformacion rz [1/s]

Fluidez a baja rapidez de deformacién [1/Pa s]

Fluidez a moderada rapidez de deformacién
[1/Pas"]

Tiempo de relajacion de Maxwell [s]

Tiempo de retardo de Jeffrey [s]
Frecuencia angular [rad/s]

Densidad [rad/s]
Componente rz del esfuerzo cortante [Pa]

Esfuerzo en la pared [Pa]
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Viscosidad a bajo corte [Pa s]
Viscosidad del solvente [Pa s]
Viscosidad del polimero [Pa s]
Parte real de la Viscosidad compleja [Pa s]

Viscosidad compleja [Pa s]

Xl



FLUJO LAMINAR PULSATIL DE UN FLUIDO VISCOELASTICO EN UN CAPILAR]|

GLOSARIO.
Deformacioén:

Ecuacidn constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Estado estacionario:

Esfuerzo en la pared:

Fluido:

Fluido adelgazante al corte:

Fluido bioldgico:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no-newtoniano:

Fluido engrosante al corte:

Fluido viscoelastico:

Flujo homogéneo:

Haide Gonzalez Peralta

Cambio de posicion con respecto a otra.

Ecuacion que relaciona las variables dinamicas en
un sistema (Rapidez de deformacion, Esfuerzo,
Deformacion)

Ecuacién diferencial parcial que representa la
conservacion de materia en un sistema fisico.

Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.

Estado en el que ninguna propiedad dinamica del
sistema depende del tiempo.

Esfuerzo evaluado en la pared.

Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante
sufre una deformacion continua e
irreversiblemente.

Fluido que decrece su viscosidad por efecto de un
aumento en la rapidez de deformacion.

Son las diferentes excreciones y secreciones que
provienen del organismo.

Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido con viscosidad constante e independiente
de la rapidez de deformacion.

La viscosidad es una funcion de la rapidez de
deformacion.

Fluido que aumenta su viscosidad por efecto de
un aumento en la rapidez de deformacion.

Es aquel fluido que tiene una contribucién viscosa
y otra elastica.

Es el flujo en la cual las propiedades del sistema
no dependen de la posicion.
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Flujo oscilante:

Flujo pulsatil:

Flujo volumétrico:

Frecuencia Angular:

Funcién estocastica:

Medio poroso:

Modelo de Maxwell:

Modelo de Jeffrey:

Permeabilidad:

Permeabilidad dinamica:

Porosidad:

Rapidez de deformacion:

Sangre:

Tensor de Esfuerzo:
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Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a
una funcién periddica.

Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil
representado por una funcibn matematica
estocastica.

Volumen por unidad de tiempo.

Se refiere a la frecuencia del movimiento circular
expresada en proporcién del cambio de angulo.

Funcién probabilistica que evoluciona en el
tiempo.

Es un medio (volumen) en donde coexisten
orificios de forma irregular interconectados.

Ecuacion constitutiva que describe el estado
viscoelastico de un sistema en el régimen de
rapideces de deformacion bajas (viscoelasticidad
lineal).

Ecuacion geoldgica viscoelastico lineal que acopla
un solvente con un polimero.

Medida dela resistencia a fluir en un medio
pOroso.

Es una medida de la resistencia en el espacio de
las frecuencias.

Es la medida de espacios vacios en un volumen
total.

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Fluido bioldégico que presenta dos fases y que es
viscoelastico.

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3)
en el cual se describe el estado de las fuerzas en
un elemento de control.
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Tiempo de relajacion:

Tiempo de retardo:

Velocidad promedio:

Viscosidad:

Viscoelasticidad lineal:

Viscoelasticidad no-lineal:

Haide Gonzalez Peralta

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un
estado de equilibrio después de un periodo.

Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al
equilibrio debido a la aplicacién de un esfuerzo
cortante.

Es la velocidad axial promediada a través del area
de flujo.

Es una medida de la resistencia a fluir de un
sistema.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el
fluido presenta repuestas viscosas y elasticas.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el
fluido presenta repuestas viscosas y elasticas.

XV
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RESUMEN.

En este trabajo se analiza un liquido no newtoniano con estructura transitoria
que fluye a través de una tuberia de radio R = a y longitud z =L. El proceso es
isotérmico y el liquido es incompresible. El liquido fluye debido a un gradiente de
presion pulsatil. A partir de éste, se calcula el flujo volumétrico perturbado y se
compara con el correspondiente sin perturbacion. Para caracterizar el liquido
complejo con estructura transitoria se utiliza el modelo de Maxwell, el cual consiste
en una combinacién del modelo newtoniano con el modelo del solido de Hook.
Suponiendo que los efectos inerciales no son despreciables, flujo homogéneo y
liquido incompresible, se obtienen expresiones analiticas para la velocidad axial,
flujo volumétrico, velocidad promedio y permeabilidad dinamica. Finalmente, se
utilizan datos reométricos de sangre con el fin de cuantificar las predicciones del
modelo viscoelastico de Maxwell y Jeffreys, en el sistema de flujo a gradiente de
presion pulsatil.

Palabras claves: Flujo pulsatil, liquido no newtoniano, Modelo de Maxwell,
Modelo de Jeffreys, Permeabilidad dinamica.
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ABSTRACT.

In this paper a non-Newtonian fluid is analyzed with transient structure flowing
through a pipe radius R = a and z = L length. The process is isothermal and
incompressible fluid. The liquid flows due to pulsatile pressure gradient. From this,
the disturbed volumetric flow is calculated and compared to the corresponding
undisturbed. To characterize the complex liquid with transient structure Maxwell
model, which consists of a combination of Newtonian model with Hook solid model
is used. Assuming that inertial effects are not negligible, incompressible and
homogeneous liquid flow, analytical expressions for the axial velocity, volume flow
rate and dynamic average permeability are obtained. Finally, blood rheometric data
are used to quantify the viscoelastic model prediction in pulsatile pressure gradient
using a Jeffreys constitutive equation.

Keywords: Pulsating Flow, non-Newtonian liquid, Maxwell Model, Jeffreys
Model, Dynamic Flow, Permeability.
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1.1 Fluidos en medios porosos.

La descripcion de flujo de fluidos en medios porosos tiene una gran aplicacién
en areas de la explotacion petrolera, el transporte de agua en mantos acuiferos y
en los campos geotérmicos, transporte de bio-fluidos en membranas, fluidos
electroreologico y en reactores quimicos, entre otras ramas de la ciencias naturales
(Cuevas & Del Rio 2001, Del Rio & Castrejon-Pita 2003, Del Rio 1993, Del Rio et
al. 1998; Herrera-Valencia & Rey 2014). Por otra parte, su estudio es una parte
fundamental de la mecanica de fluidos, termodinamica irreversible y en particular de
la reologia de fluidos complejos (Sochi 2010; Garcia-Colin & Rodriguez 1991,
Barnes et al. 1989, Bird et al. 1987, Bird et al. 2002; Currie 1974). En este contexto
una de las aplicaciones mas importantes de los medios porosos, es el concepto de
permeabilidad la cual, se define como la resistencia que presenta un medio por el
que pasa un fluido (Del Rio & Castrejon Pita 1987; Del Rio et al. 1998). Este
concepto ha sido muy explotado en reologia de la sangre para describir el flujo
pulsatil a través de una vena (Herrera et al 2009, 2010; Moreno et al. 2015, 2013).
Por otra parte, el uso de boquillas oscilantes ha mejorado las condiciones de
procesos de materia prima en los extrusores, los cuales se estudian en ciencia de
polimeros (Herrera et al. 2009, 2010).

Para aclarar las propiedades de estos interesantes fluidos, empecemos
presentando las ecuaciones de balance que describen la conservacion de la masa
y del momento:

%+V-(pV)=O (1)

p[%+V~VVj:—Vp+V-G+pg (2)

Donde p es la densidad de masa del fluido, V el campo de velocidades, p es
la presion y o es el tensor de esfuerzos viscosos (Bird et al. 2002; Withaker 1976;
Bird etal. 1974)  LaEc. (1) es lallamada ecuacion de continuidad que representa
la conservacion de masa. La Ec. (2) es la ecuacion de balance de cantidad de
movimiento. Desde la perspectiva matematica para que este conjunto de
ecuaciones sea un problema cerrado hacen falta las condiciones iniciales y de
frontera (del Rio & Castrejon 2003). Desde el punto de vista fisico, estas ecuaciones
requieren informacion adicional, una ecuacion de estado entre la presion y la
densidad y otra relacion entre el tensor de esfuerzos y el gradiente de velocidades
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para se pueda considerarse un sistema cerrado (del Rio & Castrejon 2003).
Precisamente, las ecuaciones constitutivas y de estado especifican el tipo de fluido
que se pretende describir. Estas relaciones hacen la distincion entre un gas, un
fluido incompresible y viscoelastico (Whitaker 1976a,b, 1967, 1987).

El agua, es el mas comun de los fluidos, es un buen ejemplo de un fluido
newtoniano incompresible. (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002;
Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

La aproximacion de fluido incompresible no es una restriccion muy severa,

dado que para la mayoria de los liquidos como el agua es del orden de Ap/p ~ 107

para cambios de presion del orden de atmosferas (Del Rio & Castrejéon, 2003) y
por lo tanto, la suposicion de incompresibilidad es una aproximacién razonable
(Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez
1991). La clasificacién de fluidos newtoniano tiene que ver con la ecuacion
constitutiva que relaciona el tensor de esfuerzos con el gradiente de velocidades en
una forma lineal (bajas deformaciones) y en otra no lineal (altas deformaciones).
Para el caso de fluidos newtonianos podemos escribir (Barnes et al. 1989; Bird et
al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

c=2uD (3)

Donde p es una propiedad material conocida como viscosidad la cual, se
puede interpretar como una medida de la resistencia a fluir de un medio (Barnes et
al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez 1991). Como
se puede apreciar, con esta ecuacién se tiene un conjunto de ecuaciones para dos
incégnitas, p y V que dadas las, condiciones iniciales y de frontera puede resolverse.
Sin embargo, en este trabajo, estamos interesados en ilustrar que pasa en los
fluidos que interviene en la explotacion petrolera, en los reactores quimicos y los
bio-fluidos que presentan caracteristicas que los hacen ser llamados no
newtonianos (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin &
Rodriguez 1991).

La caracteristica fundamental de los fluidos no-newtonianos es que la
ecuacion constitutiva ya no es lineal (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al.
2002; Garcia-Colin & Rodriguez 1991; Del Rio & Castrején 2003). Algunos de estos
fluidos los podemos encontrar en sitios comunes. Por ejemplo, la miel; que al parar
de verterla observamos un comportamiento inercial al ver que continua fluyendo por
unos instantes mas. En algunos procesos quimicos industriales los fluidos tienen
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propiedades diferentes a las del agua y muchas veces son llamados fluidos
complejos o exdticos (Del Rio & Castrejon 2003, Garcia-Colin & Rodriguez, 1991;
(Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987; Bird et al. 2002; Garcia-Colin & Rodriguez
1991; Del Rio & Castrejon 2003). Los fluidos no newtonianos muestran muchas
propiedades diferentes entre ellas la elasticidad. Los fluidos viscoelasticos se
caracterizan por ser fluidos que presentan comportamiento disipativo como la
viscosidad y una propiedad de restitucion ante los esfuerzos (la elasticidad antes
mencionada). (Del Rio & Castrejon, 2003; Bird et al. 2002).

1.2 Medio Poroso.

Hasta aqui, hemos descrito a los fluidos, pero debemos definir un medio
poroso como un cuerpo solido con hoyos interconectados (poros) (Del Rio &
Castrejon 2003; Whitaker 1976a, b, 1967, 1987). Estos poros pueden ser espacios
extremadamente pequefios, intersticios moleculares, y otros muy grandes, cavernas
(Del Rio & Castrejon 2003). Como se comprende con esta definicion se abarca
desde membranas muy poco permeables hasta la corteza terrestre en escalas muy
diferentes, Fig.1.

Escala microscopica.

-\\ /‘,"‘;
A /
\_/

Escala macroscopica.

Figura 1. Esquema de un medio poroso.



FLUJO LAMINAR PULSATIL DE UN FLUIDO VISCOELASTICO EN UN CAPILAR]|
Haide Gonzalez Peralta

Para muchos autores, la idea de poro se tomara como el espacio intermedio
entre los dos extremos sefialados, de tal forma que los espacios sean grandes
desde el punto de vista macroscépico, pero pequefios para las escalas del sistema
(Del Rio & Castrejon 2003; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker
1976a,b, 1967, 1987). También se abordara el transporte de fluidos en medios
porosos y por lo tanto este medio debe ser atravesado por un fluido; de esta forma
se requiere que podamos encontrar espacios huecos en el material que esta
interconectados del medio poroso. Es obvio que el estudio de flujo de materia solo
consideran los poros efectivos y lo espacios aislados no juegan papel alguno en el
transporte de masa (Lopez de Haro et al. 1997). El medio poroso puede ser
caracterizado por varias propiedades geométricas, como son la porosidad . definida
como la fraccion de espacio vacio con respecto al volumen total, en nuestro caso
sera el espacio interconectado. Es comun que en la literatura se use el termino
diametro promedio de poro, pero esto solo tendria sentido estrictamente si los
huecos tuvieran forma cilindrica o esférica (Del Rio & Castrején 2003; Ochoa-Tapia
et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a, b, 1967, 1987; Lopez de Haro et
al. 1997).

1.3 Permeabilidad intrinseca.

La permeabilidad es el término_asociado a la conductividad del medio
poroso con respecto al fluido v nos indica gue tan facilmente fluye un fluido a
través de un medio poroso (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et
al. 1998; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a, b, 1967,
1987). Se acostumbra definir el Darcy como la unidad de medicion de la
permeabilidad y su equivalencia en de 9.87 cm., i.e. 1 Darcy = 9.87 cm. Existen
muchas formas de modelar un medio poroso, por ejemplo considérese un soélido al
que se le barrena en multiples lugares conservando los ejes de barrenos paralelos,
esto seria un manojo de tubos (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et
al. 1998; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a,b, 1967,
1987), esta aproximacién es la mas simple de todas y se conoce como la teoria
del poro promedio. Otra forma de modelar seria considerar un sistema como un
cumulo de esferas solidas fijadas azarosamente distribuidas (Del Rio 1993; Del Rio
& Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998). Se ha encontrado que algunos medios
porosos muestran caracteristicas de autosimilaridad y por ello también se han
tratado de modelar a los medios porosos como fractales (Turcio et al. 2014). Como
se observa, describir la microestructura de un medio poroso un tema abierto y lleno
de posibilidades (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998;
Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a, b, 1967, 1987).
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1.4 Transporte en medios porosos.

La descripcion del transporte en medios porosos presenta dificultades que
radican tanto en la compleja estructura del medio poroso como en las propiedades
fisicas de los fluidos (Del Rio 1993; Del Rio & Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998;
Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995; Whitaker 1976a, b, 1967, 1987). Esta
complejidad del transporte en medios porosos se presenta claramente al describir
el conjunto de ecuaciones de balance y ecuaciones constitutivas, consideradas para
modelar el flujo en medios porosos. Antes de comenzar y para centrar nuestra
atencion en la permeabilidad debemos hacer una aproximacion y suponer que el
trasporte de energia no es importante en el sistema (Del Rio 1993; Del Rio &
Castrejon 2003; Del Rio et al. 1998; Ochoa-Tapia et al. 1993; Ochoa-Tapia1995;
Whitaker 1976a, b, 1967, 1987).

Entonces, bajo una situacion isotérmica, para describir el flujo a través de un
medio poroso se requiere en principio resolver el problema dado por las Ecs. (1) y
(2) que deben resolverse bajo las condiciones de frontera que generalmente se
toman como la condicién de no deslizamiento en la frontera (Barnes et al. 1989; Bird
et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio
et al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

V=0en Q (4)

Donde Q es la superficie del solido. Evidentemente el desorden de la
superficie introduce una complejidad adicional a la no linealidad de la Ec. (2). Por
supuesto, también se requiere la condicién inicial en todo el campo de velocidades
para la solucion del problema, esto es otro reto mayor (Barnes et al. 1989; Bird et
al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et
al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez 1991).

Por otro lado, como ya mencionamos, el sistema de Ecs. (1) y (2) no es un
sistema cerrado, es necesario introducir dos ecuaciones mas que especifiquen el
tipo de fluido de trabajo.
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La primera de las ecuaciones de estado entre la presidon y la densidad, la
segunda se refiere a la ecuacion constitutiva para el tensor de esfuerzos viscosos;
pero estas podran ser escogidas entre las Ecs. (3) o (4). Como ya mencionamos,
es la seleccion de esta ultima ecuacion donde centraremos las diferencias entre los
fluidos newtonianos y no newtonianos que se estudian en este proyecto de
licenciatura (del Rio 2003; Bird et al. 2002; Whitaker 1986). Por lo tanto, bajo la
hipotesis de incompresibilidad, el sistema de ecuaciones (1) y (2) se transforma en

V-V=0 (5)

p(%+(V-V)V]=—Vp+V-G (6)

Estas son las ecuaciones diferenciales parciales no-lineales que tenemos que
resolver en la intrincada geometria de la Fig.1. Para resolver estas ecuaciones en
un medio poroso, generalmente se utilizan modelos muy simples o se define nuevas
variables promedio (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993;
Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez
1991). En este proyecto de licenciatura se tomara como base las siguientes
restricciones para modelar el flujo de fluidos newtonianos en un medio poroso. Las
principales restricciones son descritas a continuacion:

A) Para describir el sistema poroso se construyen un manojo de capilares con
el mismo radio, es decir, no existe variacion en el tamafio del poro, por lo
que nuestro sistema se pude describir por la teoria del poro promedio.

B) Para caracterizar nuestro fluido utilizamos cuatro ecuaciones constitutivas
viscosas. La primera de ellas es la de Newton la cual presenta la relacidn
mas sencilla entre la rapidez de deformacién y el tensor de esfuerzos. La
segunda, tercera y cuarta son los modelos no newtonianos de Ostwald (ley
de potencia), Modelo de Ellis (Combina el newtoniano y el modelo de ley de
potencia) y finalmente el modelo de Reinner-Phillipoff el cual, es un modelo
que describe toda la zona de viscosidad.

C) Para describir la cinematica del fluido en el medio poroso, utilizamos una
ecuacion de Darcy Generalizada la cual relaciona la velocidad superficial de
flujo volumétrico con la permeabilidad intrinseca, la viscosidad aparente y la
fuerza motriz asociada con el gradiente de presion.
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D) Un hecho importante en este trabajo, es que la permeabilidad intrinseca es
una propiedad del sistema, i.e., es una condicidn geométrica y tiene que ver
con un problema de tipo geométrico de los planos que forma la estructura
porosa. Este hecho implica que la permeabilidad es funcién de la porosidad,
diametro del poro, tortuosidad etc.

E) Las irregularidades de los poros, i.e, la distribucion del tamafio del poro son
descartados en el presente trabajo debido a que su complejidad matematica
aumenta debido a las variaciones del radio en el poro lo cual induce
transiciones de flujo cortante a flujo extensional.

F) Los mecanismos de transferencia de energia y de masa no son tomados en
cuenta, debido a que la complejidad de nuestro sistema aumenta porque
hay que acoplar en la ecuacion de momento, la de energia y masa.

Finalmente, en esta tesis abordamos de una forma simple la descripcion del
flujo de cuatro fluidos, uno newtoniano y tres no-newtonianos a través de un medio
poroso. Con este analisis capturaremos las caracteristicas esenciales de los flujos
de interés tecnoldgicos y discutimos la relevancia de contar con aproximaciones
analiticas a la compleja problematica real. En el capitulo Il abordamos los
antecedentes mas importantes del flujo en medios porosos, ecuaciones empiricas
mas importantes en la descripcion del medio poroso y ecuaciones reoldgicas mas
utilizadas en la caracterizacion reolégica de los fluidos que interviene en estos
sistemas.

1.5 Hemorreologia: Sangre Humana.

La reologia es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos complejos en
término de dos parametros principales: el esfuerzo y deformacion (flujo). La sangre
humana es un fluido de reologia muy compleja, porque las viscosidad de la sangre
no es proporcional al esfuerzo aplicado, es decir, es un fluido no newtoniano que
cuenta con caracteristicas adelgazantes al corte (cuanto mayor sea el esfuerzo
aplicado menor es su viscosidad). Esto se debe en parte a la formaciéon de
estructuras transitorias (que se destruyen por el flujo) de muy corta duracién, cuyo
tamarno e intensidad dependen de la concentracion de colesterol total, ente otros
factores.
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El estudio de la sangre presenta un reto mundialmente, ya que el primer paso
se concentra en la caracterizacion de la misma y el segundo al efecto de diferentes
patologias, entre las cuales se pueden citar: (i) la hiperglucemia asociada con la
diabetes tipo I, y Il, que se han declarado como epidemia nacional, (ii)
hipercolesteromia asociada con el colesterol alto que afecta las arterias y que
provocan los infartos al miocardio, (iii) el cancer que es un desequilibrio en la
produccion de glébulos blancos y (iv) todo tipo de enfermedades de trasmision
sexual.

La sangre humana es un fluido con gran cantidad de funciones dentro del
cuerpo humano, entre ellas la entrega de oxigeno y la remocién de dioxido de
carbono de tejidos distales, y el transporte de nutrientes y metabolitos. Los
trastornos metabdlicos en la actualidad son problemas que dafan a los seres
humanos cada vez con mayor frecuencia: estos se atribuyen a un sin numero de
factores de estrés, medio ambiente, alimentacion y genéticos, como la
hipercolesterolemia familiar. De los multiples trastornos metabdlicos presentes en
un ser humano, la hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol en
sangre > 200 mg/ dL) tiene grandes repercusiones en la fisiologia cardiovascular.
La sangre es un fluido con dos fases perfectamente diferenciadas: una suspension
de células (eritrocitos y leucocitos) que llamaremos fase dispersa en un medio
liquido, como el plasma (agua, sales, proteinas y metabolitos), que llamaremos fase
continua. La viscosidad de la sangre depende directamente de la relacidén entre la
cantidad de células y el contenido de proteinas y metabolitos ene | plasma. El
colesterol total junto con los triglicéridos son las sustancias que mas afectan la
reologia de la sangre humana. La sangre con concentraciones aumentadas de
colesterol total presenta caracteristicas bioquimicas y mecanicas diferentes de las
de la sangre con concentraciones normales; la diferencia de viscosidad entre ambas
es del orden de 10 veces. La sangre con alto contenido de colesterol tiende a formar
estructuras transitorias mas complejas y dificiles de desagregar, ademas de que el
caracter adelgazante al corte de este fluido aumenta.

Los niveles elevados de colesterol total pueden desencadenar problemas
como ateroesclerosis, andina de pecho, infartos accidentes isquémicos causados
por la oclusion de la luz de las arterias, o que priva de oxigeno y nutrientes a los
tejidos.
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1.5.1 La reologia considera dos tipos de fluidos: newtonianos y no
newtonianos

En la reologia generalmente se considera dos tipos de fluidos: los
newtonianos, cuya viscosidad no depende del esfuerzo aplicado o de la velocidad
de flujo, ejemplos de estos fluidos son: liquidos de bajo peso molecular (moléculas
pequefias) como el agua, los aceites o la miel de abeja. Curiosamente, los fluidos
no newtonianos son los que mas abundan en la naturaleza y en la industria. Estos
fluidos tienden a modificar su estructura con el flujo y por lo tanto, su viscosidad. Un
ejemplo muy comun es la pasta de dientes que usamos todos los dias; mientras no
le apliquemos un esfuerzo, la viscosidad de la pasta es extremadamente alta y no
fluye hasta que le aplicamos un esfuerzo lo suficientemente grande como para
modificar su estructura y deformarla (flujo). Otros ejemplos de estos fluidos son las
pinturas, el chocolate, la mayoria de los fluidos corporales, mayonesa, catsup,
secreciones de insectos entre otros.

1.5.2 Las propiedades del flujo de la sangre dependen de varios factores.

La sangre es un fluido con reologia muy compleja, cuyas propiedades de flujo
resultan afectadas por la orientacion y deformabilidad de las células sanguineas.
Las propiedades de agregacion transitoria de las células sanguineas, en este caso
los globulos rojos y las plaquetas, obedecen a una teoria que sostiene que las
macromoléculas, como el colesterol promueven la agregacion transitoria de los
eritrocitos, ya que se interponen entre unas células y otra y generan puentes entre
sus membranas para reducir la interaccion electrostatica natural entre dos células.

1.5.3 Como se estudia la sangre en un reémetro.

La sangre, como cualquier otro fluido, puede estudiarse mediante técnicas
reomeétricas. La sangre humana para su estudio se debe de obtener de voluntarios
sanos, sin coagulopatisa en curso, mediante la aplicacion de un torniquete a la altura
del musculo biceps que genera turgencia para realzar las venas cefalicas y basilica.
Se procede a realizar una puncion y extraer sangre (5 mL a aproximadamente) en
un tubo adicionado con EDTA para evitar la coagulacion de la sangre durante el
ensayo. Los ensayos efectuados se hacen en situaciones de flujo controlado como
el denominado flujo de corte simple en estado estacionario, en el que el fluido se
coloca entre un disco y un cono (con una angulo pequefio cercano a un grado) del
mismo diametro, el cono gira a una velocidad angular controlada y se determina la
viscosidad a diferentes velocidades de giro. La temperatura controlada durante la
prueba y se trata de mantenerla en condiciones similares a las de una persona sana
(Temperatura cercana a los 37 grados Celsius).
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El equipo que controla la temperatura, la velocidad de giro del cono y mide el
torque generado se denomina redmetro. En este caso se utiliza un equipo de la
marca TA Instruments modelo AR-G2, con geometria de cono y platos a una
temperatura de 37 C.

1.5.4 Por qué la sangre humana se comporta como un fluido no newtoniano

Un fluido newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola
fase, no tiene particulas en suspension que puedan interactuar, ademas de que su
estructura quimica es simple por ser una molécula pequefia compuesta solo por un
atomo de oxigeno unido a dos atomos de hidrogeno. Por esta razén el agua en
estado liquido tendra la misma viscosidad independientemente de la rapidez con la
que se deforme. La sangre, por otro lado, es un sistema que esta formado por una
fase dispersa (plasma), que en esencia es un fluido newtoniano, pero tiene
particulas en suspension (fase dispersa) que interactuan entre si con el plasma.
Esta fase dispersa esta compuesta de células cuyas membranas tienen una carga
eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto da lugar a un sistema
complejo cuya respuesta reoldgica es muy variada dependiendo del sistema de flujo
y las condiciones en las que se estudie. La figura 2 muestra una curva tedrica y
experimental para una muestra de sangre humana con alto contenido de colesterol.
En el reograma se observa que las curvas presentan adelgazamiento al corte, es
decir a mayor velocidad de corte la viscosidad disminuye. A bajas deformaciones
de corte, la sangre muestra conglomerados de particulas y todas las estructuras
estan orientadas al azar (fase dispersa) y por lo tanto mayor resistencia al flujo. En
la segunda etapa a esfuerzos moderados, los constituyentes de la sangre
(eritrocitos, fase dispersa) se orientan mas en la direccion de flujo, lo que da origen
a estructuras que cada vez se oponen menos al flujo y por lo tanto la viscosidad
disminuye. Estas estructuras no son estables pues al dejar de fluir, el sistema
recobra su estructura original y la viscosidad se eleva. Dentro del cuerpo humano,
la sangre esta sometida a rapideces de deformacion del orden de 1-100 s-1 que
corresponde a la parte central del reograma tedrico.
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Las propiedades de agregacion de las células sanguineas en este caso los
globulos rojos, obedecen a una teoria muy simple la cual sostiene que las
macromoléculas (colesterol, por ejemplo) promueven la agregacion de los eritrocitos
ya que se interponen entre una célula y otra generando puentes entre sus
membranas lo cual reduce la interaccion electroestatica natural entre dos células.

0.035
- ®—rad/s @
0.03 -+ @
= T :
] 1 ~ —
&0.025 + E —
~ 1
-
= T
7 002 |
) T
]
<] 1
= 0.015 |
> T
=) T
% 0.01 | Estado, : S,
E : Estructura compacta
0.005 - S, :Estructura- transitoria
1 S, :Estructura -destruida
0 il ——HHHHH

1.E-4 1.E-3 1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.EH4
RAPIDEZ DE DEFORMACION [1/s]

Figura 2. Funcién viscosidad vs rapidez de deformacion para un individuo sin
colesterol. La curva tedrica (roja) fue obtenida con el modelo de Cross. Los
datos reométricos fueron obtenidos mediante un redmetro de cono y plato. El
Reograma muestra dos zonas a viscosidad constante y una zona intermedia
tipo ley de potencia.
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2.1 Ley de Darcy para un fluido newtoniano.

El estudio de la mecanica de fluidos (newtonianos y no newtonianos) en
medios porosos, es uno de los temas mas fascinantes y atractivos para la gente que
hace investigacion en fenomenos de transporte y reologia de todo el mundo. La
descripcion del transporte de cantidad de movimiento en el medio poroso es
bastante complejo, debido a la distribucién azarosa de los poros en el medio, la
irregularidad del diametro del poro y la tortuosidad (Bird et al. 1987, 2002; Del Rio
et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). Debido a esto,
se han implementado diferentes aproximaciones de tipo analitico, con el fin de
describir la dinamica en estos sistemas. Uno de los primeros intentos en la
descripcion del flujo en medios porosos, es el modelo de Darcy (Sochi 2010; Bird
et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio
et al. 2003). Esta ecuacion empirica se basa en la suposicion del poro promedio,
i.e. supone que todos los poros tienen el mismo diametro y que el sistema puede
ser descrito por un manojo de capilares. La ecuacion de Darcy se representa como:

\'A =E(—Vzp) (7)

La Ec. (7) describe la velocidad promedio superficial Vo en funcion de la
permeabilidad k la cual, es una medida de la resistencia que presenta el medio
poroso al paso de un fluido, la viscosidad u que representa la resistencia del fluido
a ser deformado mediante un esfuerzo cortante y el gradiente de presién Vzp que
en este caso, es la fuerza motriz que genera la deformacion en el fluido. La Ec. (7)
representa el primer intento de describir el flujo en un medio poroso y en particular,
para un fluido newtoniano, la permeabilidad k toma la siguiente forma analitica:

2

k(ga)= % (8)

La permeabilidad intrinseca k solo depende de la porosidad y del cuadrado del
radio del tubo y de un factor numérico que resulta de la integral de superficie en e |
flujo volumétrico. Evidentemente, se ha tratado de obtener ecuaciones empiricas
que describan la permeabilidad intrinseca que es una medida de la capacidad que
tiene el sistema (fluido), de ser deformado en un medio poroso (Bird et al. 1987,
2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003;
Garcia-Colin & Rodriguez 1991). En la tabla 1 se presenta un resumen de los
modelos mas utilizados en la investigacién de fluido en medios porosos. Los
modelos mas empleados en la literatura son los de: (i) Darcy, (ii) Blake-Kozeny-
Carman vy (iii) Ergun.
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Modelo Ecuacion
Darcy Ap_ V,
L u
Blake-Kozeny- Ap  72CuV, (1_8)2
Carman —= >3
L Die
Ergun

Ap _150uY, (1-e)"  1.75pV, (1-¢)
L D ¢ D, ¢

P

Tabla 1. Modelos mas representativos en la descripcion del medio poroso.

a) Modelo de Darcy.

El modelo de Darcy como se explicd, es un modelo que puede ser deducido
suponiendo la teoria promedio del capilar, es decir, que todos los poros son
aproximados por medio de un capilar de radio constante. Este puede ser deducido
a partir de las ecuaciones Navier-Stokes de la mecanica clasica, despreciando la
inercia del material y suponiendo estado estacionario (Sochi 2010; Barnes et al.
1989; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003;
Del Rio et al. 2003; Garcia-Colin & Rodriguez 1991). Es importante, comentar que
el modelo de Darcy solo es valido para flujo isotérmico, estado estacionario y solo
toma en cuenta los mecanismos viscosos. El modelo de Darcy ha sido extendido
para tomar en cuenta efectos complejos como los observados en fluidos no
newtonianos en situaciones de varias fases termodinamicas. Varias
generalizaciones del modelo de Darcy han sido deducidas incluyendo efectos no
lineales como la inercia y la elasticidad respectivamente (Sochi et al. 2010; Shenoy
1993; Schowalter 1978).

b) Modelo Blake-Kozeny-Carman (BKC).

El modelo empirico de Blake-Kozeny-Carman es uno de los mas Importantes
y populares en la dinamica del medio continuo, para describir el flujo a través de los
medios porosos. Este modelo empirico incorpora la porosidad del medio e, el
diametro del poro Dy y la tortuosidad del medio C, i.e. el camino libre que siguen los
elementos materiales en el medio poroso. Por ultimo, el modelo de BKC ha sido
aplicado en flujo laminar a través de columnas empacadas a numeros de Reynolds
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pequefios, en donde los efectos cinéticos debido a la tortuosidad del fluido en la
cama empacada son despreciables. Extensiones empiricas de este modelo para
describir la transicion de flujo laminar a turbulento ha sido reportado en la literatura
especializada concerniente al tema.

c) Modelo de Ergun.

El modelo de Ergun contiene dos contribuciones principales. La primera de
ellas asociada a los mecanismos viscosos y diametro del poro, el segundo toma en
cuenta los mecanismos inerciales a través de la densidad del medio. Es importante
comentar que estos modelos son empiricos y la gran mayoria de estos sistemas
relacionan la fuerza motriz con las propiedades materiales del medio como son: (i)
La viscosidad, (ii) La inercia, (iii) El tamafio de particula y (iv) La tortuosidad del
medio. Otra hipotesis importante, en estas propuestas es la de flujo laminar, i.e.,
que el numero de Reynolds es menor a 200, i.e. Re < 2100. Por otra parte si, el
numero de Reynolds aumenta se tendria que modificar las aproximaciones de flujo
debido a que los mecanismos inerciales juegan un papel preponderante en la
descripcion del flujo turbulento. (Sochi 2010; Bird et al. 1987, 2002).

2.2 Modelos no-newtonianos para la descripcién del flujo en el medio poroso.

Como se explico en el capitulo 1, los fluidos newtonianos muestran un relaciéon
lineal entre el tensor rapidez de deformacion y tensor de esfuerzos. Cuando los
sistemas de complejos de estudio presentan una relacién no lineal, se necesita
introducir ecuaciones empiricas o fenomenoldgicas que describan con un grado
mayor de exactitud el flujo y la reologia de estos sistemas. Cuando la viscosidad
del fluido presenta una dependencia con la rapidez de deformacion, puede ser
representada por medio de una funcién llamada funcion viscosidad. Si el fluido
presenta componentes viscosas y elasticas, este puede ser estudiado incorporando
la dinamica de Hook en las ecuaciones constitutivas. Los modelos viscoelasticos
pueden ser estudiados en el régimen de Vviscoelasticidad lineal (bajas
deformaciones) y en el régimen de viscoelasticidad no lineal (altas deformaciones).
En la tabla 2 se muestran alguno de los modelos no newtonianos mas empleados
en la literatura especializada en fendmenos de transporte y reologia.
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Modelos Modelo Reoldgico
Potencia = (1L, )D
Ellis o=2n(1I,)D
Reinner
Phillipoff czzn(HD)D
Carreau G = 211(111))1)
ey o=
0
Maxwell ¢tk Z o =2mD
Jefireys G+)\,M§6=2L1+)\4J %J%D
Convectiva Vo
Superior de o+ hy o =2nD
Maxwell
Oldroyd-B

v v
6+, 0=21, (D+XJ DJ

Haide Gonzalez Peralta

Funcién Viscosidad

1(1l,) =m(=2(D:D))

I1+A Q
ot

J
n="n,
1+k0g
ot

En corte es la misma que el
fluido Newtoniano

En corte es la misma que el
fluido Newtoniano

Tabla 2. Modelos mas representativos en la descripcion del medio poroso.

2.3 Ley de Darcy para un fluido no newtoniano (ley de potencia).

El modelo de Darcy ha sido modificado para tomar en cuenta los efectos
adelgazantes, engrozantes al corte debido a las caracteristicas no newtonianos de
sistemas complejos (Sochi 2010; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio
et al. & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). La diferencia del modelo de Darcy
de un fluido newtoniano y uno no newtoniano radica en la viscosidad aparente pap.
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Por ejemplo, para un fluido no-newtoniano tipo ley de potencia el modelo de
Darcy toma la forma general:

Vo === (-V.p) 9)

En donde la viscosidad aparente toma la forma para un fluido tipo ley de potencia
tiene la siguiente representacion:
n-1
(V)
My = *—F (10a)

D

En la Ec. (10) (V) es la velocidad promedio del sistema y D es la longitud
caracteristica del sistema, m y n son los parametros del modelo de ley de potencia.
Es importante, notar que el cociente (V)/D es la rapidez de deformacion

caracteristica del modelo de ley de potencia. La velocidad promedio para el modelo
de ley de potencia:

W)= (v ) (10)

a3
Cuando n = 1 se obtiene el modelo de Darcy para el fluido newtoniano.

2.4 Ley de Darcy para un fluido viscoelastico (Modelo de Maxwell).

El modelo generalizado de Darcy ha sido utilizado para la descripcién de
fluidos viscoelasticos empleados en la descripcion del flujo pulsatil sanguineo y de
sistemas micelares en medios porosos (Sochi 2010; Bird et al. 1987, 2002; Del Rio
et al. 1993; Del Rio et al & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). ElI modelo
generalizado de Darcy para un fluido viscoelastico toma la forma:

e(V) &k
A M

(—Vzp) (11a)
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En donde la permeabilidad dinamica puede ser descrita de la siguiente manera:

(11b)

Noétese que la viscosidad (Ec.11b) es una combinacion de propiedades materiales
que incluyen la densidad del liquido, la frecuencia en el espacio de Fourier y de un
parametro beta B, el cual se puede interpretar como el inverso de una longitud
caracteristica. Para un fluido de Maxwell, i.e. el parametro beta 3 se define en la
siguiente forma:

,_ p(io)
b i /(lﬁ-k0 (im)) (12)

Y en el caso de un fluido newtoniano, i.e. cuando el tiempo de relajacion de Maxwell
tiende a cero Ao = 0, la Ec. (12) se simplifica a:

L) (13)

Noétese que la funcidn viscosidad que se esta manejando corresponde al modelo de
Maxwell, y esta puede ser generalizada a cualquier fluido viscoelastico lineal en el
régimen de bajas deformaciones (Bird et al. 1987, 2002; Del Rio et al. 1993; Del Rio
et al. & Castrejon-Pita 2003; Del Rio et al. 2003). Nétese que al incluir la inercia en
el sistema, la permeabilidad intrinseca depende de la frecuencia, de la inercia del
fluido y de un cociente de dos funciones de Bessel las cuales pueden inducir un
fendmeno de tipo resonante en las curvas de permeabilidad compleja.
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2.5 Ley de Darcy efectos difusivos.

En la que ¢ es la porosidad ( es decir la relacion entre el volumen de huecos y
el volumen total) k es la permeabilidad del medio poroso. La velocidad Vo que
interviene en estas ecuaciones es la velocidad superficial (velocidad volumétrica de
flujo através de la unidad de area de la seccion del solido mas el fluido) promediada
en una pequefa region del espacio (pequefa con respecto a las dimensiones
macroscopicas del sistema de flujo pero grande con respecto al tamafo con
respecto al tamano del poro). Brinkman (1947) ha sugerido la siguiente modificaciéon
empirica de la ley de Darcy.

0=-Vp- %V0+uvzvo+pg (14)

. 2 . . .y .
El termino uV°V, se introduce para tener en cuenta la distorsion de los perfiles
de velocidad en las aproximaciones de las paredes.

2.6 Resumen de los principales puntos estudiados en este capitulo.

En este capitulo, se ha discutido alguno de las ecuaciones mas empleadas en
la generalizacion del flujo en un medio poroso. La primera aproximacion es
considerar un manojo de tubos y suponer que la permeabilidad intrinseca puede ser
modelada con alguna de las ecuaciones empiricas de la Tabla 1. Por otra parte, si
el fluido es no newtoniano, puede ser caracterizado por medio de las ecuaciones
constitutivas reoldgicas de la Tabla 2. En el régimen de viscoelasticidad lineal se
puede usar la misma técnica (Del Rio et al. (2003)) para llevar al sistema del espacio
temporal al de las frecuencias con el fin de deducir una expresion para la
permeabilidad compleja (Ver problema 3 y 4 de la ref. Bird et al. 2002). EL trabajo
de Del Rio et al. (20013) puede ser extendido para cualquier otro modelo
viscoelastico (Jeffreys, Burgers, Maxwell Generalizado, etc) con y sin efectos de
inercia incluidos. Hasta este momento, existen varias preguntas que deben ser
contestadas las cuales son formuladas a continuacion:

v' La permeabilidad estatica o dinamica depende solamente de las propiedades
del poro, es decir es independiente del fluido. En este caso, se puede separar
el problema en utilizar las ecuaciones empiricas de la Tabla 1 y modelar el
fluido con alguna de las ecuaciones constitutivas de la Tabla 2.
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v' El efecto de las propiedades del fluido debe influir en la permeabilidad
dinamicas combinado con la fuerza motriz, i.e. no solamente las propiedades
del poro y geométricas sino las materiales del fluido y el gradiente de presion.

v Por Ultimo la porosidad puede ser considerada como un problema de tipo
geométrico y el tamafno del poro puede variar dependiendo de las
caracteristicas fisicoquimicas del mismo, por lo que se necesitan combinar
datos geofisicos con reométricos con el fin de caracterizar las propiedades
materiales del sistema.

Por otro lado y debido a las aplicaciones cientificas y tecnoldgicas actuales y
potenciales de los liquidos no-newtonianos, asi como la ausencia de resultados
analiticos simples que permitan contrastar las predicciones numéricas y las
observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad de la
investigacién, contenida en el presente proyecto de tesis de licenciatura. Para este
efecto, la distribucidn y el contenido del material de la presente tesis se muestra en
la Fig.3, posterior a eso, se plantea el objetivo general, los objetivos particulares y
la hipotesis de trabajo.
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CAPITULO IV
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MODELADO TEORICO

CAPITULO VII
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RESULTADOS

CAPITULOS Vill y IX

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Figura 3. Organizacion del trabajo desarrollo en la tesis.
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3.1 Objetivos.

En esta seccidn se presentan el objetivo general, los objetivos particulares y
la hipdtesis de trabajo de esta investigacion.

3.1.1 Objetivo General.

El objetivo esencial del presente trabajo es contribuir al entendimiento la
permeabilidad de fluidos no Newtonianos en un medio poroso mediante diferentes
ecuaciones constitutivas como lo son: (i) Newtoniano, (ii) Maxwell y (Ill) Modelo de
Jeffrey

3.1.2 Objetivos particulares.

v" Obtener expresiones analiticas para el perfil de velocidades, flujo
volumétrico,

v Obtener de los calculos del flujo volumétrico una expresiéon analoga a la ley
de Darcy, y calcular la permeabilidad intrinseca.

v Utilizar datos reométricos de la literatura con el fin de obtener la
permeabilidad intrinseca de un sistema complejo que se rompe y destruye
bajo flujo.

3.2 Hipotesis.

El medio poroso, puede ser descrito adecuadamente por medio de un conjunto
de capilares finitos de radio a y de longitud 1, la reologia y el flujo del fluido
viscoelastico es caracterizado por las ecuaciones constitutivas de los modelos;
Newtoniano, Maxwell y Jeffreys asumiendo estado dinamico.
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4.1 Fendmenos de Transporte.

Los Fenomenos de Transporte, se define como la rama de la Ingenieria
Quimica que estudia los mecanismos de transporte en momento, energia y masa.
Los fendmenos de transporte pueden ser estudiados a nivel macroscopico,
microscopico y molecular (Bird et. al. 1987, 2002). La ecuacion diferencial basica de
transporte puede ser descrita en término de la derivada material D/Dt (Bird et. al.
2002; Bird et. al. 1987):

%z(ﬁw.v]x:—v-wf (15)
Dt ot

Mecanismo de X Y f
Transporte

Momento
Newton pv Bd=pyv +T=pyv-pl+o PE
Energia

Termodinamica U=pCpT q=—kVT c:D
Irreversible

Masa

Conservacion C, N, =-cD . Vx, +x,(N, +N;) R,
de los moles en
un sistema

Continuidad

Conservacion F pv 0

de la masa

Tabla 3. llustra las variables dindmicas involucradas en las ecuaciones
basicas de transporte de cantidad de movimiento, energia y masa
respectivamente.
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El primer término de la Ec. (15), representa la derivada material de la propiedad
X, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través de la divergencia del
flux Y y por ultimo la fuente (Bird et. al. 2002; Bird et. al. 1987 ).

4.1.1 Laecuacion de transporte de cantidad de movimiento.

La ecuacion de momento, se basa principalmente en la segunda ley de newton
del movimiento en un medio continuo, la cual puede ser escrita de la siguiente
manera (Bird et. al. 2002; Bird et. al. 1987):

DV 0
| Z+V.V|V=-Vp+V.0+ 16
P p( o j p Pg (16)

En la Ec. (16) p es la densidad del liquido, V es el vector de velocidad, p es el
gradiente de presion, 6 es el tensor de esfuerzos viscoso, y g es el vector
aceleracion de la gravedad, que en el campo terrestre es constante. Si el fluido que
describe la relacion del tensor de esfuerzos con la rapidez de deformacién es lineal,

la Ec. (16) se transforma en la Ec. de Navier-Stokes para los fluidos newtonianos
(Bird et. al 1987, 2002):

DV 0 )
th 9(5 j‘ p TuV-V+pg (17)

La Ec. (17) es base para el calculo de la porosidad y del flujo en un medio poroso.

4.1.2 La ecuacion de transporte de energia.

La ecuacion de energia U=pC,T+const., se puede interpretar como una

extension de la primera ley de la termodinamica a un sistema irreversible, en donde
el tiempo si es una variable importante, ya que desde el punto de vista clasico, no
es tomada en cuenta. Se tiene lo siguiente (Bird et. al 1987, 2002):

D DT 0
—U=pCp—=pCp| —=+V-V |T=-V.-q+6:D=kV’T+6:D 18
Dt p th p p(at j q (18)
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La Ec. (18) describe la evolucion temporal y espacial de la temperatura como
funcibn como una consecuencia del flux de energia, y del trabajo irreversible
realizado por un agente externo sobre los mecanismos viscosos (Bird et. al 1987,
2002). La Ec. (18) es punto de partida en los calculos del perfil de temperatura
asociado a los procesos moleculares y los disipativos respectivamente.

4.1.3 Ecuacién de transporte de masa.

La Ecuacion que describe los cambios espaciales y temporales del flujo
molar puede ser descrita a través de la siguiente expresion:

DDCtA :(§+V-V]CA =cD,,V’x, - Vx, -(NA +NB)—XAV-(NA +NB)+RA (19)

La Ec. (19) describe los cambios temporales y espaciales de la concentracion
de la especie A por efecto de los mecanismos difusivos y de las contribuciones de
los cambios espaciales a través del movimiento global del fluido. Cuando el
movimiento global del fluido se desprecia, es decir, los cambios espaciales en el
movimiento global del fluido son despreciables y solamente los mecanismos
difusivos y el término de generacion es obtenido, se tiene lo siguiente (Bird et. al
1987, 2002):

D];A B (% v VJCA = DABVz (CXA )' k;CZ = DABVZCA- k;Ci (20)

La Ec. (20) describe los cambios espaciales y temporales de la concentracién
como funcién de los mecanismos difusivos y de reaccion quimica respectivamente.

4.2 Reologia.

La reologia, es decir la ciencia del flujo y la deformacion, estudia las
propiedades mecanicas de los gases, liquidos, plasticos, substancias asfalticas,
materiales cristalinos y otros. Por lo tanto, el campo de la reologia se extiende,
desde la mecanica de fluidos newtonianos por una parte, hasta la elasticidad de
Hooke por otra parte (Bird et. al 1987, 2002). La reologia es la disciplina cientifica
que se dedica al estudio de la deformacién y flujo de la materia (Bird et. al 1987,
2002). Su objetivo esta restringido a la observacion del comportamiento de
materiales sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente
un modelo matematico que permita obtener las propiedades reoldgicas del material.
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Un sistema es capaz de fluir debido a las fuerzas de cohesion en sus
moléculas y suele deformarse continuamente cuando se somete a un esfuerzo
cortante (Bird et. al 1987, 2002). En su forma mas simple, la viscosidad y es una
propiedad de transporte, que se puede interpretar como la resistencia que ofrecen
los fluidos a ser deformados cuando son sometidos a un esfuerzo (Bird et. al 1987,
2002).

4.2.1 Tensor de Deformacion.

El tensor de deformacién es un tensor de segundo orden, el cual nos describe
la deformacion relativa de un medio continuo con respecto a una variable. El tensor

de deformacion, es adimensional debido a que [u;]=L;[x;|=L . Matematicamente,

se puede representar de la siguiente manera (Bird et. al 1987, 2002):

8ux auy auz
ox Ox OX
Vu= Ou, Uy Qu, (21)
dy Oy 0Oy
6ux 8uy auz
0z 0z 0z

Nétese, que el tensor de deformacion carece de unidades por ser el cociente de dos
longitudes caracteristicas.

4.2.2 Tensor gradiente de velocidad y su transpuesta.

Al tomar la derivada temporal del tensor de deformacion, obtenemos el tensor
gradiente de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera (Bird et.
al 1987, 2002):

ou, Ou, Ou,
ox Ox Ox
VV:i(Vu) N [N (22)
dt dy Oy Oy
ou, Ou, Ou,
0z 0z 0z
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A diferencia del tensor de deformacion, el tensor gradiente tiene unidades de
inverso del tiempo.

4.2.3 El tensor rapidez de deformacion.

El tensor gradiente de velocidad fisicamente, nos da informacion acerca de la
evolucion de la deformacion en el medio continuo, y sus unidades son de inverso
de tiempo. El tensor gradiente de velocidad VV puede ser descompuesto en una

parte simétrica D =(VV), y anti simétrica W =(VV), llamados tensor rapidez de
deformacion y tensor de vorticidad (Bird et. al 1987, 2002):

1 1
VV=E(VV+VVT)+E(VV—VVT)=D+W (23)

En coordenadas cartesianas (x, y, z), el tensor rapidez de deformacién puede
ser descrito matematicamente en la siguiente forma matricial (Bird et. al 1987,
2002):

oVx 1{ovy  aVx 1[%+a\/xj
ox 2\ ox Oy 2\ Ox 0z
D:l(VVJr(vv)T): 1 5V_X+% 9Vy 1 %+8V_y (24)
2 2 oy  ox oy 20 oy oz
1 [anJraij 1(oVy  oVz vz
2\ oz ox 2\ oz oy 0z

Es importante notar, que el tensor rapidez de deformacién es un tensor de
segundo orden simétrico, esto implica que su transpuesta es igual al tensor, i.e.
D =D". Fisicamente, esta matriz simétrica nos da informacién acerca de la rapidez
con la que es deformado el sistema (Bird et. al 1987, 2002).
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El tensor de Vorticidad nos da informacion acerca de las rotaciones de los
elementos materiales en el sistema (Bird et. al 1987, 2002):

S R
2 ox oy 2\ 0x 0z
W:l(vv_(VV)T): 1) ovx _oVy 0 1fovz _ovy (25)
2 2 oy ox 2 oy oz
l(@Vx_&sz 1({dVy dVz 0
2\ 0z Ox 2\ 0z Oy

Es importante notar, que el tensor de Vorticidad, es un tensor de segundo
orden simétrico, es decir, W =—-w?". Fisicamente nos da informacion acerca de
las rotaciones de los elementos materiales en el medio continuo (Bird et. al 1987,
2002).

4.2.5 Tensor de esfuerzos.

El tensor de esfuerzos, es un tensor de segundo orden, el cual se puede
describir como una matriz de 3 x 3 formada por nueve elementos. Los elementos a
fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que los
elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzos normales (Bird et. al
1987, 2002). Notese, que los esfuerzos cortantes deforman continua e
irreversiblemente el material, por lo que el sistema fluye. Mientras que los elementos
en la diagonal principal modifican la forma geométrica del elemento de control, pero
no su volumen. La representacion del tensor de esfuerzos se puede expresar como:

XX ny ze
(26)

6, O, O

zX zy 7z

Matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es
simétrico, es decir los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales.
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4.3 Tipos de Fluido.

En esta seccion, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas mas
utilizadas en Fenémenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos. En
Mecanica del medio continuo, una ecuacion constitutiva describe la relacién entre
las variables dinamicas en el sistema, en particular el esfuerzo y la deformacion, i.e.

c:f(s).
4.3.1 Fluido newtoniano.

Los newtonianos son fluidos en los que el deslizamiento relativo de los
elementos de fluido al circular uno sobre otro es proporcional al esfuerzo cortante
sobre el fluido. Todos los gases, agua liquida y liquidos de moléculas sencillas
(amoniaco, alcohol, benceno, petroleo, cloroformo, butano, etc.) son newtonianos.
Las pastas, emulsiones, fluidos biolégicos, polimeros, suspensiones de solidos y
otras mezclas son probablemente no newtonianos. Un fluido newtoniano se
caracteriza por cumplir la Ley de Newton, es decir, que existe una relacion lineal
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacién. La viscosidad de un fluido
newtoniano no depende del tiempo de aplicacion de esfuerzo, aunque si puede
depender tanto de la temperatura como de la presidn a la que se encuentre. En
esta ecuacion tan simple, el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacion, siguen
una relacion lineal, y la ecuacion basica de este sistema, se define como:

6 =2uD=p(VV+(VV)') (27)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana py se
mide en Pa s (en Sl). Enla Ec. (27), el tensor de esfuerzo cortante, ¢ tiene unidades
de Pa y el tensor rapidez de deformacion D tiene inverso de segundo
respectivamente (1/s). Por definicion, todos aquellos fluidos que no siguen la Ec.
(27) son newtonianos.

4.3.2 Fluidos no newtonianos.

Las suspensiones densas, lodos, emulsiones, soluciones de polimeros de
cadena larga, fluidos biolégicos, alimentos liquidos, pinturas, suspensiones de
arcillas y mezclas de hormigdn son, en general, no-newtonianos. La relacién entre
esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion para fluidos no newtonianos no es
lineal. Estados fluidos a su vez se diferencian en dependientes e independientes del
tiempo.
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Desde el punto de vista tecnoldgico e industrial, los fluidos no-newtonianos,
son aquellos que presentan propiedades tecnolégicas y cientificas mas
interesantes. La definicion mas simple de un fluido newtoniano, es aquella en donde
la rapidez de deformacién, no muestra una relacion lineal entre el esfuerzo y la
rapidez de deformacion. En este punto, la viscosidad no es constante y depende de
la rapidez con la que se deforme, temperatura, presion, composicion, pH y la
rapidez con la que se deforma (Bird et. al 1987, 2002).

o =2n(IL, ) D =n(IL,)(VV+(VV)') (28)

En la Ec. (28) n(HD) es la funcién viscosidad generalizada, la cual depende

del segundo invariante del tensor de rapidez de deformacion, de la siguiente forma:
11, = /2(D:D) (29)

4.4 Ecuaciones Constitutivas.

4.4.1 Ecuaciones constitutivas de viscoelasticidad lineal.

La viscoelasticidad es un tipo de comportamiento reolégico que presentan
ciertos materiales que exhiben tantas propiedades viscosas con propiedades
elasticas cuando se deforman. Un material viscoelastico lineal general es un
material para el cual existe una relacién lineal entre la tension sus derivadas y la
deformacion y sus derivadas, el caso unidimensional la relacion mas general posible
de un material viscoelastico lineal es (Bird et. al 1987, 2002):

(nl) (n2)

0 0 0
1 (n1) _ RO (M (n2)
6+A aG‘F""}‘A WG_B ¢+B 58+"'+B Ws (30)

Existen diversos modelos constitutivos para materiales viscoelasticos lineales.
Esos modelos incluyen el modelo de Maxwell, el modelo de Kelvin-Voight y el
modelo del solido viscoelastico lineal estandar que combina los dos modelos
anteriores.
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Todos estos modelos descomponen la tension y deformacidn en dos
sumandos, uno que representa los efectos elasticos y otro que representan los
efectos viscosos, siendo estos modelos, interpretables en términos de muelles y
amortiguadores. Cada uno de estos modelos difiere en la disposicion de los muelles
y amortiguadores.

Figura 4. Se ilustra el Modelo de Maxwell en término de un piston y un resorte
el piston describe la parte viscosa (disipativa) y el resorte la parte elastica
(recuperacién).

4.5 Modelo de Maxwell.

El modelo de Maxwell (Fig. 4) se puede describir como la suma de una
contribucion viscosa y otra elastica que esta asociada con la recuperacion:

Y - yNewton + yHook (31 )
Derivando la deformacion total, se tiene lo siguiente:

‘Y = YNewt0n+ ‘YHook (32)

La contribucion de Newton y de Hook se sustituye en la expresién anterior:

y y . 6 O o c 1 0
T = YNewton+yHook:E+a[_J: _+G__G (33)

Multiplicando la Ec. (33) por la viscosidad, se obtiene la siguiente expresion:

_ n, 0 Mo 0
=6+— =|1+ — 34
NyY =0 G, atc [ G &]0 ( )

0
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Si se define el tiempo de relajaciéon de Maxwell, como 7»0 =1, /GO por lo que
la expresién anterior toma la forma:

a .
[l+%§}s=noy (36)

0

Finalmente, si el tensor que describe la evoluciéon de la deformacion y se

expresa en términos del tensor rapidez de deformacién, i.e. y =2D, por lo que se
tiene lo siguiente:

0+X0§c:(1+X0§J6:2n0D (36)

El modelo de Maxwell predice que la tension decaera exponencialmente con
el tiempo en un polimero sometido a deformacién constante, lo cual se ajusta
bastante bien a lo observado experimentalmente para muchos polimeros. Sin
embargo, una limitacién importante es que no predice el comportamiento de flujo
lento (creep) de muchos polimeros ya que en este caso predice un aumento lineal
de la deformacion con el tiempo si la tensidon es constante, sin embrago la mayor
parte de los polimeros muestran una tasa de deformacién decreciente con el tiempo.
Las principales aplicaciones de este modelo son la modelizacion de los polimeros
termoplasticos cerca de su temperatura de fusion, la de hormigon fresco y la de
numerosos metales cerca de su punto de fusion.

4.5.1 Modelo de Jeffreys.

El segundo modelo de Jeffreys puede considerarse como la suma de un
esfuerzo asociado al solvente y otro al polimero, i.e.

G6=0,+0,=2n D+—2nPD (37)
S N a
1+A, —
ot

Si se define el siguiente operador temporal O(t) asociado al Modelo de Maxwell

o(t) 2142, < (38)
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Aplicando el operador temporal (Ec. 38) en la Ec. (37), se obtiene la siguiente:
1+A O o= 1+A 0 2n.D+2n,D
+ P a G = + P a ns + nP (39)

Desarrollando la Ec. (39) y factorizando, se obtiene la siguiente expresion:

0 n 0
1+A, — |6=2(n + l+| —— |A,— |D 40
(143, 2)o=2(n nP)L [nmJ pat] (40)
Finalmente se tiene la siguiente expresion:
0 0
£1+Xoaj622n0(l+xjaj]) (41)

Este modelo contiene tres propiedades materiales las cuales son dos tiempos
caracteristicos y una viscosidad a bajo corte {no,kp,xjp}. La Ec. (42) es

frecuentemente utilizada en la descripcion de polimeros de peso molecular bajo.
Esta ecuacion constitutiva se reduce al modelo newtoniano cuando el tiempo de

Maxwell y Jeffrey tiende a cero, i.e. {xpzxjp =0}, al modelo de Maxwell cuando

{AJP = O}, al modelo de Hook cuando el frente de velocidades es homogéneo, es

decir, a baja rapidez de deformacion, i.e. y_ =0.
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Figura 5. Muestra un elemento acoplado en serie de un solvente (contribucion
viscosa) y un polimero, el cual se puede describir en término de un modelo de
Maxwell y un solvente (polimero).

4.6 Sintesis de los modelos expuestos en esta seccion.

Finalmente, los modelos discutidos en esta seccidn, nos permite establecer,
las diferencias de los modelos inelasticos no-newtonianos mas comunes de la
literatura. En general las soluciones de bajo peso molecular como el agua, acetona,
algunos liquidos inmiscibles. Por otra parte, los fluidos no newtonianos presentan
un reto en la descripcidn de sistemas complejos. La aplicacion de estos fluidos, se
presenta en diferentes situaciones fisicas, como por ejemplo: La ciencia y la
ingeniera de nuevos materiales como son: (i) fibras sintéticas (utilizadas en la
industria espacial), (ii) polimeros (plasticos), (iii) polimeros asociativos (utilizados
como agentes estabilizantes en la industria de las pinturas base agua), (iv) cristales
liquidos (utilizados por sus propiedades 6pticas en pantallas de cristales liquidos,
fibras sintéticas, y reconstruccion de tejido 6éseo en bioingenieria), (v) Fluidos
biologicos, los cuales representan un reto para los ingenieros modernos. En este
contexto, los fluidos bioldgicos involucran conocimientos multidisciplinarios, como la
fisica, quimica, biologia, matematicas e ingeniera.
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Ejemplo de estos fluidos son los secretan los insectos, la formacion de la seda
de la arafia y diferentes gusanos, los fluidos corporales, y la sangre con diferentes
patologias que representan una pandemia en la actualidad por el estilo de vida
sedentaria en el que se vive actualmente.

4.7 Pruebas de flujo.
4.7.1 Flujo cortante en estado estacionario.

En esta prueba, la muestra es deformada por medio de un esfuerzo cortante
el cual se puede representar por medio de dos placas paralelas en las cuales se
aplica una fuerza en direccion del flujo de tal manera que la transferencia de
momento se da en la componente ortogonal a la velocidad como se muestra en Fig.
6.

EL PLATO SUPEROR SE MUEVE A VELOCIDAD CONSTANTE.

g

*

v, = 'Y -y

Figura 6. llustra el flujo cortante simple en un sistema de placas paralelas. El
fluido es cortado y se produce un flujo homogéneo, es decir, un sistema en
donde, las variables dindmicas del sistema dependen dela posicion).

El flujo cortante simple se genera cuando las fuerzas que actuen en el sistema,
quedan fuera de la diagonal principal de la matriz asociada al tensor de esfuerzos:

1({0Vz 0OVx
0 0 —| —+—
o, 0 o, 2\ 0x o0z
6= 0 o, 0 |;D= 0 0 0 (42 a,
0
GZX c$ZZ l aVX_I_% 0 0
2\ 0z [0).4
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1

Sustituyendo las matrices del tensor de esfuerzos y rapidez de deformacion en el
modelo de Maxwell, se tiene lo siguiente:

1{0Vz 0OVx
0 0 —| —+——
o, 0 o, 5 o, 0 o, 20 0x oz
0 o, 0 +xoa 0 o, 0 |=2n, 0 0 0
GZX O csZZ GZX O GZZ 1 aVX 6VZ
——+—1 0 0
2\ Oz Oox
(43)
Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (43)
8 .
1—H\’O a ze = nO sz (443)
0 0
1+, aJ(sxx —0,)= Lmo aJNl =0 (44b)
0 0
1+, aJ(ow _G”):(M‘) aJNz =0 (45)
En estado estacionario, este modelo se reduce al newtoniano, i.e.
ze = nO ’.sz (46)
N, =0
N, =0
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4.7.2 Funciones materiales del modelo de Maxwell.

Las funciones materiales, se pueden calcular a través de las Ecuaciones
(45,46), por lo que se tiene lo siguiente:

a) Funcion viscosidad.

. ze
n(7xzjz o :nO (47)
Yxz

b) Primera diferencia de esfuerzos normales.

g v (48)

S B (49)

Por lo tanto, el modelo de Maxwell en un flujo cortante simple en estado
estacionario coincide con el modelo de Newton de los fluidos viscosos y la primera
y segunda diferencia de esfuerzos normales son cero, lo que implica que no hay
respuesta elastica en el régimen de viscoelasticidad lineal.
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4.7.3 Modelo de Jeffreys

Procediendo de la misma manera que el modelo de Maxwell, la componente
xz del modelo Jeffreys esta dado por la siguiente ecuacion diferencial parcial:

1({oVz 0OVx
0 0 —| —+
cSXX 0 GXZ 8 GXX O GXZ 2( 8X aZ j
0 o, O +xoa 0 o, 0 |=2n, 0 0 0
GZX O cSZZ cSZX 0 GZZ 1 (6VX aVZJ
— +——1 0 0
2\ oz ox
1({0Vz 0Vx
0 —| =242
5 2( ox oz j
+2n0k15 o 0 0 0
_(&+%j 0 0
2\ oz 19).4
(50)
Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (50)
0 o0\
(1—}—7\‘0 a} ze = nO (l—l_)\'l aj’},xz (503)
0 0
(mo EJ(G“ —0,)= Lmo aJNl =0 (50b)
0 0
(mo aJ(cw ~0,, )= [mo aJNz =0 (50c)

En estado estacionario, este modelo se reduce al modelo de Maxwell y al
newtoniano. Por otra parte las funciones materiales: (i) Funcion viscosidad, (ii)
Primer coeficiente de esfuerzos normales, (ii) Segundo coeficiente de esfuerzos
normales respectivamente, son iguales a las Ecs. (47-49), por lo que no es
necesario describirlas de nuevo.
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4.7.4 Flujo oscilatorio a bajas frecuencias.

En esta prueba se coloca la muestra entre dos placas y la placa superior se
pone a oscilar a bajas frecuencias, i.e. en el régimen de viscoelasticidad lineal.

Plato superior oscilatorio con baja amplitud

o0
Y v, (v.t)=y ycos et

Figura 7. En el flujo oscilatorio la muestra es colocada en un sistema de placas
paralelas y la placa superior se le aplica una perturbacion oscilatoria de tal
manera que describe un movimiento oscilatorio en el cual, se estudia la
respuesta mecanicadel sistema, es decir, la contribucion elasticay la viscosa.

4.7.5 Modelo de Maxwell.

En flujo oscilatorio se estudia la respuesta mecanica del material por lo que el
modelo de Maxwell toma la siguiente forma en el espacio de Fourier de las
frecuencias:

(142, -i0)s,, (©) =7, 7 (o) (51)

dividiendo el esfuerzo y la rapidez de deformacion, se obtiene la viscosidad
compleja:

(52)
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La viscosidad compleja n(iw) se puede desacoplar en una parte real y otra

imaginaria por lo que, se tiene lo siguiente:

1 - 1 W)

. = - 53
‘1o 1-iko  ° °{1+xgm2 1+x§m2} (53)

n(io)=n'(0)-in"(e)=n

Separando la parte real y la imaginaria de la Ec. (52), se tiene la siguiente expresion
para la viscosidad real e imaginaria respectivamente:

N (0)=—">"= (54)

Y la parte imaginaria toma la forma:

. Q
" (0)=—02®_ (55)

1+(2,0)
y recordando que los modulos y viscosidades complejas estan dados por las
siguientes expresiones: G”(0)=on'(0) y G'(e)=wn"(0). Po ltimo, igualando las

ecuaciones obtenemos:

Ao’
G'(0)=G,—>— 56
( ) 0 1—|—(}\100\))2 ( )
Y la parte imaginaria toma la forma:
Ay®
G'(0)=G,—>— (57)
() 1+ (A0)
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Las Ecs. (56, 57) son las expresiones analiticas para los mddulos de
almacenamiento y perdida del modelo de Maxwell respectivamente. Estas
expresiones describen las propiedades viscoelasticas del material a través de la
variacion de la frecuencia. Un hecho importante, es cuando se igualan las dos
expresiones: wcruce = 1/10 , se obtiene el tiempo de relajacion de Maxwell, por lo que
en el caso mas simple, el sistema de flujo oscilatorio, permite calcular una de las
propiedades materiales del sistema, conocida como tiempo de relajacion de
Maxwell. Obsérvese, que cuando la frecuencia aumenta, la Ec. (56) tiene a un valor
constante, por lo que se tiene lo siguiente:

2 2
limG'(0)= limG, —2®

26 58
®—0 0—0 1+(7L00))2 0 ( )

Los casos particulares de las Ecs. (56, 57) nos permiten calcular los
parametros materiales del sistema (no Ao, Go) respectivamente. En el siguiente
ejemplo, se modela el flujo oscilatorio del modelo de Jeffreys.

4.7.6 Modelo de Jeffreys.

Aplicando el formalismo de Fourier en la Ec. (58) se obtiene la siguiente
expresion para la funcion viscosidad:

(141, -iw) o, () =1, (1+, -i0)y (o) (59)
La funcion viscosidad compleja toma la forma:

. o(io) m(l+Aiio)
(iw) =~ = ,
L y(i(o) IR (0]

(60)

Multiplicando por el complejo conjugado del denominador de la Ec. (60), se tiene lo
siguiente:

(61)

: . ) ~
(i) = (©)- in” ()= I+, 1-iko :Goxo{lmj%w (% xj)co}

M o 1-ik,o R0l 10’
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la parte real se puede expresar como:

1+A A
(0)= G\, —25L >
m(©)=Goho s (62)

y la imaginaria respectivamente, toma la forma:

)‘0' 7‘1

" =G\ ——
n (0)) . 01+k§m2® (63)

Igualando ambos miembros de la ecuacion y recordando que los modulos y
viscosidades complejas estan dados por las siguientes expresiones: G”(w)= oan'(co)

y G'(w)= (m]"((n). Los mdédulos complejos de pérdida y almacenamiento, toman la

forma:
Vo
G(o)=on ——— 64
y
. (7”0'}‘1) 2
G'(o)=mn,—=0 65

Las Ecs. (63, 64) describen las propiedades viscoelasticas del material a
través de la variacion de la frecuencia. En particular, los modelos de Maxwell y de
Jeffreys son punto de partida en los calculos de la permeabilidad dinamica que se
calculara en los siguientes capitulos.
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En este capitulo se modela el flujo pulsatil en un capilar para un liquido
newtoniano (viscosidad constante) y para un liquido no newtoniano (modelo de
maxwell). En los dos casos, se deducen el perfil de velocidades, flujo volumétrico,
y la permeabilidad dinamica. Por ultimo, estos resultados nos permitiran predecir la
permeabilidad dinamica utilizando datos reométricos de un fluido biologico.

5.1 Planteamiento del problema de flujo pulsatil sanguineo.

El sistema fisico que se analiza en esta seccion se describe a continuacion.
Un liquido con estructura transitoria, fluye en la direccién axial en un cilindro de radio
r =ay longitud z = L bajo la accion de un gradiente de presion pulsatil.

A

Vp(t): Vp, (1+ n(t))

) 5T (1 N,

' I; ' P=P(r.0.2)

Figura 8. llustra un capilar de radio r = a'y longitud z = L en donde el fluido
fluye debido a un gradiente de presion pulsétil. Del lado derecho, se observa
un punto material en coordenadas cilindricas.

Las condiciones de proceso son mencionadas a continuacion:

a) El proceso es isotérmico (Temperatura constante).
b) Sistema de coordenadas cilindrico (r,0, z).

c) Fluido Incompresible: DBan =0=V-V=0
t

d) Simetriza angular %{ 1=0

e) Elorigen de coordenadas es colocado en el centro del capilar (El eje axial
se coloca en la direccién del flujo).

f)  Efectos gravitacionales despreciables, i.e. el vector gravedad en cero: g =
0.

g) Los efectos inerciales son despreciables, es decir la derivada material del
vector velocidad es cero, i.e. pDV/Da = 0. Fisicamente, significa que los
mecanismos inerciales son despreciables con respecto a los viscosos.
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h) El gradiente de presion es diferente de cero y puede ser representado
mediante la siguiente expresion matematica:

Vpo
VszXp(imt)

V,p(t) = {
La reologia y el flujo del liquido no newtoniano es caracterizado por tres modelos
constitutivos llamados:
(i) Newtoniano.
(i) Viscoelastico lineal: Maxwell.
(i) Viscoelastico no-lineal: Jeffrey.

Un hecho importante, es que los modelos fueron seleccionados debido a su
sencillez matematica y que predicen resultados analiticos para el perfil de
velocidades, flujo volumétrico y permeabilidad dinamica.

5.1.1 Campo vectorial de velocidades.

El vector de velocidad, tensores de gradiente de velocidad, transpuesta del
gradiente de velocidad y de tensor de esfuerzos viscoso. Matematicamente, se
expresan de la siguiente manera:

V=[Vr,V0,Vz]=[0,0,Vz(r;)] (66)
5.1.2 Tensores gradiente de velocidad.

El tensor gradiente de velocidad, transpuesta de tensor gradiente de velocidad
y tensor de esfuerzo viscosos toman la forma:

0 00
oV, (r,t)
vv=22801g g g (67)
or
1 0 0

48



FLUJO LAMINAR PULSATIL DE UN FLUIDO VISCOELASTICO EN UN CAPILAR]|
Haide Gonzalez Peralta

5.1.3 Tensor rapidez de deformacién.

El tensor rapidez de deformacién para un flujo cortante, toma la forma:

D= %(VV+(VV)T): NV (rt)

— O O
S O O
S O =

(68)

5.1.4 Tensor de esfuerzos.

El tensor de esfuerzos para un flujo cortante simple y que corresponde al
problema que se esta analizando, puede ser descrito como:

. 0 o,
6= 0 o, O (69)
0 o

En la Ec. (69), {0,=0,} son los esfuerzos cortantes y {c,,0.5,} son los

esfuerzos normales asociados con la elasticidad del fluido.
5.1.5 Ecuacién de continuidad.

La ecuacion de continuidad para un fluido incompresible (densidad constante)
y suponiendo el campo de velocidades descrito en (47), toma la forma:

10 15V9+8VZ_5VZ_

V-V =——(rVr)+ 0 (70)
T or r 00 oz oz

0

La Ec. (70) implica que la componente z del vector velocidad no depende de
la variable axial z, i.e. no es funcién de z, y utilizando la hipétesis de simétrica
cilindrica, la componente z del vector velocidad, solo depende de la coordenada

radial r, i.e., Vz=Vz(rt).
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5.1.6 Ecuacion de movimiento.

A partir de las hipdtesis planteadas, la componente z de la ecuacién de
movimiento, puede ser expresada en la siguiente forma:

Vp=V-6 (71)

La Ec. (71) representa un balance de fuerzas entre el gradiente de presién y
la divergencia del tensor de esfuerzos. En particular pare este problema, la Ec. (49)
toma la forma:

1d
V,p=-—(ro, (72)
‘ r dr ‘
La Ec. (72) es la simplificacion de la ecuacién de movimiento en coordenadas
cilindricas, suponiendo simetria cilindrica e invariancia axial, es decir, no hay
variaciones del esfuerzo con respecto al angulo y la longitud axial.

5.2 Ecuaciones constitutivas.
5.2.1 Modelo de Newton.

El modelo mas sencillo que describe el tensor de esfuerzos con el tensor rapidez
de deformacién es el modelo de Newton el cual contiene una propiedad material
llamada viscosidad y que puede ser representado mediante la siguiente expresion
matematica:

: dvz
Grz = nO er = nO dr (73)

Enla Ec. (73) no es la viscosidad cortante [Pas].

5.2.2 Modelo viscoelastico de Maxwell.

El siguiente modelo a analizar es el modelo viscoelastico de Maxwell que se
puede interpretar como la suma de un elemento disipativo y de un elemento que
almacena la energia. Matematicamente, se expresa de la siguiente forma tensorial.

0 . dVz
(1”»0 5]% =My ¥, =Mo i (74)
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Enla Ec. (74) 7»0=n0/G0 es conocido como el tiempo de relajacion de Maxwell

(fisicamente este tiempo esta asociado a los procesos elasticos del material) y 1,

que es la viscosidad a corte bajo. Dos limites podemos deducir del modelo de
Maxwell, cuando el tiempo de relajacién tiende a cero recuperamos el liquido

Newtoniano y cuando A, tiende a infinito tenemos un sélido de Hookeano.

5.2.3 Modelo viscoeléastico de Jeffreys.

El modelo de Jeffreys, es un modelo viscoelastico que acopla el modelo
newtoniano (solvente) con el modelo de Maxwell (polimero). Suponiendo que el
esfuerzo total en el sistema es la suma del esfuerzo del solvente, mas el esfuerzo
del polimero:

0 AN 0 \dVz
(1”\05)%=ﬂo(1+7wajh=ﬂo(1+ Jaj_ (75)

Este modelo contiene tres propiedades materiales las cuales son dos tiempos
caracteristicos y una viscosidad a bajo corte {n,.A.A,}. La Ec. (75) es

frecuentemente utilizada en la descripcion de polimeros de peso molecular bajo.
Esta ecuacion constitutiva se reduce al modelo newtoniano cuando el tiempo de

Maxwell y Jeffrey tiende a cero, i.e. {A,=A, =0}.

5.3 Condiciones de Frontera.

Las condiciones de frontera para resolver el problema de la permeabilidad se
describen a continuacion:

a) Vz (rt)=0enr=a

CF:{  dvz ()

b) o (76)

=0

=0

La primera condicion obedece a la condicion de no deslizamiento en la pared,
i.e., en la pared el fluido lleva la velocidad del soélido, si el sélido no se mueve con
respecto a un sistema de referencia inercial, la velocidad del fluido es cero. Por otra
parte, la segunda condicion esta relacionada con la axi-simetria del flujo.
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En el siguiente capitulo, se utilizaran las ecuaciones desarrolladas en este
capitulo con el fin de deducir los perfiles de velocidad, flujo volumétrico y
permeabilidad estatica y dinamica de los fluidos antes expuestos.
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En este capitulo se obtiene las expresiones analiticas para el perfil de
velocidades, velocidad promedio, flujo volumétrico, permeabilidad dinamica en un
fluido viscoelastico (sangre humana) a partir de las ecuaciones generales
planteadas en el capitulo anterior.

6.1 Permeabilidad en un medio poroso.

En esta seccion utilizaremos el flujo de Poiseuille para definir un modelo simple
para la permeabilidad. Supongamos que tenemos un medio poroso completamente
lleno con un fluido newtoniano incompresible de viscosidad p y cuyos poros tienen
un radio promedio a esto es conocido como un medio poroso saturado. Como ya
mencionamos, se modelara el medio poroso como un manojo de pequefios tubos
capilares construyendo una red con una porosidad ¢. Al tener un manojo de tubos,
podremos calcular el flujo en un tubo y luego multiplicar el resultado por el numero
de tubos para obtener el flujo total que pasa a través del medio poroso, por esta
razon es esta seccidn analizaremos el caso del flujo a través de un tubo obteniendo
la bien conocida solucion analitica debida a Haggen-Poiseuille y con este resultado
introducir el concepto de permeabilidad y facilitar la discusion posterior.

6.2 Modelo de Newton.
6.2.1 Célculo para el perfil de velocidades.
Partiendo de la ecuacion de movimiento, en estado estacionario vy

despreciando los mecanismos inerciales, se tiene el siguiente balance de fuerzas
entre el gradiente de presion y la divergencia del tensor de esfuerzos:

-—(ro,)=V,p (77)
Al integrar, la Ec. (77) con respecto a r se tiene lo siguiente:

. = %(Vzp)r +% (78)

Como el esfuerzo debe de permanecer acotado, se tiene lo siguiente:

Grz=%(vzp)r (79)
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para un fluido Newtoniano, el esfuerzo es una relacién lineal con la rapidez de
deformacion del sistema, por lo que se tiene lo siguiente:

dv, (@) _

1
(v 80
Mo dr 2( Zp)r (80)

Integrando la Ec. (80) con respecto a R y tomando en cuenta los efectos de no
deslizamiento en la pared, se tiene el siguiente resultado, en el sistema:

V0= (V) +C, 81)

Moy

Integrando la Ec. (81) y aplicando la condicién de no deslizamiento en la pared, se
obtiene el siguiente perfil de velocidades:

V, (1) j—(vzp){l(fj ] (82)

Mo a

La Ec. (82) representa el perfil de velocidades para un fluido newtoniano.
Notese, que es directamente proporcional al gradiente de presion e inversamente
proporcional a la viscosidad cortante.

6.2.2 Calculo para flujo volumétrico.

Para obtener el flujo volumétrico se integra la Ec. (82) con respecto al area de
2n

seccion transversal,
v.p)| [ (—j } rdrdd  (83)
0

Haciendo el siguiente cambio de variable z = r/a; se obtiene la Ec. de Hagen y
Poiseuille

2n

Q= j jv (r) rdrdd =

O C—y

4

Q —%(— p) (84)

La Ec. de Hagen y Poiseuille relaciona el flujo volumétrico con el gradiente de
presion, la cuarta potencia del radio del capilar y la viscosidad del medio.
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6.2.3 Calculo de la ecuacién de Darcy.

La Ec. (84) obtenida se conoce en la literatura como la ecuacion de Haggen
y Poiseuille el cual fue deducido para estudiar el flujo sanguineo en capilares. Esta
ecuacion es valida en el régimen laminar, gradiente de presidén constante y fluido
incompresible. Multiplicando la Ec. (84) por la porosidad del sistema:

2
V, = 8<V>:8%: a8 Vp=- K(z2)

na Mo Mo

v.p (85)

6.2.4 Permeabilidad Intrinseca newtoniana

Por lo tanto la permeabilidad en el sistema esta definida por la siguiente
expresion:

2

K(ga)= SZ (86)

Para un fluido newtoniano, la permeabilidad solo depende de la porosidad del
material y de la cuarta potencia del radio del poro promedio.

6.3 Modelo de Maxwell.

El modelo de Maxwell se puede describir como la suma de una contribucion
viscosa y otra elastica que esta asociada con la recuperacion. Este modelo
viscoelastico es el mas simple, y contiene dos propiedades materiales. La primera
de estas propiedades materiales, es el tiempo de relajacion de Maxwell, y la
segunda es la viscosidad cortante. Cuando el tiempo de relajacién es cero, el
modelo se reduce al caso viscoso (modelo de Newton).
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6.3.1 Flujo volumétrico.

Aplicando el operador e integrando:

(l +X %J(—n:[ Grzrzdrj =N, [—nj[ i(ﬂrzdrj= n, Q(t) (87)

0

De la Ec. (87), el flujo volumétrico toma la forma:

Q(t)= —ni[nxo %)(ﬂicnrdrj (88)

0

Suponiendo de nuevo que los efectos inerciales y gravitacionales son
despreciables, se obtiene la siguiente ecuacion que relaciona el flujo volumétrico y
el gradiente de presion:

Q(t):-%(nxo %jvzp(t) (89)

6.3.2 Calculo de la ecuacion de Darcy.

Suponiendo que los efectos inerciales y gravitacionales son despreciables, se
tiene lo siguiente:

V0=s<V>=s%:—is%(l+XO§JVp (90)

ma Mo ‘
6.3.3 Calculo de la permeabilidad dindmica de Maxwell.

Finalmente la permeabilidad dinamica tiene la forma:

OK(t)z%(Hko %) (1)
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Aplicando el operador de Fourier en la Ec. (91), se obtiene la permeabilidad
dinamica en el espacio de las frecuencias:

2

K(w)=%(l+k0 (i) (92)

Descomponiendo la permeabilidad compleja de la Ec (92), se tiene las siguientes
expresiones:

2

K(m)=g%(1+k0 (io)) (93)
La Ec. (93) se descompone en una contribucién real y en otra imaginaria, por lo que:
K’ (0)=K (0)+iK, (o) (94)

Finalmente, las permeabilidades real e imaginaria toman la siguiente forma:

K, (s,a):(S%JIKN (95)

K, (e.aX,,0)= (8 %j(?\.ow)Z Ky (Ao) (96)

Si se define la permeabilidad reducida como el cociente entre la permeabilidad
real y compleja entre la newtoniana, se obtienen las siguientes expresiones
adimensionales para el modelo de Maxwell:

K} = KRég’a) ~1
Modelo de Maxwell : N (97)
. Ki(ga),,0)
K=——7""—"=})0
K

N

Es importante resaltar, que la Ec. (97) representa el niumero de veces que es
mayor la permeabilidad real e imaginaria que la newtoniana.
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6.4 Modelo de Jeffreys.

El modelo de Jeffreys puede considerarse como la suma de un esfuerzo
asociado al solvente y otro al polimero, y fue explicado a detalle en el capitulo
anterior. Este modelo contiene tres propiedades materiales: (i) Tiempo de Maxwell
o tiempo de relajacion del sistema, (ii) Tiempo de Jeffreys o tiempo de retardo y la
viscosidad cortante. La componente rz del modelo de Maxwell tiene la forma:

0 o)
(1+x0 5}0” =1, (1+xJ ajyu (98)

Aplicando el operador e integrando la Ec. (110):

(1 2, %](—n ! Grzrdr] =1, (1 +, %j[—ﬂ; ! \.(rZTZdr) =1, (1 +, %jQ(t)

(99)

Finalmente de la Ec. (99), se tiene el siguiente resultado:

(1+x0 %)(—n{onrdr] =1, [1+xj %jQ(t) (100)

De la Ec. (100) se despeja Q (t)

1+7L09

1 P
Q(t)=-— [ﬂ Grzrdr} (101)
o 1+XJ§t '([

Suponiendo de nuevo que los efectos inerciales y gravitacionales son
despreciables, se obtiene la siguiente ecuacion que relaciona el flujo volumétrico y
el gradiente de presion:

orer 105 8
(1%5}3(0_ Sno(uxoaJvzp(t) (102)
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6.4.1 Calculo de la permeabilidad dinamica de Jeffreys.

Suponiendo que los efectos inerciales y gravitacionales son despreciables, se

tiene lo siguiente:

1+A 0
eQlt 1 ea’ 0 ot
V,= (V)= (2):__i %tvzp (103)

mioom 8 gy ¢
"ot

Finalmente la permeabilidad dinamica en el espacio de las frecuencias tiene la

forma:

0

z—:az 1+)\,0a

OK (t)= —o-——3 (104)
1+, —
ot

Aplicando el operador de Fourier, se obtiene la permeabilidad dinamica en el

espacio de las frecuencias:
2 1 :
K (o)=L L (i9) (105)
8 142, (iw)
Multiplicando la Ec. (105) por el complejo conjugado

a_2'1+7»0(i(9).1—7uj(i03):8£. 1+kokjwz+i(xo-xj)m
8 1+4,(i0) 1-2,(i0) 8 (1+(ho) 1+(o)

K(o)=¢
(106)

Descomponiendo la permeabilidad compleja de la Ec. (106), se tiene las siguientes

expresiones:

K* =K iK — £j1+}\‘0}\‘Jm2 [ ij (}\'0_}\‘])0)
o)l )= [ B o
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Finalmente, las permeabilidades de la Ec. (107) toman la forma:

a’ | 1+A L0 1+ A A0
Ky (£.a.40,4,;0) :[S—J%: Ky—= (108)
8 J1+(70) 1+(2,0)
a’ ) (A\ o LA, )®
Kl(eaa,ko,kj;w):(g_] Bub)o_y Uoh)o (109)
8 )1+ o) 1+(}0)
En término de una permeabilidad reducida las Ecs. (108,109):
K (BakyAj;0) 1+ 0,07
: KN 1+(7\’J0‘))2
Modelo de Jeffreys : (110)
_ K (galyho) A A,
l Ky 1+(?»J(u)2

La parte real de la permeabilidad compleja, muestra un comportamiento
monotono creciente a frecuencias bajas y a moderadas y altas un comportamiento
asintotico. Por otra parte, la parte imaginaria, de la permeabilidad compleja describe
un comportamiento resonante de varios 6rdenes de magnitud mayor que el real.
Notese, que la permeabilidad imaginaria, presenta una interseccion en la siguiente
frecuencia:

hohy @ —(RgA; )0 +1=0 111)

Las soluciones de esta ecuacion cuadratica queda de la siguiente forma:

() () A0,
2,

®

o+

(112)

La Ec. (112) representan los valores de la frecuencia en donde la
permeabilidad real e imaginaria son iguales, las cuales dependen de los valores de
los tiempos de relajacion y de retardo respectivamente. Finalmente, en la tabla 4,
se hace un resumen de las principales contribuciones de esta investigacion.
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6.5 Resumen de los resultados mas importantes de los resultados més
importantes de esta seccion.

En esta seccion se hace un resumen y previo analisis de los resultados mas
importantes de esta seccién. La permeabilidad intrinseca se define como una
medida de la resistencia de un sistema a fluir por un medio. A partir de la teoria del
poro promedio, se obtienen expresiones analiticas de la ley de Darcy, permeabilidad
intrinseca y dinamica en el sistema considerado aqui. Con base en la literatura, la
permeabilidad intrinseca se puede obtener mediante el calculo del fluido
newtoniano, i.e. .su valor queda determinado por la porosidad del medio y el
cuadrado del radio del poro. Por otra parte, la viscosidad aparente en los fluidos no
newtonianos se ve afectada por las propiedades materiales de la ecuacion
constitutiva que se analice. La expresion general de la ecuacion de Darcy se define
a continuacion:

K
V,=—(-V,p) (113)
napp

En la siguiente tala se presenta un resumen de los resultados de este trabajo.
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Fluido Permeabilidad Viscosidad Permeabilidad
Intrinseca Aparente Dinamica
KN :Si T]eff =n0
Newtoniano 8
, G())"o 3.2
nN\o)J=——5 =g |=
) (©) 1+(20)’ Ke(2:0) (88 K
a
K,=¢— A _
Maxwell N 8 1’|”((,o)=rl0—0m2 Kl(g,aaxoa(ﬂ)—KN (7\0(1))
1+(A,0)
, 1+A A 2
W (0)= Gy 2ol K, =K T
) o® 1+(1m)
Ky=e> “(0)= Gy 21 EN
Jeffreys Y8 " T 1w K, =Ky————
1+ (M)

Tabla 4. Resumen de las permeabilidades intrinsecas y dinamicas para los
modelos de: (i) Newton, (ii) Maxwell y (iii) Jeffreys.

6.6 Flujo pulsatil.
6.6.1 Modelo de Jeffreys.
En esta seccion, se analiza el flujo pulsatil del modelo de Jeffreys desarrollado

en la presente tesis de Licenciatura. El modelo de Jeffreys para un flujo cortante
simple, esta dado por la siguiente expresion analitica:

0 o\’
[1+)\'0 ajcrz :nO (l-l_)\“] aJer (1 14)

Calculando el flujo volumétrico, se tiene la siguiente expresion:

LEH—XO %j(—n!curzer_(l-i-}»J %jQ(t) (115)

No
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Si suponemos que los mecanismos inerciales y gravitacionales son despreciables y
que el fluido se deforma continua e irreversiblemente debido a un gradiente de
presion, el balance de momento toma la siguiente forma:

0 1 o) a'
[1+XJan(t)z——(1+koajn%Vzp(t) (116)

Mo

Para estudiar el flujo pulsatil del sistema, se proponen las siguientes
soluciones para el flujo volumétrico y el gradiente de presién pulsatil:

Q(t) — Qoeimt
V,p(t)=-V,p,e”

z

(117)

Sustituyendo en la expresion general, se tiene lo siguiente:

YV p, 1+, (i0) 1-2,(i
R VR Lty (i) 12, (io) 118)
8 n, 1+ (i0) 1-1,(io)

Qo:

Multiplicando por el complejo conjugado,

V.p, 1+hA0 +i(h —1)o
Mo 1‘|‘()\,J(D)2

a4 -
Qo—ng (119)

Separando el flujo volumétrico en su parte real y compleja respectivamente:

R . A1 a'b, [+ 00’ ()LO _)LJ)(D
oo (o) b ’ : 120
Q,(0)=Q (0)+1Q) (0) = - [Hw») “1+<w>J -

Igualando la parte real e imaginaria de la expresion anterior:

Q(w)=rg |

Qé(®)=n£b—°-(MJ

1+(kjm)2

1+ xomeZJ

1+(2,)°

Flujos: (121 a, b)
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Si definimos el flujo volumétrico reducido para las partes real e imaginaria
respectivamente:

_ Q, (©) _ L+’
Q  1+(no)
(o)< Q () (k=)o

0 =

Qu 1+(?ch0)2

Q' ()

(122 a,b)

En donde Qn es el flujo de Poiseuille a gradiente de presioén constante, dado por la
siguiente relacion:

Q=i = r (- p) (123)

Los modulos reducidos tienen varios limites asintéticos a baja y altos valores en la
frecuencia angular:

limQ; (o) =1

®—0

limQy ()~ (A, =1, )

o—0

lim Q™ (o) = N (124 a-d)
00 7"]
EQQHM~%;%$

J

6.6.2 Flujo volumétrico transitorio.

A partir de los moédulos de flujo volumétrico, se pueden obtener las expresiones
analiticas para el flujo volumétrico, por lo que se si utiliza el flujo complejo (Ec. 117).
El flujo pulsatil transitorio, puede ser obtenido a partir de su definicion:

Q(t)=Q (1) +iQ, (1) =Q, - =(Qf (@) +iQ} (w))e™ (125)
recordando que la formula de Moivre de los numero complejos es:

e =cos(wt)-+isen (wt) (126)
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Introduciendo la Ec. (126) en la Ec. (125), se obtiene la componente real e
imaginaria del flujo pulsatil transitorio:

Q" (@) =Qq (w)cos(wt) -Q, (w)sen (wt) ]
MOdulOS{QI (t;0)=Qy(®)cos(wt)+Qy (o)sen (wt) (127°a,0)

Finalmente, combinando los modulos del flujo oscilatorio

4 2 4 _
QR(t;m):na—ﬁ- m cos(mt)—na—ﬁ- M sen (ot) (128 a)
8 m, [ 1+(A o) 8 m, ( 1+(10)
4 _ 4 2
Ql(t;w)=na—b—°- M cos(mt)+na—&- m sen (ot) (129 b)
8 Mo 1+(7\,JC0) 8 Mo 1+()\,J(D)

Las componentes real e imaginaria de los flujos volumétricos, pueden ser
expresadas como una combinacion lineal del seno y coseno respectivamente.

Nétese, que los maximos y minimos de la Ec. (128 a, b) estan determinados
por los tiempos de Maxwell (Relajacion) y de Jeffreys (Retardo). Finalmente las
expresiones mas importantes desarrolladas en esta seccidn, son las expresiones
para los modulos (Ec.122 a, b) y para la descripcion del flujo oscialtorio, las Ecs.
(128 a, b).
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CAPITULO VI

SIMULACION Y ANALISIS DE
RESULTADOS
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En este capitulo se presentan las simulaciones de las ecuaciones principales
de este trabajo.

(a) Permeabilidad dinamica Real del modelo de Maxwell.

(b) Permeabilidad dinamica imaginaria del modelo de Maxwell.
(c) Permeabilidad dinamica Real del modelo de Jeffreys.

(d) Permeabilidad dinamica Imaginaria del modelo de Jeffreys.
(e) Flujo volumétrico real del modeloo de Jeffreys.

(f) Flujo volumétrico imaginario del modelo de Jeffreys.

7.1 Variables adimensionales.

Para simplificar las simulaciones, se utilizan las siguientes variables
adimensionales respectivamente:

Notese que las permeabilidades se han hecho adimensional con la
permeabilidad del fluido newtoniano, i.e. Kn = a%/8, el tiempo y la frecuencia se
hacen adimensional con el tiempo de relajaciéon de Maxwell y los modulos asociados
al flujo volumétrico se hacen adimensionales con la ecuacion de Poiseuille.

7.2 Numero adimensional.

Al sustituir el conjunto de variables adimensionales en las ecuaciones, se
obtiene los correspondientes grupos adimensionales que caracterizan el sistema.
En este caso, el sistema de flujo es gobernado por un solo numero el cual, es el
cociente de dos tiempos caracteristicos.

PRI S NP (130)

}\‘0 7\‘0 ns+np_np_

Este cociente de tiempos caracteristicos, depende basicamente de la razon de
las viscosidades del solvente y del polimero respectivamente. Es importante hacer
notar, que en el maximo, el tiempo adimensional A" es igual a la unidad, lo que
implica que la viscosidad del solvente es del orden de la del polimero.
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Suatituyendo las variables adimensionales en las expresiones para las

permeabilidades, modulos del los flujos volumetricos vy

flujos transitorios, se

obtienen las siguientes expresiones analiticas adimensionales:

. , K =a’¢/8
Permeabilidad Newtoniano: {K* iy (131 a,b)
N o {KL =1
Permeabilidades adimensionales Maxwell: Ko (132 a,b)
[ =0
(o o 1w
1+ (k Q) )
Permeabilidades adimensionales Jeffreys: (1 X*) . (133 a,b)
. Ao
KI - . a2
1+(Xo')
OR* ((D*) _ 1+7u*(0*22 _ K;
1+ (k*m*)
Flujos volumetricos adimensionales Jeffreys: (I-X* ) o (134 a,b)
N (0) )_ 1+(X*w*)2 )
Q¥ (t*; ) = 1+X*m*22 cos co*t*)— (l-k )(D - sen(m*t*)
1+(7»*c0*) 1+(K*m*)
Flujos volumetricos transitorios: ~ R cos(m t )_ fesen (co t )
(o s 14 )o vey | 1+ 7
Q' (t X0 ): li(x*l*)zlcos(wt >+[l:(x—*zj*)2 sen(oat )
=K cos (o)*t* ) +Kjsen (o)*t* )
(135 a,b)
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Notese que las ecuaciones adimensionales depende del tiempo de la
permeabilidad dinamica real o imaginaria respectivamente. Las ecuaciones
adimensionales definidas anteriormente, son punto de partida en las simulaciones
que a continuacion se presentan.

7.4 Permeabilidad intrinseca newtoniana.

14 T
12 4 .
. ] Porosidad
Emf_ a: £=0.25
: 1 b: e=0.50
= s -
2 % c: £=0.75 d
= 1 £=1.00
= 67
Z
= ]
Z 47
.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fig. 2 Castillo Hernindez etal. 2015 RADIO DEL PORO

Figura 8. Permeabilidad intrinseca vs radio del poro en funcion de la porosidad
del medio.

La Fig. 8 llustra el efecto de la permeabilidad como funcién de la porosidad del
medio la cual, es una funciéon del numero de huecos en el sistema. Es claro que
para este modelo tan sencillo, la permeabilidad muestra un comportamiento
monotono creciente en todo el intervalo del radio de poro. Las graficas se desfasan
hacia estados de menor a mayor permeabilidad por efecto de la porosidad. Nétese
que un material que tiene un mismo radio de poro puede ser mas permeable que
otro dependiendo de la porosidad del material.
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La Fig.9 llustra el comportamiento de la permeabilidad intrinseca vs porosidad
en funcion del tamano del radio de poro. Como en la Fig.8 se observa un
comportamiento lineal con diferente pendiente dependiendo del tamafio del poro.
Es claro que un material con mayor tamafio de poro contribuye a una mayor
permeabilidad que otro de menor radio. Sin embargo, en la mayoria de los
materiales que existen en la naturaleza el tamano del poro varia considerablemente,
por lo que se tendria una distribucion en el tamafio del poro. Por otra parte, la
tortuosidad que es un efecto de la trayectoria que siguen las particulas en el medio
poroso no es tomada en cuenta en estos calculos, por lo que es un punto importante
a considerar en futuras investigaciones.

0.14

012 T Radiodel poro

(i): a=0.1
0.1 1 (ii): a = 0.50
(iii): a =0.75

0.08 +
(iv): a=1.0

0.06 +

0.04

PERMEABILIDAD INTRINS ECA

0.02 -

0

0 0.1 0.2 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 3 Castillo Hernindez etal. 2015 POROSIDAD

Figura 9. Permeabilidad intrinseca vs porosidad en funcion del radio del poro.
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7.5 Permeabilidad compleja del modelo de Maxwell.

7.5.1 Permeabilidad Real.
MAXWELL

12 |

PERMEABILIDAD REAL ADIMENSIONAL
=)
=

0 | .. lrtti
0 20 40 60 80 100
FRECUENCIAADIMENSIONAL

Figura 10. Se ilustra la permeabilidad real normalizadas vs Frecuencia
adimensional del modelo viscoelastico de Maxwell. En este caso, el tiempo
de retardo es cero, i.e. As = 0.

La Fig. 10 muestra el comportamiento de la parte real de la permeabilidad en
el modelo de Maxwell. Notese que la peremabilidad es normalizada con la del
newtoniano, i.e. K = a%¢/8. Se observa que la parte real es independiente de la
frecuencia en todo el intervalo. Fisicamente, significa que la permeabilidad dinamica
no cambia por efecto de la frecuencia.

72



FLUJO LAMINAR PULSATIL DE UN FLUIDO VISCOELASTICO EN UN CAPILAR]|
Haide Gonzalez Peralta

7.5.2 Permeabolidad Imaginaria.

MAXWELL

100
80
60 m=1

40 —

PERMEABILIDAD IMAGINARIA
ADIMENSIONAL
o
S

20

0 s —
0 20 40 60 80 100
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 11. Se ilustra la permeabilidad imaginaria normalizadas vs Frecuencia
adimensional del modelo viscoelastico de Maxwell. En este caso, el tiempo
de retardo es cero, i.e. As = 0.

Como enla Fig, 10, la Fig.11 describe la peremabilidad imaginaria normalizada
como funcion de la frecuencia adimensional para el modelode Maxwell. Es claro que
el comportamiento del sistema es lineal en todo el intervalo de simulacién. Como se
vera en las siguientes simulaciones, el efecto del tiempo de retardo, permite al
sistema obtener las curvas resonantes, las cuales estan relacionadas con la energia
en el sistema.
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7.6 Permeabilidad dinamica del moldelo de Jeffreys.

7.6.1 Parte Imaginaria de la permeabilidad compleja del modelo de Jeffreys.

JEFFREY

h

=

h

L
T

Tiempo - adimensional

4 (): 2 =010
35 (i) : A *= 0.25
: (iii): 1" =0.50
31 (iv): ¥ =0.75

- r
T S
N T A [ |
T T T

=
in

PERMEABILIDAD ADIMENSIONAL IMAGINARIA
(&
th

0 e fe——— P
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 12. Se ilustrala permeabilidad adimensional imaginaria vs la frecuencia

adimensional a diferentes valores numéricos del tiempo de retardo de Jeffrey.

En la Fig. 12, se observa va la componente imagianria de la permeabilidad
compleja para el modelo de Jeffreys, como funcién del tiempo adimensional 1" = 0.
Es claro que el comportamiento es muy diferente al modelo de Maxwell.
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Matematicamente, las curvas muestran el clasico comportamiento resonante
descrito en diferentes modelos fisicos asociados con sistemas oscilantes en donde
se analiza los efectos oscilatorios y pulsatiles (Del Rio et al. 1988). A frecuencias
bajas, el sistema muestra un comportamiento lineal en el intervalo de [0.001, 0.1].
A un cierto valor critico de frecuencia adimensional el sistema experimenta un
comportamiento monoétono creciente hasta un valor maximo el cual esta
determinado por un acoplamiento entre las propiedades materiales del sistema. Si
tomamos la derivada de la permeabilidad compleja con respecto a la frecuencia
angular, y se iguala a cero, se obtiene la frecuencia critica para la cual se da el
maximo:

a (1) (1) )1a)-2(19) (v ) _0 136
do" 1+(7foa*)2 ) (1+(X*m*)2 )2 _ -

Al resolver para la frecuencia adimensional se obtiene la siguiente relacion:

o = (137)

Esto implica que la frecuencia critica para obtener el maximo de las curvas
resonantes depende de la razén del tiempo de retardo (Jeffreys) y el tiempo de
Maxwell (relajacidon). Es importante resaltar, que este tiempo adimesnional, se
puede interpretar como un cociente de viscosidades asociadas al solvente y al
polimero respectivamente. Sustituyendo, el valor de la frecuencia adimensional en
la permeabilidad imaginaria, se tiene lo siguiente:

(K;)maxzé[l;?j (138)

El maximo valor de las curvas resonantes, esta determinado exclusivamente
por el tiempo adimensional A*. Por ejemplo para un valor de A* = 0.10, el valor

numérico del maximo de la permeabilidad imaginaria es: (k:)max :l(ﬂj —45
2001
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Por otra parte, a una frecuencia mayor a la frecuencia adimensional critica, el
comportamiento del sistema es monotono decreciente hasta un valor cercano a
cero. Fisicamente, significa que el sistema en la parte imaginaria presenta la mayor
energia disipada asociado con los efectos resonantes en el material. En contraste
con la parte real en donde se muestra un comportamiento monétono creciente
seguido de una meseta a moderados y altos valores de la frecuencia angular. Es
decir, nétese que los efectos resonantes en la maxima permeabilidad se obtienen a
valores bajos de la frecuencia angular y que la parte imaginaria es de varios ordenes
de magnitud que la parte real. Finalmente se observa que la parte imaginaria
asociada a la permeabilidad presenta una mayor resistencia al paso del fluido en el
medio.
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7.6.2 Parte real de la permeablidad real del modelo de Jeffreys.

JEFFREYS
12
] Tiempo -adimensional
— 1 . s _
= T @ =01 R
% 10— i): 2" =0.50 (i)
7 L i): A =0.75
% T @v): 2 =10
Z 8
= i
-«
=
§ 6
m L]
= (ii)
= 4
)
= (iii)
§ 2
E i
(iv)
0O —r——
0 20 40 60 80 100

FRECUENCIA ADIMENSIONAL

Figura 13. Se ilustra la permeabilidad adimensional real vs la frecuencia
adimensional a diferentes valores numéricos del tiempo de retardo de Jeffrey.

La Fig. 13 liustra la permeabilidad real vs frecuencia adimensional en funcién
del tiempo adimensional AJ* = 0. Matematicamente, las curvas muestran un
comportamiento monétono creciente en un intervalo de [ 0, 10] en la frecuencia
adimensional. Para un valor critico de la frecuencia adimensional, se observa que
el sistema muestra un comportamiento asintotico, en donde el valor de esta zona,
es independiente de la frecuencia angular adimensional.

* *2
Lim. K,=Lim, —*¢ _1 (139)
(ra) h
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El valor de la asintota esta determinado por el inverso del tiempo adimensional
A%, el cual se puede interpretar como una rapidez de deformacion caracteristica.
Fisicamente, significa que a valores de frecuencia bajos, la parte real de la funciéon
permeabilidad compleja es lineal presentandose en este intervalo una mayor
resistencia al flujo. Por otra parte, para valores de frecuencia angular mayores que
la frecuencia angular critica, se presenta una zona en donde la permeabilidad real
es independiente de la frecuencia. Notese, que el valor numérico maximo en la
permeabilidad real es mucho mayor que en la parte disipativa asociada con la
funcién imaginaria de la permeabilidad dinamica.

7.7 Flujo volumétrico transitorio del modelo de Jeffreys.
7.7.1 Flujo volumétrico real adimensional.

En las Figs. (14, 15) se simulan la parte real e imaginaria del flujo volumétrico
para el modelo de Jeffreys respectivamente.

2

+ Tiempo - adimensional
(i): 2" = 0. Maxwell

L5 (ii): " =0.50
§ (i) 37 =1.00

FLUJO VOLUMETRICO REAL
ADIMENSIONAL
=)

0.5
1 -
L5 (iii)
_2_::::I::::I::::I::::
0 5 10 15 20
TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 14. Se ilustra el Flujo volumétrico real adimensional como funcién del
tiempo adimensional para diferentes valores del numero adiemsnional As*.
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En la Fig. 14 se observa la parte real del flujo volumétrico como funcion del
tiempo adimensional para diferentes valores As*. En todos los casos, se observa el
comportamiento oscilatorio del flujo volumétrico real, en donde la amplitud de las
curvas oscilatorias esta determinada por las permeabilidades real e imaginaria
respectivamente. Notese, que el efecto del tiempo adimensional AJ* es el de
desfasar el maximo de las curvas hacia valores de tiempo adimensional mayores.
Por otra parte, el tiempo AJ* estd asociada a un cociente de viscosidades entre el
solvente y el polimero por lo que los maximos y los minimos estan determinados
por los mecanismos de relajacién y de retardo respectivamente.
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7.7.2 Flujo volumétrico imaginario adimensional

2 -+

Tiempo - adimensional
(i): " = 0; Maxwell

(ii): A" =0.50
(iii): 2" =1.00

1.5 -

FLUJO VOLUMETRICO IMAGINARIO
ADIMENSIONAL
=)

TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 15. Se ilustra el flujo adimensional imaginario vs Tiempo adimensional
a diferentes valores del tiempo adimensional.

En la Fig.15 se simula la parte imaginaria del flujo volumetrico como funcion
del tiempo adimensional A*. Basicamente la interpretacion de las curvas es las
misma sin embargo, la parte imaginaria esta desfasada de la parte y las
permeabilidades real y compleja modifican los maximos y minimos de las curvas.

7.7.3 Flujo volumétrico real transitorio del modelo de Jeffreys.

La Fig.16 muestra el comportamiento del flujo volumétrico real adimensional
como funcion del tiempo adimensional para diferentes valores de la frecuencia
adimensional. Es importante resaltar, que en este trabajo solamente se esta
interesado en la parte real del flujo volumétrico, por lo que no sera necesario el
analisis de la parte imaginaria. En la Fig. 16, la linea de rojo muestra el modelo de
Maxwell en el caso de que la frecuencia adimensional tenga un valor de (i) o= 1.
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Los otros valores de frecuencia adimesional utilizados son: (ii) o= 2 y (iii)) o=
3 respectivamente. Como en las Figs. (13 y 14), se observa el comportamiento
osicaltorio del sistema, sin embargo, al aumentar la frecuencia el valor de los
maximos y minimos en el flujo oscilatorio aumentan debido al efecto que ocasionan
las permeabilidades real y imaginaria respectivamente.

JEFFREY

Al
w WY W

T Jeffreys 2 =0.5 (Do =1 (iDo =2.(i)o =3
—tttt—t—+—t+—t+—f+—+

FLUJO VOLUMETRICO IMAGINARIO
FRECUENCIA

0 5 10 15 20
TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 16. llustra la parte real de flujo transitorio complejo adimensional vs
tiempo adimensional como funcion de la frecuencia adimensional.

81

A



FLUJO LAMINAR PULSATIL DE UN FLUIDO VISCOELASTICO EN UN CAPILAR]|
Haide Gonzalez Peralta

1

7.7.4 Flujo volumétrico imaginario transitorio del modelo de Jeffreys.

En la Fig. 17 se simula el flujo adimensional complejo del modelo de Jeffreys
como funcion del tiempo, a diferentes frecuencias adimensioanles respectivamente.
Como en la Fig. 17, la linea de rojo describe el modelo de Maxwel (i). Los
parametros empleados en la simulacién son los siguientes: (i) A*= 0.9, o = 1; (ii) A*=
09, ®=2; A*= 0.9, ® = 3. Como en la Fig. (16) se observa el comportamiento
oscilatorio con el tiempo adimensional, en donde los maximos y minimos estan
determinados por las propiedades viscoelasticas del material, inducidos por los
mecanismos de relajacion y de retardo de la ecuacién constitutiva de Jeffreys.

JEFFREY

A \
V] V)

T Jeffreys : 1. =0.5; (o =1, (ii)o =2.(iii))o" =3

FLUJO VOLUMETRICO IMAGINARIO
FRECUENCIA

0 5 10 15 20
TIEMPO ADIMENSIONAL

Figura 17. Se ilustra el Flujo adimensional real e imaginario vs Tiempo
adimensional a diferentes valores del tiempo adimensional.
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7.8 Aplicaciéon aun fluido biologico con estructuratransitoria, sangre humana.

En esta seccion aplicaremos los conocimientos adquiridos en este trabajo en
la descripcidon del flujo pulsatil sanguineo del sistema humano. Usaremos las
formulas obtenidas en este capitulo para predecir nuestro sistema. Los parametros
fisicos de la sangre son: (i) viscosidad entre 5y 20 cp., una densidad de 1.05 g/cm3,
el tiempo de relajacion y de retardo de la sangre fresca es de 1s y 0.1s
respectivamente. Para la geometria, podemos seleccionar un intervalo de radios de
nuestra arterias entre 0.20 y 0.35 cm esta eleccidn puede parecer ingenua pero solo
servira para ilustrar el orden de magnitud de las respuestas del sistema. Aqui
debemos recordar que la frecuencia cardiaca para los humanos esta entre 1y 3 Hz.
Este resultado nos indica que el corazédn humano bombea la sangre a una
frecuencia cardiaca de 10 Hz, mientras que una ballena azul puede tener una
frecuencia cardiaca de 0.5 Hz. Con estos datos, se ilustra la posibilidad de un
bombeo eficiente de fluidos viscoelasticos es un tépico que debe ser investigado
con mas detalle.

FLUIDO BIOREOLOGICO: SANGRE HUMANA

[y
[V

| Tiempo-adimensional

T (): 2 =010

P S | P P .
h=—== =q(ii): » =0.25 (1)

) ((iii): 37 =0.50

[y
(=]
L
I
s

n,+1,

-1 D%SN

Vp (t) = Vp,Exp (i(z)t)

h

=]

PERMEABILIDAD REAL ADIMENSIONAL
=)

1 (ii)
2 -
(iii)
0 Il -_—
0 20 40 60 80 100
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La Fig.18 presenta los resultados numericos de la permeabilidad dinamica real
adimensional, como funcién del tiempo adimensional A" utilizando los datos
reométricos de la literatura en bioreologia. Es claro que las tres simulaciones
presentan dos tipos de comportamientos. A frecuencias adimensionales bajas, se
observa un comportamiento lineal entre la permeabilidad real y la frecuencia. A un
cierto valor critico de la frecuencia, se obtiene un comportamiento asintético, en
donde el sistema es independiente de la frecuencia. Nétese que el valor de la
asintota, esta determinado por el inverso del tiempo adimensional es decir,

£

Lim. K, =1/ =}.( . Esto implica que el valor numérico de la permeabilidad esta

® —00

determinado por una rapidez de deformacion caracteristica asociada con el inverso
del tiempo adimensional, el cual es un cociente de viscosidades o fluidez.
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A partir de los datos reométricos provenientes de la literatura, se obtvuieron
las curvas resonantes de la Fig. 19. En los tres casos, se observan las curvas
resonantes para el modelo viscoelastico de Jeffreys. A frecuencias bajas, se
observan un comportamiento lineal creciente en el intervalo [10-3, 10-"], a partir de
un valor mayor de 10-! se observa un comportameinto monétono creciente hasta un
valor maximo. Es importante recalcar que el maximo, esta determinado por las
propiedades viscoelasticas del material a través de los mecanismos de relajacion y
de retardo del sistema y finalmente, a valores numéricos elevados de frecuencia, la
permeabilidad dinamica imaginaria tiende a cero respectivamente. Notese que
cuando el tiempo adimensional es el menor de los tres utilizados, la permeabilidad
dinamica es la mayor, lo que implica que la relacion entre el solvente y el polimero
es muy importante en la descripcion del flujo. En este tipo de problemas, el solvente
es caracterizado por el plasma en el sistema y el polimero por los hematocritos, por
lo que la razon entre sus viscosidades determina el valor numérico del maximo de
las curvas resonantes de la permeabilidad imaginaria.

85

A

s
i

amée
"



FLUJO LAMINAR PULSATIL DE UN FLUIDO VISCOELASTICO EN UN CAPILAR]|
Haide Gonzalez Peralta

FLUIDO BIOREOLOGICO: SANGRE HUMANA
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Figura 20. Se ilustra el comportamiento del flujo volumétrico real transitorio
vs el tiempo adimensional.

En la Fig.20 se simula el efecto del flujo volumétrico real como funcion del
tiempo adimensional, para diferentes valores de la frecuencia adimensional. En
todos los casos se observa una respuesta oscilatoria en donde los maximos y
minimos de la respuesta mecanica-oscilatoria estan determinados por un
acoplamiento entre las propiedades viscoelasticas del material, por lo que los
efectos solvente (plasma) y polimero (heritrocitos) juegan un papel preponderante
en el flujo volumétrico pulsatil. Finalmente el efecto de la frecuencia adimensional
es la aumentar el numero de ciclos en el mismo intervalo experimental de
computacion.
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CONCLUSIONES
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En este trabajo se analizé un fluido viscoelastico con estructura transitoria que
fluye a través de una tuberia de radio r = a y longitud z = L. El sistema, se deforma
continua e irreversiblemente debido a un gradiente de presion pulsatil. Para simular
la permeabilidad con la frecuencia del flujo pulsatil se utiliza el modelo de Jeffrey, el
cual acopla el modelo newtoniano (solvente) con el modelo de Maxwell (polimero).
Asumiendo que los mecanismos inerciales y gravitacionales son despreciables, flujo
homogéneo (las variables dinamicas del sistema no dependen de la posicion) y
liquido incompresible (densidad constante), se obtienen expresiones analiticas para
el flujo volumétrico, esfuerzo en la pared y la permeabilidad compleja. Para probar
nuestro modelo, utilizamos un fluido biolégico con estructuras transitorias (sangre
humana) con el fin de visualizar el efecto de los parametros materiales asociados al
modelo de Jeffrey. La ecuacion diferencial parcial lineal, que describe el cambio
temporal del flujo volumétrico como funcién del gradiente de presion, se resuelve
mediante la teoria de la transformada de Fourier. La funcidon peremabilida compleja
puede ser separada en dos contribuciones respectivamente. La parte real real esta
asociada a los procesos de almacenamiento, mientras que la imaginaria a los
disipativos respectivamente.

Las conclusiones principales sobre la permeabilidad se enlistan a
continuacion:

Maxwell.

a) La parte real de la permeabilidad compleja muestra un comportamiento
constante, es decir, que la permeabilidad es independiente de la frecuencia
angular (Newtoniana).

b) La parte imaginaria de la permeabilidad en el modelo de Maxwell muestra
una dependencia lineal con la frecuencia en donde la pendiente de linea recta
coincide con el tiempo viscoelastico de Maxwell el cual fisicamente esta
asociado al tiempo que tarda el sistema en alcanzar el equilibrio.

Jeffrey.

c) La parte real de la funcion permeabilidad compleja tiene un comportamiento
lineal a bajos valores de la frecuencia angular, lo que implica que la
resistencia a fluir por el medio poroso va aumentando. Sin embargo, a un
cierto valor critico de frecuencia el comportamiento asintético en donde el
valor numérico de la permeabilidad real es independiente de la frecuencia.
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d) La parte imaginaria de la permeabilidad compleja del modelo de Jeffrey
muestra un comportamiento monotono creciente a bajos valores de
frecuencia, esto quiere decir que la resistencia a fluir incrementa llegando a
un valor critico, en donde se obtiene el maximo asociado con las curvas
resonantes.

e) El maximo estd determinado por un acoplamiento en las propiedades
viscoelasticos (viscosidad, tiempo de relacion y el tiempo de retardo). A
valores moderados y altos, la permeabilidad muestra un comportamiento
monotono decreciente.

f) Con datos reométricos de sangre obtenidos en la literatura se generaron las
curvas resonantes de la parte real e imaginaria.

g) Los resultados obtenidos en este trabajo, concuerdan con los resultados
tedricos, la permeabilidad real muestra un comportamiento mondtono
creciente seguido de una tendencia asintota, la parte imaginaria despliega
las curvas resonantes asociadas a la disipacion viscosa.

Notese dos hechos importantes, que la parte imaginaria es varios de ordenes
de magnitud mayor que la real y que las curvas resonantes estan determinadas con
el solvente.
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Se presentan algunas de las aplicaciones de flujo pulsatil y puedan ser viables
a diferentes ramas de las ciencias:

e Una continuacion de este trabajo, seria en la extensiéon de fluidos
viscoelastico no lineales, es decir, que se aplique a altas rapideces de
deformacion. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones constitutivas que
describen este régimen es la ecuacion reoldgica de Tanner.

e Comprobar las predicciones tedricas de este modelo utilizando datos
provenientes de experimentos reologicos en estado estacionario y no
estacionario. (Pruebas de corte en donde se destruye el material, pruebas de
flujo oscilatorio en donde se analiza la respuesta mecanica)

e Aplicar estos conocimientos a otro tipo de sistemas complejos como son:
Sistemas biologicos que presente las propiedades visco-elasticas del
material.

e Emplear este modelo en la industria alimenticia para saber el comportamiento
los componentes viscosos y elasticos de este tipo de fluidos.

e Este trabajo se puede aplicar a fluidos micelares utilizados en la extraccion
terciaria de petroleo. Este tipo de fluidos se inyectan en los yacimientos de
petréleo y debido a los gradientes de presion elevados, la roca se fractura
y se puede recuperar mayores cantidades de crudo. La solucidn micelar
consiste en una mezcla de tensoactivo, alcohol, salmuera y crudo. Los
reactivos quimicos empleados, sus concentraciones en los procesos de
inyeccion y los tamanos de los mismos, dependeran de las propiedades de
los fluidos y del medio poroso de la formacion, asi como de las
consideraciones economicas correspondientes. Dada la situacion actual en
el mercado de precio del petréleo, la recuperaciéon mejorada por métodos
quimicos se constituye una de las principales vias para aumentar el factor de
recobro en los yacimientos.

e Implementando esta investigacion en la Facultad de Estudios Superiores
Zaragoza en asignaturas como Fendomenos de Transporte, Transferencia de
Masa, Flujo de Fluidos, Matematicas, Laboratorio y Taller de Proyectos entre
otras. Ampliando estos conocimientos y llevarlos a la parte computacional y
experimental.
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