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Introduccion

Sea F una familia finita de conjuntos en R? y m un entero positivo, decimos
que F es m—perforable si existen m puntos en R? tal que cualquier elemento de
F contiene al menos uno de estos m puntos. Al minimo entero positivo m para el
cual F es m—perforable se le llama nimero de perforacion de F. El teorema de
Helly (ver [1]) afirma que si F es una familia finita de conjuntos convexos en R,
entonces F es 1—perforable si y sélo si cualquier subfamilia de d 4+ 1 elementos
tiene interseccion no vacia o es 1—perforable.

Existen varias generalizaciones de este teorema, una de ellas ha dado lugar a lo
que se conoce como teoremas tipo Helly, en los que dada una familia de conjuntos
se trata de encontrar (si existe) una constante k que implique que si cualquier
subfamilia de k elementos es m—perforable, entonces la familia es m—perforable.

Este tipo de teoremas son raros en la literatura y en 1982, Danzer y Griinbaum
demostraron, que incluso para el caso de la familia de las cajas de dimension
d (paralelogramos con lados paralelos a los ejes coordenados) este teorema no
siempre es cierto, sin embargo probaron que para que el nimero de perforacion sea
2, es suficiente verificar que todo conjunto de 3d cajas sea 2—perforable cuando la
dimensién d es impar y que todo conjunto de 3d— 1 cajas lo sea para d par, es decir
en este caso prueban que la constante k tiene estos valores. De hecho probaron
un resultado més general que se verd en la seccion 2.3. Posteriormente, en 1996
Meir Katchalski y David Nashtir también llegaron a varios resultados, uno de ellos
afirma que si cualquier subfamilia con 9 elementos de una familia de tridAngulos
homotéticos es 2—perforable entonces la familia completa es 2—perforable.

En esta tesis estudiaremos en particular el ntimero de perforacion 2 y utilizare-
mos como herramienta el concepto de niimero cromatico para graficas e hipergra-
ficas.

Resulta interesante relacionar el niimero cromatico de una grafica y de una
3—hipergrafica uniforme, de hecho existe en la literatura una demostracion alterna
para el resultado de Danzer y Griinbaum mencionado anteriormente usando teoria
de gréficas, lo que motivo a investigar:

1. La relacion estrecha entre el nimero croméatico y el nimero de perforacion.
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2. La existencia de caracteristicas en hipergraficas con niimero cromatico igual
a dos.

3. Los problemas que existen en la literatura que relacionan esos temas, en par-
ticular el problema de los (n,d)—cuerpos, del que hablaremos mas adelante.

Estudiamos concretamente la conjetura de Katchalski, en la que dada una
familia F de conjuntos convexos se trata de encontrar un ntimero k tal que si
cualquier subfamilia de F con k elementos es 2—perforable entonces la familia F
es 2—perforable.

En el capitulo 1 se da una revisién de los conceptos de graficas e hipergréaficas,
incluyendo algunos resultados sobre el ntimero cromaético, entre ellos los de Lovész
y Las Vergnas-Fournier.

En el capitulo 2 se da una introducciéon a los teoremas tipo Helly, el nimero
de perforacion y el problema de Katchalski.

En el capitulo 3 se estudia la relacién entre el nimero croméatico y el nimero
de perforacién en graficas e hipergraficas. Se dan también algunas observaciones
sobre el nimero de perforacion 2 para familias de conjuntos convexos en R2.

En el capitulo 4 se muestran algunos resultados como el Teorema de Danzer y
Griinbaum para cajas en R? con una demostracion alterna dada por Pendavingh,
Puite y Woeginger usando teoria de graficas.



Capitulo 1

Graficas e hipergraficas

1.1. Graficas

Definicién 1. Una grdfica es un par ordenado de conjuntos G = (V(G), E(G)),
donde

(1) V(G) es un conjunto de vértices o puntos de G.

(i) E(G) es un conjunto de pares no ordenados de elementos de V(G), denomi-
nado conjunto de aristas de G.

Por simplicidad, al conjunto de vértices de G se denotara con V' y cuando pueda
haber motivo de confusion se denotara por V(G). De manera similar, al conjunto
de aristas se denotara como E o como E(G) si fuera necesario. Si en una grafica
dos vértices v y vy forman una arista, vamos a referirnos a esa arista por vyvy (0
v9v1) y diremos que vy es adyacente a v,.

Atln cuando el concepto de gréfica es puramente abstracto, podemos hacer un
dibujo, tomando como puntos a los vértices y a las aristas como lineas que unen dos
puntos. Asi, si hay una curva que une dos vértices, se dice que dichos vértices son
adyacentes. Muchas veces haremos referencia al dibujo como a la grafica misma.

Ejemplo 1. Sea G = (V, E) una grafica, que tiene como conjunto de vértices
V = {1,2,3,4,5} y conjunto de aristas E = {12,23,34,14,15,25,35,45}. En la
Figura 1 se muestra un dibujo de la grafica G.
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1 2
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4 3

Figura 1.

Es importante mencionar que sélo se trabajard con graficas simples, es decir,
graficas que no tienen lazos ni aristas miltiples.

Definiciéon 2. Sean G = (V(G), E(G)) y G1 = (V(G1), E(G1)) dos grificas. Si
V(Gy1) CV(G) y E(Gy) C E(G), entonces diremos que Gy es una subgrdfica de
G.

Retomando el ejemplo 1, si la grafica G; = (V(G1), E(Gy)) es una gréfi-
ca tal que V(Gy) = V(G) y E(Gy) = {12,23,34,14, 15}, entonces G; es una
subgrafica de G, ver la Figura 2. Sin embargo, si Go = (V(Gs), E(Gs)), con
V(Gy) = {1,2,3,4} v E(Ge) = {12,23,34, 14,24} (ver la Figura 3), G5 no es
una subgrafica de G, porque la arista 24 ¢ E(G) y asi E(Gs) € E(G).

Figura 2. Figura 3.

Definiciéon 3. Sea G’ subgrdfica de G. Si G' contiene todas las aristas vy € E(Q)
con x,y € V(G'), diremos que G’ es una subgrdfica inducida de G.

En la Figura 4 aparece una grafica que es una subgrafica inducida de la gréfica
G del ejemplo 1 y la grafica mostrada en la Figura 2 no es una gréfica inducida
de G.
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Figura 4.

Definiciéon 4. Una trayectoria es una grifica no vacia P = (V, E) de la for-
ma V = {xg,x1,...,2x} y £ = {xozr1, 1129, ..., T)_12% }, donde los x;’s son todos
distintos.

Definicion 5. Si C,, es una grdfica con V(C,) = {vi,ve,...,v.} y E(C,) =
{v1v2, VU3, ..y Vp_1Vn, V1 } €l congunto de aristas, decimos que V(C,,) forma un
n—ciclo. Sin es par, diremos que el ciclo es par, y st n es impar, diremos que el
ciclo es impar.

Definicién 6. Para k > 3, definimos el anti-ciclo C), como la grifica con k
vértices vy, vy, ..., Vg, Y existe una arista entre v; y v; con i # j si y solo si 2 <
li — 7| <k —2. Un anti-ciclo Cy, es impar si k es impar.

Definicién 7. Una grdfica completa es aquella en la que todo par de vértices
estan unidos por una arista. La denotaremos por K,, donde n es el nimero de
vértices.

En la siguiente figura se muestra la grafica completa con 5 vértices K.

2

Figura 5.

Definicién 8. Sea G = (V(G), E(G)) una grdfica. La grdfica complemento G
de G, es la grifica cuyo conjunto de vértices es V(G) y cuyas aristas son los pares
de vértices no adyacentes de G.
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Observe que el complemento de un anti-ciclo C,, es el ciclo C,,.

Definicién 9. Una grdfica G es llamada grdfica de intervalos o grifica de
interseccion de intervalos si existe un conjunto {I,|v € V(G)} de intervalos en la
recta real tal que I, N I, # @ si y sdlo si uv € E(G).

Ejemplo 2. Sea G = (V, E) la grafica dada por V = {1,2,3,4} y cuyo conjunto
de aristas es £ = {12,23,34, 13,24}, ver la Figura 6. La grafica G es una grafica
de intervalos, ya que si consideramos los intervalos Iy = [—2,0], I, = [—1,2],
Iy = [-1,1] e Iy = [-1, 2], observamos que I N [, # &, LN I3 # &, 3N 1 # &,
LhNnBN#£Zely,NIy# @ ; ademés Iy NIy = . Ver la Figura 7.

1 2
L, L
1 1 1 i 1
-2 -1 0 1 2
I
4 3 ! I,
Figura 6. Figura 7.

De manera més general, dada una familia de conjuntos es posible definir su
grafica de interseccion.

Definicion 10. Sea F una familia de conjuntos en R%, la grdfica de inter-
seccion Gr asociada a F, se define como Gy = (V, E), donde

V=FyE={{F,F}F,F,eFyFnNF,+#a}.

Definimos también la grdfica de no interseccion de F como la grifica comple-
mento G de G.

Ejemplo 3. Sea R el rectangulo R = {(x,y) € R*)0 < 2 < 4,0 < y < 2}.
Consideremos la familia de rectangulos trasladados del rectangulo R, dada por

donde a; = (1,1), as = (0,2), a3 = (2,3) y ay = (6,2). Ver Figura 8. Sea Gr la
grafica de no interseccion de F, donde V(Gr) = {1,2,3,4} y cada i es asociado
al rectangulo R;. Como Ry N Ry = Ry N Ry = @, entonces {1,4},{2,4} € E(GF),
ver la Figura 9. Es facil ver que no hay otra arista.
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R

4 o
Figura 8. Figura 9.
Definicién 11. Sean Gy = (V(G1), E(G1)) y Ga = (V(Gs), E(G3)) dos grdficas.

La wnterseccion de G, y Go, denotada por G1 N Gy es la grifica G1 NGy =
(V(G1) NV (Gs), E(G1) N E(Gy)).

Ejemplo 4. Para las grificas G; = (V(Gy),E(Gy)) y Gy = (V(Gs), E(G2)),
con V(Gy) = {x1, 22,23, 24,25}, E(G1) = {@122, 2324, T2x5, 1125}, V(G2) =
{1, 9,3, T4, T5, 26} ¥ F(Ga) = {2129, 324, T35, x126}. Entonces G N Go tiene
por vértices al conjunto V; y por aristas al conjunto {x;xs, x324}. Ver la Figura 10

G, T 2

G1 n Gz T, .\.;1;2

G, T

/'\' %

L g

o

Ts Zs Z; Zs L3
Ty

Ly Ly N

Figura 10.

Definicion 12. Una coloracion por vértices de una grifica G = (V,E) es
un mapeo o asignacion ¢ : V. — S tal que c¢(v) # c(w) siempre que v y w sean
adyacentes. Los elementos del conjunto S son llamados colores y si |S| = k diremos
que G tiene una k—coloracion.

En adelante nos vamos a referir a ésta coloraciéon por vértices sélo por colora-
cion.

Definicién 13. El nimero cromdtico x(G) de una grifica G es el entero mds
pequeno k, tal que G tiene una k—coloracion.

Las siguientes dos afirmaciones son féciles de observar:

Afirmacién 1. Todo ciclo par tiene nimero cromético igual a 2.
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Afirmacién 2. Todo ciclo impar tiene ntimero cromético igual a 3.

Para graficas con niimero cromatico igual a 2 el siguiente resultado es cierto.
El siguiente teorema fue probado por Konig en 1936 (ver [10], p. 170) y carac-
teriza las graficas cuyo nimero cromético es 2.

Teorema 1. Sea G una grdfica, entonces x(G) =2 si y sdlo si G no tiene ciclos
impares.

1.2. Hipergraficas
Definicion 14. Una hipergrifica es un par H = (V(H),E(H)) tal que
(i) V(H) es un conjunto de vértices o puntos
(1)) E(H) es una coleccion de subconjuntos no vacios de V(H).
Diremos que ‘H es una hipergrdfica en V(H).

La hipergrafica es simple si Ey, Fy € E(H) y E1 C E, implica E; = Es. Los
elementos de V(H) son los vértices de la hipergrafica, mientras que los conjuntos
de E(H) son las aristas de la hipergrafica.

El orden de la hipergrafica H = (V(H),E(H)) es |V(H)|. El ntimero de aris-
tas serd denominado por m(H). Si E(H) = {E1, Es, ..., B}, el rango es r(H) =

Ejemplo 5. Sea H = (V(H),E(H)) donde V(H) = {1, 29,....,27} v E(H) =
{z129, X374, T4T576, T7}, entonces H es una hipergrafica simple de orden 7, nimero
de aristas m = 4 y rango r(H) = 3, que visualmente puede representarse de la
siguiente manera.

Figura 11.
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Una hipergrafica simple tal que r = |Ey| = |Ey| = -+ = |E,|, es llamada
r— uni forme; haremos referencia a este tipo de hipergrafica como r—hipergrafica.
En el presente trabajo s6lo consideraremos los casos cuando r = 2y r = 3. Observe
que cuando una hipergréafica es simple y r = 2, ésta coincide con el concepto de

grafica usual.
Una hipergrafica completa 3—uniforme de orden n, es una hipergrafica simple
con n vértices en la que cada subconjunto de 3 vértices forma una arista de la

hipergrafica y sera denotada por K3.

En la Figura 12 se muestra un ejemplo de una hipergrafica completa 3—uniforme
con 4 vértices.

‘-|-l-l-|-..'.
.

’

%,

’

iy,
iy,
%,

uy

7
i

§
‘,lﬁnl-l-l-‘
]

/%I
‘l

|
-

S

7

i (i 7. S —

.
~'.'-I-l-|_"“

Iy \
-

e

“Uy -y
lll”llllln - — -
-

Figura 12.

Definicién 15. Sea H = (V(H),E(H)) una hipergrifica, decimos que la hiper-
grifica H' = (V(H'),E(H')) es una subhipergrdfica de H si V(H') C V(H) y
EH) C EH).

Definicion 16. Sea H = (V, &) una hipergrdfica, y sea k > 2 un entero. Un ciclo
de longitud k es una sucesion (x1, Ey, xo, Es, ..., xg, Ey) donde:

1. Ey, Es, ..., E} son aristas distintas de H;
T1,To, ..., T Son vértices distintos de H;

T, Tig1 € Ez (Z = ].,2, ,k/‘ - 1),

Tg,T1 € E,.

La sucesion xq, Ep, 1 no es considerada un ciclo. Un ciclo de longitud & con k
impar es llamado un ciclo impar, de manera anéloga, un ciclo de longitud k£ donde
k es par es llamado un ciclo par.
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Definicién 17. Sea H = (V(H),E(H)) una hipergrifica 3—uniforme. Definimos
la 3—hipergrdfica complemento de H, denotada por H = (V(H),E'(H)) como
la 3—hipergrdfica en la que {x,y,z} € E'(H) si y sdlo si {z,y,z} ¢ E(H) para
z,y,z2 € V(H).

De igual manera como se defini6 la gréafica de interseccion y de no interseccion
de una familia F, definiremos la hipergrafica de interseccién y de no interseccion
para una familia F dada.

Definicién 18. Dada una familia F de conjuntos convexos en el plano R?, pode-
mos asignar o F una hipergrdfica Hr, llamada 3-hipergrdfica interseccion aso-
citada a la familia F, donde para cada miembro de la familia F le asignamos
un vértice de H, y decimos que tres vértices forman una arista de H si los ele-
mentos de la familia, correspondientes a esos vértices, tienen un punto en comun.
Es decir, V(Hz) = F y E(HzF) = {{Fi, F;, F}|F; N F; N Fy, # @}. Definimos la
3—hipergrdfica de no interseccion como la 3-hipergrdfica complemento Hr.

Ejemplo 6. Consideremos la familia de rectangulos F del ejemplo 3.

Observe que la hipergrafica de no interseccién Hr que se forma asignando un
vértice ¢ al elemento R; de la familia F, cumple R N Ry N Ry = &, entonces
{1,2,4} € £(Hz); de manera similar puede verse que {1,3,4},{2,3,4} € E(Hr)
y la arista {1,2,3} # E(Hr) yaque Ry N Ry N Ry = @.

En la Figura 13 aparece la familia de rectangulos y en la Figura 14 aparece su
hipergrafica de no interseccion asociada.

R;

R

Figura 13. Figura 14.

Definiciéon 19. Dada una hipergrifica H = (V,E), una coloracion débil por
vértices para H es un mapeo o una asignacion Cy =V — {1,2, ..., k}, del conjunto
de vértices V al conjunto de colores {1,2, ..., k}, tal que los vértices de cada arista
son no monocromdaticos o reciben al menos dos colores.

En la literatura existe la nocion de coloracion fuerte, donde los vértices de
una arista son heterocromaéticos (todos los vértices de una arista tienen distinto
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color) en esta tesis nos vamos a referir so6lo a la coloracion débil y la llamaremos
simplemente coloracion. El minimo k tal que una hipergrafica H admite una colo-
racion con k colores es llamado el namero croméatico de H y se denota por x(H).
Entenderemos por clase cromatica al conjunto de vértices que tienen un mismo
color.

En la Figura 15 aparece una hipergrafica donde se han coloreado los vértices

usando dos colores, en la que ninguna arista es monocromaética, es decir, es una
hipergrafica 2—cromatica.

~

Figura 15.

A continuacion daremos algunos resultados para el nimero cromatico de hiper-
graficas.

Proposicion 1. Si H' es una subhipergrifica de una hipergrdfica H, entonces
X(H') < x(H).

Teorema 2. Si K3 es la hipergrdfica completa 3—uniforme con n vértices, entonces
n
X (K3) = bw

Demostracion. Probaremos que x (K3) < [2]. Sea V(K3) = {1, 22, ..., ,}. Sin
es par {%W = g, si n es impar (%W = ”T“ Queremos colorear K2 con %w colores.

Sea C: V(K?) — {1,2,...,[2]} la coloracion dada por

ﬂ o . .
Clai) = 12 s? z es impar
5 si ¢ es par
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por demostrar que ésta es una buena coloracion. Sea r € {1,2, ..., [%W }, claramente
existen s6lo dos elementos z;, 7, en V(K?) tales que C(z;) = C(x,) = r, por lo tanto
no existen 3 vértices con el mismo color.

Supongamos ahora que existe una buena coloracién con ’—g-‘ — 1 colores. Como

cada 3 vértices de K? forman una arista, cada clase cromética tiene a lo mas 2
colores, por el principio de las casillas al tener {%W — 1 colores con n vértices,
entonces hay al menos un color asignado a 3 vértices, y por lo tanto una arista
monocromatica lo cual es una contradiccion.

O

Definicién 20. Dada H = (V,E) una hipergrifica 3—uniforme, diremos que una
subhipergrifica H' de H forma un clan, si H' es por si misma una hipergrdfica
completa. Al orden de la subhipergrdfica completa mds grande de H le llamaremos
nidmero de clan, y se representard por w(H).

Corolario 1. Dada una hipergrifica H de orden n, x(H) > {@W

Demostracion. Por definicion de clan, existe una subhipergrafica completa de or-

w()
2

KB(H) subhipergrafica de H, x(H) > x (KEJ(H)) — {M_‘ 0O

den w(H), a saber K7, de H y por el Teorema 2, X(KJ ;) = [ -‘ Por ser

w 2

Definicién 21. Diremos que una hipergrifica tiene la propiedad (1) si en cualquier
ciclo impar, existen al menos 3 aristas que tienen un punto en coman.

Definicién 22. Diremos que una hipergrdfica tiene la propiedad (2) si
(i) 8 aristas que forman un ciclo de longitud 3 tienen un punto en comin y

(i1) para todo ciclo impar de longitud mayor que 3, existen dos aristas no conse-
cutivas que se intersecan.

Lema 1. Las propiedades (1) y (2) son equivalentes.

Demostracion. (1) = (2) se sigue claramente.

(2) = (1). Sea 7 un ciclo que contradice (1), es decir, sea v un ciclo tal que
cualesquiera 3 aristas no tienen un punto en comun; y sea 7y, el ciclo mas pequeno
que no cumple la propiedad (1). Entonces vy no puede ser de longitud 3. Sea
Yo = (a1, By, 29, Ey, ...z, By zq) con | > 3. De la hipotesis 2 (ii), 2 aristas no
consecutivas se intersecan, sin pérdida de generalidad podemos suponer que E; N
E; #+# @ para i # 1,2,1. Sea x € E; N E;, entonces, por la hipotesis inicial, x #
1, T, ...,x;, de modo que uno de los dos ciclos:

(% Ev,x9, By, ..., x5, B, x)
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(x,Ei,.fL'i+1,Ei+1, ...,xl,El,:cl, El,.f[,')

es un ciclo impar, contradiciendo la minimalidad de ~p. O

El ntimero croméatico de graficas ha sido extensamente estudiado desde su
definicion y el Teorema 1 determina qué tipo de gréaficas tienen niimero cromético
2, pero para el caso del niimero cromético de hipergraficas no existe un teorema
que dé una caracterizacion de éste estilo.

Teorema 3 (Las Vergnas - Fournier [11]). Sea H una hipergrdfica tal que, siempre
que Ey, Es, ... For1 € H y E; N Eiq 7é 1] (Z = 1,2,...,2]{?), Eop1 N EY 7& g,
entonces existe un punto que estd en tres de las aristas Fr, Es, ..., Eo,11. Entonces
H es 2—cromdtica.

Demostracion. Usaremos induccion sobre m (el niimero de aristas). Para m = 3,
sea E(H) = {E1, Ey, E5}. Si existe xg € N, E; la coloracion C : V(H) — {1,2}
dada por C(zg) = 1, C(z;) = 2 para x; # xo es una buena coloracion. Ahora,
si N?_,E; = @, por hipotesis H no tiene 3—ciclos y por consiguiente tiene dos
aristas disjuntas, sin pérdida de generalidad supongamos que son E; y FEs; sea
Es = {x1,29, 23}, la coloracion C dada por C(x1) = C(xe) = 1y C(x;) = 2 para
1 # 1,2 es una buena coloracién. Por lo tanto H es 2—cromatica.

Supongamos cierto para m aristas y lo demostraremos para m + 1.

Sea H = (V,&) una hipergrafica con m + 1 aristas y sea Ey € £ tal que
Ho = (V,E\ Ep) admite una bicoloracion (A, B).

Supongamos que H no es bicromatica, entonces podemos suponer que los vér-
tices de Ey estan en A.

Sean S C Ay T C B tales que Ey C S, (A\S)UT,(B\T)US) es una
bicoloracion de Ho, y |S| es minima con esas propiedades, es posible encontrar
estos conjuntos, pues tomando S = Ay T = B se satisface lo pedido.

Sea x € Fy, definimos los conjuntos

U1:{$}, 51:{E€5|EHSCU1,E\TCA},

m:(U E>DT.

Ee&

Y para ¢ > 1, definimos

]—",-:{F€€|FDTCUVk?FﬂUk:®paratod0k§i,F\SCB},

k<i

Uq = (U F)ms,

FeF;
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5¢+1:{E€5|EQSC U Uk,EﬂVk:Q)paratodok:gi,E\TCA},

k<i+1

Vin=| U E|nT.
E€5¢+1

A partir de los conjuntos anteriores y tomando como base Sy = Sy Ty =T,
definimos

Si=S\ | Up, ix1,
1<k<i
T,=T\ | Ve i>L
1<k<i
Observamos que, por construccion, cada JF; es un conjunto de aristas que tienen
un solo color en la bicoloracion ((A\ S;) UT;, (B\ T;) U S;). Ademaés, toda arista
con un solo color pertenece a F;.
Del mismo modo, &1 establece aristas con un solo color en

(AN Sip1) UT, (BN T;) U Sipa).

Observamos también que los U; estan incluidos en S y son disjuntos a pares,
del mismo modo los V; en T'.

Los términos de la sucesion Uy, Vi, Us, V5, ... son vacios a partir de cierto momen-
to. Consideramos el primer término vacio como U, ; = &, con w > 1. Entonces
Fu =9, porque si F € F, se tendria FNS=2gy F=F\SC B. Asi

((A\ Sw) U T, (B\ Tow) U Sy)

es una bicoloracion de Hy.
Como |S,| < |S], entonces Ey € Sy, lo que nos lleva a Ey N S, = &, (de lo
contrario, H serfa bicromatica), o de nuevo Ey C |J; <, Us-

Sea p; el indice méas pequeno mayor que cero tal que U, N Ey # @ y sea
F1 E./—"pl tal que FlﬂE()?éQ

Sea ¢; el indice mas pequeno mayor que cero tal que V,, NF} # @y sea E; € &,
tal que Fy N F) # @.

Sea p el indice més pequeno tal que Uy, N F} # &, y si p2 > 1, continuamos el
proceso hasta que p,y1 = 1 con U, ., NE, # @y asi, ;N Ey # @. Por lo tanto
hemos construido un ciclo impar

EyF\Ey .. FE.
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Si s = 1, sus tres aristas no pueden tener un punto en comin para Ey C .S,
FlﬂUpl yElﬂSCU1UU2U"'UUp1+1.

Si s > 1, dos aristas no consecutivas se intersecan, ambas distintas a Fj, y s6lo
se intersecan fuera de S y T, pues p; > q1 > pa > ¢ > ---. Més ain, ellas son de
la misma naturaleza, es decir, las dos de E; o las dos de Fj, porque E;\ S\T C A
y F;,\S\T C B.

Supongamos que el ciclo no contradice la condicién (i7) del lema 1, y sean dos
aristas de indices i y j tales que |i — j| sea minimo, nombremos a estas aristas F;
y E;. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j > 1, el ciclo
impar E;F;E;1...E; 1 E;, si es de longitud 3 contradice la condicion (i7) del lema
1; pero E;\ S\ Ty E;y1\ S\ T son subconjuntos de A,y F;\ S\ T C B, si no, el
ciclo contradice la condicion (i) del lema 1, pero j —i es minimo con la propiedad
de no tener aristas no consecutivas intersecandose. O]

Una de las consecuencias de este teorema es que una hipergrafica sin ciclos
impares es 2—cromatica. La implicacion inversa es falsa, a continuaciéon exhibimos
un contraejemplo.

Ejemplo 7. Consideremos la hipergrafica H = (V, £), dada por el complemento
de las dos hipergraficas mostradas en la Figura 16, es decir V = {xy, 29, ..., 28} ¥
E = {xi,xj,a} : i€ I,k e J)o (i € J;j,k € I)}, donde [ = {1,2,3,4} y
J =1{5,6,7,8}.

Observemos que si i,5,k € I 04,j,k € J entonces {z;,z;,x2,} ¢ £. De este
modo al colorear los vértices x1, xo, x3, x4 con un color y las aristas x5, xg, 7, T
con otro color no se tienen aristas monocromaticas, por lo tanto H es 2—cromatica.
Pero H tiene un 5—ciclo en el que ningiin vértice esta en tres aristas, a saber C' =

('1777 {:US, X1, 337}7 X1, {:Bla X2, $8}7 X2, {$2a X5, xG}) Ts, {:E3a Xy, $5}7 X3, {3737 Ly, 1'7})

4] Z;
oo -- =0,
R ~._e” >,
d 4” ~ AN
G -~ S~ “,
Q - ~‘~~ AN
‘o‘ - ~~~:‘

i R oot - T,
s A — 20 Ls
‘:‘*. -~ o
(S ~ Pt o4

», Ss Pid

~ . e” R
h Pl 0
ANt ~.~.‘,
ZL; Lo

Figura 16. Complemento de la
hipergrafica ‘H del ejemplo 7.
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En 2007 David Défossez (ver [13]) mejoro el resultado de Las Vergnas-Fournier.
De hecho probé la conjetura de Sterboul que establece que una hipergrafica es
bicoloreable siempre que no contenga ciertos ciclos especificos. A continuacion
damos una definicion y el resultado principal de su articulo.

Definiciéon 23. Un ciclo impar (x1, By, 22, Ea, ..., Ex,x1) tal que dos aristas no
consecutivas son disjuntas y |E; N Eiq| =1 parai=1,2,...k — 1, es llamado un
ciclo anti-Sterboul.

Teorema 4 (D. Défossez). Si ‘H es una hipergrdfica sin ciclos anti-Sterboul, en-
tonces H es 2—cromdtica.

Otro resultado donde se da una condicién suficiente para que una hipergréfica
tenga nimero cromatico dos fue dado por Lovasz que mencionamos a continuacion.

Diremos que una hipergréfica tiene la propiedad de Lovdsz si la union de cua-
lesquiera k aristas tiene al menos k + 1 vértices.

Ejemplo 8. Consideremos las hipergraficas H, = (V(H1),E(H1)), Ha = (V(Ha),
EM2)) v Hs = (V(Hs3),E(Hs)) con V(Hi) = V(Ha) = V(Hs) = {1,2,3,4} v
S(Hl) = {{17 2, 3}}7 S(H2> = {{1’ 2, 3}7 {27 3, 4}}7 8(7-[3) = {{17 2, 3}7 {17 2, 4}7
{2,3,4}}. Para H; podemos tomar solo k =1,y |[{1,2,3}| =3 > 2 =k + 1. Para
Ho, el caso k =1 se reduce al caso de #H;, y cuando k =2, [{1,2,3} U{2,3,4}| =
1{1,2,3,4}| =4 > 3 = k+ 1. Para Hgs, los casos k = 1,2 son analogos a los de Ha;
sik=3,[{1,2,3} U{1,2,4} U{2,3,4} = [{1,2,3,4}| = 4 = k + 1. Por lo tanto
Hi, Ho v Hz cumplen la propiedad de Lovasz.

Ejemplo 9. Sea H = (V(H),E(H)) una hipergrafica, con V(H) = {x1, xq, T3, 24, T5}
y EH) = {{zi,zj, 2} 2 1,5,k € I} \ {xo, x4, 25}, con I = {1,2,3,4,5}, H se
muestra en la Figura 17, siendo la arista sombreada la tnica que no esta. Sean
Ey = {x1,29,23}, By = {x1,29, 24}, B35 = {x1,29,25} y Ey = {x2, 23,25} en
E(H), tomando k = 4, vemos que |Ey U Ey U E3 U Ey| = |{x1, 22, 23,25} =4y
4 < k+1=25. Por lo tanto H no cumple la propiedad de Lovész.

T,

Figura 17.
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Teorema 5 (Lovasz [12]). Si una hipergrdfica tiene la propiedad de Lovdsz entonces
es 2—cromdtica.

El siguiente ejemplo muestra que la implicacién contraria no es valida.

Ejemplo 10. La hipergrafica H del ejemplo 9 satisface que x(H) = 2 pero
no cumple la propiedad de Lovéasz. Veremos que H es 2—cromética. Al estar
{x1,29,23} en E(H), x(H) > 2, ademas al asignarle un mismo color a los vér-
tices xg, x4, x5 y otro color a los vértices x1 y x3 de V(H) se tiene una coloracion
sin aristas monocromaticas. De manera que y(H) = 2.
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Capitulo 2

Teoremas tipo Helly

2.1. Teorema de Helly

Teorema 6 (Teorema de Helly [1]). Una familia finita de conjuntos convezos com-
pactos en el espacio euclidiano d—dimensional tiene interseccion no vacia si y solo
st cualquier subfamilia de ésta que consista de d + 1 elementos tiene interseccion
no vacia.

El Teorema de Helly ha dado lugar a muchas generalizaciones de diversos in-
doles, una de estas se conoce como problemas tipo Helly o teoremas tipo Helly-
Gallai y rescatan la estructura del teorema de Helly.

En el articulo “Helly’s theorem and it’s relatives” [2], uno de los citados mas
estudiados en geometria discreta, Danzer, Griinbaum y Klee definen un problema
tipo Helly de la siguiente manera. Suponga que X es un espacio dado y B una
propiedad hereditaria de familias de subconjuntos de X. Esto es, B es una clase de
familias de subconjuntos de X,y .% C ¥ € B implica .# € B. Para cada cardinal
k, se define la propiedad B, acordando que ¥ € B, siempre que .# € B cuando
F C €y || < k+1. Asi, un problema tipo Helly es el que consiste en encontrar
condiciones bajo las cuales una familia .# € B, implique que .% € B,, donde Kk y
A son cardinales con kK < .

Un problema mas general es el llamado tipo Helly-Gallai. Suponga que se tienen
X, B, k, A\ y condiciones sobre .%. El hecho de que .% € B, no implica que .% € By,
sin embargo cada .# € B, puede dividirse en subfamilias con la propiedad B,. El
problema es determinar el cardinal mas pequefio ¢ tal que toda familia .% que
satisface las condiciones dadas y tiene la propiedad B, puede dividirse en ¢ (o
menos) subfamilias cada una con la propiedad B,.

19
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Se han considerado en la literatura muchos problemas de este tipo restringi-
dos algunos a subconjuntos convexos de ciertos espacios. En general este tipo de
teoremas casi nunca existen.

A continuacion discutiremos uno de estos problemas que ha despertado el in-
terés de varios matematicos.

2.2. El nimero de perforacion

Definicién 24. Dada una familia finita F de conjuntos converos en R?, decimos
que F es m—perforable si existe un conjunto de m puntos, tal que cada miembro
de la familia contiene al menos uno de los puntos. El nimero de perforacion I1(F)
de F, es el minimo nimero m tal que F es m—perforable.

Para la familia F mostrada en la Figura 18, como F3 N F; N F5 # & podemos
perforar a estos tres elementos F con un solo punto, Fi, F5 con otro punto y por
iltimo Fy con otro punto, por lo que el niimero de perforacion es a lo mas 3, y al
ser F1, F3 y Fg disjuntos se necesitan al menos 3 puntos para perforar F, asi que

) L f
%\' @

Figura 18.

Una familia de conjuntos es II™ si I[I(F) = m. Diremos que la familia F es II}
si cada subfamilia de tamano k£ o menor, satisface ser I1™.

Con este concepto, el Teorema de Helly en el plano R? dice que para familias
de conjuntos convexos en el plano IT} implica II'.

Definicién 25. Una caja d—dimensional es un paralelepipedo rectangular cuyas
aristas son paralelas a los ejes coordenados.

La familia del ejemplo 3 es una familia de cajas.
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2.3. Teoremas tipo Helly para niimero de perforaciéon

En esta seccion daremos un compendio de teoremas tipo Helly para perforacion
principalmente para perforacion dos y tres. Y observaremos que estos teoremas son
dificiles de obtener.

En 1982 Danzer y Griinbaum probaron la existencia de teoremas tipo Helly
con la propiedad de perforacion para cajas en dimensiones 1 y 2, y algunos casos
de dimension d y probaron en general la no existencia (mediante construcciones)
de teoremas tipo Helly para cajas en RY. En particular demostraron el siguiente
teorema.

Denotamos por h(d,n) al entero mas pequeno tal que II7 implica I1".

Teorema 7. Para d y n numeros enteros positivos se tiene
(i) h(d,1) = 2 para todo d(d > 1);
(i1) h(1,n) = n+ 1 para todo n;

(iii)

hd,2) = 3d para d impar
" 13d -1 para d par

(iv) h(2,3) = 16;
(v) h(d,n) =Ry para d > 2, n >3 y (d,n) # (2,3).

En la siguiente tabla aparecen los valores de h.

N d 1 2 3 4 5 6 2m 2m+1
1 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 5 9 11 156 17 6m—-1 6m+3
3 4 16 Ny Ny Ny N No N
4 5 No Ng Rg Vg g N N
5) 6 NO NO NO N[) NO NO NQ
n n+1 NO NO N() N() NO N() NQ

Observacion 1. Es importante recalcar que (i) h(d,1) = 2 implica que para el
caso de cajas basta pedir que de dos en dos se intersequen para que toda la familia
se interseque.

En particular nosotros estamos interesados en conjuntos convexos en el plano
y tratar de averiguar si existen familias y teoremas tipo Helly para perforacion 2
y 3. Asi remarcamos que el teorema anterior para dimension 2 dice lo siguiente:
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Teorema 8. Para familias F de cajas en R? con lados paralelos a los ejes, si F
es 112, entonces F es II2.

En el capitulo 4 se da una demostracion de este hecho, dada por Rudi Pen-
davingh, Quintijn Puite y Gerhard J. Woeginger [7] usando teoria de graficas.

Mas tarde Meir Katchalski y David Nashtir ([4],[5]) abordaron el problema de
ver si existe algin k tal que IT7 implique 11> para familias planares de conjuntos
convexos y en 1996 [4] probaron el siguiente Teorema tipo Helly para triangulos
homotéticos.

Teorema 9. Si A es cualquier familia de tridngulos homotéticos en R?, entonces
102 implica 112,

Antes de empezar la demostracion definiremos algunos conceptos.
e Dos semiplanos estan relacionados si uno de ellos contiene al otro. Dos semi-
planos relacionados estan ordenados por la inclusion, de este modo el mas pequeno
esta contenido en el més grande.
e Un n—agono convexo B esté relacionado a un m—agono convexo A si cada
uno de los n—semiplanos cuya interseccion es igual a B, esta relacionado con uno
de los m—semiplanos cuya interseccién es igual a A.

e Una familia B esta relacionada con A si cualquier elemento de B esta relaciona-
do con A.

Con la notacion anterior observamos que un tridngulo B esté relacionado a un
triangulo A si y sélo si B es homotético a A.

Diremos que un conjunto () perfora a un conjunto A si ANQ # @. El conjunto
Q perfora a la familia de conjuntos A si éste perfora a cada conjunto A € A,y x
perfora A si {x} perfora A. Denotaremos por X al semiplano cuya frontera es la
linea X.

Sea A una familia de tridngulos relacionados a un triangulo 7" dado que satisface
112

Sea A= {A4;:i €1}, conl={1,2,..,n}, donde A;, = H NV " NnDf y
{H}:iel}, {D}:iel}, {V;":ie I} son familias de semiplanos relacionados.

Dado A = A;, denotemos por DT (A) = D, H(A) = H" y VT(A) = V.

Para C C A, sean D(C) = min{D"(A): AeC}, H (C) =min{H*(A) : A €
C}yVH(C)=min{V*T(A): AeC}.

Denotemos por D* = DT (A), HY = HT(A), y V' = V*(A), con Dt =
DT (Ty), H" = H"(T3) y V' = V*(T3), para algan T1,T5 y T3 que cumplen ser
minimo en cada drecciéon. Ver la Figura 19
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Demostracion. Sea A una familia de tridngulos relacionados a un triangulo 7" dado
que satisface II2.

Sea T = {TI,TQ,T?,} yseanay, =HNV,aa=HNDya3=VnND.

Podemos asumir que A no es II!, ya que si lo fuera se sigue el resultado inme-
diatamente.

Figura 19.

Afirmacién 1. Para C C A, existe una subfamilia ¢’ C C tal que |C'| < 3y
NC’' =nNC.

Demostracion: Esta afirmacion es cierta, pues N\C = DT(C) N HY(C) N V+(C)
y si DT(C) = DY(F), H*(C) = H*(G), y VT (C) = VT(K) con C'"T(A) =
{F,G,K} C C, entonces C'satisface la observacion. O

Afirmacion 2. Si {i,j,k} = {1,2,3} y x perfora a una subfamilia B de A, con
{T;,T;} C B, entonces ay, perfora B.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad = perfora B, con {T},T»} C By
A € B arbitrario, entonces v € ANT; NTy. Entonces v € DY N V™', y como
T,NTy, C DTNV, esto implica que az € A; de otro modo AND TNVt =@
contradiciendo que B es 1—perforable. Como A € B fue arbitrario, se sigue la
afirmacion. O

Consideremos ahora la familia A; = {A € A : a; € A}, para i = 1,2,3.
Notemos que T; € A; para i =1,2,3.

Afirmaciéon 3. Parai=1020 3, A; es IT'.

Demostracion: Demostraremos ésta afirmaciéon por contradiccion. Supongamos
que (A; = @ para todo ¢ € {1,2,3}, de la afirmacion 1 se sigue que para
i=1,2,3, existe un C; C A;, con |C;| < 3, tal que NC; =NA; = &,y C;NT # O.

Sea S =T UC; UCyUCs. Entonces [S| <3+2+24+2=9 (pues C;NT # @).
Como A es I1Z, T y S son II%. Por lo tanto un conjunto {z,y} perfora S.
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Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que z perfora {T},T>}. De la
afirmacion 2, {as,y} perfora Sy y perfora C3, lo cual es una contradiccion, pues
NC3 = &, quedando demostrada la afirmacion. O

Por tltimo, tenemos que A; es IT' para i =16 2 6 3, asi el punto que perfora
A; junto con a; es una 2—perforacion para A. O

En la Figura 20 se muestran familias de triAngulos equilateros, las cuales sa-
tisfacen II; para k = 4,5,6,7 pero no satisfacen ser IT?:

N AN A
A ) XN\

Figura 20.

El caso k£ = 8 se muestra a continuacion.

Sea T = {(z,y) : x>0,y — V32 > 0,y + v/3z < 10} un tridngulo equilatero y
sea F ={A; =a;,+ T :1<1i<09} la familia de tridngulos equilateros trasladados
del triangulo 7', con

a; = (—\%,1) as = (—\%,—2 ar = (—\%,—3)

Ag = (_\/iga O) a5 = (_%7 -2 as (_\/iga _3)

az = (_\/ig? O) e = <_\1/_0§7 -3 Qg (07 _3)

Consideremos los puntos

p=(-%2) ps=(=51) ps = (=,0) ps = (=25, -2)
ps = (0,0) po = (\/%, —2)

p2=(%5:2) pi=(Z51) pr = (75,0) pio = (0, -3)

Ver la Figura 21. Sean A(i) = F \ {A;}, para 1 <1i < 9. Entonces
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{ps, P10} € A(1) {p2, P10} € 2(4) {ps,pr} € 2(7)
{ps, s} € A(2) {p1, P10} € A(5) {ps,ps} € A(8)
{ps,po} € A(3) {ps,p6} € A(6) {ps,ps} € A(9)

Asi, F es II2. Para ver que F no es II?, observemos que A; N Ag # O,
AN Ay # @, Ag N Ay = {pio}, entonces un conjunto B de dos elementos
que perfore F contiene uno de los puntos x € A; N Ag, y € A1 N Ag 6 pyg. Pero
(AlﬂAG) ¢ (AgUA7UA9) y A3ﬂA7ﬂA9 = @, asi x ¢ B para todo x € Al DAG,
(A1NAg) ¢ (AaUAgUAg) y AsUAgU Ag = @, asi y ¢ B para todo y € A; N Ag;
po & (AL UALUA5) y Ay UAL U A; = @, asi pigp ¢ B. Por lo tanto no existe
ningin conjunto de dos elementos que perfore F.

Figura 21.

Teorema 10. Para familias de hexdgonos convexos simétricos no existe kg tal que
2 o 2
I3, implique TI°.

Demostracion. A continuacion se muestra la construccion de una familia de hexé-
gonos trasladados y después veremos que tal familia es H%Hz pero no I1% para todo
k entero positivo.

Considere un cuadrado de 2 x 2 con lados paralelos a los ejes. Sean cy f vértices
opuestos con f arriba y a la derecha de c. Sean a,b,d y e los puntos medios de
los cuatro lados del cuadrado con a arriba de d y e a la derecha de b. Definimos el
hexagono H como el hexigono que se forma con los vértices a, b, ¢, d, e y f. Ver
la Figura 22.
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bt/ Y

g e

N

Figura 22.

Sean L y R dos lineas verticales, que atraviesan el hexagono, con una separacion
de 1, L a la izquierda de R. Sean x( y yo dos puntos de una linea horizontal con
xoen Ly yoen R. Sea k un entero positivo y sean zg en L'y zor1 en R tales que
ambos estan en la linea de pendiente 1 que contiene al punto medio 0 del segmento
que une Ty y 4o.

Sean 1, ...,z en L entre xy y 2o, con x; 1 por debajo de x; para 1l <i < k—1.
Sean Xyy1, Tgio,..., Tor €n R entre yo v Toky1, cON Tgy;4q1 por arriba de xp,,; para
1 <1 <k, ver la Figura 23.

Definimos los hexagonos trasladados Ay, As, ..., Agr1 1, C1 y Cy de H como sigue:

El lado ab de A; contiene a x; para 1 < ¢ < k. El lado ab de Ay, contiene 0.
El lado af de A; contiene 0. El lado af de A; contiene x;,,_1 para 2 <i < k+ 1.
El lado ed de A; contiene z; para k+2 <1 < 2k+ 1. El lado ¢d de Ag,,;,1 contiene
x;—1 para 1 <1 < k. El vértice e de C] es x; y el vértice ¢ de Cy es xpiq.

Z,
2k+1/
Ak

A °..A5ke %

e
//);ﬂ)g Ao

T
G
A2k+1
i

Figura 23.
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Afirmacioén: La familia A de la construccion anterior es I13, ,, pero no II%.

Veremos primero que A es H§k+2. Observamos que los A;’s contienen a 0, asi
{0, zj41} perfora A\ Cy y {0, 2} perfora A\ Cy. Ademés A; contiene los puntos
del conjunto {x;, x;11, ..., Tiyr—1} moédulo 2k + 1, por lo tanto {4k, T;1or } perfora
AN\ {A;,Cy, Co}. Pero {x; iy, x;10r} perfora A\ A; para 2 < i < 2k + 1. Por otro
lado, {z¢, xx41} perfora A\ A;. Concluyendo lo deseado.

Falta ver que A no es I12. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que
un conjunto {z,y} perfora A. Como C; N Cy = &, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que x € C} y y € (5. Si proyectamos x sobre L y y sobre R, el
conjunto de las proyecciones debe perforar A. Pero un punto en LNC perfora a lo
mas k elementos de {A;, Ay, ..., Aox11}, andlogamente para todo punto de RN Cs.
Por lo tanto {x,y} perfora a lo mas 2k + 2 elementos de A, contradiciendo la
hipotesis inicial. Asi A no puede ser 2—perforable. O

Mas atn, los siguientes resultados son interesantes.

Teorema 11 (|5]). Para familias de simplejos homotéticos en R3, T3 implica 13,
y no existe s tal que T2 implique T1? para todas las familias de simplejos en R3.

Teorema 12 ([5]). Para tridngulos homotéticos en el plano Tz implica TI® y 113,
implica 114,

Teorema 13 ([4]). Sea P un pentigono convezo con dos pares de lados paralelos.
Si A es cualquier familia planar de conjuntos converos relacionados con P y si A
es 112, entonces A es TI2.

En ésta tesis estudiamos el problema de Katchalski sobre encontrar k tal que
12 implique IT? para familias de conjuntos convexos en el plano R?, en particular
familias de n—agonos regulares trasladados.

A continuacion introducimos el concepto de (n, d)—cuerpo que como veremos en
el capitulo 3 esté relacionado con el nimero cromatico y el nimero de perforacion.

Definicién 26. Un (n,d)—cuerpo K es una n—tupla ordenada de conjuntos de di-
mension d denotado por K = (Ky, Ko, ..., K,,). Los K; los llamaremos componentes
de K, y las operaciones como union, interseccion, etc. se definen componente a
componente. Un (n,d)—cuerpo se llama convezo (abierto, cerrado, vacio, etc.) si
todas las componentes de K lo son. Es conveniente pensar los (n,d)—cuerpos co-
mo subconjuntos de un espacio con n componentes conexas, siendo cada uno una
copia de R?. Asi, la i—ésima componente de K es la parte de K en RY.

Definicién 27. Una familia F de (n,d)—cuerpos es llamada débilmente inter-
secada si existe un n—punto p = (py, pa, ..., pn) donde todo p; es un punto en RY,
tal que, para cada K € F, K Np # . Es decir, existe un indice 1 <1 < n para
el cual p; € K;.



28 CAPITULO 2. TEOREMAS TIPO HELLY

Ejemplo 11. En la Figura 24 aparece una familia I = { K, K»} de (3, 2)—cuerpos,
donde K; = {K11>K12,K13} y Ky = {K21,K227K23}' Sean p; € Ko N Koy,
P2 € Koy y p3 € Kas, entonces p = {py, p2, ps} satisface pN K, # Iy pN K, # 2,
siendo asi IC débilmente intersecada.

Figura 24.

Definiciéon 28. Una familia F de (n,d)—cuerpos es fuertemente intersecada
si existe un indice i tal que (g r K; # 2.

Realmente nos interesa saber propiedades de interseccién débil sobre familias
de (2,2)—cuerpos.

Ejemplo 12. En la siguiente figura aparece una familia de (2,2)—cuerpos que es
débilmente intersecada, pero no fuertemente intersecada.

Figura 25.

Se sabe que en general, las familias de (2,2)—cuerpos no tienen la propiedad
Helly con respecto a la interseccion débil. Es decir, no existe una constante k fija
para la cual la familia es débilmente intersecada si y so6lo si todas las subfamilias
son k débilmente intersecadas.

Observe que en el caso de interseccion fuerte basta pedir que cada subfamil-
ia de tamano n(d + 1) sea fuertemente intersecada para que toda la familia sea
intersecada.

Un caso especial de (n,d)—cuerpos son los (n,1)—cuerpos, que son llama-
dos n—intervalos. En 1995, Tardos [6] demostrd que si una familia finita F de
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2—intervalos tiene la propiedad de que no existen k elementos de F que sean
disjuntos a pares, entonces existen 2k puntos, k en cada componente, tal que to-
do F' € F contiene al menos uno de estos puntos. Esto puede enunciarse de la
siguiente manera.

Teorema 14. St F es una familia de 2—intervalos y F no contiene k+1 elementos
disjuntos a pares, entonces F es 112",
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Capitulo 3

Numero de perforacion y Ntumero
cromatico

En esta seccion queremos relacionar el nimero de perforaciéon de una familia
finita de conjuntos convexos F dada, con el niimero cromatico de el complemento
de las gréficas e hipergréficas de interseccion.

Recuerde que la r—hipergrafica de interseccion Hrx de F es aquella que tiene
como vértices V(Hx) = F; si r = 2 dos vértices son adyacentes si los correspon-
dientes conjuntos se intersecan y si r = 3 tres vértices forman una arista si los
correspondientes conjuntos tienen un punto en comun.

3.1. Atando cabos

La siguiente proposicion es cierta para k—hipergraficas (k = 2,3) y x(H) deno-
ta el nimero cromatico para graficas o nimero cromatico débil para hipergraficas
respectivamente.

Proposicién 2. Para una familia F de conjuntos converos x(Hr) < II(F).

Demostracion. Sea Hr la hipergrafica de no interseccién asociada a una familia de
conjuntos convexos F, supongamos m = II(F), es suficiente demostrar que existe
una buena coloracién para Hz con | B| = m colores. Sea B = {1, Ty, ..., T, } €l con-
junto de puntos que perforan a F, y sea C : F — {1,2,...,m} dado por C(T) = j
si x; € T, siendo j es el indice mas pequenio que lo cumple. Esta es una bue-
na coloracion, supongamos k = 3 y supongamos que existiera {7;,7;,T;} € Hp
tal que C(T;) = C(T;) = C(Ty) = r asi se tendria que z, € T;,T};, T, implican-
do que la interseccion T; N'T; N1}, # @ pero por definicién esto implicaria que
{T;,T;, T} ¢ Hr, lo que es una contradicciéon. Anélogamente cuando k = 2. [

31
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Ejemplo 13. Para la familia de hexagonos que aparece el la Figura 23, es facil
ver que su hipergrafica de no interseccion asociada a la familia A es Hy = (V, E),
conV=Ay &= UE UE;, donde

& = {{01702,Az}|—’41 c A

E ={C, App1, AilAs € Aji # k + 1}

53 = {CQ,Al,Ai’Ai € A,Z 7£ 1}}
Que resulta ser 2—cromatica. Consideremos la coloracion C : V — {1,2} dada
por C(Cy) = C(Cy) = 1y C(A4;) = 2 para i = 1,2,...,2k + 1, esta es una buena
coloracion ya que los A;’s no forman aristas.

Observe que en general la igualdad no se cumple, es decir II(F) > x(Hz).

Ejemplo 14. Sea T = {Ti,T», T3, Ty, T5} la familia de tridngulos en R? de la
Figura 26, observe que T1 ﬂTQ ng 7& @7 T1 ngﬂTng4 = @7 T1 ﬂTQﬂTng5 =
y T, NTs = @. Asi, la hipergrafica Hy asociada a T esta dada por Hr = (V, &),
donde V = {1,2,3,4,5} (a cada T; se le asoci6 el vértice i), y el conjunto de aristas
esta dado por

£ ={{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},
{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}}.

En la Figura 27 aparece la hipergréafica de interseccion, que es el complemento
de la grafica de no intersecciéon asociada a la familia 7. Al tener H7 al menos
una arista y(H7) > 2. Como {1,2,3} ¢ &, podemos asignar un solo color a esos
vértices y otro color para los vértices 4 y 5, teniendo una coloracion sin aristas
monocromaticas, de modo que x(Hy) = 2. Pero II(T) # 2 pues T}, T, y Ts son
disjuntos a pares y se necesitarian al menos tres elementos para perforar T, asi

(T) > 3.

T

T,

/ *A

Figura 26. Figura 27.

Proposicién 3. Sea F una familia de conjuntos convexos en R? y sea Hr su
3—hipergrifica de no interseccion. Si toda clase cromdtica de Hr tiene al menos
tres vértices,entonces x(Hzx) = II(F).
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Demostracion. Supongamos que II(F) = k. Sabemos por la proposicion 2 que se
cumple x(Hz) < II(F) = k, demostraremos que x(Hz) > II(F).

Sea C: V(Hz) — {1,2,...,k} una buena coloraciéon de Hz. Entonces todos los
elementos correspondientes a los vértices de cada la clase cromatica tienen inter-
seccidén no vacia, como cada clase cromatica tiene al menos tres vértices sabemos
por el teorema de Helly en R? que si cada 3 tienen interseccién no vacia, entonces
toda la familia tiene interseccion no vacia. Asi, todos los miembros de una clase

croméitica se intersecan y de esta manera tenemos una perforacion de F con k
puntos. Por lo tanto x(Hr) = [I(F). O

A continuaciéon observaremos que la condicion de que cada clase cromatica
tenga mas de 3 elementos no es necesaria para la familia de cajas.

Sea F una familia de cajas en R?, por la observacion 1 de la seccion 2.3 sabemos
que si cada dos cajas en R? se intersecan, entonces la familia F se interseca, sea G »
la grifica de no interseccion de cajas y suponga que C : V(Gz) — {1,2,...,k} es
una buena coloraciéon de G r, de esta manera si consideramos una clase cromética
sabemos que cada dos elementos de esta clase cromatica se intersecan, entonces
toda la clase cromatica tiene un punto en comun, y asi II(F) = k y la siguiente
proposicién es cierta.

Proposicion 4. Sea F una familia de cajas en RY, si G es su grifica de no
interseccion, entonces x(Gr) = II(F).

Corolario 2. Una familia de cajas en R? es 2—perforable si y sélo si su grdfica
de no interseccion es 2— coloreable.

De hecho el siguiente teorema es cierto para familias de convexos en R.

Proposicién 5. Sea F una familia de convezos en R. Si Gr es su grifica de no
interseccion, entonces x(Gr) = II(F)
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Capitulo 4

Resultados interesantes

En este capitulo demostraremos algunos de los resultados expuestos en el capi-
tulo 2, en particular los relacionados con ntimero de perforacion dos, como son
i11) del Teorema 7 utilizando técnicas de teoria de graficas y las observaciones del
capitulo 3, y plantearemos algunos problemas interesantes.

4.1. Algunos resultados conocidos

Mostraremos un resultado dado por Danzer y Griinbaum, aunque daremos la
demostracion realizada por Pendavingh, Puite y Woeginger en [7]. Antes intro-
duciremos algunos conceptos y lemas que ayudardn a la demostracion.

Recuerde que h(d,n) es nimero entero mas pequenio tal que II} implica II".
En particular i = h(2,2) es el minimo niimero tal que si en una familia se cumple
que toda subfamilia de h elementos es 2—perforable en R? entonces la familia es
2—perforable.

Lema 2. FEl numero h(2,2) para una familia F de cajas en R? con lados paralelos a
los ejes, es igual al impar mds grande para el cual C}, es una grafica de interseccion
de cajas en R?.

Demostracion. Sea k el impar mas grande para el cual C; es una grafica de inter-
seccion de cajas en R2.

Consideremos una familia B de cajas en R? cuya grafica de interseccion es
C},. La grafica complemento de C} es Cj, un ciclo impar, y por lo tanto no es
2—coloreable. Observamos que al remover una caja de B, el complemento de su
grafica de interseccion es una trayectoria, que es 2—coloreable. Por el corolario 2,
B no es 2—perforable, pero cualquier subfamilia de £ — 1 elementos si lo es, por lo
tanto para tener una familia 2—perforable necesitamos tomar subfamilias con més
de k — 1 elementos, asi h(2,2) > k — 1.

35
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Para probar que h(2,2) < k, consideremos una familia B de cajas tal que
cada subfamilia con k elementos es 2—perforable. Sea G la grafica de no inter-
seccién de B, demostraremos que G es 2—coloreable. Supongamos que G no
es 2—coloreable, consideremos el ciclo impar mas pequeno C' en Gg. Note que
éste ciclo es un ciclo inducido, ya que cualquier otra arista que se tuviera con los
vértices de C' formarfa un ciclo impar méas pequeno.

Observamos que el nimero de vértices de C' no puede ser mayor a k, de lo
contrario la grafica de interseccion de las cajas correspondientes a los vértices de
C seria un anti-ciclo con al menos k + 2 vértices. Pero tampoco puede ser menor o
igual que k, ya que tendriamos una familia con los elementos correspondientes a los
vértices de C' de a lo mas k cajas que no es 2—perforable, contradiciendo la eleccion
de B. Por lo tanto no existe C' con tales caracteristicas, asi Gz es 2—coloreable, y
por el corolario 2, B es 2—perforable. O

Lema 3. Una grdfica es una grifica de interseccion de cajas en R? si y solo si
ésta es la interseccion de 2 grdficas de interseccion de cajas en 1 dimension.

Demostracion. Supongamos primero que una grafica GG es una grafica de inter-
seccion de cajas en R?, entonces basta tomar las proyecciones en los ejes para
formar familias de intervalos que tienen graficas de interseccion cuya propiedad es
justamente que su interseccion es G.

La otra implicacion es clara. O

Lema 4. Sea k > 5. Si una grdfica de interseccion de cajas 1—dimensional con
. . . - . . . k

k wvértices contiene C) como subgrifica, entonces ésta tiene al menos ((2) — 3)

aristas.

Demostracion. Sean Iy, I, .., I} los intervalos correspondientes a los vértices vy, ..., vy
en el anti—ciclo C), que satisfacen I; N I; # @ siempre que 2 < |i— j| < n— 2.
Supongamos que dos intervalos con indices consecutivos I, I3 no se intersecan. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que I5 esta a la izquierda de I3. Sean x,y
los puntos finales derecho de I, e izquierdo de I3, respectivamente, puede verse
que = < y. Ademaés, como todos los k — 4 intervalos I, I, ..., I}, intersecan tanto
a I, como a I3, entonces todos contienen a los puntos z,y. Tenemos los siguientes
casos.

Caso 1. Supongamos que x ¢ I,. Como I, N Iy # &, I, esta a la izquierda de
x.Ademas I interseca los intervalos I3 e I, entonces x € I;. Por lo tanto todos
los intervalos contienen x, excepto I3 e I,.

Caso 2. Siy ¢ Iy, como I} N I3 # &, I; estda a la derecha de y. Al intersecar
I, a los intervalos I; e Iy, se sigue que y € I4. Por lo tanto y estd en todos los
intervalos excepto en [; e Is.
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Caso 3. Supongamos que x € Iy, y € I;. Como [, N1y # &, I; e I, ambos
contienen un punto z con x < z < y, entonces z estd en todos los intervalos
excepto en I e I3.

En todos los casos hemos identificado un clan con k£ — 2 vértices en el que a lo
mas 3 aristas no estan en la grafica de interseccion de cajas de una dimension. [

Lema 5. Sea C} un anti—ciclo. Si Cy es una grdfica de interseccion de cajas
2—dimensionales, entonces k < 6.

Demostracion. Sea C), un anti—ciclo que es una grafica de interseccién de cajas
2—dimensionales. Por el lema 3, ) es la interseccion de 2 graficas de interseccion
que corresponden a las proyecciones en los ejes coordenados. Del lema 4, cada
proyeccion remueve a lo mas 3 aristas de la grafica completa. Como C es una
grafica completa menos k aristas, entonces k < 6. O

Teorema 15. Para una familia de cajas en el plano R? con lados paralelos a los
ejes, se tiene que 1% implica TI%.

Demostracion. Sea F una familia de cajas en R? para la cual existe un & tal que
12 implique 1%, Por el lema 5, k& < 6; ademés del lema 2, k es el impar mas
grande para el cual el anti-ciclo C}, es una grafica de interseccién de cajas, por
lo tanto & < 5. Sea R el rectangulo con vértices en (0,0),(2,0), (0,1) y (2,1),
definimos la familia F = {R;|i = 1,2,...,5}, donde R; = r; + R, con a; = (0,0),
az = (2,1), a3 = (4,0), ag = (—1,3) y a5 = (1, —2). Observamos que cualesquiera
tres rectangulos tienen interseccion vacia, ademés R;NR;.1 # D parai=1,2,...,4

y R N Ry # @, asi la grafica de interseccion G para la familia F es C5. Por lo
tanto T2 implica IT2. O

4.2. Hipergraficas prohibidas

Definiciéon 29. Sea F una familia de conjuntos convexos y sea H una hipergrifica,
diremos que H mno es realizable en la familia F si no existe una subfamilia JF
de F que tenga a H como hipergrdfica de no interseccion asociada.

Cuando no sea motivo de confusion, solo diremos que una hipergrafica no es
realizable, sin especificar la familia que se esta considerando.

Definicién 30. Una hipergrifica H es prohibida si no es realizable.

Diremos que una familia de tres conjuntos convexos C,Cy y Cs tiene la con-
ﬁguraci(')n Kg’ si Clﬂ02ﬂ03 :@, y010027£@, CQOCg#@y ClﬂCg 7&@
Ver la Figura 28.
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Figura 28.

Ejemplo 15. La grafica 2K5 es prohibida como grafica de no interseccion de
intervalos.

Sea 2Ky = (V,E) con V. = {1,2,3,4} v E = {12,34}} y sean I = [ay, b1},
I = [ag, bs], I3 = [as,bs] v 14 = [ay, bs] los intervalos asociados a los vértices de
2K,. Como {1,3},{1,4} ¢ E entonces [, NI3 # @, 1 NIy # @,y como {3,4} € E
entonces 3N 1y = &. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que b3 < ay, asi
bs y a4 estan en I;. De manera andloga puede verse que b NI3 # @y ILbNI, # &,
de modo que I, contiene los puntos ag v by, lo cual es una contradiccion ya que
Iy NI, = & por ser {1,2} una arista de E.

Observacion 2. Note que el lema 4 afirma que si una grafica de interseccion
de cajas 1—dimensional tiene C} como subgrafica y menos de (’2“) — 3 aristas es
prohibida.

Teorema 16. La hipergrifica 2K5 es prohibida para una familia F de conjuntos
convezos en el plano R2.

Demostracion. Es suficiente demostrar que para una familia de seis conjuntos con-
vexos, ésta familia no puede tener asociada la hipergrafica 2K;.

Sea F = {F\, Fy, Fy, Fy, Fy, Fs} una familia de conjuntos convexos en el plano
R2. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que V(2K3) = {1,2,3,4,5,6} y
E(2K35) = {{1,2,3},{4,5,6}}, donde el vértice i esta asociado a F;. Como {1,2,3} €
H, F} N FyN F3 = &; de manera analoga Fy N F5 N Fy = @. Como los conjuntos
{1,2,4},{2,3,4},{1,3,4} ¢ H, entonces F1NFy # &, FINTy # Oy FoNF3 # @,
por lo tanto sélo es posible que F}, F5, F3 tengan la configuracion Fg (ver la Figu-
ra 28), de manera anéloga, Fy, F5, Fy solo puede tener la configuracion fg’

Sea T es tridngulo formado por los tres puntos de interseccion p,q y r, que
son los puntos internos de interseccion de las curvas que definen a los conjuntos
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convexos Fi, Fy, F3. Observemos que, como T; NTYNTy # @, T, NTy NT3 # &,
T, NTyNT3 # &, parai € {4,5,6}, los conjuntos Fy, F5 y Fg contienen a 7T’ asi
FyN F5N Fs # @ que es una contradiccion, ya que {4,5,6} ¢ 2K3.

O

Proposicion 6. Si H tiene una subhipergrifica K prohibida como subhipergrifica
inducida, entonces H es prohibida.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que H no es pro-
hibida. Como H no es prohibida, es realizable, por lo tanto existe una subfamilia
F' C F tal que tiene a H como hipergrafica asociada. Por ser K inducida, no
existe ninguna arista adicional que formen los vértices V(K), de modo que K es
realizable en F, basta restringirse a los elementos de F' que tienen como vértices
asociados el conjunto V' (K). Pero eso es una contradiccion, por lo tanto H no es
realizable. O]
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Capitulo 5

Conjeturas y conclusiones

5.1. Numero de perforacién dos para familias de
convexos en R?

En el capitulo 1 seccion 1 hablamos sobre las caracteristicas necesarias y sufi-
cientes para que una grafica tenga nimero cromatico 2, asi mismo en la seccion 2
del mismo capitulo dimos algunas caracteristicas de las 3—hipergraficas uniformes
para saber cuando su ntimero cromatico era dos, sin embargo quedoé claro en ese
momento que a diferencia de las graficas esta caracterizacion dista de ser completa.

Por otro lado, como vimos en el capitulo 3 dada una familia de cajas (proposi-
cion 3), ésta sera dos perforable siy solo si su grafica de interseccion es 2 coloreable,
lo que nos permitié demostrar el teorema de Danzer y Griinbaum (Teorema 7 (iii))
via el ntimero cromatico.

Como ya mencionamos con anterioridad, la idea central de esta tesis es la de en-
contrar cuando los teoremas que determinan si una 3—hipergrafica es 2—cromatica
pueden utilizarse para familias mas generales como convexos en R2.

Sea F una familia de conjuntos convexos en R? y sea Hr su 3—hipergrafica de
no interseccion. Las siguientes observaciones se derivan de la proposiciéon 3.

1. Si x(Hr) = 2 y una de las clases cromaticas tiene mas de 3 elementos,
entonces II(F) = 2.

2. Si x(Hr) = 2y una de las clases cromaticas tiene un solo elemento y la otra
tiene uno o mas de tres elementos, entonces II(F) = 2.

3. Si x(Hr) = 2 y una de las clases crométicas tiene exactamente 2 elementos,
entonces II(F) > 2.
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;Qué podemos decir entonces en el caso 3? ;Serd cierto que si x(Hr) =27y la
familia satisface II7 para algin k entonces II(F) = 27

El siguiente ejemplo muestra que k£ > 5.
Sea F = {A1, Ag, ..., Ay—2, X, Y} una familia de conjuntos convexos que cumplen

XNY =gy AiNnX #2y ANY = @ paraalgini € {1,2,....n—2}, vy x(HFr) = 2,
entonces 112 no implica I12. Ver la Figura 29.

Figura 29.

A continuacién hacemos notar que la relacién entre el ntiimero cromético y
el nimero de perforacion estd relacionada con los problemas tipo Helly para
(2,2)—cuerpos, descritos en el capitulo 2.

Proposicion 7. Si F satisface x(Hzr) = 2 y 112, entonces F define una familia
de (2,2)—cuerpos F' que tiene la propiedad de que cualesquiera k elementos son
débilmente intersecados.

Demostracion. Sea F = {Ay, Ag, ..., An 2, X, Y}, X NY = @. Como F es IIZ,
entonces en todo subconjunto de k£ elementos existen 2 puntos que lo perforan, si
los k son elementos en F \ {X,Y}, entonces son IT' o IT2. Por lo tanto, podemos
asumir que todo subconjunto de k elementos en F contiene a X y a Y.

Consideremos el siguiente (2,2)—cuerpo F':

F={AANnX ANY}

FQ == {AQﬂX,AQﬂY}

anQ == {Aan N X, Aan N Y}
Por demostrar que si {Bj, Bs, ..., By} = F C F', existe p = (p1,p2) tal que
para todo B; € F existe i € {1,2} tal que p; € Bj;.
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Sea G = {G1,Gy,...,Grp_9, X, Y} € F,como cada G;NX =2,y G;NY =2,
podemos construir el siguiente (2, 2)—cuerpo:

{Gi1,G2} ={GiNX,GiNY}

{GQl, G22} = {GQ N X, GQ N Y}

{Gr21,Grop} ={Gr 2N X,GroNY}

Como G es IIZ, existen 2 puntos p,q € R* que perforan a G (uno en X y otro
en Y). Esto divide naturalmente a G en dos conjuntos A y B de los elementos en
GG que contienen p y los que contienen q. L]

Como ya se mencion6 en el capitulo 2, no se conocen teoremas tipo Helly para
(2,2)—cuerpos en la literatura, resulta muy interesante saber si dichos teoremas
existen.

5.2. Conjeturas y problemas

Conjetura 1. jExiste un teorema tipo Helly para familias de (2,2)—cuerpos
obtenidas de n—agonos regulares?

Lo cual es equivalente a probar la siguiente

Conjetura 2. ;jExiste k tal que IT; y x(Hr) = 2, implique II? para n—agonos
regulares?

De ser cierto, se podrian utilizar técnicas de coloracion de hipergréficas, a saber,
los teoremas de Las Vergnas-Fournier y Lovasz, para probar algo de este estilo:

Conjetura 3. Para toda familia de n—agonos regulares, existe un entero k tal que
012 implique T12.

Pregunta 1. ;Es posible dar una familia de hipergraficas prohibidas para familias
de hexégonos regulares trasladados?

Pregunta 2. ; Qué propiedad tienen las hipergraficas anteriores que no tienen las
de los hexagonos trasladados?
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5.3. Conclusiones

Como hicimos notar en el transcurso de esta tesis, nuestro interés se baso en
la bisqueda de teoremas tipo Helly para perforacion dos.

En el capitulo 3 notamos que x(G ) acota inferiormente este invariante y de
esta manera sugerimos las técnicas de los teoremas de Las Vergnas-Fournier y
Lovasz, para acotar el nimero de perforacién de estas familias, notamos de hecho
que el nimero croméatico y en nimero de perforaciéon son iguales casi siempre,
excepto cuando una de las clases cromaticas tiene exactamente dos elementos,
lo que permiti6 darnos cuenta que es justo éste caso el que nos relaciona con el
problema de los (2,2)—cuerpos, problema abierto y extremadamente dificil, pero
que desde este punto de vista resulta muy interesante.

En este capitulo sugerimos varias conjeturas y planteamos la btisqueda de hiper-
graficas prohibidas lo cual permitiria encontrar la existencia de ciertos ciclos im-
pares en el sentido de Lovasz y Las Vergnas-Fournier.
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